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Yorwort.

Die Principien der Differential- und Integralrechnung findet
man, mit wenig Ausnahmen, unter denen in erster Linie das Werk
von Lipschitz zu nennen ist, in den Lehrbiichern nicht wmit der
gegenwirtig erreichbaren Strenge* entwickelt. In akademischen
Vorlesungen aber alle Binzelheiten vor Anfingern zu besprechen,
ist nicht bloss sehr zeitraubend, sondern auch im allgemeinen von
zweifelhaftem Erfolge, da der Lernende erst bei einer gewissen
Reife des Urteils die grossenteils sehr abstrakten Auseinandersetz-
ungen sich anzueignen und ihre Notwendigkeit einzusehen vermag.
Nichtsdestoweniger muss man, glaube ich, bei dem Vortrage der
Infinitesimalrechnung gleich von vornherein die dlteren Darstellungs-
weisen verlassen, wenn man nicht in der Lage ist, auf die Prin-
cipien jener Disciplin spiiter, etwa bei der Einfilhrung in die Funk-
tionentheorie, ausfithrlich zuriickkommen zu kbnnen.

Vielleicht wird daher fir manche Zwecke eine Darstellung
brauchbar sein, welche, wie die vorliegende, iiber die einleitenden
Teile der Differential- und Integralrechnung nieht hinausgeht, ihren
(Gegenstand jedoch moglichst genau und ausfithrlich zu behandeln
sucht. Die Schrift ist im Anschluss an Vorlesungen iiber Infini-
tesimalrechnung und Funktionentheorie (hauptséichlich im Winter-
semester 187879) ausgearbeitet worden. Da sie nur als Ergiinzung
zu Vorlesungen oder Lehrbiichern dienen soll, wurde der Stoff ent-

sprechend begrenzt; so blieben z B. die Differentialquotienten

# {Tber die Moglichkeit einer rein arithmetischen Darstellung der Analysis
vergl. die neuerlichen Bemerkungen von Cantor, Mathem. Ann. Bd, 20 8. 121.



v : Vorwort.

hoherer Ordnung ausser Betracht, ebenso die Anwendungen der
Theorie; die Tangenten der ebenen Kurven, sowie Quadvatur und
Rektifikation sind nur herangezogen, nm dic Begriffsbildung zu er-
lintern. Fir die trigonowetrischen lManktionen kann die elementur-
geometrische Definition bei der analytischen Untersuchung wnichi
den Ausgangspunkt bilden; indem jene Funktionen aus dem Kreis-
bogenintegral erzeugt wurden, bot sich zugleich Gelegenheit, den
Begriff des Integrationsweges zu erweitern und die Periodicitét
ohue Zuziehung von komplexen Variablen zu erkliren. Zum Schluss
werden die unendlichen Reihen, insbesondere die Potenzreiben be-
sprochen und die Reihenentwickelurigen der elementaren Funktionen
gegeben.

Einige wesentliche Puukte in der Analysis haben erst durch
vollkommenere Ausbildung des Begriffes der irrationalen Zahlen
ihre Erledigung gefunden. Hinsichtlich dieses Begriffes bin ich,
mit geringer Modifikation, der vou Dedekind entwickelten An-
schauvungsweise gefolgt, weleche am meisten der Natur der Sache

entsprechen diirfte.

Giessen, im Mai 1882.

M. Pasch.
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Einleitung

in die
Differential- und Integralrechnung.

§ 1. Einfithrung von Zahlenstrecken.

Eine strenge Begriindung der Infinitesimalrechnung ist ohne
genaue Erklirung des Wesens der irrationalen Zahlen nicht moglich.
Die Einfithrung der irvationalen Zahlen setzt die der gebrochenen
voraus, aber nicht notwendig die der negativen, sowie der Zahlen
Null nnd Unendlich. Wir werden den Begriff der irrationalen Zahlen
80 entwickeln, wie er sich der Zahlenlehre an moglichst friher
Stelle einfiigen liisst.* Demgemiiss soll das Wort ,,Zahl® bis auf
weiteres stets eine positive ganze Zahl oder den Quotienten zweier
positiven ganzen Zahlen bedeuten.

SOWGl‘b es innerhalb dieses Zahlengebietes moglich ist, milssen
die Begriffe ,gleich, grosser, kleiner, Summe, Differenz, Plodukt
Quotient und Potenz® nebst den darauf beziiglichen Benennungen,
Bezeichnungen und Fundamentalsiitzen bekannt sein. Wir konnen
also die folgenden Hilfssiitze aufstellen, in denen 2 durchweg eine
ganze Zahl bedeuten soll.

1. Zu jeder gegebenen Zabl ¢ kann man die Zahl b so be-
stimmen, dass " <a.

Denn nimmt man & zugleich <1 und <a, so ist I*<b <a.

2. Zn jeder gegebenen Zahl o kann man die /a,hl g so be-
stimmen, dass "> a.

Denn nimmt man ¢ zugleich >1 und >a, so ist g*>g>a.

3. Sind ¢ und w beliebige Zahlen, so kann man die Zahl %

50 bestlmﬂﬁh f}i‘is w<a, (htuyr>a

+ Die nachstehende Einfilhrung der irrationalen Zahlen beruht auf den
Angchanungen, welche R. Dedekind in seiner Schrift: Stetigkeit und ir-
rationale Zahlen, Braunschweig 1872, entwickelt hat.

Pasch, Differential- u Integralrachnung i



P § 1. Tinfilbrung von Zahlenstrecken.

Withli man niimlich die Zahl b so, dass i*<Ce, und bildet die
Zahlen b, b+u, b+2u, b43u, ...,
so sei b+ 4w die erste Zahl der Reihe, deren n% Potenz den Werl
tiberschreitet. Setzt man dany H--(A— Liu=1, so besitzt . die
verlangten Eigenschaften.

4. Sind « und b beliebige Zahlen, so kann man stets eine
Zahl z angeben, deren n* Potenz zwischen a und b fillt.

Beweis: Ils sei elwa a«<<b und b—a=d. Man kaun eine
Zahl g so wiihlen, dass ¢" >« wird, hierauf eine Zahl
__d
" (g + 1)71.»—1
und endlich eine Zahl 7 derart, dass h»<a, dagegen (h4u)">a
ausfiillt. Bezeiclinet man dann 7+« mit z, so wird

#<<l und <

<y, h<e<gtu<g+1i, u<1—1i~

xn-—-l’

at— W= =Ny (@22 h . ) <uonanml <d,
a<ler<lr+d<a-+d —

Wenn nun zu jeder Zahl ¢ Zahlen gehoren, deren #* Potenz
hinter « zuriickbleibt, nnd Zahlen, deren #'* Potenz den Wert «
iibersteigt, so liisst sich doch nicht immer eine Zahl auffinden, deren
n¥ Potenz genau mit « tibereinstimmt.  Wird die Zahl ¢ dureh den
@
B
gemeinschaftlichen Teiler bedeuten sollen, so lisst sich zeigen, dass
eine Zahl, deren 2' Potenz gleich @ ist, nur dann existierl, wenn
¢ und B gleichzeitig nt* Potenzen von ganzen Zahlen sind, Soll
jede Zahl als #' Potenz einer anderen erscheinen, so ist
eine Krweiterung des Zahlenbegriffes ertorderlich.

Gehen wir in der Absicht, eine Zahl, deren 2% Polenz gleich
a ist, anfzusachen, alle Zahlen der Reihe nach durch, so begegnen
wir zuerst ciner ununterbrochenen Folge von Zahlen, welche sich
als zu klein fur jemen Zweck erweisen, indem sie, zur n**» Potenz
erhoben, einen kleineren Wert als « ergeben. Die Gruppe aller
Zahlen, deren n' Potenz unter « liegi, ist aber immer genau de-
finiert, gleichviel ob « sich als 7' Polenz einer andern Zahl dar-
stellen lisst oder nicht, nnd besitzt folgende Eigenschaften:

1. die Groppe umfasst nicht alle Zahlen;

Quotienten , dargestellt, in welchem « und B ganze Zahlen ohne
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]

2, wenn die Zahl  zur Gruppe gehort, so gehdren zu ihr
auch alle kleineren Zahlen;
3. es giebt keine grijeste Zahl in der Gruppe.
Um die dritte Eigenschaft nachzuweisen, betrachte man irgend eine
Zahl & der Gruppe; da a" <, so kann man nach Satz 4. die Zabl
so angeben, dass 4" <o "<q; es ist dann z, zur Gruppe gehirig
und grosser als a.

Wir wollen jede Zahlengruppe, welche diese drei Kigenschaften
besitat, eine Zahlenstrecke oder anch kurz eine Strecke nennen.
Darnach wird z. B die Gesamtheit derjenigen Zahlen, deren Quadrat
kleiner als 25 ist, eine Zahlenstrecke heissen, ebenso die Gesamt-
heit derjenigen Zahlen, deren Kubus kleiner als 25 ist. Wiihrend
es jedoch unter den Zahlen, welche von der ersteren Strecke aus-
geschlossen werden, eine kleinste giebt, néimlich 5, ist dies bei der
letzteren nicht der Fall; denn wenn ¢ nicht zur Strecke gehdit, so
lisst sich, da keine Zahl den Kubus 25 liefert und mithin 4 >25
ist, eine Zahl y, so angebeu, dass y*>y,°>25, also y, ausserhalb
der Strecke und kleiner als y. Wenn es unter den von einer Strecke
ansgeschlossenen Zahlen eine kleinste b giebt, d. h. wenn die Strecke
alle Zahlen, welche kleiner als b sind, und nur diese umfasst, so
wollen wir sagen, die Strecke werde durch b begrenzt, und
eine solche Strecke eine Strecke mit Begrenzung oder auch eine
rationale Strecke nennen. Die iibrigen Zahlenstrecken, die
Strecken ohne Begrenzung, nennen wir irrational,

Die Strecken werden im folgenden mit Buchstaben bezeichnet,
wie die Zahlen. Ist ein Buchstabe » das Zeichen einer Zahl, so
gilt er zugleich als Zeichen der durch die Zahl b begrenzten Strecke.
Die Grundeigenschaften einer Zahlenstrecke sind in folgenden Be-
merkungen ausgesprochen:

Gehort die Zahl 2 zur Strecke 4, und ist die Zahl x; <7, so
gehirt auch 2, zur Strecke A.

Gehort die Zahl # zu einer Strecke, die Zahl 5 aber nichi, so
ist 2 <y

(tehbrt die Zahl y nicht zur Strecke 4, und ist die Zahl y, >y,
so kann y, weder zur Strecke 4 gehoren, noch sie begrenzen.

Ist « eine Zahl der Sfrecke 4, so kann man immer eine
Zahl @; angeben, welche grosser als o nnd ebenfalls eine Zahl der
Strecke A4 ist.

Wenn die Zahl y weder zur Streckg 4 gehort, noch sie be-
grenzt, so kann man immer eine Zahl g, angeben, welche klefner

1*



4 §2. Addition, Snbtraktion, Multiplikation und Division von Zahlenstrecken.

als y ist und ebenfalls weder zur Strecke A gehtrd, noch sie
begrenzt.

Ist eine Zahl & und eine Strecke A gegeben, so kann man stefs
eime Zahl z angeben, welche zur Strecke A gehirt, wiihrend die
Zahl z ¢ weder zur Sirecke A gehdrt, nach sie begrenzt. Versteht
man nimlich unter x, eine beliebige Zahl der Strecke, und ist in
der Reihe 2,, @, +¢, o+ 2¢, ... die Zahl 2, + 1¢ die erste, welche
nicht zur Strecke 4 gehort, so wihle man fiir .« irgend eine Zahl,
welche grisser als @, + (2 — 1) & ist und noch zur Strecke 4 gehort.

Wenn sich herausstellt, dass zwei Zeichen 4 und B eine und
dieselbe Strecke vorstellen, so sagen wir: Die Strecken 4 und B
sind einander gleich, und schreiben:

A=B.
Sind jedoch die Strecken A und B verschieden, so wird in der
einen, A, (mindestens} eine Zahl vorkommen, welche nicht zu
andern, 03, gehort; es wird daun 4 die grissere, B die kleinere
Strecke heissen; die Strecke A enthiilt alle Zahlen der Strecke I,
aber zugleich noch (unendlich viele) andere Zahlen. Wir schrei-

ben dann: A>B, B<A

Hat man drei Strecken 4, B, (" und ist A> B, B> (", so ist
A>C. Wird die Strecke 4 durch die Zahl « begrenzt, so ist
A=ua. Ist a eine Zahl der Strecke 4, so ist a<<A4. Wenn die
Zahl a weder zur Strecke 4 gehOrt noch sie begrenzt, so ist a> 4.
Wenn endlich « und b Zahlen hedeuten, so findet jede der Be-

ziechungen a<lb, a=b, a>h

zwischen den Zahlen «, b gleichzeitig mit der niimlichen Beziehung
zwischen den Strecken a, b stabt.

§ 2. Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division
von Zahlenstrecken.

Sind irgend zwei (gleiche oder ungleiche) Zahlenstrecken A
und B gegeben, und nennt man z eine heliebige Zahl der Strecke 4,
y eine beliebige Zahl der Strecke B, z die Summe #+y, dann
bilden die Werte von £ eine Strecke. Denn wenn die Zahl ¢ nicht zur
Strecke 4, die Zahl 4 nicht zur Strecke B gehiirt, so ist immer
x<e, y<d, e<c+d, d h e+4d gehort nicht zur CGruppe der
Werte von z; betrachtet man ferner neben einem Werte von z
irgend eine kleinere Zahl z, und setat
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22, v
';’1':“ 1 %“f’h,
so ist z, <z, y; <y, @, 41y, =2, d h 2z, gehort w 4, y, zu B,
4 zur Gruappe; nimmt man endlich in der Strecke 4 die Zahl 2/ >z
und bildet &/ +y =4, so gehort 2/ zur Gruppe und ist grosser als 2.
Fdr eine beliehige Anzahl von Zahlenstrecken A, 4,... gilt
dasselbe. Nenut man z, z, ... beliebige Zahlen resp. aus den Strecken
A 4,... und z die Summe %, +2,-+..., so bilden die Werte von £
eine Strecke C. Wir nennen C die Summe der Strecken 4, 4,...

und schreiben: C=d,+ A, +
=4, +4,+...

Dass wir dadurch nicht mit schon getroffenen Festsetzungen in
Widerspruch gerathen, ist leicht zu erkemmen. Sind namlich die
Strecken 4, 4, ... simtlich rational, also die Zeichen 4, 4, ...
zugleich Zeichen von Zahlen, und ist € die Summe der Zahlen
4, 4,..., soist auch die rationale Strecke C die Summe der Strecken
Ay d,...; denn jede Zahl der Strecke A, + A, +... ist dann kleiner
als die Zahl C, mithin zur Strecke C gehdrig; und ist umgekehrt
¢ irgend eine Zahl der Strecke C, also #<C und

Az A,z

'—="—é—*+ —C,—+...=x1—i—w2+...,
wo @, <A,, z,<4,, ..., so gehort 2 zur Strecke 4, -+ 4, +....
Es ist A1+A2>A1.

Deun withlt man in der Strecke A, die Zahl #;, beliebig und hierauf
*in der Strecke 4, die Zahl wz, devart, dass x,-+#, nicht zn 4, ge-
hort, so enthilt die Strecke 4, -4, die nicht zu 4, gehbrige
Zahl z, + %, Weiter hat man
A +B>A+B, wenn 4,> 4.

Wihlt man n@imlich die Zahlen # und z, in der Strecke 4, aber
ausserhalb der Strecke A, und zwar #;, > %, hierauf die Zahl y in
der Strecke I derart, dass y -+ (%, — ) nicht zu B gehort, so ist
& +y==2+(y+x —2) eine Zahl der Strecke 4,+ B, aber nicht
der Strecke A+ B. Endlich ist

A+ Ay=A,+ A, (4, +A)+ dy= A + A, + 4, n. s W

Sind irgend zwei ungleiche Strecken 4 und B gegeben, A> B,
und nennt man # und y irgend zwei Zahlen der Strecke A, aber
ausserhalb B, #>>y, so bilden die Werte der Differenz z=2—y
eine Strecke C. Denn wenn die Zahl ¢ nicht zu 4 gehort, so ist
¢>2>2, d. h. ¢ gehért nicht zuy Gruppe der Werte von z; he-
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trachtet man ferner neben einem Werte von # irgend eine Zahl
4, < #, also auch <z, und setzb z — 2, =y,, so ist &>y, >y, folg-
lich g, 7ur Strecke 4 gehbrig, aber nicht zu B, mithin & =z—1,
eine Zahl der Gruppe; ist endlich in der Strecke 4 die Zahl 2" >,
also nicht in B gelegen, so ist 2' —y eine Zahl der Gruppe wnd
-grosser als z. Die Strecke C ist durch die BEigenschaft ausgezeich-
net, die Summe B+(0=4

hervorzubringen. Ist niimlich » irgend eine Zahl der Strecke B + (|
so hat man: u=¢t+z==¢t+2—y, wo ¢ eine Zahl von B, z eine
Zahl von C, x# und y Zahlen von A, aber nicht von B, 2>y, folg-
lich <y und u=2—(y—1t)<<x, d. h. v eine Zahl von 4; ist um-
gekehrt u irgend eine Zahl der Strecke 4, wobei der Fall u < B
sich sofort erledigt und deshalb nur der Fall B<u noch in Be-
tracht gezogen wird, und wihlt man die Zahl 2 >u in der Strecke 4
(also z nicht in B), hierauf die Zahl y in der Strecke I so, dass
y+@—uw)>B, so ist y<u, y+EF—w)<z<4, v—(y+z—u)
=u—y<0, u=y+u—y)<B+C Keine andere Strecke ausser
C besitzt die erwihnte Eigenschaft. Denn ist die Strecke 0’20,

s0 ist B+C'ZB+C, B+(' von A verschieden.

Hiernach giebt es, wenn A und B ungleiche Strecken sind,
A> B, eine und nur eine Strecke € derart, dass B+ C=4. Wir
nennen C die Differenz der Strecken 4 und B und schreiben:

C=A—B.
Sind die Strecken 4 und B rational und ist C die Differenz der
Zahlen 4 und B, so ist auch die Strecke C die Differenz der Strecken
A wnd B.

Weun die Zahlenstrecken 4 und B wieder beliebig (gleich oder
ungleich) angenommen werden, und man bildet aus einer beliebhigen
Zahl z der Strecke A und einer beliebigen Zahl y der Strecke B
das Produkt #=axy, so bilden die Werte von 2z eine Strecke. Denn
liegt die Zahl ¢ ausserhalb von A, die Zahl d ausserhalb von B,
so ist immer ed >z, d. h. ¢d gehdrt nicht zur Gruppe der Werte
von #; niromt man ferner 2, < 2 und setzt

=&y,

so ist g <a<Ad, 2=y, d h 2 gehort zur Gruppe; nimmt man
endlich in der Strecke A die Zahl 2’ >z, so gehort &'y zur Gruppe
und ist grosser als 2 Diese Bemerkung iibertriigt sich sofort auf
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beliebig viele Zahlenstrecken Ay 4, .. die Werte des Drodukies
Ly By ...y WOy eine Zahl von 4, x, eine Zahl von A, uw s w,
bilden eine Strecke C, welche das Produkt der Strecken A, 4, ...
heissen soll. Wir schreiben:
C=A4,4y...= 4, Ay ...= 4, ><d,><...

Sind die Strecken A, 4,... simtlich rational, ¢ das Produki der
Zahlen A 4, ..., so ist auch die Strecke € das Produkt der Strecken
A 4,...

Jede Strecke 4 ist gleich dem Produkie der Strecken 4 und 1.
Denn jede Zahl der Strecke .4><1 ist von der Form 2y, wo & eine
Zahl von 4 und y<1, und kommt demnach in der Strecke A vor;
und ist umgekehrt z irgend eine Zahl der Strecke 4, so kann man
in 4 die Zahl 2>z nehmen, so dass

als Zahl der Sirecke 4><1 erscheint.
Aus drei Strecken 4, B, C bilde wan die neuen Sérecken
(A+B)C=F und AC+BC=0.

Jede Zahl von F hat die Form (z+y)¢=wxz+yz, wo £ eine Zahl
von 4, y eine Zahl von B, & eine Zahl von ¢ bedentet, und ge-
hért mithin zu G. Jede Zahl von & hat die Form

.nz+yzl=(x+y§1)z‘ oder (:f»z—i-y)zl,

~

wo x eine Zahl von 4, y eine Zahl von I3, z und z Zahlen von O
bedeuten, und gehirt mithin zu I\ Folglich isi

(A-+B)C=AC+ BC.

A B>AB fir 4,>A4,
A d,=A,4,, (4, 4,)A;=4, 4,45 . s w.

Biner Strecke B kaun man stets eine bestimmte Strecke B’
zuordnen, welche alle (and nor solche) Zahlen umfasst, deren veci-
proker Wert weder zur Strecke I3 gehirt, noch sie begrenzt. Jede
Zahl der Strecke BB hat die Form zy, wo z zu B und y zu B’
gehbrt, und ist <1, da |

x<B<7J.

Man hat tberdies:

Jede Zahl der Strecke 1 hat die Form 1—g, wo &<(1; wahlt
man die Zahl ¢ in B beliebig und hierauf in B die Zahl y so, dass
y+ s¢ weder zur Strecke B gehort, noch sie begrenut, so hat man:
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&

e y+ec, 8>y—?&b’
1 .
1-e<7/-”+;c<])ﬁ.

Hiernach geben die beiden Strecken B3 und B das Produkt I, Bildet
man daher mit einer beliebigen Strecke 4 das Produkt .{B'=(,

50 Isb BCO=BAB' — ABB'— Ax<1—A4,
withrend jede von C verschiedene Strecke, mit 5 mullipliciert, ein
von A verschiedenes Produkt hervorbringt.

Zu zwei beliebigen Strecken A und I gehirt also stets eine
und nur eine Strecke C derart, dass BC=4. Wir nennen C den
Quotienten der Strecken 4 und B und schreiben:

A
C=E oder A4:B.

Sind die Strecken 4 und B rational und ist C der Quotient der
Zahlen 4 und B, so ist auch die Strecke C der Quotient der Strecken
A ued B,

Alle Ausdriicke, welche sich anf Summen, Differenzen, Produkte
und Quotienten von Zahlen beziehen, kdnnen jetzt auf Zahlenstrecken
tibertragen werden, ebenso diejenigen Sitze, welche die Begriffe
pgleich, grbsser, kleiner” nur mift den eben erwilnten Begriffen in
Verbindung bringen.

§ 3. Potenzierung und Radicierung von Zahlenstrecken;
die irrationalen Zahlen.

Zufolge der Schlusshemerkung des vorigen Paragraphen konnen
wir, wenn # eine ganze Zahl bedeutet, von der n'» Potenz einer
Strecke sprechen und auf solche Potenzen die Sitze anwenden,
welche fiir die Potenzen von Zahlen gelten. Wihrend sich aber
nicht jede Zahl als n** Potenz einer anderen Zahl darstellen
lisst, ist dies bei den Zahlenstrecken ohne Ausnahme der
Fall

Um letzteres einzusehen, betrachten wir irgend eine Strecke 4
und bilden die Gruppe B aller Zahlen, deren n'® Potenz zn 4 ge-
hort. Nehmen wir die Zahl ¢>1 und > 4, so ist ¢">¢> 4, also ¢
nicht in der Gruppe B enthalten; gehort die Zahl z zur Gruppe
und nimmt man z;, <z, so ist z* <#*< 4, also z, in der Gruppe
enthalten; wihlt man endlich in der Strecke 4 die Zahl b>a»,
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hierauf die Zahl ' so, dags "< <bh<d, dann gohirt & zur
Gruppe und ist grosser als «. Die Gruppe I3 ist mithin cine Zahlon-
strecke. Is sei mun w cine beliebige Zahl der Sireckhe Bb¥, r ecine
beliebige Zahl der Sirecke 4. Man hat dann:

W= 2y %) L,
WO &y d,... %, Zahlen der Strecke I3 bedeuben, deren grisste mit .«
bezeichnel werde; da & <73, so wird

w<xr < A,
d. h. w gehort auch zu 4. In A4 kann man die Zahl w>» an-
nelimen und dann die Zahl ¢ so bestimmen, dass

rLr<w< 4, also g<B;
es wird v <g"< B, d. h. v gehrt anch zu B*. Die Strecke B¢
{illt hiernach mit 4 zusammen, aber keine von B verschiedene
Strecke wird, zur n'®* Potenz erhoben, die Strecke A erzeugen.
Es ist also in der That, wie immer die Strecke 4 und die ganze

Zahl 1 gegeben sein mbgen, stets eine und nur eine Strecke B vor-
handen, welche 3% =4 ergiebt. Wir nennen 3 die n** Wurzel
aus 4, n den Exponenten der Wurzel, und schreibeu:

B=1/4 (insbesondere f/ A=V 4)
Sind dann m und n ganze Zahlen, 4 und A’ beliebige Strecken, so
gelten folgende Beziehungen:

Vi=1, VA=A, (VA'=4, V44,
VA ya =, YL VA, G
B m--n wn

V<

AL o

VA bei A<, VA>VA hei A>1,

VA <VA vei A< A,
Fasst man insbesondere die unter Zuziehung einer beliehigen ganzen
Zahl p sich ergebende Gleichung

I L
In/ AW = V mApm
ins Auge, so evkennt man, dass (fiir ganze m, n, g, v)

7 e 1 mow
- [ ==
VAn =Y Ar, so oft =

" . Mmoo

dass also }/A4™ ausser von A nur von dem Quotienten " abhiingt.
. . . ve n » .

Daranf griindet sich die Berechtigung, fiir /4™ eine Bezeichnung

N . m .
einzufiihren, in welcher nur 4 und " auftreten. Ist 2 der Quotient
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der gauzen Zahlen s und n, ! der reciproke Wert, so nennen wir
1 e - .
V™ die A Potenz von .l, die Zahl oder die Strecke A den Ex-

ponenten der Potenz, auch wohl ]77:11;'7 die I** Wurzel aus .1, die
Zahl oder die Strecke / den Exponenten der Wurzel, und bedienen

uns der Bezeichnungen
n

U gm e At VA il 4= =2
VAr = At =VA4 fir 4 ol A "

Die Begriffe , Potenz einer Strecke und ,,Wurzel aus einer Strecke”
sind somit auf beliebige Zahlen als Exponenten derart ausgedehnt,
dass sie Dei ganzzahligen Exponenten ihre urspriingliche Bedeutung
behalten. Auch die Regeln fiir die Rechnung mit Potenzen und
Wurzeln bleiben giltig; insbesondere ist, wenn man unter m und n

t=B
beliebige Zahlen, unter 4 und A’ beliebige Strecken versteht:

7 —

1
"=1, Yi=1, YA=4", (VAy=yd'=4,
A dinm (LAY A gpm Ambn (A A,
Ams Awte hei A<1, An< Anr bei A>1,
Avc i bei A< A,

Als Exponent kann jetzt jede rationale Strecke auftreten, aber
keine irrationale. Um auch diese Liicke zu beseitigen, nehmen wir
zwei beliebige Strecken 4 und B, verstehen unter z fiir A <1 alle
Zahlen ausserhalb der Strecke B, fiir 4> 1 alle Zahlen innerhalb
der Strecke L' oder an deren Begrenzung, und bilden aus den Zahlen
aller Strecken von der Form 4% eine neue Strecke C. Fir einen
rationalen Wert von B ist stets C=A47P; denn da alsdann die
Strecke A% selbst die Form A* besitzt, so gehtren alle ihre Zahlen
zu C, und da zu jeder Zahl w von C eine Zahl z>D resp. < B
existiert devart, dass u < A*L A%, so gehort # zu A% Neont man
also C die B* Potenz von 4, 5 den Exponenten, und schreibt
C= A%, so kann man zu jeder Strecke jede andere als Potenz-
exponenten setzen, ohne fiir rationale Exponenten an der Bedeutung
der Potenz etwas zu indern. ~Es fragt sich aber, ob nach dieser
Ausdehnung des Potenszbegriffes die Hegeln fiir die Rechnung mit
Potenzen immer anwendbar bleiben. Dass dies in der That der
Fall ist, wird besser an einer spiiteren Stelle (§ 5) bewiesen werden.
Hier sei nur noch bemerkt, dass

B=1,

Es ist leicht, den Begriff der Wurzel entsprechend zu erwei-

tern, jedoch diirfen wir davon als zwecklos absehen. —
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Aus dem Vorstehendeu erhellt schon zur Gentige, wie die
Rechnung mit Strecken uicht bloss dic Recluung mit Zahlen voll-
stindig umfasst, sondern zugleich iiber dicse wesentlich hinaus-
fihrt, indem sie die Umkehrung der Potenz mit ganzzahligem Ex-
ponenten und im Anschluss daran wieder neue Gebietsausdehnungen.
gestattet. Wenn wir daher die Rechnung mit Strecken weiter ans-
bilden, so wird einerseits in den gewonnenen Resullaten die Lehro
von den Zahlen mit enthalten sein, indem jede Beziehung zwischen
Zahlen sich auf die entsprechenden rationalen Strecken iibeririigh
und umgekehrt; aber zugleich werden wir andrerseits eine voll-
kommenere, weniger durch Binschriinkungen behinderte Theorie er-
halten.

In dieser Theorie haben wir nirgends mehr ndtig, das Worl
Zahl zu gebranchen, da wir statt der Zahl in allen Beziehungen
die von ihr begrenzte Strecke einfithven konnen; wir brauchen durch-
weg nur von Strecken zu sprechen und erforderlichenfalls rabio-
nale und irrationale Strecken zu unterscheiden. Isl so das Worb
»2ahl® in seinem bisherigen Sinne entbehrlich geworden, so stehd
nichts im Wege, dasselbe Wort in einem neuen Sinne wieder ein-
zuftihren. Dies soll in der That geschehen, und zwar werden wir
uns einfach des Wortes ,,Zahl® kiinftig statl ,Strecke® und des
letzteren Ausdrucks in seiuem bisherigen Sinne gar nicht mehr be-
dienen. Eine Folge davon ist, dass tiberall, wo frither das Worl
»lahl® ohne Zusaty gentigte, jetzt rationale Zahl stelien muss,
wiahrend das Wort ,Zahl® ohne Zusatz jetzt in cinem weileren
Umfange als frither benutzt wird,

Die Definition der Strecke wird darch folgenden Sabz kiinftig
vertreten:

Wenn eine Gruppe von rationalen Zahlen « so beschaffen ist,
dass 1) nicht alle rationalen Zahlen zu ihr gehoven, 2) jede unter
einem ¢ gelegens rationale Zahl selbst ein « wud 3) kein « dag
grbsste ist, so existiert eine und uur eine Zahl 4, welche alle @
tibertrifft, wihrend jede unter 4 gelegene rationale Zahl selbst zu
den o gehmt

Ferner wird der die Definition der ,grosseren und , kleineren®
Strecke vertretende Satz gebraucht:

Ist die Zahl b kleiner als die Zahl ¢, so giebt ey ratio-
nale Zahlen a derart, dass b<e<c

Man iiberzeugt sich leicht, dass im vorigen Satze das Wort
rational® fortbleiben darf, dass also auch der folgende Satz gilt:



12 §3. DPotenzicrung u, Radicierung von Zahlenstrecken; die irrationalon Zahlen.

Wenn eine Gruppe von Zahlen «, welche nicht alle Zah-
len umfasst, so beschalfen ist, dass jede unter einem a geo-
legene Zahl selbst cin a ist, so wird dadurch eine Zahl A
bestimmt derart, dass kein « die Zahl 4 iibertrifft, und
dass alle unter .1 gelegenen Zahlen zu den ¢ gehOren.

Zum Beweise bildet man eine Gruppe von rationalen Zahleu o/,
indem man aus der Gruppe der Zahlen @ alle irrationalen und,
wenn ein @ das grosste ist, aunch dieses fortlisst.

Um die Zweckmiissigkeit der neuen Begriffshildung an einem
geometrischen Beispiel erliiutern zu konnen, ist es nbtig, anf die
Anwendung der Zahlen zur Messung in der geraden Linie iiber-
haupt niher einzugehen. Da bei der Messung Teile des Maasses in
Betracht kommen kbonuen, so muss feststehen, welcher aliquote
Teil des Maasses zuletzt noch beriicksichtigt werden kann oder soll;
dieser Teil sei etwa der sm'e. Trigt man nun, um den geraden

Weg von O bis P

Fle. 1. zu messen, auf
1:1' g En-l —Hn —En-u O_P d te:1 3
en nfen Teil

0 q gR des Maasses etwa

| von O aus wieder-
P holt auf, so dass
eine Reihe von Punkten P, P,... entsteht, und ist unter diesen
P, der dem Punkte P zuniichstliegende, so nennt man die Zahl

» die Liinge von OP; wenn P zwischen zwei Punkten P, und
n :

P41 in der Mitte liegt, so mag man nach Belieben m =gy oder
m=w-+1 nehmen. Aus der Zahl % ist allerdings, wenn der

Punkt O und die Richtung von OF gegeben ist, der Punkt P nicht
mit voller Bestimmtheit wieder herzustellen; vielmehr kdnnen, wenn
man in der Geraden OPF, die heiden Punkte ¢ und E aufsucht,
welche von P, um die Hilffe von OP, abstehen (etwa ¢ zwischen

0 und £), alle Punkte zwischen ¢ und R der Zahl %’i entsprechen.

Diese Unbestimmtheit war jedoch durch die zu Grunde gelegte
Genauigkeitsgrenze von vornherein bedingt; es wird eben unter
der gemachten Voraussetzung zwischen den Strecken, welche von
0 ausgehen und zwischen @ und R endigen, kein Unterschied gemacht.

Hiermit steht es in Zusammenhang, dass, solange n fest-
gehalten wird, jede Zahl @ zwischen



§ 8, Polenuiorung . Radiviering von Zahlenstrocken; dio fvrationalen Zahlen, 13

m 1 " 1
R und -
n o 2n in + 20

bei der Rechnung in gewissem Sinne dieselben Dienste leistet, wie

m . Lo moo.
" selbst. Zwar zieht die Anderung der Zahl , cine Anderung

. oo % m
des Rechnungsresultates nach sich; allein die Anderungen von !

welche zwischen den angegebenen Grenzen vor sich gehen, ent-
sprechen den Schwankungen des Punktes P zwischen @ und 7, und
die Wirkung dieser Schwankungen muss, wie die Schwankungen
selbst, von der Beriicksichtigung ausgeschlossen bleiben. Wir diirfen
daher, ohne einen unstatthaften Fehler zu veranlagsen, irgend eine
der Zahlen « fiir die Linge der Strecke ([ nehmen.*

Wiihrend die empirische Messung eine mit der Genauigkeits-
grenze sich findernde Zahl ergiebt, sucht die Mathematik allgemein-
giltige, von besonderen Beobachtungsverhiiltnissen unabhingige
Regeln auf; dabei kann sie aber der irrationalen Zahlen nicht ent-
behren, wenn sie sich nicht auf ein ganz enges Gebiet beschriinken
will, Dag einfachste hierher gehirige Beispiel aus der (feomelrie
ist die Aufgabe, die Liinge der Diagonale OP des tiber der
Lingeneinheit errichteten Quadrats zu berechnen. Das
Quadrat iiber OP enthiilt awei Flicheneinheiten; behalten wir die
Buchstaben 2, m, ¢, I, « in ihrer bisherigen Bedeulung bei, so
enthiilt das Quadrat iiber O@Q weniger, das itber (/R mehr als zwei
Fliicheneinheiten. Es ist also

7&__‘1)2<2<(9ﬂn+ 1)2’ .

n 9n n ' 9n
folglich

w1 o w1

¥ e VIS o

A h. V2 ist eine Zahl «. Nennen wir demgemiiss /2 die Liinge
der Geraden OP und schreiben
0P=V2,

so haben wir die gesuchte Grilsse auf eine unter allen Umstiinden
brauchbare Weise ausgedriickt, Bei der einzelnen Anwendung wird
die innezuhaltende Genauigkeit durch einen bestimmten Wert vou
n repriisentiert werden, und wenn man die von Y2 am wenigsten
differierende Zahl der Reihe

= Vergl. des Verf. ,Vorlesungen tiber neuere Geometrie* (Leipziy 1882) § 23.
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aufsucht, so gelangl man genan zu derselben Zahl R welcher

die Messung fithren wiirde. Da man aber statt dieser rationalen
Zahl bei der weiteren Rechnung die irrationale Zahl V2 verwenden
darf, so {iberhebt uns die obige Formel der Notwendigkeit, die (ie-
nauigkeitsgrenze des hesonderen Falles zu kennen.

§ 4. Untere und oberc Grenze.

Nach Einfithrung der irrationalen Zahlen hat man die der
negativen Zahlen, sowie der Zablen Null und Unendlich vor-
zunehmen und die Rechnungsregeln entsprechend zu erweitern, worauf
hier nicht besonders eingegangen werden soll. Uber das so ge-
wonnene Zahlengebiet wollen wir aber nicht hinansgehen; es bleiben
also die imagindiren Zahlen von der Betrachtung ausgeschlossen,
und das Wort ,,Zahl” wird im folgenden immer eine veeclle
Zahl bedeuten. Der absolute Betrag einer Zahl # werde mit abs a
bezeichnet. Man hat:

abs (a-+b)<absa-absh, abs(a+4b)>abs(absa—absl),

a absa
abs (nD) =absa.absb, abs b= abs D’
abs a® = (abs a)*,
zuniichst nur fiir rationale #, und bei negativem @ nur sofern a®
reell isti,

Tch nenne eine Gruppe von Zahlen nach oben begreust,
wenn sich eine”Zahl angeben lisst, iher welche keine Zahl der
Giruppe hinausgeht. Tch nenne die Gruppe nach oben unbegrenzt,
wenn zu jeder beliebigen Zahl sich eine griéssere Zahl in der Gruppe
vorfindet. Man sagt dann auch: Die Zahlen der Gruppe kdnnen
beliebig gross werden. — Eine Gruppe von Zahlen heisst nach
unten begrenzt, wenn sich eine Zahl angeben liissl, vnter welche
keine Zahl der Gruppe sinkt, Die Gruppe heisst nach unten un-
begrenzt, wenn zu jeder beliebigen Zahl sich eine kleinere Zahl
in der Gruppe vorfindet. Man sagt dann auch: Die Zahlen der Gruppe
konuen beliebig klein werden.

Eine Gruppe von Zablen heisst eine stetige Folge (ein Con-
tinuum), wenn jede zwischen zwel Zahlen der Gruppe gelegene
Zahl selbst zur Gruppe gehdrt. Die Gesamtheit aller Zahlen von
— o0 bis + o ist eine stetige Folge (die ,stetige Zahlenreihe®).
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Wenn gesagh wird: Die Zahl 2 befindel sich in gewissor
Niithe des Werles o, so hat man zu unierscheiden, ob « endlich
oder unendlich ist. Wenn e« endlich ist, so wird geforderl, dass o
von ¢ in der ecinen oder in der anderen Richtung cinen Abstand
besitzl, der eine bestimmte positive Zahl & nichl erreicht, d. 1. dass

a--slax<ea+ts, abs{r—e)<s.
Wenn o= oo ist, so wird geforderl, dass @ von der Null in der
einen oder in der anderen Richtung eine Entfernung hat, welche
eine bestimmte positive Zahl ¢ thertrifft, d. h. dass

2>>¢ oder <—g, absz>p,
oder wenn wir diesmal unter ¢ den reciproken Wert von ¢ verstehen:
L 1
- <e, absd <&,
@ ®
Endlich kann ¢ ,bestimmt® unendlich sein, d.h. entweder + oo
oder — 0. Isl =+ w, so wird gefordert, dass

x>0 oder 0<; < &

Ist o =— o0, so wird gefordert, dass )
2L —p oder —&< §A<().

Wir sind jetzt in der Lage, den folgenden Fundamentalsatz
aufzusiellen:

Wenn unendlich viele Zahlen 4 eine stetige, nach oben
begrenzte, nach unten unbegrenzte Folge bilden, so wixd
dureh sie eine endliche Zahl A bestimmt derart, dass
keine der Zahlen « iber 4 liegl, dass aber alle unter 4
gelegenen Zahlen zu den a gehdren,

Boeweis: Der Voransselzung nach gehdrt zu den n zwar nicht
jede beliebige, aber doch jede unter einem « gelegene Zahl. Tst «
grisser als der absolute Detrag eines @ und bildet man die Nummen
« =a-+e, so hat die Gruppe der ' denselben Charalter und ent-
hiill tiberdies sicher posilive Zahlen. Durch die positiven «' wird
aber (§ 3 Seite 11) eine Zahl A’ bestimmi derart, dass kein posi-
tives o (also iberhaupt kein «) die Zahl A" ithertrifft, wnd dass
alle unter A' gelegenen positiven Zahlen (also {iberhaupt alle unter
A' gelegenen Zahlen) zu den o gehbren. Nimmbt wan A=A' - ¢,
so gilt von A die Behauptung.

Ebenso hesteht der Satz:

Wenn unendlich viele Zahlen ¢ eine stetige, nach unten
begrenzte, nach oben unbegrenzte Iolge bilden, so wird
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durch sie eine endliche Zahl 4 bestimmi derart, dass
keine der Zahlen e unter A liegt, dass aber alle iiber 4
gelegenen Zahlen zu den « gehdren.

Setzt man niimlich — a =/, so erfiillen die Zahlen «' die Voraus-
setzung des vorigen Satzes.

Es seien jetet Zahlen @ nach irgend einem Gesetz, in endlicher
oder in unendlich grosser Menge, in stetiger Folge oder nicht in
stetiger Folge gegeben. Nennen wir ¢ jede Zahl, zu welcher sich
unter den ¢ eine kleinere oder gleiche vorfindet. Ist die Gruppe
der @ nach unten begrenzt, so bilden die o' eine stetige, nach unten
begrenzte, nach oben unbegrenzte Folge, durch welche eine endliche
Zahl o bestimmt wird derart, dass kein o unter « liegt, dass aber
alle tber o gelegenen Zahlen zu den ' gehdren. Es sind dann
alle @ > e, aber zugleich liegt in jeder Nihe von « mindestens eine
Zahl a, d. b. wie klein auch die positive Zahl ¢ angenommen werde,
so liegt immer mindestens eine Zahl o zwischen ¢ —e und a+¢
(also entweder in « oder zwischen « und ¢+ ¢), weil sonst alle
>« -+¢ wiren, mithin auch alle ¢'. Man nennt « nach Weier-
strass die unteve Grenze der Zahlen n. Konnen die Zahlen a
beliebig klein werden, so sagh man, sie haben die untere Grenze
— 0. Keine Zahl o ist kleiner als die untere Grenze, aber in jeder
Niithe der unteren Grenze findet sich mindestens eine Zahl « vor.
Die untere Grenze wird durch diese Bigenschaften vollkommen be-
stimmt.  Ist unter den Zahlen a eine die kleinste, so ist sie zu-
gleich untere Grenze. Ist die untere Grenze selbst eine Zahl a, so
ist sie die kleinste der Zahlen «. Bei einer endlichen Zahlenmenge
ist die untere Grenze allemal zugleich die kleinste Zahl.

Die untere Grenze ist die grosste derjenigen Zahlen, unterhalb
deren sich kein @ vorfindet. Die unfere Grenze #indert sich nicht,
wenn man irgend welche Zahlen >« hinzufiigt.

Die Zahlen —a haben eine untere Grenze, deren entgegen-
gesetzter Wert 8 nach Weierstrass die obere Grenze der Zahlen @
genannt wird. Die obere Grenze der Zahlen a ist endlich, wenn
die @ nicht beliebig gross werden kionnen, sonst ist sie 4 0. Keine
Zahl o ist grosser als die obere Grenze, aber in jeder Nihe der
oberen Grenze befindet sich wenigstens eine Zahl 4. Die obere
Grenze wird dureh diese Higenschaften vollstindig bestimmt. Ist
von den Zahlen ¢ eine die grisste, so ist sie zugleich obere Grenze.
Ist die obere Grenze selbst eine Zahl a, so ist sie zugleich die
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grogsle der Zahlen o Bei einer endlichen Zahlenmouge isl die
obere (irenze allemal zogleich die grisste Zahl,

Die obere Grenze isl die kleinste derjenigen Znhlen, welche
von keinem « iibertroflen werden. Die obere (renze iinderl sich
nicht, wenn man irgendwelche Zahlen <g hinzufiigt.

Alle Zahlen der Gruppe, abgesehen eventucll von der kleingten
und der griossten, liegen zwischen ¢ und 8; und wenn die ¢ irgend
einer bestimmtben (irésse m bolicbig nahe kommen konnen, so ist
a<m<f@. DBeide Grenzen bleiben ungeiindert, wenn man irgend-
welche Zahlen, die > e und < § sind, hinzuftigh, d. h. irgendwelche
Zahlen, die sich zwischen zwei Zahlen o einschliessen lassen.

Ist « die untere; B die obere Gremze einer stetigen Folge, so
gehdrt jede zwischen « und f gelegene Zahl der Folge an, aber
nicht notwendig « und 8 selbst.

Ist & die untere, § die obere Grenze der Zahlen «, so st f—«
positiv. Nimmt man a; und @, unter den Zahlen « beliebig, a,> a,,
so konnen die Differenzen ¢, -—a, dem Werte §-~« beliebig nahe
kommen, ohne ihn je zu iiberschreiten. Die Zahl 8—«, welche
somit die obere Grenze aller Differenzen @y — @, bildet, werde die
Schwankung® der Zahlen @ genannt. Wenn ich einen Teil der o
fortlasse, so nimmt die untere Grenze nicht ab, die obere Grenze
und die Schwankung nehmen nicht zu.

Wenn ¢ und f dem Betrage nach iibereinstimmen, so haben
die Betriige der a die obere Grenze abs «=abs f. Wenn abs « und
abg B nicht tbereinstimmen, so ist die grossere dieser beiden Zahlen
die obere Grenze der Befriige der . Sind z B. stimtliche a <0,
so ist abs @ > abs 8, abs « die obere Grenze der abs a, zugleich abs
ihre untere Grenze.

Die untere Grenze der Zahlen —a ist ~-f8, die obere —a.

1

B

. . .
Haben alle a dasselbe Vorzeichen, so ist , die untere, o die obere

Grenze der Zahler %‘;-

Sind noch Zahlen & mit der unteren Grenze o/, der oberen
Grenze 8! gegeben, so ist « -« die untere, -+ ' die obere Grenze
der Zahlen « - a'; bedeutet niimlich 4 nicht bloss jede Zahl a, son-
dern auch jede beliebige Zahl zwischen & und S, ebenso A' nicht
bloss jede Zahl o, sondern auch jede beliehige Zahl zwischen o

#* Riemann, Gesammelte Werke S, 226; Liroth, Mathem, Ann, Bd, 6
S. 819.

Pasoh, Differential- v, Integralrechnung. 2

o
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und B'; so bewegt sich die Sumnie A + 4" zwischen denselben Girenzen,
wie die Summe « 4« Sind alle ¢ wnd o posiliv, so ist o die
untere, ' die obere Grenze der Zahlen ««'; denn das Produkt A .4'
bewegt sich zwischen denselben Grenzen, wie das Produkt ad',

§ 5. Potenzen und Logarithmen.

Wir kommen jelzt auf die Potenz in der im dritten Paragraphen
erziellen Allgemeinheit suriick. Als Grundzahlen wnd Exponenten
sind danach zuniichst nor positive endliche Zahlen zuliissig, und
die Werte der Potenzen sind zuniichst iwuner positiv zn nehmen.
Indem wir eine positive endliche Zahl einfithren, bestimmen wir

zugleich, dass
ni, jede positive rationale Zahl <,

my jede rationale Zahl >m,
¢, jede positive rationale Zahl <Ca,
w, jede rationale Zahl >>m
bedeuten soll. Von den folgenden Sitzen dient der erste als Hilfs-
satz bel den spiiteren Beweisen.
1. Jst die positive Zahl © beliebiy und A>1 gegeben, so kanm
man die positive ganze Zahl v so bestimmen, dass A" > g
Nimmt man in der That die positive ganze Zahl

}.>£:._1_

?
so wird A-1
Al = (A=t A A+ DA - >r(A—-1)>a—1

2. Fir 0<A<1 ist A™ obere Grenze der Zahlen A™ -and
der Zahlen A, gugleich untere Grenze der Zahlen A™ und der
Zahlen A,

Beweis: Versteht man unter & jede positive rationale Zahl,
welche kleiner ist als eine der Zahlen A so ist 4™ zufolge der
in § 3 gegebenen Erkliirung die obere Grenze der b, und es ist

A <A™,
weil man sonst (§ 3 Seite 11) eine positive rationale Zahl zwischen
A" wnd ‘> angeben kbnnte, also eine iiber A™ gelegene Zahl b.
Daher ist A" obere Grenze der A%, d. h. die b und die A“ haben
eine und dieselbe obere (irenze, niimlich die obere Grenze der die b

* Folglich anch die positive ganze Zahl s so, dass (1 +a) > 4 und mit-
1

hin 4* <1+
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und die <" zugleich wmlassenden Zahlengruppe; und man bemerkt,
dasy stets
v
‘lm e Am.’
weil man sonst ein g, withlen kduute, filv welchey
Am .-S’ A<l Am’

wiithrend doch A% <A™ wein wmuss wegen w, > m,.
Die Potenz A™ ist grosser als alle Potenzen A4™; denn man
kann stets ein g, zwischen m und my, withlen nnd hat dann:

A Al > g,

Nimmt man aber die positive Zahl ¢ beliebig, so kann man stets
ein A" gwischen A - & und A" einschieben; denn withlt mau die
positive Zabl » zwischen 4™ —¢ und A™ beliehig, hievauf die posi-
tive ganze Zahl ¢ so, dass

(41"1):> 1 Am ]
" 47 VO 7

Do . . 1
und endlich irgend ein m, zwischen s — , und i, so darf man

1 . . "
myt mit m, bezeichnen und erhiilt:

A ? T

_:1_‘_.> I’ A"‘.],/Z>'Il, Am> Am,

_Am =A_m'+ 1 — Y 11 > AmA rl* > u,

A — g L < A < A,
Folglich ist A obere Grenze der A", welche kein Maximum he-
sitzen.

Die Potenz A" ist kleiner als alle Potenzen A™, Nimmt man
aber die positive Zahl & beliebig, so kann man stets ein A™ zwi-
schen A™ und A" -+ ¢ einschieben; denn withlt man die positive
ganze Zahl r so, dass

Anl+£)r 1 1 A”_’_‘
( A >/17 also A +£>‘7A7

. . . 1
und hievanf irgend ein m; zwischen M= und a2, so darf man

. . . . “
wie vorhin m 4  mit my, bezeichnen und erhiilt:
”

L Am
Am A7 = Am, < A m’ A < - < Ar + &
re
2’!‘
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]

Folglich ist A“ uniere Guenze der A™, welche kein Minimum be-
sitzen; und die untere Grenze der A« ist von der der 4™ nicht
verschieden.

3. Sind 4 und B3 positive Zahlen, deren Produki A/ =1, so0 ist

Ar =1,

Beweis: Der Fall A=J'=1 bedarf keiner besonderen Er-
drterung; es wird sich nur um den Fall handeln, wo der eine Faktor
kleiner als Eins ist, etwa A4, der andere /3 grisser als Bins. Ver-
steht man unter ¢ jede positive rationale Zahl, welche kleiner ist
als eine der Zahlen D, so ist I zufolge der in § 3 gegebenen
Erklirung die obere Grenze der ¢, B> I, B die obere (irenze
der B%. Demnach ist

_B]Tn untere Grenze der Zahlen —]-)}7“ m( 11} )U'z A,
d. h. nach dem vorigen Satze:
1 m
B = 4™,

4, Fir A>1 ist A" obere Grenzé der Zalilen 4™ und der
Zahlen A", zugleich untere Grenze der Zahlen A" und der Zahlen A4,

Beweis: Nennt man B den reciproken Wert von 4, so ist

< B, A= !

Bm’
1 1.1 1
Amn=-——[-))7):;7 ‘A_I‘JE.E)T‘-;’ A'M:Bﬂb,, 2=B!Ia.

Nach dem zweiten Satze ist B" obere Grenze der I3 und der B,
untere Grenze der B und der I die [ besitzen kein Maximum,
die B™ kein Minimum. Folglich ist A" untere Grenze der A™: und
der A=, obere Grenze der A™ und der A"; die A™ besitzen kein
Minimum, die 4™ kein Maximum.
Wird noch eine positive Zahl n eingefithrt, so gilt der Satz:
B, Bei 0<< A1 st
Am < 1 , A= > _A_m—l-n;
bei A>1 st
_Am> 1, Am <Am+n_
Denn nimmt man die positive rationale Zahl s <, die rationale
Zahl ¢ zwischen m und m 4=, so ist
[> A > A > A > A+ bel 0< A<,
<A< An < AP < Amt7 bei A>1,
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6. Bedewlet w jede positive Zahl < m, @' jede Zahl >m, so ist
S e O <1 obere Grenge der 0 und wnlere (enge der 4
dagegen ist .1 bei A>T obere (renze der A wnd untere dey ¢ ¥

Beweis: Nehmen wir zuerst 0< .l <1. Es ist dann .I" obere
Girenze der .I™, also aneh der A#, weil alle .I" zu den A* ge-
horen und %< 1" nach dem vorigen Sabze; ebenso ist dann 4™
untere Grenze der .1™, also auch der .1, weil alle .I" zu den .1#
gehorven und dv>_ 1% U s w.

Der Satz bleibt richtig, wenn g jede positive Zahl << m oder '
jede Zahl > bedeutet.

7. Sind .L, B, C positive Zahlen, deren Produkt A LC= 1, so ist
AmPmim 1.

Beweis: In Riicksicht auf Satz 3. kimnen wir von dem Falle
absehen, wo eine der drvei Zallen .1, B, C der Einheit gleich ist.
Nehmen wir nun zuerst an, dass eine von jhneu die Eins iber-
trifft, etwa C, wilhrend die beiden andern kleiner als Eins sind,
so haben wir:

AB = 6 <1, AmDm= (%,),

es ist dann 4™ obere Urenze der A", I3 ohere (ivenze der IV
folglich .A»D™ obere (irenze der . DB™, andererseits

1\m . 1
(-a) d. 1 C‘"‘

obere Grenze der A™DB, folglich

. 1114. Bm . 1

Om :

Nehmen wir zweitens an, dass zwel von den Zahlen A, B, C die
Tins tbertreflen, etwa A und B, wilhrend die dritte kleiner als
Eins ist, so haben wir:

wy JPmy 1),”‘
AB = o>1 Am B ”“(a

u. 8 W.
8. Sind o und B positive Zahlm so ist

) A m
_in D '"—-—(A..B) ) 31); (2;)) )

* Bei A>1 ist 1 dic untere Grenze aller A (vergl. Sabz 1, Anmerkung);
bei 0 << A<C1 ist 1 die obere Grenze aller .Am,
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Denn weun man den veeiproken Wert von 4B mit € be-
zeichnel, so wird
ABU=1, lolglich .1mLwigim—

e B o (J}m - (,(1,) . (A_])) m,

A' " I I B m
(]f) ’ ”(i' >“‘L

o 0 Sind L wnd I3 opositive Zahlen, so st
dm B fie A<

ehenso

Deun fiir .L< B ist
A \ . ‘,1 " ‘{m
1< 1, folglich <7~),> =T < 1.
10. Fiir alle positiven 4 st
AmAr = Am-- n,

Beweis: Nenut man %, jede positive rationale Zahl < n, so stellt
die Summe g, + 1, alle positiven rationalen Zahlen <»&+n dar.
Demnach haben die Zahlen

Amtn g1 Amdm
die Potenz .{»+» gur unteren Grenze bei .l<C1, zur oberen bei
A>1. Zugleich ist L 1" bei .1 <1 die untere, bei .L>1 die obere
Grenze der Produkte A .dm. Folglich fillt .{»A4* mit .Lwt+r zu-
sammen bei ;lz 1. Der Fall d=1 erledigh sich ohue weiteres.

Ist ¢ ciue positive ganze Zahl, so ergiebt sich aus dem soeben
bewiesenen Satze:

(4_»};)2 At!vu, (_‘_m)d 4_.}111, ey (\A_m y______.A_ym,

welter:

g m
(A”) —=dAn, Y =AY,

Jede positive rationale Zahl v ist der Quotienl zweier positiven
ganzen Zahlen y und 2. Nun folgt aus obigem:

_']_lff
VA <A = A"
( Am | Am;'_
11. Fiir aille positiven A st
( Am)n — L

Folglich hat man:
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Beweis: Ieh nenne v jede positive rutionale Zahl « n, p jede
posilive Zahl «<“mn. Bei A4 <1 ist .l 1, A" die untere Grenze
der .17, d.i. die unlere Grenze der .[%'; denn selzt man p- m,
so st 2 <n, also »' zwischen zwel Zahlen », p zwischen uwei
Zahlen my gelegen. Nuch dem Zusatz zum vorhergehenden Theo-
rem iyt aber

Ame e (4wy,
mithin (.[")* die untere Grenze der .. Damil ist die Behauptung
fite .1 <1 bewiesen. Bei .{>1 hat man ,obere Grenze® statl
puubere (renze® zn schreiben, Bei .I. 1 ist die Richtigkeit so-
fort klar. :

12, Sind die positiven Zahlen .1, 13, m gegeben, so kann man

stels eine positive Zahl w so withlen, dass o awischen .l nud 3 liegt.
1 1

Man brancht nur z zwischen (1™ und 5™ anzunchmen.
13. Wenn A eine positive Zuhl, a, jede positice Zahl <4, a,
Jode endliche Zalhl > A4 bedentet, so ist A" obere Grense der Zahlen
ayy untere Grenze der Zuhlen ay™.
Beweis: Zuniichst ist stets
An>ar, An<am

Wird nun die positive Zahl ¢ belichig gegeben und die positive
Zahl u zwischen 4™ —¢& und 4™ beliehig angenommen, so giehl es
eine positive Zahl 2 derart, dass & zwischen u und A", also 5.1
diese Zabl & ist eine Zahl «,, filr welche
Am g L < a < LA,
Ebenso gicbt es eine Zahl q,, fiir welche
ALt L A e
14, Werden die Zahlen .l und &« grosser als Bins angenommen,
o0 existiert stets cine und nur eine positive Zahl y derart, dass
Ay =3,
Beweis: Nach Satz 1. giebt es Potenzen von .{, welche grisser
als z sind; nach Satz 6., Anmerkung, giebt es Potenzen von .1,
welche kleiner als z sind. Versteht man also unter m jeden Kx-
ponenten, fiir welchen /™ < 2 ausfillt, so bilden die m eine stebige
Folge mit der unteren Gremze Null und einer endlichen positiven
oberen Grenze y; nach dem sechsten Theorem (siehe den Zusats
daselbst) ist Av obere Grenze der 4™, folglich
Av<a.
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Nach demselben Theorem ist, wenn wman uunter n jede Zahl >y
versteht, ¥ unlere Grenze der A7, rugleich 1>z, folglich

dv > g,

Iliernach fillt A¥ mil # zusammen, wiilhvend alle anderen Potenzen
von < enlweder iiber oder unter 2 liegen.

Die vorstehenden Siitze enthalten nicht nur die Ubertragung
der fiir rationale Exponenten giltigen Sitze auf irrationale, sondemn
sic bahnen zugleich die Auflésung der Aufgabe an:

eine beliehige positive Zahl als Potenz einer be-

liebigen, aber von Eins verschiedenen positiven

Zahl darzustellen,
Soll es moglich sein, dieser Aufgabe immer zu gentigen, so darf
man siech nicht mehr auf positive Exponenten beschréinken. Ich
nehme deshalb an, dass jetzt die Einfilhrung beliebiger Expo-
nenten in der iblichen Weise vorgenommen wird; es ist dann leicht,
dic erforderlichen Modifikationen an den oben aufgestellten Sitzen
anzubringen. Fiir die rationalen Kxponenten mit ungeraden Nennern
wird auch die Beschriinkung auf positive Grundzahlen nicht auf-
recht erhalten, und fiiv die rationalen Exponenten mit geraden
Nennern miissen zwei Werte der Potenz zugelassen werden; bei der
nunmehr aufzustellenden Erklirung der Logarithmen kommen jedoch
die bloss auf rationale Exponenten bheziiglichen Frweiterungen
nicht in Betracht.

Es sei 4 eine von Bins verschiedene positive Zahl, » eine be-
liehige positive Zahl. Ist 4>1 und #>1, so kann man 2z als
Potenz von A darstellen nach Satz 14, Auf dicsen Fall lassen sich
aber alle anderen zuriickfithren (ausgenommen den Fall 2=1, wo

2z=A"%; ist nimlich 4>1 wnd 2 <1, also 1 > 1, so kann man 711
in der Form 4° darstellen und erhiilt:

x= A %
ist <1, also ;11~> 1, so kann man hiernach immer # in der Form

4
eine und zwar nur eine Zahl y angeben derart, dass
A=z,
Die Zahl y heisst der Logarithmus von » in Besug auf 4, z der

Numerus oder Logarithmandus, - die Grundzahl oder Basis,
Man schreibt:

(i)‘ darvstellen und erhiill wieder z=A4—= Man kann also stets

y=-4log .
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Pty

Bei .1 >1 wiichst y sugleich mil &, bei .l <1 nimmlb y ab hoi
wachsendem «; in beiden Fiillen nimmi y alle endlichen Waerto Ay
withrend & die Reihe der positiven Zahlen durchliuft, und zwar
jeden Wert nur cinmal

Wihrend der Numerus zwischien O und » variiert, nbwmd der
Logarithmus bei .1>1 alle Werte zwischen — oo und ¥, bei .11
alle Werte zwischen y und + co an. Withrend der Nuerus zwisehen
2 und + oo varilert, nimmt der Logarithmus hei .I>1 alle Werle
zwischen y und + o0, bei A <1 alle Werte swischen — % und ¥ an,

Die Regeln fiir die Rechnung mit Logarithmen leilet man aus
den Eigenschaften der Potenzen ab. Wir werden an einer spiteren
Stelle (§ 19) von einem anderen Gesichtspunkte aus auf die Poten-
zen und Logarithmen nochmals zuriickkommen *

§ 6. Begriff der Funktion.

Aus der Funktionenlehre sind zuniichst einige allgemeine Fip-
orterungen vorzutragen; dieselben wdgen an ein Beispiel ange-
kniipft werden. Stellen wir uns vor, dass ein Kirper, der bis dahin
die Lage A tiber der Erdoberfliche einnahm, durch einen schrig
aufwiirts gerichteten Stoss in Bewegung gesetzt ist. Der Punkt 4
befindet sich vertikal iiber einem bestimmten Punkte der Erdober-
fliiche, den wir O nennen; die Vertikale 0.1 bestimmt mit der
Richtung des Stosses eine gewisse vertikale Ebene, und in dieser
verliuft die ganze Bewegung des Korpers. Dabei wird vorausgesetat,
dass der Korper ausschliesslich der Schwerkraft ausgesetzt ist und
auf keine Hindernisse stosst. Die Bahn ist alsdann ein Parabel-
bogen, sie steigt von 4 bis zu Vig 1
einem gewissen Punkte I, um B
dann in bestiindigem Fall die Erd- P
oberfliiche bei C zu erveichen, so 4 ~
dass die Linie OC horizontal und AN
der Winkel COA ein rechter ist. N\

Der Voraussetzung gemiiss be- \
sitzt der Korper beim Beginn der -— 7 o

. . q
Bewegung eine gewisse Erhebung
iiber der Brdoberfliche, dargestellt durch die Strecke OA; wir
nehmen den Meter als Lingeneinheit und bezeichnen die Liinge

* Sjehe auch §§ & und 12
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der Strecke 0.4 mit a. Durch den Stoss, welcher die Bewegung
hervorruft, empfiingt der Korper eine gewisse Anfangsgeschwindig-
keit, die in eine horizontale Anfangsgeschwindigkeit b und in eine
vertikal aufwiirts gerichtete ¢ zerlegt werden kann. Nach ¢ Sekun-
den werde der Puukt P erreicht, der vertikal iiher ) liege; wird
die Strecke () durch die Zahl z, die Strecke QP durch die Zahl y
dargestellt, so bedeutet x den wihrend der ersten ¢ Sekunden in
horizontaler Richtung zuriickgelegten Weg, y die am Ende dieser
Zeit erlangte Hohe des Korpers iiber der Horizontalen OC. Im
Punkte P besitzt der Korper eine gewisse Geschwindigkeit, deren
Richtung in der Ebene AOC enthalten ist, und die man wieder
in eine horizontale Geschwindigkeit # und eine vertikale ¢ zerlegen
kann, Wir stellen uns nun die Aufgabe, Ort und Geschwindig-
keit des Koérpers fiir jeden Mowment der Bewegung aun-
zugeben.

Auf die horizontale Bewegung bt die Schwerkraft keinen Ein-
fluss aus. Die horizontale Geschwindigkeit hatte im Anfang den
Wert & und behiilt ihren Wert fitr die ganze Daner der Bewegung;
also ist wu=0. Vermobge dieser Geschwindigkeit wird in jeder
Sekunde in horizontaler Richtung der Weg ¥ zuriickgelegt, in ¢ Se-
kunden der Weg b&¢; also ist w=20f Um v zu finden, wird die
Geschwindigkeit, welche ein frei fallender Krper nach einer Sekunde
erreicht, eingefiihrt und wie iiblich mit y bezeichnet:

g=981

Die vertikale (reschwindigkeit war anfangs gleich ¢, wird aber
durch die Schwerkraft in jeder Sekunde um y Meter verringert;
folglich kommt v=c¢—gi{#* Konnte der Korper, der anfangs die
Hohe a iiber der Erdoberfliiche besass, sich unter der Wirkung des
Stosses allein forthewegen, so wiirde er in jeder Sekunde um ¢ Meter
steigen, also nach ¢ Sekunden die Hohe a - ¢t erreichen; die Schwer-
kraft aber zieht ibn in dieser Zeit um %-gy{? herab, und es bleibt
y=u-+et—tgt> Somit ergeben sich die Formeln:

2=0bt, y=u+ct—+yty
u=>b, v=c—gyi,

aus denen man schliesst:
62 ’U2

PH2gy=ct2ag, y=aty g

* Vergl. § 7 Anfang.
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&

Diese Formeln kinnen wir unwenden, um die einzelnen Stellen
der Bahn zu untersuchen; wir wollen inshesondere anf die beiden
Momente niher eingehen, wo der hischste Punki £ und der tiefste
Punkt C erreicht wird. Wenn man

4 .

— mit &
bezeichnet, so wird

v=g(a—t),

und man sieht, dass nach ¢ Sekunden die anfangs nach oben ge-
vichtete vertikale Geschwindigkeit sich auf Null reduziert, der
Kborper zu steigen aufhort und in das Sinken iibergeht. Im Punkte B
ist also v=0, wnd wenn man seine Hohe mit /4 hezeichnet,

7 o
. ATy
mithin schreiben wir auch:
2
g/=h~2%=h— s9(E—ea)

Es war a die Dauver des Steigens; ist B die des Kallens und
w-+f=m, so ist m die der ganzen Bewegung, also mach m Se-
kunden verschwindet y, d.h. es ist 0 =% — Lg(m — &)?=/L—{ yf* und

)i _-;l/%h (positiv), OC=bm.

In der vorstehenden Betrachtung sind nach einander eine lieilie

vou (réssen eingefiihrt worden, nimlich
a, b, ¢, ¢, 2, y, u, v, gy, «, b, f§, .
Es sollte eine bestimmte Bewegung beschrieben werden, deren
einzelne Momente somit zu verfolgen waren; es handelte sich nicht
darum, diese Bewegung im ganzen oder im einzelnen mit anderen
iihnlichen zu vergleichen. Demgemiss behalten die Griissen
a, by ¢, u, g, a, Iy, B, m

withrend der ganzen Betrachtung bestiindig dieselben Werte; sie
heissen die Konstanten des Problems. Unveriinderlich braunchen
sie darum nicht zu sein. Zwar die Konstante g hat allemal den
einen oben angegebenen Wert und heisst deshalb eine-numerische
Konstante. Hingegen kann man die Werte der Konstanten 4,0, ¢
(durch welehe u, @, h, 8, m bedingt werden) in gewissen Grenzen be-
liebig annehmen. Aber nur insofern man die einmal gewihlten
Werte fosthiilt, bleibt man bei unserer Aufgabe stehen; veriindert
man jene Werte, so geht man zu einer anderen Aufgabe fiber.
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Aunders verhalten sich die Grossen ¢, x,y, . Wihrend der zu
beschreibenden Bewegung durchlituft £ eime Reihe von Zahlen, niim-
lich alle Werte von O bis m, z die von 0 bis bm, y die von « bis
7o und dann die von % bis 0, » die von ¢ bis ¢— gm. Daher heissen
die Grdssen

Ly %y Y, ¥
die Variablen des Problems; eine jede von ihmen wird in dem
Problem variiert, ¢ in dem Intervall von 0 bis m u. s w.

Bei jeder Aufyabe leissen die Grissen, welehe in ihr denselben
Wert fortwiilwend Uehalten, die Konstanten der Aufgabe, hingegen jede
Grisse, welehe eine Reile von TVerten durchliuft, eine Varidble der
Jafyabe.  Jede Konstante einer Aufgabe, ausgenommen die nume-
rischen Konstanten, kann Variable bei einer anderen Aufgabe sein,
und umgekehrt.

Bei der obigen Aufgabe nimmit # nach und nach jeden Wert
an aus eimem gewissen Intervall, ebenso x; aber man kann nicht
mit einem heliebigen Werte der Yariablen { einen heliebigen Wert
der Variablen # verbinden; vielmehr muss man, wenn man irgend
einen Wert von ¢ wihlt, der Variablen z einen bestimmten Wert
beilegen, da z==>5¢f Ks besteht hier zwischen ¢ und % ein Ab-
hingigkeitsverhiiltnis, Das Gleiche wiederholt sich zwischen
¢t und y, zwischen ¢ und v; die Variablen 2, y, » sind von der Varia-
blen ¢ abhiingig vermbge der Gleichungen

z=0bt, y=a+ct—igt’ v=c—gi,

und man stellt deshalb z, y, v als die abhiingigen Variablen
des Problems der Grésse ¢, der unabhiingigen (independen-
ten) Variablen des Problems gegeniiber. Hiitten wir uns die
Frage gestellt, wie man aus der Greschwindigkeit des Korpers (also
aus v, da u bestindig =b) die Zeit und den Ort (also #,z,y) be-
rechnet, so wiirden wir mit den Gleichungen

—_ —_ ¥4
PR xz?ﬁ__@., —p

g g 29
antworten. Dann hitte man ¢, 2, y als abhiingige Variablen, v als
die independente aufzufassen, und man sieht, wie diese Unter-
scheidung sich nicht aus der Bedeutung der Variablen ergiebt, son-
dern die Fragestellung wesentlich in Betracht kommt.

Wir hatten hier nur eine einzige Independente. Das ist jedoch
nicht der allgemeine Fall; die Zahl der unabhiingigen Variablen ist
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e}aensowenig beschriinkt, wie die der abhingigen. Stellen wir uns
ein Pr<?blem mit irgend einer Anzahl von Independenten vor und
fass,'(?n irgend eine abhiingige Veriinderliche ins Auge, so wird dicse
wenigstens von einer Independenten abhiingen, aber nicht notwendig
von a,l.len. Man nennt die abhiingige Veriinderliche eine Funktion
derjenigen Independenten, von denen sie abhiingt, deren Wertangabe
fn.lso notwendig ist und hinreicht, um jene zu hestimmen. Also sind
lm obigen Beispiel z,, v Funktionen von #, aber durch veriinderte
Fragestellung kionnen #, %,y Funktionen von v werden.
Um jetzt den Gebrauch des Wortes ,Funktion® ohne Bezug-
nahme auf einen speciellen Fall zu erkliren, bleiben wir zuerst bei
_einer einzigen Independenten stehen. Wenn ¢ einen Wert bezeich-
net, der im unendlichen Zahlengebiete oder in einem gegebenen
Teile desselben beliebig gewshlt werden darf, und durch ein ge-
gebenes, auf ¢ allemal anwendbares Verfahren eine bestimmte Zahl v
erlangt wird, die nicht bei jeder zuliissigen Veriinderung von # un-
veriindert bleibt, so sagt man, v sei eine gewisse Funktion der
Unbestimmten ¢, und nennt in Bezug auf dieses Verhiltnis ¢ auch
die unabhingige Variable (die Independente, das Argument), v die
abhingige Variable. In der zur Herstellung der Funktion gegebenen
Anweisung* kénnen ausser ¢ noch andere Grossen vorkommen; diese
jedoch miissen bei allen Veréinderungen von ¢ ihre Werte behalten
und heissen die Konstanten (Parameter) der Funktion. Wenn
man thre Werte durch andere ersetzt, so erhiilt man im allgemeinen
eine andere Funktion von ¢

Die Werte, welche fiir ¢ gewiihlt werden diirfen, bilden das
Gebiet des Arguments. Wenn diese Werte eine stetige Folge ans-
machen, so heisst { eine stetige (koutinuierliche) Variable;
die Werte von ¢ erfiillen®* dann ein Intervall mit einer bestimm-
ten unteren Grenze (welche — co sein kann) und einer bestimmten
oberen Grenze (weleche - oo sein kann); jede Zahl zwischen diesen
(irenzen ist ein Wert von #, aber ob die Gremzen selbst zum Inter-
vall gehbren sollen, muss besonders angegeben werden.

Die Erklirung der Funktion wird leicht auf mehrere Argu-
mente ausgedehnt, Dabei ist indessen Folgendes zu bemerken.

# Dje Vorschrift, nach welcher ¢ bestimmb wird, braucht nicht fiir alle
in Betracht kommenden ¢ dieselbe zu sein.
# Vergl. § 4 Seite 17,



30 § 6. Begrifl der Funktion.

'

Noll » Funktion etwa von zwei Argumenten s und ¢ sein, so darf ¢
nichb immer unveriindert bleiben, wenn man s festhiill und ¢ variiert,
d. h. bei konstantem s wuss » im allgemeinen Funklion von ¢ sein,
u. 8. w. Ferner, wenu wir bei zwel Argumenten s und / bleiben,
80 hat s eine gewisse Reihe vou Werten zu durchlaufen, ehenso /,
aber es kann eine Kinschiiinkung gegeben sein, die es nicht ge-
stattet, jeden zuliissigen Werl von s mit jedem zuliissigen Werte
von ¢ zu kombinicren. Hs kann z. B. verlangt sein, dass s?+¢* die
Kinheit nicht @iberschreite, withrend s und ¢ im iibrigen beliebig
bleiben; das geniigt in der That, wemn die FPunktion dwreh die
Quadratwurzel aus | —s*— £ dargestellt wird.

Als Funktionen oder als Argumente von Funktionen kéunen
Grossen auftreten, welche bei einer anderen Gelegenheit unter die
Konstanten zu ziihlen waren. So darf man bei der vorhin be-
sprochenen Bewegung 7, #, n als Funktionen von ¢ und ¢, « als
PPunktion von ¢ bezeichnen, da

¢ & 2% ¢ /%20 ¢
am i kg b=/ 2 e E )2

Giehdren die Argumente einer Funktion zu den Konstanten einer
gewissen Betrachtung, so gilt dies auch von der Funktion.

Als Argumente einer Funktion ktnnen auch Grossen auftreten,
welche ihrerseits Funktionen gewisser Argumente sind. Ist v eine
Funktion von p, und p eine Funktion von ¢, so ist auch v eine
Funktion von 4 Ist dagegen v eine Funktion der Variablen  und g,
welche ihrerseits Funktionen von ¢ sein sollen, so ist nicht immer »
eine Funktion von #; denn wenn z B.

R )__.1:1#_ (~,2i
v=p 4, 2”1_}_#{’ 1~1+t:!7

5o hat man ¢=1 fiir alle Werte von {#, also v konstant. Allgemecin
gilt Folgendes: Eine Funktion von einer Funktion beliebig vieler
Argumente ist eine Funktion dieser Argumente; aber eine Funlktion
von wehreren Funktionen gewisser Argnmente ist entweder eine
Funktion dieser Argumente oder eines Teiles derselben oder von
allen diesen Argumenten unabhiingig.

Erscheinungen, wie die eben erwithnte, machen es wiinschens-
wert, das Wort ,Funktion® manchmal in einem weiteren Sinune
zu gebrauchen. Man versteht alsdann unter einer Funktion gewisser
Argumente eine Grisse, die entweder von diesen Argumenten oder
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nur von einem Teile oder auch von keinem derselben abliingl, die
aber jodenfalls keine anderen Argumenie enthill. In diesem Sinne
ist man berechtigh, zu den TFunklionen irgendwelcher Argumente
Jedes Argument selbst zu zihlen, ebenso jede Kongbunte, Mun muss
aber allemal daraul achten, in welchem Sinne das Wort Fuanktion
gebrauchi ist. Nur wenn es in dem zuletst erkliirlen Siune an-
gewendet wird, darf man den Salz aussprechen:

Kine I'unktion von beliebig vielen Funktionen gewisser Ar-

gumente ist stets cine Funktion dieser Argumente.

Um die bei einer Betrachtung vorkommenden Funktionen kurz
zu bezeichnen, fiithrl man Buchstahen ein und spricht z B. von
einer /- Funktion des Argumentes {, von einer y- Funktion des Argu-
mentes £, von einer @:Funktion der Argumente s und ¢ u s w,

kitrzer: '
@, g@, 9,6 wsow
Wird beispielsweise die Funktion

1—# . .
T mit f(#)
bezeichnet, so ist
fM=1, f(=1)=/1)-0, fB—F(—1.
Versteht man unter

. . 2t
g(t) die Funktion L

80 1ist

FO—0, fQ)~1, /¢ H-=-1, (@O -1

F(p,q) die Funkiion 2°+¢*
hedeutet, so hat man:
— 9
P18, 20
14¢ 1

Manchmal werden noch andere Funktionszeichen benuizt, die man
alsdann besonders erkliivt.

Die Funktion f(?) wird in einem gewissen (iebiete eine gerade
Funktion von ¢ genannt, wenn an allen Stellen des Cebietes die

Wemn

Gleiching 7(~ 0- 1)
gilt; sie heisst eine ungerade Funktion, weun sie durchweg die
Gleichung Fle )= —f ()

erfiillt.
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§ 7. Geometrische Darsiellung von Fuuktionen.

Die Betrachtung einer Funktion gewinnt in mancher Ilinsicht
an Anschaulichkeit durch geometrische Darstellung ihres Verlaules.
Wie eine solche Darstellung bei Funktionen einer einzigen Indepen-
denten erfolgen kann, soll jelzt nither besprochen werden, und zwar
in Anlehnung an das den Erérterungen des vorigen Paragrapben
zu Urunde gelegte Beispiel. !

Zu dem Zweck ist vor allem ein Ubereinkommen zu treffen,
von dem wir bereits stillschweigend Gebrauch gemacht haben. Als
aul Seite 20 die vertikale Geschwindiggkeit v ermittelt werden sollte,
hiitten wir angeben konnen F

von O bis « Sekunden: ¢— gt=g¢ (e —1¢) Meter aufwiirts,
von e bis m Sekunden: gf— ¢=g({— ) Meter abwiirts.

Statt dessen gaben wir den einen Ausdruck v==c—g? fiir beide
Teile der Bahn und unterschieden die heiden entgegengesetzien
Richtungen jener Geschwindigkeit mittels des Vorzeichens von v,
indem die Richtung nach oben dem positiven, die Richtung nach
anten dem negativen Zeichen entsprach. Dieses Verfahren ist alle-
mal anwendbar, wenn Bewegungen (Geschwindigkeiten, Kriifte) in
einer Geraden oder in parallelen Geradepn durch Zahlen wieder-
gegeben werden; es sind dann zwei enlgegengesetzte Richfungen zu
unterscheiden, und zu dem Zwecke wird die betreffende Anzahl von
Einheiten bei den in der einen Richtung”zu durchlanfenden Strecken
mit dem Pluszeichen, bei den in der andern Richtung zu durch-
laufenden mit dem Minuszeichen versehen. Demgemiiss heisst die eine
Richtung die positive, die andere die negalive; weleche Richtung posi-
tiv heissen soll, muss in jedem einzelnen Falle angegeben werden.

Hierauf gestiitzt, werden wir jetzt erkliiren, wie man zur Dar-
stellung der geometrischen Gebilde durch Zahlen gelangt, jedoch
unter Beschrimkung auf eine Ebene. Es werden in dieser Ebene
zwel gerade Linien angenommen, C'C und A'A4, die sich recht-
winklig kreuzen im Punkte O zwischen (7, ¢' und zwischen A, A’
Mit P bezeichuen wir irgend einen Punkt der Ebene und fillen
aus P eine Senkrechte auf die Gerade C'C; ihr Fusspunkt heisse @.
Um von O nach ¢ zu gelangen, hat man in der Geraden C'(" eine
gewisse Anzahl von Einheiten in bestimmter Richtung zu durch-
laufen; wir wiihlen als positive Richtung die von ' nach € und
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th

verstehen wunter o die Anzabl der in 0@ enthallenen Lingencin-
heiten, mit dem der Riehtung von € nach @ entsprechonden Zeichen
versehen, so dass g 4,

Of=u, aber QUs==- a. 7
Die Zahl o giebt durch ihren
absoluten Wert an, wie weit :
der Punkt L vou der Linie A'A
entfernt ist, und durch ihr Vor- y
zeichen, ob der Punkt P sich g2 F . L e
mit € oder mit ¢ aunf dersel- 4 4
ben Seite der Linie A'A he-
findet; man nennt x die Ab- ,
scisse des Punktes P in Bezug o4
auf die Geraden C'C und 1.1 (in dieser Reihenfolge) darl aber
hierbei die Punkte ¢/ und C nicht mit einander vertanschen, weil
durch ihre Reihenfolge zugleich die positive Richtung der Abscissen
angedeutet werden soll.

Mit Hilfe der Abscisse bestimmt man den Puukt ¢, Um nun
von ¢ mach /> zn gelangen, hat man parallel zn A1 eine gewisse
Anzahl von Einheiten in bestimmiber Richiung zu durchlanfen; als
positive Richtung withlen wir die von ' nach A und nemnen y die
Anzahl jener Einheiten mit deni der Richtung von ¢ nach I’ ent-
sprechenden Zeichen, so dass

QP=y, aber P@=—y

Der absolute Wert von y misst die Entfernung des Punkles I von
der Geraden ("% aus dem Vorzeichen von y schliesst wan, ob I
mit A oder mit 1" anf einerlei Seite der Geraden (" liegt. Man
nennt ¥ die Ordinate des Puuktes P in Bezng auf die (feraden (' ("
md A'A (in dieser Reilienfolge), wobei die Buchstaben .1/ wmd A
nicht wmgestellt werden ditrfen. Endlich nennt man @ und y die
Koordinaten des Punktes P in Bezug auf die Geraden (' (und A'.1,
die Koordinatenaxen.

Wenn man iiberhaupt nach irgend einer Vorschrift jedem Punkte
der Ebene Zahlen zuordnet, durch die man seine Lage zu bestimmen
vermag, so nennt man diese Zahlen die Koordinaten des Punkies in
dem durch jene Vorschritt gekennzeichneten Koordinatensysteme,
Rin Koordinatensystem, wie das vorhin erkliirte, heisst ein vecht-
winkliges oder orthogonales; cin solehes System wird hestimmt
durch die Koordinatenaxen OC und (A4, von denen die ersterc die

Pasch, Differential- u ltengraliechuung. 3
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Absecigsenaxe, die letztere die Ordinatenaxe heissl. Mir jeden
Punkt der Ordinatenaxe ist die Abscisse null, fiir jeden Punkt der
Abscissenaxe ist, die Ordinate nully der Durchschuitbspunkt () hat
beide Koordinaten gleich Null und heisst der Nullpunkt oder An-
fangspunkt oder Ursprung der Koordinaten.

Rechtwinklige Koordinaten haben wir bei der Untersuchung
der Bahn eines schriig geworfenen Korpers angewendet. In der
That sind die dort mit 2 und ¥ bezeichneten Zahlen nichts anderes

als rechiwinklige Koordinaten
des Punktes J; die Abscissen-
ave (C ist horizontal, ihre
positive Richtung entspricht
der Fortbewegung des Korpers;
die Ordinatenaxe ist vertikal
durch den Ausgangspunkt der
o Bewegung gelegt, ihre posi-
tive Richtung geht aufwiirts.
Die Koordinaten des Punktes I’ sind IFunktionen der Zeit, nimlich

g 4

0 4

=0t y=a-+ct— ;gi*
Es lLisst sich aber auch y als Funkiion von x darstellen, nimlich

y=a+—£—x—§%2x“‘,
wo # die Independente ist und von O bis bm varilert. Diese Glei-
chung wird von allen Punkten dev Linie 4.LC und (in Riicksicht
auf das beigemerkte Intervall der Variablen %) von keinem anderen
Punkte erfiillt; sie kann daber zur Bestimmung der Linie ADB(
benutzt werden und heisst die Gleichung der letzteren in dem zu
Gronde gelegten Koordinatensysteme.

Betrachten wir jetzt irgend eine ebene Linie (Plankurve) und
nennen P einen Punkt, der in ihr beliebig gewiihlt werden darf,
# und y seine Koordinaten in einem rechtwinkligen Systeme, so
haben die Punkte der Linie im allgemeinen nicht dieselbe Abscisse®,
sondern x variiert stetig in einem Intervall, d. h. z nimmt alle
zwischen den Grenzen des Intervalles vorhandenen Zahlenwerte an.
Dabei entspricht jedem Werte von # mindestens ein Punkt der Linie;
es konnen aber auch mehrere entsprechen; z B. bei der numstehend
gezeichneten Linie AL kommen Abscissen vor, denen drei Punkte

* Siehe unten Seite 36.
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entsprechen. Man kann nun die gegebene Linie ndtigenfalls derart
in Abschnitte zerlegen, dass in jedem Abschnith keine Abscisse
mehrmals vorkommt, z B. ¥ig &

die Linie AL in die Ab- e

schnitte XM, M N, NL; auf
solche Abschnitte beschriin-
ken wir uns und diirfen dann

e
- .a‘/‘

sagen, dass zn jeder Ab- — Red

scisge # aus dem hetreffen- K- Ny

den Intervall ein einziger L

o

Punkt P, eine einzige Ordi- ¢ - e
nate y gehort.

Ist die Linie durch ihre
geometrischen Eigenschaf-
ten definiert, so lehrt die A’
manalytische Geometrie®, wie man diese Eigenschaften benutzt, um
zu jeder Abscisse & die zugehorige Ordinate y durch Rechnung zu
finden, d. L. die Ordinate als Funktion der Abscisse darzustellen.
Aber auch wenn die Linie nur gezeichnet (mithin begrenzt) vor-
liegt, z. B. als Resultat von Versuchen, so kann man immer ein
Fuuktionsverhiiltnis zwischen # und y aufstellen, welches die Linie
mit hinreichender Genauigkeit wiedergiebt. Dies leistet w. a. fol-
gendes Verfahren. Man teilt die gegebene Linie KM in mbglichst
viele Teile, etwa in n Teile, so dass %41 Punkte vermerki werden,
migst die Koordinaten der 41 Punkte und nimmt y als Funktion
von # in der Form Yo ¢

y=qur" -+ bt fear—2 4L, A
mit n-+1 noch zn bestimmenden
Koefficienten a, b, ¢ ... an. Ersetzt
man & und y in der vorstehenden
Gleichung nach und nach durch die
Koordinaten jener -1 Punkte, so
erhilt man 1+ 1 Gleichungen ersten Q4|
Grades fiir die unbekannten Koeffi- ,
cienten; man berechnet die letzteren, A
setzt in den fiir y angenommenen Ausdruck die gefundenen Werte
ein und erhiilt so eine miglichst genaune® Darstellung der Linie M.

+ In Riicksicht darauf, dass y sls stetige Funkiion von o ausgedrickt

wurde, vergl. §§ 10 und 12,
344
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Hiernach besitzt jede Linie der betrachteten Art eine (leichung.
welche die Ordinate als Funktion der Abscisse ausdritekt.
Die Ordinatenaxe hat die Eigenschaft, dass allen ihren Punkien
dieselbe Abscisse entspricht, niimlich Null, und hat daher die Glei-
chung #=10; die Parallele zur Ordinatenaxe. welche einen Punk:
mit der Abscisse p enthilt, hat die Gleichung x=p; fiir solche
Tig 7 Linien ist die Ordinate nich$ Funktion
Y der Abscisse, sondern die Abscisse
konstant. die Ovdinate beliebig. Die
l (rleichung der Abscissenaxe ist y=—1{1:
die Parallele zur Abscissenaxe, wel-
; che einen Punkt mit der Ordinate 4
| enthiilt, hat die Gleichung y=14:
i r g fiir diese Linien kann die Ordinate
& 7" nur dann eine ¥Funktion der Abscisse
: ' genannt werden, wenn mun als spe-
ciellen Fall einer Funktion vun «
die Konstante ¢ zuliisst. In allen anderen Fillen sind beide Koor-
dinaten variabel und von einander abhiingig; der analytische Aunsdruck
dieser Abhiingigkeit spiegelt den ganzen Verluuf der Linie wieder.
Man bhedient sich aber auch umgekehrt einer ebenen Kurve,
um den Verlauf einer lunktion einer stetigen Variublen zu ver-
fulgen. Es sei y als Funktion der Independenten » gegeben, etwu
y=flr).
In einem begrenzten Intervall nehme man Werte von .r, die mig-
lichst dicht aufeinander folgen, und berechne die zugehirigen Werte
_— von 5. Die so entstehenden Werte-
Y paare sind, wenn man in einer Ebene
ein rechtwinkliges Koordinatensy-
stem einfithit, die Koowlinaten von
ebensovielen Punkten der Ebene,
Man konstruiert die betreffenden
Punkte, die sich im allgemeinen®
selir nahe aneinander anschliessen
werden, und verbindet sie durch eine
zusammenhiingende Linie; die Glei-
chung y=7(x) giebt diese Linie hinreicheud genaun wieder, und
man nennt die letztere eine geometrische oder graphische

* Wenn niimlich y eine stetige Funktion von « ist, vergl. § 10.
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Darstellung der Funktion f(») in dem betrachteten Intervall.
Die Linie ldsst in der That den Verlauf der Funktion im grossen
{zanzen erkennen; die Eigenschaften der Linie lassen sich in ge-
wissen Grenzen auf die Funktion tbertragen. dber man darf nicht
unbedingt aus den FEigenschaften der Linien ouf die entsprechenden
Ligenschaften der Funktionen schliessen, vielmehr ist fiir jede Figen-
schaft der Funktionen ein analytischer Deweis 2u fordern. Bs giebt
Funktionen mit Eigenschaften, die sich gar nicht geometrisch ver-
anschaulichen lassen; aber auch davon abgesehen ist keine Zeichnung
genau genug, num alle bei dem Verlaufe einer Funktion mdglichen
Einzelheiten zu‘umfassen.

Wenn man sich hiitet, der graphischen Darstellung mehr als
ihren wahren Wert beizumessen, so gewihrt sie den Vorteil, dass
alles, was sie bietet, anschaulich und tibersichtlich hervortritt. Darum
mag man sich immer auf sie bezichen und die geometrischen Aus-
driicke anwenden, also von der Abscisse sprechen statt der Inde-
pendenten, von der Ordinate statt der Funktion, vom Punkte (z, y),
d. i. mit den Koordinaten z und y, statt dem Wertepaare z, y,
wobel ein rechtwinkliges Koordinatensystem in einer Ebene voraus-
gesetut wird.

§ 8. Begriff des Grenzwertes.

Wir haben fiir eine Bewegung, die unter gewissen Voraus-
setzungen eintritt und in einer ebenen Bahn vor sich geht, in Be-
zug auf ein durch die Aufgabe selbst nahegelegtes rechtwinkliges
System die Gleichungen gefunden:

1) z="0t, y=a+tct— jgt*

wo a, b, ¢, y Konstanten sind und r, y die Koordinaten des nach
¢t Sekunden erreichten Punktes P. Wir haben zugleich die zu der-
selben Zeit erlangte Geschwindigkeit des bewegten Korpers an-
gegeben, welche sich aus einer horizontalen Geschwindigkeit » und
einer vertikalen v zusammensetzte; es war

2) ' w="h, v=c—gt

Da aber die Bewegung durch die ({leichungen 1) vollkommen wieder-
gegeben wird, so muss es moglich sein, alle Merkmale der Be-
wegung aus jenen Gleichungen zu entnehmen. Ein solches Merk-
mal ist die Geschwindigkeit, die in den Gleichungen 2) direkt zum



38 § 8. Begrifl des Grenzworbes,

Ausdruck gebracht ist, und man kann demnach fragen, wie die
(tleichungen 2) aus 1) abgeleilet werden.

Hallen wir irgend einen Wert von ¢ fest und nennen {, einen
grisseren Wert in dem Intervall (vorausgesetszt dass {<Cm). Nach
t, Sekunden befinde sich der Korper im Punkte P, vertikal iiber
¢;; hat P, die Koordinaten 2y, y,, so ist

@y =bt,, y=a+tch— jyt’
Die Strecke PP, in der Bahn
p 2 wird zuriickgelegt in # — ¢
Sekunden; dabei riickt der
Kérper um °
o —2=00—-00=0¢
in horizontaler Richtung vor, in
vertikaler num y, — y (was auch
negativ sein kann). Es ist

Tig, 0.

0 aq 4a,

m —a=b(t—1), p—y=oll—t)— 7 (L*—1),

mithin, da ¢ —¢ von Null verschieden,
Sy ) %—__—;J=c“%(tl+t).

Diese Quotienten stellen das Verhiiltnis des in horizontaler resp.
in vertikaler Richtung zuriickgelegten Weges zu der dabei ver-
fliessenden Zeit dar. Der erste Quotient hat den konslanten Wert b;
es werden in horizontaler Richtuug & Meler in der Sekunde durch-
laufen, gleichviel welchen Ausgangspunkt man nimmt; das kon-
stante Verhiltnis ist daher als horizontale Geschwindigkeit zu be-
zeichnen und so ergiebt sich w=5. Der zweite Quotient

W¥ gt —

3) - c—gt 2(751 £)

ist nicht konstant, sondern von ¢ und # abhingig. Er kann als
die durchschnittliche Vertikalgeschwindigkeit auf der Bahnstrecke PP,
bezeichnet werden. Allein die Geschwindigkeit, deren Erklirung
wir suchen, hat mit dem Punkte P, nichts zu thun, sondern sie be-
zieht sich nur anf den Punkt P. Nun ist in der That im Ausdruck 3)
der eine Teil nur von ¢ abhiingig, niimlich

¢—gt,
und der hiervon in Abzug zu bringende Term

+9 (& — 1),
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der allerdings auch § enthiilt, kommt um so weniger in Belrachi,
je kitrzer man die Strecke PP/, . h. je niler an { man den Worl £
annitamt.  Diese Bemerkung fithrl zum gewitngchten Ziele, wenn
man daran denkt, dass es sich bei jeder Zahl, die man prak-
tisch verwenden will, oder die aus Beobachtungen herrithrt,
nur um eine begrenzte Genauigkeit handeln kann. Begniigt
man sich z B. bei jener Durchschniltsgeschwindigkeit mit vier
Decimalstellen, so lisst man einen Fehler bis zum Betrage von
000005 zu. Nehmen wir der Allgemeinheit wegen an, dass ein
Fehler bis »um Befrage & gestallet wird, wo & eine belichige
positive Zahl bedeutet. Man berechne die positive Zahl

5= 2F
g
und beschriinke ¢ anf die Werte wwischen # und /40, so dass
<t <t+0, 0<t~ 1<, O<Fyli—t) <z
dann ist
yr-—l — i/ =¢—gt mil erlaubtem Fehler.
-
Der Einfluss der Variablen # ist jetzt beseitigl; es tritt nur der
festgehaltene Wert ¢ auf, das Resultat ist durch den Punkt P allein
bestimmt und als die vertikale Geschwindigkeit im Punkte P 2zu
bezeichnen. So entsteht die Formel v==¢— gt
Wir kounten auch, vorausgesetzt dass ¢ nicht Null, unter #
einen kleineren Wert aus dem Tntervall verstehen. lis war dann

t, auf dic Werte zwischen ¢ uwnd ¢— 0 zu beschriinken, so dass
t>H>t—0, 0<i—4<0, O< glt—4)<e
Selzt man also zur Abkiirzung
t—t=§ —gglh—t)=7y
und lisst # nur zwischen $— ¢ und £+ & variieren, wobei jedenfalls
t selbst als Wert von ¢ nicht zugelassen wird, so hat man:
abs <9, absy<e
Demgemiiss wird zwar der Quotient
bV,
= ot
niemals gleich », aber er wird durch v durgestellt mit jeder vor-
geschriebenen Genauigkeit. Man nennt deshalb v den ,Grenzwert
(limes), dem der Quotient zustrebt, wenn f, sich dem Grenzwerte
¢ nihert”, und schreibt:
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Y=Y e 1
peslim 2 fie lim bi=1.
1 4
Bs war ¢ festzuhalien und ¢ zu variieven; in Ritcksicht darauf er-
scheint jener Quotient als eine Funklion von {4 und wmag mit f(t)

beseichnet werden. Die Funklion

fl)=r+ny
ist nicht definierl fiir #, =+¢; wenn also auf der rechlen Seite sich
v ergiebt fir {, =1, so ist mam darum nicht berechtigl, v den ,,Wert
der Funktion fiir £ ={¢“ zu nennen. Aber man kann ¢ der Zahl ¢
beliebig nihern; durch hinreichende Annihermng, d. h. durch hin-
reichende Verkleinerung des abs § kann man

abs 5= abs [f(t) —v]
beliebig klein machen; man hat daher fiir gewisse Werte von ¢;:
f(t,)=v mit beliebig kleinem Fehler

und nennt » den ,Grenzwert der Funktion fiir lim #, =%

Es sei jetzt allgemein die Variable y als Funktion des Argu-
mentes # gegeben in irgend einem Gebiete, Mit @ werde eine Zahl
bezeichnet, der die Variable #, indem sie von « verschieden bleibt,
sich beliebig nithern kann (¢ braucht nicht zum Gebiete von z zu
gehoren). Wie das vorangeschickte Beispiel lehrt, kann der Fall
eintreten, dass tiir alle von a verschiedenen Werte der Variablen z,
die hinreichend nahe bei a liegen, y mit einer beliebig vorgeschrie-
benen Genauigkeit ausgedriickt wird durch eine Zahl 0. Man
sagt alsdann: .

y strebt dem Grenzwerte b zu, wenn . sich (innerhalb seines
Gebietes) dem Grenzwerte a niihert,
und schreibt: . -
b=limy fir limz=a.
BEin ,Wert der Funktion y fiir £=a“ braucht nicht zu existieren,
da @ nicht zum Gebiete von x zu gehdren braucht, und wenn er
existiert, so braucht er nicht mit b zusammenzufallen,

Die Funktion y soll in einer beliebig vorgeschriebenen Nihe
der Zahl b bleiben fiir alle #, die hinreichend nahe bei ¢ liegen,
ausgenommen a selbst. Was die Aussage , die Variable # befindet
sich in gewisser Nithe der Zahl ¢* bedeutet, ist filr endliche und
unendliche Werte von ¢ in § 4 (Seite 15) erkliirt worden. In Riick-
sicht aunf diese Erkldrung filbren wir zuerst eine Variable £ ein
und setzen
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E—r—a, wonn « endlich ist,

1
g L owemt a= o,

3

Danu ergiebt sich ein bestimmtes Uebiet fir die Variable £, welcha
gich der Null belichig uithern kaun, ohue dass dic Null zum (e-
bicte von § zn gehiren hraucht, und es wird » eine Funkiion von &:

.

1
De==Eq, resp. X-— 41

demnach auch y eine Funktion von & (§ 6 Seite 31). Fihren wir
{eruer eine Variable 3 ein und setzen
=9y —0, wenn b endlich ist,

1
B= 1 wenn =00,

.

80 kann man # als eine Funktion von o oder von & auffassen. Man
soll nun y in eine gewisse Nithe von & bringen, d. h. es ist eine
positive ?ahl & gegeben, und es soll abs y < e werden. Der Voraus-
setzung mnach lisst sich dies erreichen, indem man & in gewisse
Néhe von « bringt, aber nicht der Zahl « gleich werden lisst™
d.h. man braucht nur eine geeignete posilive Zahl & zu ermitteln
und O<abs E<d zu machen, Die Zahl ¢ durfte man beliebig
klein auswiihlen; & kann man hinreichend klein berechnen, wie
auch & gegeben sei.

Lis wird also I der Grenzwert von y filr lim x=u genunnt, wenn
man im stende ist, wie Flem auch die positice Zahl ¢ gegeben sei,
cine positive Zahl & devart zu bestimmen, dass fir alle von Null ver-
schiedenen Detrdge von &, dic kleiner als 6 sind, der Defray von g
Eleiner als & nusfalll. Man hat dann zugleich:

h=limy fir limE=0, O=limy fir lims=gq,
. Oe=lim g fiir limE=0,
Tnsbesondere ist
limg=a fir limz—=a

Bei ihrer Amnilherung an den Grenzwert Null braucht die

Funktion 5 sich nicht aunf einer und derselben Seite der Null zu

* Den Wert 2= a darf man nur dann mitbenutzen, wenn auch bel r=a
ein Wert der Funktion y gegeben ist und dieser Wert von & nicht difleriert.
Ist dagegen y=10' bei w=u gegeben und b’ von b verschieden, so bat n bet
E=0 einen von Null verschiedemen Wert #, ind wenn man & < abs f§ wihlt,
so werden bei noch so kleinem & niemals alle absy<s sein filr abs § <{d.
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von & big zu einem gewissen Urade abgenommen hat) nur positive
Werle durchlituft, so kanu man schreiben:

lim p=+40, lmy=>0-+0 resp. =- oo,
wn anzudeuten, dass y zulelzt nie unter den endlichen Werl b
sinkt, beziehungsweise dass y zulelzt keine negativen Werle mehr
aunpimmt. Hat dagegen » zuletzt nur negative Werte, so kann
man schreiben:

limp=—10, limy=0—0 resp. =— 0,
wmn anzudeuten, dass y zuletzt nie den endlichen Wert b tibertrifft, be-
zichungsweise dass y zuletzt keine positiven Werte mehr annimmt.

Die gleiche Unterscheidung ist bei der Variablen £ zu macheh.

Man schreibti:

limg=+40, limox=a+0 resp. =+ «,
wenn z nur abnehmend sich der endlichen Zahl ¢ nilhern, bezie-
hongsweise wenn » durch eine Reihe von positiven Zahlen hindurch
sich ins Unendliche entfernen soll. Man schreibt:

limg=—0, limz=a—0 resp. =— 0,
wenn @ nur zunehmend sich der endlichen Zahl @ nihern, beziehungs-
weise weun 2 durch eine Reihe von negativen Zahlen hindurch sich
ins Unendliche entfernen soll. Nehmen wir nun an, dass zwei Ge-
biete, in deren jedem & sich nur von einer Seite der Null nihern
kann, zu einem neuen Gebiete zusammengefiigh werden. In dem
einen Abschnitt dieses Gebietes nimmt & beliebig kleine positive
Woerte an, y kann daselbst einem Grenzwerte 0, zustreben fiir
lim £ == -+ 0; in dem anderen kann y einen Grenzwert b, fir lim £ =— 0
besitzen. Wenn beide Grenzwerte existieren, so brauchen sie ein-
ander nicht gleich zu sein; sind aber beide vorhanden und iiberdies
einer Zahl b gleich, so ist b der Gremzwert von y filr lim §=0
ZU nennen.

Wenn o sich der Zahl o aur 2unchinend nihert und y dabei nie-

mals abwimmt, so existiert der Urenzwert

limy=> fir imz~=a—0 resp. =+ oo,
wo b dic obere (renze der y fiir x << bedeutct; denn wie nahe an
b auch die Zahl ¥'<<b gewihlt werde, immer giebt es unter den
m %< a gehorigen y eine in b oder zwischen I’ und b gelegene
Zahl; gehort ein solches y etwa zu z=4a, s0 ist y >V, sobald »
awischen o und a liegt. Wenn z sich der Zahl ¢ mer zunmehmend
ndhert und y dabei niemals sunimmt, so existiert der Gremzwert



§ 8. Bogriff des Grenzwortes, 43

limy=06 fiir linw=a 0 resp. =,
wo b die unlere Grenze der y fiir & bedeutel, Wenn & sich der
Zahl @ nur abnehinend nihert, y dabel cwweder niemals abnimmt oder
nicmals suminont, und b im ersten Falle die obere, im zeciten dic
unfere (frenge dev y fiir x>0 bedentet, so ist
limy=0 fir lima=a+40 resp. =- oo.

Hieraus fliessen folgende igenschaften der Polenz und
dos Logarithmus:

st s eine beliebige endliche Zahl, « endlich und positiv, so
hat man:

a*=limes fir limz=m, o"=lime" fir lime=q,
wobei @™, ¢* und 2™ positiv angenommen werden (siehe § 5 Satz 6
und 13). Bei a>1 ist (vergl. § 5 Satz 1):

limg®=+ 00 fiir limz==-+4 o0, lima®=0 L lmx=-— oo,
dagegen bei () <{a<1:
lima*=0 fiir limz=94 v, lmae*=-+ oo fir lmz=-—o0.
Endlich ist bei m>0:
limagm=0 und Lma "=+ cc fir lime=+40,
lim zm==-4 oo und lima~"=0 fir lim.y=- co.

Sind @ und b positive endliche Zahlen, b von Eing verschieden,

s0 hat man (§ 5 extr.):
flog @ ==lim‘logx fir limw=dq

Bei 0>1 ist
lim Ylog = — oo tir lma=-40, lim'logau=-co fir limw=-+ o0,
dagegen hei 0 <<a <1
lim log z =400 fir limue=+40, Hm'logr=—w fiir imw=--c0.

In Ritcksicht auf diese Siibze filhet man noch folgende Ioten-
zen und Logarithmen ein:

at®=1c0, g~ ®=0 bei a>1,

at®=0, a*=0cw bei 0<a<l,

=0, Om=o0, (+ow)t=0, (+o) "=0 bei m>0,

YogO=—~o0, Hog(+w)=-+00 bei d>1,

log 0=+ co, *log(+ o)=—o00 bei 0<b<1.

Wir beziehen uns noch einmal auf das Beispiel, von dem wir
ausgegangen sind. Dort war

f(t1)="m’ E=t—t, n=F()—v,
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und bei der auf Seite 39 niher angegebenen Bedeutung der Zahlen &
und & war abs 7< ¢, sobald abs E< & war. Die Zeit & verfliesst,
wihrend die Bahnstrecke PP, zuriickgelegt wird; nimmt man fiir §
einen Wert zwischen — & und -+ 0, so stellt die Durchschnitbs-
geschwindigkeit /() die Geschwindigkeit v mit erlaubtem Fehler
dar; mit diesem Fehler 7 ist, wenn man § dem absoluten Betrage
" nach verkleinert, /({,) als konstant zu betrachten. Kinen solchen
Zeitraum g, innerhalb dessen fiir den vorschwebenden Zweck ein-
zelne Momente nicht mehr zu unterscheiden sind, nennt man un-
endlich klein in Riicksicht auf diesen Zweck. Dieselbe Be-
nennung ist auf die entsprechenden Werte von n anzuwenden; wenn §
zwischen -—9& und 40 liegh, so sind die Schwankungen von /(%)
yunendlich klein® f(#) von dem festen Werte v ,unendlich wenig*

verschieden.
Kehren wir nun zur allgemeinen Betrachtung zuriick und sefzen

wir voraus, dass limy=0 fir lim&=0.
Wenn man ¢ passend withlt, so wird abs 5 <& fiir abs £ < ¢, wie klein
auch ¢ gegeben sei. Begniigt man sich also bei der Berechuung von 7
mit der durch die Zahl & begrenzten Genauigkeit, so kann man §
beliebig zwischen — ¢ und -+ & wihlen; in Riicksicht auf die gefor-
derte Genauigkeit heissen diese Werte von £ unendlich klein,
ebenso die entsprechenden Werte von ;. Ist die Differenz zweier
Zahlen unendlich klein, so sagt man, die Zahlen seien einander
unendlich nahe, von einander unendlich wenig verschieden.
Der Wert einer Variablen heisst unendlich gross, wenn der reci-
proke Wert unendlich klein ist. Mit Benutzung dieser Ausdriicke
wird man sagen: ,7 wird unendlich klein mit £% und: ,y kommt
der Zahl b unendlich nahe (resp. y wird unendlich gross), wenn z der
Zahl @ unendlich nahe kommt (resp. wenn 2 unendlich gross wird)¥,
Eine Zahl, die bei der einen Gelegenheit unendlich klein oder
unendlich gross ist, braucht es nicht bei jeder anderen zu sein.
Alle diese Betrachtungen lassen sich durch die Bemerkung ver-
allgemeinern, dass y ebensowenig eine Funktion von z zu sein
braucht, wie z eine stetige Variable zu sein brauchte. Es geniigt,
wenn jedem Werte von £ eine oder mehrere, sogar unendlich viele
Zahlen irgendwie zugeordnet sind und y jede beliebige der zu &
(oder tiberhaupt zu den Gebietsstellen von — § bis +£) gehorigen
Zahlen bedenten darf* Die Erklirung der Grenzwerte und der un-

# In dieser Weise sind in § 17 die Grssen w und o von % abhingig.
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endlich kleinen Werte bleibt dann bestehen. Von dem Begriff der
unendlich kleinen Zahlen hat die Infinitesimalvechnuung ihren
Namen, welche im wesentlichen aus der Differentialrechnung und
der Integralrechnung besteht.

§ 9. Siitze iiber Grenzwerte.

Nehmen wir an, dass zwischen zwei Variablen x und g die im
vorigen Paragraphen auf Seite 40 angegebene Beziehung besteht,
und zwar in der am Ende desselben angedeuteten Ausdehnung, und
behalten wir die daselbst eingefithrten Bezeichnungen bei, indem
wir jedoch unter 4 eine endliche Zahl verstehen. Dem Werte z,,
welcher aus dem Gebiete von z, verschieden von a (nicht notwen-
dig von %) genommen werde, sei ¥, als ein Wert der anderen
Variablen zugeordnet; wir filhren noch ein:

‘ 1
§=w —a resp. =—, @=y —0b
2y
Wenn y und g, endlich sind, so ist
Y—yy=n—1n, abs(y—y)<<absy+absy,

Strebt nun y dem endlichen Grenzwerte b zu fiir lim #=a, so be-
wegen sich, wenn z in gewisser Nihe von a bleibt, die Werte von y
zwisechen endlichen Grenzen® Kommen daun z und z; der Zall «
hinreichend nahe, ohne sie zu erreichen, so sinken die absoluten
Betriige von 5 und %, unter eine beliebig gegebene positive Zahl,
der absolute Betrag von y — gy, sinkt unter das doppelte derselben
Zahl, also ebenfalls unter eine positive Zahl, die beliebig klein vor-
geschrieben werden kann. DBesilet y cinen cndlichen Grenzwert fiir
lim x=a, so bleiben in gewisser Néhe von a dic Werte von y awischen
endlichen Grenzen, und man kamwn abs (y —y,) beliebiy klein machen,
indem man die von a verschiedencn Werte x und x; der Zahl a hin-
reichend niihert,

Auch die Umkehrung ist richtig:** Wenn in gewisser Nile
von a die Werte von y endlich bleiben, und es sinkt abs (y — y,) unter
jede beliebig yegebene Zall fiir alle von a verschiedenen & wnd xy, welche

# Tst b nicht null, so hai y suletzt bestindig dasselbe Zeichen, nimlich
das Zeichen von b. Hiernach ist abs b= lim abs y fiir im a=a. Der Befray
des Grenswertes ist Grengwert der Betrdige. Dies gill auch, wenn b=0 oder
b= 0. -

# Vergl, Dedekind, Stetigkeit nnd irvationale Zahlen, S. 30.



46 §9. Sitze iber Grenzwerle.

dem Werte o lhinreichend nahe kommen, so strebt y einem endlichen
Grenswerte b au.fiir lim x=a, und auch abs (y —b) kann jene Zahl
fiir dic beseichneten Werte von z nicht ibersteigen. Beweis: Wihlt
man die positive Zahl ¢ hinreichend klein, so hat fir die dem Be-
trage nach zwischen 0 und 0 gelegenen & die Schwankung der y
(§ 4 Seite 17) eine endliche Grosse, und es bewegen sich mithin
die y zwischen endlichen Grenzen; die untere werde mit 4,, die
obere mit Bs bezeichnet. Verkleinert man &, so nimmt 44 nicht ab,
By nicht zu; also ist, sobald m und » Werte von & sind:

Ay < By< B, bei m<n, 4,<A, <D, bei m>n

Da hiernach immer 4, < B, ist, so besitzen die Zahlen A4; eine
endliche obere Grenze b, welche keine der Zahlen By iibertrifft.
Jetzt sei die positive Zahl & beliebig klein gegeben; der Voraus-
setzung gemiiss kann man 0 so weit verkleinern, dass fiir die dem
Betrage nach zwischen O und & gelegenen § die absoluten Betitige
aller Unterschiede der y unter & liegen, d. h. dass

bi— 45 <.

Nimmt man jetzt £ zwischen O und d oder zwischen O und — 9, so
wird
AdsSy<DBs, As<b< DBy,
also
abs (y—b) < By— 4s <L &

Wie auch die ¥ in dem filr # angenommenen Gebiete definiert
sein mogen, immer existiert eine untere Grenze ihrer Werte, etwa g.
Wird nun von den # ein derartiger Teil fortgelassen, dass die zu-
gehorigen y nicht g (also eine grdssere Zahl) zur unteren Grenze
haben, so ist g auch fiir keinen Teil dieser y die untere Grenze,
wohl aber fiir diejenigen y, welche den zuriickgebliehenen x ent-
sprechen. Verstehen wir tiberhaupt unter 4 eine Eigenschaft, welche
einer Zahlenmenge zukommen kann, jedoch nur in der Weise, dass,
wenn jene Eigenschaft einer in Teile I und II zerlegbaren Zahlen-
menge zukommt, aber nicht dem Teile I, dieselbe Higenschaft
auch bei dem Teile II vorhanden ist, aber jedem Teile von I fehlt;
wenn also ein Teil von I die Eigenschaft 4 besitzt, so gilt dies auch
von I selbst. Ks besteht dann der Sats:

Wenn an den x die Eigenschaft A walyzunehmen ist, so existiert
mindestens eine Stelle von der Beschaffenheit, dass sich in jeder Néihe
von il Werte der Variablen z vorfinden und diese die Figenschaft A
besitzen.



§ 9. Siilze iiber Urenzworte, 47

Beweis: Wenn die Zahlen + oo uud — ez die verlangle Be-
schaffenheit nicht haben, 5o kaun man zwei endliche Zahlen « und B
(¢<<f) derart annehmen, dass ausserhalh des Intervalles (e... B8)
entweder keine Werte « liegen oder doeh die Eigenschaft A nichi
vorhanden ist. Bezeichnet man mit m jede Zahl, unterhall deren
die Eigenschaft 4 nicht auftrith, so ist jede Zahl < « eine m, jede
Zahl > ist keine m. Die m bilden eine stetige Folge; denn ist %
eine m und [<T, so ist auch [ eine m. Die obere Grenze der m
ist eine endliche Zahl ¢ (¢ <t< B); jede Zahl < ¢ ist eine m; ob ¢
selbst zu den s gehtrt, bleibt dahingestellt, Man nimmt nun die
positive Zahl & beliebig, « zwischen t—9d und ¢ wenn Werte
2<¢—d existieren, so haben diese nicht die Rigenschafi 4, weil
sonst 2 keine m wire. Hingegen giebt es, da ¢+ 0 keine m ist,
Werte < ¢+ 0, und diese haben die Bigenschaft 4; folglich giebt
es Werte = zwischen £—0d und {46, und diese haben die Bigen-
schaft 4, d. h. die Zahl ¢ hat die im obigen Satze geforderte Be-
schaffenheit.

Hiernach gelten u. a. folgende Siitze:*®

Ist g die untere (obere) Grense der v, so existiert mindestens eine
Stelle von der Beschaffenheit, dass sich in jeder Nithe won ihr Werte
der Variablen x vorfinden und g die untere (obere) Gremege der zu-
gehirigen y 4st.

Kommen die y eimer Zahl I belicbiy nahe, so existiert mindestens
eine Stelle von der Beschaffenheit, dass sich i jeder Nithe von il Werte
von x befinden und dic zugehivigen y der Zahl kb beliebly nahe Tonanen.

Nimmt © unendlich viele Werte an, so cxistiert mindestens eine
Stelle von der Beschaffenheit, dass in jeder Nihe von dhw wnendlich
viele Werte x liegen.

In den folgenden S#tzen tritt ausser y noch eine Variable ¢ anf,
die von 2 auf #hnliche Weise wie y abhiingen soll. Da alle vor-
kommenden Grenzwerte sich auf lim # =« beziehen werden, so mag
dieser Zusatz wegbleiben. Die Sitze bleiben giltig, wenn man statl y
oder z Konstanten nimmt; eine Konstante ist danu ihr eigener Grenz-
wert zu nennen.

Ist lim y =0, wihrend der Detrag von ¢ euletet (. b. nachdem @
eine gewisse Anniherung an @ erreicht hat) nicht leliebiy gross ye-

macht werden kann, so ist
lim y2=0.

# Digse Sitze sind von Herrn Weierstrass in seinen Vorlesungen mit-
geteilt worden.
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Beweis: Der Voranssetzung nach steigl abs 2 zuletzt nicht mehr
iiber eine gewisse posilive Zahl g, d. h. es ist abs ¢<Tp, wenn 2
eine gewisse Anniherung an « beibehiilt, Jetzt sei die positive
Zahl & beliebig gegeben und

g
Y
Die positive Zahl 0 wiihle man so, dass abs y < &, wenn 0 < abs £ < 8;
fiir diese & 1ist
abs yz—=absy.absz <y, d i <sg
worans die Behauptung unmittelbar folgt..

Ist lim y= o0, wihrend der Delrag von z mietzt nicht belicbly

Klein gemacht werden Lann, so st
lim g2 = co.

Ist lim y =0, witlwend der Detrag von 2z zuletet wicht heliebiy Tlein

gemacht werden kann, so st

Jim ¥ =0, lim £ = 0.
“ Y

Diese beiden Siitze lassen sich leicht auf den vorhergehenden
zuriickfithren, ebenso die beiden ersten Behauptungen im niichsten
Satze:

Ist lim y==co, withvend der Delrag von & zuletzt nicll beliebiy
gross gemacht werden kenm, so ist

lim %— =20, lim S =0, lim (y+z2)=-c0.

Um die dritte Behanpting zu rechtfertigen, fithren wir ¢ wie
oben ein und verstehen unter o eine beliebig grosse positive Zahl,
unter ¢ die Summe ¢-+p. Wird die positive Zahl & passend ge-
withlt, so ist fiir 0 < abs £< d:

absy >¢, abs(y+2)>absy—absz>o —y di >o.

Ist lim y=1lim z=-+ o0, so st lim (y+2)=-+co; st limy
=[im g==— 00, s0 ist im (y+2)=— oo.

Beweis: Die positive Zahl ¢ sei beliebig gegeben. Tst lim y
== lim z= - c0, so withle man die positiven Zahlen &, und 8, so, dass
Y > % fiir O<absi<d,, 2> g« fitr 0 <<abs § <0y,
und nenne & die kleinere der beiden Zahlen. Iiir O<abs & <&

ist dann 0 0
:l/>§, f«'>§, y+e>0 U s w
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Binen ithnlichen Gang verfolgt man beini Boweise dos Sutzes:

Tst Lim y =D, lim 2= c, wnd sind beide Grengwerte endlich, so ist
be=lim (y-+2),

d. h. die Swmme der (rengwerte ist danmn Grengwert der Summe,
Dieser Satz lisst sich auf die Differens y—z {ibertragen und aut
algebraische Summen von beliebig vielen (iliedern ansdehnen,

Ist Tim o =b, im z==¢, so ist

be=lim ye¢,

d. h. das Produkl der Grenzwerte ist Grenmweert des Produltes, wenn
nicht der eine Grenzwert 0, der andere oo ist. Auch dieser Satz lisst
sich auf Produkte von beliebig vielen Faktoren ausdehnen. Beim
Beweise setzen wir & und ¢ als endliche Zahlen voraus, da der
andere Fall schon durch einen friheren Satz erledigt ist* Auch
der Fall, wo der Grenzwert eines Faktors verschwindet, ist schon
oben erledigt. Es ist daher

lim (y—0)(g—c)=0, limb(z—e)=0, limc(y—1)=0,
lim (yz—be)=lim{(y—b) (z—c)+b(z—e)+cy—1b)} =0,
lim yz=="be.

Ist lim y=10, lim g=¢, so ist

2 = lim ;‘!7
d. h. der Quotient der Girenzwerte ist Grenzicert des Quotienten, wenn
nicht beide Grengwerte 0 oder oo sind.
Beweis: Wir betrachten nur den Fall, wo beide Grenzwerte
endlich und von Null verschieden sind; die ‘anderen Fiille sind durch
frithere Siitze orledigt. Wir haben also: )

lim (ey —be)=lim{e(y—0)—b(e—c)}=0, limce=r}
tim (4= ) tim M=, im L2
z ¢ ¢z 2 ¢

Der Begriff des Grenzwertes und die an ihn geknilpften
Sitze lassen sich auf beliebig viele unabhingige Variable
ausdehnen, Bs wird geniigen, wenn wir zwei Independente x, y
einfithren und der Kiirze halber nur endliche Zahlen beriicksichtigen.
Ts seien also beliebig viele Wertepaare z, y oder, geometrisch ge-
sprochen, Punkte (x, y) geyeben, gleichviel ob stetig aneinander-

* Iat lim o endlich, so wird abs y zuletzt nicht beliebig gross, Ist limy
von Null verschieden, so wird abs y zuletzt nicht beliebig klein,
Pascb, Differential~ w, Integralrechnung, *
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gereilil oder nichl.  Die (absolube) Wntformung des variablen Punk-
ten (2, #) von dem feglen Tunkte (o, §) wird dureh die positiv
genommene Quadrabwurzel

V(J: W By b

g, 10, dargesteltt. Will man nun den
Punhi (., ) dem Punkte («, b)
allmiihlich nithern, so kann

b - - man von einer positiven Zahl o

) / A ausgehen nnd zuerst diejenigen

y/ ) P Punkte (&, ) summeln, welche

bt die Bedingungen

S-bl- - - =< x<<a+0,

S~ b d<y<b+o,

, ! d. 1. abs (£ —a) und abs (y—6)

a-0  «  #usd < § erfillen, hierauf § der Null
immer mehr nithern; oder man

geht von einer positiven Zahl ¢ aus, saummelt die Punkte (z, y),

welche der Bedingung

rE bl (- @y
geniigen, und verkleinert { allmithlich. Beide Verfahrungsarien lassen

sich auf einander zurticktithven. Tst abs (& «) <0 undabs(y b) <4,
%0 hat man:

14-6

(- a)+—-0P<8 wo ¢=2aV2
Ist r<C ¢, so hat man:
abs (z—a)<f und abs(y—D) <&

Der Punkt (i, b) braucht nicht zum Geliete des veriinderlichen
Punktes («,y) zu gehbren; wir nehmen aber an, dass der Punkt
(z, 1), indem er vom Punkte (n,¥) verschieden bleibt, sich doch
dem letzteren beliebiy niibern kann, . h, dass fiir jeden noch so
kleinen Wert der positiven Zahl ¢ bezw. § Punkte (z, %) existieren,
filr welche

O<abs (2—@)< o und O<abs (y—0)< 9, bezw. 0<r<<g

Wir nehmen ferner an, dass jedem Punkte (r,y) eine oder mehrere
oder unendlich viele Zahlen : zngeordnet sind. Wenn alsdann fiir
alle von (v, b) verschiedenen Punkte (z, y), welche hinreichend nahe
bei jenem liegen, » mit einer heliehig vorgeschriebenen (Yenauigkeit
ausgedriiekt wird durch eine Zahl ¢, so sagt man: 2 strebt dem
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Grenzwerle ¢ wu, wenn (v, ) sich der Grenzlage (e, 6) witherl, und
hatm sehreibeon:
poo e fie Lim (g ) (g D).

Diese Relation ist gleichbedeutend mit der folgenden:

. ¢ lim. for lime -0,
wobeil ¢ elne positive Variable bedeutet nnd die & den @ sngeorduet
werden; nimlich zu jedem ¢ gebiren unendlich viele (#, %) mil der
Eigenschalt (+ «)'+(y 0)*<e¢* zu diesen (2,y) gehdren (im
allgemeinen) unendlich viele :, und die letzteren werden jenem ¢
zugewiesen.*

Ist dem Punkte (4, y,), den man im Gebiete von (z, y) ver-
schieden von («,h) auswiihlt, +, als ein Werl der abhiingigen Va-
riablen zugeordnet, so gelten die Siilze:

Desitst « cinen endlichen Grenzwort fitr lim (2, y) = (a, b), so
biviben in gewisser Nihe von (a, b) dic Werte von « cwischen endlichen
Girenzen, und man Lann abs (z — <) belicbig Lein wachen, mdein man
die von (a,b) verschiedenen Punkte (o, ) und (21, y,) dem Punkie (a, b)
linveichend withert

Wenn in gewisser Nahe des Punhles (a, b) die Werte von 3 endlich
bleiben und ps sinkt abs (s -- <)) unler jede gegebene positive Zuhl [iir
alle von (a,b) verschiedenen Punkte (z,y) und («y,y,), welche hin-
reichend nahe bei (a, b) liegen, so strebt & einem endlichen Grenzwerte ¢
s i lim (@, y) = (0, ), wnd wuch abs (o — ¢) hann jene Zall fiir
die bezeichneten Lagen von (x, y) wicht ibersieigen.

Es seien beliebig viele Punkte (£, ¥) gegeben, welche aus einem
endlichen (iebiete nicht hersustreten, d. h. deren Koordinaten sich
zwischen endlichen Grenzen bewegen. Nennen wir 4 eine Eigen-
schaft, welche einer Punktmenge zukommen kann, jedoch nur in
der Weise, dass, wenn jene Eigenschaft einer in Teile I und II zer-
legbaren Punktmenge zukommt, aber nicht dem Teile I, dieselbe
Eigenschaft auch an dem Teile II wahrgenommen wird, aber nichi
an irgend einem Teile von I, so gilt der Satz:

Wenn an den Dunlkten (2, y) die Figenschaft A wahraunchmen
ist, so existiert mindestens ein Punkt con dev Beschaffenheit, dass sich
in jeder Nithe von thm Punkte (2, y) vovfinden und dicse die Eigen-
schaft A besitzen.

Beweis: Wenn man bloss die vorkommenden Abscissen z in Be-
tracht zieht, so kann man den Umstand, dass zu den 2 gewisse y

+ Der Belrag des Grenzwertes ist Grenzwerb der Betilige,
4 =
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und mithin gewisse Punkte (r, ) gehivren, und dass diese Punkie
die Bigenschaft .1 besituen, als eine Kigensehatl .[' der @ auflussen,
von demseclben Charakter wie die Higenschaft .[.  Folglich giebi
es (Scite 46) eine endliche Zahl / derart, dass in jeder Niibe bei ¢
Werte von .o liegen und diese die Kigenschaft 1" hesitzen. An den
Punkten (¢, y) wird demnach eine Eigenschatt I3 bemerkt, welche
wieder von dewmselben Charalber ist wie die Kigenschaft .1 und
darin bhestelit, dass, wie klein man auch die positive Zahl 0 withlen
mag, immer Punkte (v, y) existieren, deren Abscissen zwischen
t-—& und ¢4 0 liegen, wnd dass diese Punkie die Eigenschaft A
besitzen. Zicht man jelzt hloss die vorkomwenden Ovdinaten y in
Betracht, so kann man den Umstand, dass zu den y gewisse « und
wmithin gewisse Punkte (z,y) gehtren, und dass diese Punkte die
Bigenschaft [3 hesitzen, als eine BEigenschaft I3’ der y anffassen,
von demselben Charakter wie die Eigenschaft .l. Iolglich giebt
es (Seite 46) eine endliche Zahl # derart, dass in jeder Nithe bei
@ Werte von y liegen und diese die Eigenschaft I} besitzen.
Withlt man also die positive Zahl §' beliebig, so existieren immer
Punkte (z,¥), deren Ordinaten swischen u-—-¢& und u+0' liegen,
und diese Punkte besitzen die Eigenschaft /2, d. h. wie klein auch
die positiven Zahlen & und ¢' angenommen werden, immer existieren
Punkte (», y), deren Abscissen zwischen {--0 und ¢-+0, deren
Ordinaten zwischen w-- ¢' und u-+¢' [allen, und diese Punkte be-
sitzen die Eigenschaft 4. Wihlt man die positive Zahl { beliebig

und nimmt dany §e=0'= —Vgga 80 wird

(#— P+ (y—n)*<f, wenn abs(x- ) und abs (¥--u)<<d.

Demnach liegen immer Punkte (x,#) innerhalb des um den Punkt
(,2) mit dem Halbmesser § beschriebenen Kreises, wnd diese (r, )
besitzen die Eigenschaft .

An diese Siitze schlivssen sich Folgeraugen an, welche den fiir
eine unabhiingige Variable auf Seite 47 bis 49 aufgefiihrten ent-
sprechen.

§ 10. Kontinuitiit,

Da stetige Planlinien durch Fuuktionen von einer Tndependen-
ten dargestellt werden, so spricht man auch von stetigen oder kon-
tinnierlichen Funktionen. Jede Linie im engsten Sinne des Wortes
ist sletig, d. . jeder Punkt der Linie ist mit jedem anderen durch
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einen Teil dor Linie verbunden; erst wenn der Begeilf der Linie
gewisse Hrweiterungen erfaliren hat, so dass die Teile einer Linie
mib einander nichi webe zusammenzobiingen branchen, ist es mig-
lich, von Unstetigkeit zu sprechen.

Eine stetige ebene Linie AL, ifnnerhalh deren jede Abseisse
nur einmal vorkommt (Neite 35), werde von einem Punkte £ mit
den rechtwinkligen Koordinaten wy durchlauten; die Abscisse & va-
rifert vou einew endlichen kleinsten Werle « his zu einem endlichen

" * ‘4 J
grossten Werle 8. Fassen Vg, 11
wir irgend einen Punld
(/ (@, b) der Linie ins gD
R 4 T T
Auge.  Schreitet man K- \
(hel a<<f) von (' aus in N/

der Linie CL vor, so
wird die linie zuersh
steigen oder fallen oder @
zar Abscissenaxe parallel “ “ro% s

sein; unehmen wir an,

dass sie zuerst steigl und zwar wenigstens bis zum Punkie D (a, b).
Wenn alsdann der Punkt I° die Linie von (' bis D durchliiutt, so
wiichst « von « bis «, ¥ von b bis 4. Wird also eine positive
Zuhl & beliebig ausgesucht, so kann man in der Linie zwischen €
und J) einen Punkt ¥ angeben, dessen Ordinate zwischen b und
b-¢ legh Die Abscisse von IY bezeichne man mib a+9;, wo
0, elue positive Zahl ist. Variiert & zwischen « und a+-0;, so
varifert I’ zwischen (! und I, y zwischen b und der Ordinate von
L. Also ist O<y—~—b<s fiir 0<2 <0y, oder

abs (y —0) <e fiir O<a—a<d,.
Dasselbe ergiebt sich, wenn die Linie C'L von ¢ aus zuersh filll
oder zur Abscissenaxe parallel liuft. Berticksichtigh man aber (bei
a>a) den anderen Teil der Linie, nidmlich CK, so ergiebt sich
bei geeigneter Wahl der positiven Zahl d,:
abs (y—b)<e fir O<a-—z<d,.
Man kanu also die positive Zahl ¢ so withlen, dass
abs (y—0)<e fiir 0<abs (#—a)<d.
Auf diese Bemerkung kaun man die Definition der Stetigkeit

oder Kontinuit#it einer Funktion griinden. Indem wir voun der geo-
metrischen Darstellung ganz absehen, verstehen wir jetzt unter .

1%
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eine stebige Verfinderliche wmit der wnteren Grenve @ und der oberen
(renze f, unter y eine Funkbion von +. Olme wn fordern, dusy alle
in Betrachl kommoenden Zalilen endlich seien, nenven wir y sbebig
oder hontinuierlieh hei dem zuwm Intervall von o gehivigen
Worte @, wenn der Wert von y dagelbst zugleich Grenzwert
von Yy ist filr lma- o andernfalls sugen wir, y ist an der be-
ireffenden Stelle unsteliyg oder diskonbinuierlich,

Z. B, wenn m drgend eine endliche und von Null verschiedene
Zabl bedeutet, so ist die positive Potenz +* eine stetige Funktion
vou @ in dem Intervall von O bis -+ 22 mit Kinschluss der Grenven;
wenn « eine endliche, positive und von Iiug verschiedene Zahl be-
deutet, so ist “log .« eine stetige Funktion von ¢ in demselben
Intervall, die positive Potenz «* eine stetige Hunktion von & iu
dem Intervall von — @ bis 4 co mit Binschluss der Grenzen. (Vergl.
§ 8 Seite 44.)

Uberhaupt, wenn die Werte der Tunktion y=f () bestindig im
Wachsen oder bestiindiy tm Abnelumen sind, wihrend & zunimmt, wnd
eine stetige Folge mit den (ivenzen .1 und I (A< D) bilden, so ist
y éberull stetig.

Beweis: Nebmen wir an, dass y bestindig mit & wiichst, und
nennen wir ¢, und a, irgend welche Werte von 2z, & und D, die
zugehdrigen Fuunktionswerte; es sel o, <u,, also auch b, <b,. Wihlt
man § zwischen «; und «, beliebig, so ist «, <f(E) <a,; wihlt
man y zwischen §, und b, beliebig, so ist y ein Wert der Fuunktion
wund gehort zu einem zwischen ¢, und «, gelegenen Werte von .
Die Werte von y, welche den zwischen «, und a, gelegenen Argu-
mentwerten entsprechen, fallen also mit der Gesamtheit der zwi-
schen b; und b, eingeschlossenen Zahlen zusammen; folglich ist b,
ihrve untere, 0, ihre obere (frenze, itberhaupt U, die unlere Grenze
aller y filr >y, b, die obere Grenze aller y fiiv & <Ca, Daraus
folgt aber (§ 8 Seite 42f):

lm y=>b, fir ime=aq+0, lmy=0, fir limw=a—0,
so dass an jeder Stelle @ des Intervalles
lim /(2)=f(¢) fiir lim®-=a.

Wenn o (dic untere (frenge der x) nicht zun Intercall gehivt, so ist
L ooder I3 Grenzwert 1on y flir Lim x — o3 ist niimlich y im Wachsen
mit &, so wird lim y==_.1 fir lim £ — &; ist dagegen y im Abnehmen
bei wachsendem , so wird lim y = 0 fiir im &=« Wenn 8 (die
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obere Grenze der o) nicht oome Inferoall gehiiet, so ist 1 oder B Orens-
werk v y fiir limw .
KEine Punktion ist oft dureh Vermibtelung einer anderen ge-
geben, st z B,
Y- IFGY, reg(e), ulso g Fig(n),
so ist y mittelbar als Funktion vou o gegeben (susammon-
gesetzte Funktion). Hs sel v, ein Wert vou & und
g =710, I(r) =,
Wewnn dic ,,vermittelnde® Funktion g (x) bei o=u, stebiy isé und I (r)
bei r=ry, so st y stetiy bei w2, Denn wenu y in gegebener
Néhe von y, bleiben soll, so braucht man nur » in gewisser Nithe
von 5, festzuhalten, wnd dies wird erreicht, wenn man » hinreichend
nahe bei », annimmt, JIst also lim y=120 fiir lim 2=« und F(y)
eine stotige Fuuktion bel y=1», so ist
lim F(y)=F(limy) fir limz=a. .

Ist die Funktion y bei =« stetig wnd endlich, b der Funltions-
wert an dieser Stelle, y von b verschieden, so ist fiir die hinreichend
nahe an @ gelggenen x die witere Grenze der y griosser als p, wenn
L>y ist, hingegen die obere (frvemze Kleiner als y, wenn b<y isth
Liegt niimlich die Zahl ¢ zwischen b und y, so bleiben alle y dem
Werte b niiher als die Zahl ¢, wenn man # in gewisser Nithe von
« festhiilt; ist nuun 3>y, also d>¢>y, so sinken jene y nicht
his ¢; ist b<p, also b<le¢<yp, so steigen sie nicht bis ¢. Und
wenn dic Funltion y bel & == stetig ist, ohne endlich zu sein, wikrend
y cine endliche Zahl bedeutet, so bleiben fiir die hinrcichend nahe an
a geleyenen x «lle y i beliebig vorgeschrichener Intfermung wvon p.

Ist die Funktion y stetig in dem ganzen Intervall wmit Einschluss
der Grensen, wnd kavn sie der Zohl y beliebiy nahe kommen, so er-
reicht sie den Wert p mindestens fiir cinen Wert von x* Nach § 9
(Seite «t7) giebt es niimlich in dem Intervall mindestens einen Wert @
derart, dass die y der Zahl ¢ beliebig nahe kommen kénnen, wenn
man die # in beliebiger Nihe von o festhiilt. An dieser Stelle
wird y=y; denn sonst kinnte man nach dem vorigen Satze die »
auf eine solche Nihe an  beschréinken, dass die y der Zahl y nicht
beliebig nahe kommen. Insbesondere wenn der absolute Betray von
y belicbig kleine Werte anmchmen komm, so verschwindet y wenigstens

* Dieser Satz vithwt von Weilerstrass her. Vergl, die Bemerkung von
Cantor, Crelles Journal Bd. 72 8, 141,
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einmal; wenn der absolute Betray von y beliebiy grosse Werle an-
welimere ke, 5o wird i wenigstons eimal unendlich,

Nennen wir .1 die untere, 72 die obere Grenze der Funklions
werte in dem betrachleten Intervall.  Wewn die Funltion von & - -a
bis =B wmit Finschluss der Crengen stetiy ist. so sind L and B
Werle dev Funktion, also .4 der Kleinste, 1) der grisste 1ert,

Wenn y von w=wa bis w-=f mit Kinschluss der ({renzen stetiy
wnd endlich ist, so sind auel 1 und B endliche Grissen; mathie haben
die absoluier Delrdge dev y deowe cbenfolls vine endliche obere Grensc,

Uunter Beibehaltung dieger Voraussetzung sei ¢ ein Wert, den
y in dem belrachteten Tnlervall nicht annimmt, Bel w=a sei y> 9.
Nennen wir m jeden Werl im Intervall von der Art, dass von «
bis m einschliesslich die y grosser als p sind, und « die obere Grenze
der m, so sind von « bis @ ansschliesslich die y grisser als y. Bei
L= sel y=>0; fiir dic hinreichend nahe bei & gelegenen # sind
alle y grosser als p, wenn bh>y, alle y kleiner als y, wenn b <y;
folglich muss 4>y sein, tiberhaupt y >y in gewisser Nithe bel «.
Iliernach gehdrt @ selbst zu den Werten m, kann aber von $ nicht
verschieden sein, da es sonst Werte von m gibe, die  {ibersteigen,
und es ist somit durchweg y>yp. Ist y<p bel #=e, so ist y
durchweg < y.

Ist also die Funktion y {iberall awischer ¢ und 8 stetig und end-
lich, und liegt y wwischen der oberen und unteren (irenze der fwischen
e und B rorkommenden Funktionswerte, so gehirt yp sclbst 2w diesen
Werten., Denn nimmt man zwischen o und g die Werte 2, und x,
s0, dass von den entsprechenden Funktionswerten der eine grosser,
der andere kleiner als ¢ ist, so kann y zwischen &, und ., nicht
iberall von p verschieden sein.

Wenn « oder § oder @ und § zum Intervall hinzubreten und
y dabei stetig bleibt, so findern sich die Grenzen von y nicht. Die
Werte der Funltion y bilden cuch dann cine stetige Folge; s Lommdt
Jede zwischen A und I gelegene Zahl ror. Insbesondere wenn y

jnicht iberall einerlei Zeichen hat, so muss y zwischen « und 8
| wenigstens einmal verschwinden.

Wenden wir uns fiir einen Augenblick von der Betrachtung
des ganzen Intervalles zu der einer einzelnen Stelle zurtick. Wenn
y bel z=a stetiy und endlich ist, so bellt y in gewisser Niihe von a
endlich wnd abs (y—y,) fallt unter jede beliebig gewdibite positive Zahl
fiir alle bei a hinreichend nahen 2 und &, wo auch %, einen Wert
der Independenter, 1y, den zugehirigen Wert der Lunktion Dedewten
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soll, und wmgekehrl. st @ endlich, y bel w. ¢ sletig und endlich,
¢ eine beliehige positive Zahl, so bleibt abs (v y) < ¢, so lange
abs (¢ @) und abs (o, - «) eine hinreichend kleine positive Zahl o
nicht erreichen. Diese Zahl & ist von & abhitugig, aber durch &
nicht vollkommen bestimmt; wenn fir d irgend ein Werl an-
genommen werden kann, so ist auch jeder kleinere Wert zuliysig,
Die obere Grenze aller Werte von & mag wil ¢ bezvichnet werden
Nicht nur jede unter d liegende positive Zahl, sondern auch o
selbst ist ein Wert von 8, d. h. fiir abs (@ —«) und abs (z,~ ) <Cd
ist stets abs (y — i) <<#; demun man kann swischen d und dexr grosseren
der beiden Zahlen abs (z — ), abs (2, — «) einen Wort d' cinschalten
w 8. w. Nimmt man aber £>d und unterwirft &, 2, nur den De-
dingungen abs (2 ~a)<<§, abs (#,—a) <%, so ist (falls nicht alle
& in die Strecke von ¢ — d bis ¢+ d fallen) nicht immer abs (y —1,) <e,
sondern es iritt auch der Fall abs (y —y,) > ¢ ein.

Es sind hier wiederholt Differenzen verschiedener Werte einer
Variablen vorgekommen. Wenn nun ¢ und 7, Werbe einer Varia-
blen sind, # endlich, also # =z (¢, —¢), so heisst 2 —= der Zu-
wachs oder das Inkrement der Variablen von 2 bis z,, auch die
Differenz, weshalb die Bezeichnung 4¢ angewendet wird, so dass

g—a=dz, g=2-4d2.
Sind also, wie in unserem Falle, # und z; Werte der Independenten,
& endlich, so werden wir %, ~ =42 das Inkrement der Indepen-
denten nennen. Sind y und g, die entsprechenden Funktionswerte,
y endlich, soist ¢, — yy==7y das entsprechende Inkrement der Funktion,

Die Stetigkeit der Funktion bei irgend einem cudlichen Werte z,
dem ein endliches y entspricht, kann also dahin erklirt werden,
dass an der betreffenden Stelle das Inkrement der Funftion unend-
lich Elein werden matss mit dem der Independenten.

Wiy haben uns bisher nicht auf endliche Werte des Argumentes
beschriinkt. Wenn aber zum Intervall von z nur endliche Zahlen
und zu diesen nur endliche i gehdren, so kann es vorkommen, dass
bei beliebiger Wahl der positiven Zahl & der absolute Betrag von
y—1y, stets unter & liegt, wo immer z und #, im Intervall an-
genommen werden, sobald nur abs (4 — ) eine hinreichend kleine
positive Zahl & nicht erreicht. In diesem Falle ist y nicht nur
durchweg stelig zu nennen, sondern man sagt,* y sei gleichmissig
stetig in dem Intervall.

!

* Nach Heine, Crelles Journal Bd. 71 8§, 861, Bd. 74 § 184.
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Beweytl & sich zwischen cndlichen Grenzen, nwud st y iberall mit
Eiwshluss der Grengen stetly wnd endlich, so 6ty  dem Indervall
yleichmiissiy steliy.

Beweis® Unter 2., sollen Zahlen aus dem Intervall, unter
iy, die zugehdrigen Funktionswerte verstanden werden; ¢ sel elne
beliebige positive Zahl, kleiner als die obere Grenze aller abs (i, - 1,)-
Man kann zu jedem Werte von & eine positive Zahl z so angeben,
dass abs (y, — ) < &, sobald 2z, und &, zwischen z— 2 wnd %2
liegen, dass abs (y, — y,) nicht durchweg < ¢, wenn £, und 2z, zwischen
4— & und £ +4¢ Hegen und ¢> < ist. Diese Zahl : ist eine Funk-
tion von «, hat iiberall endliche positive Werte und mithin eine
untere Grenze J, die nicht negativ sein kann. Es sel nun 2=d
fiir = n; 2 werde zwischen ¢ —d und ¢ 4 ¢ angenommen, abs (x — a)
= i gesetzt. Liegen x; und &, zwischen z - (d— u) und &+ (d— %),
so liegen sie auch zwischen a¢—d und a-d, und es ist daher
abs (4, — 1) < &; daraus folgt:

g>d—u.

Nimmt man aber &> d--u, so kann man zwischen « -- (§— u) und
a+ (£--u) Werte z, und z, angeben, fiir welche abs (y, — y,) > &
da diese Werte auch zwischen z—¢ und &£ liegen, so isb
vt doioa<dtu,
folglich d—u<z<d-u und
abs s —d) <u.

Fiir lim =« ist lim » =0, folglich auch lim (¢—d) =0, lim z=4d,
d. b. z ist stetig bei x=a. Demnach ist ¢ iiberall sletig. Daraus
folgt, dass & selbst ein Wert von £, mithin von Null verschieden ist.
Nimmt man nun 2 und z, im Intervall beliebig, aber abs (« — x,)<C 4,
so liegt &, zwischen © — 0 und « 4 9, also zwischen z— 2 nnd © - ¢,
und folglich ist abs (y—,) <e

Der Begriff der Stefigkeit und (im aligemeinen) die vorstehen-
den Sitze iiber stetige Funktionen lassen sich auf beliebig viele Inde-
pendenten ausdebnen. Ist z. B. y eine Funktion von zwei Indepen-
denten z,y und fiir die Wertepaare oder Punkte (z,y) ein Continuum *#

* Vergl, Liiroth, Mathem. Ann. Bd. 6 8. 819.
*“* Wenn die cindeutigen und endlichen Funktionen der stetigen Veriinder-
lichen i:
fenen E=9®, 1=10)
stetig verlaufen von £=¢, bis t=1{,, und es ist .
P ) =%, W)=Y, @)=z, 1&)=Y,
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gegeben, so sei (1, b) ein Punkt des Gebietes und ¢ der zugehorige
Funktionswerl; o heisst stetig an der Stelle («,b), wenn

¢=1lm > fiir lim (2, ¥)= (¢, ),
andernfalls unstetig. — Mine wesentliche Anderung erfihrt der Be-
weis des Satzes: .

Wenn die Funktion # durchweg stetig und endlich ist und die
Zahl p liegt zwischen der unteren und der oberen Grenze aller
Funktionswerte, so ist y selbst ein Wert der Funktion.

Beweis: Man kann eine Stelle (z,,y,) angeben, wo z >y isf,
und eine Stelle (2, ¢,), wo 2<Cp ist. Verbindet man diese Stellen
durch eine stetige, ganz in dem Kontinuum verlaufende Linie, so
wird # fiir die Punkte dieser Linie Funktion einer stetigen Variab-
len ¢, und zwar stetige und endliche Funktion; die duselbst auf-
tletenden Werte von z bilden demnach eine stetige Folge, und es
muss p unter ihnen vorkominen.

§ 11. Die inverse Funktion.

Unm eine ebene Linie (von der kein Teil eine konstante Ab-
scisse hat) in rechtwinkligen Koordinaten zy darzustellen, teilten
wir sie in Abschnitte, innerbalb deren jede Abscisse nur einmal
vorkommt; in einem solchen Abschnitte ldsst sich die Ordinate als
eine Funktion der Abscisse auffassen. Liegt z. B. die Linie KL
vor, so sind zwei Abschnitte AWM Fig, 12,
und LM zu unterscheiden. Die Ab-
scissen der Punkte K, L, M seien Bl—

N7
a,p, B, v sugleich die Abscisse von N. e N \
Die Abscisse variiert von « bis g, aber M
die Abscissen vou y bis f (B selbst 4
ausgenommen) kommen je zweimal
vor; demgemiss wird eine Funktion a 7 g
den Bogen KM darstellen, eine andere
den Bogen L M. Diese Funktionen hingen bei #=§ mit einander
zusammen.

dann sagt man: der Punkt (&, n) durchlinft eine stetige Linie von (z,, y,) bis
(wy, 9,), wihrend ¢ von %, bis #, variiert. Dus Gebiet der Punkte (x, v) wird
eine stetige Mannigfaltigkeit (ein Kontinuum) genannt, wenn je zwei
Punkfe sich durch eine stetige Linie verbinden lassen, welche mit ullen
ihren Punkten zn jenem Gebiete gehdyt.
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Man isb aber iibereingehommen, den einheillichen Chavalter
der Linie auch in der analytischen Ansdrueksweise zu wabiven, Hlatd
von zwei Punhtionen zu sprechen, deven man fiie die Linie N1
bedart, zieht man es vor, vou einer im Intervall p... 8 sweideu-
tigen Funktion #u sprechen umd zwei Zweige dieser Funktion zu
unterscheiden, cotsprechend den beiden diber cinander verlautenden
Zweigen der Linie  In diesemn Sinne bediend mun sich auch eines
elnzigen Funidionszeichens fite beide Yweige und stelll fiir die Linie
in ihrer gansen Ausdehuung eine Gleichung auf von der IForm

g 1)

In anderen Fillen wird man einer dreidentigen Funkbion bediufen,
von drei Zweigen reden w s, w. Wird das Worl Funkbion im
allen Sinne gebraucht, so ist es von jetzt ab nofig, den Zusaba
peindeutigh zu machen.

Die Ordinaten der Linie werden varileren von einem kleinsten
Werle .1 bis zu einem grissien [, Zwischen diesen Grenzen kann
man (wenn kein Teil der Linie eine konstante Ordinate hat) die
Abscisse eine Funktion der Ordinate nennen mit demselben Rechte,
mit welchem wir die Ordinate eine Funklion der Abscisse nannlen.
Die Linie wird daher auch durch eine Gleichung vou der Form

&= (y)

dargestellt. Die Funktion @ (y) braueht selbst dann nichi eindeutig
zu sein, wenn f(2) eindeutig war; so z B. wiirde schon der Bogen K 3
eine zum Teil zweideutige Funktion erfordern.

Selien wir wieder von der geometrischen Autfussung ab. Uunter
y=1(x) werde zuniichst eine ecodentige Funktion verstanden, die
heinen Wert mehr als einmal annimmt (also nicht konstant ist); & habe
die untere Grenze e, die obere i, y die unlere Greuze A, die obere I3,
Zu jedem dieser y gehirt ein z und zwar nur eines; x ist daber
eine Funktion von y, etwa z=¢q(y). Das Abhingigkeitsverhilinis
zwischen & und y ist jetzt umgekehrt, und man nennt deshalb ¢ ()
die inverse Funktion von f(z). Die Fuunktion ¢ () ist hier eben-
falls eindeutig und nimmt keinen Wert wmehr als einmal an (ist
also nicht konstant). Wir wollen insbesondere annehmen, dass »
vine stetige Variable, y eine stetige Funktion und itherdies y cwischen «
wnd B endlich ist. Die Werle von y bilden dann eine stetige Folge
mit den Grenzen 4 und I; dabei kann es uneutschieden bleiben,
ob @ und f zum Intervall von x gehiren oder nicht.
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Die Fuuktion p nimmd bestiineiy zw odev bestiindiy ab, wiiheend o«
auminonl, Ws selen niimlich ¢, und «, belichige Zahlen zwischen
o und f, a7 a,, 2pound py wwi-

Ty 18

sehen @, wnd ay, &, < @y, &y wwl- O
schen o wnd «;, 2y zwischen e
ty wnd B3 By by, Wy Yoy Yy SeTen /
die zugehorigen Funktionswerte, A ol ul 19 b, |¥s
1§

Nehmen wir guerst 4, <(8,. Wiire
i, < by, wo kbunte y zwischen
@y und o, nicht iiberall vou 1, Xy (00, G, oy
verschieden sein; da aber ¥, sich

nicht wiederholen darf, so muss y, >0 sein. Bhenso ergiebi sich
4, < by, also b, <y, < by, und weiter gy, <y, << b, Wiire y,> 1,
so konnte man y so wihlen, dass sein Wert zwischen #, und 0
und zwischen b, und b, liige; ein solcher Wert miisste sowohl zwi-
schen %, und @, als auch zwischen @, und a, vorkommen., Da dies
nicht stattfinden soll, so ist #9,< 0. Ebenso findet man b, <y,
Demnach ist 4, <4y, und wie zwischen a, wnd «, der kleineren
Ordinate ¢, die grossere 7, folgt, so findet dies auch zwischen z,
und z, statt, d. h. in der ganzen Ausdehnung des Intervalles. In
gleicher Weise wird der Fall b >0, behandelt.

Darauns folgt, dass die inverse Funktion ¢(y) ebenfalls be-
stiindig im Zunehmen oder besfindig im Abnehmen ist. Fiir diese
Funktion ist das Intervall des Argumentes durch 4 uwnd B be-
grenzt. Ob A oder I zu den Werten von y gehirt, hiingt davon
ab, ob « oder g Werte von 2 sind; jedenfalls aber ist y eine stetige
Variable and die Werte von g () bilden eine stetige Folge zwischen
den Grenzen « und f. Also ist ¢(y) iiberall stetig nach § 10
Seite D4

Die Funltion x=q(y) ist fiir alle Werte, welche y annimmt,
stetig wnd besitet dberhoupt alle Bigenschaften, welche bei der Funktion
y=f(x) vorausyesetel wurden.

Aber bei diesen Voraussetzungen kinnen wir nicht stehen bleiben.
[falten wir bei der Funktion y= f(2) die indeutigheit noch fest, so
geniigt, wn ecine im allgemeinen stetige Umkehrungsfunktion zu
erhalten, die Annahwe, dass das Intervell der Variablen 2 sich in
cine endliche Anzahl von Abscelodtlen zevleyen Uisst, imnerhall deven
Jene Vorawssetzungen erfillt sind. Wenn ¢ die untere, f die obere
(irenze der # bedeutet, so mag der erste Abschnitt sich vou a his e,
ersfrecken, der zweite von &, bis o, n. s. w.; die Grenven der Funk-

¥
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tionswerte in dew einzelnen Ahschnitten seien « und ¢, «, wnd ",
a, und @™ ..., a,—q und b An einer Ubergangsstelle, wie a,, ivt ¥
unstetig oder unendlich oder ein ex-
tremer Wert,® d. h. ein Maximum
oder ein Minimum, und zwar ein
e / Maximuwm, wenn f(&,) in gewisser
o, Nithe bei ¢, alle anderen Funktions-
a werte iibertrifft, dagegen ein Minimum,
wenn f(e;,) in gewisser Nihe bei e,
« o, g hinter allen anderen Funkiionswerten
zuriickbleibt. .

Man erhilt im ersten Abschnitt eine eindeutige und stetige
Umkehrung der Funktion f(x) fir alle y zwischen « und o, im
zweiten Abschnitt eine ebensolche Umkehrung fiir alle y zwischen
a, und o' w, s. w. Aber nicht immer werden diese Funktionen sich
zu einer eindeutigen Umkehrung der Funktion f(#) zusammenfiigen.
Vielmehr wird, wenn ein Wert von f(») sich wiederholt, eine mehr-
deutige Umkehrung «=¢ (y) entstehen. Gehtrt z B. zu w=g,
ein extremer Wert von y, so bildet die dem ersten Abschnitt ent-
sprechende Umkehrung einen Zweig der Funktion ¢ (y), die dem
zweiten Abschnitt entsprechende gehort dann zu einem zweiten
Zweige. U. s. w.

Mg 1

§ 12, Die algebraischen Funktionen.

Die Funktionen unterscheiden sich wesentlich je nach den Opera-
tionen, durch welche sie aus den Argumenten berechnet werden.
Die Rechnungen, mit denen die Zahlenlehre beginnt, Addition,
Subtraktion, Multiplikation und Division (die vier Species,
die Grundoperationen, die arithmetischen Operationen), fithren zu
den einfachsten Funktionsarten. Schliessen wir vorerst die Division
aus. Jede Operation, die nur ans Additionen, Subtraktionen und
Multiplikationen (in endlicher Anzahl) besteht, kann man eine
ganze Operation nennen; an ganzen Zahlen vollzogen, giebt sie
eine ganze Zahl als Resultat. Kann man eine Funkiion aus den
Argumenten und aus anderen (endlichen) Zahlen durch eine ganze
Operation berechnen, so heisst sie eine ganze Funktion. Die

* Baltzer, Die Elemente der Mathematik, Bd. 1 (3. Anfl 1872), Al-
gebra § 2.
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Argumente konnen jeden endlichen Wert annehmen; die Tunktion
selbst ist dabel endlich uwnd eindeutig. Die i § 6 erhaltenen
Funktionen

we=Dt, y=a-t+ct— gl cv=c—ygi
sind ganze Fuuktionen von {. Jede ganze Funktion einer Variab-
len ¢ liisst sich — und zwar nur in einer Weise — auf die Forwm

@bt ...+ Ftr

bringen, wo die Koefficienten «, b, ¢,..,, & von ¢ nicht abhiingen; »,
der hbchste vorkommende Exponent von f, heisst der Grad der
Funktion. Die ganze Funktion ersten Grades

a-+ bt

nennt man auch linear. Fiir «=0, b=1 reducierl sie sich auf
die Independente selbst; diese ist demmnach als lineare ganze Funktion
zu betrachten. Die Konstante @ kann man ebenfalls als ganze Funk-
tion betrachten, und zwar vom Grade 0. Auch bei mehreren Argu-
menten 7s... erscheint die ganze Funktion nach dem Ordnpen als
Polynom, dessen Glieder (Terme) je aus einem konstanten Faktor
(dem Koefficienten) und aus positiven ganzen Potenzen der Argu-
mente (die nullte Potenz eingeschlossen) durch Multiplikation ent-
stehen, z. B. —2¢%s. Die Algebra lehrt, dass die Funktion eine
Summe solcher Glieder ist und sich nur awf eine Art in Glieder
zerlegen ldsst,

Setzt man fiir einen Augenblick
ta+bt+...Fhtr— k=, %L -+ ﬁl—l_zjl + et Z; +l=uv,

so ist w=o" Fiir lim ¢{= -+ o0 hat man:

lim ¢ =lim #*—!'=...=lim {=+ o0,
.oa .. b . h
lim t;=11m 1 =...=lim i =0,
folglich lim v =%, lim =% (4 oo); flir im ¢{=— oo hat man lim «

= (— 1)k (+ 0); endlich wird
lim =00 fiir lim /= oo,

In Riicksicht hierauf spricht man auch von einem Werte der Funk-
tion « hei /=co, und zwar nimmt man #= oo bei {=o0, ins-
besondere u =k (+ o) bei t=+ o0, 1=(— 17k (4 o) bei t = — oo.

-
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Z. B wemn m eine positive Zahl, 7 eine positive ganze Zahl
1 . - . .
“ m bedeutet, so ist hm 1 posiliv, und die ganze Funktion At

trades von a7
¥ (e 2y (1) (-2 - m)
St 2hat L) - (e D[RR (2 )t L
~hm--1)ah ...

ist = oo fiir @= -+ o, d by nimmt nur noch positive Werte an,
sobald o eine gewisse Grisse o ilberschritten hal. Nimmi man
insbesondere eine powsitive ganze Zahl />¢ und > m—~2, so ist
{-+2--m positiv und
s 2::1’3)"
1

2P (1) (2 =m0, i>(+1) ( s

=1
m—2—7 (i—l—?) , mo-— 1N - T\
i+2 ‘"“(m—1>’ rabs (7 70) > G 0 s (315
i1

dabei wird vorausgesetzt, dass m keine ganze Zahl ist, und dass

) k=D D)
k 1.2...k

Tn die letzie Relation darf man, wenn # eine ganze Zahl >7+4-1
bedeutet, an Stelle von 7 die Zabhlen 7/, (41,742, ..., —2 seluen
und erhiilt also:

. — 1V 1\ . — 1y
i abs <7:.I+ 1 ) > (i 1) abs (7?_}_21) > (7+2) abs (’:.7'__}_ 3) >

m — L\*
> (1 —1) abs ( " ) ,

- 1 ) - w1
- ¥ h -
abs ( " )<? (n—1) "abs (H—l)'
1
Da nun lim (n—1) ¥=0 fiir limn=- o0 (Scile 43), so ergiebt
sich schliesslich:®#

. (m—1 W "
hm( " )mﬂ fir lim %= o0, wenn s positiv.

Jede Operation, die nur aus Additionen, Subtraktionen, Multi-
plikationen und Divisionen (in endlicher Aunzahl) besteht, kanm man

eine rationale Operation nennen; an rationalen Zahlen voll-

* Siehe ttausy Worke, Bd. 3 8. 1341
## Vergl. unten § 25.
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zogen, liefert sie ein rationales Resultat.  Kann man cine Funktion
aus den Argumenten und aus andeven (endlichen) Zahlen durch
eine ralionale Operation berechmen, so helsst sie cine rationale
Funktion. Jede ganze Fuunktion ist eine rationale. Jede ratiouale
Funktion, die keine ganze ist, nennt man ecine gebrochene ratio-
nale I"unktion oder rationale Bruchfunktion. Man kann eine
rationale Funktion stets aul die Worm eines Bruches bringeu, dessen
Zithler nnd Nenner ganze Funktionen sind. Wenn der Nenner ver-
schwindet, so kann die Funktion unendlich oder unbestimmt werden.
So ist z B. die Funktion

%-—-:CJO fiir 2=10;

die Funktion
r—s

— 8

7 .
wird unbestimmt bei #—=1, s=1. Hiervon abgesehen, sind die
Argumente unbeschriinkt variabel, die Funktion eindeutig und endlich.

Die Argumentesselbst sind stetige [unktionen, ebenso die Kon-
stanten. Uwm die Stetigkeit der rationalen Funktionen allgemein
zn priifen, filhren wir zwei Funktionen y, % eines Argumentes 2
ein und setzen voraus, dass y=» und z=¢ bei z=q und iiberdies
, # stetig bei x=a, d. h

h=limy fir ima=q, ¢=limz fiir lima=aqa,
Dann gelten folgende Siitze, die si¢h auf beliebig viele Argu-
mente ausdehnen lassen.

Ist h4-c¢ sicht unbestimmt, so ist dic Funkbtion y-+z stetig bei
r==a. Das Entsprechende gilt von der Funktion y —#, sowie von
der algebraischen Summe beliebig vieler Addenden.

Ist be nicht unbestimmt, so ist die Funklion yi stetiy bel r=a,
Dasselbe gilt bei beliebig vielen Faktoren.

“

b . , T Lo Cp
Isl Y nicht unbestimmt, so ist die Funktion —f— stetig et = a.

Der erste Satz bernht darauf, duss
bt c=1lim g+ Hm z=lim (y-+¢) fir lims=a
und zugleich &4 ¢ der Wert der Funktion y+ ¢ fiir z=¢ ist. Ana-
log werden die beiden anderen begriindet.
Nach dem zweiten Satze ist jede positive ganze Potenz einer
Independenten eine stetige Funktion, nach demselben Satze auch
jetes (lied einer ganzen Funktion, endlich nach dem ersten Satze

Pasoh, Differontial- u, Integralrechnung, ]
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jede Summe von solehen Glieder,  Dic ganse Funklion st allod
hadben stefig: und als Quotiont zweier ganzen Funkbionen st jed
rationale Funktion ihevall sletiy, wo sie nichd wadestivind st

Wenn wir den Kreis der rationalen Operationen verlassen, be-
gegnen wir zuerst der Radicierung.  Die #' Wurzel einer Vartablen
isl mverse Funklion einer 2% Potenz. Beteachten wir die Funktion

" - .

der Tndependenten 3 n ist eine positive ganze Zahl, Die Variable x
ist unbeschriinkt veriinderhich; fitr alle endlichen @ isl y eindeutig,
endlich wnd stetig. Bei o 20 ist y - o0, ohne unstetig zu werden,
Tst » ungerade, so nimmt y=24 alle Werte an.  Variiert
niimlich 2 von O bis -+ %, so durchliuft anch y alle Zahlen von 0
bis -+ oo, keine wiederholt; variierl a

von O bis — oo, so durchliiuft auch y

/ alle Zahlen von 0 bis — =, keine wieder-
x holt. Imdem also & von -- oo bis -+ o0
/‘ variiert, ist y dur¢hweg cindeutig und
/ i stelig, endlich fiir die endlichen 2, wnd
durehliinft in bestindigem Zunelmen die

- =1 Zahlen von — ¢o his o0, Demgeniiss

Pig, 13

a
ist auch die inverse Fanktion » == )y
durchweg eindentig® und stetig, und

wenn 4 von — o biv -+ oo vgriierh, so bewegl sich 17_1[ bestiindig
zunehmend zwischen denselben Girenzeu.

Ist % gerade, so nimmb y=4" nur alle positiven Werle an.

Withvend « die Reihe der positiven Zahlen durehliiuft, verhilt g

P 10 sich wie im vorigen Falle; geht

wan jedech zu den negativen & iiber,

/ so nimmbt y die Werle von 0 his

4 s -+ co nochmals an,  Daraus ergiebt

s/
< als Tutervall des Arguwmentes nur

=1 1 . . %

die Reihe der posiliven Zahlen.
Aber zu jeder dieser Zallen gehiven zwei entgegengesetuzt gleiche
Werte von & (zu y=0 nur einer). Einen Zweig der (bei Be-

. e o . ] g
t' ¢ sich fiir die inverse funktion 227y

0 . . . " »
schriinkung auf die veellen Werte) :uweideutigen Funktion 1y bilden

die positiven x, welche von O bis + oo wachsend nnd stetig va-

* Komplexe Werte haben wir ausgeschlossen.
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viteren, withvend o von 0 bis | » variiert.  Den anderen Zwely
hilden die negadiven o, welehe gleichzeitiy die Werte von € bis
oo abmehmend wnd steblg darehlnufen, Bei p - 0 hLitngen heide
Zweige stelly znsammen.
Nehmen wir daher wieder 2 als Independente wud hetrachien
die Funktion
g/.—-=17.:r (n positive ganze Zahl)

heziehungsweise einen Zweig dieser Funktion, so ist y durclhacey
stetig, wleichviel ob » gerade oder ungerade ist. Wenn » von einer
oder mehreren Independenten abhiingt nnd bei irgend welchen Werten

stetig ist, so ist Vi Dei denselben Werten stetig.  Uberhaupt seenn
man  stetige Funktionen  durch  Additionen, Subtraltionern, DMultipli-
Lationen, Divisionen wnd Ladicierungen (in endlicher Angahl) mit cin-
ander verbindet, so crgieht sich eine stebige Funltion. Voraunsgeselzt
wird dabei, dass jene Rechnungen an der betreffenden Stelle zu einem
hestimmten Werte fithren. '

Die Funktion ;f/==17:§ ist durch eine Gleichung y*—xz=0 defi-
niert, deren linke Seite eine gamnze Funktion der beiden Variablen
igt. Fine Gleichung, deren beide Seiten ganze Funktionen gewisser
(irBssen sind, wird eine algebraische Gleichung zwischen diesen
Grossen genannt. Auf eine solche Gleichung lisst sich jede zuriick-
fithren, in weleher nicht bloss Additionen, Subtraktionen nnd Multi-
plikationen, sondern anch Divisionen und Radiciernngen vorkommen,
da man die Nemner und Wurzeln beseitigen kann. Jede Gleichung,
die nicht algebraisch ist, heisst cine transcendente Gleichung.

Ist nun eine Funktion » von beliebig vielen Argumenten mit
diesen dureh eine algebraische (leichung verkniipft, so heisst sie
eine algebraische Funktion, in allen anderen Fillen heisst sie
eine transcendente Funktion. Demnach ist jeder Aunsdruck, den
man aus den Argumenten und aus anderen Grdssen bloss durch
Additionen, Subtraktionen, Multiplikationen, Divisionen und Radi-
clerungen (in endlicher Anzahl) berechnen kann, eine algebraische
Punktion und wird, weil durch gebriiuchliche Zeichen darstellbar,
eine explicite oder entwickelte (entwickelbare) algebraische
Fonktion genannt; den Gegensatz bilden die impliciten oder
unentwickelten (unentwickelbaren) algebraischen Funktionen.

Jede rationale Funktion ist eine algebraische und zwar eine
entwickelte. Die algebraischen Funktionen, die nicht rational sind,

heissen irrationale algebraische Funktionen.
ot
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In einer endwickelten algebratsehien Funkbion hanu Division
vorkommen, Bine solehe kamn daher stellenweise unendlich werden,
such unbestimmt; und abgesehen davon kaun das Gebiel der Argue
mente  noch anderweitie beschriinkl sein, wie wir dies bel der
Fanktion Ve fitr gerades » gesehen haben.  Aber eine enbiiclelle
alyebraische Funktion st fiborall slotiy, o sie etuen bestimmten Wept
besitt,

Die Algebra lehrl, dass jede alyebraische Dunltion von einer
e melreren algelwedschen Irunktionen awieder eine wlyehraische Fud-
tion ist, und dass jede (leichuny, deven bedde Seiten ~alyelraisehe
Funktionen sind, sich auf eine ddgehraische (leichuny caviiehfiiien lisst.

§ 13. Differentiale.

Die Berechnung der Geschwindigkeit, mil der eine Bewegung
sich vollzieht, ist eine der Aunfgaben,” welche znr BErfindung der
Differentialrechnung hingefithrt haben.
p Fiir eine gewisse Bewegung, deren Be-
RN dingungen in § G entwickell worden
2|4 Y . .. . o e

sind, haben wir in § 8 die Geschwindig-

keit aus den Gleichungen, welche die

5 Ortsveriinderung darstellen, hergeleitet.
) Dabei bedeutete ¢ die seit dem Beginn

\ der Bewegung verflossene Zeit, y die

Erhebung des bewegten Korpers ither

der Erdoberfliche (positiv); es waren «, ¢, ¢ Konstanten und

g, 19.

y=u+et—% g3
also y eine ganze Funktion zweiten Grades von & Ist P der Ort
des Korpers zur Zeit /, I’ ein anderer Ort, so vertiesst, withrend
die Bahustrecke PP, zuriickgelegt wird, eine gewisse Zeit 4¢ wnd
erfolgt ein Fortschreiten in vertikaler Richtung wm eine gewisse
Strecke Jy.  Das Verhiiltnis der korrespondierenden Incremente
(Differenzen) beider Variablen liess sich auf die Form

Ay -
g0t

bringen, wo
= e—gt, = —%tgdt

Nun wurde in Belracht gezogen, dass es sich hei Berechnung des
obigen Verhiiltnisses nur um eine gewisse, jedesmal uu bezeichnende
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Gonnuigkeil handelt. War der absolute Betrag der (von Null ver-
sehiodenen) Grosse .70 und demgemiiss auch die Bahnstreche P,
hinreichend klein gewithlh, dann war

1y

Y
und dunerhalb der Strecke P2 das Versiilinis des Weges (in ver-
tikaler Richtung) zur Zeit anuithernd iberall dasselbe. Den so
ywischen Grenzen cingeschlossenen Wert von ¢ nannben wir un-
endlich kleing withrend die unendlich kleine Zeit 74 verfliesst, ver-
einfacht sich die Bewegung anniihernd zu einer gleichférmigen und
geht mil der Geschwindigkeit » vor sich.

Tine unendlich kleine Zeitdifferenz, c¢in uneudlich kleiues Iu-
crement der Independenten §, wird ein Zeibdifferential, Diffe-
rential der Variablen ¢ genannt und mit ¢ bezeichnet. Wenn
dic Independente vom Werte ¢ zu dem unendlich nahen Werte ¢+ d¢
libergeht, so erfihrt die Funktion 4 den Zuwachs

(w+n)di=vdi4ndi-

Das Glied vd¢ ist dem Differential der Zeit proportional, in dem
anderen Gliede ist %= —-1gdt nicht unabhingig von dé Allein
insofern es sich nur um das Verhilltnis der Incremente und bei
diesem nur um eine gewisse Genauwigkeit handell, stellt schon das
Glied v d¢ das Inkrement von y mit hinreichender Uenauigkeit dar.
Dieser Teil des dem d¢ entsprechenden Incrementes vou y wird das
Differential der Funktion y (das vertikale Wegdifferential)
in Bezug auf ¢ genannt und mit dy bezeichnet, so dass

— oy mit erlanbtem Fehler

dy=wvdi

in einfachster Weise von df abhiingig. Wegen dieser Gleichung

und weil dy

= dt’

heisst v der Differentialkoefficient oder Differentinlquotient
von y in Bezug auf & Da

v

Ay .
v =1im j; filr Hm 4¢=0,

so ist der Differentialquotient als Grenzwert des Differenzquotienien
fir lim f¢=0 zu definieren, und es liegt also der ganzen Betrach-
tung die Voraussetzung zu Grunde, dass ein solcher Grenzwert
existiert.
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Um mun die allgenweinen Erklirangen zu geben, bezeichnen
wir mit :
g o)

cine eindeutige Yunkbion dey séetiyen Variablen o und lassen ecinen
cndlichen Werl von & ing Auge, dem ein endlicher Funhtionsieorl ont-
spricht. Beim Ubergange zu dinem anderen endlichen Werle .y,
dem der Funktionswerl y, entupricht, erfahren ¢ und y Incremente,
die wir mit 42 resp. Jy bezcichnen werden, kiirzer auch mit £
resp. k, so dass
he dw—a;- &y wy - a+h—-atdy,
b dy — - y=[{x)— () u s w
Der Quotient der Incremente
b4y _y—y_1@)=-1@) [a+h)—[)
h de w—zw 2, % h

ist im allgemeinen von der endlichen Variablen A= 4y abhingig,
deren absoluter Betrag beliebig klein werden kann, wenn auch nichi
Null. Man hat aber hemerkt, duss bed denjenigen Funlitionen, denen man
weitaus am meisten begegnet, und von denen der Funktionsbegrifi’ wr-
spritnglich entnommen ist, der Differencquotient einen (renzwerte sa-
strebt, wenn b sich dem Grenzwerte Null néhert. Bin solches Ver-
halten setzen wir bei der Funktion y an der festgehaltenen Stelle &
voraus und bezeichnen den (irenzwerl des Differenzquotienten mit y':

(H-h) —[@) 4

= lim Z fir lim/A=0

Bleiben « und @, hinreichend nahe bei einander, so isl

g:‘; =y mil beliebig kleinem Fehler.

Die Differenz 2z ist dann unendlich klein in Riicksicht auf die
vorgeschriebene Fehlergrenze; sie wird ein Differential der Va-
riablen x genannt und mil da bezeichnet (Leibnitz). Das ent-
sprechende Increment von y wird hinreichend genau durch das
Produkt of do dargestellt; man nennt dieses Produkt das Differen-
tial der Funktion y in Bezug auf 2 und bezeichnel es mit dy
oder df(#) oder auch wohl wit df. Danach ist dy proportional da:
dy df(z) d
dz~ de ~ dz
und man nennt y den Differentialkoeificienten oder Diffe-
rentialqnotienten von y in Bezug aunf « flir den betreflenden

dy=1ldz, i =

»
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Wert der Independenton (die Fluxion bei Newton), [ine Fank-
bon differentiieren heisst: ihr Difterential oder iheen Differentiol-
quotienten bilden.  Die Differentialrechnung hat die Anwei-
sungen zu liefern, welehe heim Differentiieren gebraucht werden,
Die Wunktion y des Argumentes ¢, welche uns als Beispiel ge-
dient hat, war eine ganze Funkiion zweiten Grades. Nehmen wir nun
y— tt-+Dw
als ganze Funktion hochstens erslen Grades vom Argumente r, so
kommt:
Ay
Az
d. . der Differenziuotient ist weder von x noch von Az abhingig.
Da {folglich auch

Y=+ bay, y—y=b(z—a), =1,

oAy, .
h=1lim =Y fir lim Adr=0, d h b=(~{g,
Az da

80 hat y filr alle endlichen « einen Differentialquotienten, der tiberall
denselben Wert behiill. Weiterhin wird sich ergeben, dass bei keiner
anderen Funktion ein Differentialquotient vorkommt, der von 2 nicht
abhiingt. Fiir jelzt sei nur auf zwel besondere Fiille der obigen
Funktion hingewiesen, Die Funktion reduciert sich aufl eine Kon-
stante:

Y=,
wenn b verschwindet; dann ist
dy
dy=10, dy=1, s =0,

und man sagt dahexr: Das Differential (und der Differentialquotiont)
ciner Kowstanten ist Null. Die Funkiion wird der Independenten

gleich:

Y=2,
wenn man =14, =1 annimmt; da alsdann
dy
dy= dw, " =1
'ode 7

so sagt man: Der Differentialyuoticnt der Independenten ist Eins.

Wie der Differentialquotient einer Funktion die Geschwindig-
keit der Bewegung angiebt, wenn die Funktion den zurlickgelegten
Weg durch die Zeit darstellt, so gewiihrt der Differentialquotient
itherhaupt Aufschliisse ilber das Verbalten der Funktion. Wo ¢
einen endlichen, Werl hat, ist y stetig (folglich y endlich in gewisser
Nithe der Stelle). Denn fiir Hm A ~0 ist
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R ) .
lim = <y i - -0,

1
folglich
lim ('I‘U- Jr)»«q' 0, doi lim.Jy—0
2 Rl A .
fm Falle der Diskoutinuitiit ist daher y' — 3% aber es kann § — oo
werden, ohue dass y unsletig wird.

Wenn o einen endlichen Wert hat, so kanu man sich den Sinn
der Differentiale aut’ fulgende Weise veranschaulichen. Es sel 0 cin
positiver cchter Bruch, und es werde », aul die Werte zwischen
& -0 und x-0 beschriinkt, so dass abs Jw <0, st die positive
Zahl & beliebig klein gegeben, so wird fiir hinreichend kleine Werle
vou o:

Ay du oy
abs = ;):! -2 < abs (diw y’) <&,
also ist
0=1im (4L —y fa“ﬁ) fir T 0 — O

1fat man & bei gegebenem & hinreichend klein gewiihlt, so be-
zeichnen wir die Werte von 4w mit o2 wnd das Produkt yde
mit dy; es wird

=/ ¥ d‘?" — mit einem Fehler <&

0 ) ) ’
d. h. wenn man in gewisser Umgebung der befrachtelen Stelle die
Veriindernagen von # und y im Verhiiltnis von d:1 vergrossert, so
wird das Increment der Funktion durch ihr Differential mil be-
liehiger Genauigkeit dargestellt; dic ebene Linie, welche in recht-
winkligen Koordinaten der Gleichung y= /() entspricht, weicht [ir
ein gewisses Intervall auch im vergrosserten Maassstabe beliebig
wenig von der Greraden ab, welche die Gleichung

dy=ydg oder y,—y=y (% —2)

mit den lanfenden Koordinaten %, besitzt.

Wo o weder 0 noch oo dst, sondern cinen positiven Wert hat,
ist y im Zunehmen, d. h. man kann die positive Zahl & so an-

* Wenn o existiort; dies ist aber fiir den gegenwiirtigon Paragraphen
vorausgeselzt worden (Seite 70).
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geben, dass alle Funklionswerbe zwischen o und o«
alle zwisehen v und &+ grisser als y sind.

1y

~] : 1o
zwischen y -y und

Je vy

g+, also posiliv bleibt, so lange .Jw
ewischen — 9 und -0 variiert, so hat Jy
fiir diese Juo das Zeichen von .Jx; duher
ist y -k dy <<y fiir die du swischen O und
0, dagegen y+ gy >y fir die du awi-
schen 0 und <4 4.
Wo o weder O noch oo ist, sondern
einen neyativen Werl hat, ist y im Abnehmen,

That 0 sv, dass

13

A Moiner als g,
Nimml man in der

tig 18

VY, Y LR

d. h. man kann die positive Zahl 0 so angeben, dass alle Funk-
tionswerte zwischen 2 und 2 — J grosser als y, alle zwischen & und

L4 0 kleiner als y sind. Man kann nim-
. . 4 -
lich & so wiihlen, dass 2% negativ ist, so
lange 4. zwischen —9d und -+ bleibt;
fiir diese 42 hat Ay das entgegengesetute
Zeichen von dwx, und es ist daher y4 4y
flir die zwischen 0 und — & gelegenen Az
grosser als y, fiir die zwischen 0 und 46
gelegenen dx kleiner als y.

Indess darf man nicht umgekehrt aus

¥ig. 19,
e
AN
Y
x-0 & x+d

dem Verschwinden oder Unendlichwerden des Differentialquotienten
schliessen, dass die Funktion an der betreffenden Stelle weder im

Zunehmen noch im Abnehmen begriffen sei.

Aber wo y einen cx-

tremen Wert errcicht (iberhaupt wo y weder iin Zunehmen noch im
Abnehmen ist), mauss ¢ =0 oder oo werden. Wenn wir die posi-

Yag. 20.

o

o

/s AN

Fig, 21,

L

x~d a a4d

=0 X e+

tive Zahl ¢ hinreichend klein annehmen, so kommen zwischen x — d
und 2490 im Falle des Maximums keine Funktionswerte vor, die
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grogser als y sind, im Falle des Minimums keine, die kleiner
als gy sind.

Der Entstehungsweise zufolge scheint es, als sei bei der (ilei-
chung

Ly
Ty =/ dx Yy
diy=1ydx oder T =Y

iminer darvan festzuhalten, dass 2 die unabhiingige Variable be-
deutet. Das ist jedoch nicht der Fall. Wenn in geawisser Umgebuny
der betrachteten Stelle eie cindeutige Umbelrungsfunltion z = (y) mil
stetiyer Vaviablen y ewistiert und @ (y) «n dev betreffenden Stelle stetig
ist, so hat auch @ (y) daselbst eimen Differentialquotienten in Bezuy
auf y, der dwvel den reciproken Wert von of dargestelll wird® Wghlt
man nimlich die positive Zahl 0 hinreichend klein und nimmb Az

(von Null verschieden) zwischen — & und + J, so bleibf Zz in einer
gewissen, tibrigens beliebigen Nihe bei ¢f. Um nun zu bewirken,
dass 4z zwischen — & und -+ & bleibt,** braucht man nur 4y hin-
veichend nahe bei der Null zu halten. Fiir uneundlich kleine 4y

. 4 . . .
ist demmnach QIJJc unendlich wenig von %' verschieden; also auch

fiir lim Ay=0 ist
o = lim 27 L —1lim 2%
Y 4z’ o T Ay
d. h. der reciproke Wert von 4 ist der Differentialquotient von &
in Bezug aul ¥, oder es ist
de 1 dy
ay~y' dz” Y
auch in dem Sinne, dass y die unabhiingige, » eine von y abhiin-
gige Variable ist.
Wird an Stelle von 2 eine Funktion ¢ («) der stetigen Variah-
len u gesetzt, so wird durch die Beziehungen
y=[@), ¢=g(u)
y mittelbare Funktion von u:

y=flg ().

# In Befreft dieses und der beiden folgenden Siitze vergl. noch das Ende
des § 15.

*# Dags Lel jeder Verkleinerung von abs Sy dic Null zu den Werten
von .fu gehdrt, dass also in jeder Nihe des betrachteten Wertes von g dex
entsprechende Wert von o (y) wiederkehrd, ist durch die Bindeutigkeit von
f() ausgeschlossen,
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Entspricht der betrachtete Wert von z einem endlichen Werte von «,
so kaun man fragen, ob y sich anch in Beaug auf u differentiicren
liissb.  Wenn nmun g () bee diesem Werte von u stetiy ist und einen
Differentialquotienten ' besitzt, dev mit o ein bestimmtes Prodult licfert,
wenn Jerner der entsprechende Wert von g (i) nicht i jeder Nihe des
betrachteten Wertes von w wiederkelwt, so cxistiert dusclbst ein Differen-
talquotient ven y iy Dezng auf w, der durch Multiplikation der beiden
Differentivlquotienten y' und &' erhalten wird. Denn, #hnlich wie im
vorigen Beweise, ist nicht nur fir lim 42 =0, sondern auch fiir
lim 4y =0:

9 = lim —4}17

A%

wobel 4z nur vou Null verschiedene Werle annimmt. Fir lim
du=14 ist ferner

g du

€X =hm 2—{6 .
Darauns folgt aber:

yoot=lim 4V fir lim Au=0

du ’
d. h. das Produkt o2/ ist der Differentialquotient von y in Bezug
auf u, oder es ist .

dy !

ax
I e of
au=Ye =Y 7 dy=19dz
anch in dem Sinne, dass z die Funktion ¢(u), dw ihr Differential
in Bezug auf # bedeutet, dass also

da =2 du.

Um unter den vorstehenden Bedingungen das Differential von y
nach « zu bilden, bildet man das Differential von y wnach x, als
wire z Independente, versteht aber in der Formel dy = y'dz unter de
das Differential der vermittelnden Funktion in Bezug auf «, d.i
#'dw; will man den Differentialquotienten von y nach #, su bildet
man den Differentialquotienten von y nach z, als wire z Indepen-
dente, und wultipliciert ihn mit dem Differentialquotienten von »
nach #. In diesem Sinne gilt die Formel

dy _ dyds
du~ dzdi’
welche eine sogenannte mittelbare Differentiation darstellt.

Das Binsetzen einer Funktion g (u) fir 2 in den Ausdruck y=f(z)
wird unter Umstiinden eine Substitution genannt, durch welche



16 & 13, Diflerentinte,

die Variable o entfernt und die ,neae Variable® o cingelithrl wird,
heely die Substituli
Durel die Substitution P

wird ¢ in eine Funktion von ¢ traustormierl. Dabei bleibl unter
den angegelieuen Voraussetzungen die Differenbiierbarkeil evhalten,
und die obige Formel lehit, wie sich der Differeutinlyuobient der
transformierten Funktion auf den der wespriinglichen Funktion zu-
riickfithes.

Endlich komml noch der Fall in Betracht, wo o und y als
eindeulige Funktionen einor stetigen Variablen £ gogebon sind, etwa

L=p(), y—1®.
Wiihrend ¢ sein Intervall darchliindt, kann man zu jedem: Werte den
Punkt (&, ) in Bezug auf ein in der Ebene angenommenes System
rechtwinkliger Koordinaten konstruieren. Dadurch entsteht eine ebene
linie, und fiir diese kann man y als Funktion von a, oder » als
Funktion von y susdriicken. Man wird demgemiiss erwarten, dass
die ohigen Gleichungen ein Abhingigkeitsverhiilbnis zwischen o
und y hervorbringen. Weunn in der That =@ (f) in einem ge-
wissen Intervall eine eindeutige Umkebrungsfunktion ¢=g¢(2) mit
stetiger Variablen z zuliisst, so wird
y=v()=v[g@)

eine Funktion von w, die wieder mit f(x) besichnol werden wag.
Bei einem endlichen Werte vou ¢, dem cudliche Werte vou & und y
entsprechen, kann man also fragen, ob y sich nach 2 differentileren
lisst,  Wenn nun @ und y bei dicsem Werte von ¢ Differentialquotion-
ten & und n in Deing auf b besitzen, die een bestimmten Quoticnien
liefern, und g () bei dem entsprechenden Werte won x stety ist, so
existiert duselbst ein Differentialyuotiond von y in Dezug awf &, wnd
e erhéilt hn, indem man y duwrch & dividierl,  Zuniichst ist nach
dem vorletzten Satze der reciproke Wert von £ der Differential-
quotient von # in Bezug auf «. Infolge der Eindeutigkeit von ¢ (%)
treffen aber auch alle Voraussetzungen des letaten Satzes zu. Multi-

pliciert man also L
n mil I
so erhilt man den Differentialquotienten vou y in Bezug auf ., den
wir wieder y nennen wollen: dy
O
£ de
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wo bel den Differentintionen im Zililer und im Nenner {1 als Inde-
pendeute behandelt wird,  Demnach ist
¢ Ay

d.
aneh danm, wenn y und 2 die Funktionen o (f) nnd @ (£), dy wnd do
ilire Differentiale in Bezug auf / hedeuten, wenn also

Yy

dy==mdb, da==FEdL

§ 14. Differentiation der entwickelien algebraisehen
Funktionen.

Wir haben gesehen, dass sich der Differentialquotient eine:
Konstanten auf Null, der der Independenten aul Eins reduciert.
Ausser diesen Bemerkungen bediirfen wir jetzt einiger Sitze, die
sich anf zwei eindeutige Funktionen u, v einer stetigen Variablen
beziehen. Bs wird ein bestimmtber endlicher Wert von o aufgefasst,
dem endliche Werte beider Funktionen entsprechen, und voraus-
gesetzt, dass die letzberen daselbst Differentialquotienten nach =z
besitzen, welche u' resp. v’ heissen mégen. Wenn man zu einem
andern Werte x; der Independenten ibergeht, so nehwmen die Funk-
tionen gewisse Werte u, resp. »; an; sebzt man

Xy —L=d2, U —U=dU, U —v=dv,
so igh fiir Hm du =0
u =1}im .41717 o =lim 2% du=u'dz, dv=1dz.
4z A%

Wenn o ++ o' einen bestimmien Wert hat, so Desitet avch die Funl.-
tion w-+w an der betrachieten Stelle einen Differentialquotienten nach x
wnd wwar ist

d(u+v)
du
d. h. das Differential der Summe gleich der Summe der Differentiale.
Denn man hat: y
A0+ =(u +v) — (u+v) =du+ dv, i%%v) = Ag + ;—27
folglich:

= +9, du+v)=du-tdy,

nl o of =lim (Z:“@ fir lim d2~0.

Dieser Satz liisst sich auf die Differenz «—+ und anf Summen
von heliehig vielen Gliedern itbertragen. Wenn v sich auf eine
Konstunte @ reduciert, so wird ¢'=0 und
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o (16 + @) =du,
d. s Wenn zu ciner Funktion eine KNonstante addiert wivd, so dndert
sich ihr Diffeventialquoticnt nichi, oder: Funktionen, die nur um eine
Konstante differieren, haben denselben Differentialquotienten.
Wenn an der betrachteten Stelle vo' 4wt einen bestimmien Wert
hat and von den Funltionen u, v hichstens eine wnstetig ist, so besit=t

aueh die Funlktion wo dovt cinen Differentialquotienien nach o wnd
giear ist
d(nw
~§Z~7‘~) =vu' +ut!, duv)=0vdu+ude

Nebhmen wir an, » sei stetig. Aus
A(uv) =10, —uv=(u+ du) (v + 4v) —un=1r g1~ (1 4 du)v

ergiebt sich:
4(uv) _ Au
i +(u +A'N) —

und daraus:

. Ad{ur .
v’ e’ =lim -4(1 ) fiir lim g7 =0,

Wird » konstant angenommen, etwa =a, so kommt:

w du
d(nu)=adu, ebenso d—=—"

A he Twitt zu einer Funktion ein konstanter Faltor oder Divisor, so
tritt devselhe avel zum Differentinlguotienten. Tnsbesondere ist
d{—u)=—du.
Fithren wir noch eine Funktion ¢ ein, so ist bei entsprechen-
der Brweiternng unserer Voraussetzungen:
d (vew) = w (v du+ 1 dv) +ue . dw=vw du+uw dv 4+ ur du

u.s.w. Daher lautet die allgemeine Regel fiir die Differentiation
eines Produktes, in welchem hichstens ein Iaktor unstetig ist:
Man differentiiert je einen Faklor, ohne die ilbrigen zu iindern, und
addiert die entstehenden Produkte. Die Regel lisst sich auch folgender-
massen darstellen:

M=g71+gv d(uvw) _ (lu_l_ +c1w s w
°w woow %YW
Hat man nun 2 gleiche Faktoren u, also das Produki «”, so er-
hiilk man 7 gleiche Addenden, also

d{w) " du

— MY oo a1 = i — T 74
. yd (W) =nur—du=nu"" ' dz,
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vorausgeselst, dass o stefig und 2w’ bestimmt ist,  Fiir v =a wird
o'=1; also ist
d (2"

==yl
dz

fitr jede positive ganze Zahl n C:Lueh fiir 2=0).
Wenn an der betrachieten Stelle val — ue? cinen bestimmten 1Vert
besitzt wnd v areder werschwindet noch unstetig wird, so besitzt auch

. i . . . . .
die Funltion — dort einen Differentinlquotienten nach x wund zivar ist
)

L

2
- ' ' ' i
o v —uv W . 2
e i ad e Bl 1 Sy
dx 22 P 2%
uw  wvdin—audy du dz
(= g == —— s
P 2 » P2

d.h.: Um einen Bruch zu differentiieren, bildet man das Produkt
des Nenners in das Differential (bezw. den Differentialquotienten)
des Zithlers, sublrahiert davon das Produkt des Zihlers in das
Differential (bezw. den Differentialquotienten) des Nenners und divi-
diert den Rest durch das Quadrat des Nenners. In der That ist
w o u wutdu) —uwlvtdv) vdu—udr
voow ICEYD) CTCET

. Au dv . .
v — ' =lm (v == —u==) *=limfv(w+ 47)] fiir limde=0
4z A4 -
wegen der Kontinuitiit von », folglich
o
il —ud! 4%
e — == i ——  fily lim AJ2 =0,
U Az

Fir «=1 ist o' =0, mithin

Wird hier w=u7, wo p eine positive ganze Zahl bedeutet, also
dv=pur—idu, so kommt:

-1
(4 ?) = — pur—du
i

= — pu—p=1q4
= - pu ' de,
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vordtsgesetzl, dass o weder verschwindel noch unstetig wird, Dem-
niveh it fiie jede ganze Zahl 4:
dQuy et day der) - g = tda,

Die Funktion 4y «# (p goanza und > 1) hat den Differential-
quotienten pa# L Die jnverse unktion « f/; ist iiberal]l slelig
und fiiv alle endlichen y endlich, folglich ist sie nach g differentiier-
bar nnd ihr Differentialquotient der reciproke des vorigen:

y
1V
ot ¥,
» Py
Fithrt man in der inversen Funklion wieder 2 als Independente ein,
so erhiilt man:
P,— 1P y— 1
AVe 1V 1 i
— = =y
de  p z p !
und wemn « eine Funktion von 2 hedeutet, die fiir den hetrachteten
endlichen Wert von 2 endlich und stetig ist, den enisprechenden
Wert nicht in beliebiger Nithe wieder annimmt, iiberdies einen nicht
it » zugleich verschwindenden Differentialquotienten #' besitai:

1
) pe 1 o —1
d 'f/u ——ur
P

Diese Formel liefert das Differential von 2 fiir jeden ralionalen
Wert von n. Wir setzen .
== -1-7
P

wo ¢ eine ganze, p eine positive ganze Zahl (>1). Fiir o =a¢
liefert jene Formel:

AVt = d (a7) = %

wobei fiir negative # der Wert =0 auszuschliessen ist, nnd man
hat, fiir alle vationalen Ezponenten:

» P
2t q Yyat
V. gt —tda = —]-V da,

2 noa

d (@) =nz*—1dx,

d.h. um eine Potenz von z mit rationalem Exponenten nach 2 zn
differentiieven, erniedrigt man ihren Expenenten um Eins und fiigt
ihr dann den Exponenten als Faktor hinzu. :

Die vorstehenden Regeln reichen aus, nm alle entwickelten
algebraischen Funktionen su differentiieren. TLiegt zuniichst eine
ganze Funktion vor:
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g adbedeat-b oAby
g0 hat man:

da~ 0, dha)=bdz, d{ea?) =Rewde, ..., dE2) ~nken ~1da,
und dy ist die Summe dieser Differentiale, also
dy
-‘l-=b+2(:m+...—}—nlcm""1.
dux
Der Differenlialquotient nach x existiert daher fiir alle endlichen x;
er wird durch eine ganze Funktion des n#chst niederen (irades dar-
gestellt und ist endlich mit 2. Liegt eine ralionale Funklion vor:

Y=
=%

wo o und o ganze Funktionen vou & sind, so ist y nach z differen-
tiierbar filr alle endlichen ., fir die ¢ nicht verschwindet, und
swar ist der Differentialquotient
du dw
dy YTz Yan
do o

. . . s T
eine ralionale Funktion, welche fiir dieselben @ endlich ist; ist p

eine gebrochene Funktion, so igt auch der Differentialquotient eine
gebrochene Funktion. Treten endlich in einer Funktion von 2 noch
Wuwzeln auf, so kann man jeden Funktionszweig nach « differen-
tiieren diberall, wo ein bestimmber endlicher Funktionswert existiert;¥
der Differentialquotient ist wieder eine entwickelte algebraische
Funktion von 2 (endlich, wo kein Radikand Null und kein Nenner
Null) und zwar irrational, wenn die differentiierte Funktion irratio-
nal war*¥

§ 16. Die derivierte Funktion.

Die ganzen Funktionen einer Variablen . sind, wie wir ge-
sehen haben, nach z differentiiexbar filr alle endlichen ®, die ent-
wickelten algebraischen Funktionen filr alle endlichen x, denen be-
stimmte endliche Funktionswerte entsprechen. Nehmen wir iiber-

* Die Moglichkeit, dass in buliebiger Niihe einer Stelle der Funktions-
wert sich wiederholt (also unendlich oft vorkommdt), ist bei den algebraischen
Funktionen ausgeschlossen, Denn ist y eine algebraische Funktion vou o, so
ist auch x eine algobraische Funkbion von y; zn jedem Werte von y gehirt
alwe nur eine endliche Anzahl Werte von «.

* Vergl. Stickelberyger, Crelles Journal Bd. 82 8. 48,

Paseh, Differential- u. Integralrechnung, 6
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haupt an, dass in einem Tntervall endlicher Weorfe von & eine ein-
deutige Funktion gy /(@) vorliegl, die durchweg endlich wnd nach
¢ differentiierhar ist, nnd nennen wir yf den jedesmaligen Differential-
quotienten.  Dann stelll, / in dewselben Intervall eine Funktion
von « dar, die man nuch Lagrange (Théorie des fonetions analy-
S .

biques 1797) mil e
bezeielmet und ddie derivierte (abgeleitete) Funkiion oder die
Derivierte (Ableitung) vou y in Bezug auf » nennt.

Kine entwickelte algebraisehe Funktion von « besitzt also stets
cine Ableibung in jedem Intervall, wo die I'nnklion bestimmte end-
liche Werte hat. Die Ableitung ist wieder eine centwickelte alge-
braisehe Funktion voun . Die Ableitung einer irvrationalen Funk-
tion ist eine irrationale Funktion, die Ableitung einer gebrochenen
rationalen Funktion ist rational und gebrochen, die Ableitung einer
ganzen Funktion ist ganz.

Die Ableitung der linearen ganzen Funktion

14 ha

ist die Konstante 5. Die Ableitung einer Konstanten ist Null. Die
Ableitung der Independenten ist Fins.

Kehren wir zu der mit y bezeichneten Funktion zuriick und
bilden aus ihr durch Addition der Komstanten o die Iunktion

g+,

so besitzt auch diese eine Ableiting, niimlich wieder ¢of. Also ist
y nicht die einzige Funktion, von der y' die Derivierte darstellt.
Man nemnt y nach Liagrange eine primitive Funktion (Stamm-
funktion) von 4 in Bezng auf 4. st y cine Stammfunktion von
¥y so ist y 4+ Konst. auch Stammfunktion von .
~ Belen x, und x, Werle
von &, y, und py, die zuge-
hiorigen Werte von y, und

¥ . .

! . / setzen wir voraus, dass y bei
T«** £ und o, stetig, %' zwischen
5

g, 22

2, und x, endlich ist, mithin
4 stetig von @, bis a,. Tst y
konstant in diesem Abschnitt,
so ist daselbst o fiberall Null,
Anderenfalls bilden die dot vorkommenden Werte von y eine
stetige Folge zwischen gewivsen endlichen Urenzen, die selbst zu
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jenen Werlen gehiven. Yon diesen Grenzen kaun hijehslens eine den
Werten vy und ey als FunklUonswert entsprechen, wenn ¢, mit, #,
ruspmmoenfilll; unter dieser Voraussetzung komml daher oine der
Grenzen als Funktionswert vor zwischen @y und w,, ctwa hei §
so dass g bel & entweder den grijssten oder den kleinsten Wert an-
nimmt.  Wiihrend 2 die Stelle § passiert, ist y woder im Zunehmen
noeh im Abnehmen, dabei y' nicht wnendlich, folglich ¥ = 0. Dem-
nach verschwindet, im Falle dass y,=1y,, die Derivierte 3 min-
destens fiir einen Wert & zwischen », und =,

Nefzen wir jelzt, ohne iiber das Verhiilfuis vou y, zu y, etway
vorauszusetzen, die endliche Girbsse

Nt oy

x, @,

und betrachten die in dem ganzen Intervall endliche und nach #
differentiierbare Funktion '
=y — Az,

die bei #; uwnd 2, denselben Wert annimmt, niimlich
Yy — Aay =gy — Ay
Auch < ist bei »; vnd 2, stetig, die Ableitung
H=yf— A

zwischen #, und 2, endlich; folglich verschwindet 2/ mindestens fitr
einen Wert & zwischen 2z, und z,, und man erhiilt:*

: Y=y

1 J1 J2 !

FE)= A0, aso BTl prg),

&y~ Ly
Wenn also die Funlktion y=f(x) von w, bis @, endlich, bei 2,
wnd @y stelly st und zwischen x; und x, die endliche  Ableitung
o' =" (2) Desitet, so st
‘/1 "/v v
=" (®),

wo & einen gewissen Wert zwischﬁfn oy wund w, bedentrt und
=[(x), y=1(x)-
Hehreibt man o filr :r“ a~-T fir 2y, so kann man fir &
z-+0h '
setzen, wo 0 einen positiven echten Bruch bedeutet, und erhiilt:
fla+0)- f@)=nf (x4 00).

* Bewels nach Ossian Honnet; siche Ssrret, Cours de calcul diff, eb
int, (ILéd)y T, 1 1 17~19,

Gfb'
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{Ther die Nxistenz von Differentialquotionten bei ., und 2, selbst
wird keine Vorausselzung gemacht® s varviiere o nuwe von o, his
2y, mit Binsehluss der Grenzen, dagegen @y nuwr awisehen », und
dys wird f(#y) mit g, bezeichnel, so kann man selzen:

N Yo W

- /"), wo & swischen z, und «\.
Xy T,y

Wenn s f7(ay) einens Grenzwerte y custrebt fify Yim 2, =a,, so be-
sitet y aueh bei w =y einen Differentialguotionten, wionlich 3.**  Denn
da g, nither bei x, liegt als «,, so ist fiir im v, -2, auch:

lim /(&) =y, lim 'l{(‘:ft{’ — 1.
Py &y
Anwendungen von dieser Bemerkung finden sich in § 20 (gegen
Ende) und § 26.

Aus dem vorstehenden Fundamentalsatze kinnen wir unter
Fegihaltung der am Anfang des Paragraphen gemachten Voraus-
setzungen sofort einige Folgerungen ziehen. Weun y' i dem gancen
Intercall endlich bleibt und zwischen den (ivenzen desselben war posi-
tive oder nur negative Werte comnimanl, so ist y bestindig hn Zunehanen
bezw. i Abnebmen. Denn fir @, <a, fillt dann g3 —y, = (@, — 2,) /" (§)
im ersten Ialle immer positiv, im zweiten immer negaliv aus.
Wenn o' in dem gancen Intercall endlich bleibt wnd cevischen den
Clrenzen desselben wie wegative oder mie positice Werte «nnimmt, so
nimmt y nic ab, becw. nie gu. st in einem solchen Falle etwa
Y=y, o hat y in dem Abschnitt von . bis x, einen und den-
selben Wert, so dass, wenu y bei z, und ., denselben Wert an-
nehmen soll, ohne von .y bis ., konstant zu sein, sowohl positive
als aueh negative Differentinlquotienten zwischen #, und ., vor-
kommen miissen. Demnach stelll in dem Fundamentalsatze die Grisse
11(E) weder den grissten woeh den Fleinsten Wert dar, welchen y' cowi-
schen x, und 2, erreicht, wofern nicht y sich zwischen ., und a, als
lineare ganze Funktion von # oder als Konstanie ergiebt.

Wenn o' an einer bestimmten Stelle nicht bloss endlick, sondern
aueh stetig ist, so bleibl der Quotient
Yo ¥

Xy By

* Vergl. Cantor, Crelles Jowmal Bd. 72 8.141: Dini, Wondamenti per
la teorica dele funzioni di vuriubili reali S.75.
* Dini a.a 0. 882,
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¥

dev (iyiisse y' beliebiy wahe, so lange 2 nd 2, hineeichend nahe boi
« liegen,  Die posibive Zahl ¢ soi beliehig gegeben; withlh man die
positive Zahl o hinreichend klein, so ist fitr jeden wwischen - - 8
und -0 gelegenen Wert ¢ der Independenten

abs |/7(E)  ']-< e

werden also # und o, zwischen @ 0 und @ -+ 0 angenomuwen, so

kommt:
abs (‘03: Yy 7/’) < &
Aoy
Und ewonie ot i dem ganzen Intevvall gleichmiissiy sketig sty so kann
bei belivbiger Wall dev positiven Zuhi «
abs (‘j—ig - ?/') <&, diberhaupt abs (”{I—z% - g/’) < 8

gemacht werden dudwreh, dass man abs da, bezw. abs (@ — ») und
abs (&, — @) kleiner nimmt als eine gewisse positine Zahl 6.

Verschwindet %' im ganven Intervall, so treffen die Voraus-
setzungen des Fundamentalsatzes zu, wie auch 2, nnd », angenom-
men werden, und es ist immer /' () =0, folglich »,=y,, d. h. alle
Funktionswerte sind einander gleich, y reduciert sich auf cine Kon-
stante. Sind 4 und 5 Funktionen, die in einem [ntervall dieselbe
endliche Ableitung y' hesitzen, so kann man auch die Funktion
»—y nach » differentileren und erbiili:

d-y) _dy _dy .

dx de  da
Demnach ist y-- i eine Konstante, 3= y -+ Koust. Zwel Funktionen,
welche dieselbe endliche  Ableitung  besiteen,  differieren nur wn cine
Konstante.  Alle Stammfonktionen vou 3 werden daher, wemn 4
endlich bleibt, durch den Ausdruck
y-+a
dargestellt, wo « eine willkiirliche Konsiante bedeutet. Ist z B.
i =1 einer Konstanten gleich, so ist b eine Stammfunktion und
die lineare ganze Funktion ¢+ he mit dem willkiirlichen Gliede «
stellt alle Stammfunktionen dar.

Wenn y' im ganzen Tulervall endlich und zwischen den Gren-
zen desselben von Null verschieden ist, so wird niemals y, =y,
wie anch #, und 2z, angenommen werden, d. h. y nimmt keinen
Wert mehr als einmal an; also ist y entweder bestindig im Zu-
nebmen oder bestindig im Abnehmen (§ 11 Seite 61), und ¢ hat
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iiherall dasselbe Zeichen,  Die Derivierte (1() muss demuaeh zwi-

sehen w, und 2, mindestens einmal vorsebwinden oder wnendlich

werden, falls /7(r) wnd f7(r) entlivhe Werte mit versehiedenem

Zeichen sind,  Betrachtet wan stadl » die Punkbion y~ 4o mib der

Ablettung ¥ — .1, so ergiebl sich dev Salz: Weun i von vy bis o,

endlich isty so wimmb Y jeden zwischae f1e)) wd f1(a,) gelegenen

Wert zwischen & und ¥y mindestens cinmal an, Aber die Stetighkeit

der Funktion ¥ folgt hierans keineswegs.

Zn den drei letzten Sitzen des § 13 lassen sich jebsl tolgende

Bemerkungen hinzuftigen:

I. Wenn ' im ganzen Intervall endlich wnd vou Null ver-
schieden ist, so liefert y eine eindeutige wnd endliche Um-
kehrungsfunkbion =@ (y) wit stetiger Variablen y, und
@ (y) besitzt eine Derivierte, welche dem reciproken Werte
von Jj gleieh ist.

2, Wird in der Funktion f(«) das Argument » als eine ein-
deutige Funktion y(u) gegeben, welche in einem Intervall
endlicher Werte von « endlich bleibt und eine itberall end-
liche, nicht verschwindende Ableitung ¢' (1) besitzt, so ent-
spricht der Funktion

flg )] die Funktion f'|g iy ()
als Ableitung in Bezug auf die Variable u.

3. Nehmen wir endlich den Fall, wo @ und y in einem luter-
vall endlicher Werte der Variablen / als eindeutige und
endliche Funktionen von #

c=g @), y=u¢()

gegeben sind wnd Ableitungen ¢ (), #' () in Bezug auf ¢
besitzen. Ist ¢'(f) ilberall endlich und von Null verschieden,
so wird y eine eindeutige und endliche Funktion von & fiir
ein gewisses Intervall endlicher Werte, und der Quotient

¢ (0

0
igt die Ableitung von y in Bezug auf .

§ 16. Die Tangenten einer ebenen Kurve.

In § 13 (Seite 72) wurde bewmerkt, dass unter den dort gelten-
den Voraussetzungen die cbene Linie, welche in rechtwinkligen
Koordinaten durch die Gleichung y=f(x) dargestellt wird, in ge-
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wisser Umgebung des Punhies (¢, 1) sieh eng an oine gowisse Ge-
e ansehliosst. Diese Gerade wird eine Tangente dor Kurve ge-
pannt,  Um den Zusammenhang dev Tangente mit dem Differential-
uotienten nither darzulegen, sehicken wir einige Bemorkungen vornus,
denen die Ammahme elnes Systemes rechbwinkliger Koordinaten in

der Ebene zu Grunde legt,
Solange die beiden Punkte
Py und Pz, y,) aul einer
treraden g hleiben, hat das Ver- .
hitltnis -
Yhi—Y e e

Ay - =mn o s

Iy 28,

cinen und deuselben Wert; denn 4
verlegt man etwa P, in der Ge-
raden gnach dem Punkte £, (., 4y),
50 wird

~
\
Y

- Xy

=¥ Y, ar x,
Ty— 2

Der (uotient m erleidet auch dann keine Anderang, wenn man
von der Geraden gy zu einer parallelen Geraden fibergeht; durch die
Richtung der Geraden ¢ wird die Zabl s und umgekehrt durch m
dic Richiung vollkomwen bestimmt; man nennt m deshalb die
Richtungskounstante der Ueraden g Die (leichung
h—1
P

== 1)

zwischen den lautenden Koordinaten «(, i, bedeutet die Gerade
dureh den Punki P mit der Richtungskonstante m. Fir die Pa-
rallelen zur Abscissenaxe ist m =0, fiir die Parallelen zur Ordinaten-
axe ist m==oo. Fiir alle anderen Geraden ist die Ordinate eine
lineare ganze Funktion der Abscisse:
Yy —=may + (y — mx).

Durch den Punkt @ (&, n), dessen Abscisse von & verschicden
sein soll, ziehen wir die Parallele [1¢) zur Ordinatenaxe und lassen
in ihr den Punkt ), (§, n,) variieren. Selzt man

n—y -l
E o == i, 'Z:’Q;_‘;T’“VU;

s0 wird
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Man haun also die Riehlungshonstante des Strahles 7', der Richiwgs
konstante des Srahles ¢ beliebig nuhe bringen, indem man ¢, in

g 21

o

R

der (reraden /1@ demt Punkie ¢ hin-
reichend nithert; man haun die Rich-
tungslkonstunte des Strables g,
dem absoluten Betrage nach beliebig
gross machen, indem man dem
Punkte @), eine dem absolulen Be-
irage nach hinreichend grosse Or-
dinate zuerteilt.

Bs sel jetul (4, y) irgend ein
Punkt der stetigen Plankurve K1,
innerhalb deren sich keine Abscisse
wiederholt; die Abscissen von K, L

seien @, # und zwar a<f. Wenn (flir 2<f) die Linie PL nicht
in der Nile von I’ gerade ist, so nehme man aunf ihr den Punkt R

so nahe bei P, dasgy

Ing. 25,

°q kein durch P gezo-

) 7 gener Strahl dem Bo-
- L gen PI! zwischen P

. /| und B mehr als ein-

g Bt - . ;

P /1/]‘/7 e n%ul begegnet. Wie

s E' die Erfahrung lehrt,

7 | kann man allemal

! i von I aus einen

K { | Schenkel PT derart
IR L | viehen,dassjedervon
P x ", B P ausgehende wund

im (hohlen) Winkel
TPER gelegene Schenkel dem Bogen I’I! zwischen I’ und B be-
gegnet, withrend kein Dlunkt dieses Bogens sich ausserbalb des
Winkels 7PR befindet. Man sagt vom Strahl P7" und vom Schen-
kel PT, dass sie die Linie PL in / beriihren, und neont die Ge-
rade PT die Tangente der Linie £L im Punkte 7. Die Richtungs-
konstante dieser Tangente werde mil y' bezeichnet.

Nehmen wir zuerst %' endlich. Der Schenkel 7’7" schneidet
dann eine durch R parallel zur Ordinatenaxe gelegte (terade in
einem Punkte ¢, und man kann, wie klein anch die positive Zahl &
gegeben sei, auf der Strecke ¢/ dem Punki ), so unahe bei ¢
withlen, dass die Richlungskonstante des Strahles P¢, von ¥ um

-
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weniger als ¢ differiert, Der Sehenkel Py trefle den Bogen PR
im Punkte ) mit der Abscisse 5 man sefze oy~ o« 8 und nehme
die Abseigse . zwischen o wnd @40 belichig; der enlsprechende
Punkt 7 (@, u,) der Karve PL liegt zwischen P und I, also im
Winkel @ 7¢,, mithin die Richtungskonstunde des Strahles /7

swischen ' und der des Strahles /¢, d. h. es ist
Nl " N
abs (rll- ) y/’) <& fir O<a - a4
FURSY

Ist 3= 00, so ziehe man wieder durch R eine DParallele zur
Ordinatenaxe und nehme auf ihr unter Einfiihrung ciner belichigen
positiven Zahl ¢ den
Punkt ¢, innerhalb des
Winkels 7PR derarl,
dags die Richtungskon- / M
stante des Strahles Pg,
dem absoluten Betrage %
nach die Zahl ¢ iiber-
trifft. Der Schenkel P@),
treffe wieder den Bo-
gen PR im Punkte P,
mit der Abscisse z,; es
wird z,- 7= 0 gesetzt,
4y gwischen ¢ unda 48— &, 8
beliebig angenommen
und der zugehirige Kurvenpunkt [ (¢, 1) zwischen P und I’ aot-
gesucht. Die Richtungskonstante des Strahles P, hat alsdamn das-
selbe Zeichen, wie die des Strahles PI,, aber yrosseren absoluben
Beirag. Also ist diesmal

¥ig 26,
]V
L

i1 ’
abs q/lm-—:i > fir 0w —a<d
l}l'—- i -

Mag also 4 endlich sein oder nicht, immer kaun man die
Richtungskonstante der Sehne PP, dem Werte /' beliebig nahe
bringen, indem man die Abscisse von J’; zwischen x und 8 in hin-
reichender Niihe bei x hiilt. Deshalb werden die Eigenschafien der
Linie K L durch eine (leichung y==/(x) nur dann geniigend wieder-
gegeben, wenn die Funktion f(r) nicht bloss stetig ist, sondern auch
der Differenzenguotient, welcher die Richtungskonstante der Sehne
PP, darstelll, einem Grenzwerle fitr lim @, = 2 - O zustrebt. Dieser
Grenzwert wird der vorwirts genommene Differentialquo-
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bient von y in Bezug anf « genannt und ist die Richtungskoustanto
der Tangente der Linie I’L im Punkte P. — Ist die Linie 2’1 in
der Nithe von [ gerade, hat sie also dort mib einer Geraden eine
Strecke gemein, so betrachtet man diese (ferade als Tangente.
Lings jener Strecke hat 4 die Form « 4Dz, wo b die Richtungs-
konstante der Tangente und zugleich den vorwiirts genommenen
Differentialquotienten von y in Bezug auf & bedeutet.

Es ist (fiir # > «) ebenso notwendig, dass jener Differenzen-
quotient, einem Grenzwerte zustrebt fiir lim 2, =2 — (); dieser heisst
der riickwirts genommene Differentialqiotient von y in
Bezug auf x und giebt die Richtung der Tangente der Linie AP
im Punkte P an. Werden die Linien X P und PL in P von einer und
derselben Geraden berithrt, so heisst diese die Tangente der Linie KL
im Puukle Pj ibre Richtungskonstante ist der Grenzwert des Diffe-
renzenquotienten fiir lim #, =2, also der Diffe-
rentialguotient von y in Bezug auf x. Lassen
sich jedoch die Schenkel, welche K'P resp. J°L

- in P berithren, nicht zu einer Geraden zu-

sammenfiigen, so hat im Punkte P die Linie

KL %keine Tangente, die Funktion y keinen

Differentialquotienten in Bezug auf #; die Linie bildet bei P eine
Ecke (Knie, point saillant, point anguleux).

Es kann sich ereignen, dass die
beiden im Punkte P zusammensto-

ssenden Teile einer Kurve von einem
und demselben Schenkel der Tan-
gente beriihrt werden. Der Punkt P
heisst alsdann eine Spilze (point de

rebroussement), und zwar von der
ersten Art, weun (in gewisser Nithe von P) die beiden Teile der
Kurve auf verschiedenen Seiten der Tangente liegen, von der zweiten
Art (Schnabelspitze), wenn sie auf derselben Seite der Tangente
liegen. Solange zu jeder Abscisse bloss eine Ordinate gehort,
kann nur da eine Spitze — und zwar von
der ersten Art — vorkommen, wo die Tan-

gente auf der Abscissenaxe senkrecht steht,

/ also die Richtungskonstante 3 =co wird.
/ Im allgemeinen werden beide Teile der urve
in P von verschiedenen Schenkeln der

Tangente berithrt und liegen (in gewisser

g 27

Mg, 28,

Ihg. 2y
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Nithe von P) auf derselben Seite der Tangente. Liegen jedoch die
beiden Teile auf verschiedenen Seiten der Tangente, ohue voun dew-
selben Schenkel berithrt zu werden, so wird P ein Wendepunki
oder Inflexionspunkt genanut (Fig. 29).

Extreme Werte der Ordinate konuen nur da vorkommen, wo '
verschwindet oder uneudlich oder unbestimmt wird, Der Punkl P
sei zwischen X und I gelegen und in ithm eine bestimmte Tangente
vorhanden, welche keine von P ausgehende Strecke wmit der Kurve
gemein hat. Ist ' =0, also die Tangente zur Abscissenaxe parallel,
so tritt entweder ein extremer Wert der Ordinate oder ein Wende-
punkt auf. Ist y = oo, also die Tangente auf der Abscissenaxe
senkrechit, so ist P entweder ein Wendepunkt oder eine Spitze; im
letzteren Falle erreicht die Ordinate einen extremen Wert,

Wie auch die Linie KL sich im Punkte // verhalten mag,
immer kann man auf der Linie PL von I aus ein Stiick P10 ab-
grenzen, welches folgende Bigenschaften besitzt: Kein durch £
gezogener Strahl begegnet dem ¥ig 80,

Bogen PR mehr als einmal; zwi- A
schen P und R existiert tiberall s
eine Tangente, und der Bogen PR o
legt mit allen Punkten auf einer <

Seite der Tangente. Da zwischen
P und B weder ein Knie, noch
eine Spitze, noch ein Wendepunkt
vorkommt, so besitzt i zwischen
F und I iiberall einen endlichen
Differentialquotienten in Bezug T X, X,
auf . Nach dem Fundamental-
satze des vorigen Paragraphen existiert also zwischen P wnd It
mindestens ein Punkt P, (%, #,), in welchem die Richtungskonstante
der Tangente mit der der Sehne PI iibereinstimmt, d. h. die
Sehne PR liuft allemal parallel zu einer bestimmten Tangente am
Bogen PR zwischen P und B. Nennen wir wieder P den Schenkel,
welcher in P beriihrt, so liegt P, im Winkel 7PR, die Tangente in P,
hat mit dem Schenkel PT einen Punkt § gemein, Nimmt man nun
P, (z,,9,) zwischen P und P, so kann seine Tangente der Sehne PF,
nicht begegnen; die Parallele zu dieser Tangente durch S kann nicht
im Winkel PSP, liegen, sie fillt vielmehr in den Winkel T'SF,
Man kann R %0 nahe an P wihlen, dass die Richtungskonstante
der Sebne PR, mithin auch die der Tangente P, S in beliebig vor-
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geschriebener Nithe bei o liegt,  Wenn man danu die Abseisse
zwischen « und 2, beliebiyg anninmt, so liegt anch die Richbungs-
koustante der Tangente des enlsprochenden Kurvenpunktes in dev
vorgeschriebenen Nithe bei y, . L die Richtungskonstante der
Tangente veriindert sich in der Linie P’ stetig beim {Punkle P.
Schliesst man also die Stellen ans, wo keine bestimmie Tangente
existiert, so ist ' als eine stetige Funktion vou & auzunehmen.

Die vorstehenden Betrachtungen beziehen sich auf die cheuen
Linten, wie sie unmittelbar durch die Hrfahrung gegeben sind. Sie
Lreffen nicht mehr zu, wenn man den Begrifl' verallgemeinert, indem
man die Ordinate irgend einer rein analytisch detinierten Funklion
der Abscisse gleich setat.

§ 17. Das bestimmie Imnlegral.

Wenn i einem Intervall endlicher Werte von «x die Funklion
() durchweg eindeutig, endlich und nach 2 differentiierbar ist
und man bezeichnet mit

y=1[(z)

die Ableitung von f'(x), so stellt #'(2) eine Stammfunktion von f(x)
vor. Die Funktion I'(x) wird durch /() nicht vollstindig bestimmt.
Wenn jedoeh y nirgends unendlich wird, so ist /'(2) bis aut eine
additive Konstante bestimmt; hebt man alsdaun aus dem Intervall
einen Wert # der Independenten heraus und bildet die Funktion

tes ()= 1(0) - I'(d),

50 isb 5 eine bestimmtbe Stammbunktion von y. Bs ist viimlich
p(@)=0

und mithin ¢ diejenige Stammfunktion, welche bei @ verschwindet.
Bs entsteht demnach die bestimmie Forderunyg, ans der Funktion
y==[(&), welehe der Voraussetzung nach Stammfunktionen besitzt,
die bel « verschwindende Stammfunktion =~ @ (x) herzustellen, d. h
fiir jede (von « verschiedene) Zahl & im Intervall den Wert
p (¥

zi berechnen.

Bei der Besprechung dieser Aufgabe miissen wir suniichst an
der Voraussetzung festhalten, dass y durchwey voi a bis b endlich ist;
der Fall eines konstanten y ist schon in § 15 erledigt. Zwischen o
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und b yehalben wir wul beliebige Weise ebwa 1 Zahlen v, o0, 2
e, so dass ani,oa, b der Grdsse nach geordned erscheinen,

P 81,

[ VN, O SR MU AR S SO S | ]
LA M AUREERS B MR R R TRE AN §

1
) 1
@, Ay CA

;
ki1
und setzen

-0 =Dy Oy—dy =Ny, ..oy b=y ==y
es ist dann

hy+hy o dy=b—a, -
und das Intervall von @ bis & ist in 2 Abschnitte zerlegh. MNetat
man weiber: @ (1) — 9 (@) _,
a, —a 15

so ist y, nach dem Fundamentalsatze des § 15 ein bestimmter Wert,
den y mindestens einmal annmimms, withrend x die Werte zwischen a
mid «, durchliiuft. Tn entsprechender Bedeutung kann man y, ...y,
fiir die iibrigen Abschnitte einfithren und erhiilt:

pla)) —p(@Q=yd, pla)—@a)=rnhy, ..., ) -~ @ (s} = Nul,
daraus endlich wegen ¢ (@)= 0:
@ (0) =y F e lty+ . oo alin.

Zur Berechnung von @(h) wird dieses Resultat nicht geniigen, da
man nicht weiss, welche Werte filr y n,... :),,. einzugetsen sind.
Versteht man nun unter gy, ...y, beliehiye Werte von y resp. aus
dem ersten, zweiten, ..., #%" Abschuitt und hildet den Ausdrnck

=y hy+ yoliy+ o -yl
so bestelt allerdings zwischen ¢ (b) und w dic Differenz
w—@ @ =0~ 00+ =)+ (= 10) o

aber der Detrag dieser Differens hann wnter gewissen Umstimden he-
liehig Llein  gemacht wnd infolgedessen der gesuchte Wert ron ¢ (D)
mit belichiger Annitherunyg durch w ausgedriiclt werden.  Mihrt man
nilmlich eine Zahl 4 ein, welche nicht den Wert Null, aber alle
posifiven Werte annebmen kann, und schaltet a0, ...0,—; so
zwischen « und b ein, dass die Betriige von Iy A, ... A, kleiner als A
ausfallen, so gehoren zu jedewm Werte von & unendlich viele Ein-
feilungen des Intervalles (« ... 0), »u jeder Einteilung im allgemeinen
unendlich viele Werte von 7. Jedem Werte von kb sind also im
allgemeinen unendlich viele Werte von w zugeordnet, wnd diese
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gehren, wenn A > & dst, aueh 2 2% Man nimmd nan B oinmer
kleiner und hleiner; gelingt es dadureh; die Hebwankungen von e
heliehig za verhleinern, so strebt e etnent eudlichen Grenzwerle zu
fir lim A O, and es ergiobt sich:

e®  linr fir Hmh -0,

Sehen wir jelzt von der Frage ab, die uus zu diesem Grenz-
werle gefithrt hat. Es sel gy /() irgend eine eindeatige und end-
liche Funktion des endlichen Argumentes o, welches von o bis
variierh; indem wir es dahingestellt sein lassen, ob y Stanmfnnk-
tionen besitut oder nicht, behalten wir die Buchstaben

Wy €ty von Gy Rl cochuy e oo ey, ¢ und S
in ihrer bisherigen Bedeutung bei und fragen nach dem Crenzwerte
von # fiir Hw A=0. Zu jedem Werte vou 5 gehbren unendlich
viele Hinteilungen, aber fiir die zu derselben Einteilung gehirigen
Werte von o lisst sich die Schwankung aul folgende Weise aus-
driicken. Sind p,p, ... p, die unteren, ¢, q, ... g, die oberen (irenzen
von ¥ resp. im ersten, zweiten, ..., n*® Abschnitt, also

f=P=¥, G =%,y oy e a1

die Schwankungen von y in den einzelnen Abschnitten, dann sind,
solange dieselbe Einteilung beibehalten wird, die Grissen

I ST TN S T T Y N ST (I S S T
fitr « < b unlere resp. obere, liix ¢ >0 obere resp. nntere Urenze
von . Mithin ist die Schwankung von w bel fester Hinschaltung
=gbs g, wo
& e=nh +rh, . .

Wenn ferner @y irgend einer Einteilung eutspricht, bei der als ein-
geschaltete Zahlen wieder «,a,...a,_.q auftreten, sher noch andere
hinzukommen diirfen, so ist
abs (w-— ) <<abs g.

Man gelangt nitmlich von ¢ zu ¢, indem man jedes Glied von ¢
dureh ein oder mehrere ueue ersetzt. Ky sel nun wieder zuerst
@< b sl zwischen ¢ wnd ¢, keine weitere Xinschaltung erfolgt,
aber elwa 3, filv y, genommen, so tritt 4, an Stelle von w1

und s ist abs (9, — w1 <ovphy.

Sind zwischen « und «, irgend welche Zahlen eingeschaltet, und ist /
dadureh in die Teile £k, ... zerlegl, so frilt an Stelle des Uliedes

b Vergl, die Sehlussbemerlomy in § 8.
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wo i ... Werle yon g resp. aus dem ersten, aweilen, ... Teile
des Abhschnittes (o ... «) wimd, so dags

abs (4, - y )<y, abs(y, ) <w,.
und wieder die Anderung des ersten Gliedes von e:

abs (b nobo oo o=y 1) <o by,
Demuach ist die Gesamtiinderung aller Glieder nieht grivaser als
rhy bk,

d. b abs (w—w) <@ Fiir a>0 ist abs (w- w) <—¢. Wemn
endlich » und ¢ irgend welchen Einteilungen entsprechen, bei
denen alle Abschnitte unter © bleiben, so kanu man die hei w
und 2 eingeschalteten Punkte zu einer neuen Einteilung vereinigen,
welcher ¢, entsprechen wag. Bildet man o' fiir «f, wie @ fitr w
gebildet wurde, so hat man:

W= = (2 —w,) + (1w, — w'),
abs (w—w) <abs g, abs (w,~ o) <<absg!,

folglich:

abs (o0 — w') < abs ¢ +abs ¢
Jedem Werte von % sind (im allgemeinen) nnendlich viele Werte
von @ zugeordnet, und diese Werte gehren, wenu /' > h, auch zu //;
bei der obigen Bedeutung von ¢ gehiren ¢ und o' zu demselben
Werte von h.

Besitzt nun s einen endlichen Grenzwert fir lim =0, so isi,
wenn die positive Zahl ¢ beliebig klein gewihlt und danm b hin-
reichend klein angenommen wird, die Differenz irgend zweier un
diesem b gehdrigen Werte von w dem Betrage nach kleiner als s.
Ks seien insbhesondere 20 und w; zwei zu diesem 7 gehbrige Werle,
denen dieselbe Kinteilung des Intervalles (a...0) zn Grunde liegt.
Dann ist abs ¢ die obere Grenze der Werte abs (w0 —1w,), anderer-
seits abs (w—w,) <&, folglich abs p<<e, d h lim =0 filr lim
I 0. Uwmgekehrt: Tst lim ¢==0 fiir lim A =0, so ist, weun die
positive Zahl & beliebig gegeben und /2 hinveichend klein angenommen
wird, abs o<1, abs o' < }&, also abs (i — w') <e, d h. 2w strebt
einent endlichen Grenzwerte zu fiir lim h=0 (§ 9 Seite 45 1.).

Die notwendige und hinveichende Dedingung fir die Existens eines
endlichen Grenzwertes von w fir 1im h=0 ist daker
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limg O fin lim/b
Man kann, wenn diese Bedingung erfiillt ist, den Grewsithergang
vollziehen, indem man in w0 setad:

o 1@y W @)y ooy - flan 1)

oder
=)y Ya=F () <oy =110
oder
y f(.i’) +f(a|) i, - () -+ /() .. _ a0+ /'U’),
LA ) L 9 7oy M °) ]

beziiglich der Hinteilung des Intervalles kann man sich auf gleiche
Teile beschriinken, so dass

b—u b—a
hy=hy=...=h,= 11(7 weo (4o )

, 1 . . .
Z. B, fiir y= . 0= I, »>0 ist wegen der gleichmiissigen

Stetigkeit der Fnuktion y die Bedingung lim ¢=0 erfiillt, wie
gegen Hnde dieses Paragraphen gezeigt werden wird. Nimmt man
fiir b eine positive ganze Zahl I und teilt das Tnlervall von 1 his [
in km gleiche Teile, yo kann man schreiben:

. i 1 1 1
Nsm;n( 1—{-— 9+.. +l_)7
. 1+9n T+ "
T { i 1 - o
lim 2 = lim (m-f—l -+ L2 +...+ /;“) fiir 1im 9 = 20,

Wenn 1 einen endlichen Girenzwert ¢ besitzt, so wendel man
eine gewisse Bezeichnung fiir iln an, die jetzt erklirh werden soll.
Zuniiehst fithren wir ein:

hy=a,— =di0, hy= t,—ay=dyr, ..., ly=b—, 1=dux
in Riicksicht darauf, dass diese Grdssen Differenzen von Werten
der Independenten vorstellen. Dadureh wird
we=i 4w+ ydyo o F it
eine Summe von Gliedern der Form y 42 und deshalb
w=8ydx

geschrieben, wo der Buchstabe § das Wort ,Summe® vertritt. Da
nach unserer Voraussetzung

6=1im§ y Jo filr limh -0,

* Wiehe unfen $§ 19 und 25,
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so ist ¢ von §yoda fiie wnendlich kleine % wnendlich wenig ver-
schieden, d. h.
6--8 ydx mit beliebig kleinom Fehler,

wenn man b hinreichend klein wimmt,  Die in Uinsicht anf eine
bestimmte zu erziclende Genauigkeit dem absoluten Betrage nach
hinreichend kleinen Differensen J% neunt man auch hier Differen
tiale und bezeichuet sie mil o, so dass

¢=8 ydz mit erlanbtem TFehler.
Mieraus ist die Bezeichnung (Leibnitz)

a ==fy dz m/f(w) dz

entstanden, gelesen: Integral von y dz (Jacob Bernoulli), Die
Bedeutung von ¢ kann man aber aus dieser Bezeichnung nicht voll-
stiindig erkennen, da noch @ und » angegeben sein miissen. Des-
halb nennt man ¢ das von @ bis b erstreckte Integral von yda
und schreibt (Fourier 1822):

b . 3
6= [y dz = [f(2) dz;

@ heisst die untere, b die obere Grenze des Integrales; die Werte
von ¢ bis b bilden das Integrationsintervall

Das Wort ,Integral® wird nock in anderem Sinne gebraucht.
Das soeben definierte Integral heisst ein bestimmtes oder de-
finites Integral. Ein Integral bilden, in welchem Sinne das
Wort auch zu verstehen sei, heisst integrieren. Die beim Inte-
grieren anwendbaren Siitze und die Higenschaften der Integrale
machen den Inhalt der Integralrechnung aus.

War ¢ die Ableifung einer Funktion F'(z), also auch der Funk-
tion @ (&) = I"(z) — F(a), so ist, wie schon bemerkt:

b
c=¢ (1), also F()—F(a)=[yda.

Wir halten jedoch nur die Voraussetzung fest, dass der endliche
Grenzwert 6 existiert, Wenn man o mit b vertauscht, so bleibt die
Integrierbarkeit bestehen. Denn dann kommen die Zahlen

by Uiy +-ey O @ stathb @, @y, <., Ga—1, b,

—bny —Pp—sy ory —hy statt Ry, By, ooy Ba,
mithin —w statt w. Nun besitat —w den endlichen Grenzwert —o
filr lim A =0, folglich ist

Tasch, Difforential« u. Integralveehnung.
»
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[ 2 b a
Jyde=—fyds, [ydz+[yde—=0.
[ [ [ [/

Ezistiert also eines von diesen Integralen, so existiert aich das andere,
wnd. die Vertauschung der Grenzen hat nur einen Zeichenwechsel des
Integralwertes zur Folge.

Da abs ¢ beliebig klein gemacht werden kann, so miissen
r,...7, endliche Zahlen sein, ebenso 9,...p., 9;...¢,. Wird also
mit A die untere, mit B die obere Grenze von y, mit C die grossere
der beiden Zahlen abs 4 und abs B, also die obere Grenze von
abs y bezeichnet, so haben auch 4, B, C endliche Werte und es
ist fiir @ <b:

w> Ak + Ahy+ ...+ Ak, wnd w< Bh+ Bhy+...+ Bh,,
dh AQ®—e)<w<L B(b—a), folglich auch
Abp—a)y<e<B(b—a).
Dagegen ist A(b—a)>06> B (b —a) fir a>0. Setzt snan daher

b
P [y da=n(0—a),

s0 ist A<y < B und abs < C. Bei der Bildung des Grenzwertes ¢
kann man aber die Bestimmung treffen, dass fiiv y, nicht f(a),
fiir 4, nicht f(b) genommen werde. Treten nun, wenn man bloss
die swischen o und b gelegenen Abscissen beriicksichtigt, 4', B, C'
an Stelle von 4, B, C, so ist auch

A<y<B" und abs <",

Man kann hieraus eine Folgerung ziehen fiir den Fall, wo ¢
nicht bloss von z, sondern noch von einer Variablen ¢ abhingt,
welche etwa der Null beliebig nahe kommen kann. Wird y mit £
in der Weise unendlich klein, dass bei hinreichend kleinem Betrage

von ¢ die Werte von y fiir alle # aus dem Intervall (a...b) in be-
liebig vorgeschriebener Nithe bei der Null legen, so ist

b
0=lm [yde fir lim¢=0.

Strebt y in derselben Weise einem belichigen Grenzwerte zu fiir
lim ¢=0, so ist

. b b :
H j(lim g/)(lmmlimt]ydw fir lim {=0.

»
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Die Grenzen der Integration mussten hisher von einander ver-
schieden sein. Es empfichlt sich aber, auch gleiche Grenzen zu-
zulassen und unter dem Zeichen

a
/'a/ dx
a

die Null zu verstehen. Die eben abgeleiteten Siitze bleiben dann
giltig.

Es seien aber ¢ und b wieder ungleich, ¢ eine Zahl zwischen
a und b. Man definiere ¢' und ¢/ fiir das Intervall (¢...c), ¢" und

o' fiir das Intervall (c...D) in der- Fig. 82,
selben Weise, wie o und w fiir das ) " )
Intervall (a...b) definiert wurdeun, * € b

Dann sind die Werte von ¢ -+o"” anch Werte von ¢, die von
w'+o'" auch Werte von w, mithin
lim (o' +9")=0 uwnd lim (w'+w")=06 fir limAi=0.

Da o' und ¢" dasselbe Zeichen besitzen, so ist abs ¢ <abs (¢'+ ¢"),
lim ¢’ = 0; folglich nihert sich ¢’ einem endlichen Grenzwerte, ebenso
w’, und zwar ist lim o'+ Yw o' =06 Man kann ydzr auch von
a bis ¢ und von ¢ bis b integrieven wund erhdlt:

[4 b b
_/bdm-}—fydm—z_fy(lx.

Umgekehrt: Wenn man ydxz von a s ¢ und von ¢ bis b infe-
grieven kannm, so kann wan ydx auch von & bis b integrieren.

Beweis: Zufolge der Voraussetzung bleibt 4 zwischen endlichen
Grenzen von # =« bis =0. Ist nun @;—; in der Reihe o ;... 4,
die letzte Zahl, welche zwischen ¢ und ¢ liegt, und bezeichnet man
die Schwankung von y in dem Abschnitte (a:—1...¢) mit #/, in dem
Abschnitte (c...a;) mit +", so kaun man schreiben: ¢ =o'+ 0"+ 60, wo

O =vile— 7' (e — a;—)) — " (@— €) = (ri— ") (e — s 1) + (r:— 7'") (@i —¢).
Da 0<r— "< B— A, abs (c—a;—1) <h, so wird

abs (ri— ') (¢ — ai—1) <h (B — 4),

abs (05— ") (;— ) < (B — 4),
mithin abs 0 <21 (B —A4), so dass ftir lim 4 =0:

ebenso

lim'=0, lwme"=0, limf=0

und folglich anch lim ¢ =0.
¥
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Tine Umkehrung des vorlelzten Satzos ist auch der folgende:
Bleibt y zwischen endlichen (renzen von x- o bis - b, wnd st
ydx ibeyricrbar von « bis cu jedem von b verschiedenen Werde @ ous
dem Inlervalle (a...b), so ist ydz auch integricrber von « bis b

Bewels: Wir nehmen a<<b an, withlen die positive Zahl & be-

&
JB=ay
und bezeichnen die zwischen ¢ wnd b gelegene Zohl b — 9, mit e
Wemn a;—; und @' dieselbe Bedeutung haben, wie im vorigen Be-
weise, so ist

7‘i+1+~--+7'n=‘-b" a,<b- Cy 9'1711-{-...'}‘?‘:-—1 iy < Q',
b <(B ARy viphia e < (B - A) 8, < 5

folglich
0 <e+(B—A)h+

Nimmt man jetzt die positive Zahl 0, so klein, dass abs o' <t
fiir 2 < 0y, und bezeichnet mit d die kleinere der beiden Zahlen d,
und &,, dann wird ¢ <e fiir A<<d und lim ¢ =0 flir lim /= 0.

Die unabhiingige Variable konnte jeden Wert zwischen a und
b annehmen und die Werte a, i selbst; diese Werte bilden das
Integrationsintervall fiir das Integral

b
f ydz =0,
a
Bind nun # und 2, irgend welche

Fig. 3.
Werte der Independenten, so kamn
Py 5 1 1 - .
o - 5 man yd{: von «a bis z, von @ bis 2,,
von  bis 2, integrieren, gleichviel
o % 5 ob 2z, zwischen ¢ und 2 oder zwi-

schen b und z liegt. Hs ist

2 @ £ @, ay
Jydz+ [y dz=[yde oder [ydz+ [yds = [y da;
a @, a ] x a
dabei tritt der Buchstabe, welcher fir die ,Integrationsvariable®
benutzt wird, zum Teil auch als Bezeichnung der oberen resp. unteren
Grenze auf, Setzt man
T & Zy
Jrdz=u, [yde=w, [ydz=o(-a),

(13 &

so komumt:
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) u - wle ),
und da bier abs @ <)) 5o ist bei festgehaltonom &:
lim (e, --) - O fir lima — .
Die Grosse o ish eine Funklion von 2 in dem belrachteten Tuter-
vall. Wird .
fy da = u = g (z)
24

gesotzt, so kbnnen wir g(r) eine Integralfunkiion von ydx
nennen wnd haben:
gl@)=0, g)=0e, g@)=u, lmu=u fir limaz ==z

Demnach ist die Tunktion u dwrchwey endlich wnd stetig; aber w st
nicht notwendig nach z differentiicrbar, und wo w nach » differentiiert |
werden kann, ist der Differentialquotient nicht notwendig =vy. Wir *
hatten

Uy —

=m, wWo o<
T, — ) > ;ﬁ:

wenn « die untere, § die obere Grenze der Werte der y~Funktion
bedeutet, die den Abscissen zwischen z und x, entsprechen, aber
oin Grenzwert von ® fiir lim 2, =2 braucht nicht 2u existieren,
und wenn er existiert, so kann er von y verschieden sein. Desifes
Jedoch 1(x,) einen Grencwert § fiir lim 2, =2, so st § endlich wnd
stellt den Differentialguotienten von u in Besug auf & an der bebrach-
teten Stelle dar; denn es ist dann l

abs £<C, f=lima=lim f=1lim w fir limaz =w.
Insbesondere wenn ¥ an der betrachteten Slelle stetiy ist, so st y der
Differentialquotient von w in Desug auf 2, da alsdann

y=lim f(z,) fir lim 2 ==z.

Endlich wenn y von £=a bis =0 die Ableitung einer Funktion F (%)
darstellt, so ist w—F(2) — F(a);

die bei @ verschwindende Stammfunktion von ¥ ist dann durch ein
bestimmtes Integral ausgedriickt:

9 @) =F (@)~ F(a)=[ydz, F(%)=y ds-+Konst,
In diesem Falle ist (§ (5 Seite 83 f£)

A<n<B und n=[(§),
wo £ zwischen a und b.
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Die Bedugnng der Didegradidlitid ist sbets erfodlll, wenn y endlich
und stelig ist von 3 — a bis o 2b, Damn ish niimlich y gleichmitssig
stebig in diesem Intervall. Nimmb mun also die posibtive Zabl ¢
beliohig und setzt unter der Voraussetzung o< b:

s

s ist fitr hinveichend kleines 7:

abs [£ (&)~ fz)]1<E sobald abs (¢ —a ) <h
Diesmal ist p, der kleiuste, g, der grisste Wert von y im ersten
Abschnitt; die zugehOrigen Abscissen difforieren wm weniger als b,
folglich ist r,=gq,—p, <& IKbenso ist »,<¢, ..., r.<g, folglich

o<t +Nhy+...+hy), di ¢<e lime=0 fir limhi=0.

Dasselbe ergiebt sich fiir «>b. — Die Funktion « ist in diesem
Falle nicht bloss endlich und stetig, sondern auch durchweg nach |
£ differentiierbar und y der Differentialquotient.

Wenn also dic Funktion y des Argumentes & endlich und stetig
ist in einem Infervall endlicher Werle, zw denen a gehiré, so besitst
y Stanunfunktionen, und swar stellt das bestimmie Integral

fraz—p@

die bei a verschwindende Stammfunktion dar. Diesc ist endlich und
stetig.

Wir haben bisher vom Integrationsintervall alle Stellen aus-
geschlossen, wo die zu infegrierende Funktion unendlich wird, wud
pur endliche Zahlen als Grenzen zugelassen. Man ist aber iber-
eingekommen, den Begriff des bestimmten Integrales unter Um-
stinden auszudehnen. Es seien nimlich « und b endliche Zahlen,
y eine eindeulige Funktion der stetigen Variablen & im Intervall
von z=a bis x=>0. Kann man y d2 nach den bisherigen Bestim-
mungen von ¢ bis b integrieren, so ist ¥ dx auch integrierbar von
o bis za jedem von b verschiedenen Werte « aus dem Intervall,
und man hat:

(.
b
b—u

s

b

Sy dz=lim |

Kann jedoch die Integration von @ bis » nach den bisherigen Be-
stimmungen nicht zugelassen werden, so ist es unicht notwendig,
dass yde von a bis zu jedem von & verschiedenen Werte  aus
dem Intervall intogriert werden kann, und wenn dies moglich

v

x
ydz fiir limz=>.
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ist,* so brauehl das von o his @ evstreckto Tntegral keinem Gironz-
worte zuzustreben fiir lim e b Wenn aber beides der Fall ist
s0 tennt man den sich ergebenden Gronzwerlt das von ¢ bis  er-
streckte Integral und schreibt:

b ®
./'g/ da = limfg/ de fir lmz=0h
it 12
Wenn ferner ¥ dz von @ bis zu jedem die Zahl o iiberlreffenden
Werte © integrierbar ist und {iberdies das von « bis z erstreckte
Inbegral einem Grenzwerte zustrebt fiir unbegrenzt wachsende a,
s0 nennt man diesen Grenzwert das von ¢ bis - oo erstreckte Inte-
gral und schreibt:
40 ©

[y dz=1im [yde fir lim z=-+ co.

41 a
Ist ydx von a bis zu jedem unter @ gelegenen Werte 2 integrier-
bar und ein Grenzwert des von « bis 2 ausgedehnten Inbegrales fiir
endlos abnehmende x vorhanden, so heisst dieser Grenzwert das
von « bis — oo erstreckte Integral:

-0 x
Sydz=1lm [ydz fir lime=- o,
a [

Das Entsprechende gilt tiir die untere Grenze.

§ 18. Das unbestimmie Integral.

Die Begritfe Stammfunktion und Integrallunkfion lassen sich,
wie wir gesehen haben, iiberall wo beide anwendbar sind, auf ein-
ander zuriickfithren. Da man urspriinglich nur solche Félle in Be-
tracht ziehen konute, so war man berechtigh, die Infegralfunktion
geradezu als Stammfunktion zu definieren. Daher kommt es, dass
jede Funktion von z, welche in Bezug auf x die Derivierte y oder
das Differential y dz besitzt, eine Integralfunktion oder ein Inte-
gral von y dx genannt und mit

fudo”

* Isb y dw integrierbar von @ bis zu jedem von b verschiedenen Werte
nus dem Intervall, so ist zwar yda auch von a bis b integrierbar, wenn y
zwischen endlichen Grenzen bleibt von w=¢a bis & =7b (Seite 100), aber nicht,
wenn y==o0 wird fiir =0 oder y dem Belrage nach helichig grosse Werte
annehmen kann, withrend a sich der Zahl b nithert,
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bezeichnet wird, Bedeutet 7 (z) irgend eine Stammfunktion von y,
so hat man:

Sydz=T(2)+C,

wo C, die Integrationskonstante, eine beliebige von z unabhiin-
gige Grosse ist. Wegen des Auftretens dieser Konstanten nennt
wan das soeben eingefithrte Integral das unbestimmte (indeti-
nite) Integral von ydz. Wird der Konstanten ' cin specieller
Wert beigelegt, so erhilt man ein partikulires Integral von y du.
Versteht man unter ¢ und b Werte der Independenten z, der Inte-
grationsvariablen, unter ¢ (%) die bei a verschwindende Funktion

¢ (@) = F (@) —F(«),
s0 schreibt man auch in dem jetzigen Sinne:

¢ (2) =ﬁ/ dz, also fly dz =g ) =F(b)— F(a)

und nennt diese Ausdriicke bestimmte Integrale. Hiernach erhiilt
man das bestimmie Integral aus dem wunbestimmten, indem mom in
letateres fiir « die untere und die obere Grenze des ersteren emtriiyt
- und den ersten Wert vom mweiten subtrahiert.

Im folgenden wird von Integralen nur in diesem Sinne die
Rede sein. So oft dann y die im vorigen Paragraphen gefundenen
Bedingungen erfiillt, insbesondere wenn y in einem Intervall endlich
und stetig ist, kann das Integral als Grenzwert einer gewissen
Summe aufgefasst werden. Wir haben auch jetzt, wenn a, b, ¢
Werte der Independenten sind:

a [ a [
Jyaz=0, [yde=—[ydz, _fydm+ﬁ/dx=ﬁ/dx
a a b a [4 a

und wenn ¥ endlich ist von =0 bis z=>5:
b
f?/dw‘_:(b"“)"h
a

wo 7 einen bestimmten zwischen @ und b vorkommenden Wert
von y bedeutet. Die elementarsten Sitze der Integralrechnung fliessen
aus denen der Differentialrechnung. Ob nimlich eine vorgelegte
Funktion das Integral von y do sei, wird durch Differentiation er-
kannt; es muss der nach 2 genommene Differentialquotient

(%fydx=y oder dfydz=ydwx
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sein. 8o itberzeugt man sich leicht von der Richtigkeit der folgen-
den Sitze.

Tritt wu einer Funktion ein konstanicr Faktor oder Divisor u, so
tritt derselbe auch 2w threm Infegrol:

J;aydxxaﬂdx, /%dw=%jydm;

insbesondere ist
[—yaz=— - fyda.

Eline Summe oder Different integriert man, indem man dic Glieder
einzeln integriert:

f(u-;—v) olxzfudm +f1:dm, f(u-—v) dm=fudm —fvdx.

Dieser Satz gilt fiir Summen von beliebig vielen Gliedern.

Wenn n eine rationale Zahl ist, aber micht = — 1, so hat wman:
" xﬂ-‘r—l

Hieraus ergeben sich zuniichst die Formeln
R xz a8
fdx=x—{—16', fzf:dx——=—2- +C, fa:adm=§ +C ws. £,

mit deren Hilfe man jede ganze Funktion

a+bx+cxt4... Fhan
integriert. Hs ist

f(a—l—bx-i—c:cg-l-...-l-kw”‘) dx =fa da:+fba§ dx+fcm2da: +...+f7.:w” dx

=afdx+bfm dm—!—cfmgdx—}—...»}—kfx"dx

k
n-1
also das Integral einer ganzen Funktion ist wieder eine ganze Funk-
tion und zwar vom nichst hoheren Grade.

Man findet ferner folgende Integrale von gebrochenen ratfo-
nalen Funktionen:

‘dx 1 dz 1 dz 1 |
Fz—w-i—(},/“ﬂgg— 5210 f—xz_.—gws—}—bu.s.f.

Wenn man endlich fiir » gebrochene Zahlen eintrigt, so erhilt man
Integrale von irrationalen entwickelten algebraischen Funktionen, z. B.

SVzdz=%2Vz+C.

=0+ax+gm‘«’+§x3+,..+ a1,
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Dese FPormeln reichen in vielen Fiillen zur Integration vou
entwickelten algebraischen Funktionen aus, aber nicht immer,
da sie schon fiir day Inlegral

¢

dw
@
keinen Ausdruck liefern.
Die Integration wird oft durch Einfiihrung einer anderen Va-
riablen erleichiert. In dem Integral
Ve [yda
kann die Variable » fiir & substituiert werden, wenn sich & als
Funktion von u darstellt und » als Funktion von 2z, und wenn
iiberdies # sich nach u differentiieren lisst. Hs ist niimlich y die
Ableitung von Y in Bezug aul 2. Durch die Substitution werden
%y, Y Funktionen von «, und die Ableitung von Y in Bezug auf u
erhiilt man, indem man y mit der Ableitung von # nach % multi-
pliciert, d. h. es wird da
Y= / Y i du.
Das vorgelegte Integral ist somit in ein anderes transformiert,
wo u die Integrationsvariable und
dz
Y au
die zu integrierende Funktion ist, Kann man das transformierte
Integral auswerten, so erhiilt man ¥ als Funktion von % und mittels
der Riicksubstitution (inversen Substitution) schliesslich als
Funktion von .
Wenn o wnd & Werte von & sind, denen resp. ¢ und f als
Werte von u entsprechen, so ist

@ u b g

; dg = L lut ;da’ = ; d:n Tu

y t/ydu‘ ", y W,/Jdu‘ )
a (/3 @ 13

. Selzt man beispielsweise, ¢ und b konstant gedacht, b nicht null:

U—a
a+br=u, also z== 5!

g:z ](a—}-lm}” xmf u-w—/'n"du.

Ist also # rational und von — 1 verschieden, so kommt:

‘ N TR, T C L0

8o wird
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§ 18, Das unbestimmie Inbegral, 107

Wir schen bei Gelegenheit der Hubstitufjon, duss im un-
hestimmien Integral das Difforentinl ebenso behandelt wird, wie in
der Differentialrechnung. [nfolgedessen schreibt man, wenn » und v
Funktionen von x sind, o' die Ableitung von v:

Jzodu fiir fuv’dw.

Bin Faktor der zu integrierenden Funktion ist die Ableitung einer
Funktion ». Besitzt nun w die Ableitung o/, so dass

d(uv) = (uv' +-vu')dw, also w =fuv' dz +fv u da,

go erhiilt man folgende Formel, welche die sogenannte teilweise
Integration darstellt:

furlv=uv -—fvdw=uv——fvu’dx.

Hierdurch zerlegt sich das erste Integral in zwei Teile, von denen
der eine keine Integration mehr erfordert, und es ist die Integra-
tion der Funktion u' auf die der Funktion vo/' zuriickgefithrt. Beim
Ubergange zum bestimmten Integral ergiebt sich:

4 [
J b !
!eov dw = [uv], m&fw dz.

Bedeutet niimlich X irgend einen Ausdruck, der # enthiilt, so wird
unter dem Zeichen »
[X]

{1

die Differenz der beiden Werte von X verstanden, die beim Kin-
tragen von o und b fiir « herauskommen, den ersteren als Sub-
trahend ‘genommen.

So ish

P B e e LI

&
n._l_i‘_’f+f

Auf direkterem Wege findet man: -

d d ’
Jusaf= [ L)

Scheinbar weichen beide Ergebnisse von einander ab, da im zweiten
das Glied — 1 fehlt; indess muss man sich erinnern, dass die Er-
gebnisse stets um konstante Zahlen differieren dtirfen. Das Integral
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ist, iibrigens nichl ausgowertel, sondern nur aul das schon er-
withule Inlegral .

d.ub

&

.

zuriichgefithrl, s dossen Unletsuchung wir uns jelzt wenden.

§ 19. Exponentialfunktion und Logarithmus.

Die Variable & werde auf das Intervall zwischen 0 und -~ oo,
also aut die endlichen positiven Werte beschriinkt.  Alsdann ist der
reciproke Wert vou @ eine endliche und stetige Funkiion von .y zu
ihm gehiren also Stummfunktionen, und wir wollen die bei z =1
verschwindende Stammfunktion mit y oder f(2) bezeichnen, so dass

/‘5“—4 F@), f1)=0.

1
Die Derivierte von y

dy 1_
de =z

ist {iberall positiv, folglich ¥ nicht bloss endlich und stetig, sondern
anch hestiindig im Wachsen. Demnach ist ¥ positiv fiir 2> 1, ne-
gativ fiiy <1,

Im folgenden werden unter @ und b posxtxve Zahlen verstanden.

Bei der Substitution
AL =1

wird auch « positivy x=1 giebt w=0, x=0 giebt u=0b, Aus

T
folgt:
b 22
C‘}f s z.rz, da
-
1
oder

f(ab)=Ff(a)+ 1),
was auf beliebig viele (positive) Faktoren ausgedehnt werden kann.

Schreibt man f: fitr b, so kommt:

f (2) =f(b)—~f(e), insbesondere [ (%) = — f ().



§19  Exponentialfunkiion und Logarithnus, 104

Bedeutet 5 irgeud eine von Null verschiedene rationale Zahl,
a* einen positiven Werh wnd wird

M- a

eingefithrl, so sl w- 1 fie o - 1, w=-a (positiv) {iir o~ o, und
man erhiill:

a®

&
dat o “du ‘do
— —) .
i o’ u a
[ .

1 1
Folglich gilt fiir jede rationale Zahl n die Gleichung:
f™=nf{a), wo a* positiv.

Man sieht hieraus, dass y beliebig grosse Werte annimmt. Wikt
man niimlieh ¢ > 1, so fillt () positiv aus, und um einen Kunktions-
wert f'(a®), grosser als eine gegebene Zahl, zu erlangen, nimmt
man einen hinveichend grossen Exponenten #. Mithin ist

lim y=-oco fiir lima =+ o0,
d. h. wenn 2 zwischen 1 und 4 co variiert, so durchliuft w wach-
send alle positiven Zahlen. Variiert # dagegen zwischen 1 und 0,

go durchliuft y abnehmend alle negativen Zablen, da f (é) =—f(a),

und man hat:
lmy =—co fiir limax=0.

Dieser Vorlauf wird durch die bei- Tig 81,
gefiigte Fignr veranschaulicht. Man
kann nun die Werte 0 und -+ 20 dem ] S
[ntervall von # einfligen mit der Be- /
stimmung, dass Y
f@)=—c0, f(+®)=-co.

Auch dann ist y eine durchweg ste-
tige Funktion von z, die keinen Wert
mehr alg einmal annimmi.

Das Integral y besitzt Grenzwerte fir lim z =0 und fir
lim #=+ o, Den Wert #=0 hatten wir ausschliessen miissen,
weil bei ihm die zu integrierende Funktion unendlich wird, den
Wert &= oo, weil wir von vornherein nur endliche Zahlen als Gren-
zen kamnten. In Riicksicht auf die Erweiterungen, welche der Be-
griff des bestimmten Integrales am Schluss des § 17 erfahren hat,
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kbnnen wir jodoch auch jene Urenzwerte 7 (0) und f(+ ) als In-
tegrale schreiben, nimlich

“ P
x J .
/%E ::f(())_ -0, /‘x m,’(—}«w)g:+w

1 1

Die Funktion f(z) lisst infolge ihres oben beschriebenen Ver-
haltens cine eindeutige und sletige Umkehrungsfunktion

w=- (y)
zu, deren Argument y alle Werte von — oo hiy ~-co durchlinft,

wiibvend sie selbst in bestindigem Zunchmen von 0 bis 4 oo va-
rifert. Man hat:

9(—®)=0, ¢(0)=1, ¢(+ )=+ 0.
Fir y<0 ist <1, fir y >0 ist 2> 1. Fibhet man wieder eine
endliche und von Null verschiedene, positive Zahl a4 ein und setzt
der Kiirze halber 7(@) =4,

so ist auch ¢@(y4) eine stetige Funktion von ¢ Fiir jedes ratio-
nale n ist:

fla)=nd, @@rd)=a*, wo a® positiv,
also @ (nd) als n'* Potenz von « berechenbar. Da man jedes #-
rationale » als Grenzwert einer rationalen Veriinderlichen » darstellen
kann, so ist auch fiir irrvationale n:

¢ (nd)=Ilim ¢ fir limr=mn.

Dass die positive Potenz « sich einem Grenzwerte nihert, wenn »
einem Grenzwerte n zustrebt, ist bereits bemerkt worden; es be-
ruht aul dieser Thatsache die Erweiterung, welche der Potenz-
begrifl erfahren hat, indem man auch den Grenzwert von « eine
Potenz nennt, und zwar die n'® Potenz von a, und fiir diese Potenz
dasselbe Zeichen wie fiir die Potenzen mit rationalem Exponenten
in Gebrauch nimmt. Die (veelle positive) ' Potenz von a wird
hiernach fiir alle y durch @ (yA4) dargestellt:

elyf@l=aw, f(@)=y7i().
Von grosster Wichtigkeit fiir die Auffassang der Funkiion ¢ (y) ist
die Zahl ¢ (1), die man nach Euler mit ¢ bezeichnet und als eine
irrationale Zahl erkannt hat. s ist*

* Vergl. unten § 27.
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p(1)==¢=2,7182818 ..., f(e)=1.
Indem man ¢ fiir o einsetzt, erbilt man:
@ (f/) =gV, ef(m)::x’ S @) v,
d. h. @ (y) bedeutet die (reelle positive) y*¢ Potenz der Grundzahl e.
Die Funktion a¥ des Argumentes y wird eine Exponential-
funktion genannt, weil y als Exponent zur konstanten Grundzahl
hinzotritt; im engeren Sinne heisst ¢/ die Exponentialfunktion. Be-
sondere Werte sind:
e~®=0, et®=+4 00, 1¥=1 fiir alle endlichen y,
@ P=gt®=A o0, gtP=¢"*=0 fir 0<a<l,
aP=¢"®=0, atP=et®=t oo fiir a>1.
Dagegen ergeben sich keine bestimmten Werte fiir
0% 0%, 1®, i .
Die mit dem Potenzbegriff vorgenommene Erweiterung be-

withrt sich dadurch, dass alle Regeln fir die Rechnung mit Poten-
zen giltig bleiben. Aus den Eigenschaften der Integralfunktion

@2
dz
f@=] =%
1
ergiebt sich dies folgendermassen. Fiir positive ¢, und beliebige
@, f ist zunichst

folglich: fl@)=af(a), flaf)=pf(a) ns. w,

fa*a®) =f(a%) +f (@) = (e +B) (&) = (a=F?),
. U@} =B f(a®) = aB f (1) =f(a°F),
fllaby] = e f{al) =a f (@) + a« [ 0) =f (@) + (%) = (a*b)
und mithin: "
aaf = a8, = ar=f, (@) =ar?,

a\® a® @ 1
@y, (5)=0 ()= v

‘Wir nehmen ¢ von 0, 1, co verschieden und betrachten die ein-

deutige und stetige Funktion des Argumentes y:

W=t D =g,

Withrend y von — o0 bis + oo variiert, durchliuft z fir 0<<a<1
alle Werte von + oo bis 0, fir > 1 alle Werte von O bis -+ co;
also ist y fiir das Intervall von #=0 bis 2==-4 oo vollkommen be-
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™~

stimmt als der Txponent degjenigen Potenz von o, die den Werl #
hat,  Dieser Kxponeut hoisst aber der Logarithmus von ¢ in Be-

s aul” die Basis «a:
y -="log z,
s0 dasy

og 1==0, “loga-~1, “ogar y, a8 -y, logr=71(r).

Die Logarithmen, welche zu einer und derselben (von 0, L, o ver-
schiedenen, itbrigens positiven) Dasis gehiren, hilden ein Loga-
rithmeunsystem.  Fir die Analysis ist von besonderer Bedeutung
dag Bystem mib der DBasis e, das sogenannie unatiirliche oder
Nepersche Logarithmensystem. Tm Gegensatz zu diesem heissen
dic anderen kiinstliche Systeme; zu den letzteren gehort das gemeine
(vulgiire, Briggische, dekadische) Logarithmensystem mit der Basis 10.
Bs ist also ¢ die Basis der natiivlichen Logarithmen, die wir kurz
mit log bezeichnen und im engeren Sinne Logarithmen nennen
werden. Die Logarithmen aus verschiedenen Systenien lassen sich
leicht avfeinander zurtickfiihren; es ist

o e Y == (b tlog u)y.._; Ly Mog a — J)log « . Mlog 5
folglich
' log 2 ="log a.“log 2,
woraus filv 2=0:
“log «
also Yoy s=-"°

1
Mo (g = - .
log = dog b

log b’

Insbesondere dient zur Zuriickfiihrung auf natiirliche Logarithmen
dic Formel:

in weleher der sogenannte Modulus des Systems mit der Basis «
——— ==tlog e

vorkommmt. Aus den Rigenschaften der Funktion /() ergeben sich,
da f(x) =1log x, ohne weiteres die Grundregeln fiir die Rechuung
mit den natiirlichen Logarithmen, welche leicht auf beliebige iiber-
tragen werden, nimlich:

log (ab)=1log a+log b, log % =log a—logd, loga*=elog a,
insbesondere

log }'m —logh, loge*e=gz, @HT= g,
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Die Funktion logx ist aul positive Argumente hesehriinkt; variiert
w von O biy -} 00, wo variierh log @ stetig in bestindigem Wachsen
von --c0 bis 4+ oy es ist :

log Ore—c0, log1=-0, loge=1, log (4 o0)= - .

Die Logarithmen der positiven ganzen Zahlen % werden nach § 17
(Seite 96) durch folgende Formel als Grenzwerte von rationalen
Zuhlen dargestollt:
log b e=lim (-~1~ -+
m+1
Den Differentialquotienten der Funktion f(x), also des natiir-
lichen Logarithmug von z, keunen wir bereits; fiir alle 2 zwischen
0 und -+ o0 ist

1

1
m+ 2 Foet frmn

> fiir lim = 0.

dlogz _ 1

dz @
Daraus wird sofort der Differentialquotient des Logarithmus mit
der Bagis a abgeleitet:
@loge 1 “oge,
dz zloga 2

Auch die Exponentialfunktion ev Ifisst sich differentiieren. Wenn
man ¢ mit y bezeichnet, so kommt:

. de 1 dy "
z=log y, 3"y an VT

d (0‘) g
da

also fiir alle endlichen u:

?

d. h. die Exponentialfunktion ¢ ist gleich ihrer Ableitung nach =
Fir die allgemeine Exponentialfunktion

at = erlnga
ergiebt sich durch mittelbare Differentiation:

dcgi? = a*log .

Dies sind die ersten transcendenten™ Funktionen, die wir
differentiieren lernen. Auf sie liisst sich unter anderen die von
#=0 bis 2=+ oo giltige Funktion

2t e=grlorz (p konstant),

* Siehe unten § 25.
#* Vergl, § 93,

Pasch, Differential- n, Integralreehnung. 8
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d.i. die Potenz von 2 mit beliebigem (endlichen) Eixponenten, die
fiir irrationale % transcendent ist,* zuriickfihren. Wieder durch
mittelbare Differentiation erhiilt man fiir alle # zwischen 0 und

-+ co: d (a7) _

wie bei rationalem Exponenten. Dementsprechend gilt auch die
Formel fiir die Integration von &” jetzt allgemein. Es ist bei be-
lichigem (endlichen) Exponenten #:

fnd * e icht —1
z w==m+ , ‘wenn % nicht —1.

Zugleich besitzen wir jetzt die ergiinzende Integralformel:

'/Elfx:logx—]—a oder log (—2)+C,

jenachdem z positiv oder negativ; fiir positive x ist

J-@——lox
z o8 %-

P 1
Fiigt man noch

a®

hinzu, so kann man mit Hilfe dieser Formeln eine ausgedehnte
Anzahl von Funktionen integrieren.

§ 20. Quadratur und Rektifikation.

Die Ermittelung des Flicheninhaltes (Quadratur) von ebenen
Figuren mit krummliniger Begrenzung und die BErmittelung der
Linge .(Rektifikation) einer ebenen Kurve aus der avalytischen
Darstellung der betreffenden Figuren sind .Aufgaben der Integral-
rechnung. Mehrere Probleme dieser Art sind sehr alt und schon
von Archimedes gelost worden.

Wir beginnen mit der Berechnung des Inhalts einer ebenen
Fliche, zu deren Begrenzung die krumme Linie KL gehdrt. Dabei
setzen wir rechtwinklige Koordinaten vorans; die Linie KL wird
so klein angenommen, dass keine Abscisse sich wiederholt, und
dass die Abscissenaxe nirgends iberschritten wird. Ist (z,y) irgend

* Vergl, § 28.
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ein Punkt der Linie KL, (a, A) der Punkt K, (b, B) der Punkt L,
so wird y als Funktion von 2 aunfgefasst, und das Intervall der

Independenten erstreckt sich von Pig. 85.
@ bis b, Wir setzen:
y=1(x).

Diese Fuuktion ist eindeutig,
endlich und stetig anzunehmen
von =a bis =0 Da die
Abscissenaxe nirgend tiberschrit-
ten wird und mithin (§ 10
Seite 53) die Funktion ihr Zei-
chen nicht wechseln kann, so
wollen wir annehmen, dass sie
durchweg positiv ist, was sich
durch geeignete Wahl des Ko-
ordinatensystems stets erreichen lisst. Endlich wird o <<d voraus-
gesetzt.

Aus der krammen Linie KL, den Ordinaten ihrer Endpunkte
und dem durch sie herausgeschnittenen Teile der Abscissenaxe setzt
sich die Begrenzung einer gewissen ebenen Fliache I7 zusammen.
Auf Flichen dieser Art kann man jede andere zurtickfihren; wir
beschriinken uns daher auf die Figur F und fragen, was man unter
ihrem Flacheninhalt zu verstehen habe.

Teilt man die Linie KL etwa in u Abschnitte durch die
Punkte K, K, ..., K,—1, so sind die Teile KK, K, K,, ..., K, L
im allgemeinen wieder” krumme Linien. Die Erfahrung lehrt
aber, dass bei lange genug fortgesetzter Zerlegung zu-
letzt die einzelnen Teile der krummen Linie von geraden
Strecken nicht mehr unterschieden werden konnen. Stellen
wir ung vor, dass dies bei obiger Einteilung erreicht ist. Man sefzi,
alsdann an Stelle der krummen Linie KL die gebrochene Linie
KK K,..K,_,L, dementsprechend an Stelle der Fliche I eine
nur von geraden Strecken begrenzte. Der Inhalt der letzteren wird
nach elementaren Vorschriften berechnet; ihn nennt man geradezu
den Inhalt der Figur I% Indem wir jetzt die analytische Dar-
stellung dieser Zahl untersuchen, wird sich zugleich zeigen, wie
ihr allemal hinreichende Bestimmtheit innewohnt, trotz der bei
ihrem Zustandekommen obwaltenden Willkiir.

Es seien a, dy ... @y—1 die Abscissen, 4, 4, ... 4, die Ordinaten
der Punkte K, K,...K,_; die Ordinaten sind positiv. Ferner sei

8%
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ag- @ Ry, =g Ry ey bty lyg

auch diese Zallen sind positiv. Jeune geradlinig begrenate I'liche
zerfillt in 2 Trapeze. Das erste derselben hat zwei parallele Seiten
von der Liinge A resp. o1, und eine zu diegsen genkrechte Seite von
der Linge A, also den Flicheninhalt

ale ]’l(A + Al))

w8, £ Die Zabl, welche den Inhall der Figur /7 doarstellen soll,
ist demmnach

Shy (A AN+ Fhy (A A+ S (Aue o By — ) (w4 0);
hier sind
wy=Abg+ A by Apaihy, wy= A+ Ayhy+ ...+ By,
besondere Werte des in § 17 eingefiihrten Ausdrucks

we=1y, by Ay by oo A Yaliy

in welchem die (positiven) Funktionswerte #,4,...9, resp. aus dem
ersten, zweiten, ..., #'** Abschnitt beliebig genommen werden knnen.
Nennen wir wieder A eine Variable, die belicbig kleine positive
Werte annehmen kann, nur nicht die Null, und nehmen die Strecken
hh,...h, kleiner als A, so nithert sich w einem endlichen Grenz-
wert ¢ fiir lim =0, und es isl auch

6 =1im w, = lim wy=1im § (e, +w,) fiir lim =0

Wenn wir nun behufs Ermittelung der Fliche auf der Linie KL
noch weitere Punkte einschalten, so wird die Grdsse - (20, +0,) bei
der rein analytischen Berechnung (im allgemeinen) Veriinderungen
erleiden. Da sie aber bei der empirischen Bestimmung durch die
erforderlichen Abmessungen nicht mehr merklich veriindert wird,
so milgsen jene Differenzen sich iunerhalb der der Aufgabe an-
gemessenen Fehlergrenze bewegen. Eine solche Differenz (positiv
genommen) sei & Man nehme % so klein, dass alle ijhm ent-
sprechenden Werte } (w,-+,) von einander und von 6 sich um
weniger als & unterscheiden. Dann kann man o fiir  (w, -+ o0,)
schreiben, d. h. es ist

3 (w,+w,) =06 mit erlaubtem Pehler. .

Hieraus fliesst die Berechtigung, wie es in der Analysis geschieht,
den Grenzwert ¢ den Klicheninhalt der Iigur F' zu nennen. Nun
war ¢ das von a bis b erstreckte Integral von y o folglich ist
unter den angegebenen Voranssetzungen der Flicheninhalt der von
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der Linie KL, den Ordinaten ihrer Endpunkte wnd der dbseissenaae
begrenzten Iigur gleich ,
4
o
*
a

ein Resultat, das auch richtig bleibt, wenu KL eine gerade Strecke

oder eine gebrochene Linie ist, Man kanu
b

Syda=0-an
“
setzen; dann bedeutet n eine besimmte zwischen der grossten and
kleinsten liegende Ordinate und entspricht einer bestimmten Ab-
scisge zwischen @ und 0. Also ist jedenfalls ¢ > 0.

Weil hiernach die Integrale stetiger Funktionen als Flichen-
werte gedeutet werden kinnen, nennt man fiberhaupt Integrationen
der Art, wie wir sie hier betrachten, Quadraturen im Gegensatz
zu den anderen.

Wird der Bogen KL Fig. 36.
beispielsweise auf der gleich-
seifigen Hyperbel

, 1
RIS e
Y=z
angenommen (@ und b posi-

tiv), so ergiebt sich der . -~ o 5
Flicheninhalt gleich N

4

da
‘/?wlogbwloga
a b

= ].Og E'

Ein anderes Beispiel bietet der um den Anfangspunkt O mit
dem Halbmesser 1 beschriebene Kreis
22 yt=1.
Wir nehmen K auf dem Schenkel der positiven Ordinaten, also
mit der Abscisse Null, I mit positiven Koordinaten a4, . Daun
variiert # von O bis @, und

y=V1—a* (positiv genommen)
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isl eine eindewtige; endliche und steltige Funktion von @ it der

Dl‘l’iVi(‘l‘L(‘H ([!/ & ' 1 ('/ l)
g 1 du V1= a2 y oo Y

Der zu bestimmende  Blicheninhalt

i wird durch das Integral
K \‘\\ «
™~ / :
)‘\‘ / da Yt —u2
0
s b . Subhtrahier ier
~ dargestelll.  Subtrahiert mau hier-
\‘ von den Inhalt des rechbwinkligen
£
v « | Dreiccks mit den Katheten «, b, so
erhiilt man den Inhall des Kreis-

sektors K0 L:
/(lxl/lf——x“- 2ab.
v
Nun kommt bei teilweiser Integration (§ I8 Seite 107):

+ B ' d.tly 3 _ o .““1; ‘
jg/dwﬁwg/j/w?—'dm_wy / (y y) dx,
./de—“[*JJO ?/d~v+/

0

2/y¢im~ab

Sekbor KOL—4 [ @on f° ¢

zunfichst nur fir <1, da aul der rechfen Seite der vorletzten
Formel die zu inlegrierende Funktion unendlich wird bei a==1.
Die linke Seite jener Formel ist aber eine stetige Funktion von «
auch bei @ =1, mithin strebt das rechts stehende Tntegral einem
endlichen Grenzwerte zu fiir lim a==1, die obere Grenze 1 ist zu-
liissig (§ 17 extr.) und ohne Einschriinkung

Az YT 2t= ub-}-%/ a
VI—at
0 ¢



§ 40, Quadratue and Rehtilikation, 119

Wir wendon wns jolat zur Bekiifikation eines shenon Kurven-
bogens AL, indem wir wicder rechiwinklige Koordinaten einfiihren
und voraussetzen, dasy keino Abscisse sich wiederboll. Die Ko-
ordinaten #, y des die Linie durchlaufenden Punkies sind von ein-
ander abbiingig; es sel wieder « die Abscisse von K, b die von [,

a<b und .
- y-=f(@);

y ist eindeutig, endlich und stebig von &£==a bis & =0 Wir miissen
ausserdem die Linie AL so klein annehmen, dass in jedem Punkte
eine bestimmte Tangente vor- Mg s -
handen ist (§ 16); die Rich-
tung der Tangente verlindert EI;-'—I'
sich dann stetig von Punkt zu
Punkt. Endlich miissen wir
Tangenten ausschliessen, die
auf der Abscissenaxe senkrecht
stehen; dies erreicht man durch
Vertauschung der Koordinaten-
axen, nachdem man die Linie a o, a, @, b
erforderlichenfalles in Teile
zerlegt hat. Somit hat y eine endliche und stetige Ableitung ¥
Auf der Linie XL werden die Punkte K, K,...K,—; wieder so
eng eingeschaltet, dass die entstehenden % Teile der krummen Linie
von geraden Strecken nicht unterschisden werden kidnnen; aus den
geraden Strecken KK, K K, ..., K, L setzt sich eine gewisse
Linge zusammen, diese nennt man die Liinge des Bogens KL
Um eine analytische Darstellung der Liinge zu erhalten, seien wieder
@y ...y die Abscissen der eingeschalteten Punkte, also

G —a=Ry, @G—a=hy ..., b—Opr=ly
positiv; ausserdem sei
abs [f(a) —f(@)] =1L
Dann ist die gerade Strecke KK, die Hypotenuse cines rechtwink-
ligen Dreiecks mit den Kutheten %, und / und hat daher die Linge

vizgEe=n ]/ 1+ (D=1,

a—a

wo die Wurzeln positiv zu nebmen sind. Es giebt aber (§ 15
Seite 83) zwischen @ und ¢, mindestens einen bestimmten Wert &
derart, dass
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f{a) -1 (a)

a4 —a

)e

o

'+
'
IMibren wir die positiv genommene Quadralwuwrzel

Vityy -«

ein, so ist anch u« eine ecindeutige, endliche und stetige Funkiion

hITY

vou & Pt w=-E& sel w= u; dann ist obige Linge gloeich

VU [FE) P Dy n.
Die Zahl, welche wir die Liinge des Bogens X1, nannten, ist dem-
nach eine Summe von solechen Produliten, etwa

gy gy A by

WO U Uy... %, bestimmte Werte von u resp. aus dem ersten, zwei-
ten, ..., #'®* Abschnitt sind. Wenn aber A eine positive Vertinder-
liche bedeutet und Ak, ... 20, kleiner als /i gemommen werden, so
strebt die Summe einem endlichen Grenzwerte v zu, wenn 4 dem
Grenzwerte Null zustrebt, und zwar ist

b

T = J u da.

Hierans folgt durch denselben Gedankengang, wie bei der Quadra-

tur, die Berechtigung, die Liinge des Bogens KL durch den Grenz-

wert T darzustellen, Unter den angegebenen Voraussetaungen st also
die Linge des Bogens KL yleich
5

r=‘/da:1/f+y'g]’l

Man kann auch schreiben®
fvasay we faviigy.
Die Formel bleibt giltig, wenn KL gerade ist.

Als Beispiel diene der in rechtwinkligen Koordinaten durch die
Gleichung Ptyial

dargestellte Kreis, der den Schenkel der positiven Abscissen in
A4(1,0), den der positiven Ordinaten in B(0,1) schneide. Wir

* Piir (dx)* wird da» geschrieben.



g 20, Quadratur und Relititikation, 121

botrachten nur den Quadranten, der ddie Punkte mit posiliven Ko-
ordinaten enthiilt. Hin beliebigor Punki dicses Quadranten sei &V (&, 9).
Dann ist

I'igg. B
y=VT1—2 (positiv genommen) v

eine eindeutige, endliche und stetige B )
Funktion der Abscisse von 2=0 bis M
2=1. Der Differentialquotient von y ¥ g
nach z: ’

4y @ @

V== 171 R

- - X Ky _d

ist durchweg stetig und fiir << 1 auch

endlich, aber fiir =1, d. h. im Punkte 4, ist die Tangente senk-
recht zur Abscissenaxe und ¢'= . Um daher die Linge z des
Bogens AN auszudriicken, nehmen wir einen Punkt M (x,, y,) des
Kreises zwischen 4 und IV und erhalten zuniichst die Liénge 2, des
Bogens MN:

Ee o
2 Y dw dz
d ]/1 —
% j “ + V1-$2 Y
B
Die Differenz ¢ — ¢, bedentet die Linge des Bogens AM; nun ist

#=)1—y? (positiv genommen)

eine eindeutige, endliche und stetige Funktion der Ordinate von
y=0 bis y=1, und der Differentialquotient ven x nach y

Yo
dw dy ay
e /"’“‘V” @ ~Jyi—gT) e
0

O0=1lim (¢—42,) fur hmJOmO, d. i fir lima,=1,

z=lm gz, fir lim z,=-1,

mj‘e@__ /L Tdu
Vita
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Die Bogenlinge 2 slelll sieh als endliche und stetige Funkbion
der Abscisse dar von 2 - 0 bis @ 15 der Wert von @ bei &= 0
Fi. 0. ist die Liinge des Bogens A0, des
Quadranten. Nuch uler wird die
z ™\ Liinge des Halbkreives vom Radius

~ s s .
. Bins, d. i, die Liinge des Kreis-
umfanges vom Durchmesser Eing,
mit 91 bezeichuet,* Hiernach wird

=37 hel ¥==0 und

v

1
T Y ods

E Vi

w g

dz f dz / go®_f de
/ + o+ e

Man kamn # nach # differentiieren, und zwar 1st zuniichst nur {iir

z< 1:

d
2

on

%—ng—— y wo 0< <y,
Ilm::—O==—~hml—--oo fiir img=1, .
z— 1

so dass # auch bei w=1 differentiierbar ist; die Ableiting von 2
nach # ist durchweg negativ, # fortwiihrend im Abnehmen. Wird
also das Abhiingigkeitsverhiilt-
nis umgekehrt, so erscheint z
als eine eindeutige, endliche,
stetige und fortwithrend ab-
nehmende Funktion von 2, im
Intervall von # =0 bis s = =,

* T \ mit der Ableitung
az

O ey =—VI=R.

Tig. 41.

iR

* Vergl. unten § 27.



§ 21 Die ligonometrachon Funkiionen, 195

Die Varinble o kann aueh als Funktion de

gelassh werden. By st

! 4
. / dy dy
. & ” Vl - .'/J
o 0

endlich und stelig von y -0
bisy=1; bel y=1 wirds= | .
Der Differentialquotient

ist negativ, ¢ iiberall im Zu-
nehmen; mithin ergiebt sich
auch y als eindeutige, endliche,
stetige und fortwithrend wach-
sende Funktion von #, im Inter-
vall von #=0 bis 2= =, mit
dexr Ableitung

hs)

Frg, 42

s Ordinade y auf-

Tig. 48,

Ead
v

§ 21, Die trigonometrischen Funktionen,

Sowohl die Quadratur als auch die Rektifikation des Kreises

haben uns zu dem Integrale

- dw
J i

gefithrt, welches jetut vollstiindiger diskutiert werden soll. Indem
wir wieder zwei auf einander senkrechte Durchmesser des Kreises zu
Koordinatenaxen und seinen Halbmesser zur Liingeneinheit wilhlen,

erhalten wir fiir den Kreis die Gleichung

2 yt=1
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und  bezeichnen auf ihm die Punkte (1, 0), (0, 1), ¢ 1,0) and
(O, = 1) resp. mib A, B, ¢ und S0 e jeden Punkt N(r,y) des
Kreises ist

g U y=—V1—2¥ w= VT4
) B aber die Wwrzeln wind nicht im-
N . NP mer positiv zu nehmen.  Die
i Punlkte, deren beide Koordinaten

r e "
y N positiv sind, erfillen den Qua-
dranten 455 zur Messung der
Pl v Y Juadr

A xd Bogen auf diesem Quadranten

dient diec im vorigen Paragraphen
mit ¢ bezeichnete Variable, wel-
che dort in ibrer Ablmnglgkelt
sowohl von der Abscisse w als
auch von der Ordinate y be-
trachtet wurde; beide Abhingig-
keitsverhiltnisse liessen sich umkehren und jedesmal eine Differen-
tialformel aufstellen.

In jedem der drei iibrigen Quadranten kann eine ganz analoge
Betrachtung durchgefiihrt werden. Fassen wir aber jetzt einen
Bogen auf, der nicht ganz in einem Quadranten liegt. Wird etwa
N(z,y) im Quadranten 4B, N, (z,,y,) im Qnadranten BC an-
genommen, also Z, ¥, ¥, positiv, ¢, negativ, so wird zwar die Linge
des Bogens N, BN durch die Abscissen seiner Endpunkte ausgedriickt
mittels des Integrales

- Vf':_“

Aber durch die Ordinaten seiner Endpuukte lisst sie sich unicht in
entsprechender Integralform

3y dy
i./ 1— g

wn

(V1I=2* positiv).

darstellen. Dieses Integral vielmehr bedeutet nur die Linge des
Bogens PN, wenn P derjenige Punkt des Kreises ist, welcher die
positiven Koordinaten — u,, y, besitzt. Einen Bogen endlich, der
sich vom Quadranten AB bis in den Quadranten CD erstreckt,
werden wir in keiner Weise als ein einziges Integral schreiben



§ 21, Die {rigonometrischen Funktionen, 126

kitnmen, so lange wir bei der bisherigen Auffassung des bestimmien
Integrales stehen bleiben,

Um diese Aulfussing in geeigheler Weise auszudelhuen, werden
folgende Festselzungen getroffen, wobel @; und @, Werle aus dem
Intervall (-~ 1...1) bedeulen. Die Funktion y der Variablen & he-
steht aus zwei bei #==1 und 2= — 1 zusammenhiingenden Zweigen,
von denen der eine die positiven, der andere die negativen Werte
umfasst. Tn den bisherigen Integralen waren die wihrend der Inte-
gration vorkommenden Werte von y aus einem Zweige zu ent-
nehmen, welcher jedesmal besonders kenntlich gemacht werden
musste.  Statt

2y
"9
/ dz
' Joy
E

wollen wir nun schreiben:

Ll
dz +
— auf dem Wege \z .,.wz),
J oY
beziehungsweise
‘du - ‘)
n aul dem Wege \z,...7),

jenachdem die y positiv oder negativ verlangt sind. Statt

1 Xy
/ %x (mit positiven ) -+ / ﬁ; (mit negativen ¥)
L v

schreiben wir:
g + F - -
/%/f' auf dem Wege (:rl...l, 1:::“,)
: .

'/ ‘%"f" (mit positiven g) -+ / (if (mit negativen y)
) 1

£o]

S fnﬂ:{rt

2
+ j ‘»i-/af‘ (mit positiven ¥)
schreiben wir: -1

4+ - - o+ o+
fi/@ aut dem Wege (9“1--.1, Lo.—1, —1l..2,

u.s.w. Die Variable # kann also, wenn sie in einem Endpunkte
ihres Intervalles anlangt, wieder umkehren, dabei gehi aber y in
den anderen Zweig itber. s ist beispielsweise
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r ‘ 4 i
i auf dem Wege (O 1) =y’
/5? auf dem Wege (T:l) =x.

Die erste Abscisse des Integrationsweges soll wieder die untere
Grenze, die letzte die obere Grenze genammt werden,

Das Integral ist jetzt durech die beiden Grenzen nicht mehr
eindeutig bestimmt. Wenn man trotzdem auch jetzt noch ein von
%, bis «, erstrecktes Integral durch

Ta
dz
Y

€y

darstellt, so erhilt dieses Zeichen erst durch Angabe des zwischen
%, und 2, zuriickzulegenden Integrationsweges einen vollig bestimm-
ten Sinn. Die Wahl des Weges wird wenigstens zum Teil be-
sekrinkt, wenn man kenntlich- macht, welchem Zweige die ersten
und welchem Zweige die letzten Werte von y angehdren sollen.
Ist etwa der unteren Grenze x, der positive Wert y,, der oberen
Grenze x, der negative Wert y, zuzuordnen, so kann man schreiben:

Lay Y2

dx

Y
Ty Y

Xy
@ oder
y

Wird auf kiirzestem Wege integriert, so sind die Integrale

Ty Y 21y Y1 ‘fuv(‘/ﬂ 3y Yz
fdx /dw /clm da
ey ey —3 —
?/ e. ?/ ?/ <. l/
1,0 0,1 —1,0 0,1

negativ, wenn die Punkte (2, ¥), (2, v1), @, %), (25, y5) resp. dem
Quadranten 4B, BC, CD, DA angehbren.

Wir definieren nun, im Einklang mit der Bezeichnungsweise des
vorigen Paragraphen, durch die Gleichung
T, Y
de _
n

1,0

&

eine Variable 2, welche nicht bloss von dem Wertepaare (z,y) ab-
hiingt, sondern auch vom Integrationswege. Den Weg nennen wir
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positiv oder negativ, jenachdem die y auf seinem ersten Abschnitte
positiv oder negativ sind. Im evsten Falle isl 2 positiv, und zwar
wird, indem man von # moglichst viele Quadranten absondert:

0,1 —1,0 0,—1

dx dx dm

1, 0, 1,

wo die positive Grosse { eine der Formen

X,y
t/ﬁd:v fdm fd.x dx
— | % —

Y
1,0

besitzt, m jede positive ga.nze Zahl oder die Null bedeuten kann
und alle Integrationen auf dem kiirzesten Wege auszufiihren sind.
Den vier Formen, welche { besitzen kann, entsprechen die vier
Formen von m:
4h, 4h+1, 4042, 4h+3,

wo h eine ganze Zahl vorstellt. Wird m festgehalten, so kann der
Punkt (z,y) nur in einem der vier Quadranten variieren. Dabei
durchliuft ¢ alle Werte von O bis -}z, folglich 2 alle Werte von
tmm bis f(m—+1)x; ¢ ist differentiierbar nach 2 und nach g,

ebenso & de _dg 1 ds_dt_1

dz” dz~ "y dy dy @
zugleich werden # und y Fuuktionen von §, also auch von #, mit
den Differentialquotienten:

de _dz dy dy

Hiernach durchliuft z, wenn man alle positiven Infegrationswege
in Betracht zieht, die Reihe aller endlichen positiven Zahlen; zu
jeder dieser Zahlen erh#lt man, indem man-sie auf die Form

m g 4§ wo 0ZL¢ <g: m positive ganze Zahl oder Null,

bringt, einen bestimmten Wert von # und einen bestimmten Wert
von y. Zieht man schliesslich noch die negativen Wege in Betracht,
so treten als Werte von 2 alle endlichen negativen Zahlen auf.
Zu jeder endlichen Zahl 2z gehtrt demnach ein und nur ein Werte-
paar (z,y) derart, dass
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herauskommti, und zwar ist auch der Inbegrationsweg vollig be-
stinuit,

Die so definierten eindeuligen Funkiionen 2 und y der Varia-
blen # fithren die Namen (fosinus und Sinus der Zahl 2 Man
schreibi:

- Y==¢08 £, Je-sin
Es sind o und y die Koordinaten des Kreispunkies, der erveicht
wird, wenn man von A aus auf dem Kreise in der dem Zeichen
von ¢ entsprechenden Richtung die durch den absoluten Wert von #
dargestellte Anzahl von Liingeneinheiten zuriicklegt; dem positiven
Zeichen entspricht die Richtung A LD, dem negativen die Rich-
tung ADCB, Man nennt deshalb das Argument jener beiden Funk-
tionen auch den Bogen oder Arcus; sein Intervall wmfasst alle
endlichen Zahlen. Beide Funktionen sind iiborall endlich, stetig
und differentiierbar. Aus

de ’ dy 2
dz T ode "
folgt jetwh:
deos s . dsing cos 2
dz o de o
Wir notieron die besonderen Werle:
. 7 .
cos 0=1, gin0=0, cos_, =0, sin, =1

2 2

Um die Eigenschaften des Cosinus und des Sinus aus der hier
zu Gironde gelegten, rein analytischen Definition zu erschliessen,
verstehen wir unter « einc Konstante und bilden:

doin (¢ +a)

deos(z+ea) sin (2 + @), 1 = c08 (2 -+ ).

dz
Daraus ergiebt sich:
cos #.d cos (¢ +a)+sin(z+ ). dsin =0,
eos (2+«).d cos 2+ sin z.d sin (2 + &) =0,
sinz.d cos (¢4 a) —sin (s -+ a).d cos 5 =0,
cos (2 +e).dsin g—cos z.d sin (¢ + a) =0,

und weiter
deos & cos (2 + &) -+ sin # sin (v + )] =0,

d[cos ¢ sin (¢ + &) -~ sin z cou (£ @) | = 0,

d. h. die eindeutigen Funktionen von 2:
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co8 2 cos (- @) 4 sin 2 sin (e ),
co8 2 8in (3 @) ~nin 3 cos (2 - @)
reducieren sich anl Konstanten,  Indem man 5 0 cintriigh, erhillt
wan die Werle dieser Konstonten, und zwar wird fiiv alle Werle
von g und a:
¢os 2 ¢os (3 - «) 4 win 2 sin (2 + @) = cos ¢,
¢os & sin (# + &) — sin & cos (¢ 4 @) = sin a.
Die Amnahme = --2z lehrt, dass
cos (—-2) ==cos 7, sin{—2)=—sine,
d. b der Cosinus ist eine yerade, der Sinus eine ungerade Funktion,
Weiter liefert die Annahme 2=, e=~-a— b mit belichigen a
und b die Formeln:
cos (@ -+ b) = cos @ cos b—sin @ sin b,
sin (@ + b) = sin @ cos b4 cos ¢ sind,

mithin fiir b~ —a:
cos?a+sin®g=1,
fiir b=+ S

. 11 . i
S =008 | 5 ~- @), COS¢==8In '5—& ’

2
% . . %
cos (n,—{— 2—) ==—§ln 4, 8N (a—}— g ) =cosa,
und darans entwickelt man endlich:
cos (w— ) =-—cosa, sin(w—a) =sina,
cos(@a+m) =—cosa, sin(e+4n) =-—sina,
cos (@ + 2x) = cos a, sin (@ + 2x) = sin a.

Durch Verbindung der im vorigen Paragraphen fir das Inter-
vall von O bis -z gegebenen Beschreibung mit den Formeln

cos (— &) = cos ®, cos (% -+ ) =—cos &, cos(x+2mw)=cosx
wird jetzt der Verlauf der Funktion
Y =cos &

erkannt, wie er in der umstehenden Figur veranschaulicht ist.
Variiert # vou 0 bis =, so durchliiuft y bestiindig abnehmend die
Werte von 1 bis — 1, um dann, wenn & weiter von # bis 2z va-
rilert, bestiindig wachseud die Werte von — 1 bis 1 wieder zu durch-
laufen. Indem man zu jedem y aus dem Intervall (—1...1) den
Wert von & das eine Mal aus den Zahlen von = bis 0, das andere

* Pagch, Differential - wn. Integralrechnung, 9
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Mal aus den Zahlen von = bis 2o entnimmd, bringt man zwei
Zweige der inversen Funktion wu stande, welehe bei y - 1 zu-

Fig. .

i

YN N TN
Ag w0 N[ 7 = X

sammenhiingen. Setst « seine Veriinderungen fort von 0 bis —2umx,
von 2z bis 4=, von —2x« bis 4z uw 8. w., so wiederholen sich
die im Intervall (0...2x) beobachteten Erscheinungen, weshalb der
Cosinus eine periodische Funktion mit der Periode 2« genannt
wird, und zugleich werden fortwiihrend neue Zweige der inversen
Funktion exzengt.

Die inverse I'unktion des Cosinus wird der

Fig. 46.
3z Arcus-Cosinus genannt., Setzt man
1 = Arccos &,
5a so ist die Independente & auf das Intervall von
—1 bis 1 beschriinkt, und y stellt daselbst eine
2 unendlichvieldeulige Funktion von  dar. Wird

zu gegebenem 2 der Wert 4, ans irgend einem
Zweige entnommen, so sind siimtliche Werte

I
/ H des arccos z:

Yos y()j:2n; ?Iui‘i:ﬂ:, wes
—~ Yoy — Yok 2%, —y,+4m, ...

In jedem Zweige ist y endlich, stetig und dif-
ferentiierbar. Aus

P

N & = COos Y, %r«-——sinym-—«l/m
7 folgt:
/! darccos @ 1 R
oy dz sinarccosx - Yl gt

Auch der Sinus ist fiix die Bogen von O bis 4= im vorigen
Paragraphen diskutiert worden. Der Verlauf der Funktion

Y=sin 2z
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ligst sich daher fiiv alle endlichen @ angeben, indem man die Re-
lationen

sin (--#) ~ sin (@ -+x)- ~-sinw, sin(z-+29%)==sin(w—2z)==sin z
benutzt. Man kann aber einlach den Sinus auf den Cosinus durch
die Formel n
sin @ = — o8 (.L + ;2—)

suriickfithren. Auch der Sinus ist eine um 2z periodische Funktion,
Withrend @ von — 4= bis 4w variiert, wiichst y von —1 bis 1;

’

Fig. 47,

AN AN Yl
/fzn -33 —.ﬁ\ v .ﬂ\l/ 5#

~1

wihrend 2 von 4=x bis $= varilert, nimmt » ab von 1 bis —1,
Folglich gehdrt zu jedem y aus dem Intervall (—1...1) ein Wert
von x aus der Folge (—4=...{n) und ein Wert von z aus der
Folge (§m...4m). An die beiden so entstehenden
Zweige der inversen Funktion schliessen sich
nach beiden Seiten unendlich viele andere an. (.

Die inverse Funktion des Sinus wird der \
Arcus-Sinus genannt. Ist jetzt

Fig. 48,
¥
T

y == aresin @,
so ist die Independente z wieder auf das Inter-
vall (—1...1) beschriinkt, y eine unendlichviel-
deutige Funktion von #, in jedem Zweige endlich,
stetig und differentiierbar. Ist y, ein zu ge-
gebenem x gehoriger Funktiomswert, so sind -
digsmal siimtliche Werte:

Yoy Yok 2m, yykdmx, } o
— Yok w, —Ypk8mw, —yytbw, ...

f
Ly 3

Aus dem zwischen den Funktionen Arcus-Cosinus Y
und Arcus-Sinus bestehenden Zusammenhange

arcsin 2 = Lmw —arccos x

oder aus den Gleichungen
9*
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n

. da .
@ sing, S cosy Y1~ at
dy

sehliesst man:
d aresin 2 1 1
da cos aresin 2 /1 2
Fir die Tangente und Cotangente einer Zahl (eines Bogens)
z, welche durch die Gleichungen
sin 2 cos &

eotg & - —
co8 sin o'

definiert werden, gelten die Formeln:

lg(—a)=—tg 2, tg@ta)-—-tgr, tgz—

]
colg &
eotg (—w) = —cotg #, cotg (2 +m)=cotg z, cotg x=1tg (g— - w)

Beide Funktionen sind eindeulig und stetig, tiberdies ungerade und
periodisch; die Periode ist m. Varilert o von — 4z bis L=, so

Fig. 49.

T /0 qA[ T 5 AN AN 4
2 ] ]

durchliinft die Tangente von & bestindig wachsend die Zahlen von
~— o0 bis - 0o und besitzt, wo sie endlich ist, das Differential
cosz.dsinx — gin x.d cos r eos*a du - gintx dx
cos” cos® x

digz
und die Ableitung
digz _ 1
dz  cos®w
Dieser Verlauf wiederholt sich in den Abschnitten von 4= bis 4,
von —+m bis —4z ws. w. Die Cotangente durchlinft in jedem
der Abschnitte von O bis =, von O bis —x, von = bis 2m u. 8. w.
hestiindig abnehmend diec Zahlen von - o0 bis — o und besitat,
wo gie endlich ist, das Differential
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dentgre  dig <~2~ w) -

mithin die Ableitung

1
of T
con? (; :c)
2

dax
deolgz 1
dx sin*z

Durch Umkehrung entstehen die unendlichvieldeutigen Funk-
tionen Arcus-Tahgens und Arcus-Cotangens, verkniipft durch
die Beziehung:

7
arceoly & = 5~ aretg ©.

Ihr Argument nimmi alle Werte von — co bis 40 an. In den
einzelnen Zweigen varilert arctg x stetig von —4x bis )=, von

Ing, §0.

\\\_

tm bis 2n, von — 4w bis — -tz u.s w. und besitzt fiir alle end-
lichen » die Ableitung
darctgax 1
ap = eos archg x = 17
EBndlich variiert arccotg # in den einzelnen Zweigen stetig von =
bis 0, von O bis —, von 2x bis = u s w. und besitzt fiir alle
endlichen # die Derivierte:
darccotgs 1
dz T 14at
Ist y, ein zu gegebenem x gehdriger Werl des arctg x oder des
arecotg 2, so sind
Yoo Yot®, YHEt2m, ...

siimtliche Werte der Funktion.
Hiermit ist die Beschreibung und die Differentiation der tri-
gonometrischen (goniometrischen, cyklometrischen) oder Kreisfunk-
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tionen zum Abschluyy gebraehd®  Aws den obigen Dillereniial-
formeln gewmnen wir folgende Inbograls:
-+ L

sin & d& -~ — 08 & - (! co &t ~ sin -
3 ?

3 LR

a 2
/ dx b b O / dx bt 5O
e I v T Tl 1O A
Jocustw 8 ’ WA =3 »

-
daw ] .
T~ avelg © - U= - arecotg @ - | .
{ e ) .
* dz CGi=0C- 9
/ - =arcsinz-+C= arccos &~ C,
J V1—at

Bei dem vorletzten Infegral ist es gleichgiltig, welchen Zweig des
arctg # oder arccotg # man wihlt. Bei dem letsten Integral da-
gegen kommi das Vorzeichen der Quadratwurzel in Betracht, man
muss den Zweig so wihlen, dass

cos arcsin z = sin arceos £ =)1 — 2%
Durch den Sinus und das Zeichen des Uosinus, oder den Cosinus

und das Zeichen des Sinus, ist der Bogen bis auf Vielfache von 2=
bestimms,

§ 22. Partielle Ableitungen.

Indem wir jetzt zu Funktionen wehrerer Variablen tibergehen,
nehmen wir zuerst eine Funktion von zwei Argumenten z und y:

4= (x ' ?/)'
Nicht immer ist es erlaubt, den Argumenten alle Werte beizulegen;
die zuliissigen Wertkombinationen bilden das Gebiet des veriinder-
Ing. 5L lichen DPaares #y und koonen unter
Amnahme rechtwinkliger Koordinaten
durch Punkte einer Ebene veranschau-
licht werden. Wir setzen voraus, dass
das Gebiet des Punktes (2, ) durch ein
jener Ebene angehtriges Flichenstiick
& s Ao (welches die ganze Ebene bedecken
e darf) repriisentiert wird, so dass der
@, 1})1 Punkt (2, y) sich iiberall kontinuierlich
bhewegen kann. Indem man ndtigen-

Na
¥
H
H
i
'

“ Der Beweis, dass alle trigonometrischen Funktionen transcondent sind,
folgt in §28.
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Lally von den am Hande gelegenen [Punkéen teilweise oder gans
absieht, kann man jeden Punkt des Gebicles zur Meke sines Locht-
ocks machen, dessen Seiten den Koordinatenaxen parallel laulen,
und welches nur Punkbte des Gebietes umfasst. Auf ein solches
Rechteck werden wir uns beschriinken, d. h, wir lagsen 2 ein luter-
vall endlicher Werte (¢,...0;) und y ein Intervall endlicher Werte
(tty...0,) jedesmal mit Einschluss der Grenzen durchlaufen, ohne
irgend cine Wombination dicser Werte auszuschliessen.

Solange man einen bestimmben Wert von y festhiilt, ist z als
eine Funktion der stetigen Variablen # allein zu betrachten. Nimmt
man alsdaun @ in seinem Intervall beliebig, so entstebt die Frage,
ob daselbst ein Differentialquotiont von ¢ in Bezug anf @ existiert.
Ist ein soleher vorhanden, so wird er der partielle Differential-
yuotient von z in Bezug auf z genannt und mit
9 e @& Y) of
sz * T s P
bezeichnet. Ferner schreibt man (Cauchy, Résumé des legons ete.
p. 31): 9

% dx = dxﬁ
und nennt dieses Produkt das partielle Differential von # in
Bezug auf 2. Wenn in einem Gebiete der Variablen zy tberall ein
partieller Differentialquotient von 2 in Bezug auf # existiert, so ist
dergelbe in jenem Gebiete als eine Funktion von # und y zu be-
trachten, welche die partielle Ableitung von #z in Bezug auf #
genannt wird. Man schreibt alsdann:
o8 4 )
i 2 (%, ), oder auch f(x)
Unter den entsprechenden Umstiinden giebt es einen partiellen Dif-
ferentialquotienten von # in Begzug auf y:
0% 2f (% y) of
— oder -~1= )
oy oY ay

ein partielles Differential von 2 in Bexug auf y:

.

T

oder

oder

o5
5?/ dy== (Zyﬁ
und eine partielle Ableitung von ¢ in Bezug auf y:

%____ fi(e, o), oder auch f(y).
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Im Gegensalz zu den partiellen Differentialquotionten oder Ablei-
tungen spricht man auch von gewihnlichen.

Wir nehmen jelzb an, dass @ in don befrachteten Gebiele iibevall
nach x wnd nach y differentiiert werden fann, vnd dass die beiden por-
ticllen Ableitungen, fir welehe wir besondere Bezeichnungen

04 Az

ax =P =(,y), 3y ¢ (@ y)
einfithren, sich mwischen endlichen Grenzen bewegen.  Gebort auch der
Punkt (#,y,) zum Gebicte und setzt man
@ —=dr=h, gy —y=dy=k, f(@+da,y+dy)— f(x,y) =z,

so sind % und Ay Incremente der beiden Independenten, A2 das
entsprechende Increment der Funktion, und man hat:
fla+b, )~ 9 =noEy),
[@+h,y+E)—f(@+h,y)=ky @+h, 1),
wo £ zwischen & und z+ %, n zwischen y und y 4% liegt, folglich:
A2=ho(E,y)+ b @+h,n)=p 4z +q Ay +o,
indem man einfthrt: |
o, =9 EY)—9@,9), 0,=v@+hy)—(5Y), 0=0 dE+ 0,y
Mithin ist z eine durclweg sietige Funktion von z und y. Machen
wir aber noch die Voraussetzung, duss ihre beiden particllen Ablei-
tungen un der betrachicten Stelle stetig sind, so lisst sich, wie klein
auch die positive Zahl & vorgeschrieben werden mag, die positive
Zahl § so klein angeben, dass

abs Jp < ; und abs Jg< -;1 sobald abs dx << und abs gy << 4.

Nimmt man dann abs J2< § und abs dy < 8, so wird

5 ) abs 0y, < g—:

d. h. es wird die Differenz
da=p dn+ q Ay mit einem Fehler,

abs 0, << abs o< ¢, abs ? < &,

der im Verhiiltnig zu & beliebig klein gemacht werden kann. Incre-
mente der beiden Independenten, welche in Riicksicht aul die vor-
geschriebene Grisse von s dem Betrage nach hinreichend klein sind,
heissen wieder Differentiale und werden mit d2 und dy bezeichnet.
Das entsprechende Increment der Fuunktion ist mit der vorhin be-
zeichneten Anniherung gleich pdz - gdy, einer homogenen linearen
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Funktion von d@ und dy. Diege nennt man day totale (vollstiin-
dige, oxakte) Ditferential von & in Besug auf & wnd g und
sehreibt:

de =pdx+qdy - - (l’L + d}/

Das totale Differential ist die Swmme dey ;um-twllcn Differentiole. Die
Bedeutung des Tolaldifferentials mag man sich auf folgends Weise
veranschaulichen (vergl. § 13 Seite 72). Da

0=1im ('A Az

aﬂ 5 q%@) fitr im0 =0,

so ist bei geeigneter Wahl von 4:

%‘ﬂ“* + d‘/ %— mit einem Fehler < s,
d.b. wenn man fiir die beiden Indepen- Tig. 52,

denten nur die Intervalle von z—0 his
240, resp. von y—0 bis y-40 in Be- )
tracht zieht und die Veriinderungen von
Z,y, & im Verhiiltnis von d:1 vergrossert, g8
8o wird das Increment der Funktion durch
ihr Differential mit beliebiger Gienauig-
keit dargestell.

Das Vorstehende wird leicht auf be-
liebig viele Argumente ausgedehnt, Die
Regeln wur Bildung der Differentiale von Summen, Differenzen, Pro-
duliten, Potenzen und Quotienten bleiben giltiy. Als Beispiel einer
Funktion von zwei Independenten % und y diene

a-8 w b

7=,

wo # alle endlichen positiven Zahlen, y alle endlichen Zahlen durch-
liuft. Da

oy = grlogs,
so ist # tberall endlich und stetig (vergl. § 10 Seite hd fig, § 12
Seite (5). Hier existieren {iberall die beiden parliellen Ableitungen

o# ¥
e mmy gVl =¥ Joo
am ‘/ ] ay cwa

welche wieder endlich und stetig sind, mithin auch das Total-

differential dz=yar—1dx 4 2vlogx dy.



138 § 22, Partielle Ableitungon.

Wenn die Funktion f(z) endlich und stetig ist im Intervall
(@ ... 0 und man nimmi a, b aus diesem Intervall, so ist das be-

stimmte Integral ) u
) -
W— / f(@)de - / [(0) da
a b

eine fiberall endliche und stetige Funkiion seiner beiden Grenzen
wit den partiellen Ableilungen

du o

ab """/(b = /‘((l)

o
und dem Totaldifferential
du= — (o) da+ (D) db.
Keliren wir wieder zu der oben mit z bezeichuneten Funktion

zurlick. Indem wir annehmen, dass # durchweg endlich und stetig
ist und dass die Zahlen «, b dem Intervall von « angehoren, setzen wir

[ b
cz—/ﬂ da:r'/f(x, y) da.

a

Die hierdurch definiertc Funktion x der drei Variablen a, b, y mit
den Intervallen resp. (¢, ...0), (a,...0,), (a,...b,) ist ebenfalls durch-
weg endlich und stetig. Um die Stetigkeit zu beweisen, bildet man
die Differenz

Vb ud b
Juwf/(m y—}_dy)dwmff(x, y)dz
(l+ B
[E )
f/(’)« y+Ay) dz + ff (& y + Jy) da+ / [f @,y + 1y) — (2, )] dw
at.da

=g da-t+y db+n3(b-a),

wo n, und 7y, bestimmte Werte von z, 5, einen hestimmten Wert
von 3 bedeutet. Die obere Grenze von abs - heisse (. Die
Funktion # ist gleichmiissig stetig in dem betrachteten Gebiete;
wird also die positive Zahl ¢ beliebig klein gegeben, so kann man

die positive Zahl § kleiner als 3%, und so klein withlen, dass

abs A2 < 5~ sobald abs J2<d und abs Ay <4,

3abs (b- ay’
Nimmt man dann abs da <9, abs b <9, abs «Jy <0, so wird
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M

ahs (- fa) < ‘1,7 aby (n, . 10) :;)
) [

abs (b - @).abs (/¢ Y+ 4y) - 1(r9)] < 59
within abs fu< e ~ Hs existieren wieder die Ableilungen

ou . ou
20 = f(“)'y)) b =’f@7y>'
Aber auch in Bezug aul y kanw « differentiiert werden, wenn eine
endliche und stetige partielle Ableitung von # in Bezug auf y
0z

existierl. Wird nimlich y im Intervall (g,...0,) angenommen und

b

-
Jf(w, y) dz=1u,
a

geselzt, so ist
] b
U —u ‘f(x: (ljl) '“f(my ?/) /i
= A = %, 1) dx
h—Y / Y—y . V(@) da,

wo 7 zZwar von &, ¥, y, abhiingt, aber immer zwischen y und y
liegt, und weiter
b b

U =ﬁ dz+w, wo w:/hl)(w, ) = (z,y))da.

h—y
[

Da nun (§ 17 Seite 98) lim o =0 fiir lim y, =y, so erhilt man:

[ b
o ’ r)
5;)**:/9!6“—* @f(“:?/)dﬁa
o a

und da diese Ableitung eine endliche und stetige Fuuktion von
a, b, y ist:

1
du=— daf(a, y)+db [, ’JH"“’/ g—f/dx'

{3

Die Variable y wird ein Parameter des Integrals genannt. Das
Integral wivd wnter den angegebenen Voraussetoungen i Deeng auf den
Parameter y differentiicrt, indem man die 2w integrierende Funktion in
Bezuy auf y differentiicrt (Differentiation unter dem Integral-
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zeichen). Die Regel kann aul den Fall mehrerer Parameter aus-
godehnl werden,

Partielle Dillerentintionen sind wuter Umstinden erforderlich,
um gewisse Differentialquotienten zu crmilteln. Sind niiulich die
beiden Argumente der IMunktion ¢ — f(x,y) als Fuuklionen einer
stetigen Variablen u gegeben:

z—-g(), y- hw),
s=flg (), h(x)]

wmittelbare Funklion von w. Wenn nun einem Intervall endlicher
Werte von u endliche Werte von &, y, # entsprechen und die Vor-
aussetzungen erfiillt sind, unter denen wir ein Totaldifferential von #
in Bezug anf 2 und y aufgestellt haben, wenn ferner g (u) und 2 (u)
die Ableitungen

g0 wird

besitzen, so kann man # iiberall nach u differentiieren, wo g (x)
und %(u) stetig sind und die Summe p ¢ (1) g /() einen be-
stimmten Wert hat, Denn bei Benutzung der fritheren Bezeich-
nungen hat man:

Az

Az Ay
Tu=9EY , teEtdzm) o

e lim Ju=0 ist lim Jx=0, lim dy=0, wo g(u) und A (u)
stetig sind, mithin:

Lm @ (£ ) =p, lmy e+, n)=q,
dz  dx . dy _dy
du T du’ lim du” du

und — vorausgesetzt, dass keine Unbestimmtheit eintritt —:

lim

dx

. & d Y g i
lim Jn =P 1. 4y du fir lim Ju=0
ader

de oz dz | 02 dy o8, 0%

du bz du ' By du’ do= g 4o+ oy ay
auch in dem Sinne, dass « und y die Funktionen resp. ¢(») und % (u),

dz und dy ihre Differentiale in Bezug auf » bedeuten, d. h.
do=g'(u)du, dy="h({u)du

Um also den Differentialguotienten von 2 in Bezug auf « zu erlangen,

differentiiert mun & zuerst, als wdre nur & von w abhdngly, sodemn
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als wiire nur y von w abhingly, wnd addiert die Resultate (mitielbare
Differentiation).
Diese Regel wird wieder zu partiellen Differentialionen ge-
braucht. Wenn = B.
a —g0u,0), y=h(u,v)
Funktionen zweier Variablen sind, so wird 2z eine Funklion von «
und ». Unter gewissen, aus dem Vorhergehenden ersichilichen Um-
gtiinden erhiill man durch mwittelbare Differentintion eine particlle
Ableibung von # in Bezug auf «, eine partielle Ableitung von 2 jin
Bezug auf », ein Totaldiflerentinl von ¢ in Bezug auf # und
de  deow | dr oy
o o ou 55 ou’
o2 dz 0w , 0z 0y
dv bx ov ' by dw

a8 0z
(lzaai(lx+—é}jdq’
wo dz und dy die Totaldifferentiale von » resp. y in Bezng auf «
und » sind. Natiirlich unterliegh weder die Anzahl der vermitleln-

den Funktionen noch die der unabhiingigen Veriinderlichen einer
Beschriinkung,.

§ 23. Unentwickelle Funktionen.

Die Einteilung der algebraisehen Funktionen in entwickelte und
unentwickelte war in § 12 darauf gegritndet worden, dass die einen
sich durch gewisse Rechnungszeichen ausdriicken lassen, die anderen
aber nicht. In der Regel werden jedoch die Funktionen in einem
anderen Sinne als entwickelte oder uneniwickelte bezeichnet. Nehmen

. P
wir z. B. die Gleichung S yie1,

durch welche nach den Ausfithrungen in §§ 20 und 21 die Urbsse ¢
ale eine zweideutige, iiberall differentilerbare Funktion von z defi-
niert wird. Man kann y durch elementare Rechnungszeichen aus-
driicken; aber auch ohne dies zu thun, kann man y differentiieren
und in anderer Weise mit y operieren, indem man nur die obige
Gleichung benutzt. Um die Ableitung ¢ von y zu erhalten, beruft
man sich darauf, dass #*4y* eine mittelbare Funktion von z ist,
welche sich auf eine Konstante, nimlich die Kins, reduciert, deren
Differentialquotient mithin verschwindet:
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Ay ATy d ()
da du da

&
2wt2yy 0, o - v

Man sagh, es sei y in unentwickelter Form differentiiert worden.
Uberhaupt wenn eine Punkiion vou beliebig vielen Argumenten mib
den letzleren darch eine nicht nach der Fuukiion aufgeliste Glei-
chung verkniipft ist, so sagl man, die Funktion werde als unent-
wickelte oder implicite behandelt, solange man ihre Untersuchung
nur auf jene Gleichung stiitst. Driickt man die Funktion jedoch
durch allgemein tibliche oder besonders erklirte Rechnungszeichen
aus, so erscheint sie als entwickelte oder explicite Funklion.

Stellt man zwischen irgend welchen Veriinderlichen eine Glei-
chung auf, so wird dadurch nicht immer die eine als Funktion der
anderen bestimmt. Es giebt z. B. keine Funktion y vou z, welche
der Gleichung Bty m—1
gentigh (wenn man die imaginiiren Zahlen ausschliesst). In jedem
einzelnen KFalle muss also zuerst festgestellt werden, ob sich aus
der Gleichung wirklich ein Funktionsverhiiltnis ergiebt. Wir werden
nun gewisse Bedingungen angeben, unter denen dies sicher der
Fall ist.

Dabei beschriinken wir uns zuniiclist anf zwei Variable. Bs sei

&=f(2,9)
eine eindeutige Funktion der Argumente % und y, welche unabhiingig
von einander die Intervalle endlicher Werte («,...D,) vesp. (a,...5,)
mil Bingchluss der Grenzen durchlaufen. Wir setzen voraus, dass z
tiberall endlich ist wund partielle Ableitungen

o o
ox =p=g(@,Y), —cﬁ,j— =q=1(@,y)

besitzt, dass p und ¢ dwrclwey endlich wnd stetiy sind, wund dass ¢
nirgends verschwindef, Die Funktionen z, p, ¢ sind alsdann gleich-
miigsig stetig. Man kann also, wie klein auch die positive Zahl ¢
gewiithll werde, durch passende Wahl der positiven Zahl & be-

wirken, dass

abs [7(‘(5”17 ?/1) ""f(a"a .'{/)J <&
abs [ (&, 4,) — @ (=, ] <& abs [y (2, y)—v (2, Wl<e
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fitr alle zu dem oben delinierten Gebiete gehdrigen Punklepaars (1, »)
und (r,, ), welehe die Bedingungen

aby (, -2)<< & und abs (3, y)< O

erfiillen. Ist ferner P die obere Girenze der absoluten Belriige von p,
O die untere Grenze der absoluten Betriige von ¢, so st I vine
endliche Zabl, ¢ von Null verschieden. Man kam also eine Zahl

4 zwischen 0 und 1)
wiihlen und hat dann:
A>0, ¢—1P>0.
Nennen wir ¢ ivgend cinen TWert, welchen die Funktion z anzu-
nelunen vermay, ohne dass mean a, und by als Werte von y benuizt.

Es gei etwa
¢=1(u,b),

wo b von @, und b, verschieden. Dann ist

z—e=[f{z,0)— (o, DI+ f(=,y) — (s, )]
=@—a)pE D+ Y-y, N=>u-b) v +o,

wo £ zwischen @ und x, 1 zwischen b und y und

w=(—a) ¢ (a,0)+ (=—a) [p (& 1) ~p ()]
+ (?/ — D) [ (.’E, 17) -9 ((1, b)l-

Wihlt man nnn die positive Zahl & hinrveichend klein und nimmt
abs (z—a)<d; und abs (y— ) <<d;, so wird

abs 9 (52) 9 ()1 < O 5 abs (o) —w(@ml < 45

Withlt man ferner die Zahl s gleich der kleinsten unfer den
Zahlen 8,, abs (a,—0), abs (b,—1b), die Zahl » gleich der Xkleine-
ren der beiden Zahlen s und 1s, so wird fiir abs (z—¢«) <# und

abs (y —b)=s:
Q— AP

absw<isP-+s * Q@—4D

s E g =sQ <abs [(y—B) v (o, )]

Fir jedes # von «-—» bis «--» ist demnach z—¢ eine endliche
und stetige Funktion des von «, bis b, variierenden Argumentes y,
welche in Bezug auf y die durchweg endliche und von Null ver-
schiedene Derivierte ¢ besitzt und bel y=b-+s das Zeichen der
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Grosse 9 {a,d), bei y=b--s das Zeichen der Grosse — v (a, D)
annimmt. Folglich entspricht jedem % von « —» bis ¢4+ ein und
nur ein Wert y aus dem Iutervall (¢y...0,) in der Weise, dass
g 58 # —c¢ verschwindel, d. h. die
Gleichung
bg f l(ma ?/) =C
b 4+ ist in Bezug auf y losbar —
] und zwar nur auf eine Arb
yd losbar — fiir alle 2 aus einem
%, < gewissen Intervall (4...1R)
mit Binschluss der Grenzen,
welches entweder mit dem Ju-
tervall (@, ...b,) zusammen-
faillt oder einen Teil desselben
ausmacht.

Es sei g, <l und 4<B. Damn kann man das Intervall
(4...D) iiber A hinaus erweitern, wenn A von g, und der die
Gleichung (4, y) = ¢ befriedigende Wert y von a, und b, verschieden
ist. Nennt man o die untere Grenze aller fiir 4 eintretenden Werte,
go ist die Gleichung 2= ¢ immer erfilllbar fiir & <<z <B; aber auch
fir den Wert o selbst existierl eine (und nur eine) Auflosung.
Denn sonst hiitte abs [/ (e, y)—c¢] fir die y aus dem Intervall
(ag...by) ein von Null verschiedenes Minimum #, und es Wwiire,
wenn man « zwischen « und B hinreichend nahe bei o wiihlt, fiir
alle ¥ von o, bis b,:

abs | (¢, 4) —F (2, )] <m <abs[f(«, y) — ¢,

fley ) —c=[F(e,9) — ]+ Tf (&, 9) — (e, )] 207
d. h. die Gleichung /' (o!,y)=c wire nicht erfillbar. — Ist B von
b, und der die Gleichung f(B, y)=c befriedigende Wert y von «,
und b, verschieden, so kann man das Intervall («...[) iiber B
hinaus erweitern. Man nenne  die obere Grenze aller fiir B ein-
tretenden Werte, Die Gleichung z=c¢ ist alsdann fiir ¢« <azx<f
immer nach y aufloshar, und zwar nur auf eine Art, d. h.:

Unter den angegebenen Vorausseteungen wird durch dic Forderung

fl@,y)=c

Jjedem Werte x aus einem bestimmien Intervall (...p) mit

Einschluss der Grengen ein und nur cin Wert y zugeordnet,

und es wird also y eine eindeutige und endliche Funkiion von

x mit stetigem Argument.

4 o ar a wr |
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Die Zahl e filllt entweder mit @, zusammen oder der zugehiirige
Werl der Funktion y ist eine der Zahlen a,, b,; ebenso filll g ent-
weder mit J, susammen oder der zugehtrige Wert der Funktion ¢
ist eine der Zahlen ay,, J,. Zwischen diesen Grenzen wird die Funk-
tion y durch eine begrenzte stetige® Kurve dargestellt, welche in
dem das Gebiet der Argumente der Funktion : darstellenden Rechi-
eck verliiuft, und deren beide Emdpunkte anf dem Perimeter des
Rechtecks liegen. Die Gleichung, durch welche die Funktion y de-
finiert wurde, wird eine Gleichung dieser Linje genannt.

Die Funlstion y ist iiberall stetig.

Beweis: Es seien z und z, Werte aus dem Intervall («...f),
y und y, die zugehbrigen Werte der Funktion, also

1y y)=c, fl@yy)=e, [f(@, )~ ]+ @, n)—Fz, PI=0,
(—z) o &)+ w—y) % (2, 1) =0,
wo § zwischen @ und «,, % zwischen y und y,. Dann ist

9 &)
¥z, M)

limy,=y fiir lima, ==

P
Y1~y =— (2, — ) abs (1, — y) < 75 abs (2, — 2),
3

Die Funktion y kann dibevall nach « diffeventiiert werden, wnd
cwar st

of
dy oz
e~ of

y

Beweis: Unter Beibehaltung der eben benntzten Bezeichnungen
ist der Differenzenquotient
oy _ 9@y
- ¥ (g )
Wie klein aber auch die positive Zahl & vorgeschrieben werden
mag, so liisst sich doch durch passende Wahl der positiven Zahl 9,
bewirken, dass filv abs (o, — 2) < &, und abs (y, —y) <0,:

abs [ (2, ) —pl <e, abs{v(a,y)—al<e,

auch wenn « und y, #; und 9, uvnabhiingig von einander in ihren
urspriinglichen Intervallen variieren. Ist also ¢ die kleinere der

beiden Zahlen 4, und 9%27 und werden wieder y wnd gy, als Werte

* Siehe den nachfolgenden Satz.
Pasch, Differential- u, Integraliechnung 10
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der durch die Gleichung ;- ¢ definderten Funktion betrachiet, so
ist fitr abs (2 --2) 7 0:
abs (E- - @) <Cabs(z, - ) <0y, abs(y ) Tabs (g, - ¥) <20,
whs g (B, 1) - pl<e, abs|g G, ) -ql<e,
folglich fiir lma  w:
& ).
¢ ()
Der gefundene Differentialyuotient ist durchweg endlich, und
durans folgt wieder die Stetigkeit der Funktion; aber diese Stetig-
keit wurde hei dem Beweise der Differentiierbarkeit bereits voraus-

P e lim
q

p=limgE,y), o lmyln, ),

gesctzl.

Man kann den Differentialquotienten jetzt auch aut folgende
Weise herstellen. 1n Ricksicht aut die zwischen @ und ¢ statuierte
Abhiingigkeit ist f(e, y) als eine mittelbare Funktion der einen
Grilsse @ zu betrachten, welche sich aul” die Konstante ¢ reduciert,
deren Differential mithin verschwindet. Aus der Gleichung f(2,y) = ¢

folgert man also: if
: . of af dy e
=0, d 1 x4 ), S

df'==0, d.1 P da ry dy— 0, T 57

oy

Aber diese Differentiation der Gleichung /f(x, ¥) = ¢ setzt
(§ 22 Seite 140) die Existenz des Differentialquotienten von y in
Bezog auf # voraus und darf nicht als ein Beweis tir die
Ditferentiierbarkeit der unentwickelten Funktion ange-
sehen werden,

Die vorstehenden Siitze tinden insbesondere Anwendung auf die
algebraischen Funktionen. Jede algebraische Fanktion y von 2 be-
{viedigt eine (ileichung von der Form

[y =10,
deren linke Seite eine ganze Funktion von ¢ und y ist. Aber es wird
{weun man die imaginiiven Zahlen ausschliesst) nicht umgekelirt
durch jede derartige (leichung eine Funlktion definiert; dazu ist
vielmehr notwendig und hinreichend die lixistenz eines Wertepaares,
welches die Funktion f(«, y) zu Null macht, ohne dass gleichzeitig
die nach y genowmmene partielle Ableitung verschwindet. An der
in gewissen Intervallen durch die obige Gleichung definierten al-
gebraischen Punktion hat man im allgemeinen mehrere Zweige zu
unterscheiden; jeder Zweig stellt eine Kunktion mit stetiger Varia-
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blen dar wnd b diffeventiierhar,  Da die partiellen Ableitungen
von [, i) wieder ganze Funkbionen von + und y sind, so erseheint
der Differentinlquotiont

of
I A Y|
: of w(x, o)
oy

rational durch « und y ausgedriickt. Dureh Klimination von y
zwischen den beiden Gleichungen
Fl,N=0, oy +ye@ =0

entsteht eine algebraische Gleichung zwischen 2 und y, mithiu ist
die Dervivierte einer algebraischen Funktion allemal wieder eine
algebraische Funktion, und zwar® im Sinne des § 12 unentwickel-
bar, wenn die Stammfunktion unuentwickelbar ist.

Wir kdmnen jetzt den Beweis dafiir erbringen, duss der Logorith-
mus eine transcendente Funktion 1st. Wiire log 2 eine algebraische
Funktion, so miisste diese (vergl. § 14 Schluss) rational und ge-

. " .
brochen sein, also von der Form =) WO und » ganze Funktionen

von & ohne gemeinschaftlichen Teiler bhedeuten, und man erhielte
durch Differentiation:#*

U o —ue ;
= o oder &(vu—us)="17
@ v

wo
, du o, dv
=) .

w =
da

T

dx
Hiernach wiire # ein Teiler von », etwa v=2a"w, wo n eine posi-
tive ganze Zahl und w eine durch & nicht teilbare ganze Funktion
von @ bedeubet; folglich wiire
=gt g w, nuw=g(wn —uw —a"—1w?),

d. L. o dureh z teilbar, — Ebensowenig, wie zwischen 2 und log 2,
besteht zwischen ¢* und ., iberhaupt zwischen «* und x eine al-
gebraische (Gleichung, also sind auch die Laponentinlfunltionen tran-
srendent.

Die Potenz a* ist eine algebraische Funkbion von z, sobald
n rational ist. Aber fiir jeden drrationalen Eixponenten n ist a® eine
transeendente Funktion von x. st niimlich###

' Vergl. Stickelberger, Crelles Jownal Bd, 82 §. 45.
## Liouville, Journal de Math. pures et appl. 1. I p. 67,
4% Winen Lingeren Boeweis giebt Liouville, a. u, O, p. 86 Hgg.
10*
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fleyg) 0 e gosat,
wa f(w, y) eine irreducible ganze Funktion von o und y sein soll; also
ol 4l ) ny
v =0 fiie oy own, oy eema LT,
oy U oy o e
so existiert eine Konslante 7 derart, dass identiseh

ef o .
" e Lot
vt e ),

weil die linke Seite allemal mil. der rechten verschwindet. Hetzl man

Flg)-=a? fu) -t 2 L) -+ £y (),
LW =ayt . oyt Lw=bry b bytb,
80 kommt:

f {-nz/ f =a?{pl () +ry AW +.otny @),

('f.'u(!/)“ P fp(!/)-l—'n_ll )~ (p+a ey +...,
Clokan -=ny [gu)--ar by ...,
foaptmg=mnr, n— . P rational.

Der Arcus-Pangens isl eine transcendenie Fupktion; denn
wiire arctg 2 eine algebraische Funktion von 2, so milsste diese

T .
von der Form -, seln, wo und » ganze Funktionen von 2 ohne

gemeinschaftlichen Teiler bedeulen, und man erhielte:
(4 2™ (e —ur') - =02 also o= {14 a%)"w,
wo # eine posilive ganze Zahl, w0 eine durch 14-2* nicht teilbare
ganze Funktion von x, weiler:
= (L 2¥ )y’ 20 (14 ady=—-Lrar,
2o aie == (L) fwd —awn! (1o ta?),
d, b, 2 dureh 1+ a* teilbar. Da hiernach auch tg & eine {ranscen-
dente Funkbion ist, so kOnnen colg @, sin a4, cosw nicht algebra-
ische Funktionen sein; denn sonst wire nnch tg o algebraisch, als
algebraische Funktion von jeder der andeven:
1 sinz  Y1—cos®w
cotg 2 ]/1 - gin?s Oy L
Mithin sind aach arecotg «,” aresin &, arceos & nicht ulgebraisch.
Alle trigonometrisehen Funktionen sind tfranscendent,

g .r—
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Bei einer unentwickelton Funkiion von mehreren Independeonten
wird es sich uvwm die partiellen Ableitungen und das Totaldifferential
handeln, Bs geniigl, zwel unabhitngige Variablen anzunehmen. Man
kann dann unach Analogie des fiir cine einzige Independente ge-
{iihrten Bewelses den folgenden Subz herleiten:

Ist [y iy 2) eine cindeatige und endliche Funktion der Grissen
&y ity 2y welche gundgehst wnabhitngiy von elnander in einem gewissen
(iebirte  stetiy cariieren, o irgend  ein i Innern des (ebieltes vor-
konemender Funktionswert, | in Desuy anf w, y, - differentiserbar,
id - sind die drel partiellen Ableitungen dberall endlich und  stetiy,
withrend die nach = yenommene wivgends rerschicindet, so wivd dieh
die Forderuny

f(‘”'; ¥, ':‘);“c
Jedew Wertepaare &, y aus einem bestimmten Gebicte ¢in und iy ein
Wert = sugeordnet; es wird = elne eiideutige, endliche wnd stetige
Irunktion der stetiyew Argquomente &, y und kann nech % und nach y
differentiiert werden.

Die partiellen Ableitungen

of af
R R L]
px af | ey 8f
2z ae

sind durchweg endlich und werden auch durch Differentiation der
(Hleichung £(x, y, 5) =¢ gefunden. Sofern nimlich = jene Funktion
von .+ und y bedeutet, sind die partiellen Ableitungen von [ nach
& und y der Null gleich zu setzen, ebenso das Totaldifferential
von f:

Af L of ek af o ef ve
() == () = -
ol + a2 o’ oy | Bz 2y’
of ef 6f
O = - =L da,
) Fom &5 3y dy -+ 5 di

Aus der letzten Gleichung ergiebt sich das Totaldifferential von z
dirvekt:
&, af
Am d"l’+ ay (ly
dim e S
of
ae
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§ 24. Unendliche Reihen mit posiliven Gliedern,

Fin wichliges Hiltsmitlel der Funkiionenlehre sind die unend-
licheu Reihen.  Das Verhalten der unendlichen Rethen ish ein
wesentlich verschiedenes, jenachdem alle Glieder einerlei Vorzeichien
haben dder nicht. Wir begiimen mit deujenigen Reilien, welche
nur positive Glieder enthalten.

Sind unendlich viele positive, endliche Zallen gegeben (die
Null nicht aunsgeschlossen):

flyy Uy ty,y - {(in infinitumy,

g0 kamn von einer Summe dieser Zahlen sunichist nicht die Rede
sein. Hs lassen siech aber aus ihuen unendlich viele Partialsum-
men bilden, d. h. Summen von der Form

Sttty ttpF o A (e <<y < o <)
Besondere Partialsummen sind die folgenden:
Sg==Up, Sy=dyF 0y, Sy=ty+a +ay, ..
Da s, die Summe a4 a,+ay+ ...+, bedeulen wird, in welcher
alle Addenden voun $ vorkommen, so ist
<s<s,

In der Reihe der positiven Grdssen &, s, &, ... lindet iiberall Zu-
nahme oder doch nirgends eine Abnahme statt. Wive die Reile
dor Zahlen «, a,, ... begrenzt, mithin auch die Reihe der Zahlen
gy 815 oo+ 850 wilrde die grosste unter den letzteren die Summe der
ersteren vorstellen. Da aber unserer Annahme zufolge jene Reihen
endlos fortlaufen, so diirfen wir bei den Zahlen sy, 5, s, ... nur
von einer oberen Grenze, nicht von einem Maximum sprechen.
Diese obere Grenze wird die Summe der Zallen a5, «, a,, ...
genaunt; wir bezeichnen sie mit § und schreiben:
tyt gt g o= 8.
Der Index n der Grosse s, ist als eine Variable zu bebrachten,

welche die Werte
0, 1, 2, 3, ... (in infinitum)

durchlituft und sich mithin der Zahl + oo beliebig zu nihern ver-
mag; @, und §, sind von n abhiinglg. Wihrend » sich der Zahl
+ o0 nur zunehmend nihert, nimmt s, niemals ab; folglich isb

88 Nel 2 . .
(8 8 Beite 42) S==lim s, filr lim = - o0,
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Bei der Herstellung der Sumue S spielt dem Anscheme nach
die Rethenfolge, in welcher die Zahlen oy, oy, ... anfgestellt werden,
eine Bolle.  Tn Wirklichkeil sl jedoch die Zahl 8 von der Rethen-
folge der Summanden ebenso npabhiingig, wie die Summe einer
endlichen Gliederzahly demn sie kaun als die obere Gremze aller
Partialsummen  defiuiert werden, da die obere Grenze der Zahlen
Soy 8y &gy oo sich nicht dindert, wenn irgendwelche Zahlen »><Zs, N
hinzutreten (§ 4 Seite 17).

Man kanmn allemal (ilieder in endlicher Menge so heraushehen,
dass ihre Summe der Zahl S heliebig nahe kommt, und diese An-
nitherung wird noeh versliivkt, weun man Glieder aus dem Rest
hinsunimmt, Ohne die Swume der unendlichen Reihe zu #indern,
darf man (lieder zusammentassen oder Glieder In positive Addenden
zerlegen. Werden alle Glieder mib einer und derselben positiven
Zahl ¢ wmultipliciert, so wird zugleich die Summe mit @ multipli-
cier, da

eyt o, ...+ ouu=08,, lim(os,)=e8 fir limn=- .,

Beispiele: In der unendlichen Reihe (geometrischen Progression)

14w a4 2 ...
nebmen wir &> 0; es isl hier "

. 1. et { £
Spe= 1o+ 22k b a = = - am,

T~ -2 1-w
Solange « unterhalb der Einheit bleibl, hat man {tr lim 5= oo:
1 1

Hm wte=, Hospe= = 5 Se= - -
! P l—u I—w
Dagegen kommt bei z = 1:
sp=n+1, lims,=cw, S=ow».
Folglich ist umsomehr:
1w add...=0 bel a>1.
Den Summenwert oo liefert auch die sogenannte harmonische Reihe
i
i + :12 +":1&”+T+'-°7
welche nach Zusammenfassung von (liedern die Form
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
GF+HNFEFDHGFE D FEF D+
annimmt; hier ist nimlich
1 2 4 &
>3y MZT G4, 032 g ey

folglich $,> & (n+1). Uberhaupt wird bei 6 <1:
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1 1 | ()Iplo

ln } 21) '| 3:1 I e :0, 1:. Al h 3o -l ser Ty

L, L
yi Pty e e

Dagegen besilzt bei 6> 1 die wendliche Reihe
1 1 1
17) “}‘ 2:: QI 3(1 “i"" ln | (Oo “ ;u

1 1 L 1
gttt
eine endliche Summe, da mach der Zusammenfassung

2 { P I\
a,<l, q< a0 T go? Uy < 40 T A\Qa—-1) 0
und mithin

1 ® {
Bl 1+ Jo—1 + (20_—1) +o (H)o—-l) < 1 — 21—_‘1'

Die Reihe «,+ a;+u,+... heisst konvergent oder diver-
genl, jenachdem ihre Summe endlich oder unendlich ist. Z. B.
die geometrische Reihe

N I T L T S
ist konvergent fiiv O0<Cw <1, divergent filr 2> 1; die RKeihe
Tlﬂ + 1)}; + 3141 +“‘
ist konvergent fiir 6> 1, divergent fiir ¢ <<1. Die Reihenfolge der
(Hieder tibt keinen Einfluss auf die Konvergenz aus. Kann man
eine endliche Zahl N' angeben, welche von keiner Partialsumme
tberstiegen wird, so ist die KReihe konvergent und ilire Summe
S <S8'. Verkleinert man (tlieder einer konvergenien Reihe, so er
hiilt man wieder eine konvergeute Reilie; vergrissert man Glieder
einer divergenten Reihe, so erhdlt man wieder eine divergente

Reihe Z B. da

+ ... divergent,

fartis

1 1
e + 9,3 + 32 + . konvergent, 5 + 1 +
50 smd auch
X 1,1 1 )
12 + 32 + 5 + . konvergent, . -, 4 g+... divergent.

Bei Untersuchung der Konvergenz darf man Glieder in endlicher
Menge fortlassen oder nusetzen,
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Wenn die awendbiche Reihe oy b4 o0 | o0 honvorgierd, so
ish fe limoe w;

Bes, Ny lims,- o N, lms, s,-0)  Hmoa,-- O

Folglich wird in jeder konvergenten Reihe v, unendlich klein [iir
unendlich grosse 2. Aber die Umhchrung ist nicht richtig, wie
das Beispiel der harmonischen HReihe lehrt.  Untersuchen wir zuerst,
welche Folgerungen sich ziehen lassen, weun «, mit endles wach-
sendemws » dem Grenzwerle Null zustrebl, eleichviel oh die Reihe
konvergiert oder divergiert.

Ist lim «, -0, so haben die Glieder der Relhe die untere
Grenze Null. Das Umgekehrte findet unicht immer statt; vielmehr
dart, wenn I «,- O sein soll, nur cine endliche Anzahl von Glie-
dern die beliebig kleine positive Zahl ¢ iibertreflen (wobei ¢ kleiner
als eine der Zahlen w,, v, ... angenommen wird). Die Glieder einer
solchen Reihe haben eine endliche obere irenze, welche wugleich
Maximum ist, niimlich gleich dem grossten unter den die Zahl &
iiberiretfenden Gliederi.

Aus lim e, =0 folgt immer:

*
Myt oy

lim —— = lim =={) fir lim p-=oo,

+ 1 n-4+1
auch wenn die Reile divergiert und mithin lim s, - oo ist.
Beweis: Wir nenunen b, die grisste unter den Zahlen a,, ey,
tladry -0 und setzen zur Abktirsung

1)0+ bl + . b= ln;

su dass
Hwm b, =0, b,>b,>0,2 ..., L2041 by,

GF+Nb A Dhtb > by b
(p+Dbogpr (u+1)tn+(n+1)b U RN
do L
t°> 15 b
3

Die Zablen ¢, %4, +t,, ... haben eine untere (srenze o >0, und
swar isl (§ 8 Seite 421lg.)
(LN

e 1 Ry fiir lim 9= oo,

Wiire @ > 0, so kinnte man » so gross nehmen, dass
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[ LW 1 t, L0
Dai1 7 une @ )
" 2 - 2
I "ﬂml-l " R
und hiitte dann apg @ wugleich aber auch:
I T «~

o [0} L@

[,ﬁ«;’ij(u{ 1)&7, bygr < o) fl,‘-lg_- - NEIEEY (I;,,+1 Y
v -

brapr < (2n+-2) 0.

Folglich ist @ - 0 and wegen s, <7 4, auch lim o,
n-1
Ist lim o, - oo, so haben die Glieder der Reihe cine endliche
untere Grenze, welche sugleich Minimum ist.  Bezeichnet man daun
mit ¢, die kleinste unter den Zablen ¢,y ¢ttty g2y oo und mib u,
die Summe ¢,4¢ +.. .4 ¢, 80 wird
"y -

1

und es ergiebt sich wieder ein Grenzwert

"y

"
o ) ‘
limey=— o0, ¢<¢<..., <n <y

TR
11
Wiire & endlich, so liesse # sich su gross bestimmen, dass
M <i%
%1 2

< 42, sugleich aber wuch:

£ = lim fir lm »n-—= 0.

Cagt > 22 und £ —

" Ugp-f1
Man hatte dann ot

2n-2
i1

U, > ‘)~£2¢, Cadg-12> 7 By Cagr> 08, il rapr > 25)

Urngr > (20 2) Q.
Folglich ist £ — oo und wegen s, > u, auch lim B oo, Uber-
haupt gilt der Satz: it
Wense w, bei wnbegrenzt ecuchsendem n cinem Urenciwerte 6 zu-
strebt, so islh auch®
lim =7 —¢ fiir Hm = oo,

n+1
Der Beweis braucht nur noch fiir endliche ¢ gefiihrt zu werden.
Wird zur Abkiirzung abs («, — ¢) durch d, bezeichnet, so exgiebt sich:

* Dieser Satz findet sich bei Cauchy, Analyse algébrique Chap. IL, als
Folgerung aus einem allgemeineren Satze. Kr bleibbt giltig, wenn a,, @, a,...
beliebige Zeichen haben, vorausgeselzt, dass ¢ nur bestimmt unendlich wird;
aber er ist nicht umkehrbar, Vergl. den folgenden Paragraphen.
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,od b d, s (ety~ ) H o d (0t ©)
lmid, O, lim M“JL”lWT = (), p 1 oG- " |
DT - - e ™ [, . "u
ahy (n zl | u‘) <! ﬁl" 2&»’; Ilh( s lim " ; |~ o) o,

Um die Konvergens einer Reihe zu pritfen, hat man zahlreiche
Krderien aunigestellt  Mines der wichbigsten besteht in der Ver-
gleichung der Reihe mit andern, deren Verhalten man kennd (vergl.
ohen Heite 162}, Wemn die Glieder der Reihe o,-bu; ... dio
entsprechenden (lieder einer konvergenten Reihe - ... nichi
iibersteigen, so ist auch die erste Reihe kouvergent; z B. wenn die
Rethe w, -1, ... kovvergiert und man hab unendlich viele posifive
Zaohlen ¢,, ¢, 0,, ... mit einer endlichen oberen Grenze ¢, so ent-
steht durch Kemposition die Reihe

Qull+ @ Uty + @ytty .. ey
welche sicher konvergiert; denn die Reihe (fug-+ Gy +... st hon-
vergent (Seite 151) und
0oty < (Fity, o U < Guy w5, WL

Am hiinfigsten wird die zu prifende Reihe (direki oder in-

direkt) mit der geometrischen Reihe 14z .1%4-... oder
o+ ot + ag 2P ...

yerglichen. In dieser hat der Quotieni zweler aufeinander folgenden
Gilieder einen koustauten (d. h. von » unabhingigen) Wert:

41

H
ay

und dic Reihe ist konvergent oder divergent, jenachdem dicser
Wert mnter der Einleit liegt oder nicht. In der beliebigen Reihe

“n—l—l

ay-+uy+ ... wird der Quotient wit s variieren zwischen zwei

lu

Grenzen ¢ und (7 (0 <y < ()5 bezeichnet man ibn mil ¢,, so ist
ay=tollyy Ug=1 M1y <y U™ UploTyereln—1,
" < <ty &,

und man wird die vorgelegte Reihe mib den geometrischen Reihen
ayF g+ a4y tyFa G a4

vergleichen. Die vorgelegte Reihe konvergiert sicher bei G <1
sie divergiert sicher bei y>> [; iiber die anderen Fille lisst sich
nichts allgemeines sagen.
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Wewn bei endlos waehsendem n dev Quotiont 4, conem (frenzieerte o
anstrebt:

. o i .
g NP g lmw o«
I3

3

und es st g << 1y so konvergierl dic Reihe oy -t ooy st dugegen
q > 1, so divergiert die Leihe,

Beweis: Tm Falle 0 Z¢ 21 nehwe man (1 zwisehen  und |
beliehig, bezeichue die positive Zabl ¢/ ¢ mit 8 und bestimme

_— die positive Zahl w so gross, dass ¢,
swischen ¢ & wnd ¢ -0 bleibt Fir

R l/~!) &’
0 AR

. alle 2>y da alsdann in der Reihe
4

Wy [ + o -+ yfes +.
die Quotienten ¢u 1, G2, ... kleiner als ' und ihee obere Grenze
< (. 1 ausfallen, so konvergiert die Reihe pay+..., mithin
< ( ) + ’
auch die Reihe w4« ...

e (Seite 152). Im Falle ¢ > 1
) g’ ¢+6 nehme man ¢ zwischen 1 nnd
0 Iy ¢ heliebig, bezeichne die posi-

tive Zahl ¢--¢ mit 0 und
bestimme die positive ganze Zahl m su gross, dass ¢, wwischen ¢ — ¢
und g -+4 bleibt fitr alle # > m; die ()uotienten q,,,.; 1y w2y »ee
werden jetzt siimtlich > ¢, ihre untere Grenze > ¢' > 1, die Reihe
divergent.
Beispiele: Es sei « eine positive Variable. In der Reihe
2 gl

1+ 1'—I~ _”+ 3,—}»...., wo nl=1.2.3...n,

findet man:

o= Hm g, ==},

o£
H
n+t1
folglich konvergiert die Heihe immer. Mit ihr konvergieren die
folgenden: - y R

Lt Tt

Dagegen kommt es in den Reihen

@& ,,("’

£ 2
+ 5ty . [yt E e

&

1
auf die Grisse vou «x an; beide konvergieren fiir « <1 und diver-
gieren fir « > 1; dass sie filr @w= 1 divergieren, ist schon auf
Seite 151 Hlg. gezeight. Endlich die leihe
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1 1 |

{o } o ’*4 R }"'

Y A . )
Y (“+2), limg, 1;

daraus erfaliven wir nichis begtimmites fiber das Verhallen der Reibe,
In der That konvergiert sie liv ¢ -1 und divergiert fiir 01,
Die Addition und Multipliation weier unendlichen Reihen
ay-Fagdg o0 S bbby T

wird wie die wieeier gewdhnlichen Swmmen pollzogen : Die Rethe, welche
alle Glieder beider Reihen umfasst, stellt die Summe S-7 dary
wultipliciert, man jedes Glied der einen Reihe mit jedem (liede der
andern, so entsteht eine neue Reihe mit der Somme ST d. h.:

S+ T wy+by+a+b 4.0 = (ty+ b))+ (o +b) ...,
ST yby~+ e b+ ayby+ ...
A= aghy A a by, L
e RO
== 1,0+ (0t by + ayby + a ) -+ by + by + a, by 4 0, 0,4+ a,b,) + .0
= g (g by b)) A (g by a by aghy)

Zum Beweise fithren wir noch folgende Abkilrzungen ein:

liefer:

byt ook b=ty dutbo=-cuy @by dyy by ayby Foagdy=dy, ...,
(tnly+ aaghy) -+ (b b b oo (b 14 ane b)) - by =d,.
Dann wird
ooy o= sty dyFdi Ao di= sk,
folglich fiir Hm » =~ o0, wegen S=1Ilim s, und 7= lim #,:
S0~ lm (s,+ ) = lm G+ o+ oo Fe) =+ o6+,
ST=Tim (8,0,) = Hm (- dy ..o da) - dy-bdy 4.

Beide Regeln lassen sich ohne weiteres auf jede beliebige An-
zahl von Reihen ansdehmen.

§ 25. Unendliche Reihen mit beliebigen Gliedern,

Die vorstehenden Betrachiungen gelten nicht bloss fiir Reihen
mit positiven Gliedern, sondern mit den nistigen Anderungen iher-
haupt filr Reiben, deren Glieder einerlei Zeichen besitzen. Nehmen
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wir jetel unendlich viele Zahlen il endlichen Bebviigen, aber mit
heliebigen Vorzeichen:

Uy, My, tlyy .. (0 infinitwn),

und setzen wieder gt b oo~ sy, s0 wird s, nicht immer
einem Grenswerte fir lim # — » zuwsbreben; bel geeigneter Be-
schaffenheit der Glieder ergiebt sich jedoch ein soleher Grenzwerl,
und zwar sl er bald endlich, bald unendlich.
7. B.: In der Reihe

1= 11— 141. 14,
st sy=1, 5 —0, s,— 1, 8,0, ..., iberhaupt s,,= 1, Syyp,=1,
aber weder 1 noch O st Grenzwert von s,. Dagegen ist in der
Rethe 1-4v 424 ..., wo « eine positive oder negative Zahl, aber
nicht die Eins, vorstellen soll:

1 —-aatt

; 1 . -
S T lim sy =, "~ oder oo, jenachdem abs a‘;l.

1—u
Bei # > 0 sind alle Glieder positiv, bei 2« <0 sind die Glieder ab-
wechselnd positiv und negativ,

Die aus Binomialkoefficienten gebildete Reihe

1 (};&) + (ga) - (m) o (1) (m) et

in welcher m eine beliebige positive oder unegative Zahl bedeutet,
giebt:

Ut A= - 1y (m« ) 8, (-—1)“( () ) Ay
- . - ,

an | nt’ "1 T T ekt I

da (o1 (,n — 1) (=1 (m) = (— 1) (’)N ;‘2‘“ 1)_

Die Differenz n ¢ ist” mindestens von einer gewissen Stelle an
positiv, so dass von da an siimtliche (lieder einerlei Zeichen be-
sitzen. Ist an -1 posibiv, wmithin % -—m < n -1, so nehmen die
Betriige dieser Glieder fortwithrend ab, die untere Grenze der Be-
lriige ist ==+ lim «,; ist w41 negativ, mithin 22~ w > u-+1, so
nehmen die Betriige derselben Glieder fortwithrend zu, die obero
Urenze der Befiriige ist = 4 lim a4, Kin Grenzwert ¢=Ilim a, fiir
lim 9 == o0 ergiebt wich demnach in beiden Fillen, und man hat
iiberdies (Seite 1D4):
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B} R & ool et o
g hm ling .
n- ot " i
Hiernuch ist o entweder € oder oo, und zwar munss sein:
g=0 fir m>—1, d--00 lir m - 1,
A he (vergl. § 12 Seite 64):

. =~
lim (m " 1) -0 oder =0, jenachdem m 0.
e

Diesmal strebt also », einem Grenzwerte zu, der Null ist {itr die
positiven s, unendlich fiir die negativen .

Hind L und s positive ganze Zahlen wnd schreilt man o, fiir
Sutnm—1, s0 gleht die unendliche Rejhe®

gt - +/+f““+ﬁ”é
oyt ar g e
falls % zwischen (& 1) u— 2 und (l.:+ Dim+1)~1 liegt:
e m}i-i +a m+‘) Tt /17}&
Ouec1 == Ot 7.?}}?1+ 1+ ,;;1.;:'2 ot m"i‘i’
W< o0 < /:mi}« 1 Tt 7;';@%:75 < ;z '

Da nun (§ 19 Seite 113) lim ¢, = log & fiir lim s = o0, so folgi:
bm s, - log b fitr lim n=or.

Fithrl die unausgesetzte Vergrosserung von n zu einem Grenz-
werte S der Summe s,, so wird ¥ die Summe der unendlichen
Reihe genannt. Man schreibt daun:

ty+a+ay+4...~ S,

also inshesondere:

14 aa?d = 1 iua oder oo, jenachdem abs a‘§ i,

1- ("i‘) -+ ({’,‘) - ('”\ +...=0 oder o, jenachdem mz(),

LR Rt R e

* Rlemanu, Partielle Ditlerentinlgleichungen 8. 42 fig.
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Idine unendliche, aber nichi hestionnt wendliche® Summe giebt die
Reihe Io2ES LED 6] .

fiie welehe sy, bty 820 g -n L
Werden alle Glieder mit einer und deeselben Zahl o mulbipli-

3

clerl, so wird wugleich die Summe mit ¢ mulliplicierl,  In jeder
suminierbaren Heihe daref man, ohne die Summe zoiindern; Glieder
zivannnenfassen, abor nicht nach Belieben zevlegen. Ky isl 2. B,

log 2 LR ) TR0 b= L b LR
R

dagegen fiithel, von der Reihe

' (b dtgtd..—2
eine Zerlegung der (ilieder zu folgender Reihe:

B [ TR N R

welche keine Summe besitzt, da lim s, =2, aber Hm 89,4, = 3
Jedoch ist es (ausser bei unbestimmt unendlicher Summe) erlaubt,
tilieder in Teile von einerlei Zeichen aufsulosen, da die Zahlen,
welche dann in die Reihe s, s, 8y, ... etwa zwischen s, und s,
vingeschoben werden, auch der Grisse nach zwischen s, und 8,41
zu Hewen Lhommen,

Fiir jede summierbare Reihe, deren Summe nicht unbestimmt
unendlich ist, besteht nach Seite 154 die Formel:

L= o

t

. Syks s,
S = lim "»—t—ig: i +
Aber die Umkehrang ist nichl richtlg, z. B. die Reihen:
1o dp T, Lt Dapte 3ol Do,
liefern die (irenzworte:

S()+31+ -'--"“Sn
i1

fiir Hm # — o0,

lim
ohne smmmierbar zu sein. .

Die Reihen mit endlicher Summie heissen konvergent, die
Reihen ohne Summe oder mil unendlicher Summe divergent. Bei
Untersuchung der Konvergenz darf man (flieder in endlicher Menge
fortlassen oder xzusetzen; wenn daber etwa die negativen (lieder in
begrenzier Anzahl auftreten, so braucht man nur die Reihe der

==-1 resp. 4,

¥ Roll die Summe unbestimmt unendlich werden, so milsgen positive und
negative Glieder von belicbig grossemt Betrage vorkommuen,
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positiven Glieder wu priifen.  In jeder konvergenien Reihe st
lim e, O Das Umgehehrle ist wichd notwendig, « B fic -1 o070

erftillt, die Raihe ) )
) ()

die Bedingung lim o, =0 wund hat doeh die Suwuue 2. Aber so
oft Hm o, - O ish, muss in der Heihe ein grivsstes posibives und
ein kleinstes negabives Glied, mithin auch ein (Hied von grisstem
Belrage vorkommen®

Aus wnendlich vielen positiven. Zahlen wyy ), iy, oo., welehe dewm
(frengwerte Null zustrebon, die aber angloich dev (frisse wach geordnet
erscheinen, kenn wman allenud cine kowrergente Reihe hevstellen, idem
wman dieselben it abwechselnden Vorseichen versiehd, also

Ug— Wty — oo oder -1y =y

Beweis: Wir nehmen die positive Zahl ¢ beliebhig und s so
gross, dasy n, <& Da fiir #2>m in beiden Reihen

Uy fo1— Upto + oot (" I)Q’Nll—}-q_""' i- (3)1—{—:1 e .S‘,,)
= g1 (Uypger— un,;.;;) — == (u,,-H — 7(,,_}_2) 4 (u,x+3~ 'Ll,,+4) + ey
O < abs (Su-}—q"" l";)t) < Myt < 1, < &,

s0 sirebt s, immer einem endlichen Grenzwerte zu (§ 9 Seite 45 1g.).
—- Das Zeichen der Reihensumme ist das des ersten (liedes, nnd
man bemerkt iiberdies, dass s, die Summe mil einem Fehler dar-
stelll, dessen Betrag kleiner ist als u,4..

Beispiele: Tn der aus Binomialkoefficienten gebildeten Reihe

40+ B+ ()

haben die Glieder, von einer gewissen Stelle an, abwechselnde Zei-
chen wnd fiir m > — 1 abnehmende Belriige mit der unteren Grenze
Null; die Reihe konvergiert also nicht bloss fiir m >0, sondemn
aweh fiir - 1T<m <O,

Die zweite leithe, welche wir oben fiir log 2 erhielten, lautel:

; 1 1 1 1
10g.‘3=——-,-~.~,—+5~w7+‘..
Dureh Zusammenfassnng von (Hiedern und Addilion zweier Reihen
folgert man: .

! i“)erhaupi, wenn «, cinen endlichen (renzwert fiiv Hm n -= 0o besitat,
so bewegt sivh o, zwischen endlichen Grenzen.

Pagel, Inftoxential - u. Intewinlrechnung 11
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log2 -(7 2 by DHG bl D
slog2 (0 DA D,
wlog2 Gt DG Fe Db
Hier durf man aber die Klammern fortlassen.  In der That ist
| T2 1 I
Im—3 + dm- 17" 4m” dm+1 + dm 3
und mithin bestehen nach den vorausgeschickten Silzen noch die
konvergenten Hnlwickelungen
Hog 2= (14 1) = U h- L
T T
Man sieht nun sofort,® dass die lelzte Reihe, obwohl sie nicht
log 2 darstellt, doch aus denselben Giliedern besteht, wie die zum
Aunsgangspunkt genommene Entwickelung vou log 2, nur in anderer

Reihenfolge, nimlich aus den Gliedern

L1 1 N -1 — 1
Y 5y 5y ... und 5y §) b1 o*

Die nimliche Beobachtung macht man an der Reihe

1 1 f o1
logh=1l g ok | = Tk g b g = e

welche fur alle Werte der positiven ganzen Zahl £ aus denselben,
allerdings verschieden geordneten Gliedern
1 1 1 1
Ly g gy e und =1, =5 — 4,
besteht und je nach der Anordnung dieser Glieder die Numme 0,
log 2, log 3, ... ergiebt.
Aus der konvergenten Reihe (deren Summe A heisse)

in Verbindung mit einer Bemerkung auf Seite 152 folgert man:
Am(Vlf h ]7]2 * 1713 B ]/14> * (Vlﬁ N ]/]Tf * 1/17 ]/L)
o=yt vy
767 G i) o )+
e (1/1{ - 1/10> + (171'5 - 1/11> + <;/la i 1/17) he

Dureh Addition dieser Reihen entstehi:

* Dirichlet, Abh, d. Berl, Akad. vom Jahre 1887, ¥ 49.
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! ! [ 1 1 !
[+ oo |

o - P

/e . . 3

Vi o Vs 2 Yh o YT YA

also eine divergente Reihe,® welche, wic die gegebene, aus den

Gliedern

‘ ... und : 2 !

i !
1, R | =3 ) s

V3 V5 V2 V4 144
zusamengesetzt ist. Die Summe einer unendlichen Reihe, welche
sowohl positive als anch negative (Hlieder in unendlicher Menge
nmfasst, verhiilt sich hiernach nichit notwendig ebenso, wie eine
gewbhnliche Swpe, Indem die Reihenfolge der Suminanden auf
den Wert der Summe und auf die Konvergenz nicht ohne Einfluss
zn sein braucht®*  Um diesen Gegenstand genau zu erdriern, miis-
sen wir die positiven Glieder von den negativen trennen.

Hs seien in der Reithe a,-+ ¢, +ay+ ... unendlich viele posilive
Glieder ny, iy Py, -.. und unendlich viele negative — gy, — gy, — ¢y ++.
vorhanden; man setze

Dottt =L gtataet.. =0

Tst P=co und @ endlich, so kommt =+ oo denn wie gross auch
¢ >>0 sei, immer kann man m so gross wihlen, dass fiir alle n>m
die Summe der in s, auftrelenden positiven Glieder > ¢ -+ ¢/, mil-
hin s,>¢ wird. Ist ==oc0 und /’ endlich, so kommil &= — w0,
In beiden Fillen divergiert die vorgelegte Reihe; sie kann also
nur konvergieren, wenn J’ und ¢ zugleich endlich oder unendlich
sind. Im ersten Falle ist in der That bei jeder Anovdnung der
Glieder tyF -ty o= P
denn wie klein auch &> 0 sei, immer kann man s so gross machen,
dass fiir alle n>m in s, die Summe p der positiven Glieder
> P—¢ und der Betrag ¢ der Summe der negativen Glieder > (Q--¢
anstiillt, dass also s,=p--¢ und

0<P—p<e, 0<Q—q<s,

abs (P— @ — &) =abs[P—p—(¢—q)|<e
Im zweiten Falle wird zur Konvergenz jedenfalls die Bedingung
Hm e, =0, d. i. lim p, = lim ¢, =0, erforderlich sein; dass aber daun
die Reihe bei geeigneter Anordnung der Glieder konvergierl, geht
aus dem folgenden Satze hervor:###

# Dirichlet a. 2. O,

4% Znerst von Diviehlet bemerkt, a. a, 0. 8, 48.

i+ Riemann, Gesammelte Werke §. 221,

11#
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Wenn in einer wnendlichen leihe smwohl die positiven als anch
die negativen Glieder divergente Reihen bilden, dnbei aber fiir amend-
lich grosse Tndices unendlich Mein werden , S0 wivd die vorgelegte Reihe
hei passender Amordnung ihver Glieder koweergent, wnd man kann.
sogar jeden gegebencn endlichen Summenwerl hervorbringen. Um die
beliebige endliche Summe S zu erzeugen, nimmt man irgend welche
positive Glieder, deren Summe 1, sei, hierauf negative Glieder, bis
die Bumme u,— u, eben unter S sinkt, dann positive, bis die Summe
Uy~ 1y 4, eben’ tiber S steigt, hierauf wieder negative Glieder,
bis die Summe w)— i, 4+ u,~ u, eben unter S sinkt, w. s. w*

Beweis: Setat man o, — w4 ... 4+ (-- 1)*u,~1,, so ist bloss zu
zeigen, dass lim 4, =S, da u,, u,, %, ... in positive Addenden zer-
legt werden diirfen. Wir wollen nun unter a, das letzte Glied der
Reihe «ay, a,, ay, ... verstehen, welches in ?,, also in -+u, vor-
kommt; u ist mindestens gleich }# resp. }(n--1). Bei positivem

a, hat man: 3
tﬂ"“a;¢<S, 1‘,;,\/3, 0<?‘,¢‘S<(T‘,,

und bei negativem a,:
tn - agl > ‘qg tn < Sy 0 < ‘q e Zfn g - (l.u-

Der Betrag von ,— 8§ tiherschreitet also niemals den von a,. Mit
7 nimmt p endlos zu, der Betrag von a, endlos ab, wmsomehr
der Betrag von #,— 8.

Man mnterscheidet nnbedingte nnd bedingte Konvergenz, Un-
bedingt konvergente Reihen haben den Charakter der gewihn-
lichen Summen; die Anordnung der Glieder iibt anf die Summe
keinen Hinfluss aus. Die notwendige und hinreichende Bedingung
dicser Konvergenz besteht darin, dass die Reihen p,+p, ... und
¢y + 91+ ... (wenn tiherhaupt beide unendlich viele Glieder enthalien)
einzeln konvergieren miissen; es geben dann sowohl die positiven
als auch die negativen Glieder endliche Summen, vesp. I und ~ @,
durch deren Vereinigung man die Summe I’-—¢ der gunzen Reihe

i Man kann die (lieder auch so anordnen, dass sie eine unendliche
Summe geben, die jedoch nach Seite 160 bestimmt unendlich sein musy; in
der That findet man durch Addition aus

Sty — g 4 Uy — Uy ooy D=y Uy
die mit den (liedem 2p,, 29,, ... wd —g¢,, -~g,, ... gebildete Reihe
Qg ~— Uy 42Uy~ sty LU, — U, 4. = OO,
Um eine Reihe ohne Summe herzustellen, nehme man positive Glieder, bis
die Summe iiber die positive Zahl 4 steigt, dann negabive, bis die Summe
unter — 4 sinkt, u. 8 w,
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erhiill,  Weun cine der heiden Reihen py-+... nnd g,+... kon-
vergiert, die andere divergiert, so divergiert zwar* die ganze Reihe,
hat aber eine Summe, niimlich wieder £-- ¢, also 4 o0 oder - =,
Wenn hingegen eine endliche Summe existiert, wihrend die Reihen
Yot ... und g,+... einzeln divergieren, so sagt man, dass die Reihe
ay-+a;+ ... bei der gegebenen Anordvung gegen die Summnie S be-
dingt konvergiert. Man darf dann die Glieder nicht beliebig
anordnen, die Snmme wird nicht durch I’— @ dargestellt.

Wenn die aus den absoluten Betriigen dev (Ylieder gelildele Lethe

Dot et g . o =abs g+ abs o, 4.

koneergiert, so ist dic Rethe w,+a,+ ... cbenfalls kowvergent, wnd
swar unbedingt lonvergent; denn dann ist die Summe P+ end-
lich, tolglich sind P und € selbst endlich. Umgekehrt: Wenn die
Leihe u,+ o, ... unbedingt konvergiert, so ist auch dic Reihe der
absoluten Detriige lonvergent; denn dann sind P und ¢ endlich, folg-
lich auch die Summe P4 . In jeder divergenten oder nur be-
dingt konvergenten Reihe ist die Summe der Betriige der Glieder
unendlich. Eine bei jeder Anordnung divergierende Reihe kann
man unbedingt divergent, dagegen eine in der vorgelegten An-
ordnung, aber nicht bei jeder anderen divergierende Reihe be-
dingt divergent nennen. Die Reihen, welche P=)=co, aber
vicht lim @, = 0 geben, sind unbedingt divergent; ebenso die Reihen,
welche P=o00 und ¢ endlich, oder ¢~ oo und P endlich geben.

Beispiele: Fir s >0 sind die beiden Reihen

()< () 1-(5) ()

unbedingt konvergent, filr — L<Cm <0 ist die erste bedingt kon-
vergent, die zweile unbedingt divergent, fiir m<<—1 sind beide
Reihen unbedingt divergent. T)ie Reihen (§ 24 Seite 156)

z , af J4f
1+T1+§f+§!+""

2 o &

& & x
T=gyt—mt

& . b

5
!+'5’i~ '7‘3"}'_.4.

sind fiiv alle endlichen .« unbedingt konvergent (bestindig kon-
vergent). Die Reihe
: x &t ot

T ety o3t

- £
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st wnbedingt honvergent, fir abs.e 1, unbedingl divergend fir
ae I and fite abs el 1 fir « 1 kommt:

Lo bt b log 2

Nchliesslich sel noch eine Heihe angefiibrt, welehe fite abs o -1 un-
bedingt kouvergiert, fiir abs » ~ 1 unhedingt divergiort, lie v — - 1
bedingt konvergiert: , . .
£ - £ x

I T B

I jedey Lonrergenten Reihe, deven Gliedey wicht einerlei Zcichen
besdaen, st wie bec gewihnlichen Swuwomen:

abs 5 <abs a, -+ abs o, 4+ abs o, + ...

Denn bei bedingter Konvergenz ist S endlich, £+ ¢ uneundlich, und
bei unbedingter ist abs (£- @) <P+ Q. )

In jeder konvergenten Reihe kaun man, wie klein auch &30
angenomumen werde, stets m so gross wihlen, dass fiir 2> m

4.

&
abs (8, — 8) =abs (M1 + e+ ..) < 9
ausfillt; es wird dann fiir 2>m aueh

abs (Syopg— 8u) — abs (g1 Cpr o dugy) <&,y
also insbhesondere
abs dyg <&, abs (g duts) <é,
ahs (g 1 Gnprt Gugs)<e w s w.

Alles dies dritekt nur avs, dass die Summe der Reihe mit beliebiger
(teunuigkeil dargestellt wird durch die Summe einer hinreichend
grossen Anzahl von aufeinanderfolgenden Gliedern. [Fiir unbedingt
konvergente Reihen jedoch, iiberhaupt fiir Reiben mil endlicher
oder unendlicher, aber von der Anordnung der Glieder unabhiingi-
ger Summe gilt noch mehr: .lus einer solehen Reihe lkann man
Glieder in endlicher Menge devart herausheben, duss e Swmme i
beliebly vorgeschrichener Nihe bei S lieyl, wnd dass dic verlangte dn-
néheruny fortdauert, wenn man wnoch (licder aus dew Rest lingu-
nimmt (Weierstrass).

Beweis: Bei endlichem S sei >0 beliebig klein; entnimmi
man aus Py+... und ¢,+... die Parbialsummen p>I'—¢ und
¢>Q—e, so isb s=p—g¢ eine Partinlsumme ans ... und
abs (s— 8) <e; fligt man zu s noch andere Glieder hinzu, so kin-
nen p und ¢ nicht abuehmen, und die durch ¢ definierte Anniitherung
bleibt bestehen, Bei unendlichem S, etwa S-=- w0, sel >0 be-
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liehig gross; enbuimomt wan ans p, | ... die Paclindsumme pf. @} o
e aus w, | ... irgend eine die (Hieder von p' enthaltende Partial
swmne s poog, w0 dsbos )0 oo,

Die im vorigen Paragraphen besprochenen Konvergenzkrilerien
dienen jetet zur Beurleilung der wunbedingten Konvergenz, Wenn
die Glieder der Reihe «y+ - ... dem Betrage nach die entsprechen-
den Glieder einer unbedingl kouvergenten Reihe w, -}, ... nichi
iibersteigen, so st auch die erste Reihe unbedingt konvergent.
Weun die Reilie o, 4+ ;4 ... unbedingt konvevgiert und die Zahlen
0oy 01y 01y .- sich mwischen endlichen (renzen bewegen, so ish auch

S,
die Reibe 0oty 0,1+ 0yt ..
unbedingt konvergent. Wenn die obere Grenze der Betriige von

Qyfe1
==
- by

unter der Kins liegh, also z B. wemn ¢, fiir lim n== oo einem dem
Betrage naclh unter der Rins gelegenen Grenzwerbe zustrebt,
konvergiert die Reihe o+« ... unbedingt; wenn die untere
{irenze vou abs ¢, iiber der Kins liegh, also z B. wemn ¢, einem
dem Belrage nach ftiber der Kins 0*(,legeneu (Jrreuzwelte zustrebt,
so divergiert die Reihe unbedingt.

4. B.. In der sogenannten Binomialreihe

14 (m) o (m) 2t (m) o

ist, wenn positive ganze m ausgeschlossen werden:
m -
= + 1

daher st die Reihe fiir abs .« << 1 unbedingt kouvergent, fiir abs 2>
unbedingt divergent fiir £=+1 und m>0 ist sie unbedingt kon-
vergent, fir #—1 und —1<<m <) bedingt konvergent, [ir £—1
und m<- 1, sowie fiix z=- 1 und m <0 unbedingt divergent.

Die Reihe L le4+1.2.6241.2.8.284...

ist (ausser bei « = 0) unbedingt divergent, da fiir abs 2> 0
G=m+Dx, lm g~ .

.z;, Hm g, ==~ &

Wenn in einer bedingt konvergenten Reihe ¢, einen Grenzwert
hat, so ist der Betrag desselben = 1; es kann aber ¢, beliehige
Schwankungen erleiden, wie an den oben angefithrten Reihen wahr-
zunehmen ist, = B.
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D I | 1 1 1
log 2=} =} 44— b= L f
i . 1 1 1 1
=14+ —IT+54+1—F+1+4- 4.
Zwei konvergente unendliche Reihien

o+, =8, b+Hb b+ =T
geben als Summe die unendliche Reihe

byt b A= (g D)+ (D) =8 T

Setzt man in der That b, b, +...+b,=1r, 50 streben s, £, —1
und §,+£, dem Grenzwerte S+ 7' zu. Waren die gegebenen Reihen
unbedingt konvergent, so wird es auch die nene Rethe (§ 24 Seite 157 ).
— Das Entsprechende gilt fiir die Ditferenz zweier, sowie fiir die
Summe beliebig vieler (aber nicht unendlich vieler) konvergenten
Reihen.

Ziwei konvergente unendliche Reihen o+ ...=8, h+...= T
geben als Produkt die unendliche Reihe

ST =ayby~+(ayby+ @y by + a by) + (@b + agbe+ e,y 4 by ey by) + - ..
(vergl. § 24 Seite 157). Sind die gegebenen Reihen unbedingt kon-
vergent, so gilt dies auch von der neuen Rethe; es gelten dann
tiberdies die folgenden unbedingt konvergenten Entwickelungen:¥

ST =a,b,+ a,b, -+ a,b,+ . ..

+ by + a, by +ay b, + ...

= tto by + (a, by + tyb,) + (g by + 0, by + aghy) + ...
Z. B.: Das Produkt der Reihen
3

.

x P g 2

wird nach der letzten Formel:

L3 H 2

hat also fiir E= —x den Wert 1. Das Quadrat der Reihe 144284,
wird nach derselben Formel:

1 . "
oy = 2: o fir —1<a<l,
d—a¢ 14+2z-43a*+ ir < X<
Zum Schluss sind noch einige Bemerkungen zu machen, die
im folgenden Paragraphen zur Anwendung kommen.

* Kine Ervgiinzung dieser Regel folgt unten in § 26 (8. 176).
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Bezeichnel man wit &, 7, &, ... positive abnelmende (irdssen,
mit {, die Sumine
Eytty &t ety

und mit NV die obere Grenze der Zahlen s,, s, 8, ..., sv isb
[, < g, N¥ Man hat in der That:

tn = ":05()"" &y (51 — 5()) + 52 (32 - 31) + v + Eu (.S',,——- 5/1——-1:)
= (FO—— 81) SO+ (Ei - ‘oz) 31+ et + (‘cn— 17 Fn) Sp—1 + Epln
<(ey—& ) Nt (g~ &) N ..o (fum1— &) N5V d i &N

In gleicher Weise findet man, wenn A die untere Grenze der
Zahlen s,, s;, 83, ... und R die obere Grenze der Betriige bedeutet:

t> 6 M, WM< <N, abst, <gl

Die untere Greuze n der Zahlen &, &, ... isl zugleich der
Girenzwert von &, fiir lim # = oo; daher ist die aus lanter positiven
(iliedern zusammengesetzte Reihe

(g — &)+ (5, - &)+ (65— &)+ ...

konvergent und hat die Summe &;,-~ 4. Ist nun die Reihe ¢y o, +...
konvergent und 9 ihre Summe, so bewegen sich s, 5, 8%, ... zZWi-
schen endlichen Grenzen (Seite 161), und auch die Reihe

(t0— &) 8o+ (&, — &) s+ (8 — &) st ..

konvergiert danu (unbedingt) gegen eine zwischen M (g, — 7) und
N (&,— ) eingeschlossene Summe (. Die Summe der » -1 ersten
Glieder der letzten Reihe ist aber gleich der Differenz #,— &ut1 8
folglich hat man:

T4+ p8=1lim {, fir limn==o0,

d. h. die Reihe sy¢,-+ &, +... konvergiert gegen eine zwischen
g M+ n(8—2I) und &N — 5 (N—8) cingeschlossene Summe.

Bildet man aus unendlich wvielen positiven abnelinenden Zahlen
&y, &, &, ... und den Qliedern der Tonvergenten Reile ay+a,+...=8
die neue Ileihe

&gty & 0y + &4 ..,

so st auch diese kowvergent; thre Swmme liegt zwischen e, M wnd &, N
und st also dem Betrage nach Ikleiner als &R, wo M, N, B die
oben angegebene Bedeutung haben.

* Abel, Ueuvres completes (IL éd.) T. 1 p 2922,
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§ 26. Polenzreihon,

Wenn die Glieder einer honvergenten unendlichen Reihie von
einer Veriinderlichen o abliingen, so st die Summe der Reile im
allgemeinen ehenlalls von « abhiingly, eine Funktion von oo Wine
sulche Reihe wird cine Potenzreihe genaunt, wenn jedes Glied
durch Multiplihation einer Pofenz von o mit einer Konstanten ent-
stebt,  Wir zichen hier nur die gewdhulichen Potenzreihen in
Betracht, . h diejenigen, welehe nach posiliven ganzen Potenzen
der Varinhlen fortschreiten; Reihen dieser Art sind hereits wehrfach
vorgekommnen.

Mit «a, ¢, ¢y, ... sollen wnendlich viele konstante (endliche)
(irbssen, mit o, die Sumwme «,+4a, ...+ «, bezeichnel werden.
Bildet man nun die Potenzreihe

gt a0 gt

so konverglort diese sicher bel r= 0, aber es ist nicht notig, dass
sie bei irgend einem andern Werte von « konvergiert, wie das auf
Seite 167 angefithrie Beispiel: lehrt. (iebl es jedoch einen vou
Null verschiedenen Wert @, der Independenten, bei welchem dic
Reihe konvergiert, so ist die letatere unbedingl Lonvergeni fiir
abs & < absay; denu fiir alle w zwischen x, und —&, ist die Reilo

&g

v
1+ "*‘ _2+ _r;+--‘
r s a/"'

Ly Ty
unbedingt kounvergent, und die Grissen oy, ¢ &, a,x%, ... bewegen
sich zwischen endlichen Grenzen. Die Moduln aller Werte von
bei denen die Reihe konvergiert, bilden daher eine stetige Folge
mit der unteren (Grenze Null; die vbere Grenze werde mit » be-
zeichnet. Da zu jedem o zwischen - » und r sich ein Wert
angeben lisst, dessen Betrag zwischen r und abs @ liegt, and bei
welchem die Reihe konvergiert, so findet bei jenem & unbedingte
Kouvergenz stutt; dagegen ist die Reihe fiir abs &> unbedingt
divergent.

Zu jeder Potenzrethe ag-+a .z + a2+ ..., welche nicht bloss bei
L= 0 Lonvergiert, gehirt eine bestinemte positive Zahl v rvon der Be-
sehaffenhelt, dass die Reihe fir alle mwischen —»r woud v gelegenen x
unbedingt konvergiert, fiir alle wnler — v oder fber v gelogenen x
urbedingt divergiert,
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Beispielo hierliie sind im vorigen Paragraphen zu tinden. Wenn
die Reibe bestiindig (bobe fiie alle endlichen ) honvergiert, so
st o+ oo Iad poeinen endlichen Werl, so findet bei 0 » hald
Konvergenz, bald Divergens statl, chenso bei o - oy s die Reihe
an einer der beiden Grenzen unbedingl konvergenl, so st sie os
atch an der andern,

Die Werte von ., bei denen die Reihe ) -fa 0 a,®- ...
konvergiert, bilden oine stelige Folge, deren €renzen nicht inumer
mitzurechnen sind, und welche das Konvergenzgebiet der Reihe
genannt wird. Sobald &, zum Konvergenzgebicte gehtrt, hesitzon
die Betriige der Glieder «,, a,r,, a,2,% ... vine endliche obere
Grenze. Liegt dagegen «, weder innerhalb noch an der Grenze
des Konvergenzgebietes, so wachsen die Befriige jener Glieder un-
begrenzt; mit anderen Worten: Weun bei w==wux, dic Deivige aller Glie-
der der Beihe walerhall ciner endlichen Grewze liegen, so st abs o) <,
d. h. die Reihe koneerglert deown fiiy abs & < abs . In der That hat

man: 2
14 2 oy &

& = (a,%,) P i (t,,%) gt
u 8 w. b v

Wenn daher die Reilhe ¢+ o, 4w, -+ ... konvergiert, so ist fiir
abs o << 1 nicht bloss die Reihe @+ o 24 aya® ..., sondern auch

die Reihe ,
Syt s s .

unbedingt konvergent®  Uberhaupt ist die letatere unbedingt kon-
vergenl an allen Stellen, welche zwischen -1 und 41 und zu-
gleich zwischen den Konvergenzgrenzen der Reihe o+« w4 aya® ...
liegen; denn un diesen Stellen erbiilt man uach § 25 Seite 16M:

Wyt apr a0 ) (LF 2+ 87000 = sy -F s+ a2

Unigekehvt ist bei allen «, wo die Reihe s+ s0-+s5,0%4... kon-
vergiert, auch die Reihe a,+ &+ aya®-F ... konvergent, und zwar
hat man:

(L= &) (8yF syt A 88240 = dy+ e 8 gt + .

Wird .« auf das Konvergenzgebiel der Reihe )+ o, &+ aya ...
besckriinkt und die Summe der Reihe mit y bezeichnet, so kinnen
wir y als Funktion von @ auffassen;*™ setzen wir etwa

# Diriehlet, nach einer Mitteilung von Liouville in dessen Jowrnal
T, VIL (@4me wdrie) p. 258,
* g ist nur dann konstant, wemn @, -U, ¢,=0,...; 8 unten 8. 178,
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0oty bagad bl ()
und awsserdeny zur Abkiivaung
TR T PRUE S BT L L R T F ) /r,,_H.:"“' e, (),
so dass [L(0) elne ganze Fanktion ' Grades und

ERAGER A

D bei jedem o aus dem Konvergenzgehiele
Hg, (1) 0 filr lima - o,

s0 wird y bei hinveichend grossent n durch die ganze Funktion f,(x)
wit beliebig kleinem Fehler dargestellt, Die untere Ghrenze der
geeigneten Werte von w erscheint zuniichst als eine vou . abhiin-
gige Zahl: Abel jedoch hat iu seiner Abhandlung iiber die Binomial-
reihe die Bemerkung gemacht, dass sich ein Index » angeben liisst,
welcher fiir alle zu einer stetigen Folge gehorigen x gentigh, um
die geforderte Auniiherung zu erzielen® Sei etwa &, ein von Null
verschiedener Wert aus dem Konvergenzgebiete und & > 0 beliebig
angenomiuen; man wihle die positive ganze Zahl m so gross, dass
) fiiv lim n = m.

-

abs @,(2,) ~

Wenn @ zwischen O und 4, vaviierl, so hat wan:
ekt G \ote
ule) = Upgr ! (,1‘) +(I,,+3.1"n+.’ ((1") 4.,
. ACE
s (1) < 1 (F) < 1
Q
wo [ die obere Grenze der Belriige der Zahlen
R R R R T T L
Ua b1 T g 20T b g ) 8, L
bedeutet (§ 25 am Ende). Alle diese Betriige sind aber kleiner
als & (§ 25 Seite 166), folglich ist <& und
abs @u(x) <& fitr n>m,
wenn « das Intervall von O bis », mit Einschluss der (+renzen
durchliinft.

Bs seien iberhaupt w,, u, u,, ... unendlich viele (endliche)
Funktionen der Variablen . in einem gewissen Intervall, und die
unendliche Reibhe w, - u, 4 2, 4-... daselbst konvergent; wir bezeichnen
die Summe der Reihe mit ¢ (#) und setzen

¥ Abel, Ueuvres complétes (1L éd.) T.T p. 9228 (dazu Note in T. 2 p. 302).
~— Vergl. Heine, Kugelfunktionen, 2. Auflage, Bd. IT 8. 354.
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My b b o b @)y w0y ) gala)

Zujedem o aus dem Konvergengherciche kunn man, wie hlein
aneh ¢ - 0 gogeben sein mag, eine hinreichend growse Zahl o he-
stimmen, so dass bel jenem o

abs ¢, (2) <& fir > .

Betrachten wir nun ein Intervall («#...5), dessen Grenzen im himern
oder un der Begrenzang des Kounvergenwbereiches liegen. Unier
Umstiinden ist, wie oben un der Polenureihe gezeigl wurde, win
Wert s vorhanden, welcher bei allen zwm Intervall (v...h) ge-
hivigen 1 die Higenschaltt besitzb, abs ¢, (1) < ¢ Hiv 2> w wn er-
geben, In diesem Ialle saghl man nach Weierslrass, dass die
Reihe ot - w4+ ... im Intervall («...4) gleichmitssig konver-
giert.® — Jut die Reihe gleichmilssig konvergent in einem Tulervall,
50 ist sie es i jedem seiner Teile. Wird ein Intervall in Teile
zerlegl, und i3t die Reihe in jedem dieser Teile gleichmiissig kou-
vergent, so ist sie es anech in dem ganzen Intervall.

Hiernach werden wir, wenn #, einen positiven, x, einen negn-
tiven Wert aus dem Konvergenzgebiete der Potenzreihe

ty+ i 2t a8+

bedeutel, von dieser sagen, dass sie sowohl filv 0 <z <Ca,, als auch
fitr &, < 2 <0 gleichmiissig konvergiert; und darans folgh, dass die
LPotenzieihe fiir a <aw <b glelehwdissiy konrergiort, wo mmer « und b
im Konvergenggebicte angensmnmmen werden.  Konvergierl die Reihe (e
a ~—a und 2 = b unbedingt, so ist sie fiivx « <o <Th gleichmiissig
und uubedingl konvergent; in diesem Falle liisst sich der Beweis
einfacher fithren, indem man die grissere der beiden Zablen abs «,
abs b wit & hexelchnet, ferner etwa

abs oy 0y, Eabsa =c,, Eabsa,=r, ...
setzt und heaclitet, dass die Reibe oo 4o, - ... konvergiert, und
duss fiir die in Betracht kommenden & wogen abs o<l &:
abs (a, @) <o, abs (0,28 <e,, ...
Es gilt niimlich der allgemeine Satz:**
* Die Wichtigkeit dieses Begviffes ist zuerst vou Neidel davgelegl wor-

den: Abhandlungen der wmath,-phy<. Klasse der bayre, Akad. Bd. V Abth, U

(1848, 8. 481,
* Weierslvuss, Monatsbeticht der Berl. Akad, 1880 August; Harnacek,

Diftereutial- nnd Integrahechnuug 8. 233,
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Wenn fiir alle x fw cinen gewisssen CGebicte die Betréige der Puak-
Lonen gy gy iy, oo die Glicder eduer konvergpenten unendlichen Leife
eon posifiven Konstanten eg4-¢-0 ey Voo, ekt {ibersteigon, so il div

)
e
Licil y gty

e jenens Gebiete gleichmdissiy amd wnbedingt Fonvergent,  Hs sel in
der That ¢ - 0 belichig gegeben; withll man e so gross, dass
(:Ilf'vlﬂl +(im }".'4']" e
anslitllt, so st fie m <7<y 7.0 bel allen jenen o (vergl
§ 20 Heite 166)
abs by e L) <abs i - abs g b abs g L
Lttt L e¥

Die Eigenschafl der Potenzreihe y =, + 0,2+ a2+ ..., welehe
jetst gleichwmiissige Konvergenz genannt wird, hat Abel (a. a. O
in Betracht gezogen, nm die Stetigkeit der Funktion y zu beweisen.
Nind iiberheapt wy, vy, u,y, ... stetige Funltionen cow o: in civem Infer-
vally o welrhem die Rethe g(2)==uy-F iy, ..o glelchmdissiy kon-
verglet, so st dic Funktion (%) duselbst iibevall stetig,  Demn es
sel ¢ > () beliebig gegeben und » so gross berechnet, dass in jenem

Intervall .
abs ¥, (L) < N

wegen der Stetigkeil der Iunktion g,(«) kann man d >0 so klein
angeben, dass .
. . -

abs [74(%0) — ga ()] < 97

so olt &, und @, im Intervall angenommen werden und abs (2, -ay)
< 0 ausfillll; da
9 (@) - g@) = [Lga(ey) = gul@)] F+ al@y) = Wal),
. € &
abs ¥, (3,) < 5 abs () < s
. B
s0 kommt bei der angegebenen Lage von 2, und a:
abs [g(a,) — g (@,)] < .

Demnach stellt die Lonvcergente  Potenzircihe o)+ a2+ a,a2 ... i

der ganzen Ausdeloiung ihres Konvergenzbercicles eine evindentige, end-

© Wenn die Reihe w, 42, ... in einem Gebicle gleichmiissig und
unbeilingl konvergierl, so ish daselbsl anch die Iteihe der Betriige glefehmiinsig
konvergent,
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liche wnd stelige Funhtion ron & der®  Diese Fanbtion isl gleich
miissig stetig in jedem Intervall, an degsen Grenzen die Reihe hou-
vergiert.  Ist die Reihe bestiindig konvergent, so ist sie in jedem
endlichen Intervall gleichmiissig konvergent und stellt darin eine
aleichmiissig wletige Funktion dar,

Wemn die Rethe e, oo, - @y + ... konvergiert, so ist
Ay oyt ity o=l (g b oy a4, fir lmoa - oy,
Tusbesondere wenn die Reibe o -+ o+ uy+ ... konvergiert, so ist

agtao lm (g a0 e lime- ]

Sind zwei nieht bloss bel x =0 konvergierende Potenzreihen
gegeben:

fl@)=u,+we+aa*+..., ha)y=b+bo+br+. ..,
so wird man bel gleichzeitiger Betvachtung derselben sich auf die-

jenigen @ heschriinken, fiir welche beide Reihen konvergieren. Die
Sumine beider Reihen erscheint wieder als Potenzreihe:

f @)+ h(x) = (a,+ b,) + (a, + b)) a + (t,+ by a*+...,
ebenso die Differenz. Das Produkt kann sofort als Potenareihe ge-
schrieben werden an allen Stellen, wo beide Ileihen unbedingl kon-
vergieren, also jedenfalls zwischen den (irenzen des Intervalles:
F(@) hix) = ayby+ (a,by -+ ayb) & 4 (ayby+ by + b)) &+ ...
(§ 25 Seite 168). Diese Entwickelung ist aber an den Grenzen des
Intervalles nicht immer statthaft, wenn eine der beiden Reihen nur
hedingt konvergiert; indessen bleibt sie giltig, wenn die drei Reihen
@+, bytba-, auhy (e by ad)a ...
gleichzeitig konvergieren, da alsdanu fiir lim X == r:
by (g by apb) &+ o= Hm [y, + (a by + b)) X+,
Fyh(z) =1lim fF(X)A(X), FIX)R(X) = byt (0 by+ b)) X+...
Hieraus ergiebt sich ein von Abel (a. a. O. Seite 226) aufgestellter

Balz, dureh welchen die in § 20 gegebene Multiplikationsregel er-
giinzt wird:

¥ Rir (e Stetigkeit der I'otenwreihe hat Diriehlel noch einen andern
Beweis angegeben, den Liouville a.u. O, mitteilt. Vergl. Thomae, Blemen-
tare Theorie Jder analytischen Funktionen S, 48.

** Fine Verallgemeinerung dieses Natzes hut Frobenina angegelen:
Crelles Journal Bd. 89 8, 262.
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Wenn die drei Beihen
tyfac-Fa, 40 b0+
tyby 4 (et by - a,0,) + (e by + by + b))+ ...
koneergieren, so ist
(ay+ay+.. ) Go+ b+ ) = agby+ (@, by + a,b,)
+ (et by a by aghy) 4. .

Die Stetigkeit der Potenzreihe setst uns in den Stand, zn be-
urteilen, ob zwei Reiben a,+wa ..., b,+ b,z ... mit verschie-
denen Koefficienten eine und dieselbe IFunktion darstellen lénnen.
Wir heweisen zuerst den Satz: Soll die Reihe «,+ a2 +... in einem
die Null enthaltenden Intervalle fortwiihrend die Summe Null be-
sitzen, so miissen alle Koefficienten verschwinden, Iu der That
ergiebt sich zunichst:

a,=f(0)=0, also f(z)=a2+aa+...3

sehen wir daher von dem Werte w=0 ab, so kowmmt:

Gt a,x .= f@) =10,
aber zugleich wird !
ay=lm (¢, + 2 4+..) fir lima=0, also ¢,=0,
d. h. auch die Reihe «, -+ @z +... giebt in jenem Intervalle fort-
withrend die Summe Null, ebenso die Rethe a,+ a2 4... w s.w
— Hieraus folgt:

Sollen die Reihen ay+az—+..., by+Dbz+... in einem die
Null enthaltenden Intervalle fortwithrend dieselbe Summe besitzen,
so miissen alle Koefficienten iibereinstimmen. Denn dunn ist in
jenem Intervalle

(=) + (= b)) 24 (ag— by 2+ ... =0,
folglich a,—by=0, a,=h =0 . s 1

Beide Siitze werden sich auf andere Intervalle fibertragen lassen.
Zuvor iwiissen wir zeigen, wie fiir jeden zwischen den Konvergens-
grenzen gelegenen Werl von &

" der Ausdruck
- x S ) 7 f+l)=a+a@+h)
RN Gt =) o S

nach Potenzen von @ entwickelt wird, Es sei der Kiirze halber

Fig. 5.

abs qy=@a,, absda, =@, ..., absae=E§, absl=n.

Solange &+ <7, d. h. abg /i < » — abs 2,
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kounvergiert die Rethe a, 4 n (E4 o)+ ... unbedingl, [(olglich
anch
@yt ey (B+m) ey (84280 + 0%) + o, (B + 38+ BE ) +..,
= oty + ot § + oy ey EP - L
+on+2a,En+3Ey+de, ...
oy B30 P60, B2t 100, 92+ ...
und mit dieser die Reihe
o+t 24 087 -, 25 4 L
Fah+2azh+3a, a2+ 4ay 2+ ...
B4 By x4 Ga 2+ 10ag "l ...
deren Summe f(x + k) darstellt, die sich aber auch in
Y+ hFu B u b4
zusammenziehen ldsst, wo uy, 4y, 4y, ... zwischen —# und r be-
stimmte Funktionen von % bedeuten, definiert durch die daselbst
unbedingt konvergierenden Potenzreihen:
W=, + 20,8+ 3a, 2*+4da, 23+ ...,
U=y + By 2+ 6@, 2°+ 10a, 2% ...
w8 w. Von der hiermit erlangten Entwickelung
fla+h)=y+u, i+ u P+ us 7P+ ...
wissen wir aus der Herleitung, dass sie unbedingt konvergiert, so-
lange «-+h bei z niher bleibt, als der nshere der beiden Werte
¢ und — 73 daraus folgt aber nicht, dass sie in jedem Falle fiir alle
anderen Lagen von z -+ divergiert. — War die Reihe ¢,+a,24-...
bestiindig konvergent, so ist es die Reihe fiir /(« 1) ebenfalls.
Dieses Ergebnis mag sofort benutzt werden, um folgenden Satz
zu beweisen: Sollen die RHeihen
ayt a2+ a2t +..., by+b b4
in trgend einem Intervalle fortwihrend dieselbe Sumune besitzen, so
miissen alle Koefficienten iibercinstimmen. Oder: Soll die Reihe

-

1

ay+ %+ ay 2% ... In irgend einem Fig. 59.
Intervalle fortwihrend die Summe
Null besitzen, so miissen alle Koef- zZa-r 0 & 7

ficienten verschwinden. :
Beweis der zweiten Aussage: Es handelt sich nur um ein
Intervall, welches die Null nicht umgiebf, also etwa um positive

Paseh, Differential- u. Integralrachnung, 12
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Werle; die untere Grenze nenmen wir « und nehmen an, dass man
sie moglichst weil zuriickgeschoben hal,  Alsdann ist /(@) L f(0)
fiir Hm - «w-]-0, also f(«)  0O; ferner hat wan fic abs h<r o«
do b flie 2o rotw B b py eine Bulwickelung von der Fore:
[ 1) vy fo it

wolche filr hinreichend kleine />0 die Snmme Null giebl,  olg-
lich st oy Oy oo 0, L, weiler [(2)- O fir 2a- r<e-Za
Daraus folgl aber « 0 u sow.

Hiernach kann man eine und dieselhe Funktion von @ in keinem

}

Intervalle auf mehr als eine Art nach positiven ganzen Potenzen
von & entwickeln. Jnsbesondere kann die Reihe o, |- o+ w2 ...
in keinem TIutervalle eine lkonslante Summe besitzen, ansser wenn
ty- U, ay="0, ...

Iiir alle  zwischen - » und # konnte der Ausdruck f(e+4)
bei hinveichend kleinem abs &t nach positiven ganzen Potenzen von
h entwickell werden. Sieht man von dem Werte & ==0 ab, so wird

fla+h)—f()
h

[(e+h)y- (@) i
h

fir limh--0,

ty b gl
und darauns folgt:

oty - lim

d. b, die Funktion o — a4 a4 ... ist fiie alle & swischen - und
7 differentiierbar in Bezug auf . Da
dy
dx
so erkennt man, dass die Potenureile a,-+ a4 ... nach o difleren-
tiiert wird, indem wan ihre (lieder nach » differentiiert.
Die Konvergenz der neuen Reihe zwischen  » und » ergiebt
sich anch direkt aus der Konvergenz der heiden Reihen

O (N ST Y Pt S

=+ 2a,0 + a2+ ...,

. 9 3
& P X

1+2% 43 % g Xy
2y &y &y

wo man abs o <r nnd , zwischen » und abs  anzunehmen had.
Fiar abs x>>» divergiert die neue Reihe nnbedingt, da alsdann
(Seite 171) die Betriige der Grossen «,2* und umsomehr die Be-
triige der Grdssen ne,a"—' iber alle Grenzen wachsen. Aber an
den Grenzen des Konvergenzgebietes wird die abgeleitete Reihe
bald konvergieren, bald divergieren. 7. B.: Aus der Reihe
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D (B (5) e

enlsteht durch Difterentiation der Glieder die folgende:

IN{H- (MT I) i (mg ]>J"“'+...}1

uid withrend (§ 25 Seite 167) fiir m>0 beide Reihen bei s -- |
konvergieren, so ist fiiy — 1 < <O dic erste Reibe bei 2=1 kon-
vergent, die azweite divergent.  [berall wo dic wlyeleitete Iteihe
tt 20,0 A et konrergierly konvergiert auch dic wrspriingliche
Reile oy g, 00 und besitil einen Diffeventialquolienten,
weleher dwreh die erstere durgestellt wird,  Die Kouvergenz crgiebi,
sich aus dem letzten Satze des vorigen Paragraphen, das Ubrige
aus § 15 Selte 84.*

Die durch die Potenzreihe a4 ;0 + «,a* +... durgestellte
Funktion y der Variablen z ist in der ganzen Ausdehnung des
Konvergenzgebietes integrierbar. In der That konvergiert die Heihe

a,

“ o, .
g -F 2‘ x4 % 2.

fiberall, wo jene kouvergiert, und stellt eine Stammifunkiion von y
dar, so dass zwischen beliebigen znm Konvergenzgebiete gehirigen
Urenzen

b
/y da= 1y (b o)+ (:‘ (- o)+ (%’ 0= +...,

d. h. die Potenzreihe «,+ ¢ &+ ... wird integriert, indem wman ihre
({lieder integriert,
Man erkennt diese Kigenschaft der Potenzreihe nech auf ganz
anderem Wege, niimlich als besonderen Ifall des folgenden Satzes.
Wenn die Funktionen wug, g, wy, ... (in infinitem) der endlichen
Variablen & endlich und stetiy sind VO &= 0 bis £ -=b und die un-

1
endliche Reihe P A
duselbst  gloichmdissly konrcergiert, so kann mn g (x) infegrieren wud
erhéilt dus  Tnteyral, Indene moun div Glieder der Rethe  inteyriert
(Weierstrass).

Beweis: Nach Seite 174 ist die Funkbion g(x) von &= bis
£L="0 stetlg und mithin integrierbar. Setzt man

* Vergl, auch Harnack, Differential- und Integralrechnung S. 78 fg.
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g g bt ga (), g (@) ga () (),

so gill dasselbe von ¢, (@) und ¢, (1), unl man hat:
b h /

/ g dw - / Ga(t) du - / P (1) du,

] @ «
Unter ¢ werde ecine heliebig kleine positive Zahl verstanden and »
80 gross angenommen, dass in dem ganzen Inbervaile
¢
abs (b~ «a)
§ 17 Seite U8:

b

abs ¢, (1) <

ausfillt, Dann wird nach

h
‘dbs/’l[}n(l)db <e,
L

und man erhiilt demuach fir lim 2 == co:

b

/J(.z;) du = hm/J,,(./o) da —lim /ll”({l-'l/llld.b—-]L +/u”do )

[13
d. i

* 4 l) (]
/g(a‘) du= | uyde+ [ u, de - /u2 de- ... (in infinitum),
a “ b «
Uberhaupt wenn die Funktionen w,, gy 1,y oo voi & ~a bis
== infeyriert werden kimnen, und die unendliche Reihe g () — -+ ...
dasclbst  gleiclandissig konvergiert, so kann man g(&) integricren wund

erhiilt: 4 b
/tlx 2 =-21/u da.
[{4 (23

Beweis: Der Voraussetzung gemiiss sind die Funktionen g, (r),
g (1), ... integrierbar. Wird nun fiir die Funktion y(a) ein Aus-
druck @ in derselben Weise definiert, wie in § 17 die Summe w
filv die Funktion y definiert wurde, so kann man schreiben:

w=0+7y,
wo § und n die entsprechende Bedentung fitr resp. y, (&) und g, (&)
besitzen, Ebenso wird man, weun % wie a. a. O. eingefiihrt und
wusser @ noeh ein zu dem niimlichen Werle von /2 gehbriger ana-
loger Ausdruck o' hergestelll wird, o' in zwei Teile ¢, %’ zerlegen
und erhalten:
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w- o (0 Py
s sei ¢ O beliehig angenommen.  Wiv withlen » so gross, dasy in

dem ganzen Infervalle

¢
< <3 4 t/
abs i, (&) < abs (b— o)

. . N . LA
ist, und hierauf /A so klein, duss abs(8 8 T fie alle zu 2 ge-
hivigen Werte von 8 und 0 daan wird iy dieses 4:

y €
y abs ' <

3

. ho @ strebt einem endlichen Grenzwerte zu fiir lim /= 0. Durch
diese Betrachtung ist die Integrierbarkeil der Funkiion ¢(2) und
folglich auch die der Fuukiionen y,(x), (), ... festgestelll, und
man beweist, wie oben, dass das Integral

h
/ g, (&) d

liir Hm »x =0 dem Urenzwerte Null zusirebt.

&
abs <,

) abs (w  0) <
€

?

§ 27. Reihenentwickelung der elementaren Fuunklionen.

Zu den in § 25 als Beispiele benutzten Potenzreiben wird man
getithrt, wenn man die elementaren Funktionen von einer Variablen
naeh positiven ganzen Potenven der letateren zu enbwickeln sucht.

Nehmen wir zuerst diejenigen Funktionen, welche sich durch
bestindig konvergente Lieihen darstellen lassen. Soll die unend-
liche Reihe

ay+ o x4+ ot
die Summe ¢ ergeben, so muss «,==1 und ¢ zugleich die Suume
dler abgeleiteten Reihe
. a2y S
sein, llieraus folgt (Neite 177):
=y, 2ay==r, Sy ly, ceny B~y g,
wh == dy, == al
Dass die Reihe '

.1)2 w&

&
Ty by Fg o
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a

hestéindig honvergiert, ist schon bemerkt worden; sie stelll dem-
nach fiir alle endlichen . cine Funktion g /() dar, wnd man

filet: dy

do AQRASE
(§ 2b Beile 16%), so dass y tortwihrend endlich und positiv bleibt,
weiter (§ 15 Seile 86):
dlogy
dr

da log y wit » verschwindet.  Also isl bei allen endlichen a:

-1y legy- oy o

at
}';_‘]"l"' l,+‘.” i ‘,+
und inshesondere die Grundzzﬂll der natirlichen Logarillunen
g 1 1
‘ + + 93 A+,
vou welcher Hermite® l)ewxesen hat dass sie keiner algebraischen
(ileichung mit ganzen Koefficienten geniigt.
Jodem wir unter « eine positive Zahl verstehen und 2 log a
an Stelle von .« setuen, kommen wir zu der liir alle endlichen z
giltigen Entwickelung:

—1a log g (log (() o (100 (t) o

'
und schliessen i'i’lr alle von Null verschiedeuen £

o — (log «)* (log a)*
g CE 4 (T

B G
log «=Tim o fitr  lim w==1),

K4

*

oder bei verinderter Bezeichnung (& positiv):

log ¢ =lim n (Va-- 1) fir limw=— o
Zugleich ergeben sich die folgenden (irenzwerte:
Loet—1 . owe—1
1—lim-—= fiir lma=0, 1-lim-—" fiir limz=
© log w

log (1 +.t) i log(l +u.z,)
&

1= lim und ¢ = lin fir Lim & -0,

1
¢=1im (1 +ex)* fir lmaz--0,

* Swr la fonction exponenticlle, Comptes rendus 'L 77 (1878); auch in
besonderem Abdruck Puris 1874,
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wa « jeden endlichen Wert annehmen darl, oder bei veriuderter
Bezeichnung:

. NG I3 . .
o luu(l | ;) fiir Hma o
1
und inshesondere
. N, :
¢ hm (1 + ) fiir lim#n  co.
n
13
Soll die unendliche Reihe e~} a2 -] ... die Summe cos o er-
geben, so muss «, 1 sein und
T N S B 2 3
vosa - eos (— &)= iy g b i gt

. d cos @ . "
sin o == - sty - 2y - dagat~ daat -

da

dsina .
o = 2a, 2.3uayr -3 dagat- L
da # :

d. h. die Koellicienten aller ungeraden Potenzen miissen versehwin-
den, wiihrend

~2ay=ay, =B dag==dy, oy — (20— 1) 290 ty= 2y,

(1

(=D @) lasy =y, ttyu= (@n)!

wird, Déemgemiiss sind die bestiindig konvergenten Reilien

g " at dy a2t
= — — o — - - x
4 o1y T F da T 1180 T 6

dz ) . . . .
aunfzustellen. Da -i,—? y wird, so verschwinden die Differentiale
da °

d (g sin & — = eos 2) = cos @ (i da— dz) + sin @ (dy + = dw),
d (1 cos o4 2 sin @) = cos & (dy + = da) + s o (e ydry,
und die differentiierten Funktionen sind konstant:
ysing—zcos at~0, yeosar4eosing =1,
Indem man nun diese Gleichungen in Bezug anf y und ¢ auflbst,

erhill man: y-—cos @, s=+sin, also hei allen endlichen «:

cog -~ 1 --
200 41 K
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Diese Reibien liefern Grenzwerte von einigen trigonometrisehen
Ausdriicken.  Man lindet lite lim e 1)

. sinw . e .- conw . L vose
L I, lim 1 1, lim O, lim - - - 1,
N @ - e
. . . . £
nm .= 1, lm -1, lim 0,
aresin » arelg & arccos (1 —.0)

. . T .
wo die Bogen zwischen und - genommen werden miissen.
-t

2
Man sagh deshalb, dass unendlich kleme Bogen ihrem Sinus wund
threr Tungente gleich sind.

Uw die bei beliebigen (endlichen) Werten vou w fiir alle o
zwischen — 1 nnd -1 konvergente Binomialreihe

1+ (T’) &+ (g) i 4 (?;) ...

zu swummicren, kann man die im vorigen Paragraphen erwithnte
Eigenschatt der bei festem m durch die Reihe dargestelile Funk-
tion ¥ von x bennlzen, wonach

(l:z/ =m{1 n ('mml—l) ot (m:;l) 9}2_;_...}

da

und mithin (1 +2)dy =my dz, da
(14|14 "7 1)a;+ ("3 et =14 (’{”) ()t

Die Fnnktion y nimwmt nur positive Werte an; denn bei 02> > 1
nehmen die Betriige der Glieder fortwithrend ab, das Zeichen ist
entweder hei ollen Gliedern dasselbe, oder es wechselt von (lied
zu Glied (§ 25 Seite 161); auf diesen Fall kaun man aber jeden
anderen zuriickfithren, indem man y hinreichend oft mit 142 mul-
tipliciert oder dividiert. Wir diirfen duler schreiben:

d log y " e dlog (1)
T == 3

= - o~ =)
dx 1+ dx

da y=1 bel 2=0. Versteht man also unter (14 x)™ einen reellen
positiven Wert, so gilt zuniichst fiir abs » <1 die Entwickelung:

(rap=14 (1) 24 (5) o+ (5) ..

Die Reihe kouvergiert aber (abgesehen davon, dass sie fiir alle
positiven ganzen m nur m -+ 1 Glieder umfasst) fiir g > —1 auch

log y = log (1 + 2),
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an der Stelle 1, fir w0 aueh an der Stelle 15 wogen
der Setigkeit der Potensreihe erhiilt man daher noch:

LA S (m) (m) o (m fir m. -1,
0 =1 (’;') 4 (’g) (’”) donn i om0,

Fiir negative m = ¢ nimmt die Binomialreihe folgende Form an:
1 e, ety o op(et D) @+2)
U A T A DR U S

e () o ()

ist p eine ganze Zahl, so sind alle Koefficienten ganze Zahlen.
Wir notieren die besonderen Resultate fiir m = +:

— 1 o 1.3 )
Vita = 1+ —g 4Pt g g @ (=1<a<),
1 1 1.3 , 1.3.p 48 '
Vl:lﬁx——-l 9 L+2—Im'—2.4 4. ( 1<~b<1).
Aus dem ersteren folgt fiir 2 ==—1:
1 1 1.3
ateatogs Tt

Durch Vergleichung mit dieser Reihe ergiebt sich die Konvergenz
der folgenden:

11 1.3 1 1.3.5 1
93 To 4 5t og g 7t

Die Glieder der Binomialreihe sind nicht bloss von z abhiingig,
sondern auch von m; untersuchen wir daher, ob die Reihe auch
dann crlelchmusmg konvergiert, wenn e bei festem . sich verfindert.
Es werde zur Abkiirzung

(MZ—L1>‘”+I+ ni")a’nu“}" =

gesetzt. Durchlinft m zuerst ein von ganzen Zahlen begrenates
Intervall positiven. Werte (p...p+41), so kamm man abs <1
nehmen und erhiilt fir » > p:

12%
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shaga (P {(u :)f 1) ) (n j;l 2) “+ (n j;’ By A }
e ()5 () )
w (- Ly (uz'—l 1)5

beachtet man nun, dass fiir p<m <<p4I:
(= Ly (m~ l) . (u~=1)(m 2) o(m—p).(p+1- ;)e)();+2~;)1)...Ua—«@z),
" !
0O<(m—Dm—2).lm—p)<p(p -1D...1,
O (p+1—m)(@p+2- ). (n—u)<1.2...(n—p),

.

50 findet man:

pl = p)t 1 It
abs ¥, < ! y abs lz,:> )

£ AN
wo (}l) fiitv lim n==c0 dem Grenzwerte -+ oo zustrebt; man kann

also die Zabl » so gross withlen, dass die Betriige der Grbssen
Yuy Ynt1y Wautny ... fiir alle betrachteten m unter eine heliebig
gegebene Zahl herabsinken, d. h. die Reihe ist fiir diese m gleich-
miigsig konvergent, Durchliuft m zweitens ein Intervall negativer
Werte von (0 bis —yu, wo pw<1, so kamm man —1 <o <1
nehmen; fiir jedes negative & ist dann:

abs Py, = 1, < (ﬂ]ﬂ) antrp (1;;5142) L

dagegen fitr jedes positive . (§ 2D Seite 161):

abs o < (= 1 () e < 1 (20)

wo (%:_”1) fir lim #= oo dem Grenzwerte Null zustrebt; also ist

die Reibe auch fiir diese m gleichmiissig konvergent. Durchliuft m
endlich ein Intervall negativer Werte von 0 bis —u, wo > 1,
so darf man nur abs » <1 nehmen; man hat dann:

abs P < ('“ 1)”+1 (7:.{..#1) E1x+l+ (“ 1)”+z (q:.*_y‘z) g"+2+ ceay

wo §==abs & sein soll, und gelangt zu demselben Resultat wie
vorhin,



§ 7. Reihenenbwickelung der elementoren Faulkbionen, N7
] ™

Vuritert also m ziweischen irgend welehen endlichen (renzen, wnd
wird der (rdsse w ein fester Wert belgelegt, fiir welchen die Binomial-
rethe bei allen in Betracht gezogenen Werten wvon m konvergiert, so it
die Leihe yleichmiissly konvergent,

Es eriibrigt noch, die Entwickelungen des Logarithmus, des
Arcustangens und des Arcussinus zu geben. Da log 2 unendlich
wird bei » =10, so kann log ¥ nicht nach positiven ganzen Potenzen
von . entwickelt werden; man nimmt daher

log (a-+w) d. i loge + log ( + .l/>

wo a positiv sein muss, also am einfachsten log (1 +4-.r). Die Reihen
fir log (144), arctg 2 und arcsin # konnen aus den Derivierten

1 a2 a8
i a‘ul E ek e
1 =1 =zttt
gt + 25400,

1 R 5 DU OO T
Viem ot 2“ gty fg e
welche uur bei abs 2 < 1 konvergieren, hergeleitet werden. Nach
Seite 179 kommt, da die drei darzustellenden Funktionen mit« ver-

schwinden:

x® .,-1.73 J;'
log(l—i—a')wl—«g— 5 ——~+
. :LJ aﬁ 17
aretg & = 91“ -3 +”5" . +...,

. 1a*  1.34% 1.3.5u7
arcsin & = + 9 :; +q 4J 2.4.6 7

zuniichst nur fir —1 <2< 1. Diese Bedingung ist jedoch in
—-1<z<1

zu erweitern. Denn auf Seite 185 wurde die Konvergenz der
dritten Reihe fiir =1 bewiesen, die der beiden ersten fiir 2=
war schon frither (§ 25) erkannt worden; die beiden letzten Reihen
konvergieren auch fiir #=—1, wihrend die ersle an dieser Stelle
die Summe — oo giebt; es bleibt also nur noch zu berticksichtigen,
dass log 0= — oo ist, withrend bei 2=+1 sowohl die Funktionen
arctg 2 und arcsin # als auch die zu ihrer Darstellung gefundenen
Reihen Stetigkeit besitzen.



I8N g 27, Reihenentwickehing dev vlementaven Fankdionen,

e Funktionen aretg « und avesin o sind unendlichvieldeutig,
Die obigen Reihen lielern tiir die ersteve den Wert aus dem Inter-

vall (—w 7; T); fitr die letzlere den Werl aus dem Intervall

s
@ . .
(_“ T 0)- Daher ergeben sich zur Berechnung der Zahl x die

konvergenten Reihen:

« 1 1 1 1
P T o e SR

x 1 1 L 1.3 1 1.3.5 1

s =1 te g to g5t 7t

Bei abs &> 1 sind die obigen Reihen unbedingt divergent.

Bemerkung zu Seite 13,

Zu dem auf Seite 18 gegebenen Citab ist noch hinzuzufiigen, dass Herr
P Klein bereits in einemn Aufsatze ,,Uber den allgemeinen Funktionsbegriff
und dessen Darstellung durch eine willkiixliche Kurve® (Sitzungsberichte der
physikalisch-medicinischen Societiit zu Erlangen, 8. December 1878) die Un-
gonauigkeit der geometrischen Begriffe zur Sprache gebracht und die sich
dargus ergebenden Konseyuenzen beziiglich der analybischen Darstellmng der
chenen Kurven nither entwickelt hat.
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