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P R I N C E P S S E R E N I S S I M R 

Oummae equidem -felicitati mihi 'duco, quodl 
Celsissimo nomini Tuo hoc opus inscribere mihi 
permittis, quod vt Tibi offeram sancto pietatis 
©fficio obstringor. Nisi enim Tua gratia, Sere-
nissime Princeps^, introitum mihi ad scientias pri-
mum aperuisset, nisi perpetua Tua benefieia stu-
dia mea vsque sustentauissent, scientlae mathe-
maticae, ad quam vehementi sernper amore" de-
latus sum, totum rhe deuouere non potuissem. 
Qum adeo eas ipsas meditationes, quamra pars 
tem hoc volumen exhibet, vt suscipefe, per plu-
res annos continuare literisque consignare liceret? 
Tua sola benignitas effecit, quae vt, ceterarum 
curarum expers, huic imprimis incumbere pos-
sem praestitit. Quas quum tandem, in luc&m emit-
tere cuperem, Tua rriunificentia cuncta, quae 
editionem remorabantur,' obstacula remouit. Haec 
Tua tanta de me meisque conatibus merita gra-
tissima potius mente tacitaque admiratione re-
uoiuere, quam iustis dignisque laudibus ceiebrare 
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possum. Namque non §olum tali me munerl 
iiaud parem sentio ? sed et neminem ignorare 
puto, solennem Tibi esse tam insignem liberali-
tatem in omnes qui ad optimas disciplinas ex-
colendas conferre videntur, neque eas scientias^ 
quae vulgo abstrusiores et a vitae communis vti-
litate remotiores creduntur, a patrocinio Tuo ex-
clusas esse, quum Tu ipse intimum scientiarum 
omnium inter se et necessarium vinculum mente 
illa sapientissima omniumque quae ad humanae< 
societatis prosperitatem augendam pertinent 
peritissima, penitus perspexeris. Quodsi Tuf 

Prineeps Sereriissime, hunc librum, et gratissimi 
in Te animi et. laborum nobilissimae scientiae"di-
catorum testern? insigni illo fauore, quo me 
tamdiu amplexus es, haud indignum iudicaueris8 

operam meani me non ,inutiliter collocasse, eius-
que honoris, quem prae omnibus in votis habuia 

compotem me factum esse, mihi gratulabor 

PRINCEPS SERENISSIME 

Brunpuici mense Julio i8oi. 

Celsitudinis Toae 
seruus addiccissimas 

C. F. Gauss . 



VII 

PRAEFATIO 

1-^isquisitiones ln hoc opere contentae ad eam 
Matheseos partem pertinent, quae cnca nuine-
ros integros versatur, fractis plerumque, surdis 
semper exclusis» Analysls iiideterminata quarrt. 
Tocant seu Diophantaea, quae ex infinitis solutio-
nibus prpblemati, indetemlinato s&tisfacientibus 
eas seligere docet, quae per numeros integros 
aut saltem rationales absolunntvu: (plerumque ea 
cruoque condifione adiecta vt sint positiui) non 
est ilia discipiina ipsa, sed potius pars eius valde 
specialis, ad eamque ita fere se habet, vt ars 
aequationes reducendi et soluendi (Algebra; ad 
yniuersarn Analysin. Nimirum quersadruodum, 
ad Analyseos ditionem referunturomn.es quae 

, circa " quantitaturn affectibhes generales institui' 
possunt disquisitiones: ita numeri integri (fracti-
que quatenus per integros determinantur; . obie-
Ctum proprimn ARITHMETICAJB constiluunt Sed 
quum ea, quae Aritiimetices nomine vulgp" tra-
duntur, vix vltra artem numerandi et calcuiandi 
(L e. numeros per signa Idonea e. v̂ securidurri 
systema decadicum exhibendi, operationesque 
arithmeticas perficiendi) extendantur, adiectis 
nonhuliis quae vel ad Arithmeticani omnino non 
pertinent. (vt doctrina de logarithmis) vei saltem 
' ' * 4, 
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VIII 

n u m c r i s Into<?;ris n o n simt p r o p r l a scd a<l o m n e s 
quant i tu tcs p a t o n t : o ro o.s.so v t d o t u r . duas Ar i th -
m . t i i a e par tos di .sl inrmoiv, i l lnquo ad Ar i l lm ie t i -
Ciuu c l o n i o n t a r o m r o t o r r o , o n m c s a u t e r n d h q u l -
s i t iones i>oui.*ralos d e n u m o r u r u m m l c : o u r u m af~ 
L-cliouihuK p r o n r i i s Arithwrtit.ctr Siioiimioi t ? do 
quu. so la h i c s o r m o e r i t j v indica io . 

IVrfmont . ntl A i i t h m o t i c a m S u b t l m l n r o m ea? 

q u a e Kuclido.s in F. lemcutis L. \ II MJU. o t r - u t n i a o-L 
ri» 'oro a p u d \ e t e i v s ctmvuetLs t r ad id i t : a t n . m o n a d 
p v m i a imtia hu ius Micuftae l i m i t a n t u r . l>io-
p h a u t i opu.s e e l e b r o , tjuud t o t u m prub ic ruuf i s "m-
d c t c r m l n a t i s d i c a t u m cs t , m u l l a s qua t - s t iunrs t o n -
t i n e r , t{uac p t o p l c r diltit u l t a t e m Mtum. a t t l i u l u -
r u m q u o KuhtUitatem de aiuturi**- i u ^ u n i u t*t , u t i -
m i n c cx i s t im. i t i tmcm h .md m e d i o n v m u-1 i t .mt, 
piae*-crhm M Kuhsaiiuvum quihus- illi \ r i iu uir 
t e tn . i t a t en i consiiicrcK. At t [uum ha< c p r o h j c r:t..!a 
d - x t r r i t a t c m t j u a n d a m pot ius Mi ta inquv f<..uu,:iu-
ii**(ii? tp.iam p r i i u i p i a p t u i u n n i o r a p o s i n l c n t , pi 'if-
tci-aviuc- uitnis- <-n>ai,dia sint r.u u u u c .td C'»IH !u-
sione*. ^ ( ' cc ra i a iu - s drdu< arit: hu i.""*r i i icu t na -
£,Is e p o c h a m in h L m r i a \I,-.:hc ci», • c:i- i\.i.--\ c 
v i d c i u r , u u n d p r i m a art is t h. ;rat t*-i t- li* «•«* f-T AI-
^ e b t a o \ c.sti-fla Mstit, q u a m o.Mnd Ar i fhmcfi t , un 
Sul U n i i o . r m if .ucutis n o n k a i . x c t ' . I tmj» ' ph*,-
rima YcrcjUhuiuus" d o h e n i t i r , i n t n o u u - n . n a i 
q u i t h m $vd i m m o r l a i i s «jhiriac \ h i P. tu j : v - * - r r , 
L. r .w . jn^ L. L \ (is*vv.(,i., A. M. L- ( i r a n u : 
' \ i uaut us «du-s- pracici-cani ) i n t i o l m m ad u c n c -
Lra.ta huh i s t i in inac M b-ntiac a p o r n c u m . q n a u -
uV rue dit itti- t ibuudont patc tc i c u a t L <ikatcnani 
vuio i n u e n t a a Kin^idis !il> ijvumotris, p r o h n u 
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IX 

smt , Mc enarrare supersedeo, quum e p r ae -
fationibus Addi tamentorum quibus ill. L a Grange 
Euier i Algebram ditauit operisque mox m e m o -
raridi ab ill, L e Gendre rmper editi cognosci pos-
sir.t, insuperque pleraque locis suis in his Dis-
quisitionibus Arithmeticis Jaudentur. 

Propositum Turius oporis, ad quod edendnm. 
iam aunos abhinr. qninque pubiice fidem dede-
r a in , id fuit, vt disquisitiones ex Arithmetica 
Si ibhmiori , quas par t im ante id tompus par t im 
pustea institni, diuulgarom. Ne quis vero mi re -
t t . r , scientiam hic a primis propoiuodurn initiis 
Xfpetitam, multasque disquisitiones hic tlettuo re -
si.mtas esse, quibus alii operam stiam iam na-
t iarunt , inoneudum. c.s^e duxi , m e , q u u m pri-
m u m initio a. i f 95 huie disquisitionum gonod 
iminmm applicaui, omn ium quae quidem a re -
cfiiiioribus in Iiao aivna flahorata {iieriut igna-
r u m , omniumque Mihsidiorum per qtiae de his 
quitlpiam comporiro potuis^om cxporbmi iuisse. 
Sctlifft in alio iorte Lahure tuuc oceupatus, casu 
int idi in eximiam quandam \er i ta tem ari thmoti-
cam (fuit autom iii fallor thooroma art. lof t ) , 
quam quum ft per se pu lcher r imam acs t imarem 
et cimt nuiiorihus cuiutfxam esst» susplraror, sum-
ina qua pnlui ftmiontumo itt id incubui , vl prin-
cipia quibiw iunitfretur por^picorfin, dcmonst ra-
t iuuemque rigorosam nanci->cfrcr. Ouod post-
quarn tuitdcm e \ Voto Micccs4sset, iilfcebris lia-
rutti quaestiouum iia fui impUcnttis, vf eas dosc-
rfff noii po tuer im; quo pae to , dum alia scmper 
ad alia vium .stemobant, oa quae 111 quatuor pri-
mis Seetionibus huius opet is traduntur ad maxi-

* 5 
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mam partem absoluta erant, antelquam /<te alio-
3?um geometrarum laboribus similibus quidquanr 
vidissem. Dein copia. ,mihi facta, horum sura-
morum ingeniorum scripta euoiueridi, maiorem 
quidem partem • meditationum mearum rebus du-: 

dtim transactis, impensam esse, agnoui: sed eo 
alacrior, illorum vestigiis insistens, Arithmeticaui 
vlterius- excolere; studui;, ita variae disquisitiones 
institutae i sunt, . quarum partem Seetiones V,,V1. 
et VII traduni Postquam interiecto tempere 
eonsilium de fmctibus vigiliaram in publicum 
edendis cepi: eo lubentius, quod plures opta-
bant, mihi persuaderi passussum,. ne quid vel 
ex illis inuestigationlbus piioribus suppriraerem?, 
quod tum temporis liber non habebatur, ex quo 
aliorura geometrarum labores de h;s rebus, in 
Academiarum Commentariis sparsi, edisci potuis-
sentf quod multae ex illis omnino liouae et ple-
raeque per methodos nouas tractatae erant; de-
niqae quod ornnes tum inter se tizm cum dis-
quisitionibus posterioribus tam arcto nexu cohae-
rebantj, vt ne noua quidem satis commode expli-
cari possent, nisi reliquis ab initio repetitis. 

Prodiit interea opus egreginm viri iam. 
antea de 14rithmetica'Sublimiori magnopere meri-
ti, Le Gendre Essai d! une th&orie des nombres7 

JParisa.FI, ia quo non modo omnia quae hac-
tenus m hac scientia elaborata sunt diligenter 
collegif et in ordinem redegit, se& permulta in-
super naua de suo adiecit QuuXm hic liber\seri-
usadmauum mihi peraeiierit, postquam: maxi-
ina operis pars'£ypis iaro exscripta essetf nullibi, 
!vbi rerum analpgia, occasionem. dare potuissetj, 
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eius mentionem iniicere licuit; de paucis lantum-
modo locis quaedam obsemation.es 'in Addita»-
mentis adiungere necessarium videbatur, quas 
vir humanissimus- et eandidissimus bemigne vt 
spero interpretabitur» 

Inter impressionem huius operis,quae plu-
ries interrupta variisque impedimentis .vsque in 
quartum annum protracta est, non. modo eas in-
uestigationes, quas quidem iam antea susceperam, 
sed quarum promulgationem in aliud tempus 
differre constitueram, ne liber nimis magnus eua-
deret, vlterius continuaui, sed plures etiam alias 
nouas aggressus sum. Plures quoque, quas' ex 
eadem ratione leuiter tantum attigi, quum tracta-
•tio vberior minus necessaria videretur (e. g. eae 
quae in artt. 57, 82 sqq» aliisque locis tradun-
tu r ) , postea resumtae sunt, disquisitionibusque 
generalioribus quae luce perdignae videntur lo-
cum dederunt (Conf. etiam quae in Additamen-
tis de art. 506 dicuntur). Denique quum liber 
praesertim propter arnplitudinem Sect. V in longe 
iriaius quam, exspectaueram Volumen excresceret, 
plura quae ab initio ei destinata erant, interque 
ea totam Sectipnem octauam (quae passim iam 
in lioc volumine commemoratur, atque tractatio-
nera generalem de congruentiis algebraicis cuiusuis 
gradus cohtinet) resecare oportuit'; Haec omnia, 
quae volumen huic aequale faeile' explebunt, pu-
blici iuris fient, quamprimum occasio aderit. 

, Quod, in pluribus quaestionibus difficilibus, 
demonstrationibus syntlieticis vsus sum, analysin-
que per quam erutae sunt suppressi, imprimis 

http://obsemation.es


<*#» X I I 

"breuitatis studio tribuendum -'est, cui ' quantam 
fieri poterat consulere oportebat 

Theoria diuisionis circuli, siue polygonomm 
yegulariura, quae in Sect VII tractatur,, ipsa 
quidem per se ad Arithmeticam non pertinet, at-
iamen eius principia vnice ex Arithmetica Subli-
miori petenda sunt: quod forsan geometris tam 
inexspectatum eritj quantum veritates nou.as? quas 
ex -hoc fonte haurire licuit, ipsis . gratas • fore 
spero. 

Haec "sunt,-de. quibus lectorem praemonere 
^olui. De rebus ipsis non meum est iudicare. 
Nihil equidem magis opto, quam vt -iis, quibus 
scientiarum incrementa cordi sunt, placeant, 
quae vel hactenus desiderata explent, vel aditum 
ad noua aperiunt 



XIII 

C 0 N T E N ' T A 

Oectio prlma, De numerorum congraentia in 
genere p. i . 

Numeri congrui, modulij residua et non residua9 
art I sq. Residua minima, 4= Propositiones ele-
meptares.de congruis,5. Quaedam applicationes?isa 

Sec^io secunda» De congruentils prlmi gradus p. • 8«' 
Theoremata praeliminaria de numeris primis.. fa-
ctoribus etc. 13. Solutio congruentiarum primi gra~ 
dusj.26, De inueniendo numero secundum rtiodu-
los datos residuis datis congrao 32. Congruentiae 
lineares quae plures incognitas implicant 37» The-
©remata yaria 38* 

Sectio tertia» De residuis potestatum p. 41. 
Residua .tertninorum progressibnis' geometricae ab 
vnitate incipientis cpnstituunt seriem periodicam, 
^S^Conadarmftir pnmo modufi qui mtt numeri 
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XIV 

primi. Ponendo modulum ~ p, multitudo termino» 
rum in periodo metitur numerum p — i-art. 49* 
Fermatii theorema, 50. Quot numeris respondeant 
periodi, in quibus terminorum multitudo est diui-
sor datus. numeri p — 1 ar t 52. Radjces primiti-
uae, bases', indices, 5?. 'Algorithmus indicuni, 
58. De radicibus congruentiae x*'— A, art.'60, 
Nexus indicum in systematibus diuersis, 69. Bases 
vsibus peculiaribus accommodatae, 72. Methodus 
radices primitiuas assignandi, 73. Theoremata-va-
ria de periodis et radicibus primitiuis, 75. (Theo-
rema Wilsonianutn, 76). De modulis qui sunt nu-
merorum primorum potestates, 8'2* Moduli qui 
sunt potestates binarii, 90. Moduli e pluribus pru 
mis compositi, 92. 

Sectib quarta. De congruentiis secraidl gradus p.92. 

Residua et non-residua quadratica art. 94.* Quoties 
moduius est numerus primus, mullitudo residuo-
rum ipso minoruni multitudini nonresiduorum ae-
qualis,. 96. Quaestio, vtrum numerus compositus 
residuum numeri p.rimi dati' sit an nonresiduum, ab 
indole factorum pendet, 98. De modulis, qui s.unt 
numeri compositi, 100. Criterium generaie, vtrum 
numerus datus numeri primi dati residuum sit an 
-nonresiduum, 106. Disquisitiones de mimeris primis 
quorum residuaaut non residvM smt tmmeri dutiioj 
sqq. Residuum — r art 108. Residuaf 2 et -r 2, a r t 
112* Residua f 3 et.— 3S art 11.7. Residua f ,5 
e t ~ ' 5 ' ' a r t , i 2 i , De.—'7 art. 124. Praeparatio ad 
disquisitionem geiieraiem, 125. Per inductionenx 
theorema generaie (fimdamentak) stabiiitur, con-
clusionesque inde deducuntor 130. 'Demonstratib 
rigorosa huius theorematis, 135. Methodus analo-
ga, theorenia ar t 114; demonstrandi, 145. Solu-
tio problematis generalis 146, De formis linearibus 
omnes numeros primos cbntirieiitibus, quorum vel 
residuum' vei non residuum est numerus quicunque 
datps 147» De aiiorum lah.oribus circ£4ias!iinie$tU> 



XY 

gationes I5i« De congruentiis secundi gradM non 
puris 152* ' 

Sectlo "quinta. De fomris aequatiombusque in-
determinatis secundi gradus p. 165. 

Disquisitionis propositum; formarum deiinitio et 
signum 153. Numerorum repraesentatio; 'deter-
minans 154. Vaiores expr. f(bb — ac) (mod. M) 
ad quos repraesentatio numeri M per formam (a, 
h, c)pertinet? 155- Forrna aliam implieans, siue 
sub alia contenta; transformatio, propria et 
Impropria, 157. Aequiualentia, propria et im-
propria 158. : Formae oppositae 159, contiguae 
160. Diuisores communes coefficientium forma» 
rum 161. Nexns omnitim transformationum •simili-
um formae datae in forraam datam 162. Formae ancl» 
pites 163. . Theorema circa casum vbi fonna sub 
alia simul proprie et jmproprie contenta est 164. 
Generalia de repraesentationibus numerorum per 
formas, earumque nexu ctim- transformationibus 
166» De formis• determmantis negatiui 171* Ap-
"plicationes speciales ad discerptionem numerorum. 
in quadrata <Juo, in quadratum simplex et duplex, 
in simpiex et triplex 182. 'De formis determinantis 
ybsitmi nbn-quadrati 183.., De formis determinan-
tis quadrati 206. Formae sub aliis conteotae qui» 
bus tamen non aequiualent 213. Formae determi-
nantis o art. 215. Solutio generaMs omnium ae» 
quationum indeterminatarum secundi gradus duas in-
cognitas • implieantiutn per numeros mtegros 2i6„ 
Annotationes historicae 222. 

DlSQVISITIONES VLTERIOKES DE FORMIS. D i s -
tributio fonnarum determinantis dati in •classes 
223; classium in ordines 226. Ordinum partitio in 
genera 228. De compositione formarum 238. Com» 

.. positio ordinum 245, generum 246, classium 249, 
Pro determinante dato in singulis generibus eius-
dem ordinis ciagses atque maltae continentur .252«, 



XVI 

Comparanturmultitudines classium in slngulis ge-
neribus ordinum diuersorum contentarum 253. 
De multitudine classium ancipitum 257. Certe se-s 
missi bmnium characterum pro determinante dato 
assignabilium genera proprieprirnitiua (positiua pro 
det. neg.) respondere nequeurit 261. Theorematis 
fundamentalis et reliquorum theorematum ad resi-
dua — 1» f 2?: — 2pertinentium demonstratio secunda 
262. Ea characterum semissis, quibus genera re-
spondere nequeunt, propius determinantur, 263. 
Methodus peculiariss numeros primos in duo qua-
drata decomponendi 265. DIGRESSIO CONTINENS 

TRACTATVM DE FORMIS TERNARIIS 266 sqq» Quae-
dam applicationes ad theoriam formarum binaria-
rum. De inuenienda forma e cuius duplicatione 
forma binaria data generis principalis oriatur 286-
Omnibus characteribus, praeter eos, qui in artt. 
262, 263 impossibiles inuenti sunt , genera reuera 
respondent 287? III» Theoria decompositionis tum, 
mumerorum tuni formarum binariarum in tria qua-
drata 288. Demonstratio theorematum Fermatia-
norum, quemuis integrum in tres numeros trigo-
nales vel quatuor quadrata discerpi posse 293. So-
lutio aequationis axx \ byy f czz = o art. 294» 
De methodo per quam ill, Le Gendre theorema fun-

. damentale tractauit 296. Repraesentatio cifrae per 
formas ternarias quascunque. 299. Solutio genera-
lis aequationum indeterminatarum securidi gradus 
duas incognitas implicantium: per.quantitates ratio-» 
nales 300. D.e multitudine mediocri generum 301* 
classium 302, ' Algorithmus singularis classium 
proprie primitiuarum; determinantes regulares et ir« 
regiiiares etc. art 305. 

Sectio sexta. Variae applicatkmes disqmisitionum 
praecedentiuni ' p . 540. 

Resolutio fractionum in simplieiores 309. Conuer-
.sio fractionum comrnunium in decirnaies 312. So-
lutio congruentiae xx~A per methodum exclu-. 



XVII 

.sionis 319. Solutio aequationiis indeterminatae mxsc 
•\nyy~ A.per exclusiones 333. Alia methodus 
congriieritiam xx — A soluendi pro eo casu-vbi A 
estnegatiuus 327. • Duae methodii numeros• com-
positos a primis dignoscendi, illorumque factores 
inuestigandi, 329. 

Sectio septirria. De aequationibus, circuli sectio-
nes definieiitibus. p. gga* 

Disquisitio redticitur ad casum simplieissimum, vbi 
miiltitudo partium/in quas eirculum secare opor-
tet, est. nurneros. primns 336. Aequationes' pro 
functionibus trigonometrieis arcuum qui sunt pars 
aut partes tqtius peripherke; rednctio funettonum 
trigonometricarum ad radices aequationis xn —• 1 
~ o art. 337. TheoHa radicum huius aequaiionis 
(vbi supponitur, n esse numerum primum). Omit-
tendo radicem 1, reliquae (Q) continentur in ae-
quatione X ~ xn-T -{- a;"~a f etc. f x f 1 r~ or 
Functio X resolui nequit in factores inferiores* 
in 'quibus. omnes coefficientes sint rationales 341. 
Propositum disquisitionum sequentium declaratur 
342. "' Omnes radices a in certas classes (periodos) 
distribuuntur 343. . Varia thecremata de his pe-
riodis 344 sqq. His disquisitionlbus. superstruitur 
solutio aequationis X ~n o art. 352. Exempla 
pro n ~ 19,'vbi negotitun ad duas aequatibnes cu-
biqas vnamque-.quadraticam, et pro n r r 17, vbi 
ad* quatuor qaadraticas redtfcitur. artt. 353, 354. 
Disqmsitiones ylteriores de hoc arg%mmio. Ag-
greg.;ta, in qnibus terminorum multitudo par9 
sunt quantitates reaies 355. De aequatione, per 
quam distribtttio, radicum o in dtias periodos de-
finiter 356. Demoristratio theorematis in sect. IV 
commemorati 357- De aequatione pro distribufcione 
radicum &.. in fres periodos 338. ' .Aeqnationum, 
per quas radices Q, inneniuntur rednctio ad puras 
359. Applicatio disqmsitionum praecedentium ad 
funcUones trigonomeirkas. Methodus? anguios 
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XVIII 

quibns singulae radices n respondeant dignoscendl 
361. Tangentes, -cotangentes, secantes efc cose-
cantes e sinubus e t cosinubus absque diuisione deri-
uantur 362. Metbodus, aequationes pro functioni.bus 
trigonometricis successiue deprimendi 363. Secti-
ones circuli, quas per aequationes quadraticas stue 
per constructiones geometricas periicere licet 365. 

Ldditamenta. p . 666* 

^abuiae» 



D.ISQVISITIONES A IUTIIMETICAE 

SE C T I O P 111 AIA 

ot: 

KVMERQRVM COmBXESflA -IS GE^ERE. 

i. Oi numerus a iminwonmi /?, r ^ifCfr^n-
t iam meritur, h ftt. c iWDK-Jun: a ;-:.:;\i-u: uiVnuiur, 
sin mituis, iacou^rui: ip.sum a ti:o;!-:!'::>n nj>{>"iia-
m u s . Vt^rque mit i i fniui tn h, c, priori in oa.stt 
al tcrins re-siduum, in posior iur i v<:ro nonvesuiuum 
yocatur. 

Hae notiones de omnilms mtmeris integris 
tam posiciuis t{utun ne^aiiuis *) Yalent, ntujue 

*} NMutus t»at»ffifto 'lewtfet «bfotuU I» e, s:ne eranj mgm eft m-
mu«4ut. 
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yero ad fractos sunt extendendae. S. gv 
«—9 et + A6 secundum modulum 5 sunt con-
grui; —-7 ipsius ~f-i5 secundum modulum 11 
residuum, .secundum modulum 3 vero nonre-
siduunu Ceterum quoniam clfram numerus 
quisque metitur , omnis numerus tamquam sibi 
ipsi congruus secundum inodulura quemcun-
,<jiie. est spectaodus. 

2. Omnia numeri dati a residua secun-
dum modulum m sub formula a-hfon compre-
henduntur, designante k numerum integrum 
indeterminatum* Propositionuni quas posttrade-
mus faciliores nullo negotio hinc demonstrari 
possunt: sed istarum quidem veritatem aeque 
lacile quiuis intuendo poterit perspieere. 

Numerorum congruentiarn hoc signo, ==, 
iri posterum denotabimus, modulum vbi opus 
eritin clausulis adiungentes, — 16 ES 9 (mod. 5), 

••«—7si5'(mod. *i) *)• 
5* THEOR* Profositis m numeris integris suc« 

Cissiuis, a, a-f-I, a~t 2*.., « ~f-w — 1, alioque A, 
illorum aliquis huic secundum modutum nt congruus 
4rits M qnidem vnicus tantnm, 

A-t* •. . \ ' 

Si e m m . T T mteger, erit a^A^ sin fra-
ctus, sit integer proxime m a i o r , ( a t i t quando 
est negatiuus, ' pfOXime minor, si ad signum 
non respiciatur) = k, cadetque A + k m inter a et 

*) Hoc signum propter magnaiii analogiam qtiae inter aeqiislitatem aS-
que congruentiam inuenitur adoptauimus. Ob eandem csorsam ill. 
jLe Geniire in comraent. infra saepius laudanda ipsum aequalitatis 
signum pro congruentia retinnic» quod nos m atnbiguitas oriatur 
irnitnri dubitauimi»,-



— 5 

a + my quare erit nutnerus quaesitus. Et 
manifestum est omnes quotientes -^—2» tll^A, 
~~— etc. inter A-~ i'et&--f-i sitos esse; qua-
re plures quam vnus integri esse nequeunt. 

4. Ouisque igiiur, numerus residuunvha-
bebit ti.im in hac serie, o, /, 2 , . , . m - iy 

tum in hac, o , — 1, — 2, . . . . — (;« -- i)f 

quae residuci minimd dicemus, patetque, iiisi o 
fuerit residuum^ bina semper dari, positiuum al-
ierum, alterum negatiMnw Quae si mngnirudi-
ne sunt inaequalia, alteriim erit -<J §*, sin secus 
vtrumque ~ 5, signirepeetu non habitok- Vnde 
patet, quemuis numerurh. residuum habere mo-
duli .semissem non superans quod absolun mini-
mum vocabitur. 

Ei g. —13 secundum modnlum 5, habet 
fesiduiim mihiinum positiuum 2, quod simul 
est absolute minimuni, — 5 vero feskluum mirii-
niuiii negatiuumj -i-5 securidum modalum 7 
sui ipsius est residuum miriirriiim positiuum, 
•̂— 2 '• hegatiimm, simiilque absolute minirii nm. 

5 / ' His ^riotipnibus stabilitis eas numero-
fum congrudrum prdrjfiefates quae £>rinia fron-
te se offerunt coliieauius. 

Qiti ntimeri sticiindiim inbdulum conifbsiiiim itini 
congruij- etiani seciindunt quemuis ehis d:i:isoreni eon~ 
griii. . 

Si plures numeri eidem numerd stcmidum euii-
dem moduinm siint cotigrui-, ifiter se ernni tbngi-ui 
(secundum eundem modulum); 

Haec moduldrufri idenutas etiam ih sa« 
Cjuentibus est subinteHigenda.-

A 2 



Numen cnu^ntl residua minlma kabcnt eadim$ 

incangrui dinersa, 

6, Si hac-cr.iur qv.Qiainque nw.eri A, /i, (\ 
etc. toiidemquc. alii ti, h} c, eic. i!':s y r.u .:.;>;; nuhiu-
Inm quejncunque congrni, A.' a, B ';, etu. crit A-\-
B f C + rtJ. « -{- fc ~j~ c ~|- «W. 

<S7 ^ r • o, /? /; erli A — B j h. 

<~j. Si A-; „;*, erit q'J'hjue k A kii. 

Sl k n i i n i n n s poshi i ius , h o e e.st tiinium* 
xnodo casus part ictdaris p ropos . arr. pracv. , 
p o n e n d o ihi Ar~ B ~ (* efc. , tt :. b~-r eic, S£ 
is nega t iuus , tjrit ~ A pos i t iuns , adeo tp ie -*— 
hA .. •' — k a, viule A// . kc. 

Si A it, B bt -:rlt AU ab. N ; immie 
AB Ab .'.;. 

S. Si l\ibfnt;'.r •r.tolcxuqir numer: A, B, C, /".'.-. 
ioiidnr.qne c,;;., a, h, c t.c. his coKgry.i, A .?, B 
b etc. yrodncui cx virrquc a:>;\ c:\-; ;:j , ABC eu. 
-:_.' a h c etc* 

E:c art ic. p raeo . Ab a'.;, rr oh oandorn 
ra t ionem A B C at.-c; i:od<-unpu- m o d o quot-
cunmie alii iartorc-; acoodoru po--,-ut. 

Si onmOK m n n o r i y/, /?, (*, e t r , n<Nmah>«i 
avsnmuntur , n c c n u n n^pomh-uu t s ii, .';, .-s (>fr. 
hahe tu r hoo t h e o n u u a : Si A .s <•, ;,- i.-.imcr 
positinus, erit A:- :i':. 

g. Stt X fiir.cua diichrcih.i ir, ;V* ?,7;,.';;,?;'.:-' .r 
hu.ns formae, Ay* -f- /h :°-{~ r.i1-* -•{ • ?•?.•. /VJ; -;;.IB. 

fn/W.i- y/j i?, C, etc. numer is :ntrrj\-x u;u <,..-»̂ \.\';.<, ; j 
th f, iffr, two inicgrox t:^r, tht>j:::u-s, V.;v; W ,,;f(r--
ienfiiiiiiiae x vittons sccts/ntm/i fr.uit.s,;!?;: :::uu'.CAr.-j;it 



eongrui tnbminlur f valons functioms X inck prodemfi. 
Us •congtui erunt. 

Sint f, g, valores 'congrui ipsius «t Tum 
ex art. praee. f*~-g* et Af* ~-Aga, eodemque 
motlo Bfb ••:-Bfib eU\ Hinc Af* + Bf> + : 

C/"c 4 - etc. :-:•- r/ £a •+ Bgh + 6 V + etc, Q. £. D. 

O.terum facile intelligitur, quomodo noc 
iheoreina ad lunociones plurium mdeterminata* 
rum cxtendi possit, 

10. Ouodsi igitur pro x omnes numeri 
inlegri eonseeulini snbsiiiuuntur,. valoresque 
Jumctionis -V ad rosuiua miiiima reducunmr, 
haec serioin constituent, in <[ua post interual-
lum m terminonmi (designante m modulum) 
iidem termini it.erum recurrunt; siue Jhaec se-
ries ex pcriodo m terminorum infinities repetita, 
crit ibnnata. Sit e. g. X = #3 —• 8.%-*+ 6 etm 
z= T>; tum pro x ~ o, i , 2, 5 e tc . \ valores ip-
fiitis -V haee rcsidua miniiua positiua suppedi* 
tant , r, 4, 5, 4# 5» i, 4» c t c , vbi quina priora 
i , 4, 5, 43 '5 ia iniinitum repetuntur; atque sl 
series retro continuatur, i. e. ipsi x valores ne-
gatiui tribuuntur, eadem periodits ordine ter-
minorum inuerso prodit: vnde manifesturi est, 
terminos alios quam qui Kanc periodurn con-
etitiumt in tota serie locum habere uon posse» 

xr. In hoc Igltur exemplo' X neq.ue ^ , 
©, tieque —s: z (mod. 5) fieri pote&t, multoqua 
imnus = o, aut = au Vnde, sequitur, aequatio-
nes .t3 •—- 8 x ~f- 6 = o, et .#' —-»,8# -+- 4 = o• 
per mimeros integros et prom,».-,vti notunr.est, 
per rtumeros ratianalet, solui >non posse»* .Ge? 
r A 5 
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neralifer ;->rV.VL>u'mnn cs t , a e q u a t i o n e m I r o, 
quamio X feuotio inongnitae r , huius ibrn iae , 
.vn-H y/.V »-H£.r ' ! - -{-elc. - j - A"; / / , / / , C, mo. 
in fcgr i , a tque « integor pns i t iuus , (;td q u a n i 
formam tHunes noquatinnes alpebraioas r e d m i 
posse cons«a[) radioom rnLionaloin niilfani ha-
b e r e , si C( n^ruontino A ~ o s o e n n d u m vlluni 
m o d u h i m smisfieri npquent. Sed hoo e r i t e r ium, 
q u o d hio sponte se nobis obtu l i t , in srct. VI11 
fusius per t ractabi tur . Poter i t ecr te ex h o e spn-
cirnine not iuncu 'a qua l i scunque de h a r u m in-
uest igat ionum vtilitaie efformari. 

12. Thoorcma l ibus in h o c enpite tradiria 
comjdura quae m ar i thmetieis docer i so lent in-
n i u m i u r , e. ^. ro^ulae ad exp lonuu l am diuisi-
biliratem n u m c r i |>roj>oshi per «), i t aur alios 
nmiiero.», SffUh<1n;n ihodulv.m <j onuies n u m e r i 10 
potestaios vnitati sunt e o n ^ r u a e : q u a r e si nu-
aiertio prnpos i tns habet forniam .T-f~io £-{- ioo> 
c~\- v.iv. 7 idom n\s iduum min imum seeuiKhnri 
n iadulum g dabit , quod a -f- /J -|- t- ~f» et<\ 
Ifii.c manifes tum es t , si i i^urae MU£n'ao n u i u c -
r i t*eeadh\v t-xj)r»"-<i sinc i csjxxjfu Io< i que in 
OCCIPKIU! addunui r > ^ inmumi h a n c m u n e r u i n -
q u e j>rnpoMi. m eudem residna m m t m a p r a e h e -
r e , adhnque h u n c pe r 9 dinidl povso , si ilhi 
p e r Q i*:i (tiuij>ihiiis , et contra. h l e m et iam dn 
chui<om j tonpiuhim. Quon iam secur.dum tnodu-
kim i x , 100 :•:: i erit goneral i ler t^'': ' it 

i0"k M ....~ u > . r,— j ^ e t nuraerus formav ** ~f-10 
fi-|-ioo r-4~ e tc . secundum m o d u l u m n i d e m 
res iduum min imum dabit qtiod a— h -f- c e t e . ; 
v n d e reguia nota protiaus deriutatur. JLix eo» 



7 
ctem principio omnia sirnilia praecepta facila 
deducuntur. 

Nec mintis ex praecedentihns petenda es£ 
ratio regularum, quae ad verificationem ope-
ratiomtm arithmetiearum vulgo conimendantun, 
Scilicet si ex numeris datis alii per additionem, 
subtractionem, muhiplicationem aut eleuationem 
atl poiestales sttnt deducendl; substiuuntur da-
torum loco residua ipsorum minima secundum 
modulum arbitrarium (vnlgo 9 aut 11, quoniam 
in nostro systemate decaciico secundum hos» 
vti xuodo ostendimus, residua tam facile pos-
sunt inueniri). Numeri hinc oriundi illis, qui 
ex nnmeris propositis deducti fuerunt, cangrui 
esse debent; quod nisi eueniar, vitium in calcu-
lum irrepsisse concluditur. 

Sed quum haec hisque simiiia abunde 
sint nota, diutius iis immorari superiluum 
£oreu 

A 4 



S E C T I O SECYNDA 

DE 

CONGRVENTIIS PRIMI GRADVS* 

io". THEOHEHTA. ' Trodnctum e dnobm nume* 
ris positiuis numero primo dato minoribus per hunc 
frimmn diuidi«equiU 

Sit p priraus, et a positiuus <J p: tum uul-
lus nuinerus positiuus b ipso ?̂ niinor dabitur? 

ita vt sit ab===o (mod. p). 

Dem. Si quis neget, supponamus dari nu-
meros .£, c, d, etc. omn.es < py ita vt ab == o ; 
ac==o; ad = o e t c . (mod. p). Sit omnium 
mmimus b, ita vt-omnes numeri ipso # mino-
res hac prop.rietare sint destitiiti. Manifesto 
erit b. J> 1 : si enim b—i, foret a"# == a <J p 
(fitfp.)t adeoque per ^ nori diuisibilis. Quare 
|? tamquam primiis per b diuidi r>o,n poterit,;; 
sed inter duo ipsius b multipla proxima mb e£ 
(wHh 1) b caclet, Sit p — m b == 61, eritque 6* 
numerus positluus et <J &.' lam quia supposui-
Wus, ab = o (mod. p), habebitur quoque w«a& 
•sso (art. 7), et liinc, subtrahendo ab &?? ~ ° ? 

erit 4 (p^mk) — ah
l == o; i. e» 6* inter au*. 

http://omn.es
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meros ."#, t, d, etc. referendus, licet mhilmo eo-
rum b sit nitnor. Q. E> sh 

i'4« Si nec a nec b per nurmrunt primwu p 
diuidi potest: etiam prodnctum ab per p diuidi non 
foterit. 

Sint numerorum #, b, securidum tnodulam 
p residua rninima posiliua «•> £ quortrm neutrurn 
erit o' QiypS). l am "si esset ab^o (mod. p), 
foret quoque , propter ab~ «£> <*£== o, quod 
cum theoremate praec. consistere nequir. 

Huius theoremafcis demonstratio iam ab 
Eucl ide t radl ta , EL VIL 52. Nos tameh. omit-
t e re eam noluimus, tum quod recentiorum com-
pluresseu ratiociniavagapro demonstratione ven-
ditauerunr, seu theorema omnino praeterierunt, 
t um quod indoles methodi h ic adhibkae , qua 
infra ad multo reconditiora enodanda vtemur, 
e casu simpliciori facilius deprehendi poterir. 

i 5 . Si mtlUis numevomm a, b, c, d etc. per 
miwevuxi pvininm p dinidi votest3 etiam productwn 
abcd etc. per p diuidi non poterit. 

Secundum artic. praec. ab per p diuidi ne» 
qu i t ; ergo etiam abc; h inc abcd, etc. 

16. THEOREMA. Numerns compositus quicun-
que vnico tantitm modo in factores primos resotui potest* 

Dem. Quemuis numerum compositum iii 
factores primos resojui posse , ex elementis 
constat, sed pluribus modis diuersis fieri hoc 
n o n posse perperam plerumque supponitur taeite» 
Finsjamus n u m e r u m compositum A, ,. qui sit — 
a*'b%cv e t c . , designanribus a,b, c etc. numeros 
pr imos inaequales, alio adhuc modo in facto-
res priniQs esse resQlubilero. Primo mmih* 



6te*>ae« ^ ^ b 

stum est, m secundum- boc factorum systema 
alios primos quam a, b, c etg. ingredi non pos-
se, quum quicuoque aiius primus nuraerara A 
ex liis conipositum metiri nequeat, Similiter 
etiam in secundo hoc factorum systemate .nul-
lus primorum at b, c etc. deesse potest, quip-
pe qui alias ipsum ^ n o n metiretur (art. praec.). 
Quare liae binae in factores resolutiones in eo 
tnntummodo differre possunt, quod in altera 
aliquis, primus pluries quam in altera liabea-
tur. Sit. talis primus p, qui in aitera resolu-
t ionew, in aitera vero «"vicibus occurrat, sit-
que "m > n;; Iam deleatur ex utroque syste-
xtiate factor p, n vicibus, quo fiet vt in aitero 
adfmc m — «•• vicibus remaneat, ex altero ve-
ro omnino abierit. I. e. nuraeri -4 duae in fa-

P i 

ciores resolutiones liabentur, quarum altera a 
factore p prorsus libera, altera vero m — n vi-
cibus eum cpntinetj contra ea quae modo de-
monstrauimus, 

ij. Si itaque numerus. compositus A est 
productum ex B, C, D etc., patet, inter facto-
tes primos nurnerorum B, Cs D etc. alios esse 
non posse, quam qui etiam sint inter facto-
res nume.Fi A, et quemuis Jiorum factorum 
toties- in B, C, D coniunctim occurrere debe* 
re , quoties ih A. Hinb eolligitur criteriumg 

-vtrum' numerus B alium A metiatur, necne* 
llfud eueniet, si B neque alios..facteres primos r 

neque viluni pluries inuoiuit, quam A;; quarani 
conditiorium si ali.qua deficitj M ipsura A non 
Hietieturr 

Facile fiiiic calculi combinationuni auxilio 
derkarl .potests.si .4-=?'"«"•# *r ete* designanti» 
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btis vfc supra ay h, c etc. numeros primas .diuerr? 
sos; ^ habere;-(* + i> (S-f- i ; (y + i) etc.diui-
sores diuersos, inclusis etiam i et A. 

18. Si igitur A zz a
a $ e* etc., K= k*: ix 

mtt. etc. , atque primi a, £, r etc., £, /,-.«* etc. 
omnes diuersi, patet A et if diuisorein com-» 
munem praeter 1 non hahere, siue inter se 
esse priuios. 

Pluribus numeris A, B, C etc. propositis 
maxima dmnibvts cammunis mensura ita determina-
tur. Resoluantur omnes in suos factores pri-
mos , atque • ex his excerpantur i i , qui omnl-
bus- numeris -^, B, C etc. sunt comimines, (si 
tales :non adsunt * nullus diuisor erit ommbus 
eommunis)* Tum quoties quisque horum fâ  
etorura primorum in singulis At B, C etc. cdn-
tineatur, siue quot dimensiones in sirigulis A, B9 € 
quisque hab.eat, adnotetur. Tandem singulis 
f actoribus primis tribuantur dimensiones qmniuni 
quas in A, Bx <7 etc«]3.ab.entminim.ae., compo-
liaturque p^oductum, es; i is , q-uod erit me.ns,ura 
€om,raunis qua.esita. 

Quaxido.Yero.numerorum••. A, B-, Cefec. minu 
mus commums. diuidmts desideratur, ita proceden-
dum.. Qolligantur omnes.. numeri prinii, qui 
numeroru.ni A,. B, C etc. aliquera meiiuntur, 
trib-uatuB cuiuis. dknensio ' bmniu-m quas. in nu-
meris :Ay B, € ete. habet maxiraa, sicque: ex 
omiiibus productunx canil.etui',.. quod erit diui« 
dvius. q.najesifeusw 

:F,x, S i f 4 = So :4.^ a$3*?.j JS=?a88'o=' 
s£&-5-'h €•_= 864 —.2%3l*; Pro. inuenienda cUui-

http://numeroru.ni


sore cottimiiht maximo habentur f^ctores prl« 
mi 2, 3, quibus dmiensiones 3/ 2 tribuendi| : 

yu de fiet. r~ i* 5a ~ ' 72•; diuiduus vero commu,» 
nis minimus erit z63,35.. 7 = 60480* 

Demonstrationes propter facMitatem omitti-
nius. Ceterum quomodo haec problemata sol« 
uenda sint, quando numerorum A^ B,: C etc* 
in factores resolutio non detur, ex elementis 
notum. 

i g . Sz numeri ct, ..b,, c.etc, ild alium, k sunt primi$ 

etiam prodnciiim ex illis abc etc. ad kprimum est. 

Quia enim nulli numerorum &, b, c e t c 
factor primus cum k est commuiris produetum» 
que a b c eto.alios faetores primos habere ne* 
cjuit, quam qui sunt factores*alicuius numero-* 
imn a, b, c.etc.-,, productum abc etc. etiarri 
cum k factorera primum cominunem noii 
liabebito Q u a r e e x art. praec, k ad abc etc® 

. primus,' 
Si numeri a, #, c-etc. intsr se sunt primiy alium» 

que k singuli metiunturi eiiam productum ex illis «»-
tnerum k metietur. 

Hoc aeque facile ex artt. 17, s8 deriuatur* 
Sit enim quicunque producti abc:etc, diuisor 
p r a n u s f j quem icontineat «• mcibus , manife-
stumque esi^ aliquem ntimerorum a, b, -:c: etc* 
eundera hunci diuisorem «• 'vicibus contxnere 
deberg. Quare etiam ' k, querri liic .numerus 
Hietitur, w vicibus, dioisoreni p continet. Simi«« 
liter de reliquis producti abc etc. diuisoribus. 

Hinc si d-uo numeri m, n secunduni plures modu-
\o$ inter se grinios af b, c etc, iUnt>congrmf etiam s'h; 
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sundmn jpfoducium ex hls*tengmi enmt. Qimm enim. 
» - - « per singuios % & c etc, sit diuisibilis» 
etiam per eor.um productum diuidi poterit* 

D e m q u e : ^ ad k.primus et ak per h dwisibitis, 
srit etiam k per b :di#isibilisf - Namque quoniam ak 
tam pet ;o quani per b diuisibilis,"' etiam per ab 
difiMi pCterit, i. e «*-=:S erit inteeer. 

ab b ° 

20. Quando A ~a* b&c^ etc., designantibus 
a9 &, c etc. numtros pnmos inaeqiiales, esi poiestas cttt-
qiia>t puta^- kn; omnes expohentes <*$ £>iyetc. ,.per: n. 
itiunt diuisibilesi. 

Numenjs enim k alios., factores pfimos 
quam a, b, c etc. non inuoluit» Contineat la-
ctorem '*, *? vicibus, contitiebitque k* sitte A 
liunc factorem ««* vicibus; quare -k*1—*, e t f 
integer.. .Similiter £ ete» integtos esse 'demon-
stratur. 

2 f * .. Quando a, b, c etc. sunt inter seprimi, et 
productuni abcUc^potestus aliqucs, jwtfa £=•#*••• Mnguli 
numeri -, a, • b, c eic, *simHe$ pbtesfates emnt. 

Sit a ~ •# m* p? etc. , designantikis l, m, 
v etc. iiumeros prirnos diuersos, quorum nuiU 
lns-.per hyp.- est iactor numerorum h, c-^ic. 
Quare productum a b cetc. factorem I impliea* 
^it * vicibus, factorem m vero /«• vicibus•• ete* ? 
iiine {utt. .praec:) >, H,*• e tc . per « diuisibiles ad-

n"/* - ^ ""' " 

soque y/-a~l- «? ~ p» etc. integen Similiter 
ie reliquis b, c etc. 

Haec de numeris priniis praemittenda erant; 
am.ad ea quae finem nobis proposiuim pro-
>ius attinent conuertimur. 
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22». Si numer-i. % b pjzr alhm k diuisibUes sicun» 
dwmwodulum m ad k primum sunt congruil •'* et ~ si* 
sundum eUndetn modulUm congruievunh 

iPatet enint- ®~>-b per >k draisibilem ••'fofe9 

iiectnraus per m (%?»).> quare (art, ig) "^- per 
m diuisibilis eriL i.. e. erit ~ — i (mod. **.)* 

Si autetti reliquis manentibug j# et k ha-
foent diuisorem communem maximurri *,. erit 

§ S » Cm°d« J-)» Namque | et £ inter se pri» 
, mi. At a — b tam per i quam per .#» diuisibi* 

lis adeoque etiam A-~i tain per - quam per ™t 

limcque per v i. e* ^ - per 7> sme j e ^ 

(mod, *»)* 
•'~ i • 

2?. &' u ad,m primiis, ei ij f hwmiri svcundum 
modulum. m incongruit erunt etimn ae$ af incongtm 
semndmn.m. 

Hoc est tantum cohuersio tlieor, art, praec» 
'Hinc. vero-.manifestum est, si a p-er omnes 

nnmeros integros a o vsque.ad JA'•-— i niultipli-
cetur productaque seciindura. ni5dulurn;«£ ad re-. 
sidua sua ininima.iedueamuri, haec omnia fore* 
inaequalia. Et quum horum residuoruixi, quo-
rum nuilum > r a i numerus sit »t( • totidemqne 
dentur•numeri a o usque ad «-— i, patet, nul-
lum horum numerdrum inier illa residua dees-
se possC» 

24, Expressh ase + b, denotantibus a, & titi- . 
meros datos , £ immerum indeterrninafuni 
seu variabilent, sectindum moduium m, ad a pri* 
mtini$ cmuis niimero dato c.ongrna fisvi potesU 
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Sit nnmerus, cui con.gma .fierl detiet,.: t, 
•et residuum minimum positiuum ipsius c h 
secundum modulum mt e. Ex art. praec. ne-
cessario datur valor irjsius * < b , talis, vt pro-
ducti a# secundum modulunt 'ft':'-reiidtiujdt''nii-
ftimum ilat e; esto Iiic valdr t/> eritque au =3 
e == c — 6; vnde av-hB^c. (mod."«)' Q. £, J? 

.a'5. . Expressionem duas quantitates con« 
gruas exhibeiitem ad Iristar aecjuatidnum, con* 
grmntiam vocamus; quae si 'incognitam im-
plicat, resolui dicitrir, quando pro hao valof 
iriueriitur congruentiae satisfaciens (radix). Hihc 
porro intelligitur, quid sit coHgrueM.a resolubUis 
et congruentia irresdlubVis» Tandem facife perspi-
citur similes distmctioncs locum hic liabere 
Jposse vti in aeqiTationibirs. Gorigruentjarorn 
fransscendentium iriira exempla occurrent; alge-
hrdicat vero secundum dirnensionem maximam 
iiicognitae in congruentias primi, secnndi al~ 
tioruraque gva&uum distribuuntur. Nec minus 
congruentiae plures proppni possunt plures in-
cognitas Inuoluentes, d& quarum eliminatiom dis-
quirendutn* 

• .2.6.' Congraentla itaqueprimi gradus, dx 
*j- h ~ c ex art* 24 semper resolubitis ? quando 
Jnodulus ad a est prirnus* , Quodsi vero v fue-
rit valor idoneus ipsius #, siue radix congrueri' 
tiae, palani est, omries nuirieroSj ipsi-v secun-
dum congruentiae propositae modulum con-
gruos, etiam radices fore (art. 9,) Neque mi-
BUS facile perspicituf, orrines radices ipsi v 
congfuos esse debef e 1 si enim alia radix luerit 
t, erit av-± S~=zat-\-b, vn&a,'av^-attethmav^ 
i (art* ,2.%)* Hine colligitur eongruentiam*ec + » 
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^mouV •*».)• exhibere • resolutionem completam 
congruentiae ax-^'b^,c> 

Quia resoSutiones congriientiae per valores 
ipsiijs a? eongruos per se sunt obuiae., atque, 
hoc respectu', numeri congrui taniquarn aequi-
ualentes considerandi<, tales congruentiae reso-
lutiones pro vna eademque habebiraus. Quam-
obrem quum nostra congruentia ax,-\- b-^c 
alias resolutiones non admittat, prommciabi-
musj vnico tantum rnodo eam esse. resolubileni 
seu vnam tantum radicem habere. Ita e. g* 
congruentia 6x -f*. 5 ,== i'3 (mod,' 11) alias radi-
cesnonadmittit , quamquae,siint^'5 (mod. 11), 
Haud perinde res se habet i-n: congruentiis al-
tioruin: graduum, siue etiam In congrnentiis 
j>rimi.gradu;s, vbi mcognita per numerum est ' 
aniiltiplicata, ,ad-q.uem modulus npn est prinius» 

»7» Superest* vt de inuenienda resolutio-
neipsa eoiigruentiae huiusmodi, quaedam adii-
ciamus. Primo obseruamus, corigruentiani'for-
mae ax-ht~ u^ cnius modulum ad*\'a pri-
nmm supponimus, ab hac, ax ~ ±.' i,- pende» 
.re*. si eriiin."Iiuic satisfacit" x '_: r, illi satisfa*. 
ciet * 3 i i : (»—• £)' n • M congruentiae a'xm-
±_ i, modulo per b designato, aequiualet aequfr 

.tio indetenninata a.x=z'b'y 4~_ i , quae qitomodo 
si£ soluenda Iioc 'qtiidem temporeabunde est 
notnm'; quare nobis suiliciet, calculi 'algorith-
mam huc transscripsisse. 

Si quantitates ^ , B, C, V, E etc. •• if.r.,ab 
his «, S,\Y,:J, etc. pendent, vtliabeattjry/.-:^ « t Jjzz. 
£ *4d- ij/C^v .Brf A-y 2 = 2 C+.£:,,M ^}-J); 
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+ C etc., • breuitatis gratia. ita eis designamus--
A*= M V S = .[«* f l ; ' 6 = f> Q>»], £>= [«.- £, y, *j 
etc. *). lam p.roppsita sit aequatio itidetermi* 
iiata ax = . fr# -_± i , vbi a, ,#.positiui. Soppo-
namus, id quod licet, a esse non <J h, Tum ad 
instar algorithmi noti, secundum quem duo-
rum numeromra diuisor communis maximus 
inuestigatur, formentur per diuisioneni vuigaV 
rem aequationes > 
a = « b + 6 ' 
b = e <* 4 - <* 
c = v d-h t etc. 
ita vt *»'£, vetc. c, <2, * etc. sint Integri positiulf 
et b, e$ dt e continuo decrescentes$ donec per-
ueniatur" ad •-.... 
m = >» 4- iy quod tandem euenire deberecoii* 
stat. Erit itaque• a = '[«, ^- . . - y, £, • ] ; 6 =.•[«, 
?* •. *. y, £], Tum, fiat * = [t*. • >» y> ?], y = [V, •• >.. 
y £, *], eritque ax = &*/ + i, quando numero-
rum »> 6 y • • * * /*» ftmultitudoL est pary aut ax ==s 
j y _ i- quando est iinpar. Q* JE, K • 

28. Resoliitionem generaleni huiusmodi 
aequationuni indeterminatarum ilL E-uler pri* 

.. *) Multo generalius haecce relatio considerari potesfc, qiiod nesotiurd 
alia forsan occasione suscipiemus. Hic duas tantum propositiones 
adiiuraus, quae vsum suum in praesenti inuestigatione habenr.; 
scilicet, 

1». [«,-C y . . . . ^,ft]. t^ y - . i -A]— [«. ff,-y...XJ 
£C> y> ••• X, w] = - t~ 1, vbi signum superius accipiendum quaii-
do numerorum « , Q, y . . . 7i> (4 multitudd par, ihferius quando 

. impar. 
2 ° . Numerorum «j te. y etc. ordo iriuerti potest, [« , C, ,y i i f l 

A> ft] r r [n*> A ..... y, £, « , ] . Demonstrationes quae non suni 
difttciles hic supprirnimuSs • 

B ; 
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mra.docuit,,Commetit, Petrop» T»FIL p. 46. Met-
hodus qua. vsus est conslslit In substltutions 
allarum incognitarum loco ipsarum x$ y, atque 
jboc quidem tempore satisest nota. IlL la Grange 
paullo atiter Tem aggressus est; scilicet extheo-
ria fractlonum continuaram constsit si fraetio | 
IH -fractlonem continuam 

+ x 
C + i • 

y '••+• etc. 
•4- I 

&>nuertatur,- haecque deleta vltima -sui parte J 
in fracfclonem 'communent ~ .restitnatur, lore. a# 
fea .̂ y j * i , siquidem. fuerit a'ad b prlmuSi, 
Ceterum ex vtrpque methodo. idem algorith-
mus deriuatuFi Inuestigationes 111. la Grange 
exstant Hist. dePJc.de Berlin Jnnie 1767. p. 175, 
et cum alils in Supplemmtis versioni"-gallicae Alge~ 
bras Enkrianae adiectis» 

29* Congrixentia dx'-\*"t'^u 'cuins modifc* 
lus ad a nbn primus9 faclle ad casum praece» 
deiitem feducitur. Sit mqdulus m \ maximus-
que numerOrunv. a, m diuisor communis fc 
Primo patet quemuis valorem ipsius % con-
grtsentiae 'secundummbdulum m "Satisfacientem 
eidem etlam secundum modulum $ satisfaeere 
^art. 5). At semper^^ = 0 (inod. lf) quoniam 
^ipsum a metitur. ; Quare,<nisi t == u (mod. 3) 
i. e. f— »• per ^&uisibilia, congraentia propo» 
•ita non est resoiubilis. 

http://dePJc.de
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Potiamns itaque.« = Se-9 m = ' >/, *—«* & sa 
f &f eritque e ad / primus. Tum veto con> 
graentiae propositae $ e% 4- H ~ o (mod.- <5'/) 
aequiualebit haec ex + k = o ( n i o d . / j , L e. 
quictinque ipsius x valor huic satisfaciat, etiam 
illi satisfaciet et vice versa. Manifesto. eniin 
ex ~\r' k per / diuidi poterit, quando $ex + $k . 
per ' if diuidi potest, et vice versa. At con-
gruentiam ex +- k~ o ( m o d . / ) supra soluere 
docuimus; vnde simul patet, si v sit vnus ex 
Valoribus ipsius *,. x = v (mod. / ) exhibere re-
solutionem completam congruentiae propositae® 

3o. Qtiando modulus est compositiis ? 
nonnumquam praestat sequenti metbodo vti.1. 

Sit modulus ==. mft, atque coiigr«enti& 
•proposita ax~ h Soluatur prinio congroen-
tia haec sectradum modulum m, ponamusqua. 
ei satxsfieri, si x — v (mod. p.j designante $ dh® 
uisorem coramunem maximura numeroruift m ,ah 
lani manifestum est, . quemuis,. valorem ipsius x 
congruentiae ax =. b secundum modulum » * 
jsatisfacientem eidein ,.etia-m- secundum/modu* 
litni,:m s,atisfacere deberet adeoque ia ferma 
yj^^xi contineri, designante x' numerura in* 
determinatutti, quamuis non vice versa omnes 
nuineri in forma v + ^ x' contenti cbngruea* , 
tiae seeundum mod. mn satisfaciant. Quorno-» 
do auteni %' determinari debeat, vt v -+- - x* 
.fiat radix congruentiae ax'^b (niod* HI») , ex 
solutione congruentiae ^f x*-\*a.v=.b (mo.d.m») 
deduci potest, cui aequiualet haec ~ x* = ^&s. 
(mod. «). Hiftc colligitur solutionem coograentiae 
€uiuscunqueprimi gra,dus secundummoo^Sum,*?! k 
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reduci posse ad solutionem duarum congruen-
tiarum secun.dum modulum m et n. Facile 
atfteni perspicietur, si m iterum sit productum 
e duobiis factoribus, solutionem cbngruentiae 
eecundum modulum n pendere a solutione -dua-
runi cdngmentiarum quarum moduli sirit illi fa-
etores. Generaliter solutio congmentiae secun-
dum modulum compositum quemcumque pen* 
det a solutione aliarum congruentiarum, qua-
rum moduli sunt factores illius numeri; M 
autem, si commodum esse 'videtur, ita sempetf 
accipi possuntj -yt sint numeri'primi." 

Ex. Si congruentia 19 x — 1 (modt. 140) 
proponittir: soiuatur primo sectrndum ' mo-
dulum 2, eritque x = 1 (xnocL 2). . Ponatur x 
s= - i+ 2 * '* i i e tque3g# '^ .~ 18 (mod. i4o) cui 
aequiitalet 19 x'= 9 (mod.70). Sihaeciterum 
secundtithv modulum 2 solxtitray :fit x*. '—. 1 
(mode 2 ) positoque x' == 1 -K2' #",' fit 38 a?'' 
~ ~ 28,%(mod. -70) siue'- 2 9 ^ = = — ,*4 ; (mod. 
55). Haee sectaidum. 5 soluta dat • x" = 4 
(mod. 5) , substitutoque x" = 4 -+-5a?'", fit 
95*'"== — 9 0 (mod. 55) siue 19*'"===-— 18 
(mod.7). Ex liac tandem •sequitiir, a ? " ' ^ s 
(mod. 7), positbque x"4 » a + 7 x^ coIHgitur" 
ar = 59 + i 4 o ^ ; quare x == 5g (mod. 140)' 
©st solutio completa congruentiae-,propo'sitae* 

5 i . ..Simili modo , vt aequationis ax ==: b 
radix per £ exprimitur$ etiam congrueritiae' ax 
==,& radicem, quamc.unque per ^designabimus, 
cbngraentiae modulum, distinctionis gratia, ap~ 
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jponenfces. Ita e.g. | f (mod. 12) denotat quem» 
uis numerum, qui e s t = 11 (mod. 12) *). Gene-
raliter ex praecedentibus patet, § (mod. c) n.ihll 
reale significare (aut si quis malit aliquid ima-
ginarii), si a, c habeant diuisorem comniunem, 
qui ipsLim b non metiatur: Athoccasu excepto? 

• expressio b- (mod, c) semper valores reales habe» 
/bit , et quidem. iniinitos: hi vero omnes secun-
dum c eront congrui quando aa.dc primus^ 
aut secundum jt cpiando $ numerorum c, & diai-
sor cominunis maximus, 

Hae expressjiones; simllem fere habent al> 
gorithmum yt fractiones vulgares. Aliquot pro^ 
prietates quae facile ex praecedentibus dedu» 
ci possunt hic apponirnus." 
1. Si secundum modulum c, a = «, b = £ ex-

pressionesf (mod. e). et % (mod. e) mn% 
aequiualentes. 

2. Jj (mpd, c$) et ~ (mod, c) sunt aequiiia* 
lentes.. :. ' ' 

5. f§ (IBOCLT) et ~ (mpd. c) sunt aequiualenter 
quando k ad c est primns. 

Multae aliae similes proposidones afferri 
possent: at quunv nulli dilficultari sint obno-
xiae}

 vneque ad. sequentia adeo necessariaes aci 
alia prp.peramus. 

,52. Problema quod magnum in sequent!-» 
bus Ysum habebit, inuetiire omnes numeros, qui se<« 
cimdum modulos auotcunqm datosrmdua data praebenU 
facile ex praecedentibus solui potest. Sint p4-

*) id quod ex snalogia per ^ s (tnod.12) desigtwi pbtpft, 

B 3 : 
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mo duo moduli, A% B, secundam quos numerus 
quaesitus,£,'numeris fa b respectiue congruus esse 
deheat* Oiomes itaque valores ipsius gsubforma 
Jx-ha cdnttnentur, ybi:v est indeterminatus sed 
talis M. fiat.'4 x .*+• a=='h (raod. B)« Quodsi iam 
ptjmeromin 4* ^diuisor cbmmunis maximus est 
^ resolutio completa huius congruentiae Jhano 
liabebir. jpormam': x == v (mod.-|) s.iue quod eo-
dem redit,, * » » + T» denotante k numeruni 
Integrum arbitrarium. , Hinc fbrmula 4 v -f- ^fB 

craines ipsius z valores • cpniprehendet, L e. * 
== Av, (raod. # ) erit resolutio cbmpleta pro-
Mematis. Si acl modulos A* i?,- tertius accedit, 
C3 secundum quera 'nu-merus quaesitus #, debet 
esse == ^, manifesta ebdem modo proceden-
dum,' quum binae priores conditiones in vnicara 
iam smt conilatae. Scilicetsi numerorum^, Cdiui» 
igor communis maximus= *, atque congruentiae 
•^x^Av—c-imod. C) resolutio; x ==w fmod. J), 
problema per congruentiam z — —^2 •+ Av 
(mod, —•) coniplete erit resolutum. Similiter 
p.rocedendum', quotcunque moduli proponan» 
tur. Qbseruari conuenit 4^, j~Z esse numero-
rum t A s B; et Ay By C respectiue minunos com-
munes diuiduoss facileque inde perspicitur, 
quotcunque habeantur moduli Ay B, C e t c , si 
©orum minimus communis diuiduus sit M, re« 
eolutiohem eompletara hanc forraam habere, 
% ~ r (mod. M)* Ceterum quando vlla con-? 
gruentiarum auxiliarum est irresolubilis, pro-
|>lema impossihilitatem inuoluere coricludeh-
•Htam est. ' Perspicuum yero, hoc euenire non 
poase,, quando omnes, -numeri At Bt Cetc, ia-
ter se sint primi, 
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Ex., Slnfc numeri A\ % C; «, &, e-9 .5o4? 55,-
16;- lyj, •*— 4> 531 Hic_ duae conditiones vt ^,slt 
ss. 1,7 (mod».<5o4) et =_,-r- 4,(«K>(i 35) vnica-% 
.vt_sit » 5 2 i ' . ( m o d . 2620) ^equiualent; ex qua 
cum haG:>« s 53,' (mod* 16) couiunctay pro«. 
manat «.•= 3041. (mod,*-5o4pX 

» 35% Quando. omnes n u m e r r ^ , B3 C -etcv 
Ixiter se sunt primi, coh&tat,. productum ex 
ipsis esse. minimum omnibus. communem ditdV 
duum. Iri quo casu. manifestum est > omne®, 
congruentiasz=~® (mpd. A); z==h (mod; 5)' etcv 
Vnieae a = r (mod. M) rjrorsus aequiual,eref de-' 
notante^ jg-numerorum ^ .Jj,- C etc. ;productum» 
Hinc'vero. Yieissim-sequitur, vnicam conditio-
nem » ' ~ r (modi R) m plures dissolui posse; 
scilicet si R quomodopunque in, factores ioter 
se primps A9-Bt C etc. resoluitur, conditiones. 
z • == jr-'(mpd. A), z ===r (mod.B) , % === r (mocL 
£7) ? etc. propositam exhaurient»; Haec obserc 
uatio methodun> nobis ajperit non mpdo impos-v 
sibilitatem., si. quam-forte conditionea,. proppsi-
tae implicent,; statira detegendi,, sed-etiam "cal-
culum; qommo.dius atque cpncinnius' instiiuendi, 

34. Sint-vt supra conditiones propositaey 
vt sit %;== a- (mod. A) z •== b. (mod. B), z ~ $"• 
(mod. C). Resoluantur omnes.moduli.in.fa.cto.» 
cesinter se-.primos, A.ia 'A*A'*-A"<-&tG.; Rin 3* 
B" B"< etc. etq. et. quidem ita' vt numeri, A\ 
A-4 e t c B'$ B" etc» etc. sint. aut-primi, • aut, pri-
morum. potestates. Si vero. aliquis-.numerorunjk 
A* B, C etc. iarn per se est primus?. aut.prim|. 
potestas,.. nulla resolutlon.e in factores pro. Jtoq» 
ce. opus @.st» Tmn. vero. ex. praecedentibus pa» 

' 1 4 ' 
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fesclt, pro conditionibus propositis hasce sub« 
ptitui posse/. z~m (mod. A4j, x==ia (mod. A"), 

• > s « » (moij, A"f ).'•&;&, ar='6 (mod. B4
Jy z== h 

•(mod, B") etCi etCi'- lamnisi omoes numeri v£, 
2?, C.etc, fuerint inler se primi, ex. gr; si A ad 
5 non primus, manifestum est, oinnes diuiso-
res primos ipsorura Ay B diuersos esse non pos-
se, sedinterfactores4'> A",A'" etc. .vnum aut al-
terum esse. deljere». -qui inter B4

7 B'4, B1'4etc, 
.. aut aequalem aut multiplum aut submultipUim 

Jiabeat,'. Si fnwa -4'.==?' 5% cooditiones .a? =z « 
(raod. 4')? £ =^h (mod. 5') identicae esse de-
-'bentysiue a •==. & (mod. 4 ' yel £ ' ) , quare alter-
utra reiici poterit, Si ver.p non a=='b (mod. A4), 
problema impossibilitatem implicat. Si secmdo B* 
multiplum ipsius^ ' , eonditio z==a (mod. A1) in 
hac % = # (modt BO . contenta esse debet, siue 
haeq-a s jj '(mod. 4 0 quae.ex posteriori de-
dticitur CUBI priori identica esse debet. Vnde 
eequitur conditionem z ~ a (mod. A4), nisi al-
teri repiignet (in quo casu problema impossibile) 
reiici posse. Quando omnes conditiones su-
jperHuae ita reiectae sunt, patet, omoes modu-

, Jo.s e x h i s ^ , ,<*", 4"< ete., B',B4I
}B

444 e?c etc, 
remapentes inter se primos fore: turn igitur de 
•problematis possibilitate certi esse et secun-
lum praecepta ante data procedere possumus* 

35, Ex. Si ut supra esse debet z EE=.17 
(mod, 604); == — 4 (mod. 35), et== 3.3 (mod. 
itj); hae cqnditiones in sequentes resolui pos« 
sunt? £==-17 (mod 8), == 17 (mod. 9 ) , =~ 17* 
(mod, 7 ) ; =•-*• 4 (mod- 5), == — 4 (rnod, 7); 
&... 33 (mod. 16). Kx his CQiiditiones z-==.-ij 
(mod.8)y a r ' s 17 ( m o d . 7 ) xeiici possunt? 
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quum. prior in conditione z = 33 (mod. 16) 
contirieatur ? .posterior vero cum hac z ==._ —• 4 
(mod, 7) sit identica; remanent itaque 

/ "17 (mod. 9) 

) - 4 (mod, 7) , j - . x 
/•** > J ^ (mod. D040) 

- Ceterum jpalam est, plernmque commodius fore, 
si de conditionibus remanentibus eaequae ex 
vna eademque conditione euolutae erant seorsim 

. recolligantur, quum hoc nullo negotio fieri pos* 
sit; e. g, quando ex conditionibus z==a (mod. A') 

' z; — a (mod. A") etc. aliquae abierunt: quae 
ex reliquis restituitur, haec erit, z~a secun-
dum modulum.qni est productum omnium mo-
dulorum ex A'y A'\ A'a etc. remanehtium. Ita 
in nostro exemplo ex conditionibus # == —.4 
(mod, 5) z = 4 (mod. 7) ea ex qua ortae erant 
#=••—- 4 (mod, 35) sponte restitnitur; Porro 
hine sequitur haud prorsus periode esse, quae» 
iiam- ex conditionibus superfliiis rejiciaatur, 
quantum ad calculi breuitatem: sed haec alia-
que artificia practrca, quae ex vsu multo iaci* 
lius quam ex praeceptis ediscuntur hic tradere 
non est instituti nostri. 

36. Quando om.nes moduli A, B, C, Detc, 
inter se sunt primi, sequentf metbodo saepius 
praestat vtL Determinetur nnmerus « secun-
dum A vnitati, secunduni reliiporara modulo-
rum productum vero cifrae congruus, siue sit 
« valor. quicunque (plerumque praestat minimum 
accipere) expressionis J^JT^. (mod. A), per 
B CDetc^multiplipatae (vid. art* 3a>; similltersit 
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C ==,.i (inod. 5) et == o (mod. ACD etc*)> v s 
1 (mod. C> et = o (mod» ^ 5 D- etc.).,,- etc* 
Tunc si numerus z desideratur, qui secundum 
modulus•, A, B, CV X) etc. numeris as £, £, i.ietc* 
respectiue sit 'cangruus, porsi poterit 
%== *a + £>.•+•**+ *rfetc. (mod. ABCD.etc.)* 
Manifesto eni-m, * a~a (mod. A.J; reliqua aii-
tem membra g 6, y c.etc. omnia =ES O (^mod. A)* 
quare z = a (mod. A). 'Similiter.de reliquis 
modulis demonstratio adornatur. • Haec solu-
tio priori praeferenda, quando plura huiusmo-' 
di problemata sutit soluenda, pro quibus ma-
duliyf, B% C etc. valores suos retinent; tunq 
enim, numeri *>. C»v etc. valores qonstantes nan-
ciscuntur, Hoc vsu venit< in problemate chro-
nologico vbi quaeritur, quotus in periodo Iu-
liana sit annus, cuius indietio., numerus au-» 
reus. et cyclus solaris' d.antur. Hic A == i,5, 
£••= 19, C = 28; quare, quum valor expressionis 
j ~ g ~ (ffiod. i5) , siue 5-— (mod. i 5 ) , sit i3,. 
erifc u, ==? 6916. Similiter pro 6 inuenitur 4200, 
et pro y 4845, quare numerus quaesitus erit 
residiium roinimum numeri 69.16 &.. -f- 4.200 & 
rf- 484,5 £, denotantibus 0 indictionem, h nu-
meriim, aureum, r"cyclum solarem. 

87«. Haec de epngruentiis primi gradus, 
vnicam incognitam continentibus suf£ciant. Sn-
perest .vt de congruentiis agamus, in- quibus 
plures incognitae sunt permixtae. At.quoniam 
hoc caput, si omni rigore singula exponere 
velim-us.',' sine prolixitate ahsolui non potest, 
propositumque hoe loco nobis non est, omnia 
exhaurire,- sed ea samtiro Iradere, quae atten- , 
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tione digniora Yideantur: Mc ad paucas obser» 
uationes inuestigationera restringimus, vberio» 
rem huius" rei expositionera. ad aliajn occasio-? 
nem nobis reseruantes. 

i ) Simili' niodo ? vt'in. aequationibus, per=» 
spicitur, etiam hic totidem congruentias habe-. 
r i d e b e r e , cruot sint incognitae determinancUte 

2) Propositae sint igitur congrueiitiae 
a% ' + by + ex ... == / ( r aod .» ) ' . , , , . (A) 
afx H-^y.-f- ctz,..==f . . . . . (^O 
rt"* + 6'^ + «"*,..-. ==/'< ...... (^") 

etc. -
totidem numero, quot sunt incognitae »,.y, « etc* 

Iam deterininentur numeri f, | ' , f* etc* 
|ta vt- sit " 
i i i-- £' I' 4- hlt g" + etc. . = o, 
<r I 4 . <?' |< 4 - c" f" + ete. == Q* 

etc. t 

et quidem ita vt .omnes «sint integri nullumque 
factbrem cpnimunem liabeant, quod iieri pos~ 
se aex theoria aequationum lineariuin eonitat. 
Simili modo jdeterminentur .» '»'., »f< etc, , {. 'f<r 
I7' etc- etc» i t aVts i t ' ' ' 
a» +- a4 v* +•' a"»" 4- etc. = o. 
£« +-<;'«' +; c"*>"-+• etc. s= ô  

etc. 
A £ +. «• # + a •' £" +• eic* == o, 
K + £ '£ '+- &"£"4* etc. = Q , 

etc." etc. 
3) Macifestum est si congruentiae Ar jp,, 

A" etc. per I,. $'„ |'< etc.; tum per »,v,«.«'/etc. 
etc,, mul.tip,Ucentqr t tuncque a^dantar, lias 
congruentias. prpuenturas' esae; 



(a ! + 4 ' f' + i " f "+etc.) a s = / $ + / f - + / " f " + eto. 
(#» + 6 /«/+£'V'+ietc.>y==/» - + / V +/".»"4- etc 
(* <?+ e' | ' + * " £" + etc.) z-fZ-i-f Z' + / " £"+ etc. 

etc • 
quas Ipreultatis gratia ita exhibemus: 
s (a!) *== s ( / | ) 
X•(&„) ^ - 2 ( / , ) 

s (cQ ar=='s(/£>. etCi 

4) Iam' plures casus sunt disri.nguendi» 
PWwo quando omnes incognitarura coefficientesf 

s (#?),• 2 (#.«) etc. ad congruentiarum•modulum 
(» sunt primij hae congruentiae secundum prae-
cepta ante tradita solui possunt, problematis» 
que solutio completa per congruentias forraae 
#'== f. (rnod. m), y == q (mod m) etc. exlxibe-
bltur *). E. g. SI proponuntur congruentiae 
* + 3 j 4 - a?-s=i . 1 ; 4 * + # , + 5,« ==.7;. 2 •# 
+ 2. y + # = 5 (mod, 8)? inuenietur I = g$ 

g'.= 1, f" = — i4} vnde fit — i5 x ..== —- 261 
quare #•'== 6 (mod. $)j eodem modo inuenitur 
15 y == — 4* i5 #? == i , et liinc # ==. 45 « = 7 
(mod. £>). 

5) Secmdo quando non omnes coefficlen-
tes, £ (<?£), -s (6?) etc. ad modulum sunf; primi, 

*) Obserpare conuenifc hancce cpr.clusionem dernonstratipne egere, 
quam autem hic suppnrnimus, Proprie enim nihil aliud ex analysi 
nostra sequitur, quam quod cpngruentiae propositae per alios in-
cognitarum x, y etc. valores splui nequeant* hos vero satisfacere 
aon sequitur. Fieri enim posset vt nulla otnnino solutio daretur, 
Similis paralogismus etiam in aequationum linearium explicatione 
plerumque committitur. 
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sint, «5 C9< y e t c . diuisores communes maxxmi ipsi-
ws .m cum l{al/., (&t»}, >-(c<f) etc. resp.,. patet-' 
cjue probleraa imppssibile esse, nisi illi numeros 
2 ( / i ) , X(/^;, i(/<b etc. resp. metiantur. Quando 
yero hae conditiones locum habent, xongruentiae 
in ( 3 ) complete resoluentur per taies x ==? 

p(mod, —)j y -E: <7(mod. -s), s =E r (mod. —) 
ec o. y 

etc , aut si mauis dabuntur * yalores diuersi ipsi-
u s ^ (i. e. secundurn m incongrui puta /?, p + 
— ..;. p + i^_—..J-. j ? g valores diuersi. ipsius y 

etc.., illis congruentiis satisfacientes:" manifestoque 
bmnes solutiones congruentiarum prOpositarum 
£'si quae omhino dantur) inter illas reperientur, 
Attamen hanc conclusionem conuertere non licet-
nam plerumquenon omnes combinationes omniura .* 
valorum ipsius xcmii omnibus ipsius V cutn onmibus 
ipsius 'z etc. problemati satisfaciunt, sed quaedam 
tantum, quarum nexum per vnam pluresue congru-
entias conditionaies exhibere liclt. M quum com-
pleta hulus problematis resolutio ad sequentia npn 
sit necessariaj Jbĉ c argumentum fusius boc loco non 
©xsequimur, exempldque ideam qualemcunque 
de eo dedisse sat habemus. 

Propositae sint congruehtiae 3^ -f 5#! + z 
= 4 , .2*'.+ 3«̂  + a z H 7 , 5 * ' + / - M * . — 
6(mod. 12). Hic fiunt £, f <? i"5 «,. »', «"$ £, {'f 
i" resp. = r , ' — 2 , I M , I , n *? - ? ^S?'>'?' 
— i , vhde 4% zE — 4 , ?y '=r._5?-;»8z.~~ 96. 
Hinc prodeunt quatuor vaiores ipsius .# puta -r: 
fl,. 5 , 8 ? 115 vnus valor ipsius y puta ^ i rV 
quatuor valores ipsius z puta\EE. o, 3. ,• 6 v • 9 
(mod. ia.). lam vt sciamus, quasnam coinbina-



5<* 
tiones valoram dpsius-.x "cum valoribus ipsius % 
adhibere liceat, substituimus in congruentiis 
propp. pro x, y, z resp. s + -.3/, I I , 3 ^ , vnde 
transeunt in has 57 + gf + ^zz"£r o, 30 + 6z '+ 
6K •== o, 1 5 + i'5* + 9W =.-o (mod. £2) , qui-
bus facile inteiligitur aequiualere has 19 + %t + 
M ;_~!o, 10 + : i f + sw ,=- 0 , 5 + .$t+ 52/ E5 
o (mod. 4). Prima mamfesto requirit vt sit u 
~Ez£ + 1 (.mod. 4)5 quo valore in reliquis sub-
stituto etiam his satisfieri inuenitur. Hinc colli-
gitur, valores ipsius % hos 2 , 5? 8, 11 (qui pro-
deunt statuendo t EZ o, ' 1, s , 3 ) necessario 
combinandos esse cum valoribus ipsius z Ms z 
=E 3V&, 9, P resB«j i t a Yi omniiao quatuor so^ 
lutiones habeantur , 

• * = = ' . * , 5 3 8, 21 ) ; 

^ • ^ . 1 1 , 1 1 , 1 1 , 1 1 > (mod. 1«) 
Z=, :3>'.6a 9> o '•.} . 

His disquisitionibus, per quas sectionis pro-
positum iam absolutunv-est, adhac .quasdam pro-
positiones similibus prineipiis innixas adiunginius, 
^uibns in sequentibus frequenter opus erit» 

38. PB.6BI.EMA.- Inuenire, quot numeri po~ 
sitiui denturnumero positiuo dato A minores si-
mulque ad ipsum priniL 

Designemus breuitatis gratia muMtudmerrt 
numerorurn positiuorum ad numerum datum 
primorum ipsoque minorum per praefixura 
characterem f. Quaeritur itaque §A. 
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Ib Quando A est <primus., manifestum est 
omnes numeros ab i vsque ad A —- i ad A 
primos esse j quare ixi lioc easu erit <P A == 
A — i . 

II» Quandb ^ , est iiumeri primi potestas 
puta — f ^, om-nes numeri per jp diuisibiles ad 
u^ noa eriint priroi, reliqui erunt*. Quamobrent 
de |?tn— i numeris hi sunt reiiciendi: f, 2f8 

5 p •.„•.. (jp^-i-— i ) JO.; remanent igitur pm— i — 
(pm-i_L t-) siue pm-z £p __ r ^ HinG <P J?"1 =s 
jjm_i ( p _ - i ) . 

lII..:._r\eKtjui casus £acile ad lios redu-
cuntur ope sequentis propositionis:, 8i A m 
jfaciores Mt N, P etc. . inter se primos est resolutus, 
erit <P A = <P M, <P N. <p P etc., quae ita demon,-
atratur. Sint. numeri ad M primi ipsoque M 
imlnores, m, m't m'" eic. quofum itaque multitu* 
do == <? M. Similiter sxnt. numeri ad N, P etcv 
respectiue primi ipsisque minores, n, fr*', n44 e t c^ 
Pt fi Va etc> etc> ? quorum rhukitudo <p N $ P 
etc. Iatn cbnstat omnes .numeros ad productum 
A primos etiam ad factores singulos M, N\ P etc. 
primos fore et vice ¥ersa (art. 19); porro omnes 
rjumeros qui liorum^i, m*, w^eic.alicui "sint 'coiv-
grui secundum. moduium M ad JWprimos fore et 
yice versa, similirerque de N9 P etCi Q»uaestio 
itaque huc rediicta est: - determihare quot den-
tur numeri infra A, qui secundum moduSum Mt 

alicui numerorum m, m', wa" ete; secundiim rao» 
dulum N, alicui es his n, -nv, n41 etc. etc. sirifc 
congrui. Sed ex "art. 02 sequitur, omnes nu* 
merosj secundum singulos modulos s$,-N,PelG* 
residua determinata dantesi. congruos -seoua* 
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dnm w r v m p r n d u o t m n A fo re , ruinoqno in-
iVn .7 vni( :im t a tuum d.-ri , .M''<".mdum MII - d o s 
/Sf, iV, /J oto. rt-vidius daiis oon^ruum, <J .ire 
nMiiieru- quaosi lus aoijunli.s orit n u m r r o o o m -
hinatiunurn s i m m l u n a n n u j w T c n u n w, -i;\ » " 
cuni sijiiuVi.s «, ;:', M" atouo ?\ p \ y" vtc. f to . 
H u n c vuro CS.M'. .-• ? .1/. i? A'. $ / ' otc. vx t heor i a 
combina t ionutn constnt. Q. F. A 

J y , Iam q u o m o d o hoo ad oa-um <]o quo 
aqimus applioaudwin sit iaoito iut- ihV.uur. K<>-
fiolnatur // in iautoros .su';.-. p i imos M.,,O rodu-
oatur ad ionncim n'' /^ cy oto. d"-L,umtif>u-> *_, 
/, r uto. miunTii.s priinns diuur.so.s. I t u n orit 
$ A -..-. ,' n*. r" f'*?. '? -"v e\o. - J " 'i J — t ) <'•• r 

£/,„__ t \ c7"~x (c — 0 f»'lt;* ^eu oonoiniiLto O A.~~ 

Kxcr.tpi. Sit _-/ • -• f»o --- . r . ". \ , c;d^oqtie 
$ A •-• \. X. t. oo • i U. Numuri iii ad *•<> pri-
mi _unt i, 7, i i , i'>, *7? *lj< '•'•'' -'Ut o t » v~> 

4 1 , 4~>. -C» •»!'> V ' J ''!)• 
Solutio pr ima liuius proh oim»tis ^ \-r;»r iu 

oomitmntationu ill. ._uh-ri, t'-'.>r>-;\i\: :*•. -<-':::j 
K.'fjt? mctkodo dt:iu-ry.}\-:.-.% ( . " inm u-m. \«- i ' " in«p. 
VILL p. 7'!- 1 )fnion-.tra'i<> [)<•-'• i : - . " : * ' a cM 
hi ali.i dis.S. Si.'\-3ih>".ut*',ti r,i,.' «.;;. »- -- -7;_r_i,»;f_ 
praprittates vAth;--niriM:, Ac.ui IVtrop \ 1 i p. 17, 

>j , Si eharaot* iris ^ •u-nuh \o iu ita d. wr-
u i i n ' t u r t vt * A i 'xptiuuit i n u H : . d j f m u nio-
ro rum «<l / / p t i n i o u i m ipsoqn" w '-: .»: »j.,i; -r;:^ 
p« !rspicuum Oht o l Un~>* mm amplur- • o, sftl 
«. ! ; in omuihu.s r«'ii«[i;is (M«.i;»u.> iithil h inc irn-
mutar i . Hanooo t ic iu t i?mnau aduptaute^ i>e-
quon_; habeb imus tiioortiina. 
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Si a, a't aa eic. sunt omnes diuisores ipsius A$ 

(vnitate et ipso A non cxclusis') erit 9 a 4 - <p a* ^ 
Q aH 4- etc. ~ A* 

Ex. slt A — 3o; tum erit <p 1 4- <p 2 4 . 5^ 
4 - ^ 5 4- 9 6 f ^ 10 4 - © iS 4 - <p 3o 5= 1 4* 
1 4 - 2 4- 4 4 - 2 4 - 4 4 - 8 4 - 8 = 3o. . 

JJemonstr* Multiplicentur omnes numeri ad 
0 primi ipsoque a non maiores per ^s similiter 
omnes acl <r'primi per {, e t c , habebunturque 
<?>s 4~ p af 4 - © a"4« etc» numeri , omnes ipso 
^f non maiores» At 

O^omnes hi numeri erunt inaequales* Omnes 
enim eos qui ex eodsm ipsius A diuisore sint ge-
nerat i , inaequales fore, per se clarum. Si 
Tero e diuisoribus diuersis M, JSf numerisque 
**• ' ad istos respectiue primis aequales prodiis-
sent j j . e. si esset ^ #* = d h sequeretur t* jy 
t M. Ponatur M > N (id • quod Iicet). Quo-
niam M ad 1* est primus, atque numerum n N 
metitur , etiam ipsum^ N met ietur , ma io rmi -
norem» Q, E* A. 

a ) inter hos numeros, omms hi t* 3, 5 * . . . A 
inuementur. Bit numerus quicunque ipsura A 
non superans t, maxima numerojrum A, t com-
munis mensura & eritque f diuisor ipsius A ad 
quem V primus. Manifesto hinc numerus t in-
ter eos inuenietur qui ex diuisore i prodierunt; 
5) Hinc coIHgitur horum numerorum multitu-
dinem esse A, quare ? a + ? s ' + ? <*" 4- etc . 
= f̂» Q. J£. J0. 

4o. Si maximus numerorum A7 B} C, D #&v 
imisor mmmmm == ** J numeri «, &, c, <2 *fir. #« deter-
mmari possunt, vt sU *A-jr b B 4~ e C-jr «to = *«• 

C " 
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Dem* Consideremus" primo diips tantnm 
nnmeJ-os Ay B," sitque horura diuisor maxiraus 
commanis' =s- K Tum coBgruentia Wx-=> 
•(rnod, B) erit resolubilis (art. 3o> . Sit radi* 
=== *, .ponaturque f̂— = £ .Tum erit * ^ + 
££==*', vti desiderabatur. 

Accedente nuraero terrio C, sit maximus 
clraisor communis numerorum A, C,' = *', erit-
que hic simul maximus diuisor communis nu-
merorum A, B, C *). Determinentur numeri ,k, 
y' ita vt sit & A 4 - y C = *', eritque k*A-h.kGB 
.^ VC = *'.-

Accedente numero quarto Z?, ponatur maxi-
tnus diuipor coramunis numerorum A'- Z? (qnem 
simul esse maximum diuisorem coromunem..nu-
.merorum A, B, C, D facile perspicitur) = *", 
fiatque '*'•*' -H *D' = x".. Tura erit AA' « ^ -+• 
,JU'£5 4- '*'v C*-4- * # = *"• 

Simili modo proced ipotest, jjuotcunque 
•alii numeri accedant* 

Si itaque numeri A, B, C, D etc. diuisorem 
•commmiem non habent, patet fieri posse aA 
•+ bB -f- £(7 rf etc. = i» 

•4-i. Si ,p « i j « w « r « . pnmtis atque habmiur p 
ra, «*̂**> ?»w qiiotmnque aequales esss possunt, mod& 
non onmes^sint aequales'. niimenis fermntationum ha-
•rum rerum per p erit diuisibilis, 

•VMetietur r>nim manifesto A' omties A< B, C Si vero noti essel 
diuisor'communis maximus: maximus' foret raaior quatti ^ ' lana 
quoniam hic diuisor maximus metitur ipsos A B> metietur etiaint 
ipsum u.A -f- £B i.*e. ipsum A', maior miaprem Q. j£. A -— 
Facilius adhue hoc ex art» i g dedaci' potest. 
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ExempK Quinque res A, A, A$ B, 5, decem 
modis diuersis possunt transponi, 

Demonstratio h-uius theorematis facile qmV 
dem ex nota''permutatiorium theoria peti po~ 
test. Si enim inter;has res sunt primo.a aequa-
les nempe = ^ , tum h aequales nempe = B ' 
tum c aequales nempe = C etc. (vbi numeri 
a, b% c etc. etiam unitatem designare possunt), 
ita Yt habeatur a.-f- b ^c -f- etc, =p, numerus 
permutationum erit = ' ••=-»-*—^-4-^~^l—_____ 
iam per se clarum est, iiuius fractianis nume» 
ratorem per denominatorem diulsibilem esse* 
quoniam numerus permutationum debet essein-
teger: at numerator per p diuisibilis est, de-
nominator ver1©, qui ex factoribus ipso p mi~ 
noribus est compositus, per p non diuisibilis 
(art. i5,). - Quare numerus p.ermutationum per p 
erit diuisibilis (art. 19), 

Speramus tamen fore.quibus etiam sequens 
demonstratio haud 'ingrata sit fmtura* 

Quando in duabus permutationibus rerum 
e. quibus compositae sunt ordo in eo tantum 
discrepat, vt ea res/quae in altera .primum lo-
cum occupat, aliam sedem in altera teneat, re-
liquae atitem eodem in vtraque ordine progre-
diuntur, eamque quae in altera'vltima est, ea 
quae est prima, in altera excipit; permutationed 
similes vocemus *). Ita in ex. nostro permuta-» 
tiones AB AAB et ABA BA similes erant^ 

" C 2 . . 

*) Si permutationes similes in cWculum icriptae esse concipiuntur ica 
Vt vltima res primae fiat contigua, nulla omnino erit discrepantia» 
quoniam nullus locus primus aut vlkimus yocari poterifc. 



36 — 

qnonlani res quae in priori pritnum secun-
dum etc, locum occupant, in posteriori loco 
lertio quarto etc. eodem ordine sunt coilo-
catae. 

lam quoniara quaeque permutatio ex p re-
bnas constat, patet cuiuis p •—-1 similes adin-
ueniri posse? si ea res quae prima fuerat, ad 
secundum, tertium etc. locum promoueatur* 
Quarura si nullae identicae esse possunt mani-
festum est,. omnium permutationuxn numerum 
per p diuisibilem euadere, quippe qui p vici-
bus maior. sit quam numerus ommum permuta-
tionum dissimilium. • Supponamus igitur duas 
permutationes P Q . . ••; T V . . . T Z; . F \ . . 
TZPQ**° T, quaram altera ex altera per 
lerminorum promotionem orta sit, identicas 
esse siue P-=^V etc* Sit . terminus P qui in 
priori estprimus, w + i tus in posteriori. Erit 
igitur in serie posteriori terminus n + 1 tus ae-
qrialis primo, « + -a tus secundo etc. vnde 
a » + x ttu rursus • primo aequalis euadet, ea* 
demque ratione 5»-f- itns etc. j 'generaliterque 
terminus kn-^-m tus m to (vbi quando kn-j~m 
ipsum p superat, aut series V,.. TZP Q • . . 2* 
semperab initio repeti eoncipienda, est,'. aut a 
k n + m. multiplum ipsius p proxime minus re-
scindettdum). -Quamobrem si k ita determinar 
turj vt.B.atkn^i (mod,p)$ quod iieri potest 
quia p primus, sequitur generaliter terminuni 
m ttint m + 1 to aequalem esse, siue quemuis 
terminum sequenti, 1. e. omnes terminos ae-
quales esse contra hypothesiny 

, 42. Si coefficientes AtB% C • • • • N; fy bs £„.«,«, 
n1 dmrum functionum formae1 
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xm-h••Axta—l~+*B **~a-4-C*»--3. ,.;.-.+. JV (p) 
' * * + : « # * • - » • + £ # * * — ! * + *arf*-3.. . . . ' .+ » • • . . . ( $ ) 
omnes sunt rationalps, neque vero omnes integrit pro-
duciumque ex (P) et (Q) = 

'O»M*J coefficisntes 31, 93..... =3 twf^ri ««« nequeunU 
Demo.ns.tr. Exprimantur omnes fractiones 

in coeificiemibus ^ , 5 etc. a, b etc. per nu-
meros quam rainimos, eligaturque ad libitum 
numerus. primus p, qui aliquem aut plures ex 
denominatoribus harum . fractionum metiatur» 
Ponamus, id quod licet, jrmetiri denominato-
rem alicuius coefficientis fracti in (P), patetque 
si (Q) per p diuidatur, etiam in (-^ dari ad mi-
nimum vnum coefficientem fractum cuius deno» 
minator implicet factorem p (puta coeffi cientem 

iprimum f). Iam facile perspicitur, in (P) da» 
tum iri terminum vnum', fractura, cuius deno-
minator inuoluat plures dimensiones ipsius p 
quam denominatores omniuni similium praece-
dentium, et non paucioresa qtiam denominatores 
omnium sequentium; sit hic. terminus = Gxsf 

et multitudo dimensionum ipsiusj? in denomi-
natore ipsius G, ===?.?. Similis terminus dabitur 
in •— qui/sit = Fxv et multitudo dimensio-
num ipsius p in denominatore ipsius r, = ** 
Manifesto hic erit i + x ad minimum = 2. His 
ita praeparatis, terminus xH? producti ex (P) 
et (Q) coefficienteni habebit fractum, cuius de-
nominator £-f- r — 1 dimensiones ipsius p in» 
noluet, id quod ita demonstratur. 

Slnt termini qui în ( P ) terminum Gxs 
praecediint, 'Gxs+^ "G #*+*,' etc. sequentes 
yero G'%s~l

t G"xs—2 etc-;, similiterque in (|) 
C:3 
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^praecedant terminum r xv terniini ' r^v+i , -
/ yr*y + 3 etc. sequantur autern termini r'xy—i> 
v'*xv—2 etc* Tuni constat in producto ex (P\ 
y- coefiicientem termmi xstv fore =? (Jr 

4--'Gr'-f* "Gfr" -f etc. 
+ 'r G ' + "r G" + etc.. ( 

Pars Gr.erit fractio quae si per numeros qitam 
•minimos exprimittrr in denominatore "£-f-T di-
mensiones ipsius p inuolult, reliquae auteni 
partes si sunt fractae, in dominatore pauciores 
dimensiones nmneri p implicabunfc, quoniam 
onines ŝ unt producta e binis factoribus quo-
rum alter non plures quam t, alter vero pau-
ciores quam r dimensiones ipsius p implicat; 
vel alter non plures quam »', alterque pauciores 
quam t, Hinc fir_erit formae 7IE;T~, reliqua-
Ttmi vero «urama /ormae yf i^zy - , vbi ^ posi-
tras et e} f, f a factore p liberi: quare omnium 

efi+e' fp° 

summa erit == -y-r-T-i^ cuius numerator per 
p rion diuisibilis, adeoque denominator per 
nullam reductionem paueiores dimensiones quam 
t-h r obtinere potest. Hinp coefficiens termini 
x^ i a producto ex (P), CQ) erit = : ~ ^ } 

i.-e fractio ctiius denominator t~hr—~':i dimen-
siones ipsius p implicat ( Q> E* D> 

4-3v Congruentia mtl gradus, Ax^ -f- Bx™—* 
4_ <7:tfm—2+ gtCt + -Mx-i*N~o, cuius modulns est" 
numerits primus p, • ipsum A ttbn meiiens, piuribus 
quam m modis diuersis solui non potest, siue pluves 
quam m radices • secundum p incongruos non • habet, 
(Vid,- artt. 25, 26) 
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Si qriis neget, ponaiiras dari congruentia» 
diuersocum graduum m, n, etc. quae plures 
quarn m, » etc. radices haheant, sitque mini* 
mus gradus, m, ,ita vt omnes similes congruen-
tiae inferiorum graduuni theoremati nost.ro sint 
cousentaneae* Quod' quum. de primo grado-
iam supra.sit demonstrar.mii (art 26), manife-
stum est, m fore aut .•-=: 2 aut niaiorem. Ad-
miteet itaque congruentia Ax^ + 5-ar ">—* -f- etCi 
•*4- M& + :iV==o saitem»a + r radices, quaesint» 
= *, x = £\ a- == y\etc., ponainusque id quod 
licet omnes -numeros «,: & y e tc- esse positiuos 
et minores quanv p, omniumque minimum «, 
Jam in ' congruentia proposita substituatur pro 
^J ff + *, transeatque itide in lianc 
A'y™-¥ Bly™-i 4- ^ » — 3 , . , . + M'# + A^==o 
Tum manifestum est, huic congruentiae satis* 
iieri deberi, si ponatur # ~ o , aut = £--«, aut 
~ y—» etc., quae radices.-omnes erunt diuer-
sae, -numerusque earera =a«» + i, At ex eo 
quod y = o est- radix, sequitur, N* per p drai-
sibilem fbre. Quare etiam haec expressia> 
'y {A* ym-x + W#«n-2 + ere. ..+ Af) iiet —;"o 
(mod. p), si ipsi y vjtius ex j«* valoribus,, £—*> 
y-• «>etc. tribuitur, quiomriessunt > o e t < p , ad-
eoque in omnibus hisce casibus etiam A'ym—1 + 
B'ym—*+etc. + M ' fiet~o art.22; i e, eongruen-
tia^f'ym—*.+ i? '#m—2+etc. + Mv==o, quaeesfr 
gradus »—i'11, m.radices habet et proin theo-
remati, nostro aduersatur (patet enim facile» 
A*.. fore = -A, adeoque per p non diuisibilem, 
vti requiritur) licet supposuerimus, omnes con-
gruentias, inferioris gradus quain mt!> theorema* 
ti coiisentire» Q;E,A,. 

C 4 

http://nost.ro
http://monstrar.mii


4o 

'.. 44* Quamuis, hic supposuerimus, modu» 
lum f non metiri coefficientem. termini sumrai, . 
tamen theorema ad hunc casum non restringi-
tuf. Si enim. primus coefficiens siue etiam ali-
qui sequentium per p diuisibiles: essent, ; h i ter-
mini tuto reiici possent, congraentiaque tan-, 
dera ad inferioreni gradum deprimeretur, vbi 
coefficiens primusper p nonamplius foret diuisi-
bilis, siquidemnbn omnes coefficientes perj» di-
uidipossunt; inquo casu, congruentiaforet, iden-
tica atque incognita prorsus indeterminata, 

Theorema hoc primum ab ili. La Graoge 
propositum atque 'demonstratum est (Mem. de 
VAc, de Berlin, Annee 1768 j>. '19».). Exstat et-

• iam in dissert. i l i Le Gendre, Reckcrches d*Ana-
hjse P:determn£e, BisL de l'Acad> de Paris••1785. 
fi. 466. III. Euler in Nou> Cornm.Ac* Petr-.XFHL 
p. 93 demonstrauit congruentiam x* -—1 = 0 
plures quam n radices diuersas habere non 
posse» Quae quajnuis sxt particularis, tameri 
•methodus qua vir sumraus vsus est omnibus 
congmentiis facile adaptari potest. Casum ad-
huc magis limitatum iam antea absoluerat, 
Cornra, Ac. Petr. V. p. 6, sed haec methodus ge» 
neraliter adhiberi nequit. Infra Sect. VIII, aiio 
adhuc - modo theorema demonstrabimus; at 

• quantumuis diuersae primo aspectu o.mnes hae 
methodi videri possint•, periti qui comparare 
eas voluerint faciie certiores fient omnes eidem 
principio sup.erstractas esse. Ceterum qaum 
hoc theorema hic tantum tamquam lemma sit 
considerandum, neque completa expositio huc 
pertmeat: de modulis cpmp.bsitis seorsim agere 
•supersedemus. 



— ' 4> 

S E G T I O T E ' R T I A 

DE 

RESIDVIS PGTESTATVM. 

45.' THEOKEMA, JU omni progressione geome-
tricat'..if a, aa, az etc.~ praeter primnm- i , aiius ad-
huc datur 'terminu^* a*, secundum modulum p ad a. 
prinmm vnitati congruus,' cuins exporiens t <J p. 

Demonstr. Quoniam modolus p ad a3 ad~ 
eoque ad quamuis ipslus a potestatem est pfi-
mus , nullus progressionis terminus erit ~~ o 
(mocL -p.y, sed quiuis alicui ex liis numeris 
3 , 2 , 3•'.>. .• jp —- i congruus* • Quorum mtil-
fitudo quum sit p — ;'r,, manifestum est, si pki-
res quam p ~- i progressionis termini conside-
rentur, omnes residua minima diuersa liabere 
non posse. Quocirca inter teraiinos i, a, aa, 
a3..... aP"~x bini ad mi.nimum congrul inue-
mentur. Sit itaque '« m ~« n "et m > « , £etque 
diui.dendo.-per «n, a m ' n E~i (arr, 22) -vbi m-— 
«<J/>, et >'o> Q. £• !?.'• 

JEar. In progressione r, 2, 4* 8 etc. termi-
-nus poinus qui secundum modulum i5 vmtatz 

G 5 ; . 
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est' coagruus, ..iriuenitur a I a = 4096. At se-
cundum modulum 2.3 in eadem'progressione iit 
2 1 1 — 20 18 == 1. Similiter numeri, 5 -potestas 
sexta, i5tU5 y. ynitati congrua'secundum mo-
•dulum 7, ' quinta vero?i 3 ia5 , secunduni' i r . 
In aliis igitur casibus potestas. exp^nentis mi-
noris quam p — 1 vnitati congrua euadit , ! in 
aliis contra. vsque ad potest.atem ,|? — 1 .tam 
ascendgrejnecesse est. 

46. Quando progressio vltra •terminunv 
qui vnitati est congruus1 contiriuatur, eadenv 
quae- ab initio habebantur residua prodeunt 
iterum, Scilicet si &t!= s, erit aM ~ a, a'*2 = 
<s$erc.- donec ad terminum a^. perueniatur, cu-
ius residuum •minimum iterum erit J | 1, atque 
residuorum periodum denuo inchoat, Habetur 
itaque. periodus t residua comprehendeas, quae 
simolac iinita est ab initio semper repetitur; 
neque alia residua ijuam cjuae in hac periodo 
continentur in tota progressione occurrere pos-
surit. • • Generaliter erit amt~ 1 , et 0wt+n=«n,. id' 
quod per designationem nostram ita exhibetur: 

Si r — f (mod. t) erit 
afi = a* (mod, p) 

4.7. Petitur ex hoc theoremate compen-
ditim potestatum quantumuis magrio' exponente 
affectarum jesiclua expedite inueniendi, 'simiil-
ac.potestas vnitati congrua innotescat. Si exv 
gr. residuum e diuisione potestatis 3x o o° per 
s-5 oriundum quaeritur, erit propter 5 3 —.1 
(mod. i5) , t = ; 3 ; quare quum sit JOOG ,=r i 
mod, 3.), exit 3ZOOO = 3 (mod. i3). 

. 48. ••Quando ak est infima potestas vnitati 
congrua (praeter -a* == 1, ad quem casum 'hia 



• 43 

Ron respicimus), • illi t ' termini, residubrum pe-
r iodum constitnentes omnes erunt diuers i , vti 
'ex denionstratione art. 45 nullo negotio perspi-
citiir. T u m autem' propositio arr. 46 conuerti ' 
po tes t ; scilicet si ain = a? (mod. p) erit m—^.n 
(mod. t). Si enim m, n secundum -moduliun * 
incongru i -essen t , residua eoram xronima, H> * 
diuersa-foremV ;At avs == am, -rt =EE an, quare. a14 

== a* i* e» non omnes poteslates irifra al incon-
grui. 'forent contra hypoih. 

Si i taque «*==•'!, Cmod. p ) r erit £ s 0 
(111 od."0 .*. /?. A per 2: dluisibilis» 

Hactenus de modulis quibuscimque si mo-
do ad a- sint pr imi dixiiiius. iam modulos qui 
sunt numer i absolute primi .seorsim considere-. 
KIUS. a tque ' lnric fundamento'-. inuestigationem' 
general iorem postea snpers l ruamiW' 

49» ' THJSOREMA, ; Si p est numertts primus 
ipsum a non metisns , atque al infima -ipsius a potestas 
secmdum modulum p vnitati congrua, exponens t aut 
erit == p'-^ 1 aut pars aliqiiota tiuitts- nitmeri, 

Conferantur exempla art. praec. 

Dmokstr. Quum iani ostensum sit, t esse 
aut = p —• 1, aut <J p-— 1, superest,- vt in DO-
steriori casu t semper ipsius p —-1 partem aii-
quo tam esse euincatur. 

1. Colligantur residua .minima^ppsi t iua 
omnium iiorum terminorum, 1, a,-aa.,.,, a*~y~ 
quae per *,•*'. V etc. designentur, ' ita vt sit « 
•= 1, .«' = «, *u~aa etc, Persp icuum est, haee 
omnia fore diuersa , si enim duo termini &™ a*. 



eaueni praeherent, foret (snpponendo n: > n)7 

a™ ». 1 a t ( [uem-*8<f , Q. E. sL quttm nulla 
inferior potestas quain a- vnitati sit congrua, 
l':-y. Porro omnes «><*'•' «" etc. in serie iiiiinn-
rnrnm i, 2, 5 . . . p — 1 continentur, quam la-
niou non exhaurient, quum *<jp - 1. Com-
pl^xiim omnium *» *'» -" etc. per (_£) designa-* 
bimus. Comprehendet igitur (_tf) terminos t. 

II. Accipiatur numerus quieunque » ex 
bis 1, ?., 3 . . . /?— 1, qni in (J) desit. Multi-
plicetur o per omnos «» »'» «" eto., sintque rosi-
dua miniiua inde oriunda - *'• =" vtc., quormti 
nmuerus etiam erii £. At haec resulua tum in-
ter s_ qmm ah omnihus *. *'» a " elc. erunt di-
uorsa. \Si enim p w av-ertio falsa essot, habe-
retur Zt>™ Zaa adeoque diuidendo per *. •:?"" 
_•", coutra ea quae modo demonstrauimus: si 
voi o posisrun-, haberetur -ur'' i?\ vmie, quan-
do « /<« , b d«>—m i. e. -alioui cx his *. *'• *«" etv. 
coiujruus corura hyp. ; quando vero w>?: , .se-
quiuir nmlliplicando per ff—"1, »a' . a"1- ''S 
siuc propfer rt* 1, £ ,i't-,,"-'T1, quae est *>adrm 
alw:rditas. Do-i^nm ur cumplexus omniwm * "•<> *" 
etc. quorum mubitudo - r, p-T (/»), babe-
bunturque iam ai numeri vs. his 1, •.*, » . . . 
p - 1. (Juodsi ij;it«r (y/j et (/>) o u r n ^ hus 
iiiimnrn.i compIeotinUur, lit ' '-*--" ' -deoque 
theorema dmnonstratum. 

III. Si vero nliqui adhnc defteitmr, sit ho . 
rum aliquis v. IVr Imnc multipliomtur omrvs 
«._' .«" eto., produotorumque re-idua minim.i 
siut >• v'» "/' e t c ; omuitmi oomplexus- p»*r ( Q 
designetur. (C; igitur coxnprehendet t iiumcros 
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ex his rs 3, 3 . . . | j — i , quae omnes tum in-
ter se quam a numeris in (A) et {B) contentis 
erunt diuersi* Assertiones priores eodem mo-
do demonstxantur vt in II, tertia ita. Si esset 
y s r a = ^ n , fieret y~C an—m

f aut~Ca t+n—« 
prout m <J«, aut £> », irt vtroque casu y alicui 
ex (j5) congrua contra hyp» Habentur igitur 
5 £ numeri ex his i, 2, 3 . . . p— 1 , atque si 
nulli amplius desunt, iiet £=—.-adeoque theo-
rema erit demonstratmn*. 

IV. Si vero etiamnum aliqui desunt eo-
dem modo ad quartum numerorum comple-
x u m , (JD), progrediendum erit etc. Patet vero 
quoniam numerorum 1, 2, 5.««. p — 1 multi-
tudo est fmita, tandem eam exhaustum iri, ad-
eoque mulfiplum ipsius i fore : quare t erlE 
pars aliquota numeri p —-1« Q» JE« D. 

5o. Quum igitur r~~ sit integer, sequitur 
enehendo vtramque partem congruentiae at =^ 1 
fid potestatem exponenris —-, af—x === r f Sim 
flp—1 - ^ «^p^ . JKT p dmmbttis tst% qaando p est 
prknut ipsam a m® mttkns» 

Theorema lioc quod tum propter elegan-
tiam tum propter eximiam vtiiitatem omni atten-
tione dignum, ab inuentore theorema Fermatianum 
appellari solet. Vid» Fermatu Opera Mathm. To<> 
IOSM 1679 foL p, 163» Demonstrationem in-
uentor non adiecit, quam tamen in potestate 
soa esse professus est, IIL Euler primus de-
xnonatrationem publici iuris fecitf. in diss.' cui 
tituiuft Thmrmatum quorundam ad mmteros pritna® 
tptctmihtm dmonstraHo^ Cotnm» Acad* Petrop*. T* 



VIII *)• Innititnr ista euolntioni potestatis 
{a+ Op? vbi e x 'coefficientium forma facillime 
deducitur ( a+ i ) ? -—av—i semper per p fore 
diuisibiletn, adebque ( a - f - i ) ? — (a-f-i) per p 
diuisibilem fore, ,'quando a?—a per p sitdiuisibi-
lis» larii quia IP — i sernper per p diuisiblHs 
est, etiam aP-—2 semper erit; hinc etiam 3? 
•'•— 3 etc. generaliterque «P-— a. Quodsi itaque 
p ipsum a non metirur,- etiam cft—J — "s per p 
diufsibilis erit. Haec sufiicientad methodi -indo-
iem declarandain. Clar. Lambert similem demon-
strationem tradidit in Actis ErudiL 1769. p.iag* 
Quia yero euolutio potestatis binomii a theoria nu« 
merorum satis aliena esse videbatur, aiiam de-
monstrationem ill. Euler inuestigauit quae ex-
stat ' CommenL nou. Petr. T* VII p* 70 , atque 
cum ea quain nos art. praee. exposuimus pror-
sus conuenit. In sequentibus adhuc aliae 
quaedam se no.bis offerent. Hoc loco vnam 
superaddere lieeatj quae similibus principiis 
innititur, vti pjrima ill, Euleri Propositio se« 
qtiens, cuius casus tantum particularis est theo-
rema nostrum, etiam ad alias inuestigationes 
infra adhibebitur. 

Polynomii a^Jrb -\~.c-\~ tic. poiestas p ta secun* 
dum moduhtm ' p est == a? -|~ #P *~|- c9 "+ eic. > siqmdem 
p est numertis primus*. 

*),Iu commerit. anteriore vir summus ad scopum nondum peruenerat* 
Com. Pttr. T. VI. p . io&. — In controuersia famosa inter Mau~ 
percuis et Konig, a principio actionis hrinimae orta, sed mox ad res 
heterogeneas egressa, KSnig in mauibus se habere dixit autographum 
Ltibnitianuin, in-quo deruonstratio Vurius theorematis cum Euleriana 
prorsus eonspirans contipeatur. Jfpel au fublic. p / 1 0 6 . Licefc 
vero fidem huic testimonio denegare nolimus, certe Leibnitius j n -
uentum suum numquam publicnuit. -Conf. Mist. de PJc. de Prusse* 
J. 1750. f>. 530. 
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Demonstr. Constat potQstatem , ptam poly-
nomii a f 6 - f -c+e tc . esse composiram e par« 
libns formaa * a* b* cy efc.c. vbi «-f-£-j-y e t c . = 
j0, et * designat, quot modis p res, quarum <*, 
6, y etc. respectiue sunt — a, b, c etc. permu-
tari pO/Ssirit At supra art. 41 ostendimus, luuic 
Bumertim semper esse per p diuisibilem, ni--
si omnes res sint aequales, i, e. nisi aliquis ni 
merorum *> £> y etc. sit = p reliqui vero = c 
Vnde sequimr omnes ipsius (»+.& + c + etc)p 
partes, praeter has avt bP} cv etc., per p diui-
sibiles esse; quae igitur quando de congruen-
iia secundura modulum p agitur, tuto omitti 
poterunt, iietqne /> + b + c + etc.)p= aP + bv + 
«?p + etc. Q. £. jD, 

Quodsi iam omnes quantitates a, h, c etc. 
5=s i ponuntur, numerusque earum = &, fiet 
Jfep = & vti in. art, praec 

5a. Quoniam igitur alii numeri quam qui 
g.unt diuisores ipsius p• —-.1 nequeunt esse ex-
ponentes potestatum infimarum ad quas*" euecti 
numeri aliqui vriitati congrui iiunt, quaestio 
sese offert, num omuesipsius p;.— i diuisores 
ad hoe sint idonei, atque, quando omnes nu-
meri per p non diuisibiles secundum exponen-
tem infimaesuae potestatis vnitati congruaeclas-
sificentur, quot ad singulos expomentes sint per-
uenturi. Vbi statim observaire conuenit,^suf-
ficere, si omnes numeri positiui ab i vsque ad 
,p—i considerentur; manifestum*enim est, mi* 
meros congruos ad eandem potestatera eleuari 
debere, CJUO vnitati fiant congruae, adeoque 
numerum quemcunquead eundem exjSonentein 
@sse xeferendum ad quent residuum suum jni-
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nimum positinura. Quocira in id nobis erit 
incumbendum, vt quomodo lioc respectunu» 
mari i, 2, 5 .'•> . . p—1. inter singulos. • /?— 1 
factores distribuendi sint eruamus. Breuitatis 
gratia, si d est vnus e.-diuisoribus numeri p—1 
(ad quos etiam 1 et p — 1 referendl), per -fyd 
designabimus' multitudinem numerorum posi-
tiuorum ipso p minorum quorum potestas ^te 

est infiina vnitati congrua* 
53. Quq facilius haec disquisitio intelligi 

possit, exemplum apponimus. Pro p= ig di-
stribuentur numeri 1, 2, 3 , . . • 18 inter diuiso~ 
res numeri 18 h o c m o d o : 
i - 1. 
2, 
3 
6 
9 

18 

7 ? i r v 

8, 12 . • 
4, 5» 6, 9, 16, 17.' 
2, 3, io, i 3 , I4J 'i5. 

In lioc igitur casu fit •£ 1 = r, 4-2 = 1, ^ 3 = 5f 

\ j , 6 = 2, '4 9 = 6, ^ 18 = 6. Ybi exigua atten-
tio docet? totidem ad quemuis exponentem 
pertinere 9 quot dentur numerl hoc non 
maiores ad ipsunique primi, siue e'sse in lioo 

. certe, casu, retento signo art. 40, -^d = <p d. 
Hanc autera obseraationem generaliter veram 
esse ita demonstramus.. . * 

I. Si numerus aliquis habetur, a, ad ex-
ponentem d pertinens (i. e. cuius potestas dt& vni« 
tati congrua, omnes inferiores incongruae ), 
omnes huius potestates, aa, «3, a* .... ad siue 
ipsarum residua rainima proprietatem priorem 
etiam pos.sidebunt (vt potestas ipsarum dt& vni-
tati sif congrua) et quum lioc ita etiam expri-
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mi posslty resldua minima numerorum &f a&$ 
a3 . • . . aA (quae pmnia sunt diuersa) esse radi» 
ces congruentiae x*^iy haec autem plures 
qnam d radices diuersas habere nequeat , nia--
nifestum. est, praeter numerorum a} aa, a%. *..: 
a<* residua minim» alios rmmeros inter i et p—i 
incl,- non dari quorum potestates exponentis rf 
congruae sint vnitatl. Hinc patet omnes nu-
meros ad exponeritem d pertinerites inter resi» 
dua minima numerorum a, aar ci? . ..-. . <i* 
reperiri. Quales *vero sint., quantaque eorum 
mukitudo ita defmitur. : ,Si./? k est. .rmmeras-, ad 
d primus;;,.omnes p.otestatesJipsius a\ quarum 
ejxponentes < d, vnitati non- erunt congruir esto 
enim f (mod, o3) ~m ( vid. art. 31) eritque 
akm = a; ' quare si potestas eta ipsius ak vnitati 
esset congrua atque e<*d, foret etiam a ^ s i 
e t .h inc ae~i contra hyp. Hinc manifestum 
fest, residuum minimum ipsius ak ad exponen"« 
iem d pertinere. Si vero k diuisorem aliquem? 

^ cum' o* communem.'habet,' ipsius ak resi^ 
,duum minimuiri ad exponentem d non perti-
liet; •• quoniam tum potestas | t a iam yniiati fijfc 
congrua (erit enim •¥ p e r o*- diliisibilis ? ' siue s 

o (mod. d) adeoque' aT ~ i)» Hinc colligitiir; 
lotidera numeros ad exponentem d pertiner® 
cpiot numerorum i, 2, 5 . . . . d ad d sint pri,-
jni. At memorem esse pportet,: hanc-con* 
clusionerii innixam. esse suppositipni, Ynuia 
pumerum a lam haberi ad exppneritem d per-, 
tinentem. Quamobrem dubium ,remanet, • fie» 
rine possit vt ad aliquem exponentem raillug 
©mrtino riumerus pertineat; conclusioqu© eo 11« 

..tnitaiar, vt' $& sit Yel'«s o vel = > i . ' 
• O . 



54* II» lanx sintomncs diuisorc-s- mnre r i 
;»«—-i h i : d, i ' , <*", etc. oritqtte, qulii omnos nuni! iri 
i , i», 3 . . . . »— i iitfer hos simt distributi, >• d 
<-f- -^d' ~f~ ^rf" -{- etc. = p — i. At in art. .*o 
demonstrauimus esse Q d ~h p r-' -r- 9 ^ ' ~f~ p-{£> 
= p«—• i , atque ex arr. pracc» soquitur 4 d 
ipsl prf «ut aequaiem aut Ipso minorem ess*% 
maiorem esse non posse, snniliterque de -^tV 
et <pd't ete. Si itaque aliqtils terminus- <-«x his 
4'rf> ^ ' , ••M" etc. termino respondente ex his 
0rf, iprf', 9rf", esset miuor (siue etiam plures) 
illorum summa sunimae horum apqualis ossfj 
non posset. Vnde tandem. eonehuluuus' & d 
ipsi <?d semper esse aeqmtlemf adooque a magnitu-
dine ipstus p— i non pondere. 

55. Maxlmam autem attontionem mere-
tur casus pamoutaris proposhioms praeceden-
tis scilicet semper dari xuweros quurnm nu'.la pnttstas 
infmor quan: p—i ^ vnltati CMtgrut, et quidem 
totldem inter i et p — i qwot tnfVa p t Miit 
sumeri ad p—»i primi. Cuius dieorematia 
demonsrrario quuni ininluie tam obuia sit quam 
pnmo aspeetti vidori po.s-.it, proptor thfnrema-
tis digniiatem Heeat aliam adhue adiieere a 
praeeedente aliquantum diuersam, quaiuloqui-
dem mechodorum diuersitas ad n»s obs-curiores 
illustranda* plurimum couferre solet. ReM.l-
uatur p — % in faetores suos primos ilatque p - -1 
=s a* b' cy etc. , de.siguantibus a, £?, c ete. rm-
Bieros primos inaequales. Tmn theorenuttis 
demonstrationem per sequeuHa ab^ohmmust 

I. Semper Inueniri posse nuiuerum A^ 
(aut jphires,), ad expunenrein a* jjerunrntcHi, 
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aimiliterque numeros J3, C etc. ad exponehtes 
H) cy etc. respectiue pertinentes» 

II. Productum ex omnibus numeris. A 
B, C etc. (siue huius producti residuum mi-
nimum) ad exponentem v— i pertfnere. Haec 
autem ita demonstramus. 

I. Sit g numerus^ aliquis ex h!s i , s9 5 . ^ 
p — i , congruent iae*-> == i (mod. p) non sa« 
tisfaciens, omnes enim hi numeri congruentiae 
hu ic , cuius- g r a d u s - < J ' J B - ^ I , satisfacere ne-
queunt. Tum dico si potestas £~ c» ipsius gpo-
natur s A, Imnc immerum, siue eius residuunj 
«linimum ad exponentem aa pertinere. 

Namque patet potestatem a* **» ipsius 1 
congruam fore potestati p — r »« ipsius g *. #. 
vnitati, potestas vero a*-~*** ipsius A congrua 
erit potestati £=*tae ipsim g, u t. "vnitati erit 
mcongrua, multoque minus potestates '«*—*, 
0«—3 «a etc. ipsius A ynitati congruae esse pos-
sunt. At exponens infimae potestatis ipsius kf 

Ynitatx-oongruae, siue exponens ad queni per~ 
tiaet kf numerum a* xnetiri debet (art. 48)» 
Quare quum a* per alios numeros diuisibilis 
non. sit quam per se jpsuxn, atque per inferio-
res ipsius a potestates, necessario a« erit ex-
ponena ad quem h pertinet. Q. J5, JX Per si-
xnilem methodum demonstratur, dari numeroi 
&d exponentes b\ cJ e t a pertinentes» 

II* Sisupponimns, productum exomnibua 
Av Bt C eto» non ad exponentem p -—* i, sed, ad 
muiorem f pertinere* * ipsum p — 1 metietur 
{art* 4 8 ) , . sine erit £=£ integer vnitate maior> 
Faclle autem perspicitur? -hunc.quotientfm^Yei 

" ' ' '• O a 



<5a — 

esse vnum e-numeris primis at b, c etc. vel sal» 
tem per aliquem eorum. diuisibilem (art. i>j\ 
ex. gr.per «, de reliquis enim simile est ratio-
qiniumi ••'.-:• Metietur itaque Mpsum ^ ; q-uarie 
productum ABVetc, etiam ad potestatem^-taltt 

©leuatum vftitati erit congruum (art* 4$)- Sed 
perspicuum est singulos I?, C$ etc. (exemto 
ipso A) ad potestatem ?~-tam eleuatos vnirati 
congmos fieris quura exponentes b*, cv

t etc. ad-
quos singuli pertinent ipsum z~- .metiantiir. 

.Hinc erit A~<r B~s- C~~^~ .etp..~-.A-~' == i. 
Vnde. sequitur exponentem ad quem ^ perti-
net ipsum -—- .metiri debere (art. 48)? i.-e. 
£~|j'esse. integrumi at ^ - = *?f?LeJf: integer 
esse nequit' (art.: i5)* ; Vn.de tandem conclu-
dere oportet,: suppositionem nostram cbnsistere 
non posse,"i. e. productum ABC etc..'.reuera-
ad exponentem. p—* 1 ̂ pertinere* Q. £. D*. 

Demonstratio posterior priorialiquantulum 
prolixior esse yid;0tur> prior contra pbsteriori 
'IQJJQUS -directa» 

56.' Hoo tlieorema insigne ©xempluni 
"siiippeditatj , quattta cireumspectione;ravtheo* 
ria numerorum' saepenumerb opus--sity ne^ 
quae non smuy pro Certis'. assumamus.; Ge-
leb. Lamberfc in diss. iam supra MudatA Act® 
Mrudii*-:ij6§ p> I27 huius prbpositionis> men« 
fionem facit .seddembnstrationis: ne necessita-
tem quidem attigit. Nemo vero; demonstra--
tionem tentauit praeter summum '•. Eulerum 
Gonment. ®oM* ' Ac>: Pitrpp*. T* \XV1H[• ad:.. anmim' 
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i;77-5: Btmonstrationui circa• nsidua ex diuisione potim 
statum per numeros primos resnltantia p. 85 seqq* 
vid. imprimis art. 3 / vbi de demonsteatlonis 
necessitate fuslus locutus est. At demonstratio 

guam Vir sagacissimus exhibuit duos defectua 
abet. Alterum quod art. 3 i et sqq, tacite 

supponitj" congruentiam xn ^ i (translatis ra« 
tiociniis illic adhibitis .in. nostra signa) reuera « 
radiees diuersas. habere.,.. quamquain ante nihil 
aliud fuerit demdns.tra.tum. quain quod plures 
habere nequeats alterum,. quod formulam art@ 
54 per inductionem tantummodo deduxlu 

67.' Numeros ad. exponentem #,-—1 per> 
tinentes radices prlmitiuas cum ill.. Eulero. voca^-
bimusi Si igitur a est radix, priraitiua, potesta» 
tum ar aar a 3

4«. <#>•—•*. resi.dua minima om.nia,.-
erunt di.uersa;, vnde facile. deducitur, inter haea 
omnes. num.ero.s. 1, 2, 3,; *.... p — 1, qui; tQtidew 
sunt multitudma quot Ilia residua minima^ xe^ 
periri. debere, k e.. querauls. numerum/per-p. 
non dluisibiiera p.otestati alicui ipsius & •con-
gruum esse*. Insignis haec jproprietas perma-
gnae est vtilitatis, operationesque arithmeticas^ 
ad congruentias pertinentes, haud parum suble-» 
uare,- potest, simili ferG mod.o-,. vt logarithmo-» 
rum introductio operationes arithmeticae vul-f 
garis.. Radic.em aliquam primitiuani, ay ad ki-
bitum pro basi adoptabimus, ad qiiam, omnea 
numeros per p non. diuisibiles referemus, et si 
fuerit ®*~^~b Cmod^j?),;.: e Ipsius., k indicem, voca-t 
bimus. Ex. gtv si pro modulo 19, radix prl-
itiLtiua 2 pro basi assumatur respondebunt 
iranneris 1.2. 3,'fc '5.> 6.y4>9.l°.TJUi$.i>j.. 14.15^16.17.18« 

•indices Q;in3t2..f/Ja.4i6^..1.'i*f;i'.2."ii5.:- •$S*[.M. 4. fp. ;$>.. 

B 5 ' 
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Geteruttf patet, manente basl, cuique numero 
plures indlces' cbnuenire, sed hos omnes se° 
cundran modulum p-— i fore congruosj quam-
©brern quoties de indicibus sermo erit, qui se» 
ciindum modulum p'— I sunt congrui pro ae» 
qulualentibus Jbabebuntur, simili.modo vti nu-
meri ipsi, qu.ando secunduni .inodulum p sunt 
congrui, tamquam aequiualentes spectantur. 

58, Theoremata ad indices'. pertlnentia 
prorsus analoga sunt iis quae ad logarithmoa 
spectant» 

Jndesc producti § quoimnque factoribus conflati 
songruus est summae indicum singulormt factorum $e-
cmiu/m moduium p— Y. 

Index potestatis numeri aticuws congrmu est 
producio ex indice nwmeri dati m exponentem patesta-> 
tist secundum mod^ p—~i* 

Dempnstrationes propter. facilitatem omit» 
timus* 

: Hinc perspicltur sl tabulam construere ve-
limus ex ,qua pmnium numeroruiii Indices pro 
modulis ^diuersis desumi possint, ex liac tum 
omnes numeros modulo maiores, tum omnes 
compositos • omitti posse. Specimen huius mo-
di tabulae ad calcem operis huius adiectum est, 
T&k. JT,: vbi in primp. eolumna verticali positi 
sunl numeri primi primprumque.j potestates a 
S vsque ad.,97, :qui tamquam jmpdull sunt spe-
ctandrv Inxta nos ..singuios :numeri pro-basi as-



• . — 5 5 — 

sunit-i; tum sequuntur indices numerorum pri-
morum successiuorum, quomm quini sempet 
per paruulum .interua-lhim ssunt disiuncti, eo« 
demque ordine supra dispositi sunt numeri pri~ 
m i ; ita vt quis index numero primo dato s®~ 
cundum modidum datum respondeat, facile tu» 
ioque inueniri possir* 

Ita ex. gr« si ,p = 67 index numeri 60, as« 
sumto 12 pro basi erit = 2 Ind. 2 + Ind, 3 ~f» 
!nd. 5 (mod» Q6). » 58 *-f- 9 '•+• 3-9 =: 4o. 

5g. Inctese vatoris caiuscimqm expressionis . ~ 
(jnod.. j?.), (®rt. zOcongruus est secundum modulum 
p—- 1 differentiae indicum numeratoris'a et denomina-
toris b} siquidem numeri arh $>er p nan sunt dmisi" 
biles. 

Sit eniftr valor .quicunque c\ eritque fo=n 
(mod. p); hinc Ind, b + Ind. c — Ind. a (mod*. 
p —. 1) adepque 
IndL c* ~ Ind, a —- Ind.' 5* 

Si itaque- tabula habetur, ex qua index 
euique numero respondens pr# qupuis modula 
prinio, aliaque ex qua. .numerus. ad .indicem 
datum pertinens deriuari possit^ omnes con-
gruentiae primi gradus facillimo negotio solui 
poterunt, quoniam omnes reduci possunt ad 
tales, quarui». modulus est numerus primus 
(art. 5o). E. g. proposita congruentia 29^ ~J-
rj ~ o (mod. 47) erit % 5= ,=| (mod. 47). 
Hinc Ind. x ==IIML •— 7 - ~ I n d . 29 =E= Ind. 4o 
— Ind. 29••== i5 — 43. ss i-8-(mod. 46). At 
numerus, cuius- index- 18 inuenitur 3, Quar® 

"' "•" ' f t / V 
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• • ' * s3 (mocL 47V '— Tabulam sectmdam'. qui« 
dern non adiecimus: at hnius vice alia defiingi 
poterit vt&.Sect. VI ostendemus» 

60, Simili modo vt art. 3 i radices con-
gruentiarum primi gradus designauimus, 'in se-
quentibus etiam congruentiarum purarum altio-
rum graduum radices per signum exhibebimus. 
Vti scilicet \f A nihil aliud significat quam radi-
cem aequationis xnr=sA-j ita apposito modulo 
per \f A (mod. p) denotabitur radix quaecuri*» 
que congruentiae xn~A (raod. p)> Hanc ex» 
pressionem ^f A (mod. p) tot valores habere 
dicemus, quot habet secundum p incongruos, 
omnes enim qui secundum p sunt congrui tam-
quam aequiuaientes spectandi (art. 26)0 Cete* 
rum patet, si A^ B secundum p fuerint con-
grui, expressiones y ^ j qf B (mo.d. p) aequl-
ualentes fore. 

lam si' pomtur *%/* A' ~ x (mod. p\ erit n 
Ind. x ~ I n i A .(mod,- p ' 1). • Ex hac con-
gruentia deducuntur ad praecepta sectionis 
praec. valores ipsius Ind, x atque ex his valo« 
res respondentes Jpsius x* Facile vero perspi-
eitur...» habere totidem valores, quot radices 
congruentia n Ind. #•== A (mod. p — i> . Ma-
nifesto i g i t u r ^ * ^ vnum tantummodo valorem 
habebit quando n ad••/>•••/-' 1 est primus; quando 
vero numeri n., p - i diuisorem communem 
Babent-*, atquehicest maximus, Ind. x nabebit«f. 
Talores incongmos secundum p - i, adeoque 
\f A totidem valores incongruos secundum pf 

siquidem f nd. A per J est diuisibilis* Qua con-
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ditione. deficiente yf' A nullum valorem realem 
liabebit, 

Exemplum. Quaeruntur valores expressio-
nis x.\f is. (mod. 19). Solui itaque debet con» 
gruentia i5 Ind. x = Ind. n = 6 (mod. 18) 
inuenienturque tres valores ipsius Ind. x == ^ 
10, 16 (mod. 18). His vero respondent valores 
ipsius x, 6, 9J 4-

61. Quantumuis expedita sit merhodus 
Iiaec quando tabulae necessariae adsunt* 
debemus tamen non obKuisci, indirectam 
eam esse* Operae igitur pretium erit in-
quirere quantum methodi directae polleants 
trademusque hic ea quae ex praecedentibus 
Jhauriri possunt 1 alia, quae considerationes re-
conditiores postulant, ad sectionem VIII reser-
iiantes. Imtium. facimus a casu simplicissimo^ 
vbi A—i, siue vbi radices congruentiae # n = i 
(mod. p) quaeruntur. Hic itaque, assumta ra-» 
clice quacunque primitiua pro basi, debet esse 
n Ind. x~ o (mod. p — 1)." Quae congruen-
tia, quando n ad p ——,1. est primus, vnam tan-
tummodo radicem habebit, scilicet Ind. x^o 

. (mod. p—i)J quare in kocce casu %f 1 (niod p) 
vnicum valorem habet, scilicet = 1. ' Quan-
do autem nameri «, p—f habent diuisorem 
communem (maximum) $, congruentiae n Ind, 
#=EE o (mod. p — 1) solutio completa erit IixL 
x=~ o (mod. •£=£) V. art. 3o. r ?. e, Ind. x se« 
cundum modulum $? — 1 alicui ex his numeri^ 
o, tZl, iS^ll* 3,<P-?>-..;» ti-Vti-V congruus 
csse debebit, siue •<? valores secundum modu-

D 5 
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lum p w .j tncongraos habebit; quare etiam sg 
in hocce casu $• valores diuersos (secundum mo-
dulum p incoQgruos) habebit. Hinc perspici» 
tur,, expressionem $f i etiam & valores diuer-v 
sos habere, quorum indices cum ante allatis 
prorsus conueniant. Quocirca expressio $f*t 
(mod.p) huic ^f i (mod.p) omnino aequiualet, 
i e. congruentia se$~i (mod. p) easdem ra.di-
ces habet quas haec, xn~i (mod* f). Prior 
autem inferioris erit gradus siquidem £ et n sunt 
inaequales. 

Ex» rlf°'i (mod. 19) tres liabet valores, 
quia 3 maxima numerorum • i5, 18 mensura 
commtmis, hique simul erunt valores expres-
sionis. \f 1 (mod. ig> Sunt autem hi, 1,7,11. 

62. Per hand igitur reductipnem id lucra-
irtur vt' alias cohgruentias formae xn = 1 sol- • 
uere non sit opus, quam vbi Mihoduli est di-
uisor, Infra vero ostendemus, congruentias-
huius forraae semper vlterius adhuc deprimi 
pbsse, licet praecedentia ad hoc non suffieiant, 
Vnum tamen casum iam hic absoluere possu-
mus scilfcet vbi « = 2. Manifesto enim valo-
res expressionis %f i erunt-f-1 e t— 1 quia plu-
res qtiara duos habere nequit, hique-f-i e t— 1 
sempersuntincongruinisiraodulus sit = 2 , inqu0 
casu ^ / " ivnam tantum valorem habere posse, 
per se clarum. Hinc sequitur, 4- r et—~ 1 et-
iam fore valores expressionis 2!%f 1 quando m 
ad —- Sit primus. Hoc semper eueniet, quo-
ties modulus est eius indolis vt £Ji fiat nume-1 

rus absolute primus .(nisi forte :.p~* i-ssQm in 
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quo casu birines, numeri i, 2, 3 « , . . p — 1 sunt 
radices) ex.gr . quando p = 3, 5,.7,' 11, z3, 47, 
69, 83, 107 etc» Tamquani corollarium hic 
annotetur» indicem ipsius — 1 semper esse 
SEE-— (mod. p—-1), quaecunque radix-primi-
tiua pro basi accipiatur. Namque 2 Ind. (— 1) 
s= o*(mod. p — 0 * Quare Ind. (—1) erit vel 
=EE q, vel = ^ (mod. p— 1): o Yero semper 
index ipsius 4- 1» a tque-f -V et —1 semper 
indices diuersos liabere debent (praeter casum 
j3s»=2 adquein hic respicere operae non est pre» 
tium)„ 

63. Ostendimus art. 60 expressionem ^f A 
(mod. f) habere $ valores diuersos, aut omni-
no 'nullum, si fuerit ^diuisor comraunis maxi-
mus numerorum », p — 1. lam vti modo do» 
ouimus ^f A et \f A aequiualentes esse, si 
fuerit A~if generalius probabimus, expressio-
nem %f A semper ad aliam -$f B reduci posse 
cui aequiualeat. Illius enim valore quocuncpxe 
denotatoper # e r i t x n = A \ iamsit t valor quicun-
que expressionis,|(mod, p — 1), quamvalores rea-
les habere ex art«51 perspicuum; eritque %tn = A* 
at xtn^x^ propter tn=Smod. ( p — i ) . Quare 
sc^—A* adeoque quicunque ipsius '\f A valor 
erit etiam valor ipsius -y At. Quoties igitur 
yf A valores reales habet, expressioni $f At 
prorsus aequiualens erit, quoniam ilJa ngaue 
alios habet quam haec neque pauciores, licet 
quando \f A nullum , valorem realem liabet, 
lieri tamen possit vt$f A*. valoresrealeshabeat. 

Ex. Si valores expressionisa^/"2 (mod.3j) 
quaeruntur, erit numerorum 21 et 3o diuisor 
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eommunis m a x i m n s 5 , exp re s s iomsque a \ 
fnmd. rio) vnlnr alupris 5, rpuiro ?i z\f >, valo-
n-s reales h a t V t , hu i e express imu \"-s? s'ntQ 
^r8 afcpuualeb i t , muenie turcpm niu»*ra, po -
sterior$s expros.sionis vnlores ciui sunt 2, io ? 

ij) e t iam pr io r i satisfacere. 

C»4. No au tom hanc ope ra t i onem incas-
sum si-f«cepi,s^e periolit<*mur, re.-mlaru Inim.sti-
gare oportcM , ps-r epiam statim diimlicnrl pns-
sit vtrum v''~ ^ va!orf\s roains admit ta t no rnp . 
Quod.si tahula Itullcum hafmtur , ros in p n u u t u 
e.st; n-Miup.o rx. a n . b*o manifostum rsi , valo» 
res realcs t i a t i , n ipsius A i ndox , radic»1 tpia-
eunque priui i t iua p ro ha^i ac f rp ta , p<T «5 .sit 
diuLsibills, fcin voro m i n u s , iuui dari . Atta-
mfi i lioo otiam abstpie tali tahula i iumnirl po~ 
test. Posi tn «mim intlh <i Ipsius A ,-k, si hio 
fuerit p*T & diui-jibiliSj urit >• ' . T ) p r r p-- t di~ 
uisibilis er vice versa. Atcpii mmmr i A ,? hu 
d r x eiir •*'' ';/'. Q u a r e si \ r A unod . ;•, habet 

i v x 

valoiYK r o a u ^ , A ; vnitati ( ,«m«ruus erif. M*ri 
minu.Sj mrwi^nuis : . Ita in pxcmpio art. pr<tiu\ 
halmfur t*1 °-. • iti'.' f; i (mod. ~nj, vmb* t.«»u-
c/tulitur * '̂/"'.» ' 'murh 7> O vahirrs r ra :'•;•, habrr*1. 
Simili ier r -Tt ior rs Irino fimu%, ^ r — t r n n u l . p ) 
scmpor valorev b m o s realrs h a h r r r , <p.i.unl«> p 
sit I^rmao .j. m f- i , m.-Ilum Y«*n>. trnamlo r 
sit fonnao .«. rr -|- Z; p r o p l r r (— i "•- -.- i ,.£ 
(_ !)•:«-.t:-. — i, ]'ilo»a».s h o c th»**»rPi/t.i, u*i»»cl 
vuh<o ita p ro fe r tu r : Si p> rst num^rys yriinxi '. r-
ffifl.*' 4f«-f-i> ititt&r.iri rstesi iKia.iralxm a a, s.»j r£ 
r»a~f-r f̂ * f ,^J' dsussibi.is; si v(va j» wf fs»rm.i« 
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4 » — • ! , taie quadratum non datur, hoc modo de-
.xnonstratum est ab ill. Eulero, Comm. nou. Acad* 
Petrop. T. XVIII. p> i i 2 ad annum 1773. 0 e -
monstrationera aliam iam multo ante dederat t 

Comm. nou, T, V. p . 5 qui prodiit a. 1760. In 
dissert. priori, Comm. nott. T . IV, p! 25, rera 
nondum perfecerat. Postea etiam ilL La Grange 
theorematis demonstrationem tradidit,Nouveaux 
Mem. de T A a de Berlin A. 1776" p. 3 4 B . 
AUam adhuc demonstrationem in sectione se-
queati vbi proprie de hoc arguraento agendum 
er i t , dablmus» 

65* Postquara omnes expressiones $f A 
(mod. f) ad tales reducere doeuimus, vbi n 
diuisor numeri p—1, criteriunique nacti su-
xnus vtrum Talores reales admittat, neche, ta> 
Ies expressiones \f A (mod. p) vbi n ipsius 
•p —• 1 est diuisor accuratius considerahimusa 

Primo ostendemus, quam relationem valores 
smguli expressionis inter se habeaot, tum arti-
licia quaedam trademus, quorum auxilio vnus 
valor expiressionis saepenumerb 'inueniri possit. 

Primo ? quando A s 1, atque r aliquis ex 
« valoribus expressionis '{/" 1 (mod. p), siue 
rn::;,i (mod- p), onmes eiiam ipsius r potesta-
tes erunt vulores istius expressionis; horum au-
tem totidem erunt diuersi quot vnitates habet 
expouens a<l queiu r pertinet (art. 48). QaodV 
si igitur r est valor ad exponentem n pertinens> 
potestates ipsius •• hae r} r%, r 3 „ , . . r » (vbi loco 
vltimae vmtas substitui potest) omnes expressio« 
nis y/~ 1 (mod. p) valores inuoluent. Qua l» 
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autera subsidia exstent ad tales valores inue-
niendos qui ad exponentem [n pertlneant? in 
sect» VIII fuslus explicabimus* 

Secundo. Quando A vnitati est incongruus? 

frAor .^nusquefexpressionis q/~ A>(mod.p) ifotus, qui 
sit '«, reliqui lioc tnodo inde deducuntun 
:Sint valores expressionis y i / r , Y * . . . rn—i (vti 
«tnodo ostendimus), eruntque omnes expr. %f A. 
valores lll: z,z r,z rz..,. z rn—i; namque omnes 
•|ios congruentiae:-xD^A satisfacere inde mani-
festum quod» posito quocunque eorum ~zrk 

potestas ipsius nu, znr»k, propter ru~i' et 
ijtst A iz^^A.., ws*a^i ; £k congrua: omnes diuersos 

.esse ex ..art». 2S facile Intelligitar; plures autem 
valores quani foos quorum numerus est n, ex-
pressio.y X.liabere nequit. Ita ex, gr, si alter 
expressionis %jT JL valor est z f alter erit -~ %a 

Denique liine coneludendum omnes valores 
>expr> ,••-yf-A. iniienire non possey . nisi siraul 
»©mne$'.valores: expr. yT i eonstent 

66». Secundum quod nobis proposuer&^ 
tnus fuit, docere, in quo casu vnus expressio-
: # i s ; ^ ^ - ( m o d . |?),vaIor (vbi «-supponitur esse 
diuisor Ipsius p—i) directe inueniri possit*; 
Hoc euenit quando aliquis valor potestati alicui 
ipsius A congruus euadit, qui casus quum 
liaud raro occurrat? aliquanttim huic rei immo-
rarinonsuperfluumerit. Sit talisr&lofrsiqmsdatm 
z, siue z ~ Ak et A =E zn (mo d. p)t Hinc colligi-
,tm A — AkIi} quare sinuraerus k habetur, ita, 
yt. sit ^=E^ k V ^ k erit valor quaesitus. At JEiuic 
conditioni aequiuatet im^-.rt siti^M.-n {mod>t)9 
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ciesignante: t exponentem ad quem pertinet .4 
(art. 46, 48)- v Vt.vero liaec congrueritia possi-
bilis sit, requiritur, yt.sit n ad t primus» HOG 
in casu erit k^n -(mod. t) { si vero 1 et n diui-
.sorem • communem habent s nullus •'Yalor z po» 
testati ipsius ^ congraus esse potest» 

67.0 Quum autem. /ad hanc. solutioneni 
ipsum t npuisse oporteat, vldeamus quomoda 
procedere possimus, si Jiunc numerum igaore-
mus. •Primo facile InteUigltur, t jpsum £r£: me-
tiri debere, siquidem $/"A (mooV^) yalor.es 
reales haheat, yti. hic semper supponimus,., Sit 
enira quicunque valor y, eritque tum yv— 1 = r. 
tum yn^A (mod. p)'f quare eleiiando par-
tes posterioris congraentlae ad potestatem £^£ 
tam, fiet i i T " s i.:; adeoque £ ^ per * diuisibl-
lis (art 48).. larn si ^ ac} n e s t primusi, \€03a-
.grue-ntia artf. praec, £^=si. etiam secundum mo« 
dulum ~L-.solui- poterit, manlfestoque valor 
ipsius k congruetttiae secundum mpdulum,hunc 
satisfaclens eidem etiam secundum modulum tp 

qul ipsum ;£=£ -metitur, satisfaciet, .(art; 5 )* 
.Tum igitur quod ^quaefebatur Inuentum. •• Si 
vero p^ ad n non est primus, omnes ipslus 
t^h factores priml- qul simul ip^um.» metiuntur 
jex ^ ? eiiciantur, .-Hinc nanciscemur .num@« 
ru-m ;.-^-,-ad »/. primum, , designante ^ produ-
etum ex omnibus. illis factoribus primls, quos 
eiecimus». •.'. Quodsi iam. conditio ad quam m 
artic.. praec. .peraenimus Vt i ad n::sit primus lo-
eum habet, t etiam ad q erit primus adeoque 
etiam ipsum ^ * metiefcuF* . Quare si "Go^graea" 
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entia 1 f* ==: s (mod» ^ ) soluitur (quod fieri 
potest qula « ad ~* prlmus), valqr ipsius k et-
iam sec.undum modulum i congruentiae satis-
faciet, id quod quaerebatur. Totum hoc arti-
ficiumin eo versa tur ,v t numerus eruatur qui 
ipsius t, quem ignoramus, vice fungi possit. 
Attamen probe meminisse oportet,. nos quando 
——• ad n. non est p.rimus, supposuisse conditio-
tiem'Hrt. praec. locuni habere, quae si deficit 
omnes conciusiones erroneae erunt; atque si 
regulas ditas temere seqnendo pro z valor in-
uenitur, culus potestas nta ipsi ^ non sit coh-
grua, ihdicio hoc est, conditionem deiicere 
adeoque metliodum hanc omhiho adhiberi. nbii 
posse. 

67» Sed ; Ih''hocce etiani casu saepe prod-
esse potest, hunc laborem suscepisse; operae» 
que pretiura.*est, qiiombdo hic'valbr falsus a'd 
veros" sese habeat Inuestigare* Supponamus 'ita* 
<que numeros k, % rite esse determinatos sed 
zn non esse ^A (mod, p% Tum si modo va-
lores expressionis $/~~p (mod. p) determmari 
possint, hos singulos per z multiplicando valo-
•res ipsius $f A obtinebimus, 81 enim v est va« 
lor aiiquis ipsius ^f ^% erit (z/#")n== A* Sed 
expi*essio ^ - ~ • eatenus hac %f A simplicior^ 
quod ~z (iriod.j?) ad expohentem mihorem 'plei 
rumque pertlnet quam A* Scilicet si numeroi 
rum ty q diuisor communis. maximus est d, -A^ 
(mod. pj ad exponentem. d pertinebit, id quod 
ita demonstratur. Substltuto pro z valore, fit 
•Aa ^~^n (mod. p). Atkn^ 1 per ^0 diuisP 
b&s- (nrto praoqO-v V* r« ro -pw: i •<ibii>";fiiui 
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siue g i per % Atqui | ad ^esiprimus^hyp^ 
quare etiam ££• per; i | siue.£g per.*, • acleoque 
etiani £» —i pera:'et 'P»—.1)' d per *>rit'4iw 
uisibilis. Hitic A(ka—"*>3=i,i (mod.Jo)* Vncfe 
facilededucitur,^ ad potestetem ^tam euectum. 
•vjiitati- cotigruum fiefi .'Quod vero ~|'*d ex-' 
poiientem minorem quam d pertinere.non pos* 
sit facile quidem demonstrari potestj sed quo* 
iiiain ad finem nostrum non requiriturj huic 
rei non immoramur» Certi igitur esse possu* 
mus, ^ (mod. '#)• semper ad minorem exponen* 
.tent pertinerei, quahi' A-r ynicd exceptd casui 
seilicet' quando t.'. ipsum % xa,etitut)' adeoqua 

Sed quid'iuuatj- quod ^£ ad niinore» es» 
ponentem pertinetj quam A? Plares numerl 
dantur trui possunt esse A quam qui possunE 
esse ^ , : et' quando ' secundum e-undeffl modu» 
lura' • plures liuiusmodi expressiones %/*A .euol? 
liere occasio est> id lueramur vt plures ex eo*. 
dem fonte naufire posslxnus» Ita ex.gr» sem-
per ynicum saltem valorem expressionis %f A 
(mod* 29) determinare in potestate erit>, si 
modo expressionis |/°'-— t - (mod. sc) ) • -'valores. 
(quisnnt /+• 12) • innotuermt. *' JFa&le enim ex 
•att. praec. persprcitury huiu^raodi expressi©-
Hum tnura valorem semper directe determi* 
nari posse, quando t impar 7 et & iieri == a 
quando 2 par> praeter -̂ —1 autem tiullus iitt« 
merus ad exponentem g pertinett, 

E 
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Quaeritur V 5 i (raod. Zafji.- Hlc JR-T- i .as-36, 
^ = 5.,. ̂ fr-sss i 2 , , adeoque # = 3 : debet igitur 
csse .3&= x (tnod. 4) quod obtinetur ponendo 
i=:3« Hinc ar=-3i*: (mod. 3y) ==6, iriuenitur-
que reuera 6 3 ' ^3 ' i (modv S^). Si valores ex« 
,'jjressioiiis \fi (mod* 3j) sunt notae, etiam re-. 
fiqui ,*expr. %f~ 6 valores determinari possunt» 
Sunt vero illi 1, io, 26, per quos multiplican-
doipsum'"6, -prodeunt.'reliqui = 2 3 et 8. 

Si autem quaeritur valor expr. ^/""S (niod. 
'67), 'erit-«==2j ~ = 18; adeoque q — z. Hinp 
• debet essg 2&.=="! (mod. 9 ) , vnde iit k~5 
(mod. 9). Quare « = 3 5 = 2 i (mod. 3 7 ) ; at ' 

•21* n o n s 5 , sed — 3 4 ; est autem ~ (mod. 37) 
\s«—-*,>••.•atque-..y"'— "i ,.(mod. 3^) =£= ±L 6 5 - vnde 
©btinentur yalores veri, ±^6. 2 x = -±n 5:. 

Haec, fere. : sunt r .quae hic de talium ex-
jwessionum- euolutione; tradere" -licuit. Palam 
,est methpdos directas satis ;prolixas saepe eua-
6UFas::< at hoc incommodum tantum non omni-
btts "methodis directis in numerorum theoria 
incumbit j. neque idep negligendum censuimusj 
'quantum hic praestare valeant ostendere. £t-
iam hic obseruare cpnuenit, 'artiiicia particula* 
ria :q/uaeexercitato-.haud raro se offerunt -si*' 
:gillatim -egplicare, ;non, esse instituti •nostri. 

69. Reuer t imurnuncad radices qiias div 
ximus primitiuas. Ostendimus, radiee primi-
tiua quacunque pro basi assumta • oriwies riume-
rosj quorum indices ad p -—;i primi, etiam £0« 
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re radices primitiuas , imllosque praeter hos: 
vnde simul radicum primitiuarurn multitudo 
sponte innotescit. V* art. 53. Quamnara au-
tem radicem primitiuam pro basi adoptare veli-
mus, in genere arbitrio nostro relinquitur | vn« 
de intelligitur, etiam hic, vt in calculo loga-
rithmico, plura quasi systemata dari pos.se *) 
quae quo vinculo connexa sint videamus. Sint 
a, b, duae radices primitiuae? aliusque nume« 
rus mt atcrue, quando a pro basi assumitur, in. 
dex humeri b~C, numeri m vero index —/« 
(mod, p— i ) ; quando autem b pro basi assumi-
tur , ' index numeri a = «, numeri m vero ==» 
(mod. p-~ i). Tum erit *6==:i (mod. p —1)5 
namque a£==6 , quare a*^= h<*-=a (mod. p)t 

(hyp.)/S, h i n c « £ = i (mod. p—1 ). Per simile 
ratiociniurn inuenitur V==*M, atque p~C» (mod» 
f—1). Si igitur tabella indicum pro basi a. 
constructa habetur, facile in aliam conueiti 
potest, vbi b basis. Si enim pro basi a ipsius 
b index est .==£,• p r o b a s i b ipsius a index 
erit ~ | (mod. p -— 1 ) , multiplicandoque per 
jhunc numerum* omnes tabellae indices, habe-
buntur omnes indices pro basi b* 

70. Quamuis autem plures indices nume-
ro dato contingere possint, aliis aliisque radi* 
cibus primitiuis pro basi acceptis, omnes ta« 
men in eo eonuenient, quod omnes eundera 
diuisorem maximum cumjj— 1 communem ha«» 

®) In'eo autera differunt, quod in logarithmis systematura nunierus 
est infinitus, hic vero tantus, quantus numerus radicum primitiua-i 
rana, M,anifesto enii» bases congruae idesa systemst genefant. 
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bebunt. Si enira pro basi at index xiumeri dati 
est jMy pro basi h irero n, atque diuisores ma< 
ximi his cum p~-i cotnraunes, #>•»* supponun-
tur esse inaequaies» alter erit maior, ex. gr« 
p>fj adeoque 1«. ipsum n non metietur. At de« 
signato indice ipsius a, quando b pro basi as-
sumiturj per «,, erit (art. praec.) u — etm (mod« 
jj-— i ) adeoque H etiam ipsum • « metietur, 
q. R* A 

Huhc diuisorem maxlmum indiclbus nii» 
ineri dati, ipsique. p— i cornmunem, a basi 
non pendere? e.tiam inde perspicuum, quod 
aequalis est ipsi —•-, designante t exponentent 
ad quem numerusj de cuius indicibus agitur^ 
pertlnet. . $i enim mdex pro basi quacunque. 
est k, erit t minimus numerus per qtiem k mul» 
tipiicatus ipsius p — i multiplum euadit j (ex-
cepta cifra) vidd. arth 48, 5 8 / siue minimus 
Talor expressionis g- (mod. p — i ) praeter ci» 
fram; liunc autem aequalem esse diuisori nia* 
ximo communi numerorum k et p — % ex art* 
zg -hullo negotio deriuatun 

7i, : .i*orrd facile dehtdnstratur» basin Ita 
semper accipere licere, vt numerus ad expo-
nentem t pertinens indicem quemlibet datuni 
nanciscatur^ cuius quidem maximus diuisor 
cum p—i communis == —-. Designemus nuno 
breuitatis gratia per d,_sitque Index propositus 
~==dm, numerique propositi, quando quaelibet 
radix prima a pro basi accipitur, i n d e x = i w , 
eruntque m9 n ad ^=- siue ad t primi. Tum si 

* est valor expressionis ~- (mod* p * - ^ ) f . simul-
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que ad j»-~ i primus, erit d® radix primitiua? 

qua pro basi accepta numerns propositus indi-
cem dm adipiscetur (erit enirn a*dai~adn=: nu« 
mero proposito), id quod desiderabatur* Setl 
expressionem —^ (mod. ^— i ) valores ad p-—i. 
primos admittere, ita probatun Aequiualet illa 
expressio huic: "- (mod. f~^) siue'£ (mod. *) 
vid. art. 3 i , s, enintque omnes eius valores ad 
t primi; si enim aliquis vaior e diuisorera cura 
t communem haberet, hic diuisor etiam ipsum 
me metiri deberet, adecque etiam ipsum nf 

cui-me secundum t congruus, contra hypoth.* 
ex qua n ad t prixnus. Quando igitur omnes 
diuisores prinii ipsius pr~- i etiam ipsum t ine« 
tiuntur, omnes expr. 2 (mod. £) valqres ad p—ri 
primi erunt multitudoque eorum ~d; quando 
autem .p-~i alios adhuc diuisores primos, / , 
g, h etc. implicat, ipsum t non metientes, po-
natur valor quicunque expr. J (mocl t) „. === e» 
Tum autem quia omnes tt ft g, k etc. inter se 
primi, irtueniri potest numerus *, qui secundum 
% ipsi e} secundum / , g, h etc. vero numeri® 
quibuscunque ad hos respectiue pfimos .fiat 
congruus. (art 52) Talis itaque • numerus per 
nulium faetorem primum ipsius p —- 1 diuisibi-
lis adeoque ad p ~ 1 primus erit, vti desidera-
batur. Tandem haud difficlle ex combinatio-
Dum theoria deducitur, taliurh valorum multitu-
dinem fore = ^ ~ ^ - s ~ *' ̂ "TZ^: • s e d ne digressio 
' t. f, g h. e t c , ' ' ; D 

haec in nimiani molem excrescat, demonstra-
tionenij quum ad institurum nostrum non sit 
a4eo necessaria, omittimus. 

E 3 
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72« Quamuis in genere prorstts arbitra-

fium sit, quaenam radix primitiua pro bas: 
adoptetur, Interdum, taraen bases aliae pra* 
aliis eommoda quaedam peculiaria praeberc 
possunt. In tabula 1 semper numerum ro pro 
basi assumsimuss quando fuit radix primitiua; 
alibquin basin ita semper determinauimus vi 

. nuineri 10' index euaserit quam minimus, i e, 
•=-7^ denotante t exponentem ad quem 10 per. 
tinu.it» Quid vero hinc lucremur, in Sect. VI 
ostendemus vbi eadem tabula ad alios adhuc 
vsiis adhibebitur. Sed quoniam etiam hic ali-
quidarbitrarii remanere potest, vt ex art. praec. 
apparet: , yt aliquid certi statueremus, es 
omnibus radicibus primitiuis quaesitum prae-
stantibus minimam semper pro basi eleximus. 
Ita pro |?=:y3, vbi £»=8 atque d=zgs « habet 
{73- i. e*. 6 valores, qui sunt 5, 14, 20, 28, '3g, 
40. Assunisimus iiaque minimum 5 pro basi. 

73. Methodi radices primitiuas inuenien-
di maximam partem tentando innituntur. Si 
quis ea quae art. 55 docuimus euin iis quae infra 
«de solutione congruentiae a?n==.i trademus confert 
«mnia fere, quae per methodos directas eflici 
possunt, habebit. t III. Euler confitetur, Opusc. 
Anctlyt, T. I. p. 153, maxime difficile videri, hos 
numeros assignare, eorumque indolem ad pro» 
fundissima numerorum mysteria esse referen» 
tlanm At tentando satis expedite sequenti mo-
do determinari possunt. • Exercitatus operatio-
nis prolixitati per multifaria artificia particula-
ria succurrere sciet: haec vero per vsum niul» 
to citius quara per praecepta ediscuntur 
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.•i*. •.. Assumatur ad libitura num*em& ad1 j» 
(ita semper modulam designamus) primuss % 
(plerumque ad calculi breuitatein conducit} si 
<quam minlmum accipiaius, ex» .-gr*''"'irame* 
rum 2) determineturque eius periodus. (art. 46)$ 
i, e. residua minima ipsius potestatum, donea 
ad potestatem at peraeniatur, cuius Fesiduum 
minimum sit 1 *•)., lam si fuerit t == p'—- ,1, g est 
radix primitiua» 

20 . Si vero -t<Z'p— 1, .aeclpiatur alius nu« 
merus b in periodo Ipsius a non contentusr 

Inuestigeturque simiii modo Jraius,. periodus» 
Designato exponente ad quem b" pertinet per. ut 

facile perspicitur u neque ipsi t aequalem ne-
€tue ipsius partem aliquotam esse posse, ia. 
vtroque enim casu fieret bt=.'i.y quod esse •ne> 
quit, quum periodus ipsius a omne.s numeros 
amptectatur, quorum potestas exponentis t vnl-
tati congrua (art, 53).' Quodsi a-fuerit =sjr«—1^ 
erit b radix primitiua; si. vero u non. quidem-
•=: p — 1 , sed tamen multiplum ipsius tt id lu-
crati s.umus, vt riumerus constet adexponen» 
tem maiorem pertinens, adeoque scopo "riostrp,. 
qui est inuenire riumerum ad" exponentem ma-
xinmm pertinentem, propiores iam simus» Si. 
vero u neque •=$— 1, neque ipsius p multiplum,, 
tamen numerum inuenire possumus ad expo» 
mentem- ipsis t, u maiorem pertinentem, nemp© 
ad exponentem minimo^ diuiduo communijiu-» 
merorum tr % aequalem, Sit hic ==.|r, resolua-

•• E 4 • 
*), Quisquis sponte perspiciet, non opus esse has pofcestafces ipsas no-

uisse, quu.m icuiusuis residuum. miniraum facile ex< residuo ininimo, 
potesta.tis praecedeatis obtineri gos?it, 



ttirque ••••$ ita In dudsfactores Inter se primos, 
fw, n% yt alter--ipsTim t, alter ipsum u metia« 
ttir;*)« Tum / &a| potestas ^ta ipsius; «, ~ ^, po« 
testas |ta- ipsius #,•.•=' B (mod, ^) > eritc[ue pro* 
ductom A B numerus ad exponentem y perti» 
nens; faeiie enim intelligitur, A ad exponen' 
tem:'f»-j| jB ad exponentem n pertinere; adeoque 
productum AB ad «» pertinebir;, quia m,» in^ 
ter se sunt primi, id quod prbrsus eodem mQ-
do. vti; in art«,55j II prOQessimus probari pot*. 
eritv 

5°, laro si yzzp — * ? 4 $ erit radix pri. 
mitiua; sin minus,. simili modo vt antea alius 
Xinmerus adjtaib^dus erit, in periodo ipsius A B 
non oocurrensj entque hic aut radix priniitiuaj 
put pertinebit ad ":exponent em . ipso y rnaiorems 
aut certe ipsius auxilio (vti ante) numerus adj 
exponentem, ipso § maiorem pertinens inueniri 
poterit, Q uum igitur numeri cmi p.er repetitio* 
aem 'liuius operationis prodeunt, ad exponen-» 
tes continuo crescentes pertineantj» manife™ 
stum est tandem numerum inueiiturr| iri ? qui 
ad exponentem maximum pertineatj i, e, radi» 
cem primam^ #. e, /* 

^) Q«omodQ hcc fleri ppssit ex art. Jg fcau.d difftcuUer- dprmatqr, f?e« 
spluacur y in factpres tales, qui sint aut numeri primi diuersi aufc 
iiumerprum. primorurn. diuersprum. potestates, Jlprum quisqne alter-' 
ntrum hutnerorutn £, u metietur (sine etiam vtrwique). ^dscriban-
tur siiigjuli aut nu.mera % aut nu.rnera «,, proiit illum aut hunc me. 
tfuntvir; quando aliqujs vtrutnque metitur^ arbitrarium est, cui ad-
scribatur; productutn e?; iis,qui ipsi £ adscripy supt, sit J=MJ. Pr°-
ductum e reliquis ^=M, fadleqiie perspicjemr m ipsum t/n ipsum 
» metiris «tque esse ptn~ y= 
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74. Per cxemplum praecepta liaeo .cla* 
riora fient Sitjj = 75 , pro quo radix primi« 
tiua quaeratur, Tentemus prirao numerum 2? 

cuios periodus prodit haec; 
i . 2, 4. &• *6- &2. 64. 55. 5y« i . etc. 
o. i* 2. 3. l\> 5, 6. 7. 8. 9. etc. 
Quum igitur iam pptestas exponenfeis g Ynltati 
congrua iiat? 2 non est radix primitiua. Ten» 
tetur alius numerus in periodo ipsius 2 
non/ occurrens ex, gr. 3 ? cuius periodus est 
liaec;, . 
1.3,9, 27. 8,24* 72. 70, 64, 46, 65,-49« .1 etc. 
0 .1 ,2 , .3,4« 5. 6. 7., 8. 9. IQ. 11. 12 etc* 
Quare neque 3 est radix primitiua* Exponen-
tium autem ad quos .2, 3 pertinent, (i.>e. nu-
merorum 9, 12) diuiduus coinmunis minirnus 
est 3.6, cmi iri factores 9 et 4 ad praecepta arr« 
praec. resoluitur, Euenendus itaque 2 ad po-
testatem exponentis f, i, e, numerus 2 ipse re-
tinepdus; 3 autem ad potestatem exponentis 5 : 
productum ex his est 54, quod itaque ad expo-
nentem 36 pertinebit, Si denique ipsius 54 
periodus qomputatur numerusque in hac nor* 
conteritus ex, gr, 5 deuuo tentaiur, hunc essg 
radicem primitiuam,. reperjetur, 

75, Antequam hoc argumentum desera» 
mus, propositiones quasdam trademus, quae 
ob simplicitatem suam atteutione haud indt* 
gnae videntur, 

Productum m ommbm , t#rwink' pmodi. nmneri 
miusuis est == 1, quando ipsomm wwltitudo•.,. siue exm, 
fonens ®d qmni numerm ftytiw% mimpar^ et: =..-» i^ 
quanda • Uls 'wpn.m'.s4fan 

E5 
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TLxl . Pro modulo i3 , . periodus nutnerl 5 

constat ex bis termihis, i, 5, 12, 8 quorum 
productmn 480 s — 1 (mod. i3)!, 

Secundum eundem modulum periodus nu» 
meri 3 constat e terminis 1, 3, 9, quorum pro« 
ductutn 2 7 ^ 1 (mod. i3> 

Dimionstr* Sit exponens , ad quem nume-
rus pertiriet, #, atque index numeri, E=^, id 
quod si basis rite determinatur .semper iieri po-
test (art. 71). Tum index producti ex'ommV 
bus periodi terminis erit —> 
( i : .+ 2 + 3•+ ete, - M — 1 > ^~ — ( - ^ l ^ i 
i e. = o (mod. p — 1) quando t irapar, et = 
^ 1 , quando £ par; hinc 'in priori casu produ-
ctum illud = 1 (mod. p)} in posteriori Yero 
2=.—; 1 (mod. f ) , (art. 62). Q. JS. I V 

76. Si numerus iste in tlieor. praecedente 
est radix primitiua, eius periodus omnes nu-
meros i, 2, 5 . . . . . * p — 1 compreliendet, quo-
rum productum itaque semper = — 1 (namque 
p—>-i semper par„ Ynico casu p = z excepto in. 
quo — t et + - i aequiualent). Theorema hoe 
elegans quod ita emmciari solet; productum ex 
omnibus numeris mmtro primo dato minaribus, vni» 
t$te auctum per faunc primum est diuisibUe^ primum 
a cel. Waring est prolatum ariiiigeroque WU-
son adscriptum, Meditt. algebr. Ed. 3, p. 380«. 
Sed neuter demonstrare potuit, et eel. Waring 
fatetur demonstrationem eo difficiliorem viderij 
quod nulla notatio fingi possit, quae numerum 
primum exprimat, —~ . At nostro quideni iudi» 
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cio liuiusmodl veritates ex notionibus potius 
cruam ex notationibus haurirl debebant, Post-
ea . IlL La Grange deinonstrationem dedit,, 
Nouv» Mem* de PAc. de Berlin, 1771» Innititur 
ea considerationi coefficientium ex euolutione 
producti x - j - 1. _.sc + 2» x '+• 3 . . . . # + p •— r-
oriund*rum.. Sciiicet posito hoc producto 
e= . . » ? P - I + ^f*P—»+ 5*P^-3-{- etc, -f- iUA?-+-iV; 
coefficientes ^ , 5 , «fo, M per -p erunt diuisibi-
les, iV vero erit ™ i. 2. 3 . . . . p —. i„ lam pro 
# = . 1, productum per p diuisibiiej tunc autem 
erit = x + N (mod. p)j quare necessario 1 Hh-flT 
per p diuidi poterlt, 

Denique ilL Euler in Opuse. anatyU T. L 
p. 329 dernonstrationem dedit , cum ea quam 
nos hic exposuimus conspirantem. Quodsi ta-
les viri theorema hoc meditationibus suis noix 
Indignum censuerunt, non Improbatum irrspe*». 
ramus, si aliam adhuc demonstratlonem appo-
nimus. 

yy» Quando secundum modulum p, pro-
'ductum duorum numerorum a, b vnitati est 
congruum, numeros.'«, b cum ill. Euler, socios 
vocemus. Tiira secundum sect* praec. quitiis 
numerus positiuus ipso p minor socium habe-
bit positiuutn Ipso p minorem et quidem vni-
cum. Facile autem probari potest ex numeris 
1, 2, 3..«,. p—- 11' 1 et p—1 esse vnicos qul : 

sibi ipsis sint socjij numeri enim sibi ipsis so« 
•cii, radices erunt congruentiae -x.x^i; quae 
quoniam est secundl gradus plures quam 
duas radices, i e» alias quam 1 erj?-— 1 haba* 
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re neqult. Abiectis Itaque hls numerofum re« 
liquorum 2, 3 .. . . . p —• 2 bini semper erunt as« 
sociati? quare productum ex ipsis erit = 1 ad-
eoque .productum ex omnibus 1, 2, 3 . . . . j?;—i, 
~p-— 1 siue = — 1. Q. £> Z?„ 

Ex» gr. pro . p = i3 numeri 2, 3, 4 • • • • * * 
Ita assoc.iantur: 2 cum 7; 3" cum 9; 4 cum 1 o ; 
5 cum 8; 6 cum 11; sciiicet 2. 7 = 1; 3. 9 = 1 
etc* Hinc 2, 3. 4 • • - • 1 1 = 1 ? adeoque 1. 2* 
3 . . . . 12 = — 1, 

78. Potest autem theorema Wilsonlanum 
generalius sic proponi. Productnm ex.,omnibus 
numerisy numero q u o c u n q u e datoAminoribus si-
•wu-tque'qd ipsum primis, congruum est secundum At 

vnitat.i vel negqtiue vel positiue sumtqe, Negatiue su~ 
menda es,t vnitas, quando A est formae pm

f 

aut Iruiusce, 2 p% designante p numerurn pri-
mujn a 2 diuersum, insuperque quando A = 4? 
posidue autem in. omnibus casibus, reliquis. 
Theorema, quale a cel. Wilson est prolatum, 
sub. casu priori coritinetur. •—• Ex. gr, pro 
A==.i5 producftim e numerls 1, 2, 4> 7J 8, 11, 
; 3 , i4 est £= 1 (mqd. i5). Demonstrationem 
breuitatis gratia non adiungimus; obseruamus 
tantum, eam simili modq perfici posse vt in 
art. praec., excepto quod congruentia xoc—x 
plures quarrt duas radiees habere potest, quae) 
consideratlones quasdam peculiares postulant. 
Posset etiam demonstratio, ex consideratione in-
dicum peti, similiter Yt inart. 76, si ea quae mox 
de moduiis non primis trademus conferantmy 
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7 g. Reuertlmur ad enumerationem alla-
rum propositionura (art. 75)<*. 

Summa omnium tefminOrufnperiodi numeri cmm-
uis est = 0, vti ira ex art, 7 5 , x f 5'+ 12 •+• 8 

•s= 28'==0 (mod* i3> 

Dsm. Niimertis de cuius periodo agituf, 
sit == a, atque exponens ad quem pertinet, —tf 

eritque summa terminorum omniuxn periodij, 
== 1, .+> a-+"'<*«>'+ a3 + etc. 4- .•«*- 1 == 4 b | 
(mod, I?)* At a k — i = o i quare suffima haec 
semper erit =EO (art. 22), nisi forte a— 1 per 
j3 sit diuisibilis, siue as^ 1; hunc igitur casunt 
excipere oportet, si vei vnuni teraiinum f perio* 
dum. vocare velimus. 

Bo» ProMctum ix dmnibm' mdicibm primitiiiig 
esi•' = 1 > excepto vnico casu^ j7==3j'. tum enim 
yna tantum datur; radix prima^ 2, 

Demonstr. Si radix primitiua quaecunque 
pro basi assumitur, indices radicum omnium 
primitiuarum erunt nuineri ad p — 1 primi si~ 
mulque ipso minores. At horum numerorum 
summaj i» e. index prpducti ex Omnibus radi-
cibus primitiiiisj, est = 0 (rriod-. p-^~ 1) adeoque 
|)roductum =s: 1 (mod. #).; facile enim perspi-
citur* si klaerii numerus ad p — i-prjmiisy et^ 
iam p — i — k ad p ^- 1 primum fore adeoqu& 
binos numSros ad p ~- i priiuos summam con-. 
Stituere per p - i ! diuisibilem; (k autem-.ipsi 
j p w i — k ttumquam; aequalis esse potest) prae*. 
ter easum >' p -~- i ==, 2* siue p 1=== 3, queiii .'taxce* 



~ 73 -
pimus; manifesto enim ^ in omnibus reliquis 
caslbus ad £>.—~x non est primus). 

81. Summa omnium radicum primitimrum est 
aut~o (quando p— i per quadratum aliquod 
est diuisibilis), avti ==±i i (mod. p), (quando 
p—i est productum e numeris primis Inaequa-
libus; quorum mukitudo si est par signum po-
sitiuam, sl vero impar, negatiuum sumenduin).. 

Ex. i ° pro p=i3f habentur radices pri-
mitiuae 2, 6, 7, 11, quarum summa 2.6^0 
(mod. i3). 20 pro j»3=ii", radices primitiiiae 
sunt2, 6,7, Squarum summa23==-f-1 (mod. u ) . 
3 ° p r o p — 3 i , radices primitiuae sunt 3, 11, 
12, i3 , 17,' 21, 22, a4, quarum surama, -izS 
^ — 1 (mod. 3 i ) . 

Usmonstr. Supra dem.onstrauimus' ( a r t 
55, II), si j?)ruerit =s= a%$cy etc. (designantibus 
U) b, c etc. nuraeros primos inaequales) atque 
A, B, C numeri quicunque ad exponentes aa

s 

b», c7 etc. respectiue pertinentes, omnia. pro-
ducta A B C ete. exhibere radices primitiuas. 
Facile vero etiam demonstrari potest, quamuis 
radicem primitiuam per huiusniodi produ-
ctum ,'exhxberi posse et quidem vnico tantuni 
modo '.*). 

-•)' Determinentur scilicet numeri a, 6/ tt etc. ,ita, vt sit fl = f 
(raod. aa) et = 6 (rhod. b£cV etc); 6 = 1 (mod. &£) et = o 
(mod. 'aucY-etc). etc. (vid. art. 32). vndefiet 0 -f- 6 4 - C -£•. etc. 
= i (mod. p — I ) , (art. 19). lam si radix primitiua quaecunque. 
r, per productum AB.C etc. exhiberi debet accipiatur /i = *-a, 
-B = r&, C ~ r C etc., atque pertiuebunt A ad exponeritem «*, 15 
ad exporientem feCetc.; productumque ex omnibus A, B, Cetc. erit 
~r (mod. -p); dtnique facile perspieitur A, B, 6 etc. ""sHo mod® 
decsnninari non posse. 
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"Vnde sequltur haec 'producta loco ipsa-
runl. radicum primltiuarum accipi posse. Afi 
quoniam _in his productis omnes valores ipsius-
A cuni omnibus ipsius B etc* combinari opbr-
tet , . omniurn horum productorum summaae-
qualis est producto ex summa omniam valo* 
rum-ipsius Af in' summam omnium valorurri 
ipsius B, in summara omnium valorum ipsius 
€ etc. vti ex doctrina comhinationum iiotum 
est, Deslgnehtur omnes valores ipsorum A; 
JB e t c , per At A% A" e t c ; BrB\ B" etc. e t c , 
eritque summa omnluni radicum primitiuartim. 
s= CA + A' + eto.) (B-h B'+ etc.j etc. lam 
dico, si. exponens .* fuerit = i , s n m m a m i r-f. 
A'-^A"-^ etc. fdre— — -i Cni.bd.-_p), si vero k 
fuerit > i , siimmam hanc fore = o. similiter-

ue de reliquis C, y etc. Simulac liaec erunt 
emonstrata, tlieorematis nostri veritas manl-

festa erit. Qaando enim p — i per quadratum 
aliquod diaisibilis est, aliquis exponentium 
m» Cy e t c vnitatem superabit, adeoque aliquis 
factorum, quorum producto congrua est sum-
ana omnium, radicum primitiuarum, erit = o, et 
proin etiam productum ipsum: quando vero 
,p — i per nullum quadratum diuidi potest, 
omnes exponentes *>'C,-v etc. ernnt == i , vnde 
sumrna"• omriium radicum primitiuarum congrua 
erit producto ex tot factoribus, qmorum quis« 
que s=— i, quot liabentur numeri a, b, c etd s 

adeoque erlt ~ J ± i, prout horum numer-orum 
mriltitudo. par yel impar. llla. autein ita pro-
bantur.". 

i ° . 'Quando'.•;-«,—" * a t q u e ^ - n u m e r u s ' ad^ex-
ponentem a pertinens., '•.r.eliqui numeri ad huiw?" 

2 

http://Cni.bd.-_p
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exponentem pertinentes ernnt A^•&.*<•>* ^a~~ie 

At i if A-f-d* H- A^. •..•* -+-^3""1 est summa pe-
riodi cpmpletaes adeoque = 0 (art»• '79)* quare 
A + A* 4- ^ 3 *»*. -f-^H"~*= — i * 
20.. Quando autem<* > -i > atque ^ numerus ad 
exponentem a* pertinens, reliqui nmneii ad 
Jhuiic exponentem pertinentes habebunturj si 
exJiis A*j Ai^ A*.*-.. A^^ reiiciuntur A\ 
A2\ A=& etc.y vid. art, 53 ; quare summa eo-
runi erit = . I 4 - ^ + ^ » M . 4- A^'^1 ~~ ( 1 + 
A* j ^ jz\ . „ 0 -f- A**—*) i. e. congrua differen-
tiae duarura periodorum^ adeoque = 0 . Q..KD. 

82. Omnla quae hactenus exposuimus in-
mtuntur supposltioni y niodulum esse numerum 
primum. Superest vt eum quoque casum con-
skleremus> vbi pro modulo assumitur numerus 
CompOsitus. Attamen quum hic neque pro-
prietates tam elegantes eniteant^ qiiam in casu 
priOrl,, neque ad eas Inueniendas artiilciis sub-
tliibUs slt opus, sed potius omnla fere per so« 
lam principlorum praecedentium applicatiouem 
erui possint, omnes minutias liic exhaurire su-
jDerfluum atque taediosum foret. Br.euiter ita-
que quae Imic casui cum priori sint communia 
quaeque propria exponemus. 

,'S% Propositiones art. 4$ -^ 48 generali-
ter lam sunt demonstratae. At *prop. art. 49 
ita immutari debett 

v ,'Si f' designtiiy quoi numeH dentur ad m primi 
Mtnulipso m minoresyi. e. sif^==Q m (att. 38)* 'lx* 
pofiens, i, infinme potestatis numeti dciti, .#> ad m pru 
miyqme secundum modulumm vmtaiiest vougtuA,vd 
$rit ==tf vet pars raliquota kuiUs mmefk 
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Demonstratio prop, art. 49 etiam pro lioc 
casu valere potest, si niodo vbique loco ipsius 
f , . « , loco ipsius p — 1 , /, et looo numerorum 
1 , 2 , 3 , . • , . p-~1, nraneri ad m primi 5i-
mulque ipso m minores substituantur. Huc ita-
que lectorem ablegamus. Ceterum demonstra-
liones reliquae de quibus illic locuti sumus 
(art. 5o, 51) non sine multis ambagibus ad 
hunc casum applicari possunt. — At respectu 
propositionum sequentium, art. 5a sqq. rnagna 
difierentia incipit inter modulos, qui nuraero-
rum primorum sunt potestates, eo.sqee, qvd 
per plures numerOs primos diuidi possunt. 
Seorsim itaque mbdulos prioris genetis com* 
templabimur. 

84. Si modulus m=:pn, designante p nume-
rum ipTmiumyeritf==pn*-T(p _ z ) ( a r t # ^y 
lam si disquisitiones in artt. 5 i , 55 contentae 
ad hunc casum applicantur, mutatis mutandis 
vti in art. praec. praescripsimus, iniienietiHy 
omnia quae ibi demonstrata sunt etiam pro 
hoc casu locum habere, si hiodo ante proba-
tum essetj congraentiara', formae xb •—« 1 ^ o 
(mod. pn ) plures quam t radices diuersas ha-
bere non posse. Pro modulo primo_ banc verita-
tem ex propositione generaliori •arr» 43 dedu» 
ximus, quae autem in omni. sua extensione de 
xnodulis priniis tantummodo valet, neque adeo 
ad hunc casum appiicanda. Attamen proposi* 
tioneni pro hoc casu particulari veram esse per 
methodum singularem demonstrabimus. infra 
(sect. ? I IL) idem facilius inuenire docebi-
must. 

F 
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Demonstrandom proponinius nobis hoc 
theorema: Si numerorum t etp^—1 • (p — i ) duii° 
sor communls maximus est e, congruentia xb — i (ntod* 
pn )> habebit e radices diuersas,-

• Sit er=kpv yita vt k factorem p non iniiol* 
tiat, adeoque nuinerum p -— i metiatur. Tum 
congruentia x* '-%= i seCunduni modulum p ha-
bebit k radices diuersas, quibus per A, B, C 
etc* designatis, radix quaecunque eiusdeni con-
gruentiae secundura modulum pu, congrua es-
se debet secundum modulum p alicui nume-
rorum A, B, C etc. lam demonstrabimus, con-
.gruentiani x "~ ,i (mod. pa ) habere y radi-
ces ipsi. At totidem ipsi B etc. congruas se-" 
cundum modulum p. Quo facto ornnium ra» 
dicum numerus erit kp* siue e, vti diximus* 
lllam vero demonstrationem ita adornabimtis, 
Tt primo ostendamaSj si * fuerit radix ipsi A 
•secundum modulum. p congrua, 'etiam <*> ~{-pn—\ 
& -f- zp*—v

9 <*• -f- 3pn~-", ..... * + (p*~--I) pn"» 
fore radices; secundo, numerosipsi A secundura. 
modulum p congruos alios quam qui iu 
forma <* •+* hpn~"v sint comprehensi (deno° 
tante h integruin queincunque,), radices esse 
non posse: vnde manifesto pv. radices diuersaa 
Jhabebuntur, et non plures: atque idem etiam 
cle radicibus, quae singulis B, C etc. sunt con-
graae, lociini habebit: tertio docebimus, s quo-
modo seraper radix, ipsi A secundem p con-
grua, inueniri possit* 

86. T h e o t e m a , Si vti in arU praec. t est 
mmerus per p*f neque veroper pVir~diuisiHiist m£(«-f~ 
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kp* ) t _ «t — 0 (mo£ p^ ^ a t ^ ^t__x ^ . 
(mod> pH*W)' Theorematis pars posterior loeum 
non habet, quando p s== a simultjne M = i, 

Demonstratio huius theoreinatis ex euolu-
tione potestafis binotnifpeti posset, si ostendere-
tur omnes terminos post secundurm per ^M+'+I 
diuisibiles esse. Sed quoniani consideratio de* 
nominatorum. coefficientium in aliquot amba-
ges deducit, methodum sequentem praeferimus» 

Ponamus primo P > i atque »= r, eifitqiie, 
propter #' — f = ( # ~ # ) («*—x-+#r—=L+' 
t̂—3 z/a + etc, Hh # t~ I) , (« + %?w ) t —.• «t _ s-L ̂ K 

( ( « -+ / ^ ) *>—i-K **+%>*) t-2 a etc, + *t-i )e. 
At es-t « + hp* = * (mod. p^ ) , quare quis. 
que. termihus (* + fy>** ) t—1} ( a f /f« )t—a^ 
etc. erit ^ «^ 1 , (mod. p2 ) adeoque omnium 
summa s= £ «t—I (mod . ' ^»») siae foraiae 
t a~~l + V p2 denoMrite V riumerum quem-
cunque, Jrlinc '(.* +-%?•" ) t — a* erit forxh^e 
a t - i / ^ * + Vhpu+*,l' 6.™.«'-! V<* (mod.^* ) 
_et = o (niod. f^1 ) Pro hoc itaque casu. theo-
rema est demonstratum. 

lam si theorema pro aliis- ipsius » valori-
bus verum noiiesset, manente etiamnum' v > i , 
limes aliquis necessario daretur, vsque ad quem 
theorema seraper verum foret, vltra vero fal-
sum. Sit minimus valor ipsius .», pro 
<quo falsum esi: = . <f>, vnde facile perspicifur, 
si t per j p ^ i non autem per j?<P jfrerit diuisibi-
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Ils theorema1 adhuc yeruin . esse, at si loco 
ipsius t substituatur tp, falsum» Habemus ita-
•que 
' O + V )£ = **• + *fc~x V * (mod; *>***) 

siue = (E* •+* « ~ x V ^ + « p ^ denotante «nu--
merura indeterminatunu At quia pro » *= i 
theorenia iam est demonstratum ,• erit ( «fc + 
«t-ij^u* 4. «pW )P = «*P + • t P- 1 • V * * * > 
•«tp—.t «pM+«P+i (mod. jjf*+P+I)> 

adebque etiam 

•„ -|- ^M)tp == «*p> a t p - i ^ p ( m o d : > ^ + ^ i ) i , e . 
theorema etiam verum,' si loco ipsius .* substi-
tuitur tp, i. e. etiam, pro f ==. <p + 1,. contra 
hypothesin. Ynde manifestum pro omnibus 
ipsius -9 valoribus tlieorema veruni esse. 

87* Superest casus vbi ^ == 1. Per met-
hodura prorsus similem ei qua in art. praec. 
vsi sumus, sine adiumento theorematis binomi-
alis' demonstrari potest* esse 

( « 4 . hpf-i U . t - i ^ t - a (t — 1) hp (mod.j>*) 

« U +W""?=*M + *t"a (* — 2) V 

etcv 
vnde aggregatum erit ( quia partium multitu» 

. 4 0 = ' . * ) 
==^ -1 4 . (_t—i)_t. a t_ 2 ^ '(mod. f) 

At quoniam t per jp diuisibilis, etiam 
ii-ijt per j» diuisibilis erit in omnibus- casibus 

excepto eo vbi p • = 2 de quo. iam in art.' 
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praec. monuimus. In reliquis autem casibus 
erit liillf *fc-a hp ==• o. (mod. p*)7 adeoque'et-
iam illud aggregatura == tat-a (mod. p%) vt in 
art. praec. ln reliquis demonstratio hic eodem 
•xnodo procedit vt istic. 

Colligimus igitur generaliter vnico casti 
f = 2 exeepto, esse-
(« + &/-•<•)« == «* (mod. pv+') et 
(« -f- kpf*y non~ **• pro quouis modulo quisit 
altior potestas ipsius p, quam haec, pn*v, quo-
ties quidem h per p non .est diuisibilis, atque 
pv potestas suprema ipsius p quae numerum t 
diuidit. 

Hinc protinus deriuantur propositiones 
T* et 2. quas art. 85 (demonstrandas nobis pro-
posueramus; scilicet 
primo, si «fc -= i, erit etiam (« -J- fiptx-f)^ ~ t 
(mod. pn)"s 

•secmdo si numerus aliquis &* ipsi. ^ adeoqu^ 
etiam ipsi"* secundum modulum f congmus, 
neque vero huic secundum modulum ^n"*r, 
congruentiae x* — i (mod. ^ n ) satisfaceret r 

ponamus «' esse == « *4- 4px? * t a v t * P e r F 
non sit diuisibilis, eritque x •< #—*, tunc au« 
t e m ( * ~f- lp*y secundum modulum pxtl ipsi ** 
congruus erit, non autem secundum modulum 
p^, quae est altior potestas, quare «*" radix con-
gruentiae . a?* = i ' esse nequit, 

88. ^ Tertitim vero fuit•; radicem allquara 
congruentiae.«* **= i (mod. p i j , ipsi A con-

F 3 



graam, iaueriire.' -Osteridemus hic tanturamo-
do quoraodo hoc fieri possif, si iam r.adbc' 
eiusdem congraentiae secundum modulum pu-i 
iniiotuerit; manifesto hoc sufficit, quum amo« 
dulo p pro quo A est radix, ad modulum p*f 

sicque deinceps ad 'omnes potestates consecu-^ 
tjiuas progrecU. possimus. 

Esto itaque «s radix congruentiae xl == r 

(mod £>n-i) quaeriturque radix eiusdem . con-
gruentiae secundum modolum £?n, ponaturhaec 
s== « -f- ^0 ' -"-1 , quam formani eam habexe de-
fcere ex art, p r aec sequitur (casum vbi » =•;». 
—- i pojtea ; seorsim considerabimus: maior 
^ero <juam » — i, „ esse nequit). Debet ita-
que esse.(« + Apn-'-*)*=? i (ino<i p ) . ^t 
(« + hp*->-i)t == at 4- ^t-i fopn-i-i; (mod, -pn). 
Si itaque & ita demenriinatur, vt iiat i ~E »* -f 
«*-i i^>n-»-i ( m 0 ( j . pn)j siue (quia per I iyp/ i 
==? ** (mo& pn-i) atque t per f diuisibilis)ita 
• t iiat i r _ ± 4 . „*-•* k_t_ p e r F d i u i s i b i I i g j 

quaesito satisfaetum erit. Hoc autera semper 
heri posse ex Sect. praec. manifestum, quum 
* per altiorem ipsius p potestatem quam p9 

diuidi non posse hic supponamus, adeoque 
«'"* -7 ad p sit primus,, 

Si vero » =3 » — 1 i* e* t per pn-* siue 
etiam per altiorem ipsius p potestatem diuisi-
bilis" quiiiis valor A, congruentiae oct ~ 1 se-
cundum modulum p satisfaciens eidem etiam 
secundum tnodulum p* satisfaciet ' Sifc enim 



- 8 7 

* ss= pn"2 y, eritqtie t = , ( m o d f• ^ *):• 
quare quoniam ^ l ~ i (niod. p) erit etiam 

. J^T = I ( niod. p ) . Ponatur itaque AT = i -J-
«n -1 

Zip erltque ^ = (i -+• ^ ) r = i (mod, ^») 
art. 87. 

89. Omnia quae art. 57 sqq. adiument® 
therematis,. congruentiam x* ~ 1 plures quam t 
radices diuersas non habere eruimus, etiam pra 
mpdulo q.ui est nunieri prirai potestas locum 
habent, et si radkes primitmae voeantur nume* 
ri, qui ad exponentem pn~x (p — 1) pertinent^ 
siue In quorum periodis omnes numeri per 
p non diuisiuiles Inueriiiratur,. etiarri 'hic radi« 
ces primiduae exstabunt. Omnia autem quae 
supra de indicibus eorumque YSU tradidimus? 

nec rion de solutione congruentiae x* = i ,ad 
hunc quoque casum applicari possunt. Qua@ 
quum nulli difficultat obnoxia sint omnia ex 
integro repetere superfiuum foret. Praeterea 
radices eongruentlae xl ^ 1 secundum modu* 
luni pn e radicibus eiusdem congruentiae se-
cundum p deducere docQimus. Sed de eo ca-
su, ubi potestas aiiqua rtumeri 2 e s t moduius 
quia supra exceptus fuit, aliqua adhuc sunt 
adiicienda. 

90. Si potestas aliqua numeri 2, aitior quam $e-> 
cunda, puta zn pro modulo accipitur, numeri cuiusuis 
imparis potestas exponentis za~2

9 vnitati est congrua. 

Ex. gr. 5 8 = 656i ^ 1 (mod? 5 % 

. Quiuis enim numerus'impar vel siib for-* 
ma 1 ~f- 4A, vel sub liae — 1 -f» ^h compre» 

F4 
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henclimr:' vnde propositio protmus sequitut 
•(theor.-art..'85.). 

Quoniara igitur - exponens a& quem qui-
cunque numerus impar secondum modulura 
2n pertinet, diuisor ipsius 2 n - 2 esse debet, quU 
liis ad aUqiiem-horum. numermn pertinebit i •• 
2, 4? 8. . * . 22n-25 ad quemnam vero per-
tineat ita facile diiudicatur. Sitnumerus proposi-
tns==-4ii±: i, atqueexponensmaximaepotestatis 
numeri 2, quae ipsum h metitur, = m (qui et-
iam s= o esse potest, quando scilicet k est im-
par); tum exponens ad quem numerus propo-
sitiis pertmet, erit s= 2 n - m ' S siquidern n > m 
+• 2;• si-autem » •=='vel <; m + 2, numerus 
propositus est ~= ±:-.i adeoque vel ad expo-
nentem 1 veji ad exponehtem 2 pertinebit. Nu« 
merum enim fo-rmae ±. 1 4-2ra+*£, (quae huic 
aequiualet, l\h j± 1) ad potestatem expon.en-
tis an--»-» eleuatum vnitati secundum modulum 
2n congruum £eri, ad potesratem autem expo-
nentis, qui est inferior numeri 2 potestas, in-
congruum, ex art. 86 nullo negotio deducitur. 
Numerus itaque quicunque ioririae 8^ -f- 5 
vel Sk «4- 5 ad exponentem 2 n - 2 pertinebit. 

91. Hinc patet eo sensu quo supra ex~ 
pressionem, accepimus, radices primitiuas hic 
non dari, nullos scilicet numeros, quprum pe-
tiodus omnes numeros modulo ntinores ad ip-
sumque primos amplectatur. Attamen facile 
perspicitur, analogon liic haberi. Inuenituf 
enim, numeri forniae 8^ + 3 pofestatem expo* 
nentis imparis semper esse formae $k - K 3 ? 
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po-testatem.autem exponentis paris} semper for-
mae 8k + 15 n u ^ a % i t l i r potestas formae 8k 
~f- 7 esse potest» Q u a r e q u u m periodus nume-
ri formae 8k -f- 3, ex 2n _2 terminis diuer» 
sit constet, quorum quisque aut forrnae 8& -f- 5 
aut Jruius, 8k -f-' 1, .neque plures huiusmodi 
numeri modnlo minores dentur quam an-.2, ma-
nifesto, quiuis numerus formae 8k ~f- 1 vel S& 
+ 3 congruus est secundum ?modulum 2n po-
testati alicui . numeri cuiuscunque formae 8k 
~J- 3. Simili modo ostendi potest periodum 
numeri forrhae 8& -f*' 5 ' comprehendere omnes 
numeros formarum 8k + •! et 81 ~f- 5. Si 
igitur numerus formae 8k + 5 pro basi assu-
mitur, omnes numeri formae 8k •+ 1 et 8k -f- 5, 
positiue, omnesque formae $k -f- 5 et 8k ~f- 7, 
negatiue surati, indices reales nanciscentur, et 
quidem liic indices secundum 2n~2 congrui pro 
aequiualentibus sunt habendi. Hoc modo ta-
bula nostra I inrelligenda, vbi pro modulis 
16, 3a et 64 (namque pro modulo S-nulla-ta--
bula necessaria erit) semper numerum 5prb ba-
si accepimus. ' Ex.vgr. numero 19 qui est for-
mae 8» -f- 3 adeoque negatme sumendus, respon-
det pro modulo 64 index »7,- id quod significat 
esse 5 r = «— 19 (niod. 64). Numeris autem 
foxmarum. 8» -f- 1, 8«. -f- 5 negatiue, atque 
numeris formamm 8n + 3, 8n ~f- 7 posifcine 
acceptis, indices quasi imaginarii tribuendi-fo-
rent. Quos introducendo calculus indicum 
ad algorithmum perquam simplicem reduci pot-
est. Sed quoniam, si haeo ad ornnem , rigo» 
rem exponere vellemus, nimis longe euagari 
oporteret, lioc negotium ad aliam occasionem 
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nobis reseruamus, 'quando.forsan fusius quan» 
titatum imaginarium theoriam, quae nostro qui-. 
dem iudicio a nemine hactenus ad notiones 
claras est reducta, pertractare susoipiemus. Pe-
riti hunc algorithiiium facile ipsi eruent:. qui 
minus sunt excercitati, perinde tamen tabula 
hac vti poterunt, vt ii qui' recentioruni com-
menta de logctrithmis imaginariis ignorant, lo-
garithmis vtuntur, si quidem principia supra 
stabllita probe tenuerint. 

92. Secundum modulum e pluribus prl-
mis compositum tantum nononinia quae ad re-
sidua potestatum pertinent ex theoria congru-
entiarumgeneralideducipossunt; quia vero in-
fra congruentias quascunque .secundura. modu-
lum' e piuri.bus primis cornpositum ad congru-
entias,. quarum modulus est primus aut prlmi 
potestas, reducere fusius docebimus, non est 
quod buic rei multum hip immoremur, Obser-
uamus tantum, bellissimam proprietatem, quae 
pro reliquis modulis locum habeat, quod seili-
cet semper 'exstent < - numeri quorum periodus 
omnes numeros ad moduium primos coroplecta-' 
tur, hic deficere", excepto vnico casu, quando 
scilicet moduius est duplum numeri primi, aut 
potestatis .numeri primi. Si' enim modulus m 
redigitur ad formam • A*& & etc. designanti-
bus A, B, C e t c . numeros primos diuersos, 
praeterea A^1 (A — r) disignatur per' «, 5.b"* 
(]3 ~— 1) per ..C ete. denique z est numerus 
ad m• primus; erit z* =='1 (mod. A*J z% = 1 
(mod. Ab} etc. Quodsi igitur> est minimus 
numerorum ;«,.?, y .et.c. diulduus cominunis, erit 
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«** ~ i secundum omnes niodulos A»f Bb etc.' 
adeoque etiam secundum m, cui illorum pro-
ductum est aequale At ,excepto casu vbi m 
est dupluzn numeri primi aut potestatis nume-
ri primi, numerorum' «, £, y etc* diuiduus' com-
muriis miriimus, ipsorum producto est minor 
(qnoniam numeri «, C, y etc, inter se primi es-
se nequemit sed certe diuisorera a communem 
habent)» Nullius itaque numeri. periodos tot 
terminos compreheriderepotest, quot dantur nu-
meriad modulum primi ipsoque ininores, quia 
horum numeras producto ex «*, jf, v etc. est ae« 
qualis, Ita ex.gr . pro m = IOOX cuiusuis nu-
meri ad m primi potestas exponeutis 60 vnita-
ti est congrua, • quia 60 est diuiduus communis 
numerorum 6, 10, 12. — Casus autem vfji 
modulus est .duplum ntimeri primi aut dupluni 
potestatis numeri prirni illi vbi est primus aut 
primi potestas prorsus est similis* 

5>3, Scriptorum" in quibus alii geometrae 
de argumento_.in hac sectione.'pertractato ege-
runt, iam passim mentio est facta» Eos tamen 
qui quaedam fusius, quam-nobis breuitas .per-
misit, explicata desiderant, ablegamus im-
primis ad sequentes ilL Euleri commentatio-
nes, ob perspicuitatem qua vir summus prae 
omnibus semper exceliuit, tnaxime commenda-
biles. ;' . 
Theormiata circa residua ex diuisione potesiatum r&*> 

licta. Com. nou. Peir. T. VII. p. 49.' sqq. 
Demonstrationescircaresidua ex dimsione poiestatum per 

' uumeros primos resultantia. Ibid+T. XVHLp.85 sqq. 
Adiungihis possunt Opusculormn analykT,I$ 

dissertt. 5 et 8. 
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S E C T I O Q V A R T A 

DE 

CONGRVENTIIS SECVNDI GRADVS. 

94. THEOREMA.* Numero quocunq&e, m, pro mo-
dulo accepio, ex nnmeris o, 1, %y 3 . . . . m— i, plu-
res quam § m + 1 quando m est" par, ,sim plures 
quam \'m ••+•"§, quando m est impar quadrato con* 
grui fieri non possunt, 

Dem* Quoniam numerorum congruorum 
quadrata sunt congruat quiuis numerus, qui 
ylli quadrato congruus iieri potest, etiam qua-
drato alicui cuius radix <| m congruus erit. 
Suf.fi.cit itaque residua minima quadratorum o, 
. 1, 4? 9««• • (*» — 1 ) a considerare.* At facile 
perspicitur, esse (m-— i ) a = = 1, (m — a) a = 
a3, («0 — 3)'ft — 5 a etd Hiiic etiam, quando 
f» est par, quadratorum f(»a~ x)ftet (§*» •+• i)? '? 

(fm —- a)25, et (§»» ~jh 2)* etc* residua mini-
ma eadem erunt: quando vero m est impar, 
quadrata (§*» —-'§)* e t . g » + | > ; (f.m — §)* 
et ( | m •+1 ) a etc. erunt congrua. Vnde palam est? 
alipsnumerosjquamqui alicui ex quadratis o, i? 

http://Suf.fi.cit
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4 Q,.^ (*«»)*'congfui sint, quadrato congruos 
fieri non posse, quando m par; quando 
vero impar, • quemuis numerum, qui vlli 
quadrato sit congruus, alicui ex hiso, i, 4,; 9. «• 
(Jkm — I ) * necessario congruum esse. Quare 
dabuntur ad summum in priori casu I m + s 
residua minima diuersa, in posteriori § m ~f- § 
Q. JE. i?. 

95« /Exemptum, Secundum ' modulum i 5 
quadratorum numerorum o, 1, 2, 5...-6 resi-
dua minima inueniuntur* 0 , 1 , 4? Q, 3, 12, 10, 
post haec yvero eadem ordine inuerso recur-
runt 10, 12, 3, etc. Quare numerus quisque, 
jiulli ex istis residuis congruus, siue cjui alicui 
ex his est congruus., 2, 5, 6, 7, 8, n> nulli 
qua.drato congruus esse potest. 

Secundum modulum i5 haec inueniuntur 
residua, o, 1, 4» •9? *? l0i 6, 4 post quae da* 
dem ordine inuerso recurrunt. Hic igitur nu-
merus residuuorum, quae quadrato congrua fi-
eri possunt, minor adhuc••"est,>- quam \n ~$- §, 
quum sint o, 1, 4? 6, ^, 10. Nuineri autem 

• 2, 5, 5, 7, 8, 11, 12, i 3 , i4? et qui horum 
alicui sunt congrui, nulli quadrato secundum 
mod« i5 congrui fieri possunr. 

96, Hinc colligitur, pro qoouis rriodulo 
omnes numeros in-duas classes distingui posse, 

arum altera contineat.numeros, qui quadrato 
cui congrui fieri possint, altera eos qui non 

possint» Illos appellabimus rssidua quadratica 
1 
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numeri istius qtiem pro modmlo accepimus "*), hos 
vero ipsius non-residua quadmtka, siue etiam, 
quoties ambiguitas nulla inde oriri potest, sim-
piiciter residua et nop - residucu Ceterum palam 
est sufficere, si othnes numeri o, i, 2 . . . m—r 
in classes redacti sint: rmmeri enim congrui 
ad eandem classem erant referendi. 

Etiam in bac disquisitione a niodulis pri-
mis mitium faciemus, quod itaque subintelli-
gendum erit, etiamsi expressis verbis non nio-
neatur. 'Numerus primus 2 autem excluden» 
dus, siue numeri primi impares tantuxn , consi-
derandi» 

96. Numero primo p- pro moduto acceptot nu-
merorum 1, 2, 3 . . . , p—- 1 semissis erunt residua 
quadratica, reliqui non residwa, i. e. dabwitur \{p 
—-lii) residua, totidemque nan*residua» 

Facile enim probatur, omnia quadrata 1, 
4, 9«.. f (> -^- i ) 4 esse incorigrua. Scilicet si 
•fieri posset rr = rV (mod. p} atque numeri 
r, rf inaequales et non maioresquam | (p—1) 
posito r > tJ i. q. licet, iieret ( r •«< V ) (r 
-f- r ' ) positiuus et per p, diuisibiMs. At vter-

*) Proprie quidem hic casu secundo alio sensu vthnur, quam huc~ 
•usqtte fecimus. Dicere scilieet oporteret, r esse residuum qua-
dratwta secundum modulum m quando r = = aa' (mod. w ) ; , a t 
breuitatis gratia in hac sectione smiper r ipsius m residuum qua-
draticum vocanms neque hinc vlla ambignitas metuenda. Expres-
sionem enim, rssiduum, quando idem significat quod nurnerus con-
gruus, abhinc nou adhibebimus, nisi forte de residuus nsinimis ser-
sno sit, vbi nullum dubium esse potest. 



que factor r —r', et r 4 - r* ipsopes t minoiy 
quare suppositio consistere nequit (art, i3 ) f 

Habentur itaque § (j? — 0 residua quadrati-
ca inter hos numeros i, 2, 3 « . . . 2? —.1 contenta; 
plura vero inter ipsos esse nequeunt quia acce-
dente- residuo oprodeunt \ (p + 1 ), quem nu-
xnerum omnium. residuorum muldtudo supera-
re nequit. Quare reliqui numeri erunt non 
residua horumque multitudo = I (p — 1). 

Quum cifra semper sifc residiium, hanc 
numerosque per modulum diuisibilesab inuesti-
gationibus his excludinius, quia hic casus per 
se est clarus, theoreniatumque concinnitatem 
tantum turbaret. Ex eadem caussa etiara 
modulum 2 exclusimus. 

cjj. Quum plura quae in hac Sect. ex-
ponemris etiam ex principiis Sect. praec. deri-
tiari possint, neque inotile ' sit,; eandem v verita-
tem-per methodos diuersas perscrutari, hunc 
nexum ostendemus. Facile vero intelligitur, 
omnes numeros quadrato congruos, indices 
pare? habere, eos contra, qui quadrato nullo 
Biodo coogrui fieri possint, impares. Quia ve-
ro p — 1 est numerus par , tot indices pares 
erunt quot impares9 scilicet %(p — 1 ) , toti-
demque tum residua tum non residna dabiuitiir. 

Exempla. 

JRro modulis mnt residua . 

i, . ..-. . i/ 
$ t . , * . .. 1 , 4& : 
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7 • * . ; . . i, 2, 4» 
i i . • . . ' • ; i, 3, 4, 5} g. 
i 3 . . * . , . i, 3, 4, g, io, i'2. 
17 . . . . . 1, 2, 4? 8, 9, i 3 , x5, 16. • 

etc. 
reliqtii vero numeri, liis modulis minores non 
resjdua. 

98. THEOREMA. Productum e 'duohm residitis 
qimdraticis nunuri priwi p, est residunm; productum 
e residuo in non residuum, est non' residimm; denique 
productum e duobus non-residuis^ residuum. 

JDemonstr* I. Sint At B residua e quadratis 
aa, hb oriunda siue A = aa, B —, hh, eritque 
productum AB quadrato mimeri ah congruuni 
i, e. residuum. 

II; Quando A est residnuin, puta — aa, 
B yero nOn residuum, AB erit non-residuurru 
Ponatur enira si fleri potest AB ~ kk, sitque 
valor expressionis | (mod. p") = h; erit itaqne 
aaB — aahht vnde JS -~ bh} i. e* I> residuum 
contra hyp. 

Aliter. Multiplicentur omnes numeri qui 
inter hos . 1, 2, 3 . . . . p — r s u n t residua (quo-
rum multiudo = §(f-~ 1), per A omniaque 
produeta erunt residua quadratica, et quidera 
erunt omnia incongrua. lam si non-residumn 
B per A multiplicatur, productum nulli pro<» 
ductorum quae iam habentur congruum erit; 
quaresiresiduemesset, haberentur §(p-f~ 1) re» 
sidua incongrua inter quae nondurq, est resi-
duum o, contra art* 96* 
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III. • Sint J, B, non-residua. MultipKcen-
tur omnes nuineri qui inter Ifos i 2 , 5 , , , 
p—i sunt residua p e r ^ , habebuixturque |(»— iX 
non-residua inter se incongraa (I l j j iarm pro-
ductum AB nulii iiloruni congruum esse pot-
est; quodsi igitur esset non-residiium, habe--
rentur "\ ( p -f-"i ) non-residua inter se incon-
grua, contra -art. 95.' Quare productum etc 
Q. E. D. 

Facilius adhuc liaec 'theoreifiata e princi-
piis sect. praec. deriuantur. Quia enim resi-
duorum indices seniper . .sunt paresj non-resi» 
duorura; vero impares, index prbducti e duo-
bus residuir vel non-residuis erit par, adeoque 
productum ipsmn, residuum. Contra index-
producti e residuo in non-residu.um erit impar 
adeoque productunr ipsum hon-residuum. 

Vtraque demonstrandi methodus, etiam pro 
his tlieorematibus adhiberi potest: Eocpressionis 
f(mod. p) valor erit residMum, quando numeri a3 

b simnl suni resid.uat vel' simul non residm; contra 
autem trit non<resfduum, guando 'jmmsrofum a, b aU 
ter estresidmm alternon*residnuw,y Pbssurit 'etiahv 
ex conuersione theorr. art.. praec, obtineri. 

99. GeneraliteF, productum ex quotcun-
que factoribus estresiduum tum quando-bmheS' 
sunt resid.ua, tum-quando non residuorum, qiiae^ 
inter eos occurrunt, multitudo est, parj quandc*1 

vefo multitudonoii residuorum quae 'intjer"'*la*-
ctores reperiuntur est impar, productuni. erlfc 
non-residuumfr,;_,Zaciie itaque, • diiudicari foi^$% 

http://resid.ua
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ftratii ttttmerus composltus slt residuuni, nec* 
ne, si modo quid sinf singuli ipsius factores 
cdnstet.' Quamobrem In tabula II numeros 
primos tautummodo recepimus. Oeconomia 
'huiua. tabulae Iiaec est. In margine positi sunt 
nioduli*) irs. facie vero numefi primi successi-
m''9 quando ex his aLquis fuit residuum 
moduli alicuiuSj in spatio vtrique respondente 
lineola cbllocata est, quando vero numerus pri« 
Kius fuit non reslduum moduli, spatium respon-
dens vacuum mansit» 

100» Antequam ad difficiliora progredia-
ttmr,' quaedam de modulis non primis adiicien-
da-iunt. 

Si numeri primi p9 potestas aliqua pn pro 
tnodulo assumitur ( vbi p n o n esse 2 supponi-
»1118)? omnium numerorum per p non cliuisibi-
lium moduloque minorum altera semissis erunfc 
residua, altera non residua, I. e« vtrorumque' 
Mjultitudo «= '£ (j» —- 1 )pn~h 

•51 enim- r est residuum: quadrato alicui* 
ttongruus erltj culus radix moduli dimidium non 
superatj vid» art. 94. lam facile perspicitur, 
dari i(p —- I.)J?11--^ numeros per p non diui» 
sibiles modulique semisse minorlbus; superesfe 
itaque vt demonstretur, omniom horum nume-
rorum quadrata incorigrua esse, siue residua 
quadratica diuersa suppeditare. Quodsi duo» 
ttim numeroram .% b .per <p non diuisihiliu-m 

:?) ;Quomod» etlatn modulis cbmposUis;sarerepossimiws mox docebimuf» 
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modulique semisse miixoromi quadrata essenf; 
congrua, foret aa — bb siue (<< — ^ ) (^ ^ ^ 
per pn diuisibilis (posito i» q. licet a £> &) 
Hoc vero Heri/non potest, nisi trc/.alter. nume-
rorum a •— b, a ~h b per p» fuerit dioifeiibilis' 
quod iieri nequit, quoniam vterque < ^» , w / 
alter per pm alter vero per p*—f*, i e .'vterque 
per £?. Sed etiani hoc neri nequit. Manifesto' 
enim etiam summa et differentia za et zb per 
p foret diuisibilis adeoque etiam m et & contra 

' Ji j p . — Hinc tandem.-colligitur inter nume-
ros per p non. diuisibiles moduloque minores 
| (p — i )p n r e s idua dari', reliquos 'quoram 
multitudo aeque magna, esse non-residua Q. Ea 

D.— Potest etiam theorema hoc ex -conside-
ratione indicum deriuari simili. modo vt' art. 07 '•• 

• 10.1. Quiuis numems per p non diuisibilis^ qui 
ipsius p est residuum, erit residuum etiam ipsius p* * qui 
vero ipsitts p est mn-residuum? etiam ipsim pa• non* 
residuum eriU 

Pars posterior huius propositionls • per se 
est manifesta* *3i itaque prior falsa esset, in-
ter numeros ipso p* miriores siniulque per p 110« 
diaisibiles plures forent residua ipsius pt quara 
jpsius -pa

t L e. plures quam &pn--J-.(p — £.v. 
Nullo vero negotio perspici poterit, raultitixd** 
nem residuorum numeri p inter illos ••numeros 
esse praecise = ^ - * (p — % )B 

Aeque facile est, quadratum reipsa inue« 
nire, quod secundum modulunr p* residuo dai-
to sit congruum, •' si quadratum huic residuo. 
secundum 'modulum g? congruum habetnxv 

G * 
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Scillcet si . qtradratum habeiur,' m, qtj0c| 
residub dato A secundum modulum pu est con-
grauin, deducitur inde quadratum; ipsi A se-
cnndum'modi i lumf congruum (vbi » > H e£ 

t= vel <J 2n supponitur) sequenti m o d o / p 0 , 
iiatur "radix quadrati quaesiti = -±z. a -f XpH 
quara foraiam eam liabere debere faoile per* 
spicitur; debetque \esse aa ^ ^axp" -f. xxp^ 
=s;*f ( mod. pv~) siue propter 21* > », A — aa 
==±-2axp" (mo± pv~) Sit A — aa-"= p"d, eriu 
crae, x valor expressionis':_± -^L (mod. 0»—M 

"' " "v" : -„ A >.<«' ' • . ^ * 1 - / 

quae.liuic db~~jj- (raod. p») aequiualet. 

Dato igitur quadrato ipsi A secundum p 
congrup,, deducitur inde quadratum ispi A se-
curidum modulum p* congruum ; binc admo. 
duluinj»4, hinc ad j?8 etc. ascendi poterit. 

Mx. Prbposito residuo 6, quod secundum 
modulum 5 quadrato 1 congruum, inuenitur 
quadratum 9* cui secundum 2.6 est congruum 
i6 a

: oui secundum -i 26 congruum. etc. 

•103. Quod vero attinet ad numeros perp 
diuisibiles, patets eorum quadrata perpp foredi-
uisibilia, adeoque onrnes- numeros per p qui-
dem.diuisibiles, nequevero per pp, ipsius p* fo-
re non residua. Generaliter vero, si proponi-
tur numerus pkA vbi A per p non est diuisi* 
bilis, hi casus erunt distingueildi; 

i'1 Quapdo k ==s v e l > nr erit p*A ' s 0, (mbdw 
f n ) , I. e. residuum. 

3) Quando & <| » atque, impai^ erit p*A HOB, 
residuuin. . 

file:///esse
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Si eniin esset p*A .== ; f » j U •== « .(mocL 
«n S « per f2* + I diuisibilis esset, id quod, 
aliterfierinequit,quamsi_fuerit J per p*«+i diuisi-
bilis. Tuncverojjet iam p e r . ^ t a diuisibilis, a-
deoque etiam (quia 2" + 2 certo non maior quani 
nj pkrf, i-e. p 2 * + I ^ ; siue >i per p, contra hyp^ 

5) Quando k < « atque par. ^ Tum p 1 ^ 
erit residuum vel non residiium ipsius pn> prout 
A est residuum' vel non-residuum ipsius 2^ 
Quando enim ^ est residuum ipsius >, erit 
etiam residuum ipsius pn~k. Posito autem .4 
== aa (raod. ^n~k) erit Ap* .-s= ^pk (mod. ^11 ) 
^ k vero est quadratum. Quando autem A 
est non-residuum ipsius p, pwA residuum ipsius 
p* esse nequit. Ponatur enim pkA = aa ( mod. 
f^ ), eritque necessario aa per j? k diuisibilis. 
Quotiens erit quadratum cui A secundum mo-
dulum pn—k adeoque etiam secundum modu-
lum p congruus, i . e. A erit residuum ipsius 
p contra hypt . 

io3. Quoniam casum p = 2 exclusimus, 
de boc adhuc quaedarn dlcenda. Quando nu-
merus 2 est modulus, numerus quicunque erit 
residuum, non-residua nulla erunt» Quando 
vero 4 est modulus, omnes iiumerl Impares 
formae 4lHhi erunt residua, omnes vero for-
mae 4£-f-3 non-residua. Tandem quando 8 
aut aitior potestas riumeriaestmodulLis, omnes 
numeri impares formae Sk + x erunt residua, 
reliqui vero, seu ii qui sunt formarum8& + 5, 
Sk+5,81+7, erunt non residua, Pars poste-
rior liuius propositionis inde clara, quod qua,-
dratum cuiusuis numeri imparis, siue sit ibr-
mae 4 ^ + V siue formae 4&— 1» fit £brmae 8.4 
+ i»' Priorem ita probamus. 
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i) Si dubrturi numerorum ve! summa vel diffe* 
rentla per •%*—* est diuisibilis, nuiiieroruni qua-
drata erunt cpngraa secundum modulum 2«, 
Si enim aiter ponitiir •' = a, erit alter formae 
2n—i ^ ^ . ^ cuius quadratum inuenitur s aa 
(mod8 an ). 

2) Quiuis uumerus imparj qui ipsias. 
2n est residuum quadraticum, congruus 
erit quadrato alicui, cuius radix est numerus 

'impar et <J zn—2 Sit enim quadratuni quod-
cunque cui numerus ille congruus, aa atque 
numerus a — ±_ * ( mod. 2n~i) ita vt « modu« 
•li semissem non superet (art. 4)> eritque w 
—= «*» Quare" etiam nunierus propositus erit 
~~H ««*. Manifesto vero tum a tum « eruntim-
pares atque *-'<J an—2. 

5) Omnium numerorum imparium ipso 
an—«2 minorum. quadrata secundtim mpdulum 
s n incongrua erunt, Sint enim duo tales nu« 
meri r et s, quorum quadrata si secundum zli 

essent congraa, foret?-(r.—s) ( r + i ) per za 
diuisibilis (posito f J > J ) . Facile vero perspi-
citur numeros r — s} r^*s, simul per 4 diui-
sibiles esse non posse, quare si alter tantum-
tnodo per z est diuisibilis, alter vt productum 
per 2n diuisibiiis fieret, per 2n~* diuisibilis 
esse deberet,' fyEiA* quoniam vterque <j2n—*» 

4) Quodsl denique liaec quadrata ad n-
sldua sua, minima positiua reducuntur, habebun» 
tur G»—3 residua quadratica diuersa modulo mi-
nora, quorum quoduis erit formae 8A-K1, 
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Sed. quum praecise 2n~3 numeri- formae Sk + i 
irsodulo minores exstent, necessario hi omnes £n-
ter illa residua reperientur. Q. E, D. 

Vt quadratum numero dato formae §k -f r 

secundum modulum sn congruum inueniatur 
methodus similis adhiberi potest, vt in art. 102-
vid. etiam art. 88. — Denique de numeris pari! 
bus eadem valent, quae art 103 generaliter ex-
posuimus. 

J04, Circa multitudinem valoruni' diuerso-
rum. (i. e. secundum modulum incongruorum'), 
quos expressio talis F == ^ ^ ( m o d . pa) admittit 
siquidem A est residuum ipsius 7?% facile e praecc! 
colliguntur haec. (Numerum p supponimus esse 
primum, vt ante, et breuitatis caussa casum JZ 
= 1 statim includimus). I Si A per p non est 
diuisibilis, F vnum valqrem habet pro p = 2 n=s' 
i,puta V~=i; duos, quando p est Impar, nec non 
B r o P_=~ 2, 72 = 2, puta ponendo vnum ^ v, alter 
erit — _ vy quatuor pro 7? ==:'-i,f.re;>.ir sciU«'. 
cet ponendo vnum •*= ^," reliqui erunt E= ~-l # 
»""* + v, 214"2- _ v. I I Si J.-per p diuisibilis 
est, . neque vero per px\ sit potestas altissima. 
ipsiusjo ipsum A metiens p*" (manifesto enim 
ipsius exponens par esse debebit) atque A = 
ap*14. Tunc patet, omnes valores ipsius V per 
p44 diuisibiles esse, et-quotientes e diuisione ortos 
.fieri valores expr. F< = y^z(naod. j»n~**); h i n c 

omnes valores diuersi Ipsius V prodibunt mulii-
plicando omnes valores expr. F' inter o et pn~t* 
sitos\ per p*"7 quare illi exhibebuntur per vp* 
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si v indefinite omnes valores diuersos expr. V*, 
exprimit, ita Vt illorum mullitudo fiat, p* , Qp*. 
vel 4pw

? prout multitudo horum (per casum I ) 
est 1 , 3 vel 4. H i Si f̂ per pn diuisibilis est? 

facile perspicietur, statuendo n — 2m vel = im 
— 1, prout par est vel impar, omnes numeros 
per pm diuisibiles, neque vllos alios, esse valores 
ipsius V-, quare omnes valores diuersi h i erunfc 
6, pm ipm *.. (#"""'"'— i)pmi quorum multitud© 

105. Superest casus, vbi modulus m e plu-
ribus numeris priniis compositus est Sit m =s 
abc..., designantibus <2, b, c etc. numeros. ;prfc 
mos diuersos aut primorum diuersorurn pote-
'slates, patetque statim, si n sit residuum ipsius 
772, fore etiam n residuum singulomm..a, b^c 
etc, adeoque n certo nonresiduum ipsius m esse? 

si fuerit NR. vllius e numeris a , , b , c"etc. Viee 
versa autem, si TZ singulorum «2, Z?, cetc, residuum 
est, etiam residuum producti m erit. Supponendo 
enim,« Er ^ V ^ * C3 etc. sec. mod. a, &, c etc, 
resp., patet," si numerus, N ipsis ^ , 5 , C etc. sec. 
mod. a, b, c etc. xesp. congruus eruatur (art. 32), 
fore n •-Er,NN secundum " orrnies hos modulos 
adeoque etiam secundum productum m»— Quum 
facile perspiciatur, hoc modo e combiriatione cu-
iusuis valoris ipsiiis A siue expr. / « ( m o d . / a ) 
cum quouis valore ipsius J5 cum quouis valore 
ipsius C etc. oriri valorem ipsius iVsiue expr. 
y~«(mod. m), nec non e combmatioiiibus diuersis 
produci diuersos iV, et e cunctis cunctos:>multitu-« 
$0 omnium valorum diuersorum ipsius N aegualii 
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erit- producto* e multitudinibus valoram ipso-
rum A, B, C eic. quas determinare in af t. praec* 
ctocuimus. — Porro manifestum est, si vnus 
valor expressionis • yf n (mod. m) siue ipsius 
iVfueritnotus, huncsimul fore valorem omniuni 
A^B, C etc.; et quum. liinc per art. praec» 
omnes reliqui valores harum /quantitatura de~ 
duci possint, facile sequitur, ex vno valore 
ipsius N omnes reliquos obtineri posse* 

Ex. Sv. modulus 3i5 cuius residuum an 
xion residuum sit 46j quaeritur. Diuisores pri-
mi numeri 3i5 sunt 3, 5, 7, atque numerus 
46 residuum cuiusuis eorum quare etiam ipsius 
5 i5 erit residuum. Porro, quia 46 = 1, et 
^ 64 (mod. 9 j ; =EE 1 et == 16 (mod. 5 ) ; == 4 
et == a5 (mocl. 7), inueniuntur radices qua-
dratorum, quibus 46 secunduni modulum 3i5 
congruus, ig, 26, 44, '89, 226, 271, 289, 296. 

106. Ex praecedentibus cplligitur, si tantum-
modo semper dignosci possit vtrum tmmeruspri-
miAS datus numeri pritni dati residuum sit ari non-
residuum, omnes reiiquos casus ad huiic redu-
ci posse. Pro illo itaque Casu criteria certa 
omni studio nobis erunt indaganda. Antequara, 
autem hanc perquisitionem aggrediamur, cri-
terium quoddam exhibemus ex Sect. petitum 
quocl quamuis in praxi nulluni fere vsum ha-
beat tamen propter simplicitatem atque gene-
ralitatem memoratu dignum est. 

Numerus quicuHque A per nume.rum primum 2' 
«2 4 - 1 non diutsibilif, huius primi .residuum est vel. 
non-residuumrproiit Am s - f " 1 vel = — j (mod* 
% m ~f- 1 )» 

G 5 
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Sit emmpromodulo z m^\*i in systemate 
quocunque numeri A index, *a, eritque d par, 
quando ^ est residuum ipsius 2 m -f- 1, iropar 
veroquando ^ non-residuum. Atnumeri ^ m i n -
dex erit mn, i. e. = o vel = m (mod. o. m\ 
prout a par vel impar» Hinc denique Ain m 
priori casu erit = + 1, i*i posteriori vero 
=E= «— 1 (rnocL am + 1). V. artt. 67, 62. 

1T#. .3 ipsius 15 est residuum quia 5 6 = f 
(mod. J5 ) , 2 vero ipsiusiS «on-residuuni, q.uo-
niam 26 =s —• 1 (mod. i3). 

At quoties mimeri examinandi mediocriter 
sunt magnij hoc criterium ob calculi immen-
sitatem prorsus inuitile erit. 

107/ •FacilBmum quidem est, proposito 
modulo, omnes assignare numeros, qui ipsius 
residua sunt vel non residua. Scilicet si ille nu-
merus ponitur ==.*»,• determinari debent qua* 
drata, quorum radices semissem ipsius m non 
superant, siue etiam numeri his quadratis se-
crnidum m congrui (ad praxin methodi adhuc 
expeditiores dantur), tuncque omnes numeri 
horura alicui secundum m congrui, erunt resi-
dua ipsius m> omnes autem- numeri nulli\ isto-
?um congrui erant non-residua* — At quae-
Stio inuersa, proposito numero atiquo, assigmre omnes 
•numeros quorum ille sit residuum vel non - residuum, 
multo alrioris est indaginis* Hoc itaque pro-
blema, a euius solutione illud, quod in art. 
praee. nobls proposuimus pendet, i n sequenti-
bus perscrutabiniur^ a casibus, simplicissimis 
inchoantes.. 



JO8 . THEOREMA. Ommum tmmeromm for* 
mM 4 » - + I, *— i est residuum quadraticnm, omnium 
vero numerorum primorum formae 4»Hh 3, non-re» 
siduum* 

JEx* —- i est residuura numerorum 5, i5 •> 
17, 29, 37, 4 i , 53, 61, 73,^89, 97 (etc., 'e 'qaa' 
dratis numerorum 2, 5, 4, 12, 6, 9, a3, 11,27, 
54, 22 etc. respetiue oriundum; contra non-
residuum est numerorum 3, 7, n , 19, ,a3, 5r 
43, 47, 59, 67, 71, 79, 83'etc. 

Mentionem liuius theor. iam in art. 64 fe-
cmius. Demonstratio vero facile ex art. 106 
petitur. Etenim pro numero primo formae 4« 
+ i est ( — i )*n=5 1, pro numero autem for-
mae 4 « 4 - 3 habetur ( — i)an+i == — j . Con-
uenit liaec demonstratio cum ea quam /. c. tra-~ 
didimua. Sed propter theorematis elegantiam 
atque vtilitatem non superfluum erit, alio ad-
liuc modo idem ostendisse. 

109. Designemus complexum omniumre-
siduonini nurneri primi p, quae ipso p suhtmi-
nora,, ekcluso residuo o, per literam C, et quo-
niam horuniresiduorum nuiltitudo semper = ^ - , 
manifestum est, eam fore parem, quoties p sit 
formae 4 M + Jj imparem vero, quoties p sit 
formae 4 » -f- 3. Dicantur, ad instar- art. 77, 
vbi de numeris in genere agebatur, residua so-
cia talia, quorum productum = 1 (mod, p ) ; 
•manifesto enim sirestresiduum, etiam ~ (mod. 
j>) residuum erit. Et quoniam idem residuum 
plura socia inter residua C habere nequit, pa» 
tet omnia fesxdua C in elasses disttibui posse8 
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quartim. quae.uis bina residua socia contineat* 
lara perspicuum est, si nullum residuum dare-
tur, quod sjbi ipsi esset socium, i. e. si quae-
uis classis bina residuae -inaequatia contineret, 
oninium residuoruni numerum fore duplum nu-
meri .' omniu.m classium; quddsi vero aliqua 
dantur residua sibi ipsis soeia, i. e. aliquae 
classes quae vnicurn tantum residuum aur, si 
quis malit, idem residuum bis continent, po-
sita harum classium multitudine = a, reliqua-
rumque muldtudine = b\ erit omnium residuo-
rura , C numerus = a •+• %b. Quare quando p 
est formae 4 « + *> erit a numeros par; quan-
do autem p est foraiae L\n .-f- 3, erit a imparv 
At nuroeri ipso p minores* alii, quam i et p 
— i, sibi ipsis socii esse nequeunt (vid, art. 7-7)5 
priorque 1 certo inter residua occurrit; Ynde 
in priori casu p — 1 (seu quod hic idem va-
let, — 1) debet esse residuum, in posteriori 
vero non-residuum; alias enim in illo casu forefc 
a = 1, in hoc autem = 2, quod fieri nequit» 

110. Etiam haec demonstratio ill. Eule-
ro debetur, qui et priorem primus inuenit. V. 
Opusc. Anat. T...l.'p i35. — Faciie quisquis 
videbit eam similibus principiis innixam essef 

vt demonstratio nostra secunda ' iheor. Wilso-
niani art. 77« Si vero hoc theorema sup-
ponere velimus, faciiius adhue demonstratio ex« 
liiberi poterit. Scilicet jnter numeros i, 2, 3..-. 
p — 1 erunt . ^ - residua quadratica ipsius p to-
tidemque non -, residua; quare nOn-residuo-
rum multitudo erit par, quando p est formae 
l\n'.-+- 5. Binc producturo ex omnibus numeris 
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i , 2,. 5 . •. . p ~~ i • in priori casu erit resi-
duum, in posteriori non-residuum ( art. oq ). At 
productum hoc seniper ~ — i (mod, p); adeo-
que eriam —̂; i in priori casu residuum,inpo-
steriori non-residunra erit» 

, iii. Si itaque r est residuum numeri ali-
cuius primi formae 4 n -f- i» etiam *• huias 
primi residuum erit, omnia autem talis numeri 
non-residua, eriam signo contrario sumta non-
residua manebunt, Contrarium euenit • pro. nu-
meris primis formae Kn -f- 3, quorum residua 
quando signum mutatur, non-residua fiunt et 
vice versa, vid. art. 98, 

Ceterum facile ex praecadentibus deriua-
tur regula generalis; — 1 residuum omnium 
numerorum qui neque per 4 neque per ullum 
numerum primum formae -4.» -f- 5, diuidi pos-
sunt; omnium reliquorum non-residuum. V/ 
artt« io3 et' io5« 

112. ^rogredimur ad residua + a e t — 2 . 

'?* e x l a^ u^ a H colligimus omries numeros 
primos quorum residumiKest -|- 2, hos habebi-
inus : .7, 17, 23, 3 1 / 4 1 , 47,-71, 73, 79/89 ,97 . 
Facile autera animaduertkur, interhosnumeros 
nuilos inoeniri formarnm 8 n ~b 3 et 8.» + 5 » 

Videamus itaque, num haec inductio ad 
certitudinern euehi possit. 

Primum obseruamus quemuis numerum 
eompQsitum formaeSn 4« 3 vel 8 *r~f, 5 mces-

*) Quando igitur de numero quocanque loquemur quatenus uumerl 
foirnae 4« + I-r&yiduum vel noh-residuum est, ip,yius signura 
oranino aegligere «iue etiam signuin anceps ,jh; ipsi trifcmtTe yate» 
rimuB. 
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sarlo factorem primura alteratrlus formaeS» 
+ 3 ve! 8n 4 - 5 , inuoluere; manlfesto enim e 
solis nUmeris primls formarum 8n -+-, i , 8m 
4- 7? alii nunieri quam qui sunt formae8»4- i 
vel 8 ^ 4 - 7 , componi nequeunt, Quodsi ita-
que maucto nostra generaiiter est vera, nullus 
omnino numerus formae 8 n -f- 3, 8n 4- 5 da» 
bitur, cuius residuum 4 - 2 ; sicque nullus cer* 
te numerus liuius formae Infra 100 exsta,t, cu-
Ius residuum sit — 2. Si autem vltra huna 
iimitem tales numeri repirlrentur, ponamus mi« 
mimum oirmium = t. Erlt itaqee t vel for-
mae 8» -J- 3 vel 8n ~h 5 5 + sipsius reslduum 
eiit, omnium autem numerorum similium mi-
norum non-residuum. Ponatur 2 — aa (mod. t) 
poteritque 4 ita semper accipi vt sit impar si» 
mulque <J t , (habebit enim a ad mirjimuni 
duos valores positiuos Ipso t minores quoruni 
summa = t, quorumque adeo alter par alter 
impar -v, art. 104. io5> Quo facto sitm = 2 
4- tu, siue tu = aa — «2, eritque m formae 
8« 4- i, tu Igltur formae Sn — 1, adeoque u 
formae 8 n 4- 3 vel' 8 » 4 - 5, prout t est for-. 
wiae posteriorls vel priorls. At ex aequatlone 
aa.== 2 4- to sequitur, etiam 2' s « (rnpd. «) 
£•. *• 2 etiam ipsius -« residuum fore. Facile 
vero perspicitur, esse u '< i ; quare * noxi «st 
minimus numerus inductioni nostrae contra-
rius eontra hvp, Vn.de manifesto sequitur id 
quod per inductlonem imueiieramus generali-
ter verum esse* 

Comblnando baec cum prop„ axfc, i n« , s6 -
quentia tkeoremata naaciscimur* 
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1 fflumerommomnium> primorum formm 8«+3? 
4-Z erit non-residuum*, — .3 v«ro residmtm* 

"II. Numeromm omnitim primovum formm gn 
Hh 5» *»»* •+* 3 *»« ~~ » «"«»* non-residua. 

115, , Per similem inductionem ex tak II 
inueninntur numeri primi quorum residuum 
est — a h i : 3, u , I 7 J i9> 41, 5 9 , 6 7 J 73,83 f 

%? 97 *)• Inter quos quum. nulli inueniantur 
formarum Sn •+- 5, 8% + 7, num etiani haec 
inductio theoreimatis generalis vim adipisci 
possit inuestigemus. Ostenditur simili modo 
vt in art. praec. 'quemuis numerum composi-
ium formae 8n -f« 5 vel 8n -+- 7 } factorem pri-
mura inuoluere formae 8 ^ + 5 vel formae 8« 
«3h 7 ? ita vt, si inductio nostra genera]itervera? 

••*- *2. nullius omnino numeri formae 8» -f- 5 
vel 8 n >4~ 7 residuum esse possit. Si autera 
tales nuixieri darentur, ponatur omnium minimug 

;J=Jy fiatque —- 2 = aa — tu. Vbi si yti supra 
'« impar ipsoque t 'min.oraccipitur, i* erit for-
mae 8n -4- 5 vel 8» 4 "7* prout t fqrmae 8» 
4 - 7 vel %n «4- 5. At ex'eo. quod a» -f-'2' — ft» 
gtfque * «< t; -quisquis facile deriuari poterit, 
©tiam ?4 ipso t minorem fore. Deriique— 2 
-etiam ipsius u -residuum erit; L/e. * non erit 
minimus numerus qui inductioni nostrae aduer-
satur> contra hyp. Quarenecessario — 2 omnium 
•numerorum formamm 8n -f- 5..,'&» -$.'.7 noa 
.'fesidmun. 

*}, Consfderando sdliset *•»•. 3 tar&qijara .produetum ex ^ & et—3t 
*W» art, -2«. ; 
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•'Combinando'-haec.cumprppp. artf i i i pro-
deunt tbeoremata haec: 

I. Omnium numerorum primorum formae 8 ^ + s 
tum —-.2, tum 4 - a sunt non-residua, vti lam in 
art. _pra.ec.' inueniraus* 

II. .Omnium numerorum prmorumm formae gn 
+ 7? — 3 est non » residuum; ~i- z vero residimm. 

Ceferum in vtraque demonstratione pro a 
etiam valorem parem accipere potuisseinus •• 
tunc autem casum vbi a fuisset formae 4 «•+. z 

ab eo distinguere oportuisset, vbi a formae47£6 

Euolutio autem perinde procedit vti supra, riul-
lique difficiiitati est obnoxia. 

114« Vnus adliuc superest casus, scilicet 
vbi numerus primus est formae 8 » + 1. Hic 
vero methodum praecedenteni eludit, artificia,» 
que prorsus peculiaria postulat* 

Sit pro modulo primo Sn+ 1, radix quae-
curique priraitiua, a, eritque (art. 62) 'a4n ==' 
—• 1 "(mod. 8n -f- 1 ) , quae congruentia ita 
eiiam exhiberi potest, (a*n 4- i)2- = aasn (mod. 
8» + 1), siue etiain ita, (»2n — 1 ) z == - za^, 
Ynde sequitur tum. .2<*an:, • tum. -— za2n ip.sius 
8n •.-+- ,1 esse residuum:at quia'a*n est quadratum 
per modulum non diuisibile, manifesto etiam. 
tum + 2,tom •— 2 residua erunt (art . 98.) 

115. Haud inutiie' erit, adhuc aliani huins 
llieorematis demonstrationem adiicere, qtiae 
similem relationem ad praecedentem habef, vt 
theorematis art. 108 demonstratio secuhda 
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(art« 109) ad primam. (art. 108). Periti faci» 
lius tonc perspieient, binas demonstrationes 
tam- illas quam has non adeo heterogeneas esse, 
quam primo forsan aspectu videantur. 

I. Pro modulo quocunque primo formae 
4Vw -t- 1, inter-humeros ipso minores 1,2,3... 
4 « , reperientur m qui biquadrato congrul 
esse possunt, reliqui vero 5m non poterunt. 

Faeile quidem hoc ex prineipiis sect» 
praee. deriuatur, sed etiam absque his deiiion-
stratio haud difficilis.** Demonstrauimus enim 
pro-tali modulo —~ 1 semper esse residuuni 
quadraticum. Sit itaque / / = — - 1 patetque, si 
z fuerit numerus quicunque per modulum 
non diulsibilis, quatemorum numerorum + z, 
— %, -b faj — fa (quos Incongruos esse fa* 
cile. perspicitur) biquadrata inter se congrua 
fore; porro "manifestum est biquadratum nu» 
meri cuiuscuncrue, qui nulli ex his quatuor 
congruus, illorum biquadratis congruum fieri 
non posse, ( alias enim congruentia x4 ^ z* 
quae est quarti gradus plures quam 4 radices 
haberet, * contra art. 43). Hinc facile colligi-
tur, omnes' numeros 1, 2,, 5 , . . . kw>\ tantum-
modo m biquadrata incongrua praebere, qui-
bus inter eosdem numeros m congrui reperien-
tur, reliqui autem nulli biquadrato congrui es-
se poterunt. 

II. Seciindum modulum prlmum formae 
8« -+- 1» — I biquadrato congruus fieri pote-
rit ( —- 1 erit residimm UqMdratimm huius nu*» 
meri primi), 

H 
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Omnium enini residuormn biquadraticorunt 
ipso 8» -h* i xhiriorum ( cifra exclusa) multi-
tudo.erit == zn i. e. par. Porro facile proba-
tur, si r fuerit - residuura. biquadraticuiii ipsius 

.8» + -i, etiam valorem expr. \ (mod.8»-f r) 
fore tale residuum. Hinc omnia residua biqua-
dratica in classes simili modo distribui poie-
runt, vti in art. 109 residua quadratica 'distri. 
bimus; nec non reliqua demonstrationis pars 
prorsus eodem modo procedit vt i l l ic 

111. Iam sit g4 ==• — 1, et k valor expr, 
| (mod. 8» + . i > Tunc erit (g ± A ) * = a 
"£*..•+ h% ±L zgk^= g* -h-.hz ±- 2 .(proptergfc 
~= 1). At g4 .=EE ' — ' 1 , adeoque'—- A* == g4&*-

• = ga, . vride tandem g% + ' A* ==2 o, atque (g 
^ 4 ) s = ± 2 2. 0. tum -{- 2, tum — 2 resi-
dupni quadraticum ipsius-8» ~f- 1. Q. JE. JD«. 

0 6 . Ceternm ex praec. jfacile regula se-
quens generalis . deducitur: 4- 2 &r .£ nsiduum nu-
meri cuiusuis, qui neque per 4, neque per vlimm primum 
formae 8 ^ + 3 vei Hn -f- 5 diuidi potest, reliquorum 
autem (ex. gr«. omnium numerorum formarum 
8» Hh, 5, 8n 4-\ 5, siue sint primi, siue compo-
siti) non-residuum* 

•— 2 <w£ residuumi numeri euiusuis, qui neque 
jw* 4, fsff̂ fii? per vllumprimnm formae 8» H- 5 "^ 8^ 
+ 7 diuidi potest, omniunt autem reliquornm non-rn-
siduum* 

Theoremata baeo elegantia ..iam sagaci 
Fermatio innotuerimt, Op. Matkem* p.. 168» 
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Demohstrationem vero quam se habere profes-
sus est, nusquara corrmiunicauit. Postea ab 
ill. Euler frustra semper est inuesrigata: at 
ill. La Grange primus uemonstrationexn rigo-
rosam reperit, Nouv. Mem. de VAc. de•' Berlminn£. 
p. 349, 351. Quod i l l Eulerum adhuc latuisse 
videtur, quando scripsit diss» in Opusc. Ana-
iyt. conseruatam, T..I. p* s5g. 

117» Pergiraus ad residua + 3 et —~ 3» 
A posteriori initium faciamus. 

® 

Reperiuntur ex tab. II. numeri prlmi quoJ 
rura residuum est — 3, h i : 3, 7, iS, 19, 5 i , 
07, 43, 61, 67, 73, 79, 97, inter quos nullus 
inuenitur foraiae 6» -h 5. Quod vero etiam 
vltra tabulae limires nulli prirai huius formae 
dantur quorum residuum •— 3, ita demonstra-
nius: Primo .patet quemuis numerum compo-
situm formae 6n Hh 5 necessario factorem pri* 
mum aliquem eiusdem formae inuoluere, Quous-
que igittir nulli numeri primi formae 6n -f- 5 
dantmy quorum residuum — 3, eousque tales 
etiam compositi non dabuntur* Quodsi vera 
vltra tabulae nostrae limites tales numeri da-
rentur, sit omnium minimus = t, ponaturque 
—-. 3 = aa— tu. Tunc erit, si acoeperis a pa-
rem ipsoque t minorem; *<}*>' atque -*. 5 
rssiduum ipsius u. Sed Cjuando a formae 6» 
±i. 2, tu erit formae 6n + 1, adeoque w'for-' 
mae 6u + 5, Q. E. A. quia t mixiimum esse 
numerum inductioni nostrae aduersantem sup-
posuimus. Quaiido vero a fbrmae 6n, erit tu 
forraae 36» 4- 3 adeoque §tu formae i2»HK*i( 

H 2b 
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quare I « erit formae -6» 4 - 5 ; patet autem. 
—, 3 etiam ipsius | « residuum fore, atque es-
se | u <\ t, Q. JE« J^. •Man-ifestum ifaque, — 5 
nullius-numeri formae 6n -f- 5 residuum esse 
posse.. 

Quoniam quisque numerus formae 6» -f- 5 
necessario vel sub .forma 12«! 4* 5, vel sub hac 
1 2 » + 11 continetur, prior autem forma sub 
hac l\n 4 - I» posterior sub hac 4». 4 - 3, haec 
nabentur theoremata: 

I. Cuiusuis numeri primi formae l2n 4- $, tum 
—-Z.tum 4 3 non-residimm <esU 

II. Cuiusuisnumeriprimiformas I2n -f-11, -— 3 
w£ non-residuum^ 4* 3 u r̂o residuuw. 

118. Numeri quorum residuum est .4- 3 
ex-tabula II. inueniuntur hi : 3, n , i3 , 23 r3y5 

4-7? "°9> §i , 71* 7^5 83, 97, inter quos nulli 
sunt fonnae 12» •+• 5, vel 12» -[- 7. Nullos au-
tem omnino numeros formarum 12» -+• 5, 12« 
4- 7 dari quorum 4 3 sit residuum, eodeni 
prorsus modo, vt in artt. 112, n 3 , ,117, com-
probari potest, quare hoc negotio supersede-
mua. Habemus itaque coiiato art. 111 theoremata: 

I. N.umeri cuiusuis primi fovmae . izn 4 - 5 , 
non-residm sunt tum 4 3 tum — 3, (vti iam in 
mu praec. inuenimus )4 

II. Numeri cumsuis primi formae -12,% 4" 7 
tton^resuktum esi + 3, — 3 vero residuum. 
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i r g . Nihil autem per hanc methodum 
pro numeris formae '12» + 1 ,imieniri potest 
qui proin artiflcia singularia requirunt. Ex in-» 
ductione quidem facile. •colligitur, omnium nu-
merorum primorum huius formae residua esse 
-f- 3 et — 5, Manifesto autem demonstrari 
tantummodo debet, numerorum . talium resi-
duum esse — 3, quia tunc necessario etiam 
+ 3 residuum esse debet (art. 111). Osteri-
deraus autem generalius, — 3 esse residuum 
numeri.cuiusuis primi formae 3n ~f- 1, 

Sit p liuiusmodi primus atque a numerus 
pro modulo p ad exponentem 3 pertinens (qua«* 
les dari ex art. 55 manifestum, quia 3 sub-
multiplum ipsius p —- 1). Erit itaque a3 ~ 1 
(mod. p) i. e. a3 •— 1 siue ( a% -f- a + 1) 
(a — 1 ) per p diuisibilis. Sed patet a esse 
non posse = i (mod. p ), quia 1 ad exponen-
tem 1 pertinet, quare a —• 1 per p diuisibilis 
non erit; sed a% -f- a -f- 1 erit, hincque etiam 
4. aa -*h ka + Al „i. e. erit (20 -f- i ) v = —' 5 
(mod. p) siue — 3 residuum ipsiusf. QE.JD. 

Ceterum patet, hanc demonstrationem 
(quae a praecedentibus est independens) etiara 
numerosprimosformae izn -rf- q coinplecti quo§ 
iam in art* praec. absoluirnus* 

Obseruare adhuc conuenit, iianc analysin 
ad instar methodi in- artt. 109, n 5 vsitatae 
exhiberi posse^ at breuitatis gratia Iiuicreinon 
immoramur» 

120. Golliguntur facile ex praec* theore*' 
mata haeo (Yidt artt» 102, io3, io5)« 

•H- . .3 
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L —•• 5 est vesiduum omnium numevorum, qui ne-
que per 8, neque per 9, neque per vllum numerum 
frimnm formae 6n ~H 5 dimdi possnnt, non-r.esi* 
duum autem omnium reliquontm. 

II. + g est residuum omnium numerarunt, qui 
neque per 4, neque per 9, neque per vllum primum for*> 
maeizn -j-5v«/ 12«+ 7 diuidi possunt, qmniutn relu 
quorum nan-residuunu 

Teneatur imprimis casus partic.ularis l i ic: 

—.5 est residuum omnium' numerorum 
primorum formae 3« -f" 1, seu', quod idem est 
omnium^ qui ipsius 3 sunt residua, non - residuum 
vero omnium numerorum primorum forinae 6® 
Hh 5, seu, excluso numero 2, omnium formae 
3n + 2, i. e* omnium qui ipsius 3 stintnon-rtsidua* 
Facile. vero perspicitur omoes reliquos ca'sos 
ex.hoc sponte sequi. 

Propositiones ad residua Hh 3 et-~5pert i» 
nentia iam Fermatio notae fuerunt, Qpe-
ra Watlisii T. II. p. 867. At ill. Euler prirnus 
demonstrationes tradidit, Comnu non. Petr. T. 
VllL p« io5 sqq. Eo magis est mirandum, de-
monstrationen propositionum ad residua. + 2 
et —•• 2 pertinentium, prorsus similibus artificiis 
innixas, semper ipsius sagackatem fugisse» 
Vid, etiam comment ill. La Grange, Nouv* Mem*. 
de VAc.de Berlin, 1776 p. 352. 

•12.1. Per inductionem deprehenditur, +5 
nullius numeri imparis formae 5». -f- 2, vel 5n 
rh -3 residuum esse, i, e. nullius nuraeri isnpa-

http://VAc.de
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rls qui ipsius non-residuum sit. Hanc Vera 
regul.am. nuilam exceptioriem pati, ita demon-* 
stratur. Sit ..riumerus mininms, si quis datur*. 
ab liac regula excipiendus •• = t, qui itaque -..nu-
111 eri. 5 est non-residuimi, 5 autem, ipsius t re-
siduum. .. Sit aa = 5 ,-f- tu, ita vt a sit 
•par ipsoque. t minor» Erit igitur u impar 
ipsoque t niinor, -j- 5 autem ipsius u residuunt 
erit. Quodsi iam a per 5, non est diuisibilis3 

etiam u non .erit; manifesto autem tu ipsius 5 
est residuum, quare quura. t ipsius 5 sit. non-
residuum, etiam ». non-residuuin erit j i. e. da-
tur •non-residuum numeri 5 cuius residuum est 
4 5, ipso t xninus, contra liyp. Si vero a per 
5 est.diuisibilisj ponatur a = 5&, atque «=5i / ? 

vnde tv^z — i = 4 (modt.5),*.-«. -tv.erit residuum 
numeri. 5. In reliquis demonstratio perinde 
procedit vt in casu priori. 

i22. Omnium igitur numerorum primor 
rum, qui. simul sunt ipsius.5 non-residua si-* 
mulque Jbrmae -,4»' +--'i* i. e. omnium iiumero-
rum primorum formae; zon +. i5- velao» + 1.7, 
tum 4 - 5 .quarn — ,5 rion residua erunt j.*oniniuni, 
autem nuriierorum primorum formae zon •+ 5 
vel 20» + 7, non-residuum, erlt •+ 5, — 5.re-
si.duunu 

Potest vero prorsus- siraili modo detnon* 
straYi, — 5 esse non-residuum omnium- nume-
roruxn primorum formarum, S O K + 11, 20n + 
iS, 20« -+-17,20*2+^ ig,facile.q;ue perspiciturhinc 
sequi, + 5 esse residuum omnium numerorum 
primorum formae,2Q»+ n,,; vel,2®w +..i&noifci 

H 4 
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fesiduuni auteni pmnium formae 20» '-f i 3 
vel 20» -f- 17. Et quoniam quiois nuinerus 
primus, praeter 2 et 5 (quorum residuum j±5) , 
in aliqua harum formarum continetur aow 4- 1, 
3, '7 , 9, 11, i3 , 17, 19, patet, de omnibus iam 
iudicium feni/posse, exceptis iis qui sint for* 
tnae zon -j* x, vel formae ao»' + 9. 

125. Ex inductione facile deprehenditur5 

4- 5 et •— 5 esse resiclua omnium numerorum 
primorum formae zon -f 1, vel 20 «f 9, Quod» 
si hoc generaiiter verum est, lex eiegans ha« 
bebi^ur, «f 5 esse residuuum omnium numerbmm 
primorum qui ipsius5 •«»*•• residua, (h i enim.in 
glterutra formarum 5n -f 1 vel 5B -f 4 siue in 
aliqua harum, 20» -f J» 9? I][? J9> continentur, 
de quarum tertia et quarta illud iam ostensum 
est) non-residuum vero omnium numerorum qui ipsius 
5 sint non-residuat vt iam supra'demonsrrauimus-. 
-Glarum a-utem est, hoc theorema sufficere, ad 
diiudicandum, vtrum + 5 (eoque ipso, — 5, 
si tamquam productum ex -f 5 et «~~ 1 consi-
deretur) numeri cuiuscunque dati residuum sit an 
non-residuum. Denique obseruetur huius the-
orematis cum illo quod art. 130 de residuo 
•=—3 exposuimus analpgia. 

.At veriHcatio illius inductionis non adeo 
facilis. Quando numerus primus formae %on 
~f 1, siue generalius formae 5» :-f- 1 propo* 
nitur, res simili modo absolui potest, vt iri 
artt. 114, 119. Sit scilicet numerus quicunque 
jpro modulp 5n H- I ad exponentem 5 pertinens 
9, quales dari ex sect. praec* manifestumf erit-. 
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que a5 == i, siue (.« —» i ) (a4 +• «3 -f. a*'+. 
8 + i) = o (niod. 5?« +• i). At quia nequit 
esse a =E i , neque adeo a — i ^ o ; ne-
cessario erit a4 + s3 4- a* •{• « + i s o. Qea-
re etiam 4 (^4 + «3 4- a* +• a ~f~ i ) = (,a«a 
+ a + 2)* — 5asa erit ~ o i. e. Sa% erit re-
siduura ipsius 5« Hb i> adeoque etiam 5 ,qu ia 
a s est residuum per 5« + i non diuisibiie • (ct 
enim per 5n + i non diuisibilis propter a5 = 
I ) . Q. £ . D. 

At casus, vbi nuraerus prirnus formae 5n 
+- ,4 proponitur, subtiliora artiiicia posiulat, 
Quoniam vero propositiones quarum openego-
tium absoluitur in sequentibus generalius tracta-
buntur, hic breuiter tantum eas attingimus. 

I. Si p est numerus primus atque h noix-
residuum quadraticum datum ipsius p, valor ex-
p r e s s i o n i s ( A ) . . . . C « + V ^ ) * ' ^ • (« ~ < / -»)P+I 

• • ' • . V" * 
(ex qua euoluta irrationalitatem abire faeile 
perspicitur), semper per p diuisibilis erit, qui-
cunque numerus pro x assumatur. Patet eniin 
ex inspectione coefficientium qui ex euolutione 
ipsius A obtinentur, omnes terminos a secun-
do vsque ad penuitimum (incl.) per p dmisi-
biles fore,. adeoque esse A = , a (p + i) ( # P 

+- xb a J, (mod. p). At quoniam b ipsius p 
£n l ' ' 

non-residuum est, erit b * ~ — i (mod. p), 
. (art, 106); %v autem semper est ~ , * (sect* 
praec . )vnde fit A =s o* Q. JEt D / 

II. In congruentia ?̂ =r o (mod* p), inv 
determinata x habet JJ dimensiones, omnesque 

H 5 
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nnmeri o, r, 2..-. . p-—- i illius radices erunt. 
lara ponatur e esse diuisorem ipsius p -f-. i,~ 

„ (.x 4 - / ~ bT — O —• sf bY 
eritque expressio — „ , . — — — — -

. ^ y b 

(quam per B designaimis) si euoluitur, abir-» 
rationalitate'libera, indetennmata a? inipsa^ - i 
.dimensiones liabebir, constatque ex analyseos 
przmis elementis, A per J3 (indeiimte).-esse di-
uisibilem, lam dico e — i valores ipsios x 
dari, quibus in B- substitutis, B per p diuisihx* 
lis euadat. Ponatur enim A = BC, habebit-
que x in C dimensiones p — e -f- r, adeoque 
congruentia C^. o (inod. p) non plures quara 
p — g 4- t radices. Vnde facile patet, omnes reli-
quos numeros ex Iiis o, i, 2, 3 . . •. ^ «— x, quo-
rura multitudo = 5 — 1 , congruentiae I? HS O 
radicesfora* 

III, lam ponatur p esse formae 5» -f- 4, 
g. c= 5 , & non - residuum/ ipsius ^ , atque 
•nnmerum $ ita detenmnatani , vt sit 

, 1 i _ „___i , -perp diuisi Dilis, 
\f b 

At illa expressio iit = J ioa4 -J- zoaab *•}• zbb = 
2 ( ( 6 ~f- 5aa')a —• 2oa4 ) . Erit igitur etiam 
( 6' -f- Baa)a t— 2004 per j? diuisibilis i. e9 "aoar4: 
residuum ipsius ' p ; . at qupniam 4»4 residuum, 
e s tpe r p non diuisibile (facile enim intelligi-
tur, a per p djluidi non posse)> etiam, 5 resi-
duum ipsius p erit. Q. J5; I). 

Hine patet tbeorema in initio hulus arti-
culi prolatum geiieraliter verum esse.—• 
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'Obseruamus adhuc, demonstrationes pro 
Ytroque casu ill. La Grange deberi, M&m. de 
1'Ac, de Bevlin lyjS, p. 35a sqq» 

124» Per similem methodum demon. tra-
tur, 

—- 7 esse non-residuum cmusuis numeri primi 
ipsius 7 sit non residuum» 

Ex inductione yero concludi'potest, 
. —- <j esse residuum cuiusuis numeri qui ipsius 7 

sit residuum. 

At Iioc a'< nemine hactenus rigorose de-
zhonstratum. Pro iis quidem residnis ipsius 7, 
xpi sunt formae 4» -—. 1» facilis est demon-
strario ; etenim per methodum ex praec. abun-
de notam ostendi potest, -f 7 sempet, esse ta-
lium numerorum primorum non-residuurn, 
adeoque — 7 residuum. Sed pnrum.hmc lu-
cramur : reliqui enirri casus perhanc methodum 
tractari riequeunt. Vnum .quideni adhuc ca-
sum simili mod. vt artt. 119, . ia5 absoluere 
possumus."- Scilicet si p 'est numerus primus 
fbririae 77« -f* *J atque a pro modulo p ad ex-

ponentem.7 pertinens, facile perspicitur "a "*" y 

= (:M3 -}-'#*'— a — 2 ) a -j~ 7 (a% — a)% per 
j? diuisibilem» adeoque •— 7 (az — a)3, ipsius 
jj residuum fore. At O a — a)%., tamquam 
quadratunv ipsius f residuum est, insuperque 
per j? non-diuisibile; quum enim a ad expo-
nentem 7 pertinere supponatur, neque== o,ne-
que~= 1 (mod, p) esse potest? i. e.Nneque « 
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neque a •— i per p diuisibilis erit, adeoque 
etiam quadratum ( 0 — i)* '#* . . Vnde mani-
sto etiara 7 ipsius p residuum erit. Q. E. D. — 
At primi numeri formae , yn -f- 2 vel 712 -f ,4 
omnes methodos hucusque traditas eludunt. 
Ceterum etiam haec demonstratio ab ill, La 
Grange primum est detecta U.c, —• Infra sect. 
VII. docebimus generaliter, expressionera 
A f vP - T "̂  

•—: semper ad foraiarn Jta ^r p T% re-
x — 1 ,: • 

duci posse, (vbi signtmi superius est accipien-
dum quando p est numerus prirnus fornme 4« 
-f- 1, inferius quando est formae '4* 4- 3 >> de-> 
notantibos X} T functiones rationales ipsius x, 
a fractionibus liberas. Hanc discerptionem ilJ. 
LaGrange vltra casum p = 7 non perfecit v. 
U c, p» 352. 

i s5 . Quoniam igitur methodi praecedentes 
ad demonstrationes generales stabiliendas non 
sufficiunt, iam tempus est, aliam ab boc de» 
fectu liberam exponere. Initium faehnus a 
theoremate, cuius demonstratio satis diu ope-
ram nostram. elusit, quamuis primo aspectu 
tara obuiura videatur, vt quidam ne necessita-
tem quidem demonstrationis intellexerint. 
Est vero Jioc: Quenmis numerum, prmter quadra-* 
ta positiue $umta aliquorum numerorum primorum non-
residuwn esse* Quia vero hoc theoremate tan» 
tuxnroodo tamquam auxiliari ad alia demon» 
stranda vsuri sumus^ alios casus hic non expli-
camus quam quibus ad hunc finem indigemus. 
De reliquis casibus postea sponte Idem consta-
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bit. Ostendemus itaque, quemuis numerum pri~ 
mum formae 4 » + i, siue positiue siue negatme acci-
piatur *), non-rssiduum esse aliqttorum numeroritm pri-
mommr et quidern talium quiipso sint minores. 

Primof quando numerus primus p, formae-
4* '+ . JT> hegatiue sumendus propdnitur, sit 2« 
numerusparproximemaior q u a m ^ p; tum fa-
cile perspicitur, 4«» semper fore <J zp siue l\aa 
'— p <\ p> At l±aa — p est formae 4» 4- 3, 
4 p auteni residuum quadraticum ipsius faa 
~* ft (quoniam p = 4aa (mod. 4aa..—-, p));• 
quodsi igitur <4a£ — p est numerus primus, — 
p ipsius non-residuum erit; sin minus, necessa-
rio factor aliquis ipsius 4aa — p form&e 4« •+• 
3 erit; et quum 4- p etiam huius residuum 
esse debeat ? •—. p ipsius non - residunm erit. 
Q. E, D> 

Pro numeris primis positiue sumendis duos 
casus distinguimus. Primo sit p numerus pri-
mus formae 8n '4- 5. S.it a numerus quicun-
que positiuus <J %f %.p. Tum 8» 4- 5 — zaa erit nu-
meruspositiuusformae 8n4- 5 vel8n 4 3 , prouta 
par vei impar) adeoque necessario per nume-
rum aliquera primum formae %n 4- 3 vel 8n 
4- 5 diuisibilis, productum enim ex quotcun-
que numeris formae 8» 4- 1 et 8» -f- y neque for-
Hiam 8 n 4- 3 necme hanc 8ra 4- 5 habere potest. Sit 
hic q9 eritque 8n 4- 5 == za% (mod. £•), Ax 2 

*)_ 4- z ^ute«i excipi oportere per se rnanifestum est. 
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ipsis-is cf non-res iduum erit (art. i i 2 ) , a d e o q u e 
etiara nar *) et 8» 4 - 5. Q, E. D. 

126. 'Sed n n m e r u m quemuis p r imum for-
mae 8» 4 - 1 positiue acceptum semper alicuius 
numeri primi ipso minpris rion resjduum esse? 

per artificia tam obuia 'demonsrrari nequi t . 
Ouum autem haec verifaa maximi sit m o m e n -
li, demonstrat ionem rigprosam, quamuis ali-
quantum proiixa sit, praeterire non possumus» 
Praetermittus sequens 

LEMMA. Si Imbsntur duae series numerorum, 'Ay 

B, C, etc. . ,- + . (7), A'y B', C',' etc.,. . ,. . ( 7 7 ) , 
(vtrum te rmmorum muiti tudo in vtraque i d e m 
sit necne nihil in te res t ) ita comparatasy vt, deno» 
tante p numerum qttemcunque .primum cmi numeri pri-
nii poiestatem, terminum atiquem• secundae seriei (siue 
eiiam plures) metientem, toiidem ad minimum 'termini 
in serie prima sint per p diuisihiles, quot sunt, in secun-
da i tum dico productnm ex omnibus numeris ( 7) diui* 
bils fore per prodiictum ex omnibus numeris (77)* 

Exmpl. •. • Constet ( I ) e numeris 12, 18, 
4 f); ( l O ex his 3, 4? 5> 6, 9. T u m diuisibi-
les eriint per 2, 4, 5? 9, 5 in ( I ) .2, x, 3, 2 , 
i - termini , in ( I I ) 2, 1, 3, 1, 1 termini, respe-
c t ioe ; productum autem prnnium t e rminorum 
( I ) ==-'0,720. diuisibile est per„ p roduc tum o-
mnium -termiriorum ( I I ) , 3240. 

* 3 Art 98. Ptitefc enim a a esse residuum ipsius q per q non diui-
sibile, nam aliasetiam numeru$£iriuius;» per q foret diuisibilis. Q. E, A. 
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_ Dmmsir. Sit procluctum ex omnibus tevr 
toiois ( ' ! )== Q, productum omnium termino-
rum seriei (II), = Q'. .Patet quemuis numerum 
primuni qui sit diuisor ipsius Oj etiam ipsius 
Qdiuisoremfore. lamostendemusquemuisfacto-
rem primum ipsius Q', i n Q totidem ad mini-
znum dimensiones Iiabere quot Iiabeat in Q'. 
Esto^talis diuisor p, ponaturque, in-serie ( I ) a 
terminos esse perp, diuisibiles neque vero per~pz, 
b terminos per p% non autem per p3 diuisibi-
les, c terminos per p3 non autem per p* etc. 
similia denotent literae a\ b\ c> etc. pro serie 
( I I ) , perspicieturque facile, p m q habere a 
•4- b -f c 4- etc. dimensiones, in Q' vero V-f< 
j / -JL. c< ~{- e tc . At &' certe non maior quam a, 
b* non maior quani b etc* (I iyp.); quare a' + 
£' + fi/• • etc. certo non erit > a.-f- & -f- c 

etc. —- Quum itaque nullus numerus primus 
in Qf plures dimensiones Iiabere possit, quam 
in Q, Q per Q' diuisibilis erit (art. 17) Q.E.D. 

127. LEMMA. 2« progressione r, 2, 3, .4. .•••• 
1«, plures iermini esse nequeunt per numerunt quemcmi-

•que h diuisibiieSf quam-in hac a, a -{-< 1,' fl -f* 5« * . *« 
a -f~ « —- 1 £# totidem terminis constante* 

Nullo enim negotio perspicitur .si n fuerit 
multiplum ipsius h, in vtraque progressione ~ 
terminos fore per h diuisibiles; sin minus , po-. 
natur «• — A -f- /> ita vt / sit <J . •&, eruntqae 
in priori serie 0 t.ermini per /2 dmisibiles, m 
posteriori a-utem vel totideni ?el e -f- 1, 
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Hinc t amquam Coroll. sequitur proposi t io 
ex n u m e r o r u m figuratorum theoria nota, sed 
a neni ine , • n i fal l imur, l iactenus di recte de~ 

a . a -h t. a +• 2. . . . $ -f- n - r 
monstrata, — _-~~_._ ——^— —-—. 

1» 2 . : > • . . • n, 

semper esse n u m e r u m integrum. 

' D e n i q u e L e m m a h o c genera l ius i ta p ropon i 
potuisset: 

In progress ione a, a *f- i , a ^- i , , . . , . a 
-f- « — 1 tot idem ad niinimurn dantur te rmini 
secundum modtiluin h numero cuicunque da to , 
r, .congrui, quot in Iiac, 1, 2, - 3 . ' . . . » te rmini 
per h dluisibiles. 

128. THEOREMA. Sit a numems qukunque for-
mae 8» •+- 1, p numerus qukunque ad aprinius, cuius 
nsiduum -f- a, Jandem m numerus arbitrarius: tum 
dico, in progressione a, f (a — 1 ) , 2 (a — 4 ) , § 
(a — 9 ) , z(a — 1 6 ) , • . .- . 3 (0 -— *»* ) , w/ 
1 ,( a' :— mz ),. prowf m par w/ impar, totidem aA 
minimum dari terminos per p diuisibiles quot denturin 
hac r, 2, 3 • • • * 2 m -f- r* Pr iorem progressio-
neni designamus pe r ( I ) poster iorem p e r ( I I ) . 

Detnonstr. I. Quahdo- ^ == 2, I n , ( I ) o m n e s 
termmi praeter pr imum, I. e, «* termini diui-
sibiles erunt ; tot idem autem erunt in (II) . 

II. Sit p..numerus impar, v e l . n u m e r l im~ 
paris duplum vel quadrup lum, atque a ~ rr 
(mod . pj. T u m in progresslone, — m, ~— (m 
—-1), — (m —- 2) . . . . . ~f • m (quae terminorum-
multitudine cum ( I ) et ( I I ) conuenit et p e r 
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(itl) designabitur) totidem ad 'minimum termi-, 
ni erunt secundum modulum p ipsi r congrui 
quot in serie. (11) per p diuisibiles (art.praec)! 
Inter illos antem, bini,;qui signo tantum, non 
magtiitudine, discrepent, occurrere nequeunt*). 
Taiidam quisque eorum correspondentem ha-
bebit in serie ( I ) , qui .per p erit diuisibilis. 
Sciiicet si fuerit .d± b aliquis . terminus 
seriei ..(III) ipsi r secundum p congruus, erit 
a — bb per p diuisihilis. Quodsi igitur b est 
par, terminus seriei ( I ) , <z< a — bb\ per p diui-
sibilis erit. Si vero b impar, •"terminus %(a—bb) 

per p diuisibilis eritj namque manjfesto —~ 
. . . ' • ,P 

ent lnteger par, qupniam a— bb per 8, p au» 
tem ad summum per 4 diuisibilis (a enim per 
hyp. est formae 8n 4- i, bb autera ideo quod 
est numeri imparis quadratum eiusdem formae 
erit, quare differentia erit formae Hn). Hinc tan-
dera concluditur, in serie (I) totidera terminos 
esse per p diuisibiles, quot in (III) sint ipsi r 
secundum p congrui, i e. tofidem aut plures 
quamin ( l i ) sint ,per p diuisibiles. Q. E. \Z>.--

III» Sit p formae 8»,atque a = rr (mocL 
ap). Facile enim perspicitur, a, quum ex hyp* 
ipsius p sit residuum,. etiam ipsius zp residuum 

•).Si enim essefc> = — / = -J-./(mod f p), fieret 2 / per ^ 

diuisibilis, adeoque etiam 2<J (propter / / ^ & (mod. jp)) 

Hoc autem aliter fieri nequit, quam si <p ' = fi, quurri per hyp* 

« ad jo sit primus. Sed de hoc casu iam.seorsim dî imus^ 

1 
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fore. Tum in. serie (III) totidem ;ad <minimum 
termini erunt ipsi r secundum p congrui quot 
xn ( I I ) sunt per p diuisibiles, Illique omnes 
nictgriitudiiie erun.t inaequales. Atf cutque eo-
rum respondebit aiiquis iri (I) per p diuisibilis. 
Si enim - j - b /vel — b = r (niod. JB.), erit i?&== 
*>*• (mod, 2p), *) adeoque terminus £(a — rr} 
per p diuisibilis/multoque inagis 2 ( « - — r r ) . 
Quare in ( f) ' totidem' ad minimum termini 
erunt per p diuisibiles quam in (II). Q. £* D* 

-129« THEOREMA* Si a est numerus primus for-
•mm %n -h 1, necessatio infra,%%f a dabitur aliauis 
numerm-\primus• cuius non-residimm sit a* 

Demomtn,^stOy;$i fieri potest, a residuura 
cnnnium primoru-rn ipso 2 %/ a minorum,-Tum 
facale .perspicietur, a etiam omnium numero-
ru-m-GOmpositorum.-ipso 2 %fa minorum resi-
duum fore (conterantur praecepta per quae 
•diiudicare docuimus, vtrum numerus nroposi-
tus sit numeri compositi residuuxti necne; art, 
io5 ). Sit numerus proxime minor quamy^i? 

.e= m* Tum in serie ( ! ) . . • . . . 0, » ( « — 1), 
2 ( ^ — 4 ) » a;(«,—-9 ). .-•• 2 ( a - » ) , vel 
'§.('•»—• ~mm)% totidem aut plures termini erunt 
pev"tfumeram cruemcunque ipso 2 fa raino-
rem diuisibilesj quam in hac ( I I ) . . . . . 1 ,2, 3, 
l . . . . ; 2 w 4- 2 (art. praec.)r Hinc vero se-
quitur, productum ex omnibus terminis (I);per 
productum tomnium terminorum ( I I ) diuisibiie 

*) Erit scilicet, bb — nr = (b — r) ( b -f- v) e duobus factori-
bus cbrnpositus, quorum Hker per p '(iiuisjbifis ' (hyp.} , alfcer per 
2 (quia tutn f> tum .** suut impares); adeoque bb -— rr "per 230 
diuisibilis. 
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esse, (art. 126). At illud est aut = a (a —« i) 
(a - 4> . . . (.« — « « ) aut semissis huius producti 
(prout m aut par aut impar). Quare produ-
ctuma{a — i) (a — 4) • . . (a -— mra) certo per pro-
ductura Qmnium termiriomm (llj cliuidi pote-
rit, et, quia onines hi termini ad a sunt primi 
etiam productum iliud omisso factore ». Sed 
productum ex omnibus terminis (11) ita etiam 
exhiberi, potest, ( m + i ) '. ((w + i ) a — i ) . 
( ( « H - 0 * ~ 4 ) r * . . ( ( ^ + i ) * — »* ), Fietigitur 

J L _ - " a ~~ * a —. 4 
( » + i J * \ « 4 - I ) * — I ' ( » + ' 1 7 ^ s * 

.« —m* 
7^ , • s _ — numerus integer, quamquam sit 
productum ex iractionibus vnitate minoribus i. 
quia enim necessario •%/* a irrationalis esse de» 
bet.;.erit »»'-j-. i >• %f "a, adeoque (w -f- ' )'? 
>• a» Hinc tandem concluditur suppositionens 
nostram locum habere non posse. Q E, D. 

lam quiaacerto > 4 , e r i t ay^a < a , dabitur* 
«jue adeo aliquis primus'<Ja cuius non-residuum av 

i36fr Postquam rigorose demonstrauimus 
quemuis nuraerum primum formae »4« + 1, 
et positiue et negatiue acceptum, aficuiuis nu-
meri primi ipso minoris non- residuum esse, ad 
comparationem exactiorem et generaliorera mi-
merorum primorum quatenus vnus alterius resl« 
ciuum. vel non- residuum est, statim transimusv 

Gmni rigore supra demonstrauimus, — 3 ef 
'<+ 5 esse residua vei non-residua omnium nu» 
tnerorum priraorum, qui ipsorum 5? 5 respectfc 
T2e sint residua. ¥§1 non-residua 

l .a 
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Per inductionem autein 'cirea numeros 
tequentes institutam, inuenitur:. 

-r*. 7 , — , r i , f. i3 , + 17,•— I 9 , ' ~ a 3 , 
4- 2"9,;— 3i , ;4 - 37, + 4i , — 43, •— 47i + 

5% —* 69 etc. esse residua vel non -xesidua 
omnium numerorum primorum, qui, positiui 
sumti, illorum primorum' respectiue sint re-
sidua Tel non-residua. Ihductio haec perfaci» 
le.adiiunento tabulae II conlici potest. 

Quiuis antem leui attentione adhibita ob-
seruabit, ex his nuineris primis signo positiuo 
affectos esse eos, qui sint formae 4» -t- 1, ne-
gatiuo autem eoSy qui sint formae 4« + 3. 

I 3 I . Quod hic per inductioneni detexi-
tmxs, generaiiter locum habere raox •demonstra-
bimus» Autequam autem hoc negotiura adea-
mus, necesse erit, omnia quae ex theoremate 
si verum esse supponitur, sequuntur, eruere. 
Theorema ipsum ita enunciasnus. 

1?* p est numerus primus formde 4« -f- 1 m ^ 
4 . p, si vero p formae 4« -+- 3, erit - p residimm 
vel non-residuum cuiusuis numeri primi qui posiiiue ctc-
ieptus. ipsius p estresiduum vet non-residimm. 

Quia omnia fere quae de residuis qua-
dratieis dici possunt, huic theoremati innitun-
tur , denominatio, theorematis fmidamentolis,' qua 
m sequentibus vtemur, haud absona erit! 

Vt ratiocinia nostra quam breuissime ex-
Mberi possint, per 0,a',«"'etc, numeros primps 
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formae kn + i, per b, b', h" etc. rmmeros pri-
mos foraiae 4« .+ 3 denotabimus; per A ^ 4 
A" etc. numeros quoscunque forniae 4* -f- 1 ngr 
5 , J3', 5 " etc. auteia numeros quosctraque'fot-» 
mae 4«^ + 3 5 tandem litera. i2 duabus quanti* 
tatibus interposita indicabit, priorem sequentis 
esse residuum, sicuti litera N significationem 
contrariam habebit. Ex.gr, + 5JR'II , ±t 2 N5 
indicabit 4- 5 i p s i u s n es.se residtram, -f-> a yel 
— 2 esse ipsius 5 non-residuuuu Iam collato 
theoremate fundamentali cum theorematibjis 
art. i n , sequenfces propositiones facile' dedii-
centur* 

S£ erit. 

1. ±r..«22«'..-...•.. ±2 a'Ra 

s. ±1 '« iVa'*-.•...., ±. a'Na 

* \-¥ aRb 

6..".±Li&^.. . , . f + ^ : 

*\---:bNb] Nb 
Rb 

f + *' 

o f + -*.#*'! [+ "b'Rh 

"1S 
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'i5a. tn his oranes <-casus, qni, diios nn-
meros; primos cornparando, occurrere .possunt,.-
Gontinentur: quae sequuntur, ad numeros qubs-
cunque pertinent: sed harum demoristrationes' 
oiinus sirat. obuiae. 

Si erit 

0. 'd: aRJ.»***zk ARa 

lo . 'ifc bRA*.sa. [ + •*** 

ia. — aRB.,..;,.• j± £ 2 ^ ' 
- BRb 

Nb 

Quum omnium liaruoi propositionum de* 
monstrationes ex iisdem principiis siot peten-
oae, necesse non erit• omnes euoluere: demon« 
stranoprop. 9, quam apponimus tamquam exem-
phmi inseruire potest. Ante omnia autein ob« 
seruetur, queinuis numerum formae kn + 1 aut 
nnllnm tactorem foraiae 4»' + 3 habere, • aut 
duos, aut quatuor etc. i, e. raultitudinem talium 
tactorum (inter. ^uos etiam aequales esse pos» 
sunt) semper fore parem: quemuis vero 
lormae .4*. -f. 5 mulrjtudmem impar-em facto-
rum fonaae*» -f 3 ( i e* aut vnumaut- ires aut 
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quinque etc.) Impllcare. , Multitudo Factonim 
formae 4» + i indeterminata maneL. 

Frop. 9 ita demonstrater; Sit A producttira 
e factoribiis prirais • a'9 a", a'" etc, b, b', b" 
etc. ; eritque factoram b, b', b" mtiltitudo par 
(possunt etiam nnlli adesse, quod eodem redit), 
lam si a est residuum ipsius A, erit residuum etiam* 
©mnium factorum a't a", a'" etc. b, b'} &,". etc* 
quare^ per propp. i , 3 art» praee, singuli M 
factores erunt residua ipsius a, adeoque etiam 
prodiictum A. — A vero- idem "esse debet. -— 
Quodsi vero —- a est residuum ipsius A% 

eoque ipso omnium factorum. a'} a" etc. b, b' 
etc. ; singuli •a\ a" etc. ernnt ipsius 4 residua^ 
singuli b, b' etc. autem nonresidua. Sed quura 
post.eriorum multitudp sit par, productum ex 
omnibus, i. 0* A% ipsius a, residuum. erita liinc-
que etiaro,; •— A~* 

2 33. Inuestigationem adliuc generalius ra> 
stituamus» €ontemplemur duos numeros quos« 
Gunque impares inter se primos, signis quibus-
cunque affectos, P et Q. Goncipiatur P sine 
yespecta signi sui in factores suos primos re-
solutus, designeturque per jp, quot inter hc-s 
r„eperiantur quorum Bon-residuum sit Q. §i 
vero aliqois numerus primus, c.uius non-resi-
duum esi: Q,., pluries inter factores ipsiusT P oc-
currit, pjurie* etiam uumerand-us, erit.. Sinu-bV 
ter sit q muMtudo factorum primorura ipsius 
Qr quorum non-residuum esfc JR; Tum nurae-
ri. $, q eertara relationem mutuam jbabehmitab 

1 4 
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xhdole'' humerorum* P, Q•'•pendentem. Scilicet 
sl alter numerorum p, ' q- est par vel impar, 
numeroruin P, Q forma docebit, vtrum alter 
par .sit vei impar*. Haec relatio in sequenti 
iabula exhibetur. 

Erant p, q simul par.es vel simul impares^ 
«raando numeri Pr Q habent formas; 

'!•_ •'•+- A, f- A4 

a.'' 4 % — >. 
5. + utf, ~f- 5 
# f 4 — :-5 
&•• — ^ .—.•• A* 

6* ;~f- 5 , ' .— -B'. 

^ Contra numerorum -jof, :.gr. alter erit par, al-
ter impar, qiiando numeri P, Q habent formas: 

7. ;~. ,4, + B 
8. — ^ ^ B 

9- - + ^, + -B' 
10 . — £,• — .»'. 

Ex. Sint humeri propositi —~ 55 et 4-
J197, qui ad casum quartum erunt referendi, 
Est aur.ein -1197 non-residuum vnius factoris 
primi ipsius 55, scilicet numeri 5, — 55 au-
tem hon-residuum trium factorum primorum 
ipsius i i 97, scilicet numerorum 3, 3, 19. 

Si j? et Q numeros primos designant, pro-
positiones hae abeunt in eas quas art. i 3 i tra-
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didimtfS. Hic scilicet p et q maiores q u a r » i 
fieri nequeunt, quare quando p ponitur esse 
par necessario erit = o i. e, Q erit residuurri 
ipsius "/>, quando vero p est impar, Q ipsius P 
noo residuum erit, Et vice versa. Ita scriptis 
«, 6 loco ipsorum A, By ex 8 sequitur, si - a 

fuerit residuum vel non-residuum ipsius b, fo-
• re — b non-residuum vel residuum ipsius a 
quod cum 3 et 4 artV:i'3i conuenit; 

Generaliter vero patet, Q residuum ipsius 
P.esse non posse nisi fuerit $• s= o; si igitur 
j? inipar, Q certo ipsius P non-rasiduura erit. 

Hmc etiam propp,, art. praec. sine 'diffi-
cuitate deriuari possiint. "*""' 

Ceterum mox patebit, hanc repraesenta» 
tionem generalem plus es.se quam speculado-
nem sterilem, quum theorematis fundamenta-
lis demoustratio completa absqus ea vix per-
fici possit. 

134- Aggrediamur nunc deductionem ha-
?um propositionum. 

1 Concipiatur, vt ante, P in factores subs 
primos resolutus, signis neglectis, insuperque 
etiam Q in factores qiiomodocunque resolua-
tur, ita tamen vt signi ipsius Q ratio habeatur., 
Combinentur illi singu-U cum singulis liis. Tum 
si s designat multitudinem omnium combinatio-
num, in quibus factor ipsius Qestnoiwesiduum 
factoris ipsius P, p et s vel simul pares vel 

1 5 . 
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aamvl impares eruntr Sint enira faetores- pri-
mi ipsius P, hi / , / ' / " etc. et inter factores in 
quibus Q est resolutus, sint m qui ipsius / sint 
Bon-residua,, #»' non-residua ipsius / ' , mu non-
residua ipsius f" etc. Tum facile quisquis per-
spiciet, fore s . = « - .+ m* 4 «"•*+* etc., p au-
teni expriirtere quot numeri inter ipsos mr ~m\ 
m"' etc* sint impares. Vnde sponte patet, J fo~ 
re parem, quando ,f sit par, imparein quando 

. f sit impar, 

II. Haec generaliter valentj eruomodocun-
que Q in faetores sit resolutus. Descendarnus-
ad. cas.us particulares, Contemplemur primo 
casus, ^bi alfer 'nutaerorura, P, est positiuus, 
altervero, Q, velformae' + ^ v e i f o r m a e - &. 
Resoiuantur P, Q in factores suos primos, at-
tribuatursingulisfactoribus ipsius' P signum po-
sitiura, singulis autem factoribus ipsius Q si-
gnum positiuura vel negatiuum, prout sunt for-
irme a yel b\ tunc autem manifesto Q fiet vet 
formae + A vel — -5 vti requiritur. Combt-
nentur iacrores singuli ipsius P cum jsingulis 
factoribus ipsius, Q„ designetque vt anfe s mal-
titudinem combinationum in quibus factor 
ipsius Q est non residuum factoris ipsius P, si~ 
militerq-ue- * multitadinem combinationum in 
quibus factor ipsius -P est non-residuimi facto-
ris ipsius Q At ex tbeoremate fundamentali 
sequitur illas eombmationes indenticas fore cum 
Msadeoque s\'= *. '"Tandetfe ex iis quae modo 
demonstrauintus sequitur esse f. ==..? (mod. 2) j 
| ==- * (mod. sO>-vnde-£t F ^ f (iBod. 2)« 



fiabentur itaque propp. x> 3,4et6art . i358 

Propositiones reliquae per methodum si-
milem directe erui possunt, sed vna considera-
tione noua indigent; facilius auteni ex praece-
dentibus sequenti modo deriuantur, 

IIL Denotent rursus P, Q, numerus quos» 
cunque impares inter se primos, py q multitu-
dinem factorum primorum ipsomm P, Q9 quo-
rum non-residua Q, P respectiue» Tandem 
sit p* multitudo factorum primorum ipsius 
j ° , quorura non - residuum est -— Q (quan= 
doQ per se est negatiuus, manifesto - q nu-
merum positiuum indicabit). lam omnes faeto-
res primi ipsius P m quatuor classes distri» 
buantur, 

i ) infactores formae a, quomm residuum 
est. Q. 

2) factores formae &f quorum residuum Q. 
Horum multitudo sit %, 

3) factores formae at quorum non-residuum 
est. Q. Horum multitudo sit •fo 

4 ) factores formae h} quorum non resl-
duum Q« Quorum multitudo = ». 

t u m facile perspicitur fore p = 4 Hf- », 

lam qoando P est formae:±.^, erit %*+* m 

adeoque etiam % — •*» numerus par: quare iiet 
p( = p *J- % — m ~ p (mod. 2); ' quando vero 
i3 est formae d : jB, per simile ratiocinium in» 
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iienitur, numeros p, p{ sec. mod. a, incongruos 
fore. 

IV* Applicemus haec ad casus singulosw 
Sitprimottim P, tuiri Q formae -\~Jlreititqueex. 
prop i. p = q fraod. 2); at erit p4 = p (mod„ 
2); quare etiam p' ^ q (mod* 2). Q u o d c o n -
uenit cum prop. 2. ~ Simili modo si JP est 
formae + A^ Qrbrmae,— -^, erit p == q (mod. 

•2) ex prop 2 quam modo demonstrauimus; 
liinc, ob p4 ==- p, erit p4 H= .#. Est itaque eliam 
prop. 5 demonstrata. 

; JEodem mbdo prop. 7 ex . 3 ; prop. 8 vel 
ex 4 vel e x - 7 ; W°P° 9 e x ^* e x eademciue 
prop. io deriuantmv 

i35* Per art. praec. propositiohes art* 
i33' non quidem sunt demonstrataej sed tameii 
earum veritas a veritate tlieorematis furidamen-
talis quam aliquantisper supposuimus pendefe 
ostensa est. At ex ipsa deductionis mediodo 
manifestum' est, illas valere pro numerls P, Q, 
si modo theorema fundamentale pro omnibus 
factoribus primis horum nuinerorum •'iriter se 
comparatis locum habeat, etiamsi generaliter 
verum non sit. Nunc igitur ipsius theorematis fun-
damentalis demonstrationem aggrediamur. Cui 
praemittimus sequentem explicationenu 

Theorema fundameniate 'vsque ad numerum ati-
quem Mverumessedkemus, sivaletpro duobus.numeris 
primis quibuscunque, quorum neuter ipsum M superaU, 



Simili modo intelligi debet, si theorema-
ta^artt. A3I , i32, i53 vsque ad allquem ter* 
minum vera esse dicemus, Facile vero per-

•«picitur, si de veritate theorematis fundamen-
lalis vsque ad aliquem terminum constet, has 
propositiones vsque ad eundum. .termmum lo-
cum esse habiturast 

r56. Theorema fundamentale pro nurae-
ris paruis verum esse-per inducrionem facile 
confirmari, atque sic lirnes determinari potest 
vsque ad quem certo loco teneat. Hanc, in-
ductionem insritutam esse postulamus: prorsus 
autem indifferens est quousque eam persequu-
ti simus; sufficeret adeo, si tantummodo vsque 
ad numerum.5 eam confirmauissemus, hoc au-
tem per vnicam obseruationem absoluitur, quod 
est + 5iV3, ±1 5N5." 

lam si theorema .fundamentale generali-
ter verum non est, dabitur , limes aliquis, T, 
vsqiie ad quem valebit, ita tarnen vt vsque ad 
numerum prpxime maiorem, T •+- i, non am-
plius va lea t .Hocaut .em .idenv est ac si dica-
mus, dari duos numeros primos quorum maior 
sit T -+• i, et qui inter se comparati theore-
mati fundamentaii repugnent, binos autem a-
lios numeros primos quoseunque, si modo am-
bo ipso T 4- i sint minores, iiuic. theoremati 
esse consentaneos. Vnde sequitur, propositio-
nes artt- I 5 I , i32, i53 v^que ad T etiam 
loeum habituras* ; Hanc vero suppositionem 
consistere non posse nunc ostendemus. Erunt 
autem secundum formas diuersas, quas tum 
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!T_'4\-i,-tum numerus primusipso T f i mi-
nor, quem 'cum 2 \ 4 - i comparatum--. theore-
xnati repugnare •supposuimus, hahefe possunt,. 
casus sequentes distinguendi. Numerum is.tum 
primum per p designamus. 

Quando tura T, + i tum p sunt .formae 
4» + i , theorema fundamentale duobus mp-
dis falsum esse p.osset, sciiicet si simul essety 
vet r± vR ( T 4 - i ) et -=t( T + i )Np, vel simut 
^pNCTir i ) et ±r ( T + i ) Rp. 

Quando tum T 4 - i tum p sunt. formae 
4w + 3, the6r. fund. falsum erit, si simul fue-
rit vet-k pR {T + i) , et {T 4 - O Np (siue 
quod eodem redit — pN (T + i ) ' e t 4 - ( T - H ) 
Rp); vet +- pN (T 4* O et — ( T + i )£ f 
( s i u e — Fjg ( T + i ) e t + ( T f i ) 2Vjp). 

Quando T + i est formae kn 4- i , ^ ve« 
ro formae 4» +- 5, theor. fund. falsum erit, si 
foerit vet =± pR ( T + • i ) et + ( T 4 " ) % 
(siue ~~ ( T + i )ify)J w/ ±r F ^ ( T 4 - x) et 
— ( T 4-' i ) Np (siue + ( T + - i ) Rp). 

Quando T 4 i est formae 4« :4- 3; f ve-
ro formae 4» 4 , i, theor. fund. falsum erit, 
si fuerit vel 4 - j?'# ( T +1), (siue •'.-• f i\T( T4- x)) 
et ± ( T + r ) Np, vet +pN (T + i)(siue — pR 
( T + 1 ) ) , et ±z ( T +. 1) Rp. 

Si demonstrari*poterit, nullum horum oc-
to casuum locum habere posse, siniul certam 
erit, theorematis fundamentalis veritatem mxh 
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Es Hrmtibus circumscripram esse. Hoc itaque 
negotium nune aggredimur: at quoniam alii 
liorum casuum ab alns sunt dependenres euri-
dum ordinem, quo eos Mc enumeraulmus ser« 
uare non licebit» 

•iSy. Casus primus, Qnando T -f- r atfor* 
mae 4»- - k i, ( = a\ atque p eiusdem formae} *«-
super vero -£L. pRa, non potest esse ±t aNp* Hic 
casus ' supra. fuii primus. 

Sit Hh p -s= «a (mod. «); atque>par et<jtfj 
(quod sernper obtineri potest), lam duo ca-
sus sunt distinguendi» 

I. Quando * perp non est diulaibilis. Ponatur 
t% == vj» + af eritque /positiuus, foraiae 4». + 3. 
(siue iormae J3), <J a, et per p non diuisibilis* 
Porro erit e% ^p ( m o d . / ) , i. e. fii!/adeoque 
ex prop- 11 art. 152' '.±b - /sKp ( quia enini /?, / 
<; a, prx> his propositiones istae Yalebunt). At 
est etlam afRp, quare fiet quoque ~±. a Rp* 

II. quando e per p est diuisibilis, ponatur 
i = gp, atque ;«* ss p -4- ap&» sine pga — t -j-
aft. Tum erit X forrnae 4« + 3 ( 5 ) , atque a<i 
p et g.a primus. Forro «rit pg% Rh , adeoque 
gtiam-pjRA, hine (prop. 11 art. i'32),. rft h Rp» 
At .est etiam — 'ah Rp, quia —a& ^ .1 (mod. 
p j ; ' quare fiet etiam "^- aRp« 

i 5 8 . C a s u s secundus. . -Quando T -\~ 1 est 
formae qn -f i , («= a% p format' %n ,~f 3 * *fy*« 
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.^t p R(T 4- i)? non potest esse 4 - ( T + i ) JV/7, 
«w — ( T + - i ) JSj?. Hic. casus supra fuifc 
quintus» 

Sit Yt supra .**.:=j?• -j- /« atque £ par et 

< * 
I. Quando e per p non. est. diuisibilJs, erif 

etiam•/ per p non, diuisibilis. Praeterea aufem 
erit / positiuus, formae.4« + 1 (-siue..-<#')-, at* 
<|ue <J a; + pRf, adeoque (prop. 10 art. i3a) 
+ fRp. Sed est etiam'-j- faRp, quare fiet -f-
a%, siue — aNp. 

II. Quando * per p est diuisibilis, sit 
« = pgt atque / =*= p& Erit itaque g2p = 1 
-f #0. Tum 4 erit positiuus, formae i\n -4- 3 
('•5), et ad p et g% primus. Porro + • g%pRh$ 

adeoque + pRk> W n c &• (Pr0P« *3 a r t ^ a ) ~— 
fci?p. At est — £0 Rp, ynde f i t .+ aRp atque -~ 
aNp* 

:"i3g.: Casus tertius* Quando T + 1 est for-
mdet^n + I, ( = a), p elusdem formae^ atque -±z 
pNa:: non potest esss ±r< aNp. (Supra casus se» 
cundusX 

Capiatur aliquis numerus primus ipso a 
minor, cuius non-residuum sit + a, quales da-
ri supra demonstrauimus (art.* ia5, 129). Sed-
liicduos casus seorsim consklerare oportet, prout 
bic numerus primus fuerit formae 4^ + 1 vel 
4« + 3 ; non enim demonstratum fuit, dari ta-
les numeros primos vtriusque formae» 

I. Sit iste numerus primus formae I\n + 1 
et = a'. Tum erit ±^-a*-Na (art. 137) adeoquxt 



± a'pRa. Slt igitur e% ==' «'p (mo& «) atque 
* par, <} o. Tunc iteram quatuor casus erunt 
distinguendL 

i ) Quando e neque per p neque per a( 

estdi.uisib.iliS'. P.onatur e* •=* a'p _± aft signis ita 
acceptis vt / iiat positiuus, Tum erit / < a, ad 
a' et p /primus atque pro signo superiori for-
mae 4» -f 3, p r o inferiori formae 4« -f i. 
Designemus breuitatis gratia per •[#, #] multi-
tudinem factorum primorum numeri y quorum 
jion - residuum est *.- Tum erit «'pjR/adeoque 
£a'p,/]-"=s-o» Hinc erit [/,-a'p] numerus par, 
(prop. i,; 3, art* i33.)> '.i* e» aut =s o aut *=•a,. 
Quare erit / aut residuum vtriusque numero-
rum a\ pf aut neutrius* Illud autem est im-
possibile» - quum' =k af sit residuum ipsius a'f 
atque ±_\ aNa' ( typ . )» vnde fifc rb /iW* Hinc 
/ d e b e t esse vtriusque numerorum <j? non-re» 
siduum* At propter =t af Rp erit <_t aNp. 
q, E. n. • 

Q) Quando e pef pfneqjtte vero pef 4.' est 
diuisibilisj sit 'i ••==•• gp,- atque gV ff «' ^ «*, 
signo ita determinato, vt h' fiat positiuus. Tum 
erit h < «, ad a', & et f primus, atque pro 
signo superiori"forotae 4« -*- ,3 , P r o inferiori 
Vero formae 4» + *•' E* aequatione g*j> = <*' 
ih a/j s iper JO, et V multiplicatur, tiullonegotio 
deduci potestj pa*Rh.... («O > ^ahpRa'.. -. ( C) 
aa'hRp.,... ( y > Ex ( O sequituf [>*',/t] == o, 
adeoque (ptop, i, % ar t i53) t*> K l Par» 
i e. erit ft non-residuum vei vtriusque p, <*'* Yel 

http://estdi.uisib.iliS'
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neutrius. Priorlincasu exf.Q stecjuitur, ±.apNa\ 
et quura per liyp, sit .;* aiVa',' erit ±_.-pRa'9 

Hinc per theor. iuiidarn. quod pro .numeris p*, 
a' ipso ! T + i minoribus valet, ±L a'Rpt Hinc 
et ,ex. eo quod hNp, fit per O) _*. aZV> Q. E. D. 
Posteviori casu ex > (£) sCquitur j± ep.Ra'} .hinc 
_* pNa', ±z a'Np.-hincqiie -tandem •-et-.ex hRp 
£t ex (y) + aiV .̂ Q. 5= £>. 

3) Quando .•* per ,a' non' auteni., per p. est 
diuisibilis. Pro hoc casu dernonstrario. tanturn 
xion eodern modo procedit vt in praec., ne-
minemque qui hanc penetrauitpoterit morari. 

4) Quando «turn per a' tum per p est 
'diuisibilis adeoque etiani per productum a'p 
(numeros a',p enim in'aequales\esse. supponimus, 
«juia alias id quod demons.trare operam damus, 
esse aNa' iam in bypotiiesi <aNp . conteiiturn 
fd"ret\ sit e = ga'p atcpie g^a'p == i±zah.: Turn 
erit. h <J &, ad a' et j» prirnus atque pro signo 
superiori formae 4« 4- 3] p^o inferiori forniae 
4»-f- r. Faciie veroperspicitnr, ex isra aequa-
liOne. deduci. posse liaec a'pRh, _±- akpRa', .+, 
m'hR'P", quae cum iis quae in (2) inuenimus 
conueniuot. In reliquis autem ydem.onstrati.Q 
est eadeni» 

l i . Quando iste nnraerus .primus /est for» 
'jnae. 4« +• 3, demonstratio praecedenti tara 
similis.est, vt eam. apponere superfluem nobis 
visum.s.it. In eorurn.gratiarn qui per se eara 
• euoluere gestiunt •( quod .• maxime coxnmeiida-



mus), id, tantum obseruamus,' postquam ad ta-
lem aequationem «» == Ap * ..«/.(designante h 
lllam- numerum primum) peruentum fuerit, ad 
perspicuitatem profuturum, si. vtrumque si-
gnum seorsim consideretur. 

140. • Casus quartus. Quando T + 1 esf 

formae. 4» - j - : 1, ( = a ), -p /ormae *•» + 3, a*?«* 
*i piVfl, «0» poterit esse ~h a.% • ««* —. ajy^ <£a_ 
sus sextus supra). • 

Etiam buius casus demonstrationem quum 
prorsus similis sit demonstrationi:, casus, tertii 
breuitatis gratia omittimus» 

141 •. Casus quintus. Quando T• + . 1 est for* 
mae 4» + 3» (==-*')» P eiusdem formae, atque-hpM. 
{siue — pNb), nequit esse :*+• bEp} siue ~— £#?• 
( Gasus tertius supra). 

Sit p == e* (mod. £), afque <? par et < £. 

I. Quando e per p non est diuisibilis. Po~ 
natur e% = p -f- 6/, eriique / positiuus, formae 
4« -h 3, <J ^ atque ad p primus. Porro erit 
pRf adeoque per prop. i3. art 'i3a, - /iZp. 
Binc e f e x + 6/iZ^ fit — fcify adeoque *J- friVjp 
-Q. ••£• £•• 

II. Quando e per p est diuisibilis, sit 0 
i= pg9 atque ggp == 1 .-f- &&.• Tum erit k for-
aiiae; 4» *+-• 1 atque ad p primus, p "== g*j&* 
(mod. #), adeoque j>i&; Jhinc fit - j - hRp (prop.. 
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io art xxi), vnde et ex ~— hhRp sequitur —» 
ĵfiĵ  siue -lr btip* Q. £» iX 

142. Cdsus sexi.is, Qu.injo T ••*-- 1 es: fr.y. 
tns' 4« -f* 1? f*' *• " '' h 1 ' / ' " ' "^ ' 4« - |- 1« <'>•*</?</' ?JA'i\ 
KJM poterti essr -«- tfA/. 6uj>ra ca^us vSrptium--. 

D e m o n t r a u o n u m praoced^nt i o n m i n o bi-
milcm, onut t i iuus . 

x }"">. Cisus sep:';r,tus. (luar.do T {»1 ^* <vr-
mat 4» -f* 3, C ~" /' )» P eiusdtn: t rmar aiju* -(-• 
pA7> xi**̂  — pA7?? «o« poierit esse •"- t?A/ jj;rr — /; Af. 
( C i b u s tjuartus Mipra) 

Sit — p -,.: «" ( m o d . # ) , at i ino *' p a r ot 
< //. 

I. Qua tu lo * por r n o n diuisibi ' is . Sir ~— 
p = fa - / j /nr i tquo / 'poMriuu-, ior inao 4?, ;-r, 
aii /? p r imus ipsoquo /> minor .Vivnim >• 1 t-r-
to non inaior q u a m h — 1, p • ; /' — i, qna-
roorir /;/ ~. ^" f p • ^ /'"" — <'• i- o. ' - { h — 1 )„ 
Po r ro erit pRf, nino C pr<-p. jtt arr. 1 ";•.>.) 
-h /A"p, vndo d ex •{• l>;Rv iit {• vK\\ MUO 
«"w— / • A " p . 

II. Q u a n d o r p tT /? o>t diiu-tluhV, >it ^ 
— piry a tque ^ V -•-•• — 1 -{- /•«. 'I um frit h 
poMtnm.-,, ibrm.-a1 4*1 - r- % a<J f prlmu.s ^t «•* /?. 
j ' o r r o orit t'A7i, vndo lit ( p r o p . 1» art i'.-<) 
*}• /;A'p. fJiuo <.<t ex f.-A> equit t ir -f (<A> aiue 
—- o/S/. Q. i£. / ' . 
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i44. Casus octauus. Qimndo T - f i est fovmae 
4« 4 - 3 , C=6) , p formae 4« + i , af?«* + piV& 
««* — pMb, non potsnt esse ;± &,Rp. Casus vlti-
xnus supra. 

Demonsrratio perinde procedit vt in casu 
prascedente*. 

i45 . In demonstrat. prftec. semper pro e 
valorem parem accepimus (art. I5J. i44); ob-
^eruare conuenit, etiam valorem imparem ad-
Mberi potuisse, sed tum plures adhuc distin-
ctiones introducendae fuissent. Qui his dis-
quisitionibus delectantur, haud inutile facient, 
8i vires suas in euolutione horum easimra 
£xercitent> Praeterea tlieoremata ad residua 
«4- a et —-a pertinentia tunc supponi debuis-
sent ; quum vero nostra demonstratio absque 
lils theorematibus sit perfectas nouam hinc met« 
liodum nanciscimur, illa demonstrandi. Quaa 
sninime ost contemnenda, qiram •methodi, qui-
ibus supra pro demonstratione tlieorematis? r tss 
esse residuum cuiosuis numeri primi formae 
8» + r, \si sumiis, minus directae videri pos« 
siiir. Reliquos casus ( q u i a d numeros primos 
1'ormarum 8;i -t- 5, 8» 4- 5* Sn -|~ n spectant) 
per methodus supra traditas demonstratos, il-
ludquc tlinorema tantummodo pcr inductio-
nom inuentum osso supponemus; hanc autern 
inductioncm pcr scquentes reflexiones ad cer-
titudinis gradum cuehemus* 

$i •'•.- i». omnlum numerorum primoram 
formao 8« + i residnum. non esset^ ponatur, 

K § 
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mlnimus primus' huius formae, cuius • nori - re-
siduum ^ 2 ; =.*?,. ita vt pro omnibus •'prirnjs." 
ipso a minoribus-theorema valeat/ Tum acci-
piatur numerus aliquis primus <J |as,"'cuius non» 
residuum 4 .(qualem dari.ex art. 129 facile de» 
ducitur). Sit fiic = p eritque per theor. fund. 
pNa Hinc iit =± zpRa*. — Sit itaque e% = zp. 
(mod. a) ita vt*«sit impar atque <J a. Tum 
duo casus erunt distinguendi. 

• L Quando e per p non est diuisibilis* 
Sit e%==-2.p -f* aq eritque q positiuus* forniae 
Sn -f- y v e i formae 8n ~j~ 5, (prout p est for-
mae 4» •+*'i v^i 4» + 3), <̂  «> atque per p 
non diuisibilis» lam . omnes faetores pri-
mi ipsius q in quatuor classes distribuanfcur, 
sint scilicet e formae 8n -f .1., / formae 8n -f- 5, 
g formae 8»-(- 5, /2 formae Sn -f- 7 5 productum 
e factoribus primae classis sit £, producta e 
factoribus secundae, tertiae, quartae classis 
respectiue, F:> G, H*): His ita factis, conside-
remus prima casum vbi p est formae 4« -f* r, 
siue # formae Sn -f 7» Tum faciie perspicitur 
fore 2.RE, 2.RH, vnde pRE, pRH, hincq.ue tan-
dem ERp, HRp» Porro erit a rion-residuum 
cuiusuis factoris formae Sn -f* 3. aut Sn -f 5, 
adeoque etiam^; hinc quiuis talis factor non-
residuum ipsius p; vnde facile concludirur FG 
fore ipsius p residuum, si ./• -|~ g fuerit par, 
non-residuum, si / 4 * g fuerit impar. Ai f-hg 
impar esse non lpotest; facileenim perspieietur 
omnes casus enumerando, EFGH siue q fieri 

*) Si ex aliqua classe nulli faetores adessent». locg prod-Ucti' efc. Ki» ••« 
scribere oporteret. 
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vel Formae'8» -f '3 vel 8» q- 5, si Fuerit /-f-g 
lmpar, quidquid sint singuli e, / , g, A. contra 
h y p . .Erit igitiir FGRp, EFGHRp, siue qRpt 

h incque tandem, propter aqRp9 aRp contra hyp* 
Secundo quando p est foYmae 4» -f* 3, simili 
m o d o ostendi potest, fore pRE adeoque ERp, 
•*-. JB.#F adeoqiie .F-Kp, tandeni g + h •pareni 
hfncque GHRp, vnde taiidem sequitur g/?p, 
rait^ contra hyp. 

IL" Qnando. « per p dauisibilis, denionstrar-
tio simili modo adornari,. et a peritis (quibus 
s o i s h ic articulus est scrirjtus) haud difficulter 
euol.ui pbterit». No& breuitatis gratia e*uii o.-
mittimus»' 

1.46. Per ' theorema fundarnentale- «t-
. que propositiones ad residua—- - 1 et ±1 2 per-
tinentes seniper determinari . potes.t vtrum nu-
merus quicunque • datus nunler i primi dati re-
siduum sit an noii-residuum. At haud inutile 
eri.tj reiiqua etiani qnae supra tradidimus' hic 
iteruni in eonspectimi producere , vt omnia 
coniuncta habeantur qitae sunt necessaria ad' 
"solutionern 

PROBI.EMATISJ Pvopositis duobus nunteris. qui--
buscunqw P, Q, inusnire, virum alter Q, alterins F 
re,siduum sit. an non-residmim. 

Sok % Sit P•= a*'b£cv etc. designantibus 
a-t b, c etc. numeros prirnos inaequales positi-
u e acceptos ( n a m P manifesto absolute est 
sumendus) . Breuitatis gratia ih hoc art. rela-
tionem duorum- •rimnerorum *• y sirapliciter cl% 

'& 4 
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cemus eam quatenus prior % posterioris y. re« 
fiiduum est vel non - residuum. ' Pendet igi-
tur relatio ipsorum Q, p a relationibus ipsoruin 
Q, a* .Q, &» etc. .(art. io5> 

IT, Vt Telatio ipsorum Q,/i" (de reliquis 
enim Q, fe etc. idem valet) innotescatj duo -ca-
jsus distinguendi» 

i. Quando Q.per a est diuisibills. . Fona* 
tur Q 5=5 Q'ae , ita vt Q' per « non- sit diuisi-
bilis," Tunc si e = «' vel * > »,'. erit Qj&?a _;' 
si vero 0 < <* atqueimpar, erit QiVaa : randenV 
si e <J » atque par, liabebit Q ad a* eandem 
relationem quam habet Q' ad aa—e

e Reductus' 
est itaque hic casus ad 

2, Quando Q per a non .est diuisibilis» 
tfic denuo. cjuos casus distinguimus. 

(4) Quando 0' == 2. Tunc semper erifc 
Q â% quaiido * == 1"; quando vero « == 2? 
requiritur, vt sit Q formae w 4- 1; denique 
quando * • = 3 vel > 3, Q debet esse formae 
#» + 1. Quae cooditio si locum habet, erit 
o.m • * "' " ' * 

( B) Quando a est alius numerus primus, 
Tunc Q ad #* eandero relatipnem liabebit cjuani 
|iabet;ad a, (V/ar t . 10 i). 

III. Belatio nunieri cuiuscunque Q ad nu-
pierum primum 0 (imparem) ita jnuestigatur* 
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Quamdo Q > a, substituaturloco ipsius Qipsius 
residuum minimum positiuum secundum mo-
dulum a*). Hoc ad a eandem relationem habe-
bit cjuam liabet Q» 

Porro resoluatur Q, siue numerus ipsius 
loco assumtus, -in factores suos primos p, p' 
p> e t c , quibus adiungendus factor -— t, quan-
do ^ Q est negatiuus. Tum eonstat relationem 
ipsius Q ad a pendere a relationibus singulo-
rum p, p', pa etc. ad a. Scilicet si inter iilos 
factores sunt.sm nonresidua ipsius a erit QRa 
si vero am -f- i, erit qNa. Facile autem per-
spicitur, si inter factores p, p\ f etc. bini 
aut quaterni aut seni aut generaliter o.k aequa-
les. occurrant; hos .tuto eiici posse, 

JV. Si inter factores p, p*, p4i reperiuntur 
*— i et 2, Jhorum relatio ad a ex artt. 108, 
1X2, i i 3 , n 4 inueniri potestt fleliquorum 
autem relatio ad a pendet a relatione ipsius 
$ad ipsrs \theor, fund^ atque propp. art. I 3 I ) , 
Sit p vnus ex ipsis,, inuenietufque, (tractando 
mimerus n, p eodem modo vt antea Q et a il-
lis respectiue maiores) relationem ipsius a ad 
p aut per artt. 108—n4 determinari posse (si 
scilicet residuum minimum ipsius a (mod. p ) 
nullos factores primos impares habeat), aut in-

^super a relatione ipsius p ad numeros quos-
dam primos ipso p minores pendere» Idem 
valet de reliquis factoribus, f^ p" etc, Facile 

*) Besiduum in signific. arfc. 4. ~~ Pleruinque praestat residuura 
dbsoluu minimurn acciperei 
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iam perspicitur per continuationem huius ope-
rationes tandem ad nunieros penientum iri 
quorum relationes per propp. artt. 108—1*4 
deteraiinari possint. Per exemplum liaec cla~ 
riora Jjient, 

Ex\ Quaeritur relatio mimeri + 453-,ad 
1236. Est ia36 = 4 - 3 - i p3 ; '+ 455M per II. 
2 (A)\ ~h 453 ^3 per II. i. Superest igitur 
Tt relatio ipsius + 4-53 ad ro3 expldretur,- Ea-
dem autem erit quam habet 4- 4 i ' ( = . 4 y ^ » 
xnod. . i o3 ) ad i o 3 ; eadem ipsius 4- io3 ad 41 
(theor. fund. ) , siue ipsius — 20 ad 41. At 
est — zoR qi; nanique •— 2,0 =='''-- 1. a» 
a* 5; -.' 1 M i , Cart. 108)5 atque 4 - 522 4* 
ideo quod 4» == 1 adeoque ipsius 5 residuum' 
est Ctheor. fund..). Hinc sequitur -+-4535 io3 , 
Mncque tandem -f- 453 R 1236. Est autem. 
reuera 455 ' = "297* (mod.. ia36)«. 

147. Proposito numero quocunque A\ 
formuke certae exhiberi possunt, sub quihus 
omnes numeri ad A primi • quorum residuum 
est A continentur, siue omnes qui esse 'possunt 
diuisores numerorum formae xx -— A- (desi-
puaute xx quadratuni indeterminatuni.) ")•, 
Sed breuitatis gratia ad..,eos tantimi diuisores 
respiciemus, qui sunt impares atque ad A pri» 
m"i, quum ad hos casus reliqui facile reduci 
possint. 

*) Huiusmodi numeros sitxipliciter dittisores tysius xx —• A. d.iceinus 
' wde sponte y$tet quid sint non-diuisons. 



Sit primo A amt numerus primus positiuus 
formae -« ~H i? aut negatiuus formae 4«'— 1. 
Tum secundum tlieorerna fundamentale 0« 
nmes numeri primi, qui, positiue'.sunui sunt 
residua ipsius A, erunt. diuisores' ipsius xx 
Jl: ofnnes autem numeri primi (excepto nu-
mero -2 qui semper est diuisor) qui ipsius A 
simt non residua. erunt non diuisores ipsius xx 
— A. Sint 'omnia residua ipsius A ipso ^mi -
nora Cexclusa cifra), r, r' .?" etc. omnia non-
residua vero- «, »- n" etc. , Tum quiuis nume-
,ru's primus, in aliqua •forma.rum Ak -f- r, Ak+r* 
Jlk •+• "*•" etc. contentuS; erit diuisor ipsius xx 
«-4- A, quiuis autem primus in aliqaa forma-
rum Ak -f- n, Ak -+ n4< etc: contentus non-di-
uisor erit, designante k numerum inregrum in-
determinatum. Illas formas dicimus formcts rfi-" 
msorum ipsius. xx —> A, has vero formas non-dim-
sornm. Vtrortimqiie multitndo erit 1{A— i), 
Forro si B est numeras coknpositiis iinpar at» 
que ARB, omnes factqres primi ipsius B • in 
aliqua fbrmarum .primorum continentur adeo-
que etiam £, Quare .qmuis numertis ifripar in 
forma non diuisorum contentus, erit non-diui-
sor fdrmae xx — A. Sed hoc theorema con-
uertere non licet; nam si B est non-diuisor 
compositus impar formae xx — A, inter fa-
ctores-,primos ipsius B aliqui non-diuisores e-
runt, quorum multitudo si est par, B iiihilo-
minus in aliqua forma diuisoruni reperietur, 
V. art. 99. 

Ex+ Hoc modo prp A. === —. 11. jforjrnae 
diivso.rum ipsius xx -h 11 mueniuntur kae-5 
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i i I -|- i, 5, 4, 5, 9J formae non diuisortim au-
tem eront i wk, -f" 2, 6, 7, 89 10. Erit itaque 
— 11 non-residuuni omniuni numerortira ira-
parium, qui in aliqua posteriorum formarum 
continentur, residuum .autem omnium, prlrao-
rum ad aliquam priorum pertinentium. 

Similes formae dantur pro diuisoribus at-
que non- diuisoribus Ipsius xx.-— A, quem-
cunque numerum designet A> Sed facile per-
spicitur, eos Ipsius A valores tantummodo con-
siderari oportere, qui per nullum quadratum sint 
diuisibiles; patet enim si fuerit A = a*A't 
omnes diuisores *) Ips ius ,^ —- J f e t i am fore 
-diuisores ipsius xx — A\ similiterque non-di-
uisores. — Distlnguemus autem tres casus? 

1) quando A est formae -4- (kn -f- 1) vel — 
( 4M.— 1).. 2) quando, A est formae -* (4« 4 1) 
vel 4-' (4« ••— 1). 3). quando A est par siue 
formae db.(4», + 2 ) 

. 148. Cfcftf primus, quando, ^ est formae 
+ ( 4 » + ' f>vel — (4« - r O. Resoluatur-rf in fa-
ctores suos primost tribuaturque iis qui sunt 
formae 4» <f 1 signum positiuum, iis vero qui; 
sunt forraae 4« — 1 signum negatiuum. (vnde 
fiet productum ex Ipsis = A). Sint hi facto-
res, '0, bt h d etc. Distrlb.uantur omnes nurae-
ri: fpso 4 minores et ad. 4 priml in duas clas-
§es~f, et quidem in primam classem omnes nu-

*) Nempe «jui sint primi ad jf. 
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merl qui. sunt nullius ex numeris a, b„ c, d etc, 
non-residua, aut duoram, aut quatuor aut ge« 
neraliter multitudinis paris; in secundam vero ii. 
qui sunt non residua vnius ex numeris a, b cetc» 
aut.triuin etc. aut generaliter multitudinisiroparis» 
Desigeeatur priores per r, r' r<\ etc. posteriores 
per nr n% n" etc. Tum formae Ak + r, Ak + r4 

Jk + r " etc. erunt forraae diuisoram ipsius 
##.— ^ . formae. vero îfc — «, ^ — «' e tc. 
erant formae 'non - diuisorum ' ipsius xx — A 
O e. nutnems quicunque. primus, praeter 2, erit diui* 
sor aut non diuisor ipsius xx — A prout in adqua 
formarum priorum aut posteriorum continetur), 
Si enim p est numerus primus positiuus 
atque aliciiius ex numeris a, bf c etc. resi-
duum vel, non-Fesiduum* hic ipse numerus ipsi» 
us p residuum vel non-residuum erit (theor. 
fiind.). Quare si intejp' numeros-a, b, c etc» 
sunt mr quorum non-residuum est pr totidem 
erunt non-residua' ipsius p, adeoque si p in ali-
qua formarom priorum continetur, erit m par 
et AMpf si vero in aiiqua posteriorum, erit m 
impar atque ANp. 

Ex. Sit A = -f io5, = — 5 X + .5 x 
-r- 7» Tuni numeri r, r',. r", etc. erunt h i ; 
i , 4? >6, 46, 64, 79» (q«i sunt non-resi-
dua nullius numeroram 3, 5, 7)1 2, 8, 2S, 32, 
53, 92 (qui sunt non-residua numerorum 3, 5 , ; 
265 41? §9, 8g, 101, 104 (qu i sun t non resi-
dua numerorum 3, 7)? i3 , 62, 7$ , 82, 97, 
io3 ( qui sunt non-residua numerorum 6,7),—< 
Hnmeri autem nt «', *'" etc* erunt h i : 11*29, 
44, 71, 74, 86; 22, 3 7 , 43,. 58, 67, 88; 

34, §1, 76, 94; 17, 38, 47, 62, "68, 
44, 7h 
19,. 3 i , 



83. Smi primi sunt son-resiclua ipsius 3, se<* 
m posteriores non-residua, ipsius 5, •tum se-
quuntur nonvresidua ipsius 7, tandein ii qui 
sunt non-residua omnium trium sirnul. 

Facile ex combinationum'•> theoria atque 
art t 32, 96 deducitur, numerorum h ?',- »•" e t c 

multitudinem fore = t ( 1 ~f- * — 4-, 
j . 2 . ' 

/ l i^" l t_ r '~"3 , ^ . . . . . . ) , numerorum » , . . » ' , 
. 1 . 2 . 3 . 4 . • • ' . ' • • 

1 , • v • *•# , '• l - 1 ^ — 2 . 

'«" etc. multitudmem = , * ( / + — ;—"' + •• 
1. 2 6 

{'J'1""'x'•'' * *• * '--.•V O J . ' ^ t designat mul-' 
1. ;2.-- •. •.••••. 5 
titudinemnumerorum•«, f, cetc..; * =*= a—i/a — 1) 
(&.,,__ 1) ( c — 1 ) etc., et vtraque series conti-
liuanda donec abrumpatur. (Dabuntur scilicet 
t numeri, qui sunt residua omnium a, br c e t c 

„' ' .'~~~..r̂  '. qui sunt non-residua duorum etc. 
1.2, 

sed . demonstrationem lianc fusius explicare 
breiiitas non permittit). Vtriusque'autem se-
riei suiiinia *) est = -sth-*.. Scilicet posterior 

prodit ex.hac- 1 -f- (l •• 1) + —— ~ •: .. • . y 
. " . ' l ' • • '• 2 . • 

e*c. iungendo terminum secundum et tertiumy 
quartum et quihtum etc. posterior vero ex* 
eadera ungendo terminurn primum atque se-
cundum, tertium et quartum etc, Dabuntur 

'*), NeglecW facfcorq *. 



l59-

itafcpie tot formae diuisomm ipsiu.s xx —~ At 
quot dantur formae non. diuisorum, seiiicet 
| . ( a - i;..(&.- i) {c — i) etc. 

149. CVwiMp secundum et fcrtinm hic simul 
contempiari possumus.Pot.erit sciiicet Ẑ sem-
per hic poni = ( - 1) Q, aut = , r ^ - 2 ) Q 
•aut = • (-— JS.) qt designante Q numerorum 
formae -h -<4» + 1 ) , $utv - r <4* 1 ) , quales 
in art praec. consideramus. Sit -generaliter 
A — «Q. ita vt sit « aut = .— 1, aut = ±; 2* 
Tum erit f̂ residuum oranium numerorura 
quorararesiduuinestaut vterque <* et.Q, autneu-
ter; noti-residuum auteni ornnium, quorum 
non residuum alteruter tantum numerorum.»§ Q, 
Hinc.forrnae diuisorum ac non-diuisorumipsi« 
iis xx — A facile deriuantur. Si » = -• j 
distribuantur omnes.numeri ipso (±A minores 
"a'd ipsum.que primi in.duas,classes,, in priorem 
ii, qui sun t in . aliqua forma diuisorum ipsiiis 
wx - Q, simulque in forme 4« -f .1» Hque, 
qui sunt in alrqua forma non-diuisorum ipsius 
ccx ', Q simulque in forma. ;4» rf- 3 ; in poste-
riorem reliqui. Sint priores r, r', r ^ . e t c , po« 
steriores •'», «', 0" etc., eritque ^ residuura. 
omnium numerorum primorum in aliqua for-
anarum ^Ak + r, i^Ak + r', 4^& 4- r" etc. con-
-tentorum, non-residuum autem omnium primo-
rum in aliqua-for-marum kAk +• « , '4^6 - f -V 
etc. contentorunu — -Si. * = 4- 2, distribuan-
tur omnes numeri ipso 8Q minores ad ipsum-
que primi in diias ciasses, in primam ii , qui 
continentur in aliqua forma diuisorum ipsius 
••**—Qsimultpein aliquafof marum 8» + x,"$* 

http://possumus.Pot.erit
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4. 7 pro signo -superiori, vel fbrmarum8* + H 
gK + 3 pro inferiori, iique qui contenti sunt; 
in aliqua forma nondiuisorum ipsius ## — Q 
simulque in7aliqua harum 8w + 3, 8« + 5 pro 
signo superiori, Vel liarum 8« + . ' 5 , 8n + 7 
pro inferiori, — in secundam* refiqui' Tura 
designatis numeris classis prioris per r, rU r" 

:etc.j.numerisque classis posterioris per «, n4,n" 
etc/ r± 2Q erit residuum omnium numeromm 
primorum in aliqua formarum 8Qk + r , 8Q& 
+ r* 8Q& + »•" etc.contentorura/omnium au-
tem primorum iri- aliqua formarum 8Q& + », 
SQjfe + «',.§#*.•+ »" etc. • non-residuum. Ce-3 
terum facile dembristrari potest, etiam faic .to-

. tidem fprmas diuisorum ipsius xx «-— -A. daturii 
i r i -ac nOn-diuisorum» 

Ex. Hoc modo inuenitur -f- 10. esse resi-. 
duum omnium numerorum primorum in aliqua 
formarum 40& + '1, ' 5,-g-, i3, 27, 3i,^ $7, 3g, 
contentorum, non-residuum vero omnium pri-
morum, qui sub aliqua formarum 4.0& + 7, 11, 
17,. ig, 2 i , .a3, 29, 33 continentur. 

i5o. Formae liae plures liabent propri-
etates satis memorabiles, quarum tamen vnatti 
tantummodo apponimus** Si -S est numerus 
compositus ad A, primus, ihter cuius factores 
primos occurrunt 2m, qui in aiiqua forma non-
diuisorum ipsius xx ~ A continentur* B in a-
liqiia forma diuisorum ipsius 'Xx'- A conten-
tus eritj' si vero muititudo factorum primorum 
ipsitis B in aliqua forma non- diuisoram ipsius 
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xx — A contentus. erit.: „, D.emonstrationem 
quae non est difhcilis omittimus. Hine vero 
sequitur, non modo quemuis. numerum primum 
sed etiam quemuis compositum impar.em ad A 
primum, qui in aliqua forma no.n-diuisorura 
'comineatur; non»diuisorem fore; necessario 
enim aliquis factor prinaus talis numeri debet 
esse non-diuisor. 

I 5 I * Theorema fundamentale, qood .sa-
\ne inter elegantissima in hoc genere est refe-
rendum, in eadein forma simplici, in qua su~ 
pra proposirum est, a nemlne hueusque fuit 
proUrtum.. Quod eo magia est mirandum, quum 
aliae quaedampropositiones iJli superstruendae-
ex quibus ad illud facile reueniri potuisset, ilL 
Euiero iam innoLuerint. Formas certas dari/ 
in quibus omnes diuisores pnmi numerorum 
forraae xx -:•— A contiiieantur, aliasque in qui« 
bus omnes non - diuisores primi - •numerorum 
eiusdem formae .sint comprehensi, ita vt hae 
illas exeludantj nouerat, raethodumque illas for-
mas inueniendi eruerat: sed omnes; ipsius co-
natus ad demonstrationem perueniendi semper 
irriti fuerunt, veritatique illi per inductionem 
inuentae maiorem tatitumraodo verisimilitudi-
neni conciliauerunt. In aliqtia quidem-tracta* 
tione, Noime demonstmtiones circa diuisores nume-
rorum formae xx -\- nyy\, quae in Acad. Petrop» 
recitata est 1776 Nou. 20, et post mor-
tem viri summi in T. I. Nou, AcU huius Ac. p, 
47 sqq est.-conseruata, voti se compotem cre-
didisse videtur: sed hic error irrepsit, scilicet 
p. 65. tacite supposuit^ formas tales cliuisorum 

L 
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.£t non-dlmsoratft exstare *), vnde non difficile 
erat quates esse debeant deriuarej methodus-
auteiii qua vsus est ad coniprobationem illius 
suppositionis haud idonea videtur. fn alio sche-

.diasmate, De sriteriis aequatioiiis fxx ,H gyy^kzz 
mmmque resotutionem ti&mittatnecne, Opusc. AnaU 
5V L (vbi ••'/, g, h sunt dati, #f y, z indetermi» 
nati) per inductionem inuenit, si aequatio pro 
aliquo valore ipsius h = s solubilis sit, eandern 
pro quouis alio valore ipsi s secundum mod. 
Afg congruo, siquidem sit numerus primus, so-
lubilem fore, ex qua propositione suppositio 
de q«a diximtis haud difficile demonstrari pot-
©St. Sed etiam huius theorematis demonstra-
fio omnes ipsius labores .elusit **), quod non: 
est jtnirandum, quia npstro iudicio a theorerna-
te fundamentali erat prdficiscendurn. Geteruni 
veritas huius propositionis ex iis quae in sect» 
sequenti docebimus sponte demanabit. 

Post Eulerum, ciar. 'Le "Gendre eidera ar-
gumento • operam nauauit, in egregia tract. Re-

•») Nempe dari numeros r , r ' , r " e t c . ; n, »' . » " etc oranes diuer-
sos et <J 4d tales vt omnes diuisores prhni ipsius xx — A sub 
aliqua forraarum 4M •+-'.»•, A^ .-+- r ' e t c contineatur, omnes-
que non-diuisores primi suValiqua narum 4M •+•' '», 4J*A + « ' 
>«tc. (designante * numerum ,mdeterrainatum). 

®*) Vti ipse fatetur. 1. c. p. i i c? ,,Huius elegantissimi theorematis de-
mohstratio adhuc desideratur, -postquaiB a piuribus iamdudum fm-
stra est ihmestigata.. . . Quocirca plurimum is praestitisse censen» 
dus erit, cui successerit demonstrationem huiiis cheorematis inueni-
r e . " — Quanto ardore vfr inftaortal's demonstrationem huius th®*-
•orematis aliorumque, quae tantummodo CSUJ speciales theor. fun-
dam. sunt, desiderauerit, videre licet ex multis aliis locis Opusc. 
Anall. Gonf. Mditamtntum a'd diss VUU T L et diss. XIIU T. 
II. plurcsque diss. in Comment, Petrop,, iam passim laudatae. 
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cforckes dfanatyse indeterminee, Bist. de PA,ct des 
Sc. 178$ p. 465 sqq., \bi peruenit ad theore« 
ma, quod si rem ipsam spectas cum th, fund. 
idem est, scilicet designantibus p, q duos nu* 
meros primos positiuOs, fore residua absolute 
minima potestalurn p~-y qv~~ sec. mod. q, p 
resp. aut ambo -f 1, aut ambo. — 1, quand® 
aut p aut q sit formae 4« + 1; qnando vero 
tum p tum q sit formae 4» -1- 3, alterum res» 
tnin fore -f- i> alterum — 1, p. 5*6, ex quo> 
sec. art. 106. deriuatur, reiationem (in signif. art» 
l46acceptam) ipsiusp ad <ppsiusque qad. pean» 
dem esse, quando aut p aut q sit formae 4« -f-
1, oppositam, quando tura p tum q sit formae 
4« -f 3. Propos. haecinter propp art. I 3 I estcon^ 
tenfa, sequitur etiam ex i? 3, 9, art 1 33 5 vicissini 
autem theor.fund. ex ipsa deriuari potest. Clar. Le 
Gendre.etiamdemonstrationem tentauit, de qu& 
quum perquani ingeniosa sitinSect. seq. fusius 
loquemur. Sed quoniam in ea plura sine de« 
monstratione strpposuit (vti ipse fatetur p. 520* 
Nous avons suppase seulement e tc . ) , quae par-
tim a neminie hucusque sunt demonstrata, p'ar-
tim nostro quidem iudicio sine theor. fund» 
ipso demonstrari nequeunt: via quam ingressus 
est, ad scopum deducere non posse videturt 

nostraque demonstratio pro prima erit haben-
da. — Ceterum infra duas alias demonstratiams 
eiusdem grauissimi theorematis trademus, a 
praec. e t in te r se toto coelo diuersas. 

i5a. Hactenus cdngruentiam puram #3$ 
= A (mod. m) tractauimus, ipsiusque resohi-
bilitatem dignoscere docuimus» J&adkum ipsarum 
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Jnuestigatio per art. io5 ad exmt casum est 
reducta, vhi m est aut primtis aut prara pote-
stas, posterfor ve roper . a r t . 101 ad-eum ybi. 
m est primus. P™ hoc autem casu ea quae in 
&n. 61 sqqtradidinius vna cora iis quae in 
sect. V et VIII docebimus, omnia fere com-
plecwnturquaeper mothodos directas erui pos-
sunt. Sed hae vbi simt applicabiles plerum-
que infinities prolixiores sunt- quam indirectae 
quas in sect. VI. docebimus, adeoque non tam 
propter vtilitatem suam in praxi quam propter 
pulcritudinem' memorabiles. — Congrmntiae 
secmdi gradus non-purae ad puras facile reduci 
possunt. Proposita congruentia axx -f } x 

Zf. c= o secundum mod. msolueada, htric 
sequiualebit cOngruentia l^aaxx ~b kabx + 4 « 
r = o ( m o d » kam), i. e. quiuis/numerus alteri 
satisfaciens etiam alterl satisfaciet. Haec 
•vero ita exhiberi potest (iax + bf == bb — kac 
(mod. 4aw), vnde omnes valores ipsius lax^-b 
ininores quara W s l ciui dantur inueniri pos-
sunt. Ouibus per r, f, *" etc. designatis, o-
mnes solutiones congr. prop. deducentur ex 
solutionibus congruentiarum aax HEE r "-— b9 

iza-x t==rr— b etc (modv4««*) e t c ,• quas in sect. 
11 itiuenire docuimus. Ceterum obseruamus,. 
^pliitionem plerumque per varia artificia con-
trahi posse, ex-.gr/loc6. congr. prop. aliara 
iniieniri posse u4xx ¥ Wx + c* = o, illi 
ae.quipoiientem, et in qna a* ipsum m metiatur; 
haec vero de qnibus Sect. vltima conferri pot-
QStf hic explicare breiutas non permittit. 

http://ex-.gr/loc6
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S E C T I O Q V I N T A 

D E 

FORMIS AEQVATIONIBVSQVE INDETERMINATIS 

SECVNDI GRADVS, 

153. l n Iiac sectione imprimis de functionibitis 
duarum indeternimatarura';r, y, huius formae, kxx 
-f zbxy^- cyy, vbi a, b, c suntintegri dati tractabi» 
nms,qaa.$formas secundi gradus, siue sinipliciter/<?**-
tnas dicemus. Huic disquisitioni superstruetur 
soiutio problematis famosi, inuenire omnes so» 
lutiones aequationis cuiuscunque indetermina-
tae secundi gradus duas incognitas implicantis? 

siue liae Incognitae valores integros siue ratio-
nales tantum nanciscf. debeant. PrOblema hoc' 
«Jjuideni iam ab ill. La Orange in omni gene-
raiitate est, solutum, niultaque insuper ad na-
furam formarum pertinentia tum a b l i o c ipso 
xnagno georftetra, tum ab i l i Eulero partim 
•primura inuenta, partim,. a Fermatio oJim ih-
lienta, demonstrationibus munita. Sed nobis 
acritef" formarum perquisitioni insistentibus tam 
xuulta noua se obtulerunt, vt : totuni argumen-

L-5 
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ttim ab integro resiamere operae pretium duxe-
limus, eo magis, qiiod .Virorum illoram in-
tienta, multis loois sparsa, paucis innotuisse 
comperti sumus; porro quod methodus per 
quam haec tractabimus nobis ad maxiraam par» 
tem est propria; tandem quod nostra sirie no* 
ua illorura expositione ne intelligi quidem pos~ 
se.nt Nullum vero dubium nobis esse videtury 
quin multa eaque egregia in hoc genere ad-
iiuc lateant in quibus aiii vires suas exercere 
possint. Ceterum quae ad veritatum insigni» 
nm historiam pertinent, ioco suo semper tra-
demus. 

Formam asex - f i h x y 4- cyy, quando de 
Indetermmatis x, y non agitur, ita designabi-
mtis, (a, b, c}. Haec itaque expressio deno-
tabit indeiinite summam trium partium, pro-» 
ducri numeri dati a.in quadratum. indetermina-
tae cuiuscunque; producti duplicati numen b 
in hanc indeterminatam in aliam indetermina-» 
tam; producti numeri c in quadratum huius 
secundae indeterminatae Ex. gr. ( i, o, 2) ex-
primet summam quadrati et quadrati duplicati» 
Ceterum, quamuis formae (a, b, c) et (c, b, a) 
idem designent, si ad partes ipsastantum re-. 
spicimus, tamen different si insuper ad partium 
ordinem attendimus; quare sedulo eas in po-
sterum distinguemus; quid vero inde lucremur 
in sequentibus sufiicienter patebit» 

i54- Numerum aliquem datum per fo.r-
Msam datam repraesentari dicemus, si formae in~ 
determinatis tales valores, integri tribuuntur? 
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• t ipsms valor numero dato. fiat aejguali^ Hic 
liabebimus fequens 

THEOHEMA. Si numerus M ita per, formam 
(-Og &, £> repraesentari potest > vt indeUrniinatarum 
vaipres, per qttos hoc efficitur^ inter se sint primi % erit 
bb — ae residuum quadrattcum. numeri. M«, 

Dem. Sint valores indeterminataram mt «% 
scilicet amm 4- zbmn 4- cnn = M, accipiantur-
quenumeri f*> *ita "Yt sit nm 4 - •« == 1 (art4,40)* 
Tum per euolutionem facile probatur esser 

(amm +« 26««» 4- cntt)1 .(«w. —̂- 2 ^ 4- w*) == 
•(*«(»&+ «0. — *(** 4- nbyy* — (&£ - ,aO 
(mM . f »»)% siue M (<?« -' a&f" •+• «*M) == ( ** 
(«ft+w) — » («a + »&).)* — (W- — ac\ Quare 
erit 66 ac^^ {mb + nc)~^t (m> 4- «'*))*' (mod» 
M)s i. e, bb. — ae residuumquadraticuin ipsius JSU. 

Itfumeramf bb % — ac\ a cuius indqie pro-
prietates formae'•(<*, ^, r ) imprimis pendere, iit 
sequentibus docebimus* determinaniem fauius for« 
mae vocabimus& 

i55\ Erit itaque M(m&4-«0—- R («*f»*> 
valorejcpressiorisv (66 - ac ) (̂ rnod. M). Con-
stat autem, numeros •(*>» infinitis modis ita de-
terminari posse vt sit vm. -f-~ *n = *> vnde alw 
aliique valores illius expressionis. prodibuntj, 
qui quem nexum inter, se hab* ant videamus» 
Sit non modo nm •+• m = . 1, sed etaimx'»» 4" 
«<» == 1, ponaturque f ( « H ; **) --^ " ( ^ + ^ ) 
== -v, **'(»*• + «O — >'(ma -hnby == V. Mul-
tiplicandQ aequationem M«Z 4^ »»•==• 1 per.f*Ys'k 
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teram M« . -f-' »'« == l per K, et subtraliendo fit 
^ '— i«* = n (H'« -— **•*' ) siririiiterqae multipli-
caoclo illara per V hanc per » fit subtrahendo. 
»' -— „ = ! ' b ( V -=— i"'»). • Hinc statim prodit 

' t;' — v•" = (**»•' — M»') (amm ~f- 2#mw + £««) = 
(V» — • A»') M,' siue v = t> (mod, M); Quo» 
modqcunque igitur W » determinentur, formu-
la J<(M3& '-f- H£) -— » ( w + M&') valores diuersos 
( i . e. incongraos) expressionis *(bh— ac) 
(,niod. M) dare nequit. Si itaque v.est valor 
quicunque illius forrnulae: repraesentationem 
numeri M per forrnam axx Hh >?Jixy + r̂ z/ eam 
vbi x ='m, y = #, psrtinere dicernus «d v#/o« 
*\?»» v, expressianis y/~ ( bb — ac) (mod* M), Ge-
terum facile ostendi potest, si valor fof muTae 
iliius aliquis'. sit v atque v< = v (mod. M), lo-
co numerorum >} », qui dant i/, alios K'I »' ac~ 
cipi posse, qui dent V. Scilicet faciendo n' = 

• M' («<- — v) m(v' — v) n 
M ^ , _ _ j „, „ . ^ _ ^ | i e t ^ / ^ _ ^ 

,'H = f*m -f '*» •= iV valor autem formulae ex 
H\ »' prodiens superabit valorem ex H* » prode-
untem quantaate '(t*'> — i»') M, quae iit = 
(A*« -f-'.»») (y' *». v) = »' — t/j siue valor iiie 
erit.,.= v'r. 

r56, Si duae repraesentiones eitisdem nu-
aneri M per eandem formam ( a, b, c) haben-
tur, in quibus indetermitiatae vaiores inter se 
primos liabent: ha.e vel ad eundem vaiorem 
expr, ^f (bb — ac) (mod. M) pertinere pos-
eunfvel "ad diuersos» Sil 3?^ == amm -f~ nbnrn 
4" cnnt= (km^m1 *f <ibm'n' $\- cn4n\ a tque^» + 
% = i, y-m" \1 *V = i , patetque si fuerif 



l* (.mb -f- nc) — , (ma -f- nb) = // («'6 -f- »'£ ) —-»' («'« 
+ »,»(mod, A7)> eongruentiam semper manere, 
quicunquealii valoresidoneipro V» »; /*', »' acci-
piantur, in quo casuvtramquerepraesentationeni 
ad eundem yalorem expr. ^f (bb — a<r) (mod. M) 
pfrtioere- dicemus; si vero congruentia pro vl-
lis valoribus ipsoram M» »5 ^', »'locum non ha-
bet, pro nuliis locum habebit, repraesentatio-
nesque ad valores diuersos pertinebunt. Si ve-
ro n(mb 4" w O —• »(«^ Hh «#)'='•—>" (/*' (»»'& 
Hh »'<f) —» ' (w '^ -4- »'£)): repraesentationes 
ad valores oppositos expr. ŷ O&fc —" «0 pertine-
re dicentur. Omnibus Kisce denbminationibus 
etiam vtemur, quando de pluribus repraesenta-
tionibus eiusdem nuraeri per formas dimrsas^ 
sed quae eundem determinantem habent, agitur* 

Ex. Sit forma proposita Iiaec(3, 7 , - 8 ) 
cuius determinans ==»'73. Per han.c formarrj. 
habentur repraesentatkmes numeri 67 hae: 
•3..i3a4-..f4. i3 25—8, a5a;3;5*"+ 14,. 5 . 9 - 8 . 9 * 
JPro." prima poni potest H = 2, » = — i, ynde 
prodit valor expr. sf 75 (mod. £7") ad quam 
repr, pertinet .=== 2. (13. 7 — a5 8) -f- ( 13. 3 + 
25. 7) = "•'— 4» Sirnili modo repraesentatio 
s^cunda pertinereinuenitur, faciendo »̂ ==2,» = 
— i, ad valorem "-f- 4« Quare ambae reprae» 
sentationes ad valores oppositos pertinent, 

Antequam vlterius progredimur, ojjserua* 
mus, forraas quarum determinans = o ab in-
uestigationjbus sequentibus prorsus excjusas 
esse, quippe quae theorematum, concxnnitatem 
tantumftioao turbarent, adeoque tractationera. 
peciiiiarem postulent» 

L 5 
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iS'/» Si forma? F} cuius indetermlnatae 
sunt x, y in aliam F\ cuius indeterminatae 
sunt x'j y'."--per substitutiones tales x = x1 -f-
%'? # s= ?#' + fy transmutari potest, ita vt 
*> »̂. y»;^'siht integri: priorem implicare posteri-
©rem, siue posteriorem sitb friori contehtam esse 
dicemus. Sit forma F haec axx -+-;2&*ry •+ 
cyy, forma F' yero haec a<x'x'-f- ib'x'yl,m\~c'y'y4

t 

habebunturque sequentes tres aequationes: 

a' =? aa® + 2&*y 4- c 

y = <u 4-"K*ff.+ ^y) +. ***• 
£' 3= a££ + a6» 4 '#*» 

MultJpticando aequationem secundam per 
se ipsam, primam per tertiam, et subtrahendo 
fit deSetis panibus se destruentibus b'bJ ~ aV 
s= (#6 — ac ) ( «̂  -—&y)a. Vnde sequitur de-
terminantem formae F' per determinantem for-
mae F diuisihilem et quotientem esse quadra« 
tum; manifesto igitur hi determinantes eadem 
signa hahebunt. Quodsi iraque insuper forma 
F1 per similem substitutionem in formam F 
transmutari potest, l e. si tum P sub Fr tuni 
F suh F'- contenta est, formarum de-
terminantes /erunt aequales-.;*) atque (**.-—' ^v)* 
s= i. tri hoc casu formas aequmalentes. dice-
nius* Quare ad formarnm aequiualentiam ae-
qualitas determinantium est eonditio n<acessa-
•ria, licet illa ex hae sola minime sequatur, —« 

*) Manifesiuns est ex analysi praecedente hanc propositioHem. etiara 
ad formas quarum determinans = o, patere, Sed aequatia ( # $ 
«- Qyfi = i ad hutic sssura noa est extendendg» 
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Substitutionem# = *X* -J- £y>, y -= yx< 4I $yt YQ. 
cabimus transformationem propriam, si «^ — Cy est 
numerus positiuus, impropriam, si «£ — Cy est 
negatiuus; formam F* proprie aut improprie sub 
iorma F contentam esse dicemus, si '• F per 
transformationem pfopriam aut impropriam in 
formam F' transmutari potest. Si itaque for-
mae F, F< sunt aequiualentes, erit («£ Cy,» 
= 1, adeoque si transformatio est prQpria,«*-
Sy = •+. ,? s i est impropria^ = ' — i„ — Si 
plures transformationes simul sunt propriae, 
aut simul impropriae» simites easdicemus; pro« 
priam contra et impropfiam dissimiles» 

i580 Si formarum F} F< determinantes sunt ae* 
quales atqueF'sub Fcontentat etiam F sub Pcontmta 
erit et yuidem proprie vel improprie prout F' sub F 
proprie vel improprie continetur. Transeat F in F' 
ponendo x = *x' 4" %', y = # ' + ty trans-
ibitque F' in F ponendo x' = 'fa — fy, #'== 
—7 vx + «7/. Patet enim per hanc substitetio-
n e m e x F' fieri ideni, quod fiat ex .F ponendo 
x==,«(^? —Cy) + ff(—• y# + «y>? # = y . ( ^ - % ) 
-f ^C— y» 4- «y ). siue a? = (*J — CY)x7 y == 
(** — ^y). 2/. Hinc vero manifesto ex Jf fit 
(*^ — £"/)*Fi. e. rursus F (art. praee.). Per-
spicuum autem est, transformationem posterio-» 
rem esse propriam vel impropriam, prout prior. 
sit propria vel impropria. 

Si tum F4 sub ,F, tum F sub F{ proprie 
continetur, formas proprie aeqmualentes, si illae 
sub inuicem impro^rie, vocabimas improprie ae« 
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quiuatentes. — Ceteram vsus harum distinctio-
num mox innotescet. 

ExempL Forma o.xx —' 8xy 4 - 3yy per 
substitutiones x = ix* -f- y\ y = 5# 4- 2## 

transit in formam — A5## - izxy -—'iyyt 

Jhaec vero in illara factis x" == 2# —' y, y1 == 
—•'• 3# ~J- a#. Quare formae (2, — 4, 3), (-—> 
i 3 | — 6, —• 1) erunt pvoprie aequiualentes, 

Problemata quae tractare iam aggrediemur 
simt haec: 1 Propositis duabus formis quibus-
cunque eundem deterannantem habentibus in*. 
•txestigare vtrum sint aequiuaientesnecne, ytruni 
proprie aut improprie aut vtroque modo, nara 
etiam hoc iieri potest. Quando vero determi-
nantes inaequales habent, annon saitem altera 
alteram implicet, proprie vel improprie vel 
vtroque modo. Denique inuenire omnes trans* 
formationes alterius in alteriam, tam proprias 
quam improprias. II. Proposita forma qua-
cunque, inuenire vtrum numerus datus peream 
repraesentari possit omnesque repraesentatio-
nes assignare. Sed quoniarn fermae' determi-
nantis negatiui, hic aiiam methodum requirunt 

uam formae determiri^ntis positiui, primo tra-
eiiius ea quae vtrisque sunt cornmunia, tuin 

vero formas cuiusuis generis seorsim conside* 
rabinms* 

i5g:. Si forma F formcim ¥' implkat, foaec ve* 
.va fonnam FH

% forma F etiam fdrmam F" mplicabit. 

2 



Sint indeterminatae formarnm F, Ff, 'F"re-
spectiue x, y\ x't y'\ x", y" trartseatque F in FJ 

ponendo x~ ax' + fy'» y — Y%* •+ iy'i'F'ia 
F" ponendo x' = * 'V + &y", = >'#'>,+ ^y" 
patetque, F in F" transmutatum iri ponendo 
x •= *( * v + ev y ) •+- £C *'*" + >y)> y = 
y ( * V + ff'y") + £ ( y V + ##'/)>siue #»=(«»' + 
£ / ) V ' + <*£' + ®0..#"» y = ( v * ' + V)#" + 
(VC + . W) y«. Quare F ipsam .Fr' implicabit» 

Quia («*' + V ) (yC + ^ ) . - (*C + » ' ) 
(y*< + V). =:•(«*—- «y) («'^ — CV), adeo-
que positiuus,. si tum «̂  — £y tum a'h ,,.—•• Cy 
positiuus aut vterque negatiuus, negatiuus vero 
si alte.r horum numerorum positiuus alter nega-
tiuus: foraia F formam. F" proprie "implicabit, 
si F i p s a m F et F' ipsam F" eodem modo im-
plicant, improprie si diuerso. 

Hinc sequitur, si quotcunque fonnae lia» 
beantur F, F\ F!', F"' e t c , quarum quaeuis 
sequentem implicet, -primam implieaturam es-
se vliimam, et quidem proprh, si multitudo 
formarum, quae sequenfern suam.improprieim-
plicant, fuerit par, improprie si multitudo liaec 
impar» 

Si forma F formae F' esi aeqitiuatens, formaque 
F' formae F": forma F formae ,F"' aequiualms erit, 
et quidem propriet si fovma F formae F' eodem mpdo 
aequiuatet vt forma F' formae F"9 impropriet si di-" 
mrso. 

Quia enim forrnae F, P, liis Pt. F", re-
spectiue, sunt aequiuaientes, tum' iliae lias resp* 
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implicabunt, adeoque F ipsara P'r. tum hae 
ilias» Quare Fy F" aequiualentes ermrt. Ex 
praec. vero sequitur, F ipsam F" proprie vel 
improprie implicare, prout F ipsi F1 et F' ipsi 
F" eodem modo vel diuerso sint aequiualerites, 
yt et \ F " ipsam •JF': quare in priori casu F, F" 
proprie, in posteriori iraproprie. aequiualentes 
erant» 

Formae(a, — b, c)9 (crb, d), (c} — b, a) 
formae ( d, b, c) aequiualent, et quidem duae priores, 
improprie; vltima, proprie* 

Nam axx ~f- sbxy -f- ^ > . transit in ax'x* 
«— &bx'y* + cy V> ponendo # = x' -j-.fly', y = 
oar<'.'H-r y', quae . transformatio est impropria 
propter i X ' , ~ i. — o o< = —- i ; ' in formam 
cx'x' -{- %bxfy'*+ay'y' vero per transformationem 
impropriam A? = o.a?' ~f y4> y'-— #' ~f- o. y% et 
in formam cx'x' — zbxty' -f- ay'y' per pro» 
priam x = o. * — y', y = x' -f- o. y'. 

Hinc manifestum est, quamiiis formam, 
formae (a, b% c) aequiualentem, vel ipsi, vel 
formae (a, — b, c) proprie aequiualere; simili-
terque, si qua forma formam (a, b, c) implicefc 
autsiib ipsa contineatur, eam vel formam (#, b,c) 
vel formam (a, — b, c) proprie*implicare, aut 
sub alterutra proprie contineri.. Formas 
(a, b} c)} (a~-± b} c) oppositas vocabimus. 

160. Si formae* (ct, b» c), (a', b', c') eun« 
dem determinantem habent, insuperque est 
c = a' et b ~ — b' (mod. c)$ siue b~f- b' ~ o 
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{mod. c), formas has contiguas dicemus, et qui» 
dem, quando de^rminatione accuratiori opus 
est, priorem posteriori a parte prima, posteriorem 
priori a parte vltima contiguam dicemiis* 

Ita ex< gr, forma '(7,' 5, 2), formae (3,4,7) 
0 parte vltima contigua, forma (3, i5 3) oppo-
sitae suae ( 3 , —•» 1, 5 ) ab vtraque parte, 

Formaecontiguae semper sunt proprie aequiua-
lentm Nam forma axx -+- zbxy -f- cyy transit 
in formara contiguam cx'x' + zb'x'y' -f- c'y'y' 

per substitutionemir = •— y'} y = %' 4. i i l ' ^' 

(quae est proprm ob o x — —-1 x — 1 = 1), 
Tti per euolutionem adiumento aequationis ## 

. — «c =s &'£' — c/ faeile probaturj- vero 
per bjpt est integer. — Ceterum hae difini-
tio-nes et conclusiones locum non habent, si 
$ = a* s= 0» Hic vero casus occurrere nequit, 
xiisi in formis quarum determinans est nume-
im quadratus* 

Formae (a, h, c\ (*','&'» c') proprie aequi-
ualentes sunt, si a ^z a't b ~ b4 (mod a). For-
ma enim («, 6, c) formae (*;, — £, <*) proprle 
aequiualet (&rt praec.), haec veroformae (ja'b'9c*) 
a parte prima contigua erit» 

16 r. £* ^ m « (a, 6, c) fomtqrn {a< V, t<) im-
plicai, qu-uis diuisor cotnmunis numerqrum a,: b9 c etiam 
mimeros a's b', ei- metietur, etqumis Hmsor tomnrn-
ms numeromm •«, 2brcipws u\ Q,h\'*'. 
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Sl enitn forma axx 4- s-hxy 4- cyy per siil 
stitutiones # = *x' -f- Gy',y = yx' 4" %' in fo 
mam «'#'#' -f- zbfx'y' ^0'y'y' transit: habebur 
tur hae aequationes: 

•«*« 4" ib*y 4- wv ^ <*' 
««£, + K** + £y) + <?•-"?•= &' 
'«££' ••+ 2 ^ +- <w . = c' 

vnde propositio statim sequitur (pro parte se 
cunda propos, loeo aeqiiationis secundae ham 
adhibendo 2,a«£ +•' 2b(*$ +- £y) 4" ^cy^ ~ib'). 

Hinc sequitur .maximum diuisorem communem 
xmmerorum at b (26), c simul metiri diuisorera 
comniuneffl-maxiraum numerorum a', b'r (zb% c'. 
Quodsi igitur insuper forma (a', b', c') forniam 
(a} 6, c) impIicVt, i. e. fonnae sunt aequiualen-
les,, diuisor communis raaximus numerorum a, 
b (2&), c, diuisori communi maximo numerorum 
a', b' (zb'\ c' aequalis erit, quoniam tum ille 
liunc metiri debet, tum hic illum. Si itaquef 

xii hoc casu, ch b (2&), c diuisorem communem 
nonhabenr, i. e. si niaximus = 1, etiam a'} b'(o-b')y 

c' diuisorem communem non habebunt, 

162. PROBLEMA. SiformaAXX + %BXT 
• •-. **~ ! 

+- CTT... F} formam axx 4- zbxy +- cyy..../, 
. mpliccii, atqtiie transformatio aliqua illius{ in hanc est 
*data.i ex hac. omnes reliquas transformationes ipsi si* 
miles deducere. 

Solutio. Sit transformatio data haec X = 
«x 4 - %, %° =; ix . 4 - hr -ponamusque primo 
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alfam nuic similem datam esse I s s « ^ l$2 &»• 
'T — y'x f Xy, vt qnid:inde sequatur inuesti--
gemus. Tum positis • determinantibus forma-
Tom>F, / , == A d, atque <*$ — Qy ^ e ^ 
^ . Cy == «', erit (art. 167), < * = £ « = he<e'p 

et quum ex liyp. e, t* eadem signa habeant 
€ — *', Habebuntur autem sequentes sex ae-
quationes: 

A** + s5«y, -4- Cyy = fl. f . , • , , » ; ; , r j | 
^ • V + 3-M'-f- CVV= a. , . , . . . . . . „ [aj 
^*C Hh F(** -f Cy) *f CW = £, . . . . . \ , [51 
^•'C'+£(*<*+-Cy)4-CV'J'*= * . . • • . . . . . [4 | 
^cs + . 25^ ' . - f CM « <?. . . . ; ' . . » . . . [5 | 
^CC- f » # ' * + CW = <r. . . . . . , . . - , . . [6f 

Si breuitatis gratia numeros A**' - f .B(*y' 
- f y*') + CVy', ^(*C + C*') + -#(^' 4" <V + y£' 
• f- &') + CCY*1 + V ) , ^ ' Hh 5 ( ^ -f # ' ) - f 
CW per a% Q.h'i C designamus, ex aequ. praeccj 
sequentes nouas deducemus*): 
aia* - , D(*y' -*-.y*')* — <w, ,;' . . . . V .' .% [7I 
£«'&' — !)(«/wy*0 (^'4-Cy' —>C —.^0*=S2a^[8] 
/^'b'—£)((«$' + Cy—yC—&/)* ~f 2 « 0 — 2 ^ + 2 ^ 
ynde fit, addendo 2Dee' === arf =2 2&£ -— aas, 
4 ^ __, («y + Cŷ  — yC — &/)*. = 46&,. . ; [91 
6 V — [D{*& - vC') (€>' — *«0 = ^ f 

*) Origo harum aequatiormm haec estt 7" fit ex I . 2 (i e. si a«qu*«< 
tio ( l ) in aequationetn (2) muItipHcatur, siue potius, sl illius pars 
prior in partetn priorem huius rnuLtiplicafcur, illiusque pars poste* 
rior in posteriorem huius, productaque aequatia ponuntur); 8 eX 
1. 4 •+• 2. '3 ; sequens quae non est niimeiata ex 1, 6 ~h 2« 9 
"-}— 3 - 4 H- 3. 4i sequens non numerata ex 3. 4; I I ex 3.•_$ 
~¥* 4. 5; J2 ex 5. 6. Simili designatione etiam in sequentibus 
semper ytemur, Euolutionem vero tectoribus relinquere deberaHSj; 

M 
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vnde subtrahendo #(*$—. £y ) («'}'•<— Q'y') = bb-. a 
fit 

a'c* ~ D(*y' •— y«') ( W ~ ^O — dc. . . . . [ic 
S*'*' — D(«^ 4 Gy' — y£' — <V ) p' __ &') = 2 ^ |- , , 
c v — D ( ^ ' — #Q a •= •« . . . . . . . . . . [ i a 

Ponamus iam, diuisorem communem ma 
xinium numeroriim a, ib, c esse m numerosqui 
% 85, € ita determinato.s vt fiat %a ~f 2$8£ + <§.c=r, 
(art. 4 0 ) ; multiplicentur aequationes 7, 8, 9 
,10, n , 19. resp* per'3iar, -29BB, .33$, 123l<5, 223@ 
g(5 summenturque producta. Quodsi iam bre 
uitatis caussa poniraus 

%a' + 2*86' -+• <&' = ' 3T. .• . ; . .•." . . , . [r3" 
«(-v1—y-') f 83(«*'HA' - yC— *')•+ d(P' - *?) = C 
• y - V • • v? .*•'• • . . ' . . . • . . . - . . [14] 
vbi T, Umanifesto erunt integri, prodibit: 
TT ~~~ DUU •= mm. 

* Deducti i taquesumusadhanc conclusionem 
©legantem, ex binis quibuscmque trarisformationibus su 
milibus formae F. in f sequi solutionem aequationis inde-
terminatae U -— Duu == mm, in integris, scilicet 
* = T, u = £7. Cetemm quum in ratiociniis 
nostris non supposuerimus, transformationes 
esse diuersas t vna adeo transforaiatio bis con-
siderata solutionem praebere debet* Tum ve-
ro fit proptet *' ' = ^ £' = £ e t a «' = «, £' = &,' 
*' = c, adeoque T = mrUz=z o$ quae solutio 
per se ' est obuia* 

lam primam transfomiationem solutionem-
^ue aequationis indeterminatae tamquam cogni-
tas consideremus, et quomodo liinc altera trans» 
formatiodeducipossit, siue quomodo *!, £', y 0 V 
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ab his*.£,y,*, Tt U pendeam, inuestigemus. Ad 
hune finem multiplicamus primo aequationeni 
[ 1 ] per * • ' - & ' f [ 2 ] per ^ ^ , [ 3 ] per 
*y' — y*', [4] per y«'— «/ , addimusque produ» 
cta, vnde prodibit: 

(« + «0 V *=•(»* —. C/ _ y£' + j«i) a ^ t [ i 5 j 

Simili modo fit ex (^ ' — &)(\i\ ~~\oX) 4* 

. ( [5 ] - [6]>: '• J 

a(# + . e<) V » a(«# ~~ V ; — >*' +. J«')*...-[X6J 

Denicrae ex (&» — ©') ( [ 3 ] _ m , \ + 

(«*' — >ff'>-[5] •+• (*«>• — *>') [6] prodit: 
(e -f- *') *' == (*£' — C>< — yQ> + &/) c . . [ I 7 | 

Substituendo hos valores (i5 ? 16, ij) in 15 
iit: 

0 + «0 r = («*' — <V'— >0 + J,') (2T« + a$ft 
-f gO/s iuea t f r—H' — *>'—>£' -f ^ > . . [ i 8 j 
vnde T multo facilius deduci potesr, quairi 
ex [i3]. — Combinando hanc aequationem 
cum i5, 16, 17 obtinetur ma* = Ta, zmb' ==r 
aT^, mff' = 7V; Quos valoresipsorum a\zb', ce 

in aequ. 7—-12 substituendo et loco ipsius 7 T 
scribendo ,«»m + DUU, transeunt illae post 
mutationes debitas in has: 
(*y* — y»*)*mm == aaUU 
(«>'• — >«') («*' + Sy —. >C — ^mm^ahUU 
<y -f- ey — >c — &oa»"» = Wtftf" 
( V ~~ y*') (W ~~ KOw» = atUU'-
(«*' + £>< — >C —*«'; (« ' — K')mmz=*:2$cUtr-
( » ' — W:)*/»» = ,,tfZ7 

M a 
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Hmc ' adiumerito aequaiionis [ i4] efc ntiiu& 
#» 4- %%b -f- <£c =ar i»., facile deducitur (mul* 
tiplicando primam, "secundam, quartanr; secun* 
dam,. tertiam," quintam; quartam, quintam, sex-
tam, resp. per % '85, € addendoqueproduc ta ) : 
(*>'• — ?«') '#«*» ='.maUU> •'(**' + $>' —- >£' 
— :S*'yUmm == QmbUU, {^' — Z&jUtnm_*=mcUlT 
atque-hinc, diuidendo per mU*)t aU*= (*>' ~— 
>y>*'. . , .[r9]} zbU = t^f •*- £y'—y£' - &>)» 
*. * [20]; cU = (£$' — <̂ ')m» • . [21], ex quarum 
s&equationum aliqua U multo facilius quara ex 
| i 4 i .deduci potest^ — Simul hinc colligitur^ 
quomodocunque 1, S3? <S determiheritur (quocl 
infisitis moctis diuersis fieri potest) , tum T tum 
[17 :eundem:'Valorem adipisciL -

lam si aequatio x8 multiplicatur 'per «, 
.»9 per z'C'9zo per — *, fit per additionem z&eT 
g- 2(c« — • *^)£7 = a(«*- — ^ ).*'*» == 2g«%0 

. Simili modo fit exg[i8] +,C[20]. — 2421]? 
S&T ^ 2(C& — «f) £7 5= 2 ( ^ ' ~ £>) Om^ae&m* 

•Bor roex >[ i8] -f. ^ [ 1 9 ] — > [20] fit 
»>«3T + a(to — *<*)tf=sa(«* — - ^ V » = 2 « > X 

Tandem ex *[i8] + ^[20]• •— 2 > [ 2 i ] pro~ 
•dto.2fcT-+.2(# T-"yc)U = a(«* — C>)y» » -

Jj.Hoc non licerefc, $J essefc r/ == o? *imc vero aequationum '19,-
20, 21 veritw sfcafcim ex prima, tertia et aexts praecedentium -ss-
$pe«tar t 
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In quibus formulis, si pro a} i?9 e valorea* 
ex i, 5, 5 substituuntur, iit 

C'«i . = CT _ (Cg 4- $C)U 
y'm == > T "•+- («^ --f- >B) £7 
$<m = ^F + (C^ 4- £B)(7 

Ex analysi praee» sequitur, nuHam trans« 
formatiohem formae F in / :propbsitae similera 
dari, quae non sit contenta sub formula X => 
*(«* - • ( « 5 4 > C > ) * + £(#'—• < £ * + #)»)y f 

r - , ^{yt 4 . («^ + . j , ^ » - + £(** 4- ( ^ + B} 
»)*)..-. (I), designantibus 4'« indefinite omnes . 
-numeros integros aequationi tt — Duu == *»«& 
satisfacientes* Hinc vero concludere nondum 
possumus, omnes yalores ipsorum t} u, aequa* 
tioni illi satisfacientes, ii\ formula (I) • substitu-
tos, traosforniationes idoneas praebere. At 

1. Foniiam .Fper substitutionem, e. qui-
•busuis ipsorum t, u valoribus. ortam, semper in 
Jformam / transmutari, per euolutionem cohfir-
mari facile potest adiumento aequationem- i , 
3, 5 et buius tt — Dmi = mm. Galculum prolixi-
orem quam difficiliorem breuitatis gratia aup»' 
primimus., 

'2. Quaeuis transformatio ex formula .de«T 
ducta propositae erit similis. Namque'«(«* r-* 
(*B + yC)u) X %(H 4- (CA -h- * 5 » ' . ~ £(«.— • 
(CB + * C » X £<yt+ (*A + 7B)u) — £ («* -^ . 
£?} ( # . -* J00»> => «* — ^ 

M5 
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3. Si formae F, f determinantes inaetriia-
les; habeut, fieri potest, vt formula' (I) pro qui-
busdam valoribus ipsoruni t, u praebeat sub-
stitutiones, quae fractiones implicent, adeoque 
reiici debeant, Omnes vero reiiquae erunt 
transformationes idoneae, aliaeque praeteripsas. 
non dabuntur* 

4* Si vero formae F, f eundem determp 
nantem liabent adeoque sunt aequiualentes, for-
m u k (I) nullas transformationes quae fractio-
nes implicent praebebit, adeoque in hoc casu 
solutionem completam problematis exhibebit. 
Illud vero ita demonstramus. 

Ex theoremate art. praec. sequitur in hoc-
ce casi.i, m simul fore •diuisorem communem 
numerorum Ar 2,B, C. Quoniam tt— Duu = 
fnm, fit tt — BBuu *=. mm — ACuu, quare ' tt 
•— BBuu per mm diuisibiiis erit: hinc etiam 
a potiori 4w -— l^BBuu adeoque (quia 2B per 
m diuisibilis) eiiam I\tt per mm et proin zt 
per m. Hinc ~(t 4 - Bu), £(t — Bu) erunt integri, 
et quidem, quoniam differentia inter ipsos, *Bu 
est par), aut vterque par, aut vterque irripar. 
Si vterque impar esset, etiam productum im-
par foret, quod tamquam quadruplum nameri 
i~[tt — BBuu), quem inte.grum esse modo 
ostendimus, necessario par: quare hic casus 
est impossibilis, adeoque £(t Hh Bu), %(t—Bu) 
semper pares, vnde %(t + Bu), &(t — Bu) e~ 
runt integri. Hinc vero nullo negotio deduci-
tur, omnes quatuor coefficientes in (I) semper 
esse integros. Q, E. D, 
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Ex praecedentibus colljgitur, si omnes so-
Iutibnes aequationis tt — Dm = wwhabeantur, 
omnes transfofmationes. forniae (A B C) ia 
(a, b, c)transf. datae similesinde deriuari. IUas ve» 
ro in sequentibus inuenire docebimus» Hic tan-
tummodo obseruamus multitudinem solutionum 
semper. esse finitam quando D sit negatiuus 
aut positiuus simulque quadratus: .quando vero 
D positiuus non-quadratus, infinitam. Quando 
hic casus locum habet, simulque D non = d 
(supra 3° ), disquiri irisuper deberet, quomo-
do ii-valores ipsoruih".-*, ut quisubstitutiones a 
fractionibus liberas, ab iis, qui fractas produ-
cunt,- a priori dignosci possint. Sed pro hoc« 
ce casu infra aliam methodum ab hoc incom-» 
inodo liberam exponemus (art, 214)» 

Ex. Forma.a:* Hh zyyper substitutionem 
propriam % = zx''q- jy'} y = x' *f« 5^' trans-
it in formam ( 6 , 24, 9 9 ) : desiderantur >«*««? 
transformationespropriae formae illius in hanc» 
Hic D =5 — 2,. m = 5, adeoque aequatio sol-
uenda haec: tt Hh QUU ===9. Huic sex modis 
diuersis satisfit ponendo scilicet / = ' 3 , — 3, 
1, — i, 1, — 1; u = ' o, o, 2, 2, — 2 
— 2, resp. Solutio tertia et sexta dant suh-
stitutiones in fractis, adeoque sunt reiiciendaes 
ex reliquis secrauntur cpatuor substitutiones; 

/" 2#''H- jy* f %' -4- 5y* 

^ .( — 2&' —f- Q^'; ( — #< '^- $y*. 
( quartim prima est proposita ). 

M 4 
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l65. fam -supra, obiter diximus fieri. posse 
Yt foraia aliqua, Fr aliam, JF7, tani proprie quara 
iiisproprie implicet. Perspicuum est hoc euehire, 
si inter'fornias F, JF7 alia G ..interponi possit, 
ita vt F Ipsain G$ .Gfjipsam F* implicet, forma-
que G ita sit comparata, vt sibi ipsa sit im-
proprie aecpiiualens. Si emm F ipsam & 
proprie ve! improprie intplicare supponitur: 
.quuni G ipsain Q imprpprie implicet, F ipsam 
G improprie vel proprie (resp.) implicabit, ad« 
eoque, in vtroque casu r tam proprie quam 
improprie. (art. 169), Eodem modo binc de-
ducitur, quomodocunque G ipsam F* implica-
re supponatur, F s e m p e r ipsam F* tum pro-
prie tum improprie implicare debere* — Ta» 
Zes vero form.as.dari, quae sibi ipsae- sint im-
proprie aequiualentes, videtur in casu maxime 
obuio, vbi formae terminus medius .s= o* Ta-
Jis enim fomia. sibi ipsa erit opposita (art. 169) 
adeoque improprie aequiualens, Generalius 
quaeuis forma? (a9 b,c), hac proprietate est 
praedira, in qua zb per .a est diuisibilis. Huie 
enim forma (c, b, a) a parte prima erit conti» 
gua (art. 160) adeoque proprie 'aequiualens: 
sedj(ct-h, a) per artt .169 formae (a, b, £/) 
improprie aequiualet: quare (a, Ib, c) sibi 
ipsa improprie- aequiualebit. Tales formas 
(a, b, c) in quibus zb per a est diuisibl-
•lis, ancipites Yocabimus, Habebimus, itaque tbeo-
rema boc : 

Forma F, aliam formam F* tum proprie ium im* 
proprie implkabit, si forma anceps inuenire potest sub 
Fcontehta ipsam F vero implkans. ' Sed haec pro-
positio etiam conuejrti potest: scilicet 



iS4- THBOHEMA. Si forma Axx f zBxy J
r 

€yy>.. (J5) fovmam A'x'x' + 2 S ' i - y + . Cxy.,m 

(F')tum prqprie tum improprie- implicat: forma anceps 
inueniripotest,sub F contenta formamque F* impliccms! ~ 

Ponamus, formam F transire in forniam 
F' Tum. per substitionem x = «x* -f €^f y -_. 
yx' 4- %', tum per hanc illi dlssimilera,' x — 
/*' + &x<t y == ?v + &ya Tum d8S- nati& 
numeris «<?— £>, «W—.'Cy per*,*', erit £'£'—. 
^ C = < # £ - ^ Q /*= * V ( £ 5 — ^ Q j hin<s 
« = e*et, et, quia per hyp.v *, *> signa opposita' 
habent, r = — e' siae *• 4- *' = o. lara pa-
tet- si-in .F' pro x' substituatur &xu —- £ v 
et pro #>, — y'%" 4 . . « y , eandem formanv es-
se prodituram ac si in F scribatur aut 1) 'mo-
x, «(*'*".— e y ) 4> '£(•— > V + «y')' i e. 

.(«^ — £y')xti .+ ( £ « ' _ «€')#", etpro' #, >($V<* 
— *y)-MC — > V 4- *V'0 i.e.(^' ~ V)*" 
4- ( & ' — >c0^"» «»* 2 ) p r o ' * , *'($V — 
cyo > « ' ( - >'*" + - y ) i, e. *'*", etpro^ 
^(av/.- cyo 4->(~ >v.4- «yoi.?;^y. 
Besignatis itaque'numeris- -«̂ - — £>', £«' -*.'»& 
?* - h', *» ' . - >£ ' .per .a , *,.'<:,. <*: fonna 2?. 
per duas substitutiones % = o#"' 4- £«" « ^ 
<?*"-+<V'; x =z e/x», y = e'y" in eandem 
formam transmutabitur, - vnde-obtinemus. tres 
aequationes sequentes; 

+ z.Bac + Ccc = ^*V; * • • • [ ! ] 
t̂ffr + 5 M + bc) 4. Cta = j W . ., . .-. 4 ' f21 

^&6 4- 2J3M 4- 6W = CVV . . • , . . . , . [3j 
Ex- yalorihus ipsorum <*,&, r, d autem inuenitur 
a& ~--fa = « ' =3 • ~ « = .—, e'e'. ... . . , a [43 
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Hincf i t ex i [ i ] — c{2]y(Aa 4- Bc) (ad — 
bc) = {Ad — Bc)e'e'f adeoque A(a 4 d) — o. 
Porro ex (a + o*) [2] ~ £[*] ~ <r[3] fit ( ^ -f. 
^(a + d) 4 - CV) (ai + bc) = ( — ^ + B(fl-M) 
— Cc)e'e'f adeoque J3(# ~j- <i) = 0 . Denique 
ex «[3]- — 6[a] fit (56. + Cd) (ad — bc).='(— Bh 
4 Ca)e'e' adeoque C(a 4- d) == o. Quare quum 
omnes A, B, C nequeant esse = o, necessario 
erit a 4 - d == o siue a = — rf. 

Ex.a [2] — b[i] fit (£0 4 - Cc) (ad — bc) 
= (Ba — ^ > ' * ' , . vnde ^ — zJBa. ~ a = o [5] 

Ex aequationibus e + e' = of fl+i=;o 
siue «6 — h -\ •«*'$ —• &y = 0, **' - £>'— >£' + 
^*' = . o sequitur (« ~f «0 (^ 4" ^O — (^ 4-
c0 C> +>') .siue ! (« 4- «0 : C> + ^O ~ ,(£4-
£') : (£ -4- ^ ) . Sit rationi huic *) in numeris 
miniinis aequalis ratio mx n, ita vt mf » inter 
se prinii sint? accipianturque n> » ita vt iiat nm 
4 - m = i . Porro sit #* diu. comm. max. nu-
xnerorum af bt c; cuius guadratum propterea 
metietur ipsura aa -\- bc siue bc -— ad siue 
ee; quare r etiam ipsum e metietur, His ita fa-
ctis, si forma F per substitutionem = mt^\- ^ 
f» y 5=s ^ «- — » in formam Mtt-hzNtu 4- /*»» 
(G) transire supponitur, Iiaec anceps erit for-
mamque F implicabit* 

®) Si oranes « 4- tf',y ** V1. '€4- £'>$ , »P 5"' essents=o, ratio inde-
terrainata foret, adeoque methodus non applicabilis. Sed ejcigua 
attentio docet, hoc cum suppositionibus nostris consistere non pos-
se. Foret enim <*•}$ — £y = «'^' — C'y' i. e. « == e> adeo-
que, quia e == — e', * , = «' = O. Hinc vero etiara 1S'JB' — 1 
&C1 i- e- determmans forrnae F' ^etet = >̂ «Juales> formas omni" 
IJO «xclusiraw. 
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Dem. I. Quo pateat, formam G esse anci» 
pi tem, ostendenms esse M(bm— zan» — p*) ==zNr 
vnde quiar ipsosa, b,crnetitur, ^ ( / ^ — 2aK„ —Cn^ 
integer erir, adeoque zN multiplum ipsius M. 
Erit autem M = Amm 4- zBmn- f Cim, Nr"=: 
(Arm — B(mn — »v) — Cm^)e. Porro per euo-
l u t i o n e m facile cbnfirmatur esse ze -f- za — V 
—, *' 4 - a — d = (* — «') (£ + *') — (6 — 
e^ (y 4 . ^ a ^ — (« + * ') (g _ e') - ( « -
«') (5 -f. £') Hinc q u o n i a m m ^ + >') = »(* 
+ * ' ) , mfj 4 - ^) = »( e-f-^0j- e r^ WC2« -f aa) = — a«& 
siue w +• «*« 4- K& = o .• . • [7]. Eodem mo-
do erit ie T - 2« = £. — e' — a -{- d — .(«*• 4 -

•'). (> — *0 - (̂  + .*') O ~ *'). 2ff= (> - >') 
Q _l_ £') — ^ 4- >') (J — ^ ) , atque liinc «(2* 
~i- 2«) = — zmc, siue »0 — na> . 4 - mc = o. . [8]-• 

lam si ad «I«J ( W .—- &an* — o ) additur 
(1 — mv — «») (twQ'-*- a) 4- (*HM 4. 1)6) 
-4- (*ne 4 - Wflt 4- »&) (tnn* 4" 0 4 - (*w ~" na -f" mc)ih» 
quod manifesto == o, propter 1 — nm — »M.= O,' 
«*£ 4~ tna 4 - M^ ^ °? ne — »#> 4 - tnc = 0 : p ro-
dit productis rite euolutis part ibusque se de-
struentibus deletis, inue , 4 - 6. Quare erit 
mm(bnH — 2flH" — £»») =• 2»«^ 4" 6. . • ' • • • . . [9] 

Eodem modo addendo ad mn(bpH — zan»— 
c»») h a e c : 

(1 — «m — »v) ((«» — «2^)0 — (1 4- *»A* 4- »»)#) 

-— (me r\-ma + nti)tnw* 4" (Ms — na ~\- mc)m 

inuenitur 

mn(bw — 2 ^ — c») = («•» — mp)e •**- a.•'',• * [ i o j 

Den ique addendo ad nn(bHH—2a^ —cn)ha.ec': 

(«*,* -J" »"'"" 0 C»f*(*'"+ fl) +•'"(*> + 1) )̂ 
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•^Qne 4, ma 4 nti) nw~=~ (ne *— na -f. mc) (ntu 4~ i*y 

iit 

nn.(bw — •zat*» — c») = — 2».«« — -c. „' ,. „„ « [r ij 

lam ex 9, io ? n ? deducitur 

(Amm 4. 2.Fmn-\- Cnn) (bm — 23*» — ^ ) ..= 
2*(^Wy + £(„, __ mJ) _ £ ^ ) +. ^ _ 2Ba 

— CV, siue propter [6], 
WHJnw — <za*f—~ #*). = siVn ^. JE. J3i 

II. Vt probetur, forinam. C? implicare .for-
Riam ^ demonstrabimus, pnrao 'G? transire in .F 
ponendo t •= (n* -$.:*y-)x< - { - . ( ^ •+* >#)#', «•=-

•C«* -— '«?>>'-f JG^ -r- w%'V . . (£); .wc««iff; 

rjjtot, — ^ ) , * (a£ _ wj) e s s e jntegros. 

1. Qnoniam F transitin G ponendo x ™ 
«* -f ^ , y — nt —~ —»: forma G per substitu-

tionem (5) transmutabitur in eandem formam 
in quam F transfonsatur ponendo x ~ »*((/»* 
+ *y)x' -*-(*£ + ,fy/) 4 ,((»* •— ^ , ) ^ 4- („ c 

— ?«%0 i. e. — *(tm* 4 »,)#' -f 6(miu -f-' w»)y 
-siue r= *a?' -f V i e t 9 r= n(0*» + ' > > ' + ( ^ 
+ »%') ~ ' K ( B * ~ mtyx' 4 (nS — »?$ y) i, e> _ 
>(«» '.+ 9BAO#' •+- K»t-$• .mf*)y-' siue — >a;' ~f ty/. 
Per hanc vero substitutioiiem F transit in F';: 

quare per subsututionem (^) etiam G transibit 
in F'.. •. 

2t, Ex valoribus ipsofum e, h, d inuenitur 
*'*I"^- >^ "~ ^ — 0, siue- propter d-— — ^ ««'*. 
«+• »«a 4 -^«^ = o ; hinc ex [8J, »«'« 4 - n*a = 
w>* i^ ^ a fliue, CM«». — »?>)a == («>• — «#'^ £i2j 



Porro fit *nb = — «w(-g -f- a), -^«^ ~ - , 
.#»(*<« •+. «•«) adeoque («* — «*>.)6 = (*' — «yjfefiSl 

Denique fit >'# — ̂ a - j - '*<r ~ o: hinc mul-
tiplicando per «, et pro »# substituendo -valo-
;rem ex [8] fit (»« — *»>> = •(> — >'jn-e. . . [1,4] 

Simili modo eruittir G'e +--ib — Cd~<o siue 
»£'* 4- K ^ - f - A = o, adeoque per [7]«£'tf n-«e« 
= -*»& + *»!»,- siue-(»£ —• «$)«. = («»$ -— K£'> [i51 

Porro fit C»£ - = . r-, £*»(* -f a ), &»# ~ — 
••*»(&' -f- £«) adeoque («? — IK#)& --- (£' — <)me fx6] 

•Tandem ^ — $a .4- & — -o ; 'liinc '••multi-
'plicando per «; -et substituendo pro »0 ralorem 
ex [8] iit («£ — m$)c T= (^ „_ ^) f w J - J ^ 

Iam quum diuisor commuhis maximus nu-
•Maerorum;.*,. b, c sii r/ inte.gri 5!, 83* € ita. acci-
,pi -po.ssunt vt fiat 2(0 -f- %b -f- @£ — n -Quo 
facto ;erit •ex'12., "i3, 14$. 1$, 1.6, 17 

#(«*> —-««04-$(«' — «)»*.4. g(y~y')n •==~r.(a*~-afr) 
&(*» J - »£') + »(£' — Cyn 4 <£(*— «J> _ ;r(»€-m^ 
•adeoque r(»« — »30>;(«£ ^ •».*) integfi.-Q. .£. IX 

•i65. E#.. Fomia Saar -f- i4## •*- 4#y iu 
formam— izx'x' — i8a?'#'~f-39#'#' transmutatur> 

' tum proprie> 'ponendo * ~ 4#' -|- •ny/j'•.#•== — 
#' — ay, -tum improprie, ponendo x -~: — 7 4 ^ 
4 - $9#'» # =• -i5»' — i8#'. Hic igitur « -+* «y 
C + e'» > + >•'? ^ + ^ sunt — 70, 100, 14, —-•' 
20; est autem — 70: 14 ='•- xoo: — 2,0 —• 5* 
— 1. 'Faciemus itaque m — 5, ••:» '= /* - l ,> ~ 
€);•»=.;— -a;-.' Numeri aatem at b,,c''• inueniua-
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tur — QS^, — 1170, 4SJ> quorum diuisor com-
muriis niaximus == 3 ==z r\ denique iit e = : 3. 
Hinc transformatio [S) liaec erit: x =1 5t — up 

y — •-— £„ Per quam forma (3, 7,; — 4) trans-
it ixs formam. ancipitem « — i6tu + 3»«. 

Si formae .Ff- F' sunt aequiualentes: forma 
G, sub JTcontenta, etiam sub F' contenta eritf 

Sed quoniam eanden formam etiam implicar, 
ipsi aequiualens erit, et proin etiam formae F. 
In 'hoc igitur casu theorenia ita enunciabitur: 

iS* F, F' tam proprie9 quam improprie'sunt ae*> 
quiualentes: forma anceps vtriqae aequiualens inueniri 
poterit. — Geterum in lioc casu e . = ± 1 , 1 , ad«> 
eoque etiam r} ipsum e metiens, = 1 erit. 

Haec de formarum transformatione in ge~ 
nere sufficiant: transimus itaque ad considera-
tionem repraesentationum, 

1G6. Si forma F formam F' implkatt quicunqut 
numerus per F' repraesentari potest etiam per FpoteriU 

Sintlndeteraimataeformarum F} i^respecti-
iie x, y; x', y\ ponamusque numerum M per F' 
repraesentari facieudo x' = m, y' = «, formam F 
vero in F' transire per substitutionem x —• «#' 
Hh %'j y J=. 7%' *-j- • fy'» Tunv manifestuni est 
si ponatur x = *m + 6», # = >*» •+ fa, F 
transire in M* -

Si • M pluribus modis per formam F' re-
praesentari potest, e« g. etiam faciendo x' = «<, 
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y* — n* v plures repraesentationes ipsius M per 
F inde sequentur. Si enim esset tum »m *f 
Cn = «*»' ~b £»' tum >w + to — >w' -J- £»', fo-
ret aut «^ — ^> = o, acieoque etiam cietermi-
nans formae F' — o contra hyp., aut m ~=r 
m% n = »'. Hinc sequitur iU ad minimum tot-
idem modis diuersis per F repraesentari posse 
quot per F\ 

Si igiturtum F ipsami^tum F'ipsam .Fimpli* 
cat i. e. si F, F' sunt aequiualentes, numerusque 
M per alterutram repraesentari potest: etiam 
per alteram repraesentari poterit, et quidem 
totidem modis diuersis per alteram/ quot per 
alteram* 

Denique obseraamus, in hocce casu diui-
Sorem communem maxirnum numerorum <ms n 
aequalem esse diuisori comm.max, nomerorum 
*m + Gn, "}m -f- <$»• -Sit ille = A? nnmerique 
JM» » ita accepti yt fiat nm Hh m-~ A. Tum erit 
(h - >v) («*» - f C») — ( ^ — «») ^ C>w -f- fc) = 
(*$ — -fy) (n<m -f- »») ,==. ± : ' A. Hinc diu. comm. 
max* numerorum '.«m - j - £»,. >w* -|- £» metietur 
ipsum -A, A yero etiam'illum metietur, quia ma-
Bifesto ipsos *m *-{- ^n} ym -J- ^»metitur. Qua~ 
re necessario ille erit ™ A. — Quando igitur 
m, n inter se primi sunt, etiam *m ~{~ £», ym •-[* 
£» inter se primi erunt* 

167» THEOREMA. 57 formae axx -f- afcey -f-
<#y,.. ( A <*'*<*'+. s&'*y 4- *'yy.... (F')sunt 
aequimtentes, ipsarum determinans. — J9, posteriorque 
inprioumtransitponendox* :=*%•*{* ^y>y ==>'*•+%* 
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pGvro numerus M per F repraesentatur, faciendo sc = 
m-i-y ~ ni adeoque p& P faciendo x1 —' *vn -\- £# 
rr= «*',< tf'.,= ym 4 »̂ = »' et quidem ita vt m ad n 
eoque ipso etitim m' ad n' sit primus: ambae repraesetr-
iaiiones- auf ad emidein valorg;i expressionjs •$/* D'(mod» 
M) pertinebunt, aut ad oppositos, pro%t transformatio 
formae F* in F propna est vel impropria* 

Dem, Determirientur numeri u, > ita vt fiat 

+ • $/* — yv . — £,« -f-'a» 

*=,»,ponntarqne ^ — 7 5 = *''• _f_ iy 

— / (qui erurit integri propter **— fy == J ± i;;8 

T u m erit .M*»'_4 V'»' = i.(Cf. art. p r aea fin.).. 
Porro sitKbm^-cn) —»(am+bn)—^?*'(&'*»'4-<:'M') 
~V(a 'm'4- W ) = T F"', erantque F", F ' valores 
expr.v^AJCmod. D) adquos repraesentatioprima 
et secunda pertinent.. Si in F* pro ^'>, «i, *r 
valores ipsoram -substituuntur; in V vero pro 
0; •*'** 4- 26/*>.Hh c'>> pro 6, a'*e -f* &'(** 4^>) 
-f- c*V; pro c, a<& 4 aV^1 4 - «'W.; ihuenietur 
euolutione facta F = ' V4i*$-fy). Quare erit 
aut V = V, a u t " r == — ^7, prout *&— h • = 
•4-1 aut r = _ i, i. e. repraesentationes per* 
tinebunt adeundem valorem expr« ^fM (mod. D) 
vel ad oppositos, prout transformatio formae 
F iti F est propria vel impropria. Qv 2£. D» 

Si i taque plures repraesentation.es numer! 
M per formam («, X O» ope valorum intef 
se primorum indeterminatarum x, yy liabentur 
ad valores dimrsos expr. y^D (mod. M) perti-
nentes: repraesentatiories!respondentes per for-
mam («', b', c') ad eosdem. resp,, valor.es pertine-
bunt, et s inul la repraeseatatio numeri M per 
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formam. -aliquam ad yalorem quendam deter* 
minatum ; pertinens datur, nulla quoque dabi-
tur ad hunc valorein pertinen& per formam illi 
aequiualentem» 

168. , THKOMKMA, Si Himerus M per formam 
axx-\~ zbxy + cyy repraesentatur inbmnioipsis. x, u 
vahres-inter se primos mrnr.vcilQrqueexpressionisJ^B 
(mod> M)j ad qmm haec repvaesentdtio pertinet, estjSft 
fgrnme <«, byc\ (MyNy ^ ~ ) pr.tyne mquimkn* 
t-es erunt* 

Demonstrt:Exo.TL i55.patet. numeros inte*;; 
gros fc, $ inuenM- posse ita vt sit mn -f-»»~ 1 . 
n(bm - f cn) ™ <«f» + / » ) == N, . Quo facto> 
forma (0, £, ^)per substitutionem ;# = "mx*'-^\y*" 
y —: »#' -)~ ^y'» quae manifesto est. propria> 
transit in formam ,cuius determinans -rr D(mL 
+ .»».)* i» e. == 1), siue in .formam "aequiualen* 
tem': quae forma si ponitrir —(M^W^t^f^^ 

erit M* = «««».+- 2.&w» ~f- cnn z==.J$2 N' =» 
—'" mrd + ( W M —•; «0* + nnc'-.=s N. Quare 
forma in quam (% b9 c).j>er transformationeni 
illam mutatur erit (iST, 2V, ™ ~" D\ Q,.2e.;R; 

Ceteram ex aequationibus m -f* »» ===. *V 
fi(*»"& + nc) —• »'(«« + nb) = iV deducitur' n == 
nN 4» wia,-'^nb wff -4- wa 4« wfr r ^ ^ w6 4 - wc — »»y 

qui numeri itaque erunt integrii' 

N 
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Porro obseruandum., lianc propositioneiri 
locum non habere, si M «=--o; tum enini ter^ 
'm inus -S^ -^? fit indeterminatus*X 

169«. Si plures repmesentationes numeri 
'jfef,' per ( 0 , &* O nabentur, ad -eundem 
valorem expr. y^D ( mod, -JET), .JV, pertinen-
tes1 j'( vbi; valores ipsorum" x9 y semper inter 
$Q primos 'supponimus):. jplures' etiam transfor-
itiatlones propriae formae (%#, •0*i (F), in (M, N. 
£2LlL£V (G) inde deducentur. Scilicet si 

etiam per hos valores x = »»',... y = «' talis 
repraesentatio. prouenit, (.F) etlam p e r •substitu-* 
tibnem:* = - ^ - ^ . " ^ ~" *»--H »'*;•• - ^ y ==„v»(-

'"" , M ' "M:, - --•"' y' -in-..((?) ~ transit»;, Vice yersa, ex 
quauis transformatlone -propria formae (iO in. 
(G) -.sequetur repraesentatlo. numerl M per for-
mam (jp), ad„valorem N pertlnens. Scilicet si 
(F) transit-.in {G) positis x'^ ..mx* — »#',- y -=* 
«*;' -f *#', JtJT repraesentatur per (2?) ponendo 
a? t=a- w, jr -sds"«, et quoniam hic. ^ 4 - «» = -1^ 
.valbr expr. ^fD (mod. M) - ad, quem repraesen-
tatio pertinet erit H(hn -p m} — *(an? + 6«) 
i ; e*. -)iy, .. Ex pluobus verq transformationibus 
propriis diuersis, sequentur totidem repraesen-
tationes diuersae ad N pertinentes'**).. — Hinc 

*) In hoc enim casu, si ad ipsum phrasin extendere volumus, haecs 
N esse valorem expr.y*D (mod. M),' siue NN = . D (mod. iW) 
signifioabit, NN—iDesse multiplum ipsius A?radeoque rz^ O. 

**) Si ex duabus transformationibus propriis diuersis eadeai repraesen-
tatio defluere supponitur, illae ita se habere debebunt: i) x V=5 
« ? » ' — Vy>, y _ _ H,-B' j f t y ; 2 ) » ' = »?«'< —> » ' / / ' , 1/ = = » » f 
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facile colligitur, si oranes transformationes proS 
•priae formae (F) In((?)habeantm% ex his.omnes 
repraesentationes ipsius M per (.F) ad valorem 
iV pertinentes sequi, Vnde quaestio de reprae-
sentationibus numeri dati, per formam datam!(in 
quibus indeterminatae yalores inter se primos 
.nanciscuntur) r inuestigandisg reducta est ad 
•quaestionem de inueniendis omnibus transfor-. 
mationibus propriis formae illius in datam ae» 
•quiualentem. 

.: Applicanda iam adL ,hae<v ea • quae in art; ' 
„162 do.cuimus, facile concluditur: Si repraesen-; 
,tat£o, aliqua numeri M per formam (F; ad ya* 
loreiri JV pertinens sit haee; x «= #, y-.= ' y* 
formulam generalem omnes repraesentationes 
eiusdem numeri per formam (JF), ad valorern 
jV^ p-grtinenteSj comprehendentem fore hanct 

^ m (Xb - j - ye)u yt'-i- (cta + Vb)tt" . 
.̂ _ _ ^ _ ? y , ^ ^ _ _ _ _ _ ? ^ ffl 

diuisor communis maximus numerorum $, 2#y 
c; et £r u omnes numeri, indefinitei aequationf 
u --*«* *Dw = « » satisfacientes» 

170* Si forma («, &, 0 ancipiti" alicui ae~ 

.quiualens s adeoque formae ( JW, JV, — ™ - Jf 

tam proprie. quam improprie, siue tam. forma® 

<• isr, "iv, -~~i— )} <Fam h m c w — &>« ~JF~J, 

•+ **'»'. Sed ex duabus JiequationibuS tojt* ^ M^==«t^'=-h »'V 
..*.(»»&. Hr- IK) — »(«« 4 - : « * ) — if»'(«*. -+- »«) *"* ' • ' ( » » ' ^ 

tic), facile deducitur esse aut M ===*0 aut p =-s M't * =s >"» M 
JMT '==5 o iam exGlusimus» 

N- a 



-proprie': repraesentation.es numeri ' M nabebuii-
tur per formam (.F> tanijuad< valorem 2VY quam 
ad yalorem • -—• Ny pertinentes. "Et vice'.;versa 
si plures repraesentatiories numeri- M per eari-
dem forraam (F), ad valores •opp0sitofexj)ts<yf.& 
(mod.-Mj, Nj — Nr pertinentesiiabenturVfor». 
ina .{.!') formae (G).tam proprie vquam.-im-pro<-
prie-aequiiialens -erit, formaque anceps assigna» 
l-ipoteritj-cui (^'aequiualeat..." 

Haec generalia de repraesentatioiiibus 
Iiic sufiiciant: de repraesentationibus, in qui-
bus indeterminatae'"' vaiores' inter se non .primos 
iiabent» infra diceriius. Respeetu •aliarum' prd-
prietatum, formae quarura determiriaris- est ne-
-gatiuus prorsus alio mddo sunttractandae»-qiiaA 
Forraae determinantis |>6sitiui : cruare iam vtras-
que •seorsim eorisiderabimus,-, Ab illis tariiquam 
facilioiibus; initium facimus., 

171. PROBLEMA. Ptopositafovma quacunque(a, $'t • 
a') cuius determinans: negatims, = — D} designanU D 
mumerum positiuum, inuenire formam huicproprie aeqm-
ualentem, {4* B^ C), in.qua A non ^ y ^ t A B non 
> lAj C non <^A. 

Soiutio, 'Supponimus in forma propositanon 
pmnes..tres. conditones simui locum £abere: a-
lioquin'enim aliam formam' quaere reopis nort 
esset;. •'• Sit• b' residuuniabs. miH; riurrie**i; — b 

' . . • • ' .-,.'' b'b' .4. D . 

secundum modulum -a^),--"';atqu:e a44 *= 7- f 

*) Obseruare conuenit, si, fornjaej.alicnius (a, b, a') terminus primus 
• vel vltimus a vei a' sit = ; o, ipsius determinantem esse • quadra-
tunj .posjtiuum r quare iilud in easu praesenci enenire. neeuit. — 
Ex simili ratione termini cxteri a, *' formae deterrai nantis negati-
nl, signa opposita habere non possunt. 
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qui erit integer quia •£'$'•== 'bb, W^ D =H£ -f* 
j) = <m'== o (mod. a'). Iam si a" <J a', £at 
denuo 6" resid.. abs. min.' ipsius — &' secun-* 

&'/ 6" 4 . D 

dum mod. a", .atque a'" — —^7—% Si. hiq 

iteram a'" <J a", sit rursus £'" res. abs.-.miu* 

ipsius &"secundum mod. a'-"atqueaIV =-—-^77—-• 
Haec operatio continuetur donec in progressi-' 
one V , -\a" 9 a"' s alv etc. ad teraiinum am + i 
perueDiatur, qui praecedente suo am non sit 
minor, : quod tandeni euenire deber," quia alias 
progressio irifinita"•numeroram integrorum con-
tinuo'. decrescentium haberetur* Tum forma 
(am, bm, a^+O omnibus conditionibus satisfaciet» 

Dem. '• I.' In progressione formarum (a, bt a% 
(a', h', a"), (au, b", a'") etc, 'quaeuis pfa'ece-
denti est contigua, quare vltimaprimae proprie. 
aequiualeris erit (artt. 16,9, 160). 

II. Quum hm sit residuura absolute mini*. 
mum ipsius — &m-~-i secundum mo'd. «^.'"ma» 
ior quam §am noii eir t (art. 4)» 

III. Quia an-am*i = D + #ra &m» atque" 
amix n o n <j-a01, am am non erit > D 4 b™bm

f 

et quum 6m non > iam, am am non ' erit > D Hh . 
f am am et |am am non > D* tandemque &ra non 

ExempL Proposita sit" forma (3o4j 2.17, i55) 
cuius determinans =='— 3 i . ...Hic inuenitiir' 
progressio fonnaraxm'(3o4, zijyiSS)} (i55,~« ; 

N ' 3 
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' 6 v a5), (s5 ? i2? 7)? (7 , 2, 5)? (5, — 2, 7). 
Vltima- est quaesita.; —- Eodem modo formae 
(121, 49» ,20), cuius. determinans — r-~ 19, ae-
quiualentes inueniuntur: (20, — g, 5), (5, .^, 
*» 4),.'(4, i» 5 ) : quare (4, 1," 5) erit forma 
quaesita» 

Tales fornias (A, B} C), quarum deterini« 
nans est negatiuus et in quibus A non > y/* *D, B 
non > %At A non > C, farmas reductas vocabimus* 
•Quare cuiuis formae determinantis negatiui, fpr-
sna reducta proprie aequiualens inueniri pot-
^erit.' 

172. PHOBLEMA* Inuenire conditiones, sub quU 
lusduae formae reductae' non identime, tiusdem deter-
minantis, ~r- D, (a, b,cy (a'f b') c') proprieaequk 
valentes esse fossinU 

Sol. Supponamus, id quod licet, a' esse non > 
^ , f o r m a m q u e « ^ - | - 2 ^ y + cyy transirein a'x'x* 
4* ib'x'y' 4 - c'y'y' per substitutionem propriam 

• a?,= «xi f fyt y ~ vx, + fy,t Tumjhabebun-
tur aequationes 

^ « « . + • 2 ^ , + . ^ = - * ' . , • . . • . . . .••... [1] 

*""" 3*' ^ . i» •».• • • .• . • «. . . . ' * • • • • . . [5] 

Ex [ijsequitur aa'~=[a*+by)* 41>yy£quar@ 
'&a' erit positiuus; et quum ac = D + #6, a V = J9-^ 
b'b', etiam acy a'c' positiui erunt; quare a, a',c,c4 

omnes eadem signa habehmit. Sed tum a tum 
a.'non> v^f5? adeoqueWnon > | 5 - qUare 
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xnulto minus Dvv(-= aa' — (a* -fJ #y)5) maioc 
quam | D esse poterit, Hinc ^.'erit aut = o^ 
AUt . = l±.•• !• 

L Si y « o, ex [3] sequitur esse aut 5 
==:i,£= j}aut* = — i, ^m—i» In vtroque casn 
fit ex [ij a' .s= a," et ex .[a] 6' — £. = ±i C^ 
Sed b non > §«, et h4 non > §«' proin etiam 
non > §a. Quare aequatio k* -— J = +, 6<% 
consistere nequit nisi fuerit 

aut b == &', yncie sequeretur c> =• •. -^;— 
bb ' - f - JD A 

= = . r, quare formae («, &, c),: (a% b4>.ef). 
identicae essent contra hyp. 

îif 6 = —• b4 = rt. I0» In hoc etiam ca«s 
su erit c' •==. c formaque («•', #', c') ^rit («,-—•V) 
i e.. fofmae (&,&,€,) bpppsita. Simul patet for-
mas ha.s esse ancipites propter zb ' = *-fc* a+. 

II. Si y = ±. i, fit ex [i] a** 4~ C —• ar 

.= j± 2.b**< Sed cnon minpr quam ,af adeoque 
noii minorquam -a4i liine ~ a** 4- <r — «' siue 
ai* certo non minor quam a*«\ Quare quum 
a&non sit rnaior quam a,. erita nonminor quam 
«<*, yiide necessario aut « = o, aut = ,±L X." 

i ) Si * = o, fit ex [ijf, a' = r, et quoniam 
& neque maior quaia <;, nequeminorquamV, erlt 
necessario a' = a = <?»•• Porro ex [3] fit £3/=: • 
—~ i,.ynde ex [a]. & 4- 6' ^2 =h. & = :* fe 
Hinc simlli modo vt in (I) sequitur esse 

N 4' 
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aut b t = P , in quo casu formae *(», b, c) 
(a* b\ c') forent identieae, contra hyp» 

aut b = — #>, in quo casu formae(«, ^ 
*)> G»V &'> c 0 erunt oppositae. 

2) S i ' * T = ' j ^ i, ex [1]..sequitur ^" zb — ® 
\*t*. c <— «'. Quare quimi neque a, 'neque c 
'<•*', erit 26 non <J 0, et non < c» Sed'• 2& 
.-.etiam non > », neque > c9 vnde necessario ± : 
2& -s=s a =s rj.et hinc ex aequ. qr zb ~ a -f-/c 
*—. /1', etiam === «',. Fit igitur ex [2] b' s= «(«£ 
,+ yty + £(«*' 4- ^ ) , siue, propter «* —, ^ =• • 

: | j , £' — b = a(*£ 4~s >*) + ? i y = a ( « f + yt 
• d; £>), quare neoessario, vt ante 

^ aut b ~ b\ vnde formae « &,.£)# (a't b\ c*) 
Identicae, cont rahyp. . . '•/.•• 

^aut h s=2- — £', adeoque formae 'illae op« 
positae. -Siniul in hoc casu.propter a = rfc 2#„ 
fbrmae erunt ancipites» 

Ex his omnibus colligitur, formas (a, b} c) 
•(«', b't c') proprie aequiuaientes esse non posse 
nisi fuerint oppositae, simulque aut ancipites^ 
aui a z=z c — a' j=z c', In hisce casibus for-
mas, (a, by c), ( a ' , . &>? c') projprie aequiualere? 
•vel a priori facile praeuideri potuit; si enim 
fbrmae sunt oppositae, imprdprie, et si insuper 
ancipites, etiam poprie aequiualentes esse dehent; 

•si vero a = ^•forma ( — — . a «__ ^ ay 

formae (a9 b9 c) contjgua et proin aequiualens 
er i t | sedpropter D f bb=i ac = aa.BxE2&~2b 
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«=: za — o.b, forma verQ(2« — %by a —Bt-ft).est 
anceps; quare (<v V <0 oppositae suae etiam 
proprie aequiualebit» 

Aeque facile iam diiudicari pofcest quando 
duae formae reductae (a, b,. 0» («'» &'i «0 nbn 
oppositae improprie aequiualentes esse possint. 
Eruot enim Impr. aequiualentes, si (a, b, c) 
(«', ~ . &', c0» quae non identicae erant, proprie 
sunt aequiualentes, e t contra. Hincpatet, : condi-
tionems sub qua.«//a&imprqpriesintaequiuale'ntes, 
esse, vt sint 'identicae, insuperque aut ancipites 
aut a = c. —-. Formae <vero reductae quae ne-
que Identica.e sunt aeque oppositae, nequepro-
prieneque improprie aequiualentes esse"poss.unt. 

ziyS. PROBLEMA. Propositis dmbus formis eius-
dem determinantis negatiui^ F et F', imiestigare vtmm 
„sint:-aequaientes» 

Solutio. Quaerantur duae formae reductae 
/ , f Eorxais •• Fj: F' resp.,'• proprle aequiualentes: 
si formae / , / ' sunt proprie, vel Improprie vet 
vtroque modo aequiualentes, etiam'.F, F' erunt? 
si vero / , / ' nullo modo aequiualentes ..sunt, 
etiam F$ F' non erunt. 

- Ex art. praec* dari possunt quatuor casus ;• 

•l) Si / , / ' neque' Identicae neque oppositae, 
F, Fl nullo modo aequiualentes erunt. 

a) Si / , f sunt frimo vel identicae vel opposl-
tae, Qtsecmdo fel ancipites, ̂ ¥el'"|efBTtto» ^ 
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suos extremos aequales habent: F, F'-
tum proprie? tum improprie aequiualentes 
eruht. 

3) Si / , / ' sunt identicae,- neque vero ancipites 
neque termirios extremos aequales habent: 
Ff F* proprie tantum aequiualebunt. 

4) Si /*, / ' . srnit oppositae, neque vero ancipi-
tes, neque terminos extremos aequales ha-
bent: F} Fd proprie tantum. aequiualentes 
erunt. 

Ex. Formis (4r, 35, 3o), (7, 18, .4.7) qua~ 
ru.m determinans = - 5 , reductae "(1, o* 5)? 

(2, 1, 5) aequiualentes inueniuntur, quare il-
lae nullo "modo aequiualent.es erunt. «J. For-
mis yero (^5, 38, 65), ( i 5 , 20, 27) aequiualet 
eadem reducta (2, x, 3), quaeVquum simul sit' 
anceps, formae (23,. 38, 63), (15, 20, ,27) tum 
proprie' tum improprie aequiualebunt. -— For-
mis (37., 53, 78), (53, y3, 102), aequiualent 
reductae (9, 2, 9), (9, ~ 2, 9) quae quum sint 
oppositae, .ipsammque termini extrem^ aequa» 
les : formae propositae tam proprie quam imv 
proprie erunt aequiualerites, 

174« Mtiltitudo omnium-.formaram reducta-
.rum, determinantem datum ;-^- D habentium^ 
semper est Jfimta, et^ .respectu numeri Z?, satis 
modica: formae hae ipsae vero duplici modo 
inueniri possunt. Designemus formas reductas. 
determinantis — 13 Indefmite per Ca>..&i'f)> vbi 
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itaque omnes • yalores ipsorum «, b, * deterniina < 
ri debent. 

Methodus prima. Accipiantur pro a omnes 
numeri, turo positiui tum negatiui non ma. 
iores quam* \ f %D, quorum reslduum qua-
draticum —• D, et pro singulis a, fiat b sucees-
siue aequalis omnibus valoribus expr. sf — D 
(inod. a% non maloribus quam la, tum positiue 
tum negatiue acceptis; c vero pro singulis valo-

ribus determinatis ipsorum a} b, ponatur = fL±ff 
a • • * 

"Si quae formae lioc niodo oiiuntur in quibus 
c <$ a, liae erunt reiiciendae3 reliquae autem 
manifesto erunt reductae. 

Methodus secunda. Accipiantur pro b omnes 
liumeri* tum positiui tuni negatiui, noti maiores 
quam f y r |2), siue' .yf | D ; pro singulis b .re-
soluatur bb 4- D .omnibus quibus Keri potest 
jnodis in binos factores (etiam signorum diuer» 
sltatis ratione liablta) ambos ipso 2^nonmino-
res ponaturque alter factor, et quidem, quan-
do iactores sunt inaequaies, .minpr, ' = ; a, alter 
™ c. Si quae formae Boc modo prodetint,. in 
quibus 'a > y ^ §Df erunt reiiciendae, reliquae 
vero omnes manifesto erunt reductae. — De-
nique patet, nullam formam reductam dari pos-
se quae non per vtramque methodum iiiue-
niatur.-. . -

Ex. Sit D ~ 85. Hic limes valorum ipsi-
us a est y^-f-0 qui iacet inter 10 et n , Nu-: 
meri vero inter ? et 10 (incl.) quorum residuura 
»- 85, sunt i, a, 5, IO. Vnde habentur for-
inae duodecim: ( i , o, 85), (2, -i, 43), ( a , — 1 | 

'43) , (5,-o, 17), (10, 5, 11); ( io — 5, riOs(— 
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( — 5 , 6, —. 17), (— 10, 5,— 11),. C— 10, - r - 5 , 
- I I ) . -

Per methodum alteram limes valoram ipsi-
us & habetur 1/~~-, qui situs est inter-5 et 6. 
Pro b •— o, prodeunt forraae (1; o,' 76), .(— *» 
o, .— 85), ( 5, o, 17),.. (— 5, o,..-— 17). pro 
b — zt 1 liae: (2, ~=k 1, 45) (— 2, ±z. 1,..—. 
43). ' Pro Jb-s= j± .2 nullae habentur, quia 89 
in duos factores, qui ambo non J> 4S resol-
ui nequit. Idem valet de ±_ 3, +1 4» Tandem, 
pro 6 • = j± 5, 'proueniunt (10/ rir 5, n ) , ( — 

'io,- ± 5, — . i i ) . 

i^S* -Si ex omnibus lormis reductis • de-
terminantis dati, formarum binarum, quae, licet 
non identicae, tamen proprie sunt aequiualen-
tes, aiterutra ,reiicitur.: fonnae remanentes hac 
insigni proprietate erunt praeditae, vt, quaeuis 
forma eiusdem determinantis alicui ex ipsis 
proprie oit aequiualeris, et quidem vfticae tan-
tum (alias enim inter ipsas aliquae proprie ae-
quiualentes forent)* Vode patet, omnes fovmas 
einsdem detevminantisin totidem classes distribtu posse 
quot formae remanserint% referendo scilicet formas 
eidem reductae proprie aequiualentes in. ean» 
dem classem. Ita pro J9=s=85, remanent foraiae, 
( i , o, 85),(2,1,43), (5, o, 17),(10,5, I I ) , ( — 1, 
o, — 84)» (—2, 1 , - 4 3 ) , (— 5,o9 — 17), ( - 1 0 , 
5 — i i ) j q u a r e omnes formae determinantis — 
85 in octo classes distribui poterunt, prout for-
mae primae, aut secundae etc. proprie aeq.ui-
tialent» Perspicuum te ro est, formas in eadem 
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classe locatas proprie aequiualentes fore, far-
mas ex diuersis classibus proprie, aequiualentes 
esse non posse, Sed hoc argumentum de• clas-
sificatione f ormarum infra • multo fusius exse-
quemur* Hic vnicam obsemationem adiici-
mus. Iam supra ostendimus,. si determinans 
formae (a, b, c) fuerit negatiuus =. — D,a etc 
eadem signa habere (quia sc i l ice t^ .— bb' -~f-
D adeoque positiuus); eadem ratione facile per-
spicitur, si forjnae .(*, b} c), « b', cy sint. ae-
quiualentes, omnes af c, a% c< eadera signa ha-
bitiiros. Si enim prior in posteriorem per 
•substitut: * .== **' + V» V = >*' + V *rans~ 
i t : -erit «** + 2b*?'+ cyy == fl',hincaa'.==(a« 
JL_ -ffg\% M Dyy9 adebque certo no.n negatiuus; 
quoniam vero neque % neque a4 = o esse pot-
est erit aa' positiuus et proin signa ipsorum 
a a" eadem. Hinc manifestum est, formas 
quarum termini exteri sint positiui, ab iis qua-. 
rura termini. -exteri. sint negatiui, prorsus esse 
separatas, sufficitque ex formis reductss eas 
tantum considerare, quae terminos suos exterps 
ppsiliuos. habent, .na.m.'reliquae totidem sunt 
multimdine,et ex illis oriuntur, tribuerido'ter-
minis exteris signa ppppsita; idemque'valet de 
formis ex reductis reiiciendis et remanentibus» 

176. Ecce itaque prp deterriiinantibus qui-
b.usdam. negatiuis tabulam. fprmarum, secundum 
quas omnes reliquae eiusdera determinantis. in 
ciasses distingui possunt; apponimus autem, 
ad annotat. art. praec., semissem tantum, scili-
' cet eas. quarum terraini exteri positiui. 
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i (x,'-o, l ) . 
2 (r, O, 2)* 
3 ; ( l , 0, 3), :(S|f 'I,-,2). 
4 (*,o,; 4),'•(%• 0, 2).' 
5': ( i , o, 5),: (2, i-,:-5). 
6 ( t , o, 6), (2 ; o, 3> 
7 (*> °? 7)» (% r> 4)-
-8 '(*, -oi «X (s, o, .•4),/(o', r f -3 ) ; 
9 -•(*,- o> 9), ( a , - i , 5 y ( 3 , o, 3> 

10 (r* Op/lO), (2, o-, 5)v 
i i (-i, ol I I ) , (a, i , 6), (3 , i , 4), "(3 — r,< 4). 
12 (l,- O, 12), (2, o, 6), (3,- o, 4)# (4, 2, 4). 

Superfluum foret hanc tabulam hic vlterius 
contimiare, -.-quippe quani infra multo aptius 
disponere dacehimus» 

Patet/itaqiie, quamuis formam determinan» 
tis -—* ic, forniae x"% -f* yy' proprie aequmalerey 
si. ipsius ..teraiini exteri sint positinr, vel liuic 
—~xx — yy, si/ sint negatiui; quamuis formani 
cleterminantis — 2, euius termini exteri posi-
tiui, formae xx + zyy etc,; quamuis forrnam 
determinantis —-. i i , cuius termini exteri pasi». 
tiui, alicui ex his xx - j - nyy» o,xx ^ zxy -+• 6yy» 
"Zxx + Q.xy -}- ^yy,3x% — %xyj\* 4 # ©tc. 

•177» PBOBLEMA» Hahetur shries formariim, qua-
rum quaenispraecedenti aparte posteriori contigua: desi-
deratur Iransformatm• attqua propria primae informam 
quantcunque serieu 

Solutio» Sint formae (fl,MO=*='-*V(a', #V«'0 
=e W(*"> *", 'a«0 =? '.?";(«'", b"'t a^) = Ff" 



.etc. Designentur -7^» """'a< "V —77- etc* ".*e-
spectiue per fe', &", h"' etc. Sint ihdetermi-
natae formarum ' FrF',F£ etc^ac, yj *', ^ j *';» 
«r/'.etc Ponatur jF1 transmutari 

fn„ .F positis * ' = «'*' 4- eV> ? * = > ! * + *V 
jsv/ 6 ¥ ¥ x = *,tx"'-\*£,4y",y = y 'V '+^ '# / / . 

e t c 

T u m quia'.F tratfsit in P positis x z=.*—y't 
y ___ xt + ^ y ; j / jjj _jw positis.«*'= — y"t y' 
__ #// + , k" y"; F" in F" positis a?" zr.—sr'", 
y'.' — #'"v-4- ti",'y'" e.tc. (art. 1.60), facile erue-
tu r sequens algorithmus (art. i5g)s 

y __&' . 

i,v=AIV*"'->'" 

*' _=o 

, v _ _ ^ 

c = _ _ i ; 
£// __&"£/— «' 
g///_"^///g//__«// 
fo=#ve'//-_>' 

e tc 

v/ 
y// 

y ' " 
yiv 

—-
—-
-— 

~ 

I 
J/ 
&/ 
/̂// 

4 » « = C 
* ' i « = 6 " 

_<v '«/ 

* siue 
6' = — 1 
g// __^//C 
g///__^///C//•*-.£/ 

eiv~frvew'—;e" 

-etc 

y ' = X . 
y " = £ ' 

yiv = $ " 

#/=a,/y—£ 

*v=d»iv #«--•* ' ' 

."Omnes has'transformationes esse proprias 
tum ex ipsarum formatione tum ex;art, 169 hui-
lo negotio deduci potest̂ . 
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. AJgofltnmus; Hc ' perquaei simplex,-et .aet 
calculum..expeditus, algoritluiio' in art* 27 expo» 
sitcrest analogus, a'd" quem • etiam reduci pbi-

iest *)«,'• Ceterum . solutia liaee ad Formas deter» 
minantis negatiui non est r'estricta,-'-sed'',ad,'o-
nines-casps ..patet, si modp. nuilus. numerorum 
tf^af^a"' etcv —.0» 

178. PROBLEMI. Propositk dua&us formis F, fs 

eiusdem determinantis negatiui, proprie aequiualentibus t 
inuenire transformatiqnem aliquam. propriam, alterius in 
alteranu 

"£0/t:
:Supponamus formam F esse (A,B,AJ) 

e t p e r methbdum 'art* 171 inuentani iesse' pro1-
gressionem. formarani (A'9

 :B^AJ')P (A"f B<\ A"') 
etc. vsque ,ad (Am, .Bm, kA

m+-*) quae sit redu-
cta:. similiterqun '/• "esse (a9 b^a4) et .per ean-! 
dem-; metnb&um. inueritara seriem («', b'9 a<% 
(aa

f b", a'") vsque ad(au,'••'b*9 sn~"), quae .sit 
reducta» T u m duo casus 1'ocumhabere pbssunti' 

I. Si formae (Am
f Bm, A™*-1), (a», 6", 

an+. 1 j s-pLnt aut identicae, aut oppositae simul-
que ancipifces* Tum formae (Am—\ Bm—*,'..J2m). 
(an, —- &*»—*, an—J) erunt contiguae (designante 
Alu~l , terminum progressioms.. AtATA",«• * A# 
penultimum, similiaque Bf*—*,•.-.««»—1, #»•—*),. Nani 

•) Erit scilicet in signis art. 2?, £« •==='& [— h", h>"— AiV 
- i* fon], vbisignaambjgueposita, essedebeht ; — ,-$, ; H ; 

. •+.'+! j ' prout»iformae .4*.,.-+ o ; I t ' 2 ; - 3 .et ^ : ~ . ' ~*"*, 
Ihi — h", h"'..,.. ±L /»"], vbi «igna ambigua esse debent 4 . 
--*•; 4- -•' + ;'•— . •—•; —•-«+ prout SJ .forrhae 4fe 4« o; 1; 2 ; 3. 
5ed hoc, quod quiuis facile ip»'e confirmarepoterit, fusius exsequj, 
nobi* breuitas- non permittit. 
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4 » •= an 9 Bm-% = — Bm (mod. Am )f £n~s== 
—- bn (mod* an siue -4™')» vnde Bm—* —. I"1—1 

^bn~~Bm adeoque = o,siformae(^m ,S«« 34
n'"h)? 

(an, bn, tfn-*x) sunt identi.cae et = 2&n adeoque 
^ o? si sunt oppositae et ancipites. Quare in. 
prpgressione formarum (A, B, A'), (A\ B4, A"). 
. . . . (Am—1,Bm—1,Am ), (an, ~— 6»—i, ^ - O . O " " 1 , 
— ^n—a^n—a).,. (a', — b, a^, (a, b, a') quaeuis 
forma praecedenti contigua eritj adeoque per 
art. praec. transformatio propria primae F in 
vltimam / inueniri poterit.. 

II. Si formae (A™ , B™ , • ^ - + 0 , («n, #», 
tf»'+i),non identicae, sed oppositae simulque 
•y/m =c= ^ m -** r^: «n = «n + *• -Tum progressio 
formarum (^, 5, ^ ' ) , 0**'» &> #0 -->*(Am , B°\ 
A™+-%(a\ ~- b*~*, an~*), <(«*-?, — b«~% 
a*> —?), . . . («',.— #* «)i' («» #> «0 eadem propri-
etate erit praedita* Nam A™-*1 = an, et^ Bm 

-—<••• bn~~l •=. — (bn -f* b^—1) per an' diuisibili.s. 
Vnde per arr. praec. inuenietur transformatio. 
propria formae primae jPin •yltimam / . 

Ex. Ita pro formis • (a3, 38, 63), ( i5 , 20, 
27Y habetur progressio (23, 38, -63), (63, z5$ 

io), .(10, 5, -3), (3, 1, 2), ( 2 , — 7, 27) (27, — 
20, 15), ,(i5 ,20, 27), quare h'= i , &" = 3,*'", 
•*- '2,' fciv = ~ 3,- &v =3. — 1, /ivi— o. .Hinci 
' deducitur transformatio formae 2%xx -j- 76x9 
•<f- .63J/# in 15tt' • 4 - 4oto + 27«!» haec : •*•» .— 
i$t — '18», y == .8*. + I I « . - V 

O 
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E& solutione hac nullo negotio sequituf 
solutio problematis: Si formae F, f impropriesmt 
aequmakntes, imienire transformationem impropriam 
formae Fin./.' Sit eni ra /=att 4 '&btu -f a'«» eritque 
forma opposita app — afrpgr TJ- a'qq forniae ff 
proprie aequiualens. Quaeratur transforraatio 
propria formae F in iliam, x ==-«p + %, # = 
^ _|_ ^ patetque F transire In / positis '# = 
^ —- £#, y = yt — 8qy hancque transformatio-
nem fore impropriam» 

•Quodsiigitur-fofmae F9 f tam propriequam 
improprle sunt aequiualentes: inuenirl poterit 
tam transformatio proprla a!i<!raa quam.impropria» 

179; , PROBLEMA. Si fornia ,F,'f smt -aequiua-
tentest inuenire omnes transforntationes formae' F"in /• 

SoL ,SJ formae .F, / vnlco tanrum modd 
sunt aequiualentes L e» proprie tantum vel im-
proprie tantum: quaeratur per art. praec. trans-
formatio vna formae Fin f, patetqu.e alias qaain 
quae huic sint similes dari non posse. Si ve-
ro formae F, / tam proprie quaan improprie 
aequiualent, quaerantur duae transformationes® 
altera propria, altera .impropria», Iam, slt for-
ma F = (d, B, C), BB ~,AC = -~ D, nu-
merorumque A^ zB, C dluisor communis ma-
admus ===*»• Tum ex art» 1.62 patet, In priori 
casu omnes transformationes formae F in / ex 
vna transformatione, .in posteriori omries' pro-
prias ex propria omnesqiie improprias ex im-
propria deduclpossej, si znodo omnes solutio*-
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nes aequatlonlsft ~f- tyuu — mm habeantur, • Hil 
igitur inuentis problema erit solutum. 

Habetur autem D = AC — BB, 4D =» 

/,AC - ABB, «pare £ = 4 ";£ - 0 ' erit 

Integer. Iam si 
i> — > 4» erit D > M : quare in tt 4-

jjuu ~ mm, wnecessario debebitesse — o, adeo-
que t alios valores quam - j - m, et — m habe*-
re nequit» Hinc si F, f vnico tantum modo ae«» 
quiualentes sunt et transformatio aliqua x —: 
*%' '-\- *%', y 'z=z v x' 4- V : praeter hanc ipsam 
quae prodit ex t — m (ar t . 162 ), et hanc x 
-— «#' — %'> y ='•-— >#' — %' aliae locum ha« 
bere non possunt. Si vero F, f tum proprie 
tum improprie aeqwiualent, atque propria ali-
qua transforaiatio habetur x . = »x' *f. Cgf', —yx* 
4- tyU impropriaque x = «^*' ~f* £#', y = >*V 
•f %' , praeter illani (ex i — w) et hancce 5 = • 
—» *<#' — C y\ y = • — >'*' — < '̂ (ex t ~= — 
w) alia propria rion dabitur; similiterque nulla 
impropria praeter x .==' «'#'-+- £'#',#.=— •>•*'•+ <5y 
e t x = — *'x*—'%', # ' ••== —'i ^ ' "— ^y'* 

2)Si — = 4» siue D = w , aequatio « 
4- Duu = mm quatuor solutibnes admittet t, <u 
s= », o ; —r m, o ; o, 1; o, — 1. Hinc si F} f 
vnico tantum modo sunt aequiualentes et trans* 
formatio aliqua # = *x' -f Cy', y = yx' 4- ^ -
qnatuor omnino transformationes dabuntur, x -^ 

^h «x' **• £y, y=^ y* ~ $y > ^ = '+• 

.. m ;iW , m 

"O U 
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ro jF, / duobus modis aequiualent, siue praeter 
transformationem illam datam alia ipsi dissi-
xnilis habetur; liaec quoque 'suppeditabit 
quatuor illis dissrmiles, ita vt octo transfor-
mationes habeantur. — Ceterum facilei demon-
strari potest ..in hoc casu F, f semper reuera 
duobus modis aequiualere. Nam qimm D = 
mm =:* AC — BB, m etiam ipsum B metietur. 
Formae (-» -'* -) determinans er i l=— i, quare 
formae ( i ,o , - i ) veihuic (— i ,o ?—i) erit aequi-
ualens. Facile vero perspicitur, per %eandem 

A B C 

transformationem per quam (- -^ ~> transeat, 
in(=± 1,0,±t i)formam {A, B, C) trarisire in(£.« f 

o,±zm), ancipitem. Quare forma (A, B, Q , ah-
cipiti aequiualens, cuiuis formae, Cui aequiua» 
let, tum proprie tum improprie aequiualebit» 

3>Si ™ •= 3, siue 4 # = 3««.. Tnra m 
erit par omnesque solutiones aequationis tt HK 
JDuu = « erunt sex, #, » = *», o ; — *», o ; |i», 
!..; _ jt», __ i- £*», — i\ -~ lm, i, Siitaque 
duae transformationes dissimiles formae F in / 
habentur, * = *x' + V» # == >*' + V> * = ; ' 
^ / + 6'^/? /̂ = >'•»' + <̂ V • habebuntur duo-
deeini transformationes, scilicet sex priori similes 
X = ± ~ • «* ' =± '%' , • ^ = fc > * ' r ± fy'; 

« *, rh (J. - ^ ± ^ > *' =t ,(|e - ~^)f; 

> = ±=<Jj> 4 % ^ ) * < ±; C j * + ^lif^!; 
* « r±(f« + " S L ^ V i (|^+ ^LA*? .̂. 

i = * (1> ^k j t l^^x$*- .^ l f )» ' -



et sex posteriori similes, quae ex his nasctnu 
jtur ponendo pro„«* ^ y> $ hos <*'? &f y'> .&• 

Quod vero in lloc casu sesnper F,f vtro-
que modo aequiualent, ita demonstramus. For-
mae (—> - ' ~ ) determinans erit = —. > i ? 

-a. ~—: 3, adeoque (art. 176)aut formae (±zi9 o, 
z± 5) aut tiuic (a, i». 2) aequiualens. Vnde facile 
perspicitur, formam (-4, 5 , C) aut formae (=tl% 
o, ±2 f m) aut huic (4:»» fm, =±w)*) quae amba@ 
sunt ancipites, aequiualere adeoque, cuiuis ae-
quiuaienti, vtroque modo. 

4) Si supponitur £ « 1, fit'(£)» : « 4. £ 

— 2, adeoque = 2 ( m o d . 4). Sed quum nullum 
quadratum esse possit = 2(mod. 4) hic casus 
locum hahere nequit-

5) Supponendo £ =? 1,. ^ O s =• 4 ~ - ? 
•j = —• i (mod. 4)» Quod quum impossibife 
§it etiain Hic casus nequit locum habere* 

Ceterura quum 'B neque » 0, neque ne* 
gatiuus sit, alii casus praeter ermmeratos dari 
non possunt, 

180. PROBLEMA. Inuenire onmts repraesentatio» 
ms- numeri dati M per formam axx j - 2.bxy ,-f- cyy 
. . . F, deterntimntis negatiui — D, m juibus •#,. y 
vulores inter se primos nanciscnntun 

*) Demonstrari potest, formam (A, B, ® aecessario porteriori ae(£«*-
uslere ;. sed hoc bic »on necessariunu 

0 5 
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SoL Ex art. i54 pate.t,. M eo quo requl^' 
ritur modo^repraesentari non posse, nisi — ' D. 
sit resid. quadr, ipsius M. Inuestigentur ita-
que.primo omnes valores diuersi(i.^.incongrui) 
expr.i/" — D(mod. .A7),qui'sint N, ~ ' N, N' N\ 
N", — N" etc.; quo simplicior euadat calcu-
lus, omnes N, N' etc. ita determinari possuntj 
vt non sint > £M. lam quoniam quaeuls re-
praesentatio ad aliquem horum valorum per-
iinere debet singuli seorsim considerentur, 

Si.formae F, (M, N, L±-IE), non siint 

proprie aequiualentes, nulla repraesentatio ipsl-
us M ad valorem N pertinens dari potest (art„ 
168). Si vero- sunt, inuestigetur transformatio 
propriaformae Fin Mx'x'%- 2,Nx'y' + ^-—yy 

quae sit x^=. *%' + %', # = yx' -f $y'f eritque# = 
*) y — y repraesentatio numeri M per F ad N 

. pertinens. Sit diu, comim raax. numerbrum Jtt 

zB, C, = m distinguanturque tres casus (art* 
p raec j r 

J ) Si — > 4, aliae repraesentationes ad N 
pertinentes quam hae duaelx =="», y ~ y^x 
= —».*j y szz — > non dabuntur(artt. 169, 180);• 

2) Si -— i= 4? habebuntur quatuor reprae* 
sentat-iones x ~ j± *, y z=z ±_ i\ % = zp 

~^T- ? y = i= — — -



4D 5) Si ~ = '3, habebuntur «« repŝ aesen* 

tationes, x — 3= «» y ~ ±: >; x = ± ( |* — 

^~~\y:=:±(i y +^~irJL)i * — ̂  (I* *+! 

Eodem modo quaerendae srait repraesett» 
sentationes ad . valores' .— JV, N'f *— iV' ©tc. 
pertinentes» 

i 8 r . Inuestigatio repraesentationum nu-
meri i$2 per formam .F in quibus #, y valores 
inter s enon primos habent, ad casum iam con. 
sideraturn facile reduci potest. Fiat talis re« 
praesentatio ponendo x = y.er y = j , / , ita vt p 
sit diu, comm. max. ipsorum •&, p/, siue *, / 
inter se primi. Tum erit M = ,w(Ate + aJ?«/ 
4 '07) adeoque per w diuisibilis, substitutio 
vero x t= e, y ̂  / erit repraesentatio numeri 
— per formam .F, in qua *•, y valores inter se 
primos habent. Si itaque M per nullum qua-
'dratum (praeter i ) diuisibilis est, e. g, si est 
numerus primus: talesrepraesentationes ipsius 
' M non dabuntur.' Si vero -4 diuisores quadra-
ticos implicat, sint hi w*t »», *•«• etc. Quae-
rantur primo omnes repraesentationes numen 
^ per formam (Ar A Q, in quibus x, jr.valo-
res inter se pximos habent, qui valores si per 

multiplicantur praebebunt . omnes. repraeaen-
tationes ipsius .Mj in quibus diu. eomm.-maxf 

numerorum iw, # est M, Simili modo omnes 
repraesentationes ipsitis' $. i n quibus valores 

O.4.. 
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ipsorum x, y Snter se primi sunt, praebe-
bunt omnes repraesentationes ipsius M"in qui-
bus diu. coram* max, valorum ipsorum x, tj 
est r etc, 

Palam igitur est, per praecepta praecetlen-
tia omnes repraesentationes niimeri dati per 
formam datam determinantls negatiui inueniri 
posse. 

iSa. Descendlmus ad quosdarn oa<u;.s par-
ticulares, tum propter in.siimem ipsorum rle-
gantiam, tum propter a^siduam opiTumab ili. F.u-
lero ipsi.s impensam, vnde classicam qua-i dl-
gnitatem sunt nacii. 

I. Per formam xx -f- yy ita roprae.sentari 
vt x ad y sit piimus, (siue in duo quatlrata in-
t e r^ sepnma discerpi), nullus numerus pums! 
nisi cuius residuum quadraticum VAA - i, tal<>s 
voro nurncrij positiue accepti, omnes pMtrrunt,. 
6~it fll talis munorus, onmusque valorrs vxpt\ 
\T— i (mod. i\7) iu: A', — A\ A'', — A', A'" 
— A-,/ eto. Tum per art. i~ti furina ( j : , A» 
A*.V 4 i 

- - - ) formae ( i, o, x) proprio a^qmuaVns 
vvlt. Sit transformatio altqua proprta inuus in 
ill.;m, x — *#' -I» Cy', jr >. j r ' -f<' w/%c-runti|tio 
r< prrifisentationes numi*ri M pur Ibrmam .r.v -}. 
?'»/ ad Ar pertinentes hi miatuor *;: .r — n+ «, 
:., =•.-_ +r *> * n* ~.~ *+_: *>, # r— ±n a. 

•} Fatet coin, bunc cawm itib (a) »l. ijft» «g!«Btti» e#$e* 



Quum forma (r? o? i ) sit anceps, patet* 
etiam formam (M, —- IV, ^iLtLi) ipS£ proprie 

«equiualentem fore» illanique proprie in lianc 
transmurari positis x = *xf — %', y = — yx* 
-j» Itf, Hinc deriuantur quatuor repraesentatio-
nes ipsius M ad — 2V pertinentes, x = ±-. *, 
i/ :-... HH= ^ ; K --̂  7+ ?, i' i_- ~P a. Mnuifestum 
itaque rst, octo rfcpraesentationes ipsius iW da-
ii , ipiarum s*imissis altera ad Ar, altera ad — N 
portineat; sed hae mnnrs vnicam tantummo-
do diseorptionem numeri XI in dno quadrata 
exhibent, M . ** 4 ; ? , siquidem ad qua-
drata ipsa tantuin, neque vero ad ordinem ra-
dicuinue signa spectamus, 

Quoclsi itaque alii valores expr. yf — i 
(mod. M\ praeter A' et — JV nou danlur, quod 
<?./.;. oucnit, quando iV/est numeruspriinus, M vni-
co tantum modo in duo quadrala intor se pri-
ma resohii pnterit. Jam (pium — i sii resi-
duum quadradcnm cuiusuis numeri primi for-
mne \n -f- i (art. io8), manifestoque numerus 
primu.s* in duo quadrata inter vse «on prima dis-
cerpi nequear, habcmus theorema: 

Q:r.t.'.s numtrus prlnws formae 4« ~f" T in • dw 
quctdrcitct deconiponi yotesl, ct qitidem vnko tanium mo~ 
do. i i» H- i, r> - r ~\- 4, i 3 = 4 *+• 9> 
i? :. • i -f* iG, "0 - : 4 -p :»:"), 5y = i ~f 56, 
i\i • iG -f- :>/>, f)3 ~~- 4 i- 4pj 6x = 25 •+• 
r»tJ, 7") ...-•. y - j - G43 «9 = 25 + 645 37 — x § 
-J- 8 i etc. 

O 5 
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Theorema hoc elegantissimum iam Fermaw 
tio notum fuit, sed ab.ill. Eulero primo de» 
monstratum est, Comtn* nou, Petr, T. V* ad an-
nos 1754, 175Sr p.'-3 W- J n p 1F> d i s s * e x > 

stat ad idem' arguinentum pertinens> p 3 sqq.f 
sed uim rem penitus nondum absoluerats vid. 
imprimis art. 27. 

• Si igitur numerus aliquis formae 4» ~f 1 
aut pluribus modis aut nullo modb in duo qua-
drata resolui potest, certo non erit primuis. 

Vice versa autera, si expr. <%/* — 1 (mod* 
M) praeter N et — N alios adhuc valores ba-
betr. aliae adhuc repraesentationes ipsius iHda« 
buntur, ad hos pertinentes. In hoc itaque casu, 
M pluribus modis in duo quadrata resolui pot-
erit e, g* 65 == 1 •+• 64 = 16 -f- 49» 221 ==: 
25 -f- 196 ~ 100 -f- 121. 

Repraesenfationes reliquae, in quibus x9 y 
valores obtinent non primos inter se9 per met-
hoduin nostram generalem facile inueoiri pos-
sunt.. Gbseruamus tantummodo, si numerus. 
aliquis factores formae 4« -f 3 inuoluens, per 
liuilam diuisionem per quadratum ab his Kbe-
rari possit (quod Het, si aliquis aiit plures^ ta-
lium' factorum dimensionem iiitparem habet), hunc 
nullo rnodo in duo quadrata resolui posse *)., 

*) S« numerus M •== 2?Sa^b^cv\,, ita vfc #, b,.e~etc. sint niimerl 
primi itiaequales forraae 4» »4» 1, atque S productum ejc omni-
bus factpribus primis ipsius M forroae 4« «-{-. 3 (ad quaro formam 
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II. Per formam xx -f- ZIJIJ nullus nume-
TUS, cuius nonresiduum —,zf ita repraesenta-
l i pOtest vt x ad y sit primus, reliqui omnes 
poterunt. Sit -• a residuum nunieri Ms at-
que N valor aliquis expr. yf — a (mod, Mj. 
Tum per . art. 176 formae ( 1 , o, 2), ( M, N9 

—-r--"*") proprie aequraalentes erant. Iranseat 
illa proprie in hanc ponendo x z=z *x' ~f* -V' 
</ m >A-' -f- <VJ eritque #• —• *, yr r= > reprae-
sentatio • nnmeri JHT ad iV pertinens. Praeter 
quam et lianc a? — —~ ** y = • — > aliae ad # 
non pertinebunt (art. 180)« 

Simili modo, vt supra, perspicitur, reprae-
sentationes x — =± *, y =•. HH > ad valorem 
'.— N pertinere. Omnes yero hae quatuor 
repraesentationes vnicam tantum discerptio-
nem -ipsius M in quadratum et. quadratum 
duplexexh iben t , et si praeter N et — N 
alii valores expr.y'" — 2 (niod. M) non danttir, 

^aliae discerptiones non dabuntur. Hinc acliu-
mento proposs. art, 116 faciie deducitur theo-
rema; 

qtiiuis numems positiuus reduci potest, faciendo ft = o quando 
M esfc impar, et S = T quando M nullos factores formae 4« -+-
S implicat): M nullo moda in duo quadrata resolufpoterit, si S est 
non-quadratus} si vero S est quadratus, dabuntur | ( i - f - ' ) ( ^ h i ) 
(y - f - i ) etc discerptiones ipsius M, quando aliquis numerorum 
«6, C, ,y etc. est impar, aut ^ ( a - + i ) - (£ -4- i ) (y-f~i) etc, ~jL | y 
quando omnes <«, £, y etc. sunt pares (siquidem ad quadrata ips* 
tautum respicitur). Qui in calculo combinationum aliquantum 5Unt 
versati, demonstrationem » huius theoreipatis(cui, perinde vfc aliis 
yaVticularibus, immorari nobis non liceii) ex theoria nQStra,generali. 
feai*d difficulter eruere poterunt, Cf. art. Ie5» 
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Quiuis numerm pnmus formae 8« 4 - i vel Hm 
-f. 3 in quadratum et quadraium duplex decompanl 
potest et quidem vnica tantnm modo, i —:.: I -f* o, 
5 = 1 + 2» i* = 9 -f* 3, 17 = 9 -h **> i! | 
= 1 4 - i 8 , 4r = 9 4 - 52, 43 =:•: a5 -h I<% 
69 zrr 9 •+» 5o, 67 r = 49 -f 18, 7$ rrr 1 -f-
7 2 , «3 = 81 4~ 2* 89 = 81 4- 8, 97, = ii5 
4 72 etc. 

Etiam hoc theorema, vt£ plura simiHa» 
Fermatio innotuif: sed ill. La Grange primus 
demonstrationem dedit, Suite desrechcrthts d^Anik* 
metiqm^ Nowu, Mem* de f Ac, de Berlin lyy&t 
jp. 5a3 i-ff. Multa ad idem argumentum perti-
nentia iam ill. Euler absoluerar, Specimm d* vsu 
obsermtionum in malhesi pura Camm* nou, Petr* 
T. VI p* i85 sqq. Sod denionstratio completa 
theorematis semper ipsius industriam eltisif, p . 
aao. Conf. etiam diss. in T. VIII (nd aimos 
1760, 1761), Supptemcntum quorundam thcorcmatum 
ariihmetkorum, sub iinf 

TIT. Per methodtsm similem demonstratnr, 
quemuis numerum cuius re.siduum tjuadr. -If; 
•— 5 ronraesentari pns.se aut p^.r fonnam xx -•[-
Zv-u, aut per luinc i\xx ~{~ <.>.xtf -f~ "yuy iia vt vnl<»r 
ipsius .r ad valorom ipsius y sit prijnus. Uua-
re quum — 5 sit residuum omnitmi nunmrormra 
primorum formae ?hi -f 1 (art. n\i) manife-
stomie per ibrmatn L>XX -f- xxu ~h ".yv iuvmerE 
parrs tanium repracsentari possint: eode.ui xno-
clo VL supra hahetur theorcma: 

http://pns.se


2 a i 

Quiuis nutmrus primus format y,i ~f-* i in quadra-
tum et quadratum iriplex decomponi potest, et quidem 
vnieo tantum modo, i :, i - j ~ 0 , 7 — 4 + 3 , 
i l 1 -f- 12, 19 rr„ 16 4 - 3 ? 5 i = 4 + 3 7 , 
57 " *->.5 -h i2 j 43 = 16 4* 275 6t = 49 + 
12, 67 = 64 + 3 , 7 3 = 1 + 72 etc . 

D e m o n s t r a t i o n e m hu iu s theoremat is ill. Eu* 
fer p r imus t rad id i t in commen ta t i one m o d o 
Iaudata , Comm, nou, JPttr,'T. VIII, f* i o5 sqq. 

Simili m o d o v l t e r iusprogred i et e. g. o s t en -
d e r e po>semus, quomui.s n u m e r u m pr i inum for-, 
m a e LM>:> ~\- 1, vt-.i v.on -f- 5 , vel 9.0 n -f- 7> vel 

VOK ~{~ () Ojuippe q u o r u m r e s iduum — f>) pe r 
a lUTutram formam.r.v -f- '">r/i;? ?.v.v-p''..r^~{-5;/_2/ re-
•pratvi.-muui posse, et qu idf in nuniCTOS pr imosfo r -
iruan ^on -J- 1 et *;M>;J -{» 9 por pr iorem, pr imos 
f i rmae ••<*« -{- 3 , ->.o«-|- 7, pe r pohier iorem, neo 
n o n ciupla p r i m o r u m formae 9.ov.~\- r, <?,o« -f- 9 
piT fiinnain i*.r.r -J- <.\xy -f- 3:/r/, dupla p r i m o r u m 
lormno »v>;: -f 3, ^.oK-l-r, perlormani.rA--f-5?/-r/:sed 
h a n o propos i t ionem in l in i tasqueal iaspar t icu lares 
quiuis propr io m a r r e expraecedentifous et inira 
i r adend is der inare poter i t . — T r a n s i m u s i t aque 
fid hirr.ias dftermiaantis positiui, et o u u m l iaruia 
indoh4s prorsus alia sil, q u a u d o de te rminans est 
quadra tus , alia, q u a n d o non cpiadratus: formas 
<le:t<:rmlnantis quadra t i h io pr in io exe lud imus 
jioatoaquo soorijim coiisiderabimus* 

i85« PmoiiLE&fA, Proposita forma quacunqm 
-(sf !>, a% Gtmis dMmmtuttis posititms aon* quadratus 
» D : mmnm f&tm-am kuie proprk aeqtiiualmtem, {A, 



2 2 2 

B, C), in qun B sit positiuus et < .yf B; Avero 
si est positiims, vel —' A% si A negatiuusf inter-f D 
$t \TD — B situs. 

Sol. Supponimusin forma proposlta Ytram* 
que conditioneni nondum locura. habere; alio» 
quin enim aliam forinam quaerere opus non 
esset. Porro obseruamus, in forma determi» 
nantis non-quadrati terminum primura • .vel, "vlti-
mum = o esse non posse (art. 171 ann.). Sit 
W = — b (mod. a') atque intra Jimites y^ Z? et 

^T D +^ a situs (accepto signo superiori, quan-
do V positiuus, inferiori, quando est negatiuus) 

fieri posse simili ratione vt art, 3} facile 
demonstratur^ pbnaturque . b'b> ~ R == a"$ qui 

.erit integer, ' quia b'b' — D = bb — i> = * M ' = 
o (mod. 0')« lam si au <; a', iiat denuo bu = 
— b4 (mod* a'0 et inter sf' D e ty^ D +r a" si-
tus (prout au po§itiuus velnegatiuus) et •——~Z— 

=.« '" . Si hic iterum du/ .< 'a", sit 'rursus b4" 
,== — #'/(mod. a'*'), etinter-^1} etyfD"* aUlsitus 

atque fll!f!lll-Z.?. = .:alv« .Haec operatio conti-» 

imetur, donec in progressione a', a'\ atu
r a™ : 

€tc. ad terminum am+*;perueniatiuy praeceden-
te s™ non minorem, quod tandem euenire de-
bet, quia alioquin progressio infinita numerorum 
integrorum continuo decrescentium haberetur» 
Tum positis am = A, bm ^= B, am-+* = -C, for-
ma (A} B$ C) omnifous conditionihus satisfaciet," 

quod 
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Dem* I. Quoniam in progressione forma» 
rum (a,. b% a% W* V, a"), («", 6", «'") etc. 
quaeuis praecedenti est contigua: vltinia (A, 
B, C) primae '(<*, b, a') proprie aequiualens erit.' 

1L Quia B inter yf D et yf'D 'tp ^ situs 
est (accipiendo semper signum superius quan-
do A est positiuus, inlerius quando A est 
negatiuus): patetj si ponatur \f D — B = p, B 
~» (<f D^ A) *=='$, hos p, q fore positiuos. 
lam facile confirmatur? fore qq -\-zpq -\-zpfD 
= D + ^ ~~ BB; quare D + ^ — 5 5 
erit numerus positiuus, quem ponemus = r9 

Hinc propter £ > = 5 5 —^4C, fit r = ^ — 
AC, adeoque -4^4 — ^ C numerus positius: quia 
¥ero per liyp. A non est maior quam C, m&ni-
festo illud aliter fieri nequit, quam si AC est 
negatiuuSj adeoque signa ipsorum A, C opposi-
ta. Hinc BB s= D ~\ AC < I? adeoque5<; 
sfD. 

Hf. Porroquia — ^ C == D — BB} erit ^ C 
< D, et hinc (quia A rion < C), A <^ %f D« 
Qmrey^D z£A erit positiuus, adeoque etiant 
Bf qui inter fimites %f* D et • \f D += A% est 
fiitus» 

IV» Rioc a potiori v^ D + B +^ A positi-
litis, et quia yf D - B ±r ^ = — £,.' est ne-
gatiuus, r t ^ situs erit inter yf D -f B et f D 

'•—. By -Qv-k U 

£#. Proposita sit forma (67, 97, i4o)> 
€uius determinans c=='29. Hic inuenitur pro-

file://-/-zpq
file://-/-zpfD
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gressio'formarum(67, 97? r4o)> (*4o# """" 9% % ) 
(67, — 37» 20 ) (20, — % — 1), (—~ *> !)> 4). 
Vltlma erlfc quaesita. 

Tates formas (Af 5 , ' C) deterrninriTitis posi-
tiui non-quadrati D, in quibus .// p* »Mtnm :u> 
ceptus iacet inter yfD + B et 1/^ / > ~ ^ . # 
vero positiuus est atque <$ yf D, fc>rni.is rt.ir.-
stas vocabimus. Formae itaque redue?tae d«:t»ir-
xninantis positiui uon-tjuadrati aiiqua xitum t>ii~ 
ferunt a foraris reductis determinanti.-» iu><,ntiui; 
sed propter magnam analogiam iiif«*r lia- vt 
iilas, denominationes diuersas i n t roc lua j r e IU»-
luimus* 

184. Si aequiualentla .duarum fnrmarnm 
redttctarum determinantis positiui ae< jiui ia» i!«) 
dignosci posset, vt in forrais de term inatiti.-» 110-
gatiui (art. 172), aecrulualentiam d u a r u m inr-
marum quarumcunque elusdem drf * •nniri.mft*-; 
positiui nuilo negotio diiudicaro possfrmi-;. S''d 
fiic res longe aliter se habet, i i tu i i ju^ pnif-,i 
vt permultae formae reductae inter ••" u^jui-
ualentessint. Antequam iuujue probff t na hn, . ,;-
grediamur, profundius in naiuram iori i i , .ni t int!-
ductarum (determinantis positini m»si quudr.ui, 
quod semper hic subiiitelligendumj iiujiuiri» 
necesse erit, 

1) Si (cf, 6, c) est forma rech t*tn, a <-t c 
signa opposita habebunt. 3Sam p o s i ' 0 dftfriui-
nante forinae = V, erit ac = bb-—lJt adu'»q-.<v 
propter (> <-*f D, negatiuus. 
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•&) Ntimerus c perinde vt a, positric ac-
ceptus, inter f D ~\~ b et f D — b sitns erit. 
Nain — € — ~ — — ; quare, ahstractione faota 

i • • t / ' — * ' ' ri¥ D — bb . 

a <.i''iin, c lac-obit mter „ et -_. i. e. 
" ^ ' \/ ;•• -t- « y^ D — & 

in t .T v"-^ — '"' v l ^ '*'" *•'' 

"*) lliuc natfjt, ..etiam (c? fc, <?) fore formam 
reductam. 

.;) Tum a tum r urunt <J o.fD. Vterque 
enim v>t < \ r /M- />? adooque a p o t i o r i ^ a ^ / A 

V; Numf.nis '; .situs orit inter f D etfD 
... rt f;u:('«,pt«» MiHio .suporiori quando a positi-
uus, "utli-ri-ui qti.mdo rM negatiuus), Quia e-
itiin -:• .: i.avt int* — f D -\- b et x/"2> — &, 
orir ••- .: — (Y /" ' ' ) " f'!)- hU1(- «'' — C-ŷ -D î™ a> 
pi^itiiut-i (j -~• f D antom est negatiuus; , 
qi.anmbrom b iui^r ^ / . J et fD += tf erit situs. 

Prorsus <*odem modo demonstratur, b inter 
%

r i ; ct fl) z+ c iaoere (prout c pos. vel neg.> 

C») CW»w / o m « rtductae (a, b, c) ab~ vtraqw 
parte coniigua est redttcia vna} et tton plures* 

Fiat a1 =™ c, ¥ IE — * (mod. «0 et inter 

y^D et fD •.?- a' situs *), e' = £ H z i f , eritque 

forma (a'> *', f ' ) ^ a e («» ^» O a ^ vltima 

• | Vbi «fpw nmWgu* «nrt, tupertow smper ytim qtundo * ' tit 
peiiinsui» iiiftfier» «fitntwta #* negatlutj». 

P 
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parte cootigua, simulque " manifestam est, si 
vlla forma reducta formae (a, b, c) ab vltima 
parte contigua "'detur,' eam ab hac («' b'? c

1) di-
uersam esse non posse» Haric vero reuera es-
se reductam, ita demonstramus* 

A) Si ponitur, ^fD rf- 6 ^ *' -~ i13' ^ ° ' ~ 
(yfD — b) = g, V ^ — & = *-, hi|», ?, r ex f 2) supra 
et defm. 'formae reductae erunt positiui. Porro 
ponatur h< — ( / * # ^P *»')' = l'> V^? """ h' = 
r ' eruntque #', *•' positiui, quia b' iacet inter. 
V -̂D ety^D ^ V . Denique sit b ' + &' = _±. 

' i»a' eritique •» integer. lam patet esse p -f- g'-
s= 6 + K adeoque b ~{* b' siue ± i wa' posili-
uurri, et proin etiara,m% vnde sequitur m — i 
certe non esse negatiuurru Porro fit r ^h qf 

~h « 1 ! ' = a K r h « ' , siue 26' = r ^ q* ±z (m 
•.-~ i)a% vnde zb' et 0' necessario erum po-
sitiui. Et quoniam&' + r'•==='vr A eri t&'< v ^ " 

.•• B) Porro lit r ±. ma* = JV + &', siue 
r ^t(m - i V = vf-D 4 b* q= av; quare, y ^ 
_j_ &' +i 0' erit positiuus. Hinc et quoniam 
-+ -gt _ ( y ^ . — #') B= <jr', adeoque positiuus, 
q= a' iacebit inter ^ D 4- M et / S ^ - K —«* 
Quocirca (ay, ¥% c4) erit forma reducta. 

Eodem modo dernonstratur, s i f ia t 1 ^ = ay 

*b =z — b (mod. *c) et inter ^fD et ^ D ^t '< 
situs, 'a = ' 'f"*~L?,, formam {% % '•*) fore re-
ductara. Manifesto autem forma haec formae 
(a, 6, 0 ' a P a r t e P r ^ a e s t contigua, aliaque 
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reducta praeter ('», 4b, ' 0 hac proprietate prae» 
dita esse non poterit. 

Ex. Formae reductae (5, n — 14), euius 
deterrninans = 19 r, a parte vltima contigua 
reducta (~- 14% 3? i3), a parte prima vero 
haec (—: 22, 9f 5). 

7 ) Si formae reductae (0, b, c) a parte vltima 
contiguaest reducta («', b4, c4): reductae (c}b, a) 
contigua- erit a prima parte forma (c4, b4,.a)\ 
et si reductae (0, 6, c) a prima parte contigua 
est forma(4a, 4b, 4c); reductae (c, b, a) reducta 
(4c,1

4b, 4a) contigua erit ab vltima parte. Porro 
etiara formae (— % 4b, — 'c)t (— a, b, — c ) s 

(— a4, b4, — c4) reductae erunt, et secunda 
primae, tertia secundae ab vltima parte conti-
guae, siue prima secundae, secundaque tertiaea 
parte prima; similiterque tres formae Q—c', b4 

— «0>.(— c> b-> »)>'(— %:'b) "~* » • . Haec tam 
obuia sunt vt explicatione non egeanr* 

i85. Multitudo omnium formarum re« 
ductarum determinantis' dati I) semper est H-
nita, ipsae verd duplici modo inueniii pos« 
sunt» Designemus indefinite omnes formas re« 
ductas determinantis D per (»,-#, O , ita vt 
omnes valores ipsorum. % &, c determmare 
oporteat. 

Methodus primtt* Acciplantur pro a omnes 
numeri (tum. positiue, tum negatiue) minores 
quam 2. %f /> •cruorum residuum quadraticum 
Z?, e't pro slBguIls a7 ponatur' b aea;ualis omni-

• i* »• • 



Bus valoribus positiuis expr. / D (mod. « ) 
inter y^D et.^fD =+ » iacentibus, cvero• pro 
singulis valoribus determinatis ipsorum ' a, -b, 
gonatur = bh ~ D . " Si quae formae hoc mo-

do oriuntur, iq quibus J± a extra ^ " D -f- 6 
et V -̂O ~ ^ s i t u s e s t* reiiciendae sunt» 

MeihoAus secunda. Accipiantur pro b omnes 
numeri pdsitiui minores quam yfD, pro singu-
lis b resoluatur bb — D omnibus quibus iieri 
potest modis in jbinos factores qui neglecto 
signo inter'"v^i5 ' ' + b et •/*" D — b iaceant, 
ponaturque alter == % alter == c. Manifestum 
est, singulas resoiutiones in factores prae-
bere binas formas, quia vterque factor t u r n s 
a, tum =5 c poni -debet* ' 

£x. Sit D == 79 entntque Valores Ipsius 
^viginti duo qp i , 2 ,3 , 5, 6, 7, g, 10, i3 , 10, i5* 
Vnde inueniuntur formae vndeuiginti: (1* 8, —-
i5),(a f 7 , - • i5), ;(3, 8, ~ 5), (3 ,7 , — 10), (5, 
^ , . - 3),- (5, 7, —• 6), (6, 7, — 5), (6, 5, ~ - 9), 
(7, 4, — 9 V (7, 3,.—. 10), (9, 5, — 6) , (9,4» 
~ 7% (IO> 7» - 3), ( io , 3, .— 7)s < i3 , .i, — 
6), ( I 4 5 3? — 5) , .0#, $, 7- ' t),-(1:5,7, - . 2 ) , 
( i 5 , 2, — 5), totidemque aliae quae Jfiunt ex his 
si. terminof um exteforum signa commutantur, 
puta (—-i» 8i25), (—- 2,7, t5) etc. itavt omnes 
triginta octo sint, Sed ex his reiicietidae sex 
(±1 1%."1, H= 6), ' £ L 14, 3, H- 5), (zp i5 , 2,-
± . 5)5 reliquae triginta duae omnes reductas 
amplectuntur* Per niethodum secundam eae«» 



sag 

clem forma prodeunt sequenti ordine*): (=fc 7, 
5, =+ 10), (=± io, 3, += 7 ) , (-+ 7 , 4, -57 9 ) f 

0 * 9 s 4 , + - " 7 ) . ( ^ 6, 5, 4 = 9 ) , ( ± 9 f 

5, =+ 6), (r± 2, 7, +: i5; , (±=3, 7 } += 10), 
(±_ 5, 7, += 6), (z± 6, 7, •=+ 5), (=t 10, 7 , qF3) 
(=± i5 , 7, + 2), (±= 1, 8, =+ i5) , Q± 3, 8, H= 
5) , ( + 5, 8, += 3), (=t j5 , 8, zp i ) . 

186. Slt F fbroia reducta determinantis 
J), ipsique ab vltimo parte contigua forfna re-
ducta F4 ? huic iterum ab vltima parte cOntigua 
redticta F"\ reducta J?'" ipsi F": contigua ab 
vltima parte etc. Tum patet? omnes formas 

- JT', F1', F'-' etc» esse prorsus determinatas, et 
tum inter se tum formae F proprie aequiua»» 
Jentes. Quoniam vero multitudo omnium for-
maruni reductarum deteraiinantis dati est fi-
nita, uianifestuni est, ojnries formas in progres-
sione jnfinita F, F\ F" etc. diuersas esse non 
posse. Ponamns Fm et Fm"-ya esse -identicas, 
eruntque Fv—*t FwA-*— 1 reductae, eidem for« 
mae reduetaea parteprima contiguae, adeoque 
identicae; Mnc eodem xn.odo' #«•—2 et jTm-Hr̂n—® 
etc. tandemque F '§t Fn identicae erunt. Qua-
re in progressiqne F, J**\ F" etc.,' si modo sa« 
tis longe continuatur, necessario tandem forma 
prima F recurret; et si supponimus Fn esse 
primam identicam cum F, siue omnes F', F"-. .•. 
j7n—i a forma F djuersas; facile perspicitury 

omnes forroas Ft F, F ' . *,* F"—l diuersas fore« 

#j p r o j , == 1, — ^g Jq duos fackorcs qui neglecto jigno rnter 
y 7 9 + ! e t Sf !J$ ~~rJ >»ceant> resolui nequit; quare hic yalor 

#rst prsetereundusj' ex eadtmque,, ratione valores z et 6. 
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Complextim Iiarum .fbrmarum vpcablmus peHe» 
ium formae F, Si igitur progressio vltra vlti-
mam periodi forniam producitur, eaedem for-
snae F, F', F" etc» iterum prodibunt, progres-
sioque tota infmita F, F\ F'4 etc. constituta 
erit ex hac periodo formae F infinities repetita« 

Progressio F, F\ F" etc. etiam retro oon-
tinuari potest» praeponendo formae F redu-
ctam 'JF," quae ipsi a parte prima est contigua; 
huic iterum reductam ".F, quae ipsi a prima 
parte contigua etc* Hoc modo habebitur pra-
greSsio forinarum vtritnque infinita 

.*.•'"*•, >JF, % F,:F", F», F"'r>.-
perspicieturque facile, lF idenficam fore cum 
jra-~rw/jp cum'.Fn—2 etc, adeoque progressio-
nem etiam a laeua parte e periodo formae FP 

infinities repetita, esse constitutam. 

Si formis F, F<s F", etc. '.F, »F. etc. 
fribuuntur Indices o , i , 2" e tc , —< i» —• 2 
etc» generaliterque formae jPm index m} for-
mae mf index — m, patet, formas quascunque se~ 
rieiidentkas fore vel diuersas, prout ipsarum indices 
songrui sint vel incongrui secundum modulum n» 

Ex. Periodus formae (3, 8, 5) cuius 
determinans = 79, inuenitur haec: (3, .8'— 5) 
( - 5,'.7, 6), (6, 5, — 9 ) , C - 9> 4,:7)> C7> 3* 
-_ I O ) 3 (— io, 7, 3). VPost-Yltimam • iterum 
prodit (3, 8, -— 5). Hic itaque » = 6. 

187. Eece quasdam obseraationes gene-
rales circa has periodos» 



SkZr **• 

•i) Si foraiae F, -F*, F" e t c ; *F, »F, MF 
e tc i t a exhibetur: {a,bs ~— «0» (—«'» &'»»'0» («"» 
6", — a"0 e t c ; .(— % % • a), •("*. "*» — '«)» 
(— "/<j, '"£, "a) etc: omnes a, a', a", «'" etc. 
*a, "a, '"a e t c «adfw «g«a habebunt (art. 184* 
i ) , omnes Tero b, b'9 b4i etc* '£,.. "£, e tc erunC 
positiui. 

. s) Hinc manifestum est, mimerum » (mul-
titudinem formaram, ex- quibus periodus for-
mae F constat) * semper- esse parem. Etenim 
terminus primus formae cuiusuis Fm ex hao. 
periodo manifesto idera. signum hahebit vti 
terminus primus d formae F9 si m est par, op-
positum, si m est impar* Quare quum Fn et F 
Identicaesint, n necessario erit par0 

5) Algorithmiis per quem numeri &', bu
t 

bl". e t c , :a°9 a"J $tc- iaueniuntur» ex art» i84> 
6. est h i c ; 

inter limites 

yf& et 

"$'s=-fi- (M.a*) 

y<tEz—b< (M,a"0 

$'"5=-fe"(M.a«0 

e t c 

yfP+a"*-

B - * *'** 

Yoiineolumna secunda signa superiora velinfe* 
riora sunt accipienda, prout a, »'? *'' etc1 sunt 
positiui vel riegatiui. Loco formuiaruiti in co-
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lomna:tertia etiam sequentes adhiberi.possunt, 
quae commodiores euadunt, quando D est 
numerus magnus: 

a™ = i±i!!'(^"—*'") + «'" e t c ° 
#'" 

4 ) Forma quaecunque Fm
9 in periodo 

formae F contenta, proprie eandem periodum 
babet vt F. Seilicet periodus illa erit F™9 Fm -+1 

.-... F"-^*, Fy F'..... Fm—\ in qua eaedem for-
mae eodemque ordine occurrunt, vt in perio'-
do formae Ff et quae ab hac tantummodo. 
respectu initii et finis discrepat. 

5) Hinc patef, omnesformas reductas eius-
dem determinantis D in periodos distribui posse. 
Accipiatur aliqua Iiarum formarura, F, ad libi-
tum inuestigeturque ipsius periodus, F, F', F'* 
. . . . . jFn—*, quam desigoemus per P. $i 
baec omnes formas reductas determinautis D 
nondum amplectitur, sit aliqua in, ipsa non conten-
ta" G liuiusque periodus Q. Tum patet P et Q 
nullam formam communem habere posse; alio-
quin enim etiam G m P contenta esse deberet 
periodique omnin6 coinciderent. ' Si P et Q 
omnes formas reductas ilondum exliauriunt, a-
liqiia ex deficientibus, B% periodum tertiam, R, 
suppeditabit, quae neque cum P neque cum Q 
fo.raiom communem liabebit. Hoc modo con-
tinuare ppssumns, vsquedum ornnes formae re-
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ductae sint exhaustae* Ita.'*. g-. omnes formae 
reductae determihantis 79 in sex periodos dis-
tribuuntur: 

I. (r, 7 , - 1 5 ) , ( - i 5 , 7 , a)i(2,7,—x i5) r(- i5,8, ' i ) . 

J I . ( - I , 8 , . I 5 ) , ( I 5 , 7 , — 2 ) , ( ~ a , 7 , i5) , ( i5 ,8 ,—i\-

111« (3, ,8, - 5), ( - 5,- 7, 6), (6, 5, - 9), ( - 9 , 
4, 7), (7, 3, — 10% ( _ io, 7, 3). 

IV, ( - 3,.8, 5), ( 5, 7, - . 6), ( - • 6, 5, 9), 
(9, 4, — .7), X— lr.3, io)? (— 10, 7, - 3). 

V. (5, 8, - 3), ( - 3, 7,":ip), (10, 3, - 7), • ( - . 
7» 4,, 9), (9> 5> — 6)> (— 6i 7» 5)* 

V I (r- 5, 8, 3), (3, 7, — 10), (_ 10, 3, 7), 
(7,-4» - 9)r (— 9r 5> 6>* (6* 7» — 5 ) -

6) Vocemus formas socias9 quae ex iisdem 
terminis constant, sed ordine inuerso positis, 
vt («, 6, — a'), (— '̂3 #, «)• Tum faciie per-
spicitur ex art. 184, 7» si periodus foroiae re-
ductae F sit F, F, F'.... ^ " - v f o r m a e F so-" 
cia /-formisque'JF3D—»,' F™-~-*:...F",F' resp. 
sociae sint formae / ' , /" . . - . . Z1^2, /n""x : perio-
dum formae / fore / , / ' , frj. * -. fa—2, / a — I , ad~ 
eoque ex totidem formis constare, vt perio-
dum formae F. Periodos -formarum sociaruni 
vocabimus feriodos socias. Ita in exemplo nostro 
sociae sunt, periodi III et VI; IV et V. 

7) Sed fieri etiam potest, vt forma / ipsa 
in periodo sociae suae ,F occurrat9 vti in ex» 
nostro in periodo I et II, adeoque periodus 
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forrnao F cum periodo formao / r n n u o m a r , *i-
no v«f •ptfiodits forniae F slbi iysi sit soria <Ji;nties 
l ioc euonil , i a hao por iodo duae i « u r u t ' ;HN 
cipitos i nue ruen tu r Pmuimih e n i m J>«T i-»f 1JIiri 
formno F cous ta re e :\n fonn i s siue /*' ot /'"-•» 
css» iden t i ea s ; pnr ro sit *.».«-{• i indox i-u m.m / 
in p c r i o d o formae >' *), sims /<*-'•*-+•<- ef F s*>-
ciae. T u m pate.t f t iam /*'' et F~:u foro MX u s 
n e c non F " ot F*n-~l ete. , adno.pio oti.im /<*'n 

ot 'F f r t - i " ' - Sit F m "•-• (^", />"•, - rt,,-+t). ^" ' - + I --a 
(_„n:,%,~f"'j ^'t'"'~s. «!i:-:-')k T u m erit /»!" -}- •';'ii!"1 " 0 j . 
( m o d . a ,v+,t '; r x d r l tm formnrum .soeinrum ven> 
e r i t 6m =T 6«"+' atcpio h ine ••f>»-*-i . o ( n m d . 
«'•«+-'), s ine formne F»-+l anoops. — E o -
d e m m o d o Fv» •***• er. Fln orunt, s o o i a o ; h i n c 
jT2m-}-2 et /?*="—i; F'™** et /''s»—2 etc . t a n d o m -
ciue .FJ1I-J-n et /o»-*-"•*• l , q u a r u m po.storior orit 
anceps , vti p e r s imiie ra t iao in ium iaeilo p r o -
ha tur . <Juia vero m -|- i et ?;:*J'«-|" * .-•• e.un-
clum. m o d . v.n sunt inooii»iui, i o i m a e F'- -<-* ot 
jr.-n 4-n^-i ido.ntioao m>uon;ut '«irc. t«N'», \ rJI r. n lom 
denota t , <piod liio :\n\ Ita in I .suu: Itnin.u) 
ancipi tos ( r . ^, — *"">)• ('•'• ~3 — *:"0> ni U v r > 
r o ( — i , <S, x >), C— -*-» 7t !•»)• 

S) Vico vorsa, q:ueu:.s ptri^-dus, in qu.i '\-.nv.cL 
ancrps occuriit, sii'l :;•.>•; -v.vf.r «*jf. Faci lo »*mm 
pe r sp i c i t u r , hi iV:t: *»it fonna r e d u r r a am o p s : 
fo rmam ipsi s o c i a m , (<piao otiam «*.sr ro -
d u c t a ) . s imui ipsi a p.nvte pr ima ooiiri?;i,.im 
cssoa i- e. if,r'--"1 e t F m sociat». T t i m vcr«> io~ 

•> Indt-x S,?- nfc»"<<3r?i) PJ-.« :mj-ar, ^nt i m&u:(t>sts ittmlzl pilm; f . r . 
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fa periodus sibi ipsi socia erit, — Hinc pa-
tet, fnri non posse, vt vnica tantnm forma anceps 
in periodo aliqva conienta sit, 

q) vSed etiam ptures quam dum in eadem peri-
odo tsse nequennt* Ponamus enim iri periodo 
formae F, ex s>» formis constante, tres formas 
aa.cipif.es dari FA, F";, F'} ad indices A, y., » re-
epectiue pertinentes, ita vt *> th ? sint numeri 
inaequales inter limites o et a» •—- i (incl.) 
siti, T u m formae JF*"-*1 et FK erunt sociaej 
sinriliterque FK~2 et -F71*1 etc, t andemqueF et 
j^x—i. £ x eadem ratione F et J^M—x sociae 
erunt^ nec non F et jra»—* 5 quare JF**—x, F2^—l

} 

jrai—i" identicae» indicesque a* >—» r, fif*—! i, 
2c — i secnndum moduintn QH congrui eruntj 
et proin etiam * ™ H S » (mod. «). Q, jE. X 
quia manifesto inter limites o et; a« •— i trea 
numeri diuersi secundum xnoduluzn * congrui 
iacere nequeunt. 

x88. Quum omnes formae ex eadem pe-
riodo proprie sint aeqniualentes: quaestio ori-
t u r , annon etiam formae e periodis diuersis 
proprie aequiualentes esse possint. Sed ante^ 
quam OKtendamus» hoc esse impossibile, quaedam 
de transformatione formarum reductarum smit 
exponenda. 

Quoninm in sequentibus de formarura 
tran.sfonnationibus persaepe agendum erit: vt 
prolixiraunu quantum iieri potest euitemus, se» 
quenti scribendi compendio abliinc semper 
vtemur. Si forma aliqua LXX + zMXT Hh 
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MTT per substitutionem X .= *# rf* %» T *=* 
># + by in formam Ixx ^ imxy -Ar nyy trans» 
formatur: sirnpliciter dicemus, (X, M, N) trans-
formari in (I, m, n) per substitutionem «i. •£* v>fc 
•Hoc modo opus non erit, indeterminatas for-
marum singuiarum, de quibus agitur, per signa 
propria denotare. — Palam vero est, indeter-
minatara frimtim a secundain quauis forina pro-. 
be distingui debere. 

Proposita sit forma reducta (a, b, — a")> * * 
f, determinantis D. Formetur sirnili modo Yt 
ia, art. 186 progressio fonnarum reductarum 
vtrimque infmita, . . . . . ' ' / , . '" '/ , ' / ,•/ ' , / ' ' . • •• , et 
quidem s i t / ' == (— a', £',' »"), / " == («",>/'*' 
— .• a'") e tc . ; ' - ' / ==',.( — . '0, % a)t.''f ==.("<? 

• : < _ 'a) etc9 Ponatur t ± i ! == >', ^ - ^ = ^ ' V 

*l±^ -> h<» etci l i i ~ V 'i±2 = '*, ^ 
^=."k etc. Tum -patet, si (vt in art. J77) numeri 
«'• «."} *'" etc. £', £", 6"' etc, etc. forrn.en.tur 
Secundum algoritnmum sequenteni 

a ' = o ^ =—.,i y = 1 . ^ '==A' 
^ f „ £ > &' — &'£' y" = # J"5=A"*'--^ 1 

«W~£' ' J ^ V . ^ V £ ' " - -£ ' ' .^Vss:^1 ' ^ v = = •hW'*<~t« 
etc. 

/ transfoi'matum m 
in per substitutioneKl 
' / ' •', *', y'/ I" 
/ " *", £", y", •*"-
7/// «<",•£'"",• y*" $"' etc. 

omnesque Ims trapsformatioEes fore proprias* 
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Quum ' / transeat in / per substitutionem • 
propriam o, "i, if h (art. 161): /transibit in ' / 
per subst. propr. h, i,,~- I ; o. .Ex.simili ra~ 
tione ' / transibit itt " / p e r 'subst. propr. 4k i9 

' - ' 1 , o ; " / in ' " / p e r subst. pr. <% 1 ,"*-.,/, o 
etc. Hmc per art. 169 eodem modo vt art; 
177 coliigitur, si numeri f*t "«, ">a e t c > ,Q „ £ : 

'"£ etc. etc. formentur securidum algorithniuni 
sequentem. 

.'« = h 
"« = <h '«^t 

4"x = «h"*—."* 
av«=='"A'««--'"* 

• ' f f = * 1 

'"£ = '« 
' " £ = . " * 

' > = r - r -
"yz=/h<y 
'"y~»h «?-'?. 
wy^zifWy-*- !'y 

' ^ = 0 
" £ = . '> 

/"^==. "^, 
n t f - J i ^ 

etc. 

jf transforraatum Iri 

in 
' / 

" / 
" ; / 

per substitutionem 
'-> '*. V '* 

'"•, "£, % " > 
"V"V%- '"£-e tc . 

©ittnesque/ lias traflsformationes lore proprias. 

Si ponituf '* = i, ? t i o , > = o, > = 1: 
hi nurneri eandem relationemhabebunt ad for-
mam •/, quam habent «', ^, >', & ad / ; *", £"> 
y", * ' ad / " e t c ; '«, '*,. '>, ^ ad ' / etc. Scili-
^et per substitutionem. «, 6, >, ^ forma / trans-
*bit in /• ' Tum veroprogressiones iuiinitae V , 
«", «^. e t c , '«, _"*,.'"« .e tc , per intercalationem 
termini *, concinne iungentur ita vt vnam con-
tinuam vtrimque infinitam constituere concipi 
possint secundum eandem legem vbique pro» 
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gredientem ..... " V "«« ' * -» *'> •"? »'" — L e * 
toroeressionis haec .es t : "'* •+ '* = "*"*, "* 

+.,*=='*'«, '«•4 v = H * + -'* = *:•'» -' + 
€/// .___ 'fe./vr e t c , siue generaliter (si- indicem 
negatiuum a •dextr.a scriptumidemdesignare sup-
p.onimtis, ,vt positiuum a laeua) <?m—* +• »?1+-J= 
Jjtn*m Similimodo progressio „ tv''6, '£> e> £' e"* • • 
continua erit, cuiuslex ^ - i 4 C"*r* = k»**rtmi 
et proprie cum praecedente identica, omnibus 
terminis vno loco promotis, C" = ' « , ' £ ' = * , G 

= «' etc, Lex progressionis contiiiuae . . . . '<yf 

'7,y,y'>>" •••••• e r i t - ^ a e o ^ » - » 4 - ^ * * = 
A«>» e t lex hu ius . . . "& '*» ,̂ *'» '*"• • * « r i t ^m"~I 

^ i ^m-i-1 iSa km •+ij*tt insuperf ue generaliter > " = 

: f e Sit.forma proposita / h a e c (5, 8, *~~ 5) 
quae transforinabitur 

in forrnam 
vn/(—iO, 7, ,3) 
vr/(3, 8 , — 5) 
y / C - 5} 7 ? 6) 

^ / ( 6 , 5, - 9) 
C~ 9, 4> 7) 

"/(7A ~ IO) 
y C - i o , 7 ,5) 

(5, 8 , - 5 ) 
( - 5 , 7 , 6) 
( 6 , 5 , . - 9) 
( - 9» 4i 7') 
( 7 J 3, - io) 

/v c— l 0> 7> ? 

/ 
/ ' 
/ * 
/*" 

/V" 

per substitutionem 
- 8 o 5 , . — i52 ,+r45 , + 27 
— i5a, 4 45, + 3 7 , — S 
+ 45, + 17, — 8 , - 5 
+- 17, . — 11, — 3,'-f- a. 
— 11, — . 6, + 2, 4 1 
— 6, 4- 5, -+- i, — 1 

4 5, +" 1 , — 1; 9 
-H .0 , ••+ 

o, — i, 4 r, — 3 
~ ;I, — 2 , — 3,, ~ 7 
— :•;. 2, 4- 3, — 7, + io-
+- 3, 4 5, 4 10 /4 - 17 

, . +- 5, — 8 , 4 - 1 7 , - ? 7 
(3 8 - r - 5 ) | - 8 , - 4.5,- *7>.~™*-
C~ 5, 7, 6 ) | - 45, 4 I 4 3 ™ I 5 2 , + - 4 8 3 

e t c 
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189.:* Circa hunc algotitlimurn. sequentia 
sunt annotanda* 

i ) Oinnes a, a< a" e t c , :'a, "a efcc eadem 
signa habebunt; omnes b, b'> b" etc. 'bf "b etc* 
erunt positiui; in progressione ...". ''h, lhs ti9 

h't h" signa alternabunt, scilicet si omnei 
0, a4 etc. sunt positiui, km vel mh erit positiuus 
cniando m est par, negatiuus quando m impar; 
si\vero a, • a* etc. sunt negatiui, hm vei mh pro 
m pari erit neg&tiuus, pro impari positiuus* 

&) Si a est positiuus adeoque ti' negatiuuSs, 
h" positiuus e t c , erit •«''• = - - i neg.,*''< •==? 
&'"«<>-neg. et > *'' (vel •=*.*" si W' — i ) ; «^' 
_=••&"'«".' __ •«•p 0 8 . . e t '> «'" (quiafc"V" pos,9-
V ' n e g ) ; rtv — &iv«iv -_, «/// p O S j e t £> aw ( q _ j a 

A»v * i v p O S ^ etGt Hinc ' facile concluditur, pro* 
gressionem «', «",•*"' e t c in injfinitum cresce« 
re duoque signa positiua semper duo negati* 
ua excipere ita vt *m liabeat signum -{-, •+,•—, 
— proup m E~ o? i, 2, 3 (mod. 4). — Sl a est 
negatiuus, per simile ratiocinium inuenitur «" 
neg., * '"pos. e t v e l > v e l = *"; ,«vpos. > «'"; 
«v neg. > a

iv e t c , ita vt progressio «', *", v " 
etc. continuo crescat, signumque leraii-
m «m sit -f», .•--, ••_-, -f prout i» =_ o, i , 2, 
5 (mod> 4) 

.. 3) Hoc modo inuenitar, omnes quatuor 
progressiones iniinitas «', «", «'" e t c >? y * ,yn

f 

e t c ; «', *, "'«, "« etc.; ">, '?>, "> e tc continuo 
creseerei adeoque etiam sequentes clim illis 

identicas :,£, C, £" etc.,; .'#, £ &,**- e t c ; C'G* v/g 
e t c . ; ' V ^ e t c 1 et, proutm, ==. o» r, 3,3 (niodv/fy 



_ 24o *~ 

signum ipsius *ra -f'>'=± —• ~'; ! ipsius &" , ±= r 

(-4 *" + ; ipsius ym , ~ + ^T ~~ ? ipsius j*> , 
's^ — • - . .£_. ipsius,»«,+.. r t — H 1 ; ipsius »C,qp 
'+ i t — ; ipsius my$ ^ —-• :±L +••»• ipsius mj> 
4- "̂ jT —-• +., valentibus superioribus quando a 
est positiuus, inferioribus . quando a nega-
tiuus. Teneatur imprimis liaec proprie» 
tas: Designante.m indicera quemcunque posi-
tiuum, «m et ym habebunt eadem signa quando 
a positiuus, opposita quando a> negatiuus, simili-
terque £m et am contra; m* et my , vel mC et™$ 
hahebunt eadem signa quando *? negatiuus, op» 
posita quando a positiuus. 

4.) In signis art. 5a magnitudo ipsorum «m 

etc. concinne ita exhiberi potest, ponendo 
4 - h< = , Jfc', • rt. h" = Jfc'V rp. &'"•. = k4'" 
e t c rfc * : « *,• -qr 'A = 'Jfc',,r£ "* = •.'"* etc. ita 
yt omnes Jfc', .Jfc" etc. VJfe-etc. sint numeri po-
sitiui; «m = d i [Jfc'V *'"» £IV • • • km~~%] >• e,n = d i 
' , [# ' , ' J fc ' " Jfe™ . . . Jfcm ] s • > m = — [*'» *". *''*• • • • •. 
A m - i ] . ' * * = : £ . [fc/,- jfc", * " ' . . . •*» ] ; m« = ^ H [*, 

4 , '<Jfc..... «-iJfc]; m£ = . ± : [*. '*» "*•••••• m - a * ] ; . 
» > . = + ! ['Jfc, "jfe «1—IAJ; **& = ±1 [.'*, " * . - . . • 

«n—ajfc]; s*g*w vero . ad praecepta modo tradita 
deteraiinari debent. Secundum h.as formulas*. 
quarum • dempnstrationem propter facilitatem-
omittimus, caiculus semper expeditissime ab-
solui poterit. 

190. LBMMA* Designantibus » , JU»' m', »,• », ^1 

numeros integros quoscunque, ita tamen vt trium po-
sterionimnuUus sit =0 \dico, si^- iaeeat inter limites 

~- et J" exclusiue, atque sit «»' — nm* — ^ r, &-
ftominatorem > fore maiorem quam n et n<* 
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•JDem* • Manifesto wn* lacebit inter mn' etf 
%wm!

r adeoque ab Ytroque limite xninus differet 
tniam limes alter ab aiterOj i. e. erit « ' - mm 
> nnn* •— *mn' et > j»»»' — mm*, siue \ 
> n* (j«»i, — »*»> et t> » ( ^ ' - - »w>). Hinc se» 
quitur, quoniam jug — '»« certe non === o (aii-
oquin enim"foret ^ = 3 — contra hyp„), neque 

jui»' — ij»' = o (ex simili f atiohe); <sed vterque ad 
aninimum = i*. fore » > , » ' et > ». Q. JE. Z). 

Perspieuuim itaque estj » non posse esse 
== 1, I. e. si fuerit mn* — «» ' == <£. ij inter 

fractiohes — > — hulium humerum integrum 
lacere posse; "Quare etiain cifra inter ipsas ia-
cere necfnit, i e , fractiones istae sigha oppo-
sita liabere nequeunt. 

it)£. THEOREMA, Si forma reducia (&, £, — 0') 
iefermindniis D per substitutionem «, Cf ^ £ transit 
in reductam (A,.Bf.L. A') einsdem determinantisi ia-

«Wf, primo, : —7—7- mter^ei~ (siquidem neque 

7' neque &• = £>,•£. «i jf • vierque times esi fimtus), air 
cepto sigho superiori, quando neuterhorum iimiiuni ha* 
bet signum signo ipsius a bppdsiiuni (siue,, clarius^ 
quando aui vterque iiem habet,aut alier idemf 

altef esi === o) inferiori quahdo heuter habet idem 
vi a % seciindo zz-Y-Eiit inter 3L et~ (siquidem he~ 

que a neque € == b), sighb superiori accepio quahdo 
limes neuter signum signo ipsius a< (vet d) oppositum 
habei, inferiori quando neuter habei idem vt; «'.*). 

*) Mahifestiim est, alios casus idciim habere non posse» qvium ex arfc. 
praec. propter sti1 .— Cy = d c i» limites bini neque signa op*=, 
josita habere, neque simul = . o esse possint» 

<2 



' Dm, Habentur aequationes m* + • %-b*y — 
Mtyy 0 A . . . . [1] ;• a«- f 2*« ^ a'# = - >.-.,• 
[2]. Vnde ; deducitur 

y a \ 

! L — , « — — r — ^ - — • * » '• • '• • • • • ' • L Ĵ 

* — • « 

^ —- ' ' '• - —-—-—•'' * • • * » * t P j 

* • • • • * ^ + # + - » -
C. ~~ ^ 
Aeqnatio 5, 4$ 5, 6 reiicienda erit, si y, *, ", 
C resp. = 6. — Sed dubium liic manet, quae 
dgn® quantitatibus radicalibus tribui debeantj 
feoc sequenti modo decidemus. 

Statim patet in [3] et [4] necessario signa 

fiuperiora accipi debere/ quando neque—neque-^ 

signum habeat signo ipsius a oppositum; quo-

niam aocepto signo inferiori ~ et y * fierent 
quantitates negatiuae. Quia yero A et ^ ' signa 
eadem babent, ^fD cadet inter V^C^ + ^ ) 

e t / • ( D — M') adeoque .in hoece. casu^~T,& 



' ihter—--et j Quare pars prima theorematis 

pro casu priorl est demdnstrata. 

Eodem modo perspicitur, in [5] et [6] ne-
cessario signa inferiora accipi debere, quando 

neqtie — neque ^- signum idem habeant vt a' 

siue a, quia accepto superiori 2!?, ?_. neces* 

sario fierent quantitates positiuae. Vnde protiL 

nus sequitur ZX-pl i pro hoceecasuiacereinter 

— et-^-, Demoiisfcrata esfc itaque etlam par& 

secunda theorematis pro casu posteriorl. Quod-
6i aeque facile ostendi possetj in [3] et ["43 
sigria inferiora accipi debere, quando neutra 

quantitatuni — > y signuni idem habeat Vt • n, 

et in [5] et [6] superiora,quando neque—rieque— 

Signum oppositum habeati hinc simili modose^ 

queretur, pro illo casu -— racere inter 

—et 3 - , pro Jioe •*—-—- inter-£ et —-, siue 

pars primatheorematisetiam pro casu p6steriori4 

€t secunda pro casu priori demonstratae forent* 
Sed quum illud difficile quidem non sit, atta* 
men sine quibusdam ambagibus fieri nequeatj, 
methodum sequentem praeferinius» 

Quando nuilus niimefdrara*, :•'&, yf $ a so , 

*~-et -r~-eadein signa habebunfc yt — > -?-, Quan*» 



do itnque ncutra Imrum quamkatum si^num 
idem habet vt «' siue a, adeoque —VJLllL'' inter 

, * » 
y $ v . a C -

-~et-v cadit; neutra quantitatum - - , •'••.signum 

idem vt a habebi t , cadetque '*' = 

"Z.yl~Zl (propter aa' = D — bh) inter-* e t C •' 
•' ~ ' <? 

Quare pro eo casu vhi neque « nequu C .• . o, 
pars priina thcor. etiarn pro casu secimdo est 
demonstrata (nam conditio vt neque j nequo 
& =™ o, iam in theor. ipso ost adiecta). Simili 
modo, quaudo nullus numeronun *, C •> J •_ o, 

et neque -f- neque -̂  signum Mgno ipsius a 

vel a' opposilum habet, adeoque ^IOZl inter 
* . '* • . n, $ 

— e t y iacet: etiam ^—et-c- signum oppositum 

signo ipsius a4 non habebir, cadetquo ~ — = 
\rU-\-i> . y $ 
— — xnter - - et - . Xn eo Ipitur casu vbi 

" aS l> «J 

neque > neque & = o pars seounda theor. 
etiam pro casu secundo est demonitrata. 

Kihil itaque supcresset quam vt demon-
stretur, partem primam theor. etiam pro casu 
secundo iocumhabere si alteruter numerorum «, 

.£ sit = o» et partem secnndam pro casu pri-
mo si aut y aut £ = o ; At omttes ki casus 
sunt impossihiks* Supponamus enim, pro pnrtta 
prima theor., esse neque y neque $ = o,~ s , C 

non habere signum idem vt a atque es.se i ) „ 
= o, Tum. ex aequ. «^ — e-, = ± : x j ic /« —. 
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=± i, > = _±: r. Hinc ex [1] A = — «', quare 
A et a', adeoque etiam a et ^ ' signa opposi-
ta habent, ynde fit ^f(JD —. f£) > y^D > #• 

Hlnc patet in [4] necessario signum inferiug 
^ccipi debere* quia accepto supetiori - j - Hia» 
nifesto signum Ideni obtineret vt *s* Fit itaque 
__ j> ZL>-£Z^ > r (propter a < yT D -f- & ex 

def. formae reductae), Q. JE. A. quum c = =fc 
i, et^non = o, •— 2)t Sit£ —o* Tumex 
aequ. «£ — £> = _± 1 iit « = =± 1, $ == + 1. 
Hinc ex [ 2} — A4 ~ — a', quare a et 
« et A sigpa eadem habebunt, vnde iIti/"(_9 

4- ~ ) > y^D > 6. Hinc patet in, [3] signura 

inferius accipi debere, quia accepto superiori 

~ signum idem obtineret vt a. Fit itaque ~ 

> Z L f l 4 > 1 Q, .& ^ , eadem ratione yt 

ante. — Pro parte semnda s% supponimus j_e--
que *, necpe C = o ; —*-g- non tsabere signura 
signo ipsius a* oppositum atque x) y ?= o : ex 
aequ. «̂  — ty = ±1 z fit * = ±1 _, $ = _±L 
1. Hinc ex [1] A = <i, quare p' et _4' signa 

eadem habebunt, -?nde Et v^C^ + ~^p ^V^- 0 

> £»• Quocirca in [6] signum superius erit ac« 

cipieadum^ quia aceepto inferiorij -^ obtineret 

signum oppositum signo ipslus a'* Fit igitur 
J> K. \trm' 

Q5 



€ non == ou Tandem 2) si esset $ s» o., ex 
•«*-^. ffy S = . ± L - ? ' fit-S == i l i j >'=3 .r±i 1, ad--

©oque ex [2] — A' == o* lEiino y ^ D —•—) 

£> %fD > #? cjnare in [5] signum superius ac-' 

dpiendunt. ^ H i n c ^ > * 2 i i > , , q,E,A.^ 

Quare theorema in omni sua extensione est 
^emonstratum, 

Quum differentia inter ~ el -* sit ==~~. 

differentia inter 7~^ - et.-^. vel A erit < 

' T • • rtii/"0—''*' ' « 1 - .1 

r j - ;inter.-~~*—=-^-'. autem et —, vel <inter 21« 
lam quantitatem et -y nulla fractio iacere pot-

erit, cuius denominator'' non sit maior quara 
? aut $ Qemnw pmc). —- Eodem modo diffe-
rentia quantitatis ~j£lUt a fractione -2 vei 

Jiac J? erit minor quam JL.t et inter illam quan-* 
b etto 

titatem et neutram harum fractionum iacere 
potest fractio cuius denominator non sit maior 
quam « et-.C . 

192* Ex applicatione theor. praec. ad 
algoritfamum art, 188 sequitur, quailtitatem 

^CJLZLl quam per L designabimas, iacere inter 

y efc j r 5 M t e r y? et *r5 mter ~ et — etc. 
(facile enim ex art. 189, 3 fin. deducitur, muV 
lum liorunt limitum habere signum oppositum 



slgno ipsius a; . quare. quantitati radioali %fB 
signum positiuum . tribui debet) siue inter 
ji-'eiyt; inter ^ et ~ etc. Qmnes itaque 

fractiones -y» -77*» -7 etc. ipsr JL. ao eadem par-i 

te iacebuntj omnesque -̂„ —, — etc» a par» 

te 'altera. Quoniam ¥ero- >'• < y V 77 iacebit 

f*ira —/ et Z, similique ratione -^ extra i et-

~rl —, extra £ et — etc» Vude manifestum 

est, bas quantitates iacere sequenti ordines 

"L, * £ , $ - . . . £ . . . = , ~ , 4 ; Differentia 
y? y"' ? yv yvi yvt y'* 

autem inter -7 et L erit minor quam differen® 
> • ' . . . • - • 

fcia inter £- .et ^ I. fc < - i - , , ' similique,ra-

tione,. differentia snter t~ et L erit < ; - - j i -
•* v «" V 

etc. Quamobrem fractiones -—, -7,, ~p 'etc¥ 

coDtinuo •"'• proprins ad limitem L acceaunt» 
et •quoniam v', y " v'" continuo in infinitum 
crescunt, differentia fractionum a limite qua-
nis quantitate data minor fieri potest» 

y *y "y 
Ex art» 189 nulla quantitatum —-8 ,7-» ~-

etc* signum idem faabebit.vt.s; ;fainc per ratio« 
cinia praecedentibus omnino similia sequitur,. 
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illaa et liatic ™—7-—**, tpiani per £ deslgoabt^ 

mus, lacere sequenti ordine: —-> —s ^ • • • •* 

X ' , , . , * S , .-—, -p* Differentia autem inter— 

et £ ' minor erit quam -7-—, differentia . inter 

r~ et X minor quam -777- etc, Quare fractio* 

nes — * ~~ete, conanua propnus aci £/ acce-

dent, et differentia quauia quantitate data iiilno;? 
fieri poterit, 

Inex, ati. 188, f i t j t » ^ 7 9 ~ 1 « 0,9.060648 
3 

et fractiones appropinquantes §> 1. ?» vl» a
h
7j 

/4» JJf etc. Est autem JJ* = Oĵ jiiofJG-».. —• 
Ibidem fit V = T.V^79 t J = — 0,17-^NH. 

fractionesqueapproximantes % — I- — *. -• -A* 
- T 3 / ~ ~ ^ s — '£Ti — JoJ etc, Est vcro X* -..-
0,1776597. 

jf)3. TIIKOBKMA* Si formae nducim /] Ppraprie 
tttqu$Halentt$ suntx attera in altcrfas periodo ctmknta, 
triL 

Sit / ^ (a %b, — «0» F ~ C^, £, — ^Oi 
determinans harum formarum Z>, tran.sratqin* 
illa. in hano pnr .substitutiouem propriam Df, $*, 
(£, D. Tum dioo, si poriodus Formnn / qurui-
ratur pro^ressioque vtrimque infmita forma-
rum reductarum atque traii>formationum for-
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j n a e / i n ipsaseruatur, eodem modovt art i S S ; 
yel >f Slfore aecpalem termino alicui progressio-
pis . . . "«, '*, «, *', « " • . . , hocque posito = „» 
4 - 95 fore = *m , + C5 = >m > + £> = 3« ; 
t/*/ — 21 fore aequalem termino alicui «m , et 
~ - 95,̂  ~ % — £> resp. = gm , y n , ^ (ybi m et-
iam indicem negatiuum designare potesr). Ja 
Ytroque casu F manifesto identica erit cum/m, 

Dmu I. Habentur quatuor aequationes, 
$m -f* 2#K<5 — a(m, =a ^ . . . [ i ] s ^ s g + 

K » + 95<S) ~<*'<SD = 5 . , , [2], am 4- 2.bm 
~~ «'£>£ ~= — Af... [3]; m — SB<5 = i . . . . ' 
[4]. Consideramus autem primo casum, ybi ali» 
quis rmmeror um 31, 95, <5, £) = o. 

i° Si 21 = o, fit ex [4] m = ~~ i, ad» 
eoque S5 = _±. x, € = H^ I . Hinc ex [/], — 
<»' = ^Tj ex [2J, — b ibsy2)== Bsiue 5 •== — b 
(inod, a* vel ^f)j vnde sequitur formaro, (A, B, 
~~ y/0 formae (a, b, — *') ab vltima parte 
fjontiguam essef Quoniam vero illa est reduota, 
xiecessario cum / ' xdeatica erit. Ergo B = b4

9 

adeoque ex[s] $4- £'=,—a'(5D = rii a'J); hinc 
propter — = /*', fit © = qr K Vnde calli-

— a ' 

gitur, zp 81, =p 95, ^p €, +r © esse resp. = o, 
— x, + 1, W siue = «', ?', y\ * t 

.2° Si 58 = o, fit ex [4] 21 = ±s rs © = 
sfc 1; ex [5] a' =5 ^ ' ; ex [2] 6 =P a'c| = B, si« 
tie £ £2 B (mod* ®)* Quoxjiam vero tum / 
tmn F. sunt formae reductae: tum b tum B ia-

Q 5 • 



cebunt Inter \fD et V ^ ±r *' t p f ^ «' F<*. 
velneg*. art. i85, 5). Quare e r * t n f tc« ?ano 
V = B, <*€**= o. Hinc formae / , * ™™ " ^ 
ticae atque =t «, =£ ®. =t €, *= &> *** h 0f °> 
i = .,. *f >, * (resp»)« 

3° Si € = o/fit ex [4] Sl = = ±j x» ^ « 
•=£ i ; ex [i] a = ^ ; ex [2] j± » S » + * — i ? 

siue 6 =3 S (mod. a). Qoia v e r o tum * tum 
i iacent inter y ^ et yflteai e r i t necossano 
$ = 6 et » = 0. Quare casus JKxo a praecc-
dente non differt. 

4° Si © = o, fit" ex [43 » ^ ^ '» ^ 
3= 1; ex [3] 0 = — A'\ ex M =•*:, «» - * «= 
5 siue B=E — 6 (mod. a ) . Hinc ibrraa Flor-
anae / a parte prima contigua e r i t , et proui 
cum forma ' / identica. Quare propter -1,* 
= ht et B = % erit ;± 31 = A. Vndo rolli-
gitur M^ 81, rh S5, ^ €»• ±1 © resp» esso *•/-• fc, 
i , - 1, o, = S '€> % '*• 

Superest itaque casus vbi ntz l lua numero-
rum % $5p <5, © = o. Hic p e r I,em.m;i nrt„ 
iqo quantitates 2L> ® - i , JE x t l e m eignnm 

habebunt, oriunturque inde duo O*I&MS, quum 
signum hoo vel cctm signo jpsoru:m a> a' con» 
uenire vel ipsi oppositum esse po&^it* 

11. Si iL> J ! idem sxgnum IhabftM vt 0; 

quantitas l££zL (cruam des ignabimus per L) 
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Snter has fractiones sita erit (art. 191), JDe-
monstrabimus iam, JL aequaiem fore alicui 

iractionum 7̂7» ^ ? ™ etc, atque — proxime 

sequenti, scilicet si ~Y fuent = — -̂, -r~ fore 
«•mHhl 

5=3 1^57* art* P r aeo* ostendimus, quantita-

i e s ___, _ _ ? - ^ etc, (quas breuitatis gratia per 

(*)> O)* (3) etc denotabimus) atque L> hunc 
ordinem (I): obseruare (i), (5), (5). , , £•.. (6), 
(4), (2)5 prima harum quantitatum esfc = o 
(propter ** — o), reliquae omnes idem signum 
habent vt L sitie a. Quoniam vero per hyp. 

*^~' - ^ (pro quibus scribemus Wl> *ft) idera 
signum habent: patet has quantitates ipsi (1) 
a dextra iacere (aut si xnauis ab eadem parte 
a qua £), et quidem, quum X iaceat inter ipsas, 
alteram ipsi £ a dextra, alteram a laeua. Fa-
cile vero ostendi potesr, Wl ipsi. (s) a dextra 
iacere non posse slioquin enim 92 iaeeret in» 
ter (1) et £, vnde sequeretur primo (2) iacere 
inter SB et 9?, adeoque denominatorem fracti-
onis (2) maiorem esse denominatore fractionis 
9fe (art. 190), secundo SK iacere inter (1) 
et (2), adeoque denom. fractionis 9fi esse ma-
iorem quam denom, fractionis (2), Q* i \ A 

Supponamus 3ft nulli fractionum (3), (3), 
(4) etc. aequalera esse, vr, quid inde sequatur, 
viaeamus. Tummanifestumest, si fractio tyt ips 
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J, a Iaeua iaceat, necessario eam sitam c.ssc* 
nut inrer ( i ) et (5), ant inter (5) et ('»), aut in-
tor (r>) et (7) e.tc. (quoniam I. est irnitionalis, 
adeoque ip&i 9)? certo inaequaKs, frartionesque 
( 0 » C )̂? (r>) e t c quauis quautirate data, ipsi /, 
iuaequali, propius ad /, aocedere povsum), Si 
vero SOl ipsi L a doxtra iacet: necnss-ario iacobit 
aut inter (z) et (4), aut i u t e r Q ) et (f.) atit 
inter ({.')) et (8) etc. Ponamus itnque S1 ia-
oercj iuter (jnj et (w -|- '„.). patelquo quantita-
*es 3J?, (»0» (m -'- *)» ( , ,; '•" :'J» ^ *<'it:<'rf- *>o-
quenti ordine, (II) '"}: (w), (SPO* ( w ~f* -') - '̂f 
(w -}• 1). Tum erit ncccssario 9£ •. -. (??; -|- 1). 
lacebit enim 9? ipsi /- a d^xtra; si vero etiam 
ipsi (w-[- i )a dextraiaeerct,(w~f~ 1) iareret inrer 
9)Zer % vnde y»-*-1 > € , ? ) ? vuro inter (w) et 
(m -+* 1) vnde G > >rr-H (art. igo) , Q. /C. y/.; 
jsi vero Dt ipsi (w-f* i) a laeua iaceret, siue in-
ter (w + •.>.) et (w + 1), foret X) > - - I-4^ <* 

quia (»:-[" :>0 * n t c r ^ fit -<• *'on , t ;!'"f~~ > £» 
(£ £. ./7- Erit itaquc 9£ ~ (w -p 1 ) , i iue 

*D */r»+~I *'W 

Quia TO — 95(5 •=- r, S8 erit primus acl © 
et ex simili ratione Cm primus ad ;,ltt * Vntle 

fadleperspicitur aequntionem ~£ "'•' ^ wnsi-

stere non posse? nisi fuerit aut © — C" » X) 
c= i™ , aut S = — C« , © tss — &* * I.un 

•} NihiS hiv" rrfrre, sUir or4«i in (St) \irm tii vt to {'*. tine h\i': *>;» 
Ifuutu*» I, *, »jur (»») etum t« (t) i| »i U » UCUA t«.e«t s.u® 
* dexJra. 
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quum forma / per substitutionem proprlam 
#m , ^m f yXa t r i n formam yra transinutetur, 
quae est (±ia r a , b™ , =j:a«+-0: habebuntur ae-
quationes a*«,«» -f 2$«ra>ra — a'>m>m ~ am m 

• •. [5]; a^(?'a -+- &(«»*» ,+ £ffi>^ ) — a'>5m ._. 
bm . • . [6] ; a « r a + a 6 ^ m — fl'ff = ^ a ^ + x 
» - • [ 7 3 ; «tn^n— fm>m = I . , . [8]. HinC fit : 
(ex aequ. 7 et % :p a>»**' = — ^ ' . £>orra 
multiplicando aequationem [2] per «»*» $& m„ 
aequationem [6] per 21© — S3g et subtra-
bendo facile per euolutlonem confirmatur esse 
B ~~ b* = (€«» Q̂ m ) (a^£m ^. £(^£ra - f^ ra ) 
— a' £>«p ) ~h (SS^ — ©*m ) (a2I«™' + 6 ( ^ m 

4- Ql̂ m ) — a ,g ? m )# e m j-gj s i u e g U O n £ a m y e | £* • 
= ® am = © Yei g» = — *8e ^n = — ©) t 'J9 
— ^n = r t (g*« — 2l>m ) (aS3S -j- 26®D~ «'&£) 
= qp «g„m __ ^ ^ ^ H i n c ^ s bm ( m 0 ( L 

^ O j quia vero tum -B tum 6m
 ? inter ^ D e t 

-v^i? ^h A* iacenty necessario erit B = bm ad-

eoque €*m — 9J>m = o, siue ~ - = — 9 «, *. 

Hoc modo itaque 'ex suppositione j g& 
xiulli quantitqtum (2), (3), (4) etc. aequalem 
esse» deduximus? eam reuera alicui aegualem 
esse» Quodsi yero ab initio supponimus^ 
esse Wl =s (itt), manifesto erit vel 91 = *"» , <g 
= y* , vel -— 31 = «» , ~ <£ = j,» . Xn vtro-
que casu fit ex [1] et [5] A = ~t «* , e t ex 
C93 ^ ~ ^m — r h (%itn — 5DC* ) ^ , siue 5 ===? 
6m (mod, A). lliiic simili modo vt supra con^ 
cluditux J5 s=: m̂ j. e£ Mnc ^^« = £&». g U a re 
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quum 93-ad <D primiis'sit et ^m ad ^m-: .erit 
aut S = Cm V © = /m.aut —0,==: £m , -- © 
= J1»-, et proin ex [7] —. ^ ' = t+r a™-*!. 
Quamobrem formae ' F-, fm identicae erant* 
Adiumento aequationis 81© — %$Q£ , = «m ^1™' -— 
'Cb ym . autem nullo negotio probatur, poni de» 
bere + §$ = %m » 4- £> s"*" j ^quando + Sl 
= »m >.--f* § = >m; contra — g> = £m , _ j) 
es-.— ^n f quando -«— $ =s •««», —. <g. = >m * 
Q. £. A 

III» Si signum quantitatnm !Lsigno ipsius. 

a oppositunu demonstratio praecedenti tam si-
inilis est, yt praecipua tantum momenta addi« 
gitauisse sufficiat. • lacebit ~VD ~*~ h inter 

^fet ~̂ 9 Fractio ^alicui fractionura 7^-^ 

—g etc, aequalis erit. . . . (I>* qua posita c= 

— * -r- ent = ~A«„ (11)«. D.emonstratur au«» 

tem (I) ita: Si -^- nulli illarum fractionum 

aequalis esse supponitur: iftter duas tales 
m^ m*«2£ , 1 1 , . • . , . 

n£ et ^qp^f tacer.e deDebit, Hmc yero 
-eodem' modo yt supra deducitur ,*'._ neces» 
sano esse — .== —^ == ^ , atque rel §f ==• 
m^ g -= «v , vel — 81 = m«% ~- (5 *= »*,„ 
Quoniam vero / 'per substitutionem propriam, 
m«., *£, m »̂ ln^ in formam m/ =- (M~ m0j m̂  
.H; m—ia) transit: hinc emergunt tres aequa« 
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tiones,. ex qulbus coniunctis cum aequ i 2 

.5, 4 atque hac, » W - *fo> = x deducitu/eo-
dem modo vt supra, termmum primum ^ for-
mae .F, termlno primo formae ra/ aequalem 
esse, illiusque terminum medium medio huius 
congraum seeundum modulum A, ynde seoui-
tur, quia.vtraqueforma est reducta, adeoqne 
vtriusque terminus medius inter yfj) e t ?f n 
J± A situs, hos terminos medios aequales esse: 
Mnc vero dedueitur ~ = - f , ^eritas itaque 

assertlonls (I) deriuata hlc est ex suppositione 
allam esse falsani. 

Supponendo a u t e m - ^ - - |_,. prorsus si-

mili modo et per easdem aequationes demon-

stratur, esse etiam ^ = • ±, qUod erat secun-

dum(II). Hinc vero adiumento aequationum #© 
— m = i, m««^ — mfiay =- ^ deducltur esse 
Vel •«• = % 13 « % ,<r = m^ ;© -s- • a^ v e | ; 

~~ §1 = m^ _ $ - ^ % . _ ^ _ m ^ _ ^ _ ^ 
fprmasqiie JV « / identicas. Q* J£,' A 

194. Quum formae quas supra socias vo~ 
eauimus (art, 187, 6) semper sint Improprie 
aequiualentes (art. 160), perspicuum est, si 
forraae reductae F, f improprie aequiualentes 
sint, formaeque F socia forma G, formas / , G 
proprie aequiualentes fore adeoque formam G 
in periodo formae / contentam. Quodsiuta-
que formae F, f tum proprie 'tum improprie 
aequiualehtes sunt, patet,, tum F tum G in pe-
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riodo Formae / . r eper i r i debere... Quare perio* 
dus haec sibi ipsi socia erit,' duasque formas 
ancipites continebit (art. 187? 7). VnaVtheo-
rema art. i65 egregie • confirmatur exquo.iairi 
poteramus esse certij.formam aliquam ancipi» 
tem dari formis F, f aequiualentem, 

i95. : PROBLSMA* Propositis duabus formts 
quibuscunque <i», 4 eiusdem determinantisi diiudicaH 
vtrum aequiualentes sint9 annon* ' 

SoL Quaerantur duae formae reductae -.JPf 

/ , propositis % $ resp. proprie aequiualentes 
(art. i83)* Quae prout aut proprie tautunt 
aequiualent, aut improprie tantum* aut vtroque: 
modo* aut neutrb; etiam propositae aut, propris 

• tantum"' aequiualentes erurit, aut impro.prie tan* 
tum, aut vtroque aut. neutro inodp/. Euoiuatur 
periodus. alterutrius formae reductae e* g» pe-
riodus formae / . SiformaFin hac periodo oc» 
currit rieque vero siriiul forriia ipsi F socia^ 
xnanifesto casus primus locntn habebit; contnl 
si socia haec adest neque vero F ipsa? secundusp 
si vtraque, tertius; si neutra> quartm. 

Mx. Propositae sint lormae" (129, 92, 65), 
(42» 5QJ 81) deterfttinantis 79. His proprie 
aequiualentes inueriiuntur reductae (iO, '7, —-
5), (5,8, —3). Periodus foriijae prioris haec est • 
( io s 7, — 3), (—• 5, 8, -5), (58 7$ - , 6 ) , ( -4 
67 5, 9), (9, 4, — 7) C-~ 7, 5* \°y In <pa 
quum forma (5, Sf — 5) ipsa iibn reperiatur* 
sed taifieii sOcia '(-*- % 8? 5 ) : formas proposi-
tas iiiiproprie tanturii aequiualere concludimusi 
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Si omnes formae reducta® determinantis dati 
eodem modo vt supra (art. 187, 5) in periodos P, 
Q, R etc.' distribuuntur, atque e quauis periodo 
forma aliqua ad libitum eligitur, ex P, F; exQ,G$ 
ex R, / / etc: inter has forrnas .F, G, H etc. duae 
quae proprie aequiualeant esse non poterunt. Quae-
uis.autem alia forma eiusdem. determinaritis alicui 
ex istis proprie aequiualens erit et qui&^m vmcae 
tantum. Hinc manifestum est. onines formas huius 
determinanpis in totidem classes distnbm posse, quot 
kabeantur penodi,scilicet referendo eas quaeformae 
.Fproprie aequiualentin primam classem, eas quae 
formae Oproprie aequiuaient in secundarn etc. Hoc 
modo omnes formae in eadem classe contentae pro-
prie aequiualentes erunt, formae vero e classibus 
diuersis non poterunt proprie aequiualere. Sed 
hic huic argumento inira fusius explicando nonim-* 
moramur, 

196. PROBLEMA. Profositis duabus formis pro» 
frie .aeqmuakntibus ®,q>: muemre trymforwaiiwm 
propriam altenws in dlferqm* 

Sol Permetriodum art. i85inuemript>terunt 
duae series formarum *, ?••*, *?•"... *D et :., ;*, .*"..« 
Q* tales vt quaeuis forma sequens praecedenti pro-
prie aequiualeat, vltimaeque 4>n, v' sint fotmae re-
ductae; et quum $, CD proprie aequiualentes esse 
supponantur, necessario *" m periodo formae $* 
contenta erit Sit 4?v —/ipslusque periodus vsque 
ad formam <i>n Imecff, f" ,..fm-~S *"» i t a v t i n 

hac periodo index formae ¥l sit w ; designentur-
qae formae qua« oppositae sua% sociis formarutti 

• • R ' 



258 

®j.#', *?f... $n per T, %*, w.,.. Tn resp. .*),, Tum 
in progressione $,••<£', ®" • •>ff',f" • • • / m ~ * , ¥ " - J

? 

Y",—»;... ¥, $ quaeuis forma praececlenti abvlti-
ma.parte contiguaerit, vnde per art. 177 inueniri 
poterit transformatio propria primae cp in yltimam 
.*,:.. Illud autem de formis reliquis progressionis 
nullo negotio perspicitur; de hisfm~~*,, T11 l sic 
probatur: Sit-fm~r:i -= (g, h,i)',fm siue $".— 
Cg'9:M9 *"')$ *n'—1 — (g", h",i"). Forma (g'^,i') 
tum formae (grh, i) tum formae (g", /2", z") ab 
vltima parte contigua eritj Mncz — g ' —-z", et — 
7fe.~ /z' == — A" (mod. z vel^' vel i"). Vnde-ma-
nifestum est formam (i", —. h",;g")', i. V formarn 
r̂.n,—: 1 formae (g-, h, z ) , i e. formaejfa —-i ab vlti-

ma parte contiguam esse. 

Si formae $, cp irnproprie aequiualentes s.unt: 
forma <p proprie aequiualebit formae cui opposita 
est $. Inueniri poterit itaque transformatio pro-
pria formae <p in formam cui <5> est opposita; quae 
srsupponitur fieri per substitutionem *, £, y, J1, 
faeile perspicitur, <p improprietransformdriinipsam 
$ per substitutionem a, —• 6, y, —-- J1. 

Hinc etiam perspieuum est, si formae 0>, '<# 
tum proprie tum improprie aequiualentes sint, in-
ueniri posse duas transfoxinatipn.es, propriam et 
impropriam* 

Ex. Quaeritur transformatio impropria for-
mae (129, 92 , 65) in formani (42, 59, $1), quam 

-•*) Ita vt •$• onatur ex «f> commutando terminuin primum et vlti-
tmim tribuendoque medio signum oppositum t similiccr^ue d^ 
yeljqujf» 

http://transfoxinatipn.es
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illi impropfie aequiualere in art. praec. inuerrmms» 
Inuestiganda erit itaque primo transformatio pro-
pria formae (129, 92, 65) in iormam (42, — 59, 
$.1)., Ad hunc finem euoluitur progressio forma-
rum haec: (129, 92,.'65), (65,.-— 27, 10)*, (10, 
7? - ~ 3 ) r ( ~ ~ 3 ? S , 5 ) ? ( 5 ,2% 8.1), '(8iy59.»:4a)> 
( 4 2 , —-59 , 81) . Hinc deducitur transformatio 
propria <— 47, 56? 73, —. 87? per quam (129, 93, 
65) transit m (42, •— 59, 81)5 quare per impro» 
priam — 47, — $6; 75, 87 transibit in (42,59,81}.' 

197, Si transformatio vna formae alicuius (fi, 
fej.c)..» <p in aequiualentem 1> habetur: ex hao 
omnes transformationes similes formae in * de-
duci pbterunt, si modo omhes solutiones aequatio-
nis mdeterminatae tt -— Duu — 772772 assignari pos-* 
sunt, designante D determinantem formarum *i0.j 
m diuisorem communem maximum numerorum 
'aj&bi c (art. 162). Hoc igitur problema? quo4 
pro valore hegatiuo ipsius D iam siipra soluimusf 
hunc pro positiuo aggrediemur. Quia vero mani-» 
iesto quiuis valor ipsius t aequatibni satisf&ciens 
etiamnum mutatb signb satisfacit-, similiterque qui* 
uis valor Ipsius U: sufTiciet si omnes valores positi" 
uos ipsoruiri £, u assignare possimus, fungeturque 
quaenbet solutio per valores positiuos, quatuor so-
lutionum vice. Hoc negotium ita absbluemus, yjc, 
primo valores minimos ipsorum ?, u (praeter hos 
perse obuibs t — m, u =r o) inuenirej ium exhis 
iamnes reliqtios deriuare doceamus» 

i"§8." PKOBLEMA.. Inuenire numeros minwhos tt U 
mqwtipni indeterminatae tt —~ Dku =r mm satisfucien-
Ust siqmdem forma aiiquaiM, iV) P) datnr, cumstig* 
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tsminaM e$t D , numerommque Ms/2N$ P diuisor 
communis maximus m* 

Sol Accipiatur ad lubitum forma reducta (af 

b9 »•—• -«'•) . . . ,/ ,- determinantis D, vbi diuisbr com-
munis maximus numeromm a, Qb, a' sit ra, qua-
lem dari vel iiide manifestum est, quod forma re-
ducta formae (M9 iV, P ) aequiualens inueniri 
potesty quaeper art 161 hac proprietate erit prae-
dita: sed adpropositum praesens quaeuis forma re~ 
ducta in qua conditio haec • locum habet poterit 
adhiberi Euoluatur periodus formae/", quam ex 
n forrhis constare siipponemus. Retentis omnibus 
signis qtdbus in art. 188 vsi, sumus,/'11 erit (-j-r aP9 

&n
?.-~«nH*s), quia n par, et in hanc formam trans-

Ibit f per substitutionem propriam ,<*% €% y 1 , <?n, 
QLiia verb/" etfa sunt identicae: f transibit in fa 

etiam per substitutionem propriam 1 ,0 ,0 , 1. Ex 
his "duabus transformationibus similibus formae^ 
inf1 per ari 162 deduci poterit solutio aequatio-
nis tt'—- Duu -== mm in integris, scilicet t =: 

K*n-b8R)m (aequ. 18 art. 162), u — ^ — (aequ. 

i^) •*). Designentur hi valores positiue accepti sl 
forte «nondum sunt per T, 17, eruntque hi T9 U 
valores mirdmi ipsorum t, u\ praeter hos £-r= m9 

u "-—' o (a quibus necessario erunt diuersij quia 
manifesto yn nori poterit esse r=r o). 

Supponamus enim dari adhuc minores Lvalo-
res ipsorum t9 u puta t9 U qui sint positiui et tl 

*) Quae in art. l62crant « ,£*y> } ; «', &, yV ^," A , Bf C; 

JL'rB', O; e, hic sunt I , O, Q, X ; «m^ gm^ ymj» j^m J 



non — o. Tum per.art 162 fo rma/ per substi^ 
tutionem propriam S (f— b n) _£ a, „ i ' ^ 

~- ( t +• & u) transformabitur in formam cum ipsa 

identicam. lam ex art 195, II sequitur, aut 

-~;(t-b 11) aut — j-(t — b 11) alicui nume-

rorum *", *,m ^ v fete. aequalem esse debere, puta 

^= ** (quia enim tt rr^ Duu + mm = &&.utt 

-K0 ' « 1 1 + m77z, erit t t > &Znm, adeoque 

f.„—~ h u positiuusj hinc fractio ———-, qUae 

respondet fractioni ^ - i n art. 195, idem signura 

habebit vt a vel a'); atque in casu priori ~ df % 

~ f l H ) — ( t '4 - & u) , m.posteriori easdem quan-

titates mutatis signis, resp; = . g * 5/*, J'm. Sed quum 

sit u <j U 1. e. u << ^ ~ - et >> o: erit j ^ \< j y» 

et > o; quocirca quum progressio y,">V V"' etG' 
continuo crescat, necessario JK iacebit hiter o et /z 
excL Forma vero respondens,/'*, identica erit 

•cum forma/ , Q.E.A, quum omnes f o r m a e / , / ' , 
jf", etc. vsque ad / « — 1 diuersae esse supponan-
tur. Ex his colligitur, minimos valores ipsorum 
t, u (exceptis valoribus 772,0) esse T, U 

Ex. Si D — 79, m = 1: adhiberi poterit 
forma ( 5 , 8, — 5 ) , pro quarc rz: 6, atque <*nr= 
— 8? yn =— 27, £n = . — 152 (art 188). 
Hinc T = 80, U — 9, qui sunt valores minimi 
numerorum tPu3 aequationi tt~~,f§uu zzz 1 
eatisfacientes. 
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l^g* Ad praxin formulae adhuc Tommodio-
fes erui possunt* Erit nimirum 2byn —-— a(an 

•—- lr ), quod facile, ex art. 162 deducitur, mul-
liplicando, aequ. [ 19] per. 2 6 , [20] per a et mn-
tandof characteres iliic adhibitos in praesentes,, Hinc 
fit &n, 4. $«v ^jj aJ"1 •— ™ >% adeoque, 

Per sirriilem methodum; hos, valpres. obtinemus; 

±1 TZ=L m (•*» H, 4 e°>» -H # — — . 

Tum. hae tum illae. formulae, perquam commodae. 
euadunt,, propter. yn — i"'—r?i a" = . £<> — 1 ? ita 
vt si hac. vteris, solam, prpgressioneia €V €'V £'" . . . 
£% si iHa< vti mauis? splam, hanc l ' , J" , ^ etpJ 
supputauisse, sufficiat/ Praeterea ex art. 189,.5 fa~ 
cile ' deducitur? quum n necessarip sit par? <*n et 

> J ' • ' ' b 
-~i *n eadem signa habere $;neque minus, ln et — yn

 % 

.itH vt in formula priori pro, T differentia ab« 
soluta, in posteriori summa absoluta accipi debeat, 
neque adeo ad signa respicere omnino opus sit 
Receptis signis in art. 189 r 4 adhibitis, erit ex for~ „ 
mula priori 

Tz=:m. [ ^ ft", K» .... *»•]• — .~[k'9 k\ k'» •.... 

k« - IJj U; = . ^ [JfeV A'V *'" .,... * » , - ! ] 5 

ex posteriori 

^==f [*",><• ,....*"], 



vbi pro valore ipsius ITetiam m [£", klt<.... ft", —J 

scribi -poterit. 

Ex, Pro D = : 6 1 , ra = 2 adhiberi potest 
forma ( 2 , 7 , —- 6 ) , pro qua eraitur n t= 65 fci, 
Tc11, /F 1 , &1V? &v, &VI resp. :=r 2, 2, 7, 2, 2, 7. 
H i n c f i t r — 2 [2 , 2, 7, 2 , 2 , 7 ] — 7 [2,2, 7, 
2, 2] == 2888 — 1365 rr: 1525, ex formula pri-
ma; idem prouenit exsecunda T~ 2 [2, 7, 2, 2] 
4- -| [ 2 , 7 , 2 , 2 ,7 ] . ?Jveroiit = | [ 2 , 2 , 7 , 2 , 2 ] 

Ceterum plura artificia adhuc dantur, perquae 
calculus contrahi potest, sed de his fusius hic loqui 
breuitas non permittit. 

200. Vt ex valoribus minimis ipsorum tru 
omnes. obtineamus, aequationem TT —'DUUzzz 

T U T U mm ita exhibemus (—~H-—\fD)( — / D ) ~ : v m m v m m v J — 
T TT T TT 

1, vnde etiam erit(~- + = / .DY\(——,— : J>D> 
=r 1 .... . [ iJ], denotante e numerum quemciinque. 
lam designabimus breuitatis caussa valores quan-
titatum 

m ,T U* „ N ' m T U A " _ w 

2 / 1 J «2 «jf y 2yD- ,; m ' . J 

generaliter per £e
? uc resp. 2. e. illaram valore^ pro 

*) in his solis quatuor expressionibus et in aequ. [ l ] e denotat expa-
' mntem potestatis; in reliquis literae apici adscriptae semper indicom 

designant. 
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& - r o , per £°, K® (qui erunt m , o ) $ pro « s t 
per ?', w' (quifiunt JT, £7)"; pro e — a per *", u"$ 
pro'tf ~ 5 per t'", u'" etc. •— demonstrabimusque, 
si pro e accipiantur omnes numeri integri non ne-
gatiui i. e. o, omnesque positiui ab 1 vsque a'd DO, 
cxpressiones illasa exliibere omnes valores positi» 
uos ipsorum t, u: scilicet I) omnes valores illa-
rum expressionum esse reuera valores ipsorum ty 

Up II) omnes valores illos esse numeros integrosi 
III) nullos valores positiuos ipsorum 15 u dari-qui 
sub formuiis illis non contineantun 

I. Substitutis pro te , ue valoribus suis nullo 
.negotip aduimento aequ. [i ] confirmatur, esse 
(** + u*^ D) '(*>.— u°jr.Dy=* mm-y..Le. 
fe & __ J) u* ue — mm^ 

II. Eodem modo facile confirmatur, essegene-

raliter?e-J-* + t*—i = ~-~ t*, u*-t-14- we_I s= — ue. 
m / ' m 

Hinc manifestum est duas progressiones / ° , f, 
t", t1" etc, un, u', u", W" etc. esse recurren-

• • 2 2™ tes, et vtriusque scalam relationis — , — i , sci-

licet *" = — P — f-Y *'" . = — t" — P et&u" = 
m ? • m 

QT ' •• — u1 etc. 
m 

lam quoniam per jbyp. forma aliqua datur, 
{Mr N, JP), determinantis D, in qua M, QN, Jp> 

/per m sunt diuisibiles: babebitur TT = (JViV — 
M P ) UU-j-mm, eritque adeo manifesto 4 Z T p e r 

mm diuisibiliso Hinc — erit numerus integer et 
wgh 
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qradeni positiuus. Quia vero t° === m, t' = T, w* 
= o, w ' = U, adeoque integri: omnes t" , ?'" etc, 
w", # " etc. etiam integri erunt. Porro, perspi-
cuum est, quia TT > ram, omnes t 3 , */", *// */«• 
etc. positiuos et continuo in infinitum crescentes 
esse, nec non omnes w°9 u*, u", u'" etc. 

III. Supponamus, dari adhuc alios valores 
positiuos ipsorum £, u qui in progressione ta

f 

*', f" eic. u^W, u" etc. non contenti sint, puta 
Sl, U. Manifestum est, quum progressio u"•, z** 
etc.;a.o in inlinitum crescat,II necessario inter duos 
terminos proximos, un et «" 4- i situm fore, ita 
vt sit U > zzn et II < un*~*. Vt absurditatem 
liuius suppositionis demonstremus, obseruamus 

i ° Aequationi tt — Duu *-== mm satisfacrum. 

iri etiam ponendo £ . = i- ( $ z n — D l U « ) , & 

•== — •(Ufl»- —--.;£ TZ».). Hoc quidem nullo nego-

tio per substitutionem confirmatur.; quod vero hi 
valores quos p onemus br euitatis gra t ia= 7 , t , sem-
per sunt numeri integri ita ostendimus. Si (M, 
jV, JP) est forma determinantis £*, atque fn di-
uisor communis numerorum M, siV, P : erit tuin 
2t -f iVlt tum ?n + iVwn per m diuisibilis adeoque 
«tiamtl (*" + iVtt») — wn {% + iVll) siue U *» 

•-.'•—- $1- wn. Quare v erit integer et proin etiam 1f 

quia /7 = D v v + 77?. m. • ' 

2° Patet «/ non posse esse ==='o,*' hinc enrm 
sequeretur II11 *n *" .,= % 51 £t'\«n siue IIU (Dunun 

*k mm) •'".{== &n &n ( ^ l l l l +• m m ) siue 1111 = 
v B. 5, 



fi66~ •—'• 

s » M " r contraIryp. ex - qua II > uP. Quum 
• igitur praeter valbrem 6? minimus valor ipsius 

ru sit 'XJr erit v certe non minor quam U. 

'•••'$? Facile "ex valoribus ipsorum tn, tn •+- », 
wn

 y wn -f- * confirmari potest esse mJJ == «n "̂ "x ^n 

— f4-i ,B». Quare ' il tn — % un certe rion 
erit minor quam un + l tn •— ?«•-*- * U*'. 

4° lam ex-aequatione X .£ — D II U•= • wz m 

jhabetur •— = */* (I? -f -SrS-) et similiter • 

= / ( D ^ - J ^ _ _ ) Vnde facile dedueitur 

«esse--->—-—, Hinc vero et ex conelusione 
tt » n + - 1 

in 3° sequiLur (iUn — !£ wn ) ( f + •«" ^ ) >• 

(&"-1-! £11 — p-»-i zzn ) (tn + un -^——), siuef 

euolufcione facta, et loco ipsorum 31 £ , £n £% 
.jf»i-f-i ^m-i substitatis valoribus suis D U U •jrmm, 
D un un + 77Z77Z, .D wn-*-i wn"Hi + mm^ 

,™ (UU —Wn Wn ) > — i ~ (wn-t-I wm-i _ 

«n wn.)? 

vnde, quoniam vtraque quantitas manifesto posl-

• tiua? fit transpdnendo 11 + !£•*! > un*~i + f^HH 
1 r wrH-l - ^ U ' 

Q» -E. . ^ , qnia quantitatis prioris pars prima mi~ 

nor est quam pars prima quantitatis secundae, • 

necnon illius secunda ininor quam secuiida hu--
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ius.. Quaniobrem suppositio consistere nequifc 
et progressiones • *%' .*', £ " , e t c , ir , W, u'/f 

etc. onmes valores. posiiiuos ipsorum, £? u exhi-
bebunt., 

E^., Pro D es=/6i, m = 2 valores minl-
mos positiuos ipsorum £, u inueni,mus 15123, 195: 
quare. omnes valores. positiui exliibebuntur per 

has, formulas *'.=. ( I 5 - ^ + i2?V*6i) e + ( ! £ i 2 

_ i%»6x)e, /„ = -*c(Jg3 + 2Sy-.60' 
2 • . yT 6 l . 2 2; 

— ^-£5S "• -—. - ^ V ^ 6 1 ) e )- Inuenitur autem 
2 2 

*D = 2, £< = 1523, t" = 1523 V — t° = 
25 i95 2 7, *'" = 1535,*" — v = 355 2 6 l 8o98 etcj 
M° = . 0, «' = 195, u" = 1523 #' — u° =296985^ 
&'", = 15.23 uM ~ u' = 452307960 eta. 

201. Circa problema in artt praecc. tra-
etatuni sequentes obseruationes adhuc adiicirnus* 

1) Quum aequationem t i — D uu =: mm 
pro omnibus casibus soluere docuerimus, vbi m 
est diuisor commurns maximus trium numero-
rum M , 2 N\ P , talium vt N N,- MP = D: 
operae pretium est omries numeros qui tales di-
uisores esse possunt siue omnes valores ipsius m 
pro valore dato ipsius D assignare. Ponatur D = 
n,nDJ, ita vt D' a factoribus quadraticis omnino 
sit liber, quod obtinetur si pro nn assumitur raa-
ximum quadratum ipsum D metiens: sin vero D 
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iam per se nulliim factorern quadraticum impll-
caret, fieri deberet n ..= i. Tum dico ? 

Primo, sj. D1 fuerit formae 4&-f- i , quemuis 
diuisorem ipsius 2 n fore valorem ipsius m, et 
vice versa. Si enim g est diuisor ipsius 2 n, 

" 1 fiH CD'™~ 1 ^ 
babebitur forma ( # , « - , " ""*""")? cuius de~ 

terminans est p, et in qua manifesto diuisor cora-
. • • » « ( Z ? / L - i ) tnunis maximus numerorum#, 2 ?i, „_~_:———-

g ' • 
r ^ ^ . fm(.D' — i) 4 «8 D'-

entg* (_patet enmi _—__ —- = -I—- • — 
gg gg 4 

^sse numerum integrum ) . Si vero, vice versa? 

g supponitur esse valor ipsius 772, scilicet diuisor 
communis maximus numerorum M, 2 N7 P, at-
que NN — M P = D: manifesto 4 D siue 
^nnD' diuisibilis erit per gg. Hinc vero sequi-
tur, 2 72 necessario per g* diuisibilem esse. Si 
enim g ipsum 2 n non metiretur, ^ et 2 /2 ha-
berent diuisorem communem maximum mino-
rem quam g, quo posito = <P, atque 2 72 == 
fn', g = ^ ' , foret n1 n' D' per g' g' diuisibilis? 

n1 ad g* adeoque etiam n'nl ad g'g' primus 
et proin etiam D' per g'g> diuisibilis, contra 
tiyp, secundum quam D' ab omni factore qua-
.dratico est liberatus. 

Secundo, si D' fuerit formae 4 k + 2 vel 
4 & + 5 , quemuis diuisorem ipsius n fore valo-
rem ipsius m, et vice versa quemuis valorem 
ipsius m metiri ipsum n. Si enim g est diuisor 
. . , , , . „ r nnD\ 
ipsxus n9 nabebitur forma (^g, o9. -—— J 3 curas 
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determinans = D , et vbi manifesto numeromm 
nnDi j . • 

g", o,. druisor communis maximus eritgv-— 
£ • -, ' 

Si vero g supponitur esse valor ipsius m, puta 
diuisor communis maximus numerorum M, 2 A7 

JR,- atque JV N —. M j? = D ; eodem modo vf 
"•'•'•••" •'. . 2 B 

supra g* metietur rpsum 3 ?z, siue .—. erit integer 
g ^ ..& 

Si quotiens hic essetimpar: quadraturn ^nn foret 

4«;*Z>' ££ ' • ' ' . 
i . o n t —— <J a U | ; 

i-5 = i^5f 
0 0 g g - - gg 

LMP—ANN r j "\ - 4 NN 

aut — & aut — 5 (mod.43. Q.E.A^ quia om-
ne quadratum aut cifrae aut vnitati secundum 
modulum 4 congruum esse debet. Quare quo-

. : 2n ' " . ' ' "* •» 

bens — necessano erit par? adeoque — integer^ 
. ' . ' • • • ' . ' » • 

siue g diuisor ipsius n. 

Patet itaque, 1 semper esse valdrem ipsius 
m\ siue aequationem t t — D u u = l pro 
quouis valore positiuo non quadrato ipsius D per 
praecedentia resolubileni essej 2 tunc tantum-
modo esse valorem ipsius m, si D fuerit aut 
formae 4 k, aut formae 4 h + l° 

fc) Si m est maior quam 2 , attamen nume-
jUs idoneus, solutio aequationis 1t — D u u — 
m m reduci potest ad solutjonem similis aequa-
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tjoius, vbi r# estaut i aut 2. Scilicet "posito vt ante 
£? = TZ?2 Dl, si ??z ipsum 72 metitur, metietur m ?« 
ipsum D. Tum si valores mixiimi ipsorum p, q 

•. :•• - . b ~ , . .. , 
m aequatione pp -— <7̂  = i supponuntur, 
esse p '«==, P , <7 = Q ? valores minimi ipsorum 
if, u in aequatione rr — D uu = TTZTTI erunt 
f = m P , w = Q. — Si vero /72 ipsum n hori 
metiturj metietur sakem ipsum 2 ?i eritque certo 

ipar; —— autem integen Et si tunc valores 
* mm ° 

. . , .'•'•' ... . ' •. lD 
mimrni ipsorum prq m aequatione p p — Z— qcs 

• - .., • , mm. ; 
= 4 -inuenti sunt p — JP, q = Q: valoreS minimi 
ipsorum -tr. u in aequatione tt •*-* Diiur'£=, mm m erunt t .== — P , u • = Q. — In vtroque autehi 

2 

casu non solum ex valoribus minimis ipsorum pr 

q valores minimi ipsorum r, ns, sed ex omnibus 
valoribus illorum omnes valores horum per iiane 
xnethodum manifesto deduei poterunt; 

5) Designantibus i°f u°$ t1, u>\ r'% u" efe 
omnes. valores positiuos ipsorum £, u in aequa-
iidne tt••—• Duti.•'.== m?n (vt in art. praec.);, si 
contingit vt valores quidam ex serie illa, valdri-
bus primis in eadem secundum modulum quem-
curique datum r, congrui siht, putai? ~ t° (si-
ue EE m )f u? EE~ u° siue ~ o (mod. r ) j 'simul-
que valores proxime sequentes valoribus seCundisj 
puta ^-+-1 ^ ; r', u<H~l ~Eu' (mod.7*': erit etiam 
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ut", etc. Hoc facile inde deducitur, quod vfraque 
series t°, t'r t" e tc , w°, W',._M"

 ete. est ex recurren-

tium genere, scilicet qupniam t" ••= 2J?-".^ __ 
m • 

i°, t**-2 .=*, £ l . £?-+-! __ xf erit ?« = *?+•», 

mmiliterque de reliquis. — Hinc autem sequitur, 
fore- generaliter th^ ••= th , wh~*-f ~ «h. (mod. 
r ) , denotante ft numerum quemcunque, nec non 
adhuCgeneralius, si fuerit w ' ~ '* (mod,>>? fore 
#* =z£\- «" ' = «•" (mod,r) , 

4) Conditionibus autem in obseru. praec,;'re-
quisitis semper satisfieri potest, scilicet semper 
inueniri potest index £ (pro" modulo quocunque 
da tor ) pro quo sit £? —r t°, ^~*-r ~ *< " # — • 
w.°, w ^ 1 ~ ^ . Ad quod demonstrandum ob^ 
semamus 

primo. conditioni tertiae semper satisfieri posse. 
Nullo enim negotio per criteria in (1) traditaper-
spicietur, etiam aequationem. pp — rrD.qq = 
mm solubilem forej et si valores mimmi positiui 
ipsorum /?, q (praeter 3ios m, o) supponuntur 
esse P , Q: ihter valores ipsorum t, u manifesto 
erunt etiam t = P, u = r Q. Qaare P., r-Q 
in progressionibus t°, V etc, u°, u< etc. contenti 
eriint, et si P ' •=== tx, r Q '== u*. , erit u* = • o == 
.u° (mod. r ) . Praeterea facile perspicietur, inter 
u° et iiA nullum terminum fore ipsi u° secundum. 
modulum r congruum. 

Secundo patet, si Mc insuper tres reliquae eondi-
tiones, adimpletae sint, puta si etiam u*^1 E= •: »y 



fr == f°, ^4"*1 EE *', poni tantummodo dejbene 
• ^ = /. Si vero vna aut altera illaram conditio-
num locum non habet, dico certe statui posse £ 
= 2 ". Nam ex aequat [1] formulisque genera-
libus pro 2% ue in art. praec. deducitur t2X = 
•—(£*** + Dux u* ) = ^r (mm + aDu* u7- } 
adeoque * ~~ *° = 2 ' u u . , quae quanti-

tas erit numerus integer, qula per hyp. r ipsum 
uK metititur, nec non mm ipsum 4Z?, adeoque a, 
potiori m ipsum 2D Porro erit u2h = - txu\ 

et quoniam , 4 tx tx ' = ^,DuxuA + 4 ram? 

adeoque per m m diuisibilis, 2 £* erit diuisibilis 
per m, et proin u2X per r , siue u2* EBu (mod. 

r ) . — Tertio inuenitur t2^1 = ?> + 2 ^ ^ ^ 
WZ 

et quoniam ex slmili ratione - •,. ,,,..,. est inte-
' • • ' • • . • j » r , 

ger, erit ^2*-*-1 ='"'?' (mod. r ) . — Tandem re-
2, tX~*~~ ^ ii^ 

peritur z*2A"*rx. == ux + — ? et quoniara. 
tn ., . 

«^X-HI per w diuisibilis est? K* per r; erit u2*x~i~°t 

=. .M' (mod, r ) . <?. #. Z?a 

Ceterum vsus posteriorum duaram obsenia-
lionum in sequentibus apparebit. 

202. 'Casus particularis problematis, nempe 
soluere aequationem 11 — Duu = 1, iam "a 
geometris' secLili praecedentis fuit agltatus. Saga-
dssimus Fermatius problema liocanalystis Angli^ 
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proposuit, 'Wallisiusque- Brounlerum fainquam 
iauehforeni solutioriisquarii iriAlg. Cap. 98 , Opp. 
T.IIp. 41.8 sqq. tradit nominat; Ozanam-Ferma* 
tium; denique ill. Euler qui de illo egit in Comm, 
Petr.VIpJiY^ Comm.rijU. XI, p. ag*),-" Algebra 
P. II. pag. 226, Opiusc. An. I. p.51 o: Pellium, vnde 
problema illud a quibusdam auctoribus Pellianum 
vocatum est. Omneshaesolutiones,, siessentianrspe-
ctas, cbnueniuni cum ea quani obtinemus, si inart. 
198 fdrmatm reductam eam•• adoptatnus dri qua a 
== 15' attarnen operationem qiiam .praescnbunt 
tandern necessario finiri, • siue problema semper 
reuera. solubile esse, riem 0 ante ill. La Grauge 
rigorose#*) . demonstrauit, Mdangcs de la Soc. cte 
Turin T. IKp? 19, et concinriius Hist. ds l*Ac. de 
Berlin, 1767, p: 237. Exstat liaec disquisitio etiam 
tn _ supplementis ad Euleri Algebram iam- saepius lau-
datis. Ceterum methodus nostra (ex priiicipiis 
omnino .diuersis petita, neque ad casum m = 1 
restricta) plerurrique plures vias ad .solutionem 
perueniendi•\suppeditat," quoniam in art. -198 a 
quauis alia fornia reducta ( % 'b9 — a[) profi-
cisci possumus, 

*) In hac comm. algorithmus . quem art, 33 exposuimus, per similia 
signa exbibetur, quod nos illic annotare negleximus. 

^*)Quae Watlisius ad hunc fiuem protulifc 1. c. p. 4^7« 42g nibii P°n-
deris habent. Paralogi.smus in eo eonsistit, quod p. 428 '• 4"' SUP" 
ponit, proposita quantitate p inueniri posse nutiieros integros &, Z 

' z \ • .' • • •' •",• . ••" 

tales vt — rninor sit quam p',. defectus vefo assignalct minor, 
Hoc vtique verum^est,- quando defectus assiguatus est qnantitas 

dala, neque vero, quando ab ~ 1$ efc % peadefc adeoque variabiiis 

est, yti in casu praesenti euenit. 

s 
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S05- PnoBLEM*. Si formae * , $ JB«* W?:« -

ualentes, omnes transformationes altcrius in aiuritn» 
eochibere* 

SoL Qaando formae hae vnico tantum rno-
do aequiuulentes sunt ( i . e. aut proprie tantui» 
•aut improprie tautum? quaoratur per ari. iyt> 
translbrmatio vna fonnae ^ , in *, quae sit *, 
Cy ^? «?, patPtqu'1 alias quam quae huic sint simi-
les, dari non posse. Quando vero cjj, * Uuu 
proprie tum improprie aequiualenf, quaerantur 
duae transibrmatione.s dissimiles, i. e. altera pro-
pria altera impropria, puta *, G, y, ef ct *', G', 
*', J', eritque quaeuis alia transfonnatio aut huic 
aut illi similis. Si itaque forma $ esi (ar, />, c ) 
ipsius determinans = D, diuisor commum-s maxi» 
m u s n u m e r o m m a , ab, c ( \ t i smnper in praee.) 
I7i, atque f, w indefinite otnnes nuineri aequa-
tioni « — JUuu = mm satl^-farientes: in r.iMi 
priori omnes trauslbrmationes formae ? in i' eon-
tentae erunt sub prima forninlanirn sequ«*ntii;m Is 

in posteriori vel sub prima 1 vel Mib secunda II. 

L... JL («f—(**4-?c>»)» — (& — (# -WO*)* 
m fs 
X I 

~~ (v* +• («* + *JOft)* — (J* 4* (*a 4- *#) w) 

II,... — (*'*'--(«# 4- *A;«)» — ( ^ — ( - ' 'Hov <r, 
m I» 

i - ( y 'i 4* («'* 4- v*b i K ) JL (W 4* (C'i» +• M?) « \ 
m m 

Ex* De?'ulerantnr omne^ tran^ibima::»-:-. ^ 
formae ( u o , u2 7 05 j in iornnuu ( ^ . v* 
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£ 1 ) . ITas impropr io tantum aRquiualentes esse 
in ait. iur} inmmimus et in arl. xeq. trau^forrna-
tiumu.i i m p r n p n u m illius in ftattc eruimuy -• 4 " , 
— .*5U5 "7i« ' sr- O u a n m b v m oiTnit»: tra i>forma-
tinncs iocmac { u o - tyj. i>-j) iu ^ 4 2 . 5y5 Hi cx-
Ihhchunltir p r r hriMulam - ( .j.r f 4. 421 //") 

— (v> f -f -><>:, ***\ n <* + b-75 *<-, <sr M - :>v)//? 

vi-i / , u ^unt iudelinite ornmv» mm.f iri a.Mqud-
timu /1 .. -0 •/•* = i saUsia.t,ieuto5 hi vero 
<4\hilu*ntur [wr fonnulas 

± ' ~ £ ((80+9^0)*+ (S°~$V>9)*:fc 

± »—5V?5 CCŜ  + sv^f^-CSo— 9^79)" ) 
vM pro 1? omnes numer l integri n o n negat iui 

aunt accipieuclL 

204. IVpmtranii i pct, formulam. gf-iieraVm 
omti»*>i iran-fuiAnauuh'^ tsv , ;v*'^t"itt «o ximpii-
ciunm t*tM*U'ivf tftt^ M*u*)i"<u»'' tu*'rit tnmsfotma-
tm inHklts t»\ ciua i a u m i l i «*.s» 'Itvturta. l a m tmiim 
ja-Vttrarmm Mt, a nmt trra*>iofit!nliont* profinsca-
irmr* NtV'*w»**uinf*ru I V m t i a |iv'?r*mlis soMphuor 
r«*ddi p.>!"4» M **X ftHlTHJ/j jM!;»'r hit'«»r»!a tratiS-
ionua»:o N-mprnor f! »<hu .'uf ;i*]»msndo ip-i> / , ti 
v.dotvs '("JtT-nMtafu-, *" M:nr iv, luir uua : o m u i l a 
compunmT. ]\\ ,\ ::, pu?it*>v *n ior rmht iu fx, ait. 
pia*H', mu •a\%\, / z-z >-m, J/ «̂ r. -• U , nrtjdit irau.*-
JouUutm shin^Iu tor qinmt oa a qm* proftn tt tnvui.u^ 
ratUlrK J t ^ 4 * , - ^,-j •— t»o *iitff,i il+nlurttur ior-
ttmla «tmmuits 29 / — i*.'*", ?/, 4;* r - - 4 ^ 4 « , — 
<j« / 4. ^7* i^ .„., 6 U ( 4, - j , - w, yuaiMttt ituquc 
pi*r pruectmtu uruucedeutta lutmulu geueraiis eruta 

S * 
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est, tentari poteritj annon, tribuendo ipsis £,; K. 
valores determinatos + *'?/£. MS ' i . *"? i w " etc« 
transformatio obtineatur simplicior quam ea ex qua 
formula deducta fuit, in quo casu ex illa transfor» 
matione formula simplicior deriuari p.oterit — Ce-
terum in diiudicanda simplicitate aliquid arbitrarii 
remanet, quod si operae pretium esset ad, nor» 
mam fixam reuocare, nec non in progressione t'f-
u'$ t", u" etc. limites asslgnare possemus, vltra 
quos transformationes eontinuo minus simplices 
prodeant, ita vt vitra progredi opus non sit sed 
intra illos tentamen instituisse sufficiat: attamen 
quum plerumque per methodos a nobis prae-
scriptas transformatio simplicissima vel statim yel 
adhibitis pro • t, u valoribus + t v i . u' prodire 
soleal, hanc discjpisitionem breuitatis/ gratia sup-
primimus, 

QOfi. PROBLEMA. Inuenire omnes repraesenta-
tiones nfnieri dati M per formulam datam axx -f-
ibxy -h cyy, cuius determinans positiuus non:-qua-
dratus ~ D, 

Sol Primo obseruamus, inuestigationem re-
praesentationum per valores ipsorum^ y inter se 
hon primos,' hic prorsus eodem modo, vt supra 
( art. 18 i ) pro forrnis determinantis negatiui, ad 
eum casum reduci posse, vbi repraesentatione$ 
per valores indeterminatarum inter se primos quae-
runtur, quod igitur hic repetere superfluum foret 
M possibilitatem repraesentationum per valores 
ipsorum x, y inter se prinios autem requiritur, vt 
D sit residuum quadrahcum ipsius M, 'et si om-
nes vaiores expressionis ^f D (mod. M) sunt iV, 
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— i V , JV', — N'j N», — iV*' etc..*(qupsita.ac-l 

cipere licet vt nullus sit > | ..M), ,quaeuis reprae-
sentatio numeri M per formam propositam ad 
aliquem horum valorum pertinebit. Ante omnia 
itaque valores illi erai debebunt; tanc repraesen-
tationes ad singiilos pertinent.es deinceps inuesti-
gari. Repraesentationes ad valorem N pertinentes 
non dabuntur, nisi formae ( # , b. c) et (M, Nn 

NN—D . • - . ' " ' . ' 
——j^— ) prpprie aequiualentes -suntj si vero 
sunt, quaeratur transformatio aliqua propria 
prioris in posteriorem, qiiaesit t , '••'•£, y, &•'". Tuni 
liabebitur, repraesentatio numeri M per formam 
(a, h, c) ad valorem N pertinens haec: x == 
ee, y = y/ omnesque repraesentationes ad.hunc. 
valorem pertinentes exhibebuntnr per formulam x 

= — (at—(ab'+ yc)u), y Z=2 ( yt + (aa + yb)u)s 
m m 

designante m diuisorem communem maximura 
numerorum a., 2 &,, C; et i , u indefinite omhes 
humeros aequationi tt '.-—• Duu ~= mm satisfa-
cientes. 'j— Ceterum manifestum est, formulam 
hanc generalem eo simpliciorem euadere, quo 
simplicior sit trahsformatio «» ^ y ^ ex qua de~ 
ducta estj quare haud inutile erit, transformatio-
nera simplicissimam formae (#,£>, c ) in (M, N, 
NN~- D ,"" ' 
——~ ) secundum art. praec. antea eruere, et 
ex hac formulam deducere. -— Prorsus eodem 
modo repraesentationes ad valores reliquos —- N9 

N, — N etc.~ pertinentes (si quae dantur) 
per formulas generales exhiberi pdssunt 

•Ex.„ Quaeruntur omhes repraesentationes 
numeri' 585 per formulam ^QXX +..62.2:7 + %\yy. 

S 5 
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<Juod ad repracsentationes pe r valores ipsorum 
x, y• inter se non primos pert ineL Mathn p,«M: 
aiias huius generis dai i 11011 pov-t*, qu-un m 
qtiibus diuisor commuuu» nia.\muis ip.M-rnm 
ar, y sit 5 : tmum 585 per vni tum quadratum •> 
diuisihilis sit. Quruiuu itaque omues rt-prue.seiiU-

tiones numeri-°°-{> 1. s. 03 pe r forniam .j.M.r'.r' -f 

%'2X'y' + &rr'}''' Lruvuuio suut , in quihus :>•> ad r-
p r imus j omnes ivpraaseniutioues numcri .-,>•••> 
•Jperformam / jaxr f 5'j.?y -f -iirv>', in quibus .c 
&d y priuius, ?x UILs dcnLuouuiur pontmclo x = : 
^ ^ ' 9 y e= ^y/. Y A u v s "xnre.shioni.s \ /" 70 (mod . 
6 5 ) sunt Hf 12 , 2~ 37. ilepnuM-iiiaUo n u u u u i 
65 ad valorem -f i s pprtiucna iuuouitur .r1 = 
Q., y' =s —- i j quoeirca. omnes iv prar.se ntationos 
ipsitis 65 ad lnaic valorom pertmeutc.s exhihe>~ 
buntur per forinuiam. x' = m — 4 U ' , V1 — 
*— * "h 65u 1 adooque omnes repnu-s Uatumcs 
ipsius 5§5 hinc oriuudao per iornud mi .. -— bt — 
IS3K, $ = •— 3/ -f i~«q//. .Simili nmdo'.i:i!'.'M'.tur 
formula gtmeralis otmu-.s ivpracs.ntt.rio-.ir* a t a u n i 
65 ad vaiotvin - - ii: pcrtitvntf"-. "*'.<h"t;- j> z^z 
M?t — 190//, !/' = -- .'..'j/ -f 3 i ; - . ' : i-i -''«niui-a 
omnes repraeM.-ntat-nn.-s ruuueri -58-3 hiur u '''i!M,i< 
complecteus 2: = oo* — ,'507«, :/ ~ (•**.' *f n~,y.e* 
Ad valores -j- 27 ct, -~ *»7 .-.uMn smih •*•*.• <• '-.cu-
tatio numeri 05 rxTtm *t. —- Vt n-')'--^'.,. -•.•*.1i:;. >,-
mimeri 585 pcr valoivs ipsonvfn .r, ^ i"ti*r sa 
primos inucnumc.ir, p rhuo vaior<*> cxp-v^lnuls; 
y"" 79 (mod. 585) (TLL-IV i p o r M . qiu.Mh T -f 77, 
it. l05) i --o/j "^ -,.J.K. Ad \uloivs v* 77, -.- iii -,, 
+• 24ginuenitur nullam rtq)raf>»'ntatio3uim ,'••*- firu*-
r « | ad valorem -f 157 autexn purtiuut repracM,jti-i-

http://prar.se
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tio x = 3 , y = 1, vnde dodncitnr formula 
gfmpralis onnics repraesentatioties ad hunc va-
lo ivm ptTtinrntes t-xhibcus x = 5/ — 114^., y 
= t -\- lf)?ui simiiiterque iuuenitur repraesen-
tatio aci — 157 periiiums x = 8 3 , y = 
— 8 7 , et formula in qua omnrs similes ^UTM roii-
tontao ;r = 8",f — *'ru '7 i // "^ — ^~r- + Z^!-)^* 
Habfu tur itaque (juatuor ionuui.u1 g^neralos snb 
qulbus oniiifs repiaeM>iitatioiuis nunmri 585 ner 
furmam 4-2.0: -f 6-U'# -f 2U'# coiitentae Mint 

:r = ()t — 1-j"i t/- = — 7>f + ^oD^ 
.r = bDt — 597"/- y = — 6or -f- £53« 
:r = 3? — 1 l.yi y = / -f- l o T ^ 
,r = 87^ — 740'tf y = — Rpf ~r 7#9U 

\ b i / , w iiuhdinito omnes numoros uiiegfo* deno-
tant , qui aequationi t.t — 7v.nu = x .satistaciunt, 

ApnUrationibus spncialibus* disqub-itionum 
praeeedtmlium de formis determiuautis positiui 
nou-quadrati breuitatis gratia nou immoramur , 
qulppe quas simiii inodo vt a r t t 176 , i 8 3 quis-
q u e , slno nego t io , proprio marti» instituere pote-
rit .statimqur ad ionnas determmautis pos.it.iui qua-
tlrati, quae «>lae adhuc supensunt, properamus. 

i2u(i. PROBI.P.M\. Propasita fonna (a« b, c) 
d-!.r'-::it;M;?:x quadrai: .'.'/;, drsignantr h ipstus radicrm 
fny,:::i.;m. ;t:i;rnitr farmani (J, B, C) illi froprie 
$.'j::'::*..:'.>:;!.'n:, :n qsta *l:acsxt intcr litnitis o ct di —1 
wc'.. , / / jii! .:... / : , C - u. 

A'..'. I. Qtumiam hh = M> — ffc, orit 
(/? — /»)' » ~ r : — (/* -f /0- ^it * l l " c 1'ationi 
aequaiK ratio C": *"? ita vt » ad ^ sit p r i nms , ^ e -
te rmhieu turque a, 3, ita vt sit a# — Cy = 1, quue 

http://7v.nu
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fieripotorant. Parsulvt i lu t ionoin *. <T, -\ • t r n i w a t 
forma t a, b, c) lii ( # ' , /•', c' • qu.u- i,»:'tur 
illi pvoprie aequiualrns «rit. Hab<-httur au t rm /'' 
= _/.•:". + fe ( . ^ + -v ) + rzi = (7/ — «'0 r,- + 
& ( ' ' : + * ) ™ (h'+h) -*> — /' (•*'» - " ' ) 
s= //.; 6,f = <7" + ah £- + rj j -*= ( / / — b):i + 
a / O — (// + />) o-i- = 0. QuorKi itaqiH» iiM-piT 
iz^inter limit.es o vt uh —• i iaiu i-««l .siirn, b inua 
(fi"', />', 6*') omnibus conditionibus >atb{aeiot. 

II. vSi vero a' oxtra Iimitrs o i«t J/,* —• i 
iacet , sit A residuum miuiinuiu po<itiunm ip-ius 
a1 secuudurn moduium :_//, quod mami"*«to uutT 
Jios limltes .situm cMit, ponalurqur _-/— a' ~ 2%/;, 
Tum forma (a ' , b', «*•') i. c\ (**-', / / . <••) p"i «•ub-
stitutiononi i , o, &, i traiisibit in formaui (Aji*t>\ 
quae formis («•.', /»', c ' ) , (,//,/>,r) propvb- arqui-
ualons erit omnilmsque conditionibus satU'«u-'u-t. — 
Ceterum perspicuum (\st, fonnani (<•/. />, r ) tnms-
i re in fonnam (A, h, o.) per sub.stitutiourin a + 

Gfc, e, y + <s£, J . 

il.r. Proposita sit. fonna (27 . i/J, H) ruius-
detcrmiuans = o. .1 Iic // = /•,• rafintubt» — 1«;: 

,£57 = 8 ; — 18 iu nunmri.s niii;tnji> arqu.tlis 
est ratio 4 : — 9. 1'o-itis it.iuus» ; ~~ j , / .--

f)3 « = — 1 . y = J , l u i i l h t (/••', /•', • ' ] ; ' t 

( - 1, 5 , 0 ) , quae transit in ionnan i i'*,. ~. t> "*> 
per sulh-tilutiunt-iu 1 , o . 1, 1. Uat*r i^iti«:' «*>t 
fomta quaosita, ti'au>itqur* iu i-am pnqu* :U pt.-r 
Sub.stitutioiH-m propriam 5 , 4., — 7 , — u. 

Tulrs tbrma^ ( . 7 , />,<"') iu miibn». c"' r - o, 
JB = //. .-/ iutiT iimitrs o ot -i/i 1 situs, /<r-
J7.<:/v rcductax M)cabimu<, ijua.* i^ilur a it»n'.u< 
rednclis dettM-miuauiis n-^a t iu i , v«d po>it.ia uuu-
^tiadrati, probe &uui di>tuigut*nilat.*. 
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207. T u r o u r M ' . /7„/.-,< fmiuif redur*ar.(a, h.o), 
(.?', h. o), non l.icniica^ propr.r. uaiuiur.lr-nus csse non 
fiOSSXKi. 

J)rm. Si onim proprio aequiuaif»n> snppo-
n u n t u r . trai»M»at prinr in po.^trriorrm pi»r substi-
ir.tiommi pronrimn «, -!, -, , J, habrbuuturque 
quatuor a rqn intiiiis: tt^ • -f 2//•<•/ — <7 ' . . . [ i j , (ixS 
4- /? C--'4--->) — /* . . . ; : ^ , '/-C 4- -»/*:,- = o .. .[^J, 
«•>—•*> = l ... 14J. Muitipla atulo arqualioui*m 
M*c/uuihuu pr»r «', tcrti.uu n«T .* H sul.traliruilo 
lit - /1 (utf—- ry', & ™ -/^ siut», proptor i'.j.j, ™ ,:'//. 
= .?/.*, viuli* nt.TPssuno * = o. (huiif ex [.<], 
•=>£ .•= t , ot * =^z ~\~ 1. Hinr o*: [ i j , # -f- 12. /r. 
=— « ' , quao r.rqu.itio roiNi-UTo Ufquit, ni-a y 
=-•= o ( q u n n i a m tuui a tuui u' ptM hs p. sntrr o 
i-t ih - 1 u u v n t ) i.t: m-i f/ ™ <-/', ,s'm». iounae 
{{/, /7, r<). î f.". // . o ) uifiUirao, tuutra li\p» 

Uiuc .scquentia p rob l rmata , quao pro dHt»r~ 
mhur . t ihu- nuu-quathatis uutlto m a i o r r m ({.iiTicul-
ta tcm iaci"»-*lw;a, millu ne^otio .solui pokTimt. 

T. Pnr?i*s';::s tf.Y.:/».v.v fonrls F, F* ̂ hsd^t: detcr-
mir.antis q:!.?di\it;, iwsthyrs <?r praprh* .icqiciul^ant. 
Quarrantur thiat» ionnat» r r . hu la f fonni.s /•', P 
rosp. proprlr arquiualrut r . - ; quar si i thmtirar suut, 
p'"opo-itat» proprit» arquiual rn t rs r r u u t , siu mimis, 
lum ciuii.. 

lh /;N >'»?; •<. v;.''.v .';*;?-'.s.':; \,:?v <?.•• :ivprnprh% acqui-
!i ?.'.•.;<:.*. >.i a>:u:.. . i l tf i .au iu onosi tanun c. <'\ 
iti:tu 10 /•'ttppo-.sta, r / ; tju.." M lurmar /•' prtipnt* 
iitMpauah»:, F et, /j'' iuipiiipvie atitiuiualfbuut, c*t, 
cuntra, 

S 5 
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208. PROBT.EMA. Pmpositis dttahus fortnis 
jF*, F' detmmnantis Ith proprie a-^qurualcnhbns: ir.uc-
mire transformaiionem propriam altcrius ;>; aiieram. 

Sol. Fovmae F proprie aequiualeat. forma 
reducta <J>, quae itaque per hyp. etiain lornuu* P 
proprie aequiualebit. (^iweratur per ari. iio(5 
transformatio propria formae /'' m •&, qiu«' ftt 

/*> C, y, ^j nec non transfonnafto pronria ionnao 
F' m 0 , quae sil *', *', -/. <*'. Ttmc •»• tran*.ior-
mabitur in i'v per .sub.Mitutionom pruprtam *'. •— 
C ' / ~ y', *' et hinc I M U /»v pcr .suLstiiutmm-m pro-
priam «^ *--£"/, ?*'— «c, Y&i — jys w — vv. 

Operae pret ium cst, aliam fonnulam p ro 
liac transformationa formae F in ./»'< euoluero, ad 
«raam formam reductaui * ipsam nouisse ue opus 
quidem sit Pouamus fonnam F esse (</', /;>, r ) , 
,F> = (<7/? /;/; c / j ? <p == (V/, //, o \ Qumiiam ra-
iionibus h — /;: <z vel r;: — (// + /;) m nunu-tls 
minimis 'aequalis e.st ratio »•" &\ laeile prrspji iiur 
h~~ h a £ . , c 
—^— = y i o r e integrumy qui s i ty? noc n o n •> 

s = — T - ~ integrum, fore qui ponatur = ^ Ha-

bebitur autem y/ =ss £** ~f~ atay 4 . cyy acU*oqu<* t/t 
z=s u*«£ -f QB^Y + c*r/, stue (^nkstitufis pro ff», 
'*(£—&), pro «;, <&) &* = *«l/i -f. ^ ( ^ ^ « i ) * 
-f CCyŷ- siue (propter b = — /1 — /£) , ^ r = 
» « ( ^ ~ Cy) h -f («* — £y ) *g ~ SA.;f ^ ^ sitiiili 
modo «W = #««* -|- 2/>*S£ 4. ry>* —- ^JSf-j. b(^»^ 

£yy) %yyh - - («<?<—Ty) »/* ^. 3j. (**~~ n> ) / t 

= *}h+f. Quare « =r t£~~$. v -3 *J"~.lM 
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Prorsus eotlern modo positis ——~~ = —!=/> J*L 

— k — b' ™ M — ̂ ' b'A>~fl 

Quibus valoribus ipsorum % y, «•' >•' in formula 
znodo tradita pro transformatione formae .F m 

JF' substitutis, transit in hanc: 

_ £ r ~ ^ # £ - * * ' * /*-* ' / 0 / - t e ' • 

A omnino abiit 

Si cluae1 ibrmao JF, P improprie arquiualen-
te»s propouuutur, H. transionnatio impmpria alt«-
rius in altcrririi quat*ritur, sit forma (l oppohita 
foima F. ct trausiorniatio pre via iormao (,' in i# 
Itat>r. «-;, *-» -,, f. TIIIIC manift*:-.um c\st «?, », - y,— ^ 
iotv trmisiomuaioupiii imprupriam formae i<* 
in I-\ 

Dtmu;tm patet, si formar propositae et pro-
prit« ct hnproptit* at'quiualenh's sint, hoc modo in-
u -niro po-st* trarisf«niiation«s duas alteram pro-
priam altrmm unpropriam. 

—(19- Nihil itaque iam snperest quam vt ex 
vtui trau-*i>nus.tionv omiiKs ivliquasMUiilcs dt»ducc> 
i*«; dtif",i;«m<. Hoc w m p*»nat*i. u soluiione arqua-
t:-\--]s >nil.-t •••'!,itlf,tat, /7 . hhuu — mnu dfsignaute 
/// ti umuvm itmmunmm m:ts,imum uumtTorum 
a. :v>„ r . M u / , /,>„ r.-) t"st ultfrutra formarum ao-
tp.i 4 t!'»ntiiuu. SVd tuwc ai<uuatIo sompor tluobus 
ta.tmm nuidiM sotui pottwt, m»iupt* poutmdo aut t 
= /w, u u= o, aut £ = -»« w , u = o. Puuamus 
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enim dari adhuc aliam solutionem t = T , u = 

17, ita vt U non • = o. Quia ram ipsum \1M cer-
'.•• ATT AkhUU . ' . 

to metitur, en t 4 _ - = - * ^ ~ ~ == 4? atque tum 

i £ ? t u m - 4 - - - - quadrataintegra. Sed( nullo 
mm mm • . 

negotio perspicitur, numerum 4 duorum quadra-
torum integrorum dilferentiam esse non posse? 

nisi quadratum minus slt o i. e. tl.=' o, contra 
liyp, w - Si itaque forma F m formam F/ per 
substitutionem *> «V v, $ transit, alia transfprma-
tio huic similis non dabitur praeter transformatio-
nem — «t — £> ~ > J ~ ^ Quare si duae formae aut 
proprie tantum, aut improprie tantum aequiua-
lent, duae tantum transformationes dabuntur; si 

• , . . - • ' . . ' • • • • ' ' " , • * • 

yero tum propne tum lmpropfie, quatuor r nempe 
duae propriae duaeque impropriae. 

210. THEOREMA. Si duae formae reductae 
(a, h, 0), (a1, h. 0) improprie sunt aequiualentes, erit 
aa'EEmm (mod. 2mh), designante m dmisorem com~ 
munem maximum tmmerorum a, 2h, vel a^ ik ; ei vice 
versa, si a, 2I1; a',2h eundem dmisorem communemma-
ximum m habent, atqne est aa'~mm (mod.amh), for-
mae (a,h,b), (a1, H, 0) improprie aequiuaientes erunt. 

Dem. I. Transeat^forma (# , h% 0) in formam 
(a[7Ji, o) per substitutionem impropriam «i'£> y» ® 
ita.vt habeantur quatuor' aequationes a** .+•• 2/z«y 
•=• cO .... • i i}; :«*£ + h{^+'h) •== J _.,• [2] ; a & + 
QJI&''==•• o . . . [3]; ' a$—'Qy.=z — 1 . . . [4 ] . Hinc 
sequitur, multiplicando [4] per h et subtrahendo 
a ; ;[2], quod ita exprimimus [2] — h [4], ....(ax 
+ 2&}>)b = zh ... [5] j similiter ex <̂5 [2] ~» 



.yv [5] -» ( a + a*v + fo^) [4] deletis quae sese 
destruunt... — a^.=. a + 2/jy^, siue — (a." + 
"jb/&y)<J' == « . . . [6];' denique ex <2 [1] ... a (̂<2«-f» 
S/zy) ==. aa1, siue ( ^ -j- ^hy)% — aa' = 2/r/ (<&* 
+ 2/V) siue (<2* -f Qhy)z =E flfl'''.(mod.- 2/2 (#*•+• 
zhy )•) . *i [zl- lam ex ' [5] et [6] sequitur a* -f 
a/V nisliri ipsos. 2h et «-, adeoque etiam ipsum 
m, qui 'est diuisor communis maximus ipsorura 
€Z, Qh', manifesto autem m metietur etiam ipsUm 
a* -f 2/zy; quare necessario ^-f- 2/zy erit aut == 
+. ?7z aiit " = — 772. Hinc statim sequitur ex [7], 
mm ZZ. aa' (mod. zmh). Q. E. P. 

II. Si a, G/Z 5 «2', 2/z eundem diuisorem com-
munem maximum m habent, insuperque est aa' 
— , -, 7 > a 2%_ a'• •'• '•#$'— «j»» rrr: m/?z (mod. 2mh). —, —, —, ,-—. N J1 m rn7 m' imh 
erunt integri. Facile vero confirmatur, formam 

( a , /z, o) transire in (a', h9 o) per subslitulio-
a' r 2/2 aa' — mm a . 

nem , • , —-—f—, —$ nec non liahc 
• m1 m1 2inh 7 m 

transformationem esse impropriam. Quare for-
mae illae erunt improprie aequiualentes. Q. E. S, 

Hinc etiam statim diiudicari potest, an for-
ma aliqua reducta. data (a, h, o) sibi ipsi impro-
prie aequiualens sit. Scilicet designato diuisore 
communi maximo numerorum #, 2h per mf 

<esse debebit aa r=: mm (mod. 2mh~). 

211. Omnes formae reductae determinantis 
dati hh obtinentur, si 111 forma indefinita (s47h7a) 
pro A omnes numeri a jo' Tsque ad stk — 1 incl. 
substituLintur, quarum itaque multitudd; erit o,h. 
Perspicuuin . est omnes formas detenninantis hh 
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in totidem classes distribui posse, hasque iisdem 
proprietatibus praeditas fore quas supra (artt. -175, 
»195) pro classibus formarum determiriaritis nega-
tiui, et positiui non quadrati attigimus. Ita om,-
,nes formae determinantis 25 in decem classes di-
stribuentur, quae per formas reductas in singulis 
contentas distingui poterunt Hae formae redu-
ctae sunt: (0, 5> 0) , ( 1 ,5 , o ) , (2 , 5> Q), (5, 5, o), 
(8, 5, oj , (9, 5, ° ) J <Iuae pbi ipsae simul im-

;proprie aequiualent; (5 , 5, o) cui improprie 
aequiualet (7, 5» o)5 (4? 5? o) cui improprie 
aequiualet (6, 5? °> 

212. PROBLBMA. Innmive omnes repraesenta-» 
tiones mmeri dati M per formam datam axx •+*.' 2bxy 
Hh cyy determinantis hh, 

Solutio huius problematis ex principiis art. 
165 prorsus eodem modo peti potest, vt supra 
(artt. 180, 181,205) pro formis determinantis ne-
gatiui et positiui non quadrati ostendimusj quod, 
quum nulii difficultati sit obnoxium, hic repetere 
superfluum esset. Contra haud abs re erit, solu-
tionem ex aJio principio quod casui praesenti pro-
prium est deducere. 

Positis vt artt. 206, 208, h — b: a==zc: —i 
* 7 ' .• 7's. >= iv h ~"b a r c 

(h + fc> =..;€:; ty - ^ = :-j = -.f-y T =3 
^__:z_ sa g9- nullo negotio probatur, formam 

propositam esse productum ex factoribus $x — <fy 
et fx — gy. Vnde manifestum est^ quamnis re-
praesentationern numeri M per forrnam proposi-
tampraebere resolutionem numeri M in binos fa~ 
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ctores., Si itaque omnes diuisores numeri Msunt 
d, d>, d" etc. (inclusis etiam 1, et M, et singulis bis 
sumtis puta tum positiue tum negatiue), patet 
omnes repraesentationes numeri M obtineri, sl 
successiue ponatur §x — 6 j • = d, fx — gy == 

-g-5 fce —•fy=z.dt,fx-..gy = -^- etc , ' valores 

ipsorum #, j hinc euoluantur, eaeque repraesen-
tationes eiiciantur vbi x aut y valores fractos ob-
tinent. Mahifesto vero ex duabus primis aequa-
tionibus sequitur x — J.^J~m, ^ e t r = 

$M—Cdd' . •• • • • • . 
TQTZT7P)2' ^ U O S v a i o r e s seraper determinatos 
fore inde manifestum quod §f — fg = QJI, adeo-
cjue numerator certo non = o. —: Ceterum ex 
eodem principio, puta resolubilitate cuiusuis for-
jnae determinantis quadrati in binos factores, etiam 
reliqua problemata solui potuissent: sed methodc* 
•ei quam supra pro formis determinantis non qua-
drati tradidimus analoga etiam hic vti maluimus. 

'Ex.:, Quaeruntur omnes repraeSentationes nu-
meri 12 per fo rmam^xx+^xy^?yy . Haec resoL» 
uitur in factores x—-~ y-.et §x + 7J". Omnes di-
uisores numeri 12 sunt +. h Q> 5>4? % lz- Posi-
tis x.— y = i, §x -f- 7^ = 12 fit x 19 

io : y 

1 
10 

, qui valores tamquam fracti sunt reiiciendi 

Eodem modo ex diuisoribus — 1, +. 5? i 4? d t °Y 
HH 12 valores inutiles obtinenturj ex diuisore-f-
2 vero : obtinentur valores< x •== .2,' • y ' = o , et ex 
diuisore -—2 hi # = ' — -.2, y = .0; praeter has 
duas repraesentationes igitur aiiae non dantur. 



Mcthodus liaec adhiberi nequit , M. M = o. 
I n h o c cn*u marihvstum est o n n u s valorc.s ipsoium 
rr, f/ aut aequationi *.£ - <j/ = o , auf hutc /.r—• 
gy = o . sa lHamv dobore. Onnios autr*m M>1U-
tionos at-qiu.l.ionis priori.- coutuu-ntur in fnnuuia .c 
.— ^ „ ^ xZl do«-'»;imr,t'- r. iudcimito nuuuvni i i 
iiim;>riuu qut-uicuiiquo i,Mquid«-m u i supnutfstur y 
} iru>r so prnni MUII ; : MUIUIU-UJU'* p<»uri.«!o utui-
sorcm, » ouuuuu »ni uiaxim.uu nuni»-roium / . ; : . —~ 
772, oruiifs solutiones u.-quutin./i.s po-l •. un- rxhi-

bebuntur nor fonnulam .r ~ '^ / , ;/ •--.-; _ . On.ue 

h a " dnao fonuulao 'umoralos onnifs ifuva^M-uta-
tiones numeri Mm hoc casu cuutpleUcntur. 

* j . * 

In praoccdentibus onniia quac ad co^nnfcra-
dam acqiuuilenfsam et ad inuciuYuda.s onnu-s 
transforinationos foimarum n«*c nou ad H*pra«\-cn--

s>tationcs omnos numorurum tlaloiuin p.er [tum.ts 
datas mda^andas iw-; Mmmt, ila Mint i*\ph«ai.t, 
vL nihil amplius tf- .vlcnui po*«v \ tdi uiui. Sa~ 
pfnv.sL ituque t an tummudo , \t nropoMii- tlua-
bus tormis quae prout«,r f/.-w,' rm^KutLun i:i<:f<>i.-i~ 
litaiem uoquiujlenus t •,•«•'- iu> ufuu:, tY.uUi a ; v 
(h)C-'amus, aunon altcr.t »uh . ibnu i n.":i";t-i -\'. , *'t 
in hoe ca>u omnets UiiiL>ioriualiuut*.> iiuus m ha:„c 
inuenire, 

S17,. Supni artt. t . i f , t lH o^Midhm.*, 4 
form 1 f t\ •t.MnsMrmih U Y:m t- 1 F ilf*fr*m.,'i.itiiis 
K 'm,)l:c.*t a;-jvO i»> :• ' , .; ,: t'.*:^** t v<*r V ! ; S . . . U * 

t iouj in #f, «?, >*, *, ic-rt- l\ ~ (.-i *--*«>) * / i ; M iut*-



«*-—£y = + l , formani f non moclo Imnlira-
re formam Zr' sed ipsi aequiualruUun esse et 
proin si f ipsam F iniplicet neqtn* \ e ro e idem 

F 
aequiualoat., quotiorrtem : / . e.sse inteoTtim rnuio-
rem quani l . Problema rtaquf* hic soluouduiu 
e r i i . diiudirarr an furma data / ' dt terminantis 
J) jnrmarn datstm F determirianti.v Dct: imp'iret 
•\ lit r Mippnuitur esse uumerus positiuus muior 
quum i, Hoc iie»otunu it.i absoluemu.s, U tuul-
t i tudiuem tiuilum lonnaru tn suh /" ctmtmilnrum 
a>M£n.u*»» «lo«i';uMU< quat* ita siut comparatao, vt 
Jfr' si sub f ( outenta est netv.ssario aiicui <-x iilLs 
uequiuulere debeal. 

1. Pouamu* omtu\s dmi<nres (po^ittuo^) nu-
mer i e (hn iu- i s etiam i et r) OSM» ///, m ' , mH 

eU\, atque f* _•.= mri ~~. ///',</' • = m"n" et(\ I )o-
Miluemu-»breutMtis- ^raua formam iu q u a m / t r a n s -
it per sub>.iilu?ionem propriam m , o , o . // ita 
(///; o )^ i o n u a m in quam /* tnm^it per substhuti-
o n e m propr iam //*, \ . o . n per (m; i • v\c, 
^•''neraliterque io rmam in quam / ' f>er suPe.t. pro-
priatn, m A". o . n transumtaiur per (*///• k \ Si-
mili motlo t»\nw\it / p"r subst. propriam //>'. n. u? 

/•/' in ///': o ) : pcr bunc / / / ' . i , o . / / • in -;///'; l):.i'to.> 

per ///", o. o, /.*" in ;. ///'•; o , ett\ etr. Cuiuws bao 
in rmue *-ub /" proprb» eontentue erunt , et ruiusuis 
det" , - 'uina';< --= Dee. Conip le \uu i o m u i u m for» 
i n a i u m :. ///: o \ ' ///,• i \ (///,• -z) . . . . »„ m; m — i ) 
(///'; o ) . //;/',* i — m'; m*— I ) ' m"; o ) etc* 
qua rum muit i iudo erit /// -J- ///' -{- ///" 4* e t c et 
quu> omties iuter >e diuerMs iore iacile perspki-
tu r ? desi^uenui^ per n. 

T 
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Si e* g. f o r m a / ' e.st haec. (2, 5 , 7} alque a 
s= 5 , i i comprehendet soquentr.s sex lormas 
( l j 0)5 (55 o ) , ( 5 . ; 1 ) , ( 0 ; ij;» (r5; l ) ' ( 1 - S ) 
quae si euoluuntur suiit (-2, ^ J-T5)* 15<N 2">* ." )» 
(50? 55? i.9)» ( 5 ° J 45» 35)» C5°> 55» 51 )> 
( 5 o , 6 5 , - 7 9 ) 

II, I am clico, si forma Z"'1 dKerminantis Dro 
8Ub y proprie contenta sil , nccessario eandfru 
alicui foraiarum n projnie aequiualeutc-m ic.re. 
Ponamus foruiam J tnm.stunuan in / • 'per sub>ti-
tutioneni propriam u, ». y« «\ eritque» «A - »; .=-:«*. 
Sit n u m e r o n u u 5 , <? (<jui amho simul o f.^e-
nequeunt) diuisor comnmuLs maxhnus positiuo 

acceptus = H , atque _-- = m7 qtu mamles to 

erit • integer. Accipiautur # \ // ita vt »sit *;# -f '/•. 
c= ?tj deuique sit k res iduum nuinhnum positi-
u u m numeri ag -f &h secuudum moduhun m. 
T u m forma (///• /i) quae manile.sio ecit intt*r Ihr-
mas Xi7 formae /'' jirojirie aoquiualfdiil, ri ijui-
dem in ipsam trausionnalutur per suli-t^utitmeiu 

p r o p n a m . {-//,- . — : • -• — ^ 

V ^ x" • • t 

—-, —. JNam prunn uerspietmm r.st hos m u t u o r nu-
n 11 l 

rneros esse iute^ros,- srcundti facilc eonuTmatnr 
substitutionem esse propr iam; trri/n nafeK fur-
m a m in quam (///; A*) p»*r Mtlwtjrutinncui i l l im 
transeat eaudem essv in <mam /"*) trauseat i>»»r 
substitutionem /// ( --- . " *l\ "•"* *'*""" * ^. /, j ». 

/* //; 

*J Quippe <JU« pei* sutmitntioBsm *»i fc,u,w, ;« (ta„ k) tuw.i \\ 
«rt.159. 
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f u o n l a m m « = e = **—Sy adeoque £y -f TO« 

= *^? «^ .— mn = «?, pe r l ianc — ( ayg - j -

«*%)3 — ( fiy^ +• CJ/t ) ? y^ £,? siue den ique quo-

n i a m yg-h-lh = « , pe r h a n c *» C» y» ^ L e. per 

I iyp. , in F Quare ( m j &) e t J ^ p r o p r i e aequi-

ualentes e r u n l CJ. JE1. D . 

Ex liis igitur sernper diiudicari potest, a n for~ 
ina a l iquacia ta / \ ie terminant isU formam ..F de termi-
nantis Dee propr ie implieet. Si vero quaeri tur an 

y ipsam 1*' impropr ie implicet , inuesttgari tatv 
t unnnodo debet au forma ipsi F opposita sub 

f proprie coritenta sit, a r t 159, 

t2i.{. P R U I U , I M \ . PrnynsUis duc.hus formis* 
f, det^rw.lr.-jyls /,), ,%» F dt>r''n:;hk>;:f:s /J--t, qiuirmn 
pr:••')' ^V>.J.-T.V?VW,- yrnyr;? im}-!;c.;t: rxkzbcre omnes 
traxsftiriXiUwirs propri.is farwiv f in F. 

SaJ. Dest^nante f.l eundein formarum com-
p i e x u m u in arl. praoc. , excerpuntur ex hoc com-
plexu onmes lormae quibus /'' proprie aecjuiua-
let . quut' >i,,tt <K <;', •;" etc. Ouueui.s karum i'or-
nuifum MMpamti modo suppeditabit traiLsiormulio» 
nes p rnprus f:'--mue /" in /•', et quideiu aliae alias 
(i. e. Mri»ulue diuersus) , runi tae vero eunctas 
(L e. nulia trau«-turmutio propriu formue f in F 
•erit nuum tiou vna ex iormis ; , •;' etc. praebeat) . 
<Ononiam mediodu* pro onmibus formis # , *J e t c 
e a d e m est, de vna tantum loquemur. 



-—' UQ2 —-* 

Ponamus * esso (JVi"; A"), atque r = . l / V i t a 
vt / iiJ * per subsLitutiotwun propriam ;U, A, o, 
J\T transuat. Por ro dcsiinnmtur omni'< tivmsjur-
matioues propriae fonnae $ iri F imhuitiiu* p r r 
$f b/ c, b. T u n i manifesto / trausibit In '» pt*r 
substitutionem propviam Ma -f- A'c, Mb + A>? 

jVc, A'D, et hoc modo PX quauis transfunnatiuuo 
propria formae $ in /^huqiu^tur transformatlo pro-
pria formac / iu h\ — Kodtmi uxoilo t r anandae 
sunt formae rdiquao <I>;, <;" eir., quarum ^n^u-
lae transformationrs propriac iu F trausfonualio-
3aem propriam formae f iu /•'praubobuut. 

Vt apparrat lumc soluiionom ex oinni partn 
completam essc, osu-udendiun erit 

1. Hoc modo omtws transforiKP.tinnjs prapnn* 
jjossibttes fonuae f hi F obihwr':* ^it trau>formatu* 
quaecunque propria formutv/"In F bar-c «•> «i / * ^ 
atque vt iu arl. praec. I I , // <UUIMH- r o m m u n U 
maximus n u m r r o r u m -, . <r; numrr i /;;, .;. ; . k 
autem eodem nuulo vt unir dftosmi.' «u. I um: 
lonua (///,* /»•) cril intrr IIIMJM. 'i-, •'" <",,, r t 

+ *»'. /. t ' . * 

hil h , O » ; , , - ' - t . . — A ; j> 

» m /.' * ;;; *'! « " tt 
aliqtia ex tumsiurmatiouibus {•••«rnii- IUU.K Jur-
mae in F$ cx Iiar %rro p**r ir.;,u,aiu nm.io tra-
ditam obtinwur transtoruiatio .. • i , ; . i ; h..«*<: 
omnia m art. praoc. sunt drmotMrata. 

Ib (hr.nes trivr.sforuuiiw.cs hu: K:<> i * *>ra« 
t*Mnt*s int,r se n::::^^ ts*-. .» ;•; r..t.:..m /•;> 
ohimtrl Nnilo (jnidrm lu^u.tio rsv-pu ,L,r, ;'lu-
i*o transfoiiiiaiiuuca diucrc-.a.s ciuiit-m Unitiav >K 



vel * ' etc. m F eaiidem transformationem £or-
m a e f "m F p rodncere n o n posse; quod vero 
etiam. formae diuersae e. g. <j> ot <*<'eandem trans-
formationem suppoditare netiueaut , ita demon-
stratur. Sujjponamus, transformatioiiem propriani 
* ,€ , •> , . - r ioriniirt / ' hi A" obtineri /;/.»/* ox trans-
fovmatione p ropua a, bf tf b formae * in 
i ' \ /«w ex trau^formalioue pronria af

f bf
; c/

/ b ' 
fonnae «:=' in i'l Sit o> = ( V i ; / \ ) , * ' = 
( .1/s A<), <• = MX = JIAV. Habehtmtur ita-
que aequatione.s # = J / a + Ac = ;1/\V + 
A ' c . . . f i j , £ = .V& + A"b = .1/6' + A'b' . . . 
[*], v = Ac = . V r . . . [>,j, cT = ,Yb = A~'b' 
. . . j'.j.l, nb — 6c = n'b' — b'C = i . . . [•>]. Ex 
fl'.] i — 6 ~,; sequitur adiumento uequ. ['-•>], /V = 
.A' ( ab ' — 6 c ' ) . quare .Y' metietur ip>um J Y ; 
simil i t -r e \ a ' p ] — b' ;-,; fit A ( a ' b — b'c) = 
,A', quare , \ metietm* ijiMnn .V , v n d e , quia 
t u m \ tum A ' supponuntur es<e positiui, erifc 
neivsMrio X = A'«, ot , i / = ;!/ ' , t*t hine ex 5 
et .],, c = C, b = b'. Purro fil ex a [2] — 
e ' r . A" =r. .1/ '(ol^ — &aM + A ' ( a b ' — 6</) = s 
i l / aM — lia') + A', hinc A H i A ' ( m o d , M ) 
qu.nl fi.*ri tunput nl-i A" = A', quia t u m A" tum 
.A' iar.mt. inter limites o et M — l. (Juamob-
jvm fonuae 4'. •*' nou suut diuorsae, eoutra 
hyp . 

O t ^ r u m pa!et, si I) fuerit ne^atiuus vel 
po^t iuus qu.iduitu-, per me thodum hatic omues 
tra:*.^«»"m itione.s proprias formae /* iu /'* reuera 
huienii i p»w-v; s\ w r o I) positiuus uon-quadra -
ttis, inrmma»* eertae $jeneraU*s assignari potertmt 
iu qumus omnes trandormationes propriae (qua-
n i m mult iuaiu mliuita% ertuteiitae eruut. 

* V 3 
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Deniqu**, si fornia F nnpronrie «a-b forms 
jT conteuta e.st, onmes tran.-Joniiafiones imnru--
priae ill"u- h.i hanc per mrlhi-tlutu tuuiiu-.m ia~ 
cile exKberi poteruut. Sciluvt si •'•• -< > r i inde-
finite omnes transformatittu.es propiias fnnuae /" 
iu fonnam quae formae, /*' opposita e.-t, ileM^nar^ 
supponitur: omues transf. impropriae Itinnac / h i 
F exhibebuntur pcr « , — C, y , —. i'. 

. & . Dosiderantur omues transfoimatioues 
formae ( 2 , 5 , ? ) iu (-!."•").> o — 1 ) , qua>* sub 
illa tum proprie tum imnropi ie ronlenia est„ 
Complexum formarmu Ai pro hoc ca-at i, t;u iu 
art. praer. t radidimus; examine insiitufo inuetti-
t u r , tunx fv5^ 1) tum ^ 5 ; .{) iurmae ( ^ r i * °T —- * ) 
pvoprie aecjuiualere. Oitmes translurmaiiiune.s p io-
priae formae ( 5 , 1 ) f • <*• ( 5 « , ^ , 19) in (£7"iT 

o-, — 1) per tlieoriam uo.stram supra exnhcatimt 
iuuemuntur contineri sub formula iu-uerali m£ 
— '2JC}I(, — t -\- 1 (i?/. — 15/ -{- -CV*** r — t ",.v„ 
vbi / , j / desuuiant iutlefinite onmes uumeMis >;;-
te»t'es aequaiioni tt — i~^u:i -— 1 s.ife-ia» i c n h - s 
quare onmes tratisfoi niuiitine*; [ineai.ie {iu-nae 
( 2 , 5 , *•*) ht -. 2"',. u , — 1 j hh.r diiiuuiai- ren-
teutae eruut sub huuu .U penerah u y — 1 t '» i ' ' , 
—• <\.t + b y / , — i-V -{- J;-",-. ' , / - 1-,-*'• >itti:Ii 
nioilo omues transfi.niiaiione^ pro-.mae h rm.e* 

(r)'- 4 ) i- «** (.">"* ° ' J - 7l) » •» t-;""n <•• — l 3 
coutinentur sub iormuta ^enerali i.;;' -f- .r* ; , 
/ -f 14,/, — \r}t _ ^ y / , — f — a ;, . , .«:• »•-
(juo onmes frausionnaiiunes pnrui.u* U>ii:..%t* 
( 2 , 5 , ;-) in ( J 7 5 . o , ~ 1) hh:« •uh;-.--..- -:*b 
liiic 11»/ -{- i.»-.*; / , / -f 10,7, __ \-tt , -"/;.'*, — 
£ — 15?/. i l ae duae ionuulue I^hur oinn*"» 
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transfomiation.es proprias quaesitas aftiplecttoitur. 
— E o d e m vero m o d o inuenitur omnes transfor-
xnationes improprias formae (&, 5 , 7 ) in ( s 7 o ? 
o 5 •_ 1.) sub sequentibus duabus formulis con-
tentas esse: ( I ) . . . 65 f — 1100« , 4* _ 6 5 « , —. 
15t + 2 7 3 K ) __ f+i/jK,* et ( I I ) . . . iof-f= ©75W, 
— £ — lo t t , — l^f •—. A 7 5 K , t + 15^. 

2]j>. Ifucusque fonnas determinantis o ab 
cmmibus disquisitionihus exciusimns,- de his ila-
q u e , vt thooria nostra ab oiuni par te cimi-
pleta tmadat, qnaedam atihuc sunt adiirienda, 
(Juouiam ^oneraliter dcmoustnruuu es t , si forma 
aliqua determiuantis J) lormam detcrminantis I)1 

impl icet , D' ess(4 mult iphim ipsius />, statinx 
patrl tu rmam ruius de tcrmmans = u aliam for-
m a m quam ctiiu.s de tenninaus etiani sit = o ini" 
plicarc uuu po-sr, (htaiv duu i an tummodo pro-
b l rmata .solueuda restaut, seilieet 1° prnpositts 
d:t;U"J.s jormis / h\ q::arum posfrrior hithct d?tcrmi-
iwmcm o, dxndtcnrc vtntm prior postn\orcm impHat 
*}cc::ct ct h; :'!o wa ou:$;,$ trausformdiloncs iUius 
in hxuc ra/;,-Vr<\. »'"* hiucrtirc omncs reprctrscntatio-
r.cs }:::>;::ri djti pcr Jorwjm datc.m dctsrmwantis 0. 
Problfiu.i pr imum aliam m e l h o d u m rt»quiril, 
quaudo dj-tcnniuans prioris 1'ormao / e t i a m est o3 

aliutu tniaudu n o n esl u. l l aec onmia iani cx.-
'poiieintis, 

I. Ante omnia ob-eruamus, quamuis Jor-
xnam tu.v -f %bxy -f o r , cuius determiuans 
bb — ttr =y= o , ita exhibcti posse m ( »\r -f / ( / ) % 
denotamibtK £-, h munoros inier se nr imos , m 
iiiie^iuiij. Sit enim m dinisor commuuis maxi-
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mus ipsorurn a^ c eodem slgno arcfptiK quo lii 

numeri ipsi sunt ailecli (hos sigria <»pjuK<it«i hiibeiv 

non posse facile perspiaiur), eruntque ][ , -~ 

integii inter se primi nou nrgatiui, produnmu 
bb 

®X ipfiLS sss - - i. e. quadratum, adeoque illi 

ipsi quadrata (art. m). Sit t? = /^-, -r*- = 

hh, eruntque etiaui g, h iuter .se primi, gdih 

^ ™*7> e t #" ^ —- '• I n , l r \niUit *"(&* mffl m k ° 
• "T" # / ) * fore = ar.u 4- soz j - + tyy. 

lara propositac sint duae foniw'1 / . /•", vtra-
que determinantis o , et quideiu sit / =-. /// \ -,?; 
+ / /7) , # = / l / ( t 7 A + / / ! ' ) • . ita vt # a d \ 
G ad / 7 sint primL T u m dico .si lorma / ' impii-
cet formam b\ m aui ip.si .V aequaiVm ev.r aut 
saltem ipsuui M metiri et (jufjlien.em v^ q.,... 
j • • 11 
dratumj et vixe ven>a M -* .sit ijua.u.itum "m!e-

n: L 

g r u m . 7 'eonteutum I^M* MIIJ /] Si ,..;iu. / per 

stuMiiiitiouem .r =:.- .- V + £}". v _... - \ + 'Y 

m ,/' traiiitn* suppmntur, eru t ( r \ + / / } ) ' ,.„-

((*& + - / 0 A ' + t*/< + 7 r ) ) ) \ wnie i a u l r .«-
quitiir ^ csso quadralim.. Pnuatt.r » .• «,-, r ; ? , 
q u o ^ ( r ; . \ ' + / / r , .-i.-.: + {( /r + ;./0 A + C . -1-
«7/) }-),^ i. ,». _+ K; =S. ,,»• + :A% + ,-// . / t .. 
+ h; si ihufue $ , $ ifa de.e.mii .aauir \; : 

G)C + Jr>// ; ^ 1, , . r i , ' + t. ..-_., 0 / ,̂ . j . >L ; .. 
«& v%' + «M/, adcutmc intc»er. (/. L. ,P, — bi 



- M 
vero, vice versa, suppomtttr, — esse quadratum 
integmm = ee, forma / implicabit formam F. 
Scilicet integri *, Zf y, $ ita poterunt deternii-
iiari vt fiat *g -j- 5/2 = J+* ^G, fcg -j- JA =• 
_+ cH Accipiantur eniin integri %? \) ita vt fiat 
$g + §h = 1, saiisfietque aequationibus. illis po« 
nendo * = + «Gfl -f- hz9 § = J^ £rG£ —. gx, 
£ = ± ^ 4 + hz', $ = j l «#'? — £«', qui-
cunque valores integri ipsis z9 z* tribuamur; qua-
re F contenta erit sub / , Q, E* S. Simul baud 
dii'ficulter intelligitur, has formulas 0mnwj.valo.res 
quas *« C, y» I' nancisci possunt, i, e, omnes trans-
formationes formae/"in F exhibere, si modo zf 

z1 iudefinite omnes uumeros integros exhibere 
supponantur, 

II. IVopoMfx duabus fonnis / = axx + 
nh.ry -f c\y cuius eic>u>> mhums non = o, el i«* 
— . i / f ( ; . \ -{ - / /} ) aiius deU*rmiuans = o (de-
M»uantii<us vt anio G\ / / num«Tos inter se pri-
inos , , diio primo, si / iniplicet: ipsam F, tiiune-
mm M pt»r iormam j n*pnu*seutari posse; sc~ 
f.-v/f/o, si ,1/ pcr / repraesemfari possii, F sub / 
tontcntam e.<Mk; trriio, si in hoc casti omues r o 
lM-«ie*-.L'utatitJii«'> numori .1 / per formani / imlcfi-
niif f\hibi»antur ita .r = ' , y = •,», omucs trans-
f«iimatit)iii«.s iormae /' iu /'' exhibcri ita (Ji, JIi% 
it , //.. (v)uat* omnia Miqu<'uti inodo demon-
tilramus. 

i •" 1'iutiitmis f tr.imarc m J** per subititutio-
m*m «• «, v, *. acripianturqiut numeri C$), i j ita 
VL sit 06* -f &/ / — i. Tunc maniiestum est 
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5i ponatur x = *.© + GJp, y•'=• >@ + J £ , Va-
lorem formae / fieri M," adeoque M fepraesen-
labilein esse per formam / . 

2° Si supjfonitttr e§se a!£ -$• ah$v -f-cuu = 
M,' manifestum est per substitutionem Gf? .fff *> 
Gy, iff,, fbrmam / transire in F« Quod vero. 

5° in hoccasu substitutio Gt, H%, G»r Hu 

®mnes transformationes formae / in -F exhibeat, 
i i I, « supponantur exhibefe omnes valores ipso-
riim xr 7 , qui faciunt / = Mr ita perspicitur., 
Sit «j ĵ y».-f- transformatio, quaecunqiie formae 
/ in -T7,; et vt ante ©G + JpH = : i. Tum in-
ter valores ipsorum x,, y erunt etiam hiy x ==. 
«,$ + €§•, y =•.>© + fSjj?r ex quibus oMnetur 
substitutio G£a® + £ £ ) , , # ( * © + % ) , G ( ? ® 
+ $$)rH(y®. + i § ) , ; s i u e * + £ ( S G —*.B),, 
•C + ® (*iJ ~- CG)^ y + £ C*G — vH)r £ + 
© ( YH -±- $G)., Sed quoniam a («X + £F) l + 
<2& {' «X + ZYJ(yX + JT) + c(yX + JF)* = 
7kT(GX + HYy erit ar («A-fiy.)1 = M(<TG — 
y/f)%. c (by — ̂ ) 1 ' = : M(GG — «i?).1,, adeo-
que (qwum determinans formae / per («^—Sy)2, 

multipHcatus, aequalis sit determinanti formae F 
i e . = o, adeoque etiam «̂ —-Cy — o),, <̂ G—• yH 

"==o,...£.G',-—# «i/': ===• • o., Hinc substitutio illa 
transit in hanc•; «> £»• y».'̂ > vnde patet, formulam, 
traditam omnes, transfQrmatiqnes. formae / in F 
suppeditare» 

III Superest vtornnes-repraesentationes nu-
meri dati per formam datam determinantis o 
erhibere doceamus,. Sit forma haec m {gx + 
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ky:}1} , patetque statim:, numerum illum per m 
diuisibilem, et quotientem quadratum esse -de-
bere. Si itaque numerus propositus statuitur" == 
mee? perspicuum est,, pro quibus valoribus ipso-
rum x, y fiat m(gx~\~ hy) l = mee, pro iisdem 
fieri gx + hy aut = + <?, aut .=. — e, Quare 
omnes repraesentation.es habebuntur, si omnes 
solutiones aequationum linearium gx -j- hy = ef 

gx + hy • = —• e in integris, sunt inuentae. Has 
yero solubiles esse constat (s iquidemg, h sunt 
inter se primi vt supponitur). Scilicet si $, § ita 
determinantur v t s i t §g -f- §h = i , aequationi 
priori satisfiet ponendo x . = ge -f • (jz, j / - - = \& 
-— 0,Z} posteriori vero faciendo^ x = — §e -f-
§z, y = — \e -~ %zr denotante z integrum quem-
cunque. Simul vero f ormulae liae omnes valores 
integros ipsorum xy y exliibent, si z mdennite 
numerum quemuis integrum designare suppo* 
nitun 

* *,. * 

His disquisitioni^us coronidis loco apponimus 

' 216. PROBLEMA, Inuenire pmnes sohttiones 
mquationis generalis *). indeterminatae secuMi gradus 
duas incognitas impUcantis 

axx -{- o,bxy -f cyy -f- o,dx -f~. 2<?y -f / = 0 
(vbi a, b, c etc. sunt integri quicnnque dati)pernu-
meros integros. 

*). 'Sf aequatio proponeretur in qua cqefficfens secundus,. qaartus vejt 
quintus non esset pir, multipticata per^eam foniiam reciperet quan& 
hic supponimus. 
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Sol Introducamus loco incognitarum x, «r 
alias p = (bb — ac) x -f be — cd, et q = 
(Z?Z? — #c) y -\- bd — ae, qui manifesto sem-
per erunt integri, quando x, y sunt integri Quo 
facto habebitur aequatio app + zbpq -j- c</# -f-
(Z?& •—ac) (ace — 2bde -j~ cdd) = o, siue po-
sito breuitatis gratia numero (bb — ac) (aee —-
Stbde + cdd) •== — M , haec <2/?p -f- Qbpq -\- cqq 
== M. lam : omnes •solutiones liuius aequationis,.' 
i e. dmn.es repraesentationes numeri M" per for~. 
inam ('#, &, c ) in pfaecedentibus inuenire docui-
mus. Si vero ex singulis valoribus ipsorum p7 q, 
valores respondentes ipsorum x, y adiumento» 
• . • • ' • • V -4- cd — be q 4- ae ~ 0^ 
aequationum x = • c-~ , y = 2_c_ 

. • • • . ' oo — flr J oo — ac 
determinantur, facile perspicitur, omnes hos valo-
res aequationi propositae satisfacere, et nullos va-
lores integros ipsoruni. x, y dari qui hoc modo 
jion obtineantur. Si itaque ex omnibus valoribus 
ipsorum x, y sic prodeimtibus valores fractos eii-
cimus, omnes solutiones quaesitae remaiiebunt. 

Circa, hanc solutionem sequentia sunt ob-
seruanda. 

i ° Si aut M per formam (a,b,c') reprae-
sentari non potest, aut ex riulla repraesentatione 
valores iiitegri ipsorum x, y sequuntur: aequatio 

,in integris riullo modo solui pdterifc. 

2° «Quando determinans formae ( « , b, c) a 

i. e. numerus bb — ac est iiegatiuus, vel positi-
uus quadratus simulque M non = o: multitudo 
repraesentatiohum nuraeri M per formam (fl,Z»,c> 

http://dmn.es
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erit finita? et proln etiam multitudo omnium so* 
lutiqnum aequationis propOsitae (si quae omnino 
dantur) finita erit 

5° Quando bb. — ac est positiuus non-qua* 
dratus, vel quadratus et simul M = o: numerus 
M} si vllo modo, infinitis modis diuersis per for* 
fflam'(fl, bjC) repraesentaripoteritj sed quoniani 
Ixnpossibileest, has repraesentationes omnes ipsas 
inuenire et tentare vtrum valores integros ipso-
xum x, y praebeant an fractos, necessarium est 
regulam tradere, per quam, quando forte nulla 
omnino repraesentatio valores integros ipsorum 
%, y praebere pbtest, de hac re certi fieri possi-
.mus (nam quotcunque repraesentationes in hoc 
casu tentatae raerint, absque tali regula ad certi* 
iudinern numquam perueniremus)j quando vero, 
aliae repraesentationes dant valores integros ipso* 
rum^ ,« f , alia® fractos: docendum erit quomocb 
Jiae ab illis a priori generaliter dignosci possint 

4° Quando bb — ac= ot valores ipsoram 
&, y per formulas praecedentes omnino non pos-
Sunt determinarij quare pro hoc casu methodus 
peculiaris inuestigari debebit 

217-. Pro eo casti, vbi bb — ac est nurne-
tus positiuus non-quadratus i, supra docuunus, o* 
mnes repraesentationes numeri M per formarii 
app + abpq -j- cqq (st quae omnino dentur) ex* 
hiberi posso, per vnam vel per plures formulas 

tales p = J_ (Zt + $8"), q = i (&t + £)u\ 

denotanlibus %9 3$? (£? $ numeros integros da» 
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tos, m diuisorem communem maximum numpro-
rum a, 2&, cj denique £, K indefinite omnes nu-
meros integros aequutioni tt — (bb — a r ) «K = 
jnm satisfacientes. Quoniam omnps valores ipso-
rum t7 u tum positiue tmn negatiue accipi pos-
sunt: pro singulis illarum formarum quatenms 
«lias subst|tuere poterimus, /> = -*- ( ^ + S&tf), */ 

-= JL ((& + £>/i); P = i- (Ttr —5B«>» 9 — 

JL (€* - 5 » ; /> = - | C - ^ + »«), V = 
JL ( - €* + £>"}; /> = — i - (3fr+S3>0, 7 = — 
JL (Qu +SDtt)7 ita vt multhudo onniium formu-
m 
larum niinc quater maior sit quam antea, / *t m 
vero non ampiius omnes numeros *aequationi it — 
/£&— ac) iiLL = mm satisfacientes «xprimant, sed 
positiuos tantum. Qnaeuis harnni ibrmarum'ita* 
•que seorsim considerari, et qui valores ipsoram ?5 

u praebeant valores mtegros ipsorum .r, y, inuesti-
gari debebit 

x 
Ex formula p = ~- ( lit + 55v ) , </ s=s 

JL ((Er + SD") *•• UJ sequuntur valores ipsomm xt 
m 

„ . "Kt 4- Bi* 4- wr/f — wh* 
y l u : x = - - — - _ - _ . _ f = 

»» (/;» -~ ac ) 
G,t 4- J»DK + «m* — #»&* <, „ r — X . T7— *—* - Supra vero ostendir 

m ( bb ac) l 

mus, omnes valores (positiuos) ipsorttm t consti-
tuere progmssionem recurr*ntem t \ t't I" Hf», 
similiter valores respoudentes ipsius u tjuo-
que seriem recunvntem ionu*uv u \ u', u** 
etc.* praeterea assignaii posse muueruro f t** 
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iern, vt secundum modulum quemcunque datum 
fiat tf EE t°, t*-*-* = *', r?-H2 = f / / e t c . , u? 
~ u ° , zZ-H1 EE: K' etc. Pro hoc mcdulo acci-
piemus numerum m {M? — ac), designabimusque* 
breuitatis gratia valores ipsorum x, y qui prode-
unt ponendo t = r^, K = w**, et quibus tribue-
mus. indicem 0, per.r*%*T; similiterque eos qui 
prodeiint faciendo t = P, u = w', per x ' , y* ĉ ui-
bus tribuemus indicem 1, etc. Tunc nullo nego-
tio perspicietur, si xh, i?h fuerint iiumeri integtl 
atque ^ rite determinatus, etiam ^ - W . , */»>-H?5 

nec non £»» •*-«?, #'»-*-«'• et generaliter xM-Jtf, 
yti-hkp^ integros fore; ' et contra si .rh vel j / t l sit 
fractus, etiam rh-i-l-P, vel */h-*-k? fractutn fore. 
Hinc faciie concluditur, si valores ipsorum x , y9 

quibus indices o, 1, 2 ,...«> — 1 cornpetunt, euol-
uantur, et pro nullo iiorum indicum ium xf 

tum y ;nt<»ger sit, nullum omnino iudicem dari, 
pro quo tum x, tum y valores integros reclptant, 
in quo casn ex formula [1] nulli valores integri 
ipsorum x , y deduci poterunt Si vero inter illos 
indices aiiqui sunt, puta ft, #', &" ete* quibus va~ 
lores integri ipsorum x , y respondent, omnes va-
lores integri ipsorum x, y, qui -quidem *ex formu-
la [ i j obtineri possuut, ii erunt, quorum indiees 
sub aliqua fonnularum « + &.., y.' -f- &-•, M" + A*£ 
•ete, suut eon"enti, denotantae k indefinite omnes 
•numeros iutegros positiuos, inclusa etiam •eifra. 

Fonnnlae lvliquae sub quibus valores ipsorum 
p, q coutenti snnt, prorsus eodern modo sunt 
tractandae. Si contwn-rK, U ex nidla omnikttar 
iiarmu iormularum \alores mtegri msorj*m-..r? y 

/ ' ."^" 

I w 

/ i l * 
\ (• ? »• £-V 
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©btirieantur, aequatio proposita iu tnte<?;ris nnl la 
prorsus modo solui posset; quotifs v.vo P-U-MVI 

est solubilis, omnes solutiou*N m iitii';?ns nw 
praecepta m praecc. tratlita exhhVii pott^uut. 

a i 8 . Quanclo bb — ac i»st numerus quadra-
tus atque M = o ? nmncs valoivs "uwnun / , '/ 
comnt'"hensi erunt sub tluahus hulusmn u .urmu-
l i s / / = llz, q = ?&z; p ™ 'H'r, </-- :3V. ' . v ' i 
JC uulcimite desigtiat quemuis tmrtuTiim iu t^ r -um, 
31. $5, H', 3V vero suut intc^ri dati. (suonnu nti-
mus cum secuntlo, tertius cutn nnartn tliui^on-ju 
communem non habetit (art .u i z )« Oumt\s itaqim 
valoros int«?i>ri ipsoriun .r, */ ex formula p r i u u 
oriundi coutenti erunt sub foruiula [ t j 

Xs -f- cd — he 2U' -f- ar — bd 
6r . ;— tfC /'tf— iTf 

omnesque reliqui ex fonnula secunda oriundi .mh 
liac [-2] 

• • — ^ - -f- <^ - < v ., . _ >•?*'--<- • * " — / ^ 

Sed quouiam vtraque fortnula Kiarn \a!nr*'< uvt-
Ctos praehero potest (nisi h:> — tic i ) «• !•;.;;<, ost 
vt eos valoros ipshis r , qui tum iu-ucn • t-.c.n ..;--
sum ;/ inte^rum nuldunt , a tvlh-u*-. iu w t-v.,» 
formula separeinu-.; attanuMi suuit •.: ;,•"•;!,:;! «-o-
lam oorisiderar**, quum pro alu-ni n'.v.-«.;.s t-ad-rn 
methudu-. adhibenda sd, 

Quoniam %* %\ hitef ,%e prhui M«it. tlnm 
rmmeros a, b Ua defertninare liivbit \i hdi ail-f» 
6 ® = u Qua iacto habtuur ( i U - f b y ^ f&£~*. 
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ttc) = z + a(cd — be) + 6 ' ae — &?), vnde 
statim patet, omnes valores ipstus z qui valores 
integros ipsorum x, y producere possint? neces-
sario numero a (be — cd 4 b (bd — ae) sec. 
mocl bb — ac congruos, siue sub fonnula (bb 
— ac)z:> + a(be— cd) -f b 'bd — ae * con~ 
teritos esse debere, designante -z* indefinite nu~ 
merum integrum. liine facile loco ibrmulae [1] 
obtinemus seguentem 

^ f c + Sx ^ " - ^ . ^ l 
bb • ac 

* &tv —-, ac 

qnam aut pro omnibus valorir-u^ ipsius s* aut 
pro nullo valores tntegros ipsomm x , y prae-
ben» mauifestum est, et quidpm casus prior s*irn-
per locum habebit quando li(bd ae) et £P* &# 
— cd • SPC, rriod* &b — «c sunt congrui, poste-
rtor qutmdo -sunt incongvni. •— Prorsus eodem 
xnodo tiv»t'tanda erit fonnula [2], soluriom-sque-
in In t t^ i s (si <|ua$ praebere potest) a re%uis 
«eparandae. 

air). Quando W; — #e =t= o , forma axx 
-§~ s^xr -f C)y exMberi poteiit ita: m(„x-fc 
Cy)^ , vbi m , *» £ sunt mtegri (art. ©15.)- ^ o -
liatur ax -f Cj.- = a, transitque aequatia propo-
sita in hane; rar.: -f» arfx 4- aey + f = o> yade 
et ex s s= *y f ^ , deducltur 

:'mzz 4 . 2e.« 4 - Cf « # i ^ + 2<fe 4 - ccf 
~r ^ s : •'.".'-»•• > •* * y s=s; .... . • •• - •' T 

lara patet, nisi fuexit *e s=s CcJ (guem- casum 
II 
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statim seorsim considerabimus \ valores ipsonmi 
x y, ex bis forniulis deductos trihuendo ip-n * 
valorem quemcuuque, aequationi proposiuu* s;i-
tisfacere; quaro nihil supeiest, nisi vt eos \aIo~ 
res ipsius z determinare doceamu.s- ex quibus va-
lores hitegri. ipsorum x, y sequantur. 

Quoniam *x -f- *!/ = ", nece-sario pro z 
numeri intcgri tantum accipi posMint; praet.Tra 
vero manifestum est, si aliqui.s valor ipsius ~ tuia 
ipsum x tum ipsumy inte.nrum reddul, omnes valo-
resrpsius jsillisecundum modulum a*t: — 2 6rf nm-
gruos itidem valores inte^ros pruducere> Otunlsl 
itaque pro z omnes numeri hitegii a o vsque 
ad 2aa — s£ci — 1 (quaudo ac — C</ est positi-
uus) aut ad iQd — n*6 — 1 (quando ^e, — C</ 
est negatiuus) incl substttuuntur, «t pro nullo 
liorum valorum tum x tum y inte^ri fiunt, nul-
lus omniuo valor ipsius z \aiores integros ipso-
rum x, y producet, aequatioquo proposha ui iu-
tegris nullo modo poti»rit ro>o!ui; M \<TO uuidam 
ex illis valorilu.s ipsius z ip>is ./. y vaioivs in!<1-
ffros couciliant, miia hi •.'. .'. , ' <-ic. (quos H u m 
per solutiuncm coii^rurnnaruni secuiuii yv;t> us 
ex principiis srct. IV. huifuirt» Hret); «-//J.V* W-
lutioxies prodibtmt ponendo ~ =•-- ( J « " ' — ii»«. H 
f (, : = : ( 2 1 ' - a»-:') •- -f / t'*c, de>i;;njiiut v 
indefinhe omuus nuraoro!» hite^H)?-. 

220. Pro PO quem «^titviiptis* w u » vbi 
*e: = frf, methodum pecuIUiein intKt»»ttvc upor* 
tet. Suppuimnins, «» » hiici ^* prmiov «*^e, 

tfuod licere ex ait, ^15. I toi^iut, erittme «? 

file:///aIo~
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— mimeras integer ( a r t 19" , quem statuemus 

= h, Tunc aequatio proposita hanc induit for-
mam: (m*x + m"y + //) ' — hh + / = o, ima-
nifestoque adeo rationaliter solut nequit, nisi hh 
_ f fuertt numerus quadratus. Sit lik — f = ; 
A/t, patetque aequationi propositae sequHiites duas 
aequmalere: m<c + wfy "f ^ *f k = 0, et m^a; 
4- w'# + /t — A = 0, /. e. quarnlibet solutionem, 
acquationis propositae etlam altemtri liarum ae~ 
quationuni saiisfacere, et vice versa. Aequatio 
prior manifesto in Integris solui nequit, nisi k + 
h "oer m fuerit diuisibdis, shniliterque posterior 
solutionem in infeorts non aumittet, nisl h — k 
per m fu^rit diuisibilis. Hae vero conditiones 
acl refcolubilitatem vtriusque *aequationis sufficiiuit 
(quia *i » inter se prtml e^e supponuntur \ 
oinnesquo solutiones secundum regulas notas 
exhiberi poterunt. 

s a i . Casum in arj. aijr consideratum (quia. 
©mnium difficilhmus est) exemplo illustramus, 
lVoposita sit aequutio xx + %x$f + yjf + stx.—. 
4.F + i =cr o, Ex hac primo per introductionern! 
aibmtm incognitarnin p = 15.T — 9, 9 —= 15 y + S 
derinatur a»»quatio pp + Bpq + f/</ = - 540. Hulus 
autem solutiones omnes in integris, contmeri. inue-
niuntur sub quatuor formulis sequentibus; 

p z=z ()/, q = _ 24/ — 90« 
p = o/, r/ = — 34/ + 90» 
;j = — (}/, f/ = 24./ — OOIi 
^; = — ()/, q = 34/ + 90K 

tlenotaniibus / . // huiffiuit" oninus numeros inte-
£i*os posiuuus aequationi // — 10i£^ = 1 satis-

XJ 3 
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facientes, quos complectitur formula i = I ( ( 4 

+ V ~ i 5 ) n + ( 4 - ^ 1 5 ) w)> " = i ^ F g ( ( 4 + 
y^ 15 )« _ ( 4 — y ^ i 5 ) n ) j S1 « ina>mute 
omnes numeros integrcs positiuos {inciusa etiant 
cifra) designat. Quaniobrem omnes valores 
ipsorum x, y contenti erunt sub formulis his: 
x = f (2f + 5 ) , y = — I (8r + 50« + 2 ) 
it s s I (a« + 3 ) , r = ~~ * (8f ~ 50* + » ) 
X = I C— &' + 5)» y = i C8f — $OU ~ 0} 
x = I (— 2? + 3 ) , r = 5 (8? + 30U — 2) . 
Praeceptis autem nostris lite anplicatis, roperie-
tur, vt valores integri prodeant, in fonnulu pri-
ma et seeunda eos valon-s ipsorum r, u aa ip i 
debere, qui proueniant ex indice n peui; m u-r-
tia quartaque vero eos? qui ex impari n obimt-an 
m r . -*- Solutiones simplieissimae habcntur hae: 
x = 1,' — 1, — 15 y = ~ 2, o, 1» resp. 

Ceterum obseruare conuenit, solutionrm 
problematis in artt. praecc, explicau* plerumquu 
per multiiaria artificia abbrruiari posse, praesrr-
titn quantum ad exduskmem suhuionum inuii* 
Jium i. e. fraclifncs implicanthmi pectiiiH; seit 
haec ne nimis longi tiainus hoc loeo praeteritt» 
coacti suraus» 

2-22. Quotiiam complura PX iis quae huru%-
que pertractauimu*- eu\>m .»b alii*» j;«'om»-:ii*> i«m-
siderala sunt, horum un*iit,i >'.--. ::.n pr.•..»:•" .u* 
lion possuinu-». I)e Jotmar:.?:: i,^f..t:„:L :.:i<: uis~ 
quisitiones ;>«'ni*i.iit"- iuVi':t..i iL l..i t T;.I». *̂* y 

Nouv. JMrn;. ilr / /<. uV /.".-''/':, t .T^ /'- -'-" <•'£ 
If/O p. 323. At/7-, vbi impfiui^ uouuu \iu eu.i-
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uis determinante dato multitudinem finitam for-
xnarum clari ita comparatarum, vt quaeuis forma 
illius determinantis alicui ex ipsis aequiualens sit, 
adeoque omnes formas determinantis dati in classes 
distribui posse. Postea clar. Le Gendre plures pro-
prietates elegantes liuius classificationis, ad maxi-
znam partem per inductionem detexit, quas infra tra-
demus demonstrationibusque muniemus. Ceterum 
distinctionem aequiualeutiae propriae etimpropriae, 
cuius vsus maxime in cUsquisitiQnibus subtiliori-
bus conspicuus est, nemo hucusque attigerat, 

Probiema famosum in art. 216 sqq. expli-
catum ill. tsa Grange primus complete resoluit, 
Hist. ch CAc. de Beriin 1767., p, 165, et 1768 p. 
181 sqq. Exstat solutio (sed minus compieta) 
etiam in Suppl ad Etderi Algebram iam saepius 
laudatts. Iam antea ill. Eukr idem argumen-
tum aggressus fuerat, Comm* lJetn 71 VI p. 175? 
Cornm. Nmi, 2\ IX p, 55 Md. T. XVIII p. 18$ 
sqq.7 sed inuestigationem suam eo semper re-
strinxit, vt ex aliqua solutione, quam iam cogni-
tam esse supponit, aliae deriuentur; praeterea-
que ipsius methodi in paucis tantummodo casi-
bus ornnes solutiones suppeditare valent (vid. La 
Grange Hisl. de CAc* de Berlin 1767, p. 257). 
<v)mnn vltima haruni trium commentt. recentiori* 
dati sit quam solutio La Grangiana, quae pro-
blenia omni generalitate amplectitur nihilque 
hoc respectu desiderandum. relinquit: Euler tunc 
temporis (Tomus XVIII Commentariomm per-
tiiiet ml annum 1773, et a, 1,774 est publicatus) 
illaiii solutionem nondum nouisse videtur. Ce-
terura. soiutio nostra (perinde vt omuia reliqua 

U 5 
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quae m liac sectione liacteims tradidimus), prin-
cipiis omnin.o diuersis est superstraeta. 

Quae a"h aliis, Diophanto, Fermatio etc. 
huc pertinentia sunt tradita, casus maxime speci-
ales spectant; quare quum eorum quae praeser-
tim memoratu digna visa sunt iam supra mentio 
facta sit, sigiliatim omnia enarrare supersedemus. 

•%. * * 

Quae hactenus de formis secundi firndus- rx-
posuimus, pro primis tantum clemeutis huitK 
doctrinae sunt habeuda: inmxius hauc disqinshio-
nefn persequentibus campus se ap<ruit. nohis \ , j -
stissimus, ex quo ea quae attentkme imprimis 
digna videntur in sequontibus exeetpetnus. >,«uu-
que ai^umentum. licc tam fertile eM, vl ;*'-r-
multa alia, quae iam nunc inurnire noK:s <<>r,:i-
git, breuitatis gratia silenlio prnetetue opmt . t: 
raulto vero plura sine dubio acihuc I.itent ii.u.»;-
que conatus expectaut. deterum iti hmme h.e. um 
inuestigutionum statim adnntare {•<inueuit1 h c i u ^ 
determinantts o inde exclusas esse, nisi ctmua-
rium moneatur* 

025, lam supra (artt. 175, i<)5, a n ) osten-
dimus, proposito numero quocunque «ite«io 1) 
(siue positiuo siue negatiuo > assigruvri posse mul-
titudiuem finitam formarum F> ' Pf F" Hc. <le-
terminantis L>, ita comparatauun, vt quaeu.> iur-
ma determinantis D proprie aequioalens sit ali-
cui ex illis et quidem vuicae tantuin. Oumes 



5 H 

igitur formae determinantls D ( q u a r u m rnulti-
tudo est infinita) secundum illas formas classi-

ficari po t e run t , formando scilicet e complexu 
o m n i u m f o n n a r u m formae F proprie aequiua-
lent ium classem p r i m a m ; e formis quae formae 
F propr ie aequiualent 3 secundam e t c 

Ex smgidis clas<Vbus formnrnm determinan-
tis dnti I>. forma aiiqua elh>.i, e£ tamquam for-
77i(i rcf);(U'.\t'!!t(i!is tutius cluvsis eoiisiderari poLerit, 
Pe r M' quidem proi>,ts arbltrariuiu cst, quaeuara 
forma ex quaque classe accipiatur, a t tamen ea 
semper praeferenda erit, quae reliquas simplicitatc 
superare videtur. Shnpllcitas formae alicuius 
(<7, h.c) manifesto ex mn;:,nituditi" uumero run i 
a, /;, c aestimauda est, nwrUuque forma <, fl', /;', 
c ] mhiu< «•'unplev. diivtur qunm (V/, /*, c)y sl 
a> *> ,-/. /*' *> / ' , c' *> c. Scd hinc res noudum 
d«M»*rminatur peuitus. arbitrioque nostro rolhi-
quitur t\ g., \ t r a m ex formus { i r , o , -— .j./j), 
{ .-;, o . — i'"}'•)) pi"o Mtnplicion habere mallmus. 
P ie rumque tarnen e re er i t , ;sequeutem n o r m a m 
ob.seruare; 

L Ouando determhians D est negatiuus, 
adonteiitur formae mductae in shuudis classibust 
m n t e n U e tamquam furmae repraeseutautes*. vbi 
\ e r o hi eadeui cla<.se duae forniae reductae repe-
riuulur (quae erunt opposi tae, art. 1 7 2 ) , reci-
piaiu.* ea cuius terminus medius positiuus. 

IL Ouando det ermiuaus D est positiuus 
nuu qu uhatus*. iMolualur periodus furtnae alicu-
iu-. roductae iu ckis.se proposija to i i t euUe , iu qua 

l -1 
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aut duae formae ancipites inuenientur aut nulla 
(art. i6j)> 

1) In casu priori sint formae ancipites hae ; 
( ^ , 5 , C ; , (yf,-jB'? C ' ) ; residua niinima nu-
merorum B, Bf secundum modulos Ay A' resp. 
ikf, M' (quae positiue accipi potc-runt nisi sutit 

, • . / ; - /ir/tf _. v M w 
« o ,5 demque — ^ — = * , — ~ , — 
s= M His ita factis, ex formis (--/, >/, — A"), 
(A1, M', — N') ea quae simpiicissima videtur pro 
forma repraesentante accipiamr. Iti hoc "tudicio 
forma cuius terminus mcuius = o prafW.itur; 
quaudo vero termmus medius aut iu vtrauue aut 
in neutra est o, ea quae termunun primum ini-
norem habet alteri praehafoenda, et quaiulo t«*r-
niini primi magnitudine sunt aequales vsumis di-
uersi, signum negatiuum posiliuo po.>tpnnendun\ 

2) Quando vero nulia forma ancps "m to-
ta periodo habeturj eligatur ex omnil»u- p'-uudi 
formis ea quae terminum primum sine te..peitu 
signi minimum habet, ita quidem, vt si dua»k 

formae in eadem pertodo occurrant, in qu.^tuu 
altera idem terminus primus si^no positiuo dile-
ctus sit i« altero negatiuo, posterior priori pnst-
ponatur, Si$ haet forina (Ay iJ, C ) , detlura-
turque ex ipsn eodem modo vt in casu praer. 
forma alia (A^ M, — JX) (puta , ampiemlu p:o 
M residuum absolutc mimmum ip>hts /J st.»cun-

T) V 7/ 
dum mod. A, et fadendo a V = ;iALv h a u t , 

H 
demum pro repraesemante adopietur. 

Quodsi vero eueniret, vt idem terminus pri-
xnus minimus J pluiibus periodi ionuis coxxuiiu-
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nis sit, omnes hae formae eo quo praescripsimus 
modo tractaiiclae et ex formis prodeuntibus ea 
cuius terminus medius quam mimmus euadit 
tamquam forma repraese^ntans assumenda erit 

Ita e, g. pro D = 305 habetur periodus 
jnter alias liaec- (17, 4 , — 17) , ^— l 7 ) 1 3 ) 8 ) ? 

( 8 , i i , - 2 3 ) , (•- 23 , 1 2 , 7 ) , (7» 16, - 7h 

( ~ 7y 12, 2 5 ) , ( a 5 , 1 1 , — 8;» (•— 8 , 15, 17), 
ex qua primo eligitur forma . 7 , 16, — 7 ) 
hhicque secundo deducitur ibrma repraesentans 
( 71 * > :— 43 }• 

III. Quando determinans est positiuus qua-
dratus = kl\ eruatur fonna rcducta (A, k% o ) irx 
elasse proposita contenta et, si A <C k aut = £, 
pro forma repraesentante ipsa recipiaturj "si vero 
A > h, axsumalur iliius loco forma (A — ak, 
A% o ) , cuius terminus primus erit negatiuus, sed 
xninor quam k 

Ex. Hoc modo onmes formae determtnan-
tis ~~ «56) distriouuntur irt classes sedecim, qua-
rum repraesentantes erunt: ( 1 , 0 , 2 5 5 ) , ( e , 1$ 
118 , ( 4 , 1, 5 9 ) , ( 4 , — 1, 5 9 ) , ( 5 , o , 47) , 
( 1 0 , 5 , 26 j , .; 13, 5 , 20*), ( 1 3 , — 5 , 2 0 ) , octo-
qa^ atiae a praecedentibus in solis signis termi-
noriuu exLenmrum diuersae, (— 1, o , — S55), 
(.,-. By x, — 118) etc, 

Omnes formae determinantis 79 Jn sex clas-
«»\s discedutit, quarum repraesentantes i , o , — 
79''» : ' 5 , i | - a 6 } , ( 5 , — jt, - ' s 6 ) , (— i , o , 

U 5 
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©24- ^ e r l l a n c itaque classifkationem for-
mae quae proprie aequiualentes sunt a reiiquit 
oxnnino segregabuntur. Duae formae eiusdem 
determinantis JD, si ex eadem classe sunt, pro-
prie aequiualentes eruntj quiuis numerus per 
vnam repraesentabilis etiam per alteram reprae-
sentari poterit; et si numerus quicunque M per 
formam priorem ita repraesentari potest, vt inde-
terminatae valores inter se primos habeant, idem 
numerus per alteram formam eoclem tnodo re-
praesentari poterit, et quidem ita, \ t vtraque 
repraesentatio ad eundem valorem exprr-ssloivis 
^f D (mod. M) pertineat. Si vero thiae for-
mae ad classes diuersas pertinent, proptie aequi-
ualentes non eruntj a repraesentabiiitate numeri 
aliciuus dati per vnam ad repraes&ntabilitatem eius-
dem numeri per alteram concludl nequit; contra,si 
mimerus M per alteram repraesentari potest ita 
vt valores indeterminatarum inter se primi sint, 
statim certi sumus, nullam similem n-praesentu-
tionem eiusdem numeri per formam aiteram dari, 
quae ad'eundem valoretn oxpr. y'~ U , niod. M) 
pertineat. (V. artt. 167, 16S)-

Contra vtique fieri potest, vt fonmae tlnae 
JF*, F ' , e classibus cliuer.sis- K* K' improprie aequi-
ualentes sint, in quo ca-u (/uarui^ inmia ex al-
tera classe cuiuis formae ex alt<u*a impruprie ae-
quiualebit; quaeuis iorma ex A* fonmau MU t*p-
positam habebit in K', class^que ipsae A, A< 1/1-
positae dicentur. Ita iu exemplo pnmo ,ut. 
praec. classis tertia formarum th-t. — <, ; , ir-i :.i *, 
septtma octauae oppo-ita e>t; m t-x. v i ,a:do 
classis secunda tertiae, quinta sextui*. Puqm>iiw 
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xtaque duanus formis qmbuscunque e classibus 
oppositis, quiuis numerus M qui per al teram 
repraesentari potest etiam per alteram poterit* 
q u o d , si m altera fit pe r valores indeterminata-
r u m inter se p r imos , in altera perinde fieri pote» 
r i t , ita t a m e n , vt faae duae repraesentatiories 
ad valores oppositos expr. y ^ D (mod . M) perti-
n e a n t ~— Ceterum r e g u k e supra traditae pro 
eiectione fo rmarum repraesentantium ita sunt 
ccmstitutae, vt classes opposttae formas ' reprae-
sentantes oppositas semper nanciscantur. 

IVnique dantur etiam rlass^s sifa ipsis- op-
povitric. Srilicet si forma nliqua simul cimi ior~ 
m i oppo-ita in eadcm (lavse rontin *tur, farile 
per-[ i t iu i r , ouincs iorma* lmhts* ciassis tum pro-
pi .e ti;m imuroprie int<T M> aequiuaientes esse, 
oppo-it-iMjue >n«m si-( uni hab-*re. Har.r indsibnn 
quaeuis t las-is luibebil, iu qu;t iorma anceps con-
tin. tur , et vire versa in quauls (lasse slhl ipsi 
oppuMta neeessario forma anceps lvperietur (art . 
10?,, i(i.*y , quamobrem cto*si.s- ancepx nuncupa-
liiiur. Jia inter clussf* formarum detenninantis 
— Zy") oeto anripites luibenmr, quarunt reprae-
seutai.t.'*. sunt ( l , o , 2 3 5 ) , ( 2 , 1, 1 1 8 ) , (5? o, 
47 J- ^ i " . 5 , *i> -, ( ~ 1, o , - U55) , ( — 2 , 1, 
- H « K - 0 , o , • 47 , ( -̂  U), ••}, - 2C)J 
inter ri.i<st's formarum detorminautis 79 duae, 
quarum 1 epiaeN, : lt t::iles ( 1 , o , — 70 ;, (— 1, 0, 
7*0;. — (.l:'!'-:nmsi formae ropraese11Umt.es secun-
dum re^u!.-.-. nostras determmatae suut , classes 
av.»-.j>ite.s nullo ne&otio iude eo-mosci noteruut 
01 mcet pro t ie tenmuante posLtmo non quadrnto 
dassxs uai-eps certo io r inam repraeseiitanleiu au-

http://ropraese11Umt.es
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cipitem nanciscitur, (art. 194}; pro cfeterminanw 
xiegatiuo forraa repraesentans dassis ancipitls aut 
ipsa anceps erit, aut talis cuius 'termini extemi 
sunt aequales (a r t 173)5 deuique pro determi-
nante positiuo quadrato per art, »10 faciie diiudi-
catur, an forma repraesentans sibi ipsi impro-
prie aequiualens sit adeoque classis quam reprae» 
sentat, anceps. 

225. lam supra (art. 175.) ostendimus, in 
forma (a, b, c) detenninautis negatiui temiinos 
externos eadem signa habere ttnn inter .se tum 
cum tenninis extemis cuiusuis aliae formae illi 
aequiualentis. Sl as c sxmt positiui, formam (a, 
b9 c) positiuam vocabimus, nec nou totam cias-
sem in qua (a, by c) continetur et quae e solis 
formis positiuis constabit, classem pasitiuam dice-
mus. Contra ( a , &, c) erit forma ncgatiua, et 
in classe negatiua contenta, si a, c sunt nt*gatiuu 
Per formam positiuam nutneri negatiui, p«n ne-
gatiuam positiui repraesentnri nequeunt. Si for-
ma (a, b, c) est repracsentans aliuiius tlussis 
positiuae, forma ( — a , b, — r) ivpraf.sftitau* 
classis negatiuae erit, vnde scquitur, muhitudi-
nem classium positiuanun multitudini nepatina-
rum aequalem esse, et, simul ac iltae furrint 
assignalae, etiam has haberi. Quocirra m dbtjui-
sitionibus super formis determinanu* negatiiu 
plerumque sufficit, classes positiuas comid«*rnre, 
quippe quarum proprietates ad cia&e& negaiiuas. 
facile transferuntur. 

Ceterum distinctio haec vnice in forrms dt*-
terminantis negatiui locum habetj per farmas 
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•determinantis positiui sine discrimine numeri po« 
sitiui et negatiui repraesantari possunt, quin adeo 
haucl raro duae formae tales ( a , b, c ) , (—, a, b9 

— c ) in hec casu ad eandem classem sunt refe-
rendae, 

&s6. Formam quamcunque (&, 5 , c ) /?rz-
mitiuam vocainus, si numeri <z, &, c diuisorem 
communem -non habent; alioqum dicetur deri» 
uataf et quidem, posito numeroruxn ay b7 c 
tJiuisore communi maximo =s m} forma * a,b, c) 

erit deriuatfl. 0 forma primitiua ( * , ~ , ~- V 

Ex hac definitione statim liqnet, orancs formas, 
cmarum determinans per nullum quadrarunt 
( praeter 1 ) diuisibilii» s\tt necessario primitxuas 
esse. Porro ex art 161 patet, si in aliqua classe 
tiata formarum dcterminantis D forma primitiua 
inueniatur, oxnnes formas huius classis primiti-
uas fore, in-euo casu classis ipsa primitiua di-
cetur. Porro mamfestum est, si forxna a l iqu*^ 
tieterminantis D deriuata sit ex forma primitfua 

f determinantis — , classesque in quibus for-

nxae F, f resp. contineantur sint K-9 A, omnes 
formas e classe K deriuatas fore e classe primi-
liua k{ quocirca classem K ipsam ex classe pri» 
mitiua k deriuatam iil hoc casu voeabimus. 

Si ( # t b, c) est forma primitiua, neque 
vero <z, c simul pares ( i. e. si aut vterque impar 
aut saltem aiteruter i, facile intelligitur, non mo* 
d.o <z, /;, C) sed etiaxn «, stb9 c diuisorem com* 
munexn habejre non posse, m quo casu forxxxa 
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(a7 b, c) dicetur proprie primitiuft siue sirnpli-
citer forma prapria. S\ vero (7/, />5 r ) «*st i'c*r~ 
m a primitiua, numer i <7, c autem ambo pa*es, 
patol , nurneros « , &/>, c diui.^orem commi nv a 
s babere ( qui simul erit niaxinius , vncahuur-
que ( « , /?, r:) forma impruprir p<im'!i*ai^ vuf* 
simplinter forma impropria *). 111 iioc raMi /> 
necessario erit impar • alioqutn enini ( / ' . /< ,<") 
n o n esset iorma pr imi t iua ) ; quare erit bb 1 
( m o d . 4 ) adeoque quon-am ac pcr 4. diui«-i:•;!•.<, 
determinaas /;/; r/r "Z" 1 (mod. ].). iV.-rn m 
impropriae itaque tant innmodo pro determ n.mtft 
formae 4 « - f " i , si esi pnsitiuu^, \A io imae 7 

— ( 4 « + 5 \ sl est xi'*«j;ariuus., loi um hab'»nt, — 
E x ar t iGi aulem per.spicuum est, si in ria^>e 
aliqua data ibrma proprie primitiua iuurmatur , 
omnes fonnas huius classis proprie p m m uu\<* 
esse; conlra classem qune fo imam impiop ;e 
primit iuam implicet ex solis iormts impruprie 
primitiuis constare. Quamobrcm elasMs ipva ia 
casu priori pmprit: primitiua seu .simpiit itci v;o-
priaj m posleriori, im/moprir primiti./a M-U irii-
propria appellabitur. Ita e. ^. inter ( !„SM'S pwa-
tiuas formarum detcrmiiumiis . . jy~} M?\ sunt 
propriae^ puta quarum repraesentantes 1, o, 

3 3 5 ) i (•!•» l > o 9 ) , C b - l ? 5 9 ) » ' M o , 4-7)? 

( 1 3 , 5 , 2 0 ) , , i > , * 0 , a o ) f totiiieiiHjuo lutcr 
negatiuas^ binae vero iuter vtrasque impropriae. 

*) H<>« tennitios proprlt fct imfmiptfo l i eo hU- d*^irau* ':« ,t *!H 

ttwgH IJUIIM iniit «u-ctirrUwtit, qu«4 ulmotirmit»* r e .tis> <k f-t 

b:tm: iig, ,.•!*'• jfiKu-m t «iuuinr i | iu hulv stb .." I sj^ v*s nm 14*» «ii*« 

xuni wutiltiuii <ju,><<t.jt, tjui nullu» ;»Jt*t. Ccuctm 4»»J.,g« 5« *?«» 

hlwc ttuti « t uietuctifi*. 
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— Classes fo rmaram determinantis 79 ("vtpote 
numer i formae 4>fi -f* 5 ) omnes sunt propriae. 

Si forma (a7 h7 c ) est deriuata, et quidera. 

e p n m i u u a {--, m> ^- ) , haec aut proprie pri-

mit iua aut hnpropr ie csse polerit. In casu priori 
m crit diuisor eommuuis maximus etiam nume-
ro rum a7 2// , r: in po>t'*rioii h o i u m numeio -
r u m diu. cotimi. max. erit 2/?:. I l inc intclliaitur 
distmcho int er fn mam c forma praptit: piimi-
ua deviuatam., r t fnrmam ex imnrt.prie primitiua 
dcriuatumi iwc nou ( q u o n h m propter art. 101 
omnes iu rmae eiusdem tlassis hoc respcctu per-
imle se habeu t ) inter clus.wm dr; iuut,iru c ciasse 
pnpnc primitiua et tias.scm cx im/ncprit' primi-
tiua dcr luutnm, 

Per has distinctionps fundiimeutum p r imum 
nacti -umus', cui disiribntionem omninm c lassum 
fo rmarum determinantes dati m vurios ordines 
snperstruere possumus, Gasses duas ? quarum. 
repraesentam«\s suut formae v / / , / ; , r ) , ( a ' ^ ' . ^ ) 
m eutulvm ordincm coniicwmns, tum si numer i 
a^ hf c euudem diuisorein coi immitrm maxi-
m u m habent vt c/', /;% c>, tum a, ab, c cuu-
dem vt a' + /.>', c>; si V-TO aut a l t ruura aut vtra-
que har tun conditionum locnm non l iabrt , cla.s-
s>'S ad itrdinrt diurr^is refrivniur. I Iinc. statini 
pate t , omn"s 1 Usse.s propnv pruuUuL.s vnum 
o r d m e m eonstituere; omnrs chtsses iinproprie 
primitiuasj, a h u m j .si mrn est qtunlrul.um deter-
imnanteui I) m»-tu»ns rae-svs deiiuatae o clas-

iibus proprie primitiuis detenninautis —:— £or~ 
* A *• mm 



mabunt ' o rd inem pecu l ia rem, aliumquf» c l n ^ a 
deriuatae e classibus impropr ie primiliui.s i.Vun*-

n 
mmantis r- - etc. Si forte D per nulium. 

quadratum (p rae t e r i ) diuisibilis rst , ord::;j«-»s 
classium deriuatarum non adrrunt adeoqur «..•t 
Tnus tantum ordo dabitur ; quauuo D _"„ 2 v l -; 
secundum mod. 4 ) puta ordo cla>sium prupsio 
pr imi t iuamm 5 aut duo quando D — 1 (m«ui. 4.}) 
scilicet 0 . classium proprie primitiunrum «\ O. vl. 
impr . primitiuarum. Pt jr prinrqua cab uli t o m -
binatiomim hautl difficile conditur re»u!a si>itu«'iis 
generalis: Si supponitur D = / ) ' u-'-' «-** 
£2C c2y # k t , ita vt I > nul lum factorrm ( j i f . d ^ i " 
cum implicet , et a, //, c; etc. sint numei i - .mi 
impares diuersi (ad quam formam quiuls t .umo-
rus reciigi potest facieudo /-* = 0 quando /^ pe r 
4 non est dimsibilis; et <*, C, y etc. onmes ;=• o 
siue quod eodem redit omittendo factor««v r.»-* 
|>2*, c a y etc, quando D per nullum quadsnttmi 
impar diuidi p o t r s t , : habebimtur aut ordin-s 
(,< + 1 ) ( * + 1) ( * + * ) ( + 1 ) • • - n e m p e 
quando D> ~~r '2 vel 5 ( m o u . 4 ; aut onl.w-s 
<M + » ) ( * + * ) ( * + O ( > + l ) • • *i quanda 
j > ~E 1 ( mod. .j. \ SVd tVrnomtruhonriu hu-
ius regulae supprimimus, quouiam neque difii-
cEis neque hic adeo necessaria e.st. 

Ex, 1. Pro D = 4 5 « fV 3 * habrn tu r 
sex classes, quaruin repnu\seuumtrs ( 1 , u , — 
4 5 ) » ( - i» t>, 45 •, ( 2 , 1, — J.J , ( ii. 1, 
S 2 ) , ( 5 , 0 , - 1--J), • (>, ",, - U). ILir- tlts-
tribuunjuv in guatuur ordine*, sdllcei U. 1 com-
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prehendet duas classes proprias quaram repr. 
( i , o , — 4 5 ) , (— i , o, 4 5 ) ; O. II continebit 
duas classes improprias, quamm repr. ( a , i„ —. 
» » ) , ( — a , i » a a ) ; O. III cominebit vnam clas» 
sem deriuatam e propria determinantis 9, puta cu-
ius repr, ( 3 , o , — 15)5 0. IV constabit ex vna 
classe deriuata ex impropiia det g7 . puta cuius 
repr. ( 6 , 5 , .— 6 ) . 

E.r. 2, Qasses positiuae determinantis —»* 
j)Q = •— n . 5 1 iuter quatuor ordines distribuen-
tur: O. I complectetnr clai>ses proprie primitiuas 
sequentes*): ( 1 , o, 9 9 ) , ( 4 , 1, 2 5 ) , ( 4 , — 
1» 2 5 ) , (r>, 1, 2 0 ) , ( 5 , — 2, 20 ) , ( 9 , o, n ^ 
O. II coutmebit classes improprias ( i i , 1, 50 ), 
f 10, 1, 10 ),• O. III classes deriuatas e proprlis 
tK't.*miinanlis — 1 1 , ( ^ o . g ^ j , ( 9 , 5 * 1 » ) ? 
( t ) , —• 5, u ) ; 0 . IV classem vtiicam deriuatam 
ex impropna det. — 11, ( 6 , 5 , i 8 \ — Clas* 
s*is n-.-^atiuae huius dettnmiuantts prorsus eoden® 
»10du in ortlines distribui poterunt. 

Obseruanms, cfasses oppositas scmper ad 
€umirm vrdinem rcferri, cuius theorematis ratio 
nullo negotio perspicitur. 

2>2^. Vx h\s diuersis ordinibus imprlmis or-
do classlum proprie priinitiuarum maximaxn at-
tentumem meretur. Nam singulae classses deri-
uatae a ctntis classibus primitiuis (detenninantis 
nrinoris) origiuem trahunt, ex quarum conside. 

*) Adhttwwb t»reu?wtiit cau»*A fymm mpwmmtmtm j>to «Uuifcu*. 
ip*{* ^B«U» fke ftwguiitur, 

X 
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fatione ea quae ad Illas spectant plerumque 
sponte sequuntur, Infra autem docebimus, quam-
libet classem improprie primitiuam simili modo 
quasi assoeiatam esse aut vnicae classi proprie* 
primitiuae aut tribus (oiusdem determinantis). 
Porro pro determinantibus negatiuis classes nega-
tiuas praeteiire licebit, quippe quibus singulis 
certae classes positiuae semper respondent Vt 
itaque naturam classium proprie primitiuaruin 
profundius penetremus, ante omnia dillerenttam 
certam essentialem explicabhnus, secuiulum quam 
totus ordo classium propriarum iu pluia ge.nera 
subdiuidi potest Quoniam hoc ar^umentum «;ra* 
uissimum hactenus nondum attigimus, res ub in-
tegro nobis erit repetenda. 

S28. THBOREMA* Per formtm qmmcmqm fro* 
prie primiimam JP reprtteseuiari possimt infinite tnufii 
numeri pcr mttmrum primum qumtmnque daium p 
non dhtisibiies, 

Dem. Si forma F = rxa- + s/uv + '?i rj 
manifestum est, p onmti trrs numeros a} a/>, c 
simul metiri non posse. lam quando a pcr p 
non est diuisibilis, patet, si pm x assumatur nu-
merus quicunque per p non dtuisibilis, pro y vera 
numerus por p diuisibilis, valorem formae F fiexi 
non diuisibilem per />,* qunudo c per p non est 
diuisibilis, idem obtiuetur tribuendo ipsi x valo-
r rm diuisibilem ipsique y valorem nou diui.sibi-
lem," denique qnando tum u tutu c per p stmt 
diuisibiles, adfoque ai> non diuisibiiis, forma k* 
valorem p»ir p uon diui.sibilem imluet tribuemia 
tum ipsi J* tum ipsi y valores quoscvuiquu per p 
non diuisibUtfs. t). K. D. 
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Mamfestum est, theorema etiam. pro formis 
improprie primitiuis locum habere, si modo xion 
fuerit p = 2. 

Quoniam plures hulusmodi conaitiones simul 
consistere possunt, vfc idem numerus per quos-
darn numeros primos datos diuisibilis sit, per 
alios non dtuisibilis (v. a r t 52.): facile perspici-
tur, numeros x, y ixuinite multis modis ita de-
termmari posse, vt forma primitiua axx -f- abxy 
+ oyy valorem per quotcunque numeros primos 
datos non diuisibtlem adipiscatur, a quibus vnice 
excludendus est 2 quoties forma est improprie 
primitiua. Ilinc patet, theorema generalius ita 
proponi posse: Per formam quamcunque pnmitiuam 
repraescntari fossnnt infinite mnlti nnmeri, qm ad nu~ 
mierum quemcumjue dainm (tmparem, qsiando format 
4st improprie primitiua) sint primu 

mg. TKEOJLEMA. Sit F forma primitim de-
terminantis Df p numerus primus ipstim D .metiensz 
tnm numeri per p non dmisiMies qui per forlnam F r*« 
praesentan possimi m m connenkntf vt veJ omnes sini 
restdm 'qimdratica ipsius p, mtcfmms non resuiita, 

Dem* Sit F = (a7 &, c ) j m , m1 duo nu-
ineri quicunque per p non diuisibiles qui per for-
xnam F repraesentari possunt, scilicet, m =2= agg 
+ zbgh + chh, m' = ag>g< + abg'h* + ch4h'. 
Tum erit mm1 = (agg1 4* b {gh1 + ftg') + 
chJi')z — D (gh> — %')*5 quare mml quadrato 
congruus erit secundum modulum -D, adeoque 
etiam secundum pf i e. mrn* erit tesiduum qua-
draticum ipsius p* Hinc sequitur, aut vtmmque, 

Xa 



iw, m1 esse residuum quadraticum ipsius p , m% 
vtrumque non-residuum» Q. E* D* 

Simili modo probatur, quando determinans 
D per 4 sit diuisibilis, onmes immeros impares 
per F repraesentabiles vel esse ;.;" 1, vei omnes 
Er 5 (mod. 4 ) . Scilicet productum e duobus uu-
meris talibus in lioc casu semper erit rcsiduum 
quadr. ipsius 4 , adcoquo 11 1 (mod. 4)5 quave 
Yel vterque erit E= 1, vel vterque - r 3. 

Denique quando D per & est diui.sibills, 
productum e duobus numeris quibuscunquc im-
paribus, qui per F ropraesentari posMmt, erit l\* 
Q. ipsius 8 et proin H x (mod. 8 \ Quan* jji 
hoc casu omnes nmneri impares per F reprae-
sentabiles vel enmt IEr 1, vel onrnes 11 3 , vei 
omnes 11 5 , vel omnes EE 7 (mod. 8) . 

Ita e. g. qiium per formam ( 1 0 , 3 , 17) 
repraesentari possit numerus 10 qui est. N. II. 
ipsius 7: onmes numeri per 7 non diuksibues, 
qui per formam illam rejiracwmtari posMint, 
rion-residna ipsius 7 erunf. — Ouum — ", per 
formam ( — 5 , 1, 4!}) repraeseutabUts et sec. inod. 
4 sit rr* 1, onmes numeri impares per {oimam 
hanc repraesemabil.es perinde se habehunt, 

Ceterum, si ad propro-Uum praesens neces-
sarium esset, facile demonstrare pos.semus\ mi-
meros per formam F repraeseutabiles ud nulhmi 
numerum primum qui ipMim D nm\ mHiutur, 
talem relatiouem fixam habere, sed promiscue 
tum residua tum non-residua nunu-ii t uiuMtis 
nrimi ipsum D non metieutis per iormam F n> 

http://repraesemabil.es
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praesentari posse. Contra respectu numerorutn 4 
et 8 analogon quoddam etiam in aliis casibus 
locum habet, quos praeterire non possumus» 

I Quando de.terminans D formae primitiuae F 
tst ELZ 3 (wod- 4 ) ; omnes numnri impares, per for-
<mam F repraesentabites, erunt vd =f 1, vel omnes 
Eb; 3 (nwd. 4). Si eniin m, m' sunt duo nu-
meri per F repraesentabiles, productum mml 

eodem modo vt supra sub formam pp —- Dqq 
redigi poterit. Quaudo itaque vterque m, m* est 
impar, neoe&sario alter numerorum p9 </par erit^ 
alter^impar, adeoque altemm quadratorum ppf 

qq ™ o, alterum z~ 1 (mod. 4 ) . Vnde facile 
deduciiur, pp — Dqq certo esse EE5 1 (mod. 4) , 
adeoque aut vtrumque m, m' EEz 1, aut vtrumque 
- : : r, (mod. 4) . Ita c.g. per formam (10 ,5 ,17) 
alii numeri impares quam qui sunt formae 4»-
•j- 1 repraesentari nequeunt 

II. Quando determinans D formae primtHuae, 
F tft ££; 2 (mod. 8 , .* amnes numeri impatrs, per F 
repraesentabttes, erwit vel partim £ZE l partim == 7/ 
w/ f»rt»*////« E"3 3 partim E I 5 (wW. 8). Pona-
mus enim m, m' esse duos numeros impares per 
/''reprat-seutabUe.s, quorum igitur productum mml 

sub formam pp — Dqq redigi poterir. Quando 
ergo uerque m, m' est impar, uecessario /? im* 
par fsse debebit (quia D p a r ) , adeoque pp.tzzz 
l (uu)d. 8) j </</ vcro erit vel fHr o, vel E='.i, 
vel ™ 4 , et proin Ltyr/ vei EE o vel == 3. 
Hinc mm( = ///; — / ^ / fit vet EE J vel EH 
7 (mod. 8 ) ; M itaque m est vel EE 1 vel = 7 , 
ctiarn 7/1' erit vel 1 vel r7^ 75 si vero w est vel 
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£= 5 , vel == 5 , etiam //z' erit vel ^ 5 r^ r~^ S-
E. g. omnes numeri impares per ibrmam ( *j, i, 5 ) 
repraesentabiles svu.it aut £E 5, aut -,.;- 5 (mod. 
g ) , nullique numeri formae tf« + 1 aut 8n + 7 
per formam illam repraesentari po>'sunt. 

III. Quando detcrminans B farmac primiiluae F 
®st ~: 6 {mod. $): per Jormam hauc rryraesentari 
possunf numerl imvares z.v/ taics tanixtv q;i: sunt *.," ' 1 
tt :™ 3 (jnod. 8), vel talrs tantum qni s::nt "_ , 5 rt..." * f 
(mod. &•). liemonstrationem praecedenti ( IU II ) 
onwino similem quisque nullo negolio euulur-re 
poterit. !— Ua c. g. per formam ( 5 , 1, 7) vni-
ce tales numeri impures possunt repraesentari 
cmi sunt aut ~E 5 aut £-i 7 (BIOCL B). 

350. Omnes igitur numeri qui per formam 
primitiuam clatam /*' determinantis i> repraesen-
lari possunt, relationem fixam habebunt nd siu-
gulos diuisores prcmos ipsius I) (per quo.s cjni-
dem ipsi non sunt diui.sibiles), uunieri imparcs 
vero qui per F possuut repracsentari, in quibus-
«dam casibus etiam ad mnneros 4 et ,S lvlatio-
nem fixam habebunt, scilicet ad . j , quotie.< /> 
aut •=£ 0 aut F~ 3 (mod. 4, , et ad 8 quoties 1) 
aut IZ: o, aut •— 2 aut ~:i b (mod. rt)*). Ta-
lem relationem ad singulos hos numeros, clta-
ractcr cm seu charactcrem jjarticirfwnn formae 
F vocabimus sequcuttquu modo exprimemus; 

• ) Pro rls^rmtOMtifjttw ptt :§ 4"ai*ibi!*l>o« tfhtlo vi mmemm 3 »#« 
gllgi i*ow#t, ifueitiiMBt fsj bm tsfu »ub retoieae u,i % mm **t €•#** 
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Quando sola residua quadratica numeri primi p 
per lormam F repraesentari possunt, tribuemus 
ipsi characterem R p, in casu opposito characte-
rem N p$ similiter scribemus 1, 4 , quanda alii 
numeri impares per formam F repraesentari ne-
queunt nisi qui sunt ~~ 1 (mod, 4 . ) , vnde sta-
tim liquet quales characieres exprimantur per si-
gna 5 , 4 ; i , 8j 5? 8j 5? 85 7? 8* Denique for-
mis per quas numeri impares tales soli reprae-
sentari possunt qui sec. mod, 8 sunt vel ™ 1 
vel EE 7, tribuemus characterem 1 et 7 , 85 ex 
quo signifxcatio characteram 5 e£ 5 , 8 * 1 et 3? 8 ? 
5 et frB sponte sequitur. 

Characteres singuli formae primitiuae datae 
(# , h, c) determinantis D semper ex vno saltem 
numerorum a, c (qui manifesto per formam ii-
lam ambo sunt repraesentabiles) cogriosci pos-
sunt, Nam quoties /; est diuisor primus ipsius D, 
certe vnus nnmeromm a, c per p non erit diui-
sibilis,- si enim vterque per p diuisibilis esset, p 
etiam ipsum hb ( = D -f ac) metiretur, et proin 
etiam ipsum b, i. r. forma (a^ /?, c) non esset 
primitiua. Simili modo i.11 iis casibus vbi forma 
(tt, b, c) ad rmmorum 4 vel 8 relationem fixam 
habet, certo ad minimum vnus numerorum <z, c 
iinpar eritj ex quo igitur relatio illa deprehendi 
poterit Ita e. g, character formae ( 7 , o, 25) 
respectu mimeri &5 e numero 7 concluditur JSF 
» 5 , eiusdem formae character respectu numeri 
7 nabetur ex numero 25 puta Rfi .denique "cha-
racter huius formae respectu numeri 4 , puta % 
4., vel e numero f vel e riumero'***»^ colhgi potest. 

X 4 
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Quonmm omnes numeri qui per formaiA 
aliquam -F, in classe K contentam repraesentari 
possunt, etiam per quamlibet aliam formam hu-
ius classis sunt repraesentabiles: manifesto singuli 
cliaracteres forniae F omnibus reliquis formis, 
huius classis quoque competent, quapropter iljos 
tamquam characteres totius classis considerare li-
cebit, Singuli itaquecharacteres formae cuiush> 
het primitiuae datae ex ipsius forma repraesen-
tante cognoscuntur, Classes Oppositae semper 
characteres omnes, eosdem habebunt, 

£31, . Complexusomnium characterurri par-
iicularium form^e vel classis datae constituet cha-
racterem integrum huius formae vel classis, Ita, 
e, g. character integer fofrnae (10 , 5 , 1 7 ) , , vel 
totius classis quam repraesentat erit 1 , 45 N 7; 
"JN'27, Siinili modo character integer formae 
( 7 , l j — 17) erit 7, 8^ -# 5> N 5, nam cha-
racter particularis 5, 4 in hoc casu omittitur quia 
in charactere 7, 8 iam est contentus, — Ex hoc 
fonte petimus subdiuisionem totius ordinis classi-
um proprie primitiuarum (positiuarum quando 
det est negatiuus) determinantis dati in plura 
genera diuersa, referendo omnes classes quae 
eundem charactere/m integrum habent ad genus 
idem; quarumque characteres integri diuersi sunt, 
ad genera diuersa, Singulis vero generibus "eos 
characteres integros tribuemus quos classes sub 
ipsis contentae habent. Ita e. g. pro determi-
narite —' 161 habentur' sedecim classes positiuae 
proprie primitiuae, quae sequenti modo in qua-
lUor genera distribuuntur; 
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Character 

% 4 ; R7; R 25 

.i,4-}JV7j2Va5 

3 , 4 5 ^ 7 5 iV25 

5, 45 iV7$ JR35 

Classium formae repraesejitantes 

( l ? Q , l 6 l ) , ( 2 , 1 , 8 1 ) , ( 9 , i , 18) 
fg, — 1, 18) 

(5,3,55>>(5>—ft,55)>'( 10,5,17) 
( 1 0 , - 5 , 1 7 ) . 

(7,0,25), ( i i , » , 1 5 ) , ( 1 1 , - 3 , 1 5 ) 
(14? 7, i 5 ) 
(5 , i ,54) i (5>—V54)>(6>M7) 
( 6 , - 1 , 2 7 ) . 

De multitudine characterum integrorum di« 
«ersorum, qui quidem a priori sunt possibiles, te-
neantur sequentia, 

I. Quando determinans D per 8 est diuisfc 
bilis, respectti numeri 8 quatuor characteres par^ 
ticulares diuersi sunt possibiles,- numerus 4 nul-
lum characterem peculiarem suppeditat (annot 
ad art, praec). Praeterea respeclu singuiorum 
diuisorum primorum imparium ipsius D bini 
characteres dantur,- quare si illorum multitudo 
est 7?z, dabuntur • omnino a10-*-1 characteres inte--
gri diuersi (statuendo m = o, quoties D est 
potestas binaria). 

II. Quando det. D per 8 non est diuisibilis, 
sed tamen per 4 , insuperque per m numeros 
primos impares: omnino. habebuntur a"1"1"*"1 cha-
racteres integri diuersL 

III. Quando det. D est par neque vero per 
4 diuisibilis, erit vel ~ 2, (mod. 8), vel EE 6. 
In casu priori dabuntur duo 'characteres particu-
lares respectu iiumeri 8 puta 1 et 7 , 8, atque 
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5-et -5, 8 ? in casu posteriori totidem. Posita 
igitur multitudine diuisorum primorum impari-
um.ipsius 2}, = m: habebuntur ormiino s"1"1"1 

characteres integri diuersL 

IV. Quando D est impar, erit Vell'.EE:\i, 
vel — 5 ( mod. 4 ;. In ca$u posteriori respectu 
numeri 4 duo characteres diuersi dantur, qualis 
relatio in casu priori in characterem mtegrum 
non ingreditur. Quare designante m idem vt 
ante, in casu priori dabuntur am, in posteriori 
S^-HJ characteres integri diuersi. 

Probe vero Jnotandum est, hinc neutiquani 
sequi, totidem genera reuera dari qudt characte-
res xliuersi a priori sint possibiles. In exemplp 
quidem nostro horam semissi tantum reuera clas-
ses siue genera respondent, nuUaeque classes po~ 
sitiuae dantur, quibus oharacteres 1, 4 ; , ••& f, 
iV2 3 vel 1, 4j N7h il«25j vel 5, 4} R7; # 2 5 
yel g, 4.5 N7; ./V25 competant De quo argu-
mento grauissimo infro fusius agetur. 

Formae ( 1 , 0 , — D), quae haud dubie in-
ter omiiesformas deterrninantis D pro simplicis-
sima habenda est, nometi formae' principalis 
abhinc tribuemus j classem totam in qua illa re« 
peritur- classem principalem vocabimus; denique 
genus totum in quo classis prmcipalis contenta 
est,. genus principale dicetur. Probe itaque dis-
tinguendae sunt forma principalis,,forma e classe 
prmcipali et forma e genere principali^ nec nori 
dassis principalis et classis e genere principalL 
His denominationibus semper vtemur? etiamsi 



551 — 

forte pro determinante aliquo aliae classes prae-
ter principalem, vel alia genera praeter genus 
principale non denmr, vti e. g. euenit plerumque 
g u a n d d D est numems ^rimus" positiuus formae 

252. Quamquam ea quae de formarum cha-
facteribus explicata sunt proxime eum in finem 
sunt allata, vt subdiuisio ordinis positiui proprie 
primitiui inde petatur: tamen riiliil impedit quo-
minus eadem etiam ad fdrmas classesque negati-
uas aut ad improprie primitiuas applicentur, at-
que tum ordo' improprie primitiuus posiliuus, 
tum drdo proprie primitiuus negatiuus, tum or-
do improprie primitiuus negatiuus ex eodem prin-
cipio in genera subdiuidantur. Ita postqiiam e. g. 
ordo proprie primitiuus formarum determinantis 
145 in duo genera sequentia subdiuisus est 

( 1 , 0 , — 145), ( 5 , d,. — 29) 
( 5 , 1, — 48 ) , ( 5 , — 1, 48) 

fctiam ordo improprie primitiuus perinde in dud 
genera subdifciidi potest: 

J I 5 , Ra-g 
N$, N2g 

( 4 , 1 , - 5 6 ) , (.4-,-. 1 , - 56 - ) 
( 2 , 1, — 7 3 ) , ( 1 0 , 5 ? - 13) 

vel, sicuti classes positiuae formarum determi-
hant i s— 129 in quatuor genera distribuuntur: 

i,4> H55H45 
'.i,4fiV5 3i¥45 
3 ? 4 J # 57-^45 
5,4,- N&R45 

(1, d, 129), (ld, l, 15), ( l d ,~ 1,15) 
(2,1,65), (5 ,1,^6) , ( 5 , - . 1 , 2 6 ) 
(3, o,45), {7i^ *9>, (7, - 2 , *9) 
(7? 5, »3)? (1 h 5> H) , (11» - 5,14) 
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etiam classes negatiuae ia quatuor ordines disce-
dunt 

5, 4 ; ^ 5 5 ^ 4 5 

5,4?- # 3 ; # 4 5 

1,4,- iV^j # 4 5 

1,4,- # 5 ; ^ 4 3 

(— 1,0,— 129) , (— 10 ,1 ,— 15) , 
( - 1 0 , - 1 , - 1 5 ) 
(—2,1,-65), (~5, h-l6h 
(-5,-1,-26) 
(—3? 0 , - 4 5 ) , ( - 7 ? % — !9)> 
( — 7 , - 2 , - 1 9 ) 
( - 6 , 5 , - 2 5 ) , C—11,5, —i4)f 
( - 1 1 , - 5 , - 1 4 ) 

Attamen quum systema classium negatiuarum sy-
stemati positiuarum semper tam simile euadat, 
plerumque superfiuum videbitur illud seorsim con~ 
struere. Ordinem improprie primitiuum autem 
ad proprie primitiuum reducere infra docebimus. 

Tandem quod attinet ad ordines deriuatos: 
pro horum subdiuisione regulae nouae non sunt 
necessariae. Quum enim quiuis ordo deriuatus 
ex aliquo ordine primitiuo (determinantis mino-
ris) originem trahat, illiusque classes singulae ad 
singulas huius sponte referantur: manifesto sub-
diuisio ordinis deriuati e subdiuisione ordinis pri<-
mitiui peti poterit. 

255. Si forma (primitiua) F = (arb, c) 
ita est comparata, vt inueniri possint duo nume-
n g, h tales vt fiat gg EE a, ,ghz=. b\ hh ~ c 
secundum modulum datum m, dicemus formam 
illam esse residuum quadraticum numeri m at-
que gx -f- hy valorem expressionis •«/" (axx -£• 
Qbxy + cyy} (mod. m) , siue breuius (g,h) va-
lorem expr. sf (#? b, c) vel y~ W (mod. m) . 
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Generalius, si muMplieator M, ad m o d u l u m m 
primus, eius est indolis vt fieri possit gg EE aM, 
gh = bM, hh = cM (mod. m) , dicemus M 
X (<2, fc, c ) siue MF esse res. quad. ipsuxs m, 
atque (# , ft) valorem expressionis y~ M ( ̂  ? b, c) 
vely^ M F (mod. m). Ita e. g. forma ( 5 , i , 54) 
est res. quadr. ipsius 23 atque ( 7 , 10) valor 
expr. -yf ( 5 , 1, 54) (mod. 25)5- similiter (2 , 
— 4) ' valor expr. %f 5 (10, 5 ,'' 17) (mod. 25). 
Vsus harum definitionum infra ostendetur: hic 
notentur propositiones sequentes: 

I. Si M ( a , &•, c) est R. Q. numeri m, hic 
determinantem formae (#, b, c) metietur. Si 
euim (g,'h') est valor expressiones ^f M (a,b,c) 
(mod. m ) , siue gg EEz aM, gh 'Er. hM, hh ZH 
cM (mod. m) : erit bbMM — acMM' = o , siue: 

(&£> — ctc) M M p e r m diuisibilis. Quoniam au-
tem M a d m primus esse supponitur, etiam bb 
-—- /zc per m diuisibilis erit. 

II. Si M (a, b, c) est R. Q. ipsius m, at-
que m aut nurnerus primus -aut potestas* ̂ numeri 
primi, puta = /?": character particularis formae 
\a, b, c) respectu numeri p erit vel Rp, vel Npr 

prout M est residuum vel non-residuum ipsius p. 
Hoc statim inde sequitur, quod tum<zMtum cM 
est residuum ipsius m siue ipsius p, atque ad 
minimum vnus numerorum a, c per jt? non di-
wisibilis (art. 250). 

Simili modb, si (manentibus reliquis) m 
•ss± 4 , erit vel 1, 4 vel 5, 4 character part for-
mae {a, br c) prout M.EE l vel ~ 3$ nec noii si 
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m == 8 vel altior potestas rmmeri s ? erit i > 8§ 
3"; 8"? -5., 8V 7? 8 char. part. formae (aT b,c) 
pront M 3 1 5 5 ; 5 f' 7'' (mad* 8) resp. 

III. Vice versa-si m est numerus primus 
aut numeri pfimi imparis potestas = p*, deter-
ininantem bb — ac metiens, atque M vel resi-
duum. vel non-residuum ipsius p, prout character 
formae (a, b, c) respectu ipsiusp est Rp vel Np 
resp; erit M (a , b, c) resid. quadr. ipsius m. 
Quando enim a per p non est diutsibilis, aM 
jerit res. ipsius jt? adeoque etiam ipsius 7725.= si ita-
que g esf valor expr, y^ _oM (mod. TTZ), /z valor 

expr. — (mod. m), erit gg S «M; ah zEz bg 

adeoque agh 'EEE hgg EE abM ei gh zEzbMy de-
niqiie fltt ^ bgh ^ bbM = bbM ~- (bb -~ 
<sc) M•— acM adeoque hh"~ cM, i. e. (g*, ft) 
valor expr. y r JU (a, b, c). Quando vero a per 
m est diuisibilis, certo c non erit; vnde facile 
perspicitur, eadem resultare, si pro h assumatur 
valor expr. y^ cM (mod. m), ,pro g valor expr. 

— ( mod. m}. 

Simjii modo demonstratur, si m fuerit =s? 4 
ipsumque bb —- #c metiatur, numerusque i f a o 
cipiatur vel E: 1 vel EE 5 prout 1, »4 vel 5 , 4 , 
fuerit char. part. fqrmae (a, b, c)i fore M. (#> b, c) 
res. qu. ipsius-m. Nec. non, si m fuerit = 8 vel 
altior- potestas ipsius » per quam bb —- ac diui-
«ibilis sit, atque M aceipiatur ~ -l; «5$ 5 ; f 
(mod. 8) prout character part. formae ( # , b, c} 
respectu numeri 8 postulet; M (-a3brc) fore 
|e& qu, ipsius m* -
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IV, SI determinans formae '{«,•&, c) est =a 
£?, atque-'iljf (a,b,c ) res. qu. ipsius £>, omne$ 
character particulares fprmae (a, Z>, c) tum re-
spectu singulorum diuisorum primomm impark 
um ipsius D, tum respectu numeri 4 vel nume-
ri 8 (si ipsum D metiuntur) ex numero M sta-
tim cognqsci possunt, Ita e. ,g. quum 5 ' 20 ,10 , 
S7) sit resid. qu. ipsius 440, scilicet (150, 9 ) 
valor expr> ^ 5 (-20, 10, 27) sec. mod. 440, at-
que giVg, 3.R11: characteres formae (20^10,27) 
sunt 5 , 85 N$$ R11, Soli characteres particula-
res respectu numerorum 4 et 8, quoties deter-
minantera non metiuntur, nexum necessarium 
cum numero M non habent. 

V. Vice versa, si numerus M ad D primus 
omnes characteres particulares formae (a, b, c ) 
in'Se complectitur (exceptis characterihus respe-
•Ctu numerorum 4 , 8, quando ipsum D non me« 
tiuntur): erit\M,(a, b, c) res.^qu. ipsius D. Nam 
ex III patet, si D sub formam +_ j t BS CY .., 
redigatur,, ita vt A, B, € etc, sint numeri priml 
diuersi, fore M (a, b,c) jfesid. qu>.. smgulorum 
A*,B^r &• etc. Si igitur valor expr. ^ M (af 

h, c) secuiidum mod, Ax
r esf (%, $ ' )5 secun-

d u m m o i ^ , ( & , *B')5 sec. mod. Cy , («£,<£') 
etc. numerique g, h ita determinantur vt sit gE~ 
31, 33, <£ etc.5 h •— %\ $ ' , € ' etc. secundum 
modulos A01) B*, py etc resp. (art. 3 2 ) : facile 
perspicietur, fore gg ~ *z^, gft ^ i?if? M ==;• 
£JS£ secundum jomues modulps A*7 Bs, O etc» 
adeoque etiam secundum modulum £?. qui illo-
Kum est prodwctum. 



VI. Propter has rationes rmmeri tales vt M 
vocahuutur numcri charactcristici formae (a, h, 
e), poteruutque per V. plures huiusmodi n u m r i i 
nullo negotio muenir i simnlac (iiniiM i l .a rar te -
xes particulares huius forinae sunt erutU Mmpli-
cissimi autem teutando plerumque euoiuuu:ur 
facillime. Manifestum est, si /t/ sit numfru- i ha-
racteristicus formar primitiuae datar dr l r . m'n, .u-
tis J), oimifs numtTos, ipsi JJ scruiulimi tiiim. I) 
congiuos, fore numrrus chararUnisih os rinwdrm 
f o r m a r ; fonnas in eadem dasse . siue «»11.1111 "m 
classibus diuersis ex e o d r m g r u e t e , eouteuias 
eoscicm numeros chararteristicos hab r i r , qu«miob-
r e m quiuis numerus ehararteristirus fosnun* tia-
fae eliam toti classi et gener i trihui poteM; chmi-
que 1 semper esse unmer iun charatii-risTu-um 
formae clnssis et generis pr innual i s , siue quatn» 
libet fonnam e genere prmcipali esse r rs iduum 
detenninantis sui. 

Vir. Si ( # , h ) est valor expr. -/"* fif (a, h, 
c) (mod. m)} atcjue #•' :.... ^, h' ,';;r h [nimL m ) : 
erit etiam ( # ' , / / ' ) v.dor eiu.sdem t»xpp'>j.i«mis. 
Tales valores pro ari/utua:c/itibus haluni possunt ; 
contra. si(g,h), ( # ' , / / ' ) stmt vahuvs ra.suVmi 
e x p r . y ^ M (/z, /1, <:), n r q u r tameu simul g> •. J 
# , h* ":• h (mocl m)% diuersi stmt eensendi. 
JManifesto quoties (/r, h) e>t valor talis i*vpre*»si-
on i s , etiam ( — £ , — / 0 er i t , facilnjue de imm-
stratur, hos valores semper esse diut*»os n:M m 
s== u. Aeque facile demonstra tur , e\:pivs,4on.rm 
V tV (a, />, c) (mod . m) plures valmes daus-sos 
cruam duos tales fopposi tas) habere non po«.st% 
c^uaiido m sit aut n u m e r u s priinus hnpur aui im-



meri primi imparis potestas aut = 4; tjududo 
vero m sit = 8 autaltior potestas numeri 2 , qua-
tuor omnino darl Hinc facilt* deducitur per VI, 
'si determinans D fomiae ( 0 , />, c) sit =3 + 
®rA* B9 . . . , desi«matitibus >f, B ete. nuinpros pri» 
inos imp.uvs dturrsos quonim nmiti.udo = ??9 

alque /|/ tinmcrus charact'»! Isticus illius iomiae: 
dari otmsino vol ^ \t-\ 2,>;~J vcl 2""1"1 valov^s 
diuersos rxpr .y^ M (r/, />} <?) (mod. D ) ? f>out 
ft vid < 2 vi»l = 2 \t-l > 2. Ita e. g. habun-
tur sedecim Vrtlo;vs <»\pr. y~ 7 ( 1 2 , 6, — 17) 
( rmni d.j.o), puia ( r 18, + 11) , ( ± 18, ± . 
S()>, f ± l 8 ; ^ . tjl ). ( ± 1H„ ,.± IOC) , f ± 7« , 
-± K)) , ( + f « . 4- ,<m), Q-f 7 8 , Tf 6 1 ) , (' + 
7K, .f ) o i ) . Dcrmuisuutio.icm ampiiorcm quura 
ad s»-iju:'utia m»ij sit adoo neccsfeada breuitatis 
gratia nun appouimus. 

MIL Dtmique obseruamus, si duamm foi> 
Ynnrum a«'qutuaieuttum a. /?, r ) , (# ' , />', c' * de-
tcrmiuans sit / J , nuiiu>nw characteiistitus M, pri-
©rqn« trajj^cal iu posicriorem per substitutionera. 
* , C, . : ex quouis valore expr. y^' #/ • <&, &, 
r ) vt ($•.// *,t»(jui valorem vxpr .y^M (a',/; ' , c'), 
puta *'•• -f h, C;: -f // ). Demoiistratiuuejjft 
tmi.que nuiio ne^olio eruere poteriL 

25 j . l\Mnuam haec de iormis iu classes 
p;cnfMa «»l oru.tifs dislribuoiidis praemisimiis, pro-
priftatfvjn*- .•.•i-wales qi;ae i«s liis distmctiunibus 
statim d»*tluuut ^vidirauimu^, ad aliud arjrmmen-
tum «ir;'uivMirmm trauvimus a uemine hueusqne 
attacttnii, ch» iormarum compositwne. ,in cuius 
disquisitionU limine, ne posthac demanstrationum 



ftftAiM. 

seriem cotitiimam intemmipete oporteat, statlx» 
intercalamus 

LEMMA. Hahentur quatuor serics numrro* 
rum integrorum # , a\ a" ... ali ; 7>, /;', £*"... /<n,- c? 

€', c" ... c" ; */, «?', d" ... c/'' t\r; aequr multis ^ puta 
n + i ) tcrminis constantes, atquc ita comparataef 

vt cdl — tfc», c^" — r/c" tffc, Cfl?" — dV" etc.rtc* 
respectiue sitit = /l* («/ ; ' — /'«')> ^ (#*'" —- / ' « ' 0 
«•**<?., k (#'£>" — b'a") ctc. ctc, siue gcacrfditer 

c*d* — d*cf = h(a*bu *— b*au ) , eicno-
tanie k numcrum intrgrum datum $ A , u integrast 
quoscunque inaequahs intcr o et n irwL quorum 
maior p *),* practerea omnes axb* — bxa* di-
uisorem communem non habent Tunc inucniri 
possunt quatuor numcri intcgri ^ , 6 ? yy l tahs^ 
vt sit &a + &b = c", «a* + ib* = c1, «a» + £h<* 
= c" «££,* ; ff + J7> = </, ;• a' + «TiV = d' rti\ M'UC 
gencralitcr &av + £/ / = r ' , ya? + «fi1* = £ / ; 
quofacto crit ui — Qy = A". 

QiiLim por hyp. iiumr-ri #/<' — /*«7% a?>*' —• 
D/7" *»U\ #'/>" — />'<7" etr. ( q u n n m i mui t i tudo 
erit = i[n -j- \)n ) tiiui^urtMu t m i m i u n r m n o a 
habeant , hmetiiri p«tf»nmt lutuiem -<iii m n m n i 
iiUe^ri, pf-r qiaK iilis iv>p, m».Itipmatis pnxkuto» 
rum sunsmfi hnt = i ( a ! l . ,fu). Dtwiimt-ntur hi 
rmultipluatoiv.s ptn* ( o , 1 ) , ( o , 2 etc. ( 1 , « J 

e t c , siuo «vnerdHtvt multlplieator Ip4iK flA/-"- , 
b*au per ; A . f o y ita vt sit v ^ , H-. ^ ^ ^ u _ 

*) C«n**derai»,'i») & {»n>an.«ru .4°, & t»tni«*m ,•,* rt .-. — €«•»«-»««» « s » 

AifMto «nrfffa 4*e(|U4iCju v»l*hit <|««t|uc <4«»ft# A S l^ ^ «ut A j!i> n * 
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b^a* ) = i. (Pe r literam 1 denotamus aggrega« 
turn omnium valomm expressionis, cui praefixa 
eat, qui oiiuntur tribuendo ipsis *, ** omnes valo-
res inaequales Inter .o et n7 ita vt sit /*.>:a.)« 
;Quo facto- si statuitur 2 (AS F>) (c*h* — b*ct*^ 
« #, S (*, >«} (aAC#* _ C A « - ^ ) = ; C?. -2- (A, ,*) 
(<£*** - **x*«) = > ? X (At , ) ( a ^ _ 

dKa*) = #: M «, €7 ^ . J1 proprietatibus prae« 
«criptis erunt praeditt 

Dem. I. Denotante * numerum. quemcun* 
xme integrum inter o et n, erit *a* -f- */>' =s 
X ( x , fO (&b*d — />*c"</ + a* c" &' — 
C A a ^ / / ) = v v (>., u) ((* d" c" — dXC*c'} 
= *- fy S. ( * , « ) ( r x </* — dx Cu) = & 1 ( X , At) 

( « x fc" — /^r t" ) = r . Kt por calculum simi-
lem eruitur jor -f *br = dr . Q, E. P . 

TL Quoniam igitur cx = ^ ^ -f (hx, d* 
as= *cr" + ,/>% fit tv* 6" — bx C* = r (a* b** 
— /jxrtw1, similique rnodo a:A c^ _ c* au =a 
C (-/•,',« — &*/r*) ; <P/>" — bK d* =: •/• aK b* 
— B av ); *r r/u — /7A rt" = •? ( «* £<* _ / / flu). 
ex quibus formulis valores ipsomm <*» £, y, & 
muito faultus erui po.s.sunt, si nriodo >., ^ ita ac-
cipiumur vt a'A />u — //• «u nou «it = o5 quod 
certo n>-ri putmil, quia omnes rt* b1' — &x «•* per 
Iryp. diuisoiem communern non habeut, adeo-
gue umr.es' = o esse nequ'-nrtk — Ex iisdem 
aequationibus dedudtur, multiplicando primaxa 

http://umr.es'
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•per quartam, sccundaxxi per ttrtiam et subira* 
liendo, f « —ffy) ( r t * ^ — //V/")1 = («*/," - . 
b% au ) (c* «i* — G?A c-1*) = k ( «* bu ~ //' <iu) % 
m d e necessario «^ — '»y = k. Q. & S. 

255. Si 'forma ^YA" -f 2#A*T + (lVy\.r 

F transit in productum e duabus formis axx -f» 
s&xj + r^y . . . _/", et f/'x'xf -f* 2b'xy -f <"'v'.y 
. . . /•• per substitutionom talorn -V = /xr.r' -f- ^'jrj* 
+ #")-x' + p'"yy'i Y = </xx' -f- *y'.n-* -f ^"v./' 
+ q"'yy' (quod brenitatis rausa m .s^qucntihus 
semper ita exprimMnus; Si F transit in //* p»*r 
substitutionem p, p't p", ptl'\ (/, r/', r/", c/"' *) ) , 
dicemus simpliritcr, furmum l" trtt;isfhnntzbi!ct7i 
esse injT"'» si insuprr hat»c- traiisi jtftnatio ita e-st 
comparata, vt sax uum-ni /;</' — qp*^ ptp' — gp'^ 
pq">—* qp"\ p'q" - </'/;", //'//'" — </'/;", />"(/"' 
— <7"/?'" diuisorcm couimiui' ,m nuu haheant: ior-
mam F e formisy*, f comjn>.\itam vocabiinus. 

Inchoabimus hanc ciiscjtrisitimtem a suppuM-
tione iicneraiissima, formarn /•' in //* traustrf; 
JHT substitutiontMn /•» p\ />", //'"%• </, </', t/". </*" 
et qnae ind'* sequautur ou»i!u<*mus Mamh\sto 
hirir supposMioni <*\ asse nequiuaMmut s''ffnnttf*s 
nout*m acquation^s ( i. »\ simular ha** aiupUitio-
w\s locum l'.il««nt. F p«*r MiU;tiumom*m dictant 
transibit m / / ' , et vice vrr^a : 

*^ Jn har '«"'«r «JrStftMrtinwt* «>i «4;»*»!« ttt«» twflH,tVis**«*rt pv f" «?« 

tum fi»f«»*tam / \ / v $>M»f rr%}'U"ff«» «f««?it VuAe «ntrut f r r * y l -

C)«-*fi'« »i u-.!,t »i-;j»«ftm» / , / ' i . w i t . i i ' »,{ }f , ,r f.^t } , . ' ! r t uf, 



App + zBpq +*Cqq = aa> , . , , . . , . . . . . [1} 
4»^ ' - + QBp'q4 + %'f' = ac* \ J •. [«2} 
^piipit ^. aBpnq" + C<jr"<7" = ^ [3} 
Ap">}){" + 2Bp'"q<" + Cq'"q"> = fcc'...... [4} 
,%, ' + ii (/?</< + #>') + 0/</< = <wV . . . . . [5} 
•//>/>» + B (/;«?"• +-qp") + Cty?" = & * ' . . . [6J 
.///>'/>"' + B C W + <7//?"') + -Gi/V" = &c< [7} 
y*/?"/;'" + B (p"ql" + «7"/?'") + Cquq"1 = c«V [8J 
** (ppW + -/y/J'0 + B (pqtn + ?p '" + j »V 

+ q'p") + C (79'" + qkf) =5 s ^ ' , . [9] 

Sint determlnantes formaram F, f f resp. X% 
(7, <?'; diuisores communes maximi numeroran*. 
A, aB, Cj «, sl>, r$ «<", 2&/, cy resp. M, m, m/ 
(quos omties positiue acccptos supponimus). 
Porro deterniinentur sex numexi integri 21, £&,(§, 
11% 33% CS' ita.vt sit 7ia + a*8£ + €^ = m? 
3iW + ftS^M + C7^ = /«'. Denique designen-
Mt numeri /?«/' — f|?% pq11 — $»'% /?^/w — *//?% 
plfpf ̂ . qipu, p'qw — .qtp**t9 p"ej<" — </«/?<» respt 
per Py Q, B? «SVT* Z/, sitque ipsorum diuispf 
communis maximus positiue afeceptus = '#, —* 
lam ponejrdo 

AppM + £ (py'" + qpi") + Ggr?'" = bb1 + A [10] 

fit ex aequ. 9 

<4>'p'<' + ii ( p y + </̂ /<) + Cqlq" = &&' — A [11] 

Ex his vnoVcim af»quationibus 1 . . . i l ? se* 
quentes nouas euoluimus*): 

*) Orlgo ftamm *ef«a.tloMtt»a h*fc'*«t; 12'«x 5. 5 — I. 25 
13 «x 5„'<j — 1. 7 •— 2. 6 5 14 « io . xi •— 6, 7 ; 15 
es 5. 8 +- 5» 8 +• 16. 10 + 11. 11 — 1. 4 — 2, 3 — 

^ 5 
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VPP s d>aa . . . - . . . . . . . ; . . , ; . ; . ; • . f l f l j 
£>P ;• jR — ^ ) a s fld/flfc . . . . . " . . . [13] 
J9PZ7 == d[ac — ( A A — dd>) . [ i 4 ] 
J5 (R — . £ ) * = 4 « ^ + 2 (AA — d d ' ) [15] 
D ! i l — . . ? ) 17 = a d ^ c . .*. . f i6) 
DUU = ^ c c . . . . . . .". . . . » . [ijrj 
I3@Q = &1/0/ [Xg] 
JDQ ( i l . + tf) = arffl/ft/ [ i g j 
DQT = d« / c ' — ( AA — dd') . . [30] 
JD ( f i + .9)* = 4dZ>/&/ + s ( ^ A — drf/) [213 
Z> ( A + '«S) T = 2«&'C' , [22] 
DTT = dfc/C/. „ .- « . . . . . . • . . . , . . ' [25] 

Hinc rursus deduquntur hae duae; 

© = 2dfda ( A A — dd1) 

€ = ( A A — dt f ' ) 1 — a ^ a c ( A A -*- dd>) 
scilicet prior ex 12. 15 — 13. 15 , posterior ex 
14. 14 — 12. 17; vnde facile perspicitur, neces-
sario esse AA — dd' = o , siue sit a = o , siue 
non sit = o *). . Supponemus itaque, in aequatL 
1 4 , 15 , 20,"ai ad dextram deleri AA — ddK ' 

l am statuendo 

liP + 25 (R - ^) + €17 = mn* 
3£'Q + B ' ( i i + 6') + '©T-=m'tt 

6. 7 ^ 6 / 7 ? 16 ex 8. Q — 3- 7 — 4- 65 17 <?x 8. 8 
*•-- •$. 4* Deductio sfik religuarum eodem modo sdornatur,, 
ei modo aequationes >2 * 5 , 7 cum, aequationibus 3 , 6 , 8 
lesp. commutantur, et reliquae I ? 4..* 9 * 10,. I I eodem 
loco deinceps retinentur> puta 18 ex 6, 6 - ' I . 3 etc. 

*) Haec deriuatio aequationis AA ~ ^ y ad institutum prae-" 
,sep.s -sufficit; alioquin analysin elegantiorem sed Mc nimia 
prolixanx tradere possemus, directe deducendo, ex aequatio-
nibus 1 , . . . . 11 hanc ° =T ( AA — dd')K 
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(vbi 7Z, • 72.' etiam fractiones euadere posse probe 
notandum, etsi mn*, m'n necessario sint integri): 
lacile ex aequatt. 1» . . . 17 deducitur 

DmmnW = d* {%a + a&> + (Ec) l = ^mws 

similiterque ex, aequ. x8 . . . '05 

Dm'm'nn = tf ( W + '*$'&' + f£'c ') l = dmW. 

Erit igitur d = Dniij d> = Dn'nf, •'•m&e 
sianciscimur CQNCLVSIONEM PRIMAM; Determinan*-
tesforrnarum F,fyf'' necessarip intei* se habent 
rationem quadratorum; et SECVNDAM: D- semper 
metitur numeros dm'm'', d'mm. Patet itaque, J9? 

£?, d' eadem signa habere, riullamque formam 
in productumj^ transfprmabilem esse posse, cu-
ius determinans maiorsit quam diuisor commu-» 
nis maximus numerorum dm!m'9 d'mm. 

Multiplicentur aequationes i s , 15, 14 resP« 
per Hj iS, (£; similiterque per eosdem numerps 
aequatt. 15, 15, i'6, et 14, 16, 17,* addantur 
terna producta, diuidaturque summa per Dmn^ 
scripto pro d', Dn'n'. Tunc prodit 

P = anJj R-~ $ = a W , l / = cns 

Simili modo multiplicatis aequationibus l8> 
1,9, 30 nec non 19, 2 1 , 22 et 20, 22, &3 resp. 
per W,.95', § ' , obtinetur 

Q z= a'n, R + S = 0,1'n, T =.'cln. 

Hinc habetur CONCLVSIO *EK.TIA.- Numeri 
0« &by c proportionales sunt numeris Pj: R •«-

* * : 



Sf U) positaque illorum ratione ad hos- vt t ad 
d' . . . 

n^ erit n* radix quadrata ez yj > stmiUterquet 

numeri af, &bf, c1 ad Q7 R -f* 6\ T eandem ra-

tioncm hahent^ quaa. si ponitur csse vt t ad n% 

erit n radix quadrata. ex ••*** 

Ceteram quantitates nf nl radices vel posl-
* d d1 

tiuae vei negatmae ex ,,, -f} esse possunt, vn,-
de distinrtionem petimus-, quae primo aspertu 
sterilis videbiturt sncl cuius \sus in sequt-utibus 
sufiicienter apparebiL Sciitc.et dicemus iu ttaus-
formatione formae F in JJ* fovmam/ iwupl «V-
rccta quando /t est positiua, inuerse quaudc* n 
negatiuaj simiiiterque fl acc.ipi directt* ve! iiwwrsft 
prout n! positiua \e l uegatiua.. Accrdenu* iiuteiu 
conditione vt k sit = 1, forrna F rcl ex \tra-
que jforma fr f directe compusita, rr/ vx \tr.i-
que inuerse y»?/ ex f directe et e-\ /•'' liuiciy, r,7 
ex /" inuer.se et ex fl dirrcte dicrtur, piout vrl 
72, n1 ambae suut po.-ilhuu*, \el ambae uejiatuue, 
vol prior po-atiua po.strrior tny.aliua, w\ piior 
negatiua po.sterior posinua. Ceterum quwjue fa-
cile iutelliget, has ivkmones ah ordiiu» rim t«r-
jnae _/, f collocantur ^vid. aunot prima. ad afL 
praes.) uon peuden*. 

Porro obseruamus, dhrisorem maxirm.nt 
coinmunem numerotum P. O. /£. -Y. 1. I: \'i:i,\ 
k mctiti uumeros m«', m'n %ti L-.V wtluiibus 
supta stabilitt.s mauiff.stum est) adeoque ou.uha-
tum ka ipo<,.s mmidti1) m'itt'ft/i, aUixir l >LK ;-<>'", 
d'mmt dm'm'* Sed et \ice ven>a quiuis uiui^uc 

file:///tr.i
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commutiis. ipsorum mn^ m'n metietur ipstpa fa 
Sit enim <? talis diuisoF qui manifesto etiam nu-
meros #« ' , a k i ' , c«' , «'«, aZ^/i, c'n metietur, i,-
e. uumeros JP, R — *?, £/, Q9 R 4- £, J" etproip 

etiam ipsos s i i et 261 Iam si - 5 . esset numerus 

impar, etiam " c impar esse tleberet (quoniam 

sumnta et diifereniia sunt pares) adeoque etiara 

productum impar. Uoc autem productum fit = 

-4~ (bWtm — bhrdn1) = 4 (d'n/1 + a'c'nn — dttin* 

— acnfri') x=z f • ̂ aJchm — actdn') adeoque par, 

quia <: ipsos «'//, e'//. #//', r« ' metitui\ Quare •-• -

neressario erit par, et prohi /£ aec nou *S* per e 
(iiuisihilis. Ouoniam i»itu.r c oinues sex J}. (). ff. 
*V, '/', U metitur, metietur etiam ipsorum diuiso-
rem rommuucni xnaximum k. Q. lu l). — ilinc 
concluditur A" esse diuisorem communem maxi-
inum utunerorum mw/, m'ti\ vnde facile perspi-
cieiur, Dkk Jhre diuixorvm commimcm maximum 
immerorum «,w,////, dhnnn Quae est OONCI.VSIO» 
<OVART-U Patrt itaque, quoties FexfeXp compo-
sita sit, / ) fore diuisorem conimuuem maximum, 
numerurum ditrm1.. dm'm, et vice versa; quae 
proprietas etiam tamquam defiuitio foimae com-
puMtiu' adoptari potiusset. Forma igitur compo-
M?a e lortui.s /", /' determinantem maximum pos-
sibilem inter onmes iormas. in productum Jp 
iransiormabiles ha.bet. 

Autequam vlterius progredi possimus, ante 
oiimia vaiorem ipsius A accuratius de£inire oportet, 

v -* o 



quem quidem ostendimus e$$e = *f*dd* =» 
^fDDnnrfnty sed cuius signum hmc nondum de~ 
terminatur. Ad hunc finem ex aequ. fundament*-
libus 1 — 11 eruimus DPQ = aaa7 (quae aequ, 
obtinetur ex 5. 6 — 1. 11), adeoque Daahtn1 = 
&aa'f vnde, nisi aliquis numerorum a} a' est s=s 
o, fit A = £)///i/. Sed prorsus similt modo ex 
aequatt fundd. octo aliae deduci possunt in qui-
bus ad laeuam Dnn' ad dextram A multiplkati 
habeantur per aa¥, acf, abaf, 4W, nbc*f ca'f 
zcb^ cc'*), vnde facile concluditur propterea 
quod neque omnes a, a&, c% neque omnes-d/, 
s£ ' , c ; possunt esse s= o, i» omnibus e&sHyi* 
fieri A = Dnnfi adeoque & idem signum habere 
vt D, d, rf' vel oppositum, prout n^ m( eadem 
signa habeant vel diuersa* 

Porro obseruamus, numeros aaf, aabf
% ac^ 

&baf, 4,bbf, &&cf, ca>, acb', cc'f abbf + SA, abh*'*— 
a& omnes per mmf diuisibiles esse. De nouem 
prioribus hoc per se manifestum est, de duohus 
reliquis autem simili modo demonstrari potest 
vt antea ostendimus R et 6* per e dmmhilm estce. 
Scilicet patet, ^bb -f 4A et 4M/ — 4A per /«;«' 
diuisibUes esse (quoniam 4.^ =s yfx^dd' atque 
40? per ?«m, 4 ^ per m'//:' diuisihtlis» ad**oque 
lGdki7 per mmmfmf et 4A per /«/«'} et dinViPjv» 
tiam quotientium parem,- productum ox quotifu-
tibus facile demonstratur esse par, vmbk vtt-njnt*-
quotiens par, et zbb* + OA? ui&' — ajk per /w/i' 
diuisibiles. 

*) Anaty«a tpnm lectore* f*«ile £«t«gtr* ptfttwmi l«t$ifftfi# 
«UUII mpjtximetm ojportct» 
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lawt ex vndechh aequationibus fmdamentaE» 
bm facLLe deducuntur sex sequentes; 

APP = m'q'q' ~~ 2ab'qq' + ac'qq 
AQQrzz aa'q"q" — aba'qq» -f. c a ^ 
^ , ^ 5 =r aceq^q'" — 2 ( W' 4- A) ̂ qr" -f. «fyy 
^6\S" J = ac'q"q" — a (/?6' — A ) f'#" 4. «* 'J ' J ' 

v£ r r = a€'qIHq"1 — . %bc'q'q'" + ^ ' f gf 
^£7£/ — ca'q"'q'" — %cb»q"q'" + cc'q"q" 

Ilinc sequitur, omnes APP7 AQQ etc. diuisi-
biles esse per 7«/«', vnde facile deriuatur, quo-
iiiam A*& diuisor commuriis maximus nuraeromm 
JPP, (JO, ^ i? e t c , etiam Akk per mm' diuisibi-
lem esse. Substitutis autem pro <2, 2^, c, a;, 2/;;, 

P 1 
c' valoribus suis — etc. siue ----- (pq4— qp') etc» 

transibunt in sex alias aequationes, in quibus 

ad dextram habebuntur producta ex quantitate 

- V (W ~ W " ) in ^ A QQ, •«-« etc. Calcu-
lum facillimum lectoribus relinquimus. Ilinc se-
quitur (quoniam omnes PP^ QQ etc. esse = o 
nequeunt) Ami* = £•'#" — £</'", 

Simili modo ex aequationibus fundamentali-
bus deriuantur sex aliae aequationes, a praece-
dentibus in eo tantummodo discrepantes, quod 
pro A vtiitjue habetur C et pro qt q>, q», q>» resp. 
p, p^ p", pu\ quas ipsas breuitatis caussa non ad-
smbimus. Ilinc eodom modo sequitur, Ckk per 
iwn' diuisibilem esse atque QUL* = p'pn — pp111, 

Denique ex eodem fonte petuntur sex ae-
guaiione$ hae; 
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gpp ~ — aa'p'q* + ab' (j»f + qp') — « W 
J?^Q -=r — atvp"q" + *«' (r?" + w" ) ~~ CilW 
BRR — — aa'p"'q'" + (&£' + A ) (pq'" + qp'") - ^ F f 
J5XS == — arjo"f' 4- (/>/>' — A) (/>'?" 4- f/r') —c«TS' 
BTT=z — ac'p'"q'" + ta' (/>'?•" + f r " ) ~ cc'ff 
BUU=z — «J';?'"?'" + ch' {p"q>" + </''F") — « ' f ' f '# 

vnde perinde vt ante concluditur, allkk diuisibi-
lem esse per /«;«' atque aBnrz' == | ?^" 4* fp"* 
— fq" — q'p'U 

Quoniam itaque Akkf aBkkt Ckk per mm* 
swit diuisibiles, iacile perspicietur, etiam Mkk 
per mm1 diuisibilem esse debere. Ex aequatio-
nibus fundamentalibus autem colligitur, M metiri 
ipsos aaf, aab', cicJ, &bal, 4Mf

f abc*, mf
f mcb% 

cc'7 adeoque etiam ipsos am', ubm^ cml (qui 
sunt diuisores comm. max. trium primorum medio--
rurn et vllimoium resp.); denique etiam ipsniu 
miu1 qui est liorum diu. cornm. max. Hinc pa-
tet, iii eo casn vbi forma F ex fonnis / , / ' com-
posita est siue k = o, necessario esse M = mm\ 
fj)uae est co.vct.vsio QVI.VIW. 

Si dku comm, mai , numerorum. A% #» C 
est Wlt hic erit vei = M (quando forma M 
est proprie primitiua vel ex proprie pritmtiuai 
dertuata) vel = 1 M (quaudo F est forma 
improprie primitiua vei ex irciproprie prim. 
detiuata); similiter designando dkiisores ctrnim* 
max. uumerorum af h* c; a't />*» r resp» 
per m, m/ erit m vel = m vel f w , et m' 
w i = /«' vei s=s l m1. faift pat*»tt }ii«i m^urx 
ipsum i/j m'!!!' ipsum dl

% adeotiue mmm'in* 
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ipsum ddl siue AA, et mmy ipsum &, ffincfeX 
sex vltimis aequationibus pro BPP etc. sequitur, 
fnm' nietiri ipxum 7iA7i, adeoque ; quum. etiaiii 
ipsos. Akk, Ckk metiatur) etiam ipsum Wlkk. 
Quoties igitur F ex / , / ' composita est, metie-
tur ttim' ipsum 9)1. Quando itaque in hoc casii 
ttraque /» / ' est proprie 'primitiua vel ex proprie 
primitiua deriuata siue mm/ = ?;zm' == M, erit 
«0| = M , siue JF «similis' lornia. Quando vero, 
irx eadem suppositkme, aut vtraque /». / ' aut al~ 
terutra saltem est irnproprie primitiua vel ex im* 
proprie primitiua deriuata, e. g. forma / ; ex ae-
.quationibus fundamentaiibus sequitur, tza^ stab^ 
ac't ba-U zbb'* bc', ca1, zcb', cc' per *$)* diuisibi-
les esse adeoque etiam am^ /;/«/, cm' et hinc 
quoque rttm' = § wm' = § JW; vude necessa-
rio in-hoc casu erit Wl = f M r siue etiam for* 
ma F vel impr. prim. vel ex impr. prim. deri-
uata. Quae efficitmt CO.NXLVSIONXM SEXTAM* 

Tanoem obseruamus, a. nouem aequatlone^ 
m' = Pj vlm1 = R — .V, £«' = 0 , <7'«- =a 
^ , »*'« = A + «?, &n = JT, ./fow' = q'q" — 
??"'» aitert' = ff" + #»"' — jo'$" - fp", .Qm' 
= n'/?" — flp'" C<jnas, quoniam in sequentibua 
saepius ad ipsas reuenire oportebit, per u desi-
gnabimus) locum habere suppfaiantur^ spectatis 
adeo ipsis /i, u' tamquam mc.j»intis, quarum ta-
men neutra = o: per substitutionem facile con-
firmari, etiam aequationes fundamentales 1 — <) 
necessario veras esse siue formam (A, i?, C) per 
substitutionein p, p»t p"3 p"* 9- qt q

l
f q», q»> in pro-

ductum e formis (a, &, c) ( s ' f S' , f ' ) transire; 
.praetereaque esse bb <— m = nri (BB «^ AC^ 



fyfy ,— a'c' • = wfo' C;-53 '-— ^C)» Galculum guexxj 
hic apponere mmis prolixum foret lectorum iii-* 
^ustriae eommitlimus. 

$56. PROBLEMA. Propositis duabus formis 
quarum determinantes aut aequales sunt aut saltem 
rationem quadratorum inter se habent: inuenire foy** 
mam ex ilhs compositam. 

Sol Sint formae componendae (.a; b, c)..i 
f, ( a>, b', c' ) - • • fi hamm determinantes d$ 

d'; diuisores communes maximi numerorum af 

nbf c, a', 2b\ c' resp. m, m'$ diuisor comm. ma-
ximus numerorum dm''m'', d'mm eodem signo v£ 

d, d' aflectus D. Tunc ^ , f?'*« erunt nu« 

meri positiui inter se- primi ipsorumque produ-
£tum,quadratum$ quare ipsi erunt quadrata art 

&i). Hinc V^ n> V 7) erunt quantitates ra* 

tionales quas ponemus = /z, TZ', et quidem acci» 
piemus pro n valorem positiuum vel negatiuum? 

jprout forma / in compositionem vel directe vel 
Inuerse ingredi debet, .similiterque signum ipsius 
n ,ex ratione qua / ' in compositionem iugredi 
4ebet determinabimus. Erunt it^que mn', m'm 
numeri/'iiitegri inter se primi,*, n et n' autem 
©tiam fractiones esse possunt. His ita factis, ob-
seruamus, an', cn', a'ny c'nr bn1 f b'n, bn' — b'rt 
@sse integros, quod de quatuor prioribus per se 
manifestum est (quum wi' = -L 'mn' e\a)s'- de 

ctuobus reliquis eodem modo probatur vt in art 
praec. demonstraturn fuit R, et S per e diuisibi* 
les.essej ;: 



lam accipiantur quatuor numeri integri &, 
0.', CX"9 &'" ad libitum, ea sola conditiprie vt 
quatuor quantitates in aequatione sequente (I) ad 
laeuam positae non omnes simul = o fiant. po* 
»aturc|ue . . . (I) 

fltW + • & " « ' * + &" ' (fcn' + 5%) = Kf 
•.i— Qan*+-ClL'"c'n ~ & " (&»' ~ 2%) = ?qi 
fX'" cn1 — £Xa*n f &' (bii' — b'n) z= y.q>i 
-~&"cn'~» a V / z •— £l ( W + b'n) z= iiqtii 

ita vt q, q', q"rq'" fiant integri diuisorem com-* 
munem ^nonhabentesj qupd obtinetur-accipien-
db pro>• diuisorem communem nlaximum qua-
tuor numerorum qui in his 'aequationibus- sun€ 
ad laeuam, ; Tunc igitur per art. 40 inuenirf 
poterunt quatuor numeri integri ^) , ^H ^y/, ^y/f 
tales vt fiat $ ? + g>'jo' + ty"q'*- + 9)//'gr/// = i, 
fjuo faeto determinentur numeri p, p'i p"rp"' 
per aequationes sequentes . . . (II); 

3 > W + %V'tf% + $ / " ( ^ + b'n) e p 
— 9 W + $'"<?<» — . $ / / <to/ — W ) == nf 
g y / W — ĴWrc + $ ' ( ^ / — b'n) = /?" 
_ $//c«/ - 5PVU — *)> {bn' + # » = / ^ 

Tandem ponatur q'q" — ^ " = Anri', pq/» 
+ g^'" •— p'q" — g'p" = 2Bnn'j p'p" — /?/?"' =s 
t7/z«/. Tunc -^, 5 , C erunt numeri integri forma-
-tme (^f, 5 , C) — F ex formis / , f< composita. 

Dem. I. Ex aequatt. I et II nullo negotio, 
confirmantur sequentes quatuor aequationes.., (EOQj 

o === q'cn' — q"c!ri ~- q"J (bn' — b'n) 
& = qcn' + .q'"a'n — g" 0n' + b'n) 
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6'~z qHidnf + qc-hi — fl (hi1 + btf{) . 
o =ss £»OH' —* -qwn '— q (bn' — btfi) 

II. lam "ponamus, immoi os. mtrgros 71, SBS 

CE, H', 3V, (£', 0?, 91' ita dotf-rmmatos e w v{ iiat 
H^ -f a 8 £ + (£/; = ///, '21'//'' + 2,-M<,/ + £'<v = 
?rc\ iflft/M-Vi J

r #l'mnf = l. Timc erit ^i/zil?'//' + 
nl*>?>3Vn' + (EKft'//' + 21'tf'Cfl// + a^ ' /» '^« + 
<E'c'0l/i = i. Hhic atqup PJC aetjuatt. (Ul) ta-
cile conlinnatur, si statuatur 

, - , f/flffl/ _ q/n[,$\ . _ y/// ^ / + «M*h .— ^ 
? '2W— q'"&m+ qf< {mv ~ gv£R) ^ a' 

grssft' + ^ '^SJI + f ^a f i ' + S'0ij*=<|'rf 

. i o r e . . . (IV). 

q W + q ' t o + q / / / (fmf + &/#) « f 
.*-. qc/«/ + q^-V// — q7/ (bnf — b'n = -7' 

q/'/c/*/ •-— qato + q' (/>«'—. /////;«= f^ 
«__ q//c»' — •q'c//z -— q (*W + £'«; s= $«/ 

Quottes ,« = i , har* afquatiom* non sunt 
5iftCf»ss'ariae, stnl ipxatum luro a^juaftomN (|)f 

qutbus oumtno analo«i«V stiitf, n»tim*ri jwwmt. 
Quodsi nune t»x a'»ijtuUt. 11, IV valon^ iuvitrma 
Atm') afl-M', Canf (L **. tiUfiimtnim tftf- ~ (*j .* 
<etc.) tutoluuntut*,, rt -jua*- mumo M* "tI»Mu*'.4*t 
delt-utur: mu*»niptui% tiitt^ulivaim jra t«*s !•<;* 
se vel produeU t-x mt**gm tn ////'„ u*I %?% m-
tegrti iu dV//' vHE »»x hu^ r i s in //'.•/«, muxun'** 
qur* otutt^ parl^s corwitm-m*»*; i« stu*; j/?-.»«' im* 
jtlicare factoreni 2. likic coududitur ( t |uyaki i t 
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, » dn'n' d'nn - , , . 
cln-if = d'rm, et prom ~ - = — = ^ * 
sunt integri), A% i>, C esse numeros integros. 
Q. E. P. 

Iir, Substkuendo ex aequatt. (II) valores 
ipsorum p, p'7 p", p'", facile comprobatur adiu-
mento aequatt. (ILl) et hiuus ^)r/ -f ^'q' -f ^3"</" 
+ ^'"q"' = i , esse /?</' — <//;' = ««' , p</'" — 
<-//>'" — p'</" + cf'p" = aZw', /?"r/'" —* q"p"> = 
cn,', /?</" — qp" =- a'u, pq'" — qp*" + plq" — 
qtp» = 2b'n, p'ql" — q'p'" == Cn, quae aequa-
tiones identicae sunt cum sex prioribus (a) art, 
p raec ; tres reliquae autem iam per hyp. locurn 
habent. Quare {ihid. .sub fin.) forma F transibit 
m ff1 per substimtionem pfp'7 p", p'"; c/? q', q", 
qm\ ipsiusque determinans erit = D7 siue aequaiis 
diuis. comm. max. nuinerorurn dm'm', d'mm, quam-
obrem per concl. quartain art praec, F ex f, f 
composita erifc Q. E. $. Denique facile perspi-
cieturj F ex f7 f* iia compositam esse vt prae-
scriptum sit, quum signa quantitatum n^ n1 iam 
«b initio rite umt detenninata* • 

23~. TIIEOREMA, Si forma F in productum 
e duabus formis J\ f est transformahilis t atque forma 
f fvrmam f" tmplicat: F cttam m productum e for~ 
mis ff f" inwsformabiUs erit. 

Dem. Eetineantur pro formis F} fff* omnia 
signa a i t 335 ; forma f" sit = ( a'% h"t c"), 
transeatque f* iu f" per sukstitutionem *» »̂ y, *̂ 
Tunc mxlto negotto. .perapicietur^. F tramire in 

ff" per substitutionem ap -f ^p', $? -f Sp'7 a,p" + 
Z 
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*»«', fc" + $pn,i *q + y<7', ty + tyi -*7" + 59 '" 
^ « + ty«/. Q. JS. IX 

Positis breuitatis caussa coefficiontibus ctn -f-
5/?', f> + ^ ' e tc , = %\ $ ' , 9>», $'»,• 0-, -0/, 
£l", £t'"> numeroque <*£ ~ Cy = r: <<x aequ.ur. 
i l art. 255 facilo conilrmatur, e.^e V])D/ —- £!'}>' 
s= •<*&<*, $£>'" — & $ " ' — $ ' & " + £.')>" ~ 
»2m'«3, f " & " ' — £X"]>"' = rn'rj 9>£l" — £r}>" 
's= **fl'n + 2ayh'n + yy::'// = «7»//, 5>£V" — £r}>'" 
+ ^)/£l" — &'»]>" = -i/j"/*, *)>'£i"' — £ L ' $ " ' = <:"//; 
£l'£X" ~ &£l"/ = ^/////'<-, 9>£L'" + £1%V" _ >}>•£»." 
— &'$" = fl/>V//'/', 9>"J>" — s>]>'" = r////v. 
Jam designato determiuante lorinac / " prr d", 

d" 
erit e radix quadrata ex ,;-, et cmidem posiliua 

vel negatiua, prout forma f1 f o r m a m / " \ e l j-.ro-
prie vel improprie implicau Quare n'e erit radix 

ci" 
quadrata ex-vj5 vn&Q patet, nouem aequaliw:ie$ 

praecedentes aequationibus 11 art. 1235 proi *us 
analogas esse, iormamque / in tnmsibrmatioiift 
formae Fixijf" eodcm modo acvipi, vt in tum.s-
formatione ibrmae /'* ia //',• ibrmam /'" M*;U hi 
iHa vel eodem modo vt / in hac, \ i*l oppcsito, 
p r o u t / ipsam/" proprie implicet vel improp;U\ 

238. THEOREMA, Si forma P sttb prm-a P 
est contenta aique in productum e formis ft f tmt}*/or~ 
mabilis: etiam forma P in itkm produclnm tranif*r» 
mabiiis erit. 

Dem. Retentis pro formis Ft / , f iUdsnx 
signis n supra et supponendo iormam P truus-

http://j-.ro
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ire in F per mbstitutionem «5 c» "y, Ĵ  facile 
perspicietur, F ' per substitutionem *p* + €q, 
mp' ~J~ % ' f *p» -f- fy", * p ' " -f. Qqiit; 7p + j ^ y ? } , 

. + <¥> tf>" + V S >*>'" 4- <¥"* idem fieri quod 
F per substitutionem p, p*t / j " , pm» ^ ^ „ m 

adeoque P per substitutionem illani transie ikV*! 
tj* Mr* JL/» 

Praeterea per similem calculum n in art 
praec. facilt* confirmatur, P eodem modo in //' 
tnmsfpnnabilem fore vt F, quando F> ipsam'"iT 
proprie implicet; quando vero F improprie sub 
F> contenta *it, transformationes forruae F m /J1 

et formae F m ff oppositax fore respectu vtri-
usque formae / , / '* sriliict quae ex Iiu? formis 
in alteram trausformationem directe ingrediatur, 
in altera accipi iuuerse. 

Ex combinatione theorematis praesentis cum 
ilieor. art. praec. obtiuemus sequens generalius; 
Si forma F ht prodtictuti: ff est trausformabitis, atque 
formae f f resp* inypHcant formas g, gf, farma F ve~ 
TCJ suh favma F contetita est: Gm productum gg' trans-
farmabtHs erit. Nam per theor. art. praes. G, 
iransformabilis erit in jj\ hinc per theor. art. 
praec. iu fg> et per idem theor. etiam in ggK 
Porro patet, si omnes tres formae / . / ' , G ibr-
inas g, £ ' , F proprii* implicent, <i eodem modo 
iu gg' transf<»rmabih*ni iore respectu formarum 
g7 gf vt F m //' rospertu formarum ftfi 'idera 
euenire, &i ihae tres implicationes omnes sint 
imprupriae,* deiiique aeque fadle determinari 
poterit, tjuomodo G m gg' transfonnabilis sit̂  
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M ex illis implicationibus aliqua duabus reliquis 
sit dissimilis. 

Si formae F, f> f' formis G9 g9 g' resp. sunt 
aequiualentes 7 hae eosdem determinantes habe-
bunt vt illae, et quod pro formis / , / sunt nu-
meri m, m', idem erunt pro formis g, g> (art. 
161). Hinc nullo negotlo per conclus. quartani 
art. 255 deducitur,, in liocce casu G ex g, g' 
compositam fore ? si F ex f,f composita sit, et 
quidem formam g in cbmpositionem illam eo-
clem modo ingredi vt / in fianc, quando':F ipsj 
G .eodem modo aequiualeat vt / ipsi g, et con-
tra; ' similiterque g' in compositione priori vel 
eodem modo vel opposito accipiendam vt f in 
posteriori, prout aequiUalentia formarum f, g' 
aequiUalentiae formarum F9 G similis sit Vel 
dissimilis. 

'259. THEORBMA-. Si formaF ex formis f,f 
jomposita est: quaeuis alia forma in productum ff eo~ 
•dem modo transformabilis vt F,- ipsam Fproprie im-
plicabit. 

Dem. Retentis pro F, f, f omnibus signis 
art. 255, aequationes a etiam hic locum habe-
bunt. • Ponamus formam F' = {A'9 B' O ) cu-
ius determinans = D>9 transire in productumjf' 
per substitutionem p, p'? p« pur. ^ ^ ^, ^o 
designemusque numeros pq' 1— qp/? pq// ' qpt, 
pq/// _ . q p / / / 5 p/q// __ ypllj ply„ __ q ,p ,„ pllqm _J 
O " ' resp. per P ' , Q>, R; S'9 ji, U>. Tunc ha-
bebuntur nouem aequationes ipsis a omnino si-
miles puta F' _ „n', R' ~~ S' = 2 % , U' == 
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cny Q' = a'h, R< +S< = zb'®, j " = C'n, ycp-. 
— qq'" = A'mv, pq'" + qp'" — p'q" — q'p" = 
ai3'nn', p'p" — fjp'" == Onn', quas per n ' desi-
gnabimus. Quantitates n, n' hic erunt radices qua-

dratae ex - ^ , -^ et quidem" iisdem signis resp. 

affectae vt 72, n', si igitur radix quadrata ex -=-

positiue accepta (quae erit riumerus integer) sta-
tuitur = k,- erit n . = kn, n' ' = ATI'. Hinc et ex 
aequatt. senis prioribus m ft et il' manifestum 
.est, fore P ' .=*,• ifeP,.-Q' = AQ, i t ' = &#,' 5' 
= Atf, T' = kT, U' = £Z7. Quare per lemma 
art. 254 determinari poterunt quatuor numeri 
integri Ui £, Y} $ tales vt fiat up + Qq = p, y^ 
+' ^ == q; *pi.+. Gq* = "P', yf>-h $q' = q',etc, 
atque «^ — *£y = Jfc.' Substitutis Ms valoribus ipso-
r u m , p , q , p' , q' etc. in aequatt. tribus vltimis &'', 
facile confjrmatur adiumento aequationum n = 
&/i, n' = foz' triumque vltimarum £1, fore A'd* 
+ 3#'*y +•' c v ; , = . A , A«& + S ' ( ^ + Cy) ;"+.' 
(7V*.=. Br. A'% + 2 # Q + ,{7'W:= C, qua-; 

propter forma JF' per substitutioriem a, C, y, # 
(quae propria erit, quoniam «> — C£ = k est po-
sitiuus) transibit in F, i. e.. formam F proprie 
implicabit., Q. E, £?. 

Si itaque p-.e formis / , f etiam composita 
est (eodem modo vt F ex iisdem), formae i^ 
F' eurjdenv determinantem' habebunt, eruritque 
adeo^proprie aequiualentes. Generalius, si for-
tna G e formis g, g1 eodem modo composila 
est vt F e x / , / ' r e s p . , formaeque g, g' r^:v:-
f, f proprie aequiualent: formae F, G prov*:-
aequiualebunt. 
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Quum is casus vbi ambae formae compo-
nendae compositionem directe ingrediuntur sim-
plicissimus sit, ad ipsumque reliqui facile redu-
cantur, illum solum in sequentibus contemplabi-
mur , ita vt si forma aliqua simpliciter dicatur e 
duabus aliis composita, semper subintelligere 
oporteat, ex vtraque illam proprie esse compo-
sitam *). Eadem restrictio valebit, quoties forma 
in productum e duabus aliis transformabilis dice-
tur». 

240. TIIEOREMA. Si e formts f, f composita 
esi forma F; ex F et f" forma §r; $x f, f" farmm 
3?*; ex F' et f forma g'-* formm %, %' propm aequi-
ualentes erunt. 

Dem* I. Sit / ' =. axx + mw + ' 3JT* & 
=z.a'x>x> + 2b>x'y' + c'y<y>, f" = a"x"x" + ab'!x"y" 
+ c"y"y", F = AXX + 2BXY + CYY, P = 
A>X>X> + QB'X>Y> + OY'Y>, g = 213E£ + *£3:3> 
+ £ 9 $ , S ' = 3C'3£'3E* + aSB'£'3>' + <E'5V3?'J 
determinantes harum septem formarum resp. 
dr d', d", D, D'j 2 ) , SD', qui omiiw eadem &igna 
f»t ratiouem quadratorum inter $0 habtdnmt 
Porro sit m diuisor communis maximus numero-
rum a, s/;, c, similemque sigmfkatiottezn ha» 
beant m', ?w/', M relatiu» ad ibrmas / ' , /"> & 
Tum ex concl. 4. art. 255 , D erit diu. comm. 
max. numerorum dm,m,

1 cOmm^ adcoque Dm"m" 
diu» comm. xnax. numerorum dmWm^m"^ 

*) Similiter vt in conipositione ratiemnm (CJUBP *ura cftnsjst-»** 
tionr form*nmi magnam suiaioglam hafeei } «utni.triiig* n>lrtt 

xatiouest cujrnjjonei*»*** <ii*-*c«* acsiflfiiiftt t «« iu;i vbi t « t 
tmrium moaettts. 
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d'mmm"m"*i M = mm'-7 S) eUu. romm. m a x 
num, Dm"m", d"MM, siue uuiueroruni Dm"m", 
d"mmm'n:'. Jlinc c.ont luditur, 5) osse (iiu, comra, 
rmax. trium numerurum dtt:'n:':):";::", d'mt::m"iu", 
d"mmm'm'; ex. .simili autem ratione 3D' eorundem 
triutn numerorum. diuisor comumnl.s maximus 
oritj qunre cjuum 5 ) , S> eadem signa liabeanr, 
erit. ® = £D', siue formae § , § ' eundem deler-
miuanlem liabebunt 

JI. lani transeat F in /T' per substitutionem 
X = /;.r.r' 4 / ; ' J J ' 4 p"yx' -J- p,"yv', Y == 
</jrx' -f- <f'.rv' 4 ff"v.r' 4 £*%//'<. atque 5 in Ff* 
per suhstitufmuem 36 = p.Y.r" 4 p'.\y" 4 P"J*.r" 
4- P'">'>", P = q.V.r" 4 q'A>" 4 q" J\c" + 
<]'")>", design» ntutque radices quadratae posi-

d d1 1) d" , £« 4,.. 
liuat» ex -j3 'rji fvj rv ptT /*, 72', Ut, tl". 
Ttmc per art. -i^ habe-huntur tWem et octo 
aetjuationes, qtmmra semissis altera acl transtbr-
xnationcm formae P in //' pernucbit, altera aci 
trausformatiouem formae § in ^J". Prima erif; 
f'J' — 1P! *-= «.*'', ad cuius instnr facile formari 
poterunt reiiquae hreiulatis gratia liic omitten-
due. ("et^rnm utiantlutes /?, //', 0?, tt" rationa-
lvs (ji.udem eruut, sed non necessario numeri 
jttte»ri. 

III. Si valoros ipsorum Ar, T in valoribns 
ipsorum £ , $) substuinmtur, pvodh. substitutlo 
talw: 3b* = ( i ) xx'x" 4 (2) xx'y" 4 (5) x j W 
4* i*i) Wy" + (5 #.var" 4 (ti)yx'y" 4* (,7)yy'x" 
+ $ ) y y y > 51 *•=* (9) -w.i-"* + (10) x x y + 
( i x ) *#'*" 4 (12) vf'jr" 4 ( 1 5 ) ^ * ^ « + (14) yjfy" 
+ ( !5) ŷ A*" 4 (it>) #y'y", per quain manUbsto 
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g transibit in productum ff<f». GoefTiciens ( i ) 
erit = pp + ?p"j valores quindecim reliquorum 
non apponimus, quippe quos quisque nulio ne-
gotio euoluet, Designemus numeram (1) (10) 
— (3) (9) per ( 1 , 2 ) , numerum (1) ( n ) 
—. (5} (9) per (1,5), et generaliter (g) (8 + h\ 
— (h) (8 + #) per (g, /z), supponendo g,h osse 
integros inaequales iritcr 1 et 16 quorum maior 
h*)m

7 hocmodo omnino viginti et octo signa ha-
bebuntur. Iam denotatis radicibus quadratis posi-

sitiuis ex TT. ~ per n, tt' (quae erunt = ttlft, 

n '9l ) , eruentur sequentes 38 aequationes: ( l , 8) 
= aaW, ( 1 , 5 ) = aa"n>7 ( 1 , 4 ) '== *&'n" + 

•«*"n', ( 1 J 5 ' ) = ,a'a"n,(i, 6) = .a'&n'f. + «'/>"rt, 
( 1 , 7) = a':'bn'- + a"b% (1, 8) = M'n" + fc&"n* 
+ M " n + 2)nn'n", (2, 5) = ab'W — ab'n", (a, 4) 
= ac"n', ( 2 , 5 ) = fl'6''n- a'&n", ( 2 , 6) = 
<z'c"n, (2, 7) =• &£"n' + &'&"n — Z>Z/'n" — SDmrn", 
(2, 8) = bc"n> + &'c"n, (5, 4 ) = ac'n", ( r>, 5 ) 
= a"h'n — a"bn', ( 3 , 6 ) = bbw + />'/'"n — 
bb"n' — S)nn'n", (5, 7) = «'V-'», <%^) = /'<"'n" 
+ £"c'n, ( 4 , 5 ) = />'/>"n — 'hhw — hh"\v + 
3)nn'n", ( 4 , 6 ) = /iT"n — fo"'n', ( 4 , 7 ) = 
fc"c'n — &cn", (4, 8) = c w n , (5? &.) = cwn", 
•(5,7) = c^"n', ( 5 , 8 ) = h'cn" - /;«cn', (G, 7 ) 
= |>"cn' — Imv, ( 6 , 8 ) = €r»n'j ( 7 , 8 ) = 
cc'n", quas per *> desigtiabimus, nuuemque aiiae: 
( 1 0 ) ( 1 1 ) — ( 9 ) ( 1 2 ) = a\\W%, (i) ( i t ) — 

•) Ilorum signornm slgnifiratiw praessn» noa *tt eanfuni*n&& 
etnn <-a in tjua in ait. 234 artfjit* eiati t ; n*m numtti |trr 
liaee iigua. iiic exprtfs-,» apjtmtte ir*jif»»'!rtit i i i , «|«t in a*t» 
2 3 4 p « aamr-ro* nmilihm sigtxin ilht tl«»taUe* m«lt%Is«* 
bjviitur. 
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(s) (11) - (3) (i o) + (4) (9) = smt'tt"», (a) (5) 
— (i) (4) = m\W'd, ~ (c) i (16) + (io ( i5) + 
( n ) (14) - (IQ) (13) = nbnnvll, (1) (16) — 
(») (i5) - (3) (H) + (4) (i">> + (5) (is) — 
(6) (11) — (7) (10) + (8) i9) = 4.bxvn"&, — 
( 0 (8) + (a) (7) + (5) (<0 - (4) (5) = afotwS, 
(14) (15) — (13) (16) = rnw2{, (5) (16) — 
(6) (15) — (r) (14) + («) ( i3) = 2cnm«S5, 
(6) (7) — (5) (8) = £I1'n"£, quas designabi-
mus per T * \ 

IV* Originem omnitim harum 57 aequatio-
fitajx deducere nimis prolixum foret: Mrffteiet 
qnasdam confirmauisse, ad quarum instarreliquae 
haud difficulter dpmonstrari poterunt. 

x) Habetur (1,2) = . (1) (1©) — (a) (9) 
= (JKJ' — qp') #P + (n", — qp"' —• P'q" + 
<1'P") /><7 + (P"<V" — i|"p"') </</ = n" (,4?/? + 
a£/?9 + ^ W ) ^ tt"<H*% quae est aequ. prixna, 

»> F i t (i» 5) = ( 0 O O - (5) (9) — (W 
— qp") (pq' — qp<) = allVtm' = ^za"!»', ae^uu 
seennda* * ' 

5) Erit ( i , 8 ) = (x) (16) — (8) (9) = 
(pq' — qpO />/>"' -j- (pq'« — qp'") /x/'" — (p'q" 
*— <TP") <//>"' + 0>"q"' — q"p"0 qq,n = n" (^pp"' 
+• iJ (/77'" + <•//>'») + Cqq>") + //"01 (/«/'« — 
t}p'») = n" (M' + </>/rf'j + Z>»£ft (£/;/ + 6'«')**) 

*) Obsoruatre etmuesiit» 18 aj*a« a*«tjn«i*m« fctt ^f fimi!** « K I 
potir , t« rjiuUu* s i (Irstraiu Jtu-n facwrtntl flf, §!?, £ Jt*. 
bemttit a", ~!f'\ £" t iV, 2U•', f": ««1 fta* qtiam ad ijMtita-
tum luutrum .»*•»« «s»s nn'c»rtir»aft omitUnm*. 

**| II©€ Sf<|witnr «s ««p» 10 *rt. § 3 5 «rt *qq. Qu&ntltM r*di-
CRIU y r t f # fjt ~ jDfiif' r = S f i rRR =x 2)«»', 

z 5 
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a= t\ubb' + n W + n&'&" + £>tm'n", aequatio octa-
ua iii *. t Aequationes reliquas lectoribus conflr-
xnandas Hnquimus. 

V. Ex aequatt. *--'sequitur, viginti octo nu-
meros (1 ,2) , (1,5) etc. nullum diuisorem com-
xnunem habere, sequenti modo, Prinio obser-
uamus, viginti septem producta e ternis factori-
tous, quorum primus vel n, secimdus aliquis nu-
merorum a1, 2b\ c', tertiusque aliquis nuinero-
rum a"9 2b"r c",- vel primus n', secundus aliquis 
e numeris a, ab9 c, tertius aliquu numerorum 
a"9 2b"9c"; vel denique primus n", secundus aliquis 
numerorum a, 26, c tertiusque aliquis e numeris 
c'9 2b'9 c' — singula hacc viginti septem prodncta 
propter aequatt $ aequalia esse vel alicui ex vi-
ginti octo numeris (1, 2), (1, 5) etc. vel pluriuea 
summae aut differentiae, (e. g. t\a'a" = (1, 5)^ 
ana'b" * = (1,6) + (2,5), qablb" = (1,8) + 
(®> 7) + (5>6) + (4,5) , et sic de reliquis); 
quamobrem si hi numeri diuisorem comnimicra 
habereut, liic necessario etiam omnia illa pro-
ducta rnetiri deberet. Hinc vero facile (tcclucitur 
adiumento arr. 40 ot per methoclum saepius i« 
praecedentibus adhibitam, eundem diiiisnrora 
etiam numeros tirnW, tVmm", \\"mm' m<»tiri 
debere, adeoque homm quadrata quae sunt 
dm'n^m"m" £'mmm"m" d"mmm'm' .... 

_ 9 — . _ _ 3 __ p e r lihusqua-
dratum diuisibilia esse9 Q. E, A7 quoniam per 
I trium numeratorum diuisor communis maximus 
ost £ ) , adeoque quadrata ipsa diuisorem commu-
neru Imbere nequeunt. 

VI Haec omnia pertinent ad transformatio» 
nem formae / m ffj" 5 et e.x transfonnatiouibus 
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lormae F "m ff formaeque § In Ffl deductd 
sunt Sed prorsus simili modo e transformatiO". 
mbus formae P m ff" formaeque § in F'f' de~ 
riuabitur transformatio formae %» m jpf" talis? 
3t> =s (iV.r;r'x" •+ (2)Wj '" + (5)«X5.*'x" + etc^ 
^ === (Q/Xx&x11 + (io)';rx'/" -f etc. (-designando 
omtges coefficientes similiter vt in transformatione. 
form&e•§ in //?/"", singulisque distinctionis caussa 
lineolam afftgendo), ex qua perinde vt ante 28 
aequationes ipsis * analogae deducentur, quas 
per • ' designabimus, nouemque aliae ipsis T 
analogae, quas . exprimemus per ¥'. Scilicet 
denotando ( i K i o > — (*)'($ P e r (h ») '»00 J( l*> 
—k (3/'(9)' P e r ( ^ 5)' etc^ aequationes ®* erunt 
(1 , a)' = aa*n", (1, 3)' = <*/>'n" + *ri>"n' etc.j 
aequationes ¥ ' autt?m ( io) ' (u) ' — (§X 2 a ) ' =* 
cmwK1 etc. (Kuolutionem vberiorem breuitati? 
gratia lectoribus relinquimus; ceterum pwiti no-
mum calcuium ne necessarium quidem esse, sed 
analysin piim&m per' analogiam facile huc trans-
ferri posse inuenient). Quibus ita factis, ex * et 
W statu» sequitur • (1, a) = (i,»)1» (1,5) =» 

(1,5)', ( 1 , 4 ) ' = ( i ,4)S C%5) ~ C%5)* etc* 
hinc vero et inde qttod omnes ( i , a ) , (1,5), 
(% 5) etc. diuisorein communem (per V) noti 
habent, adiumento lemmatis art 254 conciu-
ditur, quatuor numeros integros *, C, y7 $ 
ita detenninari posse, vt fiat *(i) ' + C(9)' s= 
( i ) , #{2)' -f Cuo)' = (a), *(r,)' + C(uy » (5) 
etc5 >(i)' + % i ' = (9), >U)« + *Uo)' « (10) 
etc., atque <*£ •— C> = 1. 

¥11 Ifinc atque «ubstituendo ex tribus 
aequatL primi» ¥'valores ipsoruin aUf a%$, a^f 
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et ex tribus aequ. primis T' valores ipsorura 
all>, af&', a& facile confirmatur fore'•'aQlu» + 
»»-y + ^yy) = <&', -a(Xi + 23(^ + fc) + 
gyi-) == 7i.iS/, a ( t e + »S5» + .<£**)== a€', vn-
de, nisi # ==• o, manifesto sequitur, formam 5; 
tranlsirein § ' per substitutionem propriam af 6, 
-̂ £ __ Adhibendo autem loco rrium aeqtfa^to-

num primarum in Y et ¥' tres sequerites," 'Mcile 
confirmabuntur tres aequationes modo %raditis 
omnino similes, m quibus loco factoris a vbique 
inuenitur b; vnde patet,' eandem conclusionem 
etiamnum valere si modo non sit b = o. De-
nique adhibendo tres vltimas aequationes Y, Y' 
inuenietur eodem modo, conclusionem veram 
esse nisi c === o. Quocirca, quum eerto omnes 
a, b, c simul ===• o esse nequeant, necessarib for-
ma § per subst. rt, £, y, & transibit iri,- § ' , adeo-
que huic formae proprie aequiualebit. Q. E. D. 

341. Talem formam vt % vel § ' , quae 
oritur, si vna trium formarum datarum compo-
nitur cum ea quae ex compositione duarum re-
liquarum. resultat, ex his' tribus formas composi-
tam vocabimus, patetque ex art. praec., nihil hic 
interesse quonam ordine tres formae componan-
tur. Simili modo propositis quotcunque formis 
/ J f'yf"i f" e tc (quarum determinantes rationem 
quadratorum inter se habere- debent). si forma 

f componitur cum jf', resultans c u m / " , quae 
hinc oritur, cum / ' " etc.:; forma quae aa* fi-
nem huius operationis prodit ex omnibus formis 
f> f> f"$. f" etc* composita dicetur. Facile vero 
demonstratur, etiam hic arbitrarium esse quo-
narn ordine forinae eomponanturj i. e. quocun-
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cme. ordine hae formae componantur, formas 
ex compositione oriundas semper proprie -aequi-
ualentes esse. —• Porro manifestum est, si for-
mis f, f', f" etc. proprie aequiualeant formae 
gi g1? S" e t c- re?P-? formam compositam ex liis 
proprie aequiualentem fore formae ex illis com-
positae. 

243. Propositiones praecedentes formarum 
compositionem? maxima Vniuersalitate complectun-
tur; progredimur iam ad applicationes magis 
particulares, per quas illarum ordixiem interrum-
pere noluimus. ,Ac primo quidem resumemus 
problema ?art. 236 , quod per conditiones sequen-
tes limitabimus: primo vt formae componendae 
«uiidem determinantem habeant, siue sit d = d§ 
secuhdo vt m, m' sint inter se primij tertio vt 
forma quaesita directe ex vtraque f: f compo* 
sita sit. J i inc etiam mmr m'm' inter se- prirni 
erunt;, quare diuisor communis maximus iiume-
rorum dm'm', d'mm i. e. D fiet == d '-==: d', at-
que n ;•=* n' = .1. Quatiior qnafttitates &, £ty 
£l"j 0J"r quae ad libitum assttmi possunt, statu-
emus '•==. — 1, o> 6,7.p resp., quod ^eriiper n> 
cebit vnico casu excepto vbi a\ a'\b -f b' simul 
sunt == p , ad quem igitur hic non respiciemus; 
manifesto autem Hic casus occurrere nequit nisi 
in formis determinantis positiui qtiadrati. Tunc 
patet, ,w fieri diuisorem cQmmunem maximum 
numerorum a, a'7 b -]- b'$ numeros ^)', ^)", ̂ )" ' 
ita accipi debere vt fiat ty'a + ty»a' + *P'" (b 
4- b') =.~i*'y ipsum *J) vero omnino arbitrarium 
esse. Hinc prouenit, substituendo 1. c. pro p7 q^ 

//?', g' etc. valores suos: *A == , B =s 
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JL tyaai + ty>ab> + ty»a'b + p<" (bb> + D ) ) t 

C autem per aequationem AC = BB — D pot> 
•erit determinari, si modo non simul a et a' = o> 

ln hac igitur solutiohe valor ipsius -^ non 
pendet a valoribus ipsorum ' $ , $ ' , ty", ty»' 
(qui infinitis modis diuersis determinari possunt) j 
B autem alios valores obtinebit tribuendo his nu-
jneris alios valores, operaeque pretium est inue-
stigare, quomodo omnes valores ipsius B "m-
ter se connexi sint Ad hunc finem ofeserua-
inus 

I. Quomodocunque deterrninentur §), 9ty 
ty", ty'", valores ipsius B inde prodeuntes omnes 
congruos esse secuhdum modulum A.' Ponamus, 
si statuatur ty = p, *$' = p>, ty» = p " , $ ' " = 
$'", fieri B = . 35; faciendo autem >̂ = p + b, 
$ ' = p' + b', ty» = p" + b", $ ' " = p'" + b"'i 
prodire 5 = $ + £>. Tunc igitur erit ab' + 
,£/&// ^. (& _j. £/} t)/// —; 0 , aa'b + a&'b' + tf'&b" 
+ {bb* + -D) &'" = f*>D. Multiplicando aequa* 
tionis posterioris partem primam per ap' + a'p" 
+ (& + &') p"' secundam per ^, et subtrahendo 
a producto primo quantitatem (ab'p> + <z'&p" + 
(66' + £>.)p"') («&' + <2'b" + (& + b) b'"), quae 
propter aequationem priorem manifesto erit = o*, 
habebitur euolutione facta et sublatis quae se 
destfuunt aa> <>b + '((£' *- b) p>i + Cip>») b' + 
((b — b') p' + cp">) b" — (,c'p' + cp") b"') === 
f«f*2), vnde manifesto wt® per aa>, siue £) per 

~— i e. per 4̂ ditusibilis erit, atque $$ iE*g + £> 

(mod. /̂ )> 
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H. Si valores p, -p', .p",'p"' ipsorum $ , $», 
5)"., •$)'" reddant J3 = 9$, inueniri posse alios 
valores horum numerorum ex qmbus JB n^nckca-
tur valorem quemcunque datum ipsi 33 secun-* 
•dum. mod. A congruum, puta fQ + K4. Frimd 
obseruamus, quatuor numeros A*, c] c'rb-~b' di-
uisorem. communem habere non possej nam si 
quem haberent, hic metiretur sex numeros a, a'% 

% -f- b', c, C, b — b' adeoque tum ipsos a, 2b9 

c, tum ipsos a', 2&', c' et proin etiam ipsos m% 

m', qui per hyp. inter se sunt primi. -Quamob-
rem quatuor numeri integri h, h', h", h'" pot-
erunt assignari tales yt fiat /z« + h'c + h"C + 
fim. (b~~ b,'),—: 1. Q u o facto si statuitur kJi === 
t, k (h<^ {b + b<) _ /i ; 'W) = ufy, k (h' {b + b') 
+ /z"'<z) = Mb", — 7c ( t o + h"a) = M)'", pa-
tet, ipsos b, b', b", b m esse integros; porro facile 
«onfirmatur, fieri aty + a'b" + (£> + &') &"' •'== o, 
•a&'b ..:+•. ^ 'b» ,+, a'6b" + (66' v + D) , "!>'"- -=±5 

— U/J + c/*' + ' cfi» + (6 - ^ /i"') > = vkA 

Ex aequatione priori patet, etiam |>> + b> $' + 
%', p« + b", p'" + b'" esse vaioresipsorum *)), $'," 
$"y $w,5- e x posteriori, hos valores producere 
•£ •== i 5 + kA. Q. E. D. — Hinc perspicuuni 
•est, I^ sernper ita deterrhinari posse. vt iaceat inter 
o et A — l incL, s iquidemA est £ositiuus$ vel 
Inter o et — A —- 1 si A negatiuu& 

245. Ex aequationibus ^a ^ ^"W + 

^<« (j+*o = ^ s a i ( g ) f l f l f + $ ^ + ^ " f l * 
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g>/(*/_$) —tymc) = *' + ~ <$« + $" (* — 

#/) —. $jy«c/)« quare B ES. & (mod. —•) et JB ^EEZ 

6' (mod. —). Quoties - -7 — mter se p m m 

•sunt, inter o et A — l (siue inter o et — .4 

— i quando A est negatiuus) vnicus tantum nu~ 

merus iacebit qui secundum mod. — sit ~== &, et 

= y sec. mod. -~-~ 5 qui si statuitur == /j atque 

®®Z~JL = C palam est, ( ^ , ^> C) e formis 

(a,b,c)f {a'>b'tc') compositam fore. In hoc 
itaque casu ad inueutionem formae compositae 
,ad numeros ^ ) , 5K tyn, $ " ' ndn amplius opor-
tet respicere. Ita e* g. si quaeritur forma e for-
mis (10 ,5 ,11) , ( i 5 5 ^ 7 ) composita, erunt a,a% 
b 4. fc' resp. . = 10, 15? 0? F = 5» hinc 
^ = 6; j? HE 5 (mod. 3.) et IZ: 2 imod. 
5 ) , vnde $ = 5 atque (6 ,5 ,31) ibnua quuesita. 

— Ceterum conditio vt —. «'- inter se primi 
«, ft. 

sint omuino aequiuakt liuic vt numtui duo af a* 
diuisorem communem maior«*m non haWant 
quam tres at a', b + b'* «ue , cuiod Midem rodit, 
vt diuisor comumuls maxhuiH nntueromm ttr «/' 
etiam niimcrum <'> + *' immatur. Nou-imtr iiu-
primis sequeutes casus particulares: 

l) IVnnositLs duahus inrmis (« ,A . r^ , • tv. i>\ 
&) eiusdem deteitnm.mtis I) ita <omi)arai:s vt 
diuisor comm. nun. imm<*iurutn ti, J < \ r mmtuN 
fot ad diu. comm. max. num. u\ <**"'% t\ anme a 
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primus aot a1 .* forma exhis composlta (A B, C) inue« 
nitur faciendo A =z aa'9 B EEz b (rnod. <ri et — h* 

B B —D — 
(mocl.aO»C==—j~—, Hic casus semper locum 
habet, quando altera formarum componendarum 
cst forma principalis, puta-a = i , b = 0 c = 
— IX ^ Tunc e r i t ^ = « ' , /i statui poterit =A b> 
vnde fiet C ~ c'?* quare ex forma principali et 
quacunque alia forma eiusdem determinanti* 
composita est hmc forma ipsa* 

») Si cluae foraiae oppositae proprie primi-
tiuae sunt componendae, pufa («, b9 c;> et (a, 
— b9 c)f erit *̂ =s_ a. Binc facile perspicitur, 
formam principalem ( i , o — Z2, ex iilis esse 
cqmpo.sif.am„ 

5) Propositis quotcunque formis proprie 
prhnttiuis, a, b9 c) , («', £', c')9 (a"9 6», c") eta 
emsdpm dKerminantis £», quarum termini ante-
cedentes c, «', a" eta sunt numeri inter se pri-
mlf forma (At B9 C) ex. illis omnibus compo* 
«ita inuenitur, «tatuendo ^ aequalem -producto 
ex omnibus *, <x', *z» etc.5 -5 congruum ipsis *, 
P'» £" **fc\ seamduxn modulos a, a/, a" etc reso«s 

BB - jD , 
C = -• ^ - -. Facile enim perspicietur, ex 

duabus fonnis (a9 b9 c ) , fa', b*, c') compositaxa 
fore formam (aa>9 B9 M^JP.^ e x h a c &t^m 

(a»9b»,c») formam taa»a%B% 5 . " ? - ~ ) e t o - * 
Vice versa 

4*> Proposita fofma proprie primitiua (-4 #, 
C) determkmntis £*, «1 termmus ^ in factores 

A « 
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quotcunque inter se pr imos # , a^ a" ctr. resolui-
tiir» muner i &» &'? b" etc. ipsi II vel aeqnab>s v «?I 
snltetn MH\ mod. a9 a'f a" eto„ resp. eouiuui ac-
cipiuntur, aique fit ac ±= M — D, a'c;' - ~ /'-'»' 
.— Vt a"c" = &"/>" — iJ* e t c : forma (sl7ILl ) 
composita eril e formis (#,&,(*), (a^f^Cj, («"', 
b"7 c " ) ? shie in has Jbrmas reso/uhilis. ,\ullo> 
liegotio probatur, eaudem proposit ionem adhuc-
d u m valere,' eftamsi fonna (_//, I»', €\> Mt im;</o~ 
•prie priinitiua vel deriuaLa. TIoc itaqu*.' imulo» 
quaelibet fonna in alias eiusdcm dt*L»'Uuiu.Ttuiis 
resolui potest, ({uarum lermiui anfecedfules onm**-** 
sint vel numer i pr imi vel nimifrorum pr imort tui 
potpstatos. Talis vosolutin saopf-numeio cormmtde 
applirari ptite.st, si ex pinribus ibnnis datis r o m -
ponenda est vna. Ita c. g. M quat:riLur iunna. 
compOMta e ibrmis (3 , 1,234.}, t"10? 3i 4 l h ^ v -» 
•27), resoluatur secunda in has (&, 1,301-, (*•> • -
a ,81), teriia in lias (^, — 1, 1 >j.\ «'J, a, Ki •, pat- '-
qii'>, formam ex quiuquc iormis ( •;, 1, i~, {), 3y 

1, 2 0 1 ) , ( 5 , - 2 , 8 1 ) , ( 3 . - 1 , 15 | . ) ? «^, *», , s i ; 
composi tam, quoruii({uc ordine uccipi.iiitui, cii.1111 
ex tnbus datis coinpo*.itam iure. At t>x comno-
sitione priinae cum quarta o a t u r iorma priu. ipa,-
lis ( 1 , o, 401) ; eadem proufuit ex 1 timpo^.tinui? 
tertiae cum qmnta; quure ex eompo.sitione ctni-
cLarum eoullutur forma U ; 1, iioi.'. 

5) IVoptor roi vuTttatemi operae prMlum. 
pst, hauc methodum atllmc amplius e \p l iua f . 
Ex ob.seruationc praeecdouto usaniie-tum t'*r, 
p . o b l e m a , rjuoteunque iornnis tlati^ propiie psi-
imtiuns eiusdem tletfnuiu.uitt^ rouiponers-, roduci 
posse ad compositionem io rmuiuru , quuium u*r-
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mlm initiales sint potestates numeroram primti-
rum f nam numerus primus tamquam *sui ipsius 
potestas prima considerari potest). Quamobrem, 
eum imprimis casum contemplari conuenit, vbx 
d.uae formae proprie primitiuae (a,b,c), la^b^c') 
simt componendae, in quibus a et #'sunt pote&ta-
tes ciusdem numeii primi. Sit itaque a = /?*, 
a> = /iA designante k numerum primum, sup-
ponamusque (quod licet), . non esse minorein 
quam A. Erit itaque hx diu. coram. max, nume-
roruui <7, a\ qui si insupi»r ipsum b -f» /;' meti-
tur, habebitur casus initio huius art. considt-ratns, 
eritcme (.*/, /?, C;; ex propositis composita si sta-
tuitur „--/=/**"""**, B " 3 /; (uiod. h*~~*) et - ^ 
bl (mod. i)> quae couditio posterior manifesta 

omitti potest; C = — — ~ ~ . — Si vero hx 

ipsum & -f» b* non metitur, necessario diu. comm. 
max. horum numeromm et ipse erit pot<»sta* 
Ipsius /15 sit igitur = k* f eritque .• < x (statui 
debet v = 0 , si forte &'' et h *f- £' inter se primi 
sunt). Si itaque $ ' , $ " , 5)'« ita determinantur, 
vt fiat $'/** + iVl/2A + p'f(b +b') = /1% g> ve* 
ro ad lubitum assumitur, forma (>f, J3, C) ex 
datis erit composita, si statuitur ^ = k* + * " a ' 
£ = /, + /,« • > ( | ) / iA + gy ]b ^ . h l ) _ ^ac) 

C = « .—-;:,. Sed facile perspicitur, in hoa 
casu ettam *J)' ad Hbitum assumi posse, quar# 
statuendo 9> = . | 3 ' =s o, fit 2J = "b — 
tymchK~~* siue generaliter M «a .A/l 4. J —* 
•*|y"c/i*~~~ t designante k numeiftim arbitrarxum 

(art praec). In haac formulam simplicissimaxrj 
Aa 0-
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solus %pUi iugreditur? qui est valor expr. ~j-J_ ~ 

( mod. /ix )• Si e. g: quarnitur forma compo^iti 
ex (16, 5, 19) et ( 8 , 1, 57)? est // = 2 , « = 
4 ? A = 5 , K = 2. Hine --'/ = 85 '])'" valu 
expr. | {mod. 8) ? qualis est i ? vnde B = rf^ 
~— 75 , adeoque faciendo k =z Q7 B = — 3 
atque C = 57 ? siue ( 8 ? — l , 5 7 ; forma qime 
sita. 

Propositis itaque formis quotcunque, quanur 
termini initiales ormies simt potestate.s mum»i*o-
rum primorum, circumspiciuiidnm erit, num all 
quarum termini antecedentes sint pott?statt\s ciusilrrr. 
xiumeri priiui, atque bae inter se respecuue pei 
regulam modo traditam componendae. llac ra-
tione prodibunt formae, quarum tetmini pum: 
etiamhum enmt potestalos immornnnu jniuio.urn 
sed omuino diuersorum; ionna it.npie r \ tiij 
compo.sita per obseru. tertiam deim.ri putriit, 
/i. g. propos.tis fonuls ( 3, 1, 4 7 ) , (4 . cu "r

r> ) , 
( 5 , o, 28 j 9 (16, 2, o ) , (0 , 7, s i i j , ( i t \ o. n ) , 
ex piima et quinta. confiatur forma (>t;% 7, 7 ) -
ex secunda et quarta contit ( t67 — u, 11 , ,»x 
liac et sexta ( i } o, 140) , quuo n<*^lip pt»:«',\u 
Supersunt. itaque ( 5 , 0 , 2 8 } , {^7, 7, 7=» r \ t;m-
bus producitur (155» — 2u, 4, % ruiu^ Uuo a-u-
mi potest proprie- acquiualcus :> 4, u, 7,̂  . H,K*C 

itaque est resullaus ex composiuuiiu M-\\ proposi-
taruiu* 

Ceterum ex hoc fontc plura alia artihcia in 
appUcatione vtilia iiauriii po^unt; snd ue uinus 
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longi fiamus, vberiorem huius rei tractationera. 
supprimiihus, ad alia difiiciliora properantes. 

244. Si per formam aliquani f repraesen-
tari potest numerus a, per formam f numerus-
a'9 atqutt forma F m ff* est transformabilis: nullo 
negotio perspicitur, productum aa* per for-
itiiun F repraesentabile ibre. Hincstatim sequitur, 
quando determinantes liarum formarum sint nega-
tiui, formam F positiuam fore *i vei vtraque J\ 

f sit positiua vel vtraque negatiuaj contra Ffieri 
negatiuam si altera formarum f9 f1 sit positiua 
altera negatiuiu Subsistamus in' eo imprimis ca-
su, quem in art praect considerauimus', vbi F 
ex / , / ' composita est, atque / , f et F eundem 
dtitormitmutem D habent, Supponamus fcisuper, 
repraesentationes. numerorum a, al. per formas 
f\f' lieri per vaiores indeterminatarum inter se 
primos, atque priorem pertmere ad valorem b 
expressionis^f I) ( mod. a), posteriorem ad va-
lutem b> expr. </"*£> (mod.a')» ponaturque bb — 
D = ac% h'bl — D == a'ch Tunc per art 16S 
formae ^ a ^ j c ) , (a% £',%') proprie aequiuale-
bum formis/, f*-7 quare F ettam ex illis duabus 
fonnis composita erit. Sed ex iisdem formis 
'composita erit forma (A$ B7 C), si, posito nu-
merorum a, a'f b ~f h' diuisore communi ma-

• • CCl' —™ 

ximo = «, statuitur A = ^—, B zzzb et 6' see, 
modulos £ , f, resp., AC 5= J.B —> J9} quare 

haee forma proprie aequiualebit formae F. lam 
per formain Axx -f aifcty -f. Qyy' repraesentatur 
numerus aa'9 faciendo x = **, y =; o, quorum 
valorum, diuisor comm. max, est ,̂- quare aa1 

Aa.5 



574 

ctiarn per formam F repraesentari poterit ita vt 
valores indeterminatarum habeant diuisorem com-
xnunera maxirnum w (a r t 166). Quoties ighur 
euadit « = 1, aa' per formam F repraesentarx 
poterit tribuendo indeterrmnatis valores inter se 
primos, repraesentatioque haec pcrtinebit ad va-
lorem B expr. sfD (mod. aa'), ipsis by b* 
securidum modulos #5 a> resp. congntum. Condx-
tio H = 1 semper locum habet, quando tf, a' 
Ihter se primi sunt,- generaliter autem, quando 
din. comm, max. ipsorum ay a' ad b «f h* est 
gprimus. 

S45- TIIEOREMA. £* formafadeundcm nrdinem 
referenda sst vt gf stmMikrqm f> gst tx eodem &rdlm 
V* S''-" / w Fexff f composita mttdem dttBrmtntn» 
tm habebit ex eodemque ardtng etit vt forma G ex gt 

g' eomposita* 

Dem. Sint formae f f'7 F = (a7 b, c), (al
7 

b>, c'), (A7 B, C) resp., ipsarumqin» detenninuti-
tes = dy d>7 D. Porro sit numerorum a, *i/', c 
diu. cnnmi. max. = m; numerorum cu fu c diu. 
eornm. max. = m7" simileMjut* si^niiicaliouf.s ha-
beant m'7 m' respertu iorrna»* / ' , et M, $}| 
yespeetu iormae F. Ttmc ordo fnimae f dvlfv-
xninabitur per numeros dy m. m, wide iblem 
ixumeri etiam pro forma g valtmunt; eaiivm ra-
tione numcri d'% m'7 m> idern erunt uro iurin» g* 
quod sunt pro ibrma f'. lam per avt. 2^5, tm-
meri Dr M7 3)] determinatt Mint per d, a\ m% 

m'f ttl, ttj',- scilicet erit D diuisor cunummi*. ma-
ximus ipsorum dm'm'r d'tnm'7 M = mm'\ aique 
3# « m w ( M sirrmi m = rn, m' = i«'}, vel 
s=a jnin' (si m = am, aut m{ = ^nr; . <,)uue-



proprietates xpsorum D ? ilf, Wlf quum' incfe se-
«marjtur, quod F ex J\ f* composita estr facile" 
perspkitur, i i , M • et !S? • etiam • pro'ibrrna G va~ 
lere, adeoque Cr esse* ex eodera orditre vt K 
%/« JL/* JL/* 

Ex Iiac rationr* ordiu*nn in quo e.st forma F 
rompositum diceums ex ordiuibus iu quihus sunt 
formae ./, / ' . Ita e. g. ex duubus ordiuihus pro-
prie primitiuis semper ttmiposkus est siniiiis ordo; 
t*x prupri" primitiuo et improprie primitiuo, im-
proprie primitiuus. «— Simili modo intelli^en-
dum <**t, si ordo aliquis ex pluribm; aliis ordi-
nibus compoMtus voeabitur. 

24,6. l*uor.Lr.M\. Proppsrtis dnabus formh 
pr::::U::'.!s q:Abusc:tnq:'.e / , / , c.v quarnnt compnsitwne 
or:i:ir F; t'x i^rr.eribus ad quae pdri:nent J\ f dfjhure 
genr.s aa q;>o:l ref<:renda erii F. 

<-SW. I. Consideremus primo eum casum 
vbi ad minimum vna. formarum / , / ' r. g. prior 
e-,t pio;.,i.-* primitiuu, deMgnemu^que dererminan-
tes iommrum / , / ' , F per d, dr

7 D. Timc D 
ortt diuUur coumumis maxunus mnnerurum 
dnvin'. d\ vbi //z' cM uut 1 aut 2. prout iorma ,/' 
ta>\. proprio aut improprie primitiua; iY' auteui 
in ca>u illo pertmebit ad ordinem proprie pri-
jmliuum, iu Iiuc ad improprio primitiuum. 
lam i>t'nus formae F detiuietur per ipsius 
cliarachTCN partic ulare-;, nempe tum respectu shi-
gulorum diuuorum primorum imparium ipsius 
&, tum, pro qulhusdam casibus, respectu nume-
rorum 4 aut 8. l los igitur smgulos determiuare 
oportebit» 

Aft 4 
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1°, Si p est diuisov quicunque primus im~ 
par ipsius Df necessario etiam ipsus rf, rf# metie-
tur, adeoqu<\ etiam inter charaeten\s formarum 
f9 f' occurrent ipsarum relationes ad /?. Iam si per 
/ repraesentari potest numerus a, per/'numerusr.' '; 
p rodudumaa ' repraesentari poterit per K Si ita-
que tum per / , tum per / ' repraescntari possunt 
residua quadratica ipsius p (per /; non diuisjhilia), 
etiam per F residua quadratira ipsius/j» repraesen-
tari poterunt, i e. si vtraque / , / habet characte-
rem Rp, forma F eundem characterem habrbit. 
Simili ratione F habebit characterem Rp, si vtra-
que /*, / ' habet characterem Sp; conira F ha-
bebit char, Npt sx altera ibrmamm / , / habet 
Rpf altera JVp, 

'a°« Si m characterem integrum forznae F 
mgreditur relatio ad numerum 4* talis relat&o 
etiam in charaeteres formarum / , f ingredi deheL 
Nam illud tunc tantummodo euenit, quamlo D 
est == o aut EE 5 (mod. 4 ) . Quando D p<*r 
4 est diuisibilis, etiam dm'm< et d' per 4 diuisi-
biles erunt, vnde statiin putet, ./' jum po^> c^e 
improprie • primitiuam, adeoque e.s>e rw ~ ; 1; 
Mnc tum ci tum d' per 4 iliui.sibilfs iTuiit, et m 
vtriusque characterem m»redh*tur relatio ad 4, 
Quando D EI 5 (mod. 4 ) , metietur D ipxjs r/, 
d ' f quotientes erunt quadrata, «ideoque t-tiam <A 
d' necessario vel E i o \cl ! , 5 mud. 1.1, n 
mter characteres xpsarum / , / lvlatio au .\. Uim; 
eodem modo vt in (1 ) sequHur, i-Iiurutt»»n-m 
formae F iore i, 4, si vel vtraque j \ f hubeut 
1, 4 vel vtraque 3 , 4 ; contra charurifitm U»r-
mae F fore 5, 4, si altera lonuarum / ? /» habeat 
i , 4, altera ,5, 4, 
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5°« Quando D per 8 est diuisibilis, etiam 
d' erit; h i n c / ' certo .proprie primitiua, m' = i 
atque etiam d per 8 diuisibilis; quare inter cha-
racteres formae F aliquis e characteribus i , 8* 
5» 85 5» 8 j 7, 8 tunc tantum locum. habere ppt-
est, si etiam xn charactere tum formae / , turn 
formae / ' talis relatio ad 8 adest Faciie autem 
confirmatur eodem modo vt ante, characterem 
formae F fore 1, 8 , si / et / ' respectu ipsius 8 
eundem haheant; characterem formae F fore 
g , 8, si altera f o r m o r u m / , / ' habeat 1, 8 altera 
3 , 8, vel e l t e ra5 ,8 altera 7, 8? F habere 5, 8, 
si / , / ' habeant 1, 8 et 5 , 8 vel 5 , 8 et 7, 8,- F 
hahere 7, 8 , sifetf* habeant vel 1, 8 et 7, 8? 

vel 5, 8 et 5, 8« „ 
40 . Quando est I) = 2 (mod. 8 ) , erit d* 

vel ™£ o vei EE a (mod, 8 ) 5 hinc m = 1, adeo-
que etiam d vel rE o vel ~E a (mod. 8)? atta-
m*tt vterque df, # per 8 diuisibilis esse nequ.it> 
quoniam X) est diuisor communis maximus ipso-
irtfra. Quare in eo tantum casu alteruter characte-
rum 1 et 7 , 8» 5 *t 5, g, formae I? tribui debe-
bit, vbi vel vtraque forma f9 f aliquem ex illis 
habet, vel altera aliquem ex illis, altera aliquem 
horum 1, 8> 5 , 8; 5> 85 7, 8. nirtc facile de-
ducitur, characttfrem formae F determinari per 
tahulam sequentem,. si character in margine po~ 
Mtus pertineat ad alteram formarum' f, f% ad al-
teram vero character in faoie: 

if*7*8 
3*^5» 8 

i « t 7 , 8 
v e l i t 8 
vel 7, 8 
1 et 7,8 

3** 5,8 

3 n$> s 
vel 3r0 

. vel 5* 8 . 
3 *t 5. 8 
I r f 7 ,8 

AB$" 
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5°. Eodem modo probatur, ipsi F tribui 
sioii posse alterutrum characterum l et 5, 8; 5 
et.7, 8, nisi etiam aliquis ex iisdem saltem vni 
formarum / , / ' competat, alterique vel aliquis 
ex iisdem, vel aliquis ex his 1, 8? 5> 8 j 5> &a 
7 y 8. Et quidem character formae F determina-
bitur per hanc tabulam, in cuius margine et fa-
cie sunt characteres formarum/, / 

j i#3»8; 
• veli,8 
1 _vel3»_8_. 

1^3,8 1 .1-̂ 3» 8„ 
5^7,8 1 5 ^ 7 ' 8 

5. e*7> 8 
vel5,8 
vel7,8_ 
5**7>8_. 

:i**3»8 

H. Si vtraque forma / , / est improprie 
primitiua, erit D diuisor communis maximus 
numerorum 4*?, .4^, siue J D diu. comm. ma-
ximus numeroruni d, d'. Hincjfaeile sequitmy 
tum d, tum dl, tum J D fore = ; 1 (mod. 4)» 
Ponendo autem F = (A Bi c)-> diu. comm. 
max. numerorum A, B, C erit. = 2 , et diu. 
comim max. numerorum A,QB,C erit 4. Quare 
E erit forma deriuata ex improprie piimitiua 
{lA, §••#, | C ) , cuius determinans erit %&, et 
cuius genus determinabit genus formae F. Cha~ 
racter autem illius formae? tamquam improprie 
primitiuae, relationes ad 4 vel 8 non implicabit,, 
sed tantummodo relationes ad singulos diuisores, 
primos impares ipsius J.D. Iam quum omnes hi 
diuisores manifesto etiam ipsbs d, dL metiantur, 
atque semissis cuiusuis producti duorum facto-
runi, quorum alter p e r / a l t e r p e r / ' est reprae-
sentabilis, per foraiara iiA, %B} \C) reprae-
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sentari possit: facile perspicietur, characterem 
huius formae respectu cuiusuis numeri primi 
imparis p ipsum § D metientis fore Rp, tum si 
fuerit zRp atque formae / , / ' respectu ipsius p 
eundem characterem habeant, tum si fuerit zNp 
atque characteres formarum / , f respectu ipsius 
p oppositi; cohtra characterem illius formae ftire 
jV/?, tum si f, f haheant characteres aequales 
respectu ipsius p atque -sit aNp, tum si frf ha-
beant opppsitos atque sit o,JRp. 

247. Ex solutione problematis praec. mani-. 
festum est, si g sit forma primitiua ex eodem 
ordine et genere v t / , nec "non g' forma primi-
tiua ex eodem ordine et genere vt / ' : formam 
ex g et g* compositam ad idem genus pertinere 
ad quod pertineat forma ex f et •/' composita. 
Hinc sponte sequitur significatio generis ex duo-
fous aliis generibus (siue etiam pluribus) compa~ 
siti. Porro ibinde patet, si / , ; / ' eundem deter-
ininantem habeant atque '•/ sit forma e genere 
principali, F vero ex / et;/* composita: F fore 
ex eodem genefe vt';/'•; quocirca genus princi-
pale in eompositione cum aliis generibus eius-
dem determinantis semper omitti poterit Si ve-
ro reliquis maiientibus / non est e genere princi-
pali, fl autem forma primitiua: F certo erit ex 
alio genere. quam / ' . Denique si jf, f sunt for-
mae proprie primitiuae eiusdem generis, F erit» e 
genere principali; si verof7f sunt ambae proprie 
primitiuae eiusdem determimntis, sed e diuersis 
generibus, F ad genus prmeipale pertinere non 
poterit. Quodsi itaque forma quaecunque pro-
prie primitiua cum $& ipsa comppnitury forma 
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inde resultans, quae etiam proprie priniitiua eius-
deinque determinantis erit? necessario a& genus 
principale pertinebit. 

348. PKOBLEMA. Propositis duabus formis 
quibuscunque f, f, e quibus composita est F: e generi-
lous formarnm f, f definire genus formae F. 

Sol. S i t / = (a, b, c), f = (a>,b>, .'c'>, 
"F = (A, B, C), porro m diu. eomm. max."nu>' 
merorum a, b, c, atque m' diu. comm. max. nu-
merorum a>, b', C, ita v t / , / ' sint deriuatae e 

primitiuis • ( £ , A, ±), ( | , | , | , ) , . q u a s de-

notabimus per,f, f resp. Iam sisaltem vna forrha* 
rum f, f' estproprie primitiua, diuisor eomm. max. 
numerorum A, B, C erit mm>, adeoque F deriuata 

A B C 
e, forma prrmitiua (—-,-—],——,);••• S , vnde r ^mm^mm^mm' w ' 
patet, genus formae .Fpendere a genere formae^. 
Sed facile perspicietur, $per eandem substitutionem. 
transire in f f', per quam -Ftranseat inff' adeoque 
J jex f, f'. esse compositam, ipsiusque genus per 
problema art. 346 determinari posse., -— Si vera 
vtraque f, f est improprie primitiua, diuisor c, 
m. numerojum A, B, C erit ^mnt', formaque 
g etiamnum ex f, f composita et manifesto e 

proprie primitiua • ( j j l , , , J L , , - | j , ) ^ deri-

uata. Huius itaque formae genus determinari pot-
erit per art. 246 5, et quum\Fex eadem fbrma deri-
ua"ta sitj, ipsius genus hinc sporite innotescit* 

Et hac solutione manifestum est, theorema 
m art, praec. pro forrrris primitiuis explicatum, 
scilicot $i f, g1' sint ex iisdem geiieribus resp. 
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yt:fi giformam ex eodem genere fore ex quo sit 
forma e± f, g composita, generaliter pro~formis 
quibuscunque valere. 

249. THEOREMA, Siformaef, fisuntexiis-
dem ordinibus -generibus et classibus vt g, g* resp.; 
forma ex f et f composita ex eadem classe eritvtfor* 
ma ex g et g' composita. 

Ex hoc theoremate (cuius veritas ex art, 
S59 protinus sequitur) sponte patebit significatio 
classis- e duabus classibus datis siue etiam e plu-, 
ribus compositae. 

Si classis quaecunque K cum classe princi-c 
pali componitur, classis K ipsa prodibit, siue' 
classis principalis in compositione cum aliis clas-
sibus eiusdem determinantis negligi potest. Ex 
compositione duarum classium oppositarum pro-
prie primitiuarum semper oritur classis principa-
lis eiusdem determinantis {v. art. 245). Quum 
itaque quaeuis classis anceps sibi ipsa opposita 
sit: ex compositione cuiusuis classis ancipitis, pro-
prie priraitiuae cum se ipsa classis" principalis 
eiusdem determinantis prouenit» 

Propositio vltima etiam. conuersa. valet: sci-
licet si ex compositione classis proprie primitiuae 
K cum se ipsa prouenit classis principalis H eius-
dem determinantis, K necessario erit classis an-
ceps. Si enim K1 est classis oppasita ipsi JT,i e 
tribus classibus K, Ky K' composita erit eadem 
classis quaeoritur ex H" et K'$ eX'illis prouenit 
K (quoniam K et K> producunt H, haec cum K 
ipsam K), ex his JS3.$ quare K cum, K' coincidet 
eritque adeo classis anceps* 
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Porro notetur propositio haec: Si classes K9 

jL oppositae sunt classibus A7, et L' rcsp.: rJas^ 
sis ex if, et L composita classi ex K' et U omi* 
positae erit opposita. Sint lormae / , g, / ' , g' 
xesp. e classibus A, L7 K'7 L'-, forma F toinj.o-
sita ex / , g, atque F' composita e x / ' , #'. Quum 

j ^ ' i p s i / , atque £•' ipsi g imprnprie aequiualeaut, 
F autem composita sit ex vtraque / , g dirccte: 
F etiam ex / ' , gJ composita crit, sed ex Mi-.iun» 
iniierse. Quare forma quaecuuque, quae insi F 
improprie aequiualet, compo.sita erit i'X / \ g* 
directe adeoque ipsi F' proptie aequtualebit (aut . 
238, ^59 ) , vnde F , G improprie a*'qu.uuMnutf, 
classesque ad quas pertinent oppositae enmi. 

Hhic sequitur, si clussis anceps K cum rlasse 
ancipite Z, componatur, semper prodire elassein 
ancipitern. Mam opposita erit classi, quae com-
posita\est e classilms ipsis Ap, /, oppositiv. ndeo-
que sibi ipsi, quoniam liae classes sibi ip^ac . uut 
oppositae. 

Denique obseruamus, si propositae sint «l.»s> 
ses duae quaeruuqne A", L eiusdi»m detenm: .t::-
tis, quarum prior sit proprie primiiiua, Mm->*f 
inueuiri pos.se ela.s.som .1/ eiusdem tietf>nim;.i..i:s 
ex qua, atque A" cotupo.sita sit L. Mauifo&tw LK. 
outinetur, accipieado pro i l / da,<sem qu.u» 10..1-
posita est ex L atque classe ipsi K oppo.sita; H-
mul perspicietur faeiHime, hanc dassem vs^* 
vnicam quae liac proprietate sit praeuita, --iut* 
classes cUuersas eiusdeni deL cum cadent ti.o-u 
pr. prim. compositas producere cla<Mi*> diuei .. . 

Qaxsium ccmipusilio commode per .«•;;• eutUi 
«ddUionis, + , deuoUri potestj sicutx c L - . u u 
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identitas per sl«;num aequalitatis. Xn his sigrns 
propositio motlo tradita exhiberi potest ita: Si 
K1 e.<-t clas-,is oy\ o>ita ipsi A'? crit A" -f A"' classis 
piincipalis eiuscbmi detcrminantis, vndo K -\* K* 
-f A = L\ poMta iuque A"' -f A = / i ^ eiit 
K -f iil" = £ , % ti desiderabaturj si vero praeier 
A/ alia M' daretur eadem propvioLato pracdita, 
siuf» A* -f M< = A, foret A" -f. 10 -f Jli"' = / , + 
A"' = M, vnde *•£' = il£ — Si plures classes 
ideuticae componuntur, hoc (ad instar multipU-
caiioms) denatari potest praefigendo ipsarum nu-
m**rum, ita vt ^K idem designet vt K -f K, ^K 
idcm vt A" -f A" -f A" cte. Eadem signa etiain aci 
formas transferri possent, ita vt (a + b + c) + 
(«' -f- £' -f- r:') dosijmaret Ibrmam ex (cY-f- /; -f-O» 
(« ' -f- //' -f- C) eompnsttam: svd ne vei spec ies 
ambhnmatis cmri pos.sit, hac. abbreuiatione a lu i -
nere maluuui>, praesertim quod tali sigrio yfM{ay 

}h r) si^ninraticmem pecuiiarem iam tribui-
im;s. —- Claisem aK ex duplicatione elassis K 
oriri dtceinus, classem 5A" ex tripUcatiom eic 

fl^o. S\ D ost numerus per mrn diuisibilis 
(vbi ipsum m pusiiiuum supponimus': dabitur 
ordo form&rum determinantis D ex ordiue pro-

prie primitiuo determinantis - •- deriuatus (siue> 

duo7 quando D est: negatiuus, ncmpe positiirus et 

ne^atiuus); mauifesto fonna (m7 o, — - • ) ad 

iilum ordinern pertinebit (scilket ad positiuuni) 
meritoque tamquam forma simpUci.vsinw m eo 

D 
considerari putest (sicuti ( — w, o? \f ) edt 

sirnplicissiixia in ordine nogatiuo quando V iieg.). 
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Si insuper est • ••- ~EE i (mod .4 ) , dabitur ptiam 

ordo formarum det D ex improprie priuriiiuo 

det — deriuatus, ad quem manifesto forma 

(am, m, —~"—•-) pertuwbit et pro simpHro-

slma m eodem habebitur. •(Qtunido D est n<*£., 

rursus duo ordines dabuntur et In ueg»tiuo for-

ma (—• am, —* m, "~~"2m • ) pto «mpucHjsima 

habebitur . Ita a. g., si etiam eunt amtm vbt 
J J J = S 1 huc referre luhet, tn quatuor orttiuibus 
fonuamm det 45 sequentes wunt «mplickshnae 
( 1 , 0 , - 4 5 ) » (a, 1, — s»ftJ, ( 5 , 0 , • 15), 
(6 , 5, - 6'). Quibus ita mtellecti*, oft>rt «e 

PROBLF.MA« Propasifa forma qnactmqm f esc 
crding 0, immure formam prttprk pnmiHnam (pm~ 
tiurm;, misdem detcrmtnatttis, ex citius cowptwtiane 
cttnt forma tn 0 simplicissima orlatnr F, 

Sol Sit forma F = (nta} ////>, me) dt*nua-
ta e primitina / = (a^It^c) cuius- druMrmh^m* 
s=s </, supponamusqtu» primo^ f e>se propru» pri-
xnitiuam. Prinio obseruamtts, u ttu*t»» u ud ;»</«& 
nou sk primus, certo ckri «Uas ihrma.v ip4 (.7, 
&, c) proprie at»c{uiualentt*jr, quarum teruuui pri-
mi hae proprietate sint praediti* Nairn pt*r m% ̂ aH 
dantur tmrueti ad &dm primi pcr formam iKum 
repra<»sehtabiics; sit taiis mimwuK *t* «a &-** -f 
ai> , + ryy, Mtpponannistme, (uuod itcvf), * , ')# 
e,*st* iuter «• pnutos; tum, aetvptts 6, I tfa u 
fiat *J* — Cy =s 1, traust*ut / pt»r j>ubsu!tuit»!«»Mn 
*, %, y , I in formaxn (# ' , i ' ) ( ; ' ) , t]tiae illi pro« 



585 

prie aequiualebit et proprietate praescripta erit 
praedita. 1'am quum etiam F et (a'm, bfm, c'm) 
proprie aeqmualeunt, fatil** purspiciotur, suflicere 
eum casum cou&ideraro vbi a ad ndm sit primus. 
Tunc (/?, bnij rmm) erit fornta proprie primi-
tiua («i enim « , si/»//i, rmm duosorcm commu-
nem habor.Jiit, Imuc etiam £t!m =-= ahhm —• 
aacm impliraret.) eiusdem <U!UMi«inantts Tt J?J 
coufirmnturqLie iadle, F transmutari ht proda-
ctum e forma (?«, o , — dm)7 q u a ^ nisi F est 
forma negatiua, erit sirapliciasinia ordinis Q9 in 
' (« , bm, cmm) per KuUstitutionem x, o, — l??—-
£wr$ a,mra,hmt vnde per criterium in obs. 4. a r t 
355 condudttur, F « x (///, o, — n'm) et (a^bm^ 
cmm') ejtse compo*itam<. Quattdo autem F est 
iorma ne^atiua, trausibit in productunt e furma 
shnplicUsima eiusdem ordiiiis (—--//*, o . dm) m 
poritinum (-— a} ifw/, —; cmm) per *ub«titutioiiem. 
1, u, l?j — a « j o, -— 7», -~ a7 bm} adeoque 
cx ipsts erit composita» 

Secundo, si /* est for&ia improprie primUiua, 
suppormre iicehit I <z ati 2<ftn esse primum 5 si 
ettint baec proprietas irt f o r m a y locum nouclum, 
habct, imamiri potest fornia ipsi f proprie aequl* 
italens et Itac proprictate praedita. Ilinc autem 
sequitur facilo, (»#> bm, acmm) esse ioimam 
proprie prituitiuam eiusdem determiuautU' vt #? 
aoqne facile conitrmatur, F transire in produclum. 
e iormis ( + aw, 4*„ m +;,! (?« — dm))} ( 4 ~ I a? 

ZWJ* : t Mmmt) per subsdtutiouem x, 0, I ( 1, IfT 
J>), •— r/w$ 0, + am, HH I <tfj (b + : 1) m, vbi 
signa inftfriora accipienda sunt quando F 'cst for-
M negatiua, superiora in casibus reliquis, adeo-
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que ex hls dttabus formis *>sse conrmositarr», qna-
arum prior erit shnplxciwmria ordi«iis 0 , pt,so;rior 
ibrma proprie primitiua (positkia). 

251. PROBLEMA. Praposifis duafrttt fcrwis F, 
f ehisdem dejmntravtis D H ad entidfm triiww (> ;v*>-
tmentibus; mitgnirs fornnim yroyrif priwcfrnam deigr-* 
mhmntis D, quae cum f coipposita p^dncai F. 

Sol Sit (p forma Minplicifsiina ortlmw 0 ; 
§ , f formae propric* primUiuae cbt / i , quae cum 
<*> compofitae producant ipsas Jb\ f rt*p.; dt-iti» 
q u e / forrn* proprie primitiua quae mm f com-
posita proUucat JJ. Tunc fomta *'coiupowta c*iit 
e uibus fomds f, f, pt $im e duabus /*, A 
<>. £ . X ^ ' y 

Quaeuifi itaque classfc ordixus dati considcrari 
jaotes^ tamquam ^composita ex quacunque cla.vse 
data eiusdem ordiuis et aliqua classe proprie pri-
mitiua uiusdem determinaulis. 

..252. TirEOREMA, Pro deitrminante isio m 
mnguiis gmerilms eiusdem ordiuis ctmttntat sun$ 
ctassts aequt ntuttae* 

Dem. Pertmeant gnwm O et / / ad mm-
dem ordinem, condt*t G <?x n ck^itins A% A \ 
A " . . . A""-', sitque / , tlawtis atiqua v $vtwn* 11 
luuasiigvtur per art pracc. d«u*w proprm primi-
tiua il'i ciiu*doni dtUtnmiuamU, ex cuhw coinpo-
«dtione rum A prodrat Lf dt>M<»«<mturque vU$m 
quae omuitur c*x cumpoMtHmo CWMS J l nim A* 
A " " ^ . ^ - » rc^p. pec i , ' , .*>'•.• Z,n-J, XUIIC CX 
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obs\ ^ltlnia art ©40 sequitur, orrmes classes X̂  
l / f / / ' . . . / ; * - 1 eAse diuersas, et per art. 24B 
<»n«cs pertinebnn! ad &niw idem, L e. ad mmm 
Jl Dtmlque per«picietur iadlo, i / ali**s classes 
praeier hns contim*re non posse, ouum quaeuis 
du«Ms gfmeiis / / tumtmnm composita coiiskbrari 
piHhii ex ,1/ et alia das.sr eiusdcm detorminautis 
qttaf* liofcssario semper erit <* £**wre O. Quo-
rirca / / permde vt Cr continet /* dasses diuersas 
Q. & z\ . 

3/5*;. Th<wema ptwcetietis suppoxrit ordinis 
idVnl!tne*m iitH|tte ai,i tn'diiH*s ditu»rsos cst exten-
th*udum. lui (\ £,-. |?io detrtmmaute — 171 
tkttfur iio «I.IN^S pi>Mtht<>»', qiu?» reducuntur ad 
tputuur tsr.-liut" : s;s uidiu** proptio prtmitina duo 
<mnltn ainv ,«M*i»'<,i, \u*unt(|Ufk sox das.se.< com* 
pb»rtimi\" i« onthu» Iitipr, priuutiuo duo gtmera 
«nutuor d»KH« ju>v.'do!it, smguln bhias; iti or-
«line deriuato tm. II, proprie piirm <kt —- 19 
vnicum «»s»t &c»nus muituor classes couipiec&eros 
uVuimie 0* tlmuaiu* ex impr» prtrn. det — 19 
viikuiii ^ a m habet ex vna classe routfans; per* 
imle xe habent elasses ziegatiuae. Opnrat* itatmo 
pretium c&t, 111 priucipium geuerab» inquhvre, a 
«uo iu»xus iuier nmUitudincs classium iti diut»r.sis 
ordimUtii pendoat. Supponamux, A*, L esse duns 
dussws ux eudtnn ordiue (positiuo) O determi-
n&ntU l) % auptf» Al cUsmmi proprie primhiuam 
riu-idmu th*u, ex cuitw rompositiom» cum XToriatur 
X|C|«alk p«r nrt a^t «emp«»r potert assignarh Iam 
in<mihu*!am rasibtts Bt»ripot*»st, vt Mslt i?mcetdassU 
pr. primUiua tjuat* (twn A composita producat /,; in 
aiibipiurej cla^esdiuer.sae pr.prunitiuae ex&tare pos-
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fiunt "hac proprietate praeditae. Supponamtw ^e-
neraliter, dari r huiusmodi Hassw pr. pritttkiuasf 

M<, M', Mtl . . . il#- , quae Mtigitlae vnm K com-
pohitae producant eandem classcm L^ th «>«ni»-
xnusque iliarum corapbxum per / /" Porro Mt / , ' 
alia classis ordinis 0 (a vhm* L dhtftsa/, atuue 
jV* classis pr. prim. det. / ) quae cuiit / , tompo-
sita efficiat />, desigueturqut-> eompiVuts < W m m 
JV' + M, N' -f- M% iV' -f M" . . . A"' + Jllr* * uptae-
omnes ertmt proprie ptimithtite et iutcr «* di-
nersae) per / / ' . Tuuc petspicietur iatih», A rum 
classe qnacunquo ex / /" compositam produaTe 
X', vnde concluditur, W et //•'*' tutUam fia**oin 
communem haberej praeterea unllo u ^ o t i o coui-
probatur, nullam classexn pr. prunUiuam iu coui-
plexu //'v non contentam dari t quat? cuttt K rom* 
posita producat ipsam /»'. Kodem modo patet, 
si i > sit alia classts ordinis O a rlasMhtis /*, L* 
diuersa, dari r formas pv, primhhms tunt htter m 
tum a fomris\// , / / ' dhu*t\su.s, imue«b;£ulaemui 
X compositae ipsam /," pnnlurani, H ptnhtde 
jres se habebit pro onmihu.s reliquis t'aWibu* or-
diuis O. Qiumiam vero quuetijs CLI.SM** pr. ptiin. 
(positiua) dftermhmutts l) tum K <omf«otfta 
classem orduris O produdt , iacile hhtr to!ltptur} 

si multitudo omnitttn cla-«ittnt ordhiis U %d n% 

multitudiuem omttium dasthtm proptt»* prhmu-
uarum (positiuarum) eiu*detn tlHftmttutmU lom 
rih Habcmus itaque iTgnkia pnt^ialrm: Deau-
tantibus Ky L tkmm tmaKcmujut» cirdiitl^ O, *tt* 
que r mnltitudinem clct*»btum propttt» putmuna-
rum diurrsaruttt fiusd^m dKt*rittinAUiis, imm 
singttlat* cum K com-{«osttae tpMtm L putduuatty 
muititudo oxzutiuxn ck^iiim m ordiite proprie 
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priraitiuo (positiuo) r vicibus maior erit quam 
muititudo classium ordiuis O. 

Quum cla«ses A", L "m ordine O omnino ad 
Hbituui a^umi pussiut, etiam classt*s identicas 
arrip^re licrbit, et quidtun « re erit ea classe 
vti, iu qua cmrtinetur fonna huius ordinis sitnpii-
tW;ma. Quam itaque pro A' et h assumendo, 
res eo rrdurta et, vt omncs classes proprie pri-
jnitiuai» asM^nr»ntur, quae ciun K compnMtae 
ipsaui A" ropvoducaut. Huc via steniitur per se-
qumm 

&$%, THEORBHA. 5X F = (A, B, C) esi 

forma siwphcissima ordmis O itiermhanlis Df atque 
f z-2L (j. I,», r ) f&rma pr->pnt primtlma ettfsdem deter* 
ininantisi jvr kmic fm-mam f npnmmian poterit na-
werus AA* si F ttritur prr coKposWonem futmermti 
f F; H vki versa F ex se ipsa atqne f composita 
erit, si AJ per f rtpraestteiari potest* 

Dem> 1 Si P m productum fF transit pes 
sobstitutioxiein p9 p', p"? />'"$ qf q% q", q"*\ ex 
art. &55 habemus ^ (aq«qu ~— a ^ " 4* W ) 
sss jtjf», vnde AA = tfy"f/'' '— &bqq" + c ^ . 
<A £. «P» 

XL Si mppomtur^ A p e r / repraesentari poss% 
d&$£guentur valores iudetermuiatamm per quo* hoc 
eftkttur pt»r </', ~~ q, siue sit AA = i»f y — 
&bqqu<\>oqq% ponaturque q«a —• q (b -f BjssAp^ •—• 
qCs^jfp\ q»(b~—3) — f c « ^ y « , —qttC — 
Ap"'t q«a —- c/O — S) as yi f , y" (* + #) — 
c/c =s= Jfgw. Quo faeto, facile couilrmatur, JR' 
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teansire in productum^/F per substltntionrm p»p% 

positam -esse, si modo omnes imineii />, /i ' etc, 
siut integrb lam per de.scriptionem furmao sim-

plicissimae, A est vel o vel 5 ^ ? adfoimo *", m-

teger; ibmde patet, •'. semper es^e intogrum. 

Hinc ?' - - p , /;', <7»« — /i"? /?"' erunt mte«ris 

supereslime adeo tantummodo, vt probetur p et 

p» esse integros. Pit autem pp -f -*•'?•- = t #7 

pnpu + 2-2-jf-- = <?$ quamobrem d D = o, fit 

#p = <z, /?"/>" =ss r, ft prtmi /;, p» mtogri; ,si VO-
ro ^ = | ^ / ? fit /;/; 4- /if/ ssa a^ p"p" + p**qu sss 
c , vnde aeque iacile conduditnr, p et / / ' iti hoo 
quoqne casn esse into£ro.v. Kx liis colUgUur, F e.\* 
/ et J? esse convpositam* (>. & & 

25t). ProMema itacjue oo tvdurtum e.sf, \ t 
omnes ciafcses propii*» primitiuas dettn iiilnaniis D 
assignaro oporteat, per qiurum fWtttas iopt\it»» 
sentari pole.st ,.-/,-/. ManifeMo A-l tvpr.u^cmari 
potest per quamm*? furmam vmm tctminus pri-
mus est vel AA vol quadratum pattts aUqm»u*i 
ipMus^/j vice verea nutt»m, 4 . * / rt'pratwmtari 
potest per ibrmam / , tri!wt?mfo l^mm muVti*rmi-
natis valores m% yc quomm tlmfcor tmmnmm 
inaximus e. forma / \wt sultftitutumem *, C, 5« # 
trausibit iu formam cuiiw termmus primw r / , 

ibnnaqm* b.ioc proprio a^qubialobit Ibrmao fl sX 
C. I iia aiviriiuuiur \ t ii.it « t — Cy uz: i ; \ '4 i la 
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pntrt, m quauis rlasse, per cnius formas reprae-
stnHart jm^sit. .•/•/, inucmri fortnas, quarum fer-
immts prunus sll „*/,"/ \el cjuadratum, partis ali-
tjuoim» iphius y£ Rcs itacjtirt in eo versalur, vt 
outws dasses proprie primitiuatf d«»t. D eruatiUir, 
m quibu* huiusmodi format» occurrant, quod ob-
tin«*tur scquetrti modo: Slni a7 a% a" etc. omues 
diniHtiv~% (positiui) ipsius A$ ituu*stig«utur otrmes 
valores expr. v'"7) {mmhati) jnter o ot aa —~ t 
i i t t l Mtu qui sittt b9 b'9 bi1 otc. statuaturque bb 
— 1) = aac, h*hl — 1) = aac^ b'*h'1 - ~ D = 
^ w " clr.; wimphtxus formamm (<rwt &, c ) , (*wr, 
K r ' ) **h\. rli»si»;ji«»tur pt*r K Tunc facile per-
*suiritur, iu qtuuis vlxsw d«tt. i ) , in qua occur-
,s\tt forma ctuus tormiuus prhuus /w? eiinm ali-
quam formam ex / ' ' coiitenfaxn esse tleb«r«. Si-
xttili modo enianiur otiine>4 lormae det. />, qua-
rum tt*nn1m;s primiK «Vi^ medius inter o et a'al 

—- i hui . Mtii1!», d(*Mgm*turque tpsaram compic-
xm per /'**; eadtmtqutt ratuiu» sit F11 rompkxtts 
fcimUium formtmuu qnarum tt»rmhws primtts #"«" 
Hr. KiMatiUtr ex K7 K\ /"" Hi\ immm Ijnmm 
qua»* nou *suut proprie primhiiuu», tvducarttut ce-
liqutu*iu('iasii(\s} c;t, si forto pittre*adsiut au* o mdsnu 
claxscm pertinrutcs, iu siu^uUs classilms vua tan-
tum ivthi«atur. Uoc modo om«t»s cLus«\s quafs-
situo haheiumtur, eritqtte harmu multitudo -ad 
initatcm, \ t ntuititutlo omniuui tias/ium proprie 
pritmtiuarum (pi^itiuaruia^ ad inulutudiaom tias* 
«ium m ordiuf? U. 

A'.r, Sit D sss —* 5 5 1 , aique O ordo po*i-
tluus dfuinatus ox ordiiK* improprie primitiuo 
dct. — 59 , iu quo kmm «implicissiuia {&f% 90) 
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$Iue A = 6. Hic tf, a', tf", a'." erant f, 2,5,65 
f continebit forinam (1, o, 531) ; V' has (4, 1, 
^55)? (4>5>*55)> ^ ' has (9?°? 59)? (9,5>'6o), 
(9>6>65jj denique F" ' has (56,5, 15),' (56,9, 17), 
(56, 15, £1),. (36,21,27), (36, 27, 35), (56, 53,45): 
sed ex his duddecim formis sex smit reiiciendae, 
puta ex V" secunda et tertia, ex F '" prima, ter-
tiaj quarta et sexta, quae- omnes sunt formae 
deriuatae; sex reliquae omnes ad classes diuersas 
pertinere inueniuntur. Reuera multitudo classium 
proprie primitiuarum (positiuarum) det. — 551 
cst .18, multitudoque classium impr. primitiuarum 
(pos.) det. — 59 (siue multiludo elassium det. 
—-551 ex his deriuataranr) 3 , adeoque iiia ad 
hanc yt 6 ad 1. 

256. Solutio haec per obseruationes sequen-
£es generales adhuc magis illustrabitur. 

T. Si ordo O est deriuatus ex ordine pro-
prie primitiuo, metietur AA ipsum D$ si vero 
O est impr. primitiuus vel ex impr. prim. deriua-
£us, erit A par, D per J AA diuisibilis et quo-
tiens EE 1 (mod. 4). Hinc quadratum cuiusuis 
diuisoris ipsius ^metietur vel ipsum D, vel sal-
iem ipsum 4D, et in casu posteriori quotiens 
semper erit =E 1 (mod. 4). 

II. Si aa ipsum D metitur, omnes valores 
expr. %fD (mod. aa), qui quidem inter o et aa 
-7-...1 iacent, erunt o, a, aa... aa — a, adeoque 
a multitudo formarum m V; sed inter hcis tot 
tanturamodo erunt proprie primitiuae, quot nu-

Wierorani —, — — 1 5 . — 4 ... ^ — / ^ — ^ t 
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cum a diiilsorem communem non habent. Quan-
do a! ==» i , V ex vnica forma constabit, ( i , o? 

—- -D), '•'. quae semper erit proprie primitiua. 
Quando df est 2 velpotestas quaecunqiie ipsius 3, 
semissis illorum «"numerorum par erunt, semissis 
impar; quare in V aderunt . |a formae proprie 
primitiuae. Quando a est alius numeras, primus 
jo vel potestas^nurneri primi /;, tres casus sunt di-
stinguendi: scilicet, omnes illi a mmieri ad a primi 
erunt, adeoque omnes formae m V pr. priinitk 

JD • • ' * • . • ' 
uae,si -~ per p non est diuisibilis simulquenon 

aa •! • 
residuum quadpaticum.' ipsius /?; si vero p ipsurri 
•—metitur, in V erunt '''JLIZ-J- formae pr. pri-* aa 7 p r x-

mitiuae; denique si . est res. quadr. ipsius p 

per p non diuisibile, in V erunt -^—-—• for-

mae pr. primitiuae. Haec omnia nullo negotio 

demonstrantur. Generaliter autem posito a = 

QVp^qZyt...? designantibus p, g7 r etc. numeros pri-

mos impares diuersos, multitudo formarum pr. pri-

mitiuarum in Ferit NP.QR..., vbi statui debet N==i 

(si t- = o) vel N == 2'-1 (si y > o ) ; P = pv 

fsi - est 11011 residuum quadr. ipsius p) vel P = 
x aa 
fp — x) p* x (si — per p est diuisibilis) vel 

D P == (/?—•») p*"~--z (si — est res. qu. ipsius 

p per p non diuisibile); Q, i£ etc. autem eodem 

modo ex q, r etc, sunt definiencli vt P ex p. 
E b 5 



III. SI aa ipsum D non mctttur, erit f. -

integer et ~ i (motl. 4 ) , valorovque expr. x/"7) 
(mod. ad) hi £«> 2«, 5*? . . .## — |,/? \ndo mul-
titudo fbmmrum. in V orit #, tot autem inu»r 
ipsas erunt proprie primitiuao ctuot ex numtTls 

55 ~~ »' 55""" aa ~ V - ;,: - C « ^ ) 1 ad 
« stmt prtnr.. Quoties ~~-- zlz 1 (mod. 8 ) , omnes 

3bd_ numeri erunt pares, adeoque ht /•* nulla for-

xna pr. prmiitiuaj quando aut.mi "' •-J~ 5 jniod* 

8) , omnes illi numeri emnt hupams, adfloquft 
onmes formae lu / ' pr, prhuifktui^ $1 et rst J- v d 
potestas ipMiis 2 , gmtm'aUtt?r artieni ht hoc casu 
tot formae pr. prmuLiuae iti //" erunt» qunt UIo-
rum numerornm per millum diuisun»m prhuumu 
imparem ipsias a sunt (Huisibiles. Multftudo Iiacc. 
erit NPQR.,^ sl a = £tti*qxrt ..., vhi «fam».*re 
oportet A ' = 2% ip.sos P , (.^ ,/t, etc auf*mt PO-
dem mudo ex p7 r/? r ete. doriuare \t lu ut«» 
praecedente» 

IV. IToc itaquo modo «mltimdhnv» furni?t-
ram pr, primitiuamm itt / \ / \ / » t*tc* dHii?hi 
possuntj pro a^regato omututu haium muliim-
diuum haud difftculter eruttur hvtm^m v*y\ik% &i>. 
xteraiis: Si i =3 r t l ^ , , . , «YMgnantiUis' Mf 

£5, (£ etc. numoros prhnus hu paiv* tHtifp.o^ 
znultitudo totahs omuium fonnamm pt\ primiti-
uatttm hi / ' , /•"', /''« t»tr, n i t £^ ^/iifll>(..., \h* 

statui debet 1? = 1 (ttmt M ? =s o, tuux H \f\ 
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-F1 i , lriod. 8 ) , vel tt = a (si v > o simulque 

'JJ " m t e r o r N v t j l n ^ 5 (si * > o simul^ue •4 :S 

II.'; 5 ? nu»d.8)j yorro a = 1 (si % ipsum J ^ 

inei.it u r ) , vcl a = 3t Hh i (si % ipsum - i ^ 

non utelitur. auinirudo wi»uum superius vel in-

iVritH prout .* . t«a non- residuum vel re& qu. 

JJVMUS %), tlmum% 6, c He. eodtnn modo. ex S5, 
C£ ttt*ritutri vt a cx % Denwnstratiouem fusius 
Itk exnUcare, bu»uHas non ptmnittiu 

V. lam tjuod attinet ad inultiludinem elassi^ 
imt, qttas wjppeuUuut furmat* pr. primiiiuae iri 
I , / ', />'" e t c , tres easus .s«etmfuU\s sitnt distin-

PrimO) quando D vrnt Jmmerua npgatiuus, 
Mttgulac iormau pr. piinuihm*» i:i / r , /'"' elr. con-
t»titueut d.tssotu jHTUii.uvfn, «ue wultitudo ipsa 
classium qitaesitartttn exprittidur per formulam 
m obseru. jiraec. traditam, duobus casibus ex-

ceptiKj scillcH vbi •-,' v vel = — 4 vel = — 5, 

hhw \bi D \el = ~ AA vul = — £ „-/.'/. Ad 
dcmunstrtitionem huius theorematb? niamfesiu 
o*umdi tautumnuido debot, fieri non po.w, vt 
lluae iorma»* diuorsae ex /"% J% ^4' etc. sim 
jiroptie aequiuabnttes. Knppoiiautns Unuwt*, (////. 
i ? &), (/*'/«', t\ kf) e&se duas formas ilmfrsds pr. 
|iiii»itiuas es / r , /'% / r " etc. ad eandcm cUss«>m 
Ijertmenttts, trjui&tttlxjue prior iu postoilurem yov 
mh^liuilmmn proprium *, <?, > , $$ vnde haU.~ 
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Tbrrntur aequationcs &J — Cy = i , hh&*. -f £/-'> 
- f /j;yy = / / ' / / ' , ///?«€ - f j f «W - f ^ y ) - f A>^ — *'-
Hinc facile coiicUidUur, primn i OMIO non **sse 
= o (vnde setjuereiur, esse a. = H~ i , //// = 
1/'//', z' £1= / (mod". ////) adeoque fornins propnj-i-
las identicas, cwiitra h y p j ; semndo^ y diuisUd-
lenx es.se- per diuisorem maxhuum rommum-ni 
jiumerorum //, //'; (ponendo eiiiin Iiuuc dhiiMV 
xem. = r , liic mauiit^to Kiatn nmtietur ip.sos 2/, 
©£', ad /u vcro orit primus; praeterea rr metie-
lur ipsurn ////£ — //'//'&' = /7 •-— /'/ '; vtide ia-
cile deducitur, r eliani meliri ipMun / — /',* \\\\-
"betur autem «i' — •//'//' = tti -f '>&, vnd** •)/• et 
proin etiam y diuisilulis erit per r); tt*fiio, esse 
(«tft/t -f " O z — ^ > 7 ^ hhh1'1'* I ^ w n d o ita-
que */z/i + >z = r/>, y = re/? /? et r/ erunt iu-
tegri quorum posterior tion = o, atcme pp —• 
~ hhh'k' 0 , hhlvh' 
JJqq = — ••-. oed - - erit. numerus inim-

/ / rr rr 

mus per lili et //'//' siniul diuisibilis adetujue 
ipsum ..•/.'/ et proin eliam ipsum *\J) metietur, 

4-Jh-r . . . . x 

quare-J,. , - ent mteger (ne»atiuiM), quem ,sta-

tuendo = —- <?, erit />/; — Daq = — "S slue 

^•=z (~j:ji~)x -f *v/r/, iu qua aequatioiie pars 
(->'// •)* tamquam quadratum ipso 4. minus* ne-
cessario eiit vel o vel 1. In casu ptiori ent t't:;r 
s= 4 , et ./; = — ( ^ ) S viid« sequitnr, -4/!-
csse quadratum si»no ne«at"uio atlectum adenqut* 
certo nou L™ 1 (inod. 4 , m»qu»* adt«o O o»'di-
tiem itnproprie prmii.tiimtun^'quo ex improprie pvt-
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mttiuo tloriuatum. Ilinc • , ,- orit intogcr, vnde 

faciie dcducitur, *• pf*r .}. nsst* diiuVibilem, qif = 

l , X) = — ( "" )*• atqm* c-tiam • ' j - mtogrum, 

ilinc n«cessario erit JJ = —• ./W siue ... * = 

*~* i , quae t&t exceptio prima. ln casii posteri-
ori erit rf/t/ = '5, mth e = 5 et 4D = 

*~ 5( y ' )V*» , l c 3 ^ V e r i t hiteger, qui, quoni-
tvsf 

am per quadratum integram ( / y ) 1 ttiulttpltcatus 
ptoducit 5 , tioii poterit t»s,se alhis quaiti 3 ; Iiinc 
4/> ar= — 5 ^ / siue Z) = — | ^ W ? qUiW <f?>t CJC-
ccptio secunda» Jn omnibus i^itur rHtquis casi* 
bus onmes formae pr. prumtiuat* m V, fr% ^* 
ett% att ciassiss dtutn>as pt*rthu»buttt. —* Pro casi* 
bus exroptis ea, qiiae cx disquiMtitmt* haud dUft-
cili sed luc breuitatu» cau«sa suppritm?nda rpsul-
tautn-uut, ttpposuisfce suIYIdat. hVUttet in priori, 
ex iormLs pr. priuutiuLs in /*» £rs /**' etc* biuae 
setnntT ad eaudem cia$$t*m pettiiiebtiiit, in po>te-
riori ternae, ita vt muUUudo omnumi ciafcsium 
quaeMtarum iu illo ca.su fiat semtssis, in hoc trieus 
vaioris expre*ssio«Ls hi obs. praec. traditae. 

StTmido quatulo D e-t-t numt»rus posttiuus 
quadr>itu.s; siu^ulae fonnut* pr. primUituu* in 1% 
S\ /*» ftc. sine exceptiouo ciaj>*em pmtii&retri 
constituunt. Suppouuuuts enim, (hft7t\k)^ (/M' t 
i\ k') exse <lua*> talfsi form&s» diuersas proprift 
ft«]wkjaletitexf trmiseatquc prior itt posturioveta 
per sub&titutionem propriain, % C, y, ^ Yum. 
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patot, omnia ratioriuia pro ca<n n w r . adialui.*\ m 
ciuibus lion .<uj>poiiaUir D t\s\-o iu^atiuiro. <*:\ ai 
hic valiMv. })esi\mHmi]u>s itaoui* /J. *7, /' bn*iu \L 

illic., etiam hic eriL ? ' ' ! - iu?;'';ui\ at uon <-m-

plius ncgatiuus sed po.iitiiui*; InMqjrrqtH- qu.-iua» 

tus, quo pos.it o = e-r, tn*u- C/,;' ) ' — CT7 —• I» 

O. /S. - .̂J, quia dilfcivuiia dimium quadratonmi 
xiequit ox**>"<- 4 , ni>i qtudfvraiiii mijus iucrit oP-
quamobrem supposUio couslaece ueuuil. 

Pro casu tertw autom, vbi X) cst num-mvs 
positiuus uon quadratus, regulam |»en«rab»m pro 
conrparanda multitudine formamm pi\ priuniiua-
rum in ^ ^» ^71' et<-« fcmn irmltitndine* claHsUutt 
diuers&rum indo vesultautium bucnsqne iioti ha-
bemus. Id quidem asserero pos-vumus, haiu*. w t 
iili aequalem vel ipsius- partom aliquotam esM-? 
quln etiam nexum Mti«uiar*-m mtcr quofn-ufcnt 
horum numororum et valoms minimos ip^onnn 
/• u aequalio.n // — fhn> -~- A/l saiH.u mntts 
detfi.v.Unus, quem lt"c cxjmcaro nlmW prt-lnuia 
foret» an vero uo^MbUo Mt, tllttui quutif-uVm \a 
omuibu-s casibus ex wda insptHtion-» tumu*'. imua 
D , y/ co£uo.a'i*-ro ( U in casibu-j pra«*cc.}« iiu-
hac r« nihil cerit prommriaro po.w:mus\ K»TI* 
quaedam e.vcmplft, .qnorum uumtMimi quisruo 
facile augore poterit. Pru I) aa: $*}, J7 *» £, 
multitudo [uimarmu pr. ptim. m / ' He» i\,t *„ 
qutte otuues ûuf, acuuutuuVutps stue \nieam chi*-
sem efiichmt; pro /> -= 1;% -•/ =•-* -21 vimn t ; \s 
iormaH pr. priui. iu /'t*ic. habr-uitir, i;na«» *>! 
tres clam*s diucrsus }«*rtineiJii.5 pn> /J s» $i\§9 
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A = 7 . hahentur aclo fonuae pr. prim. in 1r 

eU\ uuae eiYictunt quuiuor c ^ e ^ s ; pro iJ = 86*0, 
y/ -™ i r itt / ' eic. simt t.N fnrm.ie pr. orimitluaf, 
tutUlcm uru I) = l,-.1'J, , -'/ -— 17. srtl tju-ti» pro 
iilo fi»-tri*..i"miiute in uuus clas.ves di-jceuuutj pro 
hoe in st-K. 

V t KK appHratione Iraltis theotiae genera-
lis ad witti (*ii«imi, vhi O est ordo improprie 
-nrimitmm, coliipjftif, multUtulmem rlawthim in 
Itoe uitlhte rontentarum fore acl inultilucltnem, 
omuium elnssium tn ordiue proptie primitiuo, 
vt 1 «td rnuiittudiiiein clasMtim tliueft&rum quas 

hae trea formae ( 1 , 0 , — D), ( 4 , 2, ~ — . ) ? 
4» 

(4 , g, £ H L _ ) ofiiuuut. Kt ijuidam hiiic resul-
4 

tahit vrttea CLI»4K? qnando /) ^",2 1 (ruod» 8 1 , 
qiiid m hoc vnsii forma «ecmuia «t tettia suut 
huproprie priouthuuu tjunuth» vero 1) C.2 B 
(isiotl 8 . iiiati tr-4.s hvftu.w* ««m*«s oruut pr*> 
piio prhnilUuto totkletnqtte el*tv*es clhMTsaa pro-
duveut M\ / i i\st nenatluuH, \niro eeij-a twcepto, 
\bi I) =3 — " j , in quo vnU-titu itY;*.*eifi constitu-
tiwu uVnique t\tsus \bi i> e+: puvtuttr-, (fomiae 
#/,* -f 5) ad eu*s perthic!T pro qttihus re.^ula gu-
s;:*r»ilis hartenus (U-MoVratnr. Ui ttmxeu ;uMT*jr<* 
pm-suuiti-i» illas tres itsrtnas m huc <\i*u u 4 ati 
tros chfves tliuersas neitiuere vel ad vtucnm, 
mmnjuiim ad uu;:s-; lUciio euhu pet*j»pkttuf, j»i 

fortime ( 1 , % - - / ) ) » {4 , t ? £ — , ) , ( 4 , 3, 
4 

2J I1 - ) resp. pertiueamt atl clanses A% A'% i t t ' loro 
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X 4- K1 = K', K' + K< = JT", adeoque, si. JC et 
K', identicae esse supponantur, etiam K' et K" 
identicas fore^ simili ratione si K et K" suppo-
nuntur esse identicae, etiam K' et K" erunt; de-
nique quum sit K' + K" = K, ex suppositione? 

K' et K" identicas esse, sequitur, etiam K et K" 
coiricidere; vnde colligitur, vel omnes tres clas-
ses'KyK', K" esse diuersas, vel omnes tres iden-
ticas. E. g. infra 600 dantur 75 numeri formae 
gra 4. g? inter quos sunt 17 determinantes pro 
quibus casus prior locum habet siue multitudo 
classium in ordine pr. primitiuo ter maior est 
quam in impr. primitiuo, puta 57, 101, 141, 189? 
197, 269, 525, 555, 549, 575, 53 i , 589, 597? 
405, 485 , 557-/575» P r o 58 reliqui^ casus po-
sterior valet, siue multitudo classium in vtroque 
ordine est aequalis. 

VH. Vix opus erit, obseruare, per disquisi-
tionem praecedentem non solum- multitudines 
classium in ordinibus diuersis eiusdem determi-
nantis comparari posse, sed illam etiam ad quos-
uis determinantes "diuersos qui rationem quadra-
torum inter se teneant esse applicabilem. Scili-
cet designante 0 ordinem qqemcunque det. dmm, 
0 ' ordinem det. dm'm', O comparari poterit cum 
ordine prbprie primitiud det. dmm, atque hic cum 
ordine deriuato ex ordine pr. prim. det, d, siue, 
quod respectu multitudinis classium eodem redity 
cum hoc ordirie ipsqj et cum eodem prorsus 
simili ratione comparari poterit ordo 0'. 

257. Inter omnes classes in ordine datp dê » 
terminantis dati imprimis classes ancipites disqui-
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sitionem vberiorern postulant, determinatioque 
multitudinis harum classium ad multa alia viam 
nobis aperiet. Sufficit autem, hanc multitudinem 
in solo ordine pr. primitiuo assignare, quum ca» 
sus reliqui ad hunc facile reduci possint Hoc 
negotium ita absoluemus, vt primo omnes for> 
mas ancipites pr. primitiuas (A, B, C) determi-
nantis propositi D , in quibus vel B = o vel B 
= § A, eruere, tunc ex harum multitudine mul-
titudmem omnium classium ancipitum pr. primi* 
tiuarum det, D inuenire doceamus* 

I. Omnes formae pr. pritnitiuae (A, o, C) 
determinantis D manifesto inueniuntur, accipien-
do pro A singulos diuisores ipsius D f tum posi-

tiue tum negatiue) pro quibus C = — -% 

fit primus ad A. Quando itaque- D = 17 duae-
huiusmodi formae dantur ( 1 , 0 , — 1) , (— if 

o, 1)5 totidem quando D = — 1, puta (ih o, 
1) , (— 1, o, — i)?- quando D est numerus 
primus aut numeri primi potestas (siue signo 
positiuo siue negatiuo), quatuor dabuntur ( 1, o, 
- D ) , (— 1, o, D), ( D , o, ~~ i ) , (— D, 
o , 1). Generaliter autem, quando D per n nu-
meros primos diuersos est diuisibilis (inter quos 
lioc loco etiam 2 in computum ingredi debet); 
dabuntur omnino o*1^ huiusmodi formae,- scili-
cet posito D = +_ PQR ..-, designantibus P? 

Q, Retc. numeros primos diuersos aut numero-
rum primorum diiiersorum potestates quorum 
multitudo = 71, valores ipsius A emnt l , P , Q? 

R etc. atque producta ex quotcunque horum nu-< 
merorum j horum valorum multitudo fit,„Ber*^p^:" 

6 /.^\.8:fc^"-'""" 
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riam combinationum &% sed diiplicanda est, quo» 
niam singulis valoribus tum signum positiuum 
tum negatiuum tribuere oportet. 

II. Simili modo patet, omnes formas pr. 
primitiuas (s.B, JB, C) determinantis D obtineri? 

si pro B accipiantur omnes diuisores ipsius D' 
(positiue et negatiue), pro quibus C == \ (J3 — 

•^) fit integer et ad QB primus. Quum itaque 

C necessario debeat esse impar, adeoque CC EEr 
l (mod.8:,exD = 5JB— zBC={B — Cy — CC 
sequitur, D esse vel ~ 5 (mod. 4), quando B impar, 
velEE 0 (mod. 8),quando J3par; quoties itaque.D ali-
cui numerorum 1,12,4,5,6 sec. mod. 8 est congruus, 
nuilae huiusmodi formae dabuntur. Quando D 
EE 5 (mod. 4 ) , C fit integer et impar, quicun-
que diuisor ipsius D pro B accipiatur; ne vero C 
diuisorem cornmunem cum 2B habeat, J5 ita ac-

cipi debebit, vt -^ ad B fiat primusj hinc pro 

j) __ _ x duae formae habentur (2 , 1 s 1 ) , 
(— 2, — 1, — 1), generaliterque facile perspi-
citur, si multitudo omnium numerorum primo-
rum ipsum D metientium sit rz, omnino emer-
gere 2n+* formas. — Quando D per 8 est diui» 
sibilis, C fit integer, accipiendo pro B diuisdrem 
quemcunque parem ipsius | D ; conditioni alteri 

D 
autem, vt C = sJ3 — -~ ad 2B sit primuSg 
satisfit primo9 accipiendo pro B omnes diuisores 

D 
impariter pares ipsius.jD, pro quibus -„ cum B 
diuisorem communem non habet, quorunr mul-
titudo (habita ratione diuersitatis signorum) erit 
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fl^fVsi &• P e r .Wnumeros primos impares diuer-
sos diuisibilis esse supponitur; secundo, accipien-
do pro B omnes diuisores pariter pares ipsius 

§ D , pro quibus -& fit primus ad .B, quorum 

multitudo quoque erit a11*»-1, ita vt in hoc casu 
omnino' habeantur an"Hi huiusmodi formae. Sci-
licet ponendo D = Hh a^PQR..., designante p 
exponentem maiorem quam 2; Pv Q, R nume-
ros primos impares diuersos aut talium numero-
rum primorum potestates quorum-multitudo^Tz: 

D 
tum pro f B7 tum pro -j, accipi possunt valo-
res 1, P , Q', R etc. productaque ex quotcunque 
horum numerorum, signo et positiuo et negatiuo. 

Ex his omnibus colligitur, si D per n nu-
meros primos impares diuersos diuisibilis suppo-
natur (statuendo n = o, quando D = _+ 1 aut 
+• a aut potestas binarii), multitudinem omnium 
formarum pr. primitiuamm (A, B, C>, in qui-
bus J3 vel 0-vel l A, fore anH~I quandoZ)aut ^ - 1 
aut 5E: 5 (mod. 8 ) ; sn~J'i quando I? Er 2, 5, 4, 
6 aut 7- (mod. 8\? denique 2n"H* quando Z> 
EEz o (mod. 8). Quam c.omparando cum iis quae 
in art 251 pro multitudine omnium charactemm 
possibilium forrnarum primitiuarum def. D tra-
didimus, ohseruamus, illani in omnibus casibus 
praecise esse duplo hac maiorem. Ceterum ma-
nifertum est, quando D sit negatiuus, inter illas 
formas totidem positiuas affore quot negatiuas. 

358. Omnes formae in art. praec. erutae 
manifesto pertinent ad classes ancipites? et vice 

sCc 9 
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versa in quauis classe ancipite pr/ primitiua det 
D saltexn vna illarum forrnarum1 cdntenta esse 
debet; in tali enim classe certo adsunt formae 
aucipites et cuiuis formae ancipiti pr. primitiuae 
(# , b% c) det D aliqiia formarum art. praec. 

aequiualet, scilicet vel (af o, — —) vel ( a^ 

^a \a " " — ) , prout b vel EE o vel EEr \d (mod. 

a). Problema itaque eo reduclum est, vt quot 
classes diuersas iliae formae constituant inuesti-
gemus. 

Si forma (d, o, c ) est inter formas art. 
praec, forma (c , o, a) inter easdem occurfet 
et ab illa semper erit^diuersa, ynico casu excepto 
vbi a = c =s= j+ 1 adeoque D =• — i , quem 
aliquantisper seponemus. Quoniam vero hae for-
mae manifesto ad eandem classem pertinenr? 

sufficit vnam retinere, et quidem reiiciemus eam, 
CUJ-US terminus primus est maior quam tertiusj eum 
casum vbi a = — c = + i siue D = i quo-
que seponemus. Hoc modo omnes formas (A3 

o, C) ad semissem reducere possumus, retinenda 
e binis semper vnam,- et in omnibus remanenti-
bus erit A < -f* + . J9. 

Simili modo si inter formas art. praec. oc° 
currit forma ^ 2,b, &, c j? inter easdem reperie» 

tur (4C — 20, sc — &, c) = (— -^-, -— -̂ -» 

c ) , quae iili proprie aequiualens et ab ipsa di-
uersa erit, vnico quem seponimus casu exceptq. 
vbi c = b- = + i siue .D = . —• I , , Ex Ms 
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duabus f ormis eam retinere sufficit, cuius termimi® 
primus est rninor quani terminus primus alterius 
(lTiagnitu^ine aequalesj signis diuersi in hoe casu esr« 
se ne:queunt) j vnde patet, etiam omnes formas ( 2JBr 

B,C) ad semlssem reduci posse, e bmis vnam.semper 
eiiciendoj et in remanentibtis esse\B < •^•smeB< 

•%/"+£). -Hocmodb ex omnibus formis art praec, 
semissis taritum remanet, quarum complexum 
per' W. designabimus, nmilqua superest, riisi vt 
ostendamus, quot classes diuersae ex liis formis 
orianlur. Ceterum. mamfestum, est, in>',eo casu. 
vbi D sit negatiuus totidem formas positiuas•• m 
W affore quot negatiuas. 

1. Quando D est negatiuus, singulae for-
mae in W pertinebunt act classes diuersas. Nam 
omnes formae (A, o. C) erunt reductae; simi-
liter omnes formae (a.£, B,, C) reductae erunt, 
praeter eas in quibus C < 25$ .in tali vero for-

ma erit 2C < 2B + C> vnde (quoniam B < -Q 

L e. B < %C — By adeoque 2B < sC, siue B; 

< C), 26 — 2B < C et C ~ B <\C et proin 
(C} C — B, C), quae manifesto illi aequiualet, 
forma reducta. Hoc modo totidem formae re-
ductae habentur, quot formae habentur in W^ et 
quum facile perspiciatur, inter illas neque identicas 
neque oppositas occurrere posse,'Vnlco casu excepta, 
vbi C— B = o,in quo erit B = C ^ + . h adeo-
que D = — i? quem iam. seposuimus ) ; omnes 
ad classes diuersas pertinebunt. Hinc colligituE, 
multitudinem omnium classium ancipitnm pr. 
primitiuarum del D multitudini formarum in W 
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seu semissi multitudinis fonnarum art. praeo, av~ 
qualcm esse ; iu casu excepto autem /} -•-=• — i 
~per compensationern idem cuenit, .sciiifit duao 
classes habenmr , ad quarnm alteram portinout 
formae ( l , o, i ) , (» , 1, i ' ? ad aiterant !ia« 
( - ly o, — 1 ) , ( — 2 , ~- i , — 1 \ GononUihT 
itaque pro determinatite noo-utiuo multifudo 
o m n i u m classium ancipitum pr. prim. aotpsahs 
est multitudiui omnium cliaractorum nss ipuiu-
l ium ibrmarum primitiuarum huius dotormman-
tis,* multitudo cla^sium ancipitum pr. prim. posi-
tiuarutn autem somissis erit. 

II. Quando J) est posifmus quadratm -=: hh, 
liaud ddTicile domonstrafur, Mitguias: forma< m 
W ad classes diuersas per t inero; sed pro hoc 
casu ad problematis solutiotunu adlmc hreuius so-
quenti modo poruonire possunrus. Qutnn p»*r 
avt. 2 t o in quauis classe aucipito pr. prim. dot. 
////, rroque irr vlla alia, contiuoattzr lniina rodu 
cta vtta {(i, //, o j , iu qua a e.st \nlor oxpr. y'"" 
1 (mod. -J/I) itrlor o 01 uh — 1 imi. Mtuv p««r 
spicuunr eM, totidotn oia^os antipUos pr. prim. 
det. hh clnri, quot \a loivs twpre.yMK "dla hahc.it. 
Kx art. 105 aufem uullo m ^ o t t o dod tuuur . mul-
titudiuem honmt valorum ev-st* &"4 vei 2J- , ;"i xel 
£,l*'"% prout h ML impar \ e i imparmjr pui v«'l p .mter 
par, siue pront J)'. 1 1 velr„ 4. vol — n (uuulH}, 
dosiuu;iUtt» n lnuUituriiiu.nn diuisorum p r i m o n a u 
impariunj ipstus//.siue ipsius /). Hine coUi»iim\inul • 
titudinom (las-imn anripi ium pr. prim. Nomporr.wi 
somissem multitudiuis nmninm tormanim iti art. 
pra<u:. erutarum, siue nmititutiitii fnnu.irum m 
/* vel onmiuxu diaraeterum po^sibiliuui uequalom, 
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JTT. Qnmido J) etl positmus non quadratu^ 
e\ ' shi«mii< ,1'ormis (At ./>', C) m JV contentis 
alias deducamns {/], jp% ^ ) , accipiendo W ~ 
B mod. A) et intor l imi tes v / " / ) vl^J) TjT ^ 
(vb i hinnuui superius vcl infeiius adhihcu&irn, 

^»,- 1), T J 

pruut. y/ esi pos. \vl neu-.) atque C' = : --- - - j - — ; 

ilesiiitiemusquo harum complexum per / / ' . Ma-
nih*>to hae fomwie erunt proprie primitiuao an-
cipites dct. / ) , atque uiimcs inter so diuorsao: 
praeterea \ e r o onmes eruut ibrmao reducuie. 
y u a n d o euim _/ < V ^ / ) , Zr tnauUesto orit, < 

v '~7) ulque poMiiiuus praeteiva f}> > >/~ D 4»™ -tf 
adfkoquti . - />v /" /J . /> etproiu,. / , po-it iueacreptus ? 

te i to in ter v /~ / ) -f- //' i»t >/""/> — / ] ' situs. Quau-
do vero A > \~Pi non poterh es>e /> = o 
(qu ippe qua.s foniias eifritnu-O, sed erit neees™ 
Kario B ---: \ A; Imiv !)< maimhudhuj ip.si «..•/ ae-
quah«;, shmo pir-hiuus (quou iam enim st < 
ti\Z''"Pf "+ I -•/ iaeehit iutc-r Umiros ipsi #< assi-
«malos, ipsiqup / | see, mod. A erii eongnms j 
qnare, / i ' ;;.-• ;+ I ...•/) ? p rom /1> < >/"/?» vritics 
y/J' <.\**D + /*' M « « -*/ <\}"D -f # ' , quamob-
T«»m +_ ^f t;ecessario inter hmites \f*l) *f />; <-t 
V*/^ — />' iacehh. Denique / / ' omnes formas 
vedurtas pr. prtm. nncipites det. / ) coiitmebit ,• 
si eiiim ((•/, />. r est huiusuiodi io rma , erit. \ e i 
h o , \A b . : 1 a ( m o d . / / ) . Iu casu pviori. 
mjmiicsto noii potcvit t^sc // < a lunjue adtso 

a > yTD-t qnapronler forma (/7, o , -— - J cer-

to couUnitu <»rit "111 //", et respotidcus (« , /̂ , c) 
in //-*'; in postftriori. ctnto erk <r < &y/~D. aduo-

que (a, 1 rt» f ct -— - •) in W contenta, atque 
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respoiltlens (a, b, c) m W'. Ex Ms colligitur, 
multitudinem formarum in W aequalem esse 
multitudini omnium formarum reductarum • anci-
pitum pr. prim. det D', quoniam vero in singu-
lis classibus ancipitibus binae formae reductae an-
cipites continentur (artt. 187, 194), multitudo; 

omnium classium ancipitum pr. prim. det. D erit 
semissis multitudinis formarum in W,- siue semis,-
sis omnium characterem assignabilium, 

259. Multitudo classium ancipitum impro-
prie primitiuarum determinantis claLi D multitu-
dini proprie primitiuarum eiusdem det. semper 
est aequalis. a Sit K classis prinoiparis, atque K', 
KH etc. reliquae classes ancipites pr. primitiuae 
huius determinantis 5 L aliqua classis anceps im-
pnoprie primitiua eiusdem det, e. g. ea.in qua 
est forma (2, 1, § — fl>). Prodibit itaque ex 
compositione classis L cum K classis L ipsa; ex 
compositione classis L cum K', Ku etc. prouenire 
supponamus classes L', L" etc. resp., quae mani-
festo omnes ad eundem determinantem D per-
tinebunt, atque improprie primitiuae et ancipi-
fces erunt. Patet itaque, theorema demonstratum 
fore, simulac probatum fuerit, omnes classes X, 
X', L" etc. esse diuersas, aliasque ancipites irnpr. 
prim. det. D praeter illas non dari, Ad huiie 
fmem sequentes casus distinguimus: 

I. Quando multitudo elassium impr. rjrimi-
liuarum multitudini pr. primitiuarum aequalis est,. 
quaeuis illarum oritur ex compositione classis L 
cum classe determinata proprie primitiua, vnde 
necessaria omnes L, L\ La etc, erunt diuersae.. 
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Designante autem £ classem quamcunque ancipi-
lem impr. prim. det. D, dabitur classis proprie 
primitiua $ talis vt sit $t + X = 2; si classi rjfc. 
opposita est. classis $ ' , erit etiam. (quo-
niam classesX, 2 sibi ipsae oppositae sunt) &' 
+ Z = ' 2, vnde necessario $ cum £' identica, 
erit, adeoque classis anceps: hinc !& reperie-
furlnter elasses K, K1, K" etc. atque £ inter lias 
X , Ll, Lnete. 

II. Quandd multitudo - classium,, improprie 
primitiuariaxi t«r maio r est quam multitudo clas-
sium pr. primitiuarum, sit H classis in qua est 

forma (4, i , — — ) , B ea in qua est forma (4, 
4 

5? ^— —)? eruntque f/, JJ' proprie primitiuae 

et tum inter se tum a classe principali jv diuer-
sae, atque H + H< = K, zH— H<, QB = JJ; 
et si 2- est classis quaecunque improprie primi-
tiua det j9, quae oritur ex compositione classis 
L cum proprie primitiua $ , erit etiam £ = L 
+ $ + / / et £ = X + £ + H<-, praeter tre.s 
classes (pr. prirri. atque diuersas) $ , .£ + JJ, $ 
+ iJ' aliae non dabuntur, quae curn L eompo-
sitae ipsani £ producant. Quoniam igitur, si £ 
est anceps atque $ ' ipsi $ opposita, etiam X + 
$' = 2, necessario £' cum aliqua illarum, trium 
classium identica erit. Si $••- = $£, erit £ ancep&j 
si £' = $ + H, erit Ji == & + &' = 9$ + JJ 
= _2 ($ + JJ ) adeoque & + JJ anceps; simili-
terque si $ ' == £ + H' erit £ + Jfanceps, yside 
concluditur, £ inter classes £ , X, X" etc, neces-
•sario, repeiirv Facile autem perspiciturjj inter 
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ires classes $ , St + H , $ + •#' plures ancipites 
esse non possej si enim tum $ tum $ + H an-
cipites essent siue cum oppositis suis Jt;, $ ' + / / ' 
resp. identicae~, foret $t + II = & II1'-, eailem 
conclusio resultat ex suppositione, $ et $ + ^ ' 
esse ancipites; denique si $ + i i j ji + II' anci-
pites siue cum oppositis suis $' -j- H', $t' + II 
identicae essent, fieret $ + II + §.' + H = &' 
+ H' + £ + II, vnde 2ll= 2II', siue i # = . i / . 
Quamobrem vnica tantum classis anceps pr. prim. 
dabitur, quae cum L composita ipsam g producit, 
adeoque omnes L} L', L" etc. erunt diuersae. 

Multitudo classium ancipitum in ordine de-
riudto manifesto aequalis est multitudini classium 
ancipitum in ordine primitiuo ex quo est deri-
uatus, adeoque per praecedentia semper poterit 
assignari, 

s6o. PROBLEMA;. Classis proprie primitiua K 
determinantis D oritur e% duplpcatione classis proprie 
primitiuae k eiusdem determinantis: quaerwhtiir'6-mnes, 
simites classes, ex quarum duphtatione classis /f oritur* 

Sol. Sit H classis principalis det. J} atque 
H ' , H", H'" etc. reliquae classes ancipites pr. pri-
mitiuae eiusdem determinantis 5 classes quae ex 
harum compositione cum k oriuntur, k + H\ k 
+ II", k + H'" etc. designentur per k'7 k", k'" 
etc. Tunc omnes classes &, k', k" etc. erunt pr. 
primlduae det. D et inter se diuersae; aeque 
facile perspicitur? ex singularum duplicatione 
oriri classem IL Denotante autem & 'classem 
quamcunque pr. prim. d e t D, quae duplicata 
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producit classein /£, necessario inter classes k, ksj 
H" etc. contenta erit. Ponatur enim $t = k + .#, 
ita vt $ sit classis pr. prim. det. D (art . 2 4 9 ) , 
eritque ak -f 2$? = a& = K = 2k, vnde facile 
concluditur, 2$0 coincidere cum classe principali, 
•# esse ancipitem siue inter i1/, II'9 H" etc. con-
ten tam, atque $ inter k, k'y k" e t c ; quamobrem 
hae classes completam problematis .solutionem 
exhibentk 

Ceterum manifestum est, in eo casu, vbi JD 
sit negatiuus, e classibus k9 /c', k" etc. semissem 
fore classes positiuas, semissem negatiuas. 

Quum igitur quaeuis classis pr. prim. det. 
i9, quae ex vllius classis similis duplicatione oriri 
potest, omnino ex totidem classium similium 
duplicatione proueniat, quot classes ancipites pr. 
prim. det. I) dantur: perspicuum est, si multi-
tudo cunctarurn classium pr. prim. de t D sit r? 

multitudo omnium classium ancipitum pr.. prifn. 
huius det* n, multitudinem omnium clas-
sium pr. prim. eiusdem det. quae ex duplicatione 

similis classis produci possint fore —. Eadem 

formula resultat, si, pro det. negatiuo, characte-
res r , n multitudinem classium positiuarum de-
signant, ille omnium pr. prim., hic solarum an-
cipitum. Ita e. g. pro J) = — 161 multitudo 
omnium classium pr. pr. positiuarum est 16, mul-
titudo ancipitum 4 , vnde multitudo omnium clas-
sium quae per duplicationem. alicuius classis oriri 
prssUiit debebit esse 4, Et reuera inuenitur, 
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©jnnes classes in .genere prhicipali conf^ntns^ia»; 
proprietate esse praeditas; scilicet classi-s pjr.ui-
palis d , o, 161) oritur ex duplieatkm«* rru.mmr 
classium ancipitumj (sj i> 18) ex duidiiMtiorm 
classium (9, 1, 18), (9, — *> 18J» ( 1'•» A J'*»\ 
( 1 1 , — 2, 15); (9, v 18} ex dupL tJnssium 
( 5 , 1 , 5 4 \ (6, 1, */), - ( 5 , - - 3 ,53) , ( H M - 17'i 
denique (9,-— 1, 18) ex' duplicatioue da^uint 
( 5 , — 1,54), ( 6 , — i, * 7 ) , (5 , » , 3 5 , > ( 1 0 , — 
5» 17> 

&6r. THEOHEMA. Semissi omninn: c*:wt---
!«2im assignabihum pro detprmhianle. positino 1: J* :/:;.:-
-drato mtlla genera proprie pnmitliui rtspot.r. r ;•.•..-
JWM£/ jsro determinante negathto autim iit:?'a yjK-:r~j 
proprie .primitiua gositiua,., 

Dem. Sit m multitudo omnium ^^nt-nnn 
proprie primitiuorum (posiliuorum) cJc»tf rnrn.i-i -
ftis D) k multitudo classium iii sin^ulis ^^i.fiiUus 
contentarum, itavt >*;/?/sit muhitiuio omuium * M^-
.rium propfie pfimitiuamm (positiuarum^- .: mV-
titudo omnium charactenun (liiuu\soriim p:u !••««• 
det. assignabilium. Tunc p<*r art. 258 rm*! ,ai.;u 
omnium classium ancij>iturn (po.sitiuai ;::u < ,>r. 
primitiuarum erit 3 «,* liiiu* per at1. pra»-1-. **»..: 
tiludo omnium classium pr. prim. qtui.' »-\ d:« 

plicatione* similis classis oriri possuut aii * ' '" ' . 

Sed per art 247- hae classes ormies peruiu-n,; u.i 
.genus principale, in quo continentur k iU-^i -4 
itaque • omnes classes generis principalis t*\ »;...-.:.. 
catione alicuius classis proueuire possum (.;:;»».{ 
reuera. semper locum habere in sequuni.b^' dv 
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snonstrabitur), ent - — = k, siue m = in§ 

cer to autem nequit esse ~— > .& neque adeo m 

"̂ > 17z. Quoniam itaque mullitudo omnium g e -
ttemm' pr. prim. (positiuorum) certo non est 
m a i o r quam semi&sis omnium cliaracterum assi-. 
gnabil ium: ad minimum horum semissi talia g e -
xiera respondere nequeunt Q. E. D. — Cete-
r u m probe notandum est, liinc -nondum sequi? 

semissi omuium characterum assignabilium r e -
'"Uera respouderc genera pr. prim. (positiua), sed 
l iuius propositionis grauissimae veritas infra de -
xnum e recondiiissimis numerorum. mysteriis 
enodari poterit. 

Quum pro determinante negatiuo totidem 
<genera negatiua semper exstent quot positiua, 
aziamicsto ex omnibus characteribus assignabilibus 
J ion plures quam semissis. generibus pr» pxim. n e -
^at iuis competere possunt,. de, qua " re -vt et d e 
geueribus impr. prim. infra loquemur, Denique 
obseruairius, theorema ad determinantes po.sitiy 
«LOS quadratos non ext.endi? pro quibus nullo n e -
g o t i o perspicitur singulis characteribus assignabi--
l l b u s genera reuera respondere, 

262. In eo itaque casu, vbi pro determinante 
non-quadrato' "dato D duo tantummodo characteres 
cliuersi assignari possuut, vnico tantum genus pr* 
pr imi l iuum (positiuum) respondebit, (quod non 
p o t e r i t esse aiiud quam genus principale ) ? alter 
xml l i formae pr. prim. (pos.) illius determinantis 
competet . Hoc euenit pro determinantibus — 1, 
St>7 — &? — " 4 , numeris primis formae 471 +. .1 . 
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positiue, iisque formae 4/2 -f- 3 ne«>at.iuo arceptis, 
denique pro (nnnibusnumeroruinprimorum fuiinat' 
4?/-}- l potestatibus exponentis imparis positiue jaun-
tis,etpro potestatibus numerorum primorum fonnae 
Ml + 5 positiue vel negntiue sumtK* prnur e\po-
nentes sunt pares vel impnres. ¥.x hoe prinripio 
rnethoclura nouam haurire poss-umus. non modo 
theorema fundamentale, scd etiam reltqua theo-
rernata sect. praer. ad residua — 1, -f 2. — 2 
pertinentia demou.strandi, quae a methodts in 
sect. praec. adhibhis oumino est. diu^rsa-, ele»an-
tiaque his neutiquam iuferior aestimnnda videtur. 
Delerminantem — 4 aut.eui, et qui suut nutue-
rorum primorum potestates, quuui nihii nutii 
d.oceant, praeteribimus, 

Pro determinante — 1 itnque nulla forrna 
positiua datur cuius character sit 3 , 4 ; pro deter-
minante -f 2, nulla onmino fortua cuius cha-
racter sil. 5 et 5, 8; pro determinante — 2 nulli 
formae positiuae' compelet charatterfj ei ~, 8; 
pro determinarue -{- p<, si p es>t numerus pruuus 
formae 4«-j- 1, vei pro determinuute - />, M 
p est numerus prinnis formae .]u *f -M nuTt h»r-
mae pr. pr. (positiuae in casu po-4, <ompeiot 
character A]p. liinc theoremata sett. pruec. ae~ 
queuti modo demoustraiuus: 

1. Est —• 1 non residuum cuiusufc rniroeti 
(positiui) formae 4« 4* 5* Si (tmm — 1 n»si-
duum talk ntimeri •/ esset^ fadeudo —- 1 *» # # 
— ^ C , foret ( ^ 5 S CT) Xorrua nositiua det* — 1 
cuius character 5 , 4. 



— 415 

II; Est — i residuum cuiusuis nutneii prl-
ml p fbrmae 4«, -f 1. Nam character ibrmae 
( — 1, o, p), sicuti omnium proprie piimitiua-
rum det. pf erit llpt adeoque •— ilip* 

ITT. Tum -f s lum — 2 t\st rc-Mduum ciuus-
tuVruimc-ri primi p formae Bn -f~ 1. Nam vel for-

mae ( 8 , i, ~'e)t ( "7 8* *> \ *)> v e I h a e ( »> 

5? 9*Jp?)> (~~ B> 3* '-jf~9) m m t Fopr ie primi-
tiuao ( prout n impar xvl pa r ) , adcoque ipsarttm 
chanicter /£;;; hinc. -f* 8/2« et —• y/J/J> vnde 
etiam sityj, — ii/i/A 

IV. Kst -f* a 11011 residuum rniusuis numpri 
formae ttn ~f 5 aut 8« -f* 5« Si enim esset rtjsi-
duum talis numeri .,-/, darotur forma ( W / U , C) 
determiuautis *f ft? cuius character 3 <*£ s ? 8. 

V» Sirailt modo —- a ^st noh residuum cti-
iusuis num«*ri iorniae 8« -f 5 aut Bn -J- 7» allo* 
qttin enim daretur forma (<«'/» J^* C) determinan* 
tis — & cuius cltaratter 5 c£ 7 , 8, 

VI. Rst — 0 residuum culusuuj numeri pri-
mi p formae Hn -{- 5, llanc prupositionem per 
m<»thodum dupltcem demoiLstratv Jicet. Ptimat 

quum pcr IV sit 4. sA/jj atc|iie» per t , — %Npy 

necessario erit + ttHp. lh»mon*4ralto securtda 
pAtifur <w conskleratitmi» determfruMti* + Qpf pro 
quo quatiwr rhararteri»$ amt imiguaWh*^ puta 
Bp, 1 tt 3 , 85 % , 5 <Y7, «5 Np7 1 n 5 ,85 
JV/>, 5 er 7 , b*, ex quibus igitur saitem duobus 
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-nulla genera resjDondebunt. lam formae ( 1 , 0 , 
— 2/7) competit character primusj formae (—1, 
0,2/?) quartus; quare' qui reiici debent sunt se-
cundus atque tertius. Quum itaque character for-
rnae (/?, o, — 2) relatiue ad numeruin 8 sit 1 
et 5 7 81 ipsius character relatiue ad p non pote-
rit esse alius quam Bp, vnde — 2Rp. 

VII. Est + 2 residuum cuiusuis numeri pri-
mi p formae 8» f 7, quod permethodum;du-
•piicem demonstrare licet. Primo, quum ex I et 
V sit — ^Np, ~* Q,Np, erit -f 2&p> Secundo 

quum vel ( 8 , 1, ~jjjr) vel (8,5? 9~~-) sit for-

ma proprie primitiua determinantis p Cprout n 
parf vel impar), ipsius character erit il/?3 adeo-
que &Rp et'aRp. 

Vltl. Quilibet M numerus primus p .formae 
4^';"+ 1 est- non residuum cuiusuis numeri 
imparis. g:, qui ipsius p noii. residmmi est Patet 
jenim, si p esset residuum ipsius, q, dari formam. 
proprie " primitiuam "determinantis /?. cuius cha-
racter Np. 

IX. Simili modo si numerus .quicunque im-
par q est non residuum numeri primi p formae 
An + 5? e r i t ~~ P n o n residuum ipsius q; alio-
quin enim daretur forma positiua pr. primitiua 
determinantis — p cuius character Np. 

X. Quiuis numems primus p forniae 4,71 + l 
est residuum cuiusuis alius mnneri primi q: qui 
i.psitis p residuum est Si etiam q est formae 
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472+5, erit etiam — q re^idutrm ipsiiiST? (pyo-
pter II) adeoque pR<q(«ex1 IX). 

XI. Si numerus quicunque primus q est re» 
siduum alius numeri primi p: formae 4« 4. 5 
erit — p residuum ipsius q. Si enim q est for-
inae 471 -f 1, ex VIII sequitur pRq, adeoque 
(per I I ) , — pRq> casus autem vbi etiam q est 
formae 4« + 5 huic methodo se subducit, atta-
men facile ex consideratione' determinantis' -f- pq 
absolui potest. Scilicet quum ex quatuor chara-
cteribus pro lioc determinante assignabilibus Rp7 

Rq-7 Rp, Nq-, Np, Rq; Np, Nq duobus nulla 
genera respondere possint, atque formarum,(1, 
o, — pq), (— i, o, pq) characteres respectiue 
sint primus et quartus, character secundus et ter-
tius nulli -formae pr. prim. det. pq competere 
possunt. Quum itaque character formae (q, o? 

•— p) resp. numeri p per hyp. sit Rp, eiusdem 
formae character respectu numeri q debet esse 
Rq, adeoque — pRq. Q. E. D. 

Si in proposs. VIII et IX, q supponitur de-
signare numerum primum, hae cum X et XI 
lunctae theorema. fundamentale sect. praec. exhi-
bent 

265. Postquam theorema fundamentale de-
monstratione noua comprobauimus, eam chara-
cterum semissem, quibus nullae formae pr. pri-
mitiuae (positiuae) respondere possunt, pro de-
terminante quocunque non quadrato dato discer-
nere ostendemus, quod negotium eo breuius ab-
soluere licebit, quum ipsius fundairientum iam 

Dd 



iu disquisitione a i t t 14,7 - 150 sit contenitum. Sit 
c.c quadratum m a x i m u m ? determinantrm propo-
situtn D met iens , atque D = l)'ecy ita u l)f 

nui lum factorem quadratum implicet; JHHTO Mitt 
a, b, c etc. omnes dinlsoros primi hnparos ip^ius 
X)', adeoque D' sine respectu sijiui sni vrl pro» 
ductum ex liis numeris vel dupium huise* prn-
ductL Designetur p r r ii n»mjile\u.s chaiai *rtuut 
particularium AVf, AVJ , A r e t c , solus.. uuaudo 
D' z== 1 (mod. 4 ) ; adiuucto churatterc **M 4 , 
quando / J ' EE 3 atque «* impar aut imparh*-- par; 
adiunclis his 5 , 8 alqur 7 . ^ , qunndo !)' : "*, 
atque £• pariter par ; adiuncio vel t luracte ie *-, ct 
5 , 8 , vcl cluobns 5 , 8 atque 5 ? 6? tjuando 1)' 
EE 2 ( mod. 8) atque <: vol impar vel par ; dcni-
que adiuncto vel charaetere r} et 7 , S t vel duo-
bus 5 , 8 atque 7, 8 , qnando />' ~ " ej (mod. *•*) 
alque £ vel par vel hnpar. Ilis ita factis, omn'» 
"brus characteribus inte<i.Is, in quibns multitudo 
impar charaeterum panicularium & coutinetur, 
nulla genera proprie priiuiiiua ( positiua deter-
minantis D respondeie prUMiint. Iu omuibus 
casibus characleres particulare.s. <jni expviumut 
relationem ad tales diui.sores piimos ipsius I) uui 
ipsum D' noti mr t iuu tur , atl "cncituu ptj»<ibil» 
tatem vel impos.sibiliiaHMn nihii ronirrunt. — Kx 
theoria combinatiomun autem larninnr prr-piei-
tur , hoe modo reuera semis.sem onmium ehaio,-
cterum uitegrornm asMguabilium e x d u d l 

Demonstratio ho rum praeceptorum ador-
aatur j>equenti modo. E piineipus ,s*-t 1. p raec , 
siue theorematibns in art. praet. denuo (ICUKJII-

strati*» i.*uIIo negotio dedm-itur^ *>i p sit iiuuujru»' 
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primus (impar positiuus) ipsum D non metiem? 

cui aliquis e characteribus reiectis competat, D" 
irnplicare multitudinem imparem factorum qui 
sint non residua ipsius y», atque adeo Z>, et hinc 
etiam D, esse non residuum ipsius p; porro fa-
cile perspicitur, productum e numeris quotcun-
cjue imparibus ad D primis, quorum nulli aliquis 
characterum reiectorum competat, etiam cum 
tali charactere consentire non posse; hinc vice 
versa perspicuum est, quemuis numerum impa-
r e m positiuum ad D primum, cui aliquis chara-
cterum reiectorum conueniat, certe aliquem fa-
ctorem primum eiusdem qualitatis implicare, ade-
oque D ipsius non residuum esse. Si itaque for-
m a proprie -primitiua (positiua) determinantis D 
daretur, alicui characterum, reiectorum respon-
dens , D foret non residuum euiusuis numeri po-
sitiui imparis ad- ipsum primi per talem formam 
repraesentabilis, qubd manifesto cmti theoremate 
art . 154 consistere nequit 

Tamquam exempla couferantur classificatio-
i ies in artt. 250, ©51 traditae, quarum numerum 
quisque pro lubitu augere poterit. 

264. Hoc itaque modo pro quouis deter-
xninante non quadrato dato omnes determinantes 
assignabiles in duas species JP, Q aequaliter dis-
trihuuntur, ita vt nulli charactemra Q forma 
proprie primitiua positiua respondere possit, re-
liquis autern P , quantum quidem hucusque no-
u imus , nihil obstet, quominus ad tales formas 
pert ineant Circa has characterum species npte-
t u r imprimis propositio sequens, quae ex ipsarum 
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criterio facile deducitur: Si character ex P cum 
charactere ex Q componitur (ad normam art, 
346 perinde ac si etiam huic genus responcleret) 
prodibit character ex Q; si vero duo characteres 
ex P, vel duo ex Q componuntur, character re-
sultans ad P pertinebit. Adiumento huius theo-
rematis etiam pro • generibus negatiuis atque im-
proprie primitiuis semissis omnium characterum 
assignabilium excludi potest sequenti modo. 

I. Pro determinante negatiuo D genera ne-
gatiua positiuis hoc respectu prorsus contraria 
erunt, scilioet nullus characterum P pertinebit ad 
genus proprie primitiuum negatiuum, sed haec 
genera omnia habebunt characteres ex Q. Quan-
do enim D' ==. 1 (mod. 4 ) , erit — £)' nume-
xus positiuus formae 472 + 5, adeoque inter a7 

b, c etc. multitudo impar numerorum formae 
471 + 5) quorum singulorum non residuum erit 
— 1, vnde patet, in characterem integrum for-
mae (— 1, o7Z>) in hoc casu ingredi multitudi-
nem irnparem characterurn particularium ex £i? 

siue illum pertinere ad Q; quando D< — 5 
(mod. 4) , ex simili ratione inter a, b, c etc. vel 
nullus numerus formae 4 7 1 + 3 reperietur, vel 
duo, vel quatuor etc, sed quum vel 5, 4 vel 7„ 
8 in hoc casu occurrat inter characteres particu-
lares formae (— r, o, D), patet, characterem. 
integrum huius formae etiam hic pertinere ad 
Q. Eadem conclusio aeque facile in casibus reli-
quis obtinetur, ita vt forma negatiua (— 1, o, D) 
semper habeat characterem ex Q. Sed quoniam 
haec forma cum quacunque alia pr. primitiua 
negatiua eiusdem det. composita similem formam 
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posftiuam producit? facile perspicitur, :imllam for-
mam pr. prim. riegatiuam characterem ex P ha», 
bere posse. 

II. Pro generibus improprie primitiuis (po-
sitiuis) simili modo probatur," rem V.el eqdem. 
modo se habere vt in proprie primitiuis, vel con» 
trario, prout J) rE 1 vel EE 5 (m.od. 8) . Nam 
in casu priori erit etiam D' E~: 1 ( rnod.8) , vnde 
facile concluditur, inter numeros a, b,c etc. vel 
nullum riumerum formae 8n + 5 et 8/z + 5 re-
periri vel duos vel quatuor etc. (scilicet produ-
ctum ;ex quotcunque numeris imparibus iriter 
quos numeri formae 8n -f 5 et 8n + 5 con-
iunctim multitudinem imparem efriciurit semper 
euadit vel EE 5 vel ~ 5 (mod. 8)? productum 
autem ex omnibus a, b9 c etc, aequale esse de-
bet vel ipsi D' vel ipsi —; D')> hinc patet, cha-

racterem mtegrum formae ( 2 , 1 , —) inuol-

uere vel nullum characterem particularem ex n, 
vel duos vel quatuor e tc , adeoque pertinere ad 
P. lam quum quaeuis forma improprie primi~ 
tiua (positiua) determinantis D spectari possit 

1 — D tamquam composita ex ( 2 , 1, —)atquepro» 

prie prirnitiua (positiua) eiusdem deterrninantis? 

perspicuum est, nullam formam improprie pri-
mitiuam (positiuam) characterem ex Q in hoc 
casu hab.ere posse. In casu altero, D = 5 (mod. 
8 ) , omnia contraria sunt, scilicet # ' , qui etiara. 
erit — 5, certo multitudinem imparem facto-
rum-formae 8 ^ + 5 atque 8« f 5 implicabit/ 
vnde concluditurs characterem forniae ( 2 ? 1, 
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* _ t ± ) ? atque hinc etiam. characterem cuiusuis 

formae improprie primitiuae (pos.) det. J)% per-
t ineread Q, adeoque nulli characteruin P genua 
xmpr. prim. pos. respondere posse. 

HI. Denique pro determiuante negatiuo ge-
nera improprie primitiua nefvatina rursus amtru-
ria sunt generibus improprie primitiuls positiuis, 
scilicet illa 11011 poteruut habere charaeteivm vx 
P vel ex Q, prout. D 13 1 vel ~~: 5 (mod. 8 ) , 
siue prout; — I) est ionnae 8« + 7 vel 8« + *•• 
Hoc nullo negotio deducitur iude, quod ex u>ui-
positione formae ( — l , o, J))% cuius chararter 
est ex Q, cum formis improprie primitiuis ne-
gatiuis eiusdem determiuantis formae impruprie 
primitiuae positiuae proueniunt, adeoque, quau-
do ab his exclusi sunt characteres Q, iieres.sario 
ab illis exclusi esse debeut characteres P} vt 
contra. 

205. Ex dfcquisilionibus artt. 257, 25$ «upra 
multitudine classium ancipitum, quihns omnia pvae-
cedentia suut .supersiructa, mnltae aliae rouclu-
siones attentione pordignat' deduci po>->unt, quas 
breuitatis eaussa supprimere oportet; sequeutem 
tamen, elegantia sua imiguem, praeterhv uou 
possumus. Pro detvraiinante positiuo //, qui est 
numerus primus formae 4« -f* l> vniram tan-
tummodo classem nncipitem proprie primitiuaui 
dari ostendimus; quapropter onmes formae anci-
pite.s proprie primitiuae. talis determtnantis pro-
prie aequiualenhvs erunt. Si ituque h iM «u-
raems inLeger pOvsitiuus proxime minor ijuam 
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yfp, atque p — bb = a*, formae ( 1 , b, — ^')? 
{ — 1 , &, <?') proprie aequiualebuut, adeoque, 
q u u m vtraque manifesto sit forma reducta , altera 
in alterius periodo erit contenta. Tr ibuendo for-
mae priori iu periodo sua indicem o , index po-
sterioris necessario erit impar ( q u o n i a m termini 
primi h a r u m duarum f o n n a r u m si«ma opposita 
h a b e n t ) ; ponatur itaque = 2?n -f- l> Porro 
facile perspicitur, si ib rmae indicura 1 , 2 , 5 olc» 
resp. sint ( — a', h>, a"), (a"7 b", — a'")t ( — 
a1", b'", «") e t c : indicibitvS a w , 2;» -— 1, -im —» 
s , 2/7i — 3 ete, resp. respcmsuras esse formas 
( « ' , b, — 1 ) , ( — a", />', « ' ) , ( « ' " , />", — a"), 
( — flIV, b"1, a"') etc. I l iuc roll igi tur , si forma 
indicis w sit (A, /i, ("*), e andem ibi*4 (— (\ #, 
— A), adeoque. C = — .// et ;; == />7J -f -^-'/* 
Quare quiuis numerus pr imus formae 4/; -f~ x iu 
duo quadrata decomponi potesi ( q u a m proposi-
t iouem supra , art. 18&, c principiis pror.-us di-
uersis dedux imus ) , ei; ad talem deromposi t ionem 
pemeni re possumus per m e t h o d u m simplieissi-
m a m et omnino vniformeiri, seilicel per euolu-
t ionem periodi formae reduc tae , cuius determi-
naus est ille numerus pr imus et cuius tennmuK 
primus 1, vsque ad fo rmam, cuius termini ex-
terni ma^ni tudine sunt aequales , signis oppositi. 
Ita e. <r. pro /; = 233 habetur ( 1 , 1 5 . — 8 N, 

( — 8J 9? 19 •'- ( l9i uh — ?), (~~~7> 11» i&>» 
( l G , 5, — 1 3 ) , (-— 15, 8, 1 3 ) , atqu« -J-,3 == 
64 -f 169. O t e r u r n patet , A uecessario uVri 
i m p a r e m (quoniatn (.•/, i>% — „•*/) dvh^l csse 
forma proprie. p r imi t iua ) , et proiu /* parom. -— 
(^iium pro determinante positiuo p, qui e.*,t nu-
merus p r imus io rmae 4?/ -f 1, etiam i** ordiue 
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improprie primitiuo vnica tantum c!as5i5 ancpps 
contineatur, perspicuum est si g si t mmienis 
impar proxime minor quam yfp-, a t q u e p^ -
gg = 4/r, formas reductas improprie jmmitinns 
( a , g, — a/i) , ( — 2 , #, s/z) proprie aequiualf iv, 
adeoque alteram in alterius periodo contt*utiun 
esse. Hinc per ratiocinia praecedentibus omnuio 
similia concluditur, in periodo formae ( 2, #, 
s/z) reperiri formam, cuius termini e x t c n n ina-
gnitucline aequales sint, signa habeant oppustia, 
ita vt discerptio numeri p m duo quadra ta Hiuni 
hinc peti possit Patet autem, terminos exltTnos 
huius formae fore pares, adeoque m e d i u m ini-
parem; et quum constet, numerum p r i m t n n vni~ 
co tantum modo in duo quadrata de< onuumi 
posse, forraa per hanc posteriorem m e t h o d n m 
muenta erit vel (23, +A, — 23)? v e l (—- P>? 

+ A, _B). Ita in exemplo nostro pro p = 235 
habetur (2 , 15, — 4 ) , ( " 4 ? i5> l 6 ) ? ( l f i ' 3> 
— 14), ( - 14, 11, 8 ) , ( 8 , 15, - 8), H. 233 
= 169 -f 64 .vt supra. 

266. Hactenus disquisitionem n o s t r a m ad 
ftales functiones secundi gradus reslrinxirrm«*) cjuae 
duas indetermmalas implicant, neque opt ts Jutt» 
denominationem specialem ipsis tribueri*. St*d 
manifesto hoc argumentum tamquam srH*ttrm<»m 
maxime particularem disquisitionis genera]h»sim<m 
de functionibus algebraicis rationalibus intrgri» 
homogeneis plurium indeterminatarum rt phi-
rium dimensionum considerare, talesque Jusutio* 
nes secundum multitudinem dimensionum ia 
formas secundi, tertii, quarti gradus e.te^ $n* 
cundum muliitudinem mdeterminataram auteai 
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m formas binarias, temarias, quaternarias eto. 
commode distinguere possumus. Formae itaque, 
hactenus simpliciter sic dictae, voeabuntur formae 
binariae secundigradus; tales autem functiones 
vt Axx + o,Bxy + 'Cyy -j- zDxz + zEyz + Fzz 
( denotantibus J, B, CyD, E, F integros datos) 
dicentur formae temariae secundi gradus et sic 
porro. Proxime quidem Sectio praesens solis 
formis binariis secundi gradus est dicataj sed 
quoniam complures veritates ad has spectantes, 
eaeque pulcherrimae, adhuc supersunt,- quarum 
fons proprius in theoria formarum ternariarum 
secundi gradus est quefendus, breuem ad hanc 
theoriam digressionem hic intercalamus, in qua 
ex primis eius elemehtis ea trademus, qnae ad 
perfectionem theoriae formarum binariarum sunt 
necessaria, quod geometris acceptius fore spera-
m u s , quam si dllas vel supprimeremus, v e l p e r 
methodos mhius genuinas erueremus. Exactio-
rern autem de hoc afgumento grauissimo disqui-
sitionem ad aliam occasionem nobis reseruare 
debemus, tum quod ipsius vhertas limites huius 
operis iam nunc longe egrederetur, tum quod 
spes est, luculentis adhuc incrementis eam in 
posterum locupletatum iri,, Formae vero , tum 
quaternariae, quinariae etc. secundi gradus, tum 
omnes superiorum graduum hoc quidem loco ab 
instituto nostro penitus excluduntur * ) , sufficiat^ 
que hunc campum vastissimum geomelrarum at-
tentioni commendauisse, in quo materiem ingen-

*) Propter hanc rationem formae binariae vel ternariae SBC1M-* 
di grddUS in sequentibus semper sunt intelligeudae, quo-
fcies de talibus fonnis simpliciter. lo^uemur. 

;D d 5 
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tem vires suas exercendi, &rithmetkamque sublx-
miorem egregiis mcrementis augendi inuenient. 

2267. Ad perspicuitatem multurn proderit, 
inter tres indetermiuatas, in formam temariam 
ingredientes, simili modo vt in ibrrois binariis, 
ordinem fixum stabilire, ita vt indeterminata pri~ 
mar secunda et tertia ab inuicem distinguanturj 
in disponendis autem singulis formae partibus 
liunc ordinem semper obseruabimus\ vt primnm 
locum obtineat ea pars quae quadratum indfter-
xninatae prirnae implicat, in sequentibus tvae 
quae implicant quadratum indeterminatae ,senm-
dae, quadratum tertiae, productum dupltim se-
cundae _in tertiam, productum duplum primae 

"m. tertiam, productum duplum prinrae in 
secundam deinceps seemantur; denique mimeros 
integros determinatos per quos haec quadrata et 
producta dupla rnultiplicata sunt eodem ordine 
coefficientcm primum, secundum, tertium, qucir-
tum^ quiritnm, sextum vocabimus. Ita cr.rx -f 
a'x'x' -f a"x"x" -f 2bx'x" -f '2b'xx" -f •2b".tx' 
erit forma ternaria rite ordinata, cuius indrtor-
minata prima x, secunda .r', tertia jr", roi;mYieiis" 
primus a etc, quartus b etr. Sed quoniam nd 
breuitatem multum conferet, si non semper ne-
cesse est, incletorminatas forma« ternariae pcr 
jiteras peculiares denotare, eandem formam, qua-
tenus ad indeterminatas non respicimuK, etiam 

iioc modo (j^* ^/ £„ J designabimus. 

ponendo bb — a'a" = A% b'h' — aa" = 
A'9 h»blt — aa> =5 A", ah — b<h" = B, a'b' — 
bb" » JB't a"b" ~~ bb> = B", oritur alia form* 



/J, A', A"\ 77 r fa> a*> s"\ 
\B, B'l B")'"F' <PSkXnformaR \b, //', *"/ 
...f, adiunctam dicemus. liinc mrsus inuonitur, 
denotando brruitatis caussa nuracmm ahh -f a'b'h' 
•f a"b"b" — aa'a" — abb'b" per D , ii/j — A'A" 
= * D , 5'J5' — w^» = <w;, />/;•' — AA* = 
* » # , f̂J5 - B'B" = hl), A'B> — /Jfl» = fi'/J, 
^ " / i " — BB' = £>"JJ, vrule patet, formae F 

,. faD, c>D, tr<D\ . 
adiunctani nsse iormam ij,j)t ;,*/;, ir<J))- ^11" 
merum D , a cuius indole proprietatrs fonma" 
temariae / imprimis peudent, drh'rmmaniem hu-
ius formar vocabimus; hoc*. mndo determirians 
formae F fit = DD, siue arquaib> quadrato de 
terminantis f o r m a e / , rui acUuncta es»L 

Tta e. g. formae ternanae f *V ___ -v ) 

adiiutct. «<t ( ~ 3*2; I ? t " ; ~ I ' l ; ) , vtriu«iu« 
delerminaus = 1. 

Formae ternariae determinantis o ab mm«sti-
gatione sequente omniuo exchulentur, qutppe 
quae, vt in iormarum ternariarum theoria, alia uccn-
sione vberius tradenda, ostendetur, xpecio tatitum 
sunt temariae, reueraque binariis aecjuipollrntes. 

268. Si forma aliqna temaria^/determmau-
tis 7), cntus indetermiuaiae suut. :i\ .r', .1" (nuta 
prima = x etc\ t \u lormam ternariam g tletcr-
•minnntis /*.'. cutus hidfiernnnatae sunt yt yf, y"f 

transmutatur per substitutiouem talem 

x = tty -f- G/' + yyu 

x' = *y + ^y' T yy 
x" = «fc"/+ €"/' -f •>"/" 
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vbi npnem: coefficientes «,' 6 etc. omnes suppo-
nuntur esse numerr integri, breuitatis caussa ne~ 
glectis mdeferminatis simpliciter dicemus,/trans-* 
Ire in g p«r substitutionem ($) 

*'9 &J y1 

ritt tu '..a 

atqne f implicare ipsam g, siue g sub f cdnten-
tam esse. Ex tali itaque suppositione sponte se-
quuntur sex aequationes pro sex coelficientibus 
in g-, quas apponere non erit necessariurn; liinc 
autem per calculum facilem sequentes conclu-
siones euoluuntur: 

I. Designato breuitatis caussa numero e€'y" 
+ €>'«" + >*'o" — >€'«" — ay'&'r— CAY< 

per k, inuenitur post debitas reductiones E = 
kkD, vnde patet, D metiri ipsum E et quotien-
tem esse quadratum. Patet itaque, numerumi 
pro transformationibus formarum ternariarum si-
mile^quid esse, ac numerum *P — €y in art. J 5 f 
pro transforirj.ationibus formarum binariarum, 
puta radicenl quadratam ex quotiente determi-
xiantium, vnde coniectare possemus, diuersitatem 
signi ipsius k etiam Mc stabilire differentiarn es-
sentialem inter transformationes atque implicatio-
nes proprias et improprias. Sed rem propius 
contemplando perspicuum est, f transire in -g 
etaam. per hanc substitutionem. 

w, — c, ~/ 
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ponendo autem in valore ipsius k pro <*» ••<— *f 

pro f> —-•£ etc. prodebit —- ft, quare haec substi» 
tutio substitioni 6* dissimilis foret, et" quaeuis for-
ma ternaria, aliam vno modo -'implicans, ean-
dem etiam altero modo implicaret. Talis itaque* 
distinctio, quoniam in formis ternariis nullunx 
vsum habet, hic omnino proscribetur. 

II. Denotando per -F7 G formas ipsis f, g 
resp. adiunctas, determinantur coefHcientes in F 
per coefficientes in f% coefficientesque in G per 
vaiores coefficientium forma.e g ex aequationibus* 
quas suppeditat substitutio S notos. Exprimendo 
coefficientes formae f per literdS, ex compara-
tione valorum coefficientium iormarum Fy. G 
nullo negotio confirmatur, F iraplicare forrnam 
G atque in eam transmutari per substitutio-
nem (<SV) 

&y" — €"v', v'*" ~~ v"«\ •'£" — «"* 
£<<v _ . Cy", y"« — yu», u"S — «,£« 

W — &y, y*1 — y'u, u& — u'G 

Calculum ipsum nullis difficultatibus abnoxium 
rion adscribimus. 

I I I Forma g- per substitutionem ($") 

Qyii _ £«y<} Q„v __ tytf £yi ___ fy 

?'<*" ~ y "* ' , v"« — v*"» V*' — yU 

M<£« — a / /^ „„* — at", «& — «'£ 

manifesto in eandem formam transmutatur^ m 
^uam / transit per hanc 
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kf O) o 
o , kf o 
o, o7 k 

jsiue in eam? quae oritur muitiplicando sifigulos 
coelficientes formae f per kk Hanc formam de-
signabimus per f. 

TV» Prorsus simili modo probatur? foxznam 
G per substitutionem (S'") 

a., et,'$ « " 

r> y'> y" 

transire in formam, quae oritur ex I!\ multi-
plicando singulos coefflcieutes per kk. llanc iur-
mam exprimemus per 2 '̂. 

Substitutionem 5*"' oriri dicemus per truns* 
positionem substitutionis; Si tunc mnniifsto *S* 
rursus prodit ex tran.sposilione substituiiouis S'"; 
atque S'7 S" altera ex alteriu> trans-jjosition»*. -— 
Substitutio S' commodc anpfilaii pntcst stibstitti-
tioni,«S* adiuncta7 \nde substitutioni S*" atliuncu 
erit S"t 

269. Si non modo forma f implicat ips.im 
g, sed eliam haec illam, foi'uuu\/", g ut\j-uiim-
lentes vocabuntur. In hoe itaque ca>u mni ino-
do D ipsum K metietur, sed ettam E ipsum 
D, vnde facile conciuditur e*--se, debi'iv i) 
= E. Vico vorsa autem, si fonna / implu-at 
formam g eiusdern determiuantis, liae duao for-
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mae erunt aequiualentes. Erit enim (adhibeiuia 
eadem signa vt in art. praec. excipiendoque ca-
sum vbi D = o) k = Hh l -> adeoque forma f% 
in quam transit g per substitutionom vV", cum / 
identica, s i u e / s u b ^ r eontenta. Porro patet, in 
hoc casu etiam formas F, G-', ips ius / , g adiun-
ctas, iater se aequiualentes fore, posterioremque 
in priorem transire per substitutionem S'". I)e-
nique vice versa, si Ibrmae ,/>', G aequiualeiites 
esse suppomuiturj atque prior trau&it in posterio-
rem per substitulionem 1\ etiam formae /", g 
aequiualentes emnt, transtbitqiu* f in g per snb-
stitutionem ipsi T adiunctam, atque g "m f per 
eam quae oritur ex transpositiono subMhutiouis 
21 Nam per has duas substhutioncs resji. transit 
forma ipsi F adiuncta iu iurmam ipsi (r adiuu-
ctam atque Iiaec in illamj ha«> duae ionuao au-
tem oriuutur ex f\ g multiplicaudo sin«ulos 
c.oeflicientes per D?- vndv uullo negotio u m d u -
dhur, per easdem substitutiones u ' o . m i r e / m g7 

atque g iri f reso. 

270. Si forma ternaria / formnm terna-
riam/' implicut, atque haee f o r m a m / " : impli-
cabit etiarn / ipsarn / " . Facillime euiiii perspi-
cietur5 si transeat 

fiu f' jwwr subjtitutiafttttu 

«*'* C, v* 

'finf'* J J « •utatitutioMtm. 

f traasmutatum ix£ per substitutioiiem. 
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«* + « ' + y$", m + C«' 4- v*", *{ + C? +* H" 
K'J> + C'J' + .y'*', *'i + C'*' + y'«", *'£ + C'£ 4* y'£" 
«»}+ C"P 4-y''*"> »"«. 4- CV + *"*", *"{4C"^ + >"£* 

In eo itaque casu, vbi / aequiualet ipsi f'f 
atque / ' i p s i / " , forma / etiam formae f" aequi-
ualebit -—' Ceteruni sponte mamfestum est, quo-
modo liaec theoremata ad plures formas siat 
applicanda. 

271. Ilinc iam patot, omnes formas* terna-
rias, perinde ac bhiarias, in cltixxrx tiistribui 
posse, referendo ad classem eaiutcm iormas 
aequiualeiites, non aoijuiualentes ad tlituTsas. 
Formae itaque determiuautium diuer.sorum rerto 
ad classes diuersas pertinebunt, et proin dasses iuii-
nite.multae formarnm ternariarum dahuntui'; ior-
mae autem ternariae eiusdem determinautis mo-
do rninorem modo maiorom rlassiuni nuriuuuiu 
efficiunt; quod vero tamquam projirietas pal-
maris harum formarum est ('imMdt'i\uulinn, 
oiuncx formae, ciuxdvm drtrrminmitix dr.ti sem-
pr.r co/istituunt clcixxium t/iu/titudinem J i ni i tim. 
Euolutioui vberiori huius ^raui^imi throrciua-
tis praemittenda est exniicatio secjuentU «. i L f 1*« - -
rentiae esseiitialis, quae inter fonuas trnuuias 
obtinet 

Quaedam formae tentariae ita snnt nmipa-
ratae, vt per ipsas sine dLsminine iV|inu*s<in?ari 
possint numeri positiui et imgutiui, r, g iorma 
xx + yy — zzy qiumiobvem Jhrmae indrfitutue 
vocabuntur. Contra per alias* numeri uegatiut re-
praesentari uequeuut, sed (praeter ciiram quae 
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proditj ponendo singulas indeterminatas = o), 
positiui tantum, vt xx 4~ yy 4- zz7 quare formae 
positium diceuturj denique per alias numeri po-
sitiui repraesentari nequeunt, vt — xx — yy 
—. zzj vnde appellabuntur fbrmae nfigatiuae$ 
formae positiuae e t negatiuae nomine communi 
formae definitac. dicentur, Ecce iam criteria ge-
neralia, per quae iiaec formarum indoies discer-
ni poterit 

Multiplicando formam ternariam f = axv 
4- a'x'x' + a"x"x" 4~ A>x'x" -|- *h'xx" -f nb"xx', 
determiuanLis I) pcr a, deuotaudoque eoefitritm-
tes formue ipsi f adiunctac, prriude vt iu art. 
s()8 pcr AT A'] A", / i , //', /J", prodit (ax + 
b"x' + b<2")~ •— A"x'x' + '2lhlx" — A'r"x" 
= g-; inultipliraudo denuo per „.•</*, prouemt 
A'{ax -f- W + &'.r»)1 - (,-/'.r» -— /»V)~ + 
aDx'x' = /*. Hinc statim ruududitur, si tum 
•/*', tum ff/J siut n u m m uegatiui, omnes valores 
ipsius h esso uegatiuos, VIUUJ nianifesto per l»>r-
mam f tales tuntummodo numeri renraeseutati 
poterunt quorum signum oppositum c.st siguo 
ipsins aA', i. e. idfmticuut cum signo ipsius /r, 
siue oppo.vitum signo ipsius 1). lu hoc itaquo 
casu / erit forma drlinita, et quidtmt positiua 
vel negatina, prottt; a est positiuus vel. iiegutiuus^ 
siue prout 1) est uegatiuus vel positiuus. 

St vero vel vtorque « /} , Al cst positiuus, 
vel alter positiuus alter negatimw (uemvr ~= o}, 
facile perspicietur, // per debitarn quamitalum 
x, x', x" dotenninationeni valoros tum positiuos 
tum negatiuos nancisri posse. Quare in huc 

E e 
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casu f valores tum eodem signo ttffectot vt aA* 
tum opposito, obtmere poterit , ' eritque adeo 
forma indefinita. 

Pro eo casxi, vbi Al = o, nequc vero /7 = 
O, iit g = (r / r -f &".r' -f- Z/U"')1 — x' (y/".r' 
— %Bx"). Tribuendo ipsi .r' valortmt arbitari-
um (qui tamen non = o ) , arcipiondoque xa 

/l"x' 
lta vt ---,,- — •£" Mimum idom obtiwat ^t XU*' 

(quod fieri posse faeilo porspicitur, qutim /> ne~ 
queat esse = o, hinc euim foivt Hll -— A'A" 
= aD = o, adcoquei eliam /J = i». qu<*m ca~ 
snm exclntlimus), erit .r' (V.Rr' — uJli"'- mu»n-
titas posiuua? vnde iacile patet, x iia detrrmi-
nari passe, vt g obthirat valorcm nc»^at"u-'tmi. 
Manilasto hi valores etiam ita accipi poterunt, 
vt, si desidoretur, onmes Mttt integri. I)tinique 
patet, si ipsis .r', x" valores quieunqiu1 trlbuautur, 
ipsum x tatn maguum nceipi pos.se, \ l ><r iiat. po~ 
sitiuus. Ilinc concluditur, iu hoc casii lormaiu 

J' esse iudefinitam, 

Deuique si a = o, e r i t / = a*x*x' 4* zbx*xH 

+ a,ux,lxiS + 2.r (&'(*' + />'x"). Aaiphmda ita-
que jtf, x" ad lubitutn, ita tamen vt b"xl -f /;'x'M 

non sit = o (quod manUwsto feri poieiit, nist 
simul b' et b" sittt = o^ tunc auttnn foiet /> «s 0), 
xxullo negoiio perspieitur, x ka detcnuitiari jwsse, 
vt / obtiueat valores tum posUmo^ tum tiegatmos, 
Quare ctiam ia. hocce c a s u / eiit forma mdefimuu 

Eodem modo, vt hic ex m i n w k al)f Al 

indolem formae/dttudicauimus, e&un uD Q%AM 

http://pos.se


455 

a&biberji; possunt, ita vtf sit forma definita, «i 
tm» aD tuiri A" sit negatiuusj indefimta' in 
©mnibus reliquis casibus* Nec non prorsus simili 
modo eidem fini inseruire potest consideratio 
numerorum alD et A7 vel horum a'D et A"f 

vel horum a"D et ^ , vel denique ip&orum a(iD 
et ^P.. 

Ex hls oinnibus colligitur, in forma definiia 
sex numeros A7 A'j A"7 aD, a'D, a"D esse ue-
gatiuos, et quidern in forma posiliua <z, a* y a'1 

erunt positiui, D iiegatiuus$ in negatiua nutem 
a , a'^ a" erunt negatiui, D positiuus. Hiuc pa-
tet, omnes formas temarias determinantis dati 
positiui distribni in nogatiuas et iudefinitas$ 
omnes autem determimmtis negatiui in positiuas 
et indefinitas; denique fonnas positiuas determi-
nantis positiui, seu negatiuas determmantis ne-
gatiui omnino non dari. — Ibinde facile perspi-
citur, formae definitae semper adiunctam esse 
definitam et quidain Mgatiuam, indefinitae h v 
definitam. 

Quum omnes numeri per formam terna-
riam datam repraesentabiles mauilesto ctiam per 
omnesformas hnic aequiualentes repraesentari pos-
sint: formae ternariae in eadem eiasse contentae 
vel omnes erunt indefinitae, vel omnes positinae, 
vel omnes negatiuae. Quamobrem has fbrma-
rum denomiuationes etiam ad classes inte»ra$ 
transferre licebit. 

2?a. Theorema in art. praec. proposHum, 
quod omnes formae temarUe determitianlis dati 

E e » 



m multitudinem finitam classmm clisstribrmnitin, 
per- metliodum ei qua 111 fonnN b'nariis vn MI-
xnus analogam traciuVimus, ,si iikvt oMimdoudo, 
primo, quo puc.to qiuieuls jonna teruaria ad for-
mara simpliciorem reduci pos.sit, dein, fnrma-
rum simplicissimarum (ad quas per t;d<<s rodu-
ctiones perueniatur), multitudinem pro quouis de~ 
terminante dato esse finitam. Supponamus ge-
neraliler7 propositam er&se formam teinariam f 

= (?' n1 / , / ) determinautis D (a cifra diuersi), 

cmae per subsututionem (6) 

C* y 

C " , 

'' *.' 
l> 

iranseat in aequiualentem g = ( j"* !f,f '", J; 

versabiturque negotium noslrum in eo, \t <*, 6, 
/̂ etc. ita definiaulur, vt forma «• .simpiinor cua-

dat quatn f. Sint iormae ipsis /", # adhuuiae 
/A, A\ A«\ / ,T/, /W'. ;]7"\ 3 

i e s P" ( /J , iis / ^ ( iVj A% A'»> 1«** d f i-
signentur pori^ f7. Ttmr per art. miu. Ftran4b.it \\\ 
Q per substitutionem ip.si .V adUuu*ttim? <7 auiem 
irt F per subj.titutiou»>m «*x tran.spositiune ipMus 
S oriundam. Numorum #£-y" -f -»^."'x -}- ^*4y' 
—— <t'*C'y — &6"V •— &'%y" ̂  <jui c>so debobit 
vei == -f l vei = — i , denotabimus per &. 
Quibus ita factis, obseruaiuus 

1 St fiat y = o , y =s o, *« «s- 0, €« ss 
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m' = ^ee+^M^' + «'•'•' 
m " = a"5* rz = ' K * ' + &'•? w/ = fo'-f &'* 

»" = 0*C -f. &"•{«#.+ **') + <*'*'•' 

Praeterea esso debnbit «*'' — &*' vel = -f i vcl 
:— — i„ Iliuc manifestiim c\st, iununm bina-
riam ( # , b", a'*), cuius detormiuans tvst ^/"? 

Iransmutari per substilutionem ** *•> «'» -' in *hr~ 
mam binariam ( r o , / i " , m'} detrrminantis M"f 

ct proin ipsi aequiualere. propter *'•' —- &*' = 
± . l , vnde erit M" = .//", uuod etiam dircrte 
fecile coniirmatur. Kisi itaque (a^ b"y W) iara 
est forma simplicissima in classe sua, ipsos* tff £, 
«'* £' ita delenninare licubit, vt ( m , n", m*) Mt 
Jorma simplicio^ et quiuVm t» thooria ar»ouiua-
lentiae fonnarum hinariarum faclle coucluditur, 
hoc ita fieri pos-e, vt m non sit malor quam 

^ — %An
f si -*/" fuorit nogatiuus, v«*l non maior 

quam yfA"f si „*/" fuorit po«itiuus, vi*l m = o 
^i rf4" c= o , ita vt iu omuihus ca^ibus valor 
(absolutus) ipsius m certe vd saftetn vsqui» acl 

V"db %An deprhni poss.il. Hoc itarnie mocio for-
ma f ad aliam reducitur n^ffioioutem jirimuttij 
si fieri poiest, minorern haheulem, «?t ciuus lor-
ma adiuncta coeffieirulem tfiitum euudetu ha-
het vt forma V ipsijf adiuuc.ta. ln hoc touMstit 
rcductio prima. 

II. Si vero fit < * s = I , C a s o , y » a o , « ' s » 
m" = o , erit A = «V1 —' **V « ifc l j suiw.i-
tutio itac|ue ljp$i $ adiuBcta erit 

E e $ 
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+ r» °* ° 
"" o, y"> - C 

O, — y', C 

$>er quam F transibit m G. Habehitur itaque 

m = a7 n* = fcy + &«>'• n" = K " + &";* 
mf = «'£'»' + sZ>«'£" + > » * 
772" = •#'>'>' + 3&"/V + <2"y'V-

j$ == «'«V -f 5 ( 6 V ' + y'£" ) + a"&'yu 

M1 = AW—aBW+dfY'?* 
N = — ^ " y " + ZJ('V' + '/<•') — -*K'y' 
ikf"= ^'£"?« — a i W + A"S& 

Hinc patet, formam binaviam {A"? JJ, y^ ) , cu-
ius deterininans est Z?a, transire per substittitio-
nem C', -?- y', — f», y" in forrnam (M"7A\iVh) 
deteraiinanlis Z?m, adeoque (propter c'y" — y'o" 
= + l , vel propter Z?rt = Dm) ipsi aetpiiua-
lere. JNLsi itaque ( ^ " , /», .-/') iam osf iorma 
sirnplicissima chhssis suao, cottfficientos £', y', £"T >" 
ita determinari poterunt, vt (ZIZ", /V, i l / ' ) fcit 
simplicior, et quidem hoc vsemper pot^ril ftVrt 
ita, vt M" siue respectu signi non sit maior 
quam-y^+. y Z^/, IIoc itaque modo forma / rc-
ducitur ad aliam coeffidenfem primum cimtlota 
habentem, sed cuius foriua adiuncta coi:fhVh*n-
tem tertium si fieri potest mmorem habi*at 
qaam forma F ipsi f adiuncta. In hoc coiiMstit 
reductio secunda* 

IIL Si itaque jf* est forma temaria, ad tjuam 
negue reductio prima necmo «ecunda est applica-
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Hlis, i. e. quao per neutram in formam simpli-
ciorem transmutari potest: neees.sario orit tum 
aa < vel = %A, tum AA < vel = %aD sine respe-
tu signi. IIuic # 4 erit < vel — --J y*>/, adeo-
que a* < vel = c£aD, a*< vel = QD, et d 
< vel = %\fD ; liinc rursus AA < v e l = -X-£V'7) + 
atque -^ < vel = ^\fV\ Quamoluem. qnamdiu 
a vel ^ hos limites adhuc superaut, nece.-sitrio 
vna aut altera rednctionum praecetlenttum ad 
formam / applicari poterit — Ceterum haec 
conclusio non est conuertenda, quum vtique sao-
pius accidat, vt forma teniaria, cutus coHhViens 
primus, atque coefficiens tertius fonnao adimu/tue 
iam sunt 'inira illos limites, liihihmrinus p**r 
vnam alteramue reductionem adhuc simplicior, 
reddi possit 

IV. Quodsi vero ad formam ternariam 
quamcunque datam determinnntis D aUernis vi-
cibus reductio prima et secunda applicautur, i. e. 
ad ipsam prima vel secunda, ad ea,m quae hine 
resultat secunda vel prima, ad eam quae hinc 
prouenit iterum prima vel secuuda e t c , manife-
stum est, tandem necessario ad formam peruen-
tum iri, ad quam neutra amplius applirnri pos-
sit Quum enim maguitudo absoluta. tutu coeffi-
cientium primorum formarum hoc: modo pro-
deuntium, tum coeiTicieutium tertiorum iurmarum 
ihis adiunctamm continuo aiteruis vicibus eadem 
xnaneat atque decrescat, hic progressu»- tiere»sa-
rio tandem alicubi imietur, quia aUoquhi diuw 
series mimitae munerorum contmuo ui.'cre.\ct»n-
tium haberentur. Ilinc iam nacti «mmus egrtv 
giura tfieorexna: Quacuis fornta ternmia dcter-

E e 4 
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minantis D rrduri potrst ad dliam aequiualm» 
tr.m, cuius cor.fficirns primus ?ic,a sit maiar 
quam ^\/^.D7 atqua coefficirns trrtius Jbrrnar ipsi 
adiunctac non maior quam % \fDx .sine respccttc 
signi-, siquidem Jorma proposita his pnynirtati-
bus ipsa nondtan rst pracdita. — Cei.erum loco 
coefficientis primi formae f atque tertii iormao 
ipsi f adiunctae prorsus simili modo tractare 
potuissemus vel cottfficienleiu piinutm ibrmae 
apsius et secunclum adiunclae; vel secundum ior-
rnac ipsius et primuru vei tertium adiuuctaes vel 
tertium formae ipsius et primum vcl sernudmn 
adiunclae, quibus viis perinde ad tinem tmlns 
proposilum perueniremus: sed e re c»st? nnMho-
do vni constantcr aclliaeivrc, quo iaalius opera-
tiones lmc pertlnontes ad algorithmum fixmu 
reduci possint. Deuique oWaiamus , duolms 
coelTicienUbusj quos infra limites fixos deprimere 
docuinius, limites adbuc minores constitui possc», 
si formae definitae ab indefiniiis sepnreutur; m>c 
¥ero ad iustitutum praesens non est necessarium. 

S75; Ecce iam quaedaiu excmpla, per 
quae praecepta praecedentia mngis illuMrabuiz-
tmr. 

/"—825, —166» —398^ n — « n / 
V. 357» 573»— 37tty7 • — — - 1 . yuum ( ig f if 

m) sit forma binavia reducta, cui alia, termini 
prirtu mmoris quam ig$ non awjumatet, retlw-
etto pvima hic non est applkaMlisj forma bmaria 
(A"7 B7J>-) = (—.598, n?, — i66)'auteim 
per theoriam aequiualeutiae forxuarum binaxiaram 



in simpliclorern aequiualentem ( — », i , — xo) 
transmutabilis inueriitur, ki« quam transit per 
substitutionem &7 ?7 5^ 11. , «Faciendo itaque £' 
= 2, y/ = — 7 3 b« = • < 5 , y« ss- H ? appU-
canda erit ad formam jf substitutio 

1» o , o 
o, », —r 
o, — 5 , i i-

per quam Inuenitur transire in hanc 

( - ^ « ' - i l l ) - • / ' • Coefficion. tor-
tius formae, liuic adiutictae, est — 2 , quo re-
spectu y1 simpiieior est ceusenda quatn f 

Ad formam f applicari potest reductio 
prima. Scilicet tjuimi forma blmiria ( 1 9 , — 
$*! 354«) traustmuetm: iu ( I , o, 2 ) per suhsti-
tutionem 13, 4 , 3 , i : applicanda erit ad jfor-
mam f substitutio 

15, 4? o 
5 , 1, o 
o, 0 , 1. 

per quam transit in hanc (*± * * f%6^) . . *•/ ' 

Ad -formam / " , cui adiuncta est 

( z 12'"" 32!3' iiao)> dcuuo w 1 ' ^ p<*«* 
reductio secunda. Scilicet ( — 2 , —- 95 f — 
45*3) transit per substitutionem .|jr, 1, — 1 , 0 
in ( — 1 , i , —* £>)- quamobrem a d / ' appli-
canda erit substitutio 

Ee 5 
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1", 
O, 47,-— i 

1 , 0 

per quam transit irx (\'tl
5J\l) y / " ' • 

Iluius coi-fficions primus ptn* reductionem pri-
xruim amplius diminui non potrsr, nrqtie iur-
mae , ipsi adiunctae, tertius pt*r seauulum. 

Ex. 2. Proposita sit forma C ul" fl *' " J 

4 . . fy cui adiuncta est (""„?' H ?"' """ *l44 ) f*1 

cnius dctennmans = s. Hic Miurwim rt>pt*ri~ 
untur, applieando aiternaum roductioucm seciui* 
dam et primam, 

«ubstitutxonu ftt <JUM t rann t I h 

x , v , 
O , — 1 , / 

4, — i 

o , — i , 

0 , - 1 . 
a, — l 

/ %s» a \ ^ xw< 

f" C-2-S0 - / w 
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'Forma : 'f*9per reductioriem primam veL secun* 
dam -vlterius deprimi nequit 

S74. Quando forma ternaria habetur,' cuius 
cogfBaens primus, atque formae adiunctae tet-
tius, quantum fieri potest per methodos praece-
dentes sunt depressi: metkodus sequens redactio'-» 
nem vlterjorem; suppeditat 

Adfaibendo signa; e^dem vt .£n art. a f s , et» 
ponendo « = 1, «' = o? 6* = i ? « " ' = , o , 6' 
= Oj 7" = 1, i e, adh|iben!4o substitutionem 

x ,. C* y 
O»' I , ' / 
o, o„ r 

erit m = a, m> = ' « ' + ab"Z + d£S, m" = au 

+ 2&v' + 2&'y + aw + a£"yy' + «Vy', n = & + 
flV'+ &'» + 6" (V + Cy'} ~f- tffy, /7/ = b' + 
^y + &'V? «" =— &</ -f. a+\ praeterea M" = ^" , 
i V = £ — ^ v , -W = & — M—A"Y. Per talem 
ttaque substitutionem coefficientes #, ^ « , qui per 
reductiones praecedentes dimiiiuti sunt, non mu-
tantur; quamobrem negotium in eo versatur, vt 
per idoneam determinationem ipsorum £, y, */ 
depressiones in coefficientibus reliquis obtiueau-
tur. A.d liunc finem obseruamus primo, si 
fuerit A" = o, supponi posse, esse etiaia tt 
= oj si enim « non = o, reductio prhna ad-
huc semel applicabilis foret, quum euiuis ibrmae-
binariae determinantis o aequiualeat forma talis 
( o , o, h)9 siue cuius temunus primus = o (V. 
art. »15). Prorsus sbnili rat&one supponere licet, 



esse ctiam ^ ' = o, si fuorit « =2 o, ita vt vcl 
neuter nmnerorurn a, A" sit o vel vterque. 

In casu priori manifestum rst, ipsos £\ V, y' 
ita doterminari posse, vt sine respoctu M*-.SU /;f/

? 

iV, iV' resp. 13011 siut nmioms quam lat\ri", %.J >« 
Ita iu exemplo prhno ar t praec. transib.t tmuia 

postrema f J* 2
(^

7, ^6 \ cui adiuuda est 

(— 5*3»— 2* — 1 \ suustitutiouejn; 

1,-16, 32./> A 

1,—'16,- 1.6 
o . 1 ,— 1 

in hanc f *' ** x J . . . / l v
f cui adiuncta est 

/ * ~ - I , ~ I, — l \ 
V. o, o, QJ 

In casu posteriori, vbi a = ^ " = o, acleo-
cme etiam &/> = o, erit m = o, m' = n% m1' 
• = «» .+ sby1 + 3/>'y + «.'>*>'» /1 =s & + /IV + 
J»C? ri' =• b'9 n" = 0. Erit iuque /^ = —~ 
^'b'jb^;= ~— m'ti*n*$ perepicieturqtm fariift, £ et 
y ' ita determmari posse, vt n fiat acqualk resi-
duo .absolnte minimo ipsius b secnmium modu» 
lum qui est diuisor communis maximns ipsormn 
af

9 b'r 1 e. vt n fiat non maior quam s&rmstts 
Jhuius diuisoris mie respectu mgnl$ adeuque /* = 
o , quoties a', b1 intnr se snnt prirru. Ip*is £, «/ 
In hunc modum determinatis, valor ipsius y ita 
accipi poterit, vt .m" non sit maior quam b* Mne* 
yespectu signi^ k®& qpi&mi ixxmoisibUc CSJW£ 
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quando b> = o? tunc vero foret Z> = o, qu<*m 
casum exclusimus. Ita fit pro forma postrema 
in ex. a art praec. «, = — 2 — » + 2-,', vnde 
statuendo C = — 2? v' = <>5 & « = o, porro 
m/,i = 2 — &y? et ponendo y =• i ? w = o. 
Habemus itaque substitutionera. 

per quam forma iUa transit m Q^-J^, QJ **•/** 

275. Sii liabetur series formarum temaria-
rum aequiualentium j \ j \ /'•>, f»>. e t c , atquer 
transformatioues cuiusuis harum formnrum "m. 
sequsmtem: ox transformationibus formao / in / ' , 
formaeque / ' iu j " per art. 270 deducitur trans-
formatio f o r m a e ' / 111/"$ ex hac atque tnm^C 
fonnue / " in / ' " sequitur tr.msf. formae / in /*" 
e t c , rnanifestoqiae hoc pacto transibrmatio for-
xnae / in quameunque aliam seiiei inueniri pot-
erit. Rt qumn ex transiormatione formae / in, 
cruamcunque aliam aequiuateutem. g deduci pos-
sit traiisformatio formae g in / {S" ex *V artt. !ihSP 

&09), hoc morlo erui. poterit trausformatio rn-
iuslibet formae svriei/% / " ete, in prbnam / . —— 
Ita pro formis exempli primi urt. praee iime-
niuntur substitutiones 

*5> 4* « 
6, 3 , - 7 

X %' """"̂  -*P * JL 

O ? 0'| 1 

1 3 , - 3 0 , lt> 
0,— 9, 7 

— 9, 14,—11 

aa iUa transit £n f ° 

liabetur series fon 
entium / ; /-, /•/, y 
es cuiusuis haruu 
: transformationibu' 
iu f" per art. 270 
.ae */ iu /"5 ex 1; 
f"' sequitur tr.msf. 
Dquo hoc pacto tr 
ncunque aliam seri 
[i ex transfomiatk 
iliam aequiuateuter 
LO formae g in / (> 
Dtlo erui. poterit t 
> svriei /% / " ete, i 
s exempli primi 
.utiottes 

13> 188,-
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per quas / • trausit ia / " , /w / / l y resp»f. et ex 
tiubst» vltima haec ' 

i , 4J 4 

5?—*> 5 

per quam / l v transit in. / Simili modo pro ex» 
s art. praec. prodeunt substitutiones 

i , — i , i 
*—-5> 4?' * 5 

i o , — 1 4 , i i 

S j _ 3 ) _ x 
5, i f o 
2 , A , 1 

per quas resp. trtosit forma f1®* 2<5} 2*) m 

( t - i , oj' at^xe liaec in i l l a m « 
S76. THBORP.MA. Ciasshtm, in quas amnes 

formae •ternarim determlnantls dati distribuur.tur, 
multitttdo semper esi fiuita, 

Dem. I. Multitudo omiiium formarum 

( ? V t") dcterminantis c^at"1 ^ ? m quibus « 
= 0, fc" = o, /; nou maior qnam seinUsis di-
uisoris comm. xnax. mmieromm «', /»'j A" non 
maior quam &', mauile.sto »*t fiuitn. Quoniam 
enim esse debet afyb* = D , pro /;' aVti i Vovos 
accipi nequeunt, quam -f- 1, — j ai'*r .»*iiia« 
quadratorum ipsum D meticmtinm < sl i;f»-,.» uliu 
praeter 1 dautur) &igno positiuo w. n.^athio ;u-
fectae, quorum valorum multitudo linita • t'*»t. 
Pro singulis autem vuloribus ipsius b' valor ipsius 



a* est determinatusj ipsorumque &, <7" valores 
manifesto limitantur ad multitudhunn fiuitam. 

II. Simili modo fmita cst multitudo omnium 

formarum (l\ %\ f,) determinanl.ls D, m qui-

hus a non = o , m«que maior quam f V ""*" ^ * 
£/,£// —. tffli — .//" non == o neqim muior 
quam %\fDx\ b" nonmaiorqnam l<r, tth — b'h" 
= B et a'b' — bb" = .£' non maiorcs quam |^/". 
Nam rnultitudo ormiium combinationum ^atorum 
ipsoram a, b", A", B, B' Hnita t>rit; hU^ voro 
singulis deter/minatis, etiam formae ivn;iiidtmtes 
reliqui a>, b, bl, a", coPffidentesque formatt ad-
iunctae bb — a'a" = sf, b'b' - ati" = ^ ' , 
a»b" — bb' = B" dptcrminati uruut j»»r aoqua-

. b"b'' — yl" , JU>~- nP 
tiones hasce: aJ = —--•—• — A' == • ••• *•,- ~-> 

it yi' 

A == B'Bi ~~~ a'& B» = - » / ? ' + /""'/) & = 

'AB— B'B" __ ___ JOV + B'b" , , _ ^'/?' — 5//" 
^ , W + jg'a ali==L^'sz/p _~ bb~~~sL ~~ 

-«" ? # ~~~ « ' * ~~ 
.—„—_, , j a m qutim omnes illae format» obtin-

eantur, eligendo e cimctis cornbmatiombus valo-
rum ipsorum a, b", A"i i>\ B1 t*as, <; quUuw 
etiam a>, a", /;, b' valores intt^ros uancibcuu* 
ttix, iii&ram muititudo mauifesto erit finita. 

III. Cunctae itaque foraiae \n I et II mnl-
titudinem fiuiiaux dassium cou>lituuut, quac 
etiarn formarum ipsarum nudtUudme miuor ^ s e 
poterit, si quae ex ipsis inter se sunt aequiualeii-
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tes. lam quum per disquisitiones praecedentes 
quaeuis forma ternaria determinantis D alicui ex 
illis formis necessario aequiualeat, i. e. ad ali-
quam e classibus quas hae formae cons.tituunt 
pertineat: hae classes omnes formas det. D com-
plectentur, i. e. omnes formae ternariae det. D 
m multitudinem finitam classium distribuentur. 
Q. E. D. 

Q77. Regulae, per quas omnes formae in 
I et II art. praec. erui jjossunt, ex ipsarum ex-
plicatione sponte deflnunt; quare sufficiet quae-
dam exempla apposuisse. Pro D = 1, formae 
I hae sex (per ambiguitatem signorum) pro-

* » « ( S ± i : S ) . ( ^ ^ o ) ? i n f c n n i s l l 
a et A" alios valor.es quam + 1 et — 1 habere 
nequeunt, pro singulis quatuor combinationum 
hinc oriundarum b", B et B' poni debent = o, 

vnde emergunt quatuor formae ( J* ~~If x ) 

Ci'£o). Q:irO> (-iririy °'^ 
modo pro D = — 1 sex forma I quatuorque II 
habentur, ^ T ^ \ f ^ T ^ Y f1'-1'-1) VP^ll1»^/ \P> + I>.<v' \ o , o, o'> 
/• — 1 , 1 , - 1 ^ / i , r , i \ r ~ i , — I , I \ P r f l 

V ,0,0, o/> \ o , o , o y > ^ o, 0,6J: 
D = 2 sex formae I proueniunt f-°* 4! ° "Y? 

/ — I, I , 2 \ • I , I ,—- 2 N y - I , ~ I , - 2 x 
\̂  0 , 0 , 6 / ' ^o, o, 2 J ' Q 0,. b, . o / ' 
/ 1 , — ,2, I \ f _ l , 2 , I . 1 , 2 , - 1 ^ 
\0, O, O ' N O, O, 0 ; > (_0 , O, 0 > ' ' 
^ — 1 , - 2 , — I«\ 
V. 0, 0>. O'' 

http://valor.es
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Ceterum multitudo classium ex his formis 
in his tribus casibus prodeuntium formarum mul-
titudine multo minor est Scilicet facile canfir-
matur 

I. Formam ( * J; ° ) transire in ( £ _ [ £ ) . 

«ubstitutiones 

1 , 0 , 
O, 1, 
o, o, 

o>o> 
o, V 

+ 1,1, , - f o, — 1, 

o,— i 
I , — i 

l 

f ormam (l> i*~*>) autem m (l'"1'* \ 
\0) O, O,/. , \ O, Oj 0 Ji 

/— i, i, i A solam mdetermmatarurri per-
\ o, o , o / * . , , r 

mutationem» • Quare illae decerri formae tefria-' 
riae det. i ad has duas reducurituf (%'•'** ° J» 

\Of i> oy 
(^1' ly~Qp pro ]priori, si fnagis arridet, 
«tiam haec (t* Q'-Q) accipi. pqtest . . Quum 

forma prior iridefinita sit, posterior definita, 
manifestum et quamuis fofrnam ternariarri ih-
definitam det l aequiualere formae xx 4" 
l&yz., quamuis definitam huic *-- x$ •*-• yy 

zz. 

•II. Pforsus sirniii ffiddd ihUenitttr, 
quamlibet formam tefnariaril ihdefinitani de-
terminantis - ~- - aequiualere lofrriae — - x x 

Ff 
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+ c /£ , quamlibet definitam huic xx -f- ffi 
•f zz. 

III. Pro determmante Q eX octo formis (TI) 
«tarim reiici possunt secunda, sexta et septima* 
quippe quae ex prima per solam indetermmata-
rum 'permutationem oriuntur, similique ratione> 
etiam quinta qiiae e tertia , et octaua quae e 
quarta perinde proueniuntj tres reliquae, cum 
fiex formis I, tres classes constituiintj sciiicefc 

C ? ? ' ^ " ) transit in ( °' 2' °^\ per substituk 
tionem 

l , o\ o 
, *, o 

o, o,— i 
o , 1 

, o, 

f b r m a q u e j ^ 1 ^ ' - 2 ^ m f 0 ' 2 ' 1 * ) , (°> * » * \ 

substitutiones 

1, 6, 1 

h h<> 

• 1 , 0 , - 1 . 
I,fl, 
1,1, 

1 
0 

o 

I ,d , d 
1 , 2 , - 1 

.1, l j — 1 

1, 0, 6 
1 , 2 , 1 
1, 1, 1 

i j 6 , 6 
d, 1, a 
0 , 1 , 1 

Quaeuis itaque forma ternaria determinaritis & ad 

aliquam ex his tribus est reducibilis (°' 2' ° ' \ 

( \o, i , o / 

0,0, o > V o, 0, o j * l d c o P t l m a e * 

jnagis placet etiam -Q' ° ' ° \ accjpipotest Ma^ 
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miestoautem quaeuis forma temaria definita ne* 
cessario. aequiualebit tertiae — xx — yy-r- azzj 
quurn duae priores sint indefinitaej quaeuis inde-: 
finita primae. vel secundae, . et quidem prirnae 
axx -fr- zyz-i si ipsius. coefficiens primus, secundus 
et tertius. simui sunt pares (quoniam facile per-r 
spicitur, talem formam per substitutionem quam-
cunque in similem formam transire, adeoque for-
mae secundae aequiualere non posse), secundae 
xx.-\- yy — 2zz autem, si ipsius coefficiens pri-
*nus, se.cttndus.et tectius non simul pares sunt, 
sedvnuSj duo omnesue impares (in talem enim 
formam ex. simili ratione forma prima Q,xx + 
pyz per nullam substitutionem • transformabilis 
<esse poterit). 

Quod igitur in exemplis. arlt 275, 374, eue-

teit, vt forma definita 'f1^ 2l' 5 ° ) detexmirran* 

tis-— 1 ad hanc xx ± yy *f zz< atque. forma 

indefinita (*?' 2 * 2 ) determinantis a acl 2xx 

—<- 2yz siue (quod eodem redit) ad 2xx ^- 2yz. 
freduGeretur., per disquisitiones praecedentes a 
priori praeuideri potuisset. 

278. Per formam ternariam y cuius indeter-
iminatae sunt x, x', x"9 repracsentantur tum nu-
meri, tribuendp jpsis x, x', x" valofces determi^ 
natos, tum iormae. binariae per liuiusmodi sub-» 
stitutiones x = mt + nu, x* •==* m'i + nHiy x" 
•== m"t -f n"U) designantibus m, n, m* *etc, nu^ 
meros determinatos; t,9 u indeterminatas forroae 
repraes,entatae. Ad theoriam itaque compl^tatfi 
forrnarum. ternariarum requireretur solutio; :,se-

F f a 
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quentiurh problemarum:. I. Inuenire omnes re-
praesentationes numeri dati per formam terna-
riam' datam. II. Inuenire omnes repraesentatio-
nesformae binariae datae per ternariam datam. 
III. Diiudicare, vtrutn duae foimae ternaiiae datae 
eiusdein determinantis aequiualentes-; sint, neene^ 
et in.casu -priori omnes transformatioiies alterius 
in alteram inuenire. IV. Diiudicare, Vtrum forma 
ternaria data aliam datam determinantis maioris 
implicet,'necne, et in casu priori orrmes transfor-
mationes illius iu lianc assignare. De quibus 
problematibus longe difiicilioribus qiia-m aUaloga 
jn formis binariis alio loco pluribttt a-gerrius: 
hic disquisitionem nostram restringimus ad osten-
dendum^ quomodo problema primum ad secun-
dum secundunique' ad tertiurri reduci possit^ 
tertiurri xefo pro casibus quibusdam simplicis-
simis • ibrmarumque biiiariarurrt theoriam im> 
primis illustrantibus sotuere docebimusj quar> 
tmn hic omnino excliidemus* 

'279. LEMMA. Propositis tribus humeris ititi* 
grb quibuscunque a, a', a" ( qui tamen non omries s'u 
w » / ~ o ) ; innenire sex alios B, B', B", C, C', C" 
ita comparatos vt fiat BC" — B"C z=z a* B"C — 
BC"'= a't BC> — B'C =1 a»< 

•Sol Sit « diu. comni. mnx. ipsorum d, a', 
a1', accipianturque integri A, A'> A" ita vt fiat 
ACL + A'a> -f A"a" = at Porro accipiahtur 
tres integri £ , (£ ' , <S" ad lubitum ea soia condi-
tione, vt tres numeri &A" ~ &>A', Q"A — 
S ^ V O ' — <£'A, quos resp. per b,b', b" ipso-
rumoue diuisorem communem maximum per £ 
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clesignabimus, non fiant simul = o. Tunc po-
Tiatur a'b" — a"b' — «zC, a"b •— ab" = «£#, 
ab' — a'b = *;C", patelque ipsos C, O , C" 
fore integros, Denique accipiendo integros £&., 
35', 2>" ita vt fiat $ 6 + 95'6' + 93"£" = C, po-
nendo %$a + >J$'a' + %>"a" = «/*, et statuendo 
£ = * $ — ft^, •# = *¥)' —. / i ^ , ^ " = «53« 
— /7^", hi vaiores ipsorum JB, JB', B", C, C', 
C" aequilionibus praescriptis. satisiacient, 

Inuenitur enim aB + <2'5' +. <2<'i?'< = o, bA + 
£U ' + b"A" = . o, vnde"£5 + b ' B ' + &"JB" = 
#C. Iam ex valoribus ipsorum C , C'-' fit «S( J3'C" 
— B"C') = #£'£' — a'bB' -r- «»fcfi'< f d&"J5" 
= a ( £ £ + b'B> + &."£") — £ ( a # + a '5 ' + 
CJB-'.) = «frz, adeoque J5'C" — B' Q == tff 
similique modo inuenitur 5"C — BC" = a', 
J3C — B'C = a"-. Q. E.'F. — Ceteram analy-
$is per quam Ijaec solutio inuenta est, nec non 
methodus ex vna solutione omnes/ inueniendi, 
hic sunt supprimendae,. 

£8o. Supponamus^ formam. binarram att + 
Qbtu + cuu . . . <p, cuius determihans = J)\ re-
praesentari per formam ternariam / cuius inde-
terminatae x, x', x", ponendo % = . mt + nu, 
x' = m't + n'u, x" = m"t + n"u, ipsique / 
adiunctam esse formam, F, cuius indetermmatae 
X, X', X". Tunc per calculum facile confirma-
tur (designando coefficientes formarum / , F per 
literas peculiares) siue etiam ex. art, 268. II. pro-
tinus deducitur, numerum £ repraesentari per F 
ponendo X = m'n" —•' m"n', X' = m"n — mn", 
X" == jnn' — m'n} quae repraesentatio numeri 

F £ 5 



454 

J) repraesentationi formae <p per / adiuncta com* 
made dici potest. Si valores ipsarum X, X', X* 
diuisorem communem non Jhabent, ' breuitatis 
c&ussa hanc repraesentation,em ipsius D propriam 
voca,bimus, sin secus impropriam, easdem deno-
minationes etiam repraesentationi formae .'•• per / , 
cui iila repraes. ipsius D adiuncta est, tribuemus., 
Iam, inyientio omnium repraesentationum propria.-* 
rum numeri' D per foxmam, F sequentibus mo--
rnentis innititur: 

I. Nulla repraesentatio ipsius D per F' da--
tur, quae non ex aliqua repraesentatione alicuius; 
formae deterrninantis Jp per formam / deduci. 
possit, i. e. tali, repraesentationi. adiuncta sik 

Sit enim repraesentatio quaecunque ipsiu^ Z> 
per F haec: X ===, L, X'• == L>, X" = £" ; accipian-
tur per lemma art. praec. ra, m', m", n, n', n'*> 
ita vt fiat m'n" — m"n' == Z,, m"n — mn" === L'r 

mnl — mln == L"7 transeatque / per substitutionerrii 
x == mt + niiy x' ==. m't -j- n'ur x" ==. m"t -j* 
n"u in formam. bina.riam. ® === att + %btu + cuu.. 
Tunc facile perspicietur, X) fore determinant^m 
forrnae <p ipsiusque repraesentationi per / reprae-. 
se.utatiori£m propositam ipsius D per .FacUunctani.. 

Ex, Sit / == xx -f x*-xl + x"x"', adeoque F 
s= — XX— XX — X»X"s & == — 209, ipsius-. 
que repraesentatio per F haec X == 1, X'• ==• 8,, 
JT« == 12$ hinc inueniuritur valores ipsorum mr 

m') m", n, «', n" hi —• 20, 1, 1, — 12, o,- X 
jesp, t atque <p == 402 « -f 482 ta + 145 uux 
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II. Si <p, % sunt formae binariae proprie-
•ftequiualentes, quaeuis repraesentatio ipsius J) per 
F alicui repraesentationi formae ;; per / adiuncta, 
etiarn alicui repraesentatiani formae % per / ad-
iuncta erit. 

Sintp, q indeterminatae formae %j transeat 
<P in % Ver substitutionem propriam t.= «p -f €qf 

u = ?/? + $9, sitque aliqua repraesentatio formae-
<p per f haec x == mt + «^, •£' == #*'£ + rc'# > •*" 
= /n"if -{- n"u... (R). Tunc nullo negotio per-
spicitur, si ponatur *m -f ^rc ^ g) *m' + yrc1 ^ -
g' , *m" + yn" = g", Gm + }n = h, Zml + tyi' =? 
#', ^ra' + jrc' = /i% *m" + $n" = /*", formam ^ 
repraesentatum iri per / statuendo x =• gp -\> hqt 

x' = g'p + h'q, x" = g"p + A"<7 . . . ( i l ' ) , calculo-
que facto inuenitur (propter *£ - £y = l ) esse g-'/i" 
— g"h' = m'/i" — m"rc', g"h — gh". = /72"/z — mn"f 

gh' — g'h = mn* — m'/z, i. e. repraesentationibus 
Ji, R1 eadem repraesentatio ipsius jp per i^ ad-
iuncta est, 

Ita in ex. praee. formae $ aequiualere inueni» 
tur inuenitur % = 1 3 ^ — lopq + i8<7<7, in. quam 
illa transit per substitutionem propriam t = — 5/> 
+ <7, u=. sp — 2<7J hinc inuenitur repraesentatio» 
formae % per / haec x = 49, #< = — 5/? 4- <7, .z" 
= ap — qy ex qua eadein numeri — 209 reprae-
eentatio deducitur, a qua profecti eramus. 

HT, Denique si duae formae binariae 0» % de-
terminantis JP, quanim indeterminatae sunt t, u\py 

9-» P e r /repraesentari possunt, alicuique repraesen-
tationi vruus eadem repraesentatio. propria ipsius & 

Ff* 



45$ 

•per .Fadiuricta est, atque alicui repraesentationi al-
terius, illae formae necessarip erunt proprie aequi-
ualentes. Supponamus <p repraesentari per f po-
nendo x = mt'+ nu, x' = m't + n'u, x" = 
m"t + n"w, % vero statuendo x = gp + hqy 

x> = g'p + h'q, *" = gnp + h"p, atque esse 
minii — jrjtin' — gih" — g"h' '= Lr ra"/z — ww» 
—- gnh — gh" = L', mn' —- m'n = gh' — g'h 
= L'C Accipiantur integri /, /', l" ita vt fiat 
U + L'V + £,"/<' = i , ponaturque n'l"- — n"l' 
= M, n"l — nl" = M', nl' — n'l = M", 
ym» — l"m' = N, l"m — lm" = N, lm' — 
Vm = N"; denique $tatua1ur gM + g'M'' + g"M 
• = «, /zM + A'M + /i"M" = £, #iV + #'iV' + 
g"JV" = y, hN +.h'N + h"N"^ = A Hinc fa.-
cile 'deducitur 

«m + yrc — # — / ( # £ + #'£'• + #"£") = £ 
Cm + tn = /*. — l{hL + /z'Z' + A"£") = h 

«imilique modo am' + ynl = g', Zm1 + $n'.=c 
h', "m" + vn" = g-", Cw" + hi" = /i". Hinc 
patet mt + m*, ra'* + n'u, m"t + n"« transire 
per substitutionem, t = «p + £q, u = yp + 2q 
, . . (5) in gp + /z<7, g ^ + /2'?, #"/? + / i"9 resp.y 

vnde manifestum est, ty transire per substitutio-
nem S in eandem formam, in quam f transeat 
ponendo x = gp -{, hq, x' = g'p + h'q, x" == 
g"p + h"q, adeoque in formam Xi c m itaque 
aequiualet. Denique per substitutiones debitas fa-
cile inuenitur «£—ey = Ll + L'l' + L"l" = \% 

quocirca substitutio 6* est propria, formaeque <p, ^ 
|> roprie aequiualentes. 
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Ex his obseruationibus deriuantur regulae/ 
sequentes ad inueniendum omnes repraesentatio-
nes proprias ipsius D per F: Euoluantur omneS 
class"es formarum binariarum determinantis D, et 
ex singulis vna forma ad libitum eligatur; quae-
rantur omnes repraesentationes propriae singula-
rum harum formamm per f (reiectis iis quae 
forte per / repraesentari nequeunt), et ex singu-
lis hisce repraesentationibus deducantur reprae-
sentationes numeri D ipev F. Ex I et II manife-
stum est, hoc modd omnes repraesentationes 
proprias possibiles obtineri, adeoque solutionem 
esse completamj ex III, transformationes forma-
rum e- classibus diuersis certo producere reprae-
sentationes diuersas, 

28 l . Inuestigatio repraesentationum impro-
priarum numeri.dati D per formam J^ad ca.sum 
praecedentem facile reducitur, Scilicet manife-
stum est, si D per nullum quadratum (praeter 
l ) diuisibilis sit, tales repraesentationes omnino 
non darij sin secus, metientibus ipsum D qua-
dratis >*, up7 w etc,, omnes repraesentationes 
improprias ipsius D per F inueniri. si oranes 

D V D repraesentationes propnae numerorum —•, —, — 

etc. per eandem formam euoluantur, indetermi-
natarumque valores per *, H, , etc, resp. multipli-
centur. 

Hoc itaque modo inuentio omnium reprae-
sentationum numeri dati per formam ternariam 
datam, quae alicui formae ternariae adiuncta est, 
a problemate secundo pendet; ad hunc vero -ca-
iUm, cjwi primo aspectu minus late patere videri 

F f 5 



possetj reliqui ita reducuntur, Sit D numerus-

repraesentandus per formam ( f , f , ' / L ) , cuius 

detenninaiis A3 et cui adiuncta est forma, 

I i? //'' iY") ^ 3 ^ ' Tunc iiuic rursus adtuw ta oiit 

(Ifi 1 1 ' ' A ? " / ^ '^-' P a t e t9 I i e» repraeseutauunes 
iiumeri AX) por i»:' (quarurn imifsti^atio a prarro. 
pendet) oumhio identicas esse eum repr.tcsruUi.-
tionibus numeri J) per fonn;«rn propo-,'iau!. —• 
Ceterum quando oumes cor-ilicienie^ fnrmae f 
diuisorem commuuem .« habeut, perspirunui esf, 
omnes coefficieutes fonnae .F diui«-U>iles csv |Hkr 
f«K, quocirca etiam ,l/J per cn <titmi?»ilis e,̂ t» de-
bebit (alioqum nulhie reprnesentiititmrjt dart*n~ 
tu r ) ; repraeseutationesque numeri i> per iur-
xnam propositam coincideut ctun repraeseuLitm-

., • AD P . rT 

mbus niimeri — per zorinam quae ontur ex /••, 
diuidendo singulos coefficientcs per ««, rui for-
mae adiuncta erit ea, quae oritur t*xj\ diuldeii-
df singulos coeiiicieutes per t*t 

Denique obseruamus, hanc problematk prV 
tni solutionem in vnico ca*m, vbi 1) s=s o5 «on 
esse applicabilem} hic enim omnc$ ibrrmip bma* 
riae delermmuntis 1) in mukiuidmem umtam 
classium non dktribunnturj infra autem hune ca-
w m ex aliis principiis soiuemm* 

»83. Inuestigatto repratttmtatiormm htmm 
Mnarke datae cuius dnternunara mm =» o*) per 

•) S«»e c«nua J»*r anethoium «HqtutttUtt <j»«mai ftnct**» 
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ternarlam datam pendet ab obseruationibus se-
queritibus: 

I. Rx rmaurs repraesentatione propria for-
jnae binariae (p, qy r ) = •P determinantis D 
per ternariam f determinanlis A deduci possunt 
intogri B, B> tales vt sit BB == £p7 BB' rrz — 
Af/, B'B' =£ t.q (mod. />>), i. e. valor expreg-
«ionis y^A fpy — 7, r ) (mod. V). Ilabentur 
repraesentatio propria formae $ per f haec * = 
«; + £«, xi = *'t + £'«, x" = >"£ + C"w, 
(designantibus x, x', x"i t, u indeterminatas 
f o r m a r u m / , 4>)j accipiantur integri - , y , y" 
ita vt (*<" — *"£') >• 4- C«C" — *"C) -v' + 
(„£/ — *<:) y = k fiat vel = -f l vel =a 
i— x, transeatque / per substituUouem, 

*> C» y 

#', C', y< 

* " i C», y " 

Jn formam f £ ' ^ ^ ) 5= # , cui adiuncta d t 

( i ? 5'* 5*') ^ ^* ^ u n c nianiiestum est, fore 
a = /;, £" = 7 , <z' = r , ^ " = L>, atque ,1 
determinantem. fonnae # ; vnde ])B = - /> + 
*4'#, 52*' = ~ &q + #•'£>, 2J'tf- = - r + ^ -
— Ita r. £\ forma iy/£ -f 07// -f 41JIU reprae-
sentatur per xx -f x'x< -f ;r".t" pouendo x = 
5^ -f 5*/} x' = 3^ :— 4W, x" = £5 vnde stalu-
endo 7 = •— 1, y1 = 1, y = o, enutur 5 
= — 171 , J3' = 2 7 , siue vaior ( — 171, 27) 
expr. y ^ — 1 ( 1 9 , — 5 , 41) (mod. 770; , 



4^o 

Hinc iain sequitur', si A (/?, — q, r) non 
sit residuum quadratum ipsius D, <?> per nullarn 
formam ternariam determinantis A proprie re-
praesentabilem esse posse; in eo itaque casu vbi 
A , D inter se primi sunt, A numerus character 
risticus formae <p esse debebit, 

II. Quum y, y', y" infinite multis modis 
cliuersis determinari possint, etiam alii atque aUi 
valores ipsorum B, B' inde prodibunt, qui quem 
nexum inter se habeant videarnus. Ponamus, 
etiam J1, <T', t" ita comparatos esse, vt (*'£" — *"£')/ 
+ (a"Z - *Q") V< + («<? — u'Z) l".= t fiat vei 
vel = + i vel =i — x, formamcme jf transire, 
per substitutionern 

**. £». I-

«", C", J", 

K ^ P =«' ™ a t e * ^ « ) 
== 0 . Tunc g-, g erunt aequiualentes, adeoque. 
etiam G et @, et per applicationem praecepto-
rum in. artt, 269, 270. traditorum*) inuenitur, si sta-
tuatur (CV —£"-/)<£+• (&'? — &/')$> + (Cy '_ cY)S" 
= 6 ( yV — v'V) * + ( y"*— y«" ) 5' + (y*' — ./«) ^. 
*= «, fqrmam 0 txansire in. G per substitutionem. 

&, o, o 
Q, &, o 

$ « ? • * 

•) EruenclQ «x tran»f. fornue. / in g, tran*fornutionem forma* 
5" i l 1 / ' ' * x h * c «t^u* t"nsf. formae f in g, tranjf. f«rm^ 
g<a g; denicjut ex fctc, per traitf jpositioaew, tran»f. forr 
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Hinc erit B = £D + f/c8, B' = &D_+ # 8 ' , 
adeoque, propter fA: = + 1, vel B = 8 , B' 
-= 85', vel 5 = — 8 , 5 ' = — 8 ' (mod. D). in 
casu priori valores (B, B'), ( 8 , 8 ' ) aequiualen-
tes vocamus, in posteriori oppositos; repraesen-
tationem formae <p autem ad quernlibet valorem 
expr. V"A(/7, — 9, r ) (mod. £>), qui .ex ipsa 
per methodum in I deduci potest, pertinere dice-
xnus. Hinc orrraes valores, ad quos eadem re-
praesentatio pertinet, vel aequiualentes erunt vel 
oppositi. 

III. Vice versa autem, si vt ante in I re-
praesentatio formae <p per f haec x = ctt + GU 
etc. ad valorem (JB, B'). pertinet, qui inde de-
ducitur adiumento transformationis 

*, C, y 
*', C', y' 

eadem quoque ad quemuis alium valorem ( 8 , 
8 ' ) pertinebit, qui illi vel aequiualens est vei 
oppositusj i. e. loco ipsorum y, y ' , y" alios inte-
gros ^, '̂, *" accipere licebit, pro quibus aequatio 
(n) haec («'£" — «"£')* + («"£ — «ff")f» + («ff' 
— «'«)(?" = + 1 locum habeat, et qui ita com-
parati sint, vt coefficiens 4 et 5 in forma ei ad-
iuncta, in quam f per substitutionem (S) 

*, C, «P 

a", £", $" -

transit, resp. fiant = 8 , 8 ' . Statuatur enim 
+ , # = 8 + «£>, +. JB' = 8 ' + 4D (accipiendo 
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hic et postea signa superiora vel inferiora, prout 
valores (B,B')9 (25, $$') aequiualentes sunt vel 
oppositi), vnde £, u erunt integri, transeatque g-
per substitutionem 

*> ° > <? 
o , 1, « 
o , O, + I 

in formarn g, cuius determinantcm esse A, m 
forma adiuncta vuro coefficientes 4 et 5 resp. 
= 85, •$' fjeri facile perspicietur. Faeiondo au-
tem* < + C» +. > == «f> *'£ + '̂«J -"t >' = «'* 
^«a -j. C«, +_ 7" = "̂? nullo negoiio patebit, f 
per substitutionem (S) transire in g, atque ae-
quationi (u) satlsfactum esse. Q. E. D. 

283. Ex his principiis deducitur methodns 
sequens, omnes repraesentationea proprias for-
mae binarhe $ =. ptt + fif/f« +./*wu dctorminantis 
J9 per ternariam / determinantis <\ inuemendi. 

L Eruantur omnes valores diuer.4 (i. «*. iion 
aequiualentes; expres^ionis >/*:•(?> — (h O (mod. 
D). Hoc problema pro eo casu, vbi •» est for-
ma primitiua atque A ad D primus, supra (art, 
255) solutum est, casusque reliqui ad hunu facil-
lime reducuntur, quam tammi rem fuMus hic ex-
plicare breuitas non permittit Obst»ruamus tan~ 
tummodo, quoties A ad D prirnus sit, expressio-
nem &(p, — </, r ) residuum quadnititum tpsius 
I) esse non posse, nisi <p fuerit furma primitiua. 
Supponendo eriim &p = Z?# — DA\ — &q = 
BB> — JDJ3", Ar = B*B> ~ /X*/, fit ( D B " — 
&q)1 •= ( Z ^ ' + :.p) (DA + £/•); hinc, pereuo* 
liuiouem et substituendo qq — pr pro Z>, fit (qq — 
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pr) (B"B" — AA) — A (^p + QB»q + A'r) 
•f- AA = o, vnde facile conciuditur, si /;, 9, r di-
uisorem eomrnunem haberent,, hunc etiam ipsum 
AA metiri; tunc vero A ad 7J primus esse non 
posset. Quare p<, q, r diuisorem communem 
habere nequeunt, siue q> erit ibrma primitiua» 

I I £)esignemus muUitudinem horum valo* 
rum per //z, supponamusque, inter eos reperiri n 
valores, qui sibi ipsis oppositi sint (statuendo n 
= o quaudo tales non adsunt). Tunc inanife-
stum est^ ex m — n reliquis valoribus binos semper 
oppositos fore (quoniam cuncti valores complete 
liaberi suppommtur) j reiiciatur e binis quibusque 
valoribus oppositis vnus ad libitum, remanebunfc-
que omnino valoies \ (m + n). Ita e> g. ex 
octo valmihus expr. i/~ — i X ( i Q , 3 , 4 1 ) 
(mod. 770) his (44, 237), (171, — 27) , (1*69,-— 
83), ' 2 9 1 , — 127), (~44> ~ *37)> ( ~ 171? 27)> 
(-- 26*9, 85) , (— 291, 127), quatuor posteriores 
«unt reiiciendi, tamquam quatuor prioribus oppo-
siti. Ceterum perspicuum est, si (j$, #>) sit 
Valor sibi ipsi oppositus, %B, 22?', et proin etiam 
&zpy a;<7, 2 \ r per I ) diuisibiies forej quodsi ila-
que A, JL) inter se primi sunt, etiarn 2/7, 2*7, a r per 
JD diuisibiles erunt, et quum, per I, in hoc casu 
etictm p, «7, r diuisorem communem habere ne-
queant, etiam 2 per D diuisibilis esse debebit, 
quod fieri nequit nisi D vel = + 1, vel ==: 
i t : 2. Quamobrem pro omnibus valoribus ipsius 
D maioril: . quam 2 semper eiit n = o, &i A 
ad # est primus. 

III. His ita factis mamfestum est, quamute 
repraesentationem propriam jformae p ner jf no* 
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cessarlo ad aliquem e valoribus remanentibus 
pertinere debere, et quidem ad vnicum tanturri. 
Quare bi valores successiue sunt percurrendi, re-
praesentationesque ad singulos pertinentes inue-
stigandae. Vt inueniantur repraesentationes ad 
valorem datutn ^B, B') pertinentes, primo de^ 

terminanda est forma ternaria g = ( y ^ b"Jf 

cuius determinans = A et in qua a — p, b" = 
q, a< = r , ab — b'b" = B, a'b' — bb" = B''r 

valores ipsorum a", b, b' hinc inuemuntur adiu-
riiento aequationum in II art. 276, ex quibus fa-
cile perspicitur, in eo casu vbi A, D inter se pri-
mi sint, b, b', a" necessario fieri integros (nem-
pe quoniam hi tres numeri, multiplicati tum per 
D lum per A integros producunt). Iam si vel 
aliquis coefficientium b, b', b" fractus est, vel 
formae /*, g non sunt aequiualentes: nullae re-
praesentationes formae <p per f ad (B> B') per-
tinentes dari possunt; si vero b, b', a" sunt inte-
gri, fonnaequey, g aequiualentes, quaeuis trans-
formatio illius in hanc, vt 

*) £> y 
C't y ' 

«" , C", >" 

talem repraesentationem suppeditat, puta x 
. = = , « ? + *M, X' = *>t -f $U, X" = OLH -f C"W7 

manifestoque nul.la huiusmodi repraesentatio ex-
stare poterit, quae non ex aliqua transformatione 
deduci posset. Hoc itaque modo ea problematis 
seciindi pars, quae inuestigat repraesentationes 
iproprias, ad problema tertiurn iam est reducta. 
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IV. Ceterum transformationes diuersae for-
mae f m g semper producunt repraesentationes 
diuersas, eo so-lo casu excepto, vbi valor (J5, B') 
sibi ipsi oppositus est, iri quo binae transforma-
tiones vnicam semper repraesentationem supper 
ditant, Supponendo enim, f transire in g etiam 
per substitutionem 

*", G", J" 

(quae eandem repr. praebet vt transf. praec.% 
denotandoque per k, t, <?, „ numeros eosdem vt 
in II art. praec, erit B = kfB -f 4D, B< = 
kfB1 -f- £tD-, si itaque vel vterque k, f supponi-
tur = -f ! > vel vterque = — i , erit (quia 
casum D = o exclusimus) £ = o, „ = o, ynde 
facile sequitur «T = > , 3' = y', 3" = y"j quare 
illae duae transformationes in' eo sdlo casu di* 
uersae esse possunt, vbi alter numerorum k, t 
est + i , . alter — 15 tunc erit B == ' -7 B, W 
E=. — B> (mod. D), siue valor (B, Bf) sibi ips| 
oppositus. 

V. Ex iis^ quae supra (art fl.71) de criteriit 
formarum detihitarum et indefinitarum tradidimus, 
facile sequitur, si A sit positiuus, D negatiuus, atques 
<p forma negatiua, g fieri formam definitam negaK 
tauam; si vero.A sit positiuus, atque vel D posi* 
txuus, vel D negatiuus et <p forma positiua, g, 
euadere formam indefinitam. Iam quum f-,g 
certo aequiualentes esse nequeant,. nisi respectu 
huiufc qualitatis similes: sint^ manifestum est, for-f 
mas binarias detenninantis positiuinec non po-

Gg 
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sitiuas, per ternariam negatiuam proprie reprae-
sentari non posse, neque-< formas binarias nega* 
tiuas per ternariam indefinitam determinantis po-
sitiui.} sed per formara ternariam prioris poste-
riorisue speciei vnice binarias posterioris priorisue 
resp. Simili modo concluditur, per formam ter-
nariam determinantis negatiui definitam (i. e. po-
sitiuam) * vnice repraesentari binarias pbsitiuas, 
per indefinitam vnice negatiuas et formas det, 
positiui. 

284. Quum repraesentationes impropriae for-
mae binariae <?> determinantis D per ternariam / , 
cui adiuncta est F} eae sint, ex quibus repraesen-
tationes impropriae numeri D per formam F se-
quuntur, <p per / manifesto nequit improprie re-
praesentari, nisi D factores quadratos implicet. 
Ponamus, omnia quadrata ipsum D metientia 
(praeter i ) esse ee, e'e', e"e" etc. (quorum mul-
titudo finita erit, quia supponimus, hon esse D 
s= 0) , praebebitque quaelibet repr. impr. for-
mae <p per f repraesentationem numeri D per 
P, in qua valores indeterminatarum "aliquem e 
numeri6 e, e', e" etc. pro diuisore communi ma-
ximo habebuntj hoc respectu _ breuitatis ..caussa 
guamuis repr. impn formae 4» ad diuisorem qua-
dratum ee vel e'e[ vel e"e" etc. pertimre dice-
mus, lam omnes repr. formae <P ad eundern 
diuisorem • quadratum datum ee (cuius radicem e 
positiue acceptam supponimus) pertinentes pe£ 
regulas sequentes inueniuntur, ex quarum de*, 
inonstratione synthetica, propter breuitatem. hic. 
praeferenda, analysis per quam euolutae sunt Ja* 
eile restitui poterit. 
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Primo eruantur omnes formae binariae de-
. D 

terminantis —, quae m formam <p transeunt per 
substitutionem propriam talem T = xt + w, U 
= MW, designantibus T , U indeterminatas talis 
formaej £, u indet. formae <p$ *, n integros posi-
tiuos (quorum productum itaque = ' e); A inte-
grum positiuum minorem quam n (siue etiam 
cifram). Hae formae, cum transformationibus 
respondentibusj ita inueniuntur; 

Aequetur * successiue singulis diuisoribus 
ipsius e positiue acceptis (inclusis etiam 1 et e)> 

fiatque n = — 5 pro singulis valoribus determina.-

tis ipsorum *, H- tribuantur ipsi A omnes valores 
integri a o vsqiie ad ^ — 1, quo pacto omnes 
transformationes certo habebuntur. lam forma, 
quae per quamuis substitutionem T = xt + *ut 

U = pU m <p transit, inuenitur inuestigando •for-

mam in quam <p transit per hanc t = — T— 

—£7, w = —.£7"} sic formae singulis transforma-

tionibus respondentes obtinebunturj sed ex omni-
bus his formis eae tantum retinendae sunt, in 
iquibus omnes tres coefficientes euadunt integri*). 

• ) Si de hoc problemate fusius agere hic l ioeret , solutionen» 
admodum contrahere pojsemus, Id statim obuium e*t, "pro 
K alios diuiiores ipsius g accjpcre noa essc accessarium, nifi 
«jnorum quadratura tnetiatur coefficientem primum foriHae<p, 
Cetexum hoe problema, ex qua etiam solutiones «implicio-
res probl, artt. 2 1 3 , 214 deduci pojiunt, *Iia ocswioa» 

tioaea, reiumerc Bobif reieruamu». 

Gga 
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Secun&o pQnamus * esse aliquam ex hisce 
formis, quae in <P transeat per subst. T = *t + 
*Ui U = ^w; inuestigentur omnes repraesenta-
tiones propriae formae * per /" (si quae dantur), 
exhibeanturque indefinite per x = %T + 3$77, 
x' == %'T +33'Z7, * " ' = w r + 23"£7... (Di); 
denique ex singulis (31) deducatur repraesentatio 
({ ) . . . * = *? + 6M, *' = *'£ + &u, x" =z 
gtil + C"u per aequationes ( # ) . . . a = x%, *' 

== «2C', *" = «%"> € = *2C + 2̂5? *' = **' + 
^jg^ C« = *#" + ^SS". Eodem prorsus modo, 
vt forma $, tractentur formae reliquae per re-
gulam primam inuentae (si plures adsunt), ita 
vt ex singulis cuiusque repraesentationibus propriis 
aliae repraesentationes deriuentur, dicoque, hoc 
modo prodire cunctas repraesentatiories formae $ 
ad diuisorem ee pertinentes, et quidem quamli-
bet semel tantum. 

Dem. I. Eormam ternariam f per quamuis 
substitutionem ($>) reuera transire in <p, tam obui-
um est, vt explicatione ampliori non opus sit; 
quamlibet autem repr. (^). esse impropriam et 
ad djuisorem ee pertinere, inde patet, quod nu-
meri *'C" — *"«', a."t — *£», «.Zi — «'£ resj*. 
fiunt = e (%'%« — 3C"SB')> e(Z"B — W% 
«(2CS3' — 2C'23), vnde illorum diuisor comm. 
max. manifesto erit e (quoniam dt est repraesen-
tatio prppria). 

II. Ostendemus, ex quauis repraesentatione 
data (%) formae <f>, inueniri j)osse repraesenta-

tionem propriam formae determinantis £-, in-

ter formas per regulam primam inuentas conten-
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tae, siue ex valoribus datis ipsorum «, V,*", C, C, C» 
deduci posse valores integros ipsorum *, *, WJ con-
ditionibus praescriptis, atque valores ipsorum 2C, 2C', 
3C", 25, 25', 25", aequationibus (21) satisfacientes, et 
quidem vnico tantum modo. Primo statim patet 
ex tribus aequ. primis in (R), pro «accipi.de-
bere diuisorem communem maximum ipso-
rum *, *', *<> signo positiuo (quum enim 2C'25" 
— 2C"S5', 2C"25 — 208", 2C23< — 2C'S5 diuisorem 
communem non habere debeant, etiam; %, 2C', 2C'< 
diu. comm. habere nequennt); hinc etiam 2C,2C'j 

3C" determinati erunt, nec non H- = —' fquem 

ne.cessario integrum fieri facile perspicitur). Po-
namus, tres integros a, a', a" ita acceptos essef 

•vt.fiat a2t + a'2C' + a"2C" = I , scribamusque bre-
uitatis caussa, A: pro.aSS + a'25' + a"25". Tunc 
ex tribus vltimis aeq. (R) sequitur, esse debere 
a£ + a'o' + a"S" = A ^. Hk, vnde statim patet 
pro * ynicum tantmrLrnodo valorem inter limites 
p. et w —- 1 situm .dairi. Quo facta quuoa etiam 
S5, 35', 25". valores determinatos nanci«cartlur, ni-
Jnl superest, . nisi vt demonstremiis- hos sem-
per hinc; integros euadere. Fiet autem 85 = 

^- ( c — A«) = ~ (H i - «30 - 2C (a'C' + a«{»)y 

— 3CA == - l ( a " ( 2 t " : — 2C?") - a' (flC' — 2C'*)) 

~ ** = 7 (*".(•"* —«*") ~ a'(«c-«'C) ) ~ 
2C£, eritque adeo manifesto integer. sxmiliterque 
facile confirmatur, etiam ipsos 25', 55" valores irir 
tegros nancisci. — Ex his ratiociniis colligitur, nul-
lam repraesentationem impropriam formae <p per 
/ , ad diuisorem ee pertinentem, exstare posse, 

% 5 
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quae per methodum traditam rel non vel pluries 
©btineatur. 

Quodsi iam eodem modo reliqui diutsores 
quadrati ipsius D tractantur, repraesentationesqne-
ad singulos pertinentes eruuntur, cunetae reprae-
sentationes impropriae formae <p perjf habebun-
tux, 

Ceterum ex hac solutione facile deducitur, 
theorema, ad finem art praec. pro repraess» pro-
priis traditura etiam ad improprias patere, sciU-
cet generaliter nullam formam binariam positi-
uam det negatiui per ternariam negatiuam re-
praesentari posse etc,$ patet enim, si 9 sit forma 
talis binaria, quae propter illud theorema per f 
proprie repraesentari nequeat, etiam omnes for-

mas determinantium —, — etc, ipsam 3 irnpli-

eantes per f proprie repraosentari non po^se, 
quum hae formae onmes determinautem eodem 
signo affectum habeaht vt # , et, quoties hi de-
termmantes negattui sunt, vel omnes euadant 
formae positiuae vel negatiuae, prout q> ad illas 
vel ad has pertinet 

285- De quaestionibus problnma tertmm no-
Hs propositum constituentibus (ad qtwd tluo 
priora in praecc, sunt reducta), sriiicet propositis 
duabus formis temariis eiusdem determmantis, 
diiudicare, vtrum aequiualentcs sint necne, et 
in casu priori orancs Iraii^formatianes aiteriu* in 
alteram inuenire, pauca tantum hqc iora inse-
rere possutuus, quum solutio completa, quidem 
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pro problematibus analogis in formis binariis tradi-
dimus, hic adhuc maioribus difficultatibus sit obno-
xia. Quamobrem ad quosdam casus particula-
xes, propter quos praecipue haecce digressio in-
stituta est, disquisitionem nostram limitabimus. 

I. Pro* determinante «f* * supra ostensum 
est, omnes formas binarias in duas classes distri-
bui, quarum altera omnes formas indeiinitas, 
altera omnes deiinitas (negatiuas) contineat 
Hinc statim concluditur, duas fonxias ternarias 
quascunque det. i aequiualentes esse, si vel vtra-
que sit definita vel vtraque indefinita; si vero al-
tera sit definita, altera indefinita, aequiualentiam 
locum non habere (propositionis pars posterior 
xnanifesto valet generaliter pro formis determi-
nantis cuiuscunqiu»)* — Simili modo duae for-
mae quaecunque determinantis — 1 certo aequi-
ualebunt, si vel vtraque deimita est, vel vtraque 
indeCnita. — Duae formae definitae determinan-
•tis & semper aequiuaiebuntj duae mdetmitae non 
aequiualebunt 5 si in altera tres co^fficientes primi 
omnes pares sunt, in altera vero n<m omnes-sunt pa-
res* in casibus reliquis (si vel vtraque tres coefficien-
tes primos simul pares habet, vel neutra) ae-
quiualebunt — Hocmodo adhuc multo plures pro-
positiones speciales exhihere possemus, si supra 
(art.277) plura exempla euoluta fuissent. 

II. Pro omnibus hisce casibus poterit etiarn, 
designantibus f, p formas ternarias aequiualentes, 
transformatio vna alterius in alteram inueniri. 
Nam pro omnibus casibus in quauis classe for-
marum teraariaram multitudo satis parua forma-

G g 4 
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nim supra assignata est, ad quarum aliquam per 
methodos vniformes quaeuis iorma eiiiMiem clas-
sis reduci possitj has omnes ad vnicam reilucrre 
ibidem docuimus. Sit F haec forrna in ea ch15.se 
iri qua sunt / , / ' , poteruntque per praccepta 
supra tradita inueniri transformatioues formarum 
/ , / ' in Fy nec non formae F in / , / ' . IJinc 
per art. 270 deduci poterunt iransibnnationes ior-
mae f in / ' formaeque f' in / 

m . Superesset itaque tanturnmodo, oste-n-
dere, quo pacto ex vna transformatione formae 
ternariae f in aiiam f omnes transiormationes 
possibiles deriuari possint. Hoc problema pt*wiet 
ab alio simpUcioti, sciiicet inuenire omnes trans-
formatibnes formae temariae / in m ipiam. Ni~ 
miram si / per plures substitutiones (*), (**)t 

(7") etc. in se ipsam et per subsututiom»m (l) 
in / transit, patet si ad normarn art ajo. cum-
binetur transformatio (t) curn (?), ; ' ) , (7") etc, 
prodire transformationes per quas oinncs / iu / ' 
transeat; praeterc-a pcr calculum iatiie prob.utir, 
quamuis transionnationem iormae / in /'* hoc 
modo deduci posse e combinutiout» tr<m>foriuatio-
nis datae t foriiiue / i n / ' cum ahqua (w qnuh»m 
vnica) transformatione fornuu* / m m ipsam, 
adeoque ex combinatione trarusfornuitionts daue 
formae / in / cum ammbus transiomiattunibus 
formae / in se ipsam oriri omnes trarisformatio-
nes formae / in / ' , et guidem singuks semel 
tantum. 

Inuestigationem omninm transformattttmim 
formae / iu se ipsam ad eum casum hic retuin-
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gimus, v M / est forrna definita cuius coefficienr 
tes 4 , 5 , 6 omnes = o*). Sit itaque / = . 

Co o'" o"3 ? exhibeanturque omnes substitutio-
naSy per quas / i n . se ipsam transit, indefinite pej: 

«, Ct Y 
*,' C' »* 

- 4 " £ f " * , " 

ita vt satisfieri debeat aequationibus (&) ».. aaaz 
4- fl'*v -f «"*"«" = tf, a?C -f a'C'C' + tf"C"C" 
= «', a>y -f al\'y' + a"y"y" = # " , ««•.+ 
<xvC* 4- a''a"b» = o, A»> -f a'«'>' -f a"»"y" 
= o, «£>. -f £'£'>,' -f a"G"y" = 0. Iam trea 
casus sunt distinguendi: 

I. Qunndo a7 a'y a" (qni idem. signum ria-
bebunt) ornnes sunt inaequales, supporiamus 
a < al, al < «" (si alius mngnitudinis ordo ad-
est, eaedem conclusiones prorsus *»imUi modo 
eruentur). Tunc aequ. prima in (n) mauifesto 
requirit vt sit $' s *" = o , adeoque * = dz 1» 
hinc per aequ. 4 , 5 eiit C = o, y = 05 simx-
liter ex aequ. 3 erit C" =~ o , et proin C =s tfc 15 
hinc fit, per aequ. 6, y' = o, et per 5 , v" = 
+ 1, ita vt (ob signorum ambiguitatem indepeu-
dentem) omnino habeantur 8 transformationes di-
uersae. 

II. Quando e numeris a, a1, a" duo sunt 
aequales, e. g\ a* = a"t tertius inaequaiig, sup-

*) C*,tu* reliqai vbi / «»t fonw» tleftnif* ad knac reduci po*-
»«st > *i vero / ftst fom* indaR»it», methoduj omnino di« 
ners* ftdhibend*, tr«.»*formattonumtiue taultitudo infin.it» crit. 

Gg 5 
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ponamus primo a < a'. Tunc eodem modo vt 
ia casu praec. erit «' = o, «" = o, * = ± 1, 
C = ' o , y = 05 ex aequ. 2, 5, 6 autem facile 
deducitur, esse debere vel £' = ± 1, v' = Q, 
€ " . = o, y" = ± 1, vel # = o, y' = ± 1, C« 
s= ± 1, y" = o. Si vero, secundo, a > «% 
eaedem conclusiones sic obtinentur: ex aequ. 2, 
3 necessario erit £ = o, v = o, et vel g' = 
+ 1, v' = o, C" = o, y" = ± 1, vel C =3 
o, y; = ± 1, C" = ± 1, y" = 0; pro suppo-
sitlone vtraque ex aequ. 4 , 5 erit *' = o, *" = 
o, atque ex 1, « = ± 1. Habentur itaque, pro 
vtroque casu, 16 transformationes diuersae. -— 
Duo casus reliqui, vbi vel a = a", vel a = a*, 
prorsus sirnili modo absoluuntur,. si modo cha-
racteies *, *', «" in priori cum C, C, C", m 
posteriori cum v, y', y" resp. commutantur. 

III. Quando omnes a,'a', a" aequales sunr, 
aequationes 1, 2, 5 requirunt, vt e tribus nume-
ris «, «', «", nec non ex C, £', C", vt et ex y, y', y" 
bini sint = 0, tertius = ± 1. Per aequ. 4 , 5, 
6 autem facile intelligitur, e tribus numeris a, f, y 
vnum tantummodo = ± 1 esse posse, simili-
terque ex «', ?', y', nec non ex «", £", y". 
Quamobrem sex tantummodo combinationes 
dantur 

'« 1«' 
c c 
y' |y" 

«' 
C" 
y 

«" 
C 
y' 

*" 
C 
v 

= ± 1 
= + 1 
= ±1 

Coefficientes seni reli-
qui = 0 

ita vt ob signorum ambiguitatem omnino 48 
transformationes habeantur. — Idem typus etiam 
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casus praecedentes complectitur: sed e sex co-
lumnis primis prima sola accipi debet, quando 
a, a', a" omnes sunt inaequales; columna prima 
et secunda, quando a' = #'<; prima et tertia, 
quando a = a'j prima et sexta, quando a = a"« 

Hinc colligitur, si forma' / = axx + a'x'& 
+ a"x"x" in aliam aequiualentem f' transeat per 
substitutionem x = $y + • *y'- + <y", x' = l'y 
+ «'7* + i'y", x" = «P"7 + ' " / ' + £ ' /" , omnea 
transf. formae f w. f contineri sub. schemate se-
«juente: 

x 
X* 

X" 

t f x \x 
x"\x 
xl \x" 

X" 
X 

X' 

= ± (fy, + '/'• + ̂ " ) 
= ±0'X +«r + ftr"> 

x = ± (d'tK +'"/' + <"/") 

eo discriminej vt sex columnae primae omnes 
adhibendae sint, quando a = <2' . = <2"; co-
lumna 1 et 2 , quando a'y a" aequales, a inae-
quahs; 1 et 5, quando a = . <z/j; 1 et 6, quando 
a = 0"; denique columna pritna sola, quando 
a, a',a" omnes inaequales. In casu primo, trans-
formationum multitudo erit 48, in secundoj tex* 
tio et quarto 16, in quintc* &. 

Ab hac succincta primorum elementorum 
theoriae formarum ternariarum expositione ad 
quasdem applicationes speciales progredimur, in« 
ter quas priroum locum m-er.etur sequens 



— 476 — 

&8& PROBLBMA. Proposita fortna blnaria F 
zz (Aj B-i , C) determnantis D ad genus principate 
jpertinenie: inttenire formcttn hinariam / , e enius dupli? 
iatione illa oriatur. 

Sol I. Quaeratur repraesentario propria for-
rriae ipsi F oppositae F' = ATT -^- 2BTU + 
CUU per formam ternariam xx'— 2yz, quae 
isit x = « r + :U, y = a'T + £>U, z = *"T 
+ C"UV quod fieri posse e theoria praec. forma-
rum ternariarum facile colligitur. Quum enim 
F per hyp. sit e genere principali, dabitur- valor 
expr. y/~ (A, B, C) (mod. D)t vnde inueniri 
poterit forma ternaria <p determinantis 1, in quam 
(A, .— Bj C) tamquam pars ingrediatur, cuius 
formae coefficientes. omnes fore" integros nullo 
negotio perspicietur. Aeque facile ihtelligitur, <p 
fore formam indefinitam (quoniam per hyp. F 
certo>non est forma hegat iua) ; vnde hecessario 
formae xx -*— ayz aequiualens erit. Assignari 
poterit itaque transfprmatio huius in illam, quae 
repraesentationem propriam formae F4 per xx — 
.fiyz suppedttabit. — Tunc igitur erit A = - * * — 
•S«c(fc", -T- JB = aG.—' *'.«" — *"ff<, C = Cff — 

sCC"; porro designatis numeris «# — «'£, «/£" 
«»"ff', «"ff — «ff» .per .«, &, c resp., hi diuiso-
rem communem non habebunt, eritque D = 
bb — 2ac. 

II. Hinc adiumenfco obseruationis vltimae art. 
255 facile concluditur, if.transkfe'per substitutionem 
2ff<, ff, ff, Z"; 2*', «, .«, «" in productum formae 
(20, -r- b,c) in se ipsam, nec non per substitutionem 
C'i «, ff, 2ffy/; «', «, «, 2*" in productum formae 
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( a , — b, ac) in se ipsam. Iam diuisor commu* 
nis maximus numerorum 2a, ab, QC est 21 si 
itaque c est impar, aa, ab, c diuisorem commu-
nem non habebunt, siue (2<2, — ^ c ) erit for-
ma proprie primitiua; similiter, si a est impar, 
(a, — b, 2c} forma proprie primitiua eritj in 
casu priori F oritur ex diiplicatione formae (o,a, 
— b, c), in posteriori ex duplicatione formae 
(a, — b, 2c), (V. concl. 4 , art 255)5 vnus ve-
ro horum casuum certo semper locum habebir. 
Si enim vterque a, c esset par, b necessario foret 
imparj iam facile confirmatur, esse G"a + Zh 
+ Q'c = o, «»a + «b + *'c = o, vnde sequere-
tur, Zb, *b, adeoque etiam * efc C esse jpares. 
Hinc autem A et C forent pares, quod esset 
contra hypothesin, secundum quam F est forma 
e genere principali adeoque ex ordine propri.6 
primitiuo. — Ceterum fieri etiam potest, vt tum 
a tum c pares sint, in quo itaque casu duae 
statim formae habebuntur, e quarum duplicatio*. 
ne F oritur. 

Ex. Proposita srt. forma F = ( 5 , 2, 51), 
det. — 1,51. Valor expressionis V^(5? 3? 51) 
hic inuenitur '(55, 22)5 hinc forma ternaria <p = 

G i ! 3 o ! — 2 ) ' l m i c p e I E r a e c e P t a a r t 3 7 2 aequii 

ualens inuenitur forma Clf I>~~1^), quae ia $ 

transit per substitutionem 

2 , 2 , — i 

1, — G, — a 
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Hinc adiumento transformationum in art. 277 

traditarum inuenitur, ( _ £ £ ° ) transire in 

4> per substitutionem 

2, — 1, o 
1? — 9? — 5 

£it itaque tf = 11, b = — 17, * ~ 205 quare 
quum a sit impar, F oritur ex duplicatione for-
mae ( 1 1 , — 17, 40) transitque in productum 
huius formae in se ipsam per substitutionem 
— 1, — 7, — 7> — 9> s> 5)3> *' 

a87> Circa problema in art praec. solutum 
iequentes adhuc aimotationes adiicimus. 

I. Si forma F per substitutionem p, p', /?", 
piu. « qi^ q", qi» in productum e duabus formis 
(h,i,kj, (h>, V, k') transformatur, (vtraque vti 
semper supponimus proprie accepta), habebun-
tur aequationes, ex concl. 5 art. 235 facile dedu-
cendae: p"hn' — p'h'n — p (in' — i'n) = o, (p" 
— p') [in' $ i'n) — p (krt — k'n) + p>" Qin' — h'n) 
szo^pin' — p"k'n — p'" (in' — i'n) = o, tresque 
aliae ex his ,per commutationem numerorum p, 
p'7 p", p"'1 cum q, q', q", q'" oriundaej n, n' sunt 
radices quadratae positiuae e qUotientibus proder 
untibus, si determinarites formarum .(/*, i, k \ 
(h', i', k') per det. iormae F diuiduritur. Si ita-
que hae formae sunt identicae, siue n = n', h 
= h', i = i', k = k>, illae aequationes trans-
teunt in has: (p" — p') hn = 0, (p" — p)in 
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t== o, (p" —• p') kn = o, vnde erit necessario 
p* = p", prorsusque simili modo q' = q". — 
Tribuendo itaque formis (h, i , /c), (h', i*, A') 
ea&dem indeterminatas t, u9 designandoque inde-
terminatas formae F per T, U, transibit F per 
substitutionem T = ptt + 2p'tu + p"'uu, U =ss 
^rr + 2q'tu + <7';'ww in (Tzrt + 2zta + kuu)\ 

II. Si forma F oritur e duplicatione formae^ 
/ , orietur etiam e duplicatione cuiusuis aliae 
formae cum / in eadeni classe contentae siue 
classis formae Fe duplicatione classis formae / ( V . 
art. 258). Ita in ex. art. praec. (5, 2, 51) orietur 
etiam e duplicatione formae ( 1 1 , 5 , 16) , ipsi 
(11 , — 17, 40) proprie aequiualentis. Ex vna 
classe, per cuius dupl. classis formae F oritur, 
omnes (si plures dantur) inueniuntur adiumento 
probl. 2605 in exemplo nostro alia hu^usmodi 
classis positiua non dabitur, quia vna tantummo-
do classis anceps proprie primitiua positi.ua det, 
— 151 exstat (puta principalis); quum e com-
positione classis. vnicae ancipitis negatiuae ( i , 
O) —*- 151)? c u m classe (11, 5, 16 J oriatur clas-* 
sis (— n*, 5, — 16), haec erit vnica negatiua, 
e cuit^s duplicatione classis (5, 2, 51) oritur» 

IH. Quurri per solutionem ipsam probl. art. 
praec. euictum sit, quamuis classem formarum 
binariarum proprie primitiuam (positiuam) ad 
genus principale pertinentem ex •alicuius classis 
pr. prim^ eiusdem det. duplicatione oriri posse: 
theorema art. 261, per quod certi eramus, ad 
minimum semissi omnium characterum pro d,e* 
terminante. axm quadxato dato D assignabilium. 

http://positi.ua
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genera proprie primitiua (positiua) respondere 
nonposse, eo iam ampliatur, vt praecise semissi 
omnium horum characterum talia genera reuera 
respondeant, alterique ideo semissi nulla respon-
dere possint..(V. demonstr. illius theor.). Quare 
quum ,in art. 265 omnes illi characteres assigna-
biies in duas species P , Q aequaliter distributi 
sint, e quibus posteriores Q formis pr. prim. (po-
sitiuis) respondere non posse probatum erat, de 
reliquis autem P incertum maneret, an singulis 
genera semper reuera' resppnderent: nunc hoc 
dubium penitus est sublatum, certique sumus, in 
toto characterum co.mplexu P nullum adesse cui 
genus non respondeat. — Hinc facile quoque 
deducitur, pro. determinante negatiuo in ordine 
pr.. prim. negatiuo, in quo omnes P impossibiles 
solosque Q possibiles esse in art. 264, I ostenr 

surn est, omnes Q reuera possibiles; esse. . De-
signante enim K characterem quemcunque ex 
O / formam arbitrariam ex ordine pr. prim. 
neovformarum det. £>, atque K' ipsius characte-
rem hic erit ex Q^ vnde facile per&picitur, cha-
racterem ex K, K' compositum (ad normam art 
B46) ad P pertinere, adeoque formas pr. primi-
tiuas pdsitiuas det. D exstare quae ei respondeantj 
ex compositione talis formae cum / manifesto 
qrietur forma, pr. prirn. '.neg, det D -cuius cha-
racter erit K. - Prorsus simili ratione probatur, 
in ordine improprie primitiuo eos, characteres qui 
per praecepta art. 274 II> III sali possibiles inue-
niuntur omnes possibiles. esse, siue sirit P siue Q. 
— Haecce theoremata, ni vehementer faUimur, 
ad pulcherrima in theoria formarum binaiiarum 
sunt xeferenda, eo. magis quod licet summa siriw 
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plicitate gaudeant, tamen tam recondita sint vt 
apsarum demonstrationem rigorosam absque tot 
aliarum disquisitionum subsidio condere non li-
ceat. 

Transimus iam ad aliam applicationem di-
gressionis praecedentis, ad discerptionem turrv 
numerorum tum formarum binariarum in terna 
quadrata, cui praemittimus sequens 

288- PROBLEMA, Designante M numerum 
posititium, inutnire conditiones sub quibus forptae bi-
nariae prhnitiuae negatiuae determinantis — M dari 
joossinty qttae sint residua quadratka ipsius M sme pra 
quibus 1 sti numems ckaracteristkus. 

Sol. Designemus per n complexum omni-
um characterum particularium quos praebent 
relationes numeri 1 tum ad singulos diuisores 
primos (impares) ipsius M tum ad numerum 8 
vel 4 qua;ido ipsum M metitur; manifesto hi 
characteres erunt Rp+ Rp>7 Rp» e tc , denotanti-
bus /?, p', p" e tc , illos diuisores primos; 
atque x, 4 quando 4 ; 1, 8 quando 8 ipsum M 
metitur. Praeterea vtamur literis P , Q m eadem 
significatione vt in ait. praec siue vt in .265» 
Iam distinguamus casus sequentes. 

I. Quando M per 4 diuisibilis est, n erit 
character integer, patetque ex art. 253 V, 1 ta-
lium tantummodo formarum numerum characte-
risticum esse posse, quamm character sit n.' SeJ 
rnanifestum est, a fore characterem formae prin-
cipalis ( 1 , o , M)y adeoque ad P pertinere et 
proin formae proprie primitiuae negatiuae com-
$>etere non possej tjuare quum formae «hpra-



prie prhnitiuae pro lali dcr. non dentur, nullae 
omniuo formae piim. nog. iu hoc ca.su dantur, 
quae sint residuu ipsius J\£ 

II. Qnando M 11 5 (mod. 4 ) , pror^us t»a-
dcm ratioeiuia valr-ut ea sola oxcepticme U iix 
lioc casu ordo improprie, primitiuus no»athms 
exstet, in quo characteres P vel po.ssihtU\s erunt, 
vel impossibiks, prout M :J2 3 \A '.. : 7 (nmd. 
g ) , V. art. 264., III. Jn OIMI i^ttur priori iu lioc 
oxxline genus dabitur, cuius eharaeier sir «." , \ndt* 
1 erit numerns characHerJUtlrus oumium furma-
rum in ipso contentarum; tu ca.su poMcriori nul-
lae omuino formae ucgatiuae hac proprietute 
praeditae dari potonmt. 

IIT, Quando M 22 1 ( m o d 4)* .0. nnndum, 
est character completus, sed hisuper uocedtsre 
debet relatio ad nnmerum 4$ patcr autern, u w -
cessario In characterem fonnae cutus mmi. char. 
sit 1 ingredi debere, et wce vt»r.sa, furmaiu 
quamuis, cuius character sit vel tt; 1, 4 , \el i?; 
5 , 4 , liabere nunierum «har. 1. Iam u; 1, 4 
xnanifesto est chcuacter «»«m»ris priucipalis, qui ad 
JP pertinet adeoque iu ordiue pr. piun. m^uluo-
inrpossibilis estj ex eadem rafione 4}; "). 4 ucl {Jf 
pertiuebit (art. 263), \nde- ipsi va oniin»* pr. piiui» 
negatiuo genus rfr&poudebit, cuius formae onmos 
habebunt ltum. chiu\ 1. Ordo smproprk prhni-
tiuus in hoc casu, vt in seqtieutc, mm dtttur. 

IV, Quando M E s (mod. 4 } , ad m aeee« 
dere dehet relatio ad 8¥ uuo fiat charticter rtmi-
pletus, puta vel 1 rf 3 ? 8, vel 5 rf 7, § s tjuan-
do M E a (uiod. 8)? etvei 1 tt 7, S? v d 3 *$ 

http://ca.su
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5, 8, quando M ~= 6 fmocl. ft). Pro casu priori 
chdracter &$ i c* 5, 8 mamtWU) pertinet ad P? 

adeoque .Q*, 5 «/ 7, 8, atl (>, vncli» ipsi rp^w»*i-
debit genus pr. prim. ut»o.$ sitnilique ration*» pto 
posteriori vnum gtmus in ordme pr. prir:. m»ra-
tiuo dabitur, cuius formae proprietate prae-cripta 
praeditae sint, puta cuius charaeter i.'j 3 c/ 5 , #, 

Ex his colligitur, fornias primitiuas negati-
lias del. — M quarum numerus charact**risticus 
sit 1 dari, quando M alicui numerumm 1, s , 3, 
5 , 6 secundum modulum 8 congrnus sit ot 
cjuidem in vnico semper genere, quod impro-
prium erit quando M ~ r 3,* tales formas onmi-
310 non dari, quando M r= o, 4 vel 7 (mod. 
8) . Ceterum manifestum est, si ('— a, — ht 

>— c) sit sit forma primitiua nepratiua cuins num. 
char. -f- i ? (a, b, c) esse formam primitiuam. 
positiuam cuius num. char. — 15 hiuc pei\spim-
um est, 211 quinque casibus priorihus (quunrio 
M E=z 1, 3 , 5 , 5 , 6 ) dari gemw vnum primiti-
uum positiuum cuius formae habeant num. char. 
—- 1, et quideni, pro M ~ 5 , irnpraprium, in 
tribus reliquis vero (quando M r £ 0 , 4 , 7 ) ta-
les formas positiuas omnino dari non posst». 

289. Circa repraesentationes proprias for-
marum binariarum per temariam x r -f- yy -f-
zz = /*, e theoria generali m art. ^ 8 ^ iradita 
coliiguiitur hacc: 

I. Forma binaria 9 per /" proprie rpprae-
sentari nequit, nisi fnerit iorma positiua prizm-
tiua, atque — 1 (L e- det. f o r m a e / ) ipsius nu-
merus characterislicus. Quare pro deteraunante po-
sitino, nec non pro negatiuo — M quando ikfest 

II h a 
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Vel per 4 dlulsibilis vei formae Bn + f, nulla*» For-
mae binariae pex/propr ie repraesentabiW dantur. 

IT. Si vero £p = (p,q<r) est forma pt^itiua 
primitiua deterrainantis — M, atque — 1 mimpnis 
characteristicus formae 4>, ndcMique eti.im nppo-
sitae (/?, - <7, r ) : dabuntur r.q>rn^rnt;ut<uK-s 
propriae formae * per / ad qu-mlih-t wIimMrt 
datum expr-V^ — (p, — <7» r ) pt*rthi.*i-:«'s. Snli-
cet omnes coefficientes formai* t*nwria«' # «Vt. 
-— 1 (ar t .283) necc.vsario hVnt im>gri, g veio 
forma definita, adeouue ipsi / certo urquiualens 
(art 885-1)* 

IIL Multitudo omnium repra^sentttlortum 
ad eundem valorem expr. «/* **~ (/?, - g, r ) 
pertinentium in omnibus casibu*, praeter M «a 1 
et M = fi,' per art 285» Hl aeqtte iitagnci m% 
ac multitudo transformationum formae / i« #» 
adeoque, per art. 285 ? =» 48» ibinde patK, « 
vna rcpraesentatio ad valorcm d;itmn pf*i ttn.Tis 
habeatur, 47 reliquas iruV di*;"waii, viiifi«*«r iov»-
rurn #, _/, £, onmilus quibus iVri nutt^t. mudis 
tum Inter se permutando luru Mimis «*ppuMU<j 
afficiendo; quare omncs 4.6 r*-prru\so!it«uiunij.->. /7,£-
c<27̂  docompohitionem Jormue Q ln tna quadr-;Ta 
producunt, -si ad quadrata ips* trjntum, ucqLie atj 
ipsorum ordincm radlcumue ,s';gna. iv;-pstitur. 

IV. Posita multitudine omuium uutncrnnmi 
primorurn imparium diucr.soj UUJ ip->um J / mv-
tientium = u, haud dilnnV ex «irt. 1/55 u»*:clu-
dimr, multitudmem onuHUtn. vaiorum diu^iva»-
rum exprcssionis ^ / — (/>, —-V/. r ) (UHHL ."!/) 
iore = a-**, e quihuK pcr art. L\S3 M^mksom Xmi* 
tum considerare oportct. (ipumdo M > a). Qua.-
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xe miifritudo omnium repraesentationum propria-
rura formae <p per f erit = ^B.s'*""2 = 5.3''"*-*$ 
multitudo autfm disrerptiom.ua diuersarum m 
terna quadiata = a1*™'. 

J5.r. Sit <J> = lgfr -f- 6tu + 4iz£M, adeoque 
M = 77*0 j hic quatttor vaioros sequentes expr. 

V" " (.lQi"~ 3*-l-1') t'mod. 770) considerare- opor-
tet (art. 285): (39, 257), (171, — 27), (269,—-85), 
(291, — i'i.7)» * Vt inuouiautur reprae.sentatlones 
aci \alorcm (59, 2.37J pertiugnT.es, primo eriutuu 
forma ternaria f %%* *l% '"? J = #, irt quam pcr 
praecepta art »73, »75 / transire inueuitur pcr 
substilutionem 

— 5 > ~ »>—^ 

vnde habetur repraesentatio formae $ p e r / haec: 
ar = * —- 6w, f sss •— 5? — 2«? J C B » * ~ 5^ 
— 11$ repraesentationes 47 reliquas ad eundem 
valorem pertinentes, quae ex horum valorum 
permutatione< sxgnorumque conuersione otiuutur, 
br«uitatis caussa non adscribimus. Omnes vero 
48 repracsentationes eandem discerptioaem for-
xnae $ in tria quadrata tt —- i%tu -j~ 56««, 9̂ £ 
4- xato -f 4"K? J)W *f &w -f* uu producunt 

I?rorsus simili modo valor {171, — *7) 
suppeditat discf?rptiontim in quadrata (5$ «f 5«)> 
(3* — 4»)% tt-f vaior »©69, — 85) h*mc (j + 
&*)* + (52 + w)1 + (3* — 9»)* 5 detuque va-
lor (agx, — 107) haac .i + 5«) + (3* + 4w) t 

4- {$£ *— 4«)*5 «ugulae h&e decomposiuones 
llh 5 
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48 repraestnitatioiiibus aeqmpollent. — PrartiT 
has JI)'3 tvpraes^ntaticmes antrmi, snw qnatuor 
discerptiom^, aliae non dabunlur, quum ~.~i» p*»r 
nullum quadratum diuisibiiis sit, ad»»oqiu? tvprae-
sentauones impropriae exstaiv non possint, 

290. De fonnis ctetmmnantis — 1 »-t — 2, 
quae quibusdam oxovptiouibus obnt>\iai* tT.uu, 
paucis seorsim a<;emus. Pr«i«*miuimu«* obM-nuUo-
»<«m genvralem, vS*i o, #' sint itirma»* bin.uiim <u*-
quiualentes quapcunque, («-)) traiivlormalm d.iu 
illius in hanc, ex combinntitme lvpra^vmuitunfw 
cuiusuis forinae <p per aliquaui tt»rnati,mi / n i m 
substitutionc ( 0 ) prodire ivpratvs«mtatumom inr-
xnae tf pcr / j porro ex xvpraeM-ntufitmibus pro-
priis ipsius 9 hoc modo oriii rf*pra«*si*in\tiuim** 
proptias formae <*>', e diuerMS diuersas, dc-utqm* ti 
cunctis cunctas. IIa<»c omnia por ralndum tat it-
lime comprobantur. Quaro vna formarum *, ; ' 
totitlem modis per / ' repraesentari poterit. at: al-
tera. 

I. Sit primo <p = tf + */«, atque 91 fonwa 
quaecunque alia bkiaria positiua det. — 1, rai 
itaque <p aequiualebit; transeat 9 m «?' pt»r &uh.sti~ 
tutionem r. = **' + Cu'f u « j / 4 J«'. K»r-
ma <?> repraesentatur per temariam / «* x r «f ^ y 
4« zz ponendo x =ss r, y «a » , 2 s= 0$ pt'rinu~ 
tando .x, y , % hlm emergunt jrr.tr r^prattsmtattoi» 
nas, et e singuib rumut qttatuort muUndo signa 
ipsomm r, K, ita vt oknuino 24, reprapwm&tumtw 
diuersae habeantur» quibus vmca distvrptb i» tria 
quadrata aequipojlet et praeter quas alias dsri 
nott posse lacUe pewpkitttr, Ilinc concluditwr^ 

http://jrr.tr
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etiam formam q>' vnico tantum modo in tria 
quadrata decomponi posse, pula in («*' + Gu')\ 
(yt> + Sw)* et o, quae dlscerplio 24 repraesen-
tationibus aequiualet. 

II. Sit 0 = tt + s?/«, $' quaecutique alia 
forma binaria positiua det. — 2 , iu quam $ 
trauseat per snbstitutionem i = *£' + Ca', z/ =s 
^ ' + Jw. Tunc simili inodo vt in casu pvaec. 
conclnditur, <p, et proin etiam <p', vnico tantum 
.1110 do in tria quadrata discerpi posse, puta *> in 
« + w« 4- r/«, atque $* in (**' 4" €«')* + (>t* 
+ £«')* + (>*' + Jtt1)1? t a i c m decompositionem 
»4 repraesentationibus aequipollere facile perspi-
ci potest. 

Ilinc colligitur, formas bmarias determinan-
tium — i ot — 2 rcspoctu multituclinis reprae-
sentationum por temariam xx + yy + ££ cum 
aliis formis binariis omuino conueiiire; quura 
enim in vtroque casu flat & = 0, formula in ar t 
praec.IV. tradita vtique producit 24 repraesentatio-
nes. Ratio huius rei est, quod duae exceptiones, 
ijtiibus tales formae obnoxiae erant, se mutuo 
coxnpensant. 

Tlieoriam generalem repraesentationum im-
propriarum in art. 284 explicatam ad formam 
xx + yy + zz applicare? breuitatis §ratia super-
sedemus. 

a g i . Quaeslio de inueniendw omnibus^re-
praesentationibus propriis numeri posiriui dati M 
per formam xx + yy + s s primo per art. 281» 

jtJt 11 4 
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reducihir ad inu&stigationem repraesrntationum 
propriarura nutneri — M per fonnam — xx 
'— 77 — zz z=z fi hae vero per praecepta arL 
»80 ita eruuntur: 

I. Eaoluantur orrines classes formarum bi~ 
Marlaxttm. determiiiantis — M? quamm foi*-
mae per XX* 4* YY «f ZZ = F (cut formae 
lernarlae _ adiuncta est f) proprie repraesentadt 
possunt. Quando M HT-; o, 4 vel 7 (mod* &)f 
tales ciasses per art s8S non dantur> adcoque 
JW in tria quadrata quae diufcorem commuiwra 
sion haheant discerpi nequit *). Quando vero-
JkT-zi: x9 », £ vel 6, dabitur gtmrn posttmum 
propria prrmitiuui% et guando M E~ 5 f invpro* 
prie prlmitiuuKij quod oxnaes illas classes com-
plectetur: designejaus multfcudfriem haxux& tlm» 
eum per fc 

I I EKgantur iam ex hisce classibus h for-
wae ad lubitatn? e singulis vna, quae .smt $? $', $ *• 
«tc.5 muestigentur omnes oinnium rf»»rne.sMita~ 
liones propriae per Ff q«arum Haque tuultUudo 
erit 5*2MH*% s=s I{f shhlgmnu* t* miiltlnnlmnn* 
factorum primomm (tmparium) ipshu» jl/j, de-
nique e quauis- huiramodi repraesentutione vt X 
ssro t + w , F c m't «f* «*«, Z « w * 4. »«*M 

•) Ma*e IffljMtiWUtei #tia» J»fr «nftftwtk, *5p»# « * » * tof*«» 
gat&ttortttt iai|>*fitt» ttetefmii» 1« w= 3 (>»»•, a ) ; r««m« 
«uonua iaujratlina ctun v » 3 *«i v*X S£ a *») r.% 5 ? t^wjB^ 
witw imparis cum taotm» jasriirts* T«1 5S 1 »«| s~ 51 *** 
atfwe jrumwa, triuva parlum -r*I EH €> **i !F* 4 $ t«$ i» «w» 
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dertuetnr repraesentatio ipsius M per xx +ryy 
•f- zz fcaec x c=s m'n'*- •—- m'W7 y = m"n ~— 
mn"> & = mn' —* ?rt'?z* In complexu Jiarana X 
repraesentationum, quem per a designemus,. 
omnes repraeSentatio33.es ipsius M necessario con~ 
tentaa erunk . 

III Superest itaque tanuimrnodo, vt inqui-
ramus, num in a repraesentationes identicae oc-
currere' possmtj et quum ex art 38o3 XII iara 
constet, eas repraesenlatlones in o , quae e for-
xnis diuersis & g. CJC <p et <p* deriuatae sint, ne~ 
cessario diuersas esse? sola disquisitio restat? an 
xepraesentationes diuersae eiusdem formae, e, g* 
ipsius $, per F, «»prat.'sentationes identicas. nu» 
xneri M per xz-\> yy *%> zx. producere possint. Iant 
statim mamfestum est, «t intcr repraesentationes 
ipslus $ reperiatur haec ( r ) . , . X = mt+nut Y^=s 
m't ~f- «'«s 2 = m*'t -f- few», inter easdera. fore 
hanc ( r ' ) . . . X = —• mt — nu, F s = - wi'X 
«—• »'w, 2 as — mut —- »"w, atque ex vtraque 
deriuari eandem repraesentationem ipsius Mt 
quae> designetur per (21) 3 mmimemm itaque, 
num eadcm (R) ex aliis adhuc repraesentationi* 
bus formae # sequi possit EJC art »8o? III fa-
cile deducitur, statuendo ibi % = 9? si omnes 
txansfonnaiiones propriae ibrmae <p» in se ipsara 
eaclubeantuv per t s=ss *t + Cw, w = >,t 4* ^»» 
omnes eas repraesentationes formae $, o quibus 
A sequatur, expressum iri per x = {«*» + y« t 
•f* (Cn* + in)u, y « (*w + y«0* '+ (&w< + 
***)«, * a=5,(<»m'* -f >»")« + <€«w + ^»1*)^ At 
e theoria transformaUonum fQrtnarum binaria-
rum det negadui in art if§ expHcata sequitur? 

Hh 5 
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in omnlbus casibus praeter M s= i et M •=* $f 

duas tantummodo transformationes proprias for-
mae <p in se ipsam ,dari, puta *, £, y, ^ = r, o, 
o, 1 et = — 1, o, o, — 1 resp. (quum enim <p 
sit forma primitiua, id quod in art. 179 designa-
batur per m erit vel 1 vel 2 , et proin, praeter 
casus exceptos7 certo (1) locum ibi habebit). 
Quare (H) e solis r , r1 proueriire poterit, adeo-
que quaeuis repraesentatio propria numeri. M bis 
et nori pluries in Q. reperietur, et multitudo 
omnium repraess. propriarum. diuersarum ipsius 

Quod attinet ad casus exceptos, multitudo 
iransformationum propriarum formae <p in se 
Ipsamper art 179 erit 4 pro M = i ? et 6 pro 
M = ' 55 reueraque facile confirmatur, multitu-
dinem repraesentationum propriarum numero-
rum 1, 5 esse IK, %K resp.j scilicet vterque nu-
merus vnico tantum modo in tria quadrata dis-
cerpi potest, l i n 1 -f o + o, 5 in 1 + 1 + 1, 
discerptio ipsius 1 suppeditat sex, discerptio ipsi» 
us 5 octo repraesentationes diuersasj K vero fit 
s= 24 pro M = 1 (vbi /x = o, ft = 1.) et =s 
48 pro -itf = 5 (vbi H = i , A == 1)« 

Ceterum obseruamus, si ft designet multmi-? 
dinem classium in genere principalia cui multi» 
tudo classium in quouis alio genere proprie pri* 
mitiuo per art. 252 aequalis est? fore k = h pro 
M = x, 2, 5 vel 6 (mod. 8), sed ft = j / i pro 
• ^ = 5 (mod. 8) , vnico casu M = 5 excepto 
ybi & = & = 1. Pro numeris itaque formae 
8^ + 5 multitudo repraesentatiomsm gerieraliter 
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est = Q^-k, 'quum iri numero.5 duae exc^t |o-
nes sese compensent* 

292. Discerptiones numerornm (vt forma* 
rum binariarum supra) in tria quadrata a reprae-
sentationibus per formam xx + yy + ££ ita distin-
guimus, vt in illis ad solam quadratorum magni~ 
tudinem, in his vero insuper ad ipsorum ordi-
nem radicumque signa respiciamus, adeoque re-
praesentationes £ = #-, # = &,2 = c, e t .z = 
a'y y = b', z = c' pro diuersis habeamus nisi 
simul a = a', b = b'f c = c'$ discerptiones au-
ftem m aa -f bb + cc et in <zy<2' -f *V*V -f- c'c* 
pro vna, si nullo ordinis respectu habito haec 
cjuadrata illis aequalia sunt. Hinc patet? 

I. Discerptionem numeri M in quadrata aa 
+ bb -f" cc aequipojdere 48 repraesentationibusf 

si nullum sit = o omniaque inaequaliaj 24 au-
tem, si vel vnum = o reliqua inaequalia, vel 
nullum = o atque duo inter se aequalia. Si ve-
ro in discerptione numeri dab. in tria quadrata 
duo ex his sunt = o, aut vnum = o reliqua 
aequalia, aut omnia aequalia, repraesentationibus 
6, aut 8, aut 12 aequiualens eritj sed. haec eue-
nire nequeunt nisi in casibus singularibus vbi M 
= 1 aut o, aut 5 resp., siquidem repraesentatio-
nes esse debent propriae. His exclusis suppona-
mus, multitudinem omnium discerptionum nu» 
meri M in terna quadrata (diuisoris communis 
©xpertia) esse E9 atque inter has reperiri e in, 
quibus vnum quadratum o, et e' in quibus dua 
quadrata aequalidj iliae etiam tamquam discer-
ptiones in bina quadrata, hae tamquam discerptio-
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Sies in quadratum et quadratum duplum spectarl 
possunt. Tunc multitudo omnium repraesenta-
fcionum propriarum numeri M per xx + yy + zz. 
erit = 24 (e + <?') + 48 (JS—0 — ^) = 48 E — 24 
(0 +• e'). At e theoria formarum binariarum facilo 
deducitur, e fore vel =s= o vel = 2̂ ™"% prout — 1 
sit non-residuum vel residuum quadraticum ipsius 
M, nec nori e' = o vel = 2M~™S

? prout L~ 2 
non-residuum vel residuum ipsius M\ deno-
fcante P multitudinem factoram primorum (impa-
rium) ipsius M (v. art 182; expositionem vberi-
rem hic supprimimus). Hinc facile colligiturE 

fore E = aP-l&, si tum — 1 tum — s sit NJL. 
ipsius I ; 1 = %t*—\k + 3), si vterque nume* 
rus sit readuuxn; denique E = a*-*(A + 1), si 
aiter residuum sit alter non-residuum. In casibus 
exclusis M s=z 1 et itf = 2, haec formula. prae-
beret E = J, quiun'esse debeat J£ = l j pro 
ife? = 5 autem recte prouenit £ = 1, exceptioni-
bus se mutuo compensantibus. 

Si itaque M est numerus primus, fit K = i f 

adeoque E = §{k + 3) quando iKT = 1 (mod, 
8)5 £ = f(& + 1) quando M = 5 aut ==• 5. 
Haecce theoremata. specialia ab ill Le Gendre 
per inductionem dedecta et in commentatione 
egregia iam saepius laudata Hist. de tAc. de Pa-
ris 1785 p« 530 $qq. prdlkta fuerant, etsi sub 
forma aliquantum diuersa, cuius rei ratio impri* 
inis in eo est sita, quod aequiualendam propriam 
ab impropria noiq. distinxitj et proin classes op~ 
positas commiscuit 

I I Ad,muention6m omnium discerptionum 
numeri M m teraa quadrata (sine diu. comm.) 
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non opus est, omnes repraesentationes proprias 
omniuro farmarum. ®, <p', $" eruere. Primo enim 
facile confirmatur, ©tnnes (48) repraesentationes 
formae <p ad eundem valorem. ezpr. ^" — (p? 

— *?? r ) pertinentes (statuendo <P s= (/?, q, r)) 
discerptionem eandem numeri-Wpraebere, adeo-
que sufficere, si vna ex illis habeatur, siue quoct 
eodem redit, si tantummodo omnes diuersae 
discerptiones *) formae <p in terna quadrata con-
scriptae sint, et perinde de reliquis <p'? <P" etc. 
Dein si <p est e classe non ancipite, eam formam 
cmae e classe opppsita electa est omnino praete-
rire licebit, siue e binis classibus oppositis vni-
cam considerare sufficit Quum enim prorsus ar-
bitrarium sit, quaenam forma e 'singulis classi-
bus eligatur, supponamus e classe opposita ei in 
qua est $> eligi formam ipsi. <# oppositam, quae 
sit = <ph Tunc nullo -negotio perspicitur, si dis-
cerptiones propriae formae f indefinite exnibe«* 
antur per (gt + hu)* + (g't + h*u)% + (g"t + 
h"u)&^ omnes discerptiones formae.9' expressum 
iri per (gt~ hu)% + (g't — A'«) a + (g"t —» 
h"u)%, nec non ex his easdem 'diseerptiones nu~ 
meri i^.deriuari vt ex iliis, Denique pro eo ca-
su vbi <p est forraa e classe ancipite, attamen ne-
qiue e classe principali neqtie fcronae (% o, fitf") 
aut ( s , 1, f(.M + 1)) aequiualens (prout M par 
aut inipar), e yaloribus expr. y""—• (/?, — 9", r ) 
semissem omittere .licet; sed breuitatis caussa 
hocce compendium fasras hic non expEcamus. —• 
Ceterum iisdem compendiis etiam vti possumus, 

•) Semgsr subijitelligenau» propfla$t ei hsMe expTmaiomm « 
xcgxftenattKtioaibti.a a& disc«« t̂icmes traxMfsirre Ivbtfy 
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cpiando omnes repraesentationes propriae Ip.sius 
M per xx + yy + zz dosiderautur, uuum liae e 
discerptionibus facillirne euoluantur. 

ExempH caussa inuestigabimus omnes discer-
ptiones numeri 770 in terna quadrata, \bi « = 
35, e = e' = o, adeoque E = ak, P«T dassifi-
cationem formarum binariarum positiuaruiu de-
terminantis — 770•, quam quoniam a quoui.s acl 
xiormam art. 351 faciie condi potest breuiiatis 
gratia non adscribimus, inuenitur classiura pnsi-
tiuarum multitudo = 52 , quae omncs sunt pro-
prie prirnitiuae et inter 8 genera distribuuutur, 
ita vt sit k = 4 , et proin U. = 8. GemiK, cu-
ius numerus characteristicus ~— l7 respectu uu-
xfterorum 57 7, 11 manifeslo charaeteres particu-
lares H5; Ny7 N11 habere dcbet, vnde per arl, 
»65 facile concluditur, ipsius characterem re-
spectu numeri 8 esse debere 1 et 3 , 8- Inm in 
eo genere cuius character .1 ct 5, 8,* A'5; AVj 
i V n , quatuor classes reperiuntur, pro quanmi 
repraesentantibus eligimus formas ^6, 2, 129)- (Sh 
— s, 129), (19, 5, 41), ( 1 9 , ^ 5. 4-0; rlu^enx 
jsecundam vero et quartam rtnirimus, \tpote pri-
mae et tertiae oppositas. Quatuor discerptmues 
formae ( JLQ, 5, 41) iam iii art. 289 trauidiums, e 
quibus sequuntur discerptiones • numeri 770 in <) 
+ 561 + 400, 16 + 525 + 729, ^81 + 400 + 
»89, 676 + 169 + 25, Simili ratkme muemtm-
tar quatuor discerptioties formae 6ti + 4?« + 
i»9tttf iri (* — $u)z + (<z* + « ) a + ( r + « ' 0 % 
(t — lorz)* + (a* + 5*0* + ( ' + 2« >% (tt£ 
T ~ » 5 " ) S + (? + iow>* + ( r + a « ) * , ( 2 / + 
7»)* + (* — &0* + (* — 4*0% resP* e vaioii-
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bus eaqpressionis y ^ — ( 6 , * — » , i a g ) Msce orl-
undae ( 4 8 , 569)* <6% ~~ H 9 ) » (9*» ~~ * 5 & 
(»0», •— 61)5 vnde prodeunt discerptiones nu-

sxneri 770 in 225 + s.56 + 289 , 1 + 144 + 
625 , 64 + 81 + 6*25, 16 + SS5 + 5s§* P.tme* 
ter has octo discerptiones aliae non dantur, 

Quae ad discerptiones mxmerorum in taraa 
quadrata diuisores communes habentfa, attinent-, 
tam facile e theoria generali a r t s»8i sefttuntor, 
vt-non ,opus dt huic rei immoraxi 

s 9 5 s DLsquisitiones praocedentos ctiam $ny>«> 
peditant demonstrationom thooi*ematis famosi, 
omnem jmmerum integrum positimtm in in\r ntt-* 
meros trigonalcx disccrpi posse, quod a Ferma-
tio olini iuuentum est, sed ciuus demonstratio 
ri^orosa hacteuus desiderabatur. Manifestum esty 
quamuis discerptionem numeri M ln trigonales 
lx(x + 1) + lj(f + 5-) + §-( - + J ) producere 
discerptioiium numeri 8 ^ + 5 in terna quadra-
ta imparia (ax + 1 ) * + (%r + 1 ) a + ( a z + 
i ) * j et vlce versa. Quiuis autein numerus 
integer positimis 8 ^ + 5 per theoriam praece-
dentem in tria quadrata resolubis cst, quae ne-
cessaria ertmt iiuparia (V. aimot art. ayi ) ; re-
solutionumque multitudo pendet tum a multitu-
diue factorum primorum ipsius %M + 3 ? jtuni a 
multtludine classium iu quas formae binarxao de-
terminautis — (b'-^ + 3) distribuuutur. Toti-
dem discerptioues immeri M \\\ ternos trigona-
les dabuntur. Siroponimus autem, tx"x + i) pro 
vaiore quoeuncme integro ipsius x tamquara tri-
gonalem spectari; ojaodsi magis placeret «Jraxa 
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©xcludere, theorema xta imxnutare oportcret: 
Quiuis integer positiuus vel ipse trigonalw est, vei 
in» duos vel in tres trigonales resolubilis. Slnailis 
mutatio in theoremate sequente facienda esset, 
si cifram a quadratis excludere placeret 

Ex iisdem principiis demonstratut attud Frr-
matii .theorema, quemuis mmmmrn iniegrum 
positiuum in quatuor quadrata demmpwri fmwr. 
'Subtraheudo a numero formae 4« + g qmuira-
tutn arbitrarium (illo numero mmm)f a numero 
formae 4.T1 «f 1 quadratum par, a rmmm* for* 
tnae -411 + 5 quadratwui impar* ivs:fiuu*u iit 
omnibus Ms casibus 2» tria quadrat* rwiolubilis 
erit, adeoque uumerus proposittw m qiuituon 
Demque numerus formae .\.tt <v-:l»*u>ri po?*»,«*t per 
4?N ita vt N ad aliquam trium iomtartnn pra«-

'.cedentium pertineat: rosoJuto autem Ip.ni *V 111 
quatuor quadrata, etiam 4*,-V resolutu* wti* A 
numero forraae $n -f* 5 <*t*am iuJuV.in rput«kSt 
quadratum s:adicis patiter pari*, a uumttfo for-
mae 8» -f- */ quadratum radlcb imp»»/iU*r jwri% 
a numero formae 8« + 4 quadratum twtpar, 
residuumque in tiia quadrata rfcj>otubiltt erk. 
Ceterum hocce theorema iom ab ill l*\ ihwug» 
demonstratum erat, Artmv. Mem* tk f„-fe» tic Mtriim 
1770 p, i»5 , quam denionstratUmem (it jtmtrtt 

...prorsus diuersam) fu<dus cxplicautt ili Euler 
in Actis Aa Petr* Fol It p. 4$« — Alh I!Vra«-
tii thepraecedentium quari c:ontttiuati<jtif:u roitfti» 
tuunt, quinuis numerum Intcgrum in qutu r.us mi» 
merosp.«ntagooales, sex hexa^ouales, s»̂ »i «iu hep* 
tagonnles etc. resolublltnn, ewv, denttw .rattom* 
• liacfcenwcaxeiit, alifto^uanrmciuia, re^uireiHi vMenlur* 
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•$9'4». THEOREMA. • Designantibus a9 $} e, nu« 

Jneros tnter se primos quomm nullus neque zz: o neque 
per quadratum dmisibihs, aequaiib axx H- byy -f- czx 
^rr o . . . (a) resolutionem m integris non admittet(prae-
ter hanc X~I/Z=LZ~Q ad quam non respicimus) nisi 
— bc, — ac, — ab> resp.sint• residua quafyratica ipsorum 
a, b, c, atque hi-numiri signis inaequalib us ajfecti; 
hts vero quaiuor condvtiombus tocum habentibus $ {p>) *» 
integris resolubihs erit. 

Dem, Si (( ') pe r integros ornnino est r e so -
lubil is , etiam. pei* tales valores Ip somrn x7 y , z 
xesolui poterit qui diuisorem c o m m u n e m n o n h a -
b e n t ; riam valores quicunque, aequ* a sat is ikcien-
t e s , etiamnum satisfacient, si per d iu i sorem com,-
m u n e m maxirnurn diuiduntur. l a m s u p p o n e n d o 
app -f bqq -f crr = o , atque / J , qy r a d iu i so re 
c o m m u n i l iberos, etiam inter se p r imi e r u n t j si 
enim. q, r diuisorem c o m m i m e m u l i abe r en t , 
n i c ad p primus esset, w*. autern rnet i re tur i p s u r a 
appa&eaqae etiam-ipsum <z, contra hyp. j e t p e r i n d e 
p, r j p, q inter se primi erunt. R e p r a e s e n t a t u r 
i t aque — app pe r formam binariam byy -f- czz, 
t r ibuendo ipsis y, z valores inter se p r r m o s </, 
r ? vnde illius determinans —- bc r e s i d u u m qua -
dra t icum ipsius app adeoque e t iam ipsius a e i i t 
( a r t . 154) ; eodem modo erit ~— acRb^— abRc. 
Q u o d vero (£1) resolutionem admit tere 11011 pos -
s i t , si a, /?, c iderri signum l iabeant , t a m o b u i -
•nm est vt explicatione non egea t 

Demonstrat ionem propositionis i n u e r s a e , 
q u a e theorematis par tem secundam const i tu i l , 
i ta adornabimus, vt pfimo fo rmam t e r n a r i a m ipsi 

l i 
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fa' h* C V , , / aequiualentem Inuenire dorpa-
nuw, tuius coeffirientes sa, 3 , 4 per ////r diuiribi-
IPS sint, vude secwido solutionem aeuuatiouis ( ) 
deducemus. 

1 Inuestigentur tres iutegri -4 P>, (• « diuisore 
communi liberi, atque ita eomparati, vt J primus 
sit ad b et c\ B ad « et r ; T atl /? et /•>; «.-/.7 
+ fcjB/? + cCC autem per r/frr diuirihilK tjuiul 
efficietur sequenti modo. Sint 2f, i£, € rrsp. valores 
expressionum-/*—bc (mod. « ) , </*-— w: (mod. 
£ j ? ^ r — a b (mod. c) , qui neeess-ario ad </, />, r 
resp. prinii emnt. Accipiantur tre.s tnn^ri cu E>, c 
omnino ad iubitum, modo ita \t ad //,/>, r rt«.p. 
primi sint (e. g. omnes = 1 )» deienumemur-
que y/, /3, C ita vr sit --7 £~: 6c (mod / J ) J*i l\l 
cCE (mod. c) ; ii E= ui (mod. r ) et 7" ctll [ mod. 
/ / ) , C :== a/> (mocl «r) ei?,?;^ b^ (mod.//) . Ttmr 

Cet «//// + />#/? + ^cr: :r; aa ( / « + /vvo 
aa (WX — Xtf/>) ~9 o (mod. a » riur per a dl-
uisibilis, et perinde per h. c, adeoque niuin pt»r 
abc diuisibilis erit. Praetrreu patet. H/nefes«.ario 
fieri pritnum ad b et c$ ti ati <•? et < : < ' ;nl u 
et />. Si vero bi valores ip.sorum „•/, /*. f* dinl-
sorem comuumem (imirinmm) ,u implic.mt, 
hic manifesto ud //, />, r udrtKpie ad r//>r iirijnus 
rritj quare illos vaiures per ,t dmideudo HOUON 
obtinebimus, qui dimsorem roummnem mm hu-
bebunt, vaiorem ipsius uAA-fltUll ~\-cl"(' etL;u-
num per ahc diuisdbhVm produceut, adeoque 
oimiibus conditioiubus satisfacieut. 

11, Kumeris A, .#, C, boc motbi d^lt^rml» 
natis, etiam Act7 Bb^ Ca diuisorom couimiuicin 
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non hahphunt. Si cmim hahci-nmt diu. comm. ns 

h«c npcessario nrimus: ess«>t. ad /7 ( quinpe qui 
tum nd Bb tuui ad Ct? primus est) et: similitor ad 
/> ot Cj quare „ elium ipsos •/ , /?, C motiri de-
btnvt, eoutra hyp. Inucniiri potf, um itaque m-
tf^ri *, *, v talcs vt sit *.sln -+- -'/>'& 4- *,Cc = 15 
qiMPrauiur insupor s^x inh^ri «', £', -z', *", ;", y" 
tai*-s vt sit € y — ; "•" = Aa, % W — • '>" = ^ ? 
*'€" — €',*" = Cc. lam transeatyper substitutioriem, 

« , « ' , efc" 

€, % C» 

/*W« ?«', fM""\ • - r« -, 

*&[..*„ ,, ) = £" (quae rpsi / aequutaleiw 
erit '*, clicoque ///', m", n per ///-r diuisilnles fore. 
Ponatur imim •'"-/ — */"£ = A', y"* — K"> = £', 
^ _— ^ — c\ SV — -/*' == A"7 v*1 — «•/' 
= 2J", «*' — £«' = C", eritque «' = /2"Cc — 
C"/;Z«, (7 = C'U« —- A»Cc\ >' = ^/»/to — 
y>Wflf, *" = OiJ// — B'Cc, C" = •/'Cc — CVjfrf, 
y = /?'_>/« — si'Bbt Quibux valoiibus iu ae-
quationibus m1 = «»'*' -f- b'*'Z' -f <?>V, ///" = 
tf*"«" + //»<" + o"y", // = «*'«" + //€€" -f 
c>'y" vsul)stitutis, iit, seTuikliim modukim cr, 
///' r:7: hcA-*A" {BBh + CCc) Er o, /w" =t.~ 
hc'l'A<{KBh + Cf.V) - • o, / / ' 1 1 hcAA" ( B/lh 
-f~ r f c ) T". o, i. <\ w', w", /? per // diuisibiles 
eruut; similitjuo nunlo iitbmi numt»ri pf*r h^ c 
aih»oqufi- etiam per abc diuisibdes inueuiuiitur. 

q, £, p. 
311. Pormmu*, coBcmnitatts caussa, ideter̂  

minarxtom immmxmff g^ i e . numerum «—* **&# 
l i 0 
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*= d, md =m M, m1 = M'drm
tf «= M"tf, » s» 

Ndi.n' •== iV% »" sas if", patetc|iie/traiisixe p-er 
«Ubstimtionem (5) 

y*?, y', y11 

informam teraanani ( , v ^ A ^ ? v „ ^ — £•, de-

termirianlis <:/', quae itaqne >sub / rontentii t»rit. 
Iain dico, liuic iormae g' necessnio a«>qutua-

lere hanc Ci' °> °^) = $"• l>iU,tl t*nim, V», o, o / n 

CiV IV'' iVW ^ ^r//' *"°rc w n m m i t^mariam dV-
terminantls i j porro quum per hyp, <\% /», <; 
eadem. signa non habeant, / ' «rit foruu iudrliaita, 
vnde iacile concluditur etiam g' et, £•'" indchm-
tas esse deberej quaro s:"' aequiualebtt formae 

(ll o! o ) ' ( a r t : ~ 7 J ^ poh-fitcjtm iraitsfomi.i-
tio (i1 ') tUius in hanc iuueuirij manift-sto iiutem 
per (iV') forma »•' trau4'hii in £». 1 fiuc t»l:,mi 
$•" sub f eonteuta erit. et ox romhhnfuiue sub-
stituUonem (..V), (6'*) dccluryUu'uansiuim«tio U>r~ 
m a e / i u g " . Quat* &i iuorii 

manifestum est, ditplicem ^olutiuumn at»quaiionis 
( ) haberi, puta x --= &% y = , ' , z — ,^ 0 j 4-
= J", r «s *", z = t"j .simul pat«H? nvuum 
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valores sjbmul = o euadere posse, •quttta necefe 
sario fiat J"£" -f W£ + J«*£ — $«"# —• /**£« 
— ^"i^ s= *?. 4 & *̂ 

Exnnphnn. Sir aequatio proposita 7>r.r —> 
l6yy + ^3~~ ^ ()-> qu.u* ruholubili* o.st tjuia 
545/*7, -• u'ii/vi.5, ioy/L>.>. Habfiitur hir va-
lores ipsorum '#, ffi, (5 hi 5, 7, (>; larifiulorjue 
a = h =-= L* = 1 inufnitur „•/ = 08,, 1> =5= •— 
59, C = —• 8- IIuir. oniitur suhsUlutia 

— 1, 3,— »8 

pcr quam/trauslt in ( _ * £ ™ * - ^ J S ) = , , 
Minc i*it 

f 7945, 5 , ft<ft 
(,9 = ^—»41/}, m, ~ s S 

<riW!S5./'5<>7o8oo, 6, — 5 \ 
to V ~-1 , -1246 , 4 7 3 6 / 

Forma g4" transtre inuenitux m ( J * *J* zj. 
*per suVstitutionem 

— »44.0, <—4066, — 815 ^ «.. ($*) 
~453> — 7 ^ % —144 

ĉ ua cum («S1) combiuata prodit haec: 

I 1 5 
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' * •*> • 9)""** 9 
~ 9? 4> 5 

per quam f transU in #". Haboinus itaqus* tlu-
plicem aequationis propn-iitao sulutioiuuu J —•= 

i j , r = o» ~ =• <b r t -*: — l 2 ; r - ~ ~~ f̂  
;-, = 5 ; po-lerior siniplicior ivoMitnr dinidenwo 
valores per diuisorom cummunem 5> \ u d e .r -=r 

4> r = — s* * — i* 

29/). Pars poKlerior tlieotvmatis aii. p-\ier. 
etiam hequenti modo atxolui puteM. Ouaefa-
lur irite^er h, taiis vt Mt <ih -"-'" (S ( jnud , 
r ) , ,'characterfvs %y S , (S eadem siguUtraUim^ 
accipimm vl in art. praer.*), Jiafque ohh *f- b 
= r/. Tunc faeiie perspicitur, / il**ti 'mt^jjnun, 
numerumque •— ah t»M»o dett-rminaiitem i u n n a e 
binariao (ac, ah^ / ) . . , £ . Haec ibima c-Tto 
non erit positiuu ( q u u m enim per h \ p . <•/. /'- r 
eadem si^ua non haheant , uh vt ac .simul po.-i~ 
tiui osse nequeunt • porro habebif tmmerum 
characterislirum ™~ i , quod .vvnihrtice ita dc-
monst amu.s; Deierminoutnr *mte»ri *•, r- ita vt 
sit e ~~ o (mod, r/) et _.,: ^ ( u u n l / • } ; f-' H3 
2 l (mod . # ) e.t .1™ //•$ ( m u d />_), e n u m e (*-, #••) 
valor exnr, </**—(«r, <//i} / ) . Nain s*>i utjdum 
modnlnm a erit ce v£ o I.'-'; . m\ »v ."•- o I*£ 
—•- /7/1, t:ce'e' HZ 'lill I2i — /«-" /'".: — r*'/ adeo-
que ct'.' i r -* /- -"'•euudum mndulurn /> autein 
erit rc rH 4Bf» !"H —- ac, c«v r i / r?n^ ~; — ttvk 
ad'*o(jiu» <v' CTS — «/•, ov'*** *!II /VVJVB ' : -— 
tichh ™ — cci adroque1 fc' III — / ; fu fufu i 
vero tros cou»ruoiUiae quae secunduut vtntntiutu 
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modulum #, b locum liabent, etiam secundum 
iiiodulurn ab valebunt. Hinc per theoriam Eor-
xrmcum ternariarum facile concluditur, <p reprae-

sontabilem esse per form;-.m f~~*> °» °y ; sit 

itaque av-it -f aahtu f » 'K ^ — («?; + &O l + 
u (7/- -f &/) (<?£ -f £//), eritcme, multiplicanda 
per c,_ a(rt -f / / / /)* -f ta* = — c(*r -f £u)x 

-f a t (>r -f <*//) (*/ -f &)* IJinc. patet, si ipsis 
*, 1/ talex valores determinati tribuantur, vt vel 
y/ -f <?//, \el *t + C« hat = o, haberi solutio-
nem aequationis £i9 cui igitur satisfiet tum per 
x = / c ~ 3//.. y = y, s = ** — Cy, ttim per 
x = & — ,/z, j = , , z = *£— £*j simui jmanife-
.vtum rst, neque illos valores neque hos sinuil = o 
nVri po\st> 5, si enim Sc •— vh = o, v = o, fieret 
etiam S = o atque «? = —• («£ + *'«)* vnde ab~o 
coutra hyp., et perinde de alteris. — In exem-
pio uostro inuenimu.s' formani 4? hanc ( l O i , —-
°3? ~-V)i vah>reni expr. y^"~ $ (mod. u>y •• = s : 

(-?, _ 5 1 ) , atque repvaeseniationein formae 

* F C^;o!o) ^ - • = - u * -
4,*/)- -f 2 (111 — 4«) (15*- — 5«.'5 hlnc pro-
deunt soiutiones x = 7 , y = 1 1 , & = *"* 8? 
a: = so , j = 1(5, - = — 5 , siue diuidendo 
per 5 et ne&ligendo .signum ipsius. z9 x = 4 9 

J = 3> s = 1. 

Kx his duabus methodis aeqttationem il sol-
uendl posterior eo praestat, quod plerumgue per 
numeros minores ahsoluitur; prior vero, quae 
etUm per varia arfcifida bic silentio praeU*reun«-
tla contruhi potest, elegantior vidotur ea impri-
rsus raUoue, quod numeri af bf c prorsus eodem 

l i 4 



moclo tractantur, caku]u<;que per lninmj p»*rmu-
iatioHC-m quamcuuqiu». nihil mutatur. l loc v u w 
«0 habet iu irmlhudu socanda, vht raU mir- mn-
Minr commodus plorumque proutmif, 4 pn> r/ 
acriphur miuhiius, pro c mnximus irium m . m e . o -
r u m datorurn, vti iu oxrmplu nuMro It-thum. 

296. Rlofljans thoorema in artt. p'\,- ,iu. <»\-
plicaliun priino htnenlum c*.st ab ill. l.«» I j<*iui? t*. 
)/*>/. <:/c ZV/r. dr Pinis \~i\5 n. 50;% a.mtt* d.*-
monstratioiu» pulcra ( a duabus- no.trU oi;mhu> 
diuersa) munhutn, Simul voro lui t- .̂i.-/»;;•*• 
geometra hot: loco op<*ram dodil, d rmu .-iratm-
nem proposUionum q tue cnm throivm «tv !utii!.\-
nientatt secl. praec. conmmium inde d rnmne \ 
qnam ad huuc. scopum non idoneam r*5hi-; \'ul^ri 
iam supra declaraumaK, avt. 155. Ilsr il.mstr b»~ 
cns e rh , hanc demoustrattoutnn - per M» \ ahlf 
elegantetn") breuitor ovpoueudi iudiuu;u<' :;u-rn 
rrationes adiun^vudi. PraomittUur .srqur ;, u -M-r-
uatio: 6V nurtwrr a« /», r ortinrs xitn.' . . t ( w •.'. 
4 % ar(jttatio axx -f / { IT -f- «"r.r. •-•;.: o ... ( ; ;} %.:.'.>,•-
Ẑ /V/.v r.w.sr nrqnit, Kardiimo rnUu prrspiutm , \,t-
lorem ipsius a.rx -}- /_i;r -J- f.v.£ net !-"•>-.,. *.0 iu htk. 
casu ltt»ri vel }_ 1, \ r l .","„' j , vrl ' -\ 1 nm L < }, 
nisi omnos .r, _>*, z simu! pan*s. a« t ipi,ijj:m'; -i. 
itaque .v> solubilis e.^fU 1 -u* afU-u* h. «i JU.>U uo*--

, *' 
seL quam por \alures paro.s ipsnnmi .; . *. , r, 
Q. /C. ^/., qttouiam vnlmvs qnicmup;*» armw?<tuii 
n ,stiUsfaci(»ntt's ettamnum s-Uij-facuiuu >t pr>r tliin-
.sorftn cottmtuuctn maxi tuum duadujslur,, \u<'.>? 
nt*crssat'io ad min imum \nus imtMr ui^d-tf iu--«~ 
bct. lam castt.s diut-ivi thc-oti^matis dt'tiuiii*iU'«m-
di ad scqutnitia niomi*nta ivh*ntuujr; 
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1 Designantibus p. g immeros pnmos for-
mao ,[.T! -f 5 « positiuos inaequales ), ncquit si-
inul e.^e /•/?«•/. <//*/;. Si. enim. possibile esset, 
rnanitWtum ost statuendo i = <7, —•/; = />, — 
r/ -~ r . otnnes eouditiones uci resolubilitatom-
aequationls «.rx -f /{>T + f-~~ = o adimpletas 
esse (ari„ 204 1; eadetu vero por obseruutionerrt 
praec resoluiicmem non admittit; quare supposi-
tio cousistere nequit. Hinc protmus sequitur 
propositio ? arl. 151. 

II. Si /? est numerus primus forxnae 4» 
-}- 5. nequit simui esse c//»/̂ , pNq* Alioquin 
enim loret — j)Rq, atque aequutio x.r +/r>T — qzz 
~ 0 resolubiiisj quue per obs. praee. resolutio* 
ueni reppuit. Ilhio denuantur CUMIS 4 et 5 
art. 131. 

)IL Si /), q sunt numert prlnu formae 4>tz 

4- 1, n«*quit shnul esse pllq^ qNp. Aeeipiatur 
alius numems primus r formae .\n -f 3 , qui sit; 
Tesidnmn ipsius- q et cuius non residuum sit/*. Tunc 
erit per casus niodo (11/ demonstratos qftr, rNp. 
Si itucpie esset />/?.</> V^V? kirvtqrRp. pftq, pqNr 
ei proiu — pqlir. Ilinc: aeqnatio /u*;r + </rr -"* 
JV.JS --=. o resolubilis ossK coutra obs. praec.} qua-
re suppositio consi.stcro uequit. Ilinc sequuntur 
easus 1 et £ art. 151. 

Ccmciimius* hic casussc quenti rnodo traciatur* 
Designet r iHmieruni primmn iorauie 4« + 5 
cuius iton rfsiduum V»t />, Tune erit etiam rl\p^ 
atleoquR ( Mippouondo pliq, tf.Vp) qt'f\p, porro 
"— ptUf) — ///ir el nrom i*tiam — pftqt"? quare 

l i .5 
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aequatio xx + P?J —- tfrzz = o rssohthttLs *$-
set coutra obs. praec. Iliuc eu\ 

IV, Si p e$t numpms prmius fonna«* /jrc 
4. J 5 <jr nrimus 1'onmtt» 4« + 3* "*nluil > i m u* 
esso p/%i tfAja. Acripiatur uummis printtts au-
xiliara r formao 411 + 1 qui sh »««» «^kJuutn 
vtriusquc/7, *̂ Tunc rrk {yor II) */Ar <il (lu* 
III) /j/V/"i hinc /?r//(/"? si \n\que w H pfUj, f Xpt 

haberetur etiam prXtjt — /»"/*«/, ijrlljn qinim 
aequatio pxx — q!0 4 rsr. =« o tvjndubiltH es-
set, fA /f- -<£ ^ Hiuc duriuuniur vmm 3 ot 6 
art 151. 

V* Desigitamibus p, q mmwtm prifiicK for* 
xnae 411 + 5, iwquit *intui *»**« /'Atyi f V//* 
Supponwtclo tmim uVri jiosse, «t acajntjndo m** 
juerutn priranm aujcilknw» r forma«» 4« -f * 
qui sit nou residuum vtriiiMjtu* />, r/ ni t *//'/*/'* 
/i/-ity$ porro (per II) />A>, r/AV, viidV /«jfttr rt 
— ptjHri hino a*'quutio — /w.r — f/Ff 4 rt& 
c=s o powubiliv, contra obx. prafcc Hinc dtftitui-
tur cmm 8 art. 151. 

I2i)7. I>«uman4timi«»tn p w r . prnptius roit-
temphmdo qniMfue iactl<t« tiitdii«i?t * c.w«,s 1 *?t II 
ita abscdutos t».*w vt nilitl ubtun pm^th At de-
ntonstrationp* c*tsunm vtdiqnurum hmimmttr **xt* 
stcMrtituf numerorum auxih.momw, qm uuntlmi* 
dcuunistrata xnethudus numiftvtt» wnu**m ^iat 
pordiL (Jtutft sup|HMCttu)u«'*f t*t4 !»twt *|»*rit>*,»«' 
«int, U miuns attt*iuU*nti &i»murtfcir;*tUmt» «e opu* 
«uiidwtt hnb»'iv vidfti gmwnt, ;ittftir am^ tht*o~ 
ivma domtmMnmdum ad maxinmm pttitwhihta» 
ii.v ^radum cuduaut5 taaiea &i rlgtir gt*«»ictrkws 
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clpsideretur, neutiquam gratuito sunt admittendae» 
Qnutl quubnn attiuet atl Mippositionem in IV et 
V, rxMare iiunimnn primum r formae 4/z -f 2? 

qni, (luonnn aliorum primorum datorum /?, q nori 
residuum sit, e Sert, IV facile concluditur, omnes 
mimeros ipso ,\pq miuoros ad ipsumque primos 
(quorum multitudo est -2 :

Kp — i ) {q — i ) ) i i i 
quatuor clnsscs aeqnaliter distribui, quarum vna 
coutiucat nou rosidua vtriusque p, q, tres reli-
cjuao rosidua ipsius p 11011 residua ipsius </, «IOU 
residua ipsius p residua ipsius 7 . residua vlrius-
que / J , «/5 et iu singidis classibus semissem fore 
immcros Jormao 4/1 -f 1, semissem formae 4 ^ 
-f 3. Habelmntur itaquejinter illos *(/? — i)(q — 1) 
uon residua vtriusque p, q fovmae 471 + 1, qui 
siat £% #', g" e tc ; numeri J (> — i^(</ — 1) 
r«'Iiqui sint. //, /1', /2" etc. Manifesto omnes 
rmmeri iu lormis 4/n/f -f gr, 4 / ; ^ + g-', 4pq£ 
-f- #" et<\ («r) conteuti quoque erunt tion residua 
ipsovum p, q formae 4/2 -f 1. lam patet, ad 
Mirmositiouem stabiliendam demonstrari tautum-
modo debere, sub formis (O) certo contineri nu-
mtrtw prinws, quod sane iam per se valde plau-
sibilo videtur, quum hae formae vna cum liis 
4pqt + /1, 4/J</£ + /i1 etc. ( / /) oranes nutnerosr 
ad 4/;/jr prinios adeoque etiam omnes muneros 
ab-joiute primos jpraeter 2 , />, <•/)• comprelien-
«lant, mtllaque ratio ndsit, quin numerorum pii-
movum vseries inter ilias formas aequaliter dislri-
buti siut, Ua vt pars octaua referanuir ad (G*), 
reliqui ad (//'). Attamen perspieuum est, tale 
ratiocmitun » rigore geometiico longe abesse.-
III. Le Gcndm ipse Yatotur, demouktrationem 
iheorematiSy &ul> tali ibmia kt + / , designantibus, 
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k, l numevos inter sc primos daios, t iudeHnv 
t u m , certo eontiruni numeroK pr imos, sulis c11i 1 x— 
cihuu videri, metlmdume-uc abiter flddi^it.it, 
quae fbrsan illuc conducere piwsil; mnUae ^ i o 
-Jisqnisitioucs praelimiiiar»** m-ce.vHiruu» nobis \ i -
denluv, antequam bacee quidem via mi d r m u u -
straCumem, ri^urusum peruonirt' hreat . — •— 
Cirea aliani vero suppositiouom ( I I I , nmth. >e-
cunda) dari rmmerum primtiui /• furm.m .\jf -f ~k 

cuius non residuum sit alins UUIHITUS p r imu\ da-
tus/> lormae .-}// -j- i , ill. I.« (hmdre mhil o m u i -
110 adiecit. Supra d m m m ^ a i m m H ^uf. i^<»)» 
mmieros primo.s qiulrum -V/*. Mt /; certo duri% 

sed nnHhodus no^tra haud idouea v iddu r ad «*%'i-
sieutiam taliuui nunmrorum priniorum tjui xtmul 
sint formae 4/4 + 3 ostendendam (vt hi<* rfcjuui-
tur nequo voro m dem» iiostra p r ima) . GttttTtm». 
veritatem qnidem httius .supposttiouis ita I.itih* 
probare possurnus. Pe r art. 287 dahhur p*nu> 
positinum lormarum hinariarum det. ~ pt rnius; 
charactor 3 , 4.; Np, >it \(i? h. r s taii\ funnu 
atquo (i impar (({uod suppouere IUVJ \ T u m *z 
erit fbrmae .yi + ~> atque vtd ip\e p:mn:s \ >d 
saito.m, factorem pr imum r formae »f <i + 1 hiv» 
plicabU. Krit autem —• />/**«, adt*t»qui* eti.nn -~-
fltr-) vnde jpAV. At probe Hutandum *•<* pl"upp* 
artt S65J u8r theotvjnatt itmtUuiftntrtli mmi\% 
adeoque drculmu viiiosum ibrt% &i qiw h:ttu$ 
pars iihs supersituatur* — •— l)e»ic|ue KUj>pt>»iUf» 
iu methodo printa II adhuc tnttito magis gr*tt«tt& 
est, ita vt won opus sit plunt Uts tUa hk atiiicere* 

Liceat oiwrruationom addem circa ca*sum % 
%\\i per juictixodtuii praec. quideia, uon saii» fi*©* 
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baiur, auamen pe.sr sequenlem commode absolni-
tur. Si Illic- MIUUI cvsct />.V/, v-V//, ibrut — -p/iq-, 

qll.i^ \wlv faiile deriuatui, — i csso uuuv.»-
ruui charaitciistirum innuae (/;, o, r / ) , quae 
proin, (socuiuhun ihooriaui fonuarum leruana-
rtunj por toruiam x.r -|- //?/ -f- ~~- nqmuscntarr 
poteut. Sit //i7 -f~ tjKit — C*£ -f GVz)1 4- (V/ + 
C'")1 -f ( « " ' 4 €"w) * •snu* «« -r* «•'»' H- »"«" = p» 
« 4- £"£< 4- ;"«"=:: 7. *£ 4- «'4' 4* '̂*'« — o, «nuit-
que ox aequatt. 1 ct «J, omncs .», x\ a", C, S\ Z" 
imparos; tuui vero rmmifesto oequalio fertia con-
siste-re aequit. — Ilaud absimiji modo etiam ca-
sus JU absolui potest. 

1298. PROBLKMA* Deslgnatitiims a, b} c ait-
ttitros qnasaimjui\ quorum tamm nnlius zzzo: wumire 
cumiiLones resohibHiiatis aeqimiwms axx 4* byy 4* 

Sol. Sint e«5} £^? yy quadrata maxium ipsos 
bc, ac^ ai> resp. mc-tieiitia, fiutquo *a ==-= *>v'^ 
C& == «yff, yc = ^C , Tuiu y/. i ^ (7 iTimt 
Integri, uiter sn primi; aoquatio (•••<) aulem iv«o-
luhilis erit vel nou mit, proul haec AXX 4" 
& 0 " 4 CxJVSf = o...{i>) rcsnlutioucm admittit 
vel non admittit, quod por art. 204 diiudkati 
poteiit» 

Denu Ponatur bc = 3C»a, «c =ss g$££, ah 
=a (gyy, ertmtquo 2C, S , (S integri a factoribtn 
quadratis Hbm atqtu* 3C « JSC, B •*» ACn € = 
AB\ hinc **»$ sss (A£C)'i adeoquc y/BC =» 
^ C s=? jJB s= €C (mccMtsatio luteger. Sit numtv 
rorum 2ty ^X dtukor comat, max. m, atgue % 
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s= gm, A% = hrn, eritque # prirmw ad //, IIPC 

nou (quia '& liber a iact. qu.) ad m, l.uu lit 
/////« — £V&*n£ = £$G, vnclft /r m-*tietur ip^uni 
/t/i/n, quod manifesto Impossibib- est, ui>*i £• -~= 
+ x. Ilinc 2C = + w , A — ±./«. H proin in-
le^or, et petimlo /7, (7 iuu-gri erunt. (/. /\. P. 
— Quam % = # £ factorps quadratos uon im~ 
plicet, necessario B, C intt-r «*• primi t^^* didii-
bunt; et similiter A ad C et ail /> prhniK orit. 
Q. E. S. — Dt»nique patof, M aequatnmi (•..-.) >a-
tisfadat. X = P , Y ~ <J, Z ~ /L ai-qu-ttiu-
nern (•) resolui per x = &/J, / == £ 9 , z ~~ 
^i£- et vice versa si liuic .sattstiat \u*v .r =*=•-• /*, 
y =. q, z = r , illi satisiu-ri por A" =4 : ; j ^ , K 
=s «...rjr, Z = *»/*, vude vel vtraque rrst^ulnn*-
vel neulra. Q. IC '/1 

299. P&QBLF.M*. Prapfwfa formx ttrnarii 
f—axx -f* a'x"x' -f* a"x"x" 4- -bxw" -f- ih-xx- -f-
•2b"xx', inuenire'•> an afra per eatv ?vp\*''.-Yf: *.*;•; fos-
sit {per vatorcs mdeterwtnaiarxw <ju: *;••» s::nul:-""~ u). 

Sol. I. Quando a = o, valort-s ipsorum jr', 
-r" ad lubitum assmni possmf, p<u>tqm* i<x uv~ 
quatione ^ ' J C ' -f 2bx'x" -f «".r"./*" .vr- -•- i,i />**" 
-f /;"#')• J* inde valorom (Irtfrmiimtum raitona-
lem uancisci* quoties pro ./• hot: mudn imrito 
prouenit, oportet taututumodo, \ulor--.s ipsorum 
•r, .r', -t" per iractlonk citMiouunatotvnt multipU* 
care, Iiabcbunturque intr*{*ri. Vntf^ rxcluiitnuli 
sunt tales vaJorcs ipsorum .T;, JT", qut rcchUmt 
b'x" + ^ '^ ' = °> ni^i simul laciaut «'jr'.r* -f-
ia&jr'jc" + «"x"^:'' = o, iu quo ntsti .r ad libttmu 
accipi poterit. Simul patet, iioc modo c)mm.,.-3 
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solutionos possibilos obtincri posse. Cctcrum is 
casus vbi b' ct h" = o hue. jton pcrtinetj tunc 
eriim x in / 11011 iugrcditur, »siu:*y*cst ionna bi-
naria, citi-a.-quc rcpratAseutabilLtas per f e thcoria 
talium ibrmarum tliiudicari dcbet. 

II. Ounndo vcro non cst a = o , acqua-
tioni /" = o acquiualebit harc (ax -f~ h"x' -f b,x")% 

— A'x*x' + aftfx" — A'x"x" === o. poucndo 
^ » — ,,«/ -= J"7 ab — blb" = . #, b'b' — 
aa" = A'. Iam quaudo Jiic .//" s= o , ncque-
vero ft = o, numifestum cst, si ^ J -f- l>".c* + 
blx" atcuu. .r" ad lubitum assumantur, x ot a:' 
indc rationaliter dHerminuri, ct qnando int^gri non 
iiant, saltem muUinlicatoivm idoneum inlegtos 
producturum. Vvo vnico vuloro ip.sius x" valor 
ipsius ax -\- b"x* -f- h'x" xum csl arbUrarius scd 
quoquo = o poni debct; tunc. vero x' a.d lubi-
tum assumi potcrit valoivmquo rationalom ipsius 
x produeet, — Quamlo vero simul rf" ct J> -= o, 
patot, M ^ ! ' sit quadratum = Avc, aequatiouem 
/ =s o reduri ad has duas liucaws (e quibus rr / 
vna vc/ alti.»ra locum habere debefc) ax ~\- b"x* 
4 ' b> + k) X" =s o, ff* + £»jr + (/>' •— /«:) J-» 
srs 05 &l vero (in eattem byp.) A" est mmqua-
dratus, mantlesto solutio acqu. proposhae pt»ntU»L 
ab his (quae simul locum hubcre tbbent) x" =us 
<o et a,v -f b"x* ^ o. 

Cetcrum vix nec<*$sarium erit obspruare, me~ 
thotluro in I etiam applirmi po&scu quawio a* 
vei 0* sss 0 , methodumque in II quando ^ « 0« 

Ilt» Quandck wro nec a nec ^ ' ^ s o, apqua-
tlom/c» o aequltiftlet haec A* («* + ^ ' ^ Hh '̂«"> 
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~~~(A"x> — %x>l)x -f Dax"x" = o, nVsignnmlo p<*r 
V drlornthumlem lornun^/ ,siuo p<T /M? nutUfiuia 
}J[) — AJ". Quautio /J = o, soiutio slitttli 
inodo se habebit vt in fme rastts pu»*r.; .<Ctluot 
si A' o.̂ t quadratum = AA» arqu. prop. tvdudiur 
ad has Ara; f (A:/,>" — A"l.r> f kh> + tf>.r" s== 
o , fou; f (A7>" -f A«).c f (A7/" -- 8,J" ~ oj 
sii voro //' o.sL non quadrattts, iiori uVb»*t ax -f 
b"jc' f />'x" = o, //".r' — Jlv" :--•• o. Otuuida 
autem D non = o. ivdnrti suim;> arl acquatio* 
neni A'tl — uit f Dtirr i » o% cum» novsihilitas 
per arl. praec. diiuiuVari pnhsf. <v)ittHl:si hat*i: 
aliter resolui noqnit, quam por / - - o , */ s= o, 
?.» = Oj mantf«\sto otiuiii propu.sUa aiiaut udtttio-
nem nou athnitlet, quam luu»r .r --.*. o, jr1 a ; o, 
a-" = oj si wro Uiu aliier Mdubihs «\̂ i9 « valo» 
rlbus integris quihusuis ipsunun / , ur v deritia-
buntur, per aaquafiunes ax f /fx* -f Mr" £=s *, 
/?".r' — B;c" = «., .-'•" = r . .ohom valores 
rationalos ipsorum ./-, :t'. .r". t» fjuhus « irarttu-
nes inuoluunt pt»r idonetun muhipliratoivm kut(s* 
gri oliei polomnt. 

Quamprimum autem tma solutio ii«qunttouii« 
f = o in integris inuonta «M, proitivma m\ ru-
smn I retluci, et ptirintk* ac illic *.oluti<mt*s t u m w 
exhibpti potcrunt sequwiti niodo Satiskdaitt au-
q u a t i o m / = o valorw ipsottttn ,rt x\ xf> hl «f 

*', «", quos a fartoribus timiiDuiiibus EBI»I-OK m\> 
poniinus, accipiantur (j.«Ar artt» 40* ii-rtj) tntr-
grt C, ^, C"? y, y<f v« ules vt s\t *(&?*** '— C*yj 
-f* *'(*"y — »y'0 *f « ' l^ ' — C'y) — * * tiVlf^estifttt? 

f \)M substitutioJittm (5) ... x s» *y + Ĉ * «f 5 s ^ 
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mg = cyy + c'y'y< + c"y"y" + CfT^" + 2d'yyn 

+ ad"yy'> Tunc mnnifesto erit c = 0» a t q u e ^ 
5Lpsi / aequinaleus, vnde facile conduditur, ex 
onmibus soiutiouibns nequuliouis # = o deriuari 
(per iS1) oinues solution?.s aequutiouis / = o in 
integris. laiu ex I sequiturs omuos solutiones 
aequ. g = o contineri sub Jormulis }* = —• 
JC(C'/;/> -h ii<^7 + c"*w)i 7' ^ &z\d"PP + ^ty3?)» 
j « = 2z{d"tiq + d,qq'), d«.isi£nantibus/*? 7 iu-
tegros iudciimtos, z nunjwuni indeimitum pro 
quo etiatn fractiones accipi po*>xuut, • modo ita \t 
Xi y'7 } ' " i^tegri maneaut IJis valuribus ipsotum 
Xi y'i X" m ('^ substitutis, ornncs solutiones aequ. 
y = 0 iu integris habebuutur. — Ita t: g. s i / = xx 
+ x'x' + x"x" — .\.x'x" + axx" + %xxl

9 aique vna 
solutio aequatiouis / = o iiabetur x = i , x'=z 
— 2, JC" = 1: faciendo *? *', £", y, y', v» = 
o ; 1 , 0 , ( 1 , o, i prodit g = i"#' + y y ^ . 
4y'y" + \&yy"* Hine oiniww soJuiitmos aequ« £ 
= o hi iutegris coutenti eitmt sub lormula y *=& 

—- -=C^ — 4/̂ / + w)» r'. ==- ^ W ) r" «• 
I2zqc/i et proiu oxnuos solutioues at.'quu jf « 0, 
sub iiac .*c = — £(/>/> — 4/J<7 + </<?)> * ' «a 
»£(/'/> + W + <7</), *" = — zipP — 4P? 

500. E problemate att "ptmc* sponte de« 
fiuit solutio aequatiomis indetmmnata.e <axx + 
&bxy + CJJ- + sc/r + aey + / «? o t $i valore* 
tantuoiinodo rationales destderantur, quamt win* 
tegri postulantur, sttpra (art s i0 sqq.) iam ab-
«duimus* Nam, omnes valo« rationafett ipso* 
rum jc, 7- exMBeii possunt per ~ , £9 ita vt tp 1% 
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t> slttt integri» vnde patet, sotutionem illiiw ae-
quationis per numeros rationales idtmticam <̂ <* 
mm soiuuone aequationfe tftt -f &ta -f rm/ -f-
96&tr + JMWW + / w =» 0 p ^ nunmros intt^rosj 
liaec w o eouupnit curtt anqu* ln cirt, praee* 
tracteta. Excludi dubent t»at» soia" M*mmom»v vbt 
n ss 05 tales autem proucntre nw|ucuntf rj$u»-
do Mr — ac pst nnnumw non un.tdnmK !ia o. 
g. omnes solutiones aoquationn (»* wt. Jat p<*r 
iixh»gros generalitor solutae) JX -f* K.r>* + ^X «f 
a-ff — 4 / + i s=a o pt»r numeros rauonak^ cott-
tenlae erunt sub iorwula 

,—, F£ ,,,,,1*1,•„,,.„„" ••—> * y sss — ^ - « - - — « - * *~££ 

^ "~ ^ -^+i i^f* y i?? -t/!'/ ritqq 

desigftarinbus p, <7 integros q«oscimqu^+— €ntt^ 
xum de aWduobus pioblumatUm** arctk4ttif» tvmx 
conitinctis breuHjw tantunumnio bic fghmiSt^itot-
ta*que obsemationes hur m*rtm«»nt*»«- sujmrt^-dmu*, 
tum ne niinis prolixi hVtrmu**, ttuu quml stmi-
tiooem aliam probl art. pnuT* itab**mus prinripi* 
isFgcneralioribus hmtxam, enius fxjiusitituami* <jut«i 
*peniuorum. formamm tmtatkirotit d t̂it*itmtt«**m 
postulatj ad aliam occutuouutn wobH i^aeruarn 
debemus» 

501. Keu«rttmu5 ad furmas Mtmiis, dcs 
cmibtii* adhuo pluw** proprit»tf»tt*>» *4tt£ui«uvt* r*> 
censere oportrt* Et piimo quatfdam aii-wr-u.tstta» 
ms clrca nmltittKUmmi gfciwrum «t ck^ititii in 
ordine proprm primitiuo { p«is|titt%» pro -oVt n#j0 
B&iicenuis, ad queiu breultat» coutwa dUtyui-nuu-* 
mm 'resd*i£unm, 
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Midflturh) gmerwn, in quae omnes formae 
fpr. prim. po*.) determiuantis dati positiui vel 
ne^aiiui +;/.} distribuuntnr, semper est i , 2 , 4 
vel allior potestas numeri 2 , cuiux exponens pen-
det a tadorihus ipsins /.), et per disquisitiones 
praee. onmino a priori inueniri potest. lam 
quum in seric nurnororum naturali nmneri pri-
liri cum ma»is minusque rompositis permixti siut, 
tnwnil:. vt pro plurihus* detenninaniibus sua'essiuis 
+ / J , *+ / ) + ! , i * ( ^ + i2) 01 c\ rnultUudo irene-
rtmi nuue crescat nuuc deereseat, nuliusque in hac 
serie porturbata ordo adesse videatur, INihiloiiu-
nus »i nmltimdmes jvenernm multis dett. succes-
siuis + / ) , 3~.\P + l ) - - - d l ( ^ + m) responden-
tes adduntur, summaque per determinauttuni 
nurititudiuem diuiditur, multitudo gntcrum me-
diocrix proiienit, quae circa mediuin determi-
nantium 'r(D + \m) locum hahere eenseri pot* 
orit, pro^ressionemquc valrie retndarem consti-
tnit. Suppoiiiinus autem. noti modo m esse satis 
xria»num, sed etiani D multo mnioixnn, vt ratlo 
determmautium extremormn D, D + m m»u m-
mh a raiinue uequalitatis disereper. Kegulari-
las illius pro»ressionis it.a intelli^enda est: st IP 
est numerus muito maior quatn D, xuultitudo 
Sjimerum meriiocris eirca dotorminanUnu + i > 
seusibiliter tnaior erit quam cirra D; 4-i vorr» /-?, 
X> non nimis dilferunt» etiam geueium multitu-
dines medturres circa D eL D> b»re aequales 
euuit. CeUnum uudtitudo mediocn/ »etienim 
circa determuiantein pusiriuimi + D semper iere. 
aequuhs hiuemtur mulriUiduri medioeii cirea ne-
gatiuum, eoque exatrius quo nxaior e^i U, qiurni 
pio valoic paruo prior paullulum iuuior euadat 
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quam posterlor. Hae obserarttioiiff^ rna*ri^ UIu-
strabuntur pcr ««.xtunjjU st»qu*mtia, e *••« ula t i i^I* 
ficatiouis ibrrnamm binariamm pkt^ft qtum fnui* 
detertmnantes compb.-tt^ntn oxu»rj>t.». I.»trr r^ii-
tum d4-termuwnl.es a 801 vwjtu* a«l q.*o n*pi*rt» 
untur 7 quibus vnirum getttt** m.puiid *t; V * '1% 
8, 1 quibus resjt. 32,4, 8, »6 # w m ri^|w«»l*'»tf 
hinc omnhjo emer|;uttt <r'*m»M ^"jt?* uiti" wml» 
tkudo medioms = 359. CVmum uVt«'imin.m* 
tes negatitti a. — 801 wjut» inl tpu> p «niurmrt 
genera 560» ExempUi SMpiwma nmmn tU-i** 
muntur a detennmantibiis n^a t i t tk 1« rryu4«!r 
16 (a •—-1501 vs»qm* ;wi — iOu« f nmlt, im»*I. *'v*»-
nerurn iuuenitur 3.80* io t**«»ud<s 25 "St j,«u$ «* 
centade ^i.prodit 4 ^ 4 ; c» ,s<»xccmtii> uVtt. •• u 4«u ..w 
— 10000 comnutatur 4,59, Rx im uxftnpb» |wtr% 
xmiltitudinem genernm mediocrcm muito U*niT$is 
crescere, quam dotermiramt<*s ij>sns$ «i»d qtwwUur, 
quaraam sit lcJt huiuv* jwogrt^imu*-*. — P**r 
disquisitlouem tb«»on»tinmt sutis dbiitUVm. qu«*m 
hic explicarc nimis prn(i\uui Uuvt, ittfiHitutft 
est, multitudinem {i<»nt*rum nifdiouvm ritra tle-
termiuantem -f D v«4 — /> qu*im ju'o\«m* t»,x» 
hiberi per formulam &I(%1) -f ^? vbi <*? C Kmt 

quandtates «ttMaut«\*5, «*t quinVm « sss ^ aas 

0,405384754,6 (dosignuntt* * seunp«»ripfii»rMni 
circuli cuius radtu* 1 ) . t ss» vi g + 5*»/* 
— |«/o«*j = 0,88504 t.UtjI>^ vh«# <»«»t suiimM %e* 
rlei 1 — % ( i -f> 1) 4. 1 % 1 4. | ) 4. * _ 
log i 4- J) 4. c'fc\ ssz 0,57?.31 $6649 | \ ' \ EtlW* 
lust. Caic. Diff, p. 44{,); h v»*ru MJumtsu, v t w i 
*%s^4- | % 5 4. h^fA + ••<•*'••• fl»»«* P**r apjtfo-
mmationem iuueuta e&t s=s %i)jf 54^545* E< 

http://d4-termuwnl.es


ha r formula patPt, mwltituclmpm mpdior rem ge-
in-iimi evesu-a' in prociu-.ssiuue a t i thmet ica , si 
d^tei minanlrs ..u^ivmtur in aoometrica. Valores 
huius lcnitiui,!-,- pro /-> = H^o^, i'j5(>£> 2450, , , 
5t\ri'-»a, lJ7viii inurniuutur *j.t)jr; 3,80; 4,04,0; 
4-~ni^ 4 -uo i - qui a muUitudiuibus mediorribus 
siq»ra dalis parum disaopuut. A)uo maior fuerit 
de tc tminaus medius , »»t e quo pluribus multitu-
do mediorr is compuie tur , eo miuus a valore ior-
inulao dinVrel. Adiumeuto huius formulae etiam. 
a«,gre»atum mult i ludinum {jpnorum detorminanti-
bus suc.ceVnus ±D, ± D + 1 ) . * . + (D + m ) 
rospondemium quam proxime erui potest, si 
muhitudines m e d i n n v s singulis rospttiideutcs com-
putantur et iu s u m m a m coUiguntur, quantumuis 
diuerst siut t-xtvemi J), I) +'nt. I laec summa 
erit = •'(li\al> + /t;Ar«/> + l + <>tr* + / f ' 5 ( ^ + 
/«) + G/// + 1) Muo- safis cvjict»» = ((/<> + tn) 
log D + tu) - /> • i./c^- ( / ; - i ) i + '.'£ — «) 
(///.+ 1*. Hoi: modo Mimma mult. {;eu. pro dolt. — 
1 vsqu'-ad — KK>imuMiiiur ~ ^ * o . | : J - q u u m r f u e r a 
sit 2"y>i ^bmiitor, a — 1 \sque ad — liooo, 
==7i i ( i , ( ) , quum Mt 7 1 0 8 ; a - .0001 vsque ad 
— 10000 vhi est 4595 1'ormuk prarbet 4.594,9. 
qnalis coiiseusus viv e.vspec tari potuisseL 

^,02. ttcsprclu Ttmltiu>dims dassium fpr, 
primit. pu-iu, quod svmper MtbinteUi^endum) 
determhhui t i s poMitui prur-us aliter se habent 
quum u«*iiatini; quunuibiem a i o - a u * M>otNim con-
sidtM-abitmis. InVo !u rum iif.s i o i .u -munt ; quoi! 
pu> de ie rmmante d.tto in sm-.udi.s j»"m>r'.bus^clas-
j;es aeqtte mnllue eoulineumr* a:leoque timhitudo 
ouittituu claasium aeuuabs t - t produclo e mull i -

I.Y iv j | 
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iucline g e n r r u m in mulntudinein dassium m MU-
gulis ^cneribus couLontanu.n, 

Quod p r ima atihirt ad (li'tc»rmmant*\« m-ira-
tiuos, multitudo classium piurthus ib-tt. Mut-f-.si-
uis — £>, — ( / J + 1 ) , — {P + J <"^ »»*-
spondeiitium pro<jrt\s<um*jm neque p , v- tmKitam 
cousUtuil, ac multitudu gfm-rum. Mnmtuuo 
classlum metiiocns autem (tjuae driiifilitHU' omts 
n o n habrbi t ) valde re^uiariter cr i -s i t , *t --\: 
exernplis sequeutihus apparebit, Ctmtum dHer-
minantes a — 500 vsque ad •• Ooo vuu;i-*mianL 
closses 1729, vncitr multitudo m»«mot i>> -, ;. 17.2U* 
Similiter in eentade 15 muhiiudo r i a^ ium ut r -
diotuis inucnitur 128,20; <* rvuladihtH du.thus „\f« 
et 25 compulatur ^t . j r t* e trihus b i . u_* ^? n*j 
prodil. 08,50 e cjtuiitptt* tjiartj . - , , \\i r* ."•*•; d rn i -
crue e qumquo ()(i*. ioo iit ~ r , j} . . ll.jfc: »*\i*m~ 
pla ostendnnt, dassium mmii tuumem mf.iWu:*-m 
lenlius quidem tTeseon',, i>uam ili-t-Miinii.int s t 

nmlto tamen citiu.s'. quam nnautu-fiuem umdio-
crein ^ouerum; leid aul"iu atn*u?u»m* t tt;v:'.'stv~ 
tur , illam sntis e.Yarm c r - r - 'n* m r.mou.' tadi-
t;um tjtiadratarum e drtf rmmaMtihus OK*<UK Re-
ucra per tnMjiusitiuU'*m tlu-ori tit mu iuimmmu*;., 
classtum nmltimdhmm ue-dmneju »h\a 'S"ifiml-
nanteiu -— D proxium exmiuft per \ H -» ^ 

vbi y = 0,71.0? iW*.i 15 ijs J T . d rnol <::it» r 

s n m m a m serici 1 4- \ 4- *, -f .*-- 4- * vxv.i 

$ s=c 0,2026 L^xG.^5 =sr «~; valort** mwiiwrt** *** 

cunrfum hanc formtdam ctmmutai? ah Ih <*«*«? 
«ujjra. e mbulu ciatbificutibuum umi!|iwiiiti* ua-
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rum differunt Adiumento liuius formulae etiam 
aggregatum multitudinum otimimn classium i,pr. 
pr. pos.) doterrninantUms suecossiuis —D* —- ( J D 
4-1), — ( D 4- a ) . . . — ( # -f m — i ) responden-
tium quam proxime assi»nari potest, quantumuis 
extrcmi siut diuorsi, summando multitudines me-
diones illis determinantibus seeuuduin formulam. 
respondentes, vude erit = y(y/"D + V~( £> + i ) + 
etc. + J~(D 4- m — i) i + im siue quom proxime 

= f. ((D + m — l ) * - ( /J> ~- -I)*) + /7/z. Tta 
e. g. illud aggregatum pro crutum dott. — i . . . 
•—100 ex formula computaiur s= 45 M? quuni 
reuera sit 477 ; mille delermlnantes —- i . . . '—• 
1000 socuudum tabuiam Rippeditant. xi")535 c^as" 
ses, formula dat 1 -̂5-"3 x,4.5 millias secuuda sistit 
classos ii8C)'o", socundam tabulam, formida prac™ 
bet 2858 ",,7; similiter miluas tertia reueru sugge-
rit 57112 dasse-s, for.mula dat #7074,5; miUias 
decima dat 725 |,<) per labulaui, ioroiula 2^572a 

505. Tabula dotcruunantium iie^atiuorum 
secimdum diuersilatem das.siiicationum ipsis re-
vspondcntiurn digosta midtas alias obseruationcs 
singularcs olfert, Pro determinarmbus 1'ormae 
— (8w + f,) multitudo dassium (tum earum, 
quae in onmibus, tum earum quae in singulis 
^oneribus pr. primiliuis contentae a i u t ) semper 
diuisibilis est per g, vnico detormimmie — 5 
rxccpto, cuius rei ra-io ex art. £Jy(i: VI spoute 
sequium Pro ih detcnninautibns, quorum lor-
mae vnicum .^emis oonficiunt, muhiludo dassi-
imi somptH* impar e.-*l$ quuni enim pro tali de-
tormiuante vnicu tanium clas>is anceps dctur, 
jjuta ^riucipalkj multimdo dasbium mbtmartu% 



$ao 

6 qulbus bhiae wmper opposkae onmt, n«ws$a-
rio orit pttv, adVoqu* multitmio umutnm hup«trj 
ceterum httt»c posterior propricttu? Huittt piu do-
temummtihus positiuis valt*t. —• Pono M*rt«*s tlff-
termin&ntiuw, quibus <*adi*m rlitssiftcatio tlata 
(L t\ multiiuHo data tutn gtmt»rum tum tlu>*imn) 
respandet, somper abrumpi vitietur, qnant ob *»r-
uationem satis miram pt»r nliquot ^wmptit i!-
lustramus, (Nunun*n> pihuus, rotnauns^ indhai 
jmultitudmtmt generunt pr. prirn. pos.; v*qiumx 
muititutlinom ciassium iu jtiugulU £*mtTibus ton-
tentarum; tunc spquitur MMUS uVUTmhMnthmi, 
cmibus illa clu&iuVdtio rPspouuVt, t*t tptovttm 
sigmun uegatiuum bn*uU&iU cmmi omitutur \ 

1 .5 . . a i , 19, 25, ajr, 51» 43, 6 5 163 
1.5«..47t 7§> i«3i »»? 
I-7-..7*, xfii, 5*545, 543* -0!n 4^7 
H.1. . .5, 6, 8, 9, 10, 12, 15, 13, i!i i$, iiie, *$, 

II .2,„14, i ^ »0, 3 a , * |„ 56, v b ,j,ti, tth r,at 4 ^ 
u3t 0.|̂  ?% HJ, <)7, 100, J.},J, i.jK, 110 

I V a . . ^ ^ 24, 30, 33, 40» ,|2 f jrh ,fl^ f l r , uo, jro, 
7% r«> tf-h Hs, i|5, 10% titf, t;,rtf 135, 
I77, H)(), aryjt 2 B 

VIflf,i«ioi, 120» it>;$, 108, utth a.jo, a;*^ a8a, 
5*% 55»* 3-15* 5*17* 3«:5i 4 « V f ^ t jjao, ? t » 

XVI 1.840? 1 5 ^ 13^5» iB|B 

SimiJitor 20 cli't<»rnurwmtas ri*pt*riumur (mavimuit 
ss= — 14513), quibus rhwsilifatio 1. c) ivtqnmuVt; 
4 maxhnus = — 1505) , quUuis r<**poHuVt 
cO»Mleatia I n ctc.j da^ii tat icwts I I 31 JL 4 ; 
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It. o j IV. £ respondent determinantibus non plu-
ribus qitarn 485 52, 42, (>8 resp>, c quibus maxi-
mi — Oga-, — 8Ci^? — 1518, — n>i2. Ouura. 
tabula, ex qua haoc exempla sumshnu.s, lonp-u 
vltra maxhuos doterminantes hic oreurrentes pro-
d u c t a s i t * j , nec. vlli amplius prodierint ad illas 
classifieationos pertinontos: nulliun dubium esse 
videtur, quui series adseriptae reuera abruptae 
sint, et p«*r analo^iam oonclusionem eandem ad 
quasuis aiias classiiicatioues extondere licebit, E-
£. quum in tota iniliiade deeima determinaritium 
nuUus se. obiulerit, cui .nmiiitndo classium infra 
•3..J. responderct: maximo esf verisimile, classifka-
tkmes ]. »23; 1. 2t etc.5 I I 11 j U. 10 e tc : IV. 5? 
IV. 45 IV. 3.} VIII. 3 iaiu antt» — yooo de.siisse-
aut saltem perpaucis cleterminantibus \ltra -— 
10000 competore. 1 >emon*i.raUunes aurem rign-
roxac liarum obseruationum perdifficiles esse vi-
dcntur. — iSon minus admiratione dignum osr, 
quod omnes detorininautos', qttorum fonuae iri 
52. aut plura gonera dUtribiumliir, ad miuumim 
binas classes in Miundis neueribus liabeant, adeo-
quo dassiiiicaliones XXXIi. r. LXIV, 1 ete. om-
nino excidaut (ininimo ex liuiusmodi dett., — 
§2j.o, respoudet XXXII. 2)5 satisque probabde 
videtur, mtdtiludine generurn crescento coutiuuo 
plures classificationes exridore. Hoc respertu u'5 
deterimnauU-s supra traditi, quihus elassificatkmes 
1 1; 11. 1: IV, ij^Vm. 1; XVI. 1 ro.suoiidunt, val-

• ) Dwm h « « imprimuntur, v*qu* ad —* 30OO vna tractn, ^a 
»on fvv tetam tnitbotbra t!«»eima*« , pturesiftit atias centad«» 
ili*g>*r*ci«t quibu» n*c*duttt jwrwulti ttetmuiafuitw •iagttffc* 

x4» ««Attlo ttacti, 

Kk 5 
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$m 
de sunt memorahilosj pfirsjriciturqno farilo, illas 
ortmes ae solos his t(uahn.s propri^tntiini* iusi^ui-
bas «uuuV.iv, vt omm-s cUss-i»* lormarum ail ipMK 
periimiut$\s um-ij>u.<*5 MU!, ot format,* uu.iei nmjutt 
in pud«ua »vt»n«i**t nmHn-itac- tuTC-s-.uio tum pro-
prit* tuin iinpropnc a^quiuahsmt. tVtoruai iichkm 
6*5 uummi (sub a<ptn'tu paulluium diupi-o t uiu* 
nmutio iufra ftVt H uun <rilrrio (L-muiWr.tiu fa-
cilij itini ab ill. luuYr» tradhi Mtut ..W.y. 

304.. Multitudo chtsrium pr« prunhiuarum, 
quas formaft buwriae H«t* jKiiUhti qumiraii kk 
coustituunt, omninu a priori a«M£uari pow*st, 
xnultitudintque numerorum ad uk pmuovum ij*o-
que nmiorum aequulis t*st$ vndo p»*r iMturinia 
noti diftlcilia wd Wc suj>prim«»»da uVdurimr, 
«mltitudinem xtusdiocmn eUsstum m\ tnlo* %Umt*> 
mimmtcs circa A*A pt»rfitumtuun ptmhm* ^xptimi 

per —, — Dctormiwmtrs puritiui nomju.uirdti 

auttmi hoc rcsprctu jdiaf*uom<ma pm»u« .singu~ 
laria oftVrunt. KnlirH quum cbi^hmt nmhiuido 
parua> <». g. cinHsitioatto 1, 1 mw I. 5 «mt II. t *tc. 
pro dKermmautibus m^atitiis et qtwdrati* jmr-
ttis tantum i*t mox, omitmo msmttlHts ituMiix 
habeat: cotitr» o cU»l<*rmhmufibus |it»-iii«i'» mm-
cjuadratns, saltftm u«m pi»rimi£MS JMI*. hmgt* m«-
xima tnlos chtffttttYttthmt»* piiK-bcnU \bi VUHJ cJus-
MS iu cjuotiijt gi»n«Mi* ccmtiupUir* iu» \ t ha»* t 35 
L 5; H. a; II 5 ; IV, 2 t*U\ hint i«n**4!tt«i\ l u 
<\ 14", iut**r uo tit»tt. nmt qu. hdm um rt*ot?i'hmtur 
t i , | .8, u~t tjuibus »v*y-imdmn rU+<-'iiu*tUirtu** I. 
i , II. i , IV. i re.^w tuititi tctnlum ( 5 7 ] huliwc 



I. 5 ; duo ( 5 4 et 8 2 ) habent I I , g ; vrms (^g) 
II. 3. A t t amen , deterntinantibus crescentibus, 
classmm nmithudinos mniores sensim iroquentio-
res Imnt; ilu inter 96' dctt. rion qu. a 101 vsq^ie 
ad 200 tiuo ( 1 0 1 , J 9 7 ) hahont 1. ^ ; quauuor 
( 1 4 5 , 14G, 1 7 8 , I O J . ) .11. 2 ; trvs ( 1 4 1 , 14$ , 
181) , II. 5. Ex 197 dett. a 801 vsquo. ad IOOO 
tros hnbont, I. 5 ; quutuor II. 2 ; qualuordeeira 
II. 3 ; dno II, 5 ; duo II. 6 ; quindecim JV. £25 
sex IV. 5 ; duo IV. 45 quatnor VIIL 25 reliqui 
!,{.'-; vuam cla>sem in quouis i*euert\ — Quneslio 
curiusa iore t , nec geomet ra rum sagacitate indi-
g n a , secuudum tjuam legem dotormiunntes v n a m 
classem hi quouis genere hab.-ittos continuo rti-
riores 1'iaui htuostigure; hnclonus nee per t h e o -
r iam tl 'cidore posMtmus, nee por obsernat ionera 
sutis corto conioctnro, \ t r u m tandem omnhu'» 
abrumpnutur (quod t a imn parum probabiie vi-
d o t u r j , aut "sahem infhvtc rtiri euadant , aii 
ipsorutu iVequentiu ad lirnhem i'i\um contmut» 
manis uccedut. Muhitudo cliKsium metliocris h 1 
ratione 'parum maiori incteseit',, quam mult i t tuio 
geuo rum, Um<reque lent.itis quatn radioes quadra-
tae e doterntiuantibus; iuter 800 et 1000 illrx 
htueuitur = 5,01. Liceat his obseruatiouibu^ 
alhun ad i i i e re , quae annlo^iam b n e r de t c rmi -
nantes povdiuos et ne^aihms quodanunodo ro.stV 
tuit. ScUieel i uuen imus , pro detenninanU4 posi-
tiuo 1) uun tam inuiti ludineiu cla.v>ium ipsan^ 
qnam putuis hant; muUitudinom per logari th-
ni t tm (juauttlalis t 4- U\f~D mulupiicuttmi {d.i*~ 
si^nuntibus t* 11 numeios miuimos , praeter 1 , o> 
a^quatimti it — Dutt — 1 sansSaeientes) m u l -
titudiul cla&ium pro detoraihianie negat iuo oluri* 

file:///trum
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hm rBiumlbm Mc fasiit^ non explicnnd!<? *TO«iIo#am 
esse, atque wdorem «VHfuu:i«'m dlius ^nvur i i ue-
•que e.xyrte *>xprimi per iotniulutn uWm mx 1) -
»• stnl valores guantitntum •ron.sUtntumi w , n h.v 
cteraw per thooriatn dt*t«immatv nun Unnt; -i quitl 
ex abquot e«»uudtbus di*ttn-min«mfmm tnt< r M» rnm-
paratis coticludfn» pornn.ssum t*u w^rtatutn «i JJ{ 
dinVre vidotur.— Otorutu th> principiU diMpttMfm-
mnm pratHwkmtium vhm valorrn nwduui^s qt»tii-
tiratuin bg." atiahfira uon prf»f»rtKli»*nftum?M*d atl 
talem It^rm asymptutUtf comimto imtgis appro-
ximantium alia-ot'c-asi«Xtt* ftbius ag«*r« nobw ro-
eeruaruus. Transhnus iaio ad alirtw dtetnuMfm-
ntnn, qua claaws diut»rsac* pr. prim. 4*iu*d*>m «Vt 
inter se cornparabuutur, tiiiiscjue huto loiigao M** 
ttioni imponetur* 

505. THBOREMA. Drsignante A* tfassm prin~ 
fipatem formarum drttrminantts dati t) * C eJasMt» 
quamcnnqut alietm e #wtre pritictpalt f*rmiirum r.us-
dcm deU a(\ :)C* 4 C/*/<:. f/.?.t\w r.\v*\ r dttp^Mwr, 
triphcatnne* qitittirttpket7'i»r,e eic* rhnsU C artjs < vi m 
art. J4y)» itt prtigtrssi'<rr (\ *-(\ $C //*". satix ranfi* 
ttttata tmtdem ad fhusem txm K sdmttram pfrumtHr; 
^upponenduque y tnC rssr prnram tum K idstittrtwti, 
fiiqiK mnltititdnum mmnttm chmmn m ywre pttmi* 
paiizz,nf crttvet »»-"« »* rv/ ns pcrs atyiutt.i n*M$n. 

Dem. i Quum oimitw i t s s ^ A\ C\ ?(% 
3C otr. upcessario ad giww prinnjuh* p<*tfi:»Mnt 
(art. 24.7), tlavses n «f 1 priotfs hmns M-nii 
J\, C, ii(!..<nC numifVKto rotnus dutt*t*».i*« «•w» 
n**cjuc*tud. Krit itatpn* v**I K runt aiif«i?t < ".f^mit 
(\ ii(\ %C..,?t(, i»l**ut*H*a, M4 saHvm tnntr t*xr 
liti. ciuwibuti autcr **.* iieiitkne, Sii K/ «5 .vG* 
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©tqlie r > $, eritquc etiam ( r 
(5' — 1 ; C\ ( r — s ) C =i •. ,s 
et f r + 1 — .?) C = C3 vnde ( r 
<). £. P. 

II . ITinc ctiam pro t inm s*»quitur, esse vel 
m = /1, vel /// <C //, supeivstquc tautnmmoclo? 

vt os tendamus, in eam posteriori /// esse partetn 
aliquolam ipsius //. Q.rum classes /C'. C. .ii(7... 
( w — l ) C qnarum emnploxum per ("t dcsu^iaiji-
inu.s, to lum genus ptincipaie iu hoc casu n o u d u m 
exhauriant > sit O aiicjuy. c l.ns>is huius genoris in (5 
110ti coutenta , de.sioneuirqufi complexus dus&iun, 
quae ex conipositione ipsius O ciun siuguiis dasirir 
bus in (Soriuntur, puta C\ (7' -f C.\ (> -f 2(7.., C'-f* 
(m—- 1) <7\ per (E. Idin iacile perspicitur, oihnes 
clas.ses iu Qi. tum inter se tum ab omnihus in (5 
diucr-sas e».e et ad ijeuus priueipale per t incre? 
quodsi itauue (S iH C"/ hoc .yvuus. omuino oxhau-
r iun t , habehirnus n = iJff/j wu minus , oriC» 
2m < . «, Slt in casu posLeriori C" aliqua clas-
sis gcnoris principalis nee in (5 nec in <§' cora-
tontn, de.sigTieturque eomple.vus classium cx coin-
posittono ipsius «7" cum siugulis classihus in (2 
prodouutn tm i. e. harunt O', O' + £\ ^" 4* 
a C „ . C" -f ( W — a ) C per d»", patetque fai ilc, 
iias onmes iutc»r se et ah omnibus in «2 et (V di~ 
versus osse, et; ad gonus* priucipalc pertmere. 
Qtiarc si 6 , (£', (£" hoc »enus exhaur iuut , etifc 
}i =s 3OT; sin mtntis, « >- ^/w, *m quo tasu clas-
sis alta &'*, in ^onere ptmcipuli ronlot i ta , neque 
vcro m (L (&' vcl dv", simili modlo tractata doce-
"bit esse vcl » = .j./w \ c l n > ,|,w, t*t sic porro» 
l a m tpaim « et //1 siixt numer i fiuitij genus j^nncipa-

- 1 ) C a 
•• ii ) c.' otc. 



pm 
Jeriecowario taxufcm «*Jthauii«*turf «ritqtie n rmtlti-
plum ipsius m, «Luo iu pairs aliquotti in*iu.s «* ̂  A*. «Sl 

Ex. vSit Z> «a — y%n, C = ftf, a, ?*) *), 
inutnuVnu\jne &C — (iu>, rt, J I ) , ">C — 14? °? 
4 9 ) 4f7 = (fto, — 8» ax), 5C~— 5i - *• 7*)> 
6 t s = ( t t o, f>o0). ITtc itaque t*st m »~. 0? n 
vero »ro lioe uVu»rmiudUto est 12. Arupn»utio 
pro £' classem (8 , -% 45 )i CIUMK-K qumi|Ut« rt4i-
quae 111 S' %erunt (9 , — !J, 40 ; , t o , -* 4°)* 
(8? — 2) 45). (»7, *> *0» l*7> - *» a i > 

gbG. Dt*momtrotto thtwr. pr«u«<\ otnttmo 
analoga 'iuutmitrtur uVnuwUtWJmbV^ m iUtt.41^1.% 
rtjuaraque theoria nrttIti\>HtsjtU»ii« rk^itim cnwi 
acguruehio !n SeeL II l tnuftitto pftfmafcwun w* 
dique affinUaWiu IktWt At ihtAU^ Uuitt* ojwm 
noti permittmtt, iikttn th«oriimi #a qua dif»tt» t*t 
rhertate bie p*iraetjui; quocirca fMunw timtum-
jBodo oDseruationt*s iiii- uaTtriemu*, o«i« quoqtiis 
aVmioivnrationi* quao apparatum .pm{i\uuvm re-
qiurorrat supprimfiuus, thsquisiuo)u»UMrtu» am* 
plbrem atl aluun utra«orjuun uufois r&*n-U4tmuu& 

I Si seru* K> C\ »(% %C vtc* Utr« (m 
«r i) C protluritur, eat*tltnn rk^t^ it«»rum coiit» 
pamit», r«C = A\ /w + 0 <? = (•'* (w - r^) 
Cssi^C «U%; gt*m»!\ihU*rqut» (sptMmulo umt**w-
tqtatis1 aim&i A* tmuquaw of/) fhu>M»£ #C» £'f* 
idi-*nticu« t»ront vd iliu^rsae, prout g H $* .smm-
tlnra imurulum m tongrut suut \v\ hwunpitt 
Classis itutjuu «C* semj>er idtmtica eut mm |»"U> 
cipaii /T. 
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II. Complexum classlum K, C, 2C...(m 
— i ) C , cfUcm Mipra per (5 designauimus, voca-
bimus pni> dum classis {7, qiine etfpressio nora 
esf eoniundenda rum pr.riadis fvrmarum reducta-
rum det. positim non-quadrati in art. i 86 sqq„ 
tractatis. Patet itaque, e compositione classium 
quotcuriquc* in eadem periodo contentarum oriri 
classem iu ca periodo quoque comentam gc + 
#'C + #»C ctr. = ( ^ + # ' + g» + etc.) .c 

IH. Qiumi c + (/« — i ) C = K, classes 
C et ( w — t) C oppositao erunt,; et •perinde 
a c et (m - - a ) C, 5 C et (m — s ) C ete, 
Si itaqne ;«' e.st par , classis *[*#C sibi ipsa oppo-
sita etit adeoquo anccp&i vice versa, ta itt Q> praeter 
A adhw alia classis anccps occurrit puta g C% 

erit ^'C == ' w — /r*« C adeoque # == (/72:— # ) . 
= Jw. lime MHptiiur, si m sit par, praeter 
duas A~ et {»*C; ,«4 vero /«,sit impur, praeter 
vnaui A% auam classem audpitem in <S conten-* 
tam esso noii po&c* 

IV. Si p«»rindus alicuius ciassis #C i s <5 con-
tentae supponitur ««sc JJT, /<£, s^C> *>hC„.£rrtf 
— i h C. maniiesium e&t, «'Zi esse multiplum 
minituum ip.sius h por w diuiribile. Si ilaque 
//* et /* inUn" f>f primi .sutitjj erit; 7/z' = m^ duae* 
qne pwiodi easdom classes sed ordiiie diuerso 
dUpoMtas coutin^buntj; genoraliter autem desi-
gn&nte p, diuisorem comm. max. ipsorum mf fy 

erit mf ssst ~\ —- Hiuc patet, muMtudinem clas~; 

smm in periudo cuius-uis classis ex 6 contenta* 
i-um esse vel //i vel paitem aiiquotam ipsius m$ 
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fe$ quidem tot classes iii <&• habebunt periodds 7̂  
terminomm, qudt numeri ex his ô  jr$ a~-. 
7W — 1 jad TW. primi sunt0 siue &m7 vtendo signa; 
ax,t; 59; generaliter vero tot classes in (5 habe-

bunt periodos -* terminorum, quot numeri ex 

his o, 1,, 1 .... m — 1 diuisorem maximum }* 
cum m communem habenL, quorum multitudi-

nem esse, <p—<• facile perspicitur.- Siitaq.ue mt=t.n9 

siue totian genus principale sub @ contentum, 
dabuntur in hoc-genere omnino $n c-Ia-sses, qua-
rtim periodi idem genus totum includunt. et <pe 
classesj quarurn periodi ex e terminis constant, 
denotante ve diuisorem quemcunqu-e ipsius n> 
Haec conclusio generaliter valet, quando in g-e-
nere principah vlla classis datur, cuius periodys 
ex n terminis constat. 

V. Sub eadem suppositione, systema-clas-
shrai generis principalis aptius disponi nequit, 
quam aliquam classem, periodum n terminorum 
habentem, quasi pro basi adoptando, generisque 
principalis classes eodem ordine collccahdo, quo 
m illius periodo ppogrediuntur. Qu!odsi tunc 
classi principali inefox 0 adscribitur, classr quae 
pro basi accepta est index 1 e t sic porro: per 
solam indicum additionem inueniri poterit, quae* 
nam classis e compositione classitim quarumcun-
que generis principalis oriatur: Ecce exemplurn 
pr-o delerminante — 5 5 6 , vbi efessem (9, 2, 40) 
pro basi accepimus; 
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Q ( l , 0 , 5 5 6 ) I 4 (26, 8, 21>.|.'8 ( 2 o , - ~ 8 , 2 i ) 
•1 (9, 2, 40) I .5 . (17/ V 2 1 ) 9 (8? % 45) 
2 (5, 2, 72) 6 (4, o,; 8 9 ) 1 1 0 (5, -T.3,73) 
3 ( 8 , - 2 , 4 5 ) I 7 (17 ,—1,21) j 11 (-9, — 2,40) 

VI. Quamquam vero tum analogia cum. 
Sftr.f. I I I , tura inductio circa plures quam 200 
deteraiinantes negatiuos, longeque adhuc plures 
poritiuos non quadratos instituta maxirnarn pro-
baluiilatem afferre videantur, illaxn suppositio-
rierri pro omnibas determinantibus locum ha-
bere : talis conclusio nihilominus falsa foret, et 
per tabulae classificationum contmuationem re-
felleretur. Liceat, breuitatis caussa, eos deter-
minantes, pro quibus totum genus principale 
vnicae periodo inclucti potest, regulares vocare, 
reliquos vero pro quibus hoc f ier inequi t irregu-
lares. Hoc argumentum, quod ad arithmeticae 
sublimioris mysteria maxime recondita pertinere, 
d.isquisitionibusque difficillimis locum rehnquere 
videtur, paucis tantum obseruationibus hic il r 

lustrare possumus, quibus sequentem generalem 
praemittimus. 

VII. Si in genere principali classes C, O 
occurrant, quarum periodi ex 772, m' classibus. 
constant, atque M est numerus miiiimus per m 
et 772' diuisibilis: in eodem genere etiam classes 
dabuntur, quarum periodi M terminos contine» 
a n t Resoluatur M in duos factores r, r' inter 
se primos, quorum alter ( r ) meliatur ipsum m, 
alter (/-') ipsum m' (v. art ' 75)," habebitque clas-
• ivi wi' » 

sis ~ C -f — O = O* proprietateru praescr> 
Ll 
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ptam. Suppouamus enim, periodum cltvws O1 

constare ex g terminis, eritque A = gr(,'t = 

gmc + S^o = K + &ZL o = ^o, 

vnde -f~ per m' diuisibilis em>e debebit siue 

gr per r', adeoque etiam g per r*. Prorsus ri~ 
mili modo g per r diuisibilis inueuitur, vnde 
etiam per rr' = M diuisibilis eriu Srd quum 
manifesto slt MC" = A", erit, etiam M per # 
diuisibilisj quare nacessario M = «% Hinc uu lio 
negotio sequitur, multitudinem maximam clas-
sium, in vlla periodo coutentarmu ( pro det. 
datoj, diuisibilein es.se per multiludhumi cla.s-
sium in quauis alia perindo (cla.s.sis vx eudem 
genere prineipali.. Simul ibiiule mwhodus de-
riuari potest, talem elassem ctutts ptniodiis stt 
qu-un maxium (adeoque pro del. iv»ulari toium 
geuus principale compleetatur) oruendi, metho-
do artt. 75, 74 proims aualo»a, etM \n \n\\\\ la~ 
borem per phua artifkia contrdhere lic-t*<il. (hu>-
ttens e diuisioue nurneri // per nmhitudhtem, 
classium iu periudo inaxima, qui pro deter» 
minantibus re^ularibus e.st 1. pro inv«uhuihus 
semper ill iute^or maior q u a u i ' i , el pro \m 
imprimis romuiodus es.t jul diuer.st»s hTffjmhtritd-
tis species exprimendasj ijuamuurtim ^jmims 
irrcgularitatLs dici poterit. 

Vlir. Hactehtte regula generalls non hahe-
tur, per quam determmantc* tvgularex al> jrre-
gularibiw a prioti dktmgut pos/wut, praesiMm* 
quum inter posteriore>s numeri tum primi tw» 
compositi reperianturj sufficiat itauue t|uasdam 

http://es.se
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obseruationes particulares hic adiunxisse. Qnan-
do in genere principali piures quam duae classeg 
ancipit.es continentur, determinans ccrto eM ir~ 
regularis atque exponens irregularitatis pary 
quando vero vna tantum aut duae in illo genere* 
adsutit, det. aut regularis erit aut sattem exp* 
irr. impar. Omnes determinautes uegatiui for-
raae —(216/c -j- 27) , vnico — uj excepto, irre-
gulares sunt, et exp. irr. per 3 diuisibilisj ideni 
valet de dett, negg. foriuae —-(1000A -f ?'""•>) ^ 
— (loooA: -f- 675), vnico — 7$ excepto, intini-
tisque aliis. Si exp. irr. e.st uunierus primus p9 

aut saltern per p dmLsibilis, n per pp diuiYtbilis 
erit, vnde sequitur, si it l.ullum diuisoretn qua-
dratum implieet, detenninantem certo HSM* re^u-
larem. Pro solis datcrminantibus tpmdvatix po-
sitiuis cc a priori semper dij>;nos<:i ponsu vtnuu 
regulares sint au irregulaf'" ; Milicel illud cnenlv, 
quando e est 1 aut n aut num**ne> priinus im-
par aut potestas nnmeri primi imparls; line. m 
onmibus rcdiquis ca^ibus. Pru dftu neo<»;„, irro-
gulares contiuuo frequentimv,- euaduui, qno nia* 
iores fiunt deterininautosj i\ 1;. in totu muTuttlfc 
prirna tredecim irregulares reperiuntur. (M»IIO 
negatiuo omisso) 57!), 581/, 820, ftH j . , oon, qim» 
rum exp. Im esl a, atunt* UJ .J , 7,07, 3~,ij, .f-lq, 
6?C>i 75%-t 8i)l, 074., qnurum e\p, irr. ~,; in mil-
liade secunda repertl Mint 15 quorum t»xp. irr, :i, 
atque i-*> quorum exp. irr. 5 ; iu milliade deuma 
31 rum exp. irr. '2 atque 3-1 cum exp, irr. 5. 
JNum determinantes cum exp. ln\ maiori, quaut 3 
iufra — loouo occurrant, decidere urjntium Itcetj 
vltra hunc iimitem exponeutes quirunquo dati 
prouenire possuut, Frequemiani delerminantium 
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negatiuorum irregularium ad frefquentiam regu-
larium. conlinuo "magis, dett. crescentibtis, ad 
ratiorfcm cbnstantem appropiriquare valde pro-
babile est, cuius deLerminatio geometrarum 
sagacilate magnopere digna foret. — Pro de-
terminahtibus positiitis non-.quadratis irregulares 
multo rariores sunt; talcs, quorum exp. irr. 
par sit, infinite multi ccrto dantur (e. g. 50*26 
pro quo est a ) ; nullum quoque dubium vide-
tur, quin tales exstent, quorum exp. irr. sit 
impar, etsi fateri oporteatj nuilum se hactenus 
nobis obtulisse. 

IX. De adornatione maxime commoda sy~ 
stematis classium, in genere principali pro deter-
roinante irregulari contentarum, hic agere pro-
pter breuitatem non licet; obseruamus tantum-
modo, quum vnica basis Mc non sumciat, duas 
vel adeo plures adhuc olasses hic esse accipien-
das, e quarum multiplicatione' ec composrtione 
omnes producantur. Hinc indices dupliccs aut 
multiplices emer/rent, qui eundem fere vsum 
praestabunt ac simplices pro regularihus. Sed 
hanc rem alio tempore fusius tractabimus. 

X. Denique obseruarnus, quum omnes pro-
prietates in hoc art. efc praec. consideratae impri-
xnis a numero n pendeant, qui simile quid est 
a c p — 1 in Sect. Ilf; hunc numerum sunima, 
aftentione- dignum esse; qtiamobrem- quam ma-
xime optandum esset, vfc inter ipsum atcjue de-
terminantem, ad quem pertinet, nexus generalis 
petegatur. De qua re grauissima eo minus de-
sperandum censemus, quomam iara successit, va-
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lorem mediocrem producti ex n. in multitudi-
nem generum (quaa a priori assignari potest) 
saltem pro determinantibus negatiuis formulae 
analyticae subiicere (art, 502). 

507. Disquisitiones. artt. pr.aecc. solas clas-
ses generis principales complectuntur, adeoque 
sufficiunt tum pro dett poss. vbi vnicum omnino 
genus datur, tum pro negatiuis vbi vnicum ge-
nus positiuum adest, si ad genus negatiuum re-
spicere nolumUs. Superest, vt de reiiquis- quo-
que generibus (pr. primitiuis) quae&am adiicia-
mus. 

I. Quando irj genere G' a principali G 
(eiusdem det.) diuerso vlla classis • anceps datur, 
totidem in ipso aderunt ae in G. Sint in G clas-
ses ancipites X, M, N etc. (inter quas etiam 
•erit classis principalis K), in G' vero hae J>, 
M'j N etc, designeturque illarum complexus 
per A, complexus harum per A'. Quum mani-
festo omnes classes L + L1, M -f Li9 JV + Ll 

etc. ancipites diuersaeque sint, et ad G' per-
tineant, adeoque sub A' contentae esse debeant: 
multitudo classium in A certo nequit esse minor 
quam in A\ similiter quum classes L' + £ ' , M' 
+ D, N' -f- L' etc. diuersae ancipitesque sint et 
ad G pertineasit, adeoque sub A contineantur, 
multitudo classium in A nequit esse minor qaam 
in A'\ quare multitudines classium in A et AL 

necessario aequales erunt. 

II. Quum multitudo omnium classium an-
cipitum muititudini generum aequalis sit (artt. 

L l 5 



SSW&rfiP* 554 

261, &8f I I I ) : mauifcstum est, si in f? vna tau-
tum classis anceps detur, in quouis genere viwni 
classem ancipitem contentam esse debore; M bi 
<r duae aucipites oxstent, in semissi onmium ^e-
nerum binas dari, in reliquis nullas; doniqne si 
in G plures ancipites coutineautur puta a *) , 
partem dzvx omnium generum a classes and-
pites continere, reliqua nullas. 

III. Sint, pro eo casu vbi G duas cla«s«»s anri-
pites continet, G, (?', G" etc, ea gonera, quae biuas, 
atque / / , // ', / / " otc. ea quae nultas contiuent, de.vig-
neturque, complexus illorum per <§>, romplexus ho-
i:um perJp. Quum e compositioneduarum elasshmi 
ancipitum semper prouematdassis aueep«s(art.& ^o), 
jiullo negotio perspicietur, e conipositiono duo-
rum generum ex @ semper prodiro genus ex $ . 
Hinc porro sequitur, e compositioue ^eueris e:c 
@ cum genero ex Sp prodire genus i-x $5 si 
enim e. g. G* -f / / nori ad .£> scd ad f$J perhue-
ret, etiarn G' -f / / -f <7' ad © reioreudum esset, 
Q. K. A, quoniam G* -f Gl = £ adeoque O 
+ / / - f 6-*' = //. Deuique fnrilliuH* iiittjUigUur 
genera <7 -f / / , <7< + / / , o + / / ( , t u ? v m 

cum his / / -f / / , / / ' •+ / / , //« -f / / etc. omnta 
diuersa foiv adcoque cum & et .£) stmul sumtts 
identica? sed. per ea quae inodo deimmstrata 
sunt, geuera G -f 7/, G' ~f / / , f;« + /jr e tC t 

omnia pertinent ad Sp adeoqw» hunr rmiiple-
xum exhauriuntj qnare ne?ce<wario ivliqua / / + H% 

B + i l , i i " -f /./ etc. onmia ad ® permudmttt» 

*) Hoc pyo ioli# act*rmlnantib»s fmftiUrfla» «n»nl««^«tef^ 
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z", •&. e'. oompositione dttorum genernm «x >§ mm* 
per oritur genus ex <& 

XV. Si K e>t classis gencris /•", a prinripali 
G diuersi» patc»t, sA', .{.K* f>/C Wr. omnes pt»r-
tinere ad (7$ has vero 3/*,'. -•>/•,*, 7/v rtc. ad /r. 
Si itaque periodus rlassis aE O.K m terminis rort-
stat: manil^to in sorie E, a £ ? 3/-* vU\ classis 
QmE* uec vlla prior, rnm A' identira m t , ^iuo 
periodu"? cla.-sis /{ ex aw termiuis cunsfa**it, Hinc 
xnultitudo termUiormn in periodo cla^is cuhi*-
Cimque, ex alio genere quam principali. erit \t\ 
sh vel pars aliquota ipsiu.s SAT, desigtumte it 
inuUitudinem classitim in singulis genorihus. 

V. Sit C rlassis daia ^rncris principaHs (7; 
Jt cia&sis gencris /•r e culus duplicatiouc- ("uriatur 
(qnalis setnpor dabitur, art. .iHtih atqtic iHimf' 
classes ancipites (pr. priin. eiusdem d<if.) /\\ k>, 
Ji" e tc , eruutquo amncs e!asses$ e quurum dupH-
catione C oritur, hae: K t = K -j» K)*, /C *f K% 
E + iT'' e tc , quarum cotnplexus e>xpriim»ttir pur 
JQ; multitudo harum cla&sium aoqnatt* t»vit mtU-
litudini cLissium anripiumi siue multitudmi ge-
nerum. Manifestum est> ^ rla^slitis "m Si tot «vl 
geuus /'T' petlinere, quot nnripUe.*» riVtttm* m cV$ 
designundo itaque haruni muftitmnm*iu p*'«* «?* 
pate»t? in qumtis ^ u c r e v**l «• classcs ex s». d.i.iv«>l 
nulUis. IJinc tacile CHlHgitur, qu.twio ,s3t tt -'«s f, 
iti quotiLs- jnmrre nmtinrri vttam ci&&«*U) PK %r$ 
quaudo a = 2, .«pmissetn mmuum gviieruin hlm® 
classes ex i*. ct)uttuere? rdk|«4 iiiilliLSj i*t quuU»m 
semis.sem priooun vi»l totarw mm 0 ctiiu* it{«i*• 
( in eadem agiiificatio»** vt supra lll)} po^ten-
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orem cum *£>, vel banc cum ®, illam cum $. 
— Quando a adhuc maior est, semper pars ata 

omnium generum classes fl, includent ;vsingula a 
classes). 

VI. Supponamus iam, C esse talem classemj 
cuius. periodus ex n terminis constet, perspicie-
turque facile, in eo casu ybi a = 3 adeoque 7? 
par, nullam ex xi ad G pertinere posse (tunc enim 
talis classis in periodo classis Ccontenta foret; si 
itaque esset = rC, siue QrC = C, foret a r ^ l 
(mod. «) Q. E.A)'7 quamobrem quum G ad © per-
tiueat, necessario omnes classes n inter genera »g> 
distributa erunt Hinc colligitur, quoniam (pro der. 
reg.) in G omnino dantur m classes periodos n 
terminorum habentes, pro eo casu vbi a = a 
inueniri in quouis genere $ omnino 2,%n chsses, 
quarum periodi 2n terminos, adeoque tum ge-
nus suurn tum principale, complectantur; quando 
vero /2 = 1, in quouis genere a principaii di-
uerso Qn liuiusmodi classes dabuntur. 

VII. His obseruationibus methodum sequen-
tem superstruimus, systema ornnium classium pr. 
prim. pro quolibet determinante regulari dato 
(irregulares enim omnino seponimus) quam aptis-
sime construendu Eligatur ad lubitum classis j£, 
cuius periodus an terminos, adeoque tum gexms 
suum quod sit V tum principale G complectafur•$ 
classes horum duorum generum ita disponantur, 
vt in illa periodo progrediuntur. Hoc modo res 
iam absoluta erifc,.quando plura genera quam haec 
duo omnino non adsunt, siue reiiqua adiicere non 
necesse videtur (e. g. pro tali det. neg., vbi duo 
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tanturn genera positiua dantur). Quando verq 
quatuor aut plura genera construenda sunt, r.e-
liqua hoc modo tractentur. Sit F' aliquod" e 
reliquis atque F + F' ~ F", dabunturque irx 
F' et F" duae classes ancipites (puta vel in 
vtroque vna, vel in altero duae in altero nulla)| 
ex his eligatur vna A ad lubitum, patetque fa-
cile, si A. cum singulis classibus in G et F com-
ppnatur, proclire 2/2 classes.diuersas ad F' et F" 
pertinentes, adeoque haec genera omnino exhau-
rientes; ita haec qupque genera ordinari pot-
.erunt. — Si praeter haec quatuor genera alia 
adhuc supersunt, sit F"> vnum e reliquis, atque 
F™, F^\ Fvx genera ea quae prodeunt e com-
ppsitione generis F"' cum F, F' et F". Haec 
quatuor ge.nera F"' t * Fwl quatuor classes anci-
pites coritinebunt, patetque, si ex his vna A' 
eligatur atque cum singulis classibus. in G, F^ 
F', F" cornponatur, omnes classes in V"'. * * Fxx 

prodire. — Si adhuc plura genera supersunt, si— 
mili modo continuetur, donec omnia exhaustae 
•sint. Patet, si multitudo omnium generum con-
struendorum sit 2", omnino opus.fore u — 1 clas-
sibus ancipitibus, et quamuis classem horum ge-
nerum produci posse vel e multiplicatione classis 
£ , vel e compositione . classis, e tali composi-
Lione ortae, cum vna pluribusue- ancipitibus. 
Ecce duo exempla, per quae haec praecepta il-
Xustrabuntur; plura de vsu talis constructionis, 
vel de artificiis per quae labor subleuari potest, 
hic adiicere non licetp 

$ J ! & 
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I. Dcterminans — \Cn. 

Quatiior genera posifci.ua; in singulis quatftrnae classes, 

G 
1,4; K7;"3» 

( j , o, 161) = * 

(9 , 1, 18) = <2E 

(*, h 54) =-»-iS 
( 9 , _ i , i 8 ) = ()JS 

3, 45 *7i N^s 

(7, 0, 23) = # 

( i i , — a , i $ ) « ; £ + 3 J E 

(14» 7» 15") = ^ + 4 ^ 

(G, 

r 
54.) = /? 

j , s r ) - r » K 
a r ) /v 

( 3 , — i , r > . f ) - ~ r ^ 

(10, 5, 17)*= ^ + # 
(5 , ft, 3 5 ) « = / ^ + ^ 

( 1 0 , — 3 , i 7 ) = t j « + 7 £ . 

II. Determinaiw — tf,f.& 

Octo genera posifciua; hi smgnlk teniae claftWJ;, 

r 

(5, 3, n o ) «wi5 
(.*J, «j JJ(J)*S -,«• 

(7 
l rt 3. 8J «3; *7> «13 

( l , 0, 546) s s A" 

(»% — 0 , 3 $ ) = 2 £ 

(sfl, % 35) =» 4M 

l*3»fc *V3J^7;N«3 

(% 0, 275) = / | 

( I I , — 2 . 5 0 ) ~ y / + a ^ 

(11 , % $0) « S i * + 4 £ 

/ '" 

(10, a, 55) — W + K 
(13* o, 4 » ) s 5 ^ f ^ j 5 

http://posifci.ua


— 55» 

prat 

(5, o, im)=^A< 

(17, 7, 3 5 ) = = ^ + ^ 

i««3 s;/^; v r ; ^ s 

(6, O, 9l)rr=yf+yf 
(19r- 9*55)=v4+-4'+4£ 

JJ«r»«;A3;*5r{2«3 

05*-3 ,57)—-* '+•* 
(f> % 78J — ^ + s-E 
{ifij 53 57) = ^ ' + 5 ^ 

j r v i 

s^r-s;-"3;'7; "»5 
( 2 5 , 1 1 , 2 9 ) = ^ + / / ' + £ 
(14,0,26) = ^ + W - + ^ B 
(23^i i ? 29)=^4-4 '+5^ 
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S B C T I o S r, X T A 

V A R I A B D I S Q Y I S I T I O N V M VKXZ-

C E D E N T J V M A P P L I C A T I O M ' , K . 

508. * J u a m fertilis sit avtthmr.tira suhHwmr vt> 
ritatibtw, rjuae in aliis qumjue* uiath**>r«* p.trtihtn-
vsum pracslwnt, phirtkiv i*im jiasVun Wii. »rhli^i* 
tauimusj quasdaui \oro apjiliarttiwir^ qua^ #*\,t»4*-
mlitmem arriuliarMri uuwtitnt^ «uuVmi »I»U'!-«''» 
non mutile dnximus mm imn vi hw iwmwu» 
tum, quo plura vulumtua hitih* impl"?! uu^-u!, 
exhauriafur, tjuatu uotitth vf p«»r .utmt.t ••>'<•> rm-
ua ilim.trotur. In liat«tt rmith*m stntUfi:" ; . J^!(» 

dV r«solut:otui frartiorMm m .umplkkin^ ». !t*nm.{ 
delri d<» ctmuwKumt» fiartsmnnu * tmmumium iu '«»»* 
cimalfSy tum mfthutium tuuum r*\iht*<mm^ * *>?»U« 
c&bmtus, solutioui {ir»uu;itiouum uuMnmhuM* 
rum scctuuii gradus hi^nu»';»!»»!^ i*md -m m** 
thodos nouas ttXnt.*<liMs trauVmus, tmmnt^ mi-
moa a compoatis CII^IWHTIMII ^ lummu}Ui' tatu* 
res <»xploramlt. Iti swttiwK? *i»q««*»»Tt* *mit*m 
thiwriuiu g«»n«»rah*m *jym*m jw?aitbtii fwnib-
uutti, JKU* totam at:aiy*m lali^i»?** |'.m*it?^, 
quattmu* cum nruhia'*iit.t stihiimiciti «ufiiĵ hfv-' 
nmvj*x:i vai^ Mamliwu:^, tmvrimww»» i h w k i w 
^amihi <ircuH, cum.* m-rtu Uutum t*li*im*nta 



•W 
hactemus tnnoteemnt, nouis inerementis ampll-
ficare studebimus. 

509. PROB-LEMA. Fractionent ~, cmus deno-
minator n est producttim e dvobus numeris inter se pri-
nris a, b, w duas alias discerpere, quarum denominato-
res sini a, b, 

Sol. Sint fractioues quaesitae — ? "7 ? fieri-
Mf V 

que debebit bx + ay = 7725 liinc x erit radix 

congruentiae bx EE m(mod. a)7 quae per sect 

II erui poterit, y vero fiet — ———. 

Ceterum constat, congruentiam bx ^— m 
radices infmite multas, sed secundum a congraas, 
habere, vnica vero tantum positiua minorque 
quam a dabitur; fieri autem potest etiarn, vt y 
euadat negatiuus. Vix necesse erit monere, y 
etiam per congruentiam ay — m(mod.b), atque 

m — au . 
x per aequationem x =?= —^ muemri posse. —• 

E. g. proposita fractione ff, erit 4 valor expr. 
§§(mod. 7)j vnde f-f resoluitur in -f + jf. 

510. Si fractio —• proponitur?- cuius deno-

minator n est productum e factoribus quotcunquo 
inter se prirais a, b, c, d e tc : per art. praec. 
primo in duas resolui potest, quamra denomina-
tores sint a et bcd etc.j secunda iterum in duas 
denominatorum b et cd etc; posterior rursus in 
duas et sic porro? Tnde tandem fractio propositft 



sub hanc formam, redigetur — «s -» f v «f t. 

+ -, etc. Numeratores % S, 5, i vic, manif«\sto 

powtiuos ac denominatoribus suis miuorus ac-
cipere iicebit, praett-r vlthmmi, «jui r«»Ii<juis d>« 
termmatis non ainpliut» «st arbittwittK, mqttfi 
«stiam negatiuus aut dituotmnatorv maior Ji»»ri 
potest (siquidem non .supponimus m <, /1 \ 
Tum plerunique e re erit, ip*um mh ftmnam 

— 4." k redigere, ita vt * stt positiuus ai: imnnr 

quam <J, k vero intc»ger. Deuiqut» patft, at h e 
etc. ita accipi possi», vt *int vt*I mtmeri pritni vel 
nunierorum primorum pou^tuti*. 

Ex, Fractio J | % ctiltw lit̂ iWJitiiaitn* =» 
4.5,7*11 hoc modo mwluUur i« | f ^ t 4 | :J- in 
§ — J{-5 — J* in J -— J t ; \u«I»r, Mtibwvin Jy 
— 1 pro - Jx fit -jJJ. ^ H I + H i 4 , - ' ! * 

511. Fractio » IV/H.*> fmuum m.iht ntb 

formam -•- -f •>• 4* eU\ '4- k *»*dud poifS^ 
ita vt «, 6 etc, «int poMtiui »t* iiti««ii*in cftiatu ^ 

5 efcc. scilicet suppontmdo •— w» * -f \ 4» 

£. 4- «ic + * « -*' f •* + ';• -f i»ta 
Hh &', atqne etinm «', # t»ti\ puvititw» ;w umio-
res quam «, /> eti\, «rifMiitw mi # ^ ;i^ C « 
C, 7 = , ' etc, & « k\ Muhiplwundo mtlm pt«r 
>« = abc <»tt\t patn lit-ri //1:, , «J,t<i H ^ <M ^ ^ 
etc. (nwd. tfj, vudu ttuonium hcU etc; *td « urtmus 
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est, necessario « ™E *' adeoque *t =s «', et pe-
rindc 6 = 6' etc., vnde etiam sponte k = M 
lam quum prorsus arbritrarium. sit, cuiusnam 
denominatoris numerator primus supputetur, ma-
mfestum est, omnes mimeratores ita inuestigari 
posse, vt & in art. praec. puta £ per congruen-
tiam Gard etc =£ w/ (mod. / ; ) , y per lianc 
yalnl ek\ rr£ «i (mud. c ) e tc / summa omnium 

fractionum sle inueutarum vel propositae — 

aequalis frit, vel dUTerpntia numerus iutoger = A*, 
qua via simul eoniinnationem calculi nanciscimur» 
Jta in esr. art. j>raer. valores expr. JJ-f-^mod. 4 ) , 
llh niod. g ) , ?K- (mod. 7 ) , ^ ( m o a . 1 1 ) 
statini suppeditaut numeratores 1, 2, 1, 4 deno-
xmjtiatoribus 4, 5, 7, n respondent.es, summaque 
hanun fraciionum propositam vnitate superare 
iuuemUuv 

512. DKFINITIO. SL fraclio comtmixiis in 
decimulem conuertitur, seriem figurarum deci-
maiium *) (excluso si quis adest nuruero inte-
g ro ) , riue finita sit, siue iu infinitum excurrat, 
fraclionii» mantisxctm vocamus, expressionem, 
alins tautummodo apud logarithmos vsitatam, in 
ttgmiicatume latiori accipieutes. Ita e. g. fractio-
nis I mantissa est 125, mantissa fraclionis | | 
l875 5 frartionis •$*- mantissu 054034..- in inf. 

Kx hac deflnitione statim patet, fractiones 

eiusdem deuominatoris —-* — easdem vel diuersas 
n n 

*) Breuitati» eattt** clisqumtioairm «qtieittem ad ayattmc vttl*. 
$are uee&dicum ««citingtiuut, (jttuiii £ncilo ad qiioduis &Iiu& 
mtm4i jfonit, 
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mantissas habere, prout numeratores /?msecundum 
m congrui sint vel incongrui. Mantissa finita non, 
mutatur, si ad dextram cifrae qnotcunque apponan-

tur. Mantissa fractionis —— obtinetur, rescin-
n 

dendo a mantissa fraclionis — figuram primam 

et generaliter mantissa iractionis — 1 - inuenitur 

rescindendo v figuras primas mantissae ipsius 

^L. Mantissa fractionis — statim fimira signifi-
fl n ° 
catiua (i. e. a cifra diuersa) incipit, si n <C lOf 
si vero n = 10 vel <C 10, multitudoque figu-
rarum e quibus constat est k, primae k — 1 £i-

. . i ... 

gurae mantissae rpsius —• erunt cnrae atque 
demum sequens ktct erit significatiua. Hinc fa-

cile deducitur, si —, — mantissas diuersas ha-n n 
beant (i. e. si Z, m sec. n incongrui), has certo 
in primis k figuris conuenire non posse, sed sal-
tem in kia discrepare debere* 

•515. P&OBLEMA. Dato denominatorefractionis 
— atym fvhmis k figurisex ipsius manHssa* inuenire 
Mumeraiorem m» quem ipso n minorem supponimus. 

Sol. Considerentur illae k figurae tamquam 
numerus integer, qui per n multiplicetur. pro-
ductumque per iofc diuidatur (siue- k vliimae fi-
gurae resecentur). Si quotiens est integer (siue 
figurae resectae cifrae;, ipse manifesto erit nu-
merator quaesitus atque mantissa data completa^ 



— 54$ — 

sin miniisj numerator quaesitus erit intege? proxt* 
me maior, siue ille quotiens vnitate auctusy post* 
quam figurae decimales sequentes reieetae sunt* 
Ratio huius regulae tam facile ex iis quae ad 
finern art, praec. obseruauimus cognoscitury vfc 
explicatione vberaori opus non habeat 

JBfPv Si constat*, duas flguras primas man-
tissae fractionis, cuius denominator 25, esse 59^ 
habemusproductum 25.59 =* 1557, a quo duaS 
•yltimas figuras abiiciendo, vnitatemque addendo3 

numerator quaesitus prodit = 16* 

514. tnchoamtis a Consideratione talium 
fractionum, quarum denominatores sunt'humeri 
primi vel numerorum primorum potestates, post* 
eaque reliquas ad has reducere ostendemus. Et 
primo statim obseruamus, mantissam fraetionis 

•— (cuius numeratorem a per numemm primum 

p non diuisibilem esse semper supponimus)- fini* 
tam esse, atque ex ju figuris constare, si p =2 » 
aiit == 5; in casu priori haec mantissa, tam* 
quam numerus integer considerata, erit == 5 " ^ 
in posteriori = »**& ' Haec tam obuia sunt, vt 
expositione non egeant» 

Si vero p est alius numerus primus, iora 
per pt-1 numquam diuisibilis erit, quantumuis 
magnus accipiatur r , vnde sponte sequitur, man-

tissam fractionis F =*• -3 iiececessario in infini* 

ium progredi. Supponamus, io e esse potestateiB 
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infimani numpri 10, qu.Mo vni»,-i!i sonmdwn mo» 
duh.au p" miiffiiiii lit (Couf. s»-t lio III. \ ! i o*lott-
dimus, #? vt-1 uumero (/> — O/ ' " ? a*-im*dfnt 
vel tpsius partem arKjuutam e^v\ p«>is:.it irtnr-
qiui iatile, etiaui lo^t tow* uumrrum. in vt>rm 
lor/, lootf, iooo</ etr. {jrimum. qui ipst « M*-
cundum ouudem inoduium sit n u y : u u \ taux 

, . i- a 
qmun per art. 31^ mantisvu* Jrartiuuum ' TW,*> 
looa roV • , 1 . r 

— - . . . » onautur, demeudo munt^a** fratti-
onis F fii>uram prtmam, dnas . . . r U^nrm piv 
anus ros])., maniieMum est, m h.u ui.n:!;^t pmfc 
primas e 1'iguras, ut-que ]»iu-? ci-.ifiu i tr tum 
repeti. llas primus t: ii^uras, e (jutitus mUijittt**» 
repetitis mantissa fouuato, t*Vi. fimt.ttam hnitis 
munlissae siut* iiactiimis !•' \"u<;ant* uttNsmMM^ 
patetque inaguiludineiu pttriodi, i. t\ nmituutll* 
licm iigurarem e quihus tonstat., tjuae. t*st ~ r, 
a numeratore rt onmino indepeniunjtfin e?*,M% **fr 
per solum denomiuatotvm d«'tt'nutuart. lUt t». g£. 
jN-riodus iraetiouis [t est uy, iiattiuuif» 1 |)«lit> 
dus 4vjfc}{}7jt *). 

515. Simulac: i&itur fnuiioui* alktiiws |ie* 
rioilus liabetur, inaittlssa ud ty;um% tjunu.umjuo 
prodnd poterit. Porro natet, st <u»*m #> „-,,,, JtuA«i 

(mod. ;>w), pmodum iraciituu* /^ urhu M jni-

xnae A figurae petiodt fiactionis /«' ( ^pjHtiiwttlo 

rn* |ifm«<- et \Uim>i.t m}»c„i*cuj«i» M A * « S i T It * #• / ¥ v4 
c J r c t t l a tittj» U A « " I U » B I , I » h i b i , T * * u » , 1 7 & 4 | s 

quott Itiy no» a.ecw<iafiuw ^utrfwtiit. 
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* < e q u o d Itcet) reliqms e — * postscribantur, 
adeoque cum periodo fractionis F simul periodos 
emnium fractionum haberi, quarnm numeratores 
ipsis io# , ioo#, loooa etc. secundum dehomi-
natorem pu shrt congrui. Ita e, gt quurn 6 ™ 
55.10* (mod. 7 ) , periodus fractionis 4- statim e 
periodo fractkmis *f~ fit 857142* 

Qnoties itaque pro modulo.p* numerus 10 
est radbc primitiua (a r t t 57, 8 9 ) , e peiiodo fra-

ctionis —- protirms deduci poterit periodus cu-
Jr 

msius alms iractioms •- (ciuus nmnerator ??i per 

p 11011 diuisibilLs), tot figuras ab illa a laeua 
rcsecando et ad dextram leslituendo, quot: vnita-
tes liabet index ipsius //?, niunero 10 pro basi 
accepto. Hinc perspicuum ost, quamobrem in, 
hoece casu numerns 10 in tabula I semper pro 
Tbasi acccptus sit (v. art. 72). 

Ouando vero 10 non est radix primiuua, e 

perindo fractionis - ~ earum Lautmnmodo iVactio-p 
num periodi exsciudi possnnt, quanmi numora-
tores alicui potehtati ipsius 10 sucundum pu snnt 
toiUM-ui. vSit iov polestas iniima ipsius 10 vnitali 
secundum pH conorua, (p — 1 ) pu " l = <ff at-
<jue talis radix pri\n'niua r pro basi ac.r.opta, vt 
iudex nutneri ic> tiat / ( a r t . 7 1 ) . In hoc iiuque 
&vsteinate numeratorcs fractionum, quarum pe-

riodi e periodo iVactionis - l- exscindo po^sunt, lia-

habuni iudices / a/J 5 / " . . . . e/— /?* simiii modo 
JMm a 
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e periodo fraetionis, ~ deduci possunt periodi 

fractionum, quarurn nurneratores lo r , ioorf 

looor etc. indicibus / + i , 2 / + 1, 5 f f 2 e tc-
respondentes, e periodo fractionis cum numeratore 
r r (cuius index 2) deducentur periodi fractionum 
cum numeratoribus quorum indices / + 2, 2/ + 2, 
3 / + 2 etc. 5 generaliterque e periodo fractionis cum 
numeratore r1 deriuari poterur.it periodi fractio-
num cum numeratoribus, quorura ind ices / + z, 
Qf + ij 5 / + r e tc- Hinc facile colligitur, si 
tantummodo periodi fractionum cum numerato-
ribus 1, r, rr^ rJ . . . . r/'—' habeanlur, orrmes re-
liquas inde per solam transpositionem deduci 
posse adiumento regulae sequentis: Sit index 

numeratoris m fractionis propositae -^, in syste-

mate vbi r pro basi acceptus est, = i (quem 
supponimus minorem quam (p — 1 pu~ly7 fkt 
(diuidendo per / ) i = af + Q ita vt .*, £ sint 
integri positiui (̂ siue etiam o) atque £ < / ; quo 

facto orietur periodus fractionis -~ e periocb 

fractionis cuius numerator r (adeoque i , quan-
db:'6, = 0 ) , collocando huiiis $ prirnas figuras* 
jpost reiiquas (adeoque hanc ipsam perioduzn re-
tinendo, quando * = 0). Haec sufficienter de-
clarabunt, cur in condenda tabula I normam in 
art. 72 explicatam sequuti simusi 

gi6\ Seeundam haec principia prb oxqn& 
bus denominatoribus formae p* inira 1000 tabu» 
lam periodoiurii necessariaruni coiistruximus^ 
quam integram siue etiaim viterius continuatam 

http://poterur.it


549 

©ccasione cfata publici iuris faciemus. Hoc loco 
tabuia III vsque ad loo tantum producta tam-
quam specimen sufficiat, quae explicatione vix 
opus habebit Pro iis denomlnatoribus, vbi 10 
est radix primitiua, periodos fractionum cum nu-
meratore i exhibet (puta pro 7, 17, 19, 25, &g; 
471 591 61 J 97'); pro reliquis,y periodos nume-* 
ratoribus 1, r , rr ... •rf—x respondentes, quae per 
numeros adscriptos (o), ( i ) , (V) etc. sunt distin» 
ctae; pro basi r semper eadem radix primitiua 
adoptata est vt in tabula I Hinc igitur periodus 
fractionis cuiusuis cuius denominator in hac tabu-
la continetur adiumento praeceptorum art pra§& 
erui poterit, postquam numeratoris index per ta-
bulam I est computatus. Ceterum pro denomina-
toribus tam paruis negotium aeque facile absque 
tabula I absoluere! poterimus, si per diuisionem 
vulgarem tot figuras initiales mantissae quaesitae 
computacnus, quot per art. 515. iiecessariae sunt, 
vt ab omnibus aliis eiusdem denominatoris di-
stingui possit (pro tabula III non plures quam 2), 
omnesque periodos denominatori dato responden-
tes perlustramus, vsquedum ad illas fi^uras iniLia-
les perueniamus, quae periodi initium haud dubie 
indicabunt; monere tamen oportet, illas figuras 
etiarri separatas esse posse, ita vt prima (vel 
plures) finem alicuius periodi constituant? reli-
qua vel reliquae eiusdem initium. 

Ex. Quaeritur periodus fractionis ff. Hic 
pro modulo 19 per tab. I habetur ind. 12 == 
2 ind. 2 -f ind. 5 = 59 = 5 (mod. 18, 
&rt 57)5 quare quum pro hoc casu vnica tan-
tum periodus numeratori 1 respondens habeatur, 

M m ^ 



Iruius tres pr lmas figuras ad finein traiislor.-jrr) 
oportet , vnde fit periodu.s quae.sit.i *<1 i~"-^u K " i 
6$4i2io52. —• ^ e q u o fadle per iodi imtium o 
cjuabus pr imus figuris 0*5 iuueutimi fuissct. 

Si periodus fractiouis *J d i s id r r a tu r , h\ prrj 
modulo 55 j ind. 45 =•-- 2 ind. 3 -f- iinl. --5 ~-- .j«,; 
multitudo periodorum hic oM .j - .- / , «itqur ;«? 
s=! 12/",+ 1, quare a periodo rurn ( D sj-.n.n.t 
12 primae figurae postponnalao vnnit Utim 5<*, 
p.eriodusque quaesita i'it ti\i)o-hlu)~ *"•-". lu-:;* 
rae initiales 84 in Iioc ca.su bfpaiMUit .\imt m 
tabula. 

Obseruabimus adhuc , adiumento tal-ul.w* 111 
etiam numerum inuemri pus.sv, ijui prn mmlulu 
dato ( in ipsa sub donomiuatork litulo i-itiii-.-iii». } 
indici dato respoudeat, vt iu art. ^ q ptnU. ,u su-
mus. Patet enim pt*r praotv., inumnii •*•.«**-*• • c~ 
riodum fractionis cuius u u m e u t o r i {Yur-t "i;*.. 
cognitus sit) index d.itus- ivxpoiidiMt: stu:i. h ML~ 
tem, tot figuras miliahw huius prrituli <>\*. ITPOIV, 

quot iiguras habc-t tltniumuiutur; t>\ l'A\-~ yvr ,,.*\ 
5^3-^r'uetur numerator MUU iuimt*ru» qiu;«ViUis 
indici dato respoudens. 

# 5,1?- Pe r praocpuVntia mamW-ji fra-tioms 
cmuscunque, cuius denomuwtor r>t imm.*nis pri-
mus aut numeri prtmi poh-ta* imra limitvv u -
bulae, ad figura» quotamqu** sin,- i -ommuo i-jtVr 
potest,- setl adiumento disquwthmim*/i» uutut 
iiums sectionis taluila« nmbitus multu U i V , VMI." 
omnesque fractionos, quasum dtmtmm; ( i!o*vsVnri 
producta e numeris prinii* attt p n m u m m n u i ^ 
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«tates intra ipsius limitem, complectitur. Quum 
enim talis fractio in alias decomponi possitj, 
quarum denomxnatores sint hi factores, atque 
has in fractiones decimales ad figuras quotcunque 
conuertere liceat, restat taiitummodo, vt hae, in 
surnmam vntantur. Geterum vix opus erit 
monere, summae sic prodeuntis figuram vltir 
mam iusto minorem euadere possej manifestd 
autem defectus ad tot vtiitates adscendere nequit^ 
quot fractionis particulares adduntur, vnde hae 
ad, aliquot figuras vlterius computare conueniet, 
quam fractio proposita iusta desideratur. Exem-

pli caussa considerabimus fractionem — —TTZZTZ 
•* • ' • ' • . . ' . 1 2 7 1 8 0 8 7 2 0 

= F * ) , cuius denominator est producram ;.p 
numeris 16, 9 , 5 , 49 , 15 , 47.,; 59. Per prae-
cepta supra data inuenitur F' = 1 ,-f- H + v + 
4 + 11 -•+. A + ~k + M> <luae fractiones paiv 
ticulares ita vt sequitur in decimales conuertuntur: 

I = .1 

H = M»S 
4- = °?8 

~J- = o,, 4444444444 4444444444 44 
|| = 0,4489795918; 5675+69587 75 
J- = 0,5846155846 1558461558 46 
JL — 0,148956170* i»76595744 68 
II == o,^8i55595aa 0558985050 84 
F == 4? 7958315255 i37i954l66 17 

*) Haec fractio est vna ex iis , quae ad radicein quanr&tiun ex: 
2 3 quara prcxime appropinquant, et quidem exte.«us esfc 
aminor quam septem vnitates in loco figurae decimalis vige-
sixnae, 

M m 4 



.55» 
Defectus huius summae a iusto certo minor 

est quinque vnitatibus in figura vltima vigesima 
fecunda, quare viginti primae inde mutari ne-
queunt. Calculum, ad plures figuras producendo? 

pfo duabus* figuris vltimis 17 prodit 189595^ . . , . 
^ - Ceterum vel nobis non monentibus quisque 
videbit, hanc methodum, fractiones communes 
|n decimales conuertendi, ei potissimum casui 
accommodatam'esse, vbi multa© figurae decima-
les desiderentur; quando enim paucae sufficiunt, 
diuisio vulgaris siue logarithmi aeque expedite 
plerumque adhiberl poterunt, 

518. Quum itaque resolutio talium fractio-
mum, quarum denominatpres e pluribus numeris 
primis diuersis compositi sunt, ad eum casum 
iam reducta sit, vbi denominator est primus aut 
primi pqtestas: de illarum mantissis pauca tan» 
tum adiicieinus. Si denominator factorem "& et 
5 non continet, mantissa etiam hic e periodis 
constabit,- quoniam pro hoc quoque casu in serie 
10, 100, 1000 ad terminum, vnitati secun-
dum denominatorem congruum, tandem per-
uenitur^ simulque huius termini expohens, qui 
per art. 92 iacile determinari poterit, periodi 
magnitudinem, a numeratore independentem9 

indicabit, siquidem hic ad denominatorem pri-
mus fuerit — Si vero denominator est formae 
3*5 "JV, designante N numerum ad 10 primum? 

« et C numeros quomm vnus saltem non est o? 

fractionis rnantissa post primas 4& vel Q figuras 
(prout cc vel £ maior) e periodis constare inci-
piet, cura periodis fractionum cum denomina-
tore N respectu longitudinis conuementibusj hoc 



«wu» 5 5 5 ***M 

facillime inde deriuatur, quod illa fractio iri duasr 
^lias cum denominatoribus•'a"5. et iV;resolubili£ 
est, quarurri prior post primas « vel £ figuras 
abrumpetur. — Geterum. de hoc argumento mul-
tas alias obseruationes adiicere possemus, prae* 
sertim circa artificia, tatem tabulam vt III quarn 
citissime construendi, quas breuitatis caussa eo 
labentius hoc loco supprimimus, quum plura 
huc pertinentia tum a cel. Rol^ertson 1. c , tuni 
a cel. Bernoulli (JVouv, Mem, de J! Ac.de Berlin 
%77i) iam sint tradita. 

•$XQ* Congruentiae xx' ==: A (tood. m^9 

quae conuenit cum aequatione indeterminata xx 
= A -f my, possibilitatem m sect. IV (art. 146) 
ita tractauimus, vt nihil amplius desiderari posse 
videaturj respectu inuestigationis incdgnitae ipsius 
autem, iam supra (art. 152) obseruauimus, me-
thodos indirectas directis longe esse praeferendas» 
Si 772 est numerus primus (ad quem. casum reli-
qui facile reducuntur), tabulam indicum I (cum 
III secundum obs. art. 516 combinatam) ad hunc 
finem adhibere possemus, vt in art. 60 genera-
lius ostendimus: haec vero methodus intra tabu-
lae limites restricta fofet. Propter has rationes 
methodum sequentem generalem ac expeditam 
arithmeticae amatoribus haud ingratam fore 
speramus» 

Ante omnio obseruamus sufficere, si ii tan-
iummodo valore sipsius x habeantur, qui sint po-
sitiui atque non maiores quam fm, quum quiuis 
ahus horum alicui vel ipsi vel negatiue sumto. 
secundum modulum m congruus sit, pro tali 
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vero valorc ipsius x valor ipsiu* y n e n ^ - m o m-

ler limitps — — et | m — (,- eomvnnis *>«it. 

Methodus itaquts quae slatim s*.- u t v a , i:t *••.> 
consisterot, vt pro JMt;»itii*. t.ilt-ribu---. ip*iu" *. »> 
tra hos limit<*« amt-M-tis, «c-uorum umt. i"vu*jt 
exprime-ums per i.k? wtior ip>tu* ,•/ + .*̂> ^.U-M* 

per F" deuotalninuH comput**tur, ii<m*- MM t-ti-
jieantur, pro cptibus / ' iit <jtt'i*h*.mtm. Ua m^Ui 
jn est nununus partttw (*\ #. tnita 40 ,', h<« ' ' »* 
tamen taiu hvnw tKt, u totttr.ntt-mi-** m ufV 
habeat* quando autem m e**4 t f t^ i tus l*th*»r J*<T 

meihodttm twiusinnis MIUUVUU-I» . q;umuin ht-
het? abbreuiari potmt» 

520. Sit j£ numpru?* ar¥tirntitt< iM#*t*«T #1 
ira primus ac maior. quaro -JJ-J -tmmU #*uw m»it 
xesidua quadratica diuer*-a (i. «*. *•«»(• uwhun II m 
congrua) haec ff, />, r t»U\j d<*m'juf r»i*r»* **̂  ««•«-
gruentiarum y/ + ;«>* .'*-'-' #, J f /m- „. /'•• */ -f 
?7<y - r i : £ o\c, st»c, m o t l . /C lta«» «. C* v «'t*., ot;-»** 
onmes positlua.s ac tuim>r<'« qu.mi / ; 4t i y j t * II* 
cebit. Sl itaipu» ipsi r valor Au tit r\ J»j, f-mmr-
ris «, ff, y etc, st*rutuium /»,' tttn^tuu- i:>/>ni'f.m\ 
valor ipsius /a" s=s „•/ 4- wy imi-» miimdv^ ,;***. ut 
«x his &) b} c tur. CoUiiruu-* *>t prtnu tum iv-i-
duum ipsius Ji eriu ncuue «cl**t* r-tt.uU.tr.w-m <••<.••••,'• 
poterit, Iftne patt-t, ex 11 minir^ >t*tiim j*:v:,;t*-
ros tamquam inutiU'* i»xrhttii ju^»»» tpii ^r,h 1*1*-
mi« AV -f «, & f v ^ -f * *1<- u»«:r{;fi 
sint, stifficuottjut», teiittim«i d«' rinis|«i*.% i^>,*ii^n 
comploKtw ,sit a% instituk*-c. ln ULt t-^i . t 
tione uvmtcru JK «outwt rjufotftrnfif WiUii p«K-* 
est. 
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Acripiendo autenr pro excltidente numemm 
ltlontum ahum &, prorsus simili modo anuerfr 
ontur tui numeri «', * , * etc.v quot non residua 
murssa quadrauca habet, quibus r secundum 
imniuUmi / v congruus esse nequit. Quare d o 
imo t>x w eucere licebit omnes numeros sub 
, , . ^ *> **l + b'? •&'? + v' etc. contentos. 
Uui- modo coutinuari poterit, alios aliosque sem-
l«*r f\i-Iudentes adhibeudo, donec multitudo m * 
inrruruni ex a tantum deminuta fuerit, vt no» 
diit.nhus videatur, onmes superstites tentammi 
reurra subiicere, quam exclusiones. nouas iasti-
ituires 

A-r. Proposita aequatione xx = 2.2,,+ 9 7 ^ 
lm;ih\s valorum ipsius y erunt ~ ff et 2 4 $ . ^ 
f!?, vncle fquoniara inutilitas valoris 0 per se eat 
obuuO n comprehendet numeros 1, 2 , 5 . . . 24. 
Pro h = 5 habetur vnicum non residuum a == &? 
rnd<? iit « = j j excludendi sunt itaque ex;® 
<>mm\s numeri formae 5* + % multitudo rema-
sinunmi a> erit 16. Simili modo pro S ^ = 4 
habptur /z = 2 , Z? = 3 ? vnde/* = ,6, > ^ > j 
quuri* reiici debenfc numeri formae 4^ et '%£ + 3-
nstantquo lii oc.to 2 , 5 , 6, 1.1, 14, 15, i g , 25. 
Peruulo pro E = 5 reiiciendi inueniuntur nu-
m m Jbnnarum 52 et 5* + 5 5 remanentque hi 
y* (>, u , 14. Excludens 6 remoueret numeras 
formarum (>r + r et 6t + 4 , hi vero (qui cum 
immfris formae %t + 1 conueniunt) iam absunt. 
KxcluuVns 7 eiicit numeros fonnarum ?t + 2, 
7/ + 5 , 7^ + 5 , ac relinquit hos 6, 1 1 , 
14. Jl i pro j substituti prodncunt resp. V =a 
<>t»4„ 1080, 1580, e quibus valor secundus so-
lu* t^i cmadratus, vnde # + . 53. 



5 2 i . Quum operatio cum exdmhmle E iu~ 
sluta e valoribus ipsius /•', valoribus ip^ius r m 
fl respondentibus, omnes eos roU»»v.U qut smit 
non residua quadratica iprius A\ iv.sidu.i v . w 
ciusdem numeri non attingat; fariiV im^t i -mu, 
vsum excludentium E et JiA' uihil thhVnv, H £ 
sit impar,, quum in lioc: casu /•: ^t a/. i-.uifiu 
residua et non residua habeant. Hinc puieK ^i 
successiue numeri 5 ? 4? 5 t,tl'- ta«iquatn t>x<m-
dentes adhibeantur, numeros irnparhvr pau-s <{, 
l o , 14 etc. tamquam supcrfiuos pnvfruMmil«»«i 
esse. 'Porro perspicuum psl, opi*ratumom unph-
cem, cum excludentibus JE, /* iuMttutam. inmics' 
eos valdres ipsius / remoupn», qui \vl \truwni^ 
£ , £ ' vel vnius non residua .sint, «MJMJUV uui. 
sint^ vtriusque residua ivmantnv. huu quum 
.in e"o casu, vbi JE et JKJ dtuisorem commu-
nem non habent, illi numpri eirtit «uim-s 
sint non residua, atque hi supcr.stiu^ iWuimi 
producti EE'9 manifestum ost, w im c\rhuh*ntk 
ME' in hoc casu omnino tuutumlcm rtunnv, tM; 
vsurn duorurn E, E', auVoqm» illuni, puM. huur, 
superfluum fieri. Quaie eos qunqut' CM lud**ni«\s 

•• omnes. praetcrire licebit, cuii in duo< factoi»"* iu-
ter se primos resolui possiurL suiiii tt-tqut' sis \t~^ 
qui sunt vel numeri priini (ip^um /// mm m»>-
tientes) vel primorum puioMijti».. iVuiquf imiin-
festiirn est, post vsuiu ovcludomis p" f qui %k 
• potestas. numeri primi /;, «»\;clutltmti'm /; *-<-u /*'*, 
quando e<C i* superfluum iu»ri; tjumu i-nim /;** 
inter valores ipsius V sola .sui tv>>tuua rrliqtHii!, 
a potiQii non-residua ipsius p aut puU-vUtJs t«-
iusuis inferioris / / 11011 amplius wionml. Si \*-ru 
/j aut pv iam ante /?** adhibitus o t , hic niamsvMu 
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toles t an tum valores ipsius F eiicere potest, avi 

ITf ^ r e s i d u a " ^ ™ P X a i i t y ) atque non 
residua ipsius / ,» ; quare huiusmodi tantum non-
mic lua ipaus / # pro a, by c etc. accipere suEU 

. 4 52S. Computus humerorum 0, 6, 3, et& 
cuiuis excludenti dato £ respondentium multum 
opntrahitur per obseruationes sequentes. Sinfc 

5 ?JL ^ e lc* ^adices congruentiarum m j = #, 
/•«r = b, ?ny — c etc. (mod. £ ) atque A radix 
iIuill? ™ r = " " A patetque fieri « =. % + fc, 
C — gj + # , y = 6 + * etc. lam si ipscfs 2f? 

85. _(5 etc. reuera per solutionem illarum congru-
«muamm. eruere oporteret, haec via ipsos *, £, y 
ete. inuenieudi nihil vtique breuior foret, quara 
ea quam supra ostendimus: sed illud neutiquam. 
ost necessarium. Si enim, primo, E est nume-
ru«j pr imus, atqiie m residuum qu. ipsius £ ? 

patet p e r art- 98 , ipsos ,3{, §3, @ etc, qui sunt 

valeres expr. —, —, — etc. (mod. E). fieri non 

rcsidua diuersa ipsius JB, adeoque cura ipsis a9 

€ , y etc. omriino conuenire, abstrahendo ab 
ipsorum ordine, cuius nihil hic refert,- si vero 
Sn eadem suppositione m est non-residuum ipsius 
jK, numeri 2£, $3, (5 etc. cum omnibus residuis 
quadraticis, abiecto o, conuenient. Si E est qua-
diatum numeri primi (imparis), = pp, atque 
p iam tamquam excludens applicatus, sufficit per 
art. praec. , pro ayb7c etc. ea non residua ipsius 
pp asKumere qui sunt residua ipsius p$ i. e. nu-
intM-os p, QpP $p ... pp — p (scuicet omnes nu-
ixieros ktfra pp praeter o qui per p sunt diuisibi-
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les); hinc vero farile perspiritur, pw 2L ft. G 
etc omiuno eosdem xmnu*ros proutmirt' tMimv, 
aiiter tantum dwpoVuox. Similitcr si p**st appli-
cationem exciudoiitium ji vi pp pomtur # - /**, 
sulficiet pro <Qf, &, r Ht\ accipm* prntluttu «4it^u. 
lorurn nonresiduorum ipsius /; i» /y>. wtuV pro 
$ , B 3 @ etc proueuieut vel iid»*m immfri, \i4 
producta ipsius pp iu singula tWuhut ip-ius p 
praeter o, protit m t?st rcsiduum vt»l mm t **>*§-
duum ipsius p. Generalitt«r arripicudo pio I? 
potestatem quamctmque mmtt»ri primi puta />*, 
pnmibus inferioribuK iam aputicntis, pro *I, S< (S 
etc. prodibuufc pruducta ipMM pu" ' u*I iu mm;»«t 
xmmeros ipso p mitunvs, <> M»mpt*r t*\***ptot 

guando /* par, vel «t omttia IKIII rt*»idu.i tpwtm 
p minora quara p^ cuiaudo i* impur aty»*» mtip^ 
yel in oumia residua, quando wA/f, — Si /£ 
s s 4 , adeoque a = fl, ^ « 5* pvo *I, B han»»» 
mus vel » et g vol 2 rt 1, prour /;.* ' i 4U% 
~E= 5 (mod. 4) , Si posi w u u t*\tl. j 2,;:uiiup 
j£ = 85 habemus « ~ 5, wnf«» 1 U ->, ;\ i t *J% 

prout //* E„ 1, 3 , 0, 7 f iiunl. Kl *** w:\uViT 
autetu. si /C cst poti'?-t«is altior tju»*tHJ.U-IU»- bi-
Barii puta aM, iuft*iiortbtis- iam appitt at;-, pnw 
debet « = »u "% /' « 5.2**"^, tmi»m< % r , | *ji,„-t 

viido iit I s=s »»**% C :i.-- " | (/*"a u>l ..v r * * 
prout m v"*: t ve2 • '-, %% qmm.'tt v*̂ «* ** "̂-! hti-
JMIV, pcmuiidmu est «# «x /;.«*"'*, \st»ic ;!i uin*?5,i* 
Hs iit ]>roducio i»tn«*ii i»1"** at -j, ^, i , i<-i *n 

prout / « ^ 1 , 3 , 5 u ' l f ( imul «>1' 

Cetemm peritt iacilt* ttaumimn»*iitur tipw^ 
wttum, per qut»m \aloit's iiinti**> ij^iu-i j ;.iM4;;i** 
» j « «x 41 «ttici postiut, pu^ttnusit |*'ji> tut rs\-lu« 
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^rentibus quot necessarii videntur mtmeri «, C» y 
etc. sunt computati; sed de hac re sicut de aEis 
artificiis laborem contrahendi Mc agere non l icet 

523. Oranes repraesentationcvs uumeri tlatl 
-A per forrnam binariam nixx -j- fiyj\ siue solu-
tiones aequationis indelerminatae iru:r -j- nvy =s 
-*/, in sectione /^metliodo gtmerali inueniro tlorui-
mus, cuius breuitas quoque nihil uVMderandum rc-
linquore vidotur, si oinnes valores expr. •sf— rrwi 
secundum modulum A ipsum, ot per suos iacto-
r c s quadratos diuisum, iam liabenlur; hic autw.si 
p r o eo casu? vbi mn est posiuuus, solutionera 
«sxplicabimus, directa mullo expuditiorfm, si a<i 
l ianc Hlos valores antea computare oportet, Stip-
ponemrrs atttem, muneros //?, n t»t A osse posi-
t iuos atque1 inler se priinos, qtium. easus roliqut 
a d hnuc iacile possint reduei. ^lanifoslo quuqu© 
sufncit, valores posithros Ipsormu -r, y enmre f 

q u n m reliqui inde per so.Iam siguonuu luulatio* 
xi e m deduc aiitur. 

Perspictttttn est, x ita comparatum P « C cle* 

bore> vt , pro quo scribemus /'", positi-

ticis, integer, et qtiadratus euadat Couditio pri-

n i a requirit, vt x noix sit maior qtiam \^\/7 s(i~ 

cutula iaut per se loctrm habet cjnanih> n ,-.= i3 

a l ioqum requirit) vt; valor expr. ^ (mnd. n.) slt 

res iduum qtradratictuu ipsius 72, thwhmamlo-

cjne omnes valores dittcrsos expr. */*(- (motl. /2) 

!>«** J t ? ' * i r l eic-> x s t l ^ alifiua forauaruin nt 
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\$. f^ nt'—r, n? -f r ' etc, contentws esse d e b ^ 
bit. Simplicissimum itaqW foret, omnes nnrae* 

^os liarum formatTtm infra limitemy"—- , qtto-. 

rum complexum per A exprimemus, <, pro ^ snb-
stituere, eosque solos retinere, pro quibus V fit 
quadratum. * Hoc tentamen, quantum lubeat^ 
icontrahere, in art. sq. docebimus, 

524. Methodus exclusionum^ per qtxam 
lioc efficiemus, perinde ac in disqu. praec. in eo 
consistit, vt plures numeros, etiam hic excluden* 
ies vocandos, ad lubitum accipiamus^ pro qui-
fcusnam valoribus ipsius x valor ipsius V fiat non 
residuum qu. horum excludentium inuestigemusj 
talesque x ex Q. eiiciamus». Per ratiocinia iis 
quae in art. 521 exposuimus omnino arialoga ap-
paret, tales tantuni excludentes adhibendos esse^ 
qui sint numeri primi aut numerorum primprunx 
potestates, et pro excludente posterioris generis 
ea tantum ipsius non residua a valoribus ipsius F" 
arcenda, quae sint residua omnium potestatum 
inferiorum eiusderh numeri primi> siquidem ex* 
cltrsio cum his iam est instituta. 

Sit itaqtie excludens E = p* (includendo 
etiam eirai casum v^i M = 1 ) , vbi p est nnme-
rus prirrius ipsum m non metiens, supponamus* 
que *) p? esse snmmam potestatem eiusdem nu;-* 
meri primi per <|tKuiin sit diuisibiMsi Sint u^ h% 

*) Bremifcatis, c&ussa iuos casiis, in quibus n jaer p est diiiisi-
Bilis ap, non diuisibilis „ simul comjrectinmr ^ itx ^osteritiJrl 
* 5 5 0 gonere ojaorteti, 
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c etc. non residua quadrattca ipsius E (omnla^ 
quando u = 1 $ necessaria siue ea quae sunt re-
sidua potestatum inferiorum, quando ,w > 1)» 
Computentur radices 'congruentiaruui mz EEE A 
— 72«, mz EEE A — nh, 7722; EEL A — rcc etd, 
(mod. Epv = ^ + v ) , quae sint «, 6, ^ etc> 
patctque facile, si pro quo valore ipsius x fiat 
;r;r EE » (mod. Epv ) , valorem respondentenl 
ipsius /^ fieri EE a (mod. E) siue non residuum 
ipsius E, simifiterque de numeris reliquis £, ^ etc/j 
aeque facile vice versa perspicitur, si quis valor 
ipsius x producat V EEE a (mod. E), pro eoderh 
fieri xx EEEE a, • (mod. Ep1), adeoque omnes va-
lores ipsius x, pro quibus xx nulli humerorurxi 
u, 6, y etc. sec. mod. Epf congruus sit-, tales 
valores ipsius V prdducere, qui nulli hume-
romm a, b, c etc. sec. mod. E sint 'congfui-. 
Eligantur iarri e numeris «t, €, y etc. ornnia re-
sidua quadratica ipsius Epr, quae isint g, g>, g>'< 
etC, computentur valores expres&ionum \fg, 

W ' ? V"»" e tc- ( m °d . Ep')^ ponamusque hine 
prodire + fc? + /V, + /2" etc. His ita factis ina-
nifestum est, omnes numeros ibrmarum Epri 
j+ h, Ep't ±_ h>, Ep-i j+ h" etc.ex a tuto 
eiici posse, nullique valori ipsius x ih & post 
hanc exclusiohem remanenti valorerh ipsius V 
sub formis En + a, Eu + £>, £ii + c etc. coh-
tentum respondere posse. Geterum manifestum 
est, tales valores ipsius V iam per se e nulld 
valore ipsius x prodire posse^ quahdo ihter nu-
meros. &, 6, y etc. nulla residua qu. ipsius Ep* 
inueniantur, adeoque in hoc casu numerum E 
tamquam excludenteni applicari noh posse. — 
-Huiusmodi excludentesj quot placet-, adhiberi§ 

Nh 



atque sic numeri m & ad lubitum diminui pos-* 
sunt. 

Videarfitts i am, anhdn etiani numercrs pri-
mos ipsum m rnetientes, taliuume nmneroruiri 
potestates tamquam excludentes adhibere l iceat 

Sit B valor expr. — (mod* m^, patetque, V 

semper ipsi B secundurn mod. m congruum fieri, 
quicunque valor pvo x accipiatur, adeoque ad 
possibiJitatem aequ. prop. necessario requiri, vt B 
sit residuum quadralicum ipsius 772. Designante 
itaque p diuisorem quemcunque p rhnum impa-» 
rem ipsius 7?z, qui per hyp. ipsos n et A, adeo-
que etiam ipsum B non metietur, pro valore. 
quocunque ipsius x erit V residuum ipsius p 
adeoque etiam cuiuscunque potestatis ipsius p$ 
quamobrem p ipsiusque potestates nequeunt ex-
cludentium locq haberi -— Prprsus simili ratione 
quando m per 8 est diuisibilis ad, aequ. prop* 
possibilitatem necessario requiiitur vt sit B EE 1 
(mod. 8 ) , vnde etiam /^ 'pro valore quocunque 
ipsius x fiet = 1 (mod. 8)> et proin binavii 
potestates ad exclusionern non idoneae. — Quan-
do autern m per 4 neque vero p^r 8 est dinisibi-
lis, ex simili ratione esse debebit ^ E i (mod* 

A 
4 ) , adeoque valor expr. — (rriod. 8 ) vel 1 vel 55 

designetur per C. Nullo negolio perspicietur, 
p o valore jpar i ipsius x hio fieri V E? C; pro 
impari, V ' = C + 4 (rnod. 8 s vnde patet , va-
lorespares reiiciendos esse, quaudo C = 5 ; l m -
pares, quando C = 1. ~ .j jenique quando m 
per 29 neque vero per 4 est diuisibilis, sit vt an-
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t e C valor expn — (mod. 8 ) , qui erit l,% fy 
T 

Vel 75 atque D valor huius 5 ~ (mod> 4 ) , qui 

erit 1 vel 5. lam quum valor ipsius F mani-
festo semper fiat = C — zDxx fmod. 8 j , adeo-
que pro"!x pari ~E' C>.; pro impari —.£?—> 
o D , facile hinc colligitur, reiiciendos esse 
tmines, valores impares ipsius .#> quando C = 1* 
omnes pares,, quaiido C = ' 5 et D. == 1 aut C 
j = 7 et£) = 5, atcjue valores remanentes omnes 
producere V ~ 1 (mod. 8 ) siue residuum cu-
iusuis potestatis binariij in casibus reliquis autem,\ 
puta quando C = 5, aiit C = 3 et D = g, 
aut C' = 7 et # = 1, fiet F" = 5, 5 vel 7 
(mod. 8) , siue x accipiatur par siue impar, vnde 
liquet, in Ms casibus aequationem prop, solutio* 
nem omnino non admittere/ 

Ceterum quum pforsus simili modo, vt hic 
valorem ipsius x per exclusiones inuenire docui-
mus, etiam, mutatis mutandis, valorem ipsius y 
elicere possimus, methodum exclusionis ad pro-
blematis propositi solutionem duobus semper 
mbdis applicare licebit (nisi m = rt == i , . vbi 
€oincidunt), e quibus si plerumque est praefe-
rendus, pro quo a terminorum mUltitudinem ini-
norem continet, quod facile a priori aestimari 
}poterit. — Denique vix necesse erit obseruare, 
si post aliquot exclilsiones omnes numeri ex n 
abierint, hoc vt certum indicium impossibilitatis 
aequationis propositae esse considerandum. 

525. Ex. Proposita sit aequatio ^xx -f 
45577 = ^0857562^ quam 'duplici modo solue* 

Nn & 



xntiSj prtmo imw»Mii^ndo \«tltir<»>. i;*«.ms ..-, d<»iti 
valoros ipjjlus >\ Uiut-s illuutm 111 l«« *»«MI iM. 

^ t h g u o f , t{ui mtlit mii*r tf)iu t't J»MO? ™«*r 

expr. - (mocL .\tf) <*t yj{- uttnu» wilmvs t^m 

^5/54 (mocl. 453) W + « ^ + ! 5 ^ + lH* 
+ 2iii. llinc u romtut c» yt num«v.s M'futi'im« 
busf 82 . 1 5 ^ »r», " i a* a * v ^ J * >'»> vr» 
657? 6or , t>2H, tiu;-, Ou.s. ; ; i > r ^ , ^ * * «'«^, 
io6'a, 1085, i i - ^ i 1*""»' n<*-* " ! > »***"»» 
1447, i5 '7» ^r>8, » ' , ; : , t»*»s. K.,r* t»**, 
1^58, if)oJ. Nuut«*rust * i:t IIM^ (**-,; «J **\*Iu» 
sioiiem adhiucri «^fuit * cill*Ui k^mt m *<»•"»**»'• Pm 
exdudonle 4 ltdb«'iutts « -•» -s, /> ' '»* wA* 
« = o , $ SLS, 3 ; # — *N ; < l i i l i f* ^ « U f s t*tf?f, 

. / # (mocl* 4) »os 0 Pt 2; l»i«c Sfiuiif.i^ *nm<«*s 
humeros formantm ,|i <*t 4? 4* ̂ N i» <\ mw^s 
parcs ex & eildotulos t^t«; uV*J.&u»*trttir Wftfr** 
cim) re l iqurpw A.1* Pm K . . 1, < H »n*...m 
ipsum « mc»tiutf, luihomtw IU<1U«'* ni(i,;.»f».iw» 
rum rnz £2: -•/ — w *'t */«V - -J - v< u»*«l> 
35) hax 0 e*t U{% qtuu» atitiu»» Muit fs 4<Iiu 1^41« 
^ 5 , valomscnu» t»x|uvsMimum v *»> fi % ~j | uu»«l. 
ag) fiunt +, 5* ; t \ "1 inin-tts »v\ t,* tutw/.i-us utt* 
mcnis formarum ;iV Hh -;« a%t 4* ; <r itt;jr »1 
decem (i.!"); l75« *>r3* .11™* *̂.*<• r v * i<f^1t 
1213, 1*8% 1517, M ; ; . PM» i <•• ; . I ..i ** 
xnus cott^fu^nttitrmu /«.'. • « I - %,,-.% iu; *,., ,1 
.— g«, w : ; l . ; /1 "- t)« {liuwi | - | ) i ^ i u ^ ),<t 

3,0» 18? quai» oituus suast riMilii.t «$.». v̂, 3.»» ,ij» 
que vulorf.s. c.\juv y^--» v^i*!* \ '" s ' " C^"--/. M ! 

«tarutu 49/ +* <h !•<* «̂* iu . ',•<? 'h ^^ r«JU4» 
neat M t|tiiut|w (u '"y : 5 ; ^ , ; 'C^ i u ^ i ? i i i t |« 



* 5 l r« _ Pro £ ==, 8 Iiabemus a = 5 , vnde « = 
/>» UU1- est non residuurn ipsius 8; qua re exclu-
c r i s ^ *ion potest adhiberi, Nuraeru^ 5) ex ea-
d«»iu r a i i one praetereundus est vt 5. P r o E = 
11 n n m e i i a, & etc. fiunt 3 , 6 , ' 7 , 8 ? 105 > . = 
<>*^ude numeri *, 6 etc,• = 8, 10, 5 , p , 1, e 
«|tu,)utt tres sunt residua ipsius 11 puta o , 1, 5 ; 
hmr deduci lur , ex. aw reiiciendos esse numeros 
ioruuu-um nt, nt + 1, nt.+ 4 , CJ-IO facto 
n»maut»iit 557, 1085, 1315. 'Quos tentundo pro-
i*i*nut p r o P resp. valpres 2196,1, 16*129, • 1410*1, 
f q m b u s secundus ac tertius soli sunt quadrata. 
(hr.iro aoqu. prop. duas sojufiones p e r valoros 
V">muos ipsorum x, y admittit, x = 1 0 8 3 , y 
— l - J r , et ;c === i s i g , j = r i g . 

'*- Si alleram eiusdem aequationis incogni-
Vata p«»r ('xiJusioues indagare placet, ponatur 
t*a**r * u b forrnam 4 5 5 . ^ -(- 57J = T 085756*2, 
ronmui taudo x cum j - , vt oinnia signa artL. 323, 
^ J L r e t i ue re liceaL Limos valorum ipsius x hic 

t.ulit h j t e r 154 et 155; valor expr. — (xnod. u) 

**t i- \nIorps huius ^ T i (mod. 5 ) suut + 1 et 
— u Quare xi contin.et omnes numeros forma-
ium \i 4- 1 et: ^t — 1, i. e. omries p e r 5 .uon 
(basM!<».«» vsquo ad 154 incL, quorum multiUido 
*•< t(»",5 upplicandp auteni praecepta sup ra data 
UlUoilLUU* 

Nrl 5 

file:///nIorps


$m ' «. 
f r® «cel. 

3 
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reiiciehilos esse nuMieros fermarai» 

9* ± 4 
4#, 4Jt + 2 svtie omnes pares" 
27* ± *» 2 7 ? ± i ° 
iir,. •i.i^.+.i, iit:±5 
17* ± 5 , i 7 ? ± 4 , 17* ± 5 , *7tjt? 
*¥±Lh l§t±% 1 9 * ± 8 , i 9 f ± § 
a 5 ? v a 5 ' ± 5? ̂ ± 7 ? 2 5 * ± 9 , »5*± : iQ 

Jrlis deletis superstites inuenkmtur 119 ,1 27*, 157^ 
e quibus duo priores soli ipsi V valorem quadra-
tum conciliant, easdemque solutiones suggerunt^. 
ad quas supra peruejiimus,, 

526. Methodus praecedens iam per se tam 
expedita est, vt vix quidquam optandum relin-
quat,- attamen per multifaria artificia magnopere 
adhuc contralli potest, e quibus hic pauca tan-
tum attingere licet Restringemus itaque disqui-
sitionem ad eum easum, vbi excludens est nu-
merus primus impar ipxxm A non metiens, siue 
talis primi potestas, praesertirn quoniam casus 
reliqui vel ad hunc reduci vel methodo analoga 
ftractari possunt. Suppoiu>ndo primo, excluden-
tem E = p esse numerum primum ipsos. m ? 7? 
aon metientem, atque valores expr. — — ?_? 

nh nQ 
•'"" »> " " m etc" ( m o d ' p) Ies?' k> ¥> ^* 6 
etc.: numeri^a, £, ^ ete. • inueniuutur per con-
gruentias * — A +. 2f, € == & + 8 f = 

.* + G etc,(inod. / ;) , Numeri %, 18, (S etc. au~ 
tem per artificium ei prorsus simi]e quo in art 
•5»a m. sumus sine congruentiai-um computatio-* 
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lie erui possunt, et vel cum omnibus non-resl-
duis, velcum omnibus residuis ipsius 7? (pXaeter 

o) conuenient, prout valor expr. — -- (mod.p), 

siue (quod hic eodem redit) nuraerus — mn 
est residuum vel non residuum ipsius p. Ita in 
ex. II art. praec. pro E = 17 iit k • = 75 — 
mn = — 1565 = 12 est non residuum ipsius 
17; hinc numeri 2£, 33 etc. erunt 1, 2, 4, 8, 9, 
*5? J5i l(5 adeoque numeri «, £ etc. 8, 9, n , 
15 , 16, 5, 5, 6j ex his residua sunt 8, 9, 15? 
j 6, vnde + h, /2' etc. fiunt +. 5 , 5 , 7, 4. — 
Quibus saepius occasio est huiusmodi problemata 
soluendi, commoditati suae eximie consule*nt, si 
pro pluribus numeris primis p, valores ipsorum 
h, h' etc. singulis valoribus ipsorum /c, ( 1 , a, 
5.../? — 1) respondentes, in duplici suppositione 
(puta vbi — mn est residuum et vbi non-residuunl 
ipsius. p) computent. Ceterum obseruamus adhuc, 
multitudinem numerorum /?.,— /2, h1 etc. semper 
esse f (p — i);, quando vterque numerus k et —-
mn sit residuum vei vterque non residuum ipsius 
P'-> i (.P — S)? quando prior R.7 posterior N.R.? 
s(p + i)? quando prior iVZL, posterior R.$ sed 
demonstrationem huius theorematis ne nimis pro-
lixi fiamus supprimere debemus. 

Quod autem, secundo, eos casus atdnet, vbi 
E est numerus primus ipsum n • metiens, aut 
potestas numeri primi (imparis) ipsum n me-
tientis seu non metientis, hi adhuc expeditius 
tractari possunt, Omnes hos casus sjmul com-
plectemur, omnibusqus art. 524 signis retentis 
ponemus n === n'p\ ita vi; n' per p non sit dc-

i w l 4 
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uisibilis, Numepi a, b^ c etc. erunt 'producta 
numeri p^~x vel in omnes nunieros ipso p mi-
nores (praeter o ) . vel in omnia non residua 
ipsius p infra p , prout y. est par vel Smpar,- ex-
primantur indefinite per up"~T. Sit k valor expr. 

«— (mod. //* "*"')». eritque per p non diuisibilis, 

quia eadem proprietas in A supponitur; porro 
patet, omnes *, £, y etc. ipsi & sec. mod. /? con-
gruos iieri, adeoque yoM nihil ex Q. excludere, 
si kNp; si vero Aify adeoque etiam Aify/4 "t~ % 
sit r valor expr. sfk ^mpcl. //***""')> qui per /> 
non erit diuisibilis, atque 0 valor huius 

(mod. p ) , eritque u. = r r + aerap 

(mod. p a + " 1 ' ) , vnde facile colligitur, « esse resi-
duLim ipsius pIA~*~>^ atque valores expr. yf'« 
{mod. / ^ *'""») fieri +. ( r + ea^/*); hinc 
omnes h, /7,', /2" etc. exprimentur per r -f-
epu~*~t~x. Denique nullo negotio hinc conclu-
ditur, numeros h. /?.', h" etc. oriri ex additione 
numeri r cum productis numeri ptt~i~t~x vel in 
omnes numeros infra p (praeter o ) , puta quan-
do, ft, parj vel in omnia non residua ipsius p in-
fra hunc limitem, quando n impar atque cRp 
siue quod hic eodem redit quando — QmrriRp$ 
vel in omnia residua (praeter o ) , quando ^ im--
par atque — zmrrikp, 

Ceterum simulac pro singulis excludentibus, 
quos applicare placet, numeri /2, h< etc. sunt 
eruti, exclusionem ipsam etiam per-ofcerationes 
mechanicas perficere licebit, quales quisque ha-
rum rerum peritus facile proprio marte excogi-
tare poterit? si operae preiiimwesse videbitur. 
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Tandem obsemare debemus, quamuis ae-* 
quationem axx + o,bxy + cyy = • M, in qua 
bb — ac negatiuus = • — D, facile ad eam, 
formam quam in praecc. considerauimus reducl 
posse. Designando enim diuisorem communem 
snaximum, numerQrum. £, b per m, et ponendo a=$ 

ma'. b = mb', — = a'c — mb'b< = n, a'x + b'y = . 

x', aequ, illa manifesto. aequiualet Imic mx'xk + nyy 
= a'M, quae per praecepta supra tradita solui pot-
erit. Ex huius autem solutionibus eae tantum 
erunt retinendae, in quibus x' — b'y per a1 fit 
diuisibilis, siue vnde x valores integrps nantir 
scitur. 

527. Quemadmodum solutia directa aequa-
fcionis axx + ob.xy + cyy = . M in sect, V con-
tenta valores expr, %f (bb — ac) (mod, M) no-
tos supponit: ita vice versa pro eo casu, ybi bh 
— ac est negatiuus, solutio indirecta in praecc. 
exposita methodum expeditissimam subministrat, 
illos valores eruendi, quae, praesertim pro valo-
re permagno ipsius M, methodo art. 523 sqq. 
longe est praeferenda, Supponemus. autem, M 
esse*numerum primum, aut saltem ipsius facto-
res, si compositus esset, adhuc incognitosj si 
enim constaret, numerum primurn p ipsum M 
liietiri, atque esse M = p"M', ita vt M' fa-
ctorem p non amplius implicet, longe com-
modius foret, valoxes expr, sfibb — ac) pro, 
modulis p1* et M' sigillatim explorare (priores ex 
valoribus secundum modulum p, art i o i ) , va-
loresque sec. mod. M ex horum combinatiQn© 
deducere (art. 105), 
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Quaerendi siat itaquc mmim v«ttor**s *»vpn 
^T — £) (mod. il/% vbt /) i»t M pOMtiut M*pju'* 
nuutur, atque M sub fortua dhikortit» ip-h^ .« * 
•f 1? conteulus (ait. 147 sqq.), ulioqttm fnim a 
priori constaret, nullos nuniwos t^ptv^ittm pm« 
poMtae satisfacere posse. S*mt wJor**s *uu**Mii* *̂ 
quibus- bini sewper oppositi ^riinr, -f*( t\ ,4* r t 

+ r"e tc . , atque D + vr ssz Mh, 1) «f r'f ~a 
Mhl, D -f r" /" =s MV' t»n\j porm ih^m-mm 
classes ad quas iormao (M« t\ k), { 1/, -— r, 
/ 0 , ( M , /", / t ) , W — '", /? )i •• '̂ * ••"* h k 
(Af, — r", h) etc, pHlhtfnt, !V*j». |^ j ! j , — ff 

jp7 —. g>, <§", — (*» ofr.t ipMumngttf »outfih*-
xus per ©. Ilae ck^ses qtuoVm, #*>\\>'*«\.*>i'V !«»• 
quendo, tamquam inoogm!«t<* stmt sn*<tL*u:Lt>{ 
•attamen penfpicumn ©st» pritmty mnm-i *?+•** j a -

' sitiuas alque proprie ptimUhtas, .ttrmnfa t tmwt 
ad idern geuus pertineve* ruitts ehwfu frr t-x m-
dole numeri M7 i. i\ vx tjwkis tvl.Uii't*;i*M*< <aii 
singuios diuisores primo?* ipMti?» /> (iif.^-h-i^tjn 
ad 4 aut 8 quautlo iiat* nmt i i iT^an^* f tantt* 
cognosci possit (avt ji-jo . Qnum ^tnmi^nmn 
sit, Af coutineri sub fmim flniiMiiuin : JNU, JA-
f D , a priori ictti »>**<» p«><*utmi'>, him (h.**«t 
cteri necessario #t*uuK po** pt. pr. {intii.innn *i**-
terna. —> I) te«sporidt*ri\ t*;utMM f<u*.m ••«^«vvi.. 
oni 1/* —> D (nuul M) vuttvncrt nvtjitfMX,' x\miux 
itaque hoc gtmus MI iuiitant mmii^ tU^-~^ m 
ipso coutentat» etui pottTtttit^ t|iifj** ntn t\ t \ / » 
e tc , atque ipsarutn contpi»*vt^ fA l* t̂̂ ? i^iinr, 
sinnrulas cla.sses Ut — § nt't tttm aH*|u.t c l i ^ 
itt # identtcas esse di*ln?rt*; hVtt jj«n»Nt <|s&i;»pt»*f 

vi plu«»s Hasses m & tntt*r s»»t dtitnv|t»k t:»«i «'»i« 
deiu in <7 ideutiuc sint, ft t|ii4«ili* r; \iuiAm 
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classem continet, , certo omnes m. @ cum hatt 
comienient Quare si e classibus C, &, C" e t a 
formae (simplissimae) / , / ' , f" etc. eliguntur» 
<vna e singulis)-: e singulis classibus in @ vna 
forma inter has reperietur. lam si axx -f &bxy 
+ cyy est forma in classe (5 contenta, dabuntur 
«Juae repraesentationes numeri M p e r ipsam ad 
valorem r pertinentes, et si vna est a* = m, 
y =z n, altera erit x = — m7 y = — « I • 
vnicus casus excipi debet, vbi D = 1 , i n quo 
tjuatuor repraesentationesdabuntur <v. a r t 180)* 

Ex'his colligitur, si omnes repraesentat iones 
numer i M per singulas formas / , f% f' e t c i a - * 
uesugentur (per methodum indirectam in p r a e e a 
t rad i t am) , atque hinc valores expr. yf — D 
( m o d . M) ad quos singulae pertinent deducanttue 
(ar t . 154 sqq), omnes valores huius exprossio-
nis inde obtineri, et quidern singulos bis5 aul, 
si D = 1, quater., Q. E. K Si quae formae in-
ter J\ f etc. reperiuntur, per quas M r e p r a e -
seutari nequit, hoc est iudicium, ipsas, ad nul lat i t 
classem in (B pertinere, adeoque neglig*?ndu« 
esse: si vero M per nullam i l larum fo rmarum 
xepraesentari potest, necessario — D debohi t 
esse non residuum quadraticum ipsius M, —•* 
Circa has operationes teneantur adliitc o b s e r u i r 
tionos sequentes. 

I. Repraesentationes numeri Adf per fo rmas 
f, / ' e tc , quas hic adhibemus, subintfilliguntur 
esse tales, in quibus indetermmataruni vaioros 
inter se prirni sunt7* si quae aliae se o u e r u n t , iu 
quibus hi valores diuisorem co inmunem /* ha-
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feent fquod tunc tantummoclo accidere potestg 
ybi^met i tur ipsumM, certoque accidet, quando 

D R ^ ) hae: ad institutum praesens omnind 

negligi debent, etsi alio respectu vtiles esse pos-
sint. 

II, Ceteris paribus Jabor manifesto eo faci-
lior erit, quo uimor est multitudo classium / j / ' , 
/ " etc, adeoque breuissimus, quando D est vnus 
e 65 numeris in art 503. traditis, pro quibus in 
sin^uiis generibus vnica tantum classis datur, 

III. Quum binae semper huiusmodi reprae-
sentationes x = ra, y = n; x = — mv y = 
— n ad eundem valorem pertineant, perspicuum 
est, sufficere, si eae tantummodo repraesentatio-
nes considerentur, in quibus y positiuus. Tales 
jitaque repraesentationes diuersae semper valori-
bus diuersis expr. ^T — D (mod. M; respon-
dent, vnde multitudo omnium valorum diuer-
sum multitudini ornnium. talium repraesentatio-
num prodeuntium aequalis erit (semper exci-
piendo-casurn D == i ? vbi illa huius/ semissis 
arit), 

IV, Quoniam, simulac alter duorum valo-. 
rum oppositorum + r , — r, cognitus est, alter 
sponte innotescit, operationes adhuc aliquantum 
abbreuiari possunt, §i valor r obtinetur e reprae-
sentatione numeri M per formam in classe C 
contentam, i, e. si (5 = C; valor oppositus — r 
manifesto einerget e repraesentatione per for-
mam, in classe ipsi C opposita coutentam, 



quae differens erit a classe C7 nisi haec est an-
ceps. Hinc sequitur, quando non omnes classes 
in G ancipites sint, e reliquis semissem tantunl 
considerare oportere, puta e binis oppositis qui-
busque vnam,' alteram negligendo, e qua valores 
iis, quos prior suppeditauit, oppositos resultare 
iam absque calculo praeuidere licet. Quando 
autem C est anceps, ambo val-ores r et - r si-
mul inde emergent; puta, si ex C classis anceps 
axx + zbxy + cyy electa est, atque valor r 
prodiit e repr. x = 772, y = n, vaior — r pro-

dibit ex hac x = — m — ——, y = m 

V. Pro eo casu vbi D = i , vna tantuni 
classis omnino datur, e qua formam xx + yy 
electam esse supponere licebit. Quodsi valor r 
ex repraesentatione x = m, y = n prouenifc, 
idem ex his prodibit x = — m9 y = — 725 
x = n, y = — 7?zj x = — 72j if = m, op* 
positusque — r ex his x = 772, y = — h$ x 
—- mj y = n-v x = 72, y = m\ x = — nr y 
= — m; quare ex his octo reprr., quae vni-
cam discerptioneni Constituuht, vna sufficit, sl 
modo valori inde resultanti oppositum associe^ 
muSi 

VI Valor expr, <f — D (mod. M)^ ad 
Jjuem repri haec M = amm + zbmn + c/272 perti-
net, per art-. 155 est y- (mb + nc) — v(ma + 
nb) siue numerus qmcunc|ue htiic secundum M 
congruusj ipsis ^ v ita acceptis vt fiat pjn + vn 
=s 1. Designando itaque taiem valorem per ty 
ferit rrm EE wn (mb + nc^ — * (M -— mnb — 
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mw) S {nm + m) (mb + /zc) = mb + ne 
<mod. M ) . flinc patet, u esse valorem. expr> 
^ i i ^ f (mod. M^ similique .modo inuenitur, i) 

tese valorem expr. - 5 5 ± ^ ( a o i My H a 9 

lormulae saepenumero ei ex qua deductae fue-

xunt praeferendae sunt 

528. Exempla. 1 Quaeruntur omnes valo-
res 'expr. yf — 1565_ (mod. 5428681 = M)h 

numerus M hic est — 1, 1, 1, 6 , 11 (mod . 
4 g 5« 7 •> 15) adeoque sub forma diuisorum, 
ipsorum 'xx + i , xx + 5, xx — 5, et sub for-
ma non diuisorum ipsorum xx + 7 , fcx —• 15, 
et proin sub forma diuisorum ipsius xx + 1365 
contentusj characterque generis in quo classes & 
jeperientur erit 1, 4 ; # 3 ; #55 N? $ N13. In 
lioc genere vnica classis continetur, e q u a eligi-
mus Jormam Qxx + Qxy + aagyyj vt, omnes 
repraesentationes numeri M per hanc -inuenian* 
tur, ponemus Q/x + y = a?'., vnde fieri debebit 
g^/^/ rf- 455y^ = aiffl. Haec aequatio quatuor 
solutiones admittit in quibus y est positiuus, pu-* 

t a y = 127, *'• = ± 1085, >•••=. 1197 **.=?=* 
+ 1215- Hinc prodeunt quatuor solutiones 
aequ. 6xx + 6xy + 22Qyy' = M9 hl quibus y 
posityuus, 

a; 478 i — 6 0 5 
y j 127 j 127 

547 
119 

— 666 
119 

Solutio prima dat pro v valorem expr. ^Pl^X s|« 



Mpat K y X aaf«. 

ne -,— 2-i£ (mod. jsf ) , vnde inuehittir :s^50-§f7fj^ 
I'27 

secunda producit valorem oppositum—2550978,5 
tertia hunc 2600262$ qtiarta oppositum —-*» 
»600262, 

I I Si qnaerendi sunt valores expr. y/~ — 
»86 (mod. 4272945 = M)y character generis 
in quo classes & contentae sunt, inuenitur 1 et 
7, 85 i£n$ ^15? quare erit genus principale,- in 
quo tres classes continentur, per formas ( 1 , o, 
s 8 6 ) , (14, 6, 25 ) , (14 , —- 6, 25) exhibitae^ 
ex his tertiam, vtpote secundae oppositarn nê -
gligere licet. Per formam xx -j. 2 8 6 ^ duae re* 
praesentationes numeri M inueniuntur, in qui-
bus y positiuus, puta y = 105, ^ = + . 1115? 
vnde prodeunt vaiores expr. propositae hi 
H95445? — H95445» ^er formam (14, 6, 
25) autem M non repraesentabilis inueniLur, vn-
de concluditur, praeter duos valores inuentos 
alios non dari 

III. Proposita expr. yf — 70 (mod* 
997551), classes © contentae esse debebunt in 
genere cuius character g et 5 , 8? i?-5; Nj; iii 
hoc vnica classis reperitur cuius forma reprae-
sentans haec ( 5 , o., 14)k At calculo instituto 
inuenitur, numerum 997551 per formam ( 5 , 0$ 
14) non esse repraesentabilem, quamobrem — 
70 necessario erit non residuum qu, illius numeri, 

529. Problema, numeros primos a compo-
sitis dignoscendi, hosque in factores suos pri-
snos resoluencU, ad grauissima ac vtilissima toti-



us arithmeticae pertinere, et geometrarum timx 
veterura tum recentiomm industriam ac sagaci-
tatem occupauisse, tam notum est, vt de hac re 
copiose loqui superfluum foret. Nihilominus 
faleri oportet, omnes methodos hucusque prola-
tas vel ad casus valde speciales restrictas ' esse, 
Vel tam operosas et prolixas, vt iam pro liume-
ris talibus, qui tabularum a viris meritis constru-
ctarum limites non exceduntj L e. pro quibus-
methodi artificiales superuacuae suntj calculato-
ris etiam exercitati patientiam fatigent, ad maio-
res autem plerumque vix applicari possint. Etsi 
vero illae tabulae, quae in omnium manibus 
versantur, et quas subinde adhuc vlterius conti-
nuatum iri sperare licet, in plerisque casibus 
vulgo occurreritibus vtique sufficiant: tamen 
calcularori perito occasio haud raro se of-
fert, e numerorum magnorum resolutione iri 
factores magna emolumenta capiendi, quae tem-
poris dispendium mediocre largiter compensent; 
praetereaque scientiae dignitas requirere videtur^ 
vt omnia subsidia ad solutionem problematis tam 
elegantis ac celebris sedulo excolantur. Propter 
has rcktiones non dubitamus, quin duae methbdi' 
sequentes, quarum efficaciam ac breuitatem lon-
ga experientia confirmare possumus, arithmeti-
cae amatoribus haud ingratae sint futurae^ Cete-
rurri in problematis natura fundatum est, vt me-
thodi quaecunque continuo prolixiores euadant, 
quo maiores sunt numeri ad quos applicanturj 
attamen pro methodis sequentibus difficultates 
perlente increscunt, numerique e septem, octo 
vel adeo adhuc piuribus iiguris constantes prae-* 
sertim per secundam felici serrrper successu tra* 
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'efati fuemnt, omnique celeritate, quam pro tan-
tis numeris exspectare aequuni est, qui secun-
dum omnes methodos hacLenus notas laborem, 
etiani calculatori indefatigabili intolerabilem, re-
ouirerent. 

Antequam methodi sequentes in vsum vo-
centur, semper vtilisshnum est, diuisionem nu-' 
meri cuiusque propositi per aliquot numeros pri-
mos minimos tentare, puta per s , 5, 5 , 7 etc 
vsque ad 19 aut adhuc vlterius, non solum, ne 
poeniteat, talem numerum quando diuisor est 
per methodos subtiles ac artificiosas eruisse, qui 
multo facilius per solam diuisionem inueniri po-
tuisset*), sed etiam, quod tunc, vbi nulla diuisio 
successit, applicatio melhodi secundae residuis 
ex illis diuisionibus ortis magno Cum fructu vti-
tur. Ita e. g. si iiumems 514159265 in iactores 
suos resoluendus est, diuisio per 5 bis succedit, 
j>osteaque etiam diuisiones per 5 et 7, vnde ha-
betur 514159265 = 9.5-7-997551? suffickque 
Humerum 99^5517 qui per 11 , 15, 17, 19 non 
diuisibilis inuenitur, examini subtiliori subiicere, 
Similiter proposito numero 454294485 factorem 
8* auferemus, methodosque magis artificiales ad 
quotientem 5428681 applicabimus, 

550. Fundamentum METHODI PRIMAE est 
the,orema, quemuis numerum positiuum seu ne-
g-atiuum, qui alius numeri M residuum quadra-
ticum sit} etium residuum cuiusuis diuisoris 

*) !Eo inagis, qnaotl inter sex fctmieros, generaliter leqmenia.0., 
yix vnus ger omaes 2, 3, 5 • • • 19 11011 diuisil)ilw regeritw,^ 
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ipsius M esse. Vulgo notum cst, si ;V/ per nul-
lum numerum priiuum iiiira ^f M diiuMnilis Mtt 
certo M esse primumj si vero onmcs nuuuTi 
piimi infra hunc limitem, ip.sum M nirufutes 
sint », q e tc , numerum M vel ox his Wi> 
(ipsorumue potosta'ibus) compnsitmn i»ss<», vrl 
7WW» lantum alium fur.ionuu primuin muioivm 
quam ^fM implicaro posst\ qui ixmrmtur, diui-
dendo ipsum M per / ; , q utv. quotiivs lsi***t. I)i> 
si"uando itaque comphwum uimtium mnucro-
rum primorum iufra if\I Mwchisk iis, por quos 
diuisio frustra iam tentuta tiM) per •.*, «iiUiii«»Nt« 
suflicit, si onmes diuisoivs primi ipsius .1 / , in & 
contenti, habeanmr. Iant si aihundc nm^ut, 
numerum uuquem r (uou-qiuuiiaimu ) i\***«* H-4-
duum quadraticum ipsius il'/, uuHus m i o uuui'*» 
rus primus cuius JVii est r diuisor ip^ius A/ «\sst? 
poteritj quare ex ii omnes huiu.MruHii mun^ujs 
primos (qui plernmque onmitnn s^iui.^fin if-r^ 
efficient) eiicere iicebit. Si inMipt*r u»* «ilio uu-
mero non quadrato, r', conMat, ipMim o^t» iv-
siduum ipsus ilf, e uttmeris piiiuis iu £.', poM pri-
mam exclusionetn relictis isemttu oo,< t*\r iud»*r« 
poterimus, quonmi ;"\ J i t\st r *, qui lurMis iliunira 
semissem iere coutltimtt, Mquid**m reMdu,i r H r, 
sunt mdepeudeMia, (/. r. nki aiu*rum ii»'ces,satia 
per se est residuum oitmium mmunorum, quo-
rum residuum cst aU*Tum, qtuui eurimvt qu.ui-
do rr' esset quadratum). »Si atllmr aiia rt-Mdt;:* 
ipsius M noti sunt, r'% rut otc, cm«ii* omuiii a 
religuis sunt mdepeudentia * ) , cum ibiguli-> «x-

*) Si proanctatm # t t tmir f* ip&traaipe f» r*« **° #!#•, fe fc f»* 
tum #rt; f«u«|«« %«®«u» t t f» ff « I f mMnmm fii*l»f«it 
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«iusiones simuVs institui possunt, per quas multi-
tudo numororum in n rapidissimo diminuetur, 
ita vt mox vol mnnex dohti sint, in quo casu 
j l / cer to erit uumeruK priimw, \el tam pauci re-
stent (inter quos, ommw diuisores primi ipsius 
j l / , si quos habef, manifcsio reperioutur), vt di-
uisio per ip.-os nnlio negolio tentari possii. Pro 
numero millionem uou inultum superante ple-
rurnque sex auf septem; pro nuumro ex octo 
«ut nouem ii»uris eoustanti», nouem aut clo-
rem extiusiones abuude sufficient. Duo iam 
suut de quibus agere oportebit, primo quomodo 
resklua ipsius M idonea et saiis multa mueniri 
possinf, ilrituh quo pacto exclusionem ipsaxn 
vtmnnodishime periirere liceat. Sed ordinem 
harum quaestionum mueriemus, praesertim quo-
nuun secunda doc.ebit, qualia potissknum residua 
ad hunc fmem sint commoda. 

331» Numeros primos qnorum residuum 
est numerus riatus r (quem per nulluni qundra-
tum diuisibilom suppouere HcotJ, ab iis quorum 
nou residuum est, siue diuisores expr, xx ~- r a 
uon diuisoribus distinguert', in sect. IV copiose 
docuimus, omitfs priores sub certis huiusmodi 
fonmdis rz + t/, rz -f h e tc , aut talibus .\rz + a, 
*jrz -f h etc. eontenios esse, posteriuresqut! sub aliis 
simiHbu^. Quoties r e„st iiumcrus valde paruus, 
exdusiones adiumento harum Jormularum per-
commode peiiici po.ssuutj «•. g. exdudendi orunt 

j-.unirri ptimi { nulluin e s i»Jxr, TueticnUi. ) , qul reliquorum 
?**» T'1 vttf. resiiluuia e»t. Xt igitur resiuuu ^uouumjue-
iam<i«a»i incfruenclfntia coiutderavi possint, mtllum produ-
ttwm iwe • "bioiitf s«e e leniia etc, guadratuui oise ojporut, 
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omnes numeri .formae 42 + 5, quando r = 
!• omnes numeri formarum &z + 5 e t 8z 

+ 5, quando z == s.etc. Sed quurn non sem-
per in potestate sit, huiusmodi residua numeri 
propositi Minuenire, neque Tormularum appli-
catio pro valore magno ipsius r satis commoda 
sit, ingens lucrum est, laboremque exclu^ionis 
mirifice subleuat, si pro multitudme satis magna 
numerorum (r) per quadratum non diuisibdium 
tum positiuorum tum negatiuorum tabula iam 
constructa habetur, in qua numeri prirni quo-
ruoi residua sunt illi singuli (r) ab iis quorum 
non fesidua sunt distinguuntur. Talis tabula per-
inde adornari poterit ac specimen ad .calcem 
huius operis adiectum supraque iam descriptumj 
sed vt ad insdtutum praesens vtilitatem satis am-
plam praestet, numeri primi in margine positi 
(moduii) longe vlterius puta saltem vsque ad 
1000 aut ad 10000 continuati esse debelit, prae-
tereaque commoditas multum augetur^ si in fa* 
cie etiam numeri compositi et negatiui recipiun'*' 
tur, etsi hoc noii sit absolute necessarium, vt e 
sect. IV perspicuum est. Ad summum auterri 
commoditatis fastigimn vsus talis tabulae euehe-
tur, si singulae columellae -verticales e quibus 
constat exsecantur lamellisque aut baculis (Ne-
perianis similibus) agglutinantur, ita vt eae quae 
in quouis casu sunt necessariae i. e. quae nurne-
ris r, r', r" etc, residuis numeri propositi in 
factores resoluendi, respondent, separate exami-
nari pqssint. Quibus iuxta tabulae columnam 
primam (quae rnodulos exhibet) rite positis, 
2. e. ita, vt loca singulorum baculorum eidera, 
numero primo columnae primae respondentiuni 
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cum hoc in directum iaceant, siue in eadem li* 
nea horizontali siti sint: • manifesto ei numeri 
primi, qui post exclusiones cum residuis r, r;, r" 
ex a remanent, per solam inspectionem imme-
diate cognosci poterunt, nimirum hi conuenient 
cum iis in columna prima, quibus in omnibus 
baculis adiacentibus lineolae respondeni, reiici-
que debent omnes, quibus in vllo bacillo spa-
fcium vacuum adiacet. Per exemplum haec suf-
ficienter illustrabuntur, Si alicunde constat, nu-
meros — 6, + 15, — 14, + 17, + 57? — 55 
esse residua ipsius' 997551, consociandae erunt 
columna prima (quae in hoc casu vsque ad 997^ 
continuata esse debet, i. e, vsque ad nuraerum 
primum proxinie minorem quam y/~g97551) 
atque lamellae, in quarum facie numeri - 6? 

+ 15 etc. sunt suprascripti, Ecce partem sche-* 
matis hoc modo prodeuntis; 

5 
5 
7 

11 

15 

±7 
19 
23 

e 
115 
127 
151 

e 

-
6 

— 
— 
— 

— 

t 

— 

t 

+ -
15 14 

c. 

c. 

+ 1— 
57-155 

e 
Oo 5 

c, 

c. 
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Quemadmodum hic ex sola inspectione co-
gnoscitur, cx iis numeris primis qui in hac sche-
matis parte continentur solum lay post exclusi-
ones cum residuis — 6, 15 etc. in n relinqui, 
ita schema integrum vsque ad 997 extensumt 
ostendit, omnino nullum alium ex a remanerej 
diuisione autem. tentata, 997551 per 127 reuera 
diuisibilis inuenitur. Hoc itaque modo ille nu-
merus in factores primos 127 x 7855 resolutus 
habetur *). 

Ceterum ex hac expositone aburide cplligi-
tur, praesertim yfcilia esse residua non nimis 
magna, aut saltem in factores primos non nimis 
magnos resolubilia, quum tabulae auxiliaris vsug 
immediatus non vltra numeros in facie positoS 
pateat, vsusqtte mediatus tales tantum complectatur, 
qui in factores in tabula contentos resolui possunt. 

553. Ad inuenienda residua numeri dati M 
tres methodos diuersas trademus, quarum expo-
sitioni duas obseruationes praemittimus, quarum, 
adiumento e residuis, minus idoneis simpliciora 
deriuati possunt. Primo, si numems akk per 
quadratum kk diuisibiiis (quod ad M primum 
esse supponitur) est residuum ipsius M, etiam a 
erit residuum; propter hanc rationem residua 

*) Attctor apparatam satis amplum tabulae hic €escriptae, 
nuem ad vsnm suuwi constrnendum curanit, publici iuri» 
lubentcr faceret, si paucitas e»rum, quibus vsui esse pot-
est, sumtibus tajis incepti susteatandis sufficcret. Si quis 
intei-ea arithmeticae amator, ptincipiis probe penetratis, 
proprio marte talein tabulam sibi condere opta9, auctojt 
raagoae volaptati sibi ducec, omnia cttm eo «anoltmneat» 
&c artificis jjejr literas conununlcaro. 
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per rnagna quadrata diuisibilia aeque vtilia sunt 
ac paruaj omriiaque residua per methodos se-
quentes suppeditala, a factoribus suis quadratis 
statim liberata supponemus. Secundo si duo 
pluresue numeri sunt residua, etiam produetum 
ex ipsts residuum erit. Combinando hanc obser* 
uationem cum praec., persaepe e pluribus resi-
duis quae non omnia sunt satis simplicia aliud 
admodum simplex deduci potest, si modo illa 
multos factores communes implicant. H-ane ob 
caussam talia quoque residua valde sunt oppor-
tuna, quae e multis factoribus non. nimis magnis 
composita sunt, conuenietque omnia statim in 
factores suos resoluere. Vis harum obsCTuatio-
num melius per exempla vsumque frequentem, 
quam per praecepta percipietur. 

I. Melhodus simplicissima, iisque, qui per 
frequentem/ exercitationem iam aliquam dexte-
ritatem sibi conciliauerunt, 'commodisslma, con-
sistit in eo, vt M aut generalius multiplum quod-
cunque ipsius M quomodocunque in duas partes 
decomponatur kM = d -f h (siue vtraque sit 
positiua siue altera positiua altera negatiua) 
quarum productum signo mutato erit residuum, 
ipsius M, erit enim — ab EE cta rrE bb 
(mod. M)^ adeoque —- abRM. Numsri a, b 
ita. accipiendi. sunt, vt productum per quadra-
tuin magnum diuisibile quotiensque vel paruus 
vel saltem in factores non nimis magnos resolu-
bilis euadat, quod semper non diflicile effici pot-
erit. Imprirms commendandum est, vt pro a 
accipiatur vel quadratum, vel quadtatura. duplex:,. 
vel triplex etc. a numero M numero vel paruo 
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rel m factores commodos, resolubili discrepaiis^ 
Ita e. g. inuenitur 997551 = 999\ "• &-5<®7 ~ 
994z + 5.11.15* = ffl.706* + 5*17-5* = 5-5751 

+ 1,1.514' = 5.577*- — 7-T-541 = 5-578* — 
7.19.57 = 11.299* + 2.5-5-294\= i i -S 0 1 1 , + 
5.111 etc. Hinc habentur residua sequentia 
2.5.67^ — 5 . 1 1 , —2.5.17, —5.11,51, 5-7-15? 
3 7-J-9-57* — 2.5.5.11.29$ discerplio vltima suppe-
ditat residuum — 5.11 quod iam habemus.. Pro 
residuis — 5.11.51, 9.5.5.11.39 haec adoptare 
possumus 5.5,51, 2.5.29, ex Ulorum CQmbinatiQ-* 
ne ,cum — 5.11 oriunda* 

II. Methodus secunda et tertia inde petun-
tur, quod, si duae formae binariae1 {A, B, C), 
(A'j #', O) eiusd«m determitiantis M, aut —M, 
aut generalius + &.#7, ad idem genus pertinent, 
numeri AA', AQ, A'C surit residua ipsius kM\ 
hoc nullo negolio iode perspiritur, q«od aume-
rus quiuis characteristicus vmus ibrmae, puJa n\ 
etiam est numerus char. alterius, adeoque ?nA, 
mCP jnA'7 mC oraues residua ipsius hM- Si itar 
que (« , £, «') est forma reducta determinantis' 
positiui M aut generalius Aj#, atque («', &', #"), 
(a", b", a1"") etc. formae ex ipsius periodo, adeo-
que ipsi aecjuiualentes et a potiori suh eodem 
genere contentae: numeri aat, aa", fla'" etc. 
omnes erunt residua ipsius M. ' Computus multi-
tudinjs magnae formarum taiis periodi facillime 
adiumento algorithmi art. 187. instituitur; resi-
dua sirnplicissima plemmque prodeunt st&tuendo 
a = 1; ea quae factores nimjs magnos inapli-
cant, erunt reiicienda, Ecce initia periodorum 
formarum ( 1 , 998, — 3527) e t ' ( i , 141% 
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—-•9*8)* quarum determinantes, sunt 99735»; 
1994,662; 

( i , 9 9 8 , / — ' 1527) 
( - :i-5»7j 329? 670) 
(670, 541 , - ^ 15x5') 
(•— i5*5> 974'j; 37) 
.(57? "987; - r ' - ^ ) -
( — 6 2 6 , 891, 5.25) 
( 5 S 5 J 754 > — 1411) 
(— i ^ u , 677, 582) 
(•58'*, .851 i — - f i a ) , 

( l , 1412, —4 g i8) 
( — 9 1 8 , 1542,. 2.11). 
(211 j 1 4 0 1 , . — 151) 
(—151,'1.517» 1725) 
(1725, 406, — 1062) 
(—1062 , 656,1475) 
( i # 5 ? H7> """- 901) 
(T^QQX, 985, 1157) 

etc 

Sunt itaque residua numeri 997551, omnes' nu-
meri — .1527,- 6.70 etc.j, negligendo autem ea^ 
quae factores nimis magnos implicant, haecce 
habemus: 2.5.67, 57, 15, _ 17.85, — 5.11.15, 
— 2.5.17, — 2-59? — 17-555 residuum 2.5.67, 
Xiec non hoc — 5.11, quod e combinatione ter-
tii cum. quinto euoluitur, iam supra erueramus.. 

III. Si C est classis quaecunque formarum 
det, neg, — M siue generalius — kffl, a princi-
pali diuersa, ipsiusque periodus haec stC, 5C etc. 
(art. 507.): dasses QC, 4C etc. ad genus princi-
pale pertinebuntj hae vero. 5C, 5C etc. ad idem 
genus vt C. Si itaque ( « , b, c) est forma (sim-
plicissima) ex C atque- (#', £>', c') forma ex ali-
qua classe illius. peiiodi puta ex JIC, erit vel a\ 
vel aa' residuum ipsius M% prout n par vel im~ 
par (in casu. priori manifesto etiam c'9 in poste-
riori ac'} ca' et cc*). Euolutio periodi, i, e. for-
marum simplicissimaruni in ipsius. classibus, mirai 
facilitate perficitur, quando a est; valde paruus 
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j>xaesertim quando est = 5 , ; quod; semper effi-
cere licet, quando kM == » (mod. 5). Ecce 
Initium periodi cl&ssis, in qua est forma ( 5 , i, 
•55*444) • 

C (5, 1,. 55»444) ' j 6C (729i — Q09, W*$) 
ZC (9, — % 110815) 7C (476? 209, a i 8 7 ) : 

5 ^ (>7, 7, 56940) v I 8C (1027, 342,, 1,085) 
4C (8i,54? iS537.^' 9 C (95% —.457>" i a75) 
5C (245; 54? 4109) I loC (425? .1»',. 2547) 

Hinc promanant residua /,inutilibus reiectis) 
5.476, 1027, 1085, 425 siue (tollendo factores 
quadratos) 5.7.17, 15.79, 5-7-51, 17, e quorum 
combinatione apta cum octo residuis in Il.inuen-
tis facile eruuntur duodecim sequentia .— 2-5? 

15, — 2.7, 17, 57, — 55, — 5.11, 79, — 85? 
— 2.59, — 2.5.51, 3.5.675 sex priores sunt 
jidem quibus in art. 551 vsi.sumus. Adiici pot-
uissent residua 19 et — 29, si ea quoque1 in 
vsum vocare voluissemus, quae in I reperta «untj 
reliqua iljic erata ab iis quae liic euoluimus iam 
sunt dependentia. 

555. METIIODUS SECUNDA,, numerum datum 
jjf in factores resoluendi, petitur e consideratione 
valorum talis expr. <%f — D (mod. jfc?)? obserua-
tionibusque sequentibus innititur. 

I Quando M est numerus primus aut po-
testas numeri primi-(imparis .ipsumque D non 
metientis), erit — D residuum vel non residu-
um ipsius M9 prout M vel in forma diuisorum 
vel in forma non diuisorum ipsius xx -j- D con-
tinetur, et in casu priori expressio y~ — D (mod. 



5$7 

M) duos taritummodo valores diuersos habe&itf 
qui. oppositi erunL 

II. Quando vero W est compositusy puta 
= pp'p" etc, designantibus/?, p',.p" etc. nume-
ros primos (diuersos impares ipsumque D non 
metientes) aut talium numerorum potestates: 
— D tunc tantummodo residuum ipsius M erit, 
quando est residuum singulorum /?, #', p" etc, 
i. e. quando hi numeri omnes in formis diuiso-
rum ipsius xx + D continentur. < Designando 
autem valores expr. yf— D sec. modulos /?, p', 
pJI etc. resp. per + /-, j+r ' , j + r " etc, omnes va-
lores eiusdem expressionis sec. mod. M orientur^ 
eraendo numeros qui secundum p sint ~ r aut 
EE; — r , secundum /?' aut ^ r' aut*~ — r1 etc, 
quocirca ipsorum multitudo fiet = s^, designan-
te ft multitudinem numerorum p , /o', p" etc 
Quodsi itaque hi valores sunt R, — R, R^ 
•— Ri, R" etc, sponte erit R =E R secunduiii 
omnes p , /?', p" etc, sed secundum nullos R ~ 
— .R', vnde diuisor communis maximus numeri 
M cum R — R erit Mtet 1 diu. comm. raax. 
ipsiusM cum H + 2t'; sed' yalores duo nec identici 
nec oppositi vt R et R' necessario secundum vnum 
pluresue numerprum /?, /?', p" etc, neque vero 
secundum omnes, congrui erunt, et secrmdura 
reliquos R EE — R'$ hinc illoram productum 
erit diuisor commuuis maximus numerorum M 
et R — R', productumque horum d. c m. ipso-
rum' M et R + 2£'. Hinc facile sequitur, si 
omnes diuisores communes maximi ipsius M 
cum differentiis inter singulos valores expr. f —• 
D (mod* M ) at<fue aliquem. valorenx datum 
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^©mputentur, horum complexum continere nu-
meros i , /?, /?',/?" ;etc. atque omnia producta er 
binis, temis etc. horum numerorum. Hoc ita-
ttke modo e valorihus illiiis expressionis numeros 
P) p*7 p» etc, qruere licebih 

Ceterum quum niethodus art. 527 singulos 
hosce valores ad valores expressionum huius ibr* 

mae ~ (mod t M) reducat, ita vt denomjnator 
n ad M primns sit: ad institutum praesens ne ne-
cessarium qui.dem est, has ipsas computare, Nam 
diu. coinm. max. numeri Mcum differentia inter K 

et R' qui cum —, — conueniunt maniiesto et-

iam erit diu, comm. max. ipsorum M et nn' •"' R — 
H'), siue ipsorum M.etmn' — m'n, quip^e cui 
mi (ji — Rij secundum modulum M est congruus. 

554. Applicatio obseruationum praecc. ad 
probknna de quo agimus duplici raodo institui 
potest; prior non solum decidet, ,vtrum numerus 
propositus M primiis sit an cornpositus, sed in 
Jhoc casu etbm factores ipsos suppeditat;, poste-
xior autem. eatenus praestat, quod. plerumque 
calculum expfditiarem permitdt, sed factores 
Ipsos rmmerorum compositorum, quos quoque a 
primis protinus distinguit, interdum non profert» 
nisi pluries repetatur* 

I, Inuestigetur numerus negatiuus —• X?, 
qui sit residuum quadraticum ipsius M, ad quem 
finem methodi in art. 552 sub I et II tradita© 
^dhiberi poterunt, Per se cjuidem arbitrarium 
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est, quidnam residuum eligatur, neque Mc vt in 
methodo praec. opus.est, vt D sit numerus par-
uus; sed calculus eo breuior erit, quo minor est 
muUitudo classium formarura binariarum in singu-
lis generibus pr. pr. det. — D contentarutn,* 
quamobrem imprimis talia residua qui inter 65 
numeros art. 505 cQnttneniur^ si qui se offerunt, 
opportuna erunt. Ita pro M = 99755L e * °" 
mnibus residuis negatiuis supra erutis hoc — iba-
maxime idoneum esset. Eruantur •omnes valores 
diuersi expr. ^ —D(tnod. M,h quoclsi duo t.an-
tum proueniunt (oppositi), M certo erit vel nu-
merus primus vel numeri. primi potestas; si pAu-
res, puta a4*, M composittts erit ex p numeris 
primis, aut primorum potestatibus, diuersis, qui 
factores per methodum art. praec. erui poterunt 
Vtrum vero hi factores numeri primi sint axt 
primorum potestates, tum per se facillimura erit 
dignoscere; tum etiam via ipsa per qua-m valb-
res expr. \f — D inueniuntur, omnes numeros 
primos, quorum potestas aliqua ipsum M meti* 
tur, sponte indicat; scilicet si M diuisibilis est 
j>er quadratum numeri primi sr/ille calculus cer-
to etiam vnam pluresue repraesentationes tales 
numeri M, M = amrn. 4- Qbnin + cnn, pro-
duxetit-, in quibus diuisor comm. max. numeto^ 
rum ta, ?i est «• (et quidem ideo, quod in hoc 

tasU — D etiam est residuum ipsius —)* Quan-

do vero nulla repraesentatio prodiitj in qua m 
et n diuisorem communem habelit, lioc certum 
indicium est, M per nullum quadratum diuisibi-
lem esse adeoque omnes p7 p'7 p" etc. numeros 
primos* 
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Ex» Per methodum supra traditam inueni-
untur quatuor valores expr. y* loa (mod, 
997551) cum valoribus harum jh ^fx*, +L ~~. • 
^onuenientes; diuisores communes maximi 997551 
cum his 5.1664 — 115.2824 et 5.1664 + 115.2824 
siue cum 514120 et 524104 eruuntur hi 7855 
et 127^ vnde 99755^1 == 1'$7.7855, vtsupra. 

II.' Accipiatur aliquis numerus negatiuus 
*— D talis, vt M contentus, sit in forma diuiso-
Tum ipsius xx -f- D\ per se arbitrarium est, quis 
huiusmodi numerus eligamr, sed commoditatis 
taussa imprimis videndum est, vt multitudo clas-
sium in generibus det. — D. s i t quam maxime 
parua. Ceterum inuentio ialis numeri < nulli dif-
ficultati obnoxia est, si tentando adeatttrj nara 
plerumque inter multitudinem considerabilem 
Bumerorum tentatorum pro totidemt fere M m 
forma diuisorum continetur, ac in forma non 
diuisorum. Quare maxime e re erit, tentamen, 
a 65 numeris art. 505 inchoare (et quidem a 
maximis), et si eueniret, vt nullus idoneus esset 
(quod tamen generaliter loquendo inter 16584 
casus semel tantum accidit), ad alios progredi, vbi 
classes biuae in singulis generibus continentuf. 
— Tunc iuuestigentur valores expr.y^ — D (mod* 
M)j et si qui inueniuntur,, factores ipsius M 
prorsus eodem modo inde deducantur vt supra»j si 
vero nulli valores prodeunt, adeoque — D esir 
11011 residuum ipsius jtf9 certo M neque mrme-
3cus primus neque numeri primi potestas esse 
poterit Quodsi iu hoc casu factores ipsi deside-
xantur, vei eandem operationem repetere opor-
tet, alios valores pro D accrpiendo, vel ad me~ 
ihodum aliam confugere 
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Jta e. g. tentamme facto 997551 contentiis 
irmenittir in forma non diuisorum ipsoram xx 
+ 18487 xx +'1.565, xx + 1520, sed in forma 
diuisorum ipsius xx + 840 5 pro valoribus expr* 
^f— 840 (mod. 99755*) prodeunt expr. + £g£, 
+ -fff-f vnde iidem factores deducuntur vt ante. 
— Si quis plura exempla desiderat, art. 528 
consulat, vbi primum docet esse 5428681 = 
507.17685; secundum, 4272945 esse numerum 
primumj tertium, 997551 certe e(pluribus pri-
jnis compositum esse. 

Ceterum limites huius operis praecipua tan-
tum momenta vtriusque methodi factores inue-
Stigandi hic exsequi permiseruntj disquisitionem 
vberiorem vna cum pluribus tabulis auxiliaribns 
aliisqiie snbsidiis aiiae occasioni reseruamus. 
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S B C T I O S E P T I M A . 

tTE. AEQTATlONrBVS C m C V L l SE-
JJTTONES D E F I N I E N T I B V & 

555. J[nter mcrementa spleftdidissima ? ma* 
mesi per recentiorum labores adiecta, theoria 
functionum a circulo pendentium procul dubio 
locum imprimis insignem tenet. Cui mirabili 
quantitatum generi, ad quod in disquisitionibus 
maxime heterogeneis saepissime deferimur? cu-
iusque subsidio nulla vniuersae matheseos pars 
carere potest, sumrni geom.etrae recentiores in-
dustriam- sagacitatemqne suam tam assidue im-
peridertmt, disciplinamque tam vastam inde ef-
formaiierunt^ vt parum exspectari potuisset, vl-
lam huius theoriae partem, nedum elementarem 
atque in limine quasi positam, grauium adhuc. 
incrementorum capacem esse. Loquor de theo-
ria fimctionum trigonometricarum, arcubus cum 
peripheria commensurahilibus respondentium, si-
ue de theoria polygonorum regularium, cuius 
quam parua pars hucusque enucleata sit, sectio 
praesens patefaciet. Mirari possent lectores, ta-
lem disquisitionem in hocce potissimum opere, 
disciplinae primo aspectu maxime heterogeneae 
imprimis dicatoj instituij sed tractatio ipsa abuxi-
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de declarabit, quam intimo nexu hdc argumen-
tum cum arithmetica sublimiori coniunctum sit. 

Geterum principia theoriae? quam expone-
re aggredimur, multo latius pa tenv quam hic 
extenduntur. Namque non solum ad functiones 
circulares, sed pari successu ad multas alias 
functiones transscendentes applicari possunt, e. g. 

ad eas quae ab integrali /—^— pendents 

praetereaque etiam ad varia congruentiarum ge-
nera: sed quoniam de illis functionibus transscen-
dentibus amplum opus peculiare paramus, de 
congruentiis, autem in continuatione disquisitio-
num arithmeticarum copiose tractabitur, hoc loco 
solas functiones circulares considerare visum est. 
Imo has quoque, quas summa.generalitate am-
plecti liceret, per subsidia in art. sq. expo-
nenda ad casum simpiicissimum reducemus, tum 
breuitati consulentes, tiim vt principia plane no-
ua huius theoriae eo facilius ihteXligantur. 

536. Designando eirculi peripheriam siue 
quatuor angulos rectos per P, supponendoque 
jrtr, n esse integros? atque n. productum e facto-
ribus inter se primis ayb, c etc: angulus A =?, 

—— per art. 510 sub hanc formam reduci potesl 

A ,?== 7— + y + ~ + etc.) JP? functionesque 

trieonometricae ipsi respondentes e functionibus 
• ttP QP '• 

act partes — i? -r etc. pertinentibus per metho-

dos notas deducentur. Quoniam itaque pro a, bs 

$ etc. nuraeros primos aut numerorum primo-
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rum potestates aceipere licot: manifWto ^uUu ht 

sectionem circuli in partes, quarum immiu do 
est numerus priinus aut primi pot •-.-»(•-•>, «cmm-V-
rare, polygonumque n latcrum t* poh«;uui-. r:. /\ 
C etc. laterum protinus habebitur. An«inu*;i tmc 
locd disquisitionem ad oum amnn rt'>friu;-;'mns 
vbi circulus in partes diuidcuuus' «'M, qurjru-.i 

' multitudo-est numcrus priinu-i (/nupar , M-mi-u:i 
praesertim ralione inducti, Cou.st.it, tuut !.i»:-.'s 

circulares angulo „„,- respoudentrs t» funiLmu-
FP 

bus ad pertinentibus per suluthmeut ,.'..:«.. i-
- P . 

tionis ptl gradus doriuari, H pcrhulf t*v i !.-.•* n»-r 
aequationem aeque allaiu functhuu-s ,ut '* \ ;.«•<*• 

tinentes etc., ita vt, si polygonum /• iumim,- i u.u 
habeatur, ad determhiatumc-m pnh^uai /* ;.-.:»•-
rum necessario solutio A — i aequaaomuu /« ! 

gradus requiratur. Etiamri vero theuM.mi -.*c-::,-u-
tem ad liunc quoque r.wmi vxivndft^ h. .••.•t, 
tamen hac via non minus ad nuiihuu „,-..;:. ,ih--
nes ptl gradus ctVlabrrcmur, (ju.n'. >"ujid»i«'m • »--t 
numems prhnus, ad huVrio-. •.•••• th-pkui umlo 
modo possunt. Ita i\ <:.> hiha usf,»ud"vuv. tu. 
lygonum ijr laterum .rvumctiicc i,nii-iini p ,^*- : 

sed ad deternihiathmem pol\4-oni j^«, U,.r ! < ; n 

aequationem. ijmi gradus' uullo muiu ruitur,* 
licet. 

337. Satis constat, Ftmctionfs trhrununiuHti-

cas ommum antmlorum , drnot.iiuio j-rr k m-
?; 

definite omnes numeros o7 1, a . . . / / — 1, p>r 
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radices aequatlonum //"'- gradus exprimi, puta si-
m/.v pc r radico.s Imius (I) % 

Tn l fi j : " - " ~L T '* " ~ "* t " - * J ? «. t. ~ 4.w ~ 5 __.& - <S 

+ euv. • + - • , _ /_.e —. o 
— a - - * 

iiostmts por radic«.s huius (II) 

rn . -«r11-3 , 4- r' " n - ' r . n - 4 ... T j i - - . i - 4 n - 5 _»i - 6 

+ e t r* J l ,v-..-T
 /?-r 1 = Q 

deniquo tangfnttw pt.r radicos huiu.s (111) 

j : X- 3 - v l r. 2 . 4-

I I U P aoquatiom*s (quao gtmcraliter pro quonis 
vnloiv iinpari ip.sius n valent.. II voro pro jmri. 
quoqui»), poncndo // = 2tn -j~ l , facile ad gra-
dum m'-'m dcpr imnnlur ; ,st;il'ut»t 1 rl III , diuideu-
ilo partom a hioua pr-r .r el sulMituoudo v jiro 
...r. x\--qu;itio II. autoni manifVsto radtrem. .r = 
i ( = cns o ) iiupiUiitj et c rc%liquis l.inac som-

nor aruualos simt ( ros • • = c:c*.s -'' — — « 

•2 P (;. — .>') /•' . . 
co.s ~_- ™r_ cos — ( ^ 0 ? quare ipsius pars a 

iaeua pfT .r — l diuwlnr.s, quoti"nsquo quadra-
tuui ou t , rulus radicvm quadratani cxtrahcjndp, 
a 'tjuatio II roducitur ad hanc. 

' T fjji — o,} Xm ~ 7 

.1 t a - 4 „,-. ' 
X 

> 1 I • — l T / ' . n 

wvj"*"*?, v # 

~~ i ) .r 

"*+ + : 3 - ~ 1 f . f 

onius radkei> erunt cpuinus aiuruiorum -—* *- •••, 



T- . . ; — - . Vlteriores Teductkmes harum aeqna-
•'n n , " # 

tionum, pro eo quidem casu vbi « est-numenw 
primusj hactenus non habebantur. 

Attamen nulla liarum ar-qnationum tam tra-
ctabilis et ad institulum uo^tium tam KIOIHM p-t5 

quafh haec x*— 1 — o3 niii,- r.uho"- cum r.uii-
cibus illarum arcti.ssime couurva^ o.w {omi.ii. 
Scilicet, scribendo breuiiati^ camsi / pm quami-
Cate* imaginaria 1/"" — i. radsu\s afquationU ,/ * __ 

•% - i kP k >y 

l =s o 'exhibentur per cos - + i :<n • .. 
n J? 

, = r , vbi pro & accipicndi Mmt tuttniK niiincu 
o, i , . s . . » n «*- i. Quocirta ouuni MI * ~~ 
coS j. £ sln ... radices acquuiiom^ I t»\l,iU>-

n « 7 k 

buntur per ~r(r - ) siue per ' j r.uli-

ees aequationis II per l r -f-1 ) - " - • • * ' : Cn-nx-
y -r ' 

que radices aequatiouis III prr " l-~l!L. H.mc 

ob caussara disquisitionom curwuc^Lniu ai-nu.v 
tioniS «r" — 1 = u suprrvtruumu*-. iunnn r: »-ŝ v 
nurneram primum impaivm Mippun.-uun. N,. vt>. 
ro inuesligationum onlnumi in^uump.n* „ i l l ( l . 
teat, sequens lemnia hir praeimuuuus. 

558. PnoBLEMA. Data awuatiw tfV\ 
- ^ t •«*- cfr. = o, muemre wqutitfwm 
(W), cuius nnlicts sint pnteAfaft\y tf« /aihrum 
mquatiottis (//'";, tlrsignunte A expunmUm inte-
grumpoduuum daturru 
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SoL Desumatis radicihus aequaiionLs W p e r 
« , b^ c e t c , radires aequ. / / ' ' esse debebunt 
« ' , / ; \ rK eir. IVr theorema uotum Newtouia-
iiu:a e roeifieieniibus aemi. / / " i n u e u i r e licet a»~ 
£,"r»ata {{iiaiutuuhet potfv-tatum radicum r/, Z>, c 
ete, (v)uaercmtur itaque s u m m a e r / -f /^ 4* <-A + 
e t c , axA -f l)% -r £*A etc. ete* vsque ad r/m7t -f 
5»"' „L_ C-»A. ^. oU%^ vndo via inuersa per idein. 
thfotoiua corfiVumtes aequ. //"' dcduri po te ruu t 
Q. F» F. — Simul hinc liquet, si onmcs coeffi-
cirntes in //" sint rat ionales, oinnes quoque iu 
/ / ' ratiouales euadere. Alia quidem. via probar i 
polrM, a\ illi DIUIICS in t rgr i sint, etiam hos 
omnes integros fieri.; Iiuic antesn theoremat i , ad 
institutum nohtvum n o n adeo necessario, hic n o n 
ammoraraur. 

339. Aequatio V — 1 = o ( i n supposi-
iioue M*inpfT ahhine KuKmtrlligrnda, n esse nu-
m e r u m p r immn h n p a r e m ) vnicam radicom rea-
iem impftcat, .-«- == 1 j « — 1 re l iquae, quas 
aequatio .i"""~x -f :r',~3 -f eu.\ -f x + l = ° com-
pb-rtitur. onmessuut imaa;inariaej ha rum comple-
: *r n per £:, Funciionetnque jr''""" * -f j . - " " " ~ -f etc. -f -s 
-f 1 per X denotabimus. Si itaque r est radix 
quarcuuque ex <*, erit 1 ~r-: rtt = r2"'1 eic. , e t 
gfnfra l i t r r r " = 1 pro quouis valore in t r»r» 
itisius t \ po.sitiuo seu ne^uliuo; hinc prrspicuum 
c^t, si * , r,f sinL iutc^ri secundum ,-* cougrui , fo-
re /A = rM. Si \ e ro A, ft sec. mod. // iucon-
grui suut , rA et /** inaequales t?runt; in Iioc. 
c m m easu integer v ita accipi potest vt fiat ( x — 
?*) v ~ i 1 ( m o d . / i ) ? vude r^A"~^)y = r , adoo-
cjue r̂ "*-1* certo noii =s= 1. Porro patet ? quamuis 
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potestatem ipsius r ntiam radierm aeqti. .7" — 1 
•== o'esse> quocirca quuiu qtiimiiutcs 1 C - - / - ) , 
r7rr.*.r*~~l omncs sint diucrsaa,. lt.ie cxhibxlumt 
omaes radices aequ. J;5* — 1 •-— o , ^i proin h.-** 
r,rr-, r'...r>l"x cum. ii <;oim;"uVni, Ivi iV hinr. 
generalius. colligitur, il ronueniro ctmi r", /"\ 
r , 30 . . .r( t t~ I)% si ti sit. into»<T quic imqu»* JWT // nuri 
diuisibilis, positiuus sett uc«jiatiuu>. Ktit kaqta* 
X = ( # — r ) ( x — r 3 - ) ( J ; - r v ) . . . ( . r — 

V11-*30)? vnde r" -f r9" -f r3". . . -f /*' •*t'r •„- >_ 
i , et 1 ,-f r° -f r~" ... -f r '""T" ~™ u. Duas ra-
dices tales vt r c-L ; . = / '"'). ata* i.irm-i.ui-
ter r* e t r~e rrcipracas \ocabimus; m u a f - ^ u m 
est? producturn c-x duobus faclorUats ^zuj»{i-..ii'Us 
x — r et x — * fieri reale = .r.c — 2 t n*-. ;*> 

V 
+ 1 , ita vt angulus w vel aujutlo • • val a lku i 

multiplo eius sit aequalis. 

5.J.O. Quoniam itarjuf, vna rauiu" t>\ \) \\<-v 
r expres.sa, oinncs radiiv* a<*qu. .,•' — \ ^,-. o 
per potostates ipsius r rxpnnnmi i i : . jtrtnlia t;mt, 
e pluribus radicibus huius uaqu. quumuiu . uin;r** 
conilatum, per r* exliibiri poii*u;, it.t u ... -it 
vel 0, vel positiuuh cl < «. i k - u n . m d u ilaqtu* 
per $ (f, « , r . . . ) ium tiouem aLid-taicam \\i* 
tionalem intc^ram iudehTinhutauim t, u , r ,-t,,, 
qualem per simnuani talittm patiium / • r « V / , . ] 
exprimere licet; manifestum e?4, M p m /*, ^ , y 
etc quaedam e radicihus aequ. :t'- — 1 , - . <> 
substituantur, pura t ==. a. u = / \ /• _^ < ,. t c . 
<P (tf, /^, n.t.) itib formam „-/ -f .-/'/ -f ,/-/•/ -f 
^ ' " r* . . . -f ^fr! i"x redttci poss^, if.t vi tiu-iii,i,.n-
tes '^ , y/' etc. ( e quibus etiam aliqui de^.->e adeo-
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quo — o fieri possunt) sint quantitates determi-
uatae, insupcrque omncs hos coefficientes inte-
iu-os tieri, ai omues coeiliciontes determiuati in 
i ( / , //, 7'...)- i- l'- omnes // sint integri. Quod-
M \nm pustea nro f, //, /?. . , sulistituuutur aa,bb7 

rr... resp., quaeuis pars* vt ht*u"vy.,., quae 
aulea reducobatur ad r5" ? nunc fict r l ir

5 vnde fa-
clle conehulitur, ileri $ (aa7 bb, cc,..) = ^ 
-f .•/'/•/• + .-/"/»* + .'/"'rr'..'. -f ArrVi~*, iVrinde 
erit ^eneraliter, pro valore quocunque inte^ro 
ipMUS ?i, $ 0 ' \ />A, f* . . . ) = A -f ^/V^ -f 
A"rtX ... -f ^v l — I ? x , quae propositio maximi est 
inotuenti, iundamentumque disquisitionum se~ 
quentituu couslituit. — Ilinc, sequitur etiam <p (r? i? 

i ...) = ^ 0 / ! , / / \ r \ . . ) = = . ' / + ^ ' -f „'/»...-f A'% 
u-c nou $ (", />, r ...) -f .?(«//, &&, cc . . . ) -f <p(ffy, 
/>!, r*.. .) . . .-f ^(Vr, //', r:"...) = N.</, quae ita-
que summa Mmiper iit iutegor por // diuisibilis, 
qnamlo omnes coi:ffidenu*s deterrninati in cp(Z, 
w, r . . . ) ,svmt. iutegri. 

541. THKOIU:MA. Si ftmctia X per functi-* 
oncm infcrinris ^rtnhts P = :rA -f A.i*~~l -f 
fh*~-... -f A*.v" -f /> c.v/ diuisihilis^ corficientcs 
A. ,11 . .. L umncs intc^ri cssc ncqucunL 

Dnn. Sit -V = 2*0, atcpie )̂ eoraplems 
radicum aequationU ty = o, £L eomplexus radi-
cum aequatumi* £, = o? ita vt ii eoustet ex *P 
et £l «iiuul sumtis. Porro sit *K compiexus radi-
cuni ip<is f) reeiproearum, © complexus radi-
cuni ipsis £t ruciprorarum, sintquo radices quae* 
continentur in dl radices ae^uatiouis /4 = o 

1 p 4, 
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(quam fierl # + j - a^"1 + et& + £- ^ + i 

== o facile perspicitur), eaeque quae continen-
tur in @ radices aequationis $ = • o. Manifesto 
etiam radices Ift et @ iunctae cornplexum n effi-
cientj ac erit .RS = X lam quatuor casus di-
stmguirnus. 

I. Quando ty conuenit cum ift adeoque P 
== R. In hoc casu manifesto binae. semper ra-
dices in $ reciprocae erunt, adeoque P produ-
ctum ex |A factoribus talibus, duplicibus xx — 
&x cos o) + 15 quum talis factor sit = (x—• 
cos a)% + sin «z, facile perspicietur , P pro va-
lore quocunque reali ipsius x necessario valo-
rem realem obtinere. Sint aequationes, quarum 
radices sunt quadrata, cubi, biquadrata . . . pote-
states n — i tae radicum in $} resp. hae" P1 = o, 
£>» = 0, P"1 = 0, ...P* = o, sintque valo-
res functionum P, P'9 P"... P", quos obtinent 
statuendo x = ' 1, resp. /?, £>', p" . . . £>V tunc 
per ante dicta /? erit quantitas positiua et prorsus 
simxli ratione etiam /?', p" etc. positiuae erunt. 
Quum itaque p sit valor functionis ( 1 — t) ( 1 
""̂  u) C1 -— v) e tc , quem obtinet ponendo pro 

' *, u9v etc. radices in §>?- /?' valor eiusdem, sta-
tuerido. pro t. u9 v etc. quadrata iliarum radi-
cum etc, insuperque valor pro t = i , u = 1, 
u = 1 etc. manifesto fiat = o: summa p -f p* 
+ /?" . . . + p' erit integer per n diuisibilis. 
Praeterea facile perspicietur, productum PPP" 
. . . fieri = X \ adeoque pp'p" . . . = rc\ 

lam si omnes coefficientes m P- rationales 
«ssent3 Qxmes quoque in P'} P" etcl per ar t 538 
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rationares euaderentj per art 42 autem eunctf „ 
hi coefficientes necessario forent integri. Hine 
etiam /?, p'r p" ete. omnes integri forent, quo~ 
ium productum quum sit 71* r multitudo vero.n 
—- 1 > Ji, laecessario quidam ex ipsis (saltem 
m «__ 1-— A) esse debebunt =s- 1, reliqui vero/ 
ipsi n vel potestati ipsius n aequales. Quodsi 
itaque g ex ipsis sunt === 1, "summa p + p' i-
etc. manifesto erit.— g (mod. n) adeoque certo. 
per w non diuisibilis. Quaj'e suppositio consiste-
t% nequit. 

If. QuandoD. efr 91 non quidem coineidtintj 
attamen quasdem radices cominunes continentr 

sit % harum complexus. atque T = 0 aequatio 
cuius radices sunt. Tunc T erit diuisor commu^ 
iiis maximus-functionum JP, R (.vt e theoria ae-
quationum constat).. Manifesto , antem binae 
semper radices in S£ reciprocae erunt, vn.de peii 
ante demonstrata omnes coefficientes in T ratio-
nales esse nequeunt Hoc vero *certo eueniretfj 
si ommes in Jp' adeoque etiam onmcs in <J£ ratio» 
nales essent, vt e natura operationis!> diuisorent 
comm, max. inuestigandji. sponte: sequitur. Quare 
suppositio esfc absurda» 

III. Quando £X et €5 "vel comcidunt, vel 
saltem radices - communes implicant? prorsus eo** 
dem modo -omnes coefficientes in Q ratkma]es 
©sse nequeuntj fierent vero rationales, si omn?s 
in JP rationales essentj hoc -itaque esk impossibile», 

IV. Si vero meque- f cum. 8l>.' neque l£ 
£um<<2) vllana xadicem commun&rri irabet.3 ©raaet 
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radices $ necessario reperientur in Z. omm^u.» 
& in &; vnde erit P = -V «i. U - : >»*• ^ » ^ -
obrem X = PQ erit pruductum <>x /} m ^ \ t. 

e. ex ** + ^ x ~ x . . . + A> + /, *m -^ + '//•*• "x 

+ —-# + 7-5 viulo statiu-ndi) J -••• 1. U 

tlL == (1 + ^ - - - + A> -1- ^ LUU si ! ! : - ' : ^ 
coefficientes 111 P raticmalcs\ adfoau.> p**: a u. \i 
etiam integri essettt, L qui nn>i<n\mv-*n \\n-
tniim in X i e vniiatrm nirtiri tl^br; f? n,>i t«.s.i~ 
rio foret = + . 1 ? vude + /t «-̂ i*: mmtrnis 
quadratus. Quod quum lnpouWt iqm-tt»*., >:m-
positio consistere ne^uii. 

Ex hoc itaque tluHmnnato iuiutM. n;nmu :n-
cunque X in faclotes rusuluutur, honuu rur^uir::-
tes partim saltoni irrationalo.s lh>ru nxlvwr.h* Al 
ler? quam per avquaiionem tdethaam, dti'':mi-
nari non posse» 

542. Propositum tltsqmtitiottum ^t |»«ni-
um, quod paucia dtTKuvuiivt» haiid iimiUr» $*iitf 

eo tendit^ vt X in fatfmvv Mtiitimnt |»Uirt*s «*,u-
DATIM resoluatur, et c|i«ttl«*:n itu* u ht.tutii 
coefficientes per aequatbjirs ordmis mKittt Iitti-
mi determinentur, "vaque dum ho* ttuidt» uit f.i* 
ctores simplices siuo ad raduns u JJIM^ p»itit*nk-
tur. Scilicet ostomltrmus, M utmwrut « — t 
quomodocunque m factares i»U*gru* <tf €, 5 t»it\ 

.resoluatur (pro quibus smguik ntmm-m priuu»» 

^ccipere licet), X in «, factort»s — dtmt*uutv> 

»,um resolui posse, yuoruiu col;ltidt*fttt?a jier at^ 
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qttatioriem « * gradus determinentur j singulos hos 

factores iterum m "6 alios — ~ dimensionum ad-

iumento aequationis 6" gradus etc., ita vt desi-
gnante v' multitudinem faetorum <«, 6, y etc. in-
uentio radicum si ad rcsolutionum > aequationum 
«tw, <?", ya etc. gradus reducatur. E. g. pro a = 
i 7 5 ' v b i ? i — i s= o.2»s,2f quatuor «acquationes 
quadraticas soluer® oportebitj pro n sx 75 tres 
quadraticas duasgue cubicas. 

Quum in sequentibus pt-rsaope iab\s poti*sta-
tes radicis r considerautlae sint, quarum expo-
nentes rursus sunt diguitnios, liuiusmodi VXUVPS-

siones autem non sint» moIeMia typis do.scrihan-
tur: ad facilitandam improssiouciu scquenii in po-
sterum abbreuiatione vtemur. Pro r . / r , r: otc. 
scribemus [1], [2], [~,j ek\, nruerjiitrrque pro 
r^j denotante * integrum qutHuninqiu», [,!. Ta~ 
les itaque expressiones pcniius iMemiiuatat» non-
dum sunt, sed ilunt, Ktnmlar pro r MIU» [1] ra-
dix deterrninata ex a actipitur. Knmt Itaque 
generaliter f*] , [,u] afqualos vol hiaoquales, 
prout A, f* secundum modttlum // oongrui sunt 
vel incongruij porro [0] ~ 1; [ A 1 . { « ] \ — [x -f 
f*]> [xJ r = C^J? summa [;oj + [*] + i - v j . . . -f 
[ ( « — i ) x ] vel o vel / / , prout A per // uon di-
uisibilis est vel diuisibilis. 

545. Si, pro raodt.it o ?/» g (^[ numorns ta-
lis> qualem in sect. III radirt*m prhmtiuum dixi-
mus, n"— l .numeri 1 , g, £# . . . #' l hi.s 1, 12, 
5 . . . «, —- 1 secuudum mod. n rouimii rrtuit, 
etsi alio ordine, puta quhiis numertb utius &uruM 

http://raodt.it


eongraum habebit in altera. Uinr sponto wqu i -
tur , radices [ i j , [ # ] , ^ j - - - U ' " " a ; u in i u 
coinciderej et }>rorsus suniU mudo p m f r u h u s 

[>], r^]» L ^ . 1 - - - tV~*J nHU U n i i » l i , i | 4 " l > 
designante A intep-um quomcuuque \wv « non 
diuisibilom. Porro quum sit « " x : T i ( uiud. /• , 
nullo. negotio por.spit i r tur , duas rndu vs j V \ 
[^ '" j identicas vc-l diuers,» C-SM*, prout M. * .-r-
cundum 7* — 1 cou&tui sint vtd iiuun,t;n.u, 

Si itaque O est alia radbc priinitiu.u r.nl:n»s 
[3.1 [,«-] , . , [g'~~l • otitim n u u hN " 1 . . f / j . . . 
fG"""1] conueuient, si ad oiu iurm mui n--;.i. i-
tur. Sed praeterea fadiV nrokmtr , 4 r • t: ui-
uisor ipsius /J. — 1, alque putiittui n — 1 •• /-
ge === /*., G" = / / . e t u u u / immrros t , /?, /V/ 
. . . / i / — 5 his 1, / / , tIl..>iJt~t --erimdmn n u m -
gruos esse (sine n*-spertu o r d h n \ . Supj.ou.tuius 
enim G :r:: #" •,mod. n) Mtqiu- « uum«Mi«v a-.hi-
trarins positiuus ot < /" atqtn* » tcsnlunui m .m-
xnuui ipsius" ^* (inotl. / X i unr ."it ; «-^ 
(mod . // — 1 ) , hiiu: »"" £ *" ("'* * :i:ut«i. 
9 ) , siuo //'* r.v.: h\ i. «'. quiuN num'>u> ini-lciln. 
yis scriei 1, / / , II1 etc. t un^vuum halu-bit m ^-
rie i , //, / • / / . . . , <* pormil»t vi» «* W T M . -— Hmc 
manitostum est, / radtros {t J, ' /* ] . ,.;;/; ... ' ' ; ' - \ 
identicas e.sse cnm his [t i, i / / : . i / * ... /:' l , 
generalinsque eodtmi nj.odu hu t*»* pi'r-;'.U'' '..i:, 
| x 3 , [>•/*!, \>hh\ . . . ; - * / r « ^ iu!» ^- ' ,h: , 
IA-S/1 j <•• [ 'A / / ' ~ r j cnimmiiu*. / / ^ ' f . : < ' ' ' . ' ^ ' Li':.un 

jf radicum [ > i + ['/*'. + elc. -f [•*.": - - t . «.:;*.' • i, 
quum non iuut«»tur ai cipitmdo pro /; .i.\.*,;n 3,.ui-
cem primitiuatu , t,uut;uMui indt*j»fuiN'Xi^ *, ,-, 1 u:i-
^d^randum e&tj uer (/;, A^ de.si^uai-iuu,-; euiun-
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dorn. radicum complrxum vocahimus periodum 
(fj O J vbi ad radicum ordinem non respicitur *). 
— IIL exlhbenda tali periodo e re erit, sirumlas 
radices e quibus constat ad expressionem. simpli-
cissimam reducere , puta pro numeris *, \h^ *hh 
vlc. residua niiiiima svc. mod . // suhstituere, se~ 
cundum quorum ri ia^nitndinem, si placet, etidin 
per iodi partes ordinari p o i e r n n t 

E. £. Pro 72 = 19, vbi 2 ost radix primiti-
u a , periodus ((>, 1) constat c radicibus [1 ] , [8], 
[Ci.jj, [512] , [4096 , , [^2768.!, siue [1 ] , [ 7 ] , [8], 
[ t t j , L t -2], f 18]. Similiter periodus ( 6*, u ) con-
j»tat ex ( 2 j , [3J, [ 3 ] , {14I, [tC>j, [ i /]« Perioclus 
( 6 , 3 ) cum praee. identica iuuenitur. Periodus 
O V l - ) conthiet [4 ] , [o i , [<)], [10] , [15] , [15]. 

5j.|.j.. Circa huiusmodi periodos statim se 
ofierunl obseruatioru-s sequeuLes: 

I. y n u m sit >/*•'' r = >, >-hf*1 r̂ E *// etc. 
( m o d . / i ) , mauUestum esi , ex iisdem raclicibus, e 
quibus con*t«t (f\ *)? et iam constaiv ( / , ^ ) , 
(/'„ >hh) e t c : «eneruliter itaqne designanto [ A ' J 
radicetu quamcuuque cx ( / , A ) , haec periodus 
cum ( / , >,') omnino idenlica erit. Si i taque 
duae periodi ex aeque mullis radicibus coustan-
tes (quales simiks dicemus) vllam radic.em com-
n n m e m haben t , mauifeslo identicae eruuh tx)ua-
re Vieri nequk , vt duae radices 'm aliqua periodo» 
sinml coutineantnr, in alia simili vero vna e a r u m 
lantum reperiaturj porro pa te i , si duae radices 

*) igfwgisita» In *equ*ntibn* «tiam. j»«nti8i val@r«n smatttrf* 
mm vocar» tlee«uf mi tim$H<&lm j*#riefta», vfoi tmbigpiufr 
»«a »t$tt*»di* 
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£*], f.M'1 ad eandem perioduni / - terminprupi. 

pertineant, valdrem expr. — (niod. nj alicui p-gK 

testaii ipsius h congruum esse, siue supponi pos-. 
se x' IS. *gre (mod. n \ 

II. Si /-. = ra — lv, * === i ? periodus: ( / , 
!•) nianifesto cum n coincid.% in reliquis: vero 
casibus a e x e periodis ( / , 1 ) , ' ( / , £ . ) , ( / , gg":)-
. . . ( / , g6"1 j compositus, erit. Hae peripdi ita-v 
que omnino inter se-diuersae erunt, patetque 
quamujs aliam similem' periodum. (/%*) cum bar 
rum aliqua coincidere, siquidem £A] ad ri pertineat,, 
i. e. si A per n non djuisibilis sit. Perio^us ( / , o,). 
autem aut (f,kn) manifesto. e x / vnitatibus est 
compositav Aeque iacile. perspicitur, si A. sit nu-
merus quicunque per n nom diuisibilis, etiarra 
eomplexura e periodorum (/ , *)?, (/$ *g)7 (f,*gg) 
. . . (/, >ge~l) cum xi conuenire. —- Ita e.. g. prq». 
#, == 19, / == Q, & constat e tribus periodis 
( 6 , 1 ) , ( 6 , 2 ) , ( 6 , 4 ) , ad quaruni aliquanx 
quaeuis. alia similis, pra.eter ( 6 , o), . reducitur. 

III. Si n — 1 est productum e tribus nu*-. 
meris positiuis <z, b, c, manifestum est, quam-
uis periodum bc terminorum ex b periodis c ter~ 
Hiinorum compositam esse-, puta (/?c, A) ex ( c , 
A)> {CI >•£"")? (^, ^ ) * . . . ( ^ / ^ ~ a ) , v n d e h a ^ 
sub ill-a contentae dicenrur. Ita pro rc == 1Q 
periodus (6 , 1 ) constat e tribus ( 2 , 1)., ( » , . 
8 ) , ( 2 , 7 ) , quarum prima continet radices r , 
r18 $ secunda r% r11}.. tertia r7

?, r1*. 

545. THEOREMA. Sint ( / , A ) , ( / , ^ ) Jtt<20 
periodi sijniles, identicqe aut diuersae^ constet-
me ( / , * ) £ radicibus [ a ] , [*']-,. [*"]. <?fc. 



6o? 

Tuncproductiim ex (f A) in•(/,.(*) eritaggre* 
gaturn f periodorum similium- puta = ( f n ^ , 
/*) + ( / ? *'• + *0 + (/> *"' + /0 + ^ . ==.. W: 

Dem. Sit vt supra ?i — i z=z efy g radix 
primitiua pro modulo 7i, atque h == g-6 y n ( ie 
per praecedentia erit ( / , A) =;. (f Ag) ~ ( y; ^ ) 
ete. Hinc productum quaesitum erit == [M].( / A) 

+ O&J- C/i *&) + [M]-(f?M) + e ta adeoque'=? 

. .!> + *] + '[.*£ + ? ] . . . + [*Hf~x '+ ^} 
+ [*A +• K#] + [AM+>/*]-...., + frhf + *ftj 
+ p / z + *M] + [AA* + fjihj... + [iiA/+* + ^ . 

quae expressio omnino ff radiees continet Quocf-
si liic singulae columnae verticales seorsim in 
summam^ colliguntur, manifesto prodit (/, A +.' ^) 
+ ( / , *h + p).......+: (/, A/Z/-1 + M)? quam expres-
sionem cum W conuenire nullo negotio, perspi-
citur, quum numeri •'*., A', *" eta per hyp. ipsis 
A? ft/z,, *M. v. >fofJ secundum modulum n congiui 
esse debeant (quonam ordine hic nihil giterest) 
adeoque etiam A + F ) A< +.'ft> A" + p etc, ipsis * 
.+•-#*, ^ + <«, ^A^ + f*.... ^Zc/ ^1 + {A. Qijz., X). 

Huic theoremati adiiHigimus coroliaria sei 
quentiar 

I. Designante k integrum quemcunque, pro^ 
ductum ex ( / , fa) m ( / , kv) erit = ( / , 'k(\ 
+ * ) ) + (/V*'(.A' + **)) + (/? ^ C ^ + ^^+etc^ 

II. Quum singulae partes, e quibus. W 
constat^ vel cum aggregato ( / ? o ) ? quod est '=i; 



\J©8 wata^ 

/ , . wl cum aliquo ex his (/, i ) , •(/, #)? r /> ^ 
, . . ( / , g0""1) conueniant, W ad formam sequen-
tem reduci poterit /F = **/ + b (/ , 1) + £v (j£ 

• # ) + &'"•</> ^ > - : - + & ' ( / ' ^ 1 ^ v b i c o e f f i c i " 
entes a, b, 6' etc. erunt integri positiui ^siue 
etiam quidam = ©.): porro patet, productnm ex 
(/, fo) in '(/,'&•) tuhc fieri = af + h(f &) + 
* ( / , * • ) + *'&*$)•- + & f ( / » V - > " — I t a 

e. g.pro fi.saa 19 productum ex aggregato (6, 1) 
in se ipsum, siue quadratum huius aggregati fit = 
( ^ '&} + (6> « ) ' + (6> 9> + C6> i a ) + :'(<6> *3) 
^ (6? i 9 ) = 6 + ® (6, 1) + (6, s ) + 3 (-6, 4X 

HL Quum productum ex singulis partibus 
ipsius W m periodum similem (/, r) ad formara 
analogam reduci jjossit, manifestum est, etiam 
jiroductum e tribus periodis (/ , * ) . ( / , ,«).»(/? r ) 
perc/+*'d (/,#).*-. + * T ( / , / ~ s ) exhiberi posse, 
•et coefficientes c, d etc. integros ac positiuos (siue 
-ap= 6) euadere, insuperque pro valore quocunqu® 
iiitegro ipsius k fieri ( / , kh) . (/, kft} ,. (/, ftv) = 
,cf + d(f, k) + d'(f kg) + etc. Perinde hoc 
tneorenia ad producta e periodis similibus quot-
cunque" extenditur, nihilque interest, siue hae 
periodi* omnes diuersae siiit, siue partim aut 
cunctae identicae» 

%Vt Hinc «olligitur, si mfunctiorie quacrai-» 
que algebraica rationali integra F = cp (£, n$ 

v\.*) pro indeterminai,is f, w, v 'etc*. resp> sub-
stituantur periodi similes ( / , A), ( / , (*); (/ , ".) 
etc , eius valorem ad formam ^ + S (/, 1) + 
Bl{f,g)+B"ifgg)„. + 5 - ( / , ^ - » ) r e d u c i t t . 
fem esse^ coefficieiatesque ^ ? ^ 3 B' etc» omnes 
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mtegros fieri,' s romnes coefficientes determlnati 
in .Fsint integri?' si vero postea pro t, u, v etc 
resp. substituantur (f; kx), (f fe), ( / , * , ) etc.° 
valorem ipsius F reducl ad A+ B(f-k\ + 
£ / ( / ? % ) + etc. w , - ^ T 

546. THEOREMA. Supponendo, \ esse nu~ 
merum per n non diuisibilem, et scribendo bre-» 
mtatis ergo p pro (f*), quaeuis aliasimilis pe-
modus .(/, ^) j vbi etiam "p ;oer « «p» diuisibilis 
suppomtur, reduci poterit sub formam talem « + 
€/? + ypp..*- + 6pl *? i/fli,f coefficientes *, €-^c. 
w/2? quantitates determinatae rationales. 

Dem. Designentur ad•' abbreuiandum perio-
« (fiM)i ( / , >£#), ( / , *#<) etc. vsque ad (£• 
Ag° )? quaram multitudo est e — 1, e t curn 
quarum aliqua •(/, H ) necessario coaueniet, per 
/?', 73", />'" etc. .Habetur itaque .statim aequatio 
0 = 1 +7? + p< + pu + /,«/ e t c . _ ( I ) . eUQh 

uendo autem secundum praecepta art. praec. valo-
res potestatum ipsius p vsque ad 0 ,— itam -e —* 
2 aliae tales promanabunt: 

o = pp + A + ap + a'p> + a»p" + a">p>" + etc. (II) 
.0 =s= /?» + £ + bp+b>p> + b"p" + £'"/?'"+ eta' (II [) 
« = = ^ + . ^ + 9 + c/?' + <?"/?"•+ <?'"/?>"+ etc.. (IV). 

' • etc. 
vbi omnes coe^ficientes A, a, a> etc. B, £, b> eic, 
etc. erunt integri, atque, quod probe notandum 
est et ex art. praec. sponte sequitur, a \ omnino 
iridependentesj L e.»eaedem aequationes etiam-
auth valebunt^ quicunque alius valor ipsi * tri-
Buatur; haec annotatio manifestb etiam ad> aeqti. 
I•'ejftenditur, si modo A per n non~ diuisibilis a o 

-<^xati» ^ Supponamus'•(/, ^ sa-p*\ facilEme» 
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enim perspieietur, si (/", M ) , cum alia perio-
do ex /7",' p'w etc. conaeniatV ratioeinra sequeu-
tibus prorsus . aiialoga adhiberi posse^ Quunt 
multitudo', aequationuin I,,.IIy III etc. sit -e —- 1, 
quantitates pl', pf" etc, quarum multitudo .== e 
— 2, per methodos notas inde elimmari pos-
sunt, ita vt prodeat aequatio talis ( Z ) ab ipsis 
libera o = 2C + 23/? + ®PP etc« + Wp'~* + %'> 
quod ita fieri poterit, vt omnes coefficientes 2(? 

§5 ... 91 sint integri atque certe non omnes = = o v 

lam si hic non est• §ft == o, .protinus liquet, p* 
inde ita vt in theoremate enunciatum est deter-
minari. Superest" itaque, vt demonstremus, M 
.===' o. fieri non posse. 

SUpponendo esse 01 === 0, aeqUatid 2 / fit 
SK/3,-*-+,etc..+ S5p + %••=== o, cui, quum vltra 
gradum e — itttm certo rion ascendat, plures quamv 
6 — l valores diuersi ipsius p satisfacere neque» 
unt. At quum aequationes, e quibus Z deducta 
fuit, a * sint independentes, liquet, etiani Z 
a x non pendere, siue locum habere^ quicunque 
integer per n noii diuisibilis pro_ ft accipiatur. 
Quare aequ. Z satisfiet, cuicunque ex e aggre-
gatisf/, l)r(fyg), (f,gg)->-(f,g':~*)ae<l™~ 
lis. statuatur p, vnde sponte sequitur, haec aggre-
gata omnia inaequalia esse non posse, sed ad 
xninimum duo inter se aequalia esse - debere. 
Contineat vnum e duobus talibus aggregatis ae-
qualibus radices [£], [#.], [£"J, etc, alterum has 
(,'']? [n'li i71"] etc, supponamusque (quod licet), 
Omnes numeros £, $t #*' etc, *, »', „" etc. ess& 
posinuos, et < h; manifesto omnes qtiani diuerst 

eruntj iiuliks^ue = o. JDesignetur functio ,x** + 
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x" +, x» + etc. — x* —- s* —•. ar* —• etc.% 

cuius terminus siimraus non vltra :cT r ascendetj 
per 7 , patetque fieri Y = o si statuatur # . = 
[ i ]5 hinc r implicabit factorem x -— [ i ] , quera 
cum functione in praec. per X denotata commu-
nem habebit;'hbc vero absurdum esse facile raon-
strari poteiit. Si enim Y cum X vllura facto» 
rem communem haberet, diuisor corntnunis mfa 
ximus functionum X, Y i quem certo vsque ad 
h— i dimensiones ascendere non posse iam 
inde patet^ quod Y per x est. diuisibilis) ? omnes 
coefficientes suos«rationales haberet, vt e natura 
operationum, diuisorem communem maximum 
duarum talium functionum inuestigandi quarum 
coefficientes omnes sunt rationales, sponte sequi-
tur. Sed in art. 541 ostendimus, X implicare 
non posse factorem pauciorum quam n -— 1 
dimensionum, cuius coefficientes omnes sint ra-
tionales: quamobrem suppositiop esse $1 = o? 

consister> nequit, 

Ex. Pro n •'= 19, / = 6, fit pp = 6 + 
zp + p' +•. 2p", vnde et ex o = 1 + p + p' + 
p" deducitur p' = ' + -— pp, p" = •—• 5 — p 
+ pp. Quare (6 , 2} = 4 — (6, 1)% (6 , 4 ) 
= _ 5 — (6, 1) +, (6, i)*5 (;6, 4 ) = 4 — 
(6, 2 ) S < 6 , 1) = ~ 5 —.•••(-6, ») + (6? »•)•; 
(.6,<i) = 4 •— ( M ) - V ( 6 , & ) = ~~. 5 -» 
( 6 , 4 ) + (6 ,4) 2 « 

547. THEOREMA. £sj F r r 0(#, », ir . . .) «* 
functio inuariabilis*) algebrmca r"aHonatis integra 
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f indetermftatarutti fc-#, v etc, atque substituend.a 
pro hs f radices %n periodo (f,,x)contentas valor 
ipsius F per praecepta ari: .340 ad formam A ~f-
A\i\ + A"[2] + etc.~ Wr,educituf:radices-quae 
in hac expressiofie ad eandem periodum quamcunque 
f terminorum pertimnt coejficienUs mejfidles •habsbunt. 

Dem. Sint [p], [q] dme radices ad ' vnarrx 
eandemque peripdum pertinentes, supponantur-
que p, q positiui et minores quam n, ita vt de~ 
inonstrare oporteat. [p] et [q] in W eundern co-
efficientem habere. Sit q ™ pg'* (mod. 72)5 
sint porro radices in ( / , h) contentae [Y], [*']? 

[A"] e t c , Tbi numeros. x r *S A" eta positiuos efc 
minores quam n supponimusj denique sinjt resi-
dua minima positiua numerorum ^g,e, *'gPo, >:"gf * 
etc , secundum modulum n, haec „ ^ , ^' e.tc,? 

quae manifesto cum numeris A? X',.V> etc. ideri-
tici erant, etsi ordine transposito* ' l a m ex art. 
340 patet, <£(^'% *'£*% *"g*?\..) = (I) reduci 
ad A + ^'fe>eJ + ^ " [ ^ ' e ] + etc. aut ad A •'+ 
A[i] + A"[t<] + ete. == (7F')5 designando per 
6, 6' etc. residua mmima numgrorum g-^ 2 ^ ° etc.-
secundum modulum n, vnde manifestum >est, («7] 
habere eundem coeHieientem in (W>), queni [pj 
habeat in {W)* Sed •nulla negotio perspicilur, 
ex euolutione expressio.nis (I) • idem prouenire 
atque ex ©uoluiione- Iiuius $ 0 , ^S »** etc.) quo-
niam .? — xg"?., ^ = ^ e tc / fmod. n^ feaea 
verp expressio idem •pradiicit &G hae.c 4 » ( A , V, •'*,". 

anutantur, quomoaoeunque andeterminatae intcr se permu-
SeHtur; cjuu?jnodi aunt e. g, supima omnium, productara 

'•x,^mHiM», «WSB!| groducWxum.® bi»is,etpe 
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wc;.)r qnoniam ftumeri Vr^y'Hu eic. ordine tan-
tum ab his *, x^ A^ etc. diserepant, cuius in 
functione inuariabili, nihil interest. Hihc colligi-
tur,. W- omnino. identicam fore curn FVy qasmr 
obrem, radix [q\ eundem,. coerlicienteni, in W ha--
bebit.vt'[p]. Q..E.-D.. 

Hinc manifesturn est? W reduci. posse sub 
formam. A + a(f, i ) + a'(frg) + ^'(h:gg). 
«... -f- a*(fr ge~x), ita vt; coefficientes-4, a.^a8 

sint quantitates. d!eterminatae? qttae- instiper inte-
gri erunl, si omnes coetneientes rationales in F 
sunt integrJL -—• Ita e. g. si n = : I Q , / = = 6 , X 
= i j atque functio ..$ designat aggregatum, pro~ 
ductorum e bmisindeterminatis, eius, valor, redu-
eitur ad 5 + ('6, 1) + (6? 4 ) -

Porro facile perspicietur? si postea pro t, u} 

v etc. radices. ex alia periodo (f? /DA) substituan: 

tur? valorem ipsius F fieri A + a(f, k) + #'(/, 
% ) + «"(/? %£) 4- etc.. 

548. Quum in aequatione quacunque- x^—• 
&xfx + Gxf~&- — ^x/""3 ... = o coefficientes a, 
6? y etc. sint functiones inuariabiles radicum, 
puta u summa omnium? € summa productorum 
e binis?, y summa productorum e ternis etc.:. in 
aequatione cuius-radices sunt radices in periodo (f7 

A) contentae coefficiens primus erit = (/ , A) ? sin-
guli reliqui vero sub formam talem A + a(j\ 1) 
+ ai(fi £•)»•- + ^s(/? g e ~' ) reduci poterunt, vbi 
omnes A,, a, a1 etc. erunt. integri; praetereaque 
patet? aequationem cuius, radices sint radices in 
cjuacunque alia periodo ( / , &*) contentae ex illa 

Q<15 
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deriuari, si in smgulis coefficientibus pro (f, 1) 
substituatur..(/, &,); pro•.(/, g),.(/,. % ) et gene-
raliter pro - ( / , p ) , ( / , Ap )• * Hoc itaque modo 
assignari poterunt e aequationes JS = o, z' = o, 
z" = o etc., quarum radices sint radices con-
tentae in ( / , 1) , in "(/,.#), (.fgg) etc, quam-
primum e aggregata/ / 1) , ( / , g-), ( / , g # ) etc. 
innotuerunt, aut potius quamprimum vnum quod-
cunque eorum inuentum est, quoniam per art 
praec, ex vno omnia reliqua rationaliter dedu-
cere licet. Quo pacto simul functid X in e fa-
Ctores / dimensionum resoluta habetur: produ-
ctum enim e functionibus z% z'yz" etc. manife-
sto erit = X 

Ex. Pro n ==" 19 summa omnium radicum 
in periodo (6, 1) est = (6, 1) = a 5. summa 
productorum e binis fit = 5 -f (,6, 1)' + (6, 4 ) 
= 65 similiter summa productorum e ternis in-
uenitur = 2 -f 2 (6, 1) + (6, 2) = >; sum-
ma productorum e quaternis = 5 -f (6, 1) + 
(6, 4) = £; summa productorum e quinis = 
(6, 1) = .«? productum ex omnibus = " 1 5 
quare aequatio z = z6 —* «xf -f- &c4 —- y^? -j-
5xx -^ ix -\r i = o omnes radices in (6 , 1) 
contentas ccmplectitur. Quodsi in coefficientibus' 
*j 6, > etc. pro (6, 1 ) , (6, 3 ) , (6 , 4 ) resp. 
substituantur (6, 2 ) , (6, 4 ) , (6 , 1 ) , prodibit 
aequatio z1 = o, quae radices in (6, 2 ) com-
plectetur,- et si eadem; commutatio hic denuo 
applicatur, habebitur aequatio z" "==• p , radices in 
(6, 4) complectens, productumque zz'zH erit = X. 

349. Plerumque commodius est, praeser-
firn quoties / est nurnerus, magnus, CQemcientes 
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C, :'y; etei secunduni theorema-Newtonianum e 
summis^potevStatum radicum deducere. Scilicet 
sponte patet , summ-am ^uadratorum radicum in 
( j ^ A)rcontentaruni esse = (f^ 2A)? vsmnmam 
euborum = (/, 5X-) e t a Scribendo. itaque breui-
tatis caussa pro (/ , X.), ( / , 3A'),'(./j,5*),' "etc 'q$ 
q'9 gi' etc. erit. u .-= gy 2* = « ^ , — q'f 5.7 = Ĉ  
,«- a.q' + ^" e t c , vbi p'roducta &• duabus perio-
dis per art» .5.4$ statitn in summas periodoruira 
sunt conuertenda.. Ita. in exemplo- ndstro, scrir 
bendo pro (6 , 1 ) , ( 6 , 2 % ( 6 , 4 ) resp. p>p'P p" 
i u n t f-,, 9', 9'V <7'", «gIV, q- resp.. ±=, p , p ' f p'r p" , 
$'•> P"h billQ « = p-, 2-£ = pp -r~, p' = • 6 + 2/7 
+ 2p"f> 5'y = (5 . .+ P + p"-)p -^ppt + p! = , ' 
§ + 6p-.-fj.5p'-;::-4*,. ='••(•»•• ~+ ap + ><) ^ — ( 5 
+ p + p " ) p' + pp ' — p'il = 12 + 4p + 4p'( 
etc. Ceterum sufficit semissem. e^effkientium 
Jaiitum hoc modov computarej etenim-noii diffi-
cjle.prob.atur, yltimos ordine. inuerso primis. -vel-
a^equales esse, puta vltimum. = i ? , pennltimuni, 
= . ' ** antepenultimum, = £ e t c , vel ex iisden\ 
xesp. deduci, si pr .o . ( / , 1).,; ( / , g) et®. substitu< 
antur (/ , •— 1./, .._•</,;— g) etc. siue ( / n — g)% 

(f, n —• 1.) etc,:.. Casus prior locum habet quando»* 
f est par? postexioi: q u a n d o , / impar; coefficiens, 
vltirnus. autem semperf i t = . i . : Fundanientum/ 
huius rei innititur theoremati art, 7 9 ; sed breui^ 
tatis, cau§sa, huic argumento 110n in imoramui \ 

550. TIIEOREMA» Sit n-. — 1- fvodfUctwns tri-i 
$us mtegris positims ,*, £, y; constet perwdus (£W 
Ti), quae est £y ierminomm, ex Q perwdis minonbns-
y te.rminorumthis (y,A), . (y,.A'), ( y f V ) etc, stip~ 
fonamusqiie, si in functione- £ itidetsrtninaiarum, , ji*. 

Qq-4 
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militer affecta vt in art. praec.fputa in JFVir? ${t, uf 

v...)' pro- indeterminatis t, u, v etc. substiiuantur 
aggregata (y, A), (y, V), Cv» V) #?< wy«» eius va~ 
lorem per praecepta art. praec* hduci ad A + a(y, 
D- + »'(yj £) — + ' *£(y»•£**"*)-•• + a6KU> 
£>£-•*) z=z W. Tum dico, si F sit functio'inuaria-
bitis, eas petiodos in W, quae sub eadem periodo fy 
ierminorum contentae stnt, i. e. generaliter tales (y> 
g^) et (v5 gx'~l~H) designante *.. integrum quemcun-
que, coejficientes eosdem habituras esse. 

Dem. Quunt periodus (Gy, *£*) identica 
sit cum hac (€>-,*), mlnores \&e.,(y, *g*), (y9 

*'£*)»•()<» ^ " ) etc,; e quibus manifesto prior 
constat, necessario cura iis conuenient e quibus 
posterior eonstat, etsi alio ordine., Quodsl ita-
que, illis pro t, u, v etc* resp. substitutis, F m. 
W transire supponitur, W' coincidet xumr W. 
At per art. 547 erit W == A + a(y, g*) + a'(y, 

g"+>)... + J(y, g*y... + a\y, ^*" x) = 
4+a(y,g*) + a'(y,g*+-*)...+ at(y, 1 ).."-• 
+ fl'(y> g*~~ *)? quare quum haec expressio cum 
^Fconuenire debeat, • coelficiens primus, secun-
dus, tertius etc. in W (incipiendo ab a) neces-
sario conueniet cum & + it0

? # + 2t0, « + 5*° etc, 
vnde nullo' riegotio concluditur? generaliter coef-
ficientes periodorum ,(y, gu)i (vig*^*), ( y ? 

gx"i"ly.:.(v)..g'*-ft),. qui svmt p+ i * y * . + 
#* + itns, 2* + „ .+ 1^.1. .^ + p + i t e

? inter se 
cohuenire debere. Q. E...B. 

Hinc manifestum est, W reduci posse ad 
^ ^ ^ + «(^.y, 1) + a'(Sy, g) ... + a F ( ^ 
S''8*'1), vbi omnes coefficientes .A, a etc. int^grl 
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grant, si omnes coSfficieutes determinat! in JF 
sunt integri. Porro facile perspicietur, si postesi 
pro indeterminatis m F substituantur £' periodi y> 
terminoram m alia periodo £y terminoruffi puta 
in (£y,- *k) eontentaey quae manifesto erunt (y? 

A£'),. (y, Vfc), (y,*"&) etc , valorem inde pro-
deuntem fore ^ + a\£yfk) "+ £'(£y?- #fc)..«•'+• 

Cetemm patet/ theorema ad eum qubque 
casum extendi posse, vbi « = 1, siue 6y = 7% 
—̂ i f scilicet hic omne^ coefficientes in JF" ae-
quales eruntf vnde W reducetur sub formam A 
+-a{Qy t i > 

351. Retentis itaque omnibus signis art» 
praec, manifestum est, singulos' coefhcientes ae-* 
quationis? cuius radices sunt £ aggrega^a,(yr *•), 
(y , ?i>)7 ( y , *") etc , sub formam talem A +: 
« ( % ! ) +"«'(ffyrg ,)."'+'.«r(ffyj ga~*J reduci 
possey atquenumeros A\ a e tc omnes fieri inte* 
grosf aequationem autem? cuius radices sint •€ 
periodi y terminoram in alia perioclo (£y, ibr) 
contentaey ex illa deriuari, si vbique in coeffi* 
cientibus pro qualibet periodo. (^*> /*") substitua-
tur ( £ ? , feK}* Si 'igitur « = i , omnes £ p@* 
riodi y terminorum determ^nabuntur per aequar 
tionem 6* gradus, ; cuius singuli coerficientes sub 
formam A + a (£y, 1 ) rediguntur, adeoque 
sunt quantitatescognitae9 quoniam 0y? i ) = 
(/z. — i? , 1) ,=• — i,- Si vero p^> 1 , coeffn 
cientes aequationisy cuius radices simt ©mnes pev 
uiodi y terminorum in aliqua periodo data £y tes> 
^oiuoFum-- contentae, quantitates. cognita« *eran% 

' Qqs 
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mmulac valores numerici omnium « periodomni 
Cy terunuiorum mnotuenmt. — Ceterum calculus 
coefficientium haruxn aequationum saepe cornW 
niodius instituitur;,; praesertim quando £/non est 
val&e paruus, si primo summae potestatum ra-
aicum eruunturr ac dein ex his per theorema 
Newtonianum. eoefficientes deducuntur, similii 
modo vt supra art, 349. 

Esc. I. Quaeritur pro n =; 19 aequatio 
cuius radices sint aggregata (6, 1 ), (6, 2 ) , (6 , 
4) , Besignando has radices per p , #', p" sesp., 
et aequationem quaesitam per' x* — A x x + J5ai 
— G = o, fit A = p + > + p" , -B = > p ' + 
pp" + p'??", C = pp'p". Hinc ^ = ( 1 8 , i > 
s= — 1; porro habetur pp' = /? + 2p' + 3p"> 
pp" = ap + 5p' + p", p'p" = 5P + P' + QP"> 
vnde J3 = 6 ( p + p ' + p") = G ( J 8 , 1) = ~ <3? 
denique fit C = (p + 3#' + 5P") />" = 5 (G? ° ) 
+ 11 •(# + p' +. /?") = 18. «• 11 = 7 5 quare-
aequatio quaesita &--f xx -— 6x—• 7 = o. —* 
.Vtendo methodo altera habemus p + p ' + p u = 
«—15. pp =2 6 + sp + p'< + 2p'% p'p' =ZZ 6 + 
sp ' + p" + ap, p"p"'== 6 + 2p" + p + sp', vnde, 
pp + p'p' + p"p" = 18. + 5 (p + ;P' + p " } = 15? 
similiterque p5 + p " + p"5 = 56 + 54 ( p + p'> 
+ p" ) == 2,- hinc per theorema Newtonianum 
eadem aequatio deriuatur vt antev 

II. Quaeritur pro, -n = 19 aequatio cuius 
3?adkes sint aggregata ( 3 ,--i >, ( . 2 , 7 ) , ( 2 , 8 ) . 
jQuihus resp. per q, q'yq" designatis, inuenitur 
q + q> + q." = ( 6 , l ) , qq> + 99" + 9"^^ = 
(% l ) + (e, 4)2 W .=•• a + (% »>> ™<H 
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retentis signis ex. praec, aequatio quaesita eritr 
•X}-\ — pxx + (P + p") x ~ 3; • p' = G 
Aequatio cuius radices sunt aggregata («2, 2 ) , (2 ? 

5')-} (2? 5)? su^. (^, a ) contenta, e praecedente 
4educitur, substituendo jjro prp', p" resy.p^p'^ 
p , eademque substitutione iterumfacta,, prodit ae-
quatio, cuius radiees sunt aggregata (2, 4 ) r - (% 
6)f. ( 2 , 9 ) sub ( 6 , 4 ) contenta. 

5.52. Theoremata praecedentia cum conse-
ctariis annexis praecipua totius theoriae mornen.-
ta continent, modusque valores radicom ii inue-* 
niendi paucis iam tradi poterit. 

Ante omnia a^ceipiendus est numerus g^ qui 
pro modulo n sit radi:r primitiua, residuaque mini* 
ma potestatum ipsius g "vsque ad g*~* ' secundunit 
modulum n eruenda. Resoluatur n ~ 1 in facto? 
res, et quidem, si problema ad aequationes gradus 
quam / infimi • reducere lubet, in factores primosj 
sint hi (ordine, prorsus arbjtrario) '̂7 £,'y.... *̂ 

ponaturque —-— = ',£y ..... g =. ' a*. ~— •'==* 

y ... ^ ==..&• etc. Distribuantur omnes radices ifc 
in « peri.qdos <z terminorum;'hae singulae rursus 
in 6 periodos & terminorumj liae singulae d.ê  
nuo in y periodos ete. Quaeratur per art. 350. 
aequatio atv gradus. (y£)., cuius radices sint-illa <$ 
^aggregata a terminorum, quorum itaque valores 
per resolutionem huius 'aequationis innotescent,. 

At Hc difficultas oritur, quum incertum vi~ 
cleatur, cuinam radici aequationis (A) quoduis: 
aggregatum, aequale statuendum sit?; puta quae-*: 
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nam radi# per (a, 1 ) , quaenam per (a, g) etc. 
denotari debeat: hui,c rei sequenti modo reme-
dium afferri poterit Per O , i ) designari pot-
est radix quaecunque aequationis (A); quurrt 
enim qucieuis radix huius aequ, sit aggregatum a 
radicum ex a , omninoque ,arbitrarium sit, quae-
nam radix ex si per [1] denotetur, manifesto 
supponere licebit, aliquam ex iis radicibus, e 
quibus radix quaecunquedata aequ, (^f) constat? 

{rer[1] expfimi, vnde illa^radix aequ. (A) fiet 
(<x, i ; ; radix [1] vero hinc nondum penitus de-
terminatur, sed etiamnum prorsus arbitrarium 
seu indefinitum manet, quamnam radicem ex iis 
quae ( % 1) cohstituunt pro [1] adoptare veli-
frms. Simulac vero (#,, 1) determinatum esr, 
etiam omnia reliqua aggregata a .terminorum 
lationaliter inde deduci poterunt (a r t 346). 
Hinc simul patet, vnicam tantummodo radicfcm: 
|>er huius resolutionem: eruere oportere. — Pot-
esi etiam methodus sequens, minus directa, ad 
liunc finem adhiberi Accipiatur pro [1] radix 

kP kP 
determmata, i. e.iponatur [1] === cos — -f-z sin —, 
tntegro k ad lubitum electo, ita tamen vt per n 
tipn sit diuisibilisj quo facto etiam [2], [5] etc. 
radices determinatas indicabunt, vnde etiam ag-
gregata ( a, 1 ) , ( a,1 g ) etc. quemtitates determi-
natas designabunt. Quibus e tabulis sinuum leiii 
tantum calamo computatis, puta ea praecisie-ne ?. vt! 
quae maiore quaeue minora sint decidi pbssit > nul-
lum dubium superesse poterit, quibusnam signis 
siogulae radices aequ. (A) sint distmguendae. 

Quando hoc modo omnia * aggregataa ter~v 
toinorum innenta sunt, inuestigetur pfes? art. §§#. 
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aequatio .(j8) £u gradus, cuius radices sint'% ag-
gregata b terminorum sub (ay i ) contenta; co*. 
efficientes huius aequationis omnes erunt quanti* 
tates cognitae» Quum adhuc arbitrarium sit, 
quaenam ex a ==,'• Gb radicibus sub ( a , i ) con«< 
tentis per. [1] denotetur, quaelibet radix data 
aequ. (B) per (£>, 1) exprimi poterit, quia raa* 
nifesto supponere licet, aliquam b radicurn e quw 
bus composita est per [1] denotari. Inuestigetur 
itaque vna radix quaecunque aequatjonis (B) peu: 
eius resolutionem, statuatur = (&, .1), deriuen-» 
turque inde per art. 346 omnia reliqua aggre*-
gata b terminorum. Hoc iriodo simul calculi 
confirmationem nanciscimur, quum semper ^ea 
aggregata b terminorum, quae ad easdem perio-
dos a terminorum pertinent, summas notas. con-r 
ficere clebeant. —. In quibusdam casibus aeque 
expeditum esse potest, «• —- 1 alias aequationes 
€il gradus eruere, quarum radices sint resp. sin-. 
gula £ aggregata b terminorum in reliquis perio-
dis a terminorum, (« , g)iXai SS) e tc- conten-
ta, atque omnes radices tum harum aequationum 
tum aequationis JB per resolutionem inuestigare: 
tunc vero simili modo vt supra adiumento tabu-
lae sinuum decidere oportebit, quibusnam pe-
riodis b terminorum singulae radices hoc modo> 
prodeuntes aequales statui debeant. Ceterum ad 
hocce iudicium varia alia artificia adhiberi pos-
sunt, quae hoc loco complete explicare non ,li-
cetj vnum tamen, pro eo casu vbi £ = 3 , quodl 
imprimis .ytile est, ac per exempla breuius quana 
per praecepta declarari poterit, in exemp% 
sequentibus eognoscere licebit 
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Postquam hoc modo valores omnium * Q ag-
gregatorum b tcraiinorum inuenti surit, - prorsus 
simili modo hinc per aequatiouum y11 gradus-
omnia «fy aggregata c terminorum determinari 
poterunt. Scilicet vel vnarn aequationem ytJ gra-
dus cuius radices sint y aggregata c terminomm 
sub {£>, i) contenta, per art. 550 eraere? per 
eius resolutionem vnam radicem quamcunque eli-
cere e t ' = (cr\) statuere, tandemque, hinc per 
art. 546 omuia reliqua similia aggfegata dedu-
cere oportebit} . vel simili modo omnino c& ae-
quationes y'1 gradus euoluere, quarum radices 
sint resp. y aggregata c \ termmorum in singulis 
periodis b terminorum contenta, valores omni-
um radicum omnium harum aequationum per 
resolutionem extrahere, iandemque ordinem ha-
rum radicum permde vt supra adiumeritotabu^ 
lae sinuum, vel, pro y = 2, per artificium in-
fra in exemplis ostendendum d,eterminare. 

Hoc modo pergendo, mariifesto tandem 
ft I 

orrinia —j— aggregata { terminorum habebun-
turj euoluendo itaque per art. 548 aequatioriem 
C gradus, cuius radices sint £ radices ex ci m 
(£, 1) contentae, huius coefficientes omnes emnt 
quantitates cognitaej iquodsi per resolutionem 
vria eius radix quaecunque elicitur, hanc = fi] 
statuere licebit, omnesque* reliquae radices a per 
Huius potestates habebuntur» Si'magnis placet^ 
etiarii omnes radices illius aequationis.per reso-
lutionem erui, praetereaquae per solutionenl 

___ : •]_ aliarum aequationum £* gradus, quae 

resp, omnes g radices w sitigulis relio^uis perio-
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dis £ terminorum contentas exhibent, omnes re-
liquae radices U inueniri poterunt. 

Ceterurd patet, simulac prima aequatio (A) 
soluta sit, siue simulac 'Valor.es onlnium « aggre-
gatorum a terminorum habeantur,' etiam resolu-
tionem functionis X in « factores a dimensio-
num per art. 548 sponte haberi.; porroque post 
solutionem aequ. (J3), siue postquam valores 
omnium *£ aggregatorum b terminorum inuenti 
sint, singulos ilios factores iterum in •£, siue X 
m «ff. factoresj? dimensionum resolui etc. 

555. Exemplum primum pro n = •• .19. 
Quum hic fiat n— 1 == 5.5.2, inuentio radi-
cum a ad solutionem duarum aequationuni cu-
bicarum vniusque quadraticae est reducendas 
Hoc exemplum eo facilius intelligetur, quod 
operationes nece^sariae ad maximarn. partem in 
praecedentibus iaiii sunt contentae, Accipiendo 
pro radice primitiua g numerura 2, residua mi-
niraa eius pOtestatum haec prodeunt (exponen-
tes • t potestatum in serie prima residuis sunt su-< 
prascripti), 

0.1.2^5. 4. 5.6. 7.8. $.10.11.12.15.14.15.16.17 
1.2.4.8.16.15.7.14.Q.18.17.15.11. 5. 6.12. 5.10 

Hinc per artt. 544, 545 facile deducitur di-
stributio sequens omnium radicum & in tres pe-
riodos senbrum, harumque singuiarum JJI ternas 
bjmoyum teyminQXum; 

http://'Valor.es
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(18,'x) f 
(^x)j 

(6,2) 

(b,4) 

<», 
( 2 , 

(*f 
<*, 
( 2 , 

(.», 
f*, 
0», 
<a, 

i ) , . 
8 ) . . 
7 ) , . 
i i ) . . . 

16) . . 
14-)-. 
4 ) . . 

13 ) . . 
fljv 

• [ l ] , [ l 8 ] 
..[8], [11] 
•[ ' / ] , [ iaj 
•Ifl],[i7j 
. [3] , [16] 
. [5] , [14] 
• l4J,Ci5] 
•16], [13] 
•19], [10] 

Aequatio (^f), cuius radices sunt aggregata 
.(6, i ) , (6, 2), (6, 4 / , inuenitur x* -f xx -r-
6;£ — 7 = JO , cuius vna radix .eruitur = 
1,2218761625, Hanc per ( 6 , i), exprimendo 
fit (6, 2) = 4 — ( 6 , . i ) * = 5,507018-6441, 
( 6 , 4) == - r \ d . ' — (6 , !)••+. ( 6 , i ) a = — 
»,»851424818. Hinc .X" in tres factores 6 di^ 
mensionum resoluta «rit, si M yalores 111 art. 548 
substituuntur, 

Aequatio (U), cuius radices sunf aggrega-
ta (2, 1) , (2, 7) , (2, 8) , prodit haec ^c3 —. (6 
1) xx + ((6, 1) + (6, 4)) x —•&.— (6,2) 
s= o siue 

x* +> 1,2218761625^ — 5,5^70.186441* — 
4)507° 186441 = o 

cuius vna radix «iicitur — 1,3545651455, quam 
per ( 3 , 1) exprimemus. Per methodum art 546 . 
autern TOueniuntuf aequationes sequentes, vbi 
breuitatis caussa q pro i s , 1) scribitur; (2, 3) ==. 
99 — 2, (2 , 5) = <f — 5q9 (2, 4 ) = q* - ^ 
4(79 -M? (»,$>•== V _ 5 ^ - + ^ ? ( % ,@ } V^ 
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q* ~_ 6<^ + Qqq — a , (», 7) = q* . - 7«f 
149* — 7q, ( 2 , 8 ) = ^ •— 89" '+ 209* _ 
1699 + 2 , ( 2 , 9 ) = 9»••_ 997 4. 379rf _ 
5°9? *+- 99» Commodius quam per praecepta 
art. 546 hae aequationes in casu praesenti per 
reflexianes sequentes euolui possunt. Supponen-

ip h P 
do [1] = cos — + i sin —, fit [18] = 19 19 - L J. 
cos —— + z sm •-•= cos 1 sin - - , 

*9 , 19 19 19^ 
kP 

adeoque ( 2 , 1) = QCOS—5 nec non ge-
' 'hkP hkP 

neraliter [\] = cos - - f z sin -—-, adeoque 
( a , . * ) = [>.] + [isx] = [A] + [ _ Aj _ . 
scos £ Quare si> \q = cos « , erit ( 2 , 2 ) 
= 2cos2", ( 2 , 3 ) = acos5» etc , vnde per ae» 
quationes notas pro cosinubus angulorum multi» 
plicium ^aedem f ormulae vt supra deriuantur. —. 
lam ex his formulis valores numerici sequeiites 
eliciuntur: 

(3.3) = —0,1651586909 
(2,5)5= 1,5782810188 
(2.4) = —1,9727226068 
( 2 , 5 ) = 1,0958965162 

( 2 , 6 ) = 0,4909709745 
(2,7) = —1,75894,75034 
( 2 , 8 ) = 1,8916544854 
(2,9) = - 0,8055908495 

Valores ipsorurn ( 2 , 7 ) , ( 2 , 8 ) etiam ex ae-
quatione i-S), cuius duae reliquae radices sunt5 

elici possunt, dubiumque,, vtra harum radicum 
fiat ( 2 , 7 ) et vtra ( 2 , 8 ) , vel per calculuna 
approximatum secundum formulas praecc, vel 
per tabulas sinuum tolletur, quae obiter tantum 
eonsultae ostendunt, fieri (_j? 1) = acos»-po« 
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tiendo *-."== — Py vnde fieri oportet ( 2 , ? ) =s 

seos i^P- . -= scos - I P , et (2, 8 ) = a c o s M p 
19 19 J-9 

5= 2cos-^R — Similiter aggregata (2, 2)*, (2 , 
19 

3 ) , ( 2 , 5) etiam per aequationem J;* — (6, 
;») zj: + ( ( $ , 1) + ( 6 , 2 ) ) * — 2 — ( 6 , 4 ) 
*s= o, cuius radices sunt, inuenirejicet, mcerti-
iudoque-, quaenarn radices illis ., aggregatis resp, 
aequales statuendae smt, prorsus eodem modo 
yemouebitur, vt ante*, et perinde etiam " aĝ -
Vregata (% 4>> (3> 6 ) ? K 9) P e r aequationem 
*» ~ ( 6 , 4 ) ^ + ( (6 , 2 ) . + ( 6 , 4 . ) ) * — a 
w_ (6, 1) == o elici poterunt 

Denique [1] et [18] sunt radices aequatio-
j ^ s ^ — , f 2 , 1)> 4" i ===0, quarum altera 
fit = | ( 2 , " : i ) + z'v"(i - - f f s , l ) 2 ) = | ( 2 , 
1') + zy^CS - iiQ, s))? a l t e r a = r ( s 7 ! ) — 
2y^(?— 4 ( £ ? £ ) ) ? ^ n C valores numerici =3 
— 0,6772815716 ± ; o,7557259107z'- Sed^cim 
radices reliquae vel ex euolutione potestatum 
Vtriusuis harum radicum^ "yel e solutione octo 
aliarura similium aequatibnum dednci possunt, 
vbi in methodo posteriori vel per tabulas sinuum 
vel per artificiuxn in ex, sq. eXplicandura deicidi 
debebit, vpro vtra radice parti imaginariae 
signum pdsitiuum et pro ytra negatiuum praefi-
gendum sit. Hoc modo inuenti sunt valores 
sequentes, vbi signum superius radici priori^ 
inferius jaosteriori respondete supponitiir* 
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fi3 et [18] = —• 0,67728157 l6 ±-0,7557359107^ 
[2] et [17] = — o,o8s5793455 + 0

?996584495°2 
[5] et [16] = 0,7891405094 +_ 0,61421271272 
(4].et [15J .= — 0,9865615054 ± 0,16459459052 
[5] et [14J == 0,5469481581 + 0,8571-6647 85* 
[6] et [15J = 0,245485487! , ± 0,96940026592 
[7] e t [ is] = — 0,8794757512 47 0,47594759502 
( 8 J e t [ i i ] = 0,945817^417 -f 0,52469946922 
[9] et [10] = — 0,4016954247 ±0,9*577352672 

554. 'Exemplurn secithdum pro n '== '17, 
Hic habetur n — 1 = 2.2.2.2, quarnobrem cal-
culus radicum Q ad quatuor aequationes quadra* 
licas reducendus erit. Pro radice primitiua Mc 
accipiemus numerum 5 , cuius potestates residua 
minima sequentia secimdum modulum 17 suja* 
peditant4. 

p«t3. 5. 4.5. 6\ 7. g. 9.10*11.13.15.14.15 
1.5.9.10.15.5.10.1^16.14. 8. 7-4.12. '2»-6 

Hiiic emergunt distributiones sequeiites com-
|>leXus D. in periodos duas octonorum, quatuor: 
c[uaternorum? octo binorum terminorums 

9)0 

/ ( 2 , l ) . . . [ l ] , [ l 6 ] 
' V ( a , i 3 ) . . . [ 4 ] , [ i 5 ] 

( 2 , 9 ) . . . [8 ] , [ 9] 
(2,15). . , [2] ,[153 

. / ( 2 ; 5)- - [5J5 [14l 
3 ; V(2 ? 5)».[5],U»] 

. / ( 2 , 1 0 ) . . . [ 7 ] , [10], 

°A(2? l l).„,.[6j?[iiJ 
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Aequatio £a0, cuius radices sunt aggregata 
(8? i),'(•&*» -5),.- per- praecepta art. 551 inueni-
tur haec xx ;«f # — 4 = 0 ; " huius radices com-
yutantur — § + I y V = 1,5615528128, et 
-~ 3 — f / V ' = —. 2,5615528138? priorem sta-
tuemus == (8 , 1), vnde necessario posterior po-
aenda erit = ( 8 , 3)« 

Pprfo aequatio, cuius radices sunt aggregata 
(4 , 1) et (4, 9 ) , eruitur Jiaec (B): xx —> (8? 

z \ x — 1 = oj huius radices sunt I ( 6 , ' 1 ) 
± J A 4 + (8, 1)*) = S(8, 1) ± i/C-i» 
+ 5 ( 8 , i ) + 4 ( 8 5 5)}j eam in qua quantiiati 
radicali signum positiuum tribuitur, et cuius va-
lor numericus est 2,0494811777? statuemus = 
( 4 , i ) s vnde sponte altera, vbi quantitas radica-
lis negatiue sumitur et cuius valor est „>— 
0,4879285649, per ( 4 , g) exprimi debebit 
Aggregata autem reliqua quatuor terminorum, 
puta ( 4 , 5) et ( 4 , 10) duplici modo indagari 
possunt/ Scilicet primo per methodum art. 546, 
quae formulas sequentes suppeditat? vbi ad ab-
breuiandum pro ( 4 , 1) scribitur p: 

( 4 , 5)~= — | + 3 p — Jpi = 0,5441507514 
(4, io) = | + Qp —pp — ip* = — 2,905705544® 

Eadem inethodus etiam hanc formulam 
iargitur (4., 9 ) = —- I .-— 6p + pp + p*, vn-
<de valor idem eiicitur quem ante tradidimus. 
iSecundo vero aggregata, ( 4 , ' 3 ) , ( 4 , 10) etiam 
jper resolutionem aequationis cuius radices sunt 
ieterminare licet7 quae aequatio fit xx — (8? 

fc)* '-«— *' s s o, vnde eius radices sUnt I ( 8 , $ ) 
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± lv^04 + ( 8 , 5) 2 ) , . s iue 1,(8, 5 ) + Zy/~(i* 
+ 4 ( 8 , i-).+ 5 (8, 5)) et 1 ^ ( 8 , 5 ) — I / \ i ® 
+ 4 ( 8 , 1) + 5(8 , .5) )$ dubium vero, vtram 
radicem per ("4, 5 ) et vcram per ( 4 , 10) ex-
primere oporteat. per artificiurn sequens cuius 
mentionem iri art. 552 iniecimus tolletur. Euol-
uatur .productum ex ( 4 , ,1) — (4 , 9) m (4, 
3) — 4 , TO) , vnde emergere inuenietur 2 ( 8 , 
1) ,— 2 ( 8 , 5) *) j iam huius expressionis, valor 
manifesto est positiuus puta = + Si/^17'., prae-
tereaque etiam produCti factor primus"(4, l ) - — 
•(4?. 9 ) p.ositiuus est puta = + Y^(J2 + 3 (8 f 

1) + 4 ( 8 , 5 ) ) , quare necessario etiam alter 
factor ^ 4 , 5) — ( 4 , 10) positiuus esse debebity 

et proin ( 4 , 5 ) radici prioriin qua~ signum: 

positiuum radicali praefigitur, et ( 4 , 10) poste-
riori aequale statui. Ceterum hinc iiderri valo-
r.es numerici deriuantur vt supra. 

Cunctis aggragatis quatuor terminorum Irv 
uentis progredimur ad aggregata duorum termi-
norum. Aequatio (C), cuius radices sunt haec 
( 2 , 1 ) , (2 ? 15), sub ( 4 , 1) contenta, eruitur 
liaec xx — ( 4 , i)x+ ( 4 , 5) = o; huius ra-
dices sunt f (4, 1) +_ lsf.{— 4 (4, 5) + (4, i) l> 
siue 5(4, i) ± |V^(4 + (4,9) _ 2(4, 5)),- eam vbi 
quantitas radicalis positiue suraitur et cuius valox 
reperitur = 1,8649444588, statuimus = (% i)? 

vj Vera indoles huius artificii in eo consistit, quod a priori 
praeuideri poterat, hocce productum* eUolutum>aggregata 
quatuor terminorum nou c/mtinere sed per sola, aggregata 
octo terminorum exhiberi posse, cuius» rei rationexu hic 
breuitatis; eaussa praeteieundam neriti facillinae deprehem-i 
fient, 

Rr-5 
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vncle (2, 15) aequale fiet alteri, cuius valor = 
0,1845367189. — Si. aggregata reliqua duorum 
terminomm per metliodum art. 546 inuestigare* 
placet, pfo (2 , 2) , (2 , 5) , ( 2 , 4 ) , (2 , 5 ) r (2, 
6) , • (2, 7) , ( 2 , 8) eaedem formulae adhiberi 
poterunt, quae in ex. praec. pr.o. quantitatibus si-
militer disignatis tradidimus, puta ( 2 ; a):, (si-
ue (2 , 15)) , = (2 , i ) 2 — 2 etc.: Si vero 
magis arridet, binas per resolutidnem aequationis. 
quadraticae computare, pro his (2, 9 ) , (2, •, 
15) inuenitur aequatio xx — (4 , 9) x + (4, 
16) = o , guius radices euoluuntur 5(4 , 9) +: 
I\T( 4 + (4 5 15) ) 5 <luo pacto vero signum am-
biguum hic definire oporteat, simili rnodo cleci-
detur vt supra. Scilicet per euolutionem productr 
(2 , i ) ^, (2 , 15) in (2, 9) — (2 , ,15) pro-
ctucitur -^. (4 , i ) + ( 4 , 9 ) —. -(.4J 3) + (4? 
10)5 quod quum manifesto sit negatiuum, factor 
(2 , I ) -r- (2 , 13) vero positiuus, necessario (27 

9}--* (2, 15) negatiuus esse debebit, quocirca 
in expressione ante data signum superius positi-
uurh pro ( 2 , 15), pro (2, 9) inferius negatiuurn 
adoptandum erit Hinc computatur ( 2 , 9 ) =5 
— I , 9659461994, ( 2 , 1 5 ) == 1,4780178344-
— Perinde quum ex euolutione producti ex (2, 
1) —, (2 , 13) .111.(0, 3) — (2, 5) prodeat (4, 9 ) 
.— (4, 10),, adeoque quantitas positiua, factorern, 
( 2 , 5 ) __, (%- 5) positiuurn esse concludimus§ 
hinc simili calculo vt ante instituto inuenitur 

(a, 3) = I(4? 5) -f l /*(4 + (4?1 10) _ % (4? 9)) =3 
0,8914767116 

\h5) = 1,4, 31 — 1^(4 + (4, xo) — 9(4,9)) « 
— 0,5473259801 



651 

Denigue per operationes omnino, analogas eru>; 
itur 

(2, 10) = I (4, 1.0) — 1 ^ ( 4 + (4, g) — 2.(4," L ) ) 
— ~ 1,7004542715-

( s , 11) . = | ( 4 5 1.0) + |V^(4 + (4,5) — 2 ( 4 , 1)) 
= — 1,205269,2728 

Superest yt ad radices & ipsas descendamus. 
Aequatio (D) cuius radices sunt [1] e t , [ i6 j pro-
dit xx — , ( 2 , 1 ) x + 1 — o , vnde radices 
f C V 1 ) l f c I \ A ( 2 , i ) a — 4 ) aut potius %f{Q>i 1), 
+ z . /X4 — ( 2 , 1 )*) siue I .(;&, 1) + I z*</"( 2 ~— 
(2, 15))^ signum fsup.erius p.ro [ i j , inierius, pro, 
[16] adoptamus. Quatuordecim reliquae radices 
vel per potestate? ipsius [1] habebunturj vel per. 
resolutionem septem aequationum quadraticar 
r u m , quae sinexilae binas exhibent, vbi incerti-
tudo de signis quantitaLum radicalium per idem, 
artiiioium tolli poterit vt in praecedentibus. Ita 
[4] et [ 15+ sunt radices aequationis xx — ( 2 , 
15) x + 1 = o , adeoque 2 ( 2 , 15) + \i\f(a, 
-— ( 3 ? 9))5 per-euolutionem producti ex [ l j — 
[16] in [4] — [15] autem prodit (2 , 5 ) — (2, 5 ) , 
adeoque quantitas realis negatiua , quare quum [1} 
—.. [16] sit + z\/~(2 — (2 , 1 5 ) ) , i. e, productum. 
ex imaginaria i in realem positiuam, eliara. ["4} 
-— [15] esse debet productum ex i in realem. 
positiuam propter ii = — 15 hinc colligiLur, 
pro "[4] signum superius, pro [15] ^inferius acci-
piendurn esse. Simili modo pro radicibus [S] et 
[9] inuenitur -£f2, 9 ) + \i-sf^.— f 2, 1 \), vbi, 
quoniarn productum ex j 1] — [16] in [8] —• 
[9] fit ( 2 , 9 ) — ( 2 , 1 0 ; adeoque negatiuum, 

Rr 4 



632 

pro [8] signum suptnius, pro ['()] tnf*»rit*s nrd-
pere oportet Computando piMunlc ra*hc«'s HMI-
quaSj sequentes valoros uumoricos ootinenuK» vbi 
radicibus prioribus sigua suprvinr.i, posiwioiilms 
inferiora respoudere sulnutrih^vraium **ht: 

M , C16] 
M» [15J 
[5]» [14] 
M , [ i 5 J 
EfiJ, [12] 
[ 6 ] , [11] 
! > ] , [10J 
C8J, [ 9J 

0,932,J.7J22U4. •"<" t),'*fii2'') i n h f i i i 
o,7")tjuoS«j 1 7 : - I " u,n_-",tn|*iti j y t i 

. o,}..|.o7^H",.-,-,s +• o , H U f - t l r r : i j t , } { 

0 ;OU22t>^llU') +; o,Mu-i7')f I7?r; i ' 
, — 0,27",00^(]Mnl -r o,i|Ol K2. j f i | )»r 
. — 0,0020--, jn-,() j , 4~ O, ; ' I I . ^MI " i i ; * v 

0 ,8502171" 'i7 -f- ( t , ' i . ' " j " : ! f u t j ? 
— o?982y73o^u7 ± 0,1^7-1^17^1 

Possent quidcm ea quae in praerr» MIII? tr«i« 
elita ad solutionem aequtitmms «r* — ,t •.. o 
adeoque etiam ad Imumtumwu tuitt thmmn tri-
gonometijcarum arcubus «u» pftipht** ut uuu» 
snensutabilibus rtt.spotmVmium sum«*n«*; au<tu«rjtt 
propter rei grauituttmi, hm*m hutr ihMpiisjumu 
imponere nou po»*umuv> cjoi« autnt »*s SIM ;»:?,» 
copia quum oksimjatitmum Imt dt^wnmnnm il-
lustrantium tum posititmum t4 ainumm v«*J imk 
pendentium quaettam hic itmwnumufc. Inu^t 
quae talia potissimum v%wim*, <jua#» v,n« 

• magno aliarum dkquiMtttmutit apparahi •it̂ nlu*** 
re licet, aliterque ea nmMtifrari ftuBm^ tpjttm 
•vt specimina huius ampli^tmittt doiumitt*, iri 
fastemm copiose pertraiumtW. 
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555. Quum n semper supponatur irnpazy 
erit 1 inter factores ipsius n -_. 1," cornplexus-
que n ,ex f (72 — 1) periodis duorum te rmino-
m m formatus. Talis periodus, vt (2 , A )? e ra-
dicibus |>] et [>gJ^n~1^] constabit, denotante g 
vt supra radicem priniitiuam quamcunque pro 
modulo 72. Sed iitgl'^^1) ~~~ •— 1 ( m o d . n) 
adeoque *gZ(.n~~) z~~ — x (V. art 6 2 ) , vnde 

[xgz(-n * L)~ ~E [ — A ]. Quare supponendo I"A] = 
kP kP kP 

cos — -f- z sm —, et proin [— *]" = cos — 
kP kP 

— z sih — , fit aggregatum (2 , *) = ncos — -
"Vnde hoc loco hanc tantummodo conclusionem, 
deducimus, valorem cuiusuis aggregati d u o r a m 
terminorum esse quantilatem realem. Q u u m 
quaeuis periodus, cuius terminorum mulutudo 
par = s<3, in a periodos binorum terrniriorura. 
discerpi possit, patet generalius, valorem cuius-
uis aggregati cuius terminorum multitudo pa r 
semper esse quantitatem realem. Quodsi i taque 
in art. 552 inter factores «*j C, y etc binarius ad 
vltimum locum reseruatur, omiies opefationes 
vsqutedum ad oggregata duorum te rminorum 
perueniatur per quantitates reales absoluentur, 
imaginariaeque tunc demum introducentur, quan« 
do ab his aggregatis ad radtces ipsas p rogre -
dieris. 

556. Summara attentionem rnerentur ae-
quationes auxiliares-, par quas pro quolibet va~ 
lore ipsius n aggr;egat§ complexum d oomsti-
tuentia determinantur, quae mirura in m o d u m 
cum prpprietatibus maxirae reconditis n u m e r i 72 

Kr5 
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connexae sunt." Hoc vero loco disquisitionem ad 
duos" casus sequentes restrmgemus: primo de 
aequatione quadratiea cu.ius radices sunt aggre-
gata'\|('7z — i ) terininorum, secundo , pro eo 
casu vbi 77- — i factorem 5• impricat,- de cubica 
cuius radices sunt aggregata"|(«. .—- 1) termi-* 
norum. agemus^ 

Scribendo breuitatis caussa JTI pro | ( r a ~ - i j 
€t designando .per g- radicem primitiuam quam-
cunque pro, modulo n, complexus ii e duabus 
periodis (m, 1) et (~mrg) constabit, continebit-
que fmor radices [1], ;[gg], [g4]'> •>[g,~r*h P° J 

sterior' has [g], [g* ] , [g r].. . . . [g-11"*].. Supponen-
do residua minima positiua numerofum gg9 

•g* . ^ yg*~~,i secundum moduluro -n, esse, ordine 
arbitrario, R, R', R" etc.j nec non re,sidua ho-
rum gr g5, g5 ...."• g,n~J' haec Nr N'% N"- etc, 
radices e quibus (OT, 1) constat conuenient cum 
his [1], [R], [R1], [R"] etc, radicesque periodi 
(m, g) cum his [N], [N], [N"] etc. lam, 
patet, omnes numeros 1, 71," R'} R" etc esse 
residua quadratica nunierr n, et quum omnes 
diuersi ipsoque n minores sint ipsoramque mul-
tifudo •'•''= .f(7z —- 1) adeoque multitudini cun-
ctoxuni -residuorurn positiuorum ipsius n infra n 
aequalis, haec residua currx illis numeris omnino, 
conueriient. Hinc sponte sequitur, omnes. nch 
nieros 7V, N, N" «etc,, qui tum anter se tum 

,ab. ipsis 1, R, -R»-- etc diuersi smit, et cum. his 
simul sumti omnes numeros 1, %, 5 . . . n — 1 
exhauriunt, cum omnibus non residuis quadra* 
ticis poskiuis ipsius n infra n conuenire debere. 
Quo.dsi iarn supponitur, aequationem cuius xa-
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dices sunt aggregata, (m, i ) , (772, £ ) . esse aa? 
—•• f̂a; 4 J3 = o, fit ^ ==;(»2 4 1 ) 4 (m,,gy 
= -— 1, 5 = (772, 1) x ( m, g-). Productum 
ex ' (m ? 1 ) , in (77?,, *#) per art, 545 fit = (772, 
iV 4 1) 4 .(/7?,- iV 4 1) 4 (m, iV" 4 1) 4 
etc. : = W; atque_ liinc reducetur sab formanl 
talem ^(772, o) 4 &(m, 1) 4 > ( m , g). Ad 
determinationem coefficientkmi a, 6, 5/' obser-
uamus, primo, fieri * 4 ff; 4 y = 77̂  (scilicet 
quoniam multitudo aggregatorum i n / F e s V = 
772)3 secundo, esse £ = y (hoc sequimr ex art. 
350 quum productum (m, i) >< (mp g) sit functio 
inUrtriabilis aggregatorum ( m , ' i ) , (TW, g-j, e 
quibus aggregatum maius (72 — 1, 1) compo-
situm est),\ tertio, .quurrs omnes numeri iV 4 I, 
JV' 4 1, N" 4 1 etc. • inira limites 3 et 72 4 1 
excl. contineantur, manilestum est, vel nullum 
aggregatum in W ad (72, o) reduci adeoque 
esse. « = o, quando inter numeros iV, iV, IV" 
etc. non occurrat 72 —. 1, vel vnum puta (ra, 

'.»•),_• et proin haberi > = 1, quando >z —. 1 in-
ler numeros iV, JV, iV" ,'etc;. repersatur, Hinc' 
eoHigitur, in casu priori fieri & = q, 6 = 'y 
== Im, in posteriori u = i , X = > F | ( m 

• •— . 1 ) , simul hinc sequitur, . quum numeri € et 
y necessario fiant integri, casuro priorem locum 
habere, siue n -^. 1 (aut quod idem est __ 1) 
inter non residua ipsius n non reperiri, quahda 
772 sit par siue 72 formae ^k 4 15 casum poste-
riorem vero adesse, siue- 72—_ 1 aut— 1 intermon 
residua. ipsius n reperiri, quoties ra sit irnpar-
siue 72 formae 4/b 4 5 *), Hinc productum 

*) Hoc modo • naqti samu? deraonstrationeua nouam ikeoxemn-
tisx .-—• 1 ©sse re«du.um omuiunr aamerormn j)iimoru,m 



tguaesitum fit, proptcn* ( w , o) = m , ' w , i > ~f 
(nij g) s= —. i , in ra*u prioti :.—• —- j m , in 
posteriori = lurt -f i ) , auViHju»* cn-tpj.itio 
cniaesita in illo cnsu j-.r -f x — *•'« — n 
= o , cuius radiccs sunt — ,! -f T

 s ".v, iu i:on 
vero JTX ~f x + J ( w f I J — o , tuius i.iaitvs 

• Quac-cunqu.» itaqiu» radix ex il prn "{ ' a«.o-
ptata est, clifft.nvutia iutf-r .suuuu.t^ '-• \:K\ w 
X QJt], vhi pro ,SJ£ tnuuia residua nio t̂* ntn .na 
non tv-iclua quadratica ptwlina in^ius ,v i n h a /* 
substiturnda suut, erit -- •-; f / / ; , pi-u « - r, 
eL = ; f /y //, pro /• 1 * 5 i mod. 4 •. I \ ? T n**n 
hinc iucile vsequitur, (lcnolautt» K inti*»rum tm**m<-

cunquc per // uou diuisibiltun, nVri ?„ rrsv 

— >. cos ™ -f v- n et 5: .sui • __ 

v . MP 
X siti • •-• ~~ o pro /7 . ; 1 juc-.i. .« ; (tiuir.i 
pro n. ~Z •*; fmud. 4} diifVtvntian» ilV:a .-™ • •.„ 
hanc = +• y" / / , qnao th fo tvuu ta n i f f t c r <•;<»-
gantiam suam *.alde sttut uituntiiatn.v.. (.Vtt*-
rum obsoruamus-, j i^ua Mtptuio.a *-*-*n,»*•*- w V n * 
quantlo pro /c act/ipittLur vnilus ;mt »t-m*i..,•-,;, j«.~ 
siduum quadraftrum ipsiu»; ru iniVim.a t-u.jndo 
pro A: non rcsiduum -'.sMuu.iUn', iwt j-,»;; •i.,-,ui» 
tlieoremata salua vt»l potius aucta C - V ^ J ; L . I M U 

rormae 4 I f I , n o n r i ^ a . n u m bror-j.»» fn.ir.it- 4 k ~h 

3 , fjnn«t inpra, ( a r t , K . J , i o t ) , -^fJ2 IAJ ; , j .vai.fcni J : M -

di» duicrf if cAtnproh.-itum iw.t. &» , l : 0 f a ftri..!c.( ; r i sjjri-,„ 

r«»na oupponf r» , is.us ,„r< n u i u i f » . « ' , a . I a,«?;<;.: -,,??:. 

duoruiu r a s m u dtu«r*ciiu,rj rittf 1 «u,rts"t,iU35 r*!iou<-i«» ht t i**? , 

•juod e , y taj;a j>«* «c iiujit j j j togj j . 
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etiam ad -valores quosuis compositos ipsius n ex-
tendi posse: sed de liis rebus quae ahioris sunt 
indaginis hoc loeo tacere earumque eonsideratio-
riein ad aliam occasionem, nobis reseruare opoitet 

7)0,". Sit aequntio ///'"•0-raclus, cuius radices sunt 
m radiees in periodo (m, 1) eontentae haec xm 

a.rm'~t -f fKr.'u"x — ctc. = o siue z = 0. eritque « 
= Cm, 1 ). Mngulique reiiqui coeffieientes b etc, 
sub iorma t,ili % + Sb\/;/, 1) -f- @(m, g) com-
prehen>*u ita u 2C, 35, (5 Miit inte^ri (art. 548)5 
denolanduquo per r.' mnd.iouem, in quam z 
trau»it. si pro ( m , 1) vbique substituitur (m^ g)7 

pro (w ,£») \ero (///,».«{) siue quod idem est 
(///, 1 ) , radices arupmtiouK c = o erunt radi-
cvs in (/;;, g) coutentae, prwductumque zz' = 

=̂r A*. Potest itaque z ad fomiaxn talem 

/{ -f 4V(w, 1) -j- 7 \ m , g) reduci, \hl 71, .S1, T 
erunt Futuliones- inte^rae ipsius .r, quarum 
omnt'< coelficientes etiam integri eruntj quo facto 
habebitur z* = / i -f .V(///, g-) 4. A ^ j 1 )• 
Hinc fit scribeudo breuitatis caussa//et. r/pro (m, 
1) et m, g) resp.j 2~ = s/i + (,V + I'i (p + c/) 
— f 7' — ,y) (;> — 7) = 2/t — S — T — (T 
,— .v\ (/> „. 0 similiterque <2z' = i / t — 51 — T 
+ ( /*— ,s) (/; — <y), vndii ponendo iH — S —« 
,7' ^ - >', 7'«— .V = Z , fit >\.X = i i ' — (/? —. 
/ / , J / X , adeuque quum (/; — </) * = + «, 4-X 
= 1 T 4- n'/.'/.. M»UO superiori valente quando 71 
est fiunut» .{/; + 1, iuieriori quando /s formae 
4/; -f* ?»• ^ ° c <-»st theorema? tatius demoustra-
lionem supra (arL 124) polliciti suinus, Ter-
miuus duus suntmos fuiictionis F semper fieri 
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ax™< + a f - 1 ? summumque functionis Z , xm~x 

facile perspicietur; coefiicientes reliqui^ autem, 
qui. maniiesto omnes erunt integri , variant p ro 
diuersa indole nurneri /z, nec formulae analyti-
cae generali subiici, posstmt, 

-Ex> Pro n = 17 aequatio cuius radices sunt 
octo adices in (8? 1) contentae per praecepta-art* 
548 eruiiur x — px + ( 4 +/? + iq)x* .— ( 4 p 

+ 3<7>f + (6 + 3P + 5 ^ ) ^ 4 — C4P + 5<7>? + 
( 4 + /? + iq)xx — px + 1 = o ? -v_.de R = 
x-- + 4.X' + 6 J : ^ + 4x2; + 1, «S" = — ^ 7 + 
„•" '— 4^" + 5JC'+ — atx'i -\r xx — x7 T = 2X6 

—* 32 + 5X' ~— S^3 + ^ i^? a t q u e &i n c ^ ^ 3 

2;c ; + ;E7 + gjc* + 7X\ + 4 ^ : + 7x* + 5 ^ 
+ # + 2 , Z = a;r + x6 + ^ 5 + 2_"4 + x* + 
## + #. JEcce adhuc alia 'quaedatn exenipla: 

5 
5 
7 

11 

13 
I 

19 

Y 

2X + I 
2A'3? -f- # *f" 

2;rT •+ „•„• — 
2tf5 -f- # 4 — 

2 

• i? — 2 

2%3 -J- 25C5C 

2# 

2X 

6 -f. # 5 _ 

— AfXX -f" 

""9 -f- #8 — 

Xz ' 4X " 
x -f- 2 

4»^ + %x6 

• - 5 * * -

. # -.«2, 
•P?' - + 5X5 • 

S3'2a;n -K*JO—. $x9 _ 8 ^ ' 
— 7x r __ 4^6 -f-.^ir 
+ 7A;4 -f- Qx1.+ 5^x 

. _ _ . „ • _ _ ' _ 

I 

,Z 

I 
A; 

a;:r + a? 

#4 + # 
4. 5 .4. .̂3 _J- # 

xs :x& + se5 + #*_ 

+ # 
- a ? * 

,.6 ar° + #9 _ ar 
2A;5 __A;* + xx + a? 
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.558. •Progredimiis ad considerationem ae-
quationum cubicarum', per quas in ep casu vbi 
n est formae ~k +* i tria aggregata I (ra — i ) 
termmorum complexum.il componentia det&r-
minannir. Sit g- radix piimitiua quaecunque 
pro modulo n7 atque £(/& — i ) = 772, qui--ei.it 
integer par. Tutic tria aggregata e quibus 
a constat erunt (??z, 1), (;m, g'), (m, gg) 
pro quibus resp. scribemus p, p>, p"', patet 
que primum continere radices' [ i j , [g'3], [g*] 
•••fe"~4]? secundum lias [g], [g*] .... fe11"3], 
tertium lias [gg], [gf] . . . [>"*]. Supponendo, 
aequationem quaesitam esse 5c3 —Axx -j- i?^' — 
G. = o, iit ^ . = p + /;' -f pi'r B = #0' + 
p'p" + /?p", C = pp'p'-', vnde protinus habetur 
A:z=!— 1. Sint residua. minima -positiua iu -
merorum g 3 , g-6 . . .grV4 'secundum moduhrni n 
ordine arbitrario liaec 3C, S5,.<g. etc, atque Jt 
ipsorum complexus superadiecto numevo 1; 
similiter sint %>, 18 ' ,& etc. xesidua minmia iiu-
xnerorum g,g+) g7 ,.. ^ n " 3 , atqtie $ ' illorum 
•com£le-xus; denique 2CVS3", (£" etc. residua mi-
nima.ipsorum.gg*, gT, g8 . . . gu~z et $" eorura 
complexus, vnde omnes nufheri in $ , I ' , $" 
diuersi erunt et cum his 1, 2 , 5 . , . « , — 1 con-
uenient Ante omnfja hic obseruandum est, nu-
meram n —̂ 1 necessario in $ reperiri, quippe' 
quem esse residuum ipsius gz™- facile perepicitiii*. 
Hinc facile quoque consequitur, duos numeros 
tales h7 n *— h semper in eodem trium^com-
plexuum' St, $ ' , $1" reperir?, si enim alter est 
residuum potestatis gx

is alter erifr residuum po-
testatis g^ + i^yaut huius gh~im si * > |m. De-
notemus hocce signo '($$) multatudinem nume*-

http://complexum.il
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rorum in seriei i, 2, 3 ... h —, 1 qui tum ipsi tum 
simul numeri proximi vnitate maiores mS conti-
nentur j • simiiiter sit (5t£') multitudo numerorum 
m eadem sfcrie qui ipsi in $ proxime. sequentes. 
yer-o in £' continenmr, vude simul signiticatio 
signoram (fJt '0, (Jt'tf), ( W ) , (« '$") , (£"*)* 
(&"£')? ($"&") sponte innotescet. Quo facto 
dico p.mrao,-fieri (&£') = (&'$). . Supponendo 
eriim, h\'h'9 h" etc. esse omnes numeros seriei 
i., 2, 3 . . . n — 1 qui ipsi in •& proxime maio-
re'S h + 1, /V + 1, •/?"'+ 1 etc/autem iri j?' coii-
tinentur, et quorum ideo multitudo === (#.£'), 
iiianifestum est omnes numeros n — h — r, 
n ___ h' 1, vrc — /V' —. 1 etc. in &' contineri, 
prqxime maiores vero n — h,-n — V etc. in it$ 
quare quum tales numeri omnino dentur ($'$), 
ceirto nequit esse (jt'$) < (&$'), et perinde de-
monstratur, esse non posse (&&l) < ($ '$) , quo-
circa hi nurneri jriecessario aequales erunt. Pror-
sus/eodem mpdo probatur ($&») = (&"$), (fl'jfc") 
= ($"$'), JSecundo, quum necessario quemuis 
numerum ex M, maximo n — 1 excepto, sequi 
debeat'proxime maior Vel in $ , vel in $' vel in 
$," contentus, summa (jfcjt) + (&&') + (Jt$") fiet 
agqualis multitudini omniuni numeroram in $ 
vnitate deminutae puta = 772 — r , et simili ra-
tione erit ( f j t + (St'M') „+ ( i W ) = ($"$) •+ 
•(«''«0 + (£"$") = /n. 

His ita praeparatis euoluinxus per praecepta 
arfi. 545 productum pp' in (m, 2(' + 1) + (m, 33' 
+ 1) + , niy ($' + 1) + efc. ,• ouam expressionem 
facile perspicietur. reduci ad \$'SC)p +($'$')p> 
+($'$'•')/?", et quum per art. 545 I productura 
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p'p11 ex illo oriatur, substituendo pro (m9 i)r 

(m, g)> (m, gg) resp. (m,- g),' (mr-gg)9 

(mg*) l e. pro p r P'> P" r e sP- PS P" , p> fiet 
» ^ " = -(«'JC)^ + ($<®>)P" + (XWlp, .ei 
prorsus simili modo p"p == ($t'$) p" +'($'$i'lp 
+ (&'&") P1- Hinc protinus sequitur prirno B• == 
m (p + p' + p") = ' — m-y secundo quum ,si-
mili ratione, vt antea pp' euolutum est, etiara 
pp" ad ($«M)p +; («"JtO^'"'+ ' (#"£")?" re~ 
ducatur, atque haec expressio cum praecedente 
identica esse debeat, necessario erit ($".&) = 
ftf'&0 et (*"«"} = ($!$). Hinc colligitur, sta-
tuendo (&'$") = ( $ " & ' ) = «, ($"£") = ( M ) 
= (M0 = b, ( l ' f ) = (£"£) == (m"j .= -c, 
iienm — 1 = ( M > + (JfcRO + (&&") = («#) 
+ & + c, atque a + & + c = m7 vnde (JCfl) 
= « — 1, ita vt illae nouem quantitates inco-
gnitae ad tres, #, br c siue potius pfopter ae-
quationern a + b + c = m ad duas reductae 
sint. Penique, patet, quadratum pp euolui in 
(m, 1 + 1) + (m, % + 1) + (TTZ, $ + 1) + 
(772, (§• + 1) + etc.f inter partes huius expressio-
nis reperietur (m, n) quae reducitur ad (m, 0) 
siue ad m, reliquas vero facile perspicietur re-
duci ad ($&)p + :($&'}? '+...(&&") p*'., vnde 
habetur pp = m + ( a —. 1) p + bp' + cp". 

Hoc itaque modo per disquisitiones prae.ee-
dentes quatuor hasce reductiones nacti sumus; 

pp == m + (a — 1 )j» + &/>' + Cyo" 
ppi == hp + cpi + ap" 
pp" = cp + «p' + Z>p'< 
p ' p « = ^p + | , p / + c ^ 

' S s ^ 
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vbi inter tres incognitas #, b, c. aequatio dondi-
tioiialis a + •& + c•.== m . . .(I) intercedit, insu-
•perque certum est ipsas esse humeros integros* 
Hinc xolligitur C . = p X p'p" = «pp + % ? ' + 
£pp<< •£=£= ^TZ' + (aa + M> + :cc..— « » . . ; + («& 
+ fcc + ac)" p ' + («& + bC + tf c) p". At quura 
#p'p» sit functio inuariabilis aggregatorum p, p ' , 
p'(, eoefficientes per quos haec in, expr. praec 
mnltipiicata smAit necessario aequales, erumt (art. 
550), vnde habetur aequatio noua aa + bb + 
tc••-— a = ab + bc + tfc.(II), atque hinc 
C = 'rnn:+i(ab:^-bc^,ac) (p + p ' + p") , siue 
(propter I, et p '-+ ;p' + p" = — 1) , C % aa 
'*-. /3c .'.. (III). Ia m ets* £ hic a tribus inco-
gnitis pendeat, inter quas dUae tantum aeqyiatio-
nes habentur, tamen hae, adiumento conditionis 
ex qua «,. &, c sunt integri, ad plenam determi-
nationem ipsius C sufficiunt•''.' Quod vt bstendan 
mus, aequationem II ita exhibemus ma + izb 
+ I2c + 4 '••= ^Qaa + $6bb + 56CC — $6ah 
__ ^QaC*•-- 56&C — 34« + X2b + 12C + 45 
pars prior, per I, fit = iQm + 4 =2 4725 pbste-
ribr vero reducitur ad (6a — 36 — gc_-«- »)*'. 
+, 37 (ib — c)1 , aut scribendo Jfc pro 2a -^ b — 
c, ad (5& — s)'1 + 2j(b .—-e)V Hinc patet, 
numerum 471(1. e, generaliter quadruplurn cuius-
libet primi formae 572 + 1) per formam xx + 
S7/j,repraesentari posse, quod quidem sine dif-
ficultate e thebria genbrali formarum binariarum 
deduci potest, attamen satis mirum est, talem dis» 
cerptionem cuni valoribUs ipsarum a^b,c cohaere-
re. At numerus ^n seniper vnico tantum mbdo 
in quadratum et quadratum 37plex discerpi potest? 
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qund ita . demonstramus *)> Si supponatur ^rt 
== tt + S7ww == ;*'# + &TuW) iieret, primo 
(«< — 2 7 ^ . ) * + 87C^' . + .*'")*' •==• 16W2,. Jfir' 
cUndo (W •+• Q,juul)x + 2?(tu< — t<uy <= iQnnr 

Urtio (tu> + Z'w) (ta* — £'w) ==. ^n(u>u' — uu)$ 
ex aequatione tertia sequitur> ipsum 72, quoniam 
esf numerus primuSj alterutrum numerorum tu' 
+' Vu^ tu> '.— ftt metiri; e Jprima et secunda 
vero patet, vtrumque hunc numerum esse mino-
rem quam n\ quare is quem n metitur necessa-
rio esse debet, = o, adeoque. etiam u'u4 —- uu. 
= Oj vnde u'u> = uu, et £'£* = # , ' L, e, duae 
illae discerptiones non difTercnt Si itaque .dis*. 
cerptionem ipsius 4/2 in quadratum et quadra-
tum 27plex notam supponimus (quam vel per 
methodum directam sect.. V vel per iiidirectam 
in art t 5 2 5 , 324 trdditam eniere licet) piita si 
habetur 472 == MM' + £jNN, quadrata (%k —» 
&')*', .(?>•— £)* determinata erunt, et locOae-
quationis I I duas iam nacti erimus. Sed farile 
^atet , non solum quadratum ( 5 ^ *-. A) *'• setl 
etiam radioem ipsam 5A — 2 penitus determi-
natam essej quum- enim necessario sit vel = 
+ M vel == — M , ambiguitas inde tolletur quod 
h fieri debet integer^ quamobrem statuetur §k 
— Or = + M• vel••:== - ^ - M , prout M est for-
mae 32 + 1 vel 32 -f a **)•» l a m quum fiat k 

•*) \Rfotgis iliretete faa*cci ^ropdsitio * prihcijiiis SBct; VJsrofcari 
pojset» 

**) Manifestb; •jKT- nequit eiie forrnafe 3&, alio^uin eniin 4$. 
p«r 3 diuisiMlis euafleret. —— Ad ambjguitateia, vtrum 
b -— C «tatui d«t»ea» r ~ iVj an —: — JV ,̂ Mc JIOJI 
opus est rcspicere, ae^ue etiam per m naturam rilo rao,jS«» 

0'S fl 
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s— 2« & — c = jr/ — m. **rit « = *r w -f 
fc^ £, 4- c = m — « = {Uw — A I . *«d** C 
sss /i« — ?;p == <w — V + r ' : T 4-/' — f')1 

+ *Avra + f?>VA", ntcjiif sir nnu»"» ttM-:iuif»ti»s 
aequ. quaesita« iuuenti, (/. /.'. /-'. — H.if«: inr~ 
mula adhuc simplkior euudtt, si j>n« ,V \ «•:»« 
valor ex aeqit. (*,A — i.»/ + •-,'" ^ \ • •;"-• -= 
iaw, + 4 sukstituitur, \udt» <ilh itui < ak u!u L.« !o 
C = £(w 4- A T "J/IWJ ~-- giw r ''•<•'). I i i-m 
valor eiiam ad (jA- — 2 ) A \ -f A' — .:\v 
•f A: — km -f m nnluci puU<st, qtuf rvptv^io , 
ad vsuiu (|itidcm mtnus iduiusw protiu::^ uiou-
strat, C vt par cst certo ettadon,* i u t r p u m . 

£:r. Pro H = 19, lit 4« -~^ 4«} -f £;», vmie 
5fc — 14 == + 7 , A ~ 3 , r ^ : *f<> •+ ; / ; ) ^ r 

et aequatio quaexha .r* -f x.i — u.c — 7 . , o 
vt supra (art . 351 ) . — Sitnili moriu pas •; . -. 

7? 13» 3 l ? 57» 43* k ' i , UT ^dur ipsiit^ ;. <»;;,;-
tur rosp. 1, — i , u5 — 3 , — ,!, 1, _ t , \«~ 
de L = 1, —~ l j Kj — 1 1 , —, K„ 1.5, —. ^. 

Cetorum etsi pro!*h»m.t iu Juu- ,trt. Mdutum 
satis iutricatum s?U tamru i.I •*:;;>!»rinirjv »11*«...: 
mus*, tum proptt-r M>lutiouK ej-y^uiuim a;m v,n>A 
variis artifitm m v,*um voatiidts <'i-t,i«tcfu«»m uV 
dit, quao itt alits qtuiqu*» qu«u*iittutbu* «t>igiu 
cum fmctu atlhibtni jputeruuL 

de«t» | u vt p » afis* rat|jiit»«i> j»ri»»itstt* «Ij||«i*iil»«, 2» — V 
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559« Disquisitiones praecc.eirca inuentio-
nem aequationum auxiliariurri versabantur: iam 
de earum solutione proprietatem magnopere in-
signem explicabimus. Constat, omnes summo-
rum geometrarum labores, aequationum ordi-
nem quartum superantium resolutionem genera-
lem, siue fvt accuratius quid desideretur defini-
&fh) APFECTARVM REDVCTIQNEM ''&& FVRASy HlUe-

niendi 'semper hactenus irritos fuisse, et vix du-
biurn rnanet, quin hocce problema non tam 
"aiialyseos hodiernae vires superet, quarri potius 
^liquid impossibile proponat (Gl. qiiae de* hoc 
argumento annotauiihus ih Demonstr: noua eto. 
p- 22). Nihilominus certum est, innurneras ae-
quationes affectas cuiusque gradus- dari, quae ta-
lem reductionem ad puras admittant, geometris-
c|ue gratum fore speramus, si nostras aequationes 
„a,uxiliares semper Jhuc referendas; esse ostenderi-
mus. Sed propter amplum ambitum huius dis-
quisitionis, •praecipua tantum rnornenta, quae ad 
possibilitatem ostendendam necessaria sunt, hoc 
loco traditnus, vbeftoremque tractationem qua 
hoc argumentnm perdignum est ad *aliud tempus 
dirTerimus» Praemittendae stmt quaedgnx obser-
uationes generales circa radices aequ. JC' — i 
- = o r quae eum quoque casum, cc«nplectantu% 
v.bi-e est nurnerus compositus. 

I.. Exhibentur hae radices (vt ex libris ele-
kP - kP 

mentaribus notum est) per cos— + i sin — , 
vbi pro /c accipiendi suntgnumeri o, i , 2 , 5 • •• 
e — l , aut quicunque alii his secundum modu-
lum e congrui. Vna radix, pro k = o- aut ge« 

Ss 5 



Beraliter pro h per •'«' diuisibili iit•'••==, 15 'cuiuis 
alii valori ipsius fc radix ab l diuersa respandet. 

IU Quurrt sit (eo» ^- + * sm ~ ) ~ 

G0S ^ £ 4. 1 siu —-,. patet, si i l sit radix ta-

lis quae respondeat valo.ri ipsius k ad 0 prjniQ, 
ia progressione i£, -HR» itf etc. terminum. eT 
quidem esse == 1, orniies antecedentes. vero afo 
,1- diuersos., Hinc statimsequitur, omnes e p a n -
iitates 1, A, RR, M* . , , i l ^ ' inaequalejs, esse, 
et quum xnanifesto om.nes. aequationi ^e — 1 
'5= o satisfaeiant, exhibebunt omnes radic&s hu^ 
ius aequationis,, 

IBl. Denique in eadem suppositione- ^ggre-
gatum 1. + il* •+•• i ^ N . . + ' W ^ lit » • o, 
pro quouis valore integro* ipsius- K jper e non di-

uisibili; etenira, est ==; —"-—Tjr-> cuius feactionis 

numerator fit =1 o,, denominator vero non =H=-.\Q.. 

Quandoyero A per e diuisibilis.est, iilud aggrer 
gatummanifesto|it -=== "& 

560^ Sit, vt semper in praece. , m nurrierus 
primus, g radix primitiua pro, modulo nf atque 
n -~* 1 productuni e tribus integris positiuisj 
l>reuitatis; eaussa dis^quisitteenm ita statinx insti-
tuemus, vt etiam ad. casus. vbi..* aut y w 3, |ia-
teat; quando y • ==: 1, pro- aggregatis (y, i ) , 
(pf >• #') etc. radices, [1]', [g] etc aecipere oporte-
Mt. Supponamus itaque, ex omnibus- * aggrega4-
'tfe £y texminorwm cognitis (C^$ 1),. ( ^ ? ^ )? 
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•(Cy, gg")'«v(£y? g*~l) deducenda esse aggrer 

gata y terminorum, quod negotium. supra- ad 
aequationem .affectam €11'gradus reduximus, nunc 
vero per puram . aeque aitam absoluere docebi-
mus. Ad • abbreuiandum prp aggregatis ( y , 1), 

i>ijg*),\(>fsrv—Sv^.g?:?)* P S sub (% 
i ) contenta sunt, scribeinus a, b, c.:.m resp,; 
pro his (,y, g), (y, :g°*})<.. (*,' g?^"*"1? 
sub (£y, g ) contentis resp. ci', b' ...m!; pro liis 
.<>, gff)* ( > , ^~ t">) •.; • (.*, g*^*^*) resp.' < 
b" .,.m" etc vsque ad ea qUae, sub. (^y? g;<a"'*') 
continentur, 

I. lam designet R indefinite radicem ae-
£; •'•• .'; ' V : • . : • „ • • : • " • • • . ' . p 

quationis x* ,— i = o, supponarnusque ex euo-
lutidne potestatis £t:ie. functiQnis t ==. a + Rb +• 
iiftc , . . + R.*~zm\oYm per praecepta art. 545,. 

7\T + Aa + JB& -J7.Cc ..,, -h Mm 
+ ^'a< + B'bf + C c . . . + M'm' 
+ ^ ' « " + B"b"-fr C"Q" V.. + M'W'-
+ etc. = , r 

vbi omnes, coefficient.es. iV, .A, B; A' etc. erunfc 
functiones rationales integrae ipsius 71. Suppo-
nantur etiam .poteslates G1" duarum. aliarum fun-
ctionum u —. R?a + H& + RRc .... + R$~xm9 

K> = . £ + Rc + A " d . . . + it'~aw* .+ R*-*a 
resp. euolui. in U et Z7', perspicieturque facile 
ex art. 550, quum K'- o-riatur ex t cammutandp 
aggregata a,.b,c..*m resn. cum b, c, d . , . a% 

fore *7< =• 

Ss 4. 
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N+Ab + Bc + Cd,\.+Md 
+ A'b> + B'C + Od<... + M'ai 
+ A"b" + B"e" + C"d" ... + M"^" 
+ etc. 

Porro patet quum "sit u = Ru<, fore U == 
#*#'', quare propter R$ = 1 coefficientes cor-
respondentes in Z7 et U< aequales eruntj denique 
quum t et u in eo tantum differant, quod a in 
t per vnitateni, in w per RQ multiplicatur, fa-
cile intelligetur, omnes coefficientes correspon-
dentes (i. e. qui eadem aggregata raulriplicant) 
in T et U aequales esse^ et proin etiam omnes 
coefficientes correspondentes in T et U'. Hinc 
tandem colligitur A •..== 2? == Cete . = M; A> 
== B> == C etc^ ^ ' = -B" = D' e tce tc . , vn-
de T reducitur ad formam talem N + ./4(£y, 1) + 
^i^yyg) + d"(CY9 gg) etc.j vbi singuli coefficientes 
iV, ^ , A> etc. sub formam talem reducere licet 
pR°°~X + p<R^&+ fR^3 + etc ita vt p, p<, p" 
etc. sint numeri integri dati. 

II. Sf pro R accipitur radix determinata 
aequationis x^ . 1 = o (cuius solutionem iam. 
Haberi supponimus), et quidem talis cuius nulla 
inferior potestas quam, 6'*' vriitati aequalis est, 
etiam T quantitas determinata erit,- ex qua ? per 
aequatibnem puram £ — T = . o • deriuare licet. 
At quum haec aequatio £ radices hab.eat, quae 
erunt t , Rt, RRt>.. R*~Jt, dubium videri potest, 
quamnam radicem adoptare oporteat. Hoc vero 
prorsus rbitrarium esse, ita facile apparebft. 
Meminisse oportet, postquam omnia aggregata 
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% terminorum determinata sint,radicem [1] eatenus 
tantum defimtam esse,»vt aliqua ex £ y radicibus in 
(jy-, 1) contentis hoc signo denotari debeat ,* et 
perin omnino arbitrarium esse, quidnam ex,;£ ag-' 
gregatis ipsum. (£y r 1) constituentibus pe ra desi-
gnare velimus. Quodsi iam, aliquo-aggregato de-
terminato per a expresso supppnatur fieri t = %r 

facile perspicietur, si postea aggregamm id5 quod 
modo, designabatur per Z?, per a denotare IuDeat, 
ea quae antea' erant c, d >..: a, b nunc fieri 
b% c...m, ar adeoque valorem ipsius t nunc 

== -g = %R - Simili modo si ' per a id 

aggregatum exprimere placet quod ab initio erat 
c, valor ipsius t fiet === -jijg*-»-,;. et ita porro t 
cuicunque quantitatum £, %R^-X,:%,R^* etc.aequa-
lis censeri potest, i. e. cuilibet radici aequ. >? :-^. 
T = 0 , prout aliud aliudue aggregamm suh 
TfV>. 1) contentum per (y, 1) expressum sup-
ponatur. Q..E.D.. 

IIT. Postquam quantitas t hoe modo deter-
minata est, £ — 1 alias inuestigare oportet5 quae 
ex t prodeunt, si ih eius expressione pro R siic-
cessiue RR, R*, R* ... RQ substituuntur, puta 
i' = a + RRb -f R+C...-+ R»^*m9 t" = a 
+ R3b + R6c . .. + R**-3m etc. Vitima quidem 
iam habetur, quum manifesto fiat = a -}• b + 
c . . . + m = (6V? i)> reliquae " yero sequenli 
modo erui possunt. Si per praecepta art. 54.5, 
"simili modo vt V antea in I , productum t*~%v 
euoluitur, probabitur per methodum praecedenti 
prorsus analogam, quod inde prodeat ad for-
maixi talem 91 +. 2C(£y, 1) + 2C'(£y, g ) -j-

Ss 5̂  
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%»(£?, gg) etc.<•••=== Tl ^reduci posse, Ita vt §ftf % 
2C'<etc. sint functiones rationales integrae ipsius M, 
adeoque T* t^iiantitas nota , vnde liabebitur -1> 

jpr —--, Prorsus eodem modd, si ex euolu-
i 

tidne producidtZ~*t" prodire supponitur X", 
haec expressio siniilem forrriam habebit et -proim 
ex eius valore noto deriuabitur t" per aequatio-. 

T"ts 

tmm t1' ===.:—«F-J p?rinde £'" per aequationem 

talem "inuenietur tltl == - ^ - ita vt T">sit. quan-

titas nota etc. 

Haec methodus non foret applicabilis, sl 
Seri pbsset t =5= a? vnde etiam esse deberet T 
== T< = T < etc. == OJ sed probari potest hoc 
esse mjpossibile , etsi demQnstrationem propter 
prolixitatem hoc loco supprimere oporteat. —*. 
X)antur etiam artificia peculiaria per quae fra,-

T' T" ctiones ™-, -=f etc. In functiones rationales inte-

,gras ipsius R c.onuertere licet; nec noA methodj. 
breuiores pro eo casu vbi « == 1 valores ipsarum 
pf t" etc* eruendi, quae omnia; Jiic silentio prae-
$erire debernus. 

IV., Deiiique simulac t, 2', t" etc. inuentae 
*sunt, habebitur statim per obs. III arVpraec. t r|-
t' -f- t'? -f- etc. =s i&^ vn.de valor ipsius a notus, 
erii, ex quo per art. 546 valores. orrmium" reli-
quorum aggregatorum, y terminorum, derruari ppt;-
eruhk—, Valores ipsorum-,'b,} c, d etc. etiam per 
aequationes, se|uerites elici possunt, quarum ratio 
euiyii arfeehdenife.cile patebit:. -ty/ ==, •]£""*£ -f 

http://vn.de
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M^-iWetc, £tf == J ^ * ^ + i ^ 6 * ' + * e t c . e*-

Ex nia^gno numero obseruationum. ad dis-
quisitionem praec. pertinentium hic vuam tan-
tum attin^inins, Quod attinet ad somtionem ae-
quationis purae x* .-—' T = o , facile- patet, T 
in plerisque casibus valorem" imaginarium. P -J-
iQ habere, vn.de ifla soiutio partim a secttone 

anguli {cuius tangeiis === >*;) partim- a sectione 

rationis (vnitatis ad </~(.PP •+• QQ)) in £ pairfces, 
vt constat, pendebit. Vbi. valde mirabile. est 
(quod tamen fusius hic non exseqHimnf), valdrem. 
ipsius ^f(PP -j- QQ) semper ralionaliter per quan-
titates iam notas exprimi posse, ita vt, praeterextca-
ctionem radieis quadraticae, ad sol-utionem &las&~ 
ctio=-angulirequiratur5 e.:g, pro S = 5 sola.trisecti,o. 
anguli, quum proplerisque aliis aequationibus cu-
bicis, quaruili radices omnes reales sunt,, simid; 
anguli et rationistrisectio eyitari nequeat. 

Tandem quum ninil obstet, quo minus sta-
tuamus.':* ===• 1, y === 1 adeoque & '=== n.— is, 
manifestum, est, solutionem aequatjonferx? — -̂ 1 
= o. statim reduci posse- ad solutionem aequa-
tionis pui:ae?t — l t i gradus.a?"*-1'—T=== o, vbi 
JT pe» radices aequationis. a?~*•*' — % '=== o delernii-
nabitur;, Ynde adiumento. obseraationis. mocto, fa-
Ctae colligitur, sectionem circuli integri iii n pair-
tes.requirere i>° sectionem circulijntegiiin n—- * 
•paBtes,. 20 seetionem alius arcus, qui Ula, sectione, 
facta eonstrui potest, in 72, — 1 paxtes,, 5 d ex-
tractiahenv vnius radicis quadraticae ,4 ett qaidem, 
©stendi pojtest,, hanc semper. esse sfn*. 

http://vn.de
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5*61- Superest vt nexum inter radices -.-& 

af que functiones trigbnome tricas angulorum. -— f 

££ M. . , . \^~ZH± adhuc propius contemple-

mur. Methodus quam pro iriueniendis radici-
bus. A exposuimus ita comparata est, vt adhuc 
incertum relinquat (nisi tabulae sinuum inter la-
borem ita vt supra diximus consultae fuerint, 
quod tamen minus directum foret), quaenam 
xadices siiigulis illis angulis respondeant i> e* 

P P 
quaenam radix sit == cos —- + i sin —-, quaenam 

r,p 2p • '• ' . . 

== cos — 4- i sin — etc. Haec ver0 lncertitud o 
M n 

facile disctititur, reflectendo^ cosinus angulorum 

-—, *-~ , Kr'...,^L-Z—Lr continuo decrescere (si-

quideni etiam signorurn ratio habeatur), sinus 
. , (ti^-i)P (n—&)P: omnes positiuos essej angulos — ———? - — ? 

(«-3)P (n+i)P , •• • 1 
i_2—,;, ^—._/_ vero eosdemresp. cosmus ha-
jbere vt illos5 sinus autera negatiuos ceterum ma-
.gnitudine absoluta sinubus illorum aequales. Qua-
xe e radicibus Q. duaeistae, quae partes reales ma-
odirias (inter se aequales) habent, respondebunt 

r P (n.—,i)P- ' • ' . j ••.. • ..,., 
angulis ^7 •i—jr—? e t qmdem prion ea vbi 
quantitas imaginafia i per quantitatem positiuam, 
posteriori ea vbi i per quarititatem negatiuam 
multiplicata . est. Ex n — 3 reliquis radicibus 
istae rursus quae maximas partes reales hahent 

r <iP (n — 2)P* , : . \ . 
anguns >—, —--— respondebunt et sic porr©. 
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P 
—*.•• Simulac ea radix cui angulus — respondet 

agnota est, eae quae angulis reliquis respondent 

etiam inde distingui poterunt, quod, si iila sup-" 
_ _ ' <zP 3P AfP 

ponatur esse = , [ l j angulis •—, — , <— etc. 
manif esto respondebunt radices [»*] , [5VJ, [4*] 
etc. Ita in exemplo art." 555 illico videtur, 
angulo ~~P aliam radicem respondere non posse 
quam hanc .[li^ anguloque -*®P radjcem [8]5. 
similiter angulis ~ .P , ~~P, -—P, -||-_? etc. respon-
dent radices [5], [16], [14], [5] etc. In exem-
plo art. 554 angulo/yi3 manifesto respondet radix 
[1], angulo ~%P haec [2] etc. Hoc itaqUe modo 

P iP 
cosinus et sinus angulorum ™, -— etc. plene 

determinati erunt, 

562. Quo d vero attinet ad f eliquas < functiq-
nes trigonometricas liorum angulorum, possent 
eae quidern' e cosinubus et sinubus respondenti-
bus per methodos vulgo notas facile deriuari, 
puta secantes et tangentes, diuidendo vnitatem 
et sinus per oosinus; nec non cosecantes et 
cotangentes, diuidendo vnitatem dt cosinus per 
sinus. Sed commodius'plerumque idem obti* 
netur adiumento formularum sequentium absque 
diuisionibus per meras additiones. Sit anguluk; 

, .. P iP ' (n~i)P 
quicunque ex nis —-, — . . . — atque 
•J~ x • • , n n n • , 
cos« -f zsinw === i2, vride R erit aliqua e radici-

T _i_ j> z> 

bus '__,• cosa> = s(_? + | ) == -—-v,— ? sin&> ==_ 
i , iti —rRR) 

—(•_?«-- •§)-=•••—:--,—\ Hinc fit seca» . = 
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coteng» = % n ^ 7 — . lam numeratores harum. 

quatuor fractionum ita transformare ostendemus, 

Vt per denominatores diuisibiles euadantv 

I. Propter i? = i ^ * = -ft3*4"1, fit 2 M 
= 72-}- R*u^~x, quam expressionem per 1 + 
.## diuisibilem esse patet, quura n sit numerus 
impar. Hinc fit sec» = # — #* + i?5 _ R7 . . . 
+ j ? : n _ x , adeoque (quum propter sin» = sinv<272 — 
l V sin^-. --= *— sim,2?2 — 5)« etc. manifesto fiat 
siiiw —sin5« + sin5*. . .+ sin(2rt — 1 ) " = o ) , secw 
=== COS<w — COS5« + COSQW . . . + cos(2ra — l)f^. 
siue tandem, (quoniam cosw = cos(27a — 1)«, 
C0S5&) — cas(272 — 5)« etc), = 2(cos« — cos^w 
+ cos5«. . . "IjT cos(/2 — 2 ) f f l ) d t cos720, signo 
signo superiori vel inferiori valente prout n est 
fbrroae 4^ + 1 vel 4A + 5, Manifesto haec 
formula etiam ita exhiberi potest 

SeCtM ="J+'.'.('l _ 2C0S2« + 2C0S4« **.__ ' 
2cos(& — 1 ) « ) . 

tt Simili jnodo substituendo i ~ i?*n ' f~* 
prb 1 -— ;i2-#, pro^it tangw — z ( i _ ^ i ? + 
R* ^ R*.-,.. ^ £ * * ) , siue (quoniam 1 •— i?3* 
==-. o •#'.# — i ^ ' * • _ 2zsin2;»,- i^* ™ .. #*»-4 
= 2ism$»'»etc*)>. 

tanga> == 2(sm26>.~~* sin^-a +, sm.60 . . , 
+T sin(ra -*- 1)6))» 

IIL Quum habeatur j + RR + R*... ,-}* 
J2»M-a — 0 fit »•'.*— 7 2 — r — # £ —..' i?+8,,:4 
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.£**-.* _ ..£x . _ !..)• + ,( % — &£•). + , ( i : _ .#4) 

.... + ( i — J?*a""*) cuius aggregati partes sin̂ -
gulae per i —. RR sunt diuisibiles. Hinc 

— ^ = i + ( i + R R ) + ( i + ^i? -+ Rt) 

, . . + ( i + RR + # 4 . ; . + 'jR^-4) = (/z _ i ) 
+ (n ^. z)RR + (n '—. 5 ) ^ . . . + ^ - 4 . 
qubcirca muljiplicando per' 2? stibtrahendo 0 =^ 
(n _ 1) (1 + # # + #*-,'...•+' £****') rursiis-

2#'j? '. . 
que per R[ ynuhiplicando fit r™r"p» ' = (72 ~—* 

l)R + (72%~ 5)i?5 '.+ (7?. — . 5 ) # $ . - — '17* 
5) J?*u'**3 —— (72 —• i)#*A '~'r ', vnde protinus 

deducitur cosecw == . £ ( ( # ' • — 1 ) sin» + (TZ—-
g ) sing» . . . — (« — 1) sin(2?2 _ 1)«) = 
~((n — 1) sin» +.. (77- — 5 ) s i n 5 ' " — etc- + 
ssin(7i — 2)®)} quae formula etiam Ita exhi* 
beri potest 

Cdsec« = — ^(flsins» + 4sin4« + 
6sin6<y... + ŵ - r 1) sin (72 — i)<y)„ 

fe 
IV. Multiplicando valorem ipsms _ ^ ~ 

supra traditum per 1 + RR et substrahendo o 
•=a•'(>» '•-! 1) ( i + RR + £ 4 . . . + £ * - * ) , 

prodit ^ | j = (» — * ) * * + (>* - 4 ) ^ 4 

+ ( ra _ 6 ) i l 6 (72 — a)/*.**-*» vnde sta* 
tim sequitur cotang» = *(("• — 2) sina» + (72 
r - 4) s i n ^ + (n —^6) sin6* ,.. —• (n — 2) 
sin(?2 — 2 ) » ) = S ( ( » — 2) sma* + (;t 
— ,4) sin4<i> . *, + 5sin(72 — 3 ) » + «n(rc — 



M 
! ) « ) , quam formulam tetiam hocce tnodo exM-
bere licet 

cotang» == — *(sm« + 551115» »..'-f. (n 
—. 2) sin (n—2)c<)). 

565., Quqmadmbdum, supponeiido n —~ i-
=s ef, funetio X "m e factores / dimensionem 
yesolui potest, simulac valores omnium e aggre-
gatorum f terminomm innotuerunt (art. 548) : 
ita tunc etiam, supponendo Z = o esse aequa-
tionem n — ili ordinis euius radices sint simis 
aut quaelibet aliae functiones trigonometricae 

; p IP (n-i)p ••;'"• • 
aegulorum —, •—-, — , functio L m e 

», n n n:
 7 

factores / dimensionum resolui poterit, cuius rei 
praecipua momenta liaec sunt. 

Constet ii ex « periodis f termiriorum his 
(fj 1) = P, P', P" etc, periodusque P e ra-
dicibus [1], [a], [b], [c] etc. 5 P' ex his[a'], [b1], 
[c>] etc.j P" exvhis [a"],[b>!],.[c"] etc. etc. Re~ 
spond«at radici [1] angulus <w, adeoque radici-
bus [#], [b] etc. anguli a«, ha etc, radicibus 
[a']y [b1] etc anguli a'a, ~b>u etc, radicibus 
•[a"]y [b"] etc anguli a"*, b"a etc etc: per-
spicieturque facile, onines. hos angulos simul 

',. P 2P 3P (n — i)P 
sumtos ' cum anffulis —, —., J— . . . —>• —• 

;& n - n'7 », . • . n 
respectu furictioxmm trigonametriearam *) con-

•) Hoc respcctu ouo anguli conueniunt, quorura uiffere,ntia 
yel naripheriae integrae vel alicui «ius multiplo aequalis 
•*t, qmles secu jnf lum p e r ip_h er i am c o n g r u o s vo-
care possemus, si congruentiain ,sensu aliquautnm latiori 
intelligere luberet. 
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uenire. Quodsi itaque fanctio de qua agiixtr per 
characterem <p angulo praefixum denoteturj pro-
ductum ex e factoribus x,.•-=- •-$», "x —- <p#« etc*. 
statuatur = T", productum ex Ms .r — $<2'«, x 
~— <?>&'«> etc. == P , productum ex hjs.x. — <ra"«y' 
: r „ _ $&"&» etc. = . T " etc: necessario erit pro-
ductum YY'Y" ... = Z. Superest iam, vt de~ 
monstremus, omnes coefficientes in functionibus 
F , F ' , Y"" etc ad formam talem A + J B ( / , i ) 
+ C(f,g) + D(fgg)...+ L(f, g - l ) reduci 
posse, quo facto manifesto omnes pro cognitis 
habendi erunt, simulac valores omnium^ aggrega-
torum f terminorum innotuerunt:' 3aoc sequentl 
modo efficiemus. 

Sicuti cosw == J [ i ] + | [ i ] u "" r , sin® = —.. 
ai[i] + |z.'[i]n"'', ita per art. praec. reliquae quo-
que functiones trigonometricae anguli » ad for« 
mam talem reduci possunt % + S5[i] + (5[i]s 

+ 3)[i]' + ©tc, nulloque negotio perspicieturj 
functionem anguli k<> tunc fieri == % + g$[£J 
+ •"<£[&]x '• + •' ®[£]? + etc denotante k inte-
grum quemcunque. lam quum singuli coefficien-» 
tes in Y sint functiones rationaies integrae inua-
riabiles ipsarum #<y,• :<pav, <pbt» etc, perspicuuni 
est, si pro his quantitatibus valores sui substituan-
tiir, singulos coSfficieiites fieri functiones rationa-
les integras inuariabiles ipsarum [ i ] , [«], [b] etc.| 
quamobrem per art. 547 ad fofmam A + B(fp 

1) •+. £(./> g")' + ' etc. reducentur. Et prorsus si-
mili ratione etiam omnes coefficientes in Y', Y's 

etc. ad formam similem reducere licebit Q. E.: HV 

564, Circa problema art, jjraec. quasdam' 
adhuc Qbseruationes adiicimus, 

Tt 



— €58 — 

1, Quum singuli coefficientes iii Y*- sint 
functiones tales radicum in periodo j?'.(quam ==s 
. ( / , a>) statuere licet) contentarum, quales functi-
ohes radicum in P sunt coefficientes respbnden-
tes in Y, ex art. 347 manifestum. est, Y>. ex Y 
deriuari posse, si modo vbique- in Y pro ( / , 1 )f 

(f #)> ( /? ££} e t C / resP* S U D S t u u a n t u r ( /> a')i 
(f, a'$), (/» a'SS) e tc- ,Et perinde P ' ex Y 
deriuabitur substituendo vbique in-Y pro ( / , . 1), 

•</, e » ( / se) etc« resP- (/» *")» ( A * ^ 
( / , #''##) etc. etc. Simulatque igitur iunctio 
r euoluta est, reliquae Yf Y» etc. nullo negotio 
inde sequuntur. 

n . Supponendo Y = x* — «*/ r* + ^ " * 
— etc, coefficientes «.,.'<? etc. erunt resp. sumraa 
radicum aequ. F = 0 i. e. quantitatum <p«,. <S?tia9 

Qba etc, summa produetorum e binis etq. At ple<-
rumque hi coefficientes multo commodius eruntur 
per methodum ei quae art. 349 tradita est similem, 
computando summam radicum *», *aa9 ^ba etc, 
summam qua.dratorum, cuborum etc,. atque Milc 
per theorema Newtonianum.illos coefficientes de-
ducendo.,~ Qubties .$• designat tangentem, se-
cantem, cotangentem aut cosecantem adhuc alia 
compendia dantur, quae tamen silentio hic prae-
terimus. 

III Considerationem peculiarem meretur 
is casus vbi / est numerus par, adeoque quaeuis 
periodus P , JP', P" etc. ex lf periodis binorum 
terminorum composita. Constet P ex his (2, 1) 
( 2 , tt), ( 2 , b), ( 2 , c) etc., conuenientque nu-
meri i9 a, h9 c 'etc. atque n —. 1, • n — a, 
n *• hP n — c etc, «imul sumti? eum iiis i? a,br G 
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hld. autsaltem (quod hic eodem redit) hlssecuri-
dum modulum n congrui erunt Sed est <p(n — 
i)a» = _+ q>arq>(n —;«)<» == '+ . <paa etc, signis 
Superioribus valentibus quoties <p designat cosinuru 
aut secantem, inferioribus quando <p exprirriit 
sinum, tangentem, cotangentem aut^cosecantem. 
Hinc colligitur, in duobus casibus prioribus inter 
factores equibus compositus est T binos semper ae-
tmales, adeoque ^Tquadratum esse? et quidem T == 
yy, si y ponatur aequalis producto ex x — <p«, 
X •—-. QQW, x — <P&« etc. Similiter in iisdem ca-
sibus functiones reliquae T',- T" etc. quadrata 
erunt5 et quidem supponendo P' constare ex (2? 

a>), (»-,*')» ( 2 , cO etc.5 P " ex ( 4 , a"), ( M " ) > 
^a ? c") etc. e tc , productum ex x. —- Q&a^x ^. 
-<ph'co^ x — <pc'&> etc. esse = y', productum ex # 
— ^a"^, x — q>h"c» etc, = y" etc. erit T< = 
y'y'', T" = j ^ y " etc.j nec non etiam functio Z 
quadratum erit (conf. supra art. 557) , et radix 
producto ex y9 y'7 y" etc aequalis., Ceterum fa-
€ile perspicietur, y'',y' etc perinde ex y deriuari? 

vt T', T" etc. ex T sequi ante in 1 diximusj nec 
non singulos coefficientes in y quoque ad formam 
A + B{f, 1) + C\f-j g) + etc. posse, quum. 
summae singularum potestatum aequ. j - =• o ma~ 
nifesto sint semi&es potestatum aequ. T = Q? 

adeoque ad talem forrnam reducibiles. — In 
quatuor casibus posterioribus autem T. erit pro-
ductum e factoribus xx — (<p») '* ? :&# —- (<pa«j) % 
:£r -— (<p&*>)2 e t c , adeoque formae xf-** xxf~*' 
+ ftxf"~* -—. etc., patetque coefficientes X, p etc, 
e.summis quadratorum, biquadratorum etc. radi-
cum 9«, (pw, fa£», f^» etc. deduci possej et si-
sniliter se habebunt fuiictidnes • T'7 T" etc, 

T t » " 



jEaf. L Sit n = 17, / = 8 ntuuft «IpMjnirt 
p cosinum. Hiuc fit Z = (.r^ + .J.r *z" «_ 
fce*' + | 4 * + xU-' — « r j — *r» » + *J.r, ) l.' n;»,.r-
tetque acieo y ^ Z in duo< iurtmes tiu.it «imu urn 
dimensionum y, y' rt\solu»*n\ Prriuuus P ™ 
( 8 , 1} constat i>x ( a , 1 ) , ( 2 , 0 ) , ( 2 , 1- . ( J , 
15 ) vncie y eiit productum c j.uinribu^ r — ^v 
# _— «PQWj X — 0 1 j » , X — Q If}w. vSui».!ifl.ifi;rl(> 

sPJ + a[« — AJ pio PA». inu--. 1 u: ;« -f ;u~- + 
<615« + <pl5» ™ a ( 8 , l ) ; (5aOX + ; • <•" » * + 
( . p iSa j 1 + ( ; i 5 * ) 1 = J + J . * , 1 •--• ]'*M'UH1^ 

sumraa cuborum = 2(8 , 1 ) -f- | - 8 , 3},, Mmmw Iu~ 
quadratorum = i i «f -x

s
(i ;i, i $ h - i r p , . r 

theorema Newtonianum coi-Iiuifiitibus ir} y <iru-r-
minatis prodit / — x4- — ,l(x, i).i* -f *̂  x. 1 -f. 
2(8, 5 ) ) a « — i ( (8 , 0 + 3 % 3 V + ie >c>s, 1) ~f~ 
•(8, 5))5 / ' v tH '° e x .>" uVtitutur nmm.uL.iulo / H, 
1 ) c u m ( 8 , 5 ) j vsuiwtiiuundo it.ujut» pro /,-t, j j 
( 8 , 5 ) valores — J + J / * i 7 j — • ._* ^ - - , - f;t

 ? 

/ ^ + ( 1 - J/>7)* r - ( ? + 5 /~i -)x.r 
+ a + v » ^ - / s 

+ u — W i ? > — ,*„• 

Simili xnodo./^ in quatuor factow? bmurum 
dimensionum rwolui pott»*t, quorum jwmm* *»m 
(* —- <p«) (s — $13«), m*«mk« (jr « . <?t|») 
(* — «>15»), tertius (,r _ 03) (* * - . ?3*), ijiur-
tus (* T 4>xo«) (* — * n « ) , om»m|i.^ cwrfft* 
cientes m Irn factoribus* pi>r uuatuor ^;p'^m 
(4i 1) (4»9i ? (4? 5 ) , (4* iul fxmmn T»0t-
eruut. Manifesto autem productum e fectw» 

http://tiu.it
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primo in secundum erit yy productum e tertio 
m quartum jK 

Ex. IT. Si, omnibns reliquis manentibus, 
f sininn indicare supponitur, ita vt Z = x r 6 — 
*.7>-'4 4 - - r- t y- r I a - * a s r r"-> 4- - 9 3 S -r^ s<5:r -r<S 
4- -*' w I 10 U' * * ~ . ~ 3 5 f t ' x ST*""^ 

+ aV+ff̂ 4 '— •4T!(i,r*' + -ssVyr in duos factotes 8 
diineiwonum y , «/' resoluere oporteat, erit y 
productum e quatuor factoribus duplicibus xx .—. 
(«Pft»)1, x.r — ( ? 9 " / ? •ft"-v — O?1^")2"? «"*•—. 
( f i5 )~. Jam quurn sit q>A*« = — _/[/*] + a*!71 

— /i"], erit (^kaf = — -J[a/cJ -f |[nj — £[271 
— 2/c] = | — i[sA] — *[-'* — flfcj» binc de-
ducilur summa quadratorum radicum pa>, g»? 

$!*>., c io* haec a — 2(8, O , earundem biqua-
dratorum summa = -J — i:\C8»,*)- summa. po~ 
testatum*sextarum = 3 -— £ 5 ( 8 , l) — # * ( 8 , 5 ) , 
summa ortauarum \l ~~ ^ ? ( 8 , 1) — T

l
5 (8 , 5)* 

Hinc Kt ¥ = *•» — ( a — , ' ( 8 , 1) 'xa + (1 — 
T>(«- O + I «* 5 ) J** - <* - A 8, i ) + 
5fi(8, 3 ) * * + A - sJa-tt, 0 + a f e ( 8 , 5 ) ; 
jr' deriuatur cx y comnmtando ( 8 , 1 ) , ( 8 , 5 ) , 
ita vt per sub-aitutioiiem valorum horiun aggre-
gatorum habeatur 

, , _ * * _ (-2 ._ J - v T i ^ + ( | | - s"jV"ir)«* 

— (|s — s j W )** + ̂ T ~ iftV17 

y = xs _ (11 + Z y , .,)*•> + (|~ + J V * I ? ) * 4 — 

(£+£W)** + |L+^r 
Perinde Z in guatuor factores resolui potest, quo-
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rum coefficientes.: per aggregata quatiior termhlo-
rum exprimi jpossunt, et quidem productum e: 

duobus erit y, productum e duobus reliquis #',, 

365. Reduximus itaque, per disquisitiones 
praecedentes, sectionem circuli in n partes, si n 
est numerus primus, ad solutionem tot aequatio-
num, in quot factores resoluere lieet numerum, 
n — 1, quarum aequationem gradus per magni-
tudinem factorum determinantur. Quoties itaque 
n —. 1 est potestas numeri 2 , quod euenit pro 
valoribus ipsius n his 5, 5, 17, 257, 65557 etc.? 
sectio- circuli ad solas aequationes quadraticas re-
ducetur, functionesque trigonometricae anffulorum 
P 2P 
--,— etc. per radices quadraticas plus minusue 

complicatas (pro magnitudine ipsius. n) exhiberi 
poterunt; quocirca in his casibus sectio circuli in 
n partes, siue descriptio polygoni regularis n la-
teram manifesto per constructiones geometricas 
absolui poterit. , fta e. g. pro.»- = 17 ex artt.. 
354, 561 facile pro cosinu anguli £P expressio 
haec deriuatur: 

r - 1* + &yfi 7 + & / Y 5 4 - a / i 7 ) — |V"( i7 
+ 5V*7 — A 3 4 — 2/~i7) — 2V^(54+3.V"i7)) 

cosinus multiplorum illius anguli formam sirni» 
lem, sinus autem vno signo radicali plus habent, 
Magnopere sane est mirandum, quod, qnurr» 
lam Euclidis temporibus circuli diuisibilitas geo-
Hietnca in tres et quinque, partes nota fuerit, «i-
hil his inuentis intefuallo sooo annorum adie-
ctum sit? omnesque geometrae tamquam cerium.. 
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pronunciauerints praeter illas sectiories easque 
quae sponte inde deraanant, puta sectiones in 15, 
3-a*, 5.2", 15.2* nec non m 2" partes, nullas 
alias per constructiones geometricas absolui pos-
se. — Geterum facile probatur, si numerus pri-
»mus n. s i t , = 2m • + 1, etiam exponentem m alios 
factores primos quam numerum 2 implicare noii 
posse, adeoque vel ='• 1 vel = 2 vel altiori 
potestati numeri 2 aequalem esse debere; si 
enim m per vllum numerum imparem ( (vnitate 
rnaiorem) diuisibilis esset atque m = &,, foret 
2m + 1 diuisibilis per 2" + 1, adeoque necessa-
rio compositus. Omnes itaque valores ipsius 7z, 
pro quibus ad meras aequationes quadraticas 
deferimur, sub forma 2% + 1 continentur; ita 
quinque nutneri 3, 5, 17, 257, 65537 prodeunt 
statuendo v = " o, 1, 2, 5 , 4 siue m == 1, 2,4, 8, 
16. Neutiquam vero pro ommbus numeris sub 
illa forma contentis' sectio circuli geometrice per-
ficitur, sed pro iis tantum qui sunt numeri primi. 
Eermatius quidem inductione deceptus affirma-
uerat, omnes numeros sub illa forma coritentos 
necessario prirnos essej at ill. Euler hanc regu-
larrt iam pro v s= 5 siue m "•==* 52 erroneam 
esse, numero s— + 1 = ' 4294967297 factorem 
641 inuoluerite, primus ammaduertit. 

Quoties auteiji n «—• r alios factores primos, 
praeter 2 implicat,.semper adaequationes altiores 
deferimur; puta ad, vnam pluresue cubicas quando 
5 semel aut pluries inter factores• primos ipsius 
n — J reperitur; ad aequationdi'quinti gradus, 
quando n ^ 1 diuisibilis est per 55 etc, OMNIQVE 
HIGORE DEMONSTRAIV^ POSSVMV»,.. H^S AEqVATIONBS 

Tt 4 
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ELEVATAS NVL&O MODO NT.C KVITUU NKC 4D IXFF> 

JHORES BJSDVCI possp., etsi limites lmtvis oprris 
hanc demonstrationem hic tradrre naa patiautur, 
quod tamen monendum osso duximus, iif quk 
adhac alias sectiones praeter <*as qua.s theoria 
nostra suggerit, e,. g. sectiones in 7, n , 13, jr> 
etc. partes, ad constructiones geometrica.s prrdu-
cere speret, tempusque iuutiUtiT terat. 

566. Si circulus in a* partes s«.»candu«? e\sft 
designante a numemm primurn, manifesto hoc 
geometrice perJRcere licet, quando a = u, no-
que vero pro vllo alio \alore ipsiuK a, siquidfm 
« > 1; tunc enim praeter eas aequationes qua«s 

, ad sectionem in a partes roquiruntur nen><Nirio 
adhuc « '—: 1 alias au gradus soluere oportrt; 
etiam has nullo modo nec euitare nec deprinu-m 
licet» Gradus itaque aequationum iiecessariarum 
e factoribus primis numeri (a x)a*~x "'euera-
liter (scilicet pro eo quoque casu vbi « z=. 1 ) 
cognosci possunt 

Denique si circulus iu N = a W . . . partea 
secandus est, denotaniibus a, b} c etc. nutm*ros 
primos inaequales, suifioit, sor-thmes in a% /;*, <:v 

«tc. partes perfecLs.se (art. 536)5 quare vt gradus 
aequatiqnum ad hunc Iinern necessariarum co«mo~ 
scantur, factores primos numerorum (r/* —, 
x ) a - " % (A _ i ) / / - « ? ( r _ I ) c y - . fil(.it ^ 
quod Jnc eodem redit producti vx his imin.nis 
considerare oportet Obseruetur, hoc produrtura 
expnmere multitudinem numerorum ad A pri-
momm ipsoque lnmorum fart. 58). Qemim-
toce itaque sectio twxc tantummodo absoluitur, 

file:///alore
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quando hic uumerus est potestas binarii; quando 
vero iactores primos alios quam 2 puta p, p1 

etc. implicat-, aequationes gradus pl\ pt%l etc. 
nullo modo cuitari possunt. IJinc colligitur ge-
neraiitor, vt drculus geometrice in N partes di-
uidi possit, N esse debere vel -2 aut altiorem 
potestatem ipsius 2, vel numerum primum for-
innc zm + i , vel productum e pluribus huius-
inodi numeris primis, vrl producturn ex wio tali 
primo ant pluribus iu 2 aut potestatem altiorem 
ipsius 2i siue breuius, requiritur, vt N neque vl-
lnm factorem prinmni imparem qui nori est for-
mac 2m -f- l implicet, neque etiam vllum facto-
rem prirnum formae f + i pluries. Huiusmo-
di valores ipsius N infra 500 roperiuntur hk 58: 

» , 5 , 4 , 5 , 6, 8, 10, 1», i5>*6> 1 7 , 3 0 , ^ 4 , 5 0 , 
5 2 , 54., 40 , 48 , 5*» 60, 64 , 68,.' 80, 85 , 96? I 0 % 
xfto» xa8, x§6, 160, X7P, x<y», »04, 340, »55, 
» # 1 W , 270* 



ADDITAMENTA. 

Ad-art, s8. Solutio aequationis indeterminatae 
ax, = by• Hh \ non primo ab ilL Eulero (vt il-
lic dicitur) sed iam a geornetra 17™ saeculi Ba? 
chet de Meziriac> celebri Diophanti editore e% 
commentatore, perfeeta est? cui ill. La Grange 
hunc honorem vindicautt (Add. a 1'Algebre d* 
Eider p. 52g? vbi simul methodi indoles indicata 
«s|). Baehet inuentum suum in editione secunda 
Bbri Prohlemes plaisans et delectdhles qui se font 
par les nornbres, 1624, tradiditj in editione pri-
ma (a Lyon 1610), quam solam rnihi yidere 
licuit, nondum exstatj, verumtamen iam annun» 
ciatur. 

Ad artt 151, 396 ? 297. IIL Le Gendre 
demonstrationem suam denuo exposuit in opere 
praectaro Essai d'une theorie des nombres p. 914 
sqq., attamen ita, vt nihil essentiale mutatum sit; 
quamobrem haec methodus etiamnum omnibus 
obiectibnibus in art. 297 prolatis obnoxia manet 
Theorema qui&em (cui vna suppositio innititur)s 

in quauis progressione arithmetica 7, l + k, l + stk 
etc^ numeros primos reperiri3 si k et l diuisorem 
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eommuriem rion haheant, fusius lia hdc opere 
consjideratum est p» 12 • sqq,: sed rigori geometri-
co nondum satisfactum esse videtur. Attamen 
tunc quoque, quandd lioe theorema plene de-
monstratuni erit: suppositio altera supererit (dari 
numeros primos formae 472 + 5 , quorum nori 
residuum quadraticum. sit numerus primus datus 
formae ^n -f 1 positiue sumtus), quae an rigo-
rose. demonstrari possit , riisi theorema fmidameri-
tale ipsum iam. supponatur^ nescio. Geterurii 
obsemare oportet, ill. Le Gendre hanc posterio-
xern; suppositionem non tacite assumsisse, sed 
ipsum quogue eam non dissimulauisse, p„ 231, 

Ad drtt. 288 s * 295. J3e eodem argumento, 
quod. hic tamquam applicatio specialis theoriae 
formarum ternariarum exliibetur, et respectu 
xigoris et generalitatis ita absolutum esse videtur, 
vt nihil amplius desiderari possit, iiL Le Gendre 
in parte III operis sui p. 521^400 disquisitio-
nem multo ampliOrem instituit*). Principiis et 
methodis vsus est a nbstris prorsus diuersis: atta-
meri hac via compiuribus dirTicultatibus implicatus 
est,. quae effecerurit, vt theoremata pamiaria • de-
monstratione rigorosa munire nori Hcuerit. Has 
difficultates ipse candide'', indicauit; sed ni falli-
mur hae quidem facilius forsan auferri poterurit, 
quam ea, qUod in hacquoque disquisitione the-
orema modo memoratum (Bi quauis progfessione 

*) Vel nobis non monontifcus lectoros cauebunt, ne nostras for-
mas temarias cum eo, ojiod ill, Le. Gendre f o r m e t r i -
n a i r e d ' u n n o m b r « dixit, confuatlant.,- Scilicet per 
haiic expiessionem andicanit decoiapositioaem uumex'1 ia txia 
Quadrata, 
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mrithrnetka etc*) supposituiri e&f p , 571 «niaot» 
iii fine, 

^ d « r t 506 VHL In chiliade tertia deter-
minantium negatiuorum reperti sunt 37 irre«ula-
res, inter quos 18 habent indicem irregularitatk 
&, et 19 reliqui indicem 5. 

v&2 eundem X. Quacstioncm hic proposi-
tam plene soluere nuper succcssit, quam disqui-
sitionem plutes partes tum Arithmeticae suhlimi-
oris turti Analyseos mirifice illustrantem in con~ 
tinuatione huius operis trademus cjiuarn primuiu 
licebit. Eadem docuit, coclTirientcm m in ar t 
504 p. 504 esse = y = 2,3458847610", drsi-
gnante y eandem quantitatem vt in art, 302, ct, 
v vt ibidern semicircumferentiam circuli ciiius 
radius i* 

* * * 

ln regulam art a$$ XV error irrepat, qui vt 
emendetur, in linea pen* p» 594, pro Jmbi*** 

legatur. ^jfgg—[> e t *m l*n«a vlfc verba *wm #1 

f z= 0, twm, in 1. prima et secunda p« 595 vero 
Iiaec r > 0 simulqm deleantur. 
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284241.59» 6 

> 1 
51.57.41.45.47 

0 

BT 

28,50 
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53.59.61.67.71 75*79'B3-89 

1 0 

1 0 

[ 2 

25.52.54.4445 25.14.ss.27. 4 74** »"*3-55 

28 

47.4s.14.2545 20.49.s2.59.s5 13.55'*84*4<> 

51.17 

*. 5, 1.10. 5 i 5» i^ 7.X4.IJ1 8. 9a4.i3.13: 

5» 1» 5 

39. 9.59. 7.61 »5. 8.»6.20,0» 4544.19.65.64 

5'54^5 

58.18.14.5545 &7< 7*53* 5* 4 M - J ^ S - M J . J : 

59.29.57.11 

8. 6. x.55.55 59^1.03.46.35 n .04 . .[.,•)I.:,I 

55- 5.58.5044 

50.71.54-19*70 74» 9 ' i°-5 a- 1 r t>^3-a*4M5 
7-i7'75-54'53 4 

25. * 55.22. 1 58.15.1a. 5. 7 14.s4.sy. 10.15 
45.55. 4.20.55 48.5^ 

5.52.81.34.72 67. 4,59.16.30* 33»0u*5^ 40*% 

13.20.54.55« 17 4 3 4 7 

8950(72.87.16. 7- 4 6$.8».55*3*«a9 5M7.%5i).54! 
10.45.19.52.36 6846.37 

71 62 

^3 

79 

81 

83 

5 

29 

11 

50 

9? 1 0 86. 3.11.55.83 83.19.27.7947 2641,71.44,60! 
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T A B V L A III (art, 516) 

7 
Q 

11 

i'5 
17 

.»9 

37 

(o) 
Co)-
(1) 

o).. 142857 
(o),,f5 (i)>v^5 (s>:.45 ̂ 3);,S5 (4),.75 (5)..5 
(o)..o9;(i)..i8; (2)v.365 (3).*7»f-C4>-45 
(o)., 07 6923 r ( i ) - 46i53'8 
(?).*0588235294 117647 

ĴCo)•'.•• 0526315789 ' 47368421 
25J0).. 0434782608 6956521739 13 
»7l(o)..o375 • (1)^074/•••.(»>M-i48; (3)..29'6; 

(4)..5923 (5).. 185 
•°344827586 2068965517 S4137931 
• 0322580645 16129 

• 5483870967 74193 
.0375 (i)..i355 W - 6 7 5 ; (3)..378j 

(4)v.89i5 (5)-4595 ( 6 % 2975 (7) •-486$ 
(8)-4325 (9).. 1625(10)^8103,(n)..054 
024595 (1).. 14654; (3).. 878045 (3).. 268295 
(4) ..609755 (5)^65853? (6).. 95121; 
(7) -70751 

5548857209 
97674418^0 

44^8085106 
8956*7 
6530612244 

55|(o)..0188679245 285; (1)..4905660377 358 
1(2)..7547169811 5205 (5)-6226415094 359 

59l(o).. 0169491525 4237288155 595^205389 
8305084745 7627118644 06779661 

6i|(o).. 0165954426 2295081967 »131147540 
9836065575 7704918052 7868852459 

.Uu' 

41 

45 

47 

49 

(o), 

(o). 

(0) 

(o) 

.0252558139 

.6511627906 

.0212765957. 
0425551514 
.0204081652 
7546958775 

5 
4 
5829787234 

8979591856 
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C0'-S75 23943 6 6 i97iS3°985 ^6\i)^''j7? 

I 46478 
75 | (o)..01569865; fi). .068 j.()3T55^)-3 Wi>5rr> 

|C5) . .7 iS5s87S^4)»a6i6ioS: , , - . : ' ; ) - -^ 2 1 f ) 1 7 
1(6^041095895 7)- a°547945i (H).-02739^0 

79j(oi..0.26582378 4815 (i)..5 ( ,r^« iS(>°r r> 9 i 9 
1^-6455696202 551? fr..?*1*1*0^ 417 
1(4),.9240506529 1155 (5)"7!)74°tij544 5°5 
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Errata TypograpMca. 

I • 2» I. 9 a calce pro —SZJL i ^IlA. p. 4. 1 2 p 

pro .«tf L AB. P. 6. L 19. factores 100 et c qnos 
iungere oportuisset separati sunt. Simiiiter aliis pas-
sim locis. p . 16. i. vJt pro f L ' ~ p. 16 1. penult* 
literae « et i? commate separenfcur. P! 19 1* 3« a. c. 1. 
b — av 
—^—' P. 20 1. 3 pro *K 1. ». Ibid 1. 16 pro 39* ' 

1. 38#'-> P. 22. L 10, 12, 19 et 20 pro Av 1. a f ^w. 

Ib . L 19 pro -j 1. —. Ib. I. 21 pro L —;— * 

P . 31 L 20 1. <pN, <pP, p. 33 L 18 pro vM 1. rr: JST. 
P. 38»I* pen. 1. incangruas. P. 39. I. 18 deleatur de-
beri. P . 40 1. 24 L Comm. nou. P. 43 1. 10 incon-
gruae. Ib. L 22 pro praec. 1. 45* p. 48. L 3 pro 
f — I factores L factores numeri p — 1. P. 52 L 14, 
p r o : — 1. =. P. 55 1. 9 pro - L f. P. 59 1. *7 !• 
et §fA. Ib. 1. 25 L j ^ . P. 601.51. posterioris. P.62 I. 5 L 
vnusque valor. Ib. L 7 l.y^1 h i : 1, r , r r . . . Ib. L 13 pro 

vnitati I . ipsi A. P. 65L3L etiam£» — 1 per -v P- 69 

1. 4 a. c in fractionis numeratore pro ph p — 1, P. 
70 1. 16 1. elegimus. P. 78 L .17 pro p 1. f -r- 1. 
P* 82 L 13 L #* == i.-. Ib. 1. 20 p r o / - * 1. jp' ~ ' 1.. 
P . 83 1. 20 L modt .^"^* . ' Ib. l . v l t pro i l . *. , P. 
84 1. 6 pro indeterminatum L mtegrum. P 85 L 4 efc 
7 a calce pro ^ 1. «. P. 88 L 1? pro m f 1 L « f 2. 
P* 89 I* 3 pro f 7 L f 5 au't.8» f 7. P. 9« L. 6 a. c. 
pro f ( m - i ) 3 , L (\m -1)*. P. 93 art 95 cum praece» 
dente vriiacur, numerusque 95 sequenti praeponatur. 
P . 97 1. 8 pro 95 L 96. P. 99 1. 7 pro. j* h m. P. 
100 L 8 a. e. 1. ipsius pu. P. i d i L 3 pro g« f 1 1, 
« f 1. P* 105 1. 8 a. c L Sect. praec. P.,107 I. 1 L 
immerorum priraorum. P. 108 inter L penulfc. et vlfc. 
exciderunt Jhaec: 4» f 1; impar quando p est fortnae. 
P* m 1. 7. insere numerum 43, P. 119 t. 13 i. non-
residuum impar. P. 120 L 17 Lnumerorum imparium. 

Uu ^ 



P. 123 1. 6 1. numeri qui ipsius.7. Ib.:L 7» 6 efc5 a» <?•• 
pro («*-«)*• 1. f«af «J*. Ib. 1. vlt pro i l . - i . P. 124 
1.1 et 2 pro — 1. f. P- 126 1. 10 1- Praemittimus. Ib. L 
13 pro idem 1. eadem.. P. 127 i 3 a. c. 1. n — he f f 
P. 1281. vlt. Hele (1} ef. P. 130L 7 et 8 p^> a -rr 1. 6 - *r. : 

P. 131 L 11 factor primus debet esse ^ + j . P. 133 L 
vlt. pro 01. £. P 134 in theor. 14 signum superius debet 
esse f, inf. - - . P. 140 1. 8 pro f A 1. - ^ et pro 
-- A 1. fA. P. 146 1. 17 pro •«' L f et pro j? 1. 0'. 
P. 148 1. 3 a. c. 1. . - pM.; Ib. L pen. .1. sequitur. P . 
155 1. 22 pro primorum l. priorum. P. 161 1. 11. xx - -
A contentorum impar est, B quoque in formanondi-
uisorum contentus erit. P. 166 L 4 pro comperti 
1. experti. P.: 168 1. 9 pro »4. y9. Ib. 1. vlt. pro 
pm" 1. ^m'. P. 170 I. 4 pro x — L y r= . • P. 174 
h 14 pro f y' L — #'. P. 177 in aequ. 9 ante par-
enth. excidit factor B. P. 183fin. in valoribus 2 et 4 
Ipsarum x et y signa f mutentur in - r . : 'P. 186 1. 4 pro 
,f ^ J,— fo; P. 187 1. 6-pro..Cf»M'l.--CV* P. 188 J. pen. 
pro 8 1. 7. P. 189 1.16 pro Qe' 1. --,£'<?. P. 192 L11 pro 
piri 1. «'*»'. Ib. 1. 15 L /«', »'', m't ri. P. 194 1. 13 pro 
f*'£ J. «&'#, Jinea sq. vero pro m'b J. rity. P. 195 L 3 a. c* 
pro mb 1. nb. Ib. 1. pen. pro nc lt ^&. P. 204 1. 10 pro 
>> 1. <j.'P. 205 1. 19 et 20 l; externi. P. 207 1. 1 pro a9 
a', a" L a', a", a'". P. 210 1. 9 pro q L u. P. 213 
1, 6 post adeoque insere te£ forma. , Ib., L 7 J. (±T2s 
t H , ±2). Ib. L 12 pro 1 1. .2. P. 221:.]. 6 1. 7 3 — 25 
f 48 P. 222 L 2 pro / Z ) 1. y D f IJ. Ib. 1. 11 pro 
al. a1. P. 223L 2rpro <} C L j> C. P. 225 1» 9 pro 5 
l .> . P. 227 1. 18 pro a 1. -- d. P. 228 L 3 et 2 
a. c pro ± 5 , q r i s , ±$ 1. ~ 5 , '±X5> ^H5- P- 232 
1. 5 pro b 1. 5'..' Ib. L 6 pro b \ b" L 6" f &y". P„ 
233 i. 4 forma prima debet esse (1, 8, — 15). V, 237 
1. 12 pro—"* 1.,-rV Ib... 1. 13 pro — '"* 1. —'V. P. 
240 J. 11 verjbum contra ponatur post semicolon. P . 
24X J. 3 pro ynm 1, mm', P; 242 in aequ. 5 pro aA1 

1. a'A, in aequ. 6 pro a'A L.a'A'* P. 253 L 4 pro 
tp 1. £:*' P. 260 1. pen. pro m L n. P .261 L 8 •prp' 
fuu L ^ ' uu . P. 262 L 12 ep 13 pro hac, illa L his, 
illis. Ib. 1. 4« a. c. pro a' X, a, Ib. .1. ylt. pro a h 



*?',/ Pe 263 1. 9 1. 27 vero fit =r [ 2 , 2 } 7 ? g, 2 3 = : 
| [2 , 7, 2, 2, 7]. P. 272 1. 17 pro «x f 1- »' f. P. 278 

.1. 11 1. non primus. Ib, 1. 14 pro f 12 1. — 12 Ib. 
1. 22 pro — 12 L f 12. Ib. 1. vlt pro f 1, »-. P. 279 
1. 5 pro — 1. t- .P. 280 1. 22 pro r 1. 3. P. 282 1. 
1. 16 1. (a, b, c). Ib. 1. 3 a. c. pro 2bu&L 2b*y& ei 
pro .i*)L »y& P. 284 1. 3 pro = - 4 1. f 4. P. 297 
I. 7 pro f) = . 1 . y == Ib. 1 13 1. quos. P. 299 1. i 3 
et 15 pro j>z 1. hz; ib. 1. 14 et 15 pro 9« 1: gvs. p . 
300 post lineam 5, iterumque 1. 7. post verbum numero 
insere JXbb - ac)* --. P. 307 1. 3 et bis in 1. 5 p r o 
/ 1 . *»/. P. 3.19 1. 11 a. c. pro tum s\ 1. si *««.> p . 
328 1. 17 pro 27 1. 23. P. 335 1. 8 pro 9 1. - . 9. po 
347.1. 5 -pro q" L q>". P. 348 1. 5 pro 9'a' L W 
ct 1 6 pro ?''?" L j7"gr". Ib/ 1. 20 i."l z= 1. p. 30VL 
I I , 12 pro n9fc,."n'9M. n% n'Vt. Ibid, in valore ipsius 
(5, 8) muta — in f.' P- 361 1. 20 pro pq' — qp' 1. pq> .„ 
qp'. P. 363 I..3 pro.-S 1. g', P. 366 1. 1 prop"' L ty'" 
P. 371 1.7 a c. p r © t $ ' l . r - $ ' . P. 38ol .7 . a e . pro mm'l. 
tnm'. P. 3811. 1 post verbum formam i n s e r e ^ / ' , g< Com-
positam. P. 3871. 20 pro quatuor 1. tres. P. 388 1.12 pro 
WL W'. P. 389 1. 7 a c. pro A l. AA. P, 390 1. ^ 1. 
B est vel o vel %A, Ibid. 1. 9, 11 et 12 pro a 1. a -1 

~j, e t l . 10, 11 et 13 pro c L.c -- — p . , -P. 394 1. 16 
pro 2, 1. 2'. P. 399 1. 2 pro 869 1. 867. Ib-. 1. 12 post 
ciassium insere proprie primjtiuarumi P. 406 1. n a c . 
pro expressos.l. expressio. P.,408 1, 9 pro omnium cha-
racterem 1. multitudinis omnium characterum. P. 410 1. 
4 pro H L t H. P. 415 1. 5 a c. pro fzRp L.- zRp. 
P. 416 1. 13 pro p 1. -- p. Ibid post 1. vlt. omissa sunt 
haec: \n f • *> fcoc statim sequitur ex VlII? si vero q est 
formae: P. 419 1, 8-ac. pro determinantes l. characteres. 
P. 420 1. 9 a c. 1. vel 3, 4, vel 3* 8, vel 7, 8. P. 430 1, 
13 pro substitutionis; Si L substitutionis $'f P. 437 1. 21 
post certe insere vel infra, P. 442 in forma / ' pro 4 1. 

. — 4. P. 444 1. 11 et 10 a c. deleantur signa negatiua. 
P. 453 \ 6 pro <th L h. P. 458 1. 17 1. quae forma ad-
iuncta erit ei, quae oritur etc. P, 463 1. 17 et 18 pro 44 
L 39. P, 4711. 21 pro semicolo scribe cornma.' P. 4771. 
3 a c. pro - 1 1. 1. p . 478 1. 9 pro -»17 1. ,f 17, Ib. 1, 



i x pro 9 L «• 18 et pro 1 L 2. Ib, 1. vlt pro p L p'. 
P. 479 I.13, 22 et 23 pro 5 L - 5. Ib. 1. 14 pro - 17 
1, 17. P.' 4911. 10 a c. L 6, aut 12j aut 8. E 495 I.' 3 
pro —.61 L 61. P. 496 L 131. resolubile* Ib, L 5 a c* 1» 
tlieoremata quae praecedentium. P. 505 1. 11 -post yer» 
bum formae omissa sunt haec: 4« f 1, # rmmerus pri-
inus formae. P. 511 1. 15 adde: putapro x" — o Ib» 
L vlt et p. sq. L 5» 8 et n pro A' L ^ " . .P, 513 I. 9 
pro d"dqLd'yq. P. 516 L 14 pro 4, 01 1. 4, 03. jfb. 1* 
7 a.c. 1. C = 2 ^ f . P. 517.1. 23 pro 71081.7112. P8 
519 1. 18 L 37092 dasses, formula ^ 3 7 0 7 4 , 3 . P. 542 
1. pen. pro m r r L » —. P, 545 1. 8 et 9 pro 59 L 69,. 
et pro 1557 1 .1587« P» 55° L potestatlbus. P.. 551 L 
20 1. | |—o,6875- P- 554 t 3 a c. prositl. fit. P. 556 de-
leatur comrna post sint P, 563 1. 9 a c. pro si I. is. P. 
568 L 13 pro ierap L <zemp\ Ib. 1. 16 pro eapu Leapr

a 
Ib. 1. 18 L mp^^-K P. 579 L 24 pro omnes 1. scili~ 
cet omnes. P. 584 L 10 1. '-- 2.3.5.11.29. P. 586 L 16 L 
priora sunt eadem. P. 590 1. 2 pro 102 1. 408. P. 591 L 
vlt, 1. aliL P. 599 1. 6 a c. pro 4> L P ; ibid, 1. 5 a c. pro 
SX 1. Q. P. 607 1. 6 pro >.g 1. xk P. 608 1. 8. del. b{f9 
k), Ib. 1. 17 pro d{f g) L d(f, 1). P. 616 L 1 et 4 pro 
prae::. i. 347. P. 619 1. 6 a c pro aa L -*\ P. 630 1. 13 
2. | / ( 4 f (4, 13) - 2(4, 3)). P. 632 1. -£ 0,3612416662*. 
P. 638 in valore ipsius T pro n =r 13 terminis 4#4 et 
4XX signum f praefigi debet. P. 646 1. 7 a c. post pa« 
,M#?MJ iosere «, .£, y. P. 647 1. 5 a c.«pro M" L R%. p . 
653 t. 4 pro —, [1] L — [A]„ p . 654 L 2 numerator pro 
cot. * esse debet i(RR f 1). 

Erratorum multitudinem lector beneuolus? qut 
quatn difEcile in huiusm.odiseripr.isa typothetis tali la-
bori minus adsuetis auctore absente euitentur noueritp 
fcenigne ignoscet, et si quae aiia vel minoris momentl 
vel sensma non mribantia oifenderit, faciie corriget 
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