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Kapitel 1
Einleitung

“..Im Unterschied zu Newton und Schoppenhauer
hat Ihr Ahne nicht an eine gleichférmige, absolute Zeit
geglaubt. Er glaubte an unendliche Zeitreihen, an ein
wachsendes, schwindelerregendes Netz auseinander-
und zueinanderstrebender paralleler Zeiten. Dieses
Webmuster aus Zeiten, die sich einander ndhern, sich
verzweigen, sich scheiden oder einander jahrhunderte-
lang ignorieren, umfafit alle Moglichkeiten. ..”

Jorge Luis Borges, ,Der Garten der Pfade, die sich
verzweigen“ (Fiktionen, 1944)

Evolutionire Optimierung und Quantenmecha-
nik

Es ist nicht bekannt, wann die Menschen vor dem ersten Optimierungspro-
blem standen, jedoch ist klar, daf§ iiberall im téglichen Leben Aufgaben ih-
rer Losung bediirfen, die im Kern das Auffinden eines Optimums beinhalten.
Seit dem Anfang der 60er Jahre wurde dazu ein Vorgang betrachtet, der
erst einmal rein biologischen Ursprungs ist: die Evolution. Im abstrakten
Sinne besteht die Evolution aus den 3 Prozessen Mutation, Selektion und
Reproduktion, die zu einer Hoherentwicklung bzw. Verbesserung (in Bezug
auf die Anpassung an die Umwelt) eines Individuums fithren. Dieser Vor-
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gang stellt also eine Optimierung der Anpassungsfihigkeit dar. Im folgen-
den soll eine Beschreibungsweise fiir die Evolution und deren Entsprechung
in der Optimierungstheorie, die als Evolutionidrer Algorithmus bezeichnet
wird, gefunden werden. Dazu gehen wir dieses Probleme mit Hilfe physikali-
scher Methoden an, wobei es verschiedene Moglichkeiten gibt. Wir beginnen
an dieser Stelle mit der Umformulierung der Variationsprinzipien der klas-
sischen Mechanik durch die Quantenmechanik entsprechend FEYNMAN [1].
Eine Weiterentwicklung dieses Gedankens wird uns dann zu einem einfachen
Modell fiir einen Evolutiondren Algorithmus fiihren.

Das erste Beispiel fiir die Betrachtung eines Variationsprinzips ist das
FERMAT’sche Prinzip. Dieses Prinzip beschreibt den optimalen Weg, wel-
chen das Licht zwischen zwei Orten zuriicklegt. Es ist ein Variationsprinzip,
bei dem die minimale Zeit gesucht wird, die das Licht zwischen zwei Punk-
ten benstigt. Verallgemeinern wir das o.g. Prinzip, was durch eine Reihe
von Physikern und Mathematikern in der Mitte des 18. Jahrhunderts getan
wurde, indem wir eine Groflie Wirkung minimieren, 143t sich ein Formalismus
(LAGRANGE-Formalismus) ableiten, mit dessen Hilfe wir z.B. die Bewegung
eines Teilchens unter bestimmten Zwangsbedingungen nachvollziehen bzw.
vorhersagen kénnen.

Eine abstrakte Formulierung der Minimierungs- bzw. Maximierungsprin-
zipien in der Physik ist durch die Einfiihrung eines Zustandsraumes und
eines positiven Funktionals, im obigen Fall Zeit bzw. Wirkung, auf diesem
Raum gegeben. Durch Variation des Funktionals erhalten wir die dynami-
schen Gleichungen des Zustandes. Entlang der optimalen Trajektorie nimmt
das Funktional sein Extremum an. Nun koénnten wir uns natiirlich fragen,
warum gerade die dynamischen Gleichungen zu einer Minimierung der Wir-
kung fiihren. Eine mogliche Antwort wurde von FEYNMAN im Rahmen seiner
Pfadintegralformulierung der Quantenmechanik gegeben [1, 2]. Er betrach-
tete ein quantenmechanisches Teilchen, dessen Zustandsfunktion eine Phase
und Amplitude besitzt, welches sich vom Punkt A nach B bewegt. In An-
lehnung an die Arbeiten WIENER’s zur Brownschen Bewegung betrachtete
er die Menge aller Pfade von A nach B und wichtete die Moglichkeit der
Realisierung durch eine komplexe Funktion. Die Form dieser Funktion ergab
sich aus der Analyse der infinitesimalen Bewegung eines quantenmechani-
schen Teilchens und ist einfach durch exp(iS[z]) mit der Wirkung S|[z] des
zum quantenmechanischen System korrespondierenden klassischen Systems,



gegeben. Fiir kleine Abstiinde! werden alle Pfade zwischen A und B durch-
laufen. Die Integration iiber alle Pfade mit der Funktion exp(iS[x]) als Wich-
tungsfaktor fithrt zur quantenmechanischen Ubergangsamplitude zwischen A
und B?. Dagegen wird im Falle grofierer (makroskopischer) Abstéinde die un-
terschiedliche Phasenbeziehung zwischen den Pfaden bedeutsam. Die Wahr-
scheinlichkeitsamplituden der einzelnen Pfade interferieren miteinander und
16schen sich aus. Dabei bleibt als einziger Pfad die klassische Trajektorie der
extremalen Wirkung iibrig.

Es scheint also, dafl die Quantenmechanik einen anderen Zugang zur Be-
stimmung von Extrema fiir Funktionale bietet. Leider birgt die Theorie eine
entscheidende Schwierigkeit in sich: Die Trajektorie der extremalen Wirkung
wird nur fiir grofe Abstédnde zwischen A und B angenommen. Wie wir so-
fort ersehen kénnen, liegt natiirlich die Schwierigkeit im Wichtungsfaktor der
Pfade. Wenn wir bedenken, dafl die Wirkung fiir unser Problem minimiert
wird, so konnen wir einfach den neuen Wichtungsfaktor exp(—S[z]) anset-
zen. Im Gegensatz zur Quantenmechanik ist das entsprechende Pfadintegral
nun eine Ubergangswahrscheinlichkeit.

Um die Beziehungen dieses Pfadintegrals zur Kinetik und statistischen
Physik klarer herauszuarbeiten, wollen wir eine andere Argumentation auf-
bauen, die auf dasselbe Ergebnis fiihrt. Dazu betrachten wir die NEW-
TON’schen Bewegungsgleichungen

0l

_VF (1.1)

8-
|

SR

auf dem Raum X mit dem Potential F' : X — IR, mit den Fixpunkten (¢ = 0,
VF = 0). Diese Dynamik kann leicht aus der Variation der klassischen
Wirkung

smﬂ:](;ﬂﬂf—ﬂm)h (1.2)

in Bezug auf feste Anfangs- und Endpunkte abgeleitet werden. Nun lassen
wir alle moglichen Pfade zwischen den festen Punkten A und B zu. Alle diese

!'Damit sind Abstéinde gemeint, die in der Grofenordnung des quantenmechanischen
Systems liegen.

2Lassen wir zu, dafl der Endpunkt B ein beliebiger Punkt sein darf, so erhalten wir die
Wellenfunktion des Systems in Abhingigkeit vom Endpunkt B.
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Pfade konnen aus der klassischen Trajektorie (1.1) durch die Einfiihrung einer
zufilligen Kraft gewonnen werden, d.h. einer Kraft, die in Bezug auf eine
Wahrscheinlichkeitsverteilung zufillig gegeben ist. Wie kénnen wir nun diese
Verteilung bestimmen, so daf fiir grofle Zeiten nur die klassische Trajektorie
iibrigbleibt? Die Antwort auf diese Fragen wollen wir durch eine Analogie
zur statistischen Physik geben. Dort ist die Wahrscheinlichkeit w dafiir, daf§
die Grofie z einen Wert im Intervall [z,z + dx] annimmt, durch w(z) ~
exp(S(z)) gegeben, wobei S(x) die Entropie ist. Andererseits streben aber
Gleichgewichtssysteme entsprechend dem 2. Hauptsatz zur Maximierung
der Entropie. An dieser Stelle sei auf den prinzipiellen Unterschied zwischen
Entropie und Wirkung hingewiesen. Die Entropie ist die Kennzeichnung des
Ordnungszustands fiir ein Ensemble im Gleichgewicht. Im Gegensatz dazu
bestimmt die Wirkung die Dynamik schon eines Teilchens. Andererseits ist
unsere 0.g. Situation eher eine Gleichgewichtssituation, da wir die Menge
der Pfade von A nach B und nicht deren Verlauf betrachten. Beriicksichtigen
wir nun noch, dafl die Entropie & und die negative Wirkung —S maximiert
werden, so ist die Wahrscheinlichkeit W, einen Pfad z(7) im Intervall [z, z +
dz] zu finden, durch W(z) ~ exp(—S[z(t)]) gegeben. Der klassische Pfad,
welcher durch das Verschwinden der ersten Variation 6S = 0 definiert ist,
liefert natiirlich den gréfiten Beitrag. Betrachten wir die Mittelung iiber alle
diese Pfade in Bezug auf den variablen Endpunkt z, so erhalten wir das
Funktionalintegral

P(x,t) = /D:(;(t) exp(—S[z(?)]) - (1.3)

Diese Grofle 148t sich als die Wahrscheinlichkeit auffassen, aus einem Ensem-
ble von Pfaden einen bestimmten Pfad auszuwéhlen. Die Pfade werden dabei
entsprechend der Funktion exp(—S) verteilt. Wie in [1, 2] gezeigt wurde, muf}
das Funktionalintegral (1.3) der partiellen Differentialgleichung

%P(x,t) - %AxP(:z:, 1) — F(x)P(x. 1) (1.4)
geniigen. An dieser Stelle kénnen wir uns natiirlich fragen, warum wir un-
bedingt die klassische Trajektorie bekommen wollen. Bei der klassischen
Trajektorie sind die Fixpunkte der Dynamik die kritischen Punkte des Po-
tentials F', wobei nur die Minima von F' stabile, anziehende Fixpunkte sind.
Somit haben wir eine Dynamik konstruiert, welche die Minima der Funktion
F anlduft. Desweiteren haben wir festgestellt, dafl zur Realisierung dieser



Dynamik ein Ensemble von Teilchen notwendig ist, das sich mittels einer
stochastischen Dynamik bewegt. Auf dem Niveau der Verteilungsfunktionen
muf dabei die Gleichung (1.4) erfiillt sein. Spéiter werden wir diese Dynamik
als Darwin-Strategie bezeichnen.

Dieses Beispiel illustriert die Beziehung zwischen der Optimierungstheo-
rie, der Stochastik sowie der Wahrscheinlichkeitstheorie. Die Aufgabe wird
im folgenden darin bestehen, einen stochastischen Prozefl zur Optimierung
einer Fitnessfunktion zu konstruieren. Dabei werden die Standardmetho-
den aus der Theorie der irreversiblen und stochastischen Prozesse verwendet
wie sie von PRIGOGINE [3], VAN KAMPEN [4] et al. entwickelt wurden.
Desweiteren wurden die Prinzipien der natiirlichen Evolution entsprechend
Darwin [5] benutzt, die als eine Optimierung der Anpassung von Tieren und
Pflanzen an die Umwelt aufgefalt werden kann. Wir wollen im folgenden
die verschiedenen Versionen dieser Idee anfiihren: Simulated Annealing (SA)
6, 7], Evolutionsstrategien (ES) [8, 9, 10, 11, 12], Genetic Algorithms (GA)
(13, 14, 15], Evolutionary Programming (EP) [16, 17, 18] und Genetic Pro-
gramming (GP) [19, 20], welche unter dem Begriff Evolutiondrer Algorithmus
zusammenfafit werden.

Obwohl diese grofie Fiille von verschiedenen Darstellungen zu implizieren
scheint, daf} es schwierig ist, alle Algorithmen zu vereinigen, gibt es doch
zwei allgemeine dynamische Prinzipien. Die Dynamik eines Evolutiondren
Algorithmus’ kann man als eine Bewegung z(t) in einem Suchraum X auf-
fassen, die alle Optima einer Fitnessfunktion F(x) als kritische Punkte be-
sitzt>. Um alle diese kritischen Punkte der deterministischen Dynamik zu
erreichen, erweist es sich als notwendig, Zufallskrifte hinzuzufiigen. Damit
gelangen wir zu einer stochastischen Dynamik. Durch die Stochastik werden
neue Moglichkeiten der Bewegung erzeugt, da die stochastische Dynamik
iiber die Seperatrizen zu ,springen“ in der Lage ist. Etwas anders ausge-
driickt bedeutet dies, da} bei jedem Schritt eine neue Moglichkeit erzeugt
wird. Der Vektor der Eigenschaften des Sucher wird wéhrend des Vorgangs
der Reproduktion kopiert und dabei mutiert, d.h. stochastisch veréndert. Aus
der Fiille von Moglichkeiten werden entsprechend einer gegebenen Giitefunk-
tion, die als Fitness bezeichnet wird, die Besten derart ausgewéhlt, dafl die
Anzahl der Sucher konstant bleibt. Das Optimierungsproblem besteht nun
darin, das globale Optimum der Fitness zu finden. Im Bild eines Reaktions-

3Den Suchraum nennen wir auch Phiinotypraum. Der Phinotyp ist der Vektor von
Eigenschaften eines Suchers x.
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Diffusions-Systems mit zwei Spezies liefle sich das als eine Asymmetrie der
Ubergangsraten von der einen Teilchensorte zur anderen vorstellen. Eine
Spezies wird also bevorzugt, wird selektiert. Wir erhalten folglich die drei
grundséatzlichen Prinzipien eines Evolutiondren Algorithmus: Reproduktion,
Mutation und Selektion. Der Graph der Fitnessfunktion iiber dem Suchraum
(Phénotypraum) ist die Fitnesslandschaft.

Die vollsténdige Beschreibung solcher stochastischen Systeme geschieht
durch Einfiihrung einer Wahrscheinlichkeitsverteilung P(z,t) von einem Zu-
stand z zur Zeit t, welcher einerseits die Dichte der Sucher am Punkt (x,t)
bestimmt und andererseits als Wahrscheinlichkeit, einen Sucher in (z,t) zu
finden, aufgefafit werden kann. Eine Dynamik von P(z,t) bezeichnen wir als
stochastische Optimierung, falls fast alle Anfangsverteilungen P(x,t) zu einer
stationdren Verteilung Py(z) = tllglo P(z,t), welche um das globale Optimum

von F'(x) konzentriert ist, konvergieren [21, 22, 23].

Aus der Menge der Evolutiondren Algorithmen wollen wir im folgenden
zwei wichtige Klassen auswéhlen, die sich entsprechend ihrem physikalischen
bzw. biologischen Ursprung unterscheiden. Simulated Annealing Algorith-
men sind durch thermodynamische Betrachtungen motiviert, da sie die freie
Energie des Systems minimieren und die stationédre Verteilung Py(z) eine
Boltzmann-Verteilung ist. Deshalb wollen wir Algorithmen mit einem sol-
chen Verhalten Boltzmann-Strategien (BS) [24, 25, 26] nennen. Fast alle
anderen Algorithmen benutzen ein Selektionsschema, welches der natiirli-
chen Selektion von biologischen Systemen nachempfunden ist. Die Klasse
von Algorithmen mit einer Reproduktionsrate, die proportional zur Fitness
ist, wollen wir als Darwin-Strategie (DS) [24, 25, 26] bezeichnen. Die Selek-
tion ist dabei einfach die Konstanz der Populationsgrofie. Die anderen hier
behandelten Strategien gehen aus einer Kombination der beiden Strategien
(Gemischte Strategie) [27, 28, 29] sowie aus der Einbeziehung der Mutati-
onsrate (Schrittweite) in den Selektionsvorgang (adaptive Darwin-Strategie
(30, 11] und Selfannealing-Strategie [31]) hervor. Als letzte Moglichkeit bleibt
noch die Variation der Mutationsverteilung (siehe Kapitel 6), die einen Wech-
sel der Beschreibungsweise erfordert.

Struktur der evolutionidren Dynamik

Im zweiten Teil der vorliegenden Arbeit werden die Konsequenzen aus der
Formulierung der Evolutiondren Algorithmen durch partielle Differentialglei-
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chungen zweiter Ordnung gezogen. Dazu ist eine Analyse der Wechselwir-
kung zwischen den Suchern notwendig. Wie soll dies geschehen?

Seitdem NEWTON seine Principia schrieb, sind nunmehr 300 Jahre ver-
gangen. Dadurch waren zwar die Grundgesetze der Mechanik formuliert,
aber ein mysterioser Begriff blieb: die Kraft. Die Beantwortung dieser Frage
fithrte iiber die Extremalprinzipien von LAGRANGE, die teilweise als Gottes-
beweis angesehen wurden, bis hin zum FARADAY’schen Feldbegriff. Jedoch
wurde dieser Begriff immer auf ein bestimmtes Medium, wie z.B. den Ather
verlagert. Erst die abstrakte Fassung des Begriffs Feld fiihrte zur Formulie-
rung der speziellen Relativititstheorie. Es ist vor allem der Verdienst KIN-
STEIN’s, daf} er die Abstraktion des Begriffs weiter vorangetrieben hat. Dabei
schwebte ihm ein einfaches Gedankenexperiment als Leitfaden vor: Wird die
geradlinig, gleichformige Bewegung eines Massepunkts auf einer Kugel auf ei-
ne Flache projiziert, so erscheint sie dort als beschleunigte Bewegung. Damit
erhielt er das scheinbar universelle Prinzip:

Kraft = Kriimmung .

Leider lie§ sich durch diese Konstruktion nur die Gravitation [32] beschrei-
ben?. Die fehlende Beziehung zwischen Ladung und Masse verhinderte erst
einmal die vollstdndige Geometrisierung der Wechselwirkung.

Eine weitere Vertiefung des Begriffs der elektrischen Ladung ist mit der
Entstehung der Quantenmechanik verbunden. Betrachten wir einen quan-
tenmechanischen Zustand, der durch eine Wellenfunktion dargestellt wird, so
konnen wir immer eine globale Phasentransformation des Zustandes durchfiihren,
ohne daf sich die physikalisch mefibaren Grofien &ndern. Andererseits ist eine
Anderung der relativen Phase zwischen zwei Zusténden nicht beliebig wihl-
bar, wie wir durch den Aharonov-Bohm-Effekt eindrucksvoll sehen. Solche
Phasenénderungen sind also lokale Transformationen. Wie WEYL [33, 34]
herausfand, 148t sich die entsprechende Erhaltungsgrofie, die zu den loka-
len Phasendnderungen korrespondiert, als elektrische Ladung deuten. Damit
erkannte man, daf§ die Elektrodynamik als U(1) Eichfeldtheorie dargestellt
werden kann.

Was ist aber der Grund fiir die Entstehung der elektrischen Ladung? Der
Zustandsraum der Quantenmechanik ist ein Hilbertraum mit einer trivialen

4Der Grund dafiir ist einfach durch die Tatsache gegeben, daf die universelle Kopp-
lungskonstante zwischen Beschleunigung und Kraft die Masse ist. Durch die Aquivalenz
zwischen Masse und Energie erhalten wir eine Beziehung aller Wechselwirkungsarten zur
Gravitation, da diese wenigstens immer als Energieaustausch aufzufassen sind.
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topologischen Struktur. Wenn wir dagegen alle Zusténde identifizieren, die
auf gleiche physikalisch mefibare Gréflen fiihren, so erhalten wir eine Man-
nigfaltigkeit mit nichttrivialer topologischer Struktur. Zum Generator dieser
nichttrivialen, topologischen Struktur korrespondiert eine Gréfle (1. Chern-
Klasse [35]), die mit der elektrischen Ladung in Beziehung steht. Damit ha-
ben wir wiederum eine geometrische Charakterisierung einer physikalischen
Grofle erhalten. Nun kénnten wir im Hinblick auf die allgemeine Relativitéts-
theorie fragen, welche geometrische Struktur in der Raum-Zeit mit dieser
topologischen Grofle des Zustandsraums korrespondiert. Die Antwort darauf
ist bisher noch nicht bekannt.

Durch diese Konstruktion haben wir ebenfalls einen interessanten Ansatz
zur Beschreibung nichtlinearer Systeme erhalten. Der oben beschriebene Zu-
standsraum ist auf einer Mannigfaltigkeit definiert. Die Gleichung fiir die
zeitliche Entwicklung eines Zustands ist bei einer Wechselwirkung nichtli-
near. Die grundsétzliche Invariante zur Charakterisierung des Verhaltens
solcher Systeme ist die elektrische Ladung, welche eine topologische Invari-
ante auf dem Zustandsraum ist. Nun wollen wir eine nichtlineare Gleichung
zusammen mit seinem Zustandsraum, der auch als Losungsraum bezeichnet
wird, betrachten.

In Analogie zum eben gesagten, brauchen wir nur die topologischen In-
varianten des Losungsraums zu studieren, um eine Charakterisierung der
nichtlinearen Gleichung zu erhalten. Wie kann dies aber ohne Kenntnis der
Losung geschehen? Dazu zerlegt man die Gleichung in einfache Teile, d.h.
l6sbare Teilgleichungen. Studiert man nun die Beziehung dieser Teile zuein-
ander, so erhélt man die topologischen Invarianten. Ein Beispiel fiir eine
solche erfolgreiche Theorie ist die Stabilitdtsanalyse gewohnlicher Differenti-
algleichungssysteme, welche von POINCARE entwickelt wurde.

In Kapitel 4 und 5 dieser Arbeit werden wir diese Herangehensweise be-
nutzen, um die Schrédinger-Operatoren und die verallgemeinerte Wérmelei-
tungsgleichung zu betrachten. Obwohl diese Gleichungen linear sind, zeigen
sie doch ein komplexes Verhalten. So kénnen sie durch eine einfache Trans-
formation auf eine nichtlineare Differentialgleichung gebracht werden. Wie
wir spater an diesem Beispiel sehen werden, besitzt der Losungsraum bei
einer Gleichung mit komplexem Verhalten ebenfalls eine komplizierte topo-
logische Struktur. Sie spiegelt sich in diesem Falle durch die Hierarchie von
selbstdhnlichen Unterrdumen des Losungsraums wieder. Bei den meisten
Arten von Gleichungen kann man nicht einmal von einer Mannigfaltigkeits-
struktur auf dem Losungsraum ausgehen. An diesen Beispielen sehen wir



13

nun, dafl die Wechselwirkung zu einer komplizierten Struktur auf dem Zu-
standsraum fiihrt, welche durch topologische Invarianten wenigstens teilweise
verstanden werden kann.

In dieser Arbeit wurde eine spezielle Form der Wechselwirkung zusammen
mit der entsprechenden Analyse des Losungsraums behandelt. Dabei handelt
es sich um eine Menge von Punktteilchen, die dem Gradient eines Potentials
folgen und gleichzeitig von einer Zufallskraft gestért werden. Die Stérung
soll dabei so klein sein, dafl der entsprechende stochastische Prozef als Dif-
fusion beschreibbar ist. Damit ist zwar das physikalische Problem umrissen,
aber der Sinn des Modells ist noch nicht ganz klar. Deshalb betrachten wir
nun die deterministische Dynamik des Systems. Die Fixpunkte der Dyna-
mik sind die Punkte, an denen der Gradient des Potentials verschwindet. Ist
dieser kritische Punkt des Potentials ein Minimum, so ist der entsprechende
Fixpunkt stabil, andernfalls instabil. Der stochastische Prozefl ermoglicht es,
aus dem Anziehungsbereich eines Fixpunktes in einen anderen Anziehungsbe-
reich zu springen. Die Wahrscheinlichkeitsverteilung dieses Prozesses besitzt
damit Maxima in der Umgebung der stabilen Fixpunkte. Benutzt man meh-
rere unabhéngige Punktteilchen, die dieser Dynamik folgen, so beschreibt die
Wahrscheinlichkeitsverteilung die Dichte der Punktteilchen.

Diese Eigenschaften der Dynamik lassen wiederum eine Beziehung zur
Optimierungstheorie erkennen. Fafit man nadmlich das Potential als Giite
(Fitness) der gefundenen Losung auf, so beschreibt die oben dargestellte Dy-
namik einen stochastischen Optimierungsprozefl. Dieser Prozefl hat auch
eine anschauliche Bedeutung: Er modelliert die biologische Evolution. Um
dies zu verstehen, betrachten wir die Realisierung des oben beschriebenen
Algorithmus’. Im biologischen Sinne fassen wir jedes Teilchen als Sucher
bzw. Individuum auf. Dann fiihrt der stochastische Prozefl zur Entstehung
neuer Individuen, d.h., er lafit sich als Mutation verstehen. Desweiteren ver-
vielfaltigen wir alle die Individuen, die oberhalb des Mittelwertes der Fitness
liegen. Dieser Prozef} entspricht der Reproduktion. Alle anderen Individuen
sterben aus, d.h. wir erhalten den Prozef3 Selektion.

Zur Vereinfachung haben wir keine lokale Wechselwirkung zwischen den
Individuen angenommen, da die entstehenden Gleichungen nichtlinearer Na-
tur sind. Eine grofle Klasse solcher Modelle, die als Lotka-Volterra-Modelle
bezeichnet werden, wurden in der Vergangenheit im starken Mafle untersucht.
Als weitere wichtige und zugleich grofle Klasse solcher Modelle erhalten wir
alle physikalischen Modelle, die eine Gréfle minimieren. Bekanntlich sind fast
alle dynamischen Gleichungen der Physik als Variationsprinzipien darstell-
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bar, was die Grofie der Klasse noch unterstreicht. So kann man die gesamte
Feldtheorie als ein Beispiel einer Koevolution auffassen. In der Koevoluti-
on erzeugen die Konfigurationen von Individuen die Fitness, die damit nicht
fest vorgegeben ist. Fafit man nun jedes Individuum als Punkt eines Feldes
auf, so beschreiben die Feldgleichungen die Dynamik der Individuen, die lo-
kal miteinander wechselwirken und dabei das Energiefunktional minimieren.
Diese Problematik soll hier nicht behandelt werden.

Der Aufbau dieser Arbeit

Am Anfang der Einleitung hatten wir ein einfaches Modell zur Beschrei-
bung Evolutiondrer Algorithmen eingefiihrt, daf§ auf partiellen Differential-
gleichungen 2. Ordnung fiir die Verteilungsfunktion der Individuen basiert.
Im néchsten Kapitel werden die Konsequenzen dieses Ansatzes studiert, der
sowohl ,simulated annealing® als auch die adaptive Strategie von SCHWE-
FEL enthélt. Eine geschickte Darstellung der Gleichungen fiihrt zur Idee
der Vereinheitlichung aller Strategien durch eine verallgemeinerte Wérmelei-
tungsgleichung.

Im darauffolgenden Kapitel wenden wir uns den Eigenschaften der Boltzmann-
und Darwin-Strategie zu. Dabei steht ein Vergleich beider Strategien im
Mittelpunkt des Interesses. Dieser Vergleich erfolgt anhand zweier Beispie-
le: der Parabel und dem Doppeltopf. Anschaulich ist zu erwarten, dafl das
Verhalten beider Strategien fiir den Fall einer Parabel gleich sein muf}, da
die Strategien nur dem Gradienten folgen miissen. Auch fiir den Fall eines
Maximums bzw. eines Sattels als Fitnessfunktion sollte sich ein qualitativ
gleiches Verhalten ergeben. Da jede Fitnessfunktion lokal durch eine qua-
dratische Funktion approximiert werden kann, arbeiten die Boltzmann- und
Darwin-Strategie lokal gleich, was durch den Titel unterstrichen wurde. Ver-
komplizieren wir das Problem von einer Parabel zum Doppeltopf, so ist zu er-
warten, dafl sich erste Unterschiede im Verhalten zeigen. Diese Unterschiede
werden durch eine systematische Verdnderung der Parameter herausgearbei-
tet. Bei der Analyse spielt die Wahrscheinlichkeit, im anderen Topf zu sein,
eine herausragende Rolle. Das Ergebnis dieser Untersuchung zusammen mit
einigen Computersimulationen legen die Mischung zwischen der Boltzmann-
und der Darwin-Strategie nahe. Die Beantwortung der Frage, ob diese Stra-
tegie wirklich besser ist, nimmt der néchste Abschnitt in Angriff. Am Schlufl
dieses Kapitels soll noch auf die stochastische Realisierung der Strategien
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und deren Vergleich mit den theoretischen Ergebnissen eingegangen werden.

Das Kapitel 4 ist den mathematischen Eigenschaften von Schrédinger-
Operatoren gewidmet, da sie ein Hauptbestandteil der dynamischen Glei-
chung fiir die Verteilungsfunktion der Individuen sind. Wie wir im vorheri-
gen Kapitel dargelegt haben, besitzt das Spektrum dieser Operatoren einen
entscheidenden Einflu} auf die Geschwindigkeit der Strategien. Deshalb ist
es zuerst notwendig, sowohl Aussagen tiber die Spektraldichte wie auch iiber
deren Reproduzierbarkeit wiahrend eines Simulationslaufs zusammenzutra-
gen. Die restlichen Abschnitte dieses Kapitels sind der Analyse des Kerns
sowie der Abhéngigkeit des Schrodinger-Operators vom Potential gewidmet.
Zur Gewinnung der entsprechenden Aussagen wurde eine neue Methode ent-
wickelt, die in der Umformulierung des urspriinglich analytischen Problems
in ein algebraisches Problem besteht.

Als Schluffolgerung aus den Ergebnissen des Kapitels 4 erhalten wir in
Kapitel 5 die Klassifikation der Strategien in Abhéngigkeit von der Fitness.
Da die zugrundeliegende Mathematik relativ kompliziert ist, wird zuerst eine
kurze, anschauliche Zusammenfassung der Beweise aus Kapitel 4 angegeben.
Als Schluffolgerung erhalten wir die Klassifikation der Evolutiondren Stra-
tegien, die durch eine partielle Differentialgleichung 2. Ordnung beschrieben
werden, beziiglich Thres Losungsverhaltens. Als Kernstiick dieser Klassifika-
tion ergeben sich die schwierigen Probleme, die durch eine Irrefiihrung der
Strategie entstehen. Es ist noch interessant zu notieren, dafl diese Probleme
im Fall der Darwin-Strategie genau die THOM’schen Katastrophen sind.

Im Kapitel 6 beschéftigen wir uns mit der Variation der Mutationsver-
teilung. Bisher wurden nur kleine, Gauf-verteilte Mutationen angenommen.
Bei den ,realen* Algorithmen (z.B. Evolutionsstrategien) gibt es aber die
Einschrankung der kleinen Spriinge iiberhaupt nicht. Anhand der Standard-
beispiele Parabel und Doppeltopf werden die Losungen fiir die Gauf3- und
Cauchy-Verteilung durch die Methode des iterierten Kerns berechnet. Dabei
ist zu erwarten, daf fiir die Gauf3-Verteilung qualitativ gleiche Ergebnisse her-
auskommen. Unterschiede ergeben sich lediglich fiir die Cauchy-Verteilung,
da bei dieser Form der Verteilung grofle Mutationen wahrscheinlicher sind.
Die einheitliche Darstellung dieser Strategien sowie ein paar Ideen zur Klas-
sifikation schlieflen dieses Kapitel.

Eine Zusammenfassung, in der die wichtigsten Ergebnisse zusammenge-
tragen wurden, beendet den Hauptteil der Arbeit. Um die Transparenz der
Arbeit zu erhéhen, wurden die umfangreichen Formeln und Berechnungen in
4 Anhénge am Ende der Arbeit verbannt. Im ersten Anhang befindet sich
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eine kurze Diskussion des Einflusses von Zwangsbedingungen, die an das
Optimierungsproblem gestellt werden, auf die Topologie der Fitnessland-
schaft. Dabei werden keine Grundkenntnisse der Topologie vorausgesetzt.
Im n&chsten Abschnitt befindet sich eine Sammlung von Formeln, die die
Berechnung des Eigenwertproblems auf der Parabel fiir die Boltzmann- und
Darwin-Strategie betreffen. Die letzten beiden Anhénge sind der Berechnung
der Wahrscheinlichkeiten im Fall des stiickweise, quadratischen Doppeltopfes
fiir die Boltzmann-, Darwin- und Gemischte Strategie gewidmet.

Diese Arbeit ist eine zusammenfassende Untersuchung der fitnesspropor-
tionalen Evolutiondren Algorithmen auf kontinuierlichen Rd&umen. Neuere
Untersuchungen zu den diskreten Fillen findet man u.a. in [36, 12]. Daneben
gibt es noch andere Méglichkeiten der Optimierung, wie z.B. adaptive Anpas-
sung der PopulationsgroBe [37] oder die Zerlegung des Optimierungsproblems
in Teilprobleme und deren simultane Optimierung (multitome Optimierung)
(38, 39].



Kapitel 2

Ein physikalischer Zugang zu
den Evolutionidren Algorithmen

“Da nédmlich der Plan des Universums der vollkom-
menste ist, kann kein Zweifel bestehen, daf alle Wir-
kungen in der Welt aus den Ursachen mit Hilfe der
Methode der Maxima und Minima gleich gut bestimmt
werden kénnen.”

Leonhard Euler

In diesem Kapitel werden wir eine Klasse von einfachen Dynamiken be-
trachten, welche die Evolution in kontinuierlichen Rdumen realisieren. Dazu
fiihren wir einen kontinuierlichen Raum X ein, der den schon erwahnten
Phénotypraum darstellt. Desweiteren bendétigen wir eine reell-wertige, die
Fitness darstellende Funktion F' : X — R. Diese Funktion mif}t die Qualitit
des gefundenen Optimums und représentiert in praktischen Problemen z.B.
die Kosten fiir den Aufbau eines Netzwerkes. Die Aufgabe besteht nun dar-
in, das globale Optimum (Maximum bzw. Minimum) von F' zu bestimmen.
Im folgenden wollen wir annehmen, daf§ der Raum X durch X = IR? gege-
ben ist. Der Zeitparameter wird ebenfalls als kontinuierlich angenommen.
Da die meisten Algorithmen lokal arbeiten, ist eine Beschreibung iiber ei-
ne Differentialgleichung moglich. Als Heuristik fiir eine solche Beschreibung
verweisen wir auf die obige Diskussion, d.h., im folgenden wollen wir die Dy-
namik als partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung wéhlen. Diese Art
der Beschreibung wird uns spéter erlauben, die Boltzmann- und die Darwin-

17
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Strategie durch einen Typ von Gleichung zu beschreiben. Beide geniigen
némlich einer Schridingergleichung [24, 25], wobei der Unterschied zwischen
beiden durch die Transformation der Fitnessfunktion gegeben ist.

Im néchsten Kapitel werden wir die Geschwindigkeit dieser Strategien
bestimmen. Die Ergebnisse zeigen, dafl die Boltzmann- und die Darwin-
Strategie gegenldufiges Verhalten bzgl. ihrer Geschwindigkeiten aufweisen.
Daher scheint es angebracht, beide Strategien zu mischen. Diese Idee fiihrt
zur Gemischten Strategie, die in den Simulationen eine groflere Geschwindig-
keit und Robustheit besitzt [25, 26, 40, 41].

Entsprechend SCHWEFEL [30] ist eine konstante Fortschrittsgeschwindig-
keit der Evolutionsstrategie ein Nachteil, da die Strategie an Stellen, die weit
vom Optimum entfernt sind, genauso schnell ist, wie an den interessanten
Stellen nahe des Optimums. Die Losung dieses Problems besteht darin, dafl
man die Schrittweite o als zusétzliche Variable betrachtet, die in den Selek-
tionsprozef} einbezogen wird. So gelangt man auf ganz natiirliche Weise zur
adaptiven Strategie. Im Falle der Darwin-Strategie wird dabei die Diffusions-
konstante und im Falle der Boltzmann-Strategie die Temperatur gesteuert.
Letzterer Fall wurde von ROSE [31] entwickelt und zeigt fiir die meisten
Realisierungen die Besonderheit, dafl das “cooling schedule” adaptiv an das
Problem angepafit wird. Im Gegensatz zur adaptiven Darwin-Strategie bleibt
diese adaptive Gemischte Strategie (Selfannealing Strategie) nicht in lokalen
Optima ,héngen®.

Nach dieser Fiille von verschiedenen Strategien kann man sich nun fragen,
ob es vielleicht die Md&glichkeit einer grolen Vereinheitlichung gibt. Im Falle
der Boltzmann- und Darwin-Strategie wurde dies schon kurz erwédhnt. In der
Tat zeigt sich, dafl man alle Strategien durch eine Gleichung in einem Raum
M beschreiben kann, wobei sich die einzelnen Strategien durch die Wahl der
Fitnessfunktion bzw. durch die Metrik von M unterscheiden.

2.1 Die Boltzmann-Strategie

Die dlteste und zugleich einfachste Variante einer Optimierungsstrategie, die
wir im folgenden auch unter dem Begriff Evolutionédren Strategie betrachten,
ist die Boltzmann-Strategie. Im Jahre 1953 wurde sie von METROPOLIS et al.
[42] als Algorithmus zur Erzeugung von Ensemble benutzt, die als stationire
Verteilung eine Boltzmannverteilung

P(z) = tliglo P(x,t) ~ e PF@
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besitzen. KIRKPATRICK et al. [6] erweiterten 1983 durch die Einfiihrung
eines “cooling schedules” den Metropolis-Algorithmus zum Simulated Anne-
aling, welcher in der Folgezeit zahlreiche Anwendungen auf verschiedenste
Optimierungsprobleme gefunden hat [7, 43]. Eine Weiterentwicklung dieses
Algorithmus wurde durch verschiedene Autoren vorgeschlagen (z.B. [44, 45]).
Der einzige Parameter des Algorithmus’  bestimmt den Grad der Akzep-
tanz von verschlechternden Mutationen. In Analogie zur statistischen Physik
wollen wir diesen Parameter als reziproke Temperatur auffassen. Eine hohe
Temperatur (kleines [3) fiihrt zur Akzeptanz jedes Schritts, was dquivalent
zu einer Zufallsbewegung ist; wéhrend eine kleine Temperatur (grofles [3)
den Prozef} eines stochastischen Gradientenabstiegs beschreibt. Eine Ana-
lyse des Prozesses mit Hilfe des thermodynamischen Formalismus und un-
ter Beriicksichtigung des informationstheoretischen Mafles Entropie fiihrte
[46, 47, 48, 49] zur Konstruktion einer optimalen Abkiihlungskurve (coo-
ling schedule), d.h. einer zeitabhéngigen Funktion 7" = T'(t), wéhrend des
Simulationslaufs. Diese Kurve stellt das wichtigste Problem fiir den “simu-
lated annealing” Algorithmus dar. Wird ndmlich die Temperatur wéihrend
des Simulationslaufs erniedrigt, so ,,sammeln® sich die Sucher in den loka-
len Minima der Fitnesslandschaft. Man hofft nun, daf§ eines der gefundenen
Minima das globale Minimum ist, wodurch die Strategie das Ziel erreicht
héitte. Wie aus der oben gegebenen Boltzmann-Verteilung ersichtlich ist,
ist die stationdre Verteilung um das globale Minimum konzentriert. Damit
erfiillt diese Strategie die Minimalanforderung an eine Optimierungsstrate-
gie. Spiter werden wir noch einen detaillierten Beweis dafiir erbringen, dafl
alle Anfangsverteilungen gegen diese stationédre Verteilung konvergieren. Die
Einordnung dieser Strategie unter die Klasse der Evolutiondren Strategien
erscheint auf den ersten Blick nicht ganz gerechtfertigt, da ein solches Ver-
halten gerade dem Verhalten thermodynamischer Systeme entspricht. Es
konnte jedoch gezeigt werden [25], dafi sowohl die Boltzmann-Strategie als
auch die spéter vorgestellte Darwin-Strategie durch ein und dieselbe Grund-
gleichung beschrieben werden kénnen. Am Ende dieses Abschnitts werden
wir sogar eine Grundgleichung fiir alle bekannten fitnessproportionalen Stra-
tegien angeben.

Die Besonderheit der Boltzmann-Strategie besteht darin, dafl sie schon
durch einen Sucher realisiert werden kann. Dazu wird zuerst sein Zustand z;
im Suchraum X durch eine Mutation in einen neuen Zustand z; iiberfiihrt.
Die Bewertung dieser Mutation erfolgt anhand der Fitnessdifferenz A F' =
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F(z;) — F(z;) mit der Ubergangswahrscheinlichkeit

e PAE  AF >0 (2.1)

{ 1 AF<0
Pij =

Dies bedeutet, dafl Mutationen, die zur Verbesserung der Fitness fiihren (Mi-
nimierung), immer vollzogen werden, verschlechternde Mutationen jedoch
nur mit einer Wahrscheinlichkeit e #2F. Um das Verhalten der Strategie
besser zu verstehen, versuchen wir eine Gleichung herzuleiten, die alle oben
erwahnten Eigenschaften enthélt. Dazu benutzen wir die Akzeptanzwahr-
scheinlichkeit (2.1) und verwenden das Konzept der Mastergleichung, wobei
wir folgenden Ansatz fiir die Raten

W(z; — ;) = exp <§(F($Z) — F(@))) N(z; — z;,2D)

W(z; — z;) = exp <—§(F(x,) — F(x]))> N(z; —z;,2D) (2.2)

der beiden Uberginge wihlen, dabei ist 3 die reziproke Temperatur und
N(z; — x;,2D) = (4nD) Y2 exp(—(v; — 7;)?/(4D)) die Normalverteilung
von z; um z; mit Standardabweichung 2D. Die Wahl der Raten wird nur
durch die Bedingung der detailierten Balance beschrankt. Wir haben der
symmetrischen Form der Raten den Vorzug gegeben. Fiir die Masterglei-
chung

%P(l‘i,t) = /(W(LL’J — x;)P(z;,t) — W(x; — x;)P(2;,1)) dzf2.3)

erhalten wir unter Beriicksichtigung der Abkiirzungen z; = z; + r und
A(xi,r) = B(F(z;) — F(z;))/2 den Ausdruck

2P(aci7 t) = /N(r, 2D) (eA(“’i’T)P(xi +r,t) — e 2@ P(gy, t)) dr (2.4)

Entsprechend [4] existiert unter der Annahme kleiner ,,Spriinge“ ein § > 0,
so daf}

W(z; — z;) = W(zj;r) =0 fir |r| > o,
W(x;+ Ax;r) ~ W(xj;r) fir |Az| <o
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Nehmen wir weiterhin an, daf§ die Losung P(x;,t) auch in Bezug auf z;
wenig variiert, dann ist es moglich, den Integranden in (2.4) um r = 0 in
eine Taylorreihe bis zu Termen zweiter Ordnung zu entwickeln. Wir erhalten
somit

AW P (g 1, t) — e A P(g0t) & =10y, (F(x;) P2, 1)) +
2

1 (0, F () P2, 1) + —

5 (0, (BP (w4, 1) 0y, F (1) + 0y, P(w4, 1)) + O(r?)

mit der Abkiirzung 0, = 0/0r und der Relation A(x,0) = 0. Die erste
Ableitung wird durch die Beziehung

/ rN(r,2D)dr = 0

eliminiert und wir erhalten

0 1 0 OF (z;) 0
< plast :—/2N 2D Pzt Plait) ) d
Pt = 3 [enen) 2 (52 e + Lpen)
(2.5)
Mittels der Definition
2D = /T2N(T, 2D)dr
konnen wir das Endergebnis wie folgt angeben:
0
EP(ZE’ t)=VD-[VP+ pVFP|=DAP+ DV(BPVF) (2.6)

mit der Diffusionskonstante D, der reziproken Temperatur / und dem Zu-
standsvektor #. Diese partielle Differentialgleichung ist vom Typ einer Fokker-
Planck-Gleichung und stellt gleichzeitig das kontinuierliche Gegenstiick zum
oben beschriebenen Algorithmus dar.

Ein anderer Zugang ist durch die Langevin-Gleichung

# = —DBVF(Z) + V2DE(t) (2.7)
gegeben, wobei £(t) Gaufisches, weifles Rauschen mit

<Et)>=0 < EWEE) =t~ 1)
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beschreibt. Durch eine Kramers-Moyal-Entwicklung erhélt man dieselbe
Fokker-Planck-Gleichung (2.6) wie oben. In [50] haben wir damit die Boltzmann-
Strategie simuliert. Im néchsten Kapitel wollen wir die Simulation der Glei-
chung (2.7) mit den analytischen Ergebnissen von (2.6) vergleichen.

Um im néchsten Kapitel losbare Félle von (2.6) zu diskutieren, machen
wir entsprechend [24] den Ansatz

pE(x)

P(Z,t) = exp [— 5

] y(Z,t) (2.8)

und nach Separation der rdumlichen und zeitlichen Variablen erhalten wir
die Eigenwertgleichung

DAYi(7) = V(&)5(F) = —HY(7) = —4) () (2.9)
mit Eigenwert ¢;, Eigenfunktion v;(Z) und neuer Fitnessfunktion
P p
V(%) = ZDVF -VF — §DAF : (2.10)

Diese Gleichung ist die wohlbekannte stationédre Schrodingergleichung der
Quantenmechanik. Die Annahme eines diskreten Spektrums fiihrt zur allge-
meinen Losung

P(Z,t) = exp [—gF(f)] ici@/}i(f) exp(—e;t) : (2.11)

Als néchstes haben wir die Frage zu entscheiden, ob die Losung der Gleichung
(2.6) zur Gleichgewichtsverteilung konvergiert. Wir wollen an dieser Stelle
die Standardargument zum Beweis dieser Konvergenz anfiihren. Der Beweis
soll in zwei Schritten erfolgen. Dazu zeigen wir als erstes die Positivitit
des Operators H, welcher durch (2.9) definiert ist. Aufgrund der negativen
Definitheit des Laplace-Operators bzgl. des L?-Skalarprodukts! erhalten wir
fiir die Definitheit von H

/ y(x)Hy(z)dvol(X) = / y(z)(=DA + V(2))y(x)dvol (X)

= D [(Vy(@))Pavol(X) + [ yla)V(@)y(e)dvol(X)

IMit L? wird der Hilbertraum der quadratisch integrierbaren Funktionen bezeichnet.
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wobei dvol(X) die Volumenform auf X bezeichnet. Damit bestimmt allein
der Erwartungswert der neuen Fitness V' die Definitheit des Operators und
wir erhalten als hinreichende Bedingung

g(vzf)2 > AF . (2.12)
Das bedeutet aber, daf§ die Kriimmung des Graphen der Fitnessfunktion?,
dargestellt durch AF, kleiner als das Quadrat des Gradienten sein muf.
Diese Bedingung definiert eine Untermenge von X auf der der Operator H
positiv ist.

Als néchstes definieren wir ein positives, monoton fallendes Funktional,
das als Liapunov-Funktional [51] bezeichnet wird. Es wird durch folgende
Gleichung definiert:

d )
—y(Z,t) = ——L . 2.13
V(1) 5 (y, Vy) (2.13)
Wir erhalten in unserem konkreten Fall
Ly, Vy) = /L(y, Vy) dvol(X), (2.14)
X
D 1
Ly, Vy) = F(Vy) +5Vy’

mit den Eigenschaften £ > 0 und £ < 0. Mit Hilfe der Gleichung (2.13) und
der Positivitdt des Operators H kénnen diese Relationen verifiziert werden.
Insbesondere korrespondiert das Minimum £ = 0 des Funktionals £ zu

1
Yo = exp(—5F(z)) (2.15)
was gleichbedeutend mit der Gleichgewichtsverteilung
Py(Z) ~ exp[—BF ()] (2.16)

ist, die auch zum Eigenwert ¢, korrespondiert. Das bedeutet aber, daf} die
Gleichgewichtsverteilung um das globale Minimum von F' lokalisiert ist, da
dieser Extremwert von F' gleichzeitig das Maximum von Py(x) ist. Wir haben
damit gezeigt, daf jede Anfangsverteilung P(Z,0) im Grenzwert ¢ — oo zur
Gleichgewichtsverteilung konvergiert.

2Der Graph der Fitnessfunktion wird auch als Fitnesslandschaft bezeichnet.
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2.2 Die Darwin-Strategie

Diese Strategie unterscheidet sich grundlegend von der Boltzmann-Strategie.
Wihrend die Boltzmann-Strategie nur mit einem Sucher auskommt, so ist
im Falle einer Darwin-Strategie gerade der Fakt wichtig, dafl ein Ensemble
von Suchern verwendet wird. Fiir dieses Ensemble spielen die drei Prozesse
,Reproduktion®, , Mutation“ und , Selektion“ die herausragende Rolle.

Im folgenden wollen wir ein einfaches Modell betrachten, das alle wichti-
gen oben genannten Gesichtspunkte enthélt, das Fisher-Eigen-Modell. Erst-
mals durch FIsHER 1930 untersucht [52], wurde es von EIGEN als Standard-
modell fiir Systeme mit Konkurrenz und Selektion formuliert [53]. Kennzeich-
nend fiir das Fisher-Eigen-Modell ist eine fitnessproportionale Vermehrung
der Individuen bei konstanter Populationsgrofie [21]. Evolutionire Strate-
gien, die dies erfiillen, wollen wir mit EBELING Darwin-Strategien nennen
[26].

Um dieses Modell zu illustrieren, geben wir eine heuristische Erklarung
desselben. Dazu verwenden wir das Bild der chemischen Reaktionen, d.h. ein
Sucher mit einer festen Fitness sei ,,Sorte A wihrend ein anderer Sucher mit
einer anderen Fitness als C' bezeichnet wird. Dann wird die Mutation durch
den Ubergang A — C beschrieben. Der ReproduktionsprozeB ist dabei durch
die Reaktion A 5 24 mit der Fitness F des Suchers A als Ubergangsrate ge-
geben. Aus der Forderung, dafl die Anzahl der Sucher wiahrend der Evolution
konstant bleibt, erhalten wir das Aquivalent zum Selektionsdruck. Diese drei
einfachen Reaktionen konnen unter der Annahme, dafl die Mutation durch
die Diffusion realisiert wird, als folgende kompakte Gleichung

%P(f, f) = [« F>—F@|P#t)+DAP@E1),  (217)
[ F(2)P(# t)dx
<F>(t) [ P(7.0)dx

beschrieben werden®. Nach dieser vereinfachten Herleitung der Darwin-Strategie
wollen wir ein Schema zur Realisierung derselben angeben, das nicht nur auf
Gleichung (2.17) fiihrt, sondern sich auch fiir die Simulation eignet. Wir
lehnen uns dabei an den Artikel [50] an. Aufgrund der Unabhéngigkeit der
Mutation von den beiden anderen Prozessen teilen wir die Ableitung der
Gleichung in zwei Schritte auf.

3Auch diese Gleichungen beschreiben die Minimierung von F'.
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Der erste Schritt bei der Herleitung von (2.17) besteht in der Herleitung
der Fisher-Eigen-Gleichung [21]

2 Pla,) = (F) - F(a) Pla,1),

welche nur die Dynamik des Reproduktions- und Selektionsprozesses be-
schreibt. Nach SCHIMANSKY-GEIER [54] betrachten wir dazu 2-Teilchenreaktionen,
d.h., wir wéhlen zwei Sucher z und y. Ist die Fitness F'(x) von x kleiner als

die mittlere Fitness (F'), dann kopiert man den Sucher x auf y. Im anderen

Fall stirbt der Sucher x und y wird reproduziert. Damit ergeben sich folgende
2-Teilchenreaktionen fiir das Paar (x,y)

M ey o f@) >0
(x’y){ 2y fl@) <0 219

mit der fitnessproportionalen Rate
flz) = ((F)) — F(x), (F):= / F(z) P(x)dx . (2.19)

Der Grund fiir die Wahl dieser Raten ist im Artikel [55] zu finden, wo wir
festgestellt haben, dafi damit eine sehr gute Ubereinstimmung zwischen den
analytischen und numerischen Lésungen schon fiir kleine Ensemble gegeben
ist. Natiirlich gibt es auch andere Ubergangsraten, welche die Gleichung
(2.17) simulieren. Nun betrachten wir die Dynamik der Verteilung P(z,t),
die durch die Uberginge (2.18) definiert wird. Solche Dynamiken werden
durch die Mastergleichung [4, 54]

9 , . . ,
S P@yt) = [Wiidy) Péy) - Wiy Ple,y) di

ot
+ [ Wiy d.a) Pla.g) = W(G.y.o) Ple,y) dj (2:20)

in Bezug auf die 2-Teilchenverteilung P(z,y,t) beschrieben. Die Wahl ei-
ner 2-Teilchenverteilung ist, wie oben schon erwéhnt, fiir die Beschreibung
der Wechselwirkung zwischen zwe: Suchern notwendig. Die entsprechenden
Raten zu den Ubergingen (2.18) sind durch

Wiz, &,y) =W ((#,y) = (x,y)) = 0(z—y) ([f(£)|O=F(#)) + f(y) @EJQ‘(%))))
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gegeben. Wir bemerken den wichtigen Fakt, da8 W ((£,y) — (z,y)) nur fiir
x = y verschieden von Null ist, was in Ubereinstimmung mit den Raten
(2.18) steht. Zusammen mit den niitzlichen Abkiirzungen

Az) = [f(2)|©(=f(2)), B(z):= f(z)O(f(2)), P(z) = / P(z,y) dy
(2.22)
erhalten wir fiir (2.20)

 Ply.t) = 0 —y) ([ AG) P(y) i+ Bly) Ply) ) - (Al) + B(y)) P

ot
+dly—) ([ A@) P@.g)dj+ B) Px) ) = (A(y) + B(x)) P

Als néchstes vernachléssigen wir die Korrelationen zwischen zwei Suchern,
was durch die Forderung P(x,y) = P(z)P(y) ausgedriickt wird. So gelangen
wir zur Fisher-Eigen-Gleichung

9,
5 D@, t) =(2A-[f) +2B —|f]) P(z) = f(z) P(z), (2.23)
wobei die Beziehungen 2A — |f| = —f, 2B — |f| = f, (f) = 0 benutzt

wurden. Der Mutationsprozel wird nun einfach durch Addition einer sym-
metrischen Rate Wp mit

Wp(z,y) =Wp(y,z) =Wp(y;r) , r=z—y

zu den Raten (2.18) dargestellt. Entsprechend ([4] S. 214) erhalten wir die
Mastergleichung

%th /WDx—r r)P(x —r,t)dr — P xt/WD —r)dr, (2.24)
welche einen solchen Prozefy beschreibt. Unter der Annahme kleiner ,Spriinge*
und kleiner Variation der Losung P(x,t) bei diesen Spriingen kénnen wir ge-
nauso wie im vorherigen Abschnitt eine Taylorentwicklung des Integranden
in (2.24) um r = 0 bis zur zweiten Ordnung vornehmen. Dabei wird wieder
der Term erster Ordnung durch die Symmetrie von Wp eliminiert. Wenn wir

2D = /r2WD(:1:; r)dr = const.
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ansetzen, erhalten wir aus (2.24) die Diffusionsgleichung [4]. Damit haben wir
unter der Annahme kleiner Mutationsschritte r die Darwin-Strategie (2.17)
reproduziert.

Nach der Herleitung von (2.17) wollen wir nun die Eigenschaften die-
ser Gleichung studieren, welche spéter zur Berechnung expliziter Lésungen
gebraucht werden. Dazu betrachten wir den Ansatz

t

/ <F> (t’)dt’] y(7, 1), (2.25)

P(Z,t) = exp

der die Nichtlinearitdt in der Gleichung beseitigt. Wir bekommen so die
parabolische Gleichung

d

at”
und nach Separation der Zeit und Ortsvariable erhalten wir unter der An-
nahme eines diskreten Spektrums die Lésung

y(7,t) = Zaie_qt%bi(f) , (2.27)

(#,t) = —Hy(i,t) = (DA — F(D))y(z, 1) (2.26)

d.h. die Dynamik reduziert sich auf eine stationire Schrodingergleichung
dhnlich zu (2.9)

—Hyi(Z) = [DA — F(D)][i(T) = —eihi(T) (2.28)

wobei ¢; der Eigenwert und ¢;(Z) die Eigenfunktion ist. Damit erhalten wir
das wichtige Ergebnis, dafl die Dynamik der Boltzmann- und der Darwin-
Strategie durch die Losungen einer stationédren Schrédingergleichung bestimmt
sind. Der Unterschied zwischen beiden Strategien l&ft sich nun dadurch
beschreiben, dafl in der Eigenwertgleichung (2.9) eine transformierte Fit-
nessfunktion (2.10) auftritt.

Wie im vorherigen Abschnitt kann fiir die Gleichung (2.26) auch ein
Liapunov-Funktional, welches der Gleichung (2.13) geniigt, gefunden wer-
den. Man erhélt das positive Funktional

L= / (g(vp)2 + %(F)zﬂ) dvol(X), (2.29)

welches auch die stationére Verteilung als Extremum hat. Weiterhin wol-
len wir noch bemerken, dafl die Ahnlichkeit der Gleichung (2.26) mit der
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Schrédingergleichung eine andere Beschreibung der Loésung nahelegt. Wie
Feynman [1] zeigte, 148t sich die Losung der Schrodingergleichung und der
Gleichung (2.26) durch ein Funktionalintegral ausdriicken. In unserem Fall
erhalten wir

y(T, ) = / Da(t) exp(—8) (2.30)

mit der , klassischen® Wirkung

S— O/tdf (% (%)2 _ F(x(f))) | (2.31)

Durch eine Sattelpunktsapproximation von (1.3) erhilt man die Bewegungs-
gleichung

T o pyF 2.32

a2 ’ (2.32)
die gleichzeitig auch die Trajektorie mit der minimalen Wirkung (2.31) ist.
Wie man leicht sieht, sind die stationdren Punkte dieser Dynamik mit den
kritischen Punkten der Fitnessfunktion identisch. Weiterhin erhilt man aus
der Sattelpunktsapproximation, daf§ der grofite Beitrag zur Losung y(Z, t) der
Gleichung (2.26) durch die Trajektorien von (2.32) erbracht wird. Das bedeu-
tet aber, daf} sich die meisten Sucher entlang dieser Trajektorien bewegen.
Zum Verstdndnis des Verhaltens der Darwin-Strategie bzw. der Boltzmann-
Strategie ist also die Kenntnis der Losung von (2.32) wichtig. Diese Tatsache
hatten wir in der Einleitung zu diesem Kapitel benutzt, um die Beschreibung
einer evolutiondren Strategie einzufiihren.

Am Ende wollen wir noch auf die hauptsichlichen Unterschied zwischen
der Darwin-Strategie und der Quantenmechanik eingehen. In der Quanten-
mechanik ist die Menge der Funktionen exp(iet) eine Basis des Hilbertraums
der t-abhéngigen Funktionen. Im Falle von Gleichung (2.26) erzeugt der
zeitabhingige Teil exp(—et) keine solche Basis.

2.3 Die Gemischte Strategie

Die Boltzmann- und die Darwin-Strategie besitzen einige Vor- und Nachteile,
die beziiglich einer fest gewéhlten Fitness genau entgegengesetzt zueinander
sind. Mathematisch manifestiert sich dieser Umstand in der Transformation
(2.10). Eine genaue Diskussion des Einflusses dieser Transformation auf das



2.3. DIE GEMISCHTE STRATEGIE 29

Verhalten der Boltzmann-Strategie wird im néchsten Kapitel durchgefiihrt.
Es scheint daher ganz natiirlich, die Vor- und Nachteile beider Strategie
durch Mischung derselben zu verbinden. So gelangen wir zur Gemischten
Strategie. Urspriinglich wurde die Gemischte Strategie durch Computersi-
mulationen [26, 27, 29] entdeckt, die eine deutliche Geschwindigkeitssteige-
rung dieser Strategie gegeniiber der Darwin- und Boltzmann-Strategie zei-
gen. Fiir die mathematische Realisierung dieser Idee addieren wir einfach
die beiden Gleichungen (2.6) und (2.17) und bezeichnen die entsprechenden
Diffusionskonstanten mit Dp bzw. mit Dp. So definieren wir die Dynamik
der Gemischten Strategie durch

O p(#,t) = (Ds+Dp)AP(E, 1)+ FDpV(PYF) (2.33)

ot
+ 9[< F > —F(Z)]P(%,t)

mit den beiden positiven Parametern v > 0 und § > 0. Natiirlich erhal-
ten wir auch wieder die Grenzfélle der reinen Strategien durch eine spezielle
Wahl beider Parameter. So ergibt sich fiir v = 0 und Dp = 0 die Boltzmann-
Strategie und fiir Dg = 0 und 3 = 0 die Darwin-Strategie. Die Wahl zweier
Parameter erscheint seltsam, aber der Grund dafiir liegt einfach in der Repro-
duktion der Grenzfille. Als einzige Schwierigkeit stellt sich der Fall T — 0
(bzw. [ — o0) dar. Bei diesem Fall folgt die Boltzmann-Strategie nur
dem Gradienten. Durch die Mischung mit der Darwin-Strategie werden aber
trotzdem noch Mutationen und Selektionen ausgefiihrt. Der Grenziibergang
 — oo spiegelt dieses Verhalten nicht wieder. Als ersten Ausweg aus die-
sem Dilemma bietet sich ein simultaner Grenziibergang der Form [ — oo,
Dg — 0 mit fDg = const. an. Als weiteren Ausweg miissen wir Glei-
chung (2.35) umformulieren. Dazu schauen wir uns noch einmal Gleichung
(2.6) genauer an. Multiplizieren wir in dieser Gleichung beide Seiten mit der
Temperatur 7" und fiithren eine neue Zeitskala t — /T ein, so erhalten wir

%P(f, t) = TDAP + DV(PVF) .

Diese Gleichung ist frei von den Schwierigkeiten beim Grenziibergang 7" — 0.
Damit erhalten wir fiir die Gemischte Strategie die neue Gleichung

QP(@ t) = (TDp+ Dp)AP(i,t)+ DsV(PVF) (2.34)

ot
+ A< F > —F(@)]P(#1t) .
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Im folgenden geben wir aus rechentechnischen Griinden der folgenden Glei-
chung (2.35) den Vorzug. Wir erhalten somit eine 3-parametrige Familie
(8,7, Dp)* von Strategien, welche die Grenzfille enthalten. Eine schemati-
sche Darstellung der Parameterabhéngigkeit im Falle der 2 Parameter (3, )
ist in Abbildung (2.1) gegeben. Anschlieflend wollen wir uns stirker auf die-

Y
P=(Ds+Db)AP +y (<F>-F) +DB(AFP+gradF gradP)

1| P ER By (5P>0) TDRErPrgradh

mixed strategies

Darwin strategy
>=DAP + (<SF>-F)

P

Boltzmann strategy B
P=D,AP +DB(AFP+gradF gradP )

Abbildung 2.1: Parameterabhingigkeit der Gemischten Strategie

se 2-parametrige Familie konzentrieren und fiithren zu diesem Zweck nur eine
Diffusionskonstante durch die Gleichung

D p(i1) = DAP(E.1) + BDV(PYF) (2.35)

ot
+ q[< F > —F()]|P(7,t)

ein. Dann ist es moglich, durch eine einfache Kombination der Ansétze in
der Form

P(Z,t) = exp [7/ < F>dt'— %5F(f) y(Z,t) (2.36)
0

4Bei den Diffusionskonstanten ist es ausreichend, nur eine zu betrachten, da nur das
relative Verhéltnis von Dp zu Dpg interessant ist.
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wieder zur Umwandlung des urspriinglichen Problems in ein Eigenwertpro-
blem

0 = DAG(E) + e — B B,)i(@) (2.37)

2
E(T;8,7) = yF(7)+V(7) =7F—D75AF+ Df

(VF) - (VF(2.38)
zu kommen. Die Einfiihrung eines Hamiltonoperators der Form

H(B,v) = —-DA + E(&;3,7) (2.39)

erzeugt eine 2-parametrige Familie von stationédren Schrédingergleichungen.
Eine ausfiihrliche Diskussion der Eigenschaften dieser Gleichung findet sich
im nédchsten Kapitel.

2.4 Die adaptive Darwin-Strategie

Wir wollen uns nun dem Problem der automatischen Anpassung von Fort-
schrittsgeschwindigkeiten wihrend des Simulationslaufs zuwenden. SCHWE-
FEL [30] schlug dafiir eine Strategie vor, welche die Schrittweite jedes Su-
chers ebenfalls mutiert und selektiert. Die Idee besteht darin, den Nachteil
der Evolutionsstrategie - an Stellen, die weit vom Optimum entfernt sind,
genauso schnell zu sein, wie an den interessanten Stellen nahe des Optimum
- zu beseitigen.

Wie oben schon kurz erwihnt besteht eine Losung dieses Problems darin,
da} man die Schrittweite o als zusétzliche Variable betrachtet, die in den
Selektionsprozefy einbezogen wird. In der bisherigen Darwin-Strategie wur-
de die Schrittweite, ausgedriickt durch die Diffusionskonstante D, konstant
gehalten. Nun erweitern wir den Suchraum X um eine Koordinate, und es
ergibt sich (Z,0) € X x IR. Die Mutation der Schrittweite erfolgt durch eine
log-normalverteilte Zufallszahl, die durch die Transformation o = exp(n) mit
n als normalverteilte Zufallszahl dargestellt werden kann.Um die entsprechen-
de Gleichung aus diesen Vorstellungen zu erhalten, werden wir auf einen von
SCHIMANSKY-GEIER [54] entwickelten Formalismus zuriickgreifen. Dazu be-
trachtet man zwei Sucher, die durch die Paare (z,7,) und (y,,) beschrieben
werden. Sei F'(x) die zu minimierende Fitnessfunktion und f(x) = (F)—F(x)
die Fitness oberhalb des zeitabhingigen Mittelwertes. In einem Schritt des
Algorithmus’ wird die Selektion fiir  mit der Rate v und die fiir 7, mit
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der Rate r in Abhéngigkeit von f (x) ausgefiihrt. So erhalten wir dafiir die
folgenden Ubergénge:

2
b
—~
8
=

— (%%v%ﬂy) f(l') >0
v ()]
— Y, Ny Y, 1, f x) <0
(@3 s U3 y) § 40 ( 2 (@) . (2.40)
— (xvnivvyvniv) f(l') >0
& | f ()|
— (xvnyvyvny) f(l') < 0

Die ersten beiden Uberginge beschreiben die Selektion in z-Richtung, wihrend
die néchsten zwei Uberginge die Selektion der Schrittweite bewirken. Um
die zeitliche Anderung von P(x,t) durch die Ubergéinge (2.40) zu beschrei-
ben, betrachtet man die Mastergleichung [4]. Dazu konstruiert man aus den
Ubergiingen die entsprechenden Raten W (u, 1, v) := W ((4,v) — (u, v)) mit
uw = (z,n,) und v = (y,7n,). Dann ist die Mastergleichung durch

%P(u,v,t) - /W(u,a,v)P(a,u,t)—W(a,u,v)P(u,v,t) i

+ /W(v,é,u)P(u,z’;)—W(zﬁ,v,u)P(u,v,t) 46 (2.41)

gegeben, wobei wir die Zweiteilchenverteilung P(u, v, t) zu betrachten haben,
da unser Selektionsschema eine Wechselwirkung zwischen zwei Suchern dar-
stellt. Aus den vorherigen Abschnitten wissen wir, dafl der Mutationsprozef3
von den beiden anderen Prozessen Selektion und Reproduktion unabhéngig
ist. Deshalb zerlegen wir die Raten W in zwei Raten W = W,, + W, fiir
die Mutation W,, und die verbleibenden Prozesse W,,. Fiir die erste Rate
nehmen wir an:

Wo((@',n') = (z,ta)) = N(&' —z,exp(n’' —n)) - N(n' —n,1) (2.42)
Wal(z,n) = («,1')) = N(z—a"exp(n—1))-N(n—n',1) (2.43)

1 z?
mit N(z,0) = or exp <_ﬁ>

und kénnen dadurch die Ubergéinge

r—r'=r+f non=nte

beschreiben, wobei ¢ eine Gaufische Zufallszahl mit Standardabweichung
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exp(n) und ¢ ebenfalls eine solche Zufallszahl, jedoch mit der Standardabwei-
chung 1, ist. Zusammen mit diesen Raten erhalten wir die Mastergleichung

I Pty = [(NG —2exp))NG — 0. )P0
— N(z —a'.expm)N(n — of. 1) P(en.) de'dy/ (240

Entsprechend [4] nehmen wir wiederum an, daf§ nur kleine Spriinge auftreten,
so dafl ein 6 > 0 und ein € > 0 existieren mit

Wi (@', ') = (z.m)) = W((z",7);7,0) = 0 fir |r[>d |o| >,
W((x' + Az, n' + An);r,o) = W((2',1;r,0) fir |Az| <o |An|l<e.

Weiterhin nehmen wir wieder an, daf die Losung P(z,n,t) nur schwach in
Bezug auf z und 7 variiert. Dann entwickeln wir unter der Annahme 2’ =
x +r und ' = n+ o den Integranden der Mastergleichung um r» = 0 und
o = 0 bis zur zweiten Ordnung. Wir erhalten somit

N(r,exp(n+0))N(o,1)P(x +r,n+o,t) — N(r,exp(n))N(o,1)P(x,n,t) ~
N(r,exp(n))N(o, 1) {raxp(x, n,t) + 00,P(x,n,t) + %ﬁaﬁp(x, n,t)

Q

1 1
+ iazﬁgp(x, n,t) + §8x8np(x, n,t) + O(r®) + 0(03)]
1
+ N(o,1)P(x,n,t) [a@nN(r, exp(n)) + 50285]\[(7", exp(n))} )
Zusammen mit den Beziehungen

/rN(r, exp(n))dr =0 /UN(O', l)do =0

/7“2]\7(7“, exp(n))dr = exp(n) /0‘2N(0', 1)=1

sieht der erste Teil der Entwicklung wie folgt aus:

1 1
5 XM (w,n, 1) + S0 P(x, 1)

wahrend der weitere Teil den Ausdruck
1

§P(x, n,t) /(7“4 exp(—4n) + 1 — 4r?exp(—2n))N(r,exp(n))dr = gP(ac, n,t)
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produziert. Wenn wir wie bei der Darwin-Strategie die fitnessproportionale
Vermehrung annehmen, so erhalten wir

%P(m, n,t) = <F(ac) + g) P(z,n,t)+ %exp(n)@ip(x, n,t) + %8513(:5, nt) .

(2.45)
Den Selektionsterm konnen wir einfach aus der Forderung nach der Erhaltung
der Normierung von P(z,n,t) gewinnen. Dies ist natiirlich &dquivalent zur
konstanten Anzahl von Suchern widhrend des dynamischen Prozesses. Wir
erhalten nun das Endergebnis

9 Pla.mt) = (F(a) — (F)) Plen.t) + L ALPlan.0) + 55, 1).
(2.46)
welches alle Prozesse, d.h. Mutation, Selektion und Reproduktion, beriick-
sichtigt. Wie wir teilweise in [56] gezeigt haben, besitzt diese Strategie das
gewiinschte Verhalten der Geschwindigkeitssteuerung. Weitere Untersuchun-
gen befinden sich in [30, 11, 12, 36] sowie in der angegebenen Literaturliste.

2.5 Die Selfannealing-Strategie

Diese Strategie wurde von ROSE [31] entwickelt, um das Problem der richti-
gen Wahl eines “cooling schedule” zu 16sen. Durch Simulationen wurde diese
Strategie mit den vorher beschriebenen verglichen, wobei sich eine Vergrofie-
rung der Geschwindigkeit gegeniiber den anderen Strategien zeigt. Die Idee
ist genau die gleiche wie bei der adaptiven Darwin-Strategie. Wir gehen von
einem Ensemble von Boltzmannsuchern aus, wobei jeder Sucher ein eigenes
[ besitzt. Damit wird die Temperatur in die Selektion einbezogen. Dies
driickt sich in der Tatsache aus, dafl wir eine Rate fiir die Temperaturselek-
tion wihlen miissen. Desweiteren wird natiirlich auch die Temperatur jedes
Suchers mutiert. Mathematisch erhalten wir, daf} in jedem Schritt des Algo-
rithmus’ die Selektion fiir die z-Richtung (Rate ) und fiir die (3,-Richtung
(Rate k) jeweils mit f(z) = (F) — F(z) multipliziert wird. Damit ergeben
sich die Ubergiinge

2
b
—~
8
=

P @) f@)>0
Y| f(x
(z, Bes Y, By) K_Z (, B 9 ) fl@) <0 (2.47)
TS (@ By B)  f(x) >0
WO (4 B,y.8,) ¢ flz) <0
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Diese Uberginge lassen sich mit (2.40) vergleichen, wobei die ersten bei-
den Uberginge die alleinige z-Selektion und die letzten beiden die alleini-
ge [3.-Selektion beschreiben. In der Mastergleichung ergibt sich fiir die er-
sten beiden Uberginge wieder der bekannte Ausdruck (2.23). Wegen der
Unabhingigkeit der letzten beiden Uberginge von 3, leisten diese keinen
Beitrag. Das ist aus physikalischer Sicht auch versténdlich, da die Interpre-
tation von [ als reziproke Temperatur zeigt, dafl bei dieser Strategie kein
Wirmeaustausch erfolgt und daher auch keine Verdnderung von (3 durch den
Selektionsterm erfolgen kann. Wir wollen an dieser Stelle nicht die Rech-
nung wiederholen, da sie sich aus den Herleitungen in Abschnitt 2.1 und 2.2
zusammensetzen lassen. Damit ergibt sich die Dynamik der Selfannealing-
Strategie

%P(x,ﬂ,t):'ny+ﬁD8$(P8$f)—i—DaiP—i—Dga;P. (2.48)
Die Anpassung von [ steuert allein der Term 3 D 9, (P 0, f), wobei die Mu-
tationsstirke durch Dg gegeben ist. Die Selfannealing-Strategie umfafit alle
drei oben behandelten Strategien und erweitert diese durch die Steuerung
von [3.

2.6 Einheitliche Beschreibung

Angesichts der Fiille verschiedener Strategien fragt man sich natiirlich, ob es
moglich ist, diese Vielfalt unter einem bestimmten Gesichtspunkt zusammen-
zufassen. Dazu nehmen wir an, dafl wir eine Fitnessfunktion ' : X — IR iiber
einen Raum X mit Metrik g;; definiert haben. Die grundsétzliche Struktur
aller Gleichungen ist einfach durch

d

S P(E.1) = —HP(i.1) (2.49)

wobei H ein Operator der Form

H=-Y % Oi(9in/705) + V(F(z), VE, AF) (2.50)

mit g = det(g;;) ist, gegeben. Die Losung von (2.49) 1a8t sich formal durch

P(#,t) = exp(—tH)P(Z,0) (2.51)
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mit exp(—tH) als Warmeleitungskern (Heat-Kernel) ausdriicken. Die genaue
Auswertung dieses Ausdrucks werden wir im Kapitel 4 behandeln, wo auch
eine Klassifikation fiir solche Arten von Gleichungen bzgl. ihres Loésungs-
verhaltens vorgeschlagen wird. An dieser Stelle wollen wir uns nur auf die
Ableitung aller vorher besprochenen Strategien konzentrieren. Dazu legen
wir die Funktion V' sowie die Metrik g;; auf X bzgl. der gew&hlten Koor-
dinaten fest. Desweiteren lassen wir noch eine Transformation der Vertei-
lungsfunktion P(z,t) zu, um die Gleichung auf die Normalform zu bringen.
Der Einfachheit halber wihlen wir einen 2-dimensionalen Raum IR? als un-
terliegenden Raum. Dann ist die Strategie durch die Angabe der Metrik, der
Funktion V sowie der Transformation von P eindeutig bestimmt. Im folgen-
den werden die Symbole z, y als Koordinaten des Phénotypraums und n bzw.
(B zur Beschreibung der Schrittweite benutzt. Fiir die einzelnen Strategien
erhalten wir:

e Boltzmann-Strategie (Gleichung (2.6))

Koordinaten (z,y)

Transformation
P(x,y,t) = exp(BF(z,y)/2)P(z,y,t)

. 1
Metrik e = 9w = T,

2

Funktion V..V = DgAF(J;, y) — DZ(VF)2

e Darwin-Strategie (Gleichung (2.17))

Koordinaten (x,y)

Transformation

P(z,y,t) — exp (— /<F>(T)d7’) P(z,y,t)
1

Metrik Gow = Gyy = )

Funktion V V =F(z,y)

e Gemischte Strategie (Gleichung (2.35))

Koordinaten (z,y)
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Transformation t
P(z,y,t) — exp (—7/<F>(T)dr + §F(x, y)) P(z,y,1)
0
Metrik Gow = Gyy = %
p 3

Funktion V.V = D§AF(:E, y) — D=—(VF)* + yF(z,y)

4
e Adaptive Darwin-Strategie (Gleichung (2.46))

Koordinaten (x,n)

Transformation
t
P(z,n,t) — exp (— /<F>(T)dT + g) P(z,n,t)
0
Metrik Gz = €xp(—n) gy =1
1
Funktion V.. V = F(x) — i
e Selfannealing-Strategie (Gleichung (2.48))
Koordinaten (x,3)
Transformation:
P(z,B,t) — exp(SF(x)/4)P(z, 5, 1)
Metrik
Ger = exp(BF(2)/4)/D 435 = exp(—FF (2)/4)/Ds
Funktion V
2
V= D2 r ()~ D (0,5 — D) 2

2
Aufbauend auf dieser Aufstellung kénnen wir nun eine geometrische Dar-
stellung fiir die adaptiven Strategien liefern. Bei jeder dieser Strategien ist
die Komponente der Metrik, die den Abstand zwischen zwei Phédnotypen
bestimmt, explizit von der Schrittweitenkoordinate abhéngig. Das bedeutet
aber wiederum, dafl bei einer Anpassung der Schrittweite der Abstand zwi-

schen den Phéanotypen deformiert wird. Wir erhalten damit das gewiinschte
Verhalten.
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Im néchsten Kapitel werden wir uns vorerst auf die Frage nach der Ge-
schwindigkeit einer Strategie konzentrieren, um im iibernéichsten Kapitel ei-
ne Klassifikation aller Strategien entsprechend der einheitlichen Darstellung
(2.49) vorzuschlagen.



Kapitel 3

Der Vergleich von Strategien

“Unter allen Disziplinen der Mathematik ist die Theo-
rie der Differentialgleichungen die Wichtigste. Alle
Zweige der Physik stellen uns Probleme, die auf die In-
tegration von Differentialgleichungen hinauskommen.
Es gibt ja iiberhaupt die Theorie der Differentialglei-
chungen den Weg zur Erkldrung von Naturphdnomen,
die Zeit brauchen.”

Sophus Lie (1894)

Der Vergleich der im vorherigen Kapitel definierten Strategien soll un-
ter Beriicksichtigung zweier Gesichtspunkte erfolgen. Als erstes werden dazu
zwei Groflen angegeben, die eine addquate Wiederspiegelung der Geschwin-
digkeit der Strategie darstellen. Die Berechnung dieser Geschwindigkeiten in
Abhéangigkeit von der Strategie zeigt fiir die Parabel das erwartete Ergeb-
nis. Fiir den Fall einer zu iiberwindenden Barriere fithren wir eine weitere
Grofle ein, die die Wahrscheinlichkeit fiir das Auffinden eines Suchers auf der
anderen Seite der Barriere darstellt. Mit Hilfe dieser Grofle werden wir die
einzelnen Strategien vergleichen.

39
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3.1 Vergleichsmafle fiir die Strategien

3.1.1 Definition der Mafle

Am Ende des letzten Kapitels hatten wir eine allgemeine Gleichung (2.49)
angegeben, die alle oben beschriebenen Typen von Strategien enthélt. Die
Losung dieser Gleichung widerspiegelt natiirlich das wahre Verhalten der
Strategie, 1483t sich aber beim konkreten Problem schwer bzw. gar nicht be-
rechnen. Auflerdem werden bei der konkreten Realisierung der Strategien
nicht die partiellen Differentialgleichungen, sondern deren stochastische Ent-
sprechungen benutzt. Deshalb suchen wir nach Grofien, die sich wahrend des
Simulationslaufs leicht bestimmen lassen, aber trotzdem eine gewisse Aussa-
gekraft bzgl. des Verhaltens besitzen.

Als einfachste Variante einer solchen Grofie betrachten wir den Erwar-
tungswert (F(z)) der Fitnessfunktion bzgl. der Verteilung der Sucher. Die
zeitliche Anderung dieser Grofe

d
n_ =
= (@) (31)
ist die Geschwindigkeit der Strategie auf der Fitnesslandschaft. Natiirlich
gibt es noch die Mdglichkeit, eine zweite Geschwindigkeit der Form

/l}(

d
Ui(cz) = —%@71& (3.2)

zu definieren, leider besitzt diese Grofle aufgrund des unbestimmten Vorzei-
chens keine so grofle Aussagekraft. Stattdessen betrachten wir besser die
Fitnessvarianz

o5 = ((F(z) — (F(2)))*) = (F* = (F(2))) | (3.3)
welche die ,,Breite* der Verteilung auf der Fitnesslandschaft angibt. Erste
Aussagen iiber diese Gréflen sind mit Hilfe der entsprechenden Gleichungen
moglich. Fiir den Vergleich der Strategien am Beispiel eines Doppeltopfes
werden noch zwei weitere Groéfien eine Rolle spielen. Wir definieren diese
Groflen durch die Beziehungen

®(zo,t) = 7P(x,t)d:1: (3.4)

o0

. d d
b(ro,t) = %QJ(xg,t):/%P(x,t)dx

o
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wobei zy > 0 den Punkt kennzeichnet, den die Strategie , iiberwinden* muf.
Die erste Grole ®(xzg,t) gibt die Wahrscheinlichkeit dafiir an, den Sucher
im Intervall [z, oo] zu finden, wihrend die zeitliche Ableitung dieser Wahr-
scheinlichkeit der Strom von Suchern durch die Barriere ist.

Die Einfiihrung eines vollig anderen Mafles fiir die Geschwindigkeit ei-
ner Strategie ist durch die einheitliche Beschreibung aller Strategien mittels
der Gleichung (2.49) angeregt worden. Aufgrund der Ahnlichkeit mit (1.4)
besitzen wir damit eine explizite Beschreibung der Losung von (2.49) durch
ein Funktionalintegral der Form (1.3) mit der Wirkung (1.2). Natiirlich ist
die Berechnung des Funktionalintegrals genauso schwierig wie die Lésung von
(2.49). Wie wir aber schon im Abschnitt 2.2 durch eine Sattelpunktsapproxi-
mation gezeigt haben, bewegen sich die Sucher im Mittel auf der klassischen
Trajektorie. Betrachten wir nur die Boltzmann- und Darwin-Strategie, so
erhalten wir aus der Gleichung (2.49) zusammen mit dem Operator (2.50)
die folgende Wirkung

Sla(t)] = /th (i (%)2 - V(:E(T))) | (3.5)

aus der sich durch Variation die klassische Trajektorie
2
ﬁl‘
ergibt. Als Geschwindigkeit fiir die Strategie definieren wir die zeitliche Ab-
leitung der Trajektorie x(t)

(t) = —2DVV (3.6)

d
a(t) = —ax(t) . 3.7
valt) = Za(t) (37)
Die néchste Ndherung in der Sattelpunktsapproximation ist durch die Ent-
wicklung der Wirkung um die klassische Trajektorie z. bis zum quadrati-
schen Glied gegeben. Wir erhalten einfach

62

6:(:i61;j

(z; — (xa)i)(z; — (za);) + O(2%) (3.8)

Sle(t)] =~ Sa+ 3 ———Sl]

T=2]

mit den Komponenten z; von x und daraus fiir das Funktionalintegral (1.3)

-1/2
) o (39)
T=Tc]

P(z,t) ~ exp(—Sy) |1+ (det ( i S[m])

(SLEZ'(SZ'J'
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Eine explizite Berechnung dieses Ausdrucks erlaubt uns die Berechnung der
anderen Geschwindigkeiten v*) und v§2). An dieser Stelle kénnte man sich
natiirlich fragen, ob die bisherigen Mafle fiir die Geschwindigkeit einer Stra-
tegie schon ausreichend sind. Um diese Frage erschépfend zu beantworten,
betrachten wir noch einmal die einheitliche Beschreibung aller Strategien in
der Form (2.49)

dP(* t)=—HP(Z,t)

dt I‘, - I‘, ’

wobei H ein positiv definiter, selbstadjungierter Operator (2.50) ist. Als

formale Losung ergibt sich
P(Z,t) = exp(—tH)P(Z,0)

mit exp(—tH) als Warmeleitungskern. Dieser Wirmeleitungskern 148t sich
wie folgt definieren:

exp(—tH)P(#,0) = [ pi(#, §)P(5.0)d"y (3.10)
B
mit dem Kern p;(Z, i), welcher folgende asymptotische Entwicklung [57] be-

sitzt: I -
2exp(—||:v—y|| /4t) Zti‘bi(f, ?j) (3‘11)
(4t)"I'(n/2+1) =0
mit den Wérmeleitungskernkoeffizienten ®;(Z, ), die Funktionen von F' und
deren Ableitungen sind. Ausgehend von dieser allgemeinen Entwicklung er-
halten wir in Form dieser Koeffizienten eine Menge neuer Groflen. Der Nach-
teil besteht nur darin, dafl mit fortschreitender Zeit ¢t der Einflufl der schwer
zu berechnenden Koeffizienten ®;(Z, i) starker wird. Deshalb eignet sich die-
se Methode nur zur Analyse kleiner Zeitschritte. Der Ausweg besteht darin,
die Entwicklung der Lésung nach den Eigenfunktionen der stationédren Glei-
chung (siche z.B. die Formeln (2.9) und (2.11)) durchzufiihren. Dadurch be-
kommen wir Aussagen iiber das asymptotische Verhalten der Strategie. So
bestimmt der Abstand der Eigenwerte der stationdren Gleichung entschei-
dend die Geschwindigkeit der Strategie. Im ersten Abschnitt des néchsten
Kapitels werden wir uns diesen Fragen widmen. Dort werden wir die Be-
ziehungen zwischen der Anderung von Autokorrelationsfunktionen und dem
Spektrum herstellen. Auch solche Groflen lassen sich wahrend der Simulation
leicht bestimmen.

—

pt(fv y)
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3.1.2 Die Boltzmann-Strategie

Im folgenden wollen wir fiir jede im vorherigen Kapitel definierte Strate-
gie die Geschwindigkeiten unter Ausnutzung der entsprechenden Gleichung
berechnen. Als erste Strategie wurde die Boltzmann-Strategie behandelt.
Zusammen mit der Gleichung (2.6) erhalten wir fiir die Geschwindigkeiten

Vo= —%<F>:D5<VF-VF>—D<AF), (3.12)

v? = DB(Vay-VF) . (3.13)

Die Geschwindigkeit v hiingt von der Kriimmung und dem Gradienten der
Fitnesslandschaft ab. Als hinreichende Bedingung fiir die Positivitat der
Geschwindigkeit erhalten wir die lokale Bedingung

B(VF)? > AF, (3.14)

welche bis auf einen Faktor dieselbe wie Bedingung (2.12) ist. Setzen wir
eine konkrete Fitnessfunktion F'(x) ein, so konnen wir aus dieser Bedingung
eine Einschrinkung des Raumes X auf einen Unterraum berechnen, fiir den
die Geschwindigkeit v) immer positiv ist.

3.1.3 Die Darwin-Strategie

Die Berechnung der Geschwindigkeiten fiir die Darwin-Strategie geschieht
nach demselben Muster und wir erhalten mit Hilfe von Gleichung (2.17)

vV = (F?) — (F)? — D(AF), (3.15)
v = (2 F) — (z)(F). (3.16)

Wie im Falle der Boltzmann-Strategie konnen wir aus der Positividtsforde-
rung fiir M eine hinreichende Bedingung der Form

( o )2>1+ = A ( F ) (3.17)
< F > < F > < F > )

ableiten.
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3.1.4 Weitere Strategien

Aufgrund der starken Ahnlichkeit in der Berechnung wollen wir fiir die an-
deren Strategien die Geschwindigkeiten nur auflisten.

e (Gemischte Strategie
Gleichung (2.35)

1)

vV = DB(VF-VF)+~((F? — (F)?) — D(AF) (3.18)
o = DBV VF) + (i F) — () (F)) (3.19)

e adaptive Darwin-Strategie

Gleichung (2.46)

vV = (F?) — (F)? — D(eY AF) (3.20)
v = (2 F) — (z)(F) (3.21)

e Selfannealing-Strategie
Gleichung (2.48)

vV = D(BVF-VF)+~((F* — (F)?) — D(AF) (3.22)
v = D(BVay-VF) + ({2 F) — (wp)(F)) (3.23)

3.2 Vergleich der Boltzmann- und Darwin-
Strategie

Um das Verhalten der Strategien besser zu verstehen, sollen in diesem Ab-
schnitt anhand einiger Beispiele die Gemeinsamkeiten und Unterschiede der
einzelnen Strategien untersucht werden. Dabei stehen natiirlich die Boltzmann-
und die Darwin-Strategie im Vordergrund des Interesses. Fiir diese beiden
Fille findet man entsprechende Untersuchungen in [41] und einschlielich der
Simulation des Algorithmus’ in [58]. Als Beispiele fiir den Vergleich wihlen
wir die zwei elementarsten Fille: das unimodale Problem (Parabel) und das
bimodale Problem (Doppeltopf).
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3.2.1 Topologie von Fitnesslandschaften

Wir betrachten eine Optimierungsaufgabe, die durch die Angabe des d-di-
mensionalen Phanotypraums B C IR" und der Fitnessfunktion F' : B — R
bestimmt ist. Weiterhin wollen wir voraussetzen, daf} die Fitness F' eine
multimodale Funktion ist. Dann kénnen wir diese Funktion um die kritischen
Punkte 79, d.h.

F(x) =0  firallei, (3.24)

r=x(0)

8xz~

mittels einer Taylorentwicklung bis zur quadratischen Ordnung entwickeln
und erhalten fiir die Fitnessfunktion

1 d
Fy(z) := F(z) = F(2©) + 5 > Hilni— 202 (3.25)
mit der Hesseschen Matrix

P’F

(Hij) = (8@8:{;]- x$(0)> )

Ist die Hessesche Matrix nicht ausgeartet (det H;; # 0), so nennt man F,
auch Morsefunktion. Wird diese Bedingung nicht erfiillt, so gibt es einen
Unterraum N C B des Phénotypraums, auf dem die ersten Ableitungen von
F verschwinden. Der Grund dafiir besteht darin, dafi die Matrix (H;;) sym-
metrisch und damit diagonalisierbar ist. Verschwindet nun die Determinante
dieser Matrix, so mufl mindestens ein Eigenwert der Matrix verschwinden.
Die Anzahl dieser verschwindenden Eigenwerte (oder auch die Dimension des
Kerns ker H der Matrix) gibt die Dimension dieses Unterraumes N an. Sol-
che ,,Korridore* gehoren zu den Standardbeispielen der Evolutionsstrategien.
Im folgenden wollen wir annehmen, daf§ die Matrix (H;;) nicht ausgeartet
ist. Wie MORSE [59] zeigen konnte (Lemma von Morse), findet man immer

ein Koordinatensystem (i, ...,¥q) in der Umgebung des kritischen Punktes
() = p, wo die Funktion F' durch
Fly)=F(p) — (51)* — . = (1)* + (1) + o+ (ya)®

gegeben ist. Dahinter steckt einfach die Tatsache, dafl die Hessesche Matrix
diagonalisiert wird. Die Zahl A wird Index des kritischen Punktes p genannt.
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Sei C die Anzahl der kritischen Punkte vom Index A, so ergeben sich die
Morse-Ungleichungen [60] b)(B) < C)\ mit den Betti-Zahlen b)(B), die nur
von der Topologie von B abhingen. Weiterhin gilt noch die Beziehung
X(B) =3 (=1)"0A(B) = 3_(-1)*Cy (3.26)
) A

mit der Euler-Charakteristik x(B) von B. In Tabelle 3.1 sind diese Zah-
len fiir einige Beispiele berechnet worden. Aus Sicht der Optimierungstheo-

Bezeichnung Phénotypraum Betti-Zahlen Euler-Charakteristik
d-Ball Bd b() = ]_, bz =0 1
Vi> 0
d-Sphére OB = 54 bp=1,b5 =1, 1+ (-1)°
bi=0 V(i#d)
k-te-Einschriinkung | B\ Ly, bo =1+ 0% | 1+ (—1)4F-1
ba—i—1 = O}
mehrfache Ein- BN\(LyUL;) |by=1+0y+4 1+ o + & +
schrinkung ohne bi_r_1 =1+ 6F, (=1)T* 11 +6F) +
Schnitt by 1 =1+0F (D11 460
mehrfache Ein- BN\(Ly L L) [ by=1+0F+ 26! 1+ 07 + 200+
schrinkung mit bg_x_1 =1+ 307, (—1)4=*=1(1 + 35F)
Schnitt bi—i—1 =1+ 36F +(=1)""1(1+36F)

Tabelle 3.1: Betti-Zahlen und Euler-Charakteristik einiger Phdnotyprdume
(die Bezeichnungen sind in Anhang A erklirt)

rie lassen sich die Betti-Zahlen wie folgt interpretieren: Eine Neben- bzw.
Zwangsbedingung des Optimierungsproblems &duflert sich darin, daf} ein oder
mehrere Unterrdume, die durch Bedingungen bestimmt sind, aus dem Phéno-
typraum ,,ausgeschnitten” werden. Die Betti-Zahl b, ist die Anzahl der \-
dimensionalen, ausgeschnittenen Unterrdume. Die beiden Zahlen Cy und Cjy
reprisentieren die Anzahl der Minima bzw. Maxima. Unter der Pramisse,
daB die Fitnessfunktion F' multimodal ist und mit B = IR erhalten wir das
System von Bedingungen

Co
Ch 1<k<d
Y (=1)Cy

A

<
<

aus dem wir zusammen mit Tabelle 3.1 folgende drei Aussage treffen konnen.
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1. Eine Erhohung der Anzahl von Maxima und Minima (C; und Cj) ist
mit einer Erhohung der Anzahl der Sattelpunkte verbunden.

2. Die Anzahl der Sattelpunkte C'y zum Index 0 < A < d — 1 kann erhoht
werden, falls gleichzeitig die Anzahl der Sattelpunkte C\,; um densel-
ben Betrag erhoht wird.

3. Durch die Berticksichtigung von Neben- bzw. Zwangsbedingungen wird
die Anzahl der Sattelpunkte erhoht.

Die erste Aussage befindet sich in Ubereinstimmung mit dem Resultat in [61].
An dieser Stelle wollen wir die topologischen Untersuchungen der Struktur
von Fitnesslandschaften verlassen und verweisen auf weitere Arbeiten [62,
63], die im Zusammenhang mit dem biologischen Hintergrund stehen, sowie
auf eine Untersuchung der allgemeinen Struktur solcher Landschaften (siehe
dazu z.B. [64]) fiir verschiedene Probleme in der Dissertation von ROSE [39].

3.2.2 Gemeinsamkeiten

Auf einer Fitnesslandschaft gibt es zwei wichtige Situationen, die i.a. immer
auftreten. Die erste Situation ist der Gradientenabstieg in ein lokales Mini-
mum, wihrend die andere Situation das Uberspringen einer Barriere ist. Es
ist anschaulich klar, da} der Gradientenabstieg eine Situation darstellt, auf
die alle Strategien auf die gleiche Art zu reagieren haben. Damit haben wir
die Gemeinsamkeiten umrissen. Im Gegensatz dazu stellt die Uberwindung
einer Barriere eine Situation dar, auf die jede Strategie verschieden reagie-
ren wird. Deshalb habe wir diesen Fall im néchsten Abschnitt dargelegt.
Wir kénnen das eben gesagte auch in die Form bringen, daf§ die unimoda-
len Probleme die Gemeinsamkeiten zwischen den Strategien unterstreichen,
wiahrend die bimodalen die Unterschiede stérker betonen.

Im folgenden wollen wir uns auf das einfachste Beispiel einer unimodalen
Fitnessfunktion beschrianken, welche die 3 Fille: Maximum, Minimum und
Sattel enthélt. Dieses Beispiel ist durch eine quadratische Funktion der Form

Fy = Fpin + ay(z1 — (29)1)° + az(2z — (2(),)? (3.27)

mit & = (z1,22) gegeben. Nach dem Lemma von MORSE wissen wir, daf3
eine solche Darstellung immer moglich ist. Andererseits besitzt diese Se-
paration der Richtungen den entscheidenden Vorteil, da3 die Losung der
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Darwin-Strategie und der Boltzmann-Strategie auf ein 1-dimensionales Pro-
blem zuriickgefiihrt werden kann.

Die drei moglichen Félle werden wie folgt behandelt. Als erstes untersu-
chen wir den Fall des Minimums, um dann durch eine Transformation der
Parameter a; und a, die anderen Félle zu erhalten.

Minimum

Wir beginnen mit der Untersuchung des Minimums, welches durch die Bedin-
gungen ag, as > 0 charakterisiert ist. Sowohl fiir die Boltzmann- als auch fiir
die Darwin-Strategie erhalten wir nach den entsprechenden Umformungen
(2.8) und (2.25) sowie einer Koordinatentransformation die zeitabhingige
Gleichung

9,

. 0?02 . .
ay(:(:,t) =D (—2 + —2> y(7,t) + (Ag — Arr] — Asxd)y(7,t), (3.28)

Jx;  Oxs

wobei fiir die Boltzmann-Strategie

P(Z,t) = exp(=fF,/2)y(Zt),
AO = BD(al + az) y A]_ = Dﬁz(a1)2 y A2 = D/BZ(GQ)Z (329)

mit der Koordinatentransformation z; — (z; + (2(9);) gilt, wihrend die
Darwin-Strategie beziiglich derselben Koordinatentransformation durch

P(Et) = exp(— [(F)()dry(@1),

Ao = Fpin, A1 =|aa|, Az = |as (3.30)

dargestellt wird. Durch den Separationsansatz y(Z,t) = yi(x1,t)yz(xs,t)
erhalten wir zwei 1-dimensionale Gleichungen. Fiir den Fall A;, A5 > 0
wollen wir nun die Greensche Funktion G(z,2',t), die durch

(% — DA +ax® — a0> Gl(x,xl, t) =0d(x — x’) (3.31)

definiert ist, berechnen. Diese Greensche Funktion bezeichnet man auch als
Wirmeleitungskern. Die Berechnung von G(z, ', t) fiir a > 0 ist durch zwei
Methoden moglich: Erstens durch das FEYNMAN’sche Pfadintegral [1, 2]
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und zweitens mittels der Formel von MEHLER [57]. Die Rechnung ist in der
angegebenen Literatur nachzulesen und soll an dieser Stelle nicht angefiihrt
werden. Fiir die Losung des Problems (3.31) erhalten wir

Gi(z, 7', t) = /af De! exp (_ Va(cosh(2tv/Da)(z? + ()?) — 2xx’)>
" \/2rsinh(2tv/Da) 2v/D sinh(2tv/Da) :

(3.32)
Damit konnen wir fiir eine beliebige Anfangsverteilung P(z,0) die Losung
durch ein Integral der Form

P(x,t) = /Gl(x,x',t)P(x',O)dx'

berechnen. Fiir die Geschwindigkeit erhalten wir

4
dt

9, 0
(1) — 2\ 2 — _ 2 ' / ’
v (az®) /a:(: atP(:(:,t) //a:(: —atGl(x,:(: ) P(2',0)dx" dx .

Im Falle der speziellen Anfangsverteilung P(z,0) = d(z — xy) ist es einfach,
die Geschwindigkeit explizit zu berechnen, und wir erhalten

y_ A, V2a (,)? sinh(tv/2Da) — vaD cosh(tv/2Da)
o= dt<ax )=Da cosh®(tv/2Da) '

(siehe [41, 58]). Natiirlich ist fiir das 2-dimensionale Problem (3.27) die Ge-
samtgeschwindigkeit die Summe der Geschwindigkeiten zu A; und A,. Aus
(3.30) erhalten wir fiir die Geschwindigkeit der Darwin-Strategie in Bezug
auf die Anfangsverteilung P(z,0) = d(z1 — (20)1)0(z2 — (29)2) und die Fit-
nessfunktion Fj,

3.33)

dt
& Dlail(y/2ail/D (zo - ()2 sinh(ty/2D|a;|) — cosh(ty/2Dla;)))
- Z 3 \“’34)
i=1 cosh®(ty/2D|a;|)

welche in Abbildung 3.1 fiir die Fitnessfunktion F, = az?® dargestellt ist.
Die Form der Geschwindigkeitskurve 14t sich bei diesem Beispiel auch an-
schaulich verstehen. Im ersten Teil der Kurve wird die anfangliche Delta-
Verteilung verbreitert, d.h., innerhalb der Population steigt die Variabilitét.

o0 —
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Abbildung 3.1: Darstellung der Geschwindigkeit zum FErreichen eines Mi-
nimums fir die Darwin-Strategie, das rechte Bild zeigt den Einflufy der
Krimmung a in Fy,, wihrend das linke Bild die Variation des Anfangspunkts

o darstellt.

Etwas anders ausgedriickt nimmt die Standardabweichung der Verteilung

erst zu, wobei sich das Maximum der Verteilung kaum verschiebt. Der Ab-

schluf} dieser Phase ist mit dem Maximum in der Geschwindigkeit erreicht.

Danach beginnt sich die Population zu bewegen, wobei sie sich aufgrund des
Selektionsterms wieder zusammenzieht. Andert sich die Geschwindigkeit fast
nicht mehr, so hat der gréfite Teil der Population das Minimum der Fitness
erreicht.

Fiir die Boltzmann-Strategie miissen wir entsprechend der Bedingung
(3.29), die Verteilungsfunktion um einen Faktor korrigieren. Wir erhalten
nach einer Standardrechnung fiir die Geschwindigkeit den Ausdruck

2
o) = Z(2D|ai| — 16DB(a;)*(w0)?) exp(—4Dtfay|) , (3.35)
i—1

welche in Abbildung 3.2 fiir die Fitnessfunktion F, = az? dargestellt ist.
Auch diese Kurven lassen sich theoretisch sehr gut verstehen. Durch den

Driftterm in der Gleichung (2.6) besitzt diese Strategie ein vollig anderes
Verhalten als die Darwin-Strategie. In Abhéngigkeit von der reziproken Tem-
peratur § wird die Stérke des Driftterms gesteuert. Je grofler dieser Term ist,
desto schneller erreicht die Strategie das Minimum, da sich dann die Stra-
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Abbildung 3.2: Darstellung der Geschwindigkeit fiir die Boltzmann-Strategie,

das rechte Bild zeigt den Einfluf$ der Krimmung a in F,, wihrend das linke
Bild die Variation der reziproken Temperatur (3 darstellt.

tegie nur in Richtung des Minimums bewegt. Die Kurven in Abbildung 3.2
geben genau dieses Verhalten wieder.

Maximum

Vom mathematischen Standpunkt aus gesehen muf} die Formel (3.35) fiir die
Boltzmann-Strategie nicht viel verdndert werden. Es &ndert sich lediglich der

Vorfaktor bei der Bedingung (3.29). Nach einer kurzen Rechnung erhalten
wir die Formel

2

o) = > (16D (a;)?(xo); + 2D|a;|) exp(4DtBlas]) (3.36)
i=1
welche in Abbildung 3.3 fiir die Fitnessfunktion F, = —az? dargestellt ist.
Da die Boltzmann-Strategie die Fitness minimiert und die beiden Minima, der
Fitnessfunktion F, = —ax? bei +0o bzw. —oo liegen, muf die Verteilung der
Sucher immer ausgebreiteter werden. Dabei steigt die Varianz der Verteilung,
was in den obigen Abbildungen dargestellt ist.

Im Gegensatz zur Boltzmann-Strategie miissen wir bei der Darwin-Strategie
ein neues Problem

<% - DAa- ax2 o a0> G2(x7 xlvt) = 6(3j - xl) (337)
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Abbildung 3.3: Darstellung der Geschwindigkeit fiir die Boltzmann-Strategie,
das rechte Bild zeigt den Einfluf$ der Krimmung a in F,, wéhrend das linke
Bild die Variation der reziproken Temperatur (3 darstellt.

16sen, welches aus dem Problem (3.31) durch eine Variablentransformation
der Form a — —a entsteht. Fiir die Greensche Funktion Gy(z,z’,t) erhal-
ten wir auf formale Art aus der Variablentransformation anstatt (3.32) den
Ausdruck

Ga(, 2", 1) = Wew eXP(<_ Va(cos(2ty Da) (2 + (¢')?) — 2ea)
- \2rsin(2tv/Da) 21/Dsin(2tv/Da)

>(3.38)

Daraus kann die Geschwindigkeit leicht berechnet werden, und wir erhalten

n_d, o VaD cos(tv/2Da) — \/2a (4)? sin(tv/2Da)
o) — -{aa®) = v Da o5 (1v3D) (3.39)

in Bezug auf die Anfangsverteilung P(z,0) = §(z — xy). Wir wollen an die-
ser Stelle nur bemerken, dafi obige Greensche Funktion fast mit der Green-
schen Funktion des harmonischen Oszillators in der Quantenmechanik iiber-
einstimmt [2]. Sowohl die Greensche Funktion (3.38) als auch die Geschwin-
digkeit (3.39) weisen eine Singularitit an den Zeitpunkten 2¢v/Da = nr bzw.
tv2Da = (n + 1/2)m auf. Der Grund fiir das Auftreten der Singularititen
liegt in der Nichtkompaktheit des Operators (3.37). Da die Darwin-Strategie
die Tendenz besitzt, nach 400 bzw. —oo zu gelangen, wéchst die Greensche
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Funktion nach einer endlichen Zeit iiber alle Grenzen. Wir konnen dies da-
durch verhindern, daf§ wir den Phénotypraum begrenzen (und damit auch
den Triager der Greenschen Funktion). Deshalb gelangt die Darwin-Strategie
in endlicher Zeit an die Grenze des Raumes, was gleichzeitig auch das Ziel
ist. In Abbildung 3.4 ist die entsprechende Geschwindigkeitskurve darge-
stellt. Wie man aus dieser Abbildung leicht ersehen kann, gleichen sich die

Geschwindigkeit
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Abbildung 3.4: Darstellung der Geschwindigkeit des Mazimums fiir die
Darwin-Strategie, das rechte Bild zeigt den Einfluf$ der Krimmung a in F,,
wdhrend das linke Bild die Variation des Anfangspunkts xy darstellt.

Darwin- und Boltzmann-Strategie bzgl. ihres Verhaltens auf einem Minimum
oder Maximum. Der Unterschied ist allein im funktionalen Ausdruck fiir die
Geschwindigkeit zu ersehen, welcher die unterschiedliche Dynamik repréisen-
tiert. Aus diesem Grunde erwarten wir natiirlich, dafl sich beide Strategien

auf einem Sattel auch gleichartig bewegen.

Sattel

Um das Verhalten auf einem Sattel zu studieren, miissen wir natiirlich nur
die Ausdriicke fiir die Geschwindigkeit auf dem Maximum bzw. Minimum
addieren. Da die Geschwindigkeit auf dem Maximum dominant ist, sollte dies
auch die Geschwindigkeit auf dem Sattel bestimmen. Wie in Abbildung 3.5
dargestellt, beobachtet man genau dieses Verhalten. Die Erkldrung fiir ein
solches Verhalten 1483t sich wie folgt angeben. Zuerst bewegt sich die Strategie
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Abbildung 3.5: Darstellung der Geschwindigkeit auf einem Sattel fiir die
Boltzmann Strategie (linkes Bild) und fiir die Darwin-Strategie (rechtes Bild)

auf das Minimum zu, um dann durch eine Mutation die Richtung zu dndern
und sich auf einem Ast des Maximums abwérts zu bewegen. Wie wir anhand
dieser Erkldrung sehen, ist die einzige Minderung der Geschwindigkeit durch

die Richtungsdnderung gegeben.
Zusammen mit dem oben beschriebenen Resultat in [61] erhalten wir das

folgende Ergebnis dieses Abschnitts:
1. In Landschaften mit vielen Maxima und Minima gibt es viele Sattel.

2. Ein Sattel beeinflufit die Geschwindigkeit der Strategie kaum.

3. Die Boltzmann- und Darwin-Strategie verhalten sich fiir die Fitnessfunk-

tion (3.27) qualitativ gleich.
Alle gewonnen Ergebnisse lassen sich auch mit einer anderen Methode erhal-
ten, indem man die Eigenwertgleichungen (2.9) und (2.28) 16st, wobei sich
mittels (2.27) die Losung ergibt. In dem Artikel [41] wurde dieser Weg ein-
geschlagen. Um diesen Abschnitt zu vervollstindigen, wird eine Sammlung

der entsprechenden Formeln im Anhang B aufgefiihrt.

3.2.3 Unterschiede

Die bimodale Fitnessfunktion, d.h. eine Funktion mit 2 Minima bzw. Ma-
xima, stellt das néchstschwierigere Problem dar und zeigt gleichzeitig auch

15
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die Unterschiede zwischen den Strategien. Bei einer solchen Funktion muf}
die Strategie eine Barriere iiberspringen, um das globale Optimum zu fin-
den. Dabei ist zu vermuten, dafl die Unterschiede und Gemeinsamkeiten der
Boltzmann- und Darwin-Strategie durch die Transformation (2.10) gegeben
sind. Um dies zu zeigen, untersuchen wir 2 bimodale Fitnessfunktionen. Als
Maf fiir die Geschwindigkeit, mit der eine Barriere iiberwunden wird, ver-
wenden wir die Wahrscheinlichkeit (3.4). Im ersten Beispiel konzentrieren
wir uns auf ein 2-Kasten-Potential und verwenden eine Darwin-Strategie.
Dieses Beispiel dient zur Illustration des grundsitzlichen Vorgangs der Uber-
windung einer Barriere. Das zweite Beispiel einer stiickweise, quadratischen
Funktion ist fiir einen direkten Vergleich zwischen Boltzmann- und Darwin-
Strategie gedacht. In der Literatur gibt es viele Beispiele [65, 66, 67, 68, 69]
zur ndherungsweisen Berechnung des Doppeltopfes. Hier wollen wir jedoch
stiarker auf eine explizite Berechnung wert legen.

Doppeltopf-Potential

Im folgenden wollen wir nur 1-dimensionale Probleme betrachten, da deren
Komplexitit zur Analyse ausreichend ist. Dazu beginnen wir mit dem ein-
fachsten Beispiel einer solchen Funktion, die durch

00 r < —b
—Fy, -b<x<—a
F(z) = 0 —a<z<a (3.40)
- a<zc<b
00 b<uw

mit f(z) als HEAVISIDE-Funktion gegeben ist. Der Abstand zwischen beiden
Késten ist gleich 2a, wihrend die Breite der Késten durch b — a sowie die
Tiefe durch die Parameter Fy bzw. Fj; bestimmt sind. In Abbildung 3.6
ist ein Beispiel fiir ein solches Potential dargestellt, wobei wir im folgenden
Iy < Fy annehmen wollen. Um dieses Problem von allen Seiten zu beleuch-
ten, wollen wir sowohl die Greensche Funktion als auch die Eigenfunktionen
explizit angeben. Im folgenden wollen wir am Beispiel der Darwin-Strategie
die Uberwindung der Barriere genauer verstehen, wobei wir nicht nur die
Greenschen Funktionen sondern auch das Spektrum bestimmen.

Zunéchst konzentrieren wir uns aber auf die Berechnung der Greenschen
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Abbildung 3.6: 2-Kasten-Potential
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Funktion und der Wahrscheinlichkeit (3.4). Wir betrachten also das Problem

%P(J;,t) = DA, P(x,t) — F(z)P(z,t) (3.41)

mit dem stiickweise gegebenen Potential (3.40). Es ist klar, daf} die Greensche
Funktion ebenfalls eine stiickweise Funktion ist. Eine einfache Rechnung
ergibt den Ausdruck

0 r < —b
(47 Dt)? exp (—% - th) —-b<z<—a
Gy(z, 2’ t) = (47rDt)1/2 exp (—%) —a<zr<a . (3.42)
(47 Dt)? exp (—(‘”;;;)2 - Flt) a<z<b
0 b<uz

Fiir jede Anfangsverteilung P(z,0) erhalten wir durch Integration die zeitli-
che Entwicklung dieser Verteilungsfunktion. Um das Verhalten der Strategie
explizit zu zeigen, betrachten wir die Anfangsverteilung P(z,0) = §(z — zo)
mit zy € [—b, —al, d.h., wir starten im lokalen Minimum (der eine Topf) und
wollen das globale Minimum (der andere Topf) erreichen. Fiir die zeitliche
Entwicklung P(x,t) der Anfangsverteilung erhalten wir nach der Integration
fiir kleine Zeiten ¢ die einfache Beziehung

P(z,t) = (4x D)/ exp (-% - F0t> . (3.43)

Analog ergibt sich aus der Integration die einfache Beziehung P(xz,t) =
NG4(x,x9,t) zwischen der Losung P(z,t) und der Greenschen Funktion
(3.42) mit dem noch zu bestimmenden Normierungsfaktor. Aus der Be-
dingung

1= /P(x,t)dx:N / Ga(z, xg, t)dx

errechnen wir den Normierungsfaktor

% — exp(—Fyt) <erf<li/z_;3> —erf<%>> v (3.44)
) i)
el (i)
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Dann ist die Wahrscheinlichkeit (3.4), einen Sucher im Intervall [a, c0] zu
finden durch

a

®(a,t) = /P(x,t)dx

— 00

- 1- \/%exp(—Flt) (erf(%)—erf(%))(&%)

gegeben. Der Flufl beschreibt die Verdnderung in der Anzahl der Sucher,
die die Barriere iiberwinden. Es ist nicht schwierig eine explizite Formel aus
der oben gegebenen Formel zu gewinnen, aber wir wollen stattdessen die
Abhéngigkeit der Wahrscheinlichkeit von den Parametern des Doppeltopfes
diskutieren. Dabei kénnen wir feststellen, dafi ®(a,t) stark von der Diffe-
renz Fy — F} abhéngt. Eine Vergroflerung dieser Differenz bewirkt zuerst
eine Verlangsamung der Strategie, bis der Punkt x = a erreicht ist. Danach
steigt die Geschwindigkeit wieder an. Der Einflufl der Parameter a (halber
Abstand zwischen den Topfen), D (Mutationsstéirke bzw. Diffusionskonstan-
te) und zo (Startpunkt aller Sucher) ist sicherlich anschaulich klar und soll
hier nur durch die Folge von Abbildungen 3.7 dargestellt werden. Eine Be-
sonderheit gibt es aber bei allen Abbildungen. Die Wahrscheinlichkeit steigt
erst an, um dann wieder abzufallen. Der Grund fiir dieses Verhalten liegt in
der Behandlung des Randes. Jeder Sucher, der die Barriere iiberquert und
in den anderen Topf gelangt, wird an der Wand reflektiert und kehrt wie-
der zu seinem Ausgangspunkt zuriick. Damit gibt das Maximum von ®(a, t)
den Zeitpunkt an, wo der Sucher mit der entsprechenden Wahrscheinlich-
keit durch die Barriere gelangt ist. Andererseits kénnen wir die Gréfle auch
so deuten, daf} sie den prozentualen Anteil der Sucher angibt, die auf der
anderen Seite der Barriere sind. Den stérksten Einfluf§ auf ®(a,t) iibt die
Variation des Abstands 2a zwischen den To6pfen, gefolgt vom Hohenunter-
schied Fy — F; der Topfe aus. Dagegen spielt die Breite des Topfs kaum eine
Rolle. Bei der Darstellung der Wahrscheinlichkeit wurde ein fester Parame-
tersatz (Fop = 1, F; = 2,a = 1,b = 2,D = 1,y = —1.5) benutzt, bei dem
jeweils eine Grofle variiert wurde.

Zur Illustration des oben Gesagten wollen wir zum Abschlufl dieses Un-
terabschnittes das Eigenwertproblem fiir das Doppeltopf-Potential F'(x) dis-
kutieren. Die Berechnung des Eigenwertproblems

2

() = Dtoy(e) ~ Fla)y(x) (3.40)
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Abbildung 3.7: Parameterabhingigkeit von ®(a,t)
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stellt ein Standardbeispiel der Quantenmechanik dar, und fiir die Einzelhei-
ten verweisen wir auf [70]. Fiir die Eigenwerte in jedem Kasten erhalten wir
ndherungsweise
A = (m?m*D)/b— Fy (3.47)
Ao = (n*mD)/b— F m,n € Z , (3.48)

wobei durch die Lésung der Gleichung

Ko cot(ko(a — b)) cot(ka) +k ko cot(ko(a — b)) + kcot(ka)
k1 cot(ky(a — b)) cot(ka) —k  kcot(ka) — k1 cot(ky(a — b))

(3.49)

mit vDrk; = VA — F fiir i = 0,1 und k = \/A/D eine Entartung des Spek-
trums erzeugt wird, die sich physikalisch als Kopplung beider To6pfe interpre-
tieren 1aft. Durch die Angabe von 4 Zahlen (Fy, Fy, a,b) wird eine Losung
A von (3.49) parametrisiert. Desweiteren erhalten wir aus der negativen De-
finitheit des Operators in (3.46) die Positivitit des Eigenwertes A > 0. Ne-
ben dieser Kopplung zwischen den beiden To6pfen gibt es fiir die Eigenwerte
A > F; wieder ein einheitliches Spektrum mit

A, = (n*7?D) /b . (3.50)

Die Rechnungen in diesem Unterabschnitt bezogen sich auf das Verhalten
der Darwin-Strategie in einer kastenférmigen Fitnesslandschaft. Interessan-
ter wére es nun, wenn man fiir dieses Problem einen Vergleich zwischen der
Darwin- und Boltzmann-Strategie durchfiihren kénnte. Die fehlende Diffe-
renzierbarkeit der Fitnessfunktion (3.40) erschwert dieses Vorhaben gewaltig.
Deshalb wollen wir auf ein einfacheres Problem ausweichen, dafl aber im we-
sentlichen dasselbe Verhalten implizieren sollte.

Das stiickweise, quadratische Potential

Ankniipfend an den Abschnitt (3.2.2) wollen wir nun den Fall einer bimodalen
Fitnessfunktion betrachten, die aus quadratischen Funktionen zusammenge-
setzt ist. Ziel soll es dabei sein, die Boltzmann- und die Darwin-Strategie
miteinander zu vergleichen. Dazu starten wir mit der stiickweise gegebenen
Funktion

az?+ar+s <0
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die stetig bei x = 0 ist. Aus der Formel (3.32) mit « = a; und ay =
(a2)?/(4ay) — s erhalten wir die Greensche Funktion Gi(z — az/(2a1), 2, t)
als Losung des Problems fiir z < 0 und beim Austausch a; — b; auch die
entsprechende Greensche Funktion fiir x > 0. Die Berechnung der Wahr-
scheinlichkeit ®(0,¢) kann nun auf genau dieselbe Weise wie im vorherigen
Unterabschnitt durchgefiihrt werden. Auf die Einzelheiten der Berechnung
sowie auf die expliziten Ausdriicke soll an dieser Stelle nicht eingegangen
werden. Eine Zusammenstellung der entsprechenden Formeln ist im An-
hang C zu finden. Stattdessen konzentrieren wir uns auf die Diskussion der
Parameterabhingigkeit von ®(0,¢). In den Abbildungen 3.8 sind die wichtig-
sten Fille aufgefiithrt. Im Gegensatz zum vorherigen Beispiel werden diesmal
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”””””””””” 22 b=1
a,=3 -
6.0e-01f ———- a=4 6.0e-01f b,=2
b,=3
b,=4
4.0e-01} 4.0e-01}
2.0e-01f /™ ] 20e-01f/ [\ T
] \\ oo\~ T
! \\ ’ ---------------
0.0e+00 L e - - 0.0e+00 : : ‘
0.0 2.0 4.0 6.0 8.0 10.0 0.0 2.0 4.0 6.0 8.0 10.0
Zeit t Zeit t

Abbildung 3.8: Parameterabhingigkeit von ®(0,t) fir die Darwin-Strategie

die Sucher nicht reflektiert, sondern gelangen in das andere Minimum, wo
sie auch bleiben. Bevor wir die Ergebnisse der Berechnungen diskutieren,
miissen wir noch den Hohenunterschied F — F; zwischen den Minima sowie
deren Abstand [ angeben. Wir erhalten nach einer kurzen Rechnung

b2 a2

Fob-F = 2 -2
0t 4b,  4day
_ b e
N 2b1 2@1'

Bei einer Variation eines Parameters dndern sich damit sowohl der Ab-
stand [ als auch der Hohenunterschied Fy — F;. Da die Abhéngigkeit des
Hohenunterschieds von den Parametern as, by quadratisch ist, konnen wir
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bei einer kleinen Variation dieser Parameter die Anderung von Fy — Fj ver-
nachléssigen. Ein Blick auf die Abbildungen 3.8 zeigt, daf§ das Verhalten
der Darwin-Strategie empfindlich von der Kriimmung des lokalen Minimums
(by-Abh#ngigkeit) beeinflut wird. Die Anderung der anderen Parameter
beeinflufit das Verhalten der Strategie auf genau dieselbe Weise, wie dies
im Falle des 2-Topf-Potentials schon dargelegt wurde. FEine Vergroflerung
des Abstands bzw. des Hohenunterschieds fiithrt zu einer Verzégerung beim
Hiniiberwechseln zum anderen Topf. In einigen Féllen ist sogar zu erkennen,
daf die Strategie gar nicht in den anderen Topf gelangt. Die Parameter wur-
den wieder einzeln um die Standardeinstellung a; = 1,a5 = 1,b; = 1,by =
—3,a1 =1,s =4,20 = —0.5, D = 1 variiert.

Im folgenden wollen wir dieselbe Rechnung fiir die Boltzmann-Strategie
durchfithren. Dazu benutzen wir aus Kapitel 2 die Transformation (2.10) zu-
sammen mit dem Ansatz (2.8). Fiir die transformierte Fitness V' (z) erhalten
wir

(DBayx + BDay/2)> — DBa; x <0

Viz) = { (DBbyx + ADba/2) — Dby 7 > 0 (3:52)

Um die Stetigkeit dieser Funktion im Punkt x = 0 zu sichern, miissen wir
noch die Bedingung

Blas — by) = 4(a; — by) (3.53)

erfiillen. Bei freier Wahl der Koeffizienten a;,b; konnen wir so eine rezipro-
ke Temperatur ausrechnen, welche die Stetigkeit der transformierte Fitness
V(z) in x = 0 impliziert. Bis auf diesen singuldren Fall miissen wir die
Bedingung als Einschréinkung an die Koeffizienten verstehen. FEin Koeffi-
zientenvergleich zwischen (3.51) und (3.52) zeigt den Unterschied zwischen
beiden Strategien. Bei der Boltzmann-Strategie wird die Kriimmung der
Topfe mit sinkender Temperatur grofler, d.h., eine Abkiihlung fiihrt zum
Héangenbleiben der Strategie im lokalen Optimum. Trotzdem besitzt die
Boltzmann-Strategie die Eigenschaft, dafl nach unendlich langer Zeit die sta-
tiondre Verteilung (2.16) angenommen wird. Deshalb wird bei der Wahr-
scheinlichkeit in den Abbildungen 3.9 nie der Wert 1 erreicht. Die Variation
der Parameter erfolgt wiederum ausgehend von einer Standardeinstellung
a; = l,ay = 2,0 = 1,by = =3,s = 4,29 = —0.5,D = 1,4 = 0.1 durch
Verdnderung nur eines Wertes genau auf dieselbe Weise wie fiir die Darwin-
Strategie. Den stéirksten Einflul auf die Geschwindigkeit der Strategie iibt
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Wahrscheinlichkeit Wahrscheinlichkeit
5.00e-01 4.00e-01"
4.00e-01f
3.00e-01
3.00e-01
2.00e-01r
2.00e-01
1.00e-01+ 1.00e-01
0.00e+00 . - - - 0.00e+00 . - - -
0.0 10.0 20.0 30.0 40.0 50.0 0.0 10.0 20.0 30.0 40.0 50.0
Zeit t Zeit t

Wabhrscheinlichkeit

4.00e-01f 1

3.00e-01 B

2.00e-01—; B=01 1

Y p=1
1.00e-01 [/ |- B=10 1
0.00e+00 . . - .
0.0 10.0 20.0 30.0 40.0 50.0
Zeit t

Abbildung 3.9:  Parameterabhingigkeit von ®(0,t) fir die Boltzmann-
Strategie



64 KAPITEL 3. DER VERGLEICH VON STRATEGIEN

die Variation von 3 aus. Weiterhin sei noch bemerkt, daf§ die Zeitskala fiir
die Verdnderung der Wahrscheinlichkeit im Falle der Boltzmann-Strategie
um den Faktor 5 gegeniiber der Darwin-Strategie gestreckt ist. Als weitere
Besonderheit konnen wir aus den Abbildungen die Tatsache ableiten, daf}
die Erniedrigung der Kriimmung der Topfe keinen groflen Einflufl auf das
Verhalten der Strategie ausiibt. Genau dies steht aber im Gegensatz zur
Darwin-Strategie. Um dieses Resultat noch einmal explizit zu unterstrei-
chen, betrachten wir die Variation der Kriimmung des tieferen Topfes. Die
Abbildung 3.10 spiegelt diese Situation wieder. Wie wir erkennen konnen,

20.0 1.0
09 / —— Boltzmann b=1
ogl | |- Boltzmann b1=2
15.0 - [ inb.=
For| gar win Er;
! —-—-- Darwin b=
@ 5 06| A
1% = ‘v
£ 100 T 05
= 8 o4al,
® 1
03 h
50 = h
0.2 !
Ol : / ~
Oo L L L L OO ."/ L L . Mk P - . .
-5.0 -3.0 -1.0 1.0 3.0 5.0 00 50 100 150 200 250 300
Phaenotyp Zeitt

Abbildung 3.10: Vergleich zwischen Boltzmann- und Darwin-Strategie

kommt in beiden Fillen die Boltzmann-Strategie problemlos in den anderen
Topf, wihrend die Darwin-Strategie im Falle einer kleinen Kriimmung keinen
Erfolg hat. Beide Strategien scheinen also beziiglich der Kriimmung und des
Hohenunterschieds zwischen den Minima genau gegenldufiges Verhalten zu
besitzen. Diese Tatsache motiviert die Mischung zwischen beiden Strategien,
die durch Computersimulationen [26, 27, 28, 29, 40] gestiitzt wird.

3.3 Die Gemischte Strategie

Wie wir in den vorherigen Abschnitten dieses Kapitels an einigen Beispielen
gezeigt haben, besitzen die Boltzmann- und die Darwin-Strategie genau ent-
gegengesetztes Verhalten. Wie EBELING et al. [26] als erste bemerkten, ist
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es daher natiirlich, beide Strategien zu mischen. Die Folgerungen aus diesem
Ansatz sollen in diesem Abschnitt studiert werden.

3.3.1 Diskussion des Verhaltens

Die Giite einer Strategie ist oft schwer zu ermitteln. Andererseits ist jede
Fitnesslandschaft {iber einem kontinuierlichen Raum aus zwei grundlegenden
Stiicken aufgebaut: der Fitnessfunktion mit einem kritischen Punkt (Para-
bel) und der Fitnessfunktion mit zwei kritischen Punkten (Doppeltopf). Alle
anderen Fille lassen sich aus diesen grundlegenden Stiicken zusammenfassen.
Deshalb wurden diese Beispiele ausgewéhlt. Auch in diesem Abschnitt wer-
den wir die Beispiele verwenden, da wir dadurch einen direkten Vergleich mit
den anderen Strategien bekommen.

Gemeinsamkeiten zur Boltzmann- und Darwin-Strategie

Als erstes wollen wir den wenig spektakuldren Fall eines parabolischen Po-
tentials (3.25) behandeln. Hierbei muf sich wieder dasselbe Verhalten wie fiir
die Boltzmann- und Darwin-Strategie zeigen. Dazu benutzen wir die Green-
sche Funktion (3.32) und setzen die entsprechenden Parameter ein. Nach
Benutzung des Ansatzes (2.36) und der Transformation der Fitnessfunktion
(2.38) erhalten wir fiir die Parameter

t

Pt = exp(~ [ (F)(r)dr - B/2F)y(E.1

7=0
Ay = pD(ar + a2) + vEF
Ar = Dpfal+7vla| A = DB%a3 + ylas| . (3.54)

Die Formel fiir die Geschwindigkeit der Gemischten Strategie ist etwas kom-
plizierter als fiir die reinen Strategien. Deshalb wollen wir nur die Formel fiir
die Geschwindigkeit des Minimums angeben.

oV = —\/aD (#?aD +~)D

sinh(4t\/aD(B%aD + 7)) (52a2D + Bya
+225a*B*D + 2x3a*y 3% + dai DAB® + 21:37)

a(f?aD + )
D

- cosh(2t\/aD(52aD +7))

(4D(1:0a5)2 + dxjayf +

(3.55)
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+ +2Daf* + 8:1:§D5) + aﬁz\/Da(aDB2 +9)+ 4x§5\/Da(aD52 + ) }

cosh2(2t\/aD(52aD + 7)) <Cosh2(2t\/aD(ﬁzaD +v))(8a*D?B*+

+8af° Dy + %) — \/Da(aD? + ~) sinh(4ty/aD(B2aD + 7)) (4a°D + 2y/3)

~676°Da) +2Daf™aDB(aD + ) sinh(4t\/aD(FaD + 7)) + Da*p* | i

Die restlichen Formeln sind im Anhang D zusammengestellt. An dieser Stel-
le wollen wir uns vor allem fiir die Anderung des Parameters v sowie die
Kriimmung der Parabel (3.25) aq,as interessieren. Der Einfachheit halber
haben wir uns auf den 1-dimensionalen Fall beschrinkt. In der Abbildung
3.11 ist die Variation dieser beiden Parameter dargestellt. Dazu gehen wir
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Abbildung 3.11: Geschwindigkeit der Gemischten Strategie auf einem Minimum. fir

die Variation der Krimmung a (links) und bei Variation des Mischungsparameters
v (rechts)

von einem festen Parametersatz f = 1,a = 1,D = 0.1,29 = 2,7 = 1 aus
und verdndern nur jeweils einen Parameter, d.h. entweder die Kriimmung a
oder den Mischungsparameter yv. Wie wir sehr gut erkennen kénnen, wird
die Geschwindigkeit der Strategie mit steigendem Mischungsparameter 7 so-
wie mit steigender Kriimmung gréfler. Natiirlich setzt sich das Verhalten der
gesamten Strategie aus dem Verhalten der einzelnen Strategien zusammen.
Im Falle des parabolischen Potentials (3.25) ist das Verhalten der Boltzmann
und der Darwin-Strategie gleich. Daher erleben wir keine Uberraschung bei
der Betrachtung der Kurven.
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Nehmen wir ein Maximum als Fitnessfunktion an, so kénnen wir genauso
wie bei der Darwin-Strategie eine formale Transformation ¢ — it ansetzen.
Dadurch kann die Formel vom Minimum i{ibernommen werden. Die Formel
befindet sich wiederum im Anhang D, wihrend die entsprechenden Kurven in
Abbildung 3.12 dargestellt sind. Die Parameterabhéngigkeit der Geschwin-
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Abbildung 3.12: Geschwindigkeit der Gemischten Strategie auf einem Mazximum fir
die Variation der Krimmung a (links) und bei Variation des Mischungsparameters
v (rechts)

digkeit bleibt auch fiir diesen Fall gleich. Als wichtigster Unterschied ist nur
das unbeschrinkte Anwachsen der Geschwindigkeit aufzufithren. Der Grund
ist physikalisch verstandlich und liegt, mathematisch gesehen, in der fehlen-
den Unitaritit der Transformation. Dadurch verliert die Formel oberhalb des
dargestellten Zeitpunktes ihre Giiltigkeit. In einem fritheren Abschnitt hat-
ten wir eine Mdoglichkeit der Reparatur angegeben, die zu einem dquivalenten
Ergebnis fiihrt: der unterliegende Raum mufl kompakt sein. Diese Fragen
werden uns im ersten Abschnitt des néchsten Kapitels starker beschéftigen.

Zum Schluf} sei noch kurz auf den Fall eines Sattels eingegangen. Die
Form der Kurven soll an dieser Stelle nicht angegeben werden, da sie sich
aus der Addition der Geschwindigkeit des Maximums und des Minimums er-
geben. Wie wir leicht aus den Abbildungen 3.11 und 3.12 entnehmen kénnen,
wird das Verhalten vorrangig durch das Maximum bestimmt. Auf anschauli-
che Art und Weise konnen wir dieses Verhalten als ein ,,Passieren des Sattels
ohne Zeitverlust®“ deuten. Ein Vergleich mit der Boltzmann- bzw. Darwin-
Strategie zeigt die erwartete Ubereinstimmung im Ergebnis.
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Unterschiede

In diesem Unterabschnitt wollen wir auf ein entscheidendes Problem einge-
hen, das fast immer fiir Fitnesslandschaften auftritt: Wie wird eine Bar-
riere, die zwei lokale Minima trennt, {ibersprungen? Als eine Grofle, die
diesen Vorgang gut charakterisiert, hat sich die Wahrscheinlichkeit ®(0, )
(3.4) erwiesen. Wie wir im Unterabschnitt 3.2.3 festgestellt haben, zei-
gen die Boltzmann und Darwin-Strategie ein unterschiedliches Verhalten
bei der Uberwindung der Barriere. Soll sich der Gedanke der Mischung
beider Strategien als tragfihig erweisen, so mufl die Gemischte Strategie
in allen Fillen iiber die Barriere gelangen. Dazu untersuchen wir wieder-
um die Variation der Parameter ausgehend von einem festen Parametersatz
ay=1,a0 =2,y =1,bp=-3,s=4,20=—-0.5,D=1,=0.1,7 =1 durch
Variation jeweils eines Parameters. Die Folge von Bildern in Abbildung 3.13
zeigt das Ergebnis. An dieser Stelle soll auf zwei Besonderheiten eingegangen
werden, welche diese Strategie auf grundsitzliche Weise von den beiden Stra-
tegien unterscheidet. Anschaulich wiirden wir erwarten, dafl die Erh6hung
des Mischungsparameters v eine Erhohung der Wahrscheinlichkeit zur Folge
hat, da die Darwin-Strategie besser {iber Barrieren kommt. Das dies nicht
immer der Fall ist, zeigt die Abbildung rechts unten. Fiir diesen Parameter-
satz besitzt die Darwin-Strategie die Tendenz h&ngenzubleiben. Erstaunlich
ist nun, daf} die weitere Erhéhung des Mischungsparameters die Wahrschein-
lichkeit wieder erh6ht. Damit erhalten wir ein Parameterfenster fiir den
Mischungsparameter in Abhéngigkeit von der reziproken Temperatur 3. Die
Gemischte Strategie bleibt also nicht immer ,hdngen®. Als weiteren grofien
Unterschied zur Darwin-Strategie erhalten wir die Tatsache, dafl immer ein
gewisser Anteil an Suchern auf die andere Seite gelangt und dort bleibt. Der
Grund ist einfach durch den Einflufl der Boltzmann-Strategie gegeben, die als
stationdre Losung exp(—(F(z)) hat. Die anderen Parameterabhidngigkeiten
sind genauso wie bei der Boltzmann- bzw. Darwin-Strategie, was durch das
gleichartige Verhalten beider Strategien gegeniiber solchen Parameterdnde-
rungen begriindbar ist.

3.3.2 Wahl der Parameter

Hier wollen wir uns der Frage zuwenden, wie der Mischungsparameter v und
die reziproke Temperatur 3 sowie die Diffusionskonstante D zu wéahlen sind.
Dabei sollen zwei Gesichtspunkte im Mittelpunkt stehen: Zuerst kénnen
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die Parameter fest eingestellt und desweiteren wihrend des Simulationslaufs
angepaflt werden.

Im folgenden wollen wir uns der ersten Herangehensweise zuwenden. Natiirlich
kénnen wir bei einer festen Parametereinstellung nur Heuristiken fiir die Wahl
der Parameter angeben. Dazu fassen wir noch einmal die bisherigen Erkennt-
nisse zusammen.

Fiir die Darwin-Strategie ist die Hohe der Barriere nicht so entscheidend
wie der Abstand der Minima und deren Hohenunterschied. In Abbildung
3.10 haben wir die Situation fiir den Extremfall eines kleinen Hohenunter-
schieds aufgezeigt. Nur die Boltzmann Strategie erreicht nach ldngerer Zeit
das richtige Minimum, wéhrend die Darwin-Strategie wieder umkehrt. Daher
erscheint es einleuchtend, dafl eine Gemischte Strategie diese Schwierigkeiten
iiberwinden sollte. Die Abbildung 3.14 zeigt dies eindrucksvoll am selben
Beispiel wie Abbildung 3.10. Wie wir schon friiher vermutet haben, gibt es
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Abbildung 3.14: Vergleich zwischen Boltzmann-, Darwin- (rechts) und der
Gemischten Strategie (links)

Parametersétze, fiir welche die Gemischte Strategie schneller als die einzelnen
Strategien ist. Um diese Idee zu untermauern, betrachten wir die Abhingig-
keit der Wahrscheinlichkeit von § und 7y, wie es in Abbildung 3.15 dargestellt
ist. Im Fall einer grofen Temperatur (kleinem ) nimmt die Fahigkeit, {iber
die Barriere zu springen, erst mit steigendem 3 ab, um dann ganz abrupt
wieder anzusteigen. Beim anderen Fall einer kleinen Temperatur héngt das
Verhalten fiir kleine Mischungsverhéltnisse nicht von diesem Verhéltnis ab.
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Abbildung 3.15: Darstellung der Wahrscheinlichkeit ®(0,t) in Abhdngigkeit
vom Mischungsparameter «y fir f = 0.1 (links) und fir 3 =1 (rechts)

In jedem Fall wird die Barriere mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit iiber-
wunden. Anhand dieser Tatsache konnen wir folgende Regeln formulieren:

e Auf stark zerkliifteten Fitnesslandschaften muf} bei grofler Temperatur

der Mischungsparameter v vergrofiert werden. Im anderen Fall hingt
die Strategie kaum von v ab. Die Gréfle der Population, die sich auf
der anderen Seite befindet, hédngt dann von v ab. Die Fitnessfunktion
zu dieser Landschaft besitzt grofle erste und zweite Ableitungen. Meist
sind die zugehorigen Probleme frustriert, d.h., es werden gleichzeitig
widerstrebende Gréflen optimiert.

Auf Fitnesslandschaften, die kaum Niveauunterschiede der lokalen Mi-
nima aufweisen, muf} der Mischungsparameter « bei kleiner Temperatur
ebenfalls verkleinert werden. Andernfalls mufl 7 unbedingt vergréfert
werden. Die zugehorige Fitnessfunktion besitzt kleine erste und zwei-
te Ableitungen, d.h., sie variiert nur schwach mit der Anderung des
Phénotyps. Meist sind die entsprechenden Probleme in Teilprobleme
zerlegbar, die unabhéngig voneinander sind.

Beachten wir diese Regeln, dann sollte die Einstellung der Parameter moglich

sein. Leider lassen sich solche Regeln nicht genauer formulieren, weil dazu die
Aufdeckung der Struktur aller Probleme nétig ist. Leichter ist es dagegen, die

Steuerung der Strategieparameter durch die Dynamik selbst vorzunehmen.
Dazu benutzen wir Formel (3.18) und setzen einfach die Geschwindigkeit
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v = v als konstant an. Dadurch erhalten wir eine Relation
v=DB(VF-VF)+~{(F? — (F)*) — D{AF) = const (3.56)

zwischen den Groflien 3, v und D. Waihrend eines Simulationslaufs kénnen
wir die entsprechenden Mittelwerte auf einfache Weise bestimmen. Da wir
andererseits voraussetzen, dal wegen der kleinen Mutationsschritte die Stra-
tegie lokal arbeitet, so konnen wir in guter Ndherung den Fall einer quadra-
tisch abfallenden bzw. zunehmenden Fitnessfunktion ansetzen. Daraus 146t
sich eine Abschitzung fiir einen Parameter durch die Vorgabe der beiden
anderen Parameter angeben. Dazu fixieren wir die Geschwindigkeit v und
stellen die Formel (3.56) nach der gesuchten Grofie um. Als Beispiel wihlen
wir den Mischungsparameter v aus und erhalten

_ _ v=DB(VF - VF) + D(AF)
v =(t,D,B,v) = ((F?) = (F)?)

Dadurch bekommen wir eine Funktion (¢, D, 3,v) in welche die Grofle der
Geschwindigkeit v eingeht. Ist diese Geschwindigkeit v positiv, so mini-
miert die Strategie die Fitnessfunktion. Diese Bewegung der Strategie ist
der Fortschritt, da Gebiete mit einer guten Fitness erreicht werden. Ist die
Geschwindigkeit negativ, so hat sich die Fitness der meisten Sucher in der
Population verschlechtert. Es ist klar, daf} als kritischer Wert der Fall v =0
mit keiner Verbesserung bzw. Verschlechterung auftritt. Der Wert des Mi-
schungsparameters v mufl grofler als der kritische Wert . = (¢, D, 3,0)
sein, um eine Verbesserung hervorzurufen. Wie wir aus der Formel (3.57)
leicht ersehen konnen, spielt fiir das Verhalten von 7 die Verédnderung der
Fitnessvarianz o = (F?) — (F)? die wichtigste Rolle. Wihlen wir als Bei-
spiel die quadratische Fitness, die als lokaler Fall schon erwdhnt wurde, so
stellen wir fest, daf§ die Fitnessvarianz als Nenner von (¢, D, 3,v) mit (z*),
d.h. stérker als der Zéhler, variiert. Damit erhalten wir die einfachen Regeln:

(3.57)

e Die Wahl des Mischungsparameters v ist wéihrend des Simulationslaufs
umgekehrt proportional zur Fitnessvarianz o zu wéhlen.

e Eine Erhohung bzw. Erniedrigung des Parameters (3 zieht eine Ernied-
rigung bzw. Erhohung des Mischungsparameters  nach sich.

Diese Regeln geben natiirlich nur einen groben Rahmen fiir die Wahl des
Parameters y an. Viel wichtiger ist die Formel (3.57) sowie der kritische Wert
Yirit, die leicht wihrend eines Simulationslaufs ermittelt werden kénnen.
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Bevor wir die Simulation der Strategien darlegen wollen, miissen wir uns
vorher noch fragen, in welchem Sinne die Gemischte Strategie besser als die
Darwin- und Boltzmann-Strategie ist. Diese Frage ist eng mit der Frage
verwandt, wann die Strategie anhélt, d.h., wann wird entschieden, daf3 der
angelaufene Punkt das globale Minimum ist. In den vorangegangenen Ab-
schnitten hatten wir als Haltekriterium fiir die Strategie das Verhalten des
grofiten Teils der Population gewihlt. Befindet sich mehr als die Hélfte der
Sucher in der Umgebung eines Punktes und verédndert sich die Verteilung
dieser Sucher kaum noch, dann bezeichnen wir diesen Punkt als globales
Minimum. Ein Vergleich von Strategien wurde genau in diesem Sinne durch-
gefiihrt, und auch nur in diesem Sinne ist die Gemischte Strategie besser als
die Darwin- und Boltzmann-Strategie. Fiir einen groflen Parameterbereich
findet diese Strategie fast immer das globale Minimum. Die Bearbeitung der
verschiedensten Optimierungsaufgaben [] beweist dieses theoretische Resul-
tat eindrucksvoll.

Am Schluf sei noch kurz auf die Bedeutung de Wahrscheinlichkeit (3.4)
eingegangen. Wie RUDOLPH in seiner Arbeit [36] auf Seite 206 bemerkte, sei
es mittels dieser Beschreibung nicht moglich, eine Aussage iiber die Konver-
genz von Evolutionédren Algorithmen mit endlicher Population zu gewinnen.
Dies ist nach dem bisher Gesagtem nicht richtig. Die Grofle (3.4) beschreibt
ndmlich nicht nur die Dichte der Sucher auf der anderen Seite der Barriere
sondern auch die Wahrscheinlichkeit einen Sucher dort zu finden. Multipli-
zieren wir die Wahrscheinlichkeit mit der Grofle der Population, so erhalten
wir die Dichte der Sucher auf der anderen Seite der Population. Legen wir
weiterhin eine Schwelle bzgl. der Anzahl von Suchern, die sich auf der ande-
ren Seite der Barriere befinden fest, so konnen wir die Zeit zur Erreichung
dieser Schwelle bestimmen. Genau diese Grole wurde in [36] berechnet.

3.4 Simulation der Strategien

In diesem Abschnitt wollen wir die stochastische Realisierung der Boltzmann-
und Darwin-Strategie diskutieren. Dabei halten wir uns eng an den Artikel
[58] und erkldren nur kurz die entsprechenden Algorithmen zur Simulation
beider Strategien. Alle Simulationen wurden von RoOSE durchgefiihrt und
ergaben eine sehr gute Ubereinstimmung mit der Theorie.
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3.4.1 Die Boltzmann-Strategie

Zur Simulation der Boltzmann-Strategie (2.6) gibt es zwei Moglichkeiten.
Als erstes betrachten wir die Ubergangswahrscheinlichkeit

1 wenn F(y) > F(x

Pay = { exp (_F(y);F(;v)) sonst ) (=) , (3.58)
wobei T" die Temperatur kennzeichnet. Im Kapitel 2 wurde die entsprechende
Herleitung der Gleichung (2.6) aus dieser Rate vorgefiihrt. Dabei trat das
Problem auf, daf} der Algorithmus nur kleine Schritte zuriicklegen darf, um
in der Diffusionsnéherung von Gleichung (2.6) zu bleiben. Dieser Nachteil
kann durch die zweite Moglichkeit der Simulation der Boltzmann-Strategie
behoben werden. Dazu benutzt man Brownsche Teilchen im iiberdampften
Fall, die sich entlang des Gradienten der Fitnessfunktion F(Z) bewegen. Wir
erhalten also die Langevin-Gleichung

%f = —DBVF + V2D¢(t) (3.59)

wobei £(t) GauBsches weifies Rauschen mit

(€) = 0
(€(Ee@) = o' =)

ist, D bezeichnet die Diffusionskonstante und 3 die reziproke Temperatur.
Die entsprechende Fokker-Planck-Gleichung [4], die zur Langevin-Gleichung
korrespondiert, ist mit Gleichung (2.6) identisch. Zur Simulation der Langevin-
Gleichung benutzen wir das folgende Diskretisierungsschema

F(z(t) + Az) — F(x(t) — Ax)
2Ax

z(t+1) = z(t)+ V2DAL(t) — D At (3.60)
mit dem Zeitschritt At und der Kastenlinge Ax.

Den Vergleich zwischen der analytischen Losung der Boltzmann Strategie
und der stochastischen Realisierung in Form einer Langevin-Gleichung wollen
wir anhand einer Parabel F(z) = z? mit dem Minimum bei z = 0 und dem
Doppeltopf F(z) = 0.16 + (0.02782%(0.16667z — 0.9)(0.16667x + 0.8)) mit
den Minima z ~ —3.4,3.8 durchfiihren. In [58] wurde Zeitentwicklung der
Wabhrscheinlichkeitsverteilung im Falle der Parabel fiir verschiedene Zeiten
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dargestellt, wobei die Populationsgréle N = 10000 betrug. Die entspre-
chenden Verteilungen gleichen den theoretischen Losungen. Wichtiger als
diese zeitliche Entwicklung sind die oben definierten Geschwindigkeiten bzw.
deren Integrale. Im Artikel [58] wurde die mittlere Fitness (F') sowie die
Fitnessvarianz (F?) — (F)? mit den theoretischen Resultaten verglichen. Zur
Vereinfachung geben wir noch einmal die entsprechenden Formeln im Falle
der Parabel fiir die Boltzmann Strategie an. Als Anfangsverteilung wéhlen
wir P(z,0) = 6(x — xp), d.h. wir starten mit allen Suchern im Punkt z.
Dann erhalten wir

1

0% = (F* — (F) = 2—62((29535 —1)(e 2t — e74PBN 11 — e 2P(B)61)
1
(F) = %(5;[;3 — 1) exp(—BD2t) . (3.62)
Es ergab sich eine gute Ubereinstimmung zwischen Theorie und Simulation
fiir die Parameter D = 0.1,z = —5 bei verschiedenen 3-Werten. Nur fiir

kleine Temperaturen weichen die Ergebnisse aufgrund der kleinen Populati-
onsgrofle etwas ab.

Nun wollen wir uns noch dem néchstschwierigeren Problem widmen, dem
Doppeltopf. Wir verwenden dabei genau dieselben Parameter wie fiir die Pa-
rabel. Da die Gleichung (2.6) fiir diesen Fall nicht 16sbar ist, hatten wir die
entsprechende partielle Differentialgleichung numerisch integriert. Die Ver-
teilung P(z, t) zeigt eine gute Ubereinstimmung zwischen der simulierten und
integrierten Losung fiir verschiedene Temperaturen. Das entsprechende Ver-
halten wurde schon im vorherigen Unterabschnitt geschildert. Desweiteren
ist im Artikel [58] eine ausfiihrliche Diskussion dieses Verhaltens enthalten.
Genau wie aus der theoretischen Losung zu erwarten war, ist die Strategie
stark von der Temperatur abhéngig, und wir erhalten dasselbe Verhalten wie
fiir das stiickweise gegebene Potential (3.51).

3.4.2 Die Darwin-Strategie

Um diese Strategie zu simulieren, erinnern wir an die Herleitung der Darwin-
Strategie (2.17) mit Hilfe der Ubergangsraten (2.18). Damit reduziert sich
die Simulation der Darwin-Strategie auf die Simulation der entsprechenden
Mastergleichung. Als effektiver Algorithmus bietet sich die Simulation der
Wartezeitverteilung [71, 72, 73, 74, 75] bzw. der Gillispie-Algorithmus an.
Die Idee besteht darin, dal in der Dynamik des Prozesses die haufigste Zeit
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kein Ubergang stattfindet. Kennen wir nun die Zeit, wann der niichste Uber-
gang garantiert ausgefithrt werden muf}, so kénnen wir einfach die Zeitskala
des Prozesses verindern und den Ubergang ausfiihren. Diese Zeit wird als
Wartezeit 7 bezeichnet. Der Vorteil der Methode liegt in einer starken Ge-
schwindigkeitssteigerung des Algorithmus’. Fiir die Einzelheiten verweisen
wir wieder auf den Artikel [58]. Als Mutation wihlen wir einen Diffusions-
proze mit der Bedingung (r) = v/2 D At fiir jeden Mutationsschritt r. Der
gesamte Algorithmus 148t sich nun in folgendem Schema mit der gleichverteil-
ten Zufallszahl z, der exponentiell verteilten Zahl 7 und der normal-verteilten
Zahl ¢ fiir N Schritte zusammenfassen:

t=t+ 7
Z—zle{l
z(t') = x(t +,/2D t—t)¢
22€<0’<r>)

j=zne{l,..i—1i+1,. N}

Wiederum wollen wir die Dynamik des Algorithmus’ mit der analytischen
Losung der Darwin-Strategie fiir dieselben Fitnessfunktionen Parabel und
Doppeltopf vergleichen. Im Falle der Parabel befindet sich die Zeitentwick-
lung fiir die Verteilungsfunktion in guter Ubereinstimmung mit der theore-
tischen Losung, wie die entsprechende Abbildung in [58] beweist. Fiir die
theoretische Formel der mittleren Fitness erhalten wir in diesem Fall den
Ausdruck

1 3
(F) = (5@ tanh(tv/2D) — Foosl? (1 @)> : (3.63)

falls dieselbe Anfangsverteilung P(z,0) = d(z — z¢) benutzt wird. Wie aus
der Simulation zu ersehen ist, haben die Fluktuationen keinen so groflen Ein-
fluf} auf die Ergebnisse und werden mit wachsender Populationsgréfe kleiner.
Es sei bemerkt, daf der Grund dafiir in der Wahl der Ubergangsraten als Dif-
ferenz F'(z) — (F) liegt. Auch fiir den Doppeltopf finden wir eine sehr gute
Ubereinstimmung zwischen der numerischen Lésung der partiellen Differen-
tialgleichung (2.17) und der Simulation von N = 10000 Individuen.



Kapitel 4

Die Mathematische
Untersuchung der
Schrodinger-Operatoren

“Wenn uns die Beantwortung eines mathematischen
Problems nicht gelingen will, so liegt hdufig der Grund
darin, dafi wir noch nicht den allgemeineren Gesicht-
punkt erkannt haben, von dem aus das vorgelegte Pro-
blem nur als Glied einer Kette verwandter Probleme
erscheint.”

David Hilbert

In diesem Kapitel schaffen wir die mathematischen Grundlagen zur wei-
teren Untersuchung der Strategien. Eine Anwendung dieser Resultate auf
die Klassifikation der Strategien erfolgt im néchsten Kapitel. Im ersten Ab-
schnitt werden die spektralen Eigenschaften von Schrédinger-Operatoren dis-
kutiert. Die weiteren Abschnitte enthalten eine neue Theorie der Schrédinger-
Operatoren, die auf dem Studium der Zerlegung dieser Operatoren beruht.

Bevor wir zu den mathematischen Einzelheiten der Konstruktion kom-
men, wollen wir noch andere Anwendungen dieser Theorie kurz diskutie-
ren. Als erste wichtige Anwendung sei auf die enge Beziehung zwischen der
Darwin-Strategie und der Schrédingergleichung hingewiesen. Beziiglich des
stationdren Problems gleichen sich beide Zugénge vollstindig, wihrend sie
sich in der Zeitabhéngigkeit unterscheiden. Da die Klassifikation auch iiber

7
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den Kern des Hamiltonoperators Aussagen trifft, erhalten wir damit auch
eine Klassifikation des Grundzustandes. Weiterhin erhalten wir dadurch ein
Verfahren zur effektiven Konstruktion von Wechselwirkungstermen. In der
Mathematik fiithrt diese Herangehensweise zu einer Beziehung zwischen der
Singularitidtstheorie algebraischer Varitdten und der K-Theorie. Nun ist es
moglich, auf andere Art und Weise die Generatoren einer K-Theorie zu kon-
struieren.

4.1 Spektrale Eigenschaften

In diesem Abschnitt werden wir, aufbauend auf die Ergebnisse der vorherigen
Abschnitte die allgemeinen Eigenschaften der Operatoren vom Schrodinger-
Typ studieren. Dabei stehen sowohl Fragen nach der Form des Spektrums
als auch nach der Reproduzierbarkeit desselben wihrend eines Simulations-
laufs im Mittelpunkt. Dieser Abschnitt dient vor allem zur Vorbereitung der
nédchsten Abschnitte.

4.1.1 Die Eigenschaften des Spektrums

Wir wollen in diesem Abschnitt auf die grundlegenden Definitionen und Sétze
aus der Spektraltheorie linearer Operatoren in Hilbertrdumen eingehen. Da-
bei werden wir uns stiarker an die mathematische Definition anlehnen, um
die entsprechenden Ergebnisse in kompakter Form darzulegen.

Sei H ein unendlich-dimensionaler, vollstdndiger, separabler Hilbertraum
und A : H — H ein linearer Operator iiber H mit dem Wertebereich D(A) C
H.

Definition 1 Sei A\ € C eine fizierte, komplexe Zahl. Die Resolvente Ry(A)
des Operators A ist durch

Ry(A) = (A= 1)~
mit der identischen Abbildung 1 definiert. Die Menge /\\(A) mit
AN(A) ={y|Fx € D(A) mit (A— )z =y}
ist der Definitionsbereich von Ry(A). Die Zahl X heifit requlirer Wert, falls

1. R\(A) euistiert,
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2. die Vervollstindigung von Ay(A) der gesamte Hilbertraum H ist und
3. R\(A) beschrdnkt ist.

Alle nicht-requliren Werte X des Operators A bilden das Spektrum o(A) von
A.

An dieser Stelle sei bemerkt, dafl die Punkte 2 und 3 in der Definition des
reguldren Wertes an die unendliche Dimension des Hilbertraums gebunden
sind. Diese Feststellung ist nur die dquivalente Formulierung des Fakts, daf3
lineare Operatoren (bzw. Matrizen) iiber endlich-dimensionalen Vektorraum-
en nur ein diskretes Spektrum besitzen. Die Verletzung des Punktes 1 in der
Definition des reguléren Wertes definiert das Punktspektrum op(A), wihrend
im Falle von Punkt 3 das kontinuierliche Spektrum o¢(A) sowie bei Punkt
2 das Restspektrum og(A) eingefiihrt wird. Fiir das Spektrum ergeben sich
folgende Eigenschaften:

1. Das Spektrum o(A) ist eine abgeschlossene Teilmenge der komplexen
Zahlen C.

2. Das Spektrum ist die disjunkte Vereinigung des Punkt-, kontinuierli-
chen sowie des Restspektrums, d.h.

O'(A) = O'p(A) L Uc(A) LI O'R(A) .

3. Fiir einen stetigen, linearen Operator A ist o(A) nicht leer und kom-
pakt. Der Spektralradius ist durch

r(A) :==sup{|A|: A € o(4)}
definiert und es gilt:
r(4) = lim {/]lA7]] < /4],

d.h., das Spektrum des Operators A liegt in einem Kreis mit Radius
||A|| um den Nullpunkt.

4. TIst der Operator A auf einem Hilbertraum definiert, so gilt:

o(AT) = o(A) o(A*) =o(A)
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5. Ist A ein selbstadjungierter Operator (A = A*), so besitzt A kein Rest-
spektrum (oz(A) = 0) und das Spektrum besteht nur aus reellen Zah-
len (0(4) C R).

Fiir den Spezialfall eines kompakten?!, selbstadjungierten, linearen Operators
A iiber einem Hilbertraum haben HILBERT und SCHMIDT gefunden, daf} die
Menge der Eigenvektoren ein Orthonormalsystem des Hilbertraums bildet.
Explizit lautet dieser Satz folgendermafien.

Satz 1 Fiir jeden kompakten, selbstadjungierten, linearen Operator A im
Hilbertraum H existiert ein othonormiertes System {¢,} von Eigenvektoren,
so dafl jedes Element & € H eindeutig in der Form

E= cpdp + ¢
i

mit einem Vektor £ € ker A dargestellt werden kann. Dabei gilt

AE =" Merdr
P

wobei A der ¢y, entsprechende Eigenwert ist. Ist das System {¢,} unendlich,
so gilt

4, An =0
Fiir einen Beweis dieses Satzes verweisen wir auf [76]. Insbesondere bedeutet
dieser Satz, daf fiir den kompakte Fall das kontinuierliche Spektrum nicht
existiert.

Bevor wir uns dem konkreten Fall eines Operators vom Schrédinger-Typ
zuwenden, wollen wir noch kurz auf die Behandlung des kontinuierlichen
Spektrums im Falle eines selbstadjungierten Operators eingehen. In der Phy-
sik wird dafiir immer die Diracsche Darstellung in Form von J-Funktionen
gewihlt. Diese Art der Darstellung birgt aber einige Schwierigkeiten, die vor
allem mit dem Konvergenzbegriff zusammenhéngen. An dieser Stelle wollen
wir daher der mathematischen Darstellung in Form einer Spektralschar den
Vorzug geben.

! Jede beschrinkte Folge (u,,) in D(A) besitzt eine Teilfolge (vy,), so daf (Av,,) konver-
gent ist.
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Definition 2 FEin linearer Operator P : H — H mit P?> = P heifit Pro-
jektionsoperator. Unter einer Spektralschar {E\} verstehen wir eine Familie

von stetigen Projektionsoperatoren Ey : H — H, so daf fiir alle w € X und
A e R gilt:

E\E,=E,E\x=E, fir p<A\ (i)
,\Brjloo Exu=0 und ,\EIJPOO Exu=u (ii)
Ag/rﬁo Exu=FE,u. (iii)

Der Teilraum H* = {x|v € H , Exx = x} ist der Projektionsraum von E).

Aufbauend auf dieser Definition fand HILBERT 1906 fiir beschrinkte Ope-
ratoren, den folgenden Satz, der 1929 durch voON NEUMANN auf allgemeine
selbstadjungierte Operatoren ausgedehnt wurde.

Satz 2 Zu jedem selbstadjungierten Operator A gibt es genau eine Spektral-
schar, so daf

D(A) = {u € H| / A2 d(Eyu,u) < oo}

und

(Au,v) = 7 A d(E\u,v)

fiir alle w,v € D(A) gilt, wobei (., . ) das Skalarprodukt in H bezeichnet. Die
Integrale sind dabei im Sinne von Lebesque-Stieltjes zu verstehen. Symbolisch
schreiben wir dafir auch

A= /)\dEA.

Dieser Satz bedeutet, dafl jeder selbstadjungierte Operator als Linearkombi-
nation von Projektionsoperatoren darstellbar ist. Damit ist der Projektions-
operator der ,einfachste* selbstadjungierte Operator.

Wie im letzten Abschnitt von Kapitel 2 gezeigt wurde, kénnen alle Stra-
tegien auf eine Gleichung der Form (2.49) zuriickgefiihrt werden. Nun wol-
len wir uns den spektralen Eigenschaften des Operators (2.50), welche die
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Eigenschaften des Wérmeleitungskerns (2.51) entscheidend beeinflussen, zu-
wenden. Darunter zdhlen solche Gréfien wie Spektraldichte und die Zeitent-
wicklung des Warmeleitungskerns. Dabei werden wir uns eng an das Buch
[57] halten.

Gegeben sei die verallgemeinerte Warmeleitungsgleichung (2.49) mit H
als verallgemeinertem Laplace-Operator iiber einem n-dimensionalen Raum
B. Entsprechend [57] existiert eine Entwicklung des Wérmeleitungskerns
beziiglich der Zeit

_ 2exp(—||7— gl*/4t

Pl ) = 2 1 1)

) i_oj t'®; (%, ) (4.2)

mit den Warmeleitungskernkoeffizienten ®;(Z, %), die Funktionen von F' und
deren Ableitungen sind. Fiir eine beliebige Anfangsverteilung P(z,0) erhal-

ten wir durch das Integral

Pt = [ p(@DPE.0)d"y (43)

eine Losung der Gleichung (2.49). Entsprechend [57] ist es mdoglich eine
Rekursionsformel zur Berechnung der Koeffizienten ®;(Z, %) anzugeben. Wir
wollen uns an dieser Stelle auf den Fall einer euklidischen Metrik beschrinken
und erhalten mit ®((7,7) = 1 die Formel ([57], Theorem 2.26)

1
;1 (Z,9) = —/siHéi(eXp(sx),g)ds . (4.4)
0

Aufgrund der Fiille von Anwendungen in der Quantenfeldtheorie und Diffe-
rentialtopologie wurde einige Miihe auf die Berechnung dieser Koeffizienten
aufgewendet. Die entsprechenden Resultate bis einschlief$lich des 5. Koeffizi-
enten finden wir in [77]. Wir wollen diese Technik dazu benutzten, Aussagen
iiber die Spektraldichte zu bekommen. Wie aus der Algebra bekannt, ist
die Spur einer Matrix gleich der Summe der Eigenwerte und damit von der
Darstellung unabhéingig. Benutzen wir nun eine geeignete Funktion des Ope-
rators, so gibt es zwischen der Spur dieses Ausdrucks und der Spektraldichte
eine Beziehung. In unserem Fall enthélt die Spur des Warmeleitungskerns die
Informationen iiber das Spektrum von H. Zur Illustration dieses Gedankens
geben wir ein Theorem von Weyl wieder.
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Satz 3 Seien \; die Eigenwerte des kompakten, selbstadjungierten Operators
H, der idiber den kompakten Raum B gegeben ist. Fir t — 0 erhalten wir

folgende Formel
e vol(B) .
S et = ant) 7 + Ot/

fiir die Laplace-Transformierte des SpektralmajSes von H.

7

Mit Hilfe eines geeigneten, positiven Mafles p(A) auf dem Spektrum konnte
KARAMATA ([57], Theorem 2.42) die Formel

C

lim £° 0/ Fle™)ePdu(\) = e 0/ Fletytetetdt

mit den positiven Konstanten «, C' sowie der auf dem Intervall [0, 1] stetigen
Funktion f(x), herleiten. Durch eine geschickte Wahl der Funktion kénnen
wir das Integral {iber die Zustandsdichte des Spektrums bestimmen, d.h. die
Anzahl N(A) der Eigenwerte, die kleiner als A sind.

Satz 4 Sei N(\) die Anzahl der Eigenwerte von H die kleiner als \ sind,
dann gilt

vol(B) /2
(4m)"/2T(n/2 + 1)

N(A) ~ (4.5)
Diese Formel ist in der Tat erstaunlich, da in keiner Weise die konkrete
Struktur des Operators H eine Rolle spielt. Alle Eigenwerte liegen in ei-
ner n/2-dimensionalen Kugel mit dem Radius A. Die Dichte der Eigenwerte
nimmt mit steigendem Wert ab. Wie aus der Diskussion der Geschwindigkei-
ten im Zusammenhang mit dem Spektrum (sieche Anhang B.1) ersichtlich ist,
bestimmt die Dichte der Eigenwerte in starkem Mafle die Geschwindigkeit.
Aus der Formel (4.5) sehen wir aber, daf§ zwischen den einzelnen, in Kapitel
2 aufgefiihrten Strategien keine groflen Unterschiede bestehen konnen. Die-
se Aussage gilt natiirlich nur fiir eine Mittelung iiber eine grofie Klasse von
Fitnessfunktionen. Im Einzelfall sind wohl Unterschiede festzustellen. Der
Grund fiir diese Universalitit in der Form des Spektrums liegt im Auftre-
ten des Laplace-Operators in H. Wie wir spéter sehen werden, dndert sich
das Verhalten der Strategie dramatisch bei einer Verdnderung der Mutation.
Zu genau denselben Schluflfolgerungen ist ENGEL in seiner Diplomarbeit ge-
langt [78]. Dort gab er eine problemabhingige Formel fiir die Ubergangszeit
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zu einem anderen lokalen Optimum an. Wir wollen an dieser Stelle nicht die
Argumentation wiederholen, bemerken aber, dafl die Ursache fiir die Pro-
blemunabhéngigkeit dieser Formel genau durch das Resultat (4.5) gegeben
ist.

4.1.2 Eigenwerte und Korrelationsfunktionen

Nachdem wir die Eigenschaften des Spektrums sowie deren Einflufl auf die
Geschwindigkeit der Strategien studiert haben, bleibt noch die Frage zu
kldren, wie wir wihrend eines Simulationslaufs diese Information bekommen
konnen. Die Messung der Geschwindigkeit (3.1) sowie der Fitnessvarianz
(3.3) wihrend einer Simulation stellt keine Schwierigkeit dar. Gerade fiir
physikalische Anwendungen sind wir aber an der vollen Gestalt des Spek-
trums interessiert.

Dazu beginnen wir mit der Anwendung der linearen Response-Theorie
auf das Eigenwertproblem. Wir definieren die Grofle E(t)

:/Hﬂnﬂﬂ (4.6)

in Bezug auf den Operator (2.50). Da die Verteilung P(z,t) geniigend schnell
im Unendlichen abklingen soll, ergibt sich

- /FP(:(;,t) dr = (F) . (4.7)

Zur Fixierung der Notation geben wir noch einmal die wichtigsten Gleichun-
gen an. Das zeitabhédngige Problem
0
ot

besitzt zusammen mit der Eigenwertgleichung

Hupi(r) = A\inhi(x)

P(x,t) = —HP(x,1)

die Losung
Z e—)\ td)z
1=0

Der Operator H ist positiv, deshalb sind die Eigenwerte \; auch positiv.
0.B.d.A. ordnen wir die Eigenwerte entsprechend ihrer Grofie A\g < \; <
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Desweiteren ergibt sich aus der Forderung nach der Normierung von P(z,t)
das Verschwinden des kleinsten Eigenwertes A\g = 0. Dann besitzt die Losung
das allgemeine Verhalten, dafl mit gréfler werdender Zeit die Beitridge der
Eigenfunktionen zu héheren Eigenwerten verschwinden. Im Grenzfall ¢ — oo
bleibt nur noch die Eigenfunktion 1 (z) zum kleinsten Eigenwert {ibrig. Fiir
grofle Zeiten konnen die Beitrdge der hoheren Eigenfunktionen als kleine
Storung 01 (z, t)

P(z,t) = ¢o(z,t) + d9(z,t)

angesehen werden. Fiir E(t) ergibt sich dann
E(t) = /F(x)P(x,t) dv = By + 0E(t) .

Nun betrachten wir die Autokorrelationsfunktion (§E(t)0 E(t+7)) der Ande-
rungen. Aus der Definition des Warmeleitungskerns (3.10) ersehen wir, dafl
der Operator H der Generator der Zeitverschiebung ist®. Fiir die Zeitent-
wicklung der Storung erhalten wir dann

dp(z,t +71) =exp((Ey — H)7)09(x, t) (4.8)
und damit fiir die Autokorrelationsfunktion
GE()SE(t +7)) — < [ [ s (150) o, 1) (HE0) '+ T)> (4.9)
= exp((Bo — B))7)((6E(,1))?) + O(e!=F27) |

wobei ( ) als zeitliche Mittelung verstanden wird. Fiir den Eigenwert Ey
erhalten wir den Ausdruck

1 (9BWOE(E + 7))
5=t () )

Ausgehend von diesem Resultat kénnen wir nun eine Hierarchie von Kor-
relationsfunktionen aufstellen, die uns die anderen Eigenwerte liefert. Die
Idee besteht darin, dal wir nicht nur eine Zeit 7 einfiihren, sondern gleich

2Vom formalen Standpunkt aus gesehen, kann die Schrédinger-Gleichung als Reaktions-
Diffusions-Gleichung in imaginérer Zeit angesehen werden. Damit ist die gesamte Ope-
ratortheorie der Quantenmechanik unter Beriicksichtigung der Transformation ¢t — it auf
diese Systeme anwendbar.
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eine geordnete Menge 79 > 7 > ... von solchen Zeiten. Diese Zeiten wur-
den so gewihlt, dafl immer ein weiterer Eigenwert in der Zeitentwicklung der
Storung auftritt, d.h.

dp(z,t +70) = exp((Ey — H)m)09)(x,t)
dp(z,t +11) = exp((Ey — H)1)0)(x, t) .

Nun fithren wir eine Autokorrelationsfunktion der Form

Cs3(19, 1) = (0E(t)0E(t + 19)dE(t + 1)) (4.11)
ein und erhalten mittels obiger Zeitentwicklung
Cs(7o,11) = exp((Ey — E1)1o + (By — Ey)1)((6E(x, 1)) + O(eFo~Ea)m)y |

Eine einfache Umstellung sowie der Grenziibergang 7, 77 — oo bei fixierter
Differenz 7y — 7 fiihrt zum Ausdruck

) To To 1 C3(79,71)
B— 1 gl (1-7)_ Ly &) 412
2T ol 07T (1-2) 71“<<<6E(x,t>>3> - (412)

woraus leicht auf den allgemeinen Fall geschlossen werden kann. Wir nehmen

also an, daf} die Eigenwerte Ey, E1, ..., E,_; schon gegeben sind und fragen
nun nach dem n-ten Eigenwert FE,. Dazu geben wir uns wiederum eine
geordnete Menge von Zeiten 79 > 7 > ... > 7,1 vor. Wir erhalten die

allgemeine Zeitentwicklung der Storung
dp(x,t+1;) = exp((E; — H)1;)01)(x, t) (4.13)
mit ¢ =0,1,...,n — 1. Die Korrelationsfunktion
Co(T0, 1y oy Tu1) = (OE()0E(t + 10)0E(t +11) - - 0E(t + 7, 1)) (4.14)

reduziert sich auf den Ausdruck

n—1

Cu(To, Tty -+ oy Tno1) = €Xp (2:(17]Z - Ei—l—l)Ti) ((OE(z,1))") + O(eEo=En)m-1)y

1=0

woraus wir fiir den n-ten Eigenwert

n—2 T; 1 On (T[] Ty -+ T *1)
E, = Eyy +]i E; — E; e B0y L
vl D ( w7 1n<<WMﬁW %)

7 —Ti41=const.i=0 n—1
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erhalten. Die Abschitzung fiir die Abstdnde 7; — 7,1 zwischen den Zeiten
kann durch die Spektraldichte (4.5) erfolgen. Dazu wihlen wir in der Um-
gebung eines vorgegebenen Eigenwertes einen weiteren Eigenwert. Aus der
Spektraldichte konnen wir die Wahrscheinlichkeit dafiir berechnen, dafl dieser
Eigenwert auch realisiert wird.

Wie wir schon friiher festgestellt haben, verlieren die hoheren Eigenwer-
te im Laufe der Zeit ihre Bedeutung fiir die Gesamtldsung des Problems.
Bezogen auf die Formel (4.15) bedeutet dies, da§ die Korrelationen mit zu-
nehmender Zeit immer schwicher werden. Der Evolutionidre Algorithmus
verliert wihrend des Simulationslaufs die Information iiber schon erreichte
lokale Optima.

4.1.3 Deformation der Fitnessfunktion

In diesem Abschnitt wollen wir der Frage nachgehen, welche Auswirkun-
gen eine kleine Deformation der Fitnessfunktion auf den Algorithmus besit-
zen. Dabei werden wir vor allem zeigen, daf} qualitativ gleich aussehende
Fitnessfunktionen zu einem qualitativ gleichem Verhalten des Algorithmus’
fithren.

Aus der Formel (4.4) ist ersichtlich, daf die Koeffizienten in der Wérme-
leitungskernentwicklung die Funktionen der Fitnessfunktion und deren Ablei-
tungen sind. Verdndern sich die Ableitungen der Fitnessfunktion, so dndert
sich auch das Langzeitverhalten der Strategie grundlegend. Anschaulich
konnen wir uns diese Tatsache iiber die Sattelpunktsapproximation des Pfa-
dintegrals (1.3) iiberlegen. Wie schon im Kapitel 2 dargelegt wurde, bewegt
sich das Maximum der Verteilung entlang der klassischen Trajektorie (1.1)

= U

= —VF.

@l. Hl.

Eine Deformation der Fitnessfunktion, welche die kritischen Punkte der Fit-
nessfunktion nicht dndert, fithrt auch zum selben qualitativen Verhalten, da
die Fixpunkte dieselben sind. Nun entwickeln wir die Fitnessfunktion um
den Punkt

F(Z) = F(Zy) 4+ VF|peu (T — Zo) +
82

1 S o= = = =3
+§MF|Q::$0(1’ — &0)i(7 — Zo)x + O((7 — 7p)")
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und setzen voraus, dafl dieser Punkt ein kritischer Punkt der Fitnessfunktion
ist. Fiir das klassische System erhalten wir in der Umgebung dieses Punktes

I.'Z':’Ui

’(}Z’ = — F|x:x0($—$0)k.

Wird die Umgebung dieses Punktes noch kleiner gewéhlt, so reicht der li-
neare Term aus. Dieser Ansatz ist nur bei nicht-entarteten, kritischen Punk-
ten anzuwenden, da sonst die Ableitung AF verschwindet. Im Falle eines
entarteten, kritischen Punktes erhalten wir ein vo6llig anderes Verhalten in
der Umgebung von 7y. Das wird schon aus der unterschiedlichen Losung
ersichtlich. Die Besonderheit des entarteten, kritischen Punktes ist aber
die Instabilitdt gegeniiber Deformationen bzw. Transformationen der Fit-
nessfunktion. Damit tritt er als wichtiger Bifurkationspunkt in Erscheinung,
der unterschiedliche Losungen voneinander separiert.

Nach dieser rein klassischen Betrachtung wollen wir uns nun fragen, ob
sich dieses Verhalten auf die gesamte Dynamik (2.49) iibertrégt. Die Antwort
148t sich einfach dadurch gewinnen, dafl die Stérung der Fitnessfunktion eine
unitdre Transformation des Operators H zur Folge hat. Entsprechend [79]
andern sich unter solchen Transformationen die Haufungspunkte des Spek-
trums nicht. Wenn wir nun noch wissen, dafl diese Haufungspunkte zu den
Fixpunkten der Dynamik (1.1) korrespondieren, so erhalten wir: Alle Trans-
formationen des Operators H, die durch Funktionen mit nicht-ausgearteten,
kritischen Punkten erzeugt werden, erzeugen ein qualitativ gleiches Verhal-
ten, sofern kein kritischer Punkt erzeugt wird.

Die letzte Erkenntnis zeigt den groflen Einflufl von nicht-ausgearteten
Funktionen auf die Dynamik des Systems. Damit erhalten wir eine Methode,
die Losungen der Gleichung (2.49) einzuteilen.

4.2 Konstruktion des Losungsraumes

Im folgenden wollen wir uns auf die abstrakte Darstellung und Untersuchung
der Strategien beschrinken, wie sie in Abschnitt 2.6 dargestellt wurden. Da-
bei soll von der konkreten Realisierung abgesehen werden. Wir erhalten dann
die Eigenschaften von Schrodinger-Operatoren in Abhéngigkeit von der Form
des Potentials.
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Sei B C IR" ein kompakter, n-dimensionaler Unterraum des n-dimensionalen
reellen Raumes R", welcher auch als Phénotypraum bezeichnet wird. Wei-
terhin wollen wir annehmen, dafl der Rand von B homo6omorph zur n — 1-
dimensionalen Sphire S"1 ist. Weiterhin sei eine glatte Funktion F' : B —
R iiber B gegeben. Entsprechend Kapitel 2 interessiert uns die Gleichung

d 3
T P(E) = —HP(i1) (4.16)

mit dem positiven, selbstadjungierten Operator H
— + F(2). (4.17)

Die formale Losung ist durch (5.3) mit dem Warmeleitungskern exp(—tH)
gegeben. Andererseits kann die Losung auch durch ein Eigenwertproblem
der Form (5.4) mittels der Reihe (5.5) ausgedriickt werden. Entsprechend
der Theorie der selbstadjungierten Operatoren H vom Sturm-Liouville Typ
bilden die Eigenfunktionen ¢; einen Hilbertraum L?(B), der gleichzeitig auch
der Losungsraum von Gleichung (2.49) ist. Fiir relevante bzw. praktische
Probleme ist diese Darstellung der Losung schwierig zu berechnen (z.B. Dop-
peltopf). Deshalb suchen wir nach einer anderen Beschreibung des Losungs-
raumes. Andererseits kann jede glatte Funktion in einer geeigneten Umge-
bung eines Punktes durch eine Taylorentwicklung dargestellt werden. Nun
konnten wir diese Umgebung derart wéhlen, dafl der kubische Term der Ent-
wicklung eine Korrektur in Bezug auf den quadratischen Term ist. Leider
erweist sich dieser Weg als nicht gangbar, da wir dann eine Transformation
des Operators H erhalten, die wiederum auf ein nicht 16sbares Problem fiihrt.
Als Ausweg aus diesem Dilemma wahlen wir die stiickweise Approximation.
Jede glatte Funktion kann durch eine stiickweise, quadratische Funktion ap-
proximiert werden. In welchem Sinne diese Approximation zu verstehen ist,
beantwortet die folgende Definition.

Definition 3 Sei F' : B — R eine glatte Funktion mit p nicht-entarteten,
kritischen Punkten xq, ..., x, und s entarteten, kritischen Punkten x,q1,. .., Tpts.
In der Umgebung jedes nicht-entarteten, kritischen Punktes z; mit 1 <[ <

p vom Index r existiert nach dem Satz von Morse ein Koordinatensystem

Y1, .-, Ya, so daff in der Umgebung des kritischen Punktes die Funktion F
durch die quadratische Funktion

Fly)=F(z) — ()’ — . — () + Wr1)” + - 4 (v2)°
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dargestellt wird. Sei (Hij)|y=x,,, die Hessesche Matriz der Funktion F im
Punkt 4, der ein entarteter, kritischer Punkt ist. Der Rank dieser Matriz
rh(Hjj) o=z, = k < d ist eine Zahl k die kleiner als der mazimal mégliche
Rank ist. Besitzt der kritische Punkt x4, den Index r so existiert wiederum
ein Koordinatensystem yi,...,Yyq, so dafs in der Umgebung des kritischen
Punktes die Funktion F' durch die quadratische Funktion

Fly)=F(z)) — (1) — .. — 0)* + (yr1)® + ..+ (0)°

dargestellt wird. Die stiickweise, quadratische Funktion f, die aus den qua-
dratischen Funktionen um die kritischen Punkte zusammen mit der Trans-
formation der Umgebungen U; mit 1 < i < p+ s ineinander derart gegeben
ist, dafl die Funktion f stetig wird, heiffit quadratische Approrimation.

Aus der quadratischen Approximation f konnen wir mit Hilfe der Transfor-
mationen U; — U; mit U; NU; # 0 einen neuen unterliegenden Raum M,
der durch die Umgebungen U; iiberdeckt wird, erzeugen. Wir wollen diese
Umgebungen als polynomiale Umgebung N, vom Grad 2 bezeichnen, wobei
e der Radius der Umgebung ist. Entsprechend der Homotopietheorie gibt es
eine stetige Transformation B — M, die den Raum M der quadratischen
Approximation mit dem Phénotypraum B identifiziert. Im folgenden wollen
wir nur noch mit der quadratischen Approximation f der Fitnessfunktion F'
arbeiten.

Definition 4 Zwei glatte Funktionen Fy und Fy heiffen dquivalent, falls sie
dieselbe quadratische Approximation besitzen.

Diese Aquivalenzrelation wird dadurch gerechtfertigt, da$ sich entsprechend
der Sattelpunktapproximation der Wirkung (1.2) das Maximum der Vertei-
lung auf der klassischen Trajektorie (3.6) bewegt. Auch fiir die Optimierung
ist die quadratische Approximation die eigentliche Information, die wich-
tig ist. Deshalb wollen wir im folgenden die Aquivalenzklassen von solchen
Funktionen F' betrachten.

Bevor wir das Problem (2.49) in der grofiten Allgemeinheit untersuchen
werden, wollen wir den speziellen Fall einer polynomialen Umgebung N, vom
Grad 2 studieren. Dazu miissen wir die Gleichung

%P = DAP — (F(zy) + VF (%) (% — 75) + %AF(%)(SE —2)*)P (4.18)
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betrachten. Als erstes transformieren wir die obige quadratische Funktion in
eine Normalform
2 1 2F(10) _ (VF(%))

F(z) = F(z) = §AF(:[;7));E2 + AR (AF(J;Z))z :

die durch die lineare Transformation
VF ()
AF (i)

(=]

r—T =1+ (4.19)

gegeben ist. Dadurch wird aber die prinzipielle Form der Gleichung (4.18)
nicht gedndert und wir erhalten mit

%P DAP — F(§)P (4.20)

eine Gleichung, die sowohl in den Ableitungen als auch im Ort quadratisch
ist.

Als néchstes wollen wir die Symmetrien der Gleichung (4.20) untersuchen.
Dazu vereinfachen wir die obige Gleichung zu

Ip_rr+ Z:{: - > x| P (4.21)
ot hepi1
und spalten die rechte Seite wie folgt auf:

:zp:<aa >P+ Z <—2—xz>P. (4.22)

i=1 k=p+1 Ory,

Die Menge der Transformationen, die (4.22) invariant lassen, wird durch
die Gruppe O(p) x O(n — p) aufgespannt. Fiihren wir weiterhin eine fi-
xierte Orientierung auf N, ein, so reduziert sich diese Gruppe auf G =
SO(p) x SO(n—p). Die Wirkung dieser Symmetriegruppe G auf die Differen-
tialgleichung 148t sich auf natiirliche Weise auf den Losungsraum ausdehnen.

Ein anderer Weg, dieses Problem zu beschreiben, ist durch eine quadra-
tische Form

(ZpZﬂLZx — En: )P (4.23)

k=p+1
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iiber der Algebra, die durch p, = 9/0xy und x; mit [py, z;] = Oy erzeugt
wird, gegeben. Spéter werden wir diese Art der Beschreibung nutzen, um
die Eigenschaften des Losungsraumes durch algebraische Relationen auszu-
driicken.

Nun definieren wir eine offene Uberdeckung des Phénotypraums B durch
einen Atlas von polynomialen Umgebungen vom Grad 2 (N,); mit

B = J(N.);
iel
und (Ng); N (Ne); # 0 wenn (N); und (Ne); benachbart sind. Fiir jede Um-
gebung (N.); gibt es einen Hilbertraum der quadratisch integrierbaren Funk-
tionen L?((N.);), welcher durch die Ergebnisse von Kapitel 3 bestimmt ist.
Wihlen wir diesen Hilbertraum als Faser iiber der Umgebung bzw. Karte,
so erhalten wir ein Biindel P von Hilbertrdumen. Es gilt folgendes Lemma.

Lemma 1 In Bezug auf Gleichung (2.49) und die offene Uberdeckung von
B trigt sowohl der Lisungsraum L?(B) als auch B die Struktur einer Man-
nigfaltigheit mit Ubergangsfunktionen gi; : (N.); N (Ng); — (No); N (Ne); mit
(Ne)iN(Ne)j # 0., die durch Gleichung (2.49) erzeugt werden. Die Abbildung
P — B x L?*(B) ist ein Isomorphismus von Hilbertraumbiindeln.

Beweis: Die Behauptung, dal B eine Mannigfaltigkeit ist, ist trivial. Wei-

terhin definieren wir durch die Gleichung (2.49) erzeugte Ubergangsfunktio-

nen g;; : (Ne)i N (Ne); — (Ne)i N (Ne);. Zu diesem Zweck betrachten wir

eine Zerlegung der Eins, d.h. eine Familie {7,},c4 von stetigen Funktionen

To + X — [0,1] mit einem Triger supp7, = (Ne)o und > 7,(z) = 1. Damit
«

konnen wir die lokale Funktion F}, zur globalen Funktion F' zusammenkleben.
Die lokale Funktion F, iiber (IV,), ist derart definiert, daf3

ZTaFa =F

gilt. Die Ubergangsfunktion g;; ist nun so definiert, dal F; = g;;(F}) fiir alle
z € (Ng); N (Ne); gelten muBl. Mit Hilfe der (Standard-)Gruppenwirkung
der SO(n) auf B, kénnen wir die Ubergangsfunktion g;; durch eine neue
Ubergangsfunktion g;; : (N.); N (N.); — SO(n) ersetzen. Der Zusammen-
hang zwischen beiden ist einfach durch g¢;;(z) = §;;(z) - «, wobei - die Grup-
penwirkung kennzeichnet, gegeben. Dadurch wird mittels der Beziehung
F(@) = b - 1) = glggle) i alle @ € (N); N (N, £ € L3(N))
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und h € L?*((N.);) eine Transformation f = T(h) von Hilbertriumen er-
zeugt. Zu jedem Gruppenelement g € SO(n) gibt es eine Transformation
T € Aut(L*(N.)), welche die Beziehung f = T'(h) erfiillt. Auf diese Wei-
se haben wir ein Aut(L?(N.))-Hauptfaserbiindel erzeugt, das zum Hilber-
traumbiindel assoziiert ist. Zwei Hauptfaserbiindel sind isomorph gdw. die
Basisrdume homotopiedquivalent sind. Wegen der Kontrahierbarkeit von B
sind die entsprechenden Hauptfaserbiindel zu P und B x L?(B) isomorph
und so auch die Biindel selbst. q.e.d.

Im Gegensatz zu diesem Ergebnis steht die Einschrinkung von P auf den
Rand 9B" = S" ! von B". Wir erhalten folgendes Lemma:

Lemma 2 Die Einschrinkung P|ag von P auf den Rand OB von B kann als
ein nicht-triviales Biindel realisiert werden, d.h. es ist i.a. nicht isomorph

zu OB x L*(0B).

Beweis: Wir betrachten wiederum das Hauptfaserbiindel P zur Einschriankung
Plop mit der Strukturgruppe GI, die der direkte Limes von G, (IR) ist. Ent-
sprechend STEENROD [80] sind die Isomorphismusklassen von P durch die
Homotopiegruppe m,_2(Gl) bestimmt. Mit Hilfe der Homotopie von Lie-
Gruppen [60, 81] sowie durch die Bott-Periodizitit [82] erhalten wir die Iso-
morphismen

0 n=0,4,6,7mod 8
Wn,Q(Gl) %71'”,2(0) gﬂ'n+6(0) = Z n = 1,5m0d8
Y/ n = 2,3 mod 8

mit O als direkter Limes der Gruppe der orthogonalen Transformationen.
Daraus ersehen wir, dafl in den Dimensionen 1,2,3,5 mod 8 nichttriviale
Biindel auftreten kénnen. q.e.d.

4.3 Die Eigenschaften des Losungsraumes

Im vorherigen Abschnitt haben wir mit Hilfe einer geeigneten Zerlegung des
Phénotypraums einen dquivalenten Losungsraum konstruiert, der einfacher
zu untersuchen ist. Nun wollen wir die Eigenschaften dieses Raumes mit den
Mitteln der algebraischen Topologie analysieren. Dabei steht der Begriff der
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»otabilitdt® im Mittelpunkt des Interesses. Um die Bedeutung dieses Begriffs
genau abzustecken, zitieren wir hier die Definition von J. ADAMS [83]

. ... We say that some phenomenon is stable, if it can occur in any di-
mension, or in any sufficiently large dimension, provided perhaps that the
dimension is sufficiently large...*

Aus der Sicht der Evolutionstheorie interessieren uns genau solche Eigen-
schaften, die in allen Dimensionen auftreten. Dadurch ist es moglich eine
Generalisierung der Ergebnisse vorzunehmen.

Nach der rein analytischen Beschreibung des Losungsraumes in Form des
Hilbertraums L?*(B) sowie der geometrischen Beschreibung in Form eines
Faserbiindels P wollen wir nun eine algebraische Beschreibung konstruieren
deren Aquivalenzklassen bzgl. der Stabilitéit mit den entsprechenden Aqui-
valenzklassen von P iibereinstimmen. Dazu fiihren wir die Weyl-Algebra
ein.

Definition 5 Sei V' ein Vektorraum tiber dem Kérper K mit Basis {p;, q;}
i, =1,...n. Die Weyl-Algebra A, ist als der Quotient der Tensor-Algebra
des Vektorraums nach dem Ideal I, welches durch die Elemente

Pi®q — q®pi— 0
Pi®p; — PP
G Xq — 4 Qg

erzeugt wird, definiert.

Damit kénnen wir den Hamilton-Operator H iiber N,, welcher durch (2.50)
eingefiihrt wurde, mit Hilfe der Darstellung p; = 9/0z; und ¢; = z; durch

H=—Yp+Q) (4.24)

mit Q(x) als quadratische Form angeben. Eine solche Form 148t sich ein-
fach durch eine symmetrische n x n-Matrix S € M(n,R) mit Werten in IR
ausdriicken. Sei r = (zy,...,7,) € R" ein Vektor, so gilt Q(x) = zSzT.
Im allgemeinen ist die Form @Q(z) nicht diagonal. Nun betrachten wir das
Biindel P(A,) von Weyl-Algebren A, iiber B. Im folgenden sind wir an den
stabilen Eigenschaften des Biindels P(A,,) interessiert. Gerade diese Eigen-
schaften spiegeln aber auch die dimensionsunabhéngigen Eigenschaften von
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Gleichung (2.49) wieder. Diese Idee 1afit sich dadurch realisieren, dafl wir
dieselbe Eigenschaft der Gleichung sowohl im n-dimensionalen Raum B™ als
auch im (n + 1)-dimensionalen Raum B"*! finden, wobei die Ubertragung
der Eigenschaft auf letzteren durch die Einbettung B™ « B"*! erfolgt. In
der Biindeltheorie tritt diese ,Stabilitdt® in Form einer algebraischen Be-
dingung auf. Dazu betrachten wir die Menge der stabilen Aquivalenzklassen,
die auch als K-Theorie bezeichnet wird. Fiir die entsprechenden Definitionen
verweisen wir hier auf die Standardliteratur [84, 85].

An dieser Stelle werden wir die allgemeine Theorie auf unseren konkreten
Fall spezialisieren. Dazu bemerken wir als erstes, dafl die Weyl-Algebra eine
reelle C*-Algebra (siehe [86]) ist, d.h.

Definition 6 Fine reelle C*-Algebra A ist eine Banach *-Algebra tiber R,
welche x-isometrisch isomorph zu einer bzgl. der Norm abgeschlossenen Un-
teralgebra der Operatoralgebra L(HpR) der linearen Operatoren auf einem re-
ellen Hilbertraum Hp ist.

Lemma 3 Zusammen mit den Involutionen p* = —p und ¢* = q ist die
Weyl-Algebra eine x-Algebra. Weiterhin existiert eine Darstellung der Alge-
bra als Unteralgebra von L(HR) mit Hp = {f € L*(R)|f = [}, die diese

Algebra zu einer reellen C*-Algebra macht.

Beweis: Das Ideal I der Tensoralgebra iiber V' ist in Bezug auf die Invo-
lution invariant, d.h.

PRq—qRp—1)'=¢"@p" —p' ®¢" —1=pRq¢g—qp—1.

Als néchstes konstruieren wir eine Norm aus dem Skalarprodukt des Hilber-
traums Hp, welches durch

W) = [ (@)g(x)d

definiert ist. Zusammen mit der Darstellung p = 9/0x und ¢ = z erhalten
wir fiir die Involution

(Wlpp) = @"Y|p) = —(pp|@)
—p° = -p
Wlap)y = (a"V|d) = (qp|®)
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und damit letztlich

p*pll = (plp*pv) = (pblpy) = [|p]]?
lg*all = @la*qp) = (qvlay) = llal?

die Eigenschaft einer x-Algebra. Fiir den zweiten Teil des Lemmas miissen
wir entsprechend [87] nur zeigen, dafi 1 +p*p=1—p> und 1 +¢*¢ =1+ ¢*
invertierbar sind. Dies ist aber offensichtlich. q.e.d.

Nun betrachten wir ein lokal triviales Banachraumbiindel, dessen Fasern end-
lich erzeugte, projektive Moduln iiber einer reellen, unitalen C*-Algebra A,:
ein A,-Biindel iiber B, sind. Die Klassifikation solcher Biindel, d.h. die
Bestimmung und Charakterisierung von Isomorphismusklassen, erfolgt auf
zwei Weisen. Als erstes ist die Klassifikation durch die Homotopieklassen
[B, BG| von Abbildungen vom Basisraum B in das universelle Biindel BG
gegeben. Letzteres 148t sich allgemein aus der Strukturgruppe G = Aut(A,,)
konstruieren. Fiir eine detailierte Konstruktion dieses Raumes verweisen
wir auf [88]. Der zweite Zugang benutzt eine rein algebraischen Sichtwei-
se. Dazu betrachten wir die Menge aller Schnitte T'(B, P(A,))) des Biindels
P(A,), welche ein endlich erzeugter, projektiver C'(B, A,)-Modul ist. Die
Menge C(B,.A,) bezeichnet die C*-Algebra aller stetigen A,-wertigen Ab-
bildungen f : B — A,, welche im Unendlichen verschwinden. Zusammen
mit der Operation @ bildet der projektive C'(B,.A,)-Modul T'(B, P(A,)))
eine Halbgruppe. Durch die Grothendieck-Konstruktion kénnen wir diese
Halbgruppe zu einer Gruppe K(C(B, A,)) (siehe [85, 86, 89]) ergénzen, die
auch als K-Theorie bezeichnet wird. Auch die Menge der Banachraumbiindel
ist durch die Whitney-Summe & eine Halbgruppe, und die entsprechende
Gruppe wird mit K (B, .A,) bezeichnet. Entsprechend einem Theorem von
Swan [90] sind beide Gruppen isomorph zueinander. Desweiteren ist die Un-
tergruppe K (B, .A,) von Biindeln gleicher Faserdimension isomorph zu den
Homotopieklassen [B, BG] mit G = Aut(A,).

In unserem konkreten Fall erhalten wir unter Beachtung der Homotopi-
einvarianz der K-Theorie folgende Isomorphismen (siehe [91])

K(A,) = K({x},A,) = K(B", A,)

Ky(A)) = K(RF,A,) = K(B"S""A,) = K(B",0B"; A,)

mit dem ein-punktigen Raum {*}. Die Gruppe K,(A4,) bezeichnet die K-
Theorie der C*-Algebra A, (siehe [86, 89]). Die wichtigste Eigenschaft der K-
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Theorie ist die Periodizitéit, welche mit wichtigen Eigenschaften von Clifford-
Algebren im Zusammenhang steht. Entsprechend [85, 91] erhalten wir den
Isomorphismus

Kp (An) = Kp+8 (An)

Die Gruppe K (B", A,,) beschreibt die Isomorphismusklassen von A,,-Biindeln
iiber B" wiihrend die Gruppe K (B", S""!; A,) die Isomorphismusklassen sol-
cher Biindel in Bezug auf den Rand 9B" = S" ! von B" beschreibt. Ent-
sprechend Lemma 2 ist das Biindel iiber den Rand von B in manchen Dimen-
sionen nichttrivial, wobei auch hier eine 8er Periodizitdt in der Dimension
auftritt. Spater werden wir zeigen, dafl die Randbedingungen des Problems
(2.49) die Verwendung der Gruppe K (B", S"7'; A,,) anstatt K (B", A,) recht-
fertigen werden.

Seien Aut(A,) = Gl,(A,) die Automorphismen der Algebra. Mit Hilfe
der Inklusion G, (A,) C Glyy1(Any1) definieren wir den induktiven Limes
der Automorphismusgruppe durch GI(A). Nach [91] erhalten wir den Iso-
morphismus

Ky(A) = my1(GL(A)) = [S" 1, GI(A)]

fiir den induktiven Limes A4 von A,,. Dies sind genau die stabilen Eigenschaf-
ten der Algebra. Um zu unserem Ausgangsproblem (2.49) zuriickzukommen,
miissen wir uns auf die quadratischen Formen iiber A, konzentrieren. Da-
durch koénnen wir alle Hamiltonoperatoren der Form (4.24) darstellen und
damit auch alle Gleichungen (4.22). Dabei spielt aber die quadratische Form,
die durch die ¢; erzeugt wird, die entscheidende Rolle, da die von p; erzeugte
Form sich nicht verdndert. Sei ), der Raum aller von ¢; erzeugten, qua-
dratischen Formen. Nun kommen wir zum zentralen Begriff dieses Kapitels,
der eine Klassifikation iiberhaupt erst moéglich macht: das quadratische
Biindel. Ein quadratisches Biindel P(Q,) iiber P(A,) ist wie folgt defi-
niert:

Definition 7 Ein quadratisches Biindel P(Q,,) iber P(A,) ist ein lokal tri-
viales Faserbiindel mit Faser @Q,, welches dieselbe Trivialisierung wie das
Hilbertraumbiindel P besitzt.

Jeder Schnitt in P(Q),) erzeugt eine Funktion F': B" — R, d.h., die Menge
der Schnitte I'(P(Q)) ist dquivalent zur Menge der glatten Funktionen F :
B™ — R. Wir erhalten folgendes Lemma:
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Lemma 4 Fiir eine feste Uberdeckung von B™ mit polynomialen Nachbar-
schaften N, vom Grad 2 stellt das quadratische Biindel die Menge der mégli-
chen Gleichungen (2.49) dar. Weiterhin gibt es fiir eine Nachbarschaft N,
eine GNS-Darstellung von P(Q,)|n., so daf der entsprechende Hilbertraum
mit L2(N,) iibereinstimmt.

Beweis: Der Beweis besteht im wesentlichen im Einsetzen der Definitio-
nen. Der Operator H in Gleichung (2.49) ist entsprechend der Definition
in Bezug auf den Generator p; diagonal. Jeder Schnitt in P(Q),) ist lokal
eine Abbildung z € U; — Q(z) € @, mit der polynomialen Nachbarschaft
U;. Es ist klar, daf§ die quadratische Form Q(z) die Gestalt des Operators
H vollstindig bestimmt. In Bezug auf die feste Uberdeckung von B, erhal-
ten wir alle moglichen Gleichungen auf diesen Nachbarschaften. Der zweite
Teil des Lemmas ist ebenfalls einfach zu zeigen. Auf der Algebra A, und
auf @, gibt es ein natiirliches positives Funktional entsprechend Lemma 3.
Dieses Funktional erzeugt durch die GNS-Darstellung [86, 89] einen Hilber-
traum. Die quadratischen Formen sind Bilinearformen Q(z) = z7Qz mit
den Vektoren z. Wenn wir die Form Q(z) als Erwartungswert des Operators
@ auffassen, so kann die entsprechende Konstruktion auf den Operator H
ausgedehnt werden. So erhalten wir den Hilbertraum der quadratisch, inte-
grierbaren Funktionen. q.e.d.

Damit haben wir eine rein algebraische Konstruktion des Losungsraumes
erhalten. Nun wollen wir die stabilen Aquivalenzklassen solcher Biindel un-
tersuchen.

Lemma 5 Sei F' : B" — R eine fizierte Funktion, die das Problem (2.49)
definiert. Weiterhin seien Pi(Q,) und Pa(Q,) zwei quadratische Biindel
zusammen mit einer Menge von polynomialen Nachbarschaften (N¢); bzw.
(Ne)2, die B iiberdecken. Beide Biindel sind isomorph zueinander, falls beide
Uberdeckungen homotop zueinander sind. Jede Aquivalenzklasse in K, (A) ist
homotopieinvariant und kennzeichnet die Isomorphieklasse eines A-Biindels.

Beweis: Die Menge der Abbildungen P;(Q,) — P»(Q,) ist durch die
Menge der Schnitte im Hom(Pi(Q,), P2(Q)))-Biindel gegeben (siehe [92]
Satz 3.10). Sei f : (N1 x I — (N,)> die Homotopie der Nachbarschaf-
ten mit I = [0,1] als Einheitsintervall. Wir wihlen die Abbildung f der-

art, dafl f(vo)*PZ(Qn) = PZ(Qn) und f(vl)*PZ(Qn) = PI(QTL) ist.  Sei
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7 (Ne)1 x I — (Ne); die Projektion, dann sind die Biindel f*P(Q,,) und
T f (., t)*Py(Qy,) iiber (N.); x {t} isomorph, da sie gleich f(.,¢)*P»(Q,,) sind.
Nach dem Erweiterungssatz von TIETZE ist das Biindel f(.,¢)* P»(Q,) auch
fiir eine Umgebung U; von ¢ isomorph iiber (N,); x U;. Die Isomorphieklasse
von f(.,t)*Py(Q,) ist lokal konstant und wegen des Zusammenhanges von
iiberhaupt konstant. Aus der Definition des K-Funktors erhalten wir erst ein-
mal die Homotopieinvarianz [84, 85]. Zur Konstruktion der Isomorphieklasse
nutzen wir die Beziehung

K, (A) = K(B",0B"; A)

aus. Entsprechend [88, 93] gibt es zu jeder Gruppe A ein universelles Biindel
EA iiber dem universellen Raum B.A, welches bis auf Homotopie eindeu-
tig ist, so dafl die Isomorphieklassen von quadratischen Biindeln durch die
Homotopieklassen

[B"/0B", BA] = [S", BA] = m,(BA)
gegeben sind. Durch die Isomorphismen [84, 85]
K(B",0B™ A) = K(S" A) = 1,(BA) & Z

erhalten wir einfach K,(A) = m,(BA) & Z und damit sind die Isomorphie-
klassen von quadratischen Biindeln durch die K-Theorie gegeben. q.e.d.

Wir erhalten ein dhnliches Ergebnis wie fiir gewohnliche Faserbiindel. Die
Isomorphismusklasse fiir das quadratische Biindel ergibt sich analog als K-
Theorie K, (P(Q)), wobei die Strukturgruppen durch Aut(Q) mit @ als Men-
ge der quadratischen Formen gegeben ist. Fiir diese K-Theorie erhalten wir
durch das folgende Lemma eine Beziehung zur K, (A).

Lemma 6 Fiir die K-Gruppen erhalten wir den folgenden Isomorphismus

Ky (P(Q)) = Kp(An © Qn) = Kp(An) © Ko(Qn).

Beweis: Als erstes bemerken wir, daf§ das quadratische Biindel P(Q) zum
Biindel E(q) ® A, mit E(Q) als Biindel von quadratischen Formen FE(Q)
isomorph ist. Mittels des Thom’schen Isomorphismus erhalten wir fiir die
K-Theorie K,(P(Q)) = K,(A, ® Q). Die K-Theorie von @, ist einfach
durch Ky(Q,) gegeben, die auch als Witt-Ring bezeichnet wird. Alle ande-
ren Gruppen sind trivial. Nun betrachten wir die Spektralsequenz E3? =
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K,(A,) ® K,(Q,) und E?* = 0 fiir ¢ > 2. Wir erhalten E3? = 0 fiir ¢ # 0
und damit nach den allgemeinen Eigenschaften von Spektralsequenzen [81],
das Ergebnis K,(P(Q)) = E?° = EL°. g.e.d.

Die Haupteigenschaft der oben definierten K-Theorie mit weitreichenden
Konsequenzen fiir die spétere Klassifikation manifestiert sich in folgendem
Satz.

Satz 5 Sei nun P(Q) ein quadratisches Biindel, das durch {p;,q} erzeugt
wird. Es gibt einen Isomorphismus

Ky(P(Q)) = Kpya(P(Q))
welcher durch das Cup-Produkt mit dem Generator von K(B*, S3; A) erzeugt
wird.

Beweis: Die Abbildung

Z.: An — An®Q2n
a — a®ll,,

induziert in der K-Theorie die mod2-Abbildung
i K(A,) — K(A,® Q)
[a]  — 2[a]
Entsprechend [85, 91] besitzt die K-Theorie einer reellen Algebra eine Peri-
odizitdt von 8 bzw.

K, (Ay) = K, 4(A,) mod 2

induziert durch 7*. Nach [85] Theorem 2.11 wird dieser Isomorphismus durch
das cup-Produkt mit dem Generator K (B*, S%; A) erzeugt. q.e.d.

Als Konsequenz erhalten wir aus diesem Satz, dafl der Raum B in 4-dimensionale
Unterrdume aufspaltet, die unabhéngig voneinander sind. Dies folgt aus der
Definition der hoheren K-Gruppen zusammen mit der exakten Sequenz fiir
die relative K-Theorie und wir erhalten einfach

K,(A,) 2 K(B?,0B"; A,)) & K(BP**, 0B A,) &2 K,.4(A,) .

Das bedeutet aber, daB fiir eine geniigend groBe Zahl n die stabilen Aqui-
valenzklassen von Losungen nur von den Eigenschaften des Raumes L?(B*)
abhidngen. Etwas anders ausgedriickt spaltet der Losungsraum fiir Gleichung
(2.49) lokal immer in L?(B*)-Unterrdume auf. Im néichsten Abschnitt wollen
wir diese stabilen Klassen in Beziehung zur Funktion F' bringen.
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4.4 Beschreibung durch stabile Funktionen-
keime

Im vorherigen Abschnitt haben wir bewiesen, daB die Aquivalenzklassenbil-
dung zu einer Aufspaltung des Raumes B in 4-dimensionale Teilrdume fiihrt.
Deshalb kénnen wir uns auf die 4-dimensionalen Probleme beschrinken. Auf-
grund der Aquivalenz zwischen den Schnitten von P(Q) und den Funktionen
F, bleibt nun noch die Beantwortung der Frage, welche Art von Klassen
die stabilen Aquivalenzklassen auf dem Raum der Funktionen F implizie-
ren. Im folgenden werden wir diese Frage mit Hilfe der Singularitidtstheorie
beantworten.

Seien P;(Q) und P»(Q) zwei quadratische Biindel, die schon oben definiert
wurden. Der Begriff ,,stabile Aquivalenz“ bedeutet nun, daf es zwei triviale,
quadratische Biindel #,, und 6,, vom Rank n bzw. m gibt, so daf} die beiden
Biindel P, (Q) @ 6, und P(Q) @ 6,, isomorph zueinander sind. Die Menge
dieser Aquivalenzklassen besitzt die Struktur einer Gruppe, die isomorph zur
K-Theorie K (A, ®Q2,) (siche Lemma 6 und [85, 91]) ist. Um eine Beziehung
zwischen der K-Theorie und der Menge der Schnitte I'(P(Q)) herzustellen,
miissen wir eine andere Beschreibungsweise dieser Menge entwickeln.

Ein Element von I'(P(Q)) ist im wesentlichen ein konkretes Potential F,
welches das Problem (2.49) bis auf die Randbedingungen eindeutig festlegt.
An dieser Stelle wollen wir die Menge der Schnitte durch das rein algebraische
Konzept der Garben und Funktionenkeime beschreiben. Diese Art der Be-
schreibung besitzt den entscheidenden Vorteil, dafl jede Funktion lokal durch
ein Polynom approximiert wird, das nicht nur quadratisch sein muf}. Mit dem
folgenden Satz wollen wir die Aquivalenzrelation auf der Menge der Schnitte
angeben, die von der stabilen Aquivalenz auf der Menge der quadratischen
Biindel induziert wird.

Satz 6 Zwischen der Prigarbe I'(P(Q)) und der Garbe O,, der glatten Funk-
tionen B™ — R ¢ibt es einen Isomorphismus i. Sei O der direkte Limes der
Garben und f,g € O zwei Keime mit f : B> — IR und g : B! — R. Weiter-
hin seien Py(Q) und P»(Q) zwei quadratische Biindel, die zu den Keimen f
und g tber den Isomorphismus 1 korrespondieren. Sind die beiden Biindel in
Bezug auf die trivialen Biindel 6, und 6, mit p4+n = q+m stabil dquivalent,
dann sind die zwei Keime f, g auch stabil dquivalent, d.h. es gibt die Relation

+...+2°

flag, o) ol £ £a),, =gz, 5y £ 27 gtm -

q+1
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Beweis: Der Beweis des ersten Teils des Satzes ist eine funktorielle Kon-
struktion, die in [94, 95, 96] zu finden ist. Jede Funktion 148t sich durch
Deformation aus einer stiickweise, quadratischen Funktion gewinnen. Das
bedeutet, dal wir ein quadratisches Biindel aus einem Funktionskeim f durch
die entsprechende stiickweise, quadratische Funktion f erzeugen konnen, wel-
che durch Lemma 5 bis auf Isomorphie eindeutig ist. Das triviale, quadrati-
sche Biindel ist durch eine global definierte, quadratische Funktion gegeben.
Sind die beiden Biindel P;(Q) und P»(Q) stabil dquivalent so kénnen wir
entsprechende triviale, quadratische Biindel i, & addieren mit P;(Q) @ &; =
P5(Q) & &. Nach Definition und vorheriger Betrachtung fiihrt dies auf die
Relation

flay, . o) xal £ kal =g, 0) xal £ xal

wobei die beiden Keime f, g durch die entsprechenden quadratischen Funk-
tionen angendhert werden. q.e.d.

Als néchstes miissen wir die Homotopieeigenschaften der Biindel in eine
entsprechende Beziehung zwischen den Keimen iiberfithren. Im folgenden
Lemma wird genau diese Beziehung hergestellt.

Lemma 7 Seien f,g € O, zwei Keime, die zu den quadratischen Biindeln
P1(Q) bzw. Py(Q) korrespondieren. Wenn Py(Q) isomorph zu P»(Q) ist dann
sind die betden Keime durch eine lineare Funktion miteinander verbunden,
d.h.

fxe, .. ) = g(xe, .. ) a1z + ..+ apay,

mit den Konstanten aq, ..., a,.

Beweis: Als Folgerung aus Lemma 5 erhalten wir, dafl beide Biindel nur
dann dquivalent sind, wenn die Anzahl der kritischen Punkte gleich ist. An-
dernfalls miifite die Homotopie einen solchen Punkt erzeugen, was aufgrund
der Definition einer festen Zerlegung nicht moglich ist. Damit bleibt nur
noch die linearen Stérungen als einzige Verdnderung der Funktionenkeime

f, 9. q.e.d.

Durch Betrachtung beider Aquivalenzrelationen erhalten wir, daf eine Aqui-
valenzklasse von Keimen ein Polynom mindestens 3. Grades sein mufl. Ent-
sprechend [97] bildet die Menge der stabilen Funktionenkeime eine dichte
Untermenge der Menge der Funktionen B" — R. Um diese Klassen zu
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bestimmen, wollen wir von den Eigenschaften der Menge der stabilen, qua-
dratischen Biindel ausgehen.

Vom vorherigen Abschnitt wissen wir, dafl die Menge der stabilen, quadra-
tischen Biindel bzgl. der Dimension des unterliegenden Raumes periodisch
ist. Kennen wir die quadratischen Biindel bis Dimension 4 so kénnen wir al-
le Aquivalenzklassen von quadratischen Biindeln beschreiben. Daher miissen
wir auch nur die stabilen Aquivalenzklassen von Keimen bis Dimension 4 be-
trachten. Eine Untersuchung dieser Klassen wird uns im néchsten Abschnitt
zu einer stabilen Klassifikation des Problems (2.49) fiihren.

4.5 Die Klassifikation des Losungsverhaltens

In diesem Abschnitt wollen wir die Hauptresultate der vorherigen Abschnit-
te kombinieren, um die angekiindigte Klassifikation zu vollenden. Als erstes
erhalten wir aus der Periodizitdat der K-Theorie den Fakt, dafl wir nur einen
4-dimensionalen Raum B* zu betrachten brauchen. Weiterhin konzentrieren
wir uns auf die stabilen Funktionenkeime B* — R, d.h. solche Keime, die
der Relation von Satz 6 geniigen. Nun koénnten wir uns fragen, ob es fiir
diesen Raum der stabilen Funktionenkeime vielleicht einfach zu beschreiben-
de Generatoren gibt. Gliicklicherweise gibt es eine Klasse von Singularitdten
und deren Entfaltungen, die dicht im Raum der Funktionenkeime liegen und
damit die gesuchten Generatoren sind. Das Ziel dieses Abschnittes ist es,
den folgenden Satz zu beweisen.

Satz 7 Sei Gy der Ring der stabilen Aquivalenzklassen von Keimen B* — B*
vom einfachen Typ. FEs gibt einen Isomorphismus zwischen der Sequenz von
K-Theorien K.(P(Q)) quadratischer Biindel iiber B* und dem Ring Gy.

Bevor wir zum Beweis dieses Satzes kommen, wollen wir zuerst den Ring
G4 genauer charakterisieren. Die Menge C'(B* R) der glatten Funktionen
B* — IR besitzt eine natiirliche durch IR induzierte Ringstruktur®. Entspre-
chend [97] liegen die Morse-Funktionen, als stabile Funktionen betrachtet,
in der Menge dieser Funktionen dicht. Diese Klasse von Funktionen liefert
aber nur eine Teilantwort auf die Frage nach einer Charakterisierung der
Klassen in K, (P(Q)), da die erzeugenden Funktionenkeime stabil d4quivalent
sind, wenn sie sich um eine Morse-Funktion unterscheiden. Was wir aber

3Diese Menge ist sogar eine Algebra, was wir an dieser Stelle aber nicht ben&tigen
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bei der Charakterisierung der Aquivalenzklassen in K, (P(Q)) vergessen ha-
ben, ist die Einbeziehung der Ubergangsabbildungen. Dazu geben wir uns
zwei Teilmengen U,V C B* mit UNV # 0 vor. Die Ubergangsabbildung
g : U — V muB} ebenfalls stabil sein. Damit hat sich aber das Bild grund-
legend gedindert. Nun miissen wir nach den stabilen Aquivalenzklassen von
Funktionenkeimen ¢ : U — V suchen. Uber die Relation fir = fyog erhalten
wir so wieder einen stabilen Keim fi- aus dem Keim f;. Entsprechend [97]
sind diese Abbildungen durch (zi,zs, 23, 24) — (21, 22, x3, f(21, T2, 3, 24))
darstellbar, wobei f eine der 7 Thomschen Katastrophen ist. Bekanntlich
gibt es zu jeder Singularitdt den lokalen Ring dieser Singularitit. Als G, de-
finieren wir nun die direkte Summe aller lokalen Ringe der 7 Katastrophen.
Der Satz 7 driickt dann die Tatsache aus, daf es einen Ringhomomorphismus
Gy — K.(P(Q)) geben muB. Da die Menge der Gleichungen (2.49) durch die
Schnitte im Biindel P(Q) gegeben sind und die K-Theorie K,(P(Q)) die
Klassifikation solcher Biindel darstellt, charakterisieren die Katastrophen in
G, das Losungsverhalten von Gleichung (2.49).

Definition 8 Sei C2° der Ring der Funktionenkeime in x € B® mit der
durch R induzierten Ringstruktur. Mit M, bezeichnen wir das maximale
Ideal, d.h. die Menge der Keime, die in x verschwinden. Sei f : (B, x) —
(B, y) ein Funktionenkeim. Der lokale Ring R(f) von f ist der Quotien-
tenring C° /CP f*M,,.

Ist die Dimension des unterliegenden Raumes d = 4, so .‘erhalten wir entspre-
chend [97] die folgenden stabilen Funktionenkeime als Aquivalenzklassen:

Satz 8 Die einzigen stabilen Singularititen in Dimension 4 sind aufler dem
parabolischen Nabel die 6 Thomschen Katastrophen.

Nun haben wir alle Teile zusammen, um den Satz 7 zu beweisen.

Beweis: (Satz 7)

Sei P(Q) ein quadratisches Biindel zusammen mit einem System von Nach-
barschaften {/NV;} auf denen Funktionenkeime f; definiert sind. Jeder stabile
Funktionenkeim auf einer Nachbarschaft ist zu einer Morse-Funktion Aqui-
valent. Die Ubergangsabbildung gi; + N; M N; — N; N N; verbindet die
beiden Funktionenkeime f; und f; auf den Karten, d.h. es gilt f; = f; o gi;.
Entsprechend [97] muB damit die Ubergangsabbildung ebenfalls stabil sein.
Andererseits ist bis auf Aquivalenz jede Klasse in K,(P(Q)) durch ein Sy-
stem {g;;} von Ubergangsfunktionen gegeben. Aufgrund der Periodizitit
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entsprechend Satz 5 brauchen wir nur den Ring

K.(P(Q)) = Ko(P(Q)) ® K1 (P(Q)) ® K2(P(Q)) & K3(P(Q))

zu betrachten, da alle anderen Gruppen zu diesem isomorph sind. Sei G4 ein
Ring, der die stabilen Aquivalenzklassen von Funktionenkeimen B* — B*
als Generatoren besitzt. Jede Folge von Ubergangsfunktionen, die ein nicht-
triviales quadratisches Biindel beschreiben, lassen sich aus stabilen Funktio-
nen aufbauen. Jeder Generator einer stabilen Aquivalenzklasse von Funk-
tionenkeimen erzeugt ein nichttriviales Biindel (nach Satz 6 und Lemma 7).
Damit gibt es eine Einbettung

i:Gy — K.(P(Q)),

die jedem Generator in Gy einen Generator in K,(P(Q)) zuordnet. Wir
miissen nun noch zeigen, da§ K,(P((Q)) genauso viele Generatoren wie G,
besitzt. Dazu konstruieren wir eine Abbildung k£ von der Weyl-Algebra A,
auf den Tangentialraum T, H,; der Heisenberg-Gruppe [91] an der Einheit.
Diese Abbildung ist einfach die Identifikation der Generatoren beider Grup-
pen. Dadurch wird ein Isomorphismus in der rationalen K-Theorie

k:Ki(A,) @ Q= KOi(TH,) ® Q= KO;(H,) ® Q

mit ¢ = 0,1,2,3 erzeugt [85, 91]. Entsprechend [91] sind die ersten 4 K-
Gruppen durch:

Q
Qi
gegeben. Weil damit die Anzahl der Generatoren von K, (P(())) nach Satz 8
gleich der Anzahl der Generatoren von G, ist, muf} ¢ ein Isomorphismus sein.
q.e.d.

Nach diesem wichtigen Satz wollen wir nun auf die Folgerungen eingehen.
Dazu bemerken wir als erstes, dafl jedem Schnitt im quadratischen Biindel
iiber B? ein Hamilton-Operator zugeordnet ist, den wir bis auf stabile Aqui-
valenz eindeutig festlegen kénnen. Um die Aquivalenzklassenbildung auf den
Losungsraum auszudehnen, miissen wir eine Entsprechung fiir den Begriff
stabile Aquivalenz finden.

0,3
1,2

Y

KO;(H,) = {

Definition 9 Zwei Dynamiken (2.49) heifien dquivalent, falls die Kerne der
entsprechenden Hamilton-Operatoren (2.50) durch einen Isomorphismus aus-
etnander hervorgehen.
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Als notwendige Voraussetzung fiir die Existenz dieses [somorphismus kénnen
wir die Aquivalenz der Losungsriume der Dynamik ansehen. Dieser Losungs-
raum stimmt aber entsprechend Lemma 4 mit der GNS-Darstellung des qua-
dratischen Biindels iiberein. Weiterhin wollen wir bemerken, dafl der Kern
durch alle Verteilungen erzeugt wird, die sich um die kritischen Punkte von
F konzentrieren. Die Bifurkationen von F' sind nichts weiter als die Singula-
ritdten und deren Entfaltungen. Wir erhalten die folgende Schluffolgerung.

Schlu”sfolgerung 1 Die Aquivalenzklassen von Dynamiken (2.49) sind durch
den Ring G4 gegeben.

Beweis: Jeder Losungsraum der Dynamik korrespondiert auf eindeutige
Art und Weise zur GNS-Darstellung eines Schnitts in einem quadratischen
Biindel P(Q). Sind die kritischen Punkte von F' fiir 2 Hamiltonoperatoren
gleich, so sind die Kerne dquivalent. Die dimensionsunabhéngigen Eigen-
schaften der Dynamik korrespondieren zu den stabilen Klassen in K, (P(Q))
(nach Lemma 4 und 5). Nach Satz 7 erhalten wir daraus die Beziehung zu
den stabilen Funktionenkeimen, wodurch der Kern des Operators ebenfalls
festgelegt ist. q.e.d.
Am Ende wollen wir noch die konkreten Ausdriicke fiir die stabilen Funk-
tionenkeime unter Beriicksichtigung von Lemma 7 angeben. Dazu wihlen
wir fiir den Hamilton Operator a;; = d;; und b; = 0, d.h. wir benutzen die
euklidische Metrik. Dann erhalten wir die Schlu3folgerung.

Name der Katastrophe | Formel Dimension
Raum | Parameter
Falte T3+ uym 1 1
Spitze r] + 1272 + Uy 2 1
Schwalbenschwanz T2+ Tox3 + T3T7 + Ty 3 1
Schmetterling 28 + oz} + 1373 + T47? + Uiy 4 1
hyperbolischer Nabel | 23 + 23 + z371 25 3 2

—UIT1 — U2T2

elliptischer Nabel ry — x5 + x3(2] + 23) 3 2
—U1T1 — UX2

Schlu”sfolgerung 2 Die Realisierung von Gy ist durch die Funktionen in
Tabelle 4.5 gegeben. Jede Aquivalenzklasse von Funktionen F (Gquivalent im
Sinne der Definition 4) in (2.50) it sich in eine Folge dieser Funktionen
zerlegen, die eindeutig die Aquivalenzklasse der Dynamik festlegen.
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Beweis: Entsprechend [97] und Satz 7 gibt es 6 generische Abbildungen
der Form g;; @ (w1, %2, 3, 74) — (21,2, 3, f(x1, T2, 73, 74)) fiir die Uber-
gangsabbildungen, die zusammen mit den Morse-Funktionen auf jeder Karte
des quadratischen Biindels die Funktion F' von (2.50) erzeugen. Als Beispiel
betrachten wir die Singularitit 3 und deren Entfaltung 2®+zy. Diese Abbil-
dung tritt als generische Abbildung einer 2-Mannigfaltigkeit auf sich auf und
wird als Falte bezeichnet. Nach Lemma 7 kann y keine Koordinate, sondern
nur ein Parameter sein. Damit erhalten wir die erste Funktion z® + w2 aus
4.5. Auf analoge Art ergeben sich die anderen Ausdriicke. Weiterhin liegen
diese Funktionen im Raum der Funktionen B* — B* dicht, d.h. jede Funk-
tion g liegt in einer Umgebung von einer Folge dieser Funktionen beziiglich
der Whitney-Topologie von C(B*, B*). Durch Komposition f o g mit einer
Morse-Funktion erhalten wir das Ergebnis. q.e.d.

Damit haben wir die Klassifikation abgeschlossen. Danach verhalten sich
zwei Dynamiken der Form (2.49) mit a;; = d;; und b; = 0 gleich, wenn
die Funktionen F' die gleiche Folge von Funktionen aus Tabelle 4.5 besit-
zen. Damit ist das Verhalten der Darwin-Strategie durch die Funktionen
aus Tabelle 4.5 klassifiziert. Sie liefern auch die Antwort auf die Frage, wel-
che Fitnessfunktionen in einem Optimierungsproblem die schwierigen Félle
darstellen.
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Kapitel 5

Die Klassifikation der
Strategien

“Zu oft wird in der Physik der Zustandsraum als ein
linearer Raum gewé&hlt, obwohl die nichtlineare Struk-
tur des Problems in natiirlicher Weise auf eine Man-
nigfaltigkeit als Zustandsraum fiihrt. Das erschwert
die mathematische Behandlung.”

Stephen Smale

5.1 Der Weg zur Klassifikation

Am Anfang dieses Kapitels wird ein kurzer Ausblick auf die wichtigsten Ideen
und Resultate des letzten Abschnitts gegeben, wobei wir uns eng an die
Arbeit [98] halten. Das hauptséchliche Ziel besteht darin, die folgende Frage
zu beantworten: Was ist ein schwieriges Problem fiir die Strategie? Dazu
betrachten wir die Darwin-, Boltzmann- und Gemischte Strategie in einem
kontinuierlichen Suchraum B? der Dimension d. Eine Zusammenstellung der
entsprechenden Untersuchungen zu diesen 3 Strategien kann in den Kapiteln
2 und 3 gefunden werden. In [41] wurden sowohl die Boltzmann-Strategie
als auch die Darwin-Strategie auf eine einheitliche Grundlage gestellt. Beide
Strategien konnten nach entsprechenden Transformationen auf die Gleichung

0 "
EP(x,t) = —HP(Z,t) (5.1)

109
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zuriickgefiihrt werden, wobei H ein positiv definiter, selbstadjungierter Ope-
rator der Form

0? 0
H=Y aj—— — + F(% 2
%aw 9201, + ;b,axi + F(Z) (5.2)

ist und F(Z) die Fitnessfunktion F' : B — R iiber den Raum B darstellt.
Als formale Losung ergibt sich

P(i,t) = exp(—tH)P(Z, 0) (5.3)

mit exp(—tH) als Wirmeleitungskern. Andererseits konnen wir die Losung
von (2.49) iiber die Eigenwerte des Operators H (siehe Kapitel 2 und Anhang
B.1) darstellen, d.h.

Hi(T) = Nihi(T) (5.4)

woraus sich die Losung
P(it) = Z ¢i(Z) exp(—Ait) (5.5)

ergibt. Im letzten Abschnitt von Kapitel 2 finden wir auch die entsprechen-
den Transformationen um alle anderen Strategien auf die oben beschriebene
Form zuriickzufiihren.

Wie sich schon im letzten Abschnitt des vorherigen Kapitels andeutete,
sind die entarteten Punkte fiir das Verstdndnis der Dynamik sehr wichtig.
Diese Punkte sowie die zugehdrigen Funktionen lassen sich als Bifurkationen
der Dynamik (5.1) beziiglich der Fitnessfunktion verstehen. Vom abstrakten
Standpunkt aus gesehen sind alle Dynamiken dieses Typs eindeutig durch die
Fitnessfunktion bestimmt. Wir interessieren uns nun fiir die Aquivalenzklas-
se von Fitnessfunktionen, so dafl die Dynamik in allen Dimensionen ein &hn-
liches Verhalten aufweist. Eine genauere Definition dieser Aquivalenzrelation
werden wir spéter geben. Die Herangehensweise ist die folgende: Als erstes
wird die Struktur des Losungsraumes untersucht, da hier die Eigenschaften
der Dynamik kodiert sind. Durch die verschiedenen Arten der Beschreibung
erhalten wir sowohl eine geometrische Beschreibung iiber Kartenzerlegungen
als auch eine rein algebraische Beschreibung iiber quadratische Formen. Es
wird sich zeigen, dafl auf dem Losungsraum eine Periodizitét existiert, die zu
einer Einteilung des Raums der Fitnessfunktionen fiithrt. Durch diese Eintei-
lung der Fitnessfunktionen wird die Klassifikation erhalten. Bevor wir mit
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die mathematischen Sitze des letzten Kapitels anwenden, wollen wir diese
zwei Schritte im Beweis etwas genauer erkliren.

Entsprechend der Sturm-Liouville Theorie bilden die Eigenfunktionen
¢;(Z) einen Hilbertraum, der gleichzeitig der Losungsraum der Gleichung
(2.49) ist. Leider hat dieser Losungsraum einen entscheidenden Nachteil:
Um ihn zu bestimmen miissen wir das vollstdndige Eigenwertproblem (5.4)
l6sen. Fiir die meisten Probleme ist das aber nicht moglich, und wir miissen
uns eine praktikablere Beschreibung fiir diesen Lésungsraum iiberlegen. Wir
bemerken dazu, daf} jede hinreichend glatte Fitnessfunktionen (Potentiale)
F(Z) immer in eine Potenzreihe

F(&) = F) + VF(@)(F — i) + %AF(:EO(:E &P+ (56)

entwickeln werden kann. Sei weiterhin der Phanotypraum B C IR" eine n-
dimensionale kompakte Untermenge des IR™ mit B homdomorph zu S™ 1.
Dann finden wir eine Zerlegung von B in offene Untermengen U;, so dafl
F(Z) ein Polynom vom Grad p ist (natiirlich bis auf einen kleinen Fehler).
Die Untermengen U; und Uj, die benachbart sind, miissen sich iiberlappen,
d.h., wir erhalten eine offene Uberdeckung von B mit Karten U;. Es ist klar,
daf} diese Zerlegung vom Grad des Polynoms abhéngt. Fiir die Konstruktion
des Losungsraumes wéhlen wir p = 2, da wir dann eine explizite Losung fiir
das Eigenwertproblem (5.4) bzw. fiir die gesamte Gleichung (2.49) besitzen.
Dadurch bekommen wir iiber jeder Karte U; einen Hilbertraum L?(U;). Auf-
grund der Uberlappung zwischen zwei Karten sind diese Hilbertriume nicht
unabhéngig voneinander. Man kann nun zeigen, dafl der Losungsraum eine
Blitterung iiber B mit den Hilbertrdumen L?(U;) als Blittern ist. Abbildung
5.1 zeigt eine Beispielsituation.

Wir wollen nun die Grundidee fiir die Klassifikation vorstellen. Sei F
die oben beschriebene Blitterung und {U;};c; die offene Uberdeckung von
B. Wir betrachten 3 Karten U;, U; und Uy mit U; N U; N Uy, # O (siehe
Abbildung 5.2). Auf jeder Karte ist die Losung des Problems bekannt, aber
die gegenseitige Beziehung zwischen den Losungen ist noch nicht klar. Dazu
wéhlen wir eine Transformation von einer Karte zur anderen, die auch als
Ubergangsabbildung bezeichnet wird. Bezeichne Ui; den Uberlapp U; N U;
zwischen U; und U;. Die Verklebung zweier Teillosungen auf den Karten
erfolgt durch die Festlegung einer Funktion g¢;; : U;; — GL(n, IR) (analog fiir
die anderen Karteniibergéinge) auf die Gruppe der linearen Transformatio-
nen. Aufgrund der Gruppenstruktur der GL(n, R) mufl g;; = girgr; gelten.
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Abbildung 5.1: Bldtterung tber B

Ujk

|
1
1

Abbildung 5.2: Darstellung von 3 Karten in B
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Wir bemerken, dafl die Wahl der Gruppe keine Einschrinkung darstellt, da
wir immer noch die Freiheit haben, auf die Karten noch beliebige differen-
zierbare Kartentransformationen anzuwenden. Wir sprechen von einer tri-
vialen Transformation g;;, wenn zwei Funktionen f; : U; — GL(n, IR) und
fi : U; = GL(n, R) existieren, so da§ g;; = f; ' f; gilt. Dann sind némlich
die beiden Losungen auf den Karten voneinander unabhéngig. Die Men-
ge der nichttrivialen Transformationen g;; wird mit H*({U;}icr, GL(n, IR))
bezeichnet und heit 1. Cechsche Kohomologie mit Werten in G'L(n, IR).
Mittels algebraischer Methoden (K-Theorie [84], rationale Homotopietheorie
[99]) kann diese Menge untersucht werden (siehe z.B. [100] fiir die Verbindung
zu Fredholm-Operatoren). Entscheidend ist nun die Tatsache, daf§ wir lokal
den Operator H als quadratische Form darstellen kénnen, und die Lésungen
des Operators eng mit dieser Darstellung verkniipft sind. Die stabile Klassifi-
kation dieser lokal definierten, quadratischen Formen erzeugt eine Einteilung
des unterliegenden Raumes in 4-dimensionale Teilrdume. Da jeder Operator
durch die Wahl der Fitnessfunktion gegeben ist, iibertrégt sich diese Eintei-
lung auf den Raum der Fitnessfunktionen. Das bedeutet aber, dafl wir eine
Aufspaltung der Fitness in der Form:

F(xy,...08) — F(a1,...,24) + F(as, ..., 28)

und damit eine Zerlegung des Eigenwertproblems (5.4) in zwei 4-dimensionale
Probleme erhalten. Um die Klassifikation abzuschliefen, mufl nun noch
die Abhéngigkeit des Eigenwertproblems von einer 4-dimensionalen Fitness
untersucht werden. Dazu stellen wir erst einmal fest, dafl eine zweimal-
differenzierbare Transformation des Operators H zu einer stetigen Anderung
des Spektrums fithrt. Der Laplace-Operator &ndert dabei das Verhalten nicht
so sehr wie die Fitness F'(#). Wie ist nun aber der Raum der Fitnessfunk-
tionen, d.h. der Raum der Funktionen B — IR, aufgebaut? Die Antwort
148t sich mit der Singularitédtstheorie [97] geben: Der Raum wird durch 6
Thomsche Katastrophen aufgespannt (THOM-BOARDMAN-Stratifizierung),
d.h. diese Katastrophen liegen dicht im Raum der Funktionen R* — IR. Wir
erhalten diese 6 Katastrophen als die stabilen Aquivalenzklassen von Funk-
tionen R* — R*, die sich als (v1, 79,73, 74) — (21, To, T3, F (21, 72, 73, 74))
darstellen lassen.

Als Schluffolgerung aus den mathematischen Betrachtungen des letzten
Kapitels erhalten wir:

Zwei Dynamiken (5.1) sind dquivalent, falls die Kerne der Schrédinger-
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Operatoren durch eine lineare Transformation auseinander hervorgehen. Die
Aquivalenzklassen von Darwin-Strategien enthalten als Generatoren die 6 Ka-
tastrophen aus Tabelle 5.2. Zwei dquivalente Fitnessfunktionen (im Sinne der
Definition 4, Kapitel /) die aus den gleichen Katastrophen bestehen, erzeu-
gen dquivalente Dynamiken.

Die weiteren Schluffolgerungen aus den mathematischen Ergebnissen des
letzten Kapitels werden in den folgenden Abschnitten gezogen.

5.2 Die Klassifikation der Darwin-Strategie

Im folgenden wollen wir uns auf die Darwin-Strategie beschrdanken. Danach
gehen wir noch kurz auf die anderen Strategien vom Typ (5.1) ein. Andere
Mutationen mit groflerer Schrittweite werden spéiter behandelt, da sie eine
andere Methodik erfordern.

Sei B C IR" ein kompakter, n-dimensionaler Unterraum des n-dimensionalen
reellen Raumes IR", welcher auch als Phanotypraum bezeichnet wird. Wei-
terhin wollen wir annehmen, dafl der Rand von B homo6omorph zur n — 1-
dimensionalen Sphire S ! ist. Die glatte Funktion F' : B — IR ist die Fit-
nessfunktion des Optimierungsproblems. Entsprechend Kapitel 2 lassen sich
die bisherigen Strategien auf einheitliche Art und Weise durch die Gleichung
(5.1) mit dem positiven, selbstadjungierten Operator H (5.2) beschreiben.
Die formale Losung ist durch (5.3) mit dem Warmeleitungskern exp(—tH)
gegeben. Andererseits kann die Losung auch durch ein Eigenwertproblem
der Form (5.4) mittels der Reihe (5.5) ausgedriickt werden. Entsprechend
der Theorie der selbstadjungierten Operatoren H vom STURM-LIOUVILLE
Typ bilden die Eigenfunktionen ¢; einen Hilbertraum L?*(B), der gleich-
zeitig auch der Losungsraum von Gleichung (2.49) ist. Fiir relevante bzw.
praktische Probleme ist diese Darstellung der Lésung schwierig zu berechnen
(z.B. Doppeltopf). Deshalb suchen wir nach einer anderen Beschreibung des
Losungsraumes. Vom vorherigen Kapitel wissen wir, dafl die quadratische
Fitnessfunktion ein exakt losbares Problem darstellt. Andererseits kann jede
glatte Funktion in einer geeigneten Umgebung eines Punktes durch eine Tay-
lorentwicklung dargestellt werden. Nun kénnten wir diese Umgebung derart
wéhlen, dafl der kubische Term der Entwicklung eine Korrektur in Bezug
auf den quadratischen Term ist. Leider erweist sich dieser Weg als nicht
gangbar, da wir dann eine Transformation des Operators H erhalten, die
wiederum auf ein nicht 16sbares Problem fiihrt. Als Ausweg aus diesem Di-
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lemma wéhlen wir die stiickweise Approximation. Jede glatte Funktion kann
durch eine stiickweise, quadratische Funktion approximiert werden. Die ent-
sprechende Definition 3 im Kapitel 4 klart genau die Frage, in welchem Sinne
diese Approximation zu verstehen ist. Jetzt konnen wir sozusagen als , Er-
satz* fiir unseren alten Phanotypraum B einen neuen Raum M konstruieren,
der nur die kritischen Punkte der Fitnessfunktion einschliellich einer kleinen
Umgebung um diese enthélt. Diese Information ist aber genau die wichtige
Information fiir die Optimierungstheorie. Deshalb wollen wir die folgende
Aquivalenzrelation einfiihren (siehe Definition 4 Kapitel 4).

Definition 10 Zwe: Fitnessfunktionen Fy und Fy heiffen dquivalent, falls
sie dieselbe quadratische Approximation besitzen.

Als weiteren Schritt erhalten wir aus der Periodizitdt der K-Theorie den
Fakt, dafl wir nur einen 4-dimensionalen Raum B* zu betrachten brauchen.
Weiterhin konzentrieren wir uns auf die stabilen Eigenschaften der Losung,
d.h. diejenigen Eigenschaften, welche in allen Dimensionen vorkommen. Als
mathematisch dquivalente Formulierung erhalten wir das Problem, die sta-
bilen Funktionenkeime B* — B* zu betrachten. Entsprechend [97] sind dies
die folgenden stabilen Funktionenkeime (sieche Satz 8):

Die einzigen stabilen Singularititen in Dimension 4 sind aufler dem parabo-
lischen Nabel die 6 Thomschen Katastrophen.

Satz 7 kombiniert nun die Aussage iiber die stabilen Funktionenkeime mit
den Eigenschaften der Dynamik (5.1).

Um diese Aussage nicht nur abstrakt zu belassen, wollen wir noch ein
physikalisches Argument angeben, das dieses Ergebnis plausibel erscheinen
1aB8t. Dazu betrachten wir die Gleichung (2.49) mit dem Operator H =
—A + F und konstruieren als Losung das Pfadintegral

P(7,t) = / D exp (— / ($2+F)d”x) . (5.7)

B

Vom mathematischen Standpunkt betrachtet, existiert dieses Integral nicht,
da das Mafl Dx nicht richtig definiert ist. Im folgenden sowie in den voran-
gegangenen Betrachtungen haben wir mit diesem Integral immer die formale
Approximation durch eine Diskretisierung gemeint. In diesem Sinne kénnen
wir durch die Sattelpunktsapproximation zeigen, dafy der grofite Beitrag zu
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diesem Integral durch den Pfad

T = —VF(7) (5.8)

erbracht wird. Damit erhalten wir ein Gradientensystem, welches gleichzeitig
das Standardbeispiel fiir THOM’s Katastrophentheorie ist.

Doch nun zuriick zum konkreten Aussehen der Thomschen Katastrophen.
Im Gegensatz zu THOM betrachten wir keine Entfaltungen, d.h., wir teilen
nicht die Variablen in Parameter und Ort auf. Stattdessen betrachten wir
bis auf die linearen Terme alle Parameter auch als Ortsvariable. Betrachtet
man z.B. die Entfaltung 23 — uz der Katastrophe x*, so bleibt u ein Para-
meter wihrend im Fall des Doppeltopfs z* — yz? die Variablen x, v einen Ort
bezeichnen. Dadurch ergeben sich Katastrophen in 1,2,3 und 4 Dimensio-
nen. Andererseits kann die zweidimensionale Katastrophe z* —y2? auch in 4
Dimensionen auftreten. Dazu miissen einfach die anderen Richtungen durch
quadratische Terme ,aufgefiillt* werden (stabile Aquivalenz in der Singula-
ritdtstheorie). Wegen der Einfachheit geben wir noch einmal die einzelnen
Félle an.

Name der Katastrophe | Formel Dimension
Raum | Parameter
Falte T3+ uymy 1 1
Spitze T + 1273 + Uy 2 1
Schwalbenschwanz T2 + Tod + 2377 + Uy T 3 1
Schmetterling 2% + wox] + 1373 + 1473 + urmy 4 1
hyperbolischer Nabel | z} + 3 + 237172 3 2

—U1T1 — U2T2

elliptischer Nabel x} — w113 + w3(2] + 23) 3 2
—U1T1 — UX2

Damit konnen wir die Hauptaussage dieses Kapitels treffen:

Zwei Fitnesslandschaften (dquivalent mittels Definition 4 und 10) sind bzgl.
der Darwin-Strategie gleich, falls sie aus genau denselben Katastrophen in
Tabelle 5.2 bestehen. Fvolutiondre Algorithmen lassen sich durch die Kata-
strophentheorie bzgl. ihres Verhaltens klassifizieren.

Um eine Vorstellung von der Form der Fitnessfunktionen zu bekommen, wol-
len wir noch kurz auf diese Katastrophen eingehen. In Abbildung 5.3 sind
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die einzelnen Félle dargestellt, wobei die Darstellung der hoherdimensionalen
Katastrophen (ab Dimension 3) durch Projektion auf 2 Dimensionen erhal-
ten wurde. Die ersten beiden Fille (Falte und Spitze) stellen die einfachste
Form einer Fitnessfunktion dar, bei der die Strategie eine Barriere iibersprin-
gen mufl. Diese Art von Problemen tritt in vielen Fillen am hiufigsten auf
(z.B. Rastriginfunktion). Desweiteren konnen natiirlich Probleme existieren,
welche die lokal arbeitende Strategie , tduschen“. So folgt der Algorithmus in
den meisten Fillen der Richtung, die die grofite Verbesserung verspricht. Das
kann aber genau die falsche Richtung sein, wenn wir das globale Optimum
finden wollen. In diese zweite Klasse von Problemen fallen die anderen Félle.
Sie reprisentieren die einfachsten Moglichkeiten fiir solche , irrefiihrenden*
Probleme.

5.3 Die Ausdehnung der Klassifikation

Die im vorherigen Abschnitt beschriebene Klassifikation wurde nur fiir den
Fall einer Darwin-Strategie dargelegt. An dieser Stelle konnen wir uns natiirlich
fragen, ob eine Ausdehnung auf die anderen Strategien moglich ist. In diesem
Abschnitt werden wir zeigen, in welchem Sinne diese Frage zu beantworten
ist.

Dazu erinnern wir an den Abschnitt 2.6, wo die einheitliche Beschreibung
aller Strategien auf der Basis von Gleichung (2.49) ausgefiihrt wurde. Da-
bei erhielten wir explizite Formeln fiir die Transformation der Metrik sowie
der Fitnessfunktion. Die Frage ist nun, ob wir diese Ergebnisse verwen-
den konnen, um die Klassifikation auch auf diese Fille auszudehnen. Dazu
schauen wir noch einmal auf den Beweis. Dort wurde das Problem in vie-
le Teilprobleme aufgeteilt, deren gegenseitige Beziehung untersucht wurde.
Das Problem der verschiedenen Metrik kann einfach durch die Tatsache gel6st
werden, daf} jede Metrik zumindest lokal diagonal und konstant ist. Deshalb
erhalten wir lokal wieder eine quadratische Form iiber der Weyl-Algebra als
Reprisentant des Operators (2.50). Auch der Vorfaktor vor der Losung der
Gleichung (2.49) stort die weitere Argumentation nicht. Als einziger Unter-
schied bleibt nur die Transformation der Fitnessfunktion. Dadurch entstand
in allen Féllen wieder eine Gleichung vom Typ einer Darwin-Strategie, fiir
die die Klassifikation gilt. Damit erhalten wir aber genau die Regel, um
die obige Klassifikation auf alle Strategien auszudehnen. Betrachten wir als
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Beispiel die transformierte Fitness der Boltzmann-Strategie (2.10)

LB p
V(&) ="-DVF-VF ~ CDAF.

Dieser Ausdruck mufl nun gleich einer Katastrophe sein. Durch Lésung der
Differentialgleichung erhalten wir die Fitnessfunktion als Losung. So kann
fiir jede Strategie eine Liste von solchen Normalformen aufgestellt werden.
Eine Besonderheit sei hier noch angemerkt. Bei den adaptiven Strategien
war zusdtzlich eine Transformation der Metrik erforderlich. Die Katastro-
phen gehen aber von einer euklidischen Metrik aus. Deshalb miissen die
Katastrophen in diesem Fall auf die neue Metrik transformiert werden und
dann gleich der transformierten Fitness gesetzt werden.
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Kapitel 6

Variation der
Mutationsverteilung

“Gibst du auf die kleinen Dinge nicht acht,
wirst du Grofleres verlieren. ”

Menander

6.1 Einfiihrung

In den bisherigen Algorithmen zur Simulation von Evolutiondren Algorith-
men mufite immer eine Nebenbedingung eingebaut werden, welche die Diffu-
sionsnéhrerung sicherstellt. Wenn man diese Bedingung fallenl&fit, so wech-
selt auch die Beschreibung des Algorithmus’. Wir erhalten anstatt einer par-
tiellen Differentialgleichung 2.0Ordnung vom parabolischen Typ eine Integro-
Differentialgleichung, die die kontinuierliche Verallgemeinerung der Master-
gleichung darstellt.
Als erstes betrachten wir einen Prozefl der Form

z(t+ At) = x(t) + €, (6.1)

wobei ¢ eine Zufallszahl, die entsprechend der Verteilung N (z) gezogen wur-
de, ist. Diesen Zufallsproze3 wollen wir im folgenden so wihlen, dafl wir den
Prozefl ,Mutation® erhalten. Da Mutationen ungerichtet sind, muf} die Ver-
teilung isotrop sein, d.h. fiir den Prozesse (6.1) © = z(t) — z(t + At) = 2’
erhalten wir als Ubergangsrate den symmetrischen Ausdruck W(z,z') =

121
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W(z —2') = N(|Jx — 2'|) = W(a',z). Die Beschreibung dieses Prozesse
im Bild der Verteilungsfunktion P(z,t) fithrt entsprechend [4] zur Master-

gleichung

%P(m, 0= [We-2)(Pt) - Pla,t)da’ (6.2)

Die Losung P(z,t) einer solchen Gleichung kann auf zweierlei Art erfolgen.
Als erstes erhalten wir durch eine Laplace-Transformation der Zeitvariablen
eine inhomogene Fredholmsche Integralgleichung 2.Art

sP(z,s) — P(z,0) = /W(x —2')(P(z',s) — P(x, 5))dz’ (6.3)

wobei P(z,s) die transformierte Verteilung bezeichnet. Andererseits wird
durch eine Fourier-Transformation der z-Variablen die Mastergleichung in
eine gewohnliche Differentialgleichung umgewandelt. Um dieses Resultat
herzuleiten, bemerken wir, daf§ wir die Gleichung (6.2) auch in die Form

%p(x, £) = (W # P)(x,t) — Pz, 1) / W (z)dz (6.4)

unter zu Hilfenahme der Faltung
(W s P)(x,t) = [ Wia =) (Pl t)da’

umschreiben konnen. Bezeichnen wir die Fouriertransformierte einer Funk-
tion F'(z) mit F'(k), so erhalten wir

% P(k.t) = W (k)P (k. t) — WP(k. 1) (6.5)

mit W = [ W (x)dz und daraus die Losung
P(k,t) = P(k,0) exp (W (k) = W)t) . (6.6)

Das Problem bei diesem Ansatz besteht nur darin, dafl wir die Riicktrans-
formation finden miissen.

Bevor wir uns diesen Rechnungen zuwenden wollen, werden wir noch
den umgekehrten Fall behandeln. Dazu geben wir uns eine Verteilungs-
funktion P(z,t) vor und fragen nach der Ubergangsrate W (z). Durch die
Fourier-Transformation der Mastergleichung kénnen wird dieses Problem auf
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einfache Art und Weise losen. Sei F( ) die Bezeichnung fiir die Fourier-
Transformation, so erhalten wir

o (FEP)
W) =7 25y | @ (6.7)

als Losung des Problems. Betrachten wir nun noch zwei Beispiele zur Illu-
stration. Beim ersten Beispiel geben wir uns die Gau$3-Verteilung

Ple.t) 1 72
x,t) = exp | ——

Var Dt P\ 1Dt
vor und erhalten fiir die Fourier-Transformierte der Ubergangsrate

F(W)(k) = —Dk* .
Durch die Riicktransformation
82

dieses Ausdrucks erhalten wir fiir die Mastergleichung

2
9 plat) = D2 p(at) .

ot Ox?
Im zweiten Beispiel wollen wir uns der Cauchy-Verteilung
t 1
P(z,t) = — ————=
(z.1) T 1%+ t?

zuwenden. Dieselbe oben beschriebene Prozedur fithrt uns auf die Master-
gleichung

9, _ [P, t) - P(x,t) ,,
&P(l‘,t) —/ CEIE dz’ |

die nun eine singulére Integralgleichung geworden ist. Die Auswahl der Bei-
spiele ist kein Zufall, da beide Verteilungen eine grofie Rolle in der Theorie
stochastischer Prozesse spielen. Nach dem Satz von MOIVRE-LAPLACE [101],
der auch als zentraler Grenzwertsatz bezeichnet wird, ist die Grenzverteilung
einer Folge von zufilligen Ereignissen unter bestimmten Voraussetzungen die
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Gaufl-Verteilung. LEVY erweiterte 1925 [102] die Grenzwertsétze auch auf
Verteilungen, deren Momente nicht zu existieren brauchen. Er betrachtete
eine Folge von Zufallsvariablen, die einer bestimmten Verteilung geniigen.
Der Grenzwert dieser Folge bzw. die Grenzverteilung existiert wiederum nur
unter bestimmten Bedingungen. LEVY mufite dabei den Begriff der stabilen
Verteilung einfithren. Die Gauf}- und die Cauchy-Verteilung sind stabile Ver-
teilungen. Desweiteren gehort jede stabile Verteilung zum ,, Anziehungsbe-
reich® der Gauf}- oder Cauchy-Verteilung, d.h., eine Folge dieser Verteilungen
konvergiert gegen die Gauf- oder Cauchy-Verteilung. Vom Standpunkt der
Grenzverteilungen her gesehen, gibt es also nur zwei Moglichkeiten. Nach
diesem kleinen Exkurs in die Theorie stochastischer Prozesse wollen wir uns
nun der Losung der Mastergleichung unter Einbeziehung der Prozesse , Re-
produktion® und ,Selektion* zuwenden.

6.2 GauB-verteilte Mutationen

Im folgenden wollen wir annehmen, dafl die Mutationen durch Gauf-verteilte
Ubergiinge gegeben sind. Die Unabhingigkeit der Mutation von den Prozes-
sen Reproduktion und Selektion bzgl. einer Fitness F'(x) erlaubt die Addition
der entsprechenden Raten zur Mutationsrate. Wir wollen an dieser Stelle auf
die Herleitung der Gleichung verzichten, da sie analog zu den Rechnungen in
Kapitel 2 ist. Als Ergebnis erhalten wir

%P(J;, t) = ((F) — F(x))P(z,t) + /N(:E — ', 0)(P(z',t) — P(z,t))dz(6.8)

mit

1 z?
N(Z’,O') = m exp <—E>

als Gauf-Verteilung. Durch denselben Ansatz (2.25) wie fiir die Darwin-
Strategie kénnen wir wiederum den Term (F') eliminieren und durch die
Vorschrift nach Normerhaltung fiir die Losung P(z,t) ersetzen. Der Vor-
teil bei der Beschreibung durch Integralgleichungen besteht darin, daf3 der
Integraloperator bei einem Kern mit hochstens abzdhlbar vielen Unstetig-
keitsstellen immer kompakt ist [76, 79]. Diese Eigenschaft erleichtert die
Untersuchungen sehr stark. Aufgrund der Isotropie der Mutationen ist der
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Kern des Integraloperators in (6.2) symmetrisch, was zur Selbstadjungiert-
heit des Integraloperators fiithrt. Aus der Theorie solcher Operatoren folgt
dann, dafl das Spektrum dieses Operators immer diskret ist.

Bevor wir zur Berechnung einiger konkreter Beispiele kommen, wollen wir
einige Eigenschaften der Integralgleichung

0
ap(x,t) = —F(x)P(z,t) + /W(x —a')(P(a',t) — P(z,t))dz"  (6.9)
angeben, wobei der Ansatz (2.25) zur Linearisierung schon benutzt wurde.
Zuerst verwenden wir einen Separationsansatz fiir den Raum- und Zeitanteil
der Funktion P(z,t), um eine Eigenwertgleichung fiir den Integraloperator
zu erhalten. Sei A der entsprechende Eigenwert, so kdnnen wir die Eigen-
wertgleichung durch die Transformation
1 Wiz —y)

K@) = 5+ Wi - gy = (6.10)

in eine Fredholmsche Integralgleichung 2.Art

P(z) = a/K(x,y)P(y) dy (6.11)

umwandeln. FREDHOLM hat solche Gleichungen auf ein Problem der linea-
ren Algebra zuriickgefiihrt [103]. Aufbauend auf diesen Ergebnissen konnte
HILBERT eine Losungstheorie fiir lineare Integralgleichungen aufstellen [104].
Die Analogie mit der Algebra ist exemplarisch fiir die daraus entstandene
Funktionalanalysis geworden. Die Methode zur Losung der Gleichung (6.11)
baut auf den Begriff des iterierten Kerns auf, der gemaf

Ki(z,y) = K(z,9) Kn1(2,9) :/Kn(x,z)K(z,y) dz  (6.12)

definiert, ist. Die Gleichung (6.11) 148t sich nun als Iterationsgleichung

Pofa) = a [ Ku(o.y) Paca(y) dy

auffassen. Als Startverteilung fiir die Iteration wihlen wir die Delta-Funktion
Py(x) = 6(x — 2¢). Dann erhalten wir die Losung

Po(z) = a"Ky(z, x0) - (6.13)
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Die Theorie von FREDHOLM und HILBERT sichert, dafl diese Iteration kon-
vergiert, d.h. gegen die Losung von (6.11) strebt. Als weitere Information
enthalten die iterierten Kerne den ersten (und grofiten) Eigenwert, der durch
eine Grenzwertbildung gewonnen werden kann. Dazu definieren wir die Grofle

Uy = /Ki(flf,y) d dy

und erhalten

. Un—1
a? = lim
n—oo q
n

(6.14)

Fiir die zweite Moglichkeit einer ndherungsweisen Bestimmung von a; geben
wir uns eine beliebige, stetige Funktion w(z) mit [u?(z)dz = 1 vor und
bekommen die Ungleichung

‘/K(m,y)u(m)u(y) dx dy| < ﬁ. (6.15)
1

Natiirlich gibt es die Moglichkeit, die Gleichung (6.9) auf andere Art zu
16sen. Als eine Moglichkeit bietet sich die Fourier-Transformation an. Ist die
Fitnessfunktion ein Polynom, so erhalten wir eine Differentialgleichung im
Fourier-Raum, die aber meist viel schwieriger als das urspriingliche Problem
ist. Daher werden wir bis auf eine Ausnahme im folgenden nur die Methode
des iterierten Kerns benutzen.

Beginnen wir mit der einfachsten Fitnessfunktion F(z) = bx?, dann er-
halten wir durch die Benutzung des Ansatzes (2.25) die Gleichung

%y(x,t) = (—b2?)y(z,t) + /N(:(: — 2 0)(y(2',t) — y(x, t))ds", (6.16)

woraus wir den Kern K(z,y)

(z—y)*
1 exp (_ 452 )
K = 6.17
(xay) \/EO’ b2 +1 — A ( )
berechnen. Der Parameter a wird im folgenden weggelassen, da er aus der
Losung (6.13) immer herausfillt. Wir beginnen nun damit, die erste Ordnung

zu berechnen, was uns auf das Integral

372 2 227213
Kaoy) = 1 exp () P exp (- 2551 p
YT e b2 41— A b2 + 1 — A

—00

2 (6.18)
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fithrt. Eine Entwicklung des Integrals um den Punkt z+y sowie die gliedweise
Integration fiihrt auf den Ausdruck

7 exp (—%W) I e 1 erf 11— | . (z +y)?
N— 1 — X
J bz2 +1— A /|1 — A|2bo? 2bo? P\ 2401 ’

welcher im Bereich |z + y| < 7 in guter Nidherung das Integral approximiert.
Bis auf eine kleine Umnormierung der Vorfaktoren kommt qualitativ derselbe
Kern heraus. Damit erhalten wir nach jedem Rekursionsschritt bis auf Kon-
stanten denselben Ausdruck. Daraus kénnen wir schlieflen, dafl das Ergebnis
eine Gauf}-Verteilung mit einem A-abhéngigen Maximum ist. Die stationére
Verteilung (A = 0) konzentriert sich um das Minimum x = 0. Bevor wir zum
nédchsten Beispiel kommen, wollen wir uns die Zeitabhdngigkeit der Losung
anschauen. Dazu wenden wir eine Laplace-Transformation bzgl. der Zeit
t auf die Gleichung (6.9) an. Bezeichne P(z,s) die Transformierte, dann
erhalten wir die Gleichung

P(z,s) = f(z,s) —i—/K(x,y, s)P(y,s)dy (6.19)
mit
B P(z,0)
flz,s) = OESETS
_ Wiz —y)
Klows) = Foyrs+1

Auf genau dieselbe Weise erhalten wir durch eine Rekursion die Lésung

P(x,s) = f(z,s)+ Y H(n,z,s) = 1:5+Z/K z,y,8)f(y,s)dyh.20)

mit dem iterierten Kern K,. Wegen der Additivitéit der Laplace-Transformation
konnen wir jedes Glied der Reihe extra behandeln. Fiir den ersten Term er-
halten wir

f(z,s) — f(z,t) = P(x,0)exp(—(F(x) + 1)t). (6.21)

Zur Berechnung der weiteren Terme benétigen wir natiirlich die konkreten
Ausdriicke fiir K (z,y, s) und f(z, s). Fiir unser Beispiel F(r) = bx? erhalten



128 KAPITEL 6. VARIATION DER MUTATIONSVERTEILUNG

wir in Bezug auf die Anfangsverteilung P(z,0) = 0(z — zo) fiir die ersten
beiden Terme

P(z,t) ~ §(x — x0) exp(—(ba® + 1)t) + tN(x — z0) exp(—(bx* + 1)t) .(6.22)

Die Anfangsverteilung wird also exponentiell mit der Zeit abgebaut. Die
Laplace-Transformierte des Integrals (6.18) sowie die Iteration desselben, er-
geben ndherungsweise fiir das n-te Glied der Liosung

202

wobei n > 1 ist. Mit fortschreitender Zeit konvergiert jedes Glied der Reihe
gegen eine Verteilung um den Punkt x = 0.

Als ein zweites Beispiel betrachten wir den Doppeltopf F(z) = z* — 2 —
22, Da wir die Methode des iterierten Kerns anwenden miissen, spielt es
natiirlich keine Rolle, wie kompliziert die Fitnessfunktion ist. Wir konzen-
trieren uns auf die zeitabhédngige Lésung und betrachten dazu wieder die

Laplace-Transformierte der Gleichung (6.9) mit dem Kern

(z—y)?
1 €xp (_ 402 )
K = . 6.24
S Vire s+axt — a3 — 22+ 1 (6:24)
Auch dieses Problem ist einer ndherungsweisen Losung zuginglich und wir
erhalten fiir den n-ten iterierten Kern

.

(= =+ 5) (=) — (o — )7 = (o= )P+ )"
woraus nach der Riicktransformation

. N exp(—(z — y)?/2")
Kn(z,y,t) =~ (x—y)* = (x—y)? — (z — y)2)2 — (z* — 2% — 22)2)" (6.26)
l_kzz;)(((x_y)_(x_y)_(ﬂfg!y))—(x —z° — x%)?)*t

exp(—((z —y)* = (x —9)* = (x = y)*)*1)]
wird. Um eine Vorstellung von der Losung zu bekommen, haben wir fiir
verschiedene Zeitpunkte die Kurven in Abbildung 6.1 dargestellt. Wie wir
am Kurvenverlauf erkennen konnen, iiberspringt die Strategie leicht die Bar-
riere. Die Beschrankung der Schrittweite auf die Diffusionsndherung ist also
eine Ursache fiir die Probleme der Darwin-Strategie beim Uberspringen einer
Barriere.

— to™ 2
H(n,x,t) = "> exp (-(bﬁ + 1)t — w) (6.23)

KT'L(‘/L.7 y? 8) ~
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Abbildung 6.1: Lésung fir die GaufS-verteilten Schritten im Falle des Dop-
peltopfes

6.3 Cauchy-verteilte Mutationen

Im Gegensatz zum vorherigen Abschnitt werden wir in diesem Abschnitt Ei-
genschaften einer Darwin-Strategie kennenlernen, die anders geartet sind, als
fiir Gauflsche Mutationen. Neben diesen theoretischen Ausarbeitungen wur-
den Simulationen durchgefiihrt, die in [105] zu finden sind. Sie ergaben in
einem groflen Parameterbereich eine deutliche Beschleunigung des Algorith-
mus.

Die Gleichung zur Beschreibung der Dynamik von P(z,t) ist von der
gleichen Struktur wie (6.8). Wihlen wir die Ubergangsraten als Cauchy-
Verteilung

o 1

W)= ————— 6.27
(z) T 12+ o2 ( )
mit der Breite o, so erhalten wir

9, o [P t)— P(x,t)

2 P(x,t) = ((F) — F(z))P g / (6.2

S P@0) = (F) = Fa) Pl + 2 [ o (02s)

Es ist klar, daf8 auch hier der Ansatz (2.25) zur Linearisierung der Gleichung
verwendet werden kann. Die Eigenschaften der Integralgleichung bleiben fiir
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diesen Fall dieselben wie bei den Gauf}-verteilten Mutationen. Deshalb wollen
wir sofort mit der Berechnung des konkreten Problems F'(x) = ax? beginnen.
Dabei werden wir die Losung auf zwei Wegen erhalten: durch eine Fourier-
transformation der Integralgleichung und Losung der Differentialgleichung
im Fourier-Raum sowie durch die Methode des iterierten Kerns.

Mit dem Ansatz (2.25) erhalten wir die Gleichung

0 o y(w 1) .,
ay(x,t) = (—ax?)y / (r— ) + 02 dx (6.29)

und nach der Fouriertransformation g (k, t) = F(y)(k,t)

0 0?

pr g(k,t) = g(k,t) + mexp(—cak)y(k,t) — y(k,t) . (6.30)

%?J(

Die Losung dieser Gleichung wird entsprechend der im Kapitel 2 beschriebe-
nen Prozedur ermittelt. Als Ergebnis erhalten wir

=S exp(= M), (0\% exp(—ak/2)> (6.31)

mit \, = (ov/2)?—7/o und J,( ) als Besselfunktion. Die Riicktransforma-
tion liefert das Ergebnis

=Y exp(—A\t)R, () (6.32)

mit

Vo(v/2 +ix/o)

Im Gegensatz zur Darwin-Strategie mit kleinen Schrittweiten (2.17) erhalten
wir ein quadratisches Spektrum, d.h., die Cauchy-verteilten Schrittweiten
finden schneller das Optimum. Diese Tatsache ist nicht weiter erstaunlich,
da die Wahrscheinlichkeit fiir einen grofien Schritt viel gréfer ist als bei der
Darwin-Strategie (2.17). Schaut man auf die ersten Eigenfunktionen (siehe
Abbildung 6.2), so sehen wir leicht, dafl diese Funktionen auch viel stérker
oszillieren als die entsprechenden Eigenfunktionen (Hermitesche Polynome)
der Losung (B.1). Nach dieser Analyse des Eigenwertproblems wollen wir
uns nun der Losung zuwenden, die mit der Methode des iterierten Kerns

Ry(x):m<(o—3)m/a L ) (6.33)
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Abbildung 6.2: Darstellung der Eigenfunktion fiir die Fitness F(z) = —x?
und Cauchy-verteilten Mutationen
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erhalten werden kann. Dabei wollen wir uns sofort auf den zeitabhédngigen
Fall konzentrieren. Fiir den Kern der Integralgleichung (6.19) ergibt sich

1 1
(r—y)2+o2bx2+1+s’

K(z,y,s) = % (6.34)

Das Problem der Iteration des Kerns fiihrt uns auf die Berechnung des Inte-
grals

Ko 5) = o? 1 70 dz 1
DY R L s . (=224 ((y—2)2+02) bz22+1+s"

Diese Art von Integralen kann sehr gut mit dem Residuenkalkiil behandelt
werden, da die komplexe Erweiterung des Integranden eine in der oberen
Halbebene H = {2z € C|3Yz > 0} meromorphe Funktion darstellt. Wir
definieren die meromorphe Funktion

1 1

e Bl (s e o ey v g g I )

wobei z € C und b, c > 0 ist. Nach dem Residuensatz mufl nun gelten

o= [ () dz = Res h(z) = g, (6.36)

2m i $2>0 dz (20)

mit den Nullstellen

2o =1i\/(1+s)/b, —x +ioc, —y+io

von hy(z) in H. Nun stellen wir die obere Halbebene H durch ein neues
Gebiet D dar, das in Abbildung 6.3 dargestellt ist. Fiir das Integral (6.36)
ergibt sich dann

;i!h(z)dzgij{}o( 1 /h dz+2mZh(z)dz) . (6.37)

V(R)
Das erste Integral 148t sich durch den Ausdruck

1

h(z)dz <
(4) e 3 N g 1§ e
§
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Abbildung 6.3: Darstellung der Integrationswege in der oberen Halbebene H
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abschitzen, welcher fiir R — oo gegen 0 strebt. Damit erhalten wir die
geschlossene Formel!

o0

dz
/ (x—2)2+0Y)((y—2)2+02)(bz2+ 1+ 5s)

—00

dz = 2mi Res h(z). (6.38)

Jz>0

Natiirlich hitten wir auch den alternativen Weg einer Partialbruchzerlegung
wahlen konnen, welcher aber langwieriger ist. Die Auswertung des entspre-
chenden Ausdrucks sowie die Riicktransformation sind relativ lang und wur-
den teilweise numerisch durchgefiihrt. Deshalb wollen wir uns nur auf die
Ergebnisse konzentrieren. In Abbildung 6.4 sind die entsprechenden genéher-
ten Verteilungsfunktionen fiir verschiedene Zeitpunkte dargestellt. Der Ver-

20
18 ;
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Abbildung 6.4: zeitabhdingige Lésung fir die Parabel fir Cauchy-verteilte
Mutationen

LEs wurde implizit vorausgesetzt, dafl die Formel gleichmig stetig vom Winkel arg(z)
abhingt. Genau dies ist fiir die Berechnung der Gauf3schen Integrale nicht erfiillt.
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lauf ist nicht sehr iiberraschend und erinnert stark an die Kurven bei Gauf}-
verteilten Mutationen. Die Geschwindigkeit ist auch nicht gréBer als bei den
anderen Mutationsverteilungen, was durch die Einfachheit des Problems zu
erkldren ist.

Ein wesentlich interessanteres Problem ist dagegen der Doppeltopf. Das
Verfahren zur Berechnung dieser gendherten zeitabhidngigen Verteilung bleibt
dasselbe, nur die Ausdriicke werden noch komplizierter. Das Problem redu-
ziert sich auf die Betrachtung der Laplace-Transformierten des Integralkerns

1 1
(r—y)P2+o2at—ad—22+1+s’

K(z,y,s) = % (6.39)

und die Berechnung des iterierten Kerns

o?/n2 T dz 1
Ka(w,y,5) = / 2 | 52 2 | 52) 44 _ 3 _ .2 :
ba? +1+4s J (x—2)24+0Y)((y—2)2+02) 2t =22 —22+ 1+

Die anschlieflende Laplace-Riicktransformation von s nach t liefert das ent-
sprechende Ergebnis fiir die genédherte Verteilungsfunktion. In Abbildung 6.5
sind die gendherten Verteilungsfunktionen dargestellt. Hier sehen wir einen
entscheidenden Unterschied zu den Gauf-verteilten Mutationen. Wé&hrend
die Verteilung im Falle von Gaufl entsprechend Abbildung 6.1 in allen Zwi-
schenschritten nur eine bimodale Verteilungsfunktion besitzt, zeigen die Cauchy-
verteilten Mutationen ein komplexeres Verhalten. In einem Zwischenschritt
besitzt die Verteilung 3 Maxima, was im Gegensatz zur Strategie mit Gauf}-
verteilten Mutationen steht. Die Erklarung 148t sich einfach dadurch geben,
dal die Cauchy-Verteilung lange Spriinge stirker bevorzugt als die Gauf}-
Verteilung. Deshalb ist die Wahrscheinlichkeit, einen Sucher in der Umge-
bung der Barriere zu finden, viel grofler. Damit erscheint es giinstig, in stark
zerkliifteten Fitnesslandschaften grofie Schrittweiten zu verwenden. Als wei-
teren Unterschied zu den Gaufl-verteilten Mutationen kénnen wir aus der Ab-
bildung 6.5 entnehmen, daf} die stationédre Verteilung eine unimodale Funk-
tion um das globale Optimum bildet. Im Gegensatz dazu zeigen die anderen
Strategien ein davon verschiedenes Verhalten, da sie eine unimodale Funk-
tion als stationdre Verteilung besitzen. Auf die weitere Beziehung zwischen
der Struktur der Fitnesslandschaft und der Wahl der Mutationsverteilung
soll an dieser Stelle nicht eingegangen werden.
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Abbildung 6.5: zeitabhingige Lésung fiir den Doppeltopf x* — 23 — 2% fiir

Cauchy-verteilte Mutationen

6.4 Einheitliche Beschreibung

Bisher haben wir nur Strategien mit Darwin-Selektion und anderen Mutati-
onsverteilungen studiert. Natiirlich mufl es auch moglich sein, alle anderen
Strategien in eine Integro-Differentialgleichung einzubetten.

Ausgangspunkt fiir eine solche Betrachtung bilden die Artikel [106, 107]
von LEBOWITZ und BERGMANN. Dort wurde ein Hamiltonsches System
im Wiarmebad betrachtet. Durch die Ankopplung des Wérmebades gibt
es Ubergiinge innerhalb des Systems, die zu einer Verdnderung der Vertei-
lungsfunktion, die auf dem Phasenraum definiert ist, fithren. Die Liouville-
Gleichung fiir die Verteilungsfunktion wird zu einer Integro-Differentialgleichung.
In den Artikeln wurde untersucht, wie die durch das Bad verursachten Uberginge
des einen Zustandes in einen anderen Zustand zu wahlen sind, damit eine
stationdre Verteilung existiert, die der kanonische Verteilung entspricht. Sei
E(z) die Energie des Zustands x und T" die Temperatur des Bades, so ist die
Ubergangsrate K (z,z') vom Zustand z in den Zustand 2’ durch

K(z,2'") = exp(—FE(x)/T)L(z, ")

mit dem symmetrischen Kern L(z,2") = L(2',z) gegeben. Fiir ein evoluti-
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onéres System besitzt die Fitnessfunktion die Eigenschaften einer Energie,
wahrend das Warmebad die Mutationen kennzeichnet. Daraus erhalten wir
die Gleichung

0
ap(x,t) = /(exp(—ﬁF(x'))P(m',t) —exp(—fF(x))P(z,t))L(x, x")d€6.40)
mit 3 als reziproker Temperatur, woraus sich entsprechend Kapitel 2 im
Grenzfall kleiner Schrittweiten die Boltzmann-Strategie (2.6) ergibt. Die
Verallgemeinerung auf den Fall einer zuséitzlichen Reproduktion und Selek-
tion liefert den Ausdruck

%P(%t) = /(exp(—ﬁF(f'))P(f'at)—exp(—ﬁF(f))P(f,t))L(f,fﬂ')dfﬂ'
+y((F) = F(x)) Pz, 1),

welcher im selben Grenzfall auf die Gemischte Strategie (2.35) fiihrt. Auch
der Fall einer Schrittweitensteuerung bereitet beziiglich der Gleichungen kei-
ne Probleme. Sei o der Schrittweitenparameter, den wir als zusétzliche Ko-
ordinate zu den Phénotypkoordinaten hinzunehmen, dann fiihrt dies auf eine
Gleichung der Form

%P(l‘,d, t) = /(P(:L",a, t) — P(x,0,t))L(z, 2", 0)dx’ + v((F) — F(x))P(z,0,t)

+ / (P(z,0',t) — P(z,0,0))L(0,0") do’,

was die adaptive Darwin-Strategie (2.46) ergibt. Auf gleiche Weise erhalten
wir das Analogon zur Selfannealing Strategie (2.48)

gP(ac,ﬁ,t) = /(exp(—ﬁF(m'))P(m',B,t) —exp(—fF(x))P(z,,t))L(z, 2")dx’'

ot
[ (P(a,81) = Plx, BO)L(B, ) do’ +A(F) = F(2)) P(a 5,1).

Alle aufgefiihrten Integro-Differentialgleichungen zeigen aufgrund ihrer &hn-
lichen Struktur auch ein &hnliches Verhalten. So sind alle Integraloperatoren
kompakt, woraus wir ein diskretes Spektrum erhalten. Desweiteren sind die
Gleichungen linear und fithren damit zu Losungen, die auf einen Hilbertraum
dargestellt werden kénnen. In den Losungen der Standardprobleme wie Para-
bel und Doppeltopf gibt es grofie Unterschiede, die sich aus den Eigenschaften
des Integraloperators begriinden lassen.
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Im strengen Sinne widerspricht die Beschreibung Evolutionédrer Algorith-
men durch Differentialgleichungen dem Gedanken der Evolution. Die Evolu-
tion ist ein globaler Vorgang, der eine globale Kopplung zwischen den Indivi-
duen einfiihrt. Damit erscheint es ganz natiirlich, dafl die adaquate Beschrei-
bung der Evolution durch Integralgleichungen zu erfolgen hat. Fiihren wir
neben dieser globalen Kopplung noch eine andere Art der Wechselwirkung
ein, so kommen wir zu nichtlinearen Integralgleichungen. Eine interessan-
te Klasse solcher Integralgleichungen sind die LOTKA-VOLTERRA-Systeme.
Leider kann an dieser Stelle nicht weiter auf solche Fragen eingegangen werde.

6.5 Ansatze zur Klassifikation

Bevor wir dieses Kapitel beenden, sollen noch ein paar Gedanken zu einer
moglichen Klassifikation der Integralgleichungen dargelegt werden, die einen
dahnlichen Charakter wie die Klassifikation in Kapitel 4 haben soll. Dazu
stellen wir als erstes fest, dafl die grundsétzliche Struktur aller vorher be-
schriebenen Gleichungen durch

0
EP(LE, t) =—1P(x,t)

mit dem Integraloperator
IP(xz,t) = —y(F — (F))P - /(W(fv,y)P(y,t) — Wiy, x)P(x,t)) dy

gegeben ist, wobei die Koordinaten einschliellich der Schrittweitenparameter
betrachtet werden. Genauso wie in Kapitel 4 betrachten wir eine Zerlegung
der Fitnessfunktion in berechenbare Probleme. Leider haben wir hier das
Problem, daf} die Operatoren bzgl. der Zerlegung keine quadratischen For-
men iiber einer bestimmten Algebra sind. Dadurch wird dieser Fall viel kom-
plizierter als fiir Schrodinger-Operatoren. Gliicklicherweise gibt es aber eine
Eigenschaft des Operators I, die fiir alle relevanten Fitnessfunktionen erfiillt
ist. Der Operator I ist ein Fredholm-Operator, d.h. die Rdume ker I und
ker I* mit [* als adjungierten Operator sind endlich-dimensionale Raume.
Die Differenz beider Dimensionen ist der Index, der invariant unter Stérun-
gen mit einem kompakten Operator ist. An dieser Stelle ist zu vermuten, daf
diese Eigenschaft wesentlich fiir die Klassifikation werden wird. Im Kapitel
4 haben wir die Menge der quadratischen Formen iiber dem Phé&notypraum
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betrachtet. Die stabilen Aquivalenzklassen solcher quadratischen Formen
tiber einem Ring R korrespondieren zum Witt-Ring W(R), welcher nichts
weiter als die algebraische K-Theorie Ky(R) von R ist. Die unterschiedli-
chen Indizes in der K-Theorie der quadratischen Biindel iiber dem Raum B?
héngen mit den dimensionsabhéngigen Eigenschaften der Biindel zusammen.
An dieser Stelle sind wir mit Hilfe des Theorems von Swan von der algebrai-
schen K-Theorie zur topologischen K-Theorie gewechselt. Dieses Verfahren
funktioniert im Fall des Integraloperators nicht. Betrachten wir den Inte-
graloperator im anschaulichen Sinne als Folge von Schrodinger-Operatoren
der Form (2.50), so miissen wir uns zur Charakterisierung dieser Folge nicht
auf den Ring R konzentrieren, sondern deren Automorphismen Aut(R) stu-
dieren. Eine entsprechende stabile Klassifikation dieses Ringes fiihrt uns auf
die K1(R). An dieser Stelle wollen wir explizit betonen, dafi die K-Theorie
im algebraischen Sinne verstanden wird. Der grofle Unterschied zwischen der
topologischen und der algebraischen K-Theorie ist vor allem durch die fehlen-
de Bott-Periodizitit gegeben. Wenn wir also im Falle der Integraloperatoren
in die algebraische K-Theorie gelangen, so bedeutet dies einen Verlust an
Struktur. An dieser Stelle ist aber zu hoffen, daf} eine Ausdehnung der durch
Aut(R) gegebenen lokalen Eigenschaften auf den gesamten Raum B¢ méglich
ist. Bisher gibt es leider nur Ansitze, aber durch die Entwicklung der sim-
plizialen Homotopietheorie in den letzten Jahren ist eine Losung vielleicht
bald in Sicht.
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Kapitel 7

Zusammenfassung

Im Kapitel 2 geben wir einen Uberblick iiber alle Evolutioniren Algorithmen
mit der oben beschriebenen Reproduktion und Selektion. Als Mutation ha-
ben wir einen Diffusionsprozefy angenommen. Im eigentlichen Sinne z&hlt die
zuerst behandelte Boltzmann-Strategie nicht zu den Evolutiondren Strategi-
en, da es im engerem Sinne keine Reproduktion und Selektion gibt. Aufgrund
der &hnlichen Struktur der dynamischen Gleichungen wird sie aber im erwei-
terten Sinne mit dazugezidhlt. Danach fiihren wir die Darwin-Strategie ein,
welche ein klassisches Beispiel fiir eine evolutionire Strategie ist. Eine Analy-
se dieser beiden Strategien hat ein gegenliufiges Verhalten beim Uberwinden
einer Barriere ergeben. Da dieser Fall eine Standardsituation auf Fitnessland-
schaften ist, fithren wir eine Mischung der Darwin- und Boltzmann-Strategie
ein. Dabei entsteht die Gemischte Strategie, die sich schon in vielen Compu-
terexperimenten bewéhrt hat.

In den néchsten beiden Abschnitten behandeln wir die Frage nach einer
Anpassung der Mutationsstirke (dquivalent mit der Schrittweite) und lei-
ten erstmalig die Gleichung fiir die Verdnderung der Schrittweite bei einer
Darwin-Strategie her. Die Grundidee fiir diese adaptive Darwin-Strategie
stammt von SCHWEFEL, der sie in der Folgezeit ausgiebig untersucht hat.
Ein dhnliches Problem tritt auch bei der Boltzmann-Strategie auf, die als
freien Parameter fiir die Schrittweite eine reziproke Temperatur besitzt. Ei-
ne ,Abkiihlung* fithrt zu einem Héngenbleiben der Strategie in den lokalen
Minima. Dabei setzen wir voraus, dafl die Abkiihlung so langsam vor sich
geht, dafl dabei das globale Minimum gefunden wird. Diese Strategie wird
als ,simulated annealing™ bezeichnet. Wie wir uns denken, ist die Wahl der
Abkiihlung das eigentliche Problem. ROSE fand einen evolutionéiren Ausweg
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aus diesem Dilemma, indem er jedem Individuum der Gemischten Strate-
gie eine Temperatur gab, die auch der Selektion ausgesetzt wurde. Dadurch
konnte die Strategie ihre Abkiihlungskurve selbst finden.

Im letzten Abschnitt dieses Kapitels gehen wir noch der Frage nach einer
einheitlichen Darstellung der dynamischen Gleichung nach. Dabei ergibt
sich eine verallgemeinerte Wiarmeleitungsgleichung, die auf einem metrischen
Raum definiert ist. Die Wahl der Metrik und Koeffizienten listen wir fiir
alle Strategien auf. Die Bedeutung dieses Ergebnisses liegt in der spéteren
Klassifikation begriindet.

Den grofiten Teil der Arbeit bildet das Kapitel 3, welches sich mit dem
Vergleich der Strategien beschéftigt. Dazu fiihren wir verschiedene Mafe
zur Messung von Geschwindigkeiten der Strategien ein. Diese Mafle be-
stehen vorrangig aus Kombinationen der Erwartungswerte von Polynomen
der Fitnessfunktion sowie deren zeitliche Ableitungen. Wir behandeln und
berechnen diese Groflen anhand von zwei Beispielen: der Parabel und des
Doppeltopfes. Beide Fille stellen zugleich die einfachsten Probleme fiir eine
Optimierung dar. Fiir die Parabel ist es wichtig, dafl wir die Geschwindigkeit
der Strategie messen. Die einfachste Grofle, die dies beschreibt, ist die zeitli-
che Anderung des Erwartungswerts der Fitness. Sie ist die Geschwindigkeit
der Strategie auf der Fitnesslandschaft.

Als weitere interessante Grofie betrachten wir die Varianz der Verteilungs-
funktion der Individuen auf der Fitnesslandschaft. Sie gibt Auskunft iiber
die Variabilitédt der Individuen beziiglich der Fitness. Diese beiden Grofien
werden im Fall der Parabel fiir die Boltzmann- und Darwin-Strategie explizit
berechnet. Dabei ergeben sich d&hnliche Ergebnisse, die fiir diesen Fall nicht
erstaunlich sind, da die Strategie immer dem Gradienten der Fitnessfunktion
folgen.

Das zweite Beispiel ist der Doppeltopf. Hierbei interessiert uns vor al-
lem die Wahrscheinlichkeit, dafl die Strategie von einem Topf in den anderen
wechselt. Dazu starten wir im lokalen Minimum und versuchen in das glo-
balen Minimum zu gelangen. Die Wahrscheinlichkeit dafiir ist durch das
Integral iiber die Wahrscheinlichkeitsverteilung! gegeben. Deren zeitliche
Ableitung 148t sich als Strom von Suchern durch die Barriere interpretieren.
Eine Untersuchung dieser Groflen fiir die Boltzmann-und Darwin-Strategie
erbringt das Ergebnis, daf die Boltzmann-Strategie auf flachen Fitnessland-

In gewissem Sinne stellt diese Grofle das 0.Moment beziiglich der Erwartungswerte
der Fitness dar.
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schaften schneller als die Darwin-Strategie ist. Andererseits ist die Darwin-
Strategie auf stark zerkliifteten Landschaften schneller als die Boltzmann-
Strategie. Das gegenldufige Verhalten beider Strategien beim Problem des
Doppeltopfes legt die Idee der Mischung der Strategien nahe. Nun fragen wir
uns natiirlich, ob eine Mischung wirklich den gewiinschten Erfolg zeigt. Im
nédchsten Abschnitt wird daher erneut der Doppeltopf behandelt. Dabei zei-
gen wir, dafl die gemischte Strategie fiir fast alle Parametersitze das globale
Minimum findet. Desweiteren werden Kriterien fiir die Wahl des Mischungs-
parameters angegeben. Im letzten Abschnitt dieses Kapitels beschreiben wir
die Simulationsalgorithmen der Boltzmann- und Darwin-Strategie.

Im Kapitel 4 beschéftigen wir uns mit den mathematischen Eigenschaf-
ten von Schrodinger-Operatoren. Dabei steht der Zugang iiber das Spektrum
zusammen mit den Eigenschaften des sogenannten Wérmeleitungskerns am
Anfang im Mittelpunkt des Interesses. Wir zeigen, dafl die Geschwindigkeit
der Strategie mit solchen Eigenschaften wie Spektraldichte im Zusammen-
hang steht. Andererseits ist das Spektrum auch in der Quantenmechanik
anwendbar. Durch die Bestimmung der Anderung der Autokorrelationsfunk-
tion in Bezug auf die Erwartungswerte der Fitness wird iiber eine Hierarchie
das gesamte Spektrum aufgebaut. Eine Diskussion des Einflusses einer Defor-
mation der Fitnessfunktion auf das Spektrum rundet diesen ersten Abschnitt
ab. Gerade die Diskussion dieser Beziehung zu den Korrelationen sowie die
Diskussion der Deformation der Fitnessfunktion sind neu. Der Hauptteil des
Kapitels ist der Klassifikation von Schrédinger-Operatoren durch die Un-
tersuchung der topologischen Eigenschaften des Losungsraums gewidmet.
Zuerst fiithren wir das Problem auf ein algebraisches Problem zuriick, was
gleichzeitig eine Vereinfachung der urspriinglichen Fragestellung bedeutet.
Eine Charakterisierung der Aquivalenzklassen ist mit Hilfe der Singularitiits-
theorie moglich. Dabei treten als kleinste Einheiten der Fitnesslandschaft 6
Singularitdten auf, d.h. falls zwei Fitnesslandschaften die gleiche Zerlegung
der Landschaft beziiglich der Singularititen besitzen, so verhalten sich die
Strategien ebenfalls gleich. Damit ist ein Zusammenhang zwischen der Struk-
tur der Fitnesslandschaft und dem Verhalten der Strategien gefunden. Als
weitere Anwendung dieses Ergebnisses erhalten wir eine Charakterisierung
des Grundzustandes von Schrodinger-Operatoren.

Aufbauend auf den mathematischen Ergebnissen des letzten Kapitels wird
in Kapitel 5 die Klassifikation der Strategien durchgefiihrt. Dabei erhalten
wir das wichtige Resultat, dafl zwei Fitnesslandschaften, die lokal aus den
gleichen Singularitéten (siehe Tabelle 4.5) bestehen dasselbe Verhalten der
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Evolutionédren Strategie implizieren. Dieses Ergebnis wurde zuerst nur fiir
die Darwin-Strategie erhalten, um es dann auch auf die anderen behandelten
Strategien auszudehnen.

Im letzten Kapitel der Arbeit wird noch der Frage nach der Verdnderung
der Mutationsverteilung nachgegangen. Bisher haben wir dafiir eine Dif-
fusionsnédherung benutzt, die aber im allgemeinen in Computerexperimen-
ten nicht verwendet wird. Lassen wir diese Einschrinkung fallen, so wech-
selt die Beschreibungsweise von partiellen Differentialgleichungen zu Integro-
Differentialgleichungen. Eine Angabe der Losung ist iiber die Methode des
iterierten Kerns moglich. Am Beispiel der Gauf3- bzw. Cauchy-Verteilung
werden die Standardprobleme Parabel und Doppeltopf studiert. Die Er-
gebnisse erbrachten fiir die Gauf}-Verteilung ein &hnliches Ergebnis wie fiir
die Diffusionsndherung. Dagegen sind die Eigenschaften der Losung fiir die
Cauchy-Verteilung im Falle des Doppeltopfes von denen der Gauf3-Verteilung
verschieden. Eine Darstellung der einheitlichen Beschreibung dieser Strate-
gien sowie ein Ansatz zur Klassifikation beenden das letzte Kapitel.

Am Schlufl der Arbeit befinden sich 4 Anhénge, welche die umfangreichen
Rechnungen und Formeln enthalten. Im Anhang A berechnen wir eine wich-
tige Invariante von Fitnesslandschaften, die iiber den Einflufl von Zwangsbe-
dingungen auf die Optimierung die Aussagen treffen. Danach analysieren wir
im Anhang B die Eigenwertprobleme der Boltzmann- und Darwin-Strategie,
um eine alternative Moglichkeit zu den Berechnungen des Kapitels 3 zu er-
halten. Der Anhang C ist der vollstdndigen Berechnung des Stromes fiir den
Fall eines stiickweise quadratischen Doppeltopfes gewidmet. Im Anhang D
schliellich ist eine Zusammenstellung der Formeln fiir die Gemischte Strate-
gie am Beispiel der Parabel und des Doppeltopfs zu finden.



Anhang A

Berechnung der Betti-Zahlen
von Fitnesslandschaften

Um die Darstellung der topologischen Eigenschaften von Fitnesslandschaften
in Kapitel 3 zu vervollstdndigen, wollen wir an dieser Stelle die Berechnung
der Betti-Zahlen an einigen Beispielen durchfiihren. Dabei konzentrieren
wir uns vor allem auf die Berechnung der Beispiele in Tabelle 3.1. Als Zu-
gang wihlen wir eine axiomatische Betrachtungsweise und klammern die rein
topologischen Aspekte fast vollig aus, da andernfalls der Umfang dieses An-
hangs betrichtlich grofler wére. Fiir eine leicht verstédndliche Darstellung des
topologischen Hintergrundes verweisen wir auf das Buch [108].

A.1 Axiomatische Einfiihrung der Homologie

An dieser Stelle wollen wir die Homologietheorie durch eine Reihe von Axio-
men einfiihren. Die exakte mathematische Axiomatik benutzt die Kategori-
entheorie. Aus Griinden der Einfachheit modifizieren wir diesen Zugang.

Definition 11 Als Homologietheorie wollen wir eine 1-parametrige Familie
von Vorschriften H,() auffassen, die jedem topologischen Raum einen Vek-
torraum R"™ zuordnet. Die Dimension des Vektorraums zur Vorschrift H,()
heift p-te BETTI-Zahlb,. Weiterhin sollen noch folgende Aziome erfiillt sein:

1. Dimensionsaxiom:
HY(Punkt) = 0 und H°(Punkt) = R , d.h. jedem Punkt wird die Betti-
Zahl by = 1 zugeordnet. Alle anderen Betti-Zahlen verschwinden.

145



146 ANHANG A. BERECHNUNG DER BETTI-ZAHLEN

2. Homotopieariom:
Seien X,Y zwei topologische Rdume und gibt es weiterhin eine stetige
Abbildung f : X — Y, so sind alle Betti-Zahlen von X gleich den
Betti-Zahlen von Y .

3. Mayer-Vietoris-Sequenz:
Sei X ein topologischer Raum und seien U,V C X offene Teilmengen
mit X =U UV. Dann st die Folge

LI g (O L B H,(V) — H(X) 25 H, ((UNV) <5 ..

mit j(x) = (v,—x), i(z,y) = +y und 0 0 Jyy1 = 0 exakt, d.h.
im j = keri, im ¢ = ker 9, und im 0, = ker j.

Insbesondere das letzte Axiom ermdglicht {iberhaupt erst die explizite Be-
rechnung der Betti-Zahlen. Die folgenden Beispiele sollen dies illustrieren.

A.2 Einfache Einschrinkungen

Wir beginnen zuerst mit der Berechnung der Betti-Zahlen des gesamten
Raumes B?. Dieser Raum 148t sich mit Hilfe einer stetigen Abbildung auf
einen Punkt abbilden. Nach dem Homotopieaxiom sind Betti-Zahlen b,(B?)
durch die Betti-Zahlen eines Punktes gegeben, d.h.

b(BY=1 , b(BY)=0 Vp>1.

Nun nehmen wir aus dem Inneren von B? eine abgeschlossene Menge A
heraus. Es ist anschaulich klar, dafl dabei ein Gebilde entsteht, welches
stetig auf eine Sphire S? ! abgebildet werden kann. Durch eine Induktion
iiber die Dimension d kénnen wir mit Hilfe der Mayer-Vietoris-Sequenz die
Betti-Zahlen berechnen. Dazu beginnen wir mit B! (eine Strecke endlicher
Lange) und nehmen ein Stiick aus dem Inneren heraus. Dadurch entstehen 2
Strecken bzw. mittels einer stetigen Abbildung 2 Punkte. Das ist genau die
SO, welche aus den Punkten P, und P, zusammengesetzt ist. Wir erhalten
die Mengen P, U P, = S® und P, N P, = (. Da alle héheren Homologien
verschwinden (siehe Dimensionsaxiom), brauchen wir nur die Teilsequenz fiir
Hy zu betrachten. Es gilt

0= Hy(P,N Py) -1 Hy(Py) ® Ho(Py) —= Hy(S°) -2 0
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Aus der Exaktheit der Sequenz erhalten wir im j = 0 = ker¢ und ker 0y =
Hy(S°) = im i, d.h. i ist ein Isomorphismus. Es gilt also Hy(S°) = Hy(P,) &
Hy(P)) = R @ R = R* Damit bekommen wir die Betti-Zahlen

(S =2 , b(BY=0 Vp>1.

Als néchstes wenden wir uns dem Fall d = 1 zu. Als Uberdeckung des Kreises
nehmen wir 2 Halbkreise U,V mit UUV = S und UNV = S°. Die beiden
Halbkreise sind natiirlich nichts weiter als 2 Strecken B'. Damit erhalten wir
die Mayer-Vietoris-Sequenz

0 — Hi(SY) 2 Hy(UNV) -1 Hy(U) ® Ho(V) —= Hy(S") 25 0.

Es gilt kerd; = 0, Hi(S') = im 9, = kerj, im j = keri und ker 9y =
Hy(S') = im i. Setzen wir die vorherigen Ergebnisse ein, so erhalten wir
fiir die Abbildung j : R* — RR* mit j((z,y)) = (z,—z). Daraus erhalten
wir kerj = R bzw. H;(S') = R. Da entsprechend der linearen Algebra
dimker j + dimim j = dim Hy(U N V') = 2 sein muB, erhalten wir keri = R
und damit auch Hy(S') = R. Deshalb folgt fiir die Betti-Zahlen der S*

bo(SY)=b(SY) =1 , b,(S")Y=0 Vp>2.

Auf analoge Weise kénnen wir die d-Sphére in eine Nord- und eine Siidhalbku-
gel zerlegen, d.h. S¢ = UUV mit UNV = S9°1. Mittels einer Induktion iiber
die Dimension der Sphére erhalten wir durch eine Mayer-Vietoris-Sequenz die
Betti-Zahlen®

bo(S%) = by(S?) =1.

Damit haben wir den Fall einer kompakten Nebenbedingung erschépfend
behandelt.

Sei L eine k-dimensionale Hyperfliche und B?\L; die Schnittmenge.
Diese Hyperfliche représentiert eine Zwangsbedingung, die durch £ Groéfien
parametrisiert wird. Um eine anschauliche Vorstellung von der Menge B%\ L,
zu bekommen, betrachten wir den Fall B3 mit den beiden méglichen Zwangs-
bedingungen L; und L. Die Menge B3\ L, stellt einfach die disjunkte Ver-
einigung von zwei B® dar. Damit erhalten wir fiir die Betti-Zahlen

bo(B*\Ly) = 2 .

'Im folgenden wollen wir nur die nichtverschwindenden Betti-Zahlen angeben.
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Fiir den anderen Fall B*\L; wollen wir wiederum eine stetige Abbildung auf
einen schon bekannten Raum konstruieren. Dazu verdicken wir die herraus-
geschnittenen Linien L; durch eine stetige Transformation und schrumpfen
gleichzeitig das Komplement B3\ L;. Dadurch entsteht ein Zylinder, der wie-
derum durch eine stetige Transformation auf einen Kreis deformiert werden
kann. Fiir die Betti-Zahlen erhalten wir daher

bo(B*\L1) = by (B*\L;) = 1.

Auf analoge Weise konnen wir nun die anderen Fille behandeln. Fiir k = d—1
erhalten wir

bO(Bd\Ld_l) =2
und sonst
bo(B\Ly) =1, by 1(BN\Ly) =1.

Damit erzeugt jede Einschrinkung i.a. einen zusétzlichen Sattel im Sinne
der MORSE-Theorie.

A.3 Mehrfache Einschrinkungen

Am Ende dieses Anhangs wollen wir noch kurz auf den Fall einer mehrfachen
Einschrankung eingehen. Darunter verstehen wir im topologischen Sinne die
Komplementmenge B?\ (LU L;), wobei L;LIL; die disjunkte Vereinigung? ist.
Aufgrund der Separabilitit der Einschrinkungen kénnen wir die Fille B4\ Ly,
und B?\ L; unabhiingig behandeln und einfach die Betti-Zahlen addieren. Es
ergibt sich

bap_1(BN\(Ly U L)) = 1467
bi_i—1(BIN\(Ly U L)) = 14 6F

mit dem Kronecker-Symbol 6f. Analog erhalten wir die entsprechenden
Betti-Zahlen fiir mehr als 2 Einschriankungen.

Zum Schlufl wollen wir noch den Fall betrachten, dafl die Einschréinkun-
gen keine disjunkte Vereinigung sind, sondern sich schneiden, wobei wir

2Die disjunkte Vereinigung ist durch: Ly U L; = Ly U L; mit Ly N L; = () definiert.
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topologisch immer die Situation eines transversalen Schnittes herbeifiihren
kénnen. Wir bezeichnen mit L; 1 L; die Vereinigung der beiden Ein-
schrankungen unter Beachtung des Schnittes. An dieser Stelle wollen wir
nur die Betti-Zahlen angeben, ohne auf die Einzelheiten einzugehen. Es folgt

bo(BI\(Ly L L)) = 146 +26!
ba—p—1(BN\(Ly L Ly)) = 1+ 30F
ba 1 1(B\(Ly L L)) = 1436 .

Fiir eine komplexe Schnittmenge steigt die kombinatorische Vielfalt schnell
an. Das Prinzip bleibt aber bei allen Féllen dasselbe:

Die Anzahl der Sattel auf einer Fitnesslandschaft wird durch Zwangsbedin-
gungen erhéht.
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Anhang B

Eigenwertproblem fiir die
Parabel

B.1 Boltzmann-Strategie

Im folgenden werden wir die Losungen fiir das Eigenwertproblem (2.6) im
Fall der Fitnef (3.25) behandeln. Die Resultate dieses Anhangs sind in [41]
veroffentlicht worden. Nach ldngerer Rechnung erhalten wir die Eigenwerte

d
Enl...nd — Umln—i_ZaZﬁD (nz+1) n; = 071727"'

=1

und die Eigenfunktionen

d
wnl...nd (xla o ,I‘d) = H lpnl (xl)
i=1

was zur Losung

d

P@@H =3 ]l [exp(—€)Hn(&)] exp(-et)  (B.1)

i=n1+...4+ng k=1

mit & = xx/Par/2 und H,( ) als Hermitesche Polynome, fiihrt. Als
néchstes wollen wir die Anfangsbedingungen fixieren und starten mit einer
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Delta-Funktion .
i=1

Durch die Relation
[ exp(=€) Ha(€) Hon(€)d€ = N = a2 (W)VE  (B2)

erhalten wir fiir die Koeffizienten in der Losung (B.1)

d 2
Cp = H N da. H,, < Baﬂx&o)) (B.3)

=1

mit £ = ny + ny + ... + ng. Im Falle einer vollkommen symmetrischen
Parabel a = a; = ay = ... = a4 miissen wir Kugelkoordinaten benutzen und
bekommen die Eigenwerte

e =afBDd(k+1)

mit d als Dimension der Landschaft. Damit bekommen wir die einfache
Regel, daf§ die Erhéhung der Dimension zu einer Reskalierung der Diffusi-
onskonstante der Form D — Dd &quivalent ist.

Fiir die beiden Félle a; > 0 bzw. a; < 0 erhalten wir kleine Unterschiede
in den Eigenwertproblemen, so daf} die Geschwindigkeiten durch

1. a; > 0
o) = &Gg exp(—eat) (B.4)
B
(2) 2 C1
= (/7 — —e€1t B.5
vy, ”ﬁak " €1 exp(—ert) (B.5)
2. a; < 0
00 d d
O core ey, 3 Hopi5(bi) 10 Hap,41(b5) (B.6)
BNy k=0 i—1 (2k+1)(2k+2)(2k+3) ;215 (2k+1)
k4. kg=k
d
(2 _ 2 1 & (—ezt1t) H2k+3(bi) H2ki+1(bj
v, = —=— — ) copyi1€ €opp]— 46)13.7
i Bay Ni 2=, 2%k+1 2k+1 h42)(2h43) j:g#j 2t 1) )

k4. kg =k
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mit .
o0
Hop, 11(b;)
N. :E Cop €Xp(—€art —_—
1 P 2k P( 2k) E k1)
ky+...kg=k

als Normierungsfaktor und b; = /2U,,/a; als Intervallinge, gegeben sind.

B.2 Darwin-Strategie

Nun wollen wir das Eigenwertproblem (2.17) fiir die Fitnef (3.25) l6sen. Fiir
den Fall a; > 0 bekommen wir die Eigenwerte

d
I 1
€n1..ng :Umm+z 2a1D<nl+§> ni:0,1,2,...
i=1

und die Eigenfunktionen
d
wnl...nd (1)1, cee ,.Td) = H wnz (xz)
i=1

V= exp [ B2 if 8 )
i = o0 (57 1, (2

welche zur Losung

Pan= 5 all low(-5) e ovan @9

it=ni1+...4+ngq k=1

mit &, = xy \J/ay/(2D) fiihren.
Der Fall a; < 0 ist ein wenig komplizierter und im Fall einer Dimension
erhalten wir einfach

a; —im
(o) = D_ip_y ({5 e ") (B.9)

mit B; = \;/(2v/Da;) und Dy (z) als parabolische Besselfunktion, welche vom
Parameter B; abhéngt. In der Praxis konnen wir immer die Fitnessfunktion
positiv wihlen. Diese Einschrankung fiihrt zu einer Einschriankung des Such-
raums X auf einen d-dimensionalen Wiirfel der Kantenldnge b; = \/2U,,/a;.
Auf dem Rand dieses Wiirfels soll die Losung verschwinden. Genau diese
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Einschrankung erzeugt ein diskretes Spektrum, welches sich als Losung der

Gleichung
1 / (—Ap)3?
1 (pki pi. — 1 — arccosh pki> = P ey (B.10)
2v/a; D
darstellt, wobei die Koeffizienten Ay in [109] stehen und die Nullstellen iiber
¢ = 2,/a;p definiert sind. Fiir die Eigenwerte ¢, in (2.28) erhalten wir

d
U, |D
i=1 Pri V @i

Nach einer langeren Rechnung bekommen wir fiir die Geschwindigkeiten die
Ausdriicke

1. a; > 0 (Minimum)

(1) 1 & ,/Da k eant
o\ = — Z 27(2k — )4k + 1)copeare™ " )(B.12)
M i=1 2 k=1
2D 3 >
1)1(2) = (Z 2k+1 2k + 1)”02k+162k+1 exp( €2k+1t)(>3.13)
a; N1 k=0
mit -
Ny =Y (2%(2k — 1)) eor, exp(—eayt) (B.14)
k=0
als Normierung, wobei (2k — 1)!! das Produkt {iber alle ungeraden Zah-
len ist.

2. a; < 0 (Maximum)

o= Loy Gnemtﬁ(\ F(”F—’b/?Dzd: D—g‘ém)

Ny o B ['(2 4 ib;/2)
@ _ 1 & et T 2F( + by /2) |

n&) = [ an@ds L@ = [ Qe BT

—Ug —Ug
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Ug
2Um 4 a/]c

Ik() = /yl(fk)dfk U = 77 \/4—63
—Up |ak| 2D 2 D|ak

v= & oh((RERE) e

und den Funktionen y; (), y2(), welche in ([109], S.692) als Reihen

Y2(&k) = &+ bké’: (bz - 5) % +. (B.21)

definiert sind.
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Anhang C

Berechnung des Doppeltopfes

An dieser Stelle sollen die Ergebnisse der Untersuchungen zum Problem des
Doppeltopfes fiir beide Strategien aufgelistet werden. Der Weg zur Gewin-
nung des Resultats wird entsprechend des Kapitels 3 durchlaufen. Der Re-
chenweg ist fiir beide Strategien bis auf die Koeffizienten derselbe. Als An-
fangsverteilung wurde eine J-Funktion um zy, angenommen.

C.1 Darwin-Strategie

Aus der Formel (3.32) erhalten wir die stiickweise gegebene Losung fiir die
Anfangsverteilung P(x,0) = 6(z — x)

G1(z — az/(2a1),x0,t) <0
Pla,t) = { Gr(w — b/ (2b1), 20,1) = > 0 (C.1)

mit G ( ) als Greensche Funktion (3.32) und a = ay, ap = (a2)?/(4a;)—s bzw.
a = by,ap = (b2)?/(4by) — s fiir die Konstanten in der Greenschen Funktion.
Die Berechnung der Wahrscheinlichkeit ®(0,¢) erfolgt durch die Formel

fo P(z,t) dx
®(0,t) = —>0———. (C.2)

[ P(z,t)dz

Da die Rechnung nicht schwierig aber langwierig ist, wollen wir an dieser
Stelle nur das Ergebnis angeben. Wenn wir mit erf die Fehlerfunktion be-
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zeichnen, dann erhalten wir den Ausdruck

¢y
o _ Py :
(0.8) = 520 (@3
mit
— a1 aj a2 0 2
bpa = exp [_‘/Ecoth(% Day) (4 2 T <2_a1 * \/acosh(%\/D—al)) )

Ao 2t 1

2a1\/7$1nh(2t\/Da1) 401] \/COSh(2 v/Day)

[1 — erf ((4‘;1 2\/_608}1 2t\/D_a1 ) \/ \/700th 2t\/Day )]

[ by bs by 2
_ —+/—— coth(2t\/ Db + )
¢py = exp [ 4D coth( 1) (4()2 To (261 Vb cosh(2t\/D—b1)> )

bag b% 1

2b1\/7$1nh(2t\/Dbl) 4511 cosh(2ty/Dby)

1+erf(<4661 2\/_cosh(2t\/D—b1)>\l ﬁwth(% Dbl))

Die entsprechende Parameterabhéngigkeit wurde in Kapitel 3 diskutiert.

C.2 Boltzmann-Strategie

Der Unterschied zur Darwin-Strategie besteht nur in der Umbenennung der
Konstanten. Wir erhalten wieder fiir die Anfangsverteilung P(x,0) = 6(z —
zp) die Losung

P(z,t) = eXp(—ﬁ(alxz + axx +5)/2)G1(x — Baz/(2a1), 20, 1) <0
, exp(—B(b1a2 + bo + 5) /2)Gy(x — by /(2b1), 20, ) 2 >0
mit G1( ) als Greensche Funktion (3.32) und a = D?$%a?,aq = DfBa; bzw.

a = D?3?b?, ay = Db, fiir die Konstanten in der Greenschen Funktion. Mit
Hilfe des allgemeinen Ausdrucks (C.2) erhalten wir die Wahrscheinlichkeit

bBy
By + PB4

(C.4)

®(0,1) = (C.5)
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mit
Ba’ aﬁx%) A2
« = exp |—coth(2tDa + + Dta, s —
25 P l ( 15) <8 a 2 1 2a1V/ D sinh(2tDay 3)
1 2z ?
coth(2tD + ° -
8ay13(coth(2tDay3) + 1) (agﬁ (2tDas5) v/ D sinh(2tDay 3) Bal)

1 {1 — erf(
\/@(coth(QtDalﬁ) + 1) sinh(2tDa; f3)
(azﬁ coth(2tDayf3) + m - Dﬂm))]

%\/Qalﬁ(coth(QtDalﬁ) +1)

2a13(coth(2tDa,3) + 1)

ﬁb2 blﬁxg ngo
= e —coth(2tDb + + Dtb
&0 Xp[ coth(2¢Db15) <8b1 2 1f = 26,+/D sinh (2t Db, )
1 2
ba3 coth(2t Db, 3) +
8b13(coth(2t Db 3) + 1) ( 2 ( 1) V' D sinh(2t Db, 3) ) ]

1 [1 + erf (
\/@(coth(QtDblﬁ) + 1) sinh(2¢t Db, 3)

bgﬁ COth(2tDb1B) + m - Dﬁbl
201 3(coth(2t Db 3) + 1) '

\/2b13(coth(2t Dby ) + 1)

Fiir die entsprechenden Graphen bei Variation der Parameter sieche Kapitel
3.
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Anhang D

Gemischte Strategie

D.1 Maximum, Minimum, Sattel

Das Verfahren zur Gewinnung der Geschwindigkeiten wurde ausfiihrlich in
Kapitel 3 dargelegt, auf welches wir an dieser Stelle verweisen. Dazu be-

nutzen wir die Greensche Funktion (3.32) mit a = /D?B%a} + vay, a9 =
Dfay — vs + va3/(4ay). Fiir das Minimum erhalten wir

vV = —\/aD (B%aD +v)D

sinh(4t\/aD(52aD +7)) (ﬁzazD + fya (D.1)
+2x5a* D + 2z5a*y % + dvg DAB + 2x§7)

a(f?aD +7)
D

+ +2Daf? + 832DB) + afp*\/ Da(aDP? + ) + 4a3By/Da(aD? + ) }

- cosh(?t\/aD(ﬁzaD +7)) (4D($oaﬁ)2 + dzgayp +

cosh2(2t\/aD([32aD + 7)) <cosh2(2t aD(B%aD + 7)) (8a*D*B*+

+8af°Dy + %) — \/Da(aD? + ~) sinh(4ty/aD(B2aD + 7)) (4a°D + 2v/3)

—G’VﬁzDa) + 2Daﬁ3\/aDﬁ(52aD + ) sinh(4t\/aD(ﬁzaD + 7)) + D*a*B* } B ,

wahrend nach einer Transformation ¢t — 4t fiir das Maximum

v = —\/aD (B2aD +)D | sin(dt\/aD(aD + ) (D + fya (D.2)

+2x%a3 ‘D + Qx%azfyﬁz + 4x3DAﬁZ + 2x37)
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a(#2aD +7)
D

+ +2Daf? + 832DB) + afp*\/ Da(aDP? + ) + 4238/ Da(aD? + ) }

— cos(2t\/aD(52aD +7)) (4D($oaﬁ)2 +dxjayf 4y

cos?(2t\/aD(p%aD + 7)) <cos2(2t\/aD(52aD +7))(8a*D?*B*+

+8af°Dy + %) — \/Da(aDf? + ) € (4ty/aD(B2aD + 7)) (4a6>D + 2vp3)

—6752Da) + 2Da63\/aDB(ﬁ2aD +9) € (4t\/aD(52aD + 7)) + D*a*p* ] -

gilt. Die letzte Geschwindigkeit besitzt Singularitdten, die durch die feh-
lenden Unitaritdt der Transformation bedingt sind. Durch ein Abschneiden
nach einer gewissen Zeit kann dieser Artefakt behoben werden.

D.2 Barriere

Die Ausdriicke fiir diese Strategie ergeben sich durch Kombination der vorhe-
rigen Strategien. Wir erhalten fiir die Anfangsverteilung P(z,0) = 0(z — zo)
die Losung

Pz, t) = exp(—B(ai12? + axx + 5)/2)G1(x — az/(2a1), 79,t) <0 (D.3)
’ exp(—ﬂ(blxz +b2$+8)/2)G1(1}— bg/(?bl),lﬁg,t) T Z 0 '
mit Gi( ) als Greensche Funktion (3.32) und a = /D?32a? + vay,ay =
Dfa; —vs+vya3/(4ay) baw. a = \/D?320? + vby, a9 = Dby —ys+~yb3/(4by)
fiir die Konstanten in der Greenschen Funktion. Mit Hilfe des allgemeinen
Ausdrucks (C.2) erhalten wir fiir die Wahrscheinlichkeit

Parp
D(0,¢) = — M0 D.4
0.9 Gy + dura (D-4)
mit
Ba3  aifx] yast
Prva = €xp |- coth(2t\/ D2a33? + ya1 D) 2a T o |+ DtmpB+- =
1 1

a2

2a,v/' D sinh(2t\/D2a%B2 + vay D)
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1

8\/aif? + yai /D coth(2t\/D2a%52 + va1D) + a1 8
(az\/m coth(2t\/D2a%52 +ya1D)/ay

+

2
2113‘0
. — fay
v D smh(?t\/D?a%ﬁ2 + va, D)
\/Dza%ﬁ2 +ya, D

\/ﬁ(\/a%ﬁz +~ay/D coth(2t\/D2a%62 +va; D) + a1 3) sinh(2t\/D2a%52 + va, D)
[1 —erf (%\/20/(1%62 +~va,/D coth(2t\/D2a%62 + va1D) + a1 3)

222 2,232 220 _
asy/ a2 —|—’ya1/Dcoth(2t\/D aif +7a1D)/a1+\/Bsinh(zt\/D%fﬁ?ﬂalD) Bay

2y/a33 + a1/ D(coth(2t/ D*a33 + ya1 D) + a1 3)

+

ﬁb% blﬁx% ’ngt
vy = exp [— coth(2t\/DZb%ﬁ2 + b1 D) (8—[)1 +—5 | T DB+ e
. bQ.ZL'[)
2b1/D sinh(2t\/ D263 3% + vby D)

1
84/b3% + vb1 /D coth(2t\/D2b%52 + b, D) + b8
(bz b3 3% + vby /D coth(2t\/D2b%52 + by D) /by

2
2
+ o — by
VD sinh(2t\/ D263 32 + vb, D)
/D236 + b D
\/ VD (\/133% + b1/ D coth(2t\/ D263 2 + b1 D) + by 3) sinh(2t\/ D23 62 + b, D)

[1 — erf (%\/2(\/1)%@ + b1 /D coth(2t\/D2b%52 + b1 D) + b1 3)
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2 22 23232 22 -
by /023 +fyb1/Dcoth(2t\/D V232 + by D) /by + NN \/D%b%ﬁmm) Bb,

2,/b162 + ’ybl/D(coth(Qt\/D?b%ﬁ? + vb1 D) + b, )

Die entsprechenden Graphen fiir die Wahrscheinlichkeit in Abhéngigkeit von
den Parametern sind in Kapitel 3 dargestellt.
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