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Abstract

In recent years, Black Holes have attracted much attention, in particular,
because of their unusual quantum-theoretical properties. An interesting
model, in this context, is the SL(2,R)/U(1) gauged Wess-Zumino-Novikov-
Witten model, which can be interpreted stringtheoretically as Euclidean two-
dimensional Black Hole. The present dissertation analyzes the classical prop-
erties of this model, in order to prepare the basis for quantum-theoretical
investigations.

First, gauged Wess-Zumino-Novikov-Witten (WZNW) models are into-
duced in general. Usually, they are formulated including gauge fields, whose
equations of motion are purely algebraic. In the present dissertation, the
gauge fields are eliminated from the models. A class of non-linear integrable
field theories arises, whose equations of motion can be represented by Lax
pairs explicitly.

These results are specialized to the SL(2,R)/U(1) gauged WZNW model.
For comparison, the elimination of the gauge field by explicit path integration
is also investigated. But due to mathematical ambiguities, this investigation
does not lead to a final result.

The classical SL(2,R)/U(1) gauged WZNW model is investigated in an
infinitely extended Minkowski space-time as well as with spatially periodic
boundary conditions. The latter is important for the stringtheoretical inter-
pretation of the model. The non-linear equations of motion and their general
solution are given. A procedure is derived to determine the parameter func-
tions of the general solution from given initial conditions of the equations of
motion. By means of this procedure the Poisson brackets of the parameter
functions are calculated from the canonical Poisson brackets of the physi-
cal fields. It is shown that there is a non-local canonical transformation of
the non-linear physical fields onto free fields. The corresponding Bécklund
transformation is presented.

Keywords:
Integrability, Conformal Field Theory, Gauged Wess-Zumino-Novikov-Wit-
ten Model, Black Hole



Zusammenfassung

In den letzten Jahren haben Schwarze Locher viel Aufmerksamkeit auf sich
gezogen, insbesondere wegen ihrer ungewdohlichen quantentheoretischen Ei-
genschaften. Ein in diesem Zusammenhang interessantes Modell ist das ge-
eichte SL(2,R)/U(1)-Wess-Zumino-Novikov-Witten-Modell, das im Rahmen
der Stringtheorie als Euklidisches zweidimensionales Schwarzes Loch inter-
pretiert werden kann. Die vorliegende Arbeit analysiert die klassischen Ei-
genschaften dieses Modells, um so die Grundlage fiir quantentheoretische
Untersuchungen zu schaffen.

Ausgangspunkt ist eine allgemeine Betrachtung iiber geeichte Wess-Zumi-
no-Novikov-Witten-Modelle (WZNW-Modelle). Herkémmlicherweise werden
sie mit Hilfe von Eichfeldern formuliert, deren Bewegungsgleichungen rein
algebraisch sind. In der vorliegenden Arbeit werden die Eichfelder aus den
Modellen eliminiert. Dabei entsteht eine Klasse von nichtlinearen integrablen
konformen Feldtheorien, fiir deren Bewegungsgleichung eine explizite Lax-
Paar-Darstellung abgeleitet wird.

Diese Ergebnisse werden auf das geeichte SL(2,R)/U(1)-WZNW-Modell
spezialisiert. Zum Vergleich wird auch die Eliminierung des Eichfeldes durch
explizite Pfadintegration untersucht, die jedoch aufgrund mathematischer
Ambiguitdten nicht zu einem abschlieBenden Ergebnis gefithrt wird.

Das klassische geeichte SL(2,R)/U(1)-WZNW-Modell wird sowohl in ei-
nem unendlich ausgedehnten Minkowski-Raum als auch mit rdumlich periodi-
schen Randbedingungen untersucht. Letzteres ist fiir die stringtheoretische
Interpretation des Modells wichtig. Es werden die nichtlinearen Bewegungs-
gleichungen und ihre allgemeine Losung angegeben. Diese enthélt Parame-
terfunktionen. Es wird ein Verfahren abgeleitet, um die Parameterfunktio-
nen aus vorgegebenen Anfangsbedingungen zu bestimmen. Mit Hilfe dieses
Verfahrens werden die Poissonklammern der Parameterfunktionen aus den
kanonischen Poissonklammern der physikalischen Felder berechnet. Es wird
gezeigt, dafl es eine nichtlokale kanonische Transformation der nichtlinea-
ren physikalischen Felder auf freie Felder gibt. Die entsprechende Bécklund-
Transformation wird angegeben.

Schlagworter:
Integrabilitit, Konforme Feldtheorie, Geeichtes Wess-Zumino-Novikov-Wit-
ten-Modell, Schwarzes Loch
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Kapitel 1

Einfiihrung

1.1 Allgemeine Motivation der Arbeit

Sowohl die Quantenfeldtheorie [1, 2] als auch die Allgemeine Relativitéts-
theorie [3] finden gldnzende experimentelle Bestétigungen bei ihren Anwen-
dungen in der mikroskopischen bzw. makroskopischen Physik. Trotzdem ist
es bislang nicht gelungen, beide Theorien in einer konsistenten Quantenfeld-
theorie der Gravitation zu vereinigen. Fiir praktische Zwecke ist das bisher
unerheblich, da einerseits wegen der Schwiche der Gravitation ihre Effek-
te in der mikroskopischen Physik erst bei sehr hohen, heutzutage nicht er-
reichbaren Energien zu erwarten sind und andererseits Quanteneffekte in
der Gravitationsphysik nur bei sehr starken, experimentell nicht unmittelbar
zugénglichen Gravitationsfeldern auftreten. Dennoch ist die einheitliche Be-
schreibung aller in der Natur bekannten Wechselwirkungen wiinschenswert.
Sie ist beispielsweise erforderlich zur Diskussion der Evolution des Kosmos
sehr kurze Zeit nach dem Urknall oder zum genauen Verstéandnis der Prozes-
se beim teilweisen oder vollstdndigen Zerfall eines Schwarzen Loches infolge
von Hawking-Strahlung [4, 5]. Der letztgenannte Vorgang stellt die Physik
heute immer noch vor Rétsel. So hat diese Strahlung zumindest in semiklassi-
scher Naherung thermischen Charakter, sie wird also durch einen gemischten
Quantenzustand beschrieben. Falls sich das Schwarze Loch aus einem reinen
Quantenzustand entwickelt hat, erhebt sich die Frage, ob iiber den Hawking-
Effekt ein reiner Quantenzustand in einen gemischten iibergehen kann oder
ob der thermische Charakter der Hawking-Strahlung nur durch die bei ihrer
Herleitung benutzte Naherung zustande kommt. Ein weiteres Rétsel betrifft
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erhaltene Ladungsquantenzahlen wie die Baryonenzahl. Nehmen wir etwa an,
daB ein Stern zu einem Schwarzen Loch kollabiert und dieses keine weitere
Materie mehr aufnimmt, sondern wegen des Hawking-Effektes kontinuierlich
Energie abstrahlt. Irgendwann wird das Schwarze Loch einen Grofiteil sei-
ner Masse emittiert haben, und zwar wegen des thermischen Charakters der
Strahlung iiberwiegend in Form von masselosen und leichten Elementarteil-
chen, also Photonen, Gravitonen und Leptonen. Den groiten Teil der Masse
des Sterns machten aber seine Baryonen aus, die sich so in andere Teilchen
umgewandelt haben miissen. Fiihrt Quantengravitation also zur Verletzung
der Baryonenzahl?

Um solche Fragen zufriedenstellend beantworten zu kénnen, ist eine Quan-
tentheorie der Gravitation erforderlich. Bisher wurde der Hawking-Effekt nur
in semiklassischer Naherung bei vorgegebener klassischer Metrik berechnet,
wobei die Riickwirkung der Strahlung auf die Metrik vernachléssigt wird. Auf
diese Weise ist keine Aussage iiber die Entwicklung eines Schwarzen Loches
moglich.

Der direkte Versuch, die Einsteinsche Allgemeine Relativitétstheorie mit
storungstheoretischen Konzepten zu quantisieren, scheiterte bisher an ihrer
Nichtrenormierbarkeit [6].

Die bei einer nichtrenormierbaren Theorie vorhandenen Ultraviolettdiver-
genzen hiangen mit dem singuldren kurzreichweitigen Verhalten der Quan-
tenfelder zusammen. Deshalb kénnte man z.B. erwarten, dal diese Diver-
genzen beim Ubergang von punktférmigen zu ausgedehnten Quanten sich
abschwéchen oder gar verschwinden. Eine einfache Verallgemeinerung punkt-
formiger Teilchen sind eindimensionale Objekte, die Strings, die zu harmo-
nischen Schwingungen angeregt werden kénnen [7]. Streuamplituden in der
Stringtheorie haben in der Tat ein weicheres Ultraviolettverhalten als solche
punktformiger Teilchen [7, 8, 9].

Es gibt ernstzunehmende Versuche, die Gravitation als effektive Wech-
selwirkung renormierbarer Stringtheorien aufzufassen, da letztere im Nieder-
Energie-Limes die Einsteinschen Gleichungen der Allgemeinen Relativitéts-
theorie liefern [10, 11, 12, 13]. Wenngleich dieser Zugang sehr spekulativ und
durch direkte Experimente in absehbarer Zeit nicht iiberpriifbar ist, so be-
steht doch Interesse an den Aussagen einer solchen Theorie zu Fragen der
Quantengravitation.

Eine fundamentale Eigenschaft von Stringmodellen ist die konforme Inva-
rianz. Beispielsweise kann jede zweidimensionale konforme Quantenfeldtheo-
rie als Losung der Stringtheorie fiir eine bestimmte physikalische Situati-



on angesehen werden. So beschreibt das periodische geeichte SL(2,R)/U(1)-
Wess-Zumino-Novikov-Witten-Modell (WZNW-Modell) [14] die Bewegung
eines bosonischen geschlossenen Strings im Hintergrundfeld eines zweidimen-
sionalen Schwarzen Loches [15]. Die konform invariante Quantisierung dieses
Modells liefert dann Aussagen iiber das Verhalten der verschiedenen String-
zustédnde in der Metrik des Schwarzen Lochs.

Um eine nichtstorungstheoretische geometrische Interpretation der Quan-
tentheorie des geeichten SL(2,R)/U(1)-WZNW-Modells zu erhalten, sind in
der rein algebraischen Formulierung als Coset-Modell [16] und in der Lagran-
geschen Formulierung mit Hilfsfeldern [17, 18, 19, 20, 21| Zusatzannahmen
notig [22, 23, 24, 25, 26]. Um diese Annahmen zu iiberpriifen und ein besse-
res Verstdndnis der Geometrie konformer Feldtheorien zu bekommen, ist eine
Lagrangesche Formulierung des Modells ohne Hilfsfelder wiinschenswert.

In der vorliegenden Arbeit wird das klassische geeichte SL(2,R)/U(1)-
WZNW-Modell nach Eliminierung aller Hilfsfelder untersucht. Interessanter-
weise handelt es sich dabei, wie bei allen geeichten Wess-Zumino-Novikov-
Witten-Modellen, um eine integrable konforme Feldtheorie, deren exakte
Losung Grundlage fiir eine kanonische Quantisierung sein kann [27]. Hier
wird die vollstéandige klassische Losung des geeichten SL(2,R)/U(1)-WZNW-
Modells vorgestellt. Die darauf aufbauende Quantisierung dieser konformen
Feldtheorie verbleibt als Herausforderung.

Diese Arbeit ist wie folgt gegliedert. Im néchsten Abschnitt dieses Ka-
pitels wird das ndhere physikalische Umfeld genauer betrachtet, indem das
Zusammenspiel von konformer Feldtheorie, Strings und Schwarzen Léchern
verdeutlicht wird.

In Kapitel 2 wird zuerst Bekanntes iiber ungeeichte und geeichte Wess-
Zumino-Novikov-Witten-Modelle zusammengetragen. Fiir eine geometrische
Interpretation der geeichten Modelle mufl deren nichtdynamisches Eichfeld
eliminiert werden. Ein Schwerpunkt wird dabei auf die Eliminierung des Eich-
feldes in der klassischen Wirkung gelegt. Das fiihrt zu interessanten klassi-
schen Formulierungen der geeichten Wess-Zumino-Novikov-Witten-Modelle,
die so in der Literatur nicht zu finden sind. Es wird in allgemeiner Form ein
Lax-Paar fiir diese Modelle hergeleitet, um ihre Integrabilitit zu zeigen. Dann
werden diese Resultate auf das SL(2,R)/U(1)-WZNW-Modell spezialisiert.
Weiterhin wird die Eliminierung des Eichfeldes mittels expliziter Pfadinte-
gration untersucht, um einen Vergleich mit den Resultaten aus der Literatur
[23, 24, 25, 26], in der diese Pfadintegration mit Hilfe von Symmetrieargu-
menten durchgefithrt wurde, zu unternehmen. Die bei der direkten Pfadinte-



gration auftretenden Schwierigkeiten motivieren die Verwendung der in die-
ser Arbeit untersuchten klassischen Wirkung. Schliellich wird gezeigt, dafl
das geeichte SL(2,R)/U(1)-WZNW-Modell die Raum-Zeit-Geometrie eines
zweidimensionalen Schwarzen Loches besitzt [15].

Das Kapitel 3 widmet sich dem geeichten SL(2,R)/U(1)-WZNW-Modell
als Feldtheorie in einem unendlich ausgedehnten Minkowski-Raum. Es wer-
den die Bewegungsgleichungen und Erhaltungsgréfien des Modells [28, 29, 30]
angegeben. Dann wird eine nichtabelsche Toda-Theorie erwdhnt, die eine in-
tegrable Erweiterung des geeichten SL(2,R)/U(1)-WZNW-Modells ist und
deshalb in der Literatur studiert wurde [31, 32]. Als Resultat der vorlie-
genden Arbeit wird fiir das geeichte SL(2,R)/U(1)-WZNW-Modell selbst die
allgemeine Losung angegeben [27]. Durch die Vorgabe von Anfangswerten fiir
die physikalischen Felder des Modells werden die Parameterfunktionen der
allgemeinen Losung bestimmt und ihre Poissonklammern aus den Poisson-
klammern der physikalischen Felder berechnet. Es wird gezeigt, dafl es eine
kanonische Transformation der physikalischen Felder auf freie Felder gibt.
Am Schluf} des dritten Kapitels wird diese kanonische Transformation in ei-
ner Backlund-Transformation zusammengefaflt.

Fiir das Kapitel 4 wird im Gegensatz zum dritten Kapitel der rdumliche
Teil des Minkowski-Raumes als endlich und periodisch vorausgesetzt, um
die Grundlagen fiir eine spétere Stringinterpretation des Modells zu legen.
Dabei werden im wesentlichen nur die Unterschiede zum feldtheoretischen
Fall explizit diskutiert. Diese sind hauptséchlich in den hier auftretenden
Nullmoden und den geéinderten Randbedingungen der Felder begriindet. Der
Aufbau des vierten Kapitels orientiert sich an dem des dritten Kapitels.

Im fiinften Kapitel werden die Ergebnisse dieser Arbeit zusammengefaflt,
und es wird ein Ausblick auf mogliche zukiinftige Entwicklungen gegeben.

In den Anhéngen sind technische Details dargestellt. Im Anhang A sind
die Metrikkonventionen zu finden. Im Anhang B sind einige Gleichungen zu
konformen Transformationen zusammengestellt. Im Anhang C wird die Ei-
chung des Wess-Zumino-Terms untersucht. Im Anhang D wird eine Relation
zwischen den Determinanten zweier Differentialoperatoren, die sich nur um
einen ortsabhéngigen Faktor unterscheiden, hergeleitet. Der Anhang E ver-
steht sich als technische Ergdnzung zum Abschnitt 2.5, in dem die Eliminie-
rung des Eichfeldes im geeichten SL(2,R)/U(1)-WZNW-Modell mittels Pfad-
integration untersucht wird. Im Anhang G werden aus dem Energie-Impuls-
Tensor in Termen der (anti-) chiralen Parameterfunktionen der allgemeinen
Losung und einem plausiblen Ansatz mogliche Frei-Feld-Darstellungen herge-



leitet. Diese Schar von Darstellungen wird durch einige Parameter beschrie-
ben. Die Wahl dieser Parameter wird durch Zusatzbedingungen, die unter
anderem aus den Randbedingungen fiir die physikalischen Felder folgen, im
Anhang H eingeschrinkt. Der Anhang I stellt Poissonklammern des peri-
odischen geeichten SL(2,R)/U(1)-WZNW-Modells zusammen. Diese Poisson-
klammern zeigen eine gewisse Asymmetrie unter Vertauschungen der (anti-)
chiralen Funktionen, lassen aber eine einfache Frei-Feld-Darstellung zu. Im
Anhang J wird gezeigt, dal diese Asymmetrie um den Preis einer komplizier-
teren Frei-Feld-Darstellung der entsprechenden Poissonklammern vermieden
werden kann.

1.2 Konforme Feldtheorie, Strings und
Schwarze Loécher

Die Bewegung eines Strings in einem gekriitmmten Raum (Targetraum) mit
der Metrik G,,,, wird durch die Wirkung

Slz,~] = ! / /”YWGmn(x)ayxm&,x”\/—det”yd2§ (1.1)

4ol

beschrieben [7]. o/ ist eine zur Stringspannung umgekehrt proportionale Kon-
stante. Diese Wirkung besitzt neben der Invarianz gegeniiber Koordinaten-
transformationen

B af/u af/u K)\
~ ogr opr

§—= =0, (& —"(E) (£(€7) (1.2)

auch die Invarianz unter den konformen Transformationen

'VW(O - /\(f)%w@)‘ (1.3)

Die Quantentheorie des Strings kann mittels funktionaler Integration
durch das Zustandsintegral

Z = /D’nyeiS[‘”’W] (1.4)

definiert werden. Das Funktionalintegral {iber D~ ist dabei auch iiber ver-
schiedene Topologien, die in zwei Dimensionen durch das Geschlecht der



Flache bestimmt werden, zu erstrecken. Korrelationsfunktionen zwischen ver-
schiedenen Stringzustdnden lassen sich durch Einsetzen von Vertexoperato-
ren in das Zustandsintegral (1.4) gewinnen. Das Zustandsintegral kann jedoch
auch im Sinne einer zweidimensionalen Quantenfeldtheorie fiir die Felder x
und v betrachtet werden. Hier tritt die Targetraummetrik G, (x) als Kopp-
lung der Felder z™(§) auf. Um Renormierbarkeit und konforme Invarianz
dieser zweidimensionalen Theorie zu gewéhrleisten, ist es im allgemeinen er-
forderlich, weitere Terme in die Wirkung aufzunehmen. Insbesondere wird
bei dimensionaler Regularisierung die Weylinvarianz (1.3) gebrochen, so dafl
auch nichtweylinvariante Gréfien wie der Kriitmmungsskalar R (€) der Welt-
fliche berticksichtigt werden miissen. Die allgemeinste renormierbare Wir-
kung in zwei Dimensionen ist die der verallgemeinerten Sigma-Modelle

S[x,’}/] = 471_04/

/d2§ { [ — det YY" G () + e“”an(x)} d,xmOy" —
— %\/Tet’y (o’ RP®(z) + T(z)] } . (15)

Gegeniiber (1.1) neue Targetraum-Felder sind hier die antisymmetrische Kopp-
lung B,,,(x), Torsionspotential oder Axion genannt, das Dilaton ®(x) und
das Tachyonpotential T'(z). Zu jeder dieser Kopplungen gibt es einen mas-
selosen oder tachyonischen Stringzustand, so dafl diese Kopplungen in einer
Stringfeldtheorie als quantentheoretische Erwartungswerte der den String-
zustédnden zuzuordnenden Felder interpretiert werden konnen. Jeder Wahl
der Funktionen GG, B, ® und T entspricht somit eine klassische Hintergrund-
feldkonfiguration. Die Forderung nach Erhalt der Symmetrien (1.2) und (1.3)
auch bei Quantisierung fithrt zu Bedingungen an die Kopplungen G, B, ®
und T. Der Dilaton-Term R®® der Wirkung (1.5) ist klassisch selbst nicht
konform invariant, er ermoglicht aber die Aufhebung einer konformen An-
omalie nach der Quantisierung, so dafl die Quantentheorie konform invariant
ist. Der nichtstorungstheoretische Charakter des Dilatons bedarf aber noch
weiterer Klarung [15, 22, 23, 24, 25, 26].

Die Bedingungsgleichungen, die die konforme Invarianz der zu (1.5) ge-
horenden Quantentheorie sichern, lassen sich storungstheoretisch berechnen,
indem fiir die Kopplungen G, B, ® und T die Renormierungsgruppenfunk-
tionen 4%, BB, A% und AT Ordnung fiir Ordnung in o bestimmt werden. IThr
Verschwinden sichert die globale Skaleninvarianz der Theorie [10, 11, 12], und
eine detaillierte Analyse leitet aus ihnen Bedingungen fiir die Weyl-Invarianz



(= lokale Skaleninvarianz) ab [13]. Das ergibt in jeder Ordnung der Stérungs-
theorie Bewegungsgleichungen fiir die beteiligten Felder G, B, ® und T Sie
lauten in der Ordnung o (fiir 7' = 0) [10, 11, 12]

1
Bon = Ron— ZHmlenkl -~V V@4 0(a) =0

Be 1D—-2 1 , , 1, ,
P — )2 +2V2h — R+ —H -
o v asz T 1em (VO A2V - R4 S HT e+ 0(a) =0

Hierbei sind H,,,,x = Vi Buk + Vi B + Vi B,y die Feldstarke des Torsions-
potentials B,,,, und R,,, der Ricci-Tensor zur Metrik (,,,. Nach konformer
Reskalierung der Metrik G sind diese Gleichungen &dquivalent zu den Bewe-
gungsgleichungen eines gekoppelten Systems von Gravitation und Materie
[12].

Von nichtrotierenden Schwarzen Loéchern ohne elektrische Ladung spre-
chen wir, wenn z.B. in vier Raum-Zeit-Dimensionen die Metrik G,,,, durch
die 1916 von Schwarzschild gefundene sogenannte Schwarzschild-Metrik

dr?

ds?= —
ST 1 2M/r

r

+r2d0%(0, ¢) — (1 - %) dt? (1.7)

gegeben wird. Hier ist r die radiale Koordinate, die durch die Forderung
definiert ist, dal die Fliche r = const den Flicheninhalt A = 47r? hat. t ist
die Zeit, die ein unendlich entfernter Beobachter mifit und

dQ?(6, ¢) = d6* + sin? Od¢? (1.8)

das Raumwinkelelement, das durch die Winkelkoordinaten # und ¢ gegeben
ist. M ist ein zur Masse des Schwarzen Loches proportionaler Parameter.

Die Metrik (1.7) ist singulér bei » = 2M und r = 0. Die Singularitét bei
r = 2M ist aber eine Koordinatensingularitdt, erkennbar an dem nichtsin-
guldren Verhalten der Komponenten des Kriimmungstensors

2M
. R =R%,y =" (1.9)

M
0 ot t
R"’.4=R?%4=R"y =R"y =— 3 =

aus denen sich die Invarianten
n

min man MpN _ 2n+1 n+2
R™ 1m2n2R ? 2msns"'R i = (2 + (_2) ) r3n



berechnen. Tatséchlich &8t sie sich durch Einfithrung von Kruskalkoordina-
ten [33] beseitigen, die durch

t—r" t+r*
u-—exp(— 4]\/[)’ v—exp<4M), (1.11)

mit r* = r+2M In[(r/2M)—1] definiert sind. Das resultierende Linienelement
hat dann die Form

32M3

r

ds? =
s oM

exp < ) dudv + r*dQ*(0, ¢). (1.12)
Ein frei fallender Beobachter wird also bei » = 2M nichts Auflergewthnli-
ches feststellen. Dennoch hat dieser Ort eine physikalische Bedeutung. Fiir
r < 2M ist r zeitartig und ¢ raumartig. Das bedeutet, dafl es hier moglich
ist, sich in der Zeit vor- und riickwérts zu bewegen, aber unmoglich, den Fall
ins Zentrum des Schwarzen Loches aufzuhalten. Weil also nichts aus dem
Gebiet r < 2M nach auBlen (r > 2M) dringen kann, wird der Ort r = 2M
Ereignishorizont genannt. Die Singularitdt bei » = 0 ist hingegen eine phy-
sikalische Singularitét, fiir die die Invarianten des Kriimmungstensors (1.10)
divergieren.

Ein klassisches Objekt, das einmal hinter dem Ereignishorizont ist, kann
nicht wieder in das Aufere des Schwarzen Loches kommen. Ebenso gelangt
auch kein Licht nach auflen, das Schwarze Loch ist tatséchlich ,,schwarz*.

Dieses Bild dndert sich, wenn Quantenfelder im Hintergrund des Schwar-
zen Loches betrachtet werden [4]. Die Anwesenheit des Schwarzen Loches be-
wirkt, dal das Vakuum der einlaufenden Teilchen nicht mit dem Vakuum der
auslaufenden Teilchen iibereinstimmt [5]. Die Erzeugungs- und Vernichtungs-
operatoren der verschiedenen Vakua transformieren sich geméafl Bogoliubov-
Transformationen, so dafl einige Vernichtungsoperatoren des Eingangsvaku-
ums das Ausgangsvakuum nicht annihilieren. Durch das Schwarze Loch sind
also Teilchen entstanden. Das Schwarze Loch ist deshalb nicht vollig schwarz,
es emittiert Teilchen, deren Energiespektrum das eines Hohlraumstrahlers
mit der Temperatur (kp ist die Boltzmann-Konstante)

1
T =
87TI€BM

(1.13)

ist. Aufgrund von Vakuumfluktuationen sind stets virtuelle Teilchen-Anti-
teilchen-Paare vorhanden. Gelangt eines hiervon hinter den Ereignishorizont



und kann das andere geniigend Energie aus dem Gravitationsfeld gewinnen,
so wird es real und entkommt dem Schwarzen Loch. Wegen Energieerhaltung!
muf} das Gravitationsfeld dabei geschwéicht werden. Die Masse des Schwarzen
Loches nimmt also ab. Bei weiterer Energieabgabe steigt geméafi (1.13) die
Temperatur, was typisch fiir selbstgravitierende Systeme ist [34].

Das in dieser Arbeit untersuchte geeichte SL(2,R)/U(1)-WZNW-Modell
hat in zwei Raum-Zeit-Dimensionen die Struktur eines Schwarzen Loches.
Als konforme Feldtheorie kann es die Bewegung eines Strings in dem Hinter-
grund dieses Schwarzen Loches beschreiben. Wir werden im folgenden aber
nicht vordergriindig den Stringaspekt behandeln, sondern die konforme Feld-
theorie exakt 16sen, ohne die einschrénkenden Virasoro-Nebenbedingungen
zu benutzen [35]. Klassisch sichern diese Nebenbedingungen, daf8 die Lésun-
gen der konformen Feldtheorie auch die Weltflache der Strings minimieren.
Fiir eine Stringinterpretation miissen deshalb diese Nebenbedingungen nach
durchgefiithrter Quantisierung der konformen Feldtheorie als Bedingungen an
die Quantenzusténde beriicksichtigt werden.

In der Allgemeinen Relativititstheorie gibt es im allgemeinen keinen Energieerhal-
tungssatz wegen der fehlenden Homogenitdt der Zeit in gekriimmten Riumen. In Ein-
zelfillen ist die Raum—Zeit jedoch so symmetrisch, dal Erhaltungssitze formuliert werden
konnen. Die Schwarzschild-Metrik ist asymptotisch flach, deshalb kénnen sinnvoll Impuls,
Schwerpunkt, Drehimpuls und Energie des Schwarzen Loches definiert werden.



Kapitel 2

Wess-Zumino-Novikov-Witten-
Modelle

2.1 Die ungeeichten Wess-Zumino-Novikov-
Witten-Modelle

Wess-Zumino-Novikov-Witten-Modelle [36, 37, 38] (im weiteren kurz
WZNW-Modelle genannt) sind Sigma-Modelle

k

Swznwlg] = 3 /VWtr (970,997 '0,9) V=7d*¢ + klwz[g] (2.1)

M
mit dem zusétzlichen topologischen Wess-Zumino-Term

1
Lyy = — / tr (g’ldg A g tdg A g’ldg) . (2.2)
127
B
9B=M

Das Feld g(o,7) nimmt Werte aus einer Gruppe G an. Die Wirkung (2.1)
ist fiir kompakte Gruppen G und k < 0 positiv definit. Das Vorzeichen von
k ist so gewdhlt worden, dal in dem spéter zu untersuchenden geeichten
SL(2,R)/U(1)-WZNW-Modell die Wirkung fiir & > 0 positiv definit wird.
Fiir Gruppen G, die sowohl kompakte als auch nichtkompakte Untergrup-
pen enthalten, ist diese Wirkung fiir jede Wahl von k indefinit. Zum Wess-
Zumino-Term (2.2) ist noch anzumerken, dafl er bei Verwendung einer Welt-
flichenmetrik -y, mit euklidischer Signatur (4++) noch einen Faktor i hétte.
Hier wird jedoch eine Metrik mit Minkowski-Signatur (4+—) vorausgesetzt.

10
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Die Wirkung (2.1) ist invariant unter Rechts- und Linksmultiplikationen
mit Gruppenelementen

Swzxwlg] = Swznwla ™ gb], a,beq, a,b = const. (2.3)
Die infinitesimale Variante dieser Symmetrie lautet
0g =T"gel + g1y, (2.4)

wobei T die Generatoren der Lie-Algebra von G und e sowie e} die infini-
tesimalen Parameter der Symmetrie sind. Mit dem Noether-Verfahren lassen
sich daraus die erhaltenen Strome

a,v k a — "na 6/“’

JUU = Etr (T .99 1) (7’ + \/__7> ,

L — ﬁtr (Tag—la g) VIW o e (2 5)
R A7 © /_,.)/ '

ableiten. In Lichtkegelkoordinaten z = 7 4+ o, Z = 7 — ¢ vereinfachen sich
diese Ausdriicke zu!

k k
JI(f,z = %tr (Taazggil) ) Jﬁ75 = %tr (Tagflagg) . (26)

Da der Energie-Impuls-Tensor der WZNW-Modelle (2.1)

T = L (glﬁugglaug - l“y,wgl&.gggla“g) (2.7)
47 2

spurlos ist, liegt konforme Invarianz vor, eine fiir die Stringtheorie auch quan-

tentheoretisch fundamentale Eigenschaft. Deshalb stellt jedes dieser Model-

le mit der zentralen Ladung 26 gleichermafien eine konsistente Losung der

Stringtheorie dar. Mit der Normierung der Generatoren der Lie-Algebra von

G

+1 fir a = b, T* Generator einer
1 nichtkompakten Untergruppe,
tr (TaTb) = 577‘1", n=<{ —1 fir a = b, T Generator einer

kompakten Untergruppe,
0

(2.8)

!Die verwendeten Metrikkonventionen sind im Anhang A zu finden.
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erhalten wir in Lichtkegelkoordinaten die Sugawara-Darstellung [39] des
Energie-Impuls-Tensors

B 2T 2T

TZZ -
k k

Wir wissen, dafl ungeeichte WZNW-Modelle integrabel sind. Um die In-
tegrabilitidt geeichter WZNW-Modelle nachzuweisen, ist es zweckméafig, die
Eichung der WZNW-Modelle im néchsten Abschnitt vollig allgemein zu be-
handeln.

Jff,zJﬁ,zn“b, T = Jﬁ,zu’ﬁ,g??“b- (2.9)

2.2 Die geeichten Wess-Zumino-Novikov-
Witten-Modelle

Um eine Untergruppe H der Gruppe G zu eichen, mufl H geeignet in die Sym-
metriegruppe G, X Gr der Rechts- und Linksmultiplikationen mit Gruppen-
elementen (2.3) eingebettet werden. Diese Einbettung realisieren wir durch
die Homomorphismen L und R

L:H — G, hw~— L(h),
R:H — Ggr, h~— R(h). (2.10)

Die Eichtransformationen der WZNW-Felder g(o, 7) (2.3) lauten also
g — L(h"YgR(h), heH. (2.11)

Die homomorphen Abbildungen L und R erzeugen lineare Abbildungen L’
und R’ der entsprechenden Lie-Algebren

L' :Lie(H) — Lie(G), T+ L(T)= %L (exp(Tt))

)

t=0

R':Lie(H) — Lie(G), T — R(T)= gR (exp(Tt))

= L (2.12)

t=0

T ist hier ein beliebiges Element der Lie-Algebra von H. Die infinitesimale
Form der Transformation (2.11) wird dann

dg = gR'(0h) — L'(0h)g. (2.13)
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Die geeichten WZNW-Modelle sind dadurch ausgezeichnet, daf sie nicht nur
global fiir konstantes dh, sondern lokal fiir beliebiges raumlich und zeitlich
verénderliches dh(o, 7) invariant gegeniiber dieser Transformation sind. Um
das zu gewdhrleisten, muf} ein Eichfeld A, eingefiihrt werden mit dem Trans-
formationsverhalten

A, — WAL — KON (2.14)

bzw. infinitesimal

§A, = A,Sh— 6hA, — 9,6, (2.15)

Der vom Sigma-Modell stammende erste Term der WZNW-Wirkung (2.1)
wird eichinvariant durch die iibliche Ersetzung der partiellen Ableitung durch
die eichkovariante Ableitung

0,9 — D,g=0,9—L(A)g+ gR(A,). (2.16)

Zur Definition der eichkovarianten Ableitung ist zu bemerken, daf§ sie vom
Transformationsverhalten des abgeleiteten Feldes abhéngt. Das heifit insbe-
sondere fiir g~* und ¢~ D, g, die sich gemiB

g ' —= RNy 'L(h), ¢ 'D.g— R(h™Yg 'D,gR(h) (2.17)
transformieren, daf ihre kovarianten Ableitungen durch

D,g' = 0,97 —R(A)g ' +9'L'(A), (2.18)
D, (g97'Dy,g) 9. (97'Dyg) — R'(A,) (97" Dyg) + (97" Dug) R'(A,)

definiert sind.

Die Eichung des Wess-Zumino-Terms ist aufwendiger und wird im An-
hang C beschrieben. Sie 148t sich nur unter der Bedingung der Anomaliefrei-
heit (C.8)

tr(l/’® L' —R®R)=0 (2.19)

durchfiihren. Es gibt mehrere sich teilweise iiberlappende Moglichkeiten [17,
18, 19, 20, 21}, diese Bedingung zu erfiillen. Die wichtigsten seien hier er-
wahnt:

e Die Vektoreichung: fiir sie stimmen die linke Einbettung L und die
rechte Einbettung R der Gruppe H in die Gruppe G iiberein

L(h) = R(h). (2.20)
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Dann folgt fiir die Abbildungen L’ und R’
U'=R, (2.21)
so dafl die Bedingung (2.19) offenbar erfiillt ist.

Die axiale Fichung: hierbei werden im Falle einer abelschen Eichgruppe
H die Gruppenelemente der linken Einbettung L invers zu den Elemen-
ten der rechten Einbettung R gewé&hlt

L(h) = R(h™1). (2.22)

Fiir die Abbildungen L’ und R’ folgt daraus
L'=-R, (2.23)
so da die Bedingung der Anomaliefreiheit (2.19) ebenfalls erfiillt ist.

Die nilpotenten Einbettungen: Diese Eichmoglichkeit hat eine beson-
dere Bedeutung fiir Toda-Theorien, die durch Reduktion aus WZNW-
Modellen gewonnen werden koénnen [40, 41]. Hier gilt

I'oL =0, R®R =0. (2.24)

In speziellen Situationen koénnen diese Eichungen auch die Bedingung
der Vektoreichung (2.20) oder die der axialen Eichung (2.22) erfiillen.
Im allgemeinen 148t (2.24) aber Eichungen zu, bei denen L und R vollig
unabhéngig voneinander gewéhlt werden konnen.

Bei dem spéter behandelten geeichten SL(2,R)/U(1)-WZNW-Modell werden

wir die axiale Eichung verwenden.

Ersetzen wir in (2.1) die partiellen Ableitungen durch die eichkovarian-
ten (2.16), (2.18) und eichen den Wess-Zumino-Term gemé Anhang C, so
erhalten wir schliefllich die Wirkung der geeichten G/H-WZNW-Modelle

k
SwzNw geeicit |9, A] = Swanwl[g] +E / V= d%E x
M

x[(WV+ v )tr (R'(A,)g™'0,9) — (W_

nz

e

= ) tr (L’(A,L)aygg_l) —

- (7 - ) tr (L(A)0R (A)g™") +47tr (R(A)R(A) ] (225)

V=
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Das asymmetrische Auftreten von L und R im letzten Term ist wegen der
Bedingung (2.19) nur scheinbar.
In Lichtkegelkoordinaten vereinfacht sich diese Wirkung zu

k
SwzNW geeicht[9, A] = Swznwl(g] + o / dzdz x
M

X [tr (R'(A)g '0:g) — tr (L'(A2)0.997") —
—tr (R/(A.)g7 L/ (A:)g) + tr (R(A) R (42)) |.
(2.26)

Im folgenden werden wir finden, dafl jedes dieser geeichten G/ H-WZNW-
Modelle integrabel ist.

2.3 Die Integrabilitit der geeichten Wess-
Zumino-Novikov-Witten-Modelle

Wir werden in diesem Abschnitt sehen, daB fiir jedes beliebige geeichte G/ H-
WZNW-Modell ein Paar linearer Differentialoperatoren existiert, das Lax-
Paar, dessen Operatoren genau dann miteinander vertauschbar sind, wenn
die nichtlinearen Bewegungsgleichungen dieser Modelle erfiillt sind. Da die
Existenz eines Lax-Paares Integrabilitdat der zugehorigen nichtlinearen Diffe-
rentialgleichungen bedeutet, wird damit gezeigt, daf} alle geeichten WZNW-
Modelle integrabel sind. Diese Erkenntnis ist in dieser Allgemeinheit neu,
denn eine Lax-Paar-Darstellung existierte bisher nur fiir nilpotent geeichte
WZNW-Modelle [31, 32], denen Toda-Theorien entsprechen.

Wir leiten zunéchst die Bewegungsgleichungen der Wirkung (2.26) her
und zeigen, dafl deren Form direkt auf das Lax-Paar fiithrt. Das Eichfeld
A, nimmt Werte in der Lie-Algebra der Eichgruppe H an und kann daher
folgendermaflen in Komponenten zerlegt werden

A, = A“H®, A, = A“H" (2.27)

Hier sind H® die Generatoren der Eichgruppe H. Diese Generatoren werden
durch die Abbildungen R’ und L’ (2.12) auf Elemente der Lie-Algebra Lie(G)
abgebildet

R(H® =R, L'(H%) =L R L"€ LieG). (2.28)
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Die Wirkung (2.26) 148t sich dann in der Form

k
SWIZNW geeicht [0, 4] = Swznwlg] + o / dzdz x

M
X [tr (R*g~0:9) AL — tr (Lbf)zgg_l) Ab
+tr (RUR — Reg ™' 1) A2 AL
(2.29)

schreiben. Wir definieren

Jb=tr (Lbazgg’l) L JO=tr (R“g’lagg) , My, = tr (R“Rb — R“g’lng)
(2.30)
und erhalten die Bewegungsgleichungen fiir das Eichfeld A, aus dem Ver-
schwinden der variierten Wirkung (2.29)

(5ASWZNW,geeicht [ga A] =

- % / dzdz [(J*+ MapAZ) 6AL + (=J° + AZMy) 6AZ] (2.31)
M

zZu
J*+ My AL =0, —J°+ A®M,, = 0. (2.32)

Da das Eichfeld nicht dynamisch ist (d.h. ohne Ableitungen in die Wirkung
eingeht), lassen sich diese Gleichungen rein algebraisch nach ihm auflésen

Al =M = (MY, A= M = — (M) (2.33)

Wir setzen diese Losung in die Wirkung (2.29) ein und erhalten die vom
Eichfeld unabhéngige Wirkung

k _
SWZNW,geeicht [g] = SWZNW [g] + % /dz dz JM_IJ. (234)

M

Es 148t sich direkt nachpriifen, dafl sich das durch das Feld g ausgedriickte
Eichfeld A, (2.33) bei den Eichtransformationen (2.11) tatséchlich wie in
(2.14) angegeben transformiert. Deshalb ist wie (2.29) auch die Wirkung
(2.34) eichinvariant. Das Prinzip der extremalen Wirkung stellt sicher, daf
sich die Bewegungsgleichungen fiir g bei der Eliminierung des Eichfeldes nicht
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dndern. Deshalb konnen wir diese bestimmen, wenn wir in der Wirkung (2.26)
das Feld g unabhéngig vom Feld A, variieren

0, SWZNW geelcht 97 H

- /dz dz tr[( g '0:9) — [R'(A.), g '0:9] + R'(9:A.) +
+ [97'0.9,97 L' (Az)g] — g7 'L (9.Az)g +

F IR g7 (A2)g) )] (2.35)

Die Variation 6,Swznw geeicht [9; A[g]] soll fiir jede Variation dg verschwinden.
Mit den Definitionen

B=R(A,), B=g'L(A)g (2.36)
erhalten wir deshalb aus (2.35) die Bewegungsgleichung
0. (97'0:9) — [B.g '0:9] — 0.B+ 0:B + B, B] = 0. (2.37)

Ihr Transformationsverhalten unter der Eichtransformation (2.11) 148t sich
am besten erkennen, wenn wir sie durch eichkovariante Ableitungen (2.18)
ausdriicken

D, (glegg) — R(F.,;) =0. (2.38)

Hierbei ist
F.=0,A —0,A,—[A, A (2.39)
die zum Eichfeld A, gehorende Feldstérke, die sich in bekannter Weise eich-

transformiert

F, — h'E,h. (2.40)
Aus der Bewegungsgleichung (2.38) wird bei der Eichtransformation (2.11)
R(h™") (D, (97" Dzg) — R'(F.z)) R(h) = 0. (2.41)

Das hat eine interessante Konsequenz: parametrisieren wir ndmlich die Grup-
penelemente g analog zu einer Gauflschen Zerlegung

g(z®,y") = L(h(y*)) "go(z*)R(R(y*)), a=1,...,dimG —dimH,
a=1,...,dim H,
(2.42)
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wobei gg(z®) eine Teilmenge der Gruppe G beschreibt und y* Parameter der
Gruppe H sind, dann erhalten wir aus (2.41) die Bewegungsgleichungen fiir
die Felder x*, y*

R(h(y")™" (D= (g9o(z*) " Dzgo(2)) — R'(F.z[go(2%)])) R(h(y")) = 0.

(2.43)
Das sind in Wirklichkeit aber nur Bewegungsgleichungen fiir 2. Das ist nicht
verwunderlich, da mit der Gaufischen Zerlegung (2.42) die Wirkung (2.34)
wegen der Eichinvarianz gar nicht von den Feldern y* abhéngt. Anderer-
seits ist die Bewegungsgleichung (2.38) eine Gleichung zwischen Elementen
der Lie-Algebra von G. In Komponenten ausgeschrieben sind es dim G Glei-
chungen fiir dim G — dim H Felder. Diese scheinbare Uberbestimmtheit des
Gleichungssystems erklért sich ebenfalls aus der Eichinvarianz der Wirkung
(2.34). Unter den Variationen (2.35) befinden sich namlich auch die reinen
Eichvariationen (2.13). Setzen wir diese in die Gleichung (2.35) ein und be-
achten, dal wegen der Eichinvarianz die Variation der Wirkung verschwindet,
erhalten wir die dim A Identitéten

e (D (57" Dg) = R(F) (R =g L%)) =0. (240

Diese Identitdten zeigen, dafl von den dim G Komponenten der Bewegungs-
gleichung (2.38) nur dim G — dim H linear unabhéngig sind, was genau der
Anzahl der Felder z¢ entspricht.

Wir kommen jetzt leicht zum gesuchten Lax-Paar, denn die Bewegungs-
gleichung (2.37) kann wie folgt geschrieben werden

[5’2 — B,g_lagg} + [az - B,ag — B:| = [82 — B,ag + g_lagg — B] =0.
(2.45)
Nun besitzt aber ein Differentialgleichungssystem erster Ordnung

(0. —B)V =0, (0:+g '0:9—B)¥ =0 (2.46)

nur dann eine nichttriviale Losung ¥, wenn die beiden Differentialoperatoren
0, — B und 0; + ¢~ '0:g — B miteinander vertauschbar sind. Das heifit fiir
uns, dafl das Losen der Bewegungsgleichungen des geeichten WZNW-Modells
(2.37) dquivalent zum Losen des linearen Gleichungssystems (2.46) ist. Das
lineare Gleichungssystem (2.46) ist folglich ein Lax-Paar fiir das geeichte
G/H-WZNW-Modell.

Wir haben also mit dem Auffinden eines Lax-Paares gezeigt, dafl alle ge-
eichten WZNW-Modelle integrabel sind. Das trifft dann insbesondere auch
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fiir das in dieser Arbeit untersuchte geeichte SL(2,R)/U(1)-WZNW-Modell
zu, dessen Integrabilitdt bisher nur durch seine Einbettung in eine nichtabel-
sche Toda-Theorie [31, 32] bzw. wegen seiner gegeniiber anderen konformen
Feldtheorien zusétzlichen Erhaltungsgrofien erwartet wurde [15, 28, 29, 30].
Der hier angegebene Integrabilitdtsbeweis ist eine wichtige Voraussetzung fiir
den in der Einfithrung genannten Weg, die kanonische Quantisierung des ge-
eichten SL(2,R)/U(1)-WZNW-Modells iiber die exakte analytische Losung
des Modells zu erreichen.

2.4 Das geeichte SL(2,R)/U(1)-Wess-
Zumino-Novikov-Witten-Modell
nach Eliminierung des Eichfeldes
durch seine Bewegungsgleichungen

Wir wollen im weiteren ausschlielich das SL(2,R)/U(1)-WZNW-Modell un-
tersuchen, das uns insbesondere als ein integrables Modell Schwarzer Lécher
interessiert [15]. Dazu miissen wir zunéchst seine effektive Wirkung, die
das U(1)-Eichfeld nicht mehr enthilt, herleiten. Aus Griinden, die erst im
néichsten Abschnitt deutlich werden, beschrinken wir uns hierbei auf das im
Abschnitt 2.3 beschriebene rein klassische Verfahren. Anschlieend geben wir
explizit das dazugehorige Laxpaar (2.46) an.

Wir parametrisieren die Gruppe SL(2,R) gem#f der allgemeinen Vor-
schrift (2.42) durch

g = g(rt o) =exp (200 — 1)I/2) exp(rJ) exp (200 + 1)1 /2)
B coshr cos2a + sinh rcost  coshrsin 2a + sinh rsin ¢
o —coshrsin 2« + sinhrsint  coshr cos2a — sinh rcost /)’

0<r<oo, 0<t<2m, O0<a<m. (2.47)

Hierbei sind I und J die Matrizen

1:(_?(1)), J:(é_(l)). (2.48)

Es wird die Untergruppe U(1) mit den Gruppenelementen

h(a) =exp (i), a€R, (2.49)
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geeicht. Die Homomorphismen L und R (2.10) sind jetzt gegeben durch

L,R:H — G, h=exp(ia) — L(h) =exp(—al),R(h) =exp (al).
(2.50)
Sie sind isomorph. Ein Vergleich mit (2.22) zeigt, dal wir es mit der axialen
Eichung zu tun haben. Die Gruppe H hat als Generator

Oh(«)

H' = o | " i, (2.51)
der durch die Abbildungen —L' = R’ auf das Lie-Algebra-Element
~L'=-I'(HY)Y=R'=R(H"Y)=1 (2.52)
abgebildet wird. Die Grofien J¢, J* und My, (2.30) werden
J' = 2sinh?r 0.t + 4 cosh?r 0.a, J' = 2sinh?r 05t — 4 cosh®r dsa,
My, = —4cosh’r . (2.53)

Fiir die Wirkung des ungeeichten WZNW-Modells (2.1) ergibt sich jetzt

Swznw(r, t,a] = % /dz dz (9,r0sr 4 sinh®r 0,0t — (2.54)
M

—4 cosh®r 0,a0:;a + 2sinh®r (0,a0st — 0,td:a))

und daraus die (2.29) entsprechende Wirkung des geeichten SL(2,R)/U(1)-
WZNW-Modells

k
SWZNW geeicht [T, T, o, A] = o /dz dz (@r@zr + tanh?r 0,t0:t —  (2.55)
M

1 1
—4 cosh?r (Ai + 0, + ) tanh?r (9zt) (Ai + Oz — 5 tanh?r azt) ) )

Wir sehen sofort, daf§ das Eichfeld nicht dynamisch ist. Seine Bewegungsglei-
chungen

1 1
Al = —0.a — 5 tanh®r 0,t, Al = —0.a+ 3 tanh?r O-t (2.56)

sind algebraisch, und sie implizieren zusammen mit den Bewegungsgleichun-
gen der restlichen Felder, dafl die Feldstérke verschwindet [28, 29, 30]

FL=0,Al — 9.4l =0. (2.57)
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Eliminieren wir schliellich das Eichfeld mit Hilfe dieser algebraischen Bewe-
gungsgleichungen, so erhalten wir die der allgemeinen Form (2.34) entspre-
chende rein klassische Wirkung des geeichten SL(2,R)/U(1)-WZNW-Modells

k
SWZNW geeicht [T, ] = o /dz dz (@7"827" + tanh?r 82158215) ) (2.58)
M

Wir wissen bereits, dal dieses Modell integrabel ist. Sein Lax-Paar erhal-
ten wir aus der allgemeinen Darstellung (2.46). Wir werden es im folgenden
konkret angeben.

Die Parametrisierung der Gruppe (2.47) ist so gewéhlt worden, daf sie
die Form (2.42) hat, wobei

ot=r, 2=t y'=a (2.59)

Wie der Gleichung (2.43) zu entnehmen ist, hat « keine Dynamik, und es kann
durch eine Eichtransformation zum Verschwinden gebracht werden. Dement-
sprechend héngt auch die Wirkung (2.58) nicht von a ab, und wir wéhlen
im weiteren stets a = 0, wodurch wir gleichzeitig auch die Eichinvarianz des
Modells fixiert haben.

Unter Benutzung der Gleichungen (2.47), (2.52) und (2.56) lassen sich B
und B aus den Definitionen (2.36) bestimmen

1
B = —5 tanh?r 0.t I

B—g¢g'0:g = %tanh%’ Ozt I + (tanhrsint 05t — cost dsr) J +

+ (tanh r cost O;t + sint 9;r) I.J. (2.60)
Definieren wir weiter
C=B, C=DB-g'0yg (2.61)

und schreiben C' und C' in Komponenten beziiglich der Basis {T" = I, T? =
J, T% = IJ} der Lie-Algebra der Gruppe SL(2,R)

c=0c7T" C=0CT" (a=1,273), (2.62)
so erhalten wir
1 = 1
C, = ~3 tanh®r 0,t, Co=C3=0, Ch= 3 tanh®r 0;t, (2.63)

_ 1 ~ 1
Cy=— o Os (sinhrcost), C5= o 0 (sinhrsint).
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Dann ist geméf (2.46) und (2.61) das Lax-Paar durch die Operatoren

9,—C und 9;-C (2.64)
gegeben. Wir wollen nun nachpriifen, dafl die sich aus

0. —C,0: = C] =—(0.C —8:C—[C,C]) =0 (2.65)

ergebenden Gleichungen tatséchlich dquivalent zu den Bewegungsgleichungen
fiir  und ¢ sind. Dazu schreiben wir Gleichung (2.65) in Komponenten auf

626_’1 - 6201 + 2(0263 - 0362) - 0, (266)
0.Cy — 0:Cy + 2(C1C5 — C3C,) = 0, (2.67)
3Z63 - (9203 - 2(01@2 - Cgél) - 0 (268)
Wegen Cy = C5 = 0 vereinfachen sich diese Gleichungen zu
0,C1 — 0;0; = 0, (2.69)
0,Cy +20,C3 = 0, (2.70)
0,C3 —2C,Cy = 0. (2.71)

Die erste dieser Gleichungen ist bis auf einen Faktor identisch mit der Bewe-
gungsgleichung

0, (tanh2r 6215) + 05 (tanhQT (9Zt) =0. (2.72)

Definieren wir

Dy =—-Cy+iCy = 0z (sinhreiit) , (2.73)

cosnr

dann lassen sich die Gleichungen (2.70) und (2.71) zusammenfassen zu
0,Dy +2iC, Dy =0, (2.74)

oder ausgeschrieben gilt

1 : i . 1 . ,
0: (Coshﬁz (sinhre* t)) +itanh?r 9,6 ——0; (sinhre*™) = 0. (2.75)

coshr

Das fiihrt auf die Gleichungen

i inh t0; t
e (0.0 — Smi;@ztagt +itanhr | 0,05t + 0. .8,37“ + 9:r0; =0,
cosh’r sinh r cosh r
(2.76)
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die dquivalent sind mit den Bewegungsgleichungen der Wirkung (2.58) fiir r
und ¢

- 7 7
0.0 — 0 9404 =0, 0,04+ O-tdor + 0.r0:t

0. 2.77
cosh’r sinh r cosh r ( )

Die letztere dieser Gleichungen ist auch dquivalent zur Gleichung (2.72). Wir
wissen bereits, dafi nur zwei der Gleichungen (2.69), (2.70) und (2.71) wegen
der U(1)-Eichinvarianz unabhéngig voneinander sind (vgl. die Diskussion der
Gleichungen (2.43)). Damit haben wir auch im konkreten Falle die Integra-
bilitdt des geeichten SL(2,R)/U(1)-WZNW-Modelles nachgewiesen.

Die Wirkung (2.58) wird, wie bereits angedeutet, allen weiteren Rechnun-
gen zugrunde liegen. Sie wurde zuerst von den Autoren der Ref. [28, 29, 30]
abgeleitet. In der Literatur wurde bisher die Eliminierung des Eichfeldes mit-
tels Pfadintegration bevorzugt. Wir werden im néchsten Abschnitt sehen, daf3
dabei bisher ungeloste Probleme auftreten, die uns motivieren werden, in die-
ser Arbeit den gerade beschriebenen rein klassischen Weg zu beschreiten.

2.5 Bemerkungen zur Eliminierung des Eich-
feldes mittels Pfadintegration

In der Literatur [17, 18, 19, 20, 21] definiert tiblicherweise die Wirkung (2.55)
mit dem Eichfeld A,, A; das geeichte SL(2,R)/U(1)-WZNW-Modell. Damit
1aBt sich auf einfache Weise eine Verbindung zu den rein algebraisch be-
schriebenen konformen Coset-Modellen [16] herstellen. Bei letzteren wird aus
der Stromalgebra eines WZNW-Modells eine geeignete Teilmenge derart aus-
gewihlt, dafl die fiir die konformen Eigenschaften der Feldtheorie notwendig
vorhandene Virasoro-Algebra konstruiert werden kann. In der Wirkung (2.55)
fungiert das Eichfeld als Lagrangemultiplikator fiir die Nebenbedingungen,
die gerade diese Einschrankung der Stromalgebra bewirken.

Fiir eine mogliche stringtheoretische Interpretation dieser konformen
Feldtheorie ist es aber erforderlich, das als Hilfsfeld agierende Eichfeld aus
der Wirkung zu eliminieren. Wir hatten bereits gesehen, daf§ die Wirkungen
der geeichten WZNW-Modelle mit oder ohne Eichfeld klassisch zueinander
aquivalent sind. Quantentheoretisch kénnte aber die Reihenfolge der Schrit-
te Quantisierung und Eliminierung des Eichfeldes durchaus von Belang sein.
Deshalb wollen wir hier Versuche diskutieren, das Eichfeld nach seiner Quan-
tisierung zu eliminieren. Das geschieht iiblicherweise durch Pfadintegration
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im Zustandsintegral

7 = /DTDtDaDA\/’Det(:S)GO exp (—SwzNw geeicht [T T, @, A]) 0[a]. (2.78)

Da die folgenden Rechnungen im Unterschied zu allen anderen Betrachtungen
dieser Arbeit oft nur heuristischen Charakter haben, wird der iiberwiegen-
de Teil der Untersuchungen im Anhang E dargestellt. Hier werden wir nur
die fiir das bessere Verstdndnis der Gesamtsituation wichtigen Teilaussagen
anfiithren. Sie verstérken unsere Motivation, die vollstdndige Losung der klas-
sischen Theorie zu suchen.

Um gewisse Faktoren i zu vermeiden, werden wir in diesem Abschnitt der
Weltflichenmetrik die Signatur (++) geben. Swznw geeicht [T £, @, A] ist jetzt
die Wirkung des geeichten SL(2,R)/U(1)-Modells mit Eichfeld (2.55). Die
Eichinvarianz wurde in (2.78) bereits durch die Bedingung

a=0 (2.79)

fixiert. Die Fadeev-Popov-Determinante dieser Eichbedingung ist Eins, so
daB keine Geistfelder eingefiihrt zu werden brauchen. Det® Gy bezeichnet
die Funktionaldeterminante der Targetraummetrik des ungeeichten WZNW-
Modells (2.54)

1 0 0
Gomn|r,t,a] = | 0 sinh®r 0 ) (2.80)
0 0 —4 cosh®r

dessen Felder r, ¢t und « hierbei gerade die Koordinaten einer dreidimensio-
nalen Raum-Zeit sind. Ein hochgestellter Index (n) am Symbol Det™ soll
verdeutlichen, daf} es die Funktionaldeterminante eines n x n-matrixféormigen
Operators ist.

Dank des eichfixierenden ¢-Funktionals 148t sich die a-Integration in (2.78)
sofort ausfiihren

Z = /,DTDt,DA\ / ’Det(g) GO €xXp (_SWZNW,geeicht [7'7 t, 07 A])
k
= /DTDtDA\/ ‘Det(S)Go‘GXP (_SWZNW,geeicht[Tv t]"‘_/ﬁd?f X
T

M
1 1
x cosh?r ~H (Au ~3 tanh?r eu"aﬂt) (A,, ~3 tanh?r e,,’\(%\t) )
(2.81)
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Wir konnen hier das neue Feld

A=A

1
p g tanh?r €, Ot

einfiihren, was keine Jakobi-Determinante erfordert

7 = / DrDtDA, | )Det(?’)Go exp (—SWZNw,geeicht[T )+

k
+ / V/d*€ cosh’r VWA,LAV). (2.82)

M

Zur Ausintegration des Eichfeldes haben wir somit das Funktionalintegral

I[y,r] = /DA@/’Det(:S)GO exp %/ﬁd%cosh%’ yALA, (2.83)
M

zu betrachten. Dieses Integral ist offenbar nur fiir negative k£ sinnvoll defi-
niert. Deshalb werden wir fiir die A-Integration annehmen, dafl k negativ ist.
Nach der Integration lassen wir diese Einschriankung wieder fallen und setzen
das Ergebnis analytisch in den Bereich positiver k fort.2 Diese Funktionalin-
tegration ist aber das eigentliche und immer noch nicht verstandene Problem
bei der Definition einer effektiven Wirkung fiir das geeichte SL(2,R)/U(1)-
WZNW-Modell.

Wir werden im folgenden einmal iiber das Eichfeld direkt integrieren und
ein anderes Mal das Eichfeld erst auf zwei skalare Felder transformieren, iiber
die dann integriert wird.

Direkte Integration tiber das Fichfeld: sie fithrt einfach auf ein Gaufisches
Integral

™

—1
/DA P E / ﬁd2£ COSh2T /YIWA/LAV == Det(l) (EQ COSh27" (g))
T
M

(2.84)

2Ein &hnliches Verhalten zeigen GauBsche Pfadintegrale, wenn die Weltflichenmetrik
die Signatur (+, —) hat. Dann steht vor der Wirkung ein zusétzlicher Faktor —i, und die
GauBschen Integrale sind fiir jedes Vorzeichen des Exponenten definierbar. Es zeigt sich,
dal der Wert des Integrals fiir ein bestimmtes Vorzeichen durch analytische Fortsetzung
aus dem Integral fiir das andere Vorzeichen erhalten werden kann.
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Tatséchlich wurde iiber zwei Felder A; und A, integriert, weshalb der Ex-
ponent der Determinante —% = —1 ist. Durch Zusammenfassen der Deter-
minanten von (2.84) und (2.83) unter Vernachlédssigung einiger physikalisch
irrelevanter Normierungskonstanten erhalten wir schlieflich

Z = /DrDt ’Det@) [G]] exp (—SwzNw geeicht [T, t]) - (2.85)

Hier ist Swznw geeicht [T, t] identisch zur Wirkung (2.58), und

1 0
Gl (1, 1) = ( 0 tanlls ) (2.86)

ist die zugehorige Targetraummetrik. Dieser Zugang scheint also vollig dqui-
valent zu dem zu sein, das Eichfeld in der klassischen Wirkung mittels seiner
Bewegungsgleichungen zu eliminieren. Die konforme Invarianz der klassischen
Wirkung Swznw geeicht [ t] (2.58) wird im allgemeinen durch quantentheore-
tische Anomalien gebrochen. Die Bedingungen fiir konforme Anomaliefreiheit
konnen im allgemeinen nichtlinearen Sigma-Modell (1.5) stérungstheoretisch
berechnet werden. Sie besagen in niedrigster Ordnung von o' (1.6), daf die
Targetraummetrik einen verschwindenden Ricci-Tensor besitzen muf}, und
das ist fiir (2.86) nicht der Fall. Offenbar liefert das Modell (2.58) zumindest
im Rahmen der Stérungstheorie die gewiinschte konforme Quantenfeldtheo-
rie nicht. Hier tritt iiblicherweise das Dilaton in Erscheinung, das konforme
Invarianz zu sichern hat.

Integration mittels Einfiihrung zweier skalarer Hilfsfelder: diese Integra-
tionsmoglichkeit ist formal identisch zur Ableitung der Quanten-7-Dualitét
in nichtlinearen Sigma-Modellen [42], bei der zumindest in niedrigster Ord-
nung o der Storungstheorie die konforme Invarianz erhalten bleibt. Hierbei
wird das Vektorfeld A, durch zwei skalare Felder ¢, x dargestellt®

Ay = 0,0+ €," D, x. (2.87)

Aus dem Funktionenabstand

16A][2 = — / 5O(E)ASH(E) FLE — / SOMNEVATE  (2.88)

3Zur Vereinfachung nehmen wir an, da8 dadurch alle Feldkonfigurationen erfait werden.
Im allgemeinen lautet die Zerlegung A, = 0,¢ + €,” 0, x + w, mit Hw, = e J,w, = 0.
Der Vektorraum der w,, ist gewthnlich endlichdimensional.
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ergibt sich eine Jakobi-Determinante

Jrtezall =l

, (2.89)

die bei dieser Transformation beriicksichtigt werden muf3, und wir erhalten

I[y,7] = DetM(=A) x (2.90)
[ 2o [pesGafexw (- [oterxionar ( 08 ) vaae).

M ist der matrixformige Differentialoperator

. k/ﬂ- (% (COSh2T /pr/ﬁay) euuau COSh2T ay
M= W ( _el‘“jau COSh2T’ a,/ aﬂ (COShQT’ ,ylu,yﬁay) . (291)

Ahnlich wie bei der bereits diskutierten Pfadintegration (2.84) muf sich
bei der Integration (2.90) die Funktionaldeterminante Det®® Gy in Det®G
verdndern. Wegen der Abhéngigkeit des Operators M vom Feld r(£) ist aller-
dings zu erwarten, dafl diese Integration auch Korrekturen zur Targetraum-
Metrik (2.86) bringt. Eine exakte Berechnung dieser Strukturen ist bisher
nicht gelungen. Dies wére aber fiir eine akzeptable Definition einer auf die-
sem Wege gewonnenen effektiven Wirkung notwendig. Im Anhang E kann die
Integration von (2.90) unter Zuhilfenahme heuristischer Argumente zuriick-
gefiithrt werden auf die Berechnung der Funktionaldeterminante

Det® M, (2.92)

wobei der Laplace-ahnliche Operator M’ aus M durch Abspaltung eines Vor-
faktors
M = 9O\ (2.93)
mit
0% + 0tg0,  €*0,90
_ 2 I i u9Ov
g =Incosh®r + const, M’ = ( 9,90, O + gD, (2.94)
definiert wird. Grundsitzlich 18t sich Det® (M) niherungsweise berech-
nen, indem beispielsweise nach Potenzen von ¢(¢) und dessen Ableitungen
entwickelt wird. Dabei sind Terme mit zwei partiellen Ableitungen Korrek-
turbeitrége zum kinetischen Teil der Wirkung Swzaw geeicht (2.58). Schwie-
rig wird in diesem Zusammenhang jedoch die Interpretation der Terme mit
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mehr als zwei Ableitungen, da sie nicht in die allgemeine Form der Sigma-
Modelle (1.5) passen. Aus diesen Griinden eliminieren wir in dieser Arbeit das
Eichfeld klassisch und betrachten die dabei entstehende integrable konforme
Feldtheorie (2.58) als Basis fiir alle weiteren Untersuchungen.

2.6 Die Interpretation des SL(2,R)/U(1)-
Wess-Zumino-Novikov-Witten-Modells
Dieser Abschnitt behandelt die Interpretation der Targetraum-Metrik (2.86)

des geeichten SL(2,R)/U(1)-WZNW-Modells. Das Linienelement dieser Me-
trik ist

ds? = dr? + tanh’r dt?, (2.95)
aus dem durch Wick-Rotation
t— it (2.96)
das Linienelement
ds?* = dr? — tanh?r dt? (2.97)

entsteht. Diese Metrik ist fiir » = 0 scheinbar singulér, weil ihre Determinante
verschwindet. Diese Singularitét ist vergleichbar mit der Koordinatensingu-
laritét der Metrik (1.7) bei » = 2M. Auch hier zeigen die Komponenten des
Kriimmungstensors

2

cosh?r

R, = (2.98)

und seine Invarianten

22n

cosh?™r

(2.99)

Hivi H2v2 Hn —
R H2V2R pavs oo R nulVl -

kein singulédres Verhalten an dieser Stelle. Um diese scheinbare Singularitét
zu eliminieren, fiihren wir Lichtkegelkoordinaten

u= —sinhr e, v =sinhr ¢ (2.100)

ein und erhalten
_ dudv

ds? = .
1 —wv

(2.101)
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Die nullartigen Geoditen ds? = 0 sind in diesen Koordinaten die Linien
du = 0 oder dv = 0, also u = const oder v = const. In diesen Koordinaten
erkennen wir eine Singularitéit bei

uv =1, (2.102)

die sich auch in den Invarianten des Kriimmungstensors (2.99) manifestiert

4TL

[5R%0 H2v2 HnVn — _
RV LRIV R e

(2.103)

Wir wollen jetzt das Linienelement (2.101) mit der vierdimensionalen
Schwarzen-Loch-Metrik in Kruskalkoordinaten (1.12) vergleichen. Dabei un-
terdriicken wir die Winkelvariablen # und ¢ und erhalten

dudwv. (2.104)

Die Kruskalkoordinaten (1.11) sind dergestalt, dal uv eine Funktion von r

ist , ,
uv = — (m — 1) exp <m> : (2.105)

Das ist fiir » > 0 eine streng monoton fallende Funktion, die folglich in-
vertierbar ist. Daher kann im Linienelement (2.104) r durch wv ausgedriickt
werden

dud
ds? = —16M2 51 (2.106)
f(uv)
wobei f unter Beriicksichtigung von (2.105) durch
r r

gegeben ist. Die Funktion f(uv) ist in der Abbildung 2.1.b) dargestellt.

Wir sind jetzt in der Lage, die Gemeinsamkeiten und Unterschiede der
Metriken (2.106) und (2.101) zu diskutieren. In beiden Féllen ist bei uv = 1
eine Singularitit vorhanden, deren kausale Struktur in der Abbildung 2.1.a)
erkennbar ist. Ein Vorwértslichtkegel im Gebiet II trifft immer auf die Singu-
laritét, so dafl kein physikalisches Objekt aus diesem Gebiet entweichen kann.
Die Grenze dieses Gebietes, der Ereignishorizont, liegt bei u = 0. Wegen der
Existenz einer Singularitdt und eines Ereignishorizontes bezeichnen wir auch
die Metrik (2.95) als (euklidisches) Schwarzes Loch.
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Abbildung 2.1: a) Die kausale Struktur Schwarzer Locher. Das Gebiet I ist das
Auflere, das Gebiet II das Innere des Schwarzen Loches. Jedes physikalische
Objekt im Gebiet II trifft unweigerlich auf die Singularitét. b) Funktionen,
die charakteristisch fiir das Verhalten eines zweidimensionalen (untere Kurve)
bzw. vierdimensionalen (obere Kurve) Schwarzen Loches sind.

In der Abbildung 2.1.b) sind die Funktionen f(uv) und 1—wuwv abgetragen.
Sie bestimmen das Verhalten der Metriken (2.106) und (2.101) im Detail.
Trotz deutlicher Unterschiede besteht wegen der qualitativen Gemeinsam-
keiten beider Metriken die Hoffnung, dafl aus der Analyse zweidimensionaler
Schwarzer Locher Aussagen abgeleitet werden konnen, die qualitativ auch
auf Schwarze Locher in héheren Dimensionen zutreffen.



Kapitel 3

Die klassische Analyse des
geeichten
SL(2,R)/U(1)-Wess-Zumino-
Novikov-Witten-Modells

— der feldtheoretische Fall

Im Abschnitt 2.5 wurde gezeigt, dafl die quantentheoretisch exakte Aus-
integration des Eichfeldes des SL(2,R)/U(1)-WZNW-Modells gegenwirtig
nicht vollstandig durchfithrbar ist. Wir finden deshalb auf diesem Wege kei-
ne exakte Wirkung, auf die wir die weiteren Untersuchungen des geeichten
SL(2,R)/U(1)-WZNW-Modells glaubwiirdig griinden kénnten. Wir betrach-
ten deshalb das geeichte SL(2,R)/U(1)-WZNW-Modell zunédchst rein klas-
sisch als Lagrange-Theorie. Das erlaubt es, das Eichfeld mittels seiner Be-
wegungsgleichungen zu eliminieren, wie das im Abschnitt 2.4 durchgefiihrt
worden ist. Wir wissen bereits, dafl wir dabei zu einer integrablen Theorie
gelangen. Wir werden die sich ergebenden Bewegungsgleichungen allgemein
l6sen und die physikalischen Felder auf kanonische freie Felder abbilden, um
die Voraussetzungen fiir eine spétere Quantisierung des Modells zu schaffen.

31
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3.1 Bewegungsgleichungen und Erhaltungs-
groflen

Der Ausgangspunkt aller weiteren Untersuchungen ist die Wirkung (2.58) in
Lichtkegelkoordinaten (v = /27 /k) [28, 29, 30]

1
Slr,t] = o /M (9701 + tanh®r 9,t0;t) dz dz. (3.1)

Hieraus folgen die Bewegungsgleichungen fiir die physikalischen Felder r(o, 7)
und t(o, 7)

.0 — SN 504
cosh’r
1

0,05t -
sinhr coshr

(0,105t + 0,t0:r) , (3.2)

und die (anti-) chiralen Komponenten des Energie-Impuls-Tensors ergeben
sich zu

1
T=T,, = ? ((827“)2 + tanh?r (8Zt)2) , T,:=0,
— 1
T=T:= o (((927")2 + tanh®r (agt)Q) ) T:, = 0. (3.3)

Da die Spur des Energie-Impuls-Tensors 27,; + 27%, verschwindet, ist die
Wirkung (3.1) konform invariant. Spéter wird sich die Verwendung der kom-
plexen Lichtkegelkoordinaten im Targetraum (2.100) (beachte auch (2.96))

u = sinhr e, @ = sinhr e™" (3.4)

als zweckméflig erweisen. Die Wirkung (3.1) geht damit iiber in die des eu-
klidischen Schwarzen Loches

Slu, u]

1 / 0:u0:0 + Opud:t oo (3.5)
M

:2—72 1 +wuu

Die zugehorigen Bewegungsgleichungen lauten

'a, (3.6)
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und die Komponenten des Energie-Impuls-Tensors 7" und T ergeben sich zu

i azuazﬂ — 1 aguaga

v21+uu’ v 1+uu

(3.7)

Aus den Stromen des ungeeichten WZNW-Modells lassen sich durch Mul-
tiplikation mit Wilson-Linien [28, 29, 30] die weiteren erhaltenen Groien

1 4 _ |
Vi = —Qeil” (0,r £itanhr 0,t), Vi= —Qeq[‘” (0sr Fitanhr 0;t) (3.8)
Y Y

gewinnen. Die den Wilson-Linien zugehdrigen nichtlokalen! Grofien v und
sind fiir die Erhaltung von V.., V. hinreichend definiert durch

0,V = (1 + tanh?r ) 0,t, OV = (1 — tanh®r ) Ost,

0,V = (1 — tanh®r ) 0,t, 00 = (1 + tanh?r ) Ost. (3.9)
Die Gleichungen (3.9) sind integrabel, wenn r und ¢ den Bewegungsglei-

chungen (3.2) geniigen. In Termen der Felder v und u ergibt sich fiir die
Erhaltungsgréfien V. und V.

V+ — iei(yft) azu_’ Vi fd ieii(yft) az/a ,
~2 V14 uu ~?2 V14 uu
_ 1 .. O _ 1 .. Osu
Vy = e ) = Vo= et 3.10
T2 V1 + i A2 1+ uu (3.10)

Uberraschenderweise faktorisieren die Komponenten des Energie-Impuls-Ten-
sors (3.3) in Termen der V4 und V4 (3.8) und haben Ahnlichkeit mit einer
Sugawara-Konstruktion [39]

T=~V.V., T=~V,V_. (3.11)

Wir werden aber spéter sehen, dafi die erhaltenen Grofien (3.8) keine Kac-
Moody-Stréme sind. Die Bewegungsgleichungen (3.2) sichern die Erhaltung
der Groflen T, T, Vi und Vi

0:T =0.T =0:Ve =0,Vy =0 (3.12)

INichtlokalitit bedeutet hier, daB sich die Gréfen nicht durch r(o, 7), t(o,7) und de-
ren Ableitungen ausdriicken lassen, sie héngen iiber Integrale auch von den Werten der
physikalischen Felder an anderen Raum-Zeit-Punkten ab.
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und ihre (Anti-) Chiralitét
T= T(Z), V:t = Vi(z), T = T(E), Vj: = ‘_/:I:(E)' (313)

Die entsprechenden erhaltenen Ladungen ergeben sich durch Integration

QT:/OOdaT(T+a), Qi:/mdaVi(TjLa),
QT:/OO do T(r — o), Qi:/oo do Vi(r — o). (3.14)

Von den Symmetrien des ungeeichten WZNW-Modells bleibt nach der
Eichung die folgende lokale Symmetrie bestehen

t — ¢+ 0e. (3.15)

Die Komponenten des zugehorigen Noether-Stromes sind

1 1
J.=— tanh®r 0,t, J; = — tanh®r 0st, (3.16)
Y Y

und die Kontinuitatsgleichung
agjz + aZJg == 0 (317)

ist dquivalent zur zweiten der Bewegungsgleichungen (3.2). Im Unterschied
zu den Stromen des ungeeichten WZNW-Modells sind die Komponenten .J,
und Jz nicht chiral oder antichiral.

3.2 Einbettung des geeichten SL(2,R)/U(1)-
Wess-Zumino-Novikov-Witten-Modells
in eine nichtabelsche Toda-Theorie

Obwohl der Schliissel zur allgemeinen Losung der Bewegungsgleichungen des
SL(2,R)/U(1)-Modells iiblicherweise das Lax-Paar (2.64) ist, konnen wir die-
se Losung durch Einbettung des Modells in eine nichtabelsche Toda-Theorie
31]

1
S = ? / dzdz (@7"327" + tanh?r 0,t0st + 0,¢0:¢ + cosh 2re2¢’) (3.18)
M
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leichter finden. Wie das geeichte SL(2,R)/U(1)-WZNW-Modell beschreibt
diese Wirkung die Bewegung von Strings in der Metrik eines zweidimensio-
nalen Schwarzen Loches, wenn das zusétzliche Feld ¢ als innerer Freiheits-
grad des Strings interpretiert wird. Die allgemeine Losung der zugehorigen
Bewegungsgleichungen

inh
0,0;r = %&Zt&gt + sinh2r %%,
cosh’r

0.0 — —— (D00t + 0.10o1), (3.19)

~ sinhr coshr
0,0:¢ = cosh 2re®®.

konnte explizit angegeben werden [31, 32]. Die Autoren von Ref. [31] vermu-
teten damals, dafl die Integrabilitat dieses verallgemeinerten Modells eines
Schwarzen Loches mit der Eichung eines WZNW-Modelles nach einer nil-
potenten Untergruppe zusammenhéngt, das geeichte SL(2,R)/U(1)-WZNW-
Modell fiir sich jedoch nicht integrabel sei. Auflerdem war die damit zusam-
menhéngende spezielle Gruppenstruktur bei der Konstruktion der allgemei-
nen Losung wichtig. Es war den Autoren von Ref. [31] offenbar nicht bekannt,
daB jede beliebige WZNW-Theorie integrabel ist. Vermutlich deshalb wurde
von ihnen auch nicht bemerkt, dafl die Bewegungsgleichungen (3.19) in dem
speziellen Limes

¢(Ua T) — =00, az¢(aa T)a (92¢(0'7 T) — 0 (320)

in die Bewegungsgleichungen (3.2) des SL(2,R)/U(1)-Modells iibergehen, die
allgemeine Losung der Gleichungen (3.2) also in der allgemeinen Losung der
Gleichungen (3.19) enthalten ist.

3.3 Allgemeine Losung der Bewegungs-
gleichungen

Die Anwendung des Limes (3.20) auf die in den Referenzen [31, 32] ange-
gebene allgemeine Losung der Bewegungsgleichungen (3.19) der nichtabel-
schen Todatheorie (3.18) fiithrt auf die allgemeine Losung des SL(2,R)/U(1)-
Modells

sinh’r = XX,

_ i X
t = i(B—-—B —In —=. 21
i( )—|—2nX (3.21)
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Wir benutzen hier die Abkiirzungen

n/

B _
At (1 +Ad),

S
I

!/

B _
At (1 + AA), (3.22)

S
I

A = A(z), B = B(z), A = A(Z) und B = B(%) und deren Ableitungen
parametrisieren als beliebige chirale bzw. antichirale Funktionen die allge-
meine Losung. Es kann durch direktes Einsetzen nachgepriift werden, dafl
die Losung (3.21), (3.22) die Bewegungsgleichungen (3.2) identisch erfiillt.
Die Funktionen A, B, A und B werden aber durch die physikalischen Felder
nicht eindeutig festgelegt, weil die Gleichungen (3.21) invariant unter den
GL(2,C)-Transformationen

aA—b
A — T[A]= A d
B — T[B]=B+In(cA+d)
_ _ dA—¢
A — T[Al = —
B [_] b_A—i—a B
B — T[B]=B+In(bA+a) (3.23)

( « ) € GL(2,0)

sind. Diese Invarianz der Losung wird bei der Bestimmung der Funktionen
A, B, Aund B aus den physikalischen Feldern r und ¢ eine Rolle spielen.

Wenn wir die allgemeine Losung (3.21), (3.22) in die definierenden Glei-
chungen fiir ¥ und 7 (3.9) einsetzen, dann kénnen wir diese explizit integrie-
ren, und wir erhalten

v = t+i(B+B)+iln(1+AA)—%1n(1+X)‘()+VO,
o= t—i(B—i—B)—iln(l—l—AA)—I—%ln(l—i—XX)—l—Do. (3.24)

v und 7 sind invariant unter den GL(2,C)-Transformationen, wenn sich die
komplexen Integrationskonstanten vy und 7y wie folgt transformieren

vy — vy — iln(ad + be), vy — vy +iln(ad + be). (3.25)
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Schliefilich lassen sich auch die Erhaltungsgrofen Vi und V. lokal durch A,
B, A und B ausdriicken

1 (B" B? A'B'\ ,.,_5 1 —ivg+2B
Ve (G T ) e
_ 1 (B" B? A'B'\ .. 5 ¥ L 2 ivoteB
e (T T ) e e

Fiir den Energie-Impuls-Tensor ergibt sich

1
G
Wir benétigen im weiteren die kanonischen Poissonklammern der physikali-

schen Felder r und ¢ sowie die der aus ihnen zusammengesetzten Erhaltungs-
groflen.

A N 1 _ _ A _
T (B//_B/2__B/) : TZ? (B”_BQ_?B,) . (327)

A/

3.4 Die kanonischen Poissonklammern

Die Poissonklammern der physikalischen Felder bestimmen wir aus der Wir-
kung (3.1), die in den Koordinaten 7, o benétigt wird

1 .
S[r,t] = — / (#* — 1 + tanh®r {* — tanh®r ¢”*) dodr. (3.28)
2v* Ju
Daraus erhalten wir die zu r und ¢ gehérenden kanonisch konjugierten Felder
1. 1 .
(0, 7) = ﬁr, (o, T) = o tanh®r £. (3.29)

Die Poissonklammer zweier Groflen P und @) zur Zeit 7 wird wie iiblich
definiert durch

o oP 0 oP 0
Q) = [Cao(or E

- (o,7) (0, T) B o (o,7)dr(o,7) +
oP 0Q oP 0Q
— . (3.30
+(5t(a, T)om(o, 1) om(o,T) dt(o, T)) (3:30)
Dabei sind die Variationen so zu verstehen, dafl die Felder Funktionen von o
sind und 7 nur ein Parameter ist. Es gilt also beispielsweise
or(o, )
or(a’, )

o (o, 7)
om. (o, 7)

=d(0c — o), =0(oc—0'), (3.31)
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und wir finden die kanonischen Poissonklammern (vgl. (3.29))

{r(o,7),r(c’,7)} = {r(o,7),t(c',7)} = {t(o,7),t(c’,7)} =0,

{t(o,7),7(c',7)} ={r(o,7),7(c",7)} = {r(o,7),7(c',7)} =0,

{T(O-7 T)u 7:’(0-/7 T)} = 726(0 - 0/)7 {t(07 7—)7 75(0'/, T)} = ’72 COth2 T(S(O- - OJ)?
)i

{r(o,7),1(c',7)} = 27*

t(o,7)
sinh r(o, ) coshr(o, T)

§(o —a'). (3.32)

Analog berechnen sich die nicht verschwindenden Poissonklammern der Fel-
der u, @ 4 und u

{u(0),u(o")} = {a(0), i(o")} = 29*(1 + uw)é(o - o'),
{i(o),u(0")} = 2v* (i — un)d(o — o). (3.33)

Aus der Wirkung (3.28) erhalten wir das Hamiltonfunktional zur Zeit 7

1 o0
Hlr,m t,m] = 7e / (v'72 + 1% + ~* coth®r 7} + tanh’r %) do. (3.34)

— 00

Daraus folgt unter Beriicksichtigung von Ty, = T+ T (vgl. (3.3) und (3.14))
H= / 0T, (0,7) = Qr + Or. (3.35)

Die zeitliche Anderung einer beliebigen Gréfle P 148t sich bekanntlich durch
die Poissonklammer

P={P H}. (3.36)
beschreiben. In diesem Sinne generiert H zeitliche Anderungen. Auf ebensol-
che Weise erzeugen die Ladungen Q1 und Q4 (3.14) nichtlokale Symmetrie-
transformationen

oxr(o,7) ={r(o,7),Q+}de, dit(o,7) = {t(o,7),Q+}0e,
oir(0,7) = {r(o,7),Q+}e, dit(o,7) = {t(o,7),Q+}de, (3.37)
die bei Beriicksichtigung partieller Integrationen die Wirkung (3.28) invariant
lassen.
Bei der Berechnung der Poissonklammern der Gréfien Vi und Vi miissen

v und v durch die Felder r und ¢ ausgedriickt, die Gleichungen (3.9) also
integriert werden. In den Koordinaten o, 7 kénnen diese Gleichungen

v =1+ tanh®r ¢/, vV =t + tanh®r i,
U =1 — tanh’r t/, 7 =t — tanh®r (3.38)
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einfach integriert werden

vio,7) = t(a,T)—i—/ do’ tanh’r (o/, 7)i(0’, 7),

—00

vio,7) = tlo,7)— / do’ tanh?r (o', 7)i(co’, 7). (3.39)
Dabei nehmen wir an, daf§ sich die Felder r und ¢ so verhalten, daf} die Inte-
grale existieren. Das ist immer der Fall, wenn sich die Dynamik des Systems
in einem endlichen Raumbereich abspielt, d.h. wenn die Felder fiir ¢ — o0
raumlich und zeitlich konstant werden. Wir werden weiter einschrankend an
die Felder die Bedingungen

lim r(o,7) =0, lim t(o,7) = const (3.40)

o—+oo o—Foo

stellen. Fiir v und @ bedeutet das

lim v= lim u=0. (3.41)

o—£o0 o—£o0
Die zeitliche Anderung von v und o
v={v,H}, v={p H} (3.42)

stimmt mit (3.38) iiberein, so dafl die in (3.39) getroffene Wahl der Integra-
tionskonstanten vertriglich mit der Poissonklammerstruktur (3.30) ist. Fiir
die GroBen Vi, Vi, T und T ergeben sich daraus die Poissonklammern (die
Zeit 7 wird im folgenden fortgelassen)

{Vi(o), Val(o")} VVi(o)Vi(o')e(o — o),

{(Vi(0),Vz(0")} = —7*Vi(o)Ve(o)e(o — o) + 7728 (0 — o),
{(Vi(0),Ve(o)} = —*Vi(o)Vi(o)e(o —0o'),

{(Vi(0),V=(0")} = +*Vi(o)Vx(o")e(o —a') =728 (0 — o),
{Vi(o), Vi(o')} {Vi(0),V2(o")} =0 (3.43)

Solche Poissonklammern wurden bereits in Ref. [28, 29, 30] als Algebra klas-
sischer Parafermionen in geeichten WZNW-Modellen berechnet. Das Ver-
schwinden der Poissonklammern zwischen einer chiralen und einer antichi-
ralen Grofe ist typisch, wenn das Modell auf dem unendlich ausgedehnten
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Minkowski-Raum betrachtet wird. Daher werden im folgenden solche Pois-
sonklammern nicht mehr explizit angegeben werden.

Die nichtlineare Algebra (3.43) impliziert zusammen mit der Faktorisie-
rung der Komponenten des Energie-Impuls-Tensors (3.11) fiir Vi (V) das
konforme Gewicht (1,0) ((0,1))

(T Vale)}) = = (0nValo')olo — ) = Vi)' (r = o).
{T(0),Vi(o")} = (0.Vi(cd")o(o —0') = Vi(d')d (0 —0')). (3.44)

AuBerdem folgt aus ihr die Virasoro-Algebra, das heifit, da 7" und T die
konformen Gewichte (2,0) und (0, 2) haben

(T@). 1)) = — @uT(e)(o — )~ 2T(e) (o~ o).
{T(c), T(c")} = (0-T(d")0(c —0')—2T(c")d' (0 — o)) .  (3.45)

An dieser Stelle miissen wir die (anti-) chiralen Funktionen A, B (A, B)
zur Berechnung ihrer Poissonklammern durch die physikalischen Felder r, t,
7, und m; zum Zeitpunkt 7 bestimmen, wenn wir die Poissonklammern nicht
erraten wollen, wie das bisher in solchen Situationen {iiblich war. Das fiihrt
uns auf die Untersuchung von Anfangswertproblemen.

3.5 Die Fixierung der allgemeinen Lésung
durch Anfangswerte

Die physikalischen Felder r» und ¢ seien zu einem bestimmten Zeitpunkt 7y
durch die Anfangswerte

r(o,79) =10(0), t(o,m)=to(o), 7(o,m0)=ri(0), tlo,79)="ti(0)
(3.46)
gegeben. Wegen der GL(2,C)-Invarianz (3.23) konnen daraus die Funktionen
A, B, A und B nur bis auf vier unbestimmte komplexe Konstanten eindeutig
bestimmt werden.
Das Anfangwertproblem ist definiert durch die homogenen linearen Dif-
ferentialgleichungen zweiter Ordnung

y' — (O.V_/V_)y — Ty =0,
y' — (0:V_ )V )y —~*Ty = 0. (3.47)
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Wir erhalten sie aus den Erhaltungsgrofen (3.26) durch Eliminieren der
Funktionen A und A unter Beriicksichtigung der Definitionen

y=eB, g=eb. (3.48)
Solche Differentialgleichungen sind in Toda-Theorien [43, 44, 45] unter dem
Namen Gelfand-Dikii-Gleichungen bekannt, den wir auch fiir (3.47) benut-
zen werden. Die Losungen dieser Gleichungen sind offenbar (anti-) chirale
Funktionen von o und 7. Aus den Gleichungen (3.26) folgt weiterhin, dafl
auch o
y=AeP, 7= A" (3.49)
die Gelfand-Dikii-Gleichungen erfiillen. Wir bezeichnen diese vier speziellen
Losungen der Gelfand-Dikii-Gleichungen im folgenden mit

p=eP gi=el, oy =4eP g = Al (3.50)

Aus ihrer Kenntnis lassen sich die Funktionen A, B, A und B bestimmen.
Daher kann die allgemeine Losung der Bewegungsgleichungen (3.21) auch
durch die speziellen Losungen y; 2(2) und g 2(Z) parametrisiert werden. Als

besonders symmetrisch erscheint die Losung der Bewegungsgleichungen (3.6)
— + — —/ + !
wm DATT o W+l 51

Y1Y2 — Y1Y2 Y1Ya2 — Y1lY2

Zur Vereinfachung der weiteren Analyse werden wir uns auf die regulidren
Losungen beschréanken, fiir die

Y1ys —Yiye =0, 1Yy — G1y2 # 0 (3.52)

fiir alle endlichen Werte von z und z gilt. Die GL(2,C)-Invarianz der allge-
meinen Losung (3.23) wird jetzt

()= G -6 )() e
(Z _db) € GL(2,C).

Natiirlich kénnen auch v, 7 (3.24) und die ErhaltungsgroBen Vi, Vi (3.26)
und 7', T (3.27) durch y; 5 und % » beschrieben werden

ivg ", ! /i e*iVo

€ Y1Ys — Y1Ys / /
V= -cter G2 Vo= — (195 — Y1%2)
Y (b — i)’ 7
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—iDg ! =1 = ivg

> € Y1Ys — VYo €

Vi = , Vo = — (W95 — U132) » (3.54)
(07— 75)° 7
St 1 R 1 S 1
= 212 J1% =22 cled (3.55)
Y Y1Ys: — Y1Y2 Y Y1Ys: — Y1Y2

Offenbar fiihrt die Bedingung (3.52) dazu, dafl V, V., T und T nichtsingulir
und
V_#0, V_#0 (3.56)

bleiben, so dafl die Gelfand-Dikii-Gleichungen (3.47) wohldefiniert sind.
Aus der allgemeinen Losung (3.51) lassen sich die folgenden vier Diffe-
rentialgeichungen erster Ordnung ableiten

= T =) b= T (e + )
yl_l—i—uﬂ 1 —Y2), y2_1+u‘ Yo T~ Y1),

Osu osu
7= 2 (7, — 7= —" (uy . 3.57
(I (Wgh —y2), U 1+ ua (ay2 + y1) ( )

Die Gelfand-Dikii-Gleichungen (3.47) kénnen auch aus diesen Differentialglei-
chungen hergeleitet werden. Wiahrend die Gelfand-Dikii-Gleichungen jedoch
die Funktionen vy, y2, 41 und g, bis auf acht Integrationskonstanten bestim-
men, lassen die Gleichungen (3.57) nur vier Integrationskonstanten zu. Das
ist genau die Mehrdeutigkeit, die der GL(2,C)-Invarianz (3.53) entspricht.

Die Losung des oben angesprochenen Anfangswertproblems lé3t sich nun
auf folgendem Weg erreichen: da die Gleichungen (3.57) fiir alle o und 7 gel-
ten, setzen wir 7 = 79 und ersetzen in ihnen die Funktionen u, %, u# und
@ durch ihre Anfangswerte (3.46). Die entstehenden Gleichungen miissen
dann nach den Funktionen y; (79 + o) und §12(70 — o) aufgelost werden.
Die GL(2,C)-Invarianz wird fixiert durch die Vorgabe von Funktionswerten
an einer Stelle 0 = g, z.B. bei 09 = —00,

Ykloe oo = Un(—00) = Ch,  Uilye oo = Gk(00) =Cl,  (3.58)
Ck,ék eC, ke {1,2}.

Diese Nebenbedingungen legen die Losung der Differentialgleichungen (3.57)
bereits eindeutig fest. Um dem (anti-) chiralen Charakter der Funktionen
yk(2) (yx(2)) Rechnung zu tragen, ist es jedoch vorteilhafter, von den Gel-
fand-Dikii-Gleichungen auszugehen. Damit deren Losungen vertréglich mit
den Gleichungen (3.57) sind, miissen zusétzliche Nebenbedingungen an die
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Ableitungen der Funktionen yx(z) und gg(z) gestellt werden, die aus den
Gleichungen (3.57) berechnet werden (vgl. auch (3.41))

y”o——»—oo ~ _azaé% yé|o._>_oo ~ azaél,
g“aafoo ~ —32u02, gé’o-ﬂfoo ~ aiucl- (359)

Nun legen auch die Gelfand-Dikii-Gleichungen y; und 3, eindeutig fest. Die
Funktionen A(z), B(z), A(2) werden aus (3.50) bestimmt, und sie liefern
schlieflich die Losung des Anfangswertproblems in Form der allgemeinen
Losung (3.21), (3.22).

Auch die Integrationskonstanten vy und 7 von (3.24) lassen sich mittels
der Nebenbedingungen (3.58) und (3.59) durch C}, und C}, ausdriicken: Dazu
betrachten wir das asymptotische Verhalten der Grofien Vi und V. Aus den
Gleichungen (3.10) ergeben sich unter Beriicksichtigung von (3.41) und (3.39)

1 1
V+|(7—>—oo ~ —282u, V—|(7—>—oo ~ —2(92@,
Y
V.| ~Loa V_| ~Lo (3.60)
tlo—o—o0 ,72 zU, “lo——o0 ,72 zU- ’

Aus den Gleichungen (3.54) und den Nebenbedingungen (3.58), (3.59) erhal-
ten wir dagegen

eiuo —iyg _ _
V ~ — —0,u, V| .~ C1Cy + C505)0.1,
oo~ EE T Oyt rsmco > 7 (O H o) 0:1
_ e*iDO _ ei170 _ _
V. ~ = = 35_, — ~ OC OO 35 .
+}J_>_OO v2(C1Cy + CoChy) ! }U_)_oo ’72( 11+ CCh)Ou

(3.61)

Durch Vergleich dieser beiden Resultate finden wir schliefSlich fiir die gesuch-
ten Integrationskonstanten

Vg = —ﬂo =—i ln(Clél + CQC_YQ). (362)

3.6 Die Poissonklammern der (anti-) chiralen
Felder

Im Abschnitt 3.5 haben wir gesehen, dafl aus vorgegebenen Anfangsbedin-
gungen und nach der Fixierung der GL(2,C)-Invarianz die (anti-) chiralen
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Funktionen A(z), B(z), A(Z) und B(2) bzw. y12(2) und ¥ 2(Z) eindeutig
bestimmt werden kénnen. Damit werden auch die Poissonklammern dieser
Funktionen durch die Vorgabe der Poissonklammern fiir die physikalischen
Felder eindeutig festgelegt. Diese Poissonklammern werden dabei von der Fi-
xierung der GL(2,C)-Invarianz abhéngen. Die Nebenbedingungen (3.58) und
(3.59) sind invariant gegeniiber Translationen ¢ — ¢ + do. Deshalb werden
auch die Poissonklammern translationsinvariant sein.

Wir betrachten zunéchst die Funktionen yi(z) und 3 (2) (k € {1,2}).
Um die Definition der Poissonklammern (3.30) auf diese Funktionen anwen-
den zu konnen, miissen wir wissen, wie sich die Variationen dyx(z) und
0yr(z) aus den Variationen der physikalischen Felder und deren Impulse
ou(o, 1), du(o, 1), 0my(o,7) und 0mz(o,7) ergeben. Dazu variieren wir die
Gelfand-Dikii-Gleichungen (3.47) und die zugehérigen Nebenbedingungen
(3.58), (3.59) und erhalten die inhomogenen Differentialgleichungen zweiter
Ordnung

Sy — (0.V_V_)oy, — ¥*Tdyr, = 6(0,V_/V_)ys, + v 0Ty,
5y — (0:V_JV_)oy;, — VTS = 6(0:V_ /V_)yy, + 7> 0T, (3.63)

mit den Nebenbedingungen

(5yk]02700 = 5yk(—oo) = (SCk = 0,

Okl oo = 0k(00) = 6C = 0, (3.64)
0|y ~ —0:06uCy, Oy, ~ D.0uCY,
STt og ~ —0z0uCs, 0|, ~ Oz0uCh. (3.65)

Zur Vereinfachung der Diskussion nehmen wir an, dafl die Variationen du(o, 7)
und du(o, 7) nur in einem endlichen, aber sonst beliebigen Intervall von Null
verschieden sind. Das ist keine wesentliche Einschrankung, weil jeder endli-
che Punkt o in einem solchen Intervall liegt. Die Nebenbedingungen (3.65)
vereinfachen sich dann zu

5y1|o’—>—oo = 6y;|o'—>—oo = 6@”0__)_00 = 6g;|o'—>—oo = 0 (366)

Da die zu (3.63) gehorigen homogenen Differentialgleichungen mit den Gel-
fand-Dikii-Gleichungen (3.47) iibereinstimmen, l&8t sich aus der Kenntnis
zweier Basislosungen mit Hilfe der Methode der Variation der Konstanten
die Losung der inhomogenen Differentialgleichungen konstruieren. Wéhlen
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wir als Basislosungen der Gelfand-Dikii-Gleichungen die Funktionen y; bzw.
i selbst, dann erhalten wir schlielich als Losung von (3.63) unter den Ne-
benbedingungen (3.64) und (3.66)

ne) = [ 4200 (BOV- V) + 20T ().

R n — y1(2")ya(2) — ya(2 )11 (2)
A2 = ) — ) (367
si(z) = [ AZ0(2) (5V- V) EVE) + 22T ()5(E))
o o — 91(Z)02(2) — 52(Z)1n(2)
255 = L R — RERE)

Aus der Definition der Poissonklammern (3.30) ergibt sich damit

{ur(2), /dz/ dZ’Q(z,2)Q(z,7') x

{@V-/V)(Z), (OV- V) () hyr (2 )mi(Z) +
%JV{T( ), OV-/ VO E (2 (2) +
+yH{(OV- Vo)), T(Z) k(2 m(2) +
YT (), T(Z) byr(2 ()

und analoge Ausdriicke fiir die anderen Poissonklammern. Die unter den In-
tegralen stehenden Poissonklammern lassen sich direkt auf die Poissonklam-
mern der physikalischen Felder (3.32) bzw. (3.33) zuriickfithren. Werden diese
benutzt, so lassen sich die Integrale wegen der auftretenden d-Distributionen
auswerten, und wir erhalten

Yk

/
Y
(3.68)

{u(2). m(2)} =

{g(2), m(2)} =
{u(2), m(2)} =

€(z) bezeichnet hier die Vorzeichenfunktion

(e (2)y(2) — wi(2)yr(2)) e(z — 2),
(1(2)3(2) — 0(2) g (Z

I

Ne(z—3),  (3.69)

ST N

—1 fiir 2 < 0,
€(z) = 0 fiir z =0, (3.70)
1 fiir 2 > 0.
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Fiir die Felder A(z), B(z), A(z) und B(Z) ergeben sich daraus mittels (3.50)
die Poissonklammern

(A(z) — A(Z))e(z - 2), (3.71)

{A(2), B(z)} = — (A(z) - A(x)) e(z - 2),
{B( )7 ( /)} = 0, - - -
{A(2), A(2)} = {A(2), B(2)} = {B(2), A(2)} = {B(2), B()} = 0.
Da wir fiir eine spétere Quantisierung des SL(2,R)/U(1)-WZNW-Modells
eine kanonische Transformation der physikalischen Felder r(o, 7) und ¢(o, 7)
auf freie Felder v »(o, 7) suchen, fragen wir im folgenden, wie die Funktionen
A, B, Aund B bzw. y;, und 3, durch die (anti-) chiralen Komponenten freier

Felder beschrieben werden koénnen, so daf sich die Poissonklammern (3.71)
bzw. (3.69) ergeben.

3.7 Transformation der physikalischen Felder
auf freie Felder

Wir leiten zuerst eine Darstellung der freien Felder ¢y (o, 7) und ¢5(0, 7) als
Funktionen der yi(z) und gx(Zz) ab. Die freien Felder sollen die Wirkung

Steei (Y1, V2] = /dUdT <1/)1 +1/)2 - 52) (3.72)
haben. Die zugehorigen Komponenten des Energie-Impuls-Tensors

T(2) = (0:41)" + (0:42)", T(2) = (9:40)" + (0:402)" (3.73)

miissen sich aus (3.55) mittels der gesuchten kanonischen Transformation
ergeben. Alle bisher aufgetretenen Grofien lielen sich algebraisch durch yy,
U, und deren Ableitungen ausdriicken. Deshalb liegt die Vermutung nahe, dafl



47

auch die freien Felder ¢y und v, algebraisch durch diese Funktionen gegeben
sind. Im Anhang G wird dieser Zusammenhang durch die Identifizierung der
Energie-Impuls-Tensoren (3.55) und (3.73) explizit hergeleitet. Dazu ist es
zweckméfig, die komplexwertigen Felder

V=11 + iy, Y =1p1 — ithy (3.74)

zu definieren. In ihnen faktorisieren die Komponenten des Energie-Impuls-
Tensors

T(z) = 0000, T(z) = 0:00:. (3.75)
Werden die freien Felder ¢4 (k= 1,2) in (anti-) chirale Komponenten ¢y ()
und ¢ (2)

V(0. 7) = ¢i(2) + oi(2) (3.76)
zerlegt, so ergibt sich eine entsprechende Zerlegung von v und ¢
U(o,7) = ¢(2) + X(2), U(o,7) = x(2) + ¢(2), (3.77)

wobei

Wir finden schlielich (vgl. (G.42), (G.45))

1 oy’ + Byt C
¢:—C(lny}7ﬂ,y2+l))a X = — In(ay, + Bya)
7 N1Ya — Y192 Y
A N .
5= (1@’7@%0) v= S (o + Am). (3.79)
yC U1Yy — Y172 Y

Hier sind «a, 3, &, 8, C, C, D und D beliebige komplexe Konstanten, die
die moglichen Frei-Feld-Darstellungen parametrisieren. Dafl die Ausdriicke
(3.79) tatsdchlich (anti-) chirale Komponenten freier Felder sind, stellt sich
heraus, wenn ihre Poissonklammern mittels der Poissonklammern der y; und
U (3.69) unter der Voraussetzung berechnet werden, dafi die Konstanten a,
B, a, 3, C, C, D und D selbst nicht von den physikalischen Feldern u(o,7)
und @(7,0) abhéngen. Wir finden dann
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{6().%(2)} = —5ez-2),
{0(2),0()} = {x(2),x(z)} =0, (3.80)
{6(2),6(2)} = {x(2),x(z)} = 0.

Das sind aber genau die gesuchten Poissonklammern, die sich aus (3.78)

ergeben, wenn fiir ¢; und ¢, die Poissonklammern der (anti-) chiralen Kom-
ponenten freier Felder

N
I

(o))} = —qelz = )
{gz_ﬁk(i),gz_ﬁl(é')} = —26(2—2,)6“, (381)

{on(2), 01(2)} = 0O

gewahlt werden.

Wir wollen jetzt fragen, ob die Konstanten o, 3, @, 3, C, C, D und D
noch frei gewéhlt werden kénnen oder ob sie gewissen Bedingungen unter-
liegen. Da die Darstellung (3.79) aus dem Energie-Impuls-Tensor abgeleitet
wurde, spielen dabei Transformationen, die den Energie-Impuls-Tensor in-
variant lassen, eine besondere Rolle. Die komplexen Konstanten C' und C
spiegeln die Invarianz der Komponenten des Energie-Impuls-Tensors

T(2) = 0.09.x, T(z)= 0:X0:¢ (3.82)

unter den Transformationen

6= e, X=X b—Eh X (3.83)

wider. Da v und 1)y reellwertige Felder sind, muf§ die Transformation (3.83)
infolge (3.78) die Bedingungen

[0l =Ix| und || =]x] (3.84)
respektieren. Die Zahlen e und é reduzieren sich so auf Phasenfaktoren
e=¢e% &= e’ig, 5,6 R (3.85)

Dann kénnen die Transformationen (3.83) als SO(2,R)-Rotationen
01 B cosd —sind 01
o - sind  cosd oy )’
@ B Cos (_? — sin_g @
< o a sind  coso 0% (3.86)
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aufgefaBt werden. Fiir 6 = § ergibt sich die Transformation

Uy cosd —sind U
( Py ) a ( sind  cosd ) ( Py )’ (3.87)
die die Wirkung (3.72) invariant 1a8t. Fiir § # ¢ unterliegen die chiralen
und antichiralen Komponenten der Felder v; und )5 offenbar verschiedenen
Rotationen. Die entsprechende Transformation ist folglich eine nichtlokale?
Verallgemeinerung der Symmetrie (3.87). Die Phasenfaktoren parametrisie-
ren also die verschiedenen Moglichkeiten, die freien Felder v; und 5 aus

gegebenen chiralen und antichiralen Komponenten freier Felder zusammen-
zusetzen. Wir treffen hier eine Auswahl und setzen

C,C eR. (3.88)

Da der Logarithmus in (3.79) nur bis auf ganzzahlige Vielfache von 27i
eindeutig bestimmt ist, bedeutet (3.88), dafl die folgenden Funktionswerte
der Felder zu identifizieren sind:

2mi oriC - - 2@ 27’
0V=0+—, X=x+ , 0=0+—%, X=X+ :
~C v ~C

(3.89)

In reelle Komponenten (3.78) zerlegt und unter Beriicksichtigung der gesetz-
ten Bedingung (3.88), bedeutet das

2m 2rC - - 27 - — 2nC
Pr=ot——, G2=¢ot——, =2t —=, ¢2=dr+—. (3.90)
¢ gl vC gl
Deshalb miissen folgende Mengen gleich sein
2 2 2 21C
2y 2mCy 2y My (3.91)
7C g ¢ g
Unter der Bedingung (3.88) folgt daraus
~ 27 - - 27
C=0C=1, ¢25¢2+77 ¢2E¢2+7- (3.92)

?Die chiralen und antichiralen Komponenten hingen nichtlokal von den freien Feldern
ab, so daf8 die Transformation (3.86) in Termen der freien Felder nichtlokal ist. Nur im
Fall § = § reduziert sich diese auf die lokale Transformation (3.87).
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¢2 und ¢, nehmen also Werte auf einem Kreis mit dem Radius 1/ an.
Eine weitere Transformation 1it die Komponenten des Energie-Impuls-
Tensors invariant

¢—o+f x—xtg o—o+f x—x+g  (3.93)
mit -
f.9,f,g = const. (3.94)
Sie entspricht teils einer Verschiebung der freien Felder
VoYt g Y=Yt [y, (3.95)

teils der Nichteindeutigkeit der Aufteilung der freien Felder in chirale und
antichirale Komponenten. Beide Mdoglichkeiten lassen sich durch Randbedin-
gungen an die Komponenten der freien Felder fixieren

¢|o’:—oo = X|o’:—oo = q_S’o-:_oo = )_(|o':—oo = O (396)

Aus den Beziehungen (3.79) erkennen wir, da die Felder ¢, ¢, x und
X invariant unter den GL(2,C)-Transformationen (3.53) sind, wenn sich die
Konstanten o, &, 8, 3, D und D geméaf

«Q 1 a —c a
(5)—>ad7+bc(b d)(ﬁ)a D — D +1n(ad + be)

a 1 (d -b\(a\ - -
<B)H&ﬁﬁ(c a)<5) D — D +1In(ad+be) (3.97)

transformieren. Weitere Einschrénkungen dieser Konstanten ergeben sich da-
her aus der Fixierung der GL(2,C)-Invarianz der Funktionen y,(z) und gx(2)
(3.58), (3.59). Wie im Anhang H gezeigt wird, fithrt das zusammen mit den
Randbedingungen (3.96) und der Zerlegung der Felder ¢, x, ¢ und ¥ in reelle
Felder (3.78) auf folgende Beziehungen (vergl. (H.15) und (H.12))

61 - Cge_i“ CYQ + Cle—in ~ - .
= =7 P=amT 7 D= (001 +CC
“ C1Cy + CrC5’ & C,Cy + CyCy = ( 101+ G2 2) + 1K
_ Cl — C_fgeik _ 02 + C_'leifi B - ) 3
= b= D= (CiC1 + CoCy) — iR (3.98
“ CCy + 0,0y C1Cy + CyCy’ n ( 101+ Oy 2) iR. ( )

Hierbei sind x und & beliebige reelle Zahlen, die keiner Einschrénkung un-
terliegen. Vermutlich 148t sich diesen Parametern, dhnlich zu 6 und 9, auch
eine Symmetrie der Wirkung (3.72) zuordnen.
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Spezielle Werte der Konstanten Cy, Cy, k und & geben besonders einfache
Resultate fiir a, &, 3, 6, D und D, beispielsweise fiir

01 = 01 = 1, 02 = 02 = 627ri/3, K=—Kk= s (399)

wlx

erhalten wir

a=a=1 B=f=D=D=0, (3.100)

und der lokale Zusammenhang (3.79) zwischen den freien Feldern und den
Losungen der Gelfand-Dikii-Gleichungen y; o und g » vereinfacht sich zu

1 / 1
Gﬁ:—ln%, X = —Iny,
T Y1Yz — U1Y2 Y
1y 1
QS:—lHﬁ, X = —lnyl. (3101)
T Y1Yz — N1Y2 Y

Im weiteren werden wir diese spezielle Darstellung voraussetzen. Wir kénnen
(3.101) nach den Funktionen yi(z) und 7x(2) auflésen, wobei die auftreten-
den Integrationskonstanten durch (3.99) und (3.58) bestimmt werden, und
erhalten die Frei-Feld-Darstellung

y1(2) = exp (7x(2))

z

y2(2) = exp (7x(2)) / d2'yX/ () exp (=6 (2') — x(2)) + /2 ||

1(2) = exp (vx(2)), (3.102)

z

72(2) = exp (vX(2)) / A"y (2') exp (—76(2) — 7x(2)) + 2

o0

Es 148t sich leicht nachpriifen, dafl sich aus den Poissonklammern der frei-
en Felder (3.80) tatsdchlich die Poissonklammern der Funktionen y(z) und
Uk(Z) (3.69) ergeben. Damit ist die gesuchte kanonische Transformation auf
freie Felder fiir den feldtheoretischen Fall gefunden.
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3.8 Baicklund-Transformation des geeichten
SL(2,R)/U(1)-WZNW-Modells auf
freie Felder

Am Ende dieser Untersuchungen sei noch die der Frei-Feld-Darstellung (3.102)
entsprechende Bécklund-Transformation angegeben. Wir erhalten sie, indem
wir (3.77) mittels (3.101) umschreiben

N Yi(2) L
W) = ”Yl yl(z)yé(z)_— %E(Z)yg(z) - ’yl n(z),
V(o) = 1 In n(2) + lln y1(2) (3.103)

v n(@D)p2) - 5i(2)5(2) v
und die Gleichungen (3.51) benutzen, sdmtliche erste Ableitungen der Felder
u, 4, ¥ und 1) berechnen und schlieflich die Funktionen y(2), #x(Z) und
deren Ableitungen eliminieren. Das Ergebnis lautet

o,u = % e (P + \/m> 0., Osu = % eV (P — \/m> s,
8,0 = L " <P _ /P - 4@) 8,0, 81 = % ¥ <P +/P?—4Q) 8.0,

2
(3.104)
P und @ sind durch

Pu, i, 0) =ue W +ue W e Qu,u, v, ) = (1+ut) e VY

(3.105)
gegeben. Die aus (3.104) folgenden Integrabilitdtsbedingungen fiir die Felder
wund @

0= 8:0.u — 0.0:u = v"¥/P?2 — 4Q0.0:)
0 = 8:0,1 — 0,0:u = —ve"’\/P? — 4Q0,0:1) (3.106)
fithren auf die Bewegungsgleichung der freien Felder
0,0:0 =0, 0,0:¢ =0, (3.107)

wahrend die Integrabilitdtsbedingungen fiir die freien Felder

1 10, udsu
_ B - B - _ 2 B _ z z
0= 0:0,v — 0,059 T ua\/P 40Q) (@@u T+ ud ) ,

0= 0:0,¢ — 0,050 = — L — /P2 —4Q (azaza - “ffaz_a) , (3.108)

14+ uu ul
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die Bewegungsgleichungen (3.6) der Felder u und @ ergeben.

Damit haben wir die allgemeine Losung und die Struktur des geeichten
SL(2,R)/U(1)-WZNW-Modells im feldtheoretischen Fall fiir die klassische
Theorie umfassend beschrieben. Integrabilitdt war fiir dieses Modell zwar
oft vermutet worden [28, 29, 30, 15], der Beweis ist aber im Rahmen die-
ser Arbeit erstmals gelungen (siehe Abschnitt 2.3). Auch wurden die sym-
plektischen Strukturen der Theorie im Unterschied zum iiblichen Vorgehen
(vgl. beispielsweise [32]) nicht vermutet, sondern mittels der Losungen der
Gelfand-Dikii-Gleichungen berechnet.

Die explizite kanonische Transformation der physikalischen Felder auf
freie Felder wiirde den Versuch einer Quantisierung der Theorie ermoglichen.
Wir werden aber im folgenden auf den fiir uns interessanteren Fall periodi-
scher Randbedingungen eingehen, der zugleich die Bewegung eines geschlos-
senen Strings im Hintergrund einer Schwarzen-Loch-Metrik beschreibt. Wir
werden hier eine andere Nullmodenstruktur vorfinden.



Kapitel 4

Die klassische Analyse des
periodischen geeichten

SL(2,R)/U(1)-Wess-Zumino-
Novikov-Witten-Modells

4.1 Generelle Unterschiede zum
feldtheoretischen Fall

Wir hatten zu Beginn der Arbeit erwéhnt, dafl durch das geeichte SL(2,R)/
U(1)-WZNW-Modell die Bewegung eines Strings in der gekriimmten Metrik
eines euklidischen Schwarzen Loches (2.95) beschrieben werden kann. Soll
der String eine endliche Lénge haben und geschlossen sein, dann hat seine
Weltflache die Topologie eines Zylinders, und die raumartigen Teilmannigfal-
tigkeiten der Weltflache sind topologisch einem Kreis dquivalent. Wir para-
metrisieren den Kreis so, dafl die Koordinaten o, die sich um ein ganzzahliges
Vielfaches von 27 unterscheiden, denselben Punkt des Kreises bezeichnen

o =0+ 2. (4.1)

Die Felder des Modells r(c, 7), t(o, 7) oder u(o, 7), u(o, T) reprisentieren die
Position des Strings zu einem bestimmten Zeitpunkt 7 der Eigenzeit. Sie
miissen auf dem Kreis eindeutig definiert sein und unterliegen deshalb den
Randbedingungen

r(o+2m,7)=r(0,7), tloc+2m71)="1t(o,7)+2rw, weZ  (4.2)

o4
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bzw.
u(o+2m,7) =u(o,7), u(c+2m,71)=1u(o,1). (4.3)

Diese Randbedingungen ersetzen die asymptotischen Randbedingungen (3.40)
des Kapitels 3. w ist eine Windungszahl, die beschreibt, wie oft der String
den Koordinatenursprung r = 0 umléduft. Weil wihrend der Bewegung Tei-
le des Strings den Koordinatenursprung iiberqueren kénnen, kann sich die
Windungszahl dynamisch d&ndern. Da sich das wegen des diskreten Wertebe-
reichs von w nicht ohne weiteres durch das Variationsprinzip der minimalen
Wirkung beschreiben 148t, werden wir uns im folgenden einfachheitshalber
auf die dynamischen Sektoren beschrénken, in denen sich die Windungszahl
nicht dndert.

Wegen der Periodizitét (4.2), (4.3) lassen sich die Felder des Modells in
Fourierreihen nach Moden entwickeln

r(o,7) = Z T(T)e™, (4.4)
t(o,7) = wo+ Z to(T)em. (4.5)

Ist x insbesondere eine chirale Grofe z(o,7) = (7 + o) (Analoges gilt fiir
antichirale Grofilen) mit der Quasiperiodizitét

z(oc+2m,7) = z(0,7) + Aux, (4.6)
so gilt
r+o 0o .
o in(t+0)
z(o,7) = Ax o + E_ Tne . (4.7)

Die Poissonklammern der z(o, 7) lassen sich dann vollstindig in solche der
Fourierkoeffizienten x,, und Az iibertragen. Die Moden

' A
(), wo, th(7), x,e") und Q—x(T +0) (4.8)
T
werden in Nullmoden
raan(0,7) = ro(7),
Ax
xnull(aa T) = 2o+ —(T + O') (49)

2
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und Oszillatormoden

o0

Fo(0,7) =D (ra()e" + ron(7)e ™)
n=1

Tosy(0,7) = Z(l‘nein(T—l—U)+x_ne—in(T+U)) (4.10)
n=1

unterschieden. Wegen der Nichtlinearitét der Bewegungsgleichungen werden
die Poissonklammern zwischen Null- und Oszillatormoden im allgemeinen
nicht verschwinden, im Gegensatz zu denen freier Felder.

Im folgenden werden die Ergebnisse des Kapitels 3 auf den periodischen
Fall iibertragen, wobei besonders die Unterschiede herausgearbeitet werden.

4.2 Die Bewegungsgleichungen und die Er-
haltungsgrofien des periodischen Modells

Die Wirkung des periodischen geeichten SL(2,R)/U(1)-WZNW-Modells ist
ebenfalls durch (3.1) bzw. (3.5) gegeben. Die Unterschiede liegen einzig in
der Periodizitat der Felder (4.2), (4.3) im neuen Integrationsbereich

M=RxS'" dh 0<o<2r, —00<T<O00. (4.11)

Folglich sind auch die Bewegungsgleichungen und der Energie-Impuls-Tensor
identisch zum nichtperiodischen Fall. Die Erhaltungsgréen Vi (z) und V()
zeigen dagegen eine Besonderheit. Die Definitionsgleichungen fiir v und v
(3.9) oder (3.38) stellen nicht sicher, dafi diese GroBen periodisch modulo 27
sind. Vielmehr folgt aus ihnen

o421 21

v(o+2m,7) —v(o,T) = / V(o' 1) do’ = 2mw + /tanhQT tdo’,
o 0
o+2m 27

v(o+2m,7)— (o, T) = / V(o' 1) do’ = 27w — /tanh2r t do’. (4.12)
o 0

Definieren wir
27 27
Ap=—-Ajn= /tanhQT tdo’ = /7?,5(0’, 7) do’ = Py(1), (4.13)

0 0



57

so kann das Periodizitétsverhalten von Vi und Vi beschrieben werden durch
Vi(z +27m) = B8V (2), Vi(Z —27) = eP2VL(2). (4.14)

Wegen (4.13) ist Auy = —Afj der Gesamtimpuls des Feldes ¢ und, weil die
Wirkung (3.1) nur von den Ableitungen von ¢ abhéngt, eine Konstante der
Bewegung. Da im allgemeinen Ay = —Aji aber kein ganzzahliges Vielfaches
von 27 sein wird, sind V4 (2) und Vi (2) auf dem Kreis nicht eindeutig! Wir
definieren daher auf dem Kreis die eindeutigen Erhaltungsgrofien

W, = eFAm/Cmy, 7, = oHAR/ Y (4.15)

fiir die
Wi(z + 277') = Wi(Z’), Wi(g — 271') = Wi(,g) (416)

gilt. Die Ladungen )+ und Q. werden jetzt Wy und W, zugeordnet

2T 2T
Qi = [ doWi(r +0), Qi= [ doWi(T —0). (4.17)
[ [

Diese héngen wegen der Periodizitdt der Integranden von einer Verschiebung
der Integrationsgrenzen (0,27) — (09,00 + 27) nicht mehr ab, wie es fiir
physikalische Groflen erforderlich ist.

4.3 Die allgemeine Lo6sung der Bewegungs-
gleichungen im periodischen Fall

Da die Bewegungsgleichungen (3.2), (3.6) gegeniiber dem feldtheoretischen
Modell keine Verdnderung erfahren, ist auch deren allgemeine Losung iden-
tisch. Die Gleichungen des Abschnittes 3.3 kénnen daher ohne Modifikationen
tibernommen werden. Jetzt sind jedoch die (anti-) chiralen Funktionen A(z),
B(z), A(2) und B(Z) nicht mehr eindeutig. Damit die physikalischen Felder
r und ¢ bzw. v und @ den Periodizitédtsbedingungen (4.2), (4.3) geniigen,
ist es hinreichend, wenn die (anti-) chiralen Funktionen bis auf GL(2,C)-
Transformationen periodisch sind, d.h.

aA(z) —b

A(z+2m) = T[A(2)] = A 1 d
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B(z+2r) = T[B(z)] = g)+m@A@y+@
Az —2m) = T[A(Z)] = ﬁé ))
B(z—2r) = T[B(z)] = B@j+m@A() a) (4.18)

(Z_j)EGMZQ.

Die integrierten Ausdriicke fiir v und » (3.24) konnen aber unverandert iiber-
nommen werden. Aus den Randbedingungen (4.18) erhalten wir

vic+2n,7) = v(o,7)+ 2rw +iln(ad + be)
v(o+2m,7) = v(o,7)+ 2rw — iln(ad + be) (4.19)

Vergleichen wir das mit (4.12) und (4.13), so erhalten wir explizit
Ap = —Ap =iln(ad + be). (4.20)

Da Ap und Af geméf Definition (4.13) reell sind, beschriankt (4.20) die
GL(2,C)-Transformationen in (4.18) auf solche mit einer unimodularen De-
terminante

lad 4 be| = 1. (4.21)

Die Erhaltungsgrofen Vi(z), Vi(Z) und der Energie-Impuls-Tensor lassen
sich auf die gleiche Weise wie im feldtheoretischen Fall (3.26), (3.27) durch
A(2), B(z), A(2) und B(%) ausdriicken. Mit (4.20) ergibt sich fiir W (z) und
W(z) (4.15)

Wy = (ad + be)*/ 0 (B” B” AHB/) ol0—2B

72 A, A/ A/2
W (ad + bc)=*/(?7) Al e—ivo+2B
— 72 )
_ (ad +bc)?/@™ (B"  B? A'B'\ . _ 25
W, = T o A T Ae ’
- zZ/(2m) o _
W o— (ad + bC2) A/efufoJrQB' (422)

v
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4.4 Die kanonischen Poissonklammern
im periodischen Fall

Die Berechnung der Poissonklammern der physikalischen Felder r, ¢ bzw. u
und @ erfolgt analog zum Abschnitt 3.4 unter Beachtung des Integrationsbe-
reiches (4.11) und der Periodizitatsbedingungen (4.2), (4.3). Dann sind auch
die Impulse (3.29) periodisch

(0 +2m,7) =m.(0,7), m(o+2m,7)=m(0,7). (4.23)

Die Poissonklammer zweier Groflen P und () berechnet sich wie zuvor nach
Gleichung (3.30), jedoch mit neuem Integrationsgebiet

e 2
/ do — / do, (4.24)
—o0 0

und es muf, z.B. in (3.32), (3.33) oder (3.45), die gewdhnliche d-Funktion
durch eine periodische ersetzt werden

6o —0') = (o0 —0') = Z §(o — o' +2mn). (4.25)

n=—oo

Auch im Hamiltonfunktional (3.34) muB nur die Ersetzung (4.24) vorgenom-
men werden, und das gleiche gilt fiir den Zusammenhang des Hamiltonfunk-
tionals H mit den Ladungen Qr, Q7 (3.35). Dabei bleiben (3.36) und (3.37)
unverdndert. Eine Schwierigkeit tritt jedoch bei der Berechnung der Poisson-
klammern der Vi und Vi bzw. W und Wy auf. Es scheint keinen (3.39)
entsprechenden integrierten Ausdruck fiir ¥ und 7 zu geben®. Deshalb kann
an dieser Stelle die Algebra der GroBen Vi, Vi, Wy und W nicht abgeleitet
werden.

Das trifft aber nicht fiir die in den Feldern r, ¢, © und u lokalen Ko-
effizienten der Gelfand-Dikii-Gleichungen 8, InV_(z), T(z), 0:InV_(z) und

'Der naheliegende Ausdruck v(o,7) = t(o,7) + (1/2) fo% do’eyr (0 — o’)i tanh?r  re-
produziert zwar v/ von (3.38), aber nicht v. AuBlerdem ist er nicht unabhingig von der
Wahl des Nullpunktes auf dem Kreis wegen der Nichtperiodizitit des Integranden in o”.
Geeigneter scheint v(o,7) = t(o,7) + (1/2) fo% do’ (egx(c — ') + f(0’, 7)) { tanh®r mit
flo+2m,7) = f(o,7) + 2 zu sein, das v/ und » unter der Bedingung reproduziert, daf
fOQW do(fi—f't') tanh?r = 0. Es ist jedoch schwierig, einen Ausdruck fiir f(o,7) zu finden.
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T(%) zu, deren Poissonklammern wir aus dem feldtheoretischen Fall mit der
Ersetzung (4.25) ableiten kénnen. Wir geben diese zum spéteren Gebrauch
an

{0.nV_(0),0.InV_(0")} = —2720) (0 — ),
{T(0),0.nV_(0")} = —02InV_(0')ar(c — ') +
+0,InV_(¢")05, (0 — ') — 65 (0 — o),
{0:InV_(0),0:InV_(0")} = 2928, (0 — o),
{T(0),0:nV_(0")} = —02InV_(0")b2r(0c —0') —
—0:InV_(0")0 (0 — ') — 84 (0 — o),
{0.nV_(0),0:InV_(a")} = 0,
(0. V. (o), T(0")} = 0
{T(c),0:InV_(a")} = 0. (4.26)

4.5 Die Fixierung der allgemeinen L6sung
durch Anfangswerte im periodischen Fall

Wir werden in diesem Abschnitt die Funktionen y; 2(2) und 9 2(Z) aus vor-
gegebenen physikalischen Feldern r(o, 1), t(o,7) bzw. u(o, ), (o, 7) und
der Festlegung der GL(2,C)-Invarianz bestimmen. Die Losung dieses An-
fangswertproblems verlduft dhnlich zu dem im feldtheoretischen Fall. Insbe-
sondere bleiben die Gelfand-Dikii-Gleichungen (3.47), ihre Losungen y;(z),
y2(2), 91(2) und g2(z) (3.50), die Parametrisierung der allgemeinen Losung
(3.51), der Zusammenhang mit den (anti-) chiralen Erhaltungsgrofien V. (z)
und V4 (2) (3.54) sowie die Differentialgleichungen erster Ordnung (3.57) un-
veréndert. Ein Unterschied besteht in der Fixierung der GL(2,C)-Invarianz.
Grundsatzlich ist es moglich, diese wie im nichtperiodischen Fall durch die
Vorgabe von Funktionswerten an einer Stelle o = oy (vgl. (3.58)) zu fixie-
ren. Auf dem Kreis existiert aber kein translationsinvarianter ,, Punkt“ —oo,
so daf eine solche Fixierung stets die Translationsinvarianz bréiche. Deshalb
werden wir im folgenden die GL(2,C)-Invarianz auf andere Weise fixieren.
Die Koeffizienten der Gelfand-Dikii-Gleichungen (3.47) sind periodische
Funktionen von z bzw. z. Deshalb sind mit y(z) auch die Funktionen y(z +
27) Losungen dieser Gleichungen (Analoges gilt natiirlich fiir die antichiralen
Funktionen), und sie lassen sich als Linearkombinationen der y,(z) darstel-
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len?. Aus den Randbedingungen (4.18) erhalten wir fiir die Funktionen
und g (3.50)

(e )= (n) (Res) -+ (50
M= < « ) €GL2C), M= ( i ) € GL(2,C)(4.27)

Unter einer GL(2,C)-Transformation

(if)”(if)’ (Z)*N(zf) N,NeGL20) (4.28)

dndern sich M und M in
M — NMN™', M— NMN™ (4.29)
und sie konnen in den Féllen
(1) (trM)?* # 4det M, (2) M =al, (4.30)

auf Diagonalform

e 0 — e 0
(T 0) (0 0) e

gebracht werden. Die nichtdiagonalisierbaren Faille
(trM)? = 4det M mit M # all,

werden wir hier nicht betrachten, da sie relativ zu den diagonalisierbaren
Féllen eine Menge vom Mafl Null sind. Die Periodizitatsbedingungen (4.27)
vereinfachen sich dann auf

yi(z +2m) = ey (2), Yoz +2m) = e ¥y (2),
7h(Z—27) = e ¥ 5,(2), J2(Z — 27) = ¥ 5(2). (4.32)

2Wir nehmen hier wieder die Bedingung (3.56) an, die sicherstellt, da§ die Funktionen
y1(z) und yo2(2) an jeder Stelle des Kreises linear unabhéingig sind.
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Diese speziellen Periodizitéitsbedingungen lassen von den GL(2,C)-Transfor-
mationen (4.28) nur noch Skalierungen mit zwei freien Parametern o’ und d’

()=o) (0)=(i) e
U1 d'yy Y1 a Y1

Damit haben wir zwei der vier Integrationskonstanten der Gleichungen (3.57)
implizit fixiert.
Die Quotienten

i ?AQ(Z) iy 51,2(5)
771,2(2) = 91,2(2)’ 7]1,2(2) = 371,2(5)’
N Y12(2) 5. (5. 51y = 912(2)
QLQ(Z, Z) — y172(z,)7 QLQ( ) ) == 5172(2/) (434)

bleiben invariant unter den Skalierungen (4.33), sie sind daher durch die
Bedingung (4.32) eindeutig bestimmt. Die Funktionen 7, (z) und 7; (%) sind
periodisch

ma(z+2m) =ma(2), Mea(Z+27) = e(2). (4.35)

Wir ersetzen mittels (4.34) in (3.57) die abgeleiteten Funktionen y; ,(2) und
Y1.2(2) durch n;5(2) und 7; 5(Z). Dann sind auch die Funktionen

0.u
n
ud,u — m (1 + u)’
agu
1
udsu — m (1 + ua)

k(o,7) =Iny(2) —Inge(2) = 1

Rlo,7) =Ingi(2) —Inys(2) = 1 (4.36)
eindeutig bestimmt. Wir kénnen dieselben Funktionen auch durch 7(z) und
72(2) ausdriicken. Aus den dadurch erhaltenen Identitdten ergeben sich die
folgenden Zusammenhénge zwischen 7 5(z) und 7; 2(2)

. azﬂ - 77111
w0 — (1 + un)

B Ozu — u
- adsu — (1 + un)

)

Y

6211, 772(

12(2) B:u.  (4.37)

Die Funktionen 7 2(2) und 7; 2(Z) kénnen unter Beachtung der (Anti-) Chi-
ralitdt integriert werden zu

2

1
lny172(7+0) = 5/77172(T+0/)h(0'—0'/)d0/—|—
0

T+o0
T

a2+ Dy g,
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2

1
g o(r—0) = 3 /771,2(7' — o' )h(o —o')do’ +
0

T—0 _
a1+ Dio.
T

(4.38)

Dabei sind h(co) die periodische Sigezahnfunktion

h(c) = ey (0) —% = 2n—|—1—% fir 2rn < 0 < 2n(n+1), n€Z, (4.39)

€ar(0) die Treppenfunktion

cor(0) =2n+1 fir2mn<o<2r(n+1), ne€Z, (4.40)
und
27 27
041,2 = /7”]172(2)(:12, C_(LQ = /77]172(2)(:12 (441)
0 0

die Nullmoden der Felder 7, »(z) und 7; 2(2)®. Aus (4.38) erhalten wir

In y1,2(z + 27?) —In ylyg(z) = Qi
Ingio(z —2m) —Ingi2(2) = —aip (4.42)

Durch Vergleich mit den periodischen Randbedingungen (4.32) finden wir
=e M =e". (4.43)
Daher gilt

a1+ ap =27im,  ay + oy = —27wim, m,m € Z. (4.44)

Da o/ und @' bisher nur durch ihre Exponentiale e® und e® gegeben waren,
kénnen wir definieren
= O_é/ = 0j. (445)

/
« )
Setzen wir nun die Integrale (4.38) in (4.36) ein, so erhalten wir

K(or) = %/@M7+aywmf—anma—ama+

3Die Nullmoden der Felder n; 2(z) und 71 2(2) haben wegen ihrer Periodizitit (4.35)
keinen in z bzw. Z linear anwachsenden Beitrag.
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+%(OZ1 — @) +iom + Dy — Dy
2T
Ro,r) — —% / (r — o) + ma(r + o) h(o — o")do" +
0
+%(d1 — ) +iom + Dy — Dy, (4.46)

Wir sehen hieraus einerseits, dafi m und m angeben, wie oft e*(%7) und (")

den Ursprung 0 der komplexen Zahlenebene umlaufen, wenn o von 0 bis
21 anwiichst. Andererseits erkennen wir, daf8 die Konstanten D; — D, und
D, — D, durch die Nullmoden von s und & eindeutig festgelegt sind. Dariiber
hinausgehende Festlegungen dieser Konstanten haben keine physikalische Be-
deutung und konnen zum Zwecke technischer Einfachheit erfolgen. Dazu be-
trachten wir die freien Felder (o, 7) und (0, 7) als Funktionen der y; 5(z)
und 7 2(Z) im nichtperiodischen Fall (3.103). Wir wollen annehmen, daf die-
se freien Felder auch im periodischen Fall eine besondere Rolle spielen, auch
wenn wir jetzt noch nicht wissen, dafl sie wieder kanonische freie Felder sein
werden, weil wir ihre Poissonklammern noch nicht kennen. Diese freien Felder
lassen sich auch durch 7, 2(2), 712(2), £(o, 7) und &(o, 7) ausdriicken

yp(o,7) = Iny(Z) — Inys(z )—i—lnm 2z
= K(o,7) +Inm(z) —In(m

(
(
b (
1

W(o,7) = Inyi(z) —Inga(z )+lnn Z) = In(in(2) — 72(2))
= k(o,7) +In7(2) — In(71(2) — 72(2)). (4.47)
Zur Abkiirzung definieren wir
Az) = Inm(z) —n(m(2) —n2(2)),
AZ) = Ini(z) —In((z) - 7(2)) (4.48)

mit den Nullmoden

)\null(z) = —z+ Q)\?

)\null(z> = _ﬂ_z—i_Q)\:
(4.49)
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wobei

O = 5 / (/\(z)—%z) dz.
Qr = % 7 (X(z) - 5—;2) dz. (4.50)

Wegen der Periodizitdt der Funktionen 7 5(z) und 7y 2(%) sind P, und P,
ganzzahlige Vielfache von 27i. Die Nullmoden der Felder ¢ und 1 (4.47)
berechnen sich dann zu

wnull = Kpul + )\null
T - = P
= %(Ozl—a2)+1am—i—D1—D2+%(T—|—a)+Q)\,
&null = Rpul + 5\null
- _

. P _
= %(al—@2)+lam+D1—D2+§(r—a)+QA. (4.51)

Fiir die weitere Diskussion ist die Aufspaltung dieser Nullmoden in einen
linearen Teil

27 2
0 op(a',r) . , T / oo, 1) .,
Yelo,7) = 27 o’ do+ 27 or do
0 0
. T  _ . PA
= g(&l—&2)+lam+g(7+0),
2T _ 2T _
- 0 op(a',r) ., T / (o' 7).,
vr(o,r) = 27 oo’ do’ + 27 or do
0 0
T _ . p)\
= %(al — Q) +iom + g(T —0) (4.52)
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und einen konstanten Teil

2T
vo = 5= [ Wor) — vl 7)) do = Dy~ D+ Q
0

2
- 1

Vg = o (15(0, 7) — ¢p(o, 7')) do =Dy — Dy + Q) (4.53)
0

zweckmiBig.? Wir wollen (4.53) gleichmiBig auf die chiralen und antichira-

len Komponenten von v und v verteilen. Da Iny; und Ing,; selbst solche
Komponenten sind, folgt aus (4.38)

g A _ Ya
Dy = — Dy =— 4.54
1 9 ) 1 2 ’ ( )
und mittels (4.53)
DQZQA—%Q, D= Qs -2 (4.55)

Auf diese Weise erreichen wir eine vollstandige Fixierung der GL(2,C)-Inva-
rianz, ohne explizit einen Punkt auf dem Kreis auszuzeichnen®.

Am Schluf dieses Abschnittes wollen wir zusammenfassen, wie die Funk-
tionen y; o(z) und 73 2(2) aus den vorgegebenen Anfangswerten fiir die physi-
kalischen Felder (3.46) mit den Nebenbedingungen (4.32) und (4.54) tatséch-
lich ermittelt werden konnen. Zuerst werden wie im nichtperiodischen Fall
(Abschnitt 3.5) aus den Anfangsbedingungen die Koeffizienten der Gelfand-
Dikii-Gleichungen bestimmt. Dann werden zu diesen vier beliebige linear
unabhéngige Losungen g 2(z) und 3/, ,(Z) ermittelt. Diese Losungen geniigen
den allgemeinen Randbedingungen (4.27). In den Féllen (4.30) kénnen Ma-
trizen N und N so bestimmt werden, da NMN~' und NMN~! Diagonal-
matrizen sind. Die Funktionen

() =v(3) (58)-~(23) o

4Stirker als linear anwachsende Beitrige gibt es wegen der Dynamik von ¢ und )
nicht. Das ist aus der Darstellung (3.103) in Verbindung mit der Quasiperiodizitéit der
Funktionen y; 2 und 1,2 (4.32) ersichtlich.

5Genau genommen wird durch die Behandlung der linear anwachsenden Nullmoden
der Punkt (o,7) = (0,0) ausgezeichnet. Dies hat aber bei der spiiteren Berechnung von
Poissonklammern, im Gegensatz zur Vorgabe von Funktionswerten an einer festen Stelle
09, keinen Einfluf} auf die Oszillatormoden.
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erfiillen dann die Randbedingungen (4.32). Die Funktionen (4.56) sind nur bis
auf die Skalierungen (4.33) eindeutig. Sie lassen aber die eindeutige Bestim-
mung der Funktionen m; 2(2), 712(2) (4.34), k(o,7), R(o,T) (4.36), ¥ (o, T)
und (o, 7) (4.47) zu. Aus diesen werden die Konstanten oo, @y (4.41),
m, m (4.44), Py, Py, Qx, Qx (4.50), ¥ und g (4.53) ermittelt. Dann be-
stimmen wir aus (4.54) und (4.55) die Konstanten D; 5 und D, 5. Setzen wir
diese Konstanten in (4.38) ein, so erhalten wir mit

27 B
1
Iny (7 +0) = —/771(T+a’)h(a—a’)da’+ T+0041_|_¢_Q,
2 o 2
0
2
1 +
0
27
1 _
Ingi(r—o) = __/ﬁl(T_al)h(U—U/)dJ/—l-T Ta+ Y2 (w57)
2 o 2
0
27 B
1 — —
gy(r—o) = _Q/ﬁQ(T_UI)h(U—U,)dUU“T WJOQJFQA_%
0

schlieBlich die expliziten Ausdriicke fiir y; 2(2) und g 2(Z2).

4.6 Die Poissonklammern der (anti-) chiralen
Felder im periodischen Fall

Die eindeutige Bestimmung der Funktionen y;2(2) und 1 2(Z) im vorange-
gangenen Abschnitt erlaubt uns wie im nichtperiodischen Fall (Abschnitt
3.6) die strenge Herleitung der Poissonklammern der Funktionen y; o(z) und
y12(Z) aus denen der physikalischen Felder.

Zuerst bestimmen wir die Poissonklammern von 7, 2(2), M12(2), (o, 7)
und ~(o, 7). Die Poissonklammern von y; » und ¢ » konnen dann mit (4.57)
berechnet werden. Wir haben also die Variationen 67 9(z) und 07 2(2) zu
vorgegebenen Variationen der physikalischen Felder und Impulse zu ermit-
teln. Dazu variieren wir die Gelfand-Dikii-Gleichungen und finden die Glei-
chungen (3.63). Aus den Randbedingungen (4.32) erhalten wir durch Varia-
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tion und Eliminierung von do’ und 6@’ die Nebenbedingungen

Yie(2)0yy (2 4 27) — yr(2)0y, (2 + 21) =y (2 + 2m) 0y, (2) — yr(z + 2m)0y,(2),
U (2)07,(Z — 21) — G(2)07, (2 — 2m) =4 (Z — 21)07,(2) — Gw(Z — 27)07).(2),
(k€ {1,2}). (4.58)

Diese schrianken die aus einer speziellen Losung der Gleichung (3.63) und der
allgemeinen Losung von (3.47) zusammengesetzte allgemeine Losung ein auf

/
k
4.

2

dyn(z) = /Qk(z, 2) (B(OV_ V) (2 y(2)) + 20T (2 )y(2')) d2' + 0Ckyw(2),

0

N _ y2(2)y1(2) E(z,2') — €n(2 — 2')
Do) = ) — ) 2 ’
(2, ) = y1(2)y2(2) E(Z,2) 4+ ep(z — 2)

’ 1 (2)y5(2') — ya2(2)yi (2') 2 ’
E(z,7) = - ( 2 a7 - Zl)) Y2(2)y1(2')
’ sinh 21— %2 n(2)y2(2)

6, (2) = /Qk(z, Z) (8(V_ VNG (Z) + 26T (2)gi(Z')) A2 + 6Criie(2),

S y2(2)ih (%) E(z,7) — (2 — 2)
R Y T BN T ) R |
S ooy 71(2)y2(2) E(Z,2) + en(Z - 7)
) P - mE) 2
exp (a1 _ aQegﬂ(Z— Z’)) N
= p2(2)in (%)
PN Th PR B TAE) 59

Die Variationen 0C; 5 und 56_'1,2 entsprechen den Skalierungen (4.33). Sie
konnen nicht einfach gleich Null gesetzt werden, weil die Integrale in (4.59)
sich iiber nichtperiodische Funktionen von 2’ bzw. z’' erstrecken und daher
ohne die Terme §C oy12(2) und §C 931 2(Z) von einer Verschiebung der In-
tegrationsgrenzen abhéingig wéren.
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Wir wissen aber, dafl die Funktionen n; 2(2) und 7; 2(Z) nicht von den
Skalierungen (4.33) abhéngen. Wir berechnen ihre Variationen nach der Vor-
schrift

- yi,Q(Z) - 53//1,2(2) B 91,2('2)591,2(2)
57712(2) B 5y1,2(2) B 91,2(2’) 91,2(2’)2
Sa(Z) = 5y1,2(2) - 0Y12(%) B y1,2(2)5yl,2(2)' (4.60)

h2(2)  12(2) Y1,2(2)?
Dabei heben sich, wie zu erwarten, die unbestimmten Terme 0Cyyx(2z) und
§Cyr(Z) von den Gln. (4.59) heraus, und wir erhalten

Sn(z) = / Wiz, 2') (6(BV_ V) (2 )i(2') + 220T () 2’

(e = [ @(a) (OV-/V)EHE) + 9707 (@)m() 42,

S 1= _— 7_]1(2) _772(5
aEz) = QE - )771(_5/) - 77255’)_’
D(2,7) = —%E(" ‘)7;711((;,) — gzg?) (4.61)

Wir sehen auch, dafl erwartungsgemés die Integranden von (4.61) periodische
Funktionen der Integrationsvariablen sind, so dafl die Integrale von einer
Verschiebung der Integrationsgrenzen unabhéngig sind. Aus (4.61) kénnen
wir nun die Poissonklammern der Funktionen 7, 2(z) und 7 2(2) berechnen.
Die nichtverschwindenden Poissonklammern (bei gleicher Zeit 7) sind

2

mE.m()} = L) = mE)EE ) m () - m()) -

=7 (m(2) = 1m2(2))d2e (2 = 2),

2 —

Mm@} = S -mE)EEDmE) - mE) -

=7 ((2) = 112(2)) 02 (2 — 2). (4.62)
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Weitere Poissonklammern und Rechenregeln sind in den Anhéngen I und F
aufgefithrt. Schliefllich erhalten wir iiber die Darstellung (4.57) die Poisson-
klammern der Funktionen Iny; o und In# o, die hier mit der im Anhang I
erklarten argumentfreien Kurzschreibweise notiert sind

{Iny;,Iny} = {lng,Inj} =0,

2 L
{lny, Iny} = % (e——) __E+_/E

2

,.)/2
{lnylalngl} = _E‘Sa

v [ =
{lnylalng2} = _g F7

,.)/2
{Ingy, Iny,} = _8_7T/F’

2 L
i) — 3 (e £)-Tes [6

72 72 T
Inys, 1 - Y |Fr+ T F

] Ing,} = ET E,
{nyg, nyQ} 47T / 87?/
{lngg,lngg} = _Q/F—i_ QFT/ (463)

Auf den ersten Blick mag es verwundern, dafl in dieser Algebra y; und y,
bzw. y; und 7 asymmetrisch auftreten. Doch das ist nicht weiter erstaun-
lich, da diese Funktionen auch unterschiedlich in die Felder ) und 1 (4.47)
eingehen, auf deren Grundlage die Integrationskonstanten D, 5 und DLQ fest-
gelegt wurden. Eine symmetrische Behandlung der Funktionen y; o und ¥ o
wird im Anhang J vorgestellt. Es erweist sich aber, daf fiir die im néchsten
Abschnitt gesuchte Transformation der physikalischen Felder auf kanonische
freie Felder die Algebra (4.63) besser geeignet ist.
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4.7 Die kanonische Transformation auf
periodische freie Felder

Das Auffinden einer kanonischen Transformation der wechselwirkenden Fel-
der w und % auf freie Felder ¢ und ¢ verlduft zunichst vollig analog zum
nichtperiodischen Fall (Abschnitt 3.7). Der Ansatz, dafl die chiralen und an-
tichiralen Komponenten der freien Felder Funktionen der y 2, %1 2 und deren
Ableitungen sein sollen, fiithrt auf die Darstellung der Komponenten freier
Felder (3.79). Im Unterschied zum nichtperiodischen Fall fithrt das jedoch
nicht in jedem Fall auf Poissonklammern freier Felder. Die Diskussion, die
zur Wahl (3.88) fiihrt, gilt aber unveréndert. Auch die sich daraus ergebende
Folgerung (3.92) bleibt bestehen.

Das Transformationsverhalten der Konstanten «, &, 3, 3, D und D (3.97)
148t sich ebenfalls ohne Verdnderung iibertragen. Die wegen der Periodizitéit
der physikalischen Felder verdnderte Fixierung der GL(2,C)-Invarianz der
Funktionen y; 5 und ¢;2 (4.32) beeinflufit aber die Bestimmung der Kon-
stanten a, @, 3 und B. Wegen des quasiperiodischen Verhaltens der Frei-
Feld-Komponenten einerseits

P1o(z+2m) = ¢1,2(Z) + P12, P12 = const,
$12(Z4+27m) = ¢12(2) +Pro, Dia = const, (4.64)

und des Verhaltens der Funktionen y; » und ;2 (4.32) andererseits muf je-
weils eine der Konstanten in den Paaren (o, 3) und (&, 4) Null sein, um die
Giiltigkeit der Gleichungen (3.79) zu gewéhrleisten. Die aus den Komponen-
ten zusammengesetzten freien Felder ¢ und ¢ (3.77) sollen periodisch sein
(bis auf Windungszahlbeitréige). Das ist unter Beriicksichtigung der Relatio-
nen (4.43) und (4.44) bei ansonsten voneinander unabhéngigen oy o und @; o
nur dann gesichert, wenn in der Darstellung (3.79) entweder a und & oder /3
und f3 gleichzeitig Null werden. Diese beiden Fille gehen durch Vertauschung

der Funktionen
y1(2) < y2(2),  51(2) < 72(2) (4.65)

auseinander hervor. Deshalb kénnen wir ohne Beschrankung der Allgemein-
heit

B=p3=0 (4.66)
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wiihlen®. Setzen wir das in (3.79) ein, beachten (3.92) und definieren

po=D+Ina, xo=lho, ¢=D+Ina, Yo=lha, (4.67)
so erhalten wir als mogliche Komponenten freier Felder
1 Y, 1
¢:—ln,7l,+¢0: X = —Iny; + xo,
7 Y1Ys — Y2 Y
7 1
b=m—T 43, =<t (4.68)
Y YiYs — Y1y Y

Aus der Kenntnis der Poissonklammern der Felder y; 5 und i » (4.63) lassen
sich die Poissonklammern der Felder ¢ — ¢g, x — X0, ® — ¢o und Y — Yo wie
folgt bestimmen

{o(T+0) = o, 0T +0") —do} = {X(T+0)—x0.x(T+0') = xo} =0

(O +0) = nxr+0) ~xa} = 5 (arlo—0) - T7),

{QS(T +0) — ¢o, (T — ') — qgo} = _az—ﬂa'7
o) = x(r o) w0} = ~T2 7,

(G +0) = o X7 =) = Tab = {X(7+0) = x0, 57 — o) — o} =
{o(T = 0) = @0, 0(T = ') = o} = {X(T—0) = X0, X(T — ') = Xo} = 0
{QE(T —0)— o, X(T— ') —x0} = % (e%(a —o') — 02—7Ta ) ) (4.69)

Das sind aber genau die Poissonklammern, die sich aus (3.78) ergeben, wenn
fir ¢12 und ¢ 9 die Poissonklammern der Komponenten freier Felder mit
Nullmoden

(our+oalrra)) = =2 (ao =)= 727,
{@k(T—a),él(T—a’)} = % (egﬂ(a—a’) — 02_7:7/) ,
{qbk(T—l—a),ggl(T—a’)} = gl; (0 +0') (4.70)

6Daf diese Wahl die Allgemeinheit nicht einschriinkt, wird ersichtlich, wenn die Funk-
tionen y1 2(2) und g1,2(2) durch die in (J.3) definierten Funktionen g 2(z ) und 7, »(Z) mit
symmetrischen Poissonklammern ersetzt werden.
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verwendet werden und

$o=Xo=o=Xo=0 (4.71)

gesetzt wird. Dieser einfache durch Ersetzung gegebene Zusammenhang zwi-
schen periodischer und nichtperiodischer kanonischer Transformationen ist
gerade moglich wegen der speziellen Definition der Funktionen ¥ o und 4 2
(4.57). Das ist daran zu erkennen, daf beispielsweise der Ubergang zu den
symmetrisch definierten Funktionen ¢; » und @172 des Anhangs J wegen der
Verschiebungen (J.3) zu anderen Konstanten ¢g, xo, ¢o und Yo mit nichttri-
vialen Poissonklammern fiihrt. Da diese Verschiebungen mit der Mehrdeu-
tigkeit der Aufteilung der Nullmoden der freien Felder in einen chiralen und
einen antichiralen Teil zusammenhéngen, beschreiben die Konstanten ¢, Yo,
do und Yo offenbar gerade diese im feldtheoretischen Fall fehlende Mehr-
deutigkeit. Mit den Funktionen y; o und ;2 (4.57) erhalten wir also auch
den Zusammenhang (3.101). Diese Darstellung 148t sich eindeutig nach den
Funktionen y; » und 4 2(2) auflésen, wenn die speziellen Periodizitétseigen-
schaften (4.32) beachtet werden

yi(2) = exp(x(2))

exp () [+, o , ,
Yya(2) —mo/dz X' (Z') exp (—yp1€2x(z — 2') — 2791 (2"))
n(z) = exp(yx(2)) (4.72)
we) = ~S2OD [ 40 (@) exp (<rpreas(z - 7) — 21(2).

2 sinh(ypy)
0

Hierbei sind p; und p; die in der Modenentwicklung von ¢1(z) und ¢:(%)

¢1 (Z) - ¢Q + %pl + ¢1,osz
él (2) = éQ + %ﬁl + él,osz (473>

auftretenden Konstanten, die das Quasiperiodizitétsverhalten von ¢; und ¢,
(4.64) bestimmen.

Da offenbar die Darstellung der freien Felder 1) und ) als Funktion der Y12
und ¥ 2 (3.103) unveréndert bleibt, kann auch die Bécklund-Transformation
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ohne Anderung gegeniiber dem nichtperiodischen Fall iibernommen werden,
wenn die Nullmodenstruktur der periodischen freien Felder beriicksichtigt
wird.

Die kanonische Transformation der physikalischen Felder r(o, 1), t(o, T)
bzw. u(o,7), 4(o, ) auf die freien Felder ¢ (o, 7) und v (o, 7) ist vollstindig
durch die Kette der Ersetzungen (3.21), (3.22), (3.51), (4.72), (3.77) gege-
ben. Das Ergebnis werden wir hier wegen seiner Komplexitéit nicht angeben.
Stellvertretend kann hier die Bécklund-Transformation (3.104) als zusam-
menfassendes Resultat genannt werden, da sie auch fiir den periodischen Fall
gilt. Das Ergebnis unserer Untersuchungen kann jetzt als Grundlage fiir die
beabsichtigte kanonische Quantisierung der geeichten SL(2,R)/U(1)-WZNW-
Theorie genommen werden. Wir konnen hoffen, dadurch Antworten auf offene
Fragen iiber das nichtstérungstheoretische Dilaton nédherzukommen. Mogli-
cherweise erlaubt die Quantisierung dieses Modells eines Schwarzen Loches
auch, Aussagen iiber dessen Strahlung zu machen.



Kapitel 5

Zusammenfassung und Ausblick

In der vorliegenden Arbeit wurde das klassische geeichte SL(2,R)/U(1)-WZNW-
Modell in Termen seiner dynamischen Felder umfassend behandelt und so
die Grundlage fiir seine kanonische Quantisierung geschaffen. Dazu wurden
zuerst die geeichten WZNW-Modelle allgemein behandelt. Das fiihrte zu ih-
rer Lagrangeschen Formulierung ohne Hilfsfeld. Es wurde ein Lax-Paar fiir
die Bewegungsgleichungen dieser Modelle hergeleitet und so deren Integra-
bilitét gezeigt. Diese Resultate wurden dann auf das geeichte SL(2,R)/U(1)-
WZNW-Modell spezialisiert, dessen Geometrie in Ubereinstimmung mit der
Literatur [15] als zweidimensionales Schwarzes Loch identifiziert wurde. Statt
das Lax-Paar fiir das geeichte SL(2,R)/U(1)-WZNW-Modell zu benutzen,
wurde die allgemeine Losung des Modells aus der Einbettung in eine nich-
tabelsche Toda-Theorie abgeleitet. Diese Losung ist parametrisiert durch
zwei chirale und zwei antichirale Funktionen und deren Ableitungen, wie
das auch bei anderen nichtlinearen integrablen Theorien [46, 32] der Fall
ist. Die physikalischen Felder des geeichten SL(2,R)/U(1)-WZNW-Modells
sind invariant unter den GL(2,C)-Transformationen (3.23) bzw. (3.53) der
(anti-) chiralen Funktionen. Diese Invarianz spielte eine wichtige Rolle bei
der Analyse des periodischen geeichten SL(2,R)/U(1)-WZNW-Modells. Die
GL(2,C)-Invarianz wurde durch Randbedingungen fixiert und so ein einein-
deutiger Zusammenhang zwischen den physikalischen Feldern des Modells
und den (anti-) chiralen Parameterfunktionen der allgemeinen Lésung her-
gestellt. Das gestattete die Diskussion von Anfangswertproblemen und wur-
de dazu benutzt, die Poissonklammern der (anti-) chiralen Funktionen zu
berechnen. Die Poissonklammern der Nullmoden des periodischen Modells
erwiesen sich als nichttrivial, was bei der spiteren Quantisierung des Mo-
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dells wichtig werden kinnte.! Die Kenntnis der Poissonklammern der (anti-)
chiralen Felder ermdoglichte die Darstellung dieser Felder in Termen kanoni-
scher freier Felder. Auf diese Weise wurde eine kanonische Transformation
der physikalischen Felder des geeichten SL(2,R)/U(1)-WZNW-Modells auf
freie Felder gefunden, die in einer Béacklund-Transformation zusammenge-
falt wurde.

Die gefundene Frei-Feld-Darstellung ist als Ausgangspunkt fiir die Quan-
tisierung des geeichten SL(2,R)/U(1)-WZNW-Modells geeignet. Dazu sind
die freien Felder als Operatorfelder nach Moden zu entwickeln. Durch Nor-
malordnung der Operatoren treten dabei Modifikationen beim Ubergang
von den nichtlinearen Poissonklammern zu Kommutatoren auf. Vermutlich
erhélt auch die kanonische Transformation der physikalischen auf freie Fel-
der Quantenkorrekturen, um die Symmetrien des Modells, insbesondere die
Parafermion-Algebra (3.43), zu gewéhrleisten. Solche Korrekturen kénnten
auch die Einfiihrung eines Dilatons erzwingen, iiber das wir auf diese Weise
nichtstorungstheoretische Aussagen erhalten wiirden. Interessant diirfte der
Vergleich mit Zugéngen zum SL(2,R)/U(1)-Modell [49, 22] sein, bei denen
das Modell iiber die Stromalgebra definiert wird, die wiederum durch freie
Felder dargestellt [50] bzw. mit den Mitteln der SL(2,R)-Darstellungstheorie
[51] analysiert wird. Wahrend die geometrische Interpretation des Modells bei
diesen Zugéngen nicht offensichtlich ist, wird sie bei dem in der vorliegenden
Arbeit beschriebenen Herangehen durch die kanonische Transformation der
physikalischen auf freie Felder zwanglos geliefert.

Auf dem Weg zu physikalisch relevanten Aussagen sind noch einige Fragen
zu beantworten. So ist fiir die Diskussion der Hawking-Strahlung des zweidi-
mensionalen Schwarzen Loches die Kenntnis des Energie-Impuls-Tensors der
Materiefelder im Targetraum von Bedeutung. Dazu sind Korrelationsfunktio-
nen der Vertexoperatoren dieser Felder zu berechnen und mit Resultaten des
Stromalgebra-Zugangs [52] zu vergleichen. Weiterhin ist die Unitaritéit des
SL(2,R)/U(1)-Modells bei Minkowskischer Signatur der Targetraum-Metrik
zu klaren. Zur Losung dieses Problems existieren im Stromalgebra-Zugang
mehrere voneinander leicht abweichende Vorschliage [47, 48]. Die klare geo-
metrische Interpretation bei der Herangehenweise dieser Arbeit 148t daher
auch auf neue Einsichten zum Unitaritdtsproblem hoffen.

'n den Referenzen [47, 48] wurde beispielsweise vorgeschlagen, das Unitaritétsproblem
beim SL(2,R)-WZNW-Modell in der Stromalgebra-Formulierung durch die Einfithrung
zusétzlicher Nullmoden zu 16sen.



Anhang A

Metrikkonventionen

In diesem Anhang werden die in der Arbeit verwendeten Metrikkonventio-
nen dargestellt. In kovariant geschriebenen Gleichungen steht &* = (&1, £2)
fir die Koordinaten, v, fiir die Metrik, v fiir die Determinante der Metrik
det v, und ¢, fiir das antisymmetrische Symbol mit den Werten +1 und
—1 ('€ = —&£¢ = —eg1e2 = €21 = 1). Fiir die Metrik wird die Signatur
(+—) angenommen, so dafl v < 0 gilt. Das invariante Volumenelement ist
somit y/—7d?¢ und der Levi-Civita-Pseudotensor durch v/—7e,, bzw. durch
" [\/—7 gegeben. Unter €,” = —€”,, sei v,,€™ [\/—7 = \/—7€uY™ verstan-
den. Wenn ein zweistufiger Tensor als Matrix angegeben wird, numeriert der
erste Index stets die Zeile, der zweite Index die Spalte der Matrix. Fiir die
Langen von Vektoren gelte die folgende Konvention:

< 0, fiir raumartige Vektoren
v? =y, 0"" ¢ =0, fiir nullartige Vektoren . (A.1)
>0, fiir zeitartige Vektoren

Fiir den Riemannschen Kriimmungstensor und den Ricci-Tensor gilt

Iz —TH
R VRN — FV)\,I{ Ko™ VA Aa™ VKD

_ Pﬁ&)\ -+ FN a Flt Fa R;w — Rauau' (A2)

Es werden zwei spezielle Koordinatensysteme benutzt, raum-zeitliche Ko-
ordinaten o, 7 sowie Lichtkegelkoordinaten z, z. Fiir sie gelten:

7
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A.1 Raum-zeitliche Koordinaten

& = (1,0), (A.3)

Yer = =Yoo =1, dh. = ( é _01 ) , (A.4)

€= e — e =€, =1, dh. \;“__7 _ ( O ) . (A5)
€ = =€y = ( (1) (1) ) (A.6)

V—yd*¢ = dodr. (A.7)

A.2 Lichtkegelkoordinaten

& =(z,z2)=(r+o0,7—0), (A.8)

L dan ( 0 3 ) (A.9)
Yz = Vzz = 3, A Y = 5
2 / 3 0
— = ILLV
€ =—€€"=—€:=¢€,=1, dh %/7 - ( _02 g ) ! (AlO)
, , ~1 0
eu:_eu:( ) 1) (A.11)
1
=2 = Sdzdz. (A.12)
uv

n%
- ( 00 ) = 45857 (A.14)



Anhang B

Konforme Transformationen

Wir betrachten konforme Transformationen in D Dimensionen

v

VY = € Yy Y =74, det{yu}=7= P75, (B.1)

Dabei transformieren sich die Christoffelsymbole geméafl
K ar ar ar 1 K K A AR
L, =15, + AL, =17, + 5 (80w + 050, — AV 0a) - (B.2)

Die kovariante Ableitung transformiert sich nach

1 . «
Ay = Qi — 5 (a0, + a,0, — Yo aa®). (B.3)

., bezeichnet die partielle Ableitung, ,,;* die kovariante Ableitung beziiglich
Yuw und , 7% die kovariante Ableitung beziiglich 4,,,. Fiir den Laplace-Opera-
tor eines skalaren Feldes folgt daraus

1
Aa = ’y”‘ﬁa;ag = e 949 (amﬁ b (auo,+a,0, — ’yu,,qaa’a))
A D -2
= e ° (Aa + 5 a7aa’°‘) . (B.4)
In D = 2 Dimensionen haben wir also
Aa = e Aa. (B.5)

Fiir den Riemannschen Kriimmungstensor gilt

A

Ruun)\ = Ruw@)\ + ARMVK)\
RFyox+ AT, — AT + AT% ATS, — AT% AT, . (B.6)
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Unter Benutzung von (B.2) ergibt sich hieraus

1 . .
ARMV}{)\ 5 <5§LO'TVI€ - 550TV)\ + VVKJTTK - P)/V)\al,/:) +
1 .
+Z (5;:)/1//@ - 5;5’71/)\) O',a()”a +
1 . .
+1 (0ko 0\ — KT LO .+ FunT 40 — Fua0 u00) . (B.7)

Fiir den Ricci-Tensor finden wir

. D-2 1 . D-2 D-2. .
R, =R, — —5 Tt i%VAU + OO~ vaqaa’ , (B.8)
und in D = 2 Dimensionen
N 1 ~ ~ o
By = Ry = S = S0 (72— Ao) (B.9)

SchlieBlich transformiert sich der Kriimmungsskalar nach

R=¢e" (]% — (D —-1)Ao — (D= 1¥D —2) 070400‘) , (B.10)

d.h. in D = 2 Dimensionen

R=e"" <}A%—Aa> . (B.11)



Anhang C

Die Eichung des
Wess-Zumino-Terms

In diesem Abschnitt wird untersucht, wie der Wess-Zumino-Term (2.2)

1
Iwy = — [ tr(g 'dg A g 'dg A g™ 'd
Wz 127T/Br(g gAg'dg A g 'dg)

nach einer Untergruppe H der Gruppe G geeicht werden kann. Der Wess-
Zumino-Term ist invariant unter globalen Rechts- und Linksmultiplikationen
(2.3) bzw. (2.11), (2.13). Die Variation des Wess-Zumino-Terms bei einer
infinitesimalen lokalen Eichtransformation (2.13)

1
0wz = 4—/ tr (g_ldg AgrtdgAd (g_ldg)) (C.1)
TJB
188t sich unter Beriicksichtigung der Identitéaten
dg~' = —g7'dgg™", d(97'dg) =g 'd(d997") g (C2)

als Integral eines exakten Differentials schreiben und mit Hilfe des Stokes-
schen Satzes fiir Differentialformen in ein Integral {iber den physikalischen
Raum M = 0B umwandeln:

0lwy = L tr (dg ANdg P Ad (5gg’1))
A Jp

1 _ —
_ _E/Bdtr(gdg 'Ad(6997"))

- _i /Mtr (9dg~' Ad (6gg7")) . (C.3)
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Durch Einsetzen der Eichvariation (2.13) erhalten wir nach einigen Umfor-
mungen, darunter partiellen Integrationen,

dlwz = 4i / tr (L'(ddh) Adgg™" + R'(ddh) A g~ 'dg) . (C.4)
T JM

Wegen des Transformationsverhaltens des Eichfeldes A, (2.15) kann diese
Variation durch

1
L = yy tr (L'(A) Adgg™" + R'(A) Ag'dg), A=A,dz* (C.5)
™ JMm
kompensiert werden. Unter der infinitesimalen Eichtransformation (2.13) lie-
fert dieses Integral aber neben den 0wy kompensierenden Termen noch wei-
tere

81, = —6lwy + % / tr (L'(A) A gR'(dsh)g™" + L'(ddh) A gR'(A)g™") +
+ i /M tr (R'(A) A R'(d5h) — L'(A) A L/(d6h)) . (C.6)

Das erste neu entstandene Integral kann durch den Beitrag Io kompensiert
werden .
L=— [ tr(L'(A) AgR'(A)g™"). (C.7)
Am Jur
Das zweite neu entstandene Integral 148t sich durch einen weiteren Beitrag
nicht kompensieren, so dafl der Wess-Zumino-Term nur dann eichbar ist,
wenn es aufgrund der Eigenschaft der Abbildungen L und R !

tr(ROR —L'®L)=0 (C.8)

verschwindet. Der Beitrag I5 liefert bei der Eichvariation (2.13) keine zusétz-
lichen Terme, so dafl diese im Text bereits unter (2.19) genannte Bedingung
notwendig und hinreichend fiir die Eichbarkeit des Wess-Zumino-Terms ist.
Der geeichte Wess-Zumino-Term lautet insgesamt

IWZ,geeicht = IWZ+

P e (L'(A) Adgg™ "+ R'(A)Ag~'dg+ L'(A) AgR'(A)g™") . (C.9)

dm o

LGemeint ist damit tr(R/(X)R'(Y) — L'(X)L'(Y)) = 0 fiir alle X, Y € Lie(H).



Anhang D

Eine Relation zwischen
Determinanten

In diesem Anhang soll die f-Abhéngigkeit der Determinante

(D.1)

Det® (_efM) M= ( O*+0"gd,  €vd,g0, )

—e" 9,90, 0* + 0"gd,

berechnet werden. Die Funktionen f(£) und g(§) sollen dabei beliebig sein,
wobei wir annehmen, daf e/ M ein negatives Spektrum besitzt. Das Verfahren
orientiert sich an [53, 54].

Wir gehen aus von der Identitét

In Det® (—e/M) =Trln (—e/ M) . (D.2)

Fiir eine beliebige komplexe Zahl A mit positivem Realteil gilt

(e 9]

ln)\zlir% —/e_’\t%—lne—C’ : (D.3)

Hier ist C' die Eulersche Konstante (C' = 0.57721...), die fiir uns aber ohne
Belang sein wird. (D.3) gilt auch fiir die Eigenwerte des Operators —e/ M,
und falls dieser Diagonalform hat, sehen wir

oo

dt
In(—e/ M) =lim [ — [ '™ —Ine—C | . (D.4)
e—0 t
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Diese Gleichung ist aber invariant unter Basis-Transformationen. Deshalb
gilt sie auch fiir nichtdiagonale Operatoren. Nun bilden wir die Spur

o0

Trin(—e/ M) = lirr(l] —/TreefMt% + const | . (D.5)
und variieren f(§)
—ef — lim | = ef Mt f
5Trln( e M) = llil(l) /dtTr <e e M6f>
. of —1]*°

= lli% [— Tr <e Mt (efM) ) ech;f)}
o : ef Me
=l T (¢705)
— timy [ e (eI 851(6) (D.6)

Um (€] 2’ Me|€) zu berechnen, fiigen wir den Identititsoperator in der
Impulsbasis |k) ein

6l le) = [ el k) (k). D7)
Setzen wir die konkrete Form des Operators M (D.1) ein und benutzen
0, 1K) = [k) (9, + ik, (D)
so erhalten wir
1
(€1 = [ @rieln) (Mg expleel M1 = 1 [ @hexplee/ ML
T
(D.9)

wobei N der aus M durch (D.8) erzeugte Operator ist. Mit den Abkiirzungen
(ab) = a*b,, axb=e"a,b,, (a,be{k,0}) (D.10)

ngz(é?), JE(_Olé) (D.11)

N =1, (& +2i(k0) — k* + (0g0) +i(kOg)) +1 (g x O + dg x ik). (D.12)

wird
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Die k-Integration in Gleichung (D.9) ist formal betrachtet eine Gaufische (der
Exponent ist ein quadratisches Polynom in k), jedoch ist bei ihrer Ausfithrung
Vorsicht geboten wegen der im Exponenten auftretenden nicht kommutieren-
den Operatoren. Da wir nicht das vollstdndige Ergebnis des Integrals benoti-
gen, sondern nur die Terme, die im Limes ¢ — 0 nicht verschwinden, ent-
wickeln wir das Integral nach Potenzen von e. Dazu skalieren wir k, so dafl
der in k£ quadratische Term unabhéngig von e wird:

k
k— — (D.13)

Ve

und zerlegen den Exponenten in einen beziiglich k quadratischen Operator
A und einen in k linearen Operator B. Das Ergebnis lautet

1

m2€

(€] e Me gy = 7 /d2kexp(A+B)1, (D.14)

wobei

A= -k, B= Tyel\/e(\/ed® + 2i(kd) + \/e(0g0) + i(kdg)) +

+1ef /e (\/eDg x O + Dg x ik) .
(D.15)
Wir erkennen aus Gleichung (D.14), daf§ im Limes ¢ — 0 nur die Terme
O (1), O(y/e) und O (e) beitragen. Um diese Terme auszurechnen, spalten
wir den quadratischen Teil des Exponenten mit Hilfe der Baker-Campbell-
Hausdorff-Formel [55, 56, 57, 58, 59] ab:

6A+BZGA607 mit O:B_%[ArB]+é[A7[A7B]]+%[B’[A7BH+
(D.16)

Die Kommutatoren ergeben sich zu

2 .2 2 2 : 1
[A, B] = ek’e f(]I2 ((6f) + 0% f +2(0f0) +(3g8f)+21%(k8f)) -
10g x Of
(A, [A, B]] = 2ek*e® (0f)* 1, (D.17)
B, [A, B]] = —dek?e¥ 1, ((kd)2f + 2(kdf)?) +o(\/z3)

Die hoheren Kommutatoren verschwinden entweder unmittelbar oder sind
von der Ordnung O \/Eg , wodurch sie fiir uns irrelevant sind. Jetzt kénnen
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wir )
ef Me 27, A C
= — 1 D.1
€l le) = 1o [ dhote (D.15)
nach Potenzen von e entwickeln, indem e® entwickelt wird:
c L 3
o’ =1l +C+ 5C +o<ﬁ). (D.19)

Nach Ausfithren der Gauschen Integrationen und Zusammenfassen der Ter-
me erhalten wir schliellich

I, I,

ef Me — —f 2, 2
Damit wird aus Gleichung (D.6)
oI M) =1 2 € (52f — 382
6TrIn (—e/ M) lim [ d*¢5f(€) (%6 + 5 (°f —30 g)). (D.21)

Im weiteren lassen wir das Symbol , lim._,o“ weg und verstehen alle Gleichun-
gen mit diesem Grenziibergang. Wir kénnen Gleichung (D.21) funktional
integrieren und finden

Trln (—e/ M) — Trin (- M) :/d2§ (_ﬁ - %(W)Q + ﬁ(af@g)) 'f

2re 24 =0

ef—1 1 1
e (S g en? - - oron).
(D.22)

Im Sinne einer Regularisierung ersetzen wir den divergenten Ausdruck 1/e
durch eine positive Konstante 12/6. Mit Hilfe der Gleichung (D.2) erhalten
wir dann die folgende Relation zwischen den Determinanten Det® (—ef M)
und Det® (M)

Det® (—e/ M) 1 oo (1 N
m = exp (—m/d £ (5(8f) —3(0f0g) + 1* (e L 1))) .
(D.23)
Fiir die Eliminierung des Eichfeldes mittels Pfadintegration benotigen wir
im Abschnitt 2.5 noch eine dhnliche Relation fiir den Laplace-Operator.
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Insbesondere geht es um die Abhéngigkeit der Determinante des Laplace-
Operators vom konformen Faktor e”, wenn die Metrik die Gestalt

Gu = eag;w (D24)
hat. Dann hat geméfl Gleichung (B.5) der Laplace-Operator die Form
A=e70% (D.25)

Nun sehen wir am Operator M, daf§ seine Matrixform fiir ¢ = 0 zerfallt.
Daher gilt

Det® (—ef M) -

g=0
Wir erhalten mit (D.23) somit eine Relation fiir den Operator A

B B o e o )
D.27

Diese stimmt mit der konformen Anomalie freier Felder in zwei Dimensionen

iiberein
[Pesvewn (=5 [@oreae) = [Doon (- [@ora).
e (il o (2 o))

(D.28)

<Det (- faQ)) . (D.26)




Anhang E

Naherungsweise
Pfadintegralberechnung des

geeichten Wess-Zumino-
Novikov-Witten-Modells

In diesem Anhang werden wir die im Abschnitt 2.5 umrissene Eliminierung
des Eichfeldes des geeichten SL(2,R)/U(1)-WZNW-Modells mittels Pfadin-
tegration iiber zwei skalare Hilfsfelder konkretisieren. Im ersten Abschnitt
wird diese Eliminierung auf die Berechnung einer Funktionaldeterminante
zuriickgefiihrt. Im zweiten Abschnitt wird untersucht, ob durch dieses Vor-
gehen die als exakt vermuteten Formen der Metrik und des Dilatons der
Arbeiten [22, 25, 26] reproduziert werden kénnen. Da sich die Funktionalde-
terminante bisher einer vollstdndigen Berechnung entzogen hat, wollen wir
versuchen, mit plausiblen Annahmen weiterzukommen.

E.1 Ausintegration des Eichfeldes

Wir gehen von dem Funktionalintegral (2.90) aus. Fiir konkrete Rechnungen
miissen wir der Funktionaldeterminante Det(3)G0 einen Sinn geben. Da Gy
(2.80) ein matrixformiger multiplikativer Operator ist, schreiben wir seine
Funktionaldeterminante formal als Produkt der gewohnlichen Determinante
det (Go,mn(§)) tber alle Raum-Zeit-Punkte £, wobei wir gleich den fiir unsere

38
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Zwecke benotigten Absolutbetrag bilden

)Det<3>c;0) = Det™ |det (Gopmn(€))]
=[] Idet (Gomn(€))] = [ ] 4sinhr (€) cosh®r (£). (E.1)
§ ¢

Hierbei soll HE ein reparametrisierungsinvariantes Produkt {iber alle Punkte
der Weltflache darstellen, wie beispielsweise

[T = exp | i [ mr)vaee ). (E2)
13

M

wobei gy ein unbestimmter Parameter mit der Dimension einer Masse ist.
Diese Determinante soll sicherstellen, dafi das Maf} im Zustandsintegral (2.78)
unter den Feldtransformationen

oxk Oxt

m o _Imy/_n /
2™ =a2"("), G 5™ B

0,mn — GO,kl "™ = (rla tla C“/)a "= (Ta t, O‘)a

(E.3)
invariant bleibt. Diese Transformationen entsprechen Koordinatentransfor-
mationen im Targetraum. Die Mafle Dr, Dt, Da und DA des Zustandsinte-
grals (2.78) leiten sich aus den Funktionenabsténden

16r? = / (6r)2 VAE, (7 = deti )

M

It = [ (@ e,

M

l6al[? = / (602 /A%,

M

AP = / S AL S A, (E.4)

M

ab und sind invariant unter Reparametrisierungen der Weltflache

g =¢m(er). (E.5)
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Mit Ausnahme von ||dA|| sind die Funktionenabstéinde (E.4) aber nicht in-
variant bei konformen Transformationen (B.1), so dafl zu erwarten ist, daf
auch das Zustandsintegral nicht invariant unter diesen Transformationen ist.

Nach der Ausintegration der Felder ¢ und xy muf} im Zustandsintegral der
resultierenden Theorie die Funktionaldeterminante Det® G stehen, wobei G
hier die noch unbekannte, zu berechnende Targetraum-Metrik ist. Um das
zu erreichen, fithren wir die noch unbestimmte Funktion @) ein

2@ = ‘i%goy = ’Det(:g)Go’ = DetV (e9) \/m, (E.6)
e

fiir die spater, nachdem berechnet wurde, wie G von G und () abhéangt, die
Gleichung (E.6) zur Bestimmungsgleichung wird. Auf diese Weise haben wir
den gewiinschten, jedoch unbekannten Faktor Det? G aus I [v, r| absepariert

I[y,r] = VDet PGy, 7] (E.7)

und erhalten
I[y,r] = DetM(=A) x (E.8)
[ oo (@) exp (~ ot x4 ) viae)

Den Teil des Integranden Det™ (eQ) beriicksichtigen wir durch die Einfiih-
rung neuer Mafie D¢ und Dy

166]2. = / VIO (56(6) = Do = D /Det (e)

||5x||35/ﬁeQ(§) (6x(€))> = Dx =Dxy/Det? (e?), (E.9)

so daf3

Thor) = Deet(-03) [ Dodxews (- [ote e ( 28] ) vaeee)

(E.10)
Wir untersuchen nun die Abhéngigkeit dieses Integrals von der Weltfldchen-
metrik

Vv = ea(é)ﬁy;w' (Ell)
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und wéhlen den konformen Faktor e” mittels Reparametrisierung so, dafl die
Referenzmetrik lokal kartesisch wird

Y = Opw- (E.12)
Die Funktionenabstinde (E.9) werden dann zu

|6¢| |2, = / A2 @O (50(8))*,  ||ox|]2 = / d%e” OO (5y(¢))°.

(E.13)
Um , kartesische® Funktionenabstédnde zu erhalten, definieren wir

P(&) = ¢(§)e(a(§)+Q(£))/2, X(€) = X(f)e(a(E)JrQ(E))/?' (E.14)
Das liefert
66]2 = / £ (55(©) = 10313 11512 = / a2 (0%(6))” = N19X13.

(E.15)
Aus dem Funktionalintegral (E.10) wird daher

I[y,7] = Det®(—e=79?) / DydDy X exp ( _ / (B(6), X(€))eO+Q©)/2
a2 [ 9&) ) )

e ( o ) )

(E.16)

Das hier auftretende Gaufische Integral 148t sich formal durch eine Determi-
nante ausdriicken

1
2

Il,7) = Det® (—e778?) [Det® (e~ @@ )| 2. (E.17)

Zur weiteren Behandlung klammern wir aus dem Operator M einen Faktor
aus, um ihn auf einen Laplace-adhnlichen Operator M’ zuriickzufithren. Wir
erhalten dann

- 1
In I[y,7] = InDet™ (—e79%) — 21nDet(2) (e7r@=@OHO ) . (E.18)

Mit Hilfe der im Anhang D angegebenen Beziehungen kann die Abhéngigkeit
dieses Ausdrucks von den Faktoren vor den Operatoren 9% und M’ berechnet
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werden mit dem Ergebnis

InI[y,r] = InDet™(— (92)——11r1Det(2 (M) +
2 _ _L/ 2 2
47r d=&e? ( 1) i d“E(Q + 29)0°0 +
1
b [ PE0,00°Q +40,00% — 50,00%).  (B.19)

An dieser Stelle werden wir den Ausdruck nur qualitativ weiterdiskutieren.
Eine konkrete Weiterfithrung der Rechnung ist im néchsten Abschnitt zu fin-
den. Die o-Abhingigkeit ist in (E.19) explizit, da Det® (M’) nur von r(€)
abhéngt. Aus ihr kénnen wir entnehmen, dafi das erste Integral einen Bei-
trag zum Tachyon-Term der Wirkung (1.5) liefert, das zweite Integral einen
Beitrag zum Dilaton, wihrend das Integral in der dritten Zeile eine Korrek-
tur zur Targetraum-Metrik ergibt. Zur vollstéindigen Bestimmung von I[, r]
fehlt allerdings die Berechnung von Det® (M'). Dies erweist sich aber als
schwierig fiir beliebig vorgegebenes r(£). Die Methoden des Anhangs D sind
hier nicht anwendbar, weil die Abhéngigkeit des Operators M’ von ¢(§) kom-
plizierter ist als bei einem reinen Vorfaktor.

E.2 Vergleich mit Ergebnissen aus der Lite-
ratur

Aus dem vorangegangenen Abschnitt ergibt sich die Wirkung nach Eliminie-
rung des Eichfeldes A, zu

{NZNW,geeicht [’77 r, t] = SWZNW,geeiCht [77 Ty t] —In IN[P)/: T] . (E20)

Wenn wir Gleichung (E.19) fiir [y, r] kovariant formulieren (vgl. Anhang B)
und wie im Anhang D 1/e durch p?/6 ersetzen, erhalten wir

i 1
nI[y,r] = 1nDet(”(—02)—§lnDet(2) (M’)+

i [ -1+ o [@emQ R+

s | PEVT(0.Q0"Q +40,Q0"g — 50,99"g) . (E.21)
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Da der Operator M’ nur von dem Feld 7(£) abhéngt, ist auch Det® (A1)
ausschlielich von r(§) abhéngig. Auch die Metrik Gy, héngt nur von r ab.
Dann sollte @) auch nur von r abhédngen

Q= Q(r). (E.22)

Da wir die Determinante nicht exakt berechnen kénnen, machen wir die fol-
gende Annahme: Det® (M') sei gegeben durch das Exponential einer Wir-
kung fiir das Feld r(€):

InDet® (M') ~ % /d%ﬁh(r)”y’“’aur&,r. (E.23)

Wir setzen dabei nur Gleichheit bis auf Terme voraus, die fiir die Identifi-
kation mit einem Sigmamodell keine Bedeutung haben. Ein Term, der den
Kriimmungsskalar R enthélt, ist ausgeschlossen, weil in der gewihlten kon-
formen Eichung (D.24) M’ von o nicht abhéngt.

Setzen wir (E.21), (E.22) und (E.23) in (E.20) ein, so erhalten wir ein
verallgemeinertes Sigma-Modell

k
S{NZNW,geeicht[’yvrv t] - E/d2£\/§/ylemn(T)auxmayxn_

_é 26 F(@F)RD +T(r))  (B.24)

Dabei sind

"= (n1),

G = (1_ﬁ(Q'(T)2+4Q'(T)OQI(T)—5g’(r)2)+%h(r) o, )
B(r) = L(QI)+20(r). T() = (20— 1). (E.25)

und 7'(r) ist das hier nicht weiter diskutierte Tachyonfeld. Aus der Definition
von @ (E.6) erhalten wir eine Bestimmungsgleichung fiir Q(r) bei vorgege-
bener Funktion A(r):

Q0 = o7 (1 - ﬁ (Q'(r)* +4Q(r)g'(r) = 5'(r)?) + %hv)) -
(E.26)



94

Wir wollen jetzt versuchen, die Wirkung (E.24) mit der in der Literatur
[22, 25, 26] als exakt angenommenen Wirkung

K —2 tanh? p
SWZNW,geeicht [Ta t] = A /d2£ﬁ ((ap)2 + 1— (2/[{3/) tanh2 p(at)Q) -

1
% /d%‘ﬁln (cosh p\/cosh2 p — (2/K') sinh® p) R®

T
(E.27)

zu vergleichen. Hierbei wurden das neue Feld p(r(£)) und die neue Konstan-
te k' eingefiihrt, um mogliche Unterschiede in den Feld- und Konstanten-
Definitionen zu beriicksichtigen. Wir wollen sehen, ob die Modelle (E.24,
E.25) und (E.27) durch geeignete Wahl der Funktionen h(r) und Q(r) zu
identifizieren sind. Folgende Gleichungen miissen dazu erfiillt sein

b 1_12 (Q'(r)* +4Q'(r)g'(r) = 54'(r)?) + h(r) = (K = 2)p'(r)*, (E.28)

tanh”
ktanh®*r = (k' —2) e

1 — (2/k') tanh? p’

(E.29)

Q(r) +2¢(r) =31In (cosh p\/cosh2 p — (2/k') sinh? p) +®y.  (E.30)
¥ —1=0, (E.31)

In der Gleichung (E.30) wurde eine zusétzliche additive Konstante eingefiihrt,
da das Dilaton nur bis auf eine solche Verschiebung eindeutig bestimmt ist.
Die Identifikation der Tachyonen (E.31) fiihrt mit @ = g genau auf Wittens
Ein-Schleifen- Approximation [15], die nicht mit (E.27) tibereinstimmt. Ver-
suchsweise lassen wir deshalb nachfolgend das Tachyonpotential auler acht.
Dann sind die Gleichungen (E.28-E.30) zusammen mit der Konsistenzglei-
chung (E.26) zu losen. Dabei kénnen wir davon ausgehen, dafi die Limites
r — oo und p — oo zusammenfallen, da sie beide die asymptotisch flache
Region der Metrik beschreiben. Setzen wir diesen Limes in die Gleichung
(E.29) ein, so folgt

k=K. (E.32)

Losen wir Gleichung (E.29) nach sinh p auf

sinh p = sinhr (E.33)

k—2
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und setzen das in (E.30) ein, erhalten wir

Q(r) = 2 (1 +

5 sinh?r ) — Incoshr + ®. (E.34)

k—2

Wenn wir andererseits die Funktion A(r) aus (E.28) und (E.26) eliminieren,
ergibt sich

1 -2
Q(r) = 2Incoshr — 5 In (kTp’(r)Q) , (E.35)
und mit Gleichung (E.33) finden wir schliefilich
1
Q(r) = 5 In (1 +r sinh?r ) + In coshr . (E.36)

Die Resultate (E.34) und (E.36) widersprechen offenbar einander, d.h. wir
kénnen die Modelle (E.24, E.25) und (E.27) nicht miteinander identifizie-
ren. Nun wissen wir aus der Literatur [60, 61], dafl die Wirkung (E.27)
die storungstheoretischen 3-Funktionsgleichungen bis zur vierten Ordnung in
1/k erfiillt. Das scheint die hier durchgefiihrte Behandlung der Eichfeldelimi-
nierung mittels Pfadintegration in Frage zu stellen. Dieser Schlufl wére jedoch
etwas vorschnell. Wegen der Renormierungsschema-Abhéngigkeit der hoher-
en Glieder der g-Funktionen ist es ndmlich moglich, dafl zwei zunéchst nicht
identifizierbare Modelle gleichzeitig verschiedene Varianten der g-Funktions-
gleichungen erfiillen. Es wére interessant nachzupriifen, ob (E.24) trotz seiner
Verschiedenheit zum Modell (E.27) eine Variante der S-Funktionsgleichungen
erfiillt. Das liegt zumindest im Bereich der Moglichkeiten, weil beide Mo-
delle im klassischen Limes k& — oo ineinander iibergehen. Das bedeutet,
daB die vom Renormierungsschema unabhéngigen [-Funktionsgleichungen
erster Ordnung der Stérungstheorie fiir beide Modelle erfiillt sind. Fiir eine
vollstéandige Diskussion dieser Zusammenhénge wire aber eine auf diesem
Wege bisher nicht gelungene exakte Berechnung der Wirkung (E.24, E.25)
notwendig. Fiir eine Bewertung der Ergebnisse dieses Anhangs scheint es also
zu frith zu sein. Deshalb wurde in diesem Anhang auch grofler Wert auf die
Ausfiihrlichkeit der Darstellung gelegt, so dafl der Leser sich selbst ein Ur-
teil iiber die getroffenen Annahmen und Néherungen bilden kann. Es bleibt
abzuwarten, welche Ergebnisse die zukiinftige Forschung in dieser Richtung
erbringt.



Anhang F

Das Rechnen mit
Poissonklammern

In diesem Anhang werden kurz einige Rechenregeln mit Poissonklammern
zusammengestellt. Aus der Definition (3.30) sind sofort die Linearitét

{A+B,C} ={A,C}+{B,C}, {AB+C}={AB}+{A,C}, (F.1)

und die Antisymmetrie

ableitbar. Eine weitere bekannte Eigenschaft ist die Jakobi-Identitét
{AAB,C}} ={B.{A,C}} +{C,{B, A}}. (F.3)

Wegen der Variationsableitungen in ihrer Definition (3.30) wirkt die Poisson-
klammer auf jeder Seite wie eine Ableitung. Deshalb gelten die entsprechen-
den Regeln, die Produktregel

{AB,C} = B{A,C}+A{B,C}, {A BC}={A B}C+{A,C}B, (F4)
und die Kettenregel
{f(A)7B}:f/(A) {A7B}7 {Avf(B)}:{AvB}f,(B) (F5)

Die Eigenschaften (F.1) lassen sich in diesem Zusammenhang als Summen-
regel verstehen.
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Wegen der Linearitét (F.1) kénnen Poissonklammern differenziert werden

{M7B(0/,T)} - %{A(U,T),B(UlvT)},

0o
{A(O’, 7), %} _ 92 {A(o,7),B(c’,7)}. (F.6)

o’
Obwohl die Poissonklammern immer bei gleicher Zeit 7 betrachtet werden,
gilt eine dhnliche Regel auch fiir die Ableitung einer Poissonklammer nach
7, wobei beim Beweis auf die kanonischen Bewegungsgleichungen (3.36) und
die Jakobi-Identitdt (F.3) zuriickgegriffen wird

% {Alo,7), B(o",7)} = {{A(o,7),B(o',7)}, H}

= {A(Uv T)? {B(OJ? T)v H}} +
+{{A(o,7),H},B(c',7)} (F.7)

a0 [0 )

Schliefllich kann wegen der Linearitdt (F.1) aus der Poissonklammer einer
Feldgrole auf die Poissonklammern der einzelnen Fouriermoden dieser Grofle
geschlossen werden.



Anhang G

Herleitung der
Frei-Feld-Darstellungen aus
dem Energie-Impuls-Tensor

In diesem Anhang wird gezeigt, daf§ aus dem Ansatz, die freien Felder seien
lokale Ausdriicke in den (anti-) chiralen Funktionen yy(z) und gx(z), explizite
Darstellungen der freien Felder als Funktionen der y.(2), 9x(2) und Ableitun-
gen folgen. Wir werden hierbei nur die chiralen Anteile betrachten, da fiir die
antichiralen Funktionen das Vorgehen vollstdndig analog ist. Zur Vereinfa-
chung der Sprechweise werden wir hier stets den Zusatz ,,chirale Komponen-
te“ fortlassen. Wenn also im folgenden vom Energie-Impuls-Tensor und freien
Feldern die Rede ist, dann sind immer die chiralen Komponenten derselben
gemeint.

Wir beginnen mit der Identifizierung des Energie-Impuls-Tensors der frei-
en Felder (3.73) mit dem Energie-Impuls-Tensor als Funktion der yx(z) (3.55)

1 4" — o'
T(:) = (0.00)" + (000)" = S LB — 2. (@)
Durch Ubergang zu den komplexen Feldern (3.78)
¢ =0¢1+1¢2, X =1 — iy, (G.2)
faktorisiert der Energie-Impuls-Tensor

T(2) = 0.6()0x(). (@.3)
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Der Lokalitatsansatz lautet dann

¢(2) = d(y1(2),92(2), ¥1(2), ¥2(2)),  x(2) = X(yl(Z),yg(Z),yi(Z),yé(Z()C)}- |
4
(¢(z) oder x(z) diirfen nicht von hoheren als ersten Ableitungen der Funk-
tionen yx(2) abhéngen, weil wegen (G.3) der Energie-Impuls-Tensor dann im
Gegensatz zu (G.1) von hoheren als zweiten Ableitungen der y,(z) abhinge.)
Wir sehen, dal der Energie-Impuls-Tensor linear von den zweiten Ableitun-
gen y;(z) abhéngt. Daraus konnen wir schlieBen, dafl nur eines der freien
Felder ¢(z), x(z) von den Ableitungen y; (z) abhéngt. Da bisher ¢(z) und
X (z) vollig symmetrisch in allen Gleichungen auftreten, kénnen wir ohne Be-
schrankung der Allgemeinheit annehmen, dafl y(z) nicht von den Ableitungen
;. (z) abhéngt

P(2) = d(y1(2),v2(2), ¥1(2), ¥2(2)),  x(2) = x(1(2), ya(2)). (G.5)

Zur Abkiirzung lassen wir im weiteren Text das Argument z aller chiralen
Funktionen fort.

Setzen wir den Ansatz (G.5) in (G.3) ein und vergleichen das Ergebnis mit
der rechten Seite von (G.1), so erhalten wir durch Vergleich der Koeffizienten
von y{ und y4 folgende Gleichungen (y; und y;, als Indizes bedeuten in diesem
Anhang partielle Ableitungen nach diesen Gréfien)

1 Yo
by (X ¥t + Xip¥2) = 5 ——F———, G.6
y1( Yy1J1 Y2 2) ,}/2 ylyé _yin ( )
1 Y
by (X V1 + Xup¥o) = ———F———, G.7
yg( Yy1J1 Y2 2) 72 ylyé _yin ( )
(Pyu 1 + Duu¥a) (X Y1 + Xyo¥a) = 0. (G.8)

Dividieren wir Gleichung (G.6) durch (G.7), so erhalten wir nach einer Um-
formung die partielle Differentialgleichung

Vi, + 1oy, =0 (©9)
Diese hat die allgemeine Losung
¢ = Ay, Y2, Y1 /Y2) = d(y1, Y2, €), (G.10)
wobei
i
&= = (G.11)
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Wir setzen die Losung (G.10) in die Gleichungen (G.6) und (G.7) ein

1 1

?yl - y25' (G.12)

be (X & + Xun) =

Daraus schlieflen wir, daf8 x,, £ + x,, nicht identisch verschwindet (hochstens
in Gebieten, in denen y;, y» oder ¢ divergieren')

Xy & + Xyo Z 0. (G.13)
Aus Gleichung (G.8) ergibt sich deshalb
Py € + by, = 0. (G.14)
Diese Gleichung hat die allgemeine Losung
¢ = ¢(y1 — y2€, §). (G.15)
Wir wollen jetzt die aus (G.12) folgende Gleichung
1 1

P = (G.16)

72 (Xylg + Xy2) (yl - y2€)
iiber £, das auf der rechten Seite explizit auftritt, integrieren. Hierzu miissen
zwei Falle unterschieden werden.

1. Xy & + Xy und y1 — 92§ sind als Funktionen von & zueinander propor-
tional (mit einer von y; und y, abhédngigen Funktion f als Proportionalitéts-
faktor)

X6 + Xy = F(Y1,92) (Y1 — 926) - (G.17)

Ein Koeffizientenvergleich beziiglich £ liefert die beiden zu (G.17) dquivalen-
ten Gleichungen

Xy1 = _f(ylayQ)yQ: Xy2 = f(?Jl,ZJQ)yl' (G-18)

Diese Gleichungen implizieren die partielle Differentialgleichung

Xy Y1 + Xyo¥2 = 0, (G.19)

!Wir suchen hier eine Darstellung der freien Felder, die die Gleichung (G.1) identisch
erfiillt unabhiingig von den Werten, die die Funktionen yi, y2, y; und y5 annehmen. In
diesem Sinne kénnen wir yi, y2, y; und y5 als unabhiingige Variablen betrachten. Die
Beziehung (G.13) besagt dann, dafl x,, & + Xy, nicht gleich der von den Variablen y1, yo,
v} und y5 unabhéngigen Konstanten 0 ist.
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deren allgemeine Losung
X = x(y1/y2) (G.20)

lautet, die in (G.18) eingesetzt

X' (v1/y2)

G.21
2 (G-21)

f(yh y2) =
ergibt. Nun setzen wir (G.17) und (G.21) in (G.16) ein und integrieren iiber
¢ mit dem Ergebnis

b= 1 v 9y y2) (G22)

_’YQX/(yl/ZJQ) y1 — &Y 2

Die unbekannte Funktion g(yi,y9) ist die Integrations-,Konstante“ bei der
unbestimmten &-Integration. Wir setzen dieses Ergebnis in die Gleichung
(G.14) ein und erhalten nach einigen Umformungen

X” X” y2
yggy1€2 + (?J%gyg — Y1Y29y, — yQF) §+ ylF + ? — Y1Y29y, = 0. (G.23)

Die linke Seite ist ein Polynom in £ und kann daher nur Null werden, wenn
jeder Koeffizient der verschiedenen Potenzen von ¢ verschwindet. Der Koef-
fizient vor dem &2 verschwindet genau fiir

Gy, = 0. (G.24)

Dann liefert der {-Koeffizient die Beziehung

"

X
e ) G.25
RTSC (G.25)
Fiir das Absolutglied des &-Polynoms ergibt sich dann
Y2 !
— =0, G.26
X (Y1/y2) (G.26)

was offenbar fiir keine Wahl der Funktion x(y1/y2) zu erreichen ist. Der erste
Fall liefert also keine Darstellung der freien Felder ¢ und x als Funktionen
von i, ¥z, ¥; und ys.

2. Xy & + Xy, und y; — y2§ sind als Funktionen von § zueinander nicht
proportional. Das bedeutet, da8 die Vektoren (xy,, xy,) und (—y2,y1) nicht
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parallel sind und der Inhalt der von ihnen aufgespannten Fliche nicht ver-
schwindet c
Clonve) _ ' Xt Xy Xy £ 0. (G.27)

Y —Y2 W

In diesem Fall erfolgt die Integration von (G.16) durch Partialbruchzerlegung
und fithrt auf

1 X+ Xeo | 91, 92)
o= In 24 + . G.28
VC(yh y2) Y1 — Y2€ Y ( )

Wie im ersten Fall ist hier g(yi,y2) die Integrations-,Konstante“ der unbe-
stimmten ¢-Integration. Wir setzen den Ausdruck (G.28) in die Gleichung
(G.14) ein und erhalten nach einigen Umformungen

Cpé+Cy . xn&+X Xung1 &2+ 2Xu192€ + X
Y1 Y2 1n Y1 Y2 — Y1y1 Y1y2 Y292 + C (gylf —I'_ gyg) .
C Y1 — y2§ Xylé + Xy2
(G.29)

Die linke Seite der Gleichung ist eine transzendente Funktion? in &, wiihrend
die rechte Seite eine rationale Funktion in ¢ ist. Dementsprechend mufl der
Koeffizient des Logarithmus verschwinden?

Cp,é+C,=0 <+— 06,=C,=0 <<= (C=const. (G.30)

Die rechte Seite der Gleichung (G.29) mufl dann auch verschwinden. Nach
Multiplikation mit x,, & + Xy, erhalten wir aus ihr ein quadratisches Poly-
nom in £, das genau dann identisch verschwindet, wenn seine Koeffizienten
verschwinden

Xy + C9yXy, = 0, (G.31)

2Xy1y2 + ngzXzﬂ + ng1Xy2 = 0, (G.32)

Xyay2 + ngngg = 0. (G33)

2Wegen der Bedingung (G.27) ist das Argument des Logarithmus auch wirklich von &

abhéngig.

3Das ist am leichtesten einzusehen, wenn die Gleichung (G.29) mit X, £ + Xy, multi-
pliziert wird und der Logarithmus in eine Potenzreihe beziiglich £ entwickelt wird. Dann
steht auf der linken Seite der Gleichung eine unendliche Reihe in £, auf der rechten Seite
hingegen ein Polynom, woraus das Verschwinden des Koeffizienten des Logarithmus folgt.
(Xy: & + Xy, st nicht identisch Null, weil anderenfalls x,, = x,, = 0 im Widerspruch zur
Bedingung (G.27) folgte.)
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Aus der Gleichung (G.27) ergibt sich unter Berticksichtigung von (G.30)

C
X (Y1, y2) = h(y1/y2) + 5 Iny, (G.34)

mit einer zunéchst beliebigen Funktion h. Setzen wir diesen Ausdruck in die
Gleichungen (G.31) und (G.33) ein, so kénnen wir die Funktionen g,, und
Gy, durch A’ und h” ausdriicken

o = Oy 1 /y)
T nC(CH (i /y) W (41 /y2))

1 R (y1/y2) (%)2 Y1
, = ) poft), (.36
Iy nC (h’(y1/y2) Y2 Y2 ( )
Setzen wir diese Ausdriicke in die Gleichung (G.32) ein, erhalten wir nach
einigen Umformungen eine Differentialgleichung fiir A (mit = = y1/y»):
Czh"(z) + W (z) (yxh'(z) +2C) = 0. (G.37)

Wir definieren k(x) = h/(x) und gelangen nach Multiplikation mit k(x)/(Cz*)
zu der exakten Differentialgleichung

(G.35)

dk ~y 2
7 + (Caﬂ + x%) dz = Updk + U,dz = dU = 0. (G.38)

Die Losung dieser Differentialgleichung lautet

= —_—_— e = —E = . .
U T const (G.39)
Nach k aufgelost ergibt sich
C
W (x) = k(z) = (/) (G.40)

-2 ((CE/y)z—1)
Die Integration dieser Gleichung liefert

E -1

h(z) = €, CE/Mz—1
vy x

Dieses Ergebnis in die Gleichung (G.34) eingesetzt, ergibt (hier ist a =

+~CInF mit F = const. (G.41)

X = % In (ey1 + Byo) . (G.42)
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Das ist der erste Teil des Ergebnisses. Als néchstes bestimmen wir g. Dazu
setzen wir den Ausdruck (G.42) in die Gleichungen (G.31) und (G.32) ein
und erhalten

o p
C 1 = —_— 2 _- . G43
I ayr + Bya 9 ayr + Y2 ( )
Die Integration dieser Gleichungen liefert
1
91, y2) = 5 In(ays + By2) + G, G = const. (G.44)

C

In die Gleichung (G.28) eingesetzt, erhalten wir die Darstellung von ¢ als
Funktion der yx(z), yi.(2)

1 ayy + By,
¢:—(1n7+p : G.45
vC Y1y — Y12 ( )

wobei D mit der Integrationskonstanten G in Gleichung (G.44) zusammen-
héngt.



Anhang H

Einschriankungen der

Parameter der
Frei-Feld-Darstellungen

In der Diskussion des Abschnittes 3.7 haben wir gesehen, daB die freien Felder
Y und ¢ (3.77) so gewihlt werden konnen, dafi ihre Komponenten die Form

1 oy + By 1
aﬁ——(lnMﬂLD), X = —In(ay: + Bya),

Y 1Yz — Y192 Y
_ 1 ay. + By, = R
¢:—(ln%+l) ) X:—ln(@yl‘i‘ﬁ?h)- (H.1)

Y U1Ys — Y192 Y

annehmen. Wir wollen nun untersuchen, welche FEinschrankungen sich fiir
diese Komponenten aus ihrer Zerlegung in reelle Felder (3.78) und aus den
Asymptotenbedingungen (3.96) ergeben.

Die Zerlegung in reelle Felder ist dquivalent zu

p=x" o=X" (H.2)

Definieren wir

Oéyi(Z) + Byé(z) )7(2) =
y1(2)y5(2) — i (2)ya(2)’ n(2)1(2) — 11(2)52(2)
und verwenden die Gleichungen (3.57), so folgt

Y(2)

a (agy — y2) + B (g + 1)
Y1y1 + Y2y

a (uyy — ¥2) + B (uys + 1)
Y1y1 + Y2y

Y = Y = ,(H.4)

’
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ayi+ 0y o o - @+ B
- _ . _ Y — afufa
Y1Y1 + Y2y B ?{191_‘1‘ Yoy
Y =0,V V)Y +4*TY, Y"=(0:V,/V)j +~°TY. (H.6)

Y' =0,u (H.5)

Die Gleichungen (H.6) sind komplex konjugiert zu den Gelfand-Dikii-Glei-
chungen (3.47). Daher muBl Y (z) eine Linearkombination von yi(z) und y3(2)
sein und Y'(Z) eine Linearkombination von ;(Z) und ¢3(2). Das ist vertriiglich
mit (H.2) und (H.1)

Y(2)=eP(ayi + By)*, Y(2)=eP(ag +Pg) .  (H7)

Es geht also nur noch darum, die Linearkoeffizienten e="a*, e 3%, e Par
und e~P3* zu untersuchen. Dazu vergleichen wir die Gleichungen (H.7) und
deren Ableitungen

Y'(2) =e P (ayi + Bp)", YV'(2) =" (ami + Bim) (H.8)

im Limes ¢ — —oo mit (H.4) und (H.5). Mit den Randbedingungen fiir y; o,
Y12 und deren Ableitungen (3.58), (3.59) erhalten wir folgende Beziehungen
zwischen den konstanten Parametern

%@u = V(B0 —aly) 0.,
%@ﬂ = e P (BCy — aCy)” ;. (H.9)

Aus der ersten und dritten dieser Gleichungen finden wir

el _ (aCy + BCy)" _ (ﬁ(jl — Oé(j2)>k (H.10)
0101 + 0202 ﬁél - Oéég 0401 + 502 ' ’

Daraus und aus der zweiten und vierten der Gleichungen (H.9) folgt

eD eD * eD eD '
— — — — = — — — — = 17
0101 + 0202 (0101 + 0202) 0101 + 0202 0101 + 0202
(H.11)
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also gilt

eD ) eD

N | - _ iR kK eR H.12
coice - coraa-¢ " wF (H.12)

Damit vereinfacht sich (H.9) zu

(aCy + BCy)" = & (BC) — aly),
(aC + 552)* = e " (BC) — aly). (H.13)

Bisher haben wir nur die Bedingung (H.2) verwendet. Benutzen wir die Rand-
bedingungen (3.96) fiir (H.1) so finden wir die weiteren Bezichungen

ﬂcl - C(CQ _D
_ - = C =1

CiCh+ CoCy 7 aCi+ P =1,

BCy — aCy _b _ = = =
_— = C C - 1. H.14

Mit (H.12) wird daraus
BC) —aCy =e ', aCy + 0y =1,
BCy — aCy = e, aCy + BCy = 1. (H.15)

Die Gleichungen (H.13) sind damit automatisch erfiillt. Deshalb brauchen
wir nur noch (H.15) und (H.12) nach «, 3, &, #, D und D aufzulésen, und
wir erhalten (3.98).



Anhang I

Poissonklammern im
periodischen Fall

Dieser Anhang stellt Poissonklammern zusammen, die fiir den periodischen
Fall (Kapitel 4) berechnet wurden. Zur Vereinfachung wird eine argument-
freie Schreibweise benutzt. Sie basiert auf der Beobachtung, dafl die berech-
neten Poissonklammern die allgemeine Struktur

{P(07 T)v Q(OJ? T)} = Z fk:(av T)Ok(av 0-/; T)gk:(ojv T) (11)
k

mit bestimmten Funktionen f;., O und g, haben. Wir kénnen sdmtliche Ar-
gumente fortlassen, wenn wir vereinbaren, dafl die Reihenfolge der Argumente
der Funktion Oy, identisch mit der Reihenfolge der Argumente in der Poisson-
klammer ist, die Funktionen f; also das erste Argument und die Funktionen
gr das zweite Argument der Poissonklammer haben. Wenn wir die Poisson-
klammern als Integralkerne von Operatoren auffassen, sind die Gleichungen
der Kurzschreibweise gerade die entsprechenden Operatorgleichungen, wobei
fr und g multiplikative Operatoren darstellen.

Die auftretenden nichtmultiplikativen Operatorkerne Oy sind in der Ta-
belle 1.1 aufgelistet.

In einigen Poissonklammern tauchen Terme auf, in denen iiber eines oder
beide der Argumente der Operatorkerne Oy integriert wird. Dies wird durch
ein vorangestelltes (fiir die Integration iiber das erste Argument) oder ein
nachgestelltes (fiir die Integration tiber das zweite Argument) Integralzeichen

108
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symbolisiert

<f1/f20) (o,0,7) = fl(O',T)/f(a”’T)O(a//’O_/;T)da,,

(Ofl/fg) (o0,0;7) = /O(o, o’ 7) fr(o”, 7)do” fo(o’, T)

(fl/f2091/92> (0,07) = (L2)

2m 271

fi(o, T)//fQ(O'N,T)O(O'”,O'W; 7)g1(c"”, 7)do"da" go (0, 7).

0 0

Ein hochgestelltes , T“ steht fiir Transposition und bedeutet, dafl in den
Operatorkernen die Argumente vertauscht werden

f=9" & [flodir)=g(d 0o;7). (I.3)

Aus der Antisymmetrie der Poissonklammer (F.2) ergibt sich in der argu-
mentfreien Schreibweise

{A, B} = —{B,A}". (1.4)

Bei der Herleitung von Poissonklammern ist es oft erforderlich, nach den Ar-
gumenten der Funktionen entsprechend (F.6) abzuleiten. In der argumentfrei-
en Schreibweise notiert ein Strich (") vor der Poissonklammer die Ableitung
nach dem ersten Argument, ein Strich (*) nach der Poissonklammer die Ab-
leitung nach dem zweiten Argument. Fiir die in der Tabelle 1.1 angegebenen
Operatoren ergeben sich beispielsweise die folgende Ableitungen

e = —€ =26,
L = -L'=§=8=1,
h o= —h—25-1

T
'E = 26— (m —m)E,
E = -26+E(m—mn),

F/ = —2(5+F(7']1—7']2),
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(B")
(
(

ET)
F")
'E

26 — (m — ) E.

(
(
(

‘EY =26 —E" (1 — ),
EN' = 25+ (m — ) ET,
F')" = =28 + (m — o) F7,

(L.5)

Die auf den Seiten 111 ff. aufgelisteten Poissonklammern wurde teilweise mit
dem Computeralgebra-Programm MATHEMATICA [62] berechnet.

| Operator O | Operatorkern O(o,0’; 1) |
1 1
F) don (0 —0')
€ €on(0 — ')
L o—o'
S o+o
_ /
h:e—% h(a—a/):e%(a—a')—a 2
T
exp e €xr(0 —0')
. z i + Ol + )
sinh 21— 2 yi(T + 0)ya(7 + ')
exp (Odl — @ €or (0 — 0’)) , ,
F:@E 2 y2(7+0)y1(7+0)
m sinh L @2 Y (T + 0)ye(T + 0’)
o V] — 0_42 !
5 - ( y ) ) Ba(r = )7 = o)
sinh a1 — Qo g1(1 — o) ga (T — 0’)
~ exp (—@1 — Q2 €or (0 — 0')) . ~ ,
Ry . y o (= )il - o)
771 sinp L~ @2 gy (1 — o) ga(T — 0’)

Tabelle I.1: Die in der Kurzdarstellung der Poissonklammern auftretenden
nichtmultiplikativen Operatoren



Poissonklammern der physikalischen Felder

{a,a} = —2+*(1 4 un)d

{u,u} = 27*(1 + uu)d
{i,u} = 27*(ut — uti)d
Die iibrigen Poissonklammern der w, @, @ und @ verschwinden.

1 U _ 1 U
+ uu o + uu

Fir U =
R ou -1

gilt

{u, U} = —7*U?S
{a,U} = —*0%
{uv,U} ={a, U} ={U, U} ={U,U} ={U,U} =0

Poissonklammern mit 012 und 112

2

{m,m} = = (m —n)E(m —n2) — (1 — 12)0

l\’)|\2

{m,m}y = {2, 2} = {m, M} = {M, M} =0

2
ol mU —u
{m,u} =5 (m —m)E 7]11 — - = 7' mU8 = {n, Ul

U
{n2,u} = —%( — 12 )ET%W VU8 = {12, U} o

2 — —
_ Y mu— azu
— L — B =
.} = T — ) B
2 — —
v TR2U _azu
Sy = —— )
{m2, u} 9 (m — n2) n — 1
0y = Lop BV 2
2 m — 12
2 U —u
{n2, U} —3(771 — ) ET 2 — — U
m— 12

111

(1.12)

(1.13)

(1.14)
(L.15)
(1.16)
(1.17)
(L18)

(1.19)
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2 — — —

_ ol mU —u 0.1 0.u 2 0.u
Ut =—(m —m)E = Ul — U=—§

{m, U} =5 (m—n) o o = U Ul g U
2 _ _ _
_ ¥ U —ud.u 0, 9, 0.1

Ut=——(m —mp)E' —— = U} — U

{2, U} = = (m —m) o~ VUl g U

Poissonklammern mit K und &

Die Definitionen von x und & sind in (4.36) gegeben.

{r,k} ={R,k} =0

{/‘i, /%} _ 7_2 U — UQUEU(TH - 772) . U(771 - 772)
2 \u—mU  u—nU u—mnU
2 _ _
{K,U} _ _lU(nl HQ)EU 7]1U
2 u—mU m—n

UG —m) pu—mU

Kk, U} =
{ } 2 u—mU m — "2
2
7 u—nU U(p —na)
U,k = — E
{ } 2772771—772 u—nU
2, _ _
A U Ul —m)

=12 {Ua R}

2 m =10 u—nU
{k,m} ={m, K} =0

72
{n, 772} = —§E(771 - 772)

,.)/2
{m, Rk} = —3(771 —n)E

Eu—mU)
u —nU

T :{’%U}Ul
2

0

(1.20)

(1.21)

(1.22)
(1.23)
(1.24)
(1.25)
(1.26)

(1.27)
(1.28)

(1.29)

(1.30)
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Poissonklammern der y; 2 und 4 2

Der Vollstandigkeit halber sind hier die Poissonklammern (4.63) noch einmal

aufgefiihrt:

{Inyy,Iny, }

{Iny;,Iny,}
{Iny;,Iny, }
{Iny;,Iny,}
{Ingy,Iny,}
{Ingy,Iny,}
{Inys,Iny,}
{Inys,Iny,}

{ln gg, lIl gg}

{lnglalngl} = 0

2
y L

— - — ——E — [ FE,
2(6 27r) + /



Anhang J

Symmetrische
Poissonklammern

In diesem Anhang definieren wir Funktionen #;5(2) und 4, ,(2), die sich
von den Funktionen y9(z) und ¢;2(2) nur durch eine andere Festlegung
der Integrationskonstanten D, und DLQ in (4.38) unterscheiden und die zu
Poissonklammern fiihren, in denen §; und g, bzw. ¢; und ¥, gleichberech-
tigt auftreten. Das zeigt einerseits, dafl die Poissonklammern der Funktionen
y12(2) und 7 2(Z) tatséchlich von der Definition dieser Integrationskonstan-
ten abhéngen, und andererseits, dafl das asymmetrische Auftreten der Funk-
tionen y; 2 und %; 2 in den Poissonklammern (4.63) nur durch die auf die
Frei-Feld-Darstellung (3.101) bzw. (3.103) abgestimmte Wahl der Integra-
tionskonstanten (4.54) und (4.55) zustande kommt.

Fiir die Definition der Integrationskonstanten D; o, D; o von ¢ 9(2) und
Y12(2) gehen wir von den Nullmoden der Funktionen r(c,7) und &(o,7)
(4.36) aus, die offenbar keine der Funktionen y; » und 4 » auszeichnen. Wir
teilen jetzt die konstanten Teile dieser Nullmoden

27
1 T _ .
g = oo [K(U,T)—%(al—ag)—ldm] do,
0
2
fo = o [ [Ro.7) — (61— aw) —iom] d (1)
Ro = o [ |Rlo,7) = 5—(a1 — as) —iom| do
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auf die Funktionen ; 5(z) und 7, ,(2) auf und erhalten

Dl — —DQ - K—Q Dl — —D2 HQ

2, . (J.2)

Im Vergleich mit den Festlegungen (4.54) und (4.55) finden wir den folgenden
Zusammenhang zwischen den Funktionen 9 o, @172, Y12 und ¥ o

Inji(2) = Iy (s) + "2 - 12, mma:mm>+§_%z
G,(2) = (2 + 2~ Y2 ) = () + 2 - %Q (1.3)

Mit der im Anhang I erkliarten argumentfreien Schreibweise lauten die ent-
sprechenden Poissonklammern

{lIl gl, hl gg}

{1, }

{hl ?2: In ?1}

{v1. 01}

{Ing;,Iny,}

{ln @27 In ?J?}

{1, 92}

72( L

2 feeinf5

A2
) B
3272 /

{y27 92} - 07

{2, 92} =
2
v
S
C4r +

’Y ’Y
e+
47 + 81

{yla yQ} =0.

2 L 2_
o (e__)+v_ET_

el fe
EE/

wﬂ/w—ﬁﬁ/
327T2/E E /

(J.4)
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