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Zusammenfassung

Diese Arbeit ist ein Versuch, verschiedene klassische und neuere Methoden der glatten bzw. nicht-
glatten Optimierung zu verallgemeinern und in ihrem Zusammenhang darzustellen. Als Hauptin-
strument erweist sich dabei die sogennante verallgemeinerte Kojima–Funktion. Neben reichlichen
Beispielen setzen wir einen besonderen Akzent auf die Betrachtung von Variationsungleichungen,
Komplementaritätsaufgaben und der Standartaufgabe der mathematischen Programmierung

min
x∈IRn

{f(x) | gi(x) ≤ 0, i = 1, ...,m}.

Unter natürlichen Voraussetzungen an diese Probleme kann man u.a. Barriere–, Straf– und SQP–
Typ–Methoden, die auf Newton–Verfahren basieren, aber auch Modelle, die sogenannte NCP–
Funktionen benutzen, mittels spezieller Störungen der Kojima–Funktion exakt modellieren. Da-
neben werden durch explizite und natürliche Wahl der Störungsparameter auch neue Methoden
dieser Arten vorgeschlagen. Die Vorteile solcher Modellierung sind überzeugend vor allem we-
gen der direkt möglichen (auf Stabilitätseigenschaften der Kojima–Gleichung beruhendenden)
Lösungsabschätzungen und weil die entsprechenden Nullstellen ziemlich einfach als Lösungen be-
kannter Ersatzprobleme interpretiert werden können.

Ein weiterer Aspekt der Arbeit besteht in der genaueren Untersuchung der ”nichtglatten
Fälle”. Hier wird die Theorie von verschiedenen verallgemeinerten Ableitungen und dadurch ent-
stehenden verallgemeinerten Newton-Verfahren, die im Buch [14] von B. Kummer und D. Klatte
vorgeschlagen und untersucht wurde, intensiv benutzt. Entscheidend ist dabei, dass die benutz-
ten verallgemeinerten Ableitungen auch praktisch angewandt werden können, da man sie exakt
ausrechnen kann.



An dieser Stelle möchte ich mich bei meinem wissenschaftlichen Betreuer Prof. Dr. Bernd
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Außerdem gilt mein besonderer Dank der Unterstützung durch das Graduiertenkolleg ”Geometrie
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Kapitel 1

Einführung

Der Hauptgegenstand dieser Arbeit sind klassische Variationsungleichungen in endlicher Dimen-
sion:

Finde ein x ∈ C, so dass
〈
p(x), c− x

〉
≤ 0 ∀c ∈ C.

Dabei ist C ⊂ IRn eine nichtleere, abgeschlossene und konvexe Menge und p : IRn → IRn eine
lokal Lipschitz–stetige Funktion. Die Aufgabe wird oft in der folgenden Form geschrieben:

Finde ein x ∈ C, so dass p(x) ∈ NC(x), (1.1)

wobei
NC(x) := {ξ ∈ IRn | 〈ξ, c− x〉 ≤ 0, ∀c ∈ C}.

Die Menge NC(x) heißt Normalenkegel (im Sinne der konvexen Analysis, [27]) von C im Punkt x.
Ist x /∈ C, so sei NC(x) := ∅. Wird NC ersetzt durch eine mehrwertige Abbildung Γ : IRn ⇒ IRn,
so spricht man von einer verallgemeinerten Gleichung.

Zur numerischen Untersuchung von (1.1) benötigt man eine analytische Beschreibung von C.
Sei zunächst

C := {x | gi(x) ≤ 0, i = 1, ...,m}, gi ∈ C1, gi konvex ∀i. (1.2)

Unter einer Regularitäts-Voraussetzung im Punkt x (MFCQ, Abadi–Bedingung oder Calmness,
siehe [14]) hat dann der Normalenkegel eine spezielle Form:

NC(x) = {y+Dg(x) | g(x) = y−, y ∈ IRm},

wobei y+
i = max{0, yi} und y−i = min{0, yi}. Damit wird (1.1) äquivalent zu der Gleichung

F1(x, y) := −p(x) + y+Dg(x) = 0
F2(x, y) := g(x)− y− = 0.

(1.3)

In dieser Form ist die linke Seite F in (1.3) ein Beispiel einer verallgemeinerten Kojima–Funktion
(von IRn+m in IRn+m) im Sinne von [14, 13]. Sie wurde ursprünglich für nichtlineare Optimie-
rungsaufgaben

min{f(x) | gi(x) ≤ 0, i = 1, ...,m} (1.4)

in [15] mit p(x) = −Df(x) für eine bequeme Darstellung des Karush–Kuhn–Tucker (KKT–)
Systems eingeführt.
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Eine andere übliche Darstellung des Problems (1.1), (1.2) ist mittels einer sogenannten NCP-
Funktion möglich, die als Funktion G : IR2 → IR durch die Forderung

G−1(0) = {(s, t) | s ≥ 0, t ≥ 0, st = 0} (1.5)

definiert ist. Man untersucht dann anstelle von (1.3) das System

Π1(x, y) := −p(x) + yDg(x) = 0
Π2i(x, y) := G(−gi(x), yi) = 0, i = 1, ...,m.

(1.6)

Zahlreiche konkrete Ansätze für G findet man z.B. in [30, 5, 9].
Die Gleichungen (1.3) F (x, y) = 0 und (1.6) Π(x, y) = 0 haben zwar dieselben Lösungen x,

sind aber strukturell unterschiedlich.
Ihnen ist gemeinsam, dass sie die Komplementaritätsbedingung im Originalproblem (1.1), (1.2)

durch eine Gleichung beschreiben und so das Originalproblem selbst als ein System von n + m
Gleichungen mit n + m reellen Variablen darstellen. In beiden Fällen sind die entsprechenden
Vektorfunktionen F, Π in den Lösungen nicht notwendig differenzierbar.

Unterschiede bestehen im Zusammenhang mit Regularitätseigenschaften der Gleichungen, bei
der Berechnungsmöglichkeit für diverse verallgemeinerte Ableitungen und bei daraus resultieren-
den Lösungsverfahren erster und zweiter Ordnung, speziell bei Verfahren vom Newton–Typ.

In der vorliegenden Arbeit sollen diese Unterschiede und Gemeinsamkeiten für Variationsauf-
gaben und Komplementaritätsprobleme aus einer einheitlichen Sicht untersucht und insbeson-
dere die aus den verschiedenen Ansätzen resultierenden ”nichtglatten” Newton–Verfahren mit
herkömmlichen Verfahren vom Straf–, Barriere– und SQP–Typ verglichen werden.

Unser Ausgangspunkt ist eine (kleine) gezielte Störung des Kojima–Systems (1.3) mit p(x) =
−Df(x), mit der sich Ansätze vom Straf- und Barriere-Typ beschreiben lassen. Mit ihrer Hilfe
wird gezeigt:

• Bei speziellen solcher Störungen fallen die Newton–Hilfsaufgaben für beide Gleichungen
(1.3), (1.6) zusammen.

• Damit lösen Verfahren auf der Grundlage von NCP–Funktionen in jedem Schritt ein derart
gestörtes Kojima–System.

• Darüberhinaus entsprechen allen diesen Ansätze im Newton–Verfahren einfach passende
Bewichtungen λi (abhängig vom aktuellen Iterationspunkt) für die Gleichung

λi(gi(x) + Dgi(x)(ξ − x)) + (1− λi)ηi = 0 (1.7)

der linearisierten, komplementären Funktionen gi und yi.

• Ferner können, im Prinzip, diese Newton–Verfahren in einheitlicher Weise als SQP-Verfahren
geschrieben werden (sequentielle quadratische Optimierung). ”Im Prinzip” heißt hier, dass
dann, wenn p in (1.1) keine Ableitung ist, die jeweilige quadratische Optimierungsaufgabe
zu einem linearen Komplementaritätsproblem wird und man im Newton–Schritt ebenso wie
im Falle p = −Df eine lineare Gleichung zu lösen hat.
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Die Interpretation als SQP-Verfahren hat den Vorteil, dass man direkt die Form der Hilfspro-
bleme (als quadratische Optimierungsaufgaben) kennt, die in jedem Schritt gelöst werden müssen.
Das ermöglicht theoretisch ein besseres Verständnis der Methode und praktisch ein Umschalten
zwischen Verfahren erster und zweiter Ordnung (z.B. wenn eine Newton–Matrix degeneriert oder
der Startpunkt schlecht ist).

So wie die meisten Optimierungsverfahren stellt sich ein SQP-Verfahren nicht als eine einzige
Methode dar, sondern als ein Zugang, von dem mehrere konkrete Algorithmen abgeleitet werden
können. Die Hauptidee besteht darin, dass man das nichtlinare Problem, etwa (1.4), mittels einer
Reihe von quadratischen Optimierungsaufgaben modelliert. Im Schritt k wird, ausgehend von
einer approximativen Lösung xk (zulässig oder nicht) für (1.4), ein quadratisches Modell von
(1.4) um den Punkt xk gelöst (zumeist auch mit Startpunkt xk), um eine bessere Näherung xk+1

zu konstruieren.
Wir werden diese Methoden als Newton–Methode, angewandt auf die KKTBedingungen für

Aufgabe (1.4) oder auf ein äquivalentes Gleichungssystem auffassen. Da die Funktionen F und
Π nicht mehr überall differenzierbar sind, müssen hier allerdings spezielle Arten von verallgemei-
nerten Ableitungen zur Konstruktion der Hilfsaufgaben betrachtet werden, und die Wahl dieser
Ableitungen bestimmt ebenfalls die quadratischen Ersatzprobleme.

Terminologie und Bezeichnungen orientieren sich in der vorliegenden Arbeit hauptsächlich an
der üblichen Notation in der Optimierung und nichtglatten Analysis, wie sie etwa in [28], [14]
benutzt werden. Mit einem Doppelpfeil Γ : X ⇒ Y wird eine mehrwertige Abbildung von X in
Y bezeichnet, Summen der Form A+ rB sind für Teilmengen A,B desselben normierten Raumes
über IR elementweise zu verstehen, A + rB = {x | x = a + rb, a ∈ A, b ∈ B}, und B (oder BY )
bezeichnet die abgeschlossene Einheitskugel (im Raum Y ). Im Falle A = {a} schreibt man auch
a+rB. Wir sagen, eine Aussage gilt für x nahe x∗, wenn sie für alle x in einer gewissen Umgebung
von x∗ richtig ist.

In der Arbeit, wenn nichts anderes gesagt wird, ist vorausgesetzt, dass alle Vektoren Spalten-
Vektoren sind. Außerdem habe die Jakobi Matrix von g : IRn → IRm die folgende Form:

Dg(x) =



∂g1(x)
∂x1

∂g1(x)
∂x2

· · · ∂g1(x)
∂xn

∂g2(x)
∂x1

∂g2(x)
∂x2

· · · ∂g2(x)
∂xn

· · · · · · · · · · · ·
∂gm(x)

∂x1

∂gm(x)
∂x2

· · · ∂gm(x)
∂xn
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Kapitel 2

Verallgemeinerte Kojima–Funktion

2.1 Kojima–Funktion

Wir gehen aus von der Aufgabe

min{f(x) | h(x) = 0, gi(x) ≤ 0, i = 1, ...,m}, (2.1)

die sich von (1.4) nur durch die zusätzliche Aufnahme von Gleichungsnebenbedingungen, beschrie-
ben durch h : IRn → IRκ unterscheidet. Die Funktionen f, g, h seien vom Typ C1,1, d.h. sie mögen
lokal Lipschitz–stetige Ableitungen besitzen. Sei F komponentenweise definiert durch

F1(x, y, z) = Df(x) +
∑m

i=1 y+
i Dgi(x) +

∑κ
j=1 zjDhj(x)

F2,i(x, y, z) = gi(x)− y−i , i = 1,m
F3(x, y, z) = h(x)
wobei y+

i = max{0, yi} und y−i = min{0, yi}.

(2.2)

Die C0,1–Funktion F : IRn+m+κ → IRn+m+κ heißt dann Kojima–Funktion für Aufgabe (2.1).
Mit ihrer Hilfe kann man das KKT-System für (2.1) in einer äquivalenten Form als Gleichung

schreiben
F (s) = 0 mit s = (x, y, z) und F (s) = (F1(s), F2(s), F3(s))T , (2.3)

wobei offenbar die folgenden Beziehungen gelten:

(x, y, z) KKT-Punkt ⇒ (x, y + g(x), z) erfüllt (2.3)
(x, y, z) erfüllt (2.3) ⇒ (x, y+, z) KKT-Punkt.

Es wurden hier einfach die Ungleichungen und die Komplementarität in den KKT–Bedingungen
mit Hilfe der Funktionen y+ und y− ausgedrückt. Diese Lipschitz–Funktionen sind zwar nicht
differenzierbar, haben aber eine sehr einfache Form.

Betrachten wir zunächst den wichtigen Fall f, g, h ∈ C2. Dann gehört F zu Klasse der
stückweisen C1–Funktionen (PC1), die bereits intensiv im Rahmen nichtglatter Analysis un-
tersucht worden ist. Insbesondere macht die Nullstellenbestimmung solcher Funktionen mittels
Newton–Verfahren keine anderen Probleme als im klassischen C1- Fall, wenn man DF mit Hilfe
der im Iterationspunkt aktiven C1–Funktionen definiert.

Gilt auch noch yi 6= 0 ∀i, so existiert DF und ist außerdem stetig auf einer Umgebung von s,
wonach das (lokale) Verhalten der Nullstellen bei kleinen Störungen von F durch den klassischen



12 2 Verallgemeinerte Kojima–Funktion

Satz über implizite Funktionen beschrieben werden kann. Die Menge Θ1 dieser C1-Punkte ist
offenbar dicht in IRn+m+κ, und für jedes s = (x, y, z) ∈ IRn+m+κ folgt

s(ε) := (x, y1 + ε, ..., ym + ε, z) ∈ Θ1, (2.4)

wenn nur ε > 0 hinreichend klein ist. Damit bietet sich die Möglichkeit an, überall eine verallge-
meinerte Ableitung ”D”F mittels

”D”F (s) = lim
ε→+0

DF (s(ε)) (2.5)

zu definieren und für Lösungsmethoden zu nutzen. Dasselbe bleibt mit

”D”F (s) = lim
ε→−0

DF (s(ε)) (2.6)

richtig. Allerdings können diese Typen einer ”Ableitung” nicht zur Charakterisierung von Minima
oder impliziter Funktionen benutzt werden, was man schon am Beispiel der Betragsfunktion sieht.
In diesem Zusammenhang braucht man andere verallgemeinerte Ableitungen, die im nächsten
Kapitel definiert werden.

Um solche Ableitungen nun auch im Falle f, g, h ∈ C1,1 zu berechnen, schreiben wir F in
Produktform. Dazu bilden wir den Zeilen-Vektor

N(y, z) := (1, y+, y−, z) ∈ IR1+2m+r,

der nur von den dualen Variablen abhängt, und eine Matrix, die nur die Originalfunktionen
enthält:

M(x) :=


Df(x)T g(x)T h(x)T

Dg(x) 0 0
0 −E 0

Dh(x) 0 0

 (2.7)

Die Matrix ist vom Typ (1 + 2m + κ)× (n + m + κ). Nun gilt

F (x, y, z) = N(y, z)M(x). (2.8)

Diese Darstellung von F ist deshalb sehr hilfsreich bei der Berechnung wichtiger verallgemeinerter
Ableitungen, weil sie wie wir sehen werden der üblichen Produktregel genügen.

2.2 Verallgemeinerte Kojima–Funktion

Wenn wir die (Fréchet–) Ableitungen Df(x), Dg(x) und Dh(x) in der ersten Spalte der Matrix
M(x) durch beliebige Funktionen Φ(x),Ψ(x) und Γ(x) von entsprechender Dimension ersetzten,
so heißt

F g = N(y, z)Mg(x)

verallgemeinerte Kojima–Funktion [13]. Hier bleiben die Komponenten F2 und F3 gegenüber (2.2)
unverändert:

F g
1 := Φ(x) +

∑m
i=1 y+

i Ψi(x) +
∑r

j=1 zjΓj(x)
F g

2,i := gi(x)− y−i , i = 1,m

F g
3 := h(x).

(2.9)
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Das System kann beispielweise auch folgendermaßen interpretiert werden. Sei C = { x ∈ IRn

| g(x) ≤ 0, h(x) = 0}. Jeder Nullstelle s = (x, y, z) von F g entspricht nun eine Lösung x des
Systems

x ∈ C, −Φ(x) ∈ con {Ψi(x)| gi(x) = 0}+ lin ∪j Γj(x) (2.10)

und umgekehrt (’con’ bezeichnet die konische Hülle, ’lin’ die lineare). Ist außerdem

Ψi(x) = Dgi(x) und Γj(x) = Dhj(x) ∀i, j (2.11)

und erfüllt x ∈ C eine Regularitätsbedingung, so bedeutet (2.10) gerade

0 ∈ Φ(x) + NC(x), (2.12)

wenn NC(x) (wie im nichtkonvexen Fall üblich) als Polarkegel zum Kontingentkegel (oder auch
Bouligand–Kegel) [1] an C im Punkt x verstanden wird.

Die durch eine NCP-Funktion definierte Gleichung (1.6) nimmt für das System (2.9) die fol-
gende Form an:

Π1(x, y) := −Φ(x) +
∑

i yiΨi(x) +
∑

j zjΓj(x) = 0
Π2i(x, y) := G(−gi(x), yi) = 0, i = 1,m

Π3(x) := h(x) = 0.

(2.13)

Die Verallgemeinerung der Kojima–Funktion ermöglicht es uns, mit denselben analytischen Mit-
teln wie für (gewöhnliche) Kojima–Funktionen auch andere Probleme mittels (2.9) zu untersuchen.
Der Spezialfall (2.11) ist dabei von besonderer Bedeutung, weil er die Komponente F1 mit der
Beschreibung des zulässigen Bereiches in den Komponenten F2, F3 verbindet.

2.3 Beispiele

2.3.1 Komplementaritätsprobleme

Klassische Aufgabe Es seien u und v : IRn → IRn zwei gegebene Funktionen. Das Komple-
mentaritätsproblem besteht darin, ein solches x zu finden, welches die Bedingungen

u(x) ≥ 0, v(x) ≥ 0, 〈u, v〉 = 0 (2.14)

erfüllt, wobei zumeist noch v(x) = x gilt. Offenbar können wir die Aufgabe auch so umschreiben:

u(x) = y+

v(x) = −y−

wobei y ∈ IRn ist. Mit

F1(x, y) := u(x)− y+ und F2(x, y) := −v(x)− y−

erhält man eine verallgemeinerte Kojima–Funktion F (x, y) : IR2n → IR2n. Hier sind Φ(x) := u(x),
Ψ(x) := −E, g(x) := −v(x), und z, F3 entfallen. Die Bedingung (2.11) bedeutet hier gerade
v(x) = x.
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Ergänzte Aufgabe. Man kann z und F3 benutzen, um eine zusätzliche Gleichung w(x) = 0 in
das Modell (2.14) aufzunehmen. Letzteres ist oft dann von Interesse, wenn die Dimensionen des
Bild– und Urbildraumes von u, v : IRn → IRm nicht identisch sind (m < n). Dies trifft zum Beispiel
für unsere Ausgangs–Variationsaufgabe (1.1), (1.2) zu, wo man x in (2.14) aus dem primal-dual
Vektor (x, y) bilden und

u(x, y) = y, v(x, y) = −g(x), w(x, y) = −p(x) + yT Dg(x) (2.15)

setzen kann. Dem Modell
u ≥ 0, v ≥ 0, w = 0, 〈u, v〉 = 0 (2.16)

entspricht so die zu (1.1), (1.2) und damit auch zu (1.3) sowie (1.6) äquivalente Gleichung F = 0
mit den Komponenten

F1 = u(x, y)− λ+, F2 = −v(x, y)− λ−, F3 = w(x, y) (2.17)

Dies ist eine verallgemeinerte Kojima–Funktion, die die Bedingung (2.11) nicht erfüllt: Φ := u,
Ψ := −E, g := −v, h = w, Γ = 0.

2.3.2 Nash–Gleichgewicht im Stackelberg–Spiel

Seien u, v : IRn+m → IR und u, v ∈ C1. Außerdem seien X ∈ IRn und Y ∈ IRm zwei nichtleere,
kompakte, konvexe Mengen. Man finde (x0, y0) ∈ X × Y , so dass

u(x0, y0) ≥ u(x, y0) ∀x ∈ X
v(x0, y0) ≥ v(x0, y) ∀y ∈ Y

(2.18)

Wenn die Mengen X und Y durch (endlich viele) C1–Ungleichungen p(x) ≤ 0 bzw. q(y) ≤ 0
definiert sind, dann sehen die (unter einer Regularitätsbedingung) notwendigen Optimalitätsbe-
dingungen für (2.18) so aus:

−Dxu(x, y) + r+Dp(x) = 0
−Dyv(x, y) + s+Dq(y) = 0
p(x)− r− = 0, q(y)− s− = 0.

(2.19)

wobei r, s die entsprechenden dualen Vektoren sind. Erneut hat (2.19) die Form einer verallge-
meinerten Kojima–Funktion, die (2.11) erfüllt. Hier sind

Φ(x, y) = (−Dxu(x, y),−Dyv(x, y))T und Ψ(x, y) = (Dp(x), Dq(y))T ,

d.h. die Matrix Mg hängt jetzt von x′ := (x, y) ab und der Vektor N von y′ = (r, s).
Beinhaltet das Spiel noch gemeinsame Bedingungen für die Strategien beider Spieler

g(x, y) ≤ 0, (2.20)

(solche Spiele, auch von B. Rosen [29] untersucht, heißen oft Stackelberg–Spiele), so nimmt (2.19)
mit dazu gehörenden Lagrange–Vektoren λ1, λ2 für die beiden Spieler die Form

−Dxu(x, y) + r+Dp(x) + λ+
1 Dxg(x, y) = 0

−Dyv(x, y) + s+Dq(y) + λ+
2 Dyg(x, y) = 0

p(x)− r− = 0, q(y)− s− = 0,
g(x, y) = λ−1 , g(x, y) = λ−2

(2.21)
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an. Das ist kein verallgemeinertes Kojima–System mit der Eigenschaft (2.11), weil in den beiden
ersten Gleichungen die Terme λ+

1 Dxg(x, y) beziehungsweise λ+
2 Dyg(x, y) fehlen. Zum anderen

kann man nicht einfach generell λ1 = λ2 verlangen, was erneut zu (2.11) führen würde.
Man kann auch Beispielen ohne Beschränkung auf kompaktes X bzw. Y begegnen. Sei u = 0,

v = y, g = x + y ∈ IR, wonach (2.21) die Form

0 + λ+
1 = 0, −1 + λ+

2 = 0
x + y = λ−1 , x + y = λ−2

annimmt.
Ist allerdings der zulässige Bereich M = X × Y konvex, kompakt und nichtleer, und sind die

C1–Funktionen u, v in x bzw. y konkav, so kann man jedem Paar (x0, y0) ∈ M die Lösungsmenge
Λ(x0, y0) der Aufgabe

max
(x,y)∈M

u(x, y0) + v(x0, y)

zuordnen (dieser Trick ist der Kern der Arbeit von Rosen [29]). Sie ist ebenfalls konvex, kom-
pakt und nichtleer, und (x, y) ∈ Λ(x0, y0) impliziert unter einer Regularitätsbedingung (Abadie–
Bedingung [19]) die Existenz von λ mit

−Dxu(x, y0) + r+Dp(x) + λ+Dxg(x, y) = 0
−Dyv(x0, y) + s+Dq(y) + λ+Dyg(x, y) = 0
p(x)− r− = 0, q(y)− s− = 0, g(x, y) = λ−.

(2.22)

Weiter besitzt die (abgeschlossene, mehrwertige) Abbildung Λ : M ⇒ M nach Kakutani einen
Fixpunkt. Mit (x, y) = (x0, y0) ∈ Λ(x, y) erhält man dann aber einen Gleichgewichtspunkt, der
(2.21) tatsächlich mit λ1 = λ2 erfüllt, und dieser Punkt wird erneut durch ein verallgemeinertes
Kojima–System mit (2.11) beschrieben. Diese Aussagen lassen sich direkt auf Gleichgewichts-
punkte in Spielen mit drei und mehr Spielern übertragen.

2.3.3 Eine verallgemeinerte Gleichung

In Analogie zur Variationsungleichung (1.1) suche man ein x ∈ C, so dass

p(x) ∈ H(x), (2.23)

wobei H durch eine Funktion w gegeben ist

H(x) = {ξ ∈ IRn | w(x, ξ, t) ≤ 0 ∀t ∈ T}.

Hier müssen die Menge T 6= ∅ konvex, kompakt und die Funktion w in t konkav sein. Weiter
sei C wieder durch g(x) ≤ 0 definiert und T durch τ(t) ≤ 0. Alle auftretenden Funktionen seien
stetig differenzierbar. Das Supremum von w bzgl. t wird in einem t∗ angenommen, und unter
Regularität der Nebenbedingungen folgt

Dtw(x, ξ, t∗) + y+Dτ(t∗) = 0, τ(t∗) = y−. (2.24)

Damit wird aus dem Originalproblem (2.23) das System

Dtw(x, p(x), t) + y+Dτ(t) = 0,
τ(t) = y−, g(x) = λ−, w(x, p(x), t) = µ−.

(2.25)
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Es ist mittels einer verallgemeinerten Kojima–Funktion F mit Primalvariablen (x, t) und dem
Dualvektor (y, λ, µ) darstellbar, ohne (2.11) zu erfüllen: Φ = Dtw(x, p(x), t), die Ψ–Komponenten
zu τ werden aus Dτ(t) gebildet, die zu den restlichen Ungleichungen sind Null.



Kapitel 3

Ableitungen und Regularität

3.1 Regularität und TF, CF, ∂F

Seien X und Y zwei normierte Räumen, S : Y ⇒ X eine mehrwertige Abbildung und (y∗, x∗) ∈
gphS.

Definition 3.1 Die Abbildung S heißt pseudo–Lipschitz (mit Rang L) im Punkt (y∗, x∗), falls es
Umgebungen U von x∗ und V von y∗ gibt, so dass für jeden Punkt (y, x) ∈ (V,U) ∩ gphS und
y′ ∈ V ein x′ ∈ S(y′) mit

||x′ − x||X ≤ L||y′ − y||Y
existiert.

Diese Eigenschaft wird auch oft als Aubin–property bezeichnet [28].

Definition 3.2 Die Abbildung S heißt upper–Lipschitz (mit Rang L) im Punkt (y∗, x∗), falls es
Umgebungen U von x∗ und V von y∗ gibt, so dass für jeden Punkt (y′, x′) ∈ (V,U) ∩ gphS ein
x ∈ S(y∗) mit

||x′ − x||X ≤ L||y′ − y∗||Y
existiert.

Sei S = F−1 die inverse Abbildung einer Multifunktion F : X ⇒ Y .

Definition 3.3 Wenn S pseudo–Lipschitz im Punkt (y∗, x∗) ist, so heißt F pseudo regulär in
(x∗, y∗). Falls darüber hinaus solche U und V existieren, dass U ∩F−1(y) einelementig ist für alle
y ∈ V , so nennt man F streng regulär in (x∗, y∗). Ist S upper–Lipschitz in (y∗, x∗), so nennen
wir F upper regulär in (x∗, y∗).

In dieser Arbeit wird außerdem die folgende Verschärfung von Definition 3.3 für stetige Funk-
tionen betrachtet.

Definition 3.4 ([16]): Eine stetige Funktion F : X → Y heißt streng regulär im Punkt s∗ ∈ X
bezüglich einer Untermenge G ⊂ C0,1(X, Y ), wenn es reelle θ > 0 und ρ > 0 gibt, so dass die
Gleichung

F (s) + ϕ(s) = F (s∗) (3.1)

für s ∈ B(s∗, ρ) und ϕ ∈ G eine eindeutige und Lipschitz–stetige Lösung s = s(ϕ) besitzt, sofern
||ϕ||0,1

B(s∗,ρ) < θ.
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Im Falle ϕ ∈ C1 ist dies der Begriff der strengen Regularität aus [26].
Die Norm ||ϕ||0,1

Ω ist für eine beschränkte Menge Ω ⊂ X wie folgt erklärt:

||ϕ||0,1
Ω = max{sup

s∈Ω
||ϕ(s)||, Lip(ϕ(s)/Ω)},

und Lip(ϕ(s)/Ω) steht für die kleinste Lipschitz–Konstante von ϕ auf Ω.

In analoger Weise, nämlich durch Ersetzen der Umgebung V in Definition 3.1 durch eine
Kugel um die konstante Funktion φ(s) = y∗, kann man pseudo–Lipschitz, pseudo regulär und
upper regulär auf die nichtlineare Variation von F verallgemeinern (natürlich wird dann auf die
lokale Einzigkeit der Lösung von (3.1) verzichtet). Einfache Variationen φ dieser Art (stückweise
linear) werden unsere gestörten Kojima–Funktionen definieren.

Die angegebenen Regularitätstypen lassen sich mit Hilfe verallgemeinerter Ableitungen cha-
rakterisieren. Sei dazu z = (x, y) ∈ gphF und F : X ⇒ Y .

Definition 3.5 CF (z) : X ⇒ Y heißt Contingent–Ableitung an der Stelle z in Richtung u, wenn
v ∈ CF (z)(u) ⇔ ∃t ↓ 0 und (ut, vt) → (u, v), so dass y + tvt ∈ F (x + tut).

Insbesondere, wenn F : X → Y eine Funktion ist, liegt y = F (x) fest, und es folgt

CF (x)(u) =
{

v | v = lim
t↓0 ut→u

F (x + tut)− F (x)
t

, für gewisse Folgen
}

.

Definition 3.6 TF (z) : X ⇒ Y heißt Thibault–Ableitung an der Stelle z in Richtung u, wenn v ∈
TF (z)(u) ⇔ ∃t ↓ 0, (xt, yt) → (x, y) in gphF und (ut, vt) → (u, v), so dass yt + tvt ∈ F (xt + tut).

Insbesondere, wenn F : X → Y eine Funktion ist, folgt

TF (x)(u) =
{

v | v = lim
t↓0 (xt,ut)→(x,u)

F (xt + tut)− F (xt)
t

, für gewisse Folgen
}

.

Eine besondere Rolle spielen hier lokal Lipschitz–stetige Funktionen F (kurz F ∈ C0,1) in
endlicher Dimension, weil dann die Bildmengen CF (x)(u) und TF (x)(u) nichtleer sind und die
konvergenten Folgen ut → u durch konstante ut = u ersetzt werden können, was die Berechnung
der Limites vereinfacht. Ist dann F in x richtungsdifferenzierbar, d.h. existiert

F ′(x;u) = lim
t→+0

F (x + tu)− F (x)
t

,

so folgt auch CF (x)(u) = {F ′(x;u)}. Außerdem beschreiben TF und CF die eingeführten Regla-
ritätsbegriffe vollständig.

Satz 3.1 Sei F ∈ C0,1(IRn, IRn). Dann ist F streng regulär an der Stelle x genau dann, wenn
TF (x) injektiv ist, d.h. 0 /∈ TF (x)(IRn \ {0}). In diesem Fall ist F auch streng regulär in x
bezüglich G = C0,1(IRn, IRn).

Für einen Beweis von Satz 3.1 siehe [16].
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Satz 3.2 Sei F ∈ C0,1(IRn, IRm). Dann ist F upper regulär an der Stelle x genau dann, wenn
CF (x) injektiv ist, d.h. 0 /∈ CF (x)(IRn \ {0}). In diesem Fall ist F auch upper regulär in x
bezüglich G = C0,1(IRn, IRn).

Einen Beweis von Satz 3.2 findet man in [12] oder auch in [14]. Die upper Regularität bezüglich
C0,1 folgt hier elementar, weil F−1(y′) leer sein darf (siehe Definition 3.3), d.h. Lösbarkeit von
(3.1) wird nicht verlangt.

Satz 3.3 Sei F ∈ C0,1(IRn, IRm). Dann ist F pseudo regulär an der Stelle x genau dann, wenn
CF (x) uniform surjektiv ist, d.h. es gibt ein ε > 0, so dass

εBm ⊂ CF (x′)(Bn), ∀x′ ∈ x + εBn.

In diesem Fall ist F auch pseudo regulär in x bezüglich G = C0,1(IRn, IRm).

Einen Beweis von Satz 3.3 findet man in [18]. Für entsprechende Aussagen in allgemeinen
Räumen und mittels Ko–Ableitungen siehe [23] und [14].

Die hier betrachteten Regularitätsbegriffe kennzeichnen jeweils eine bestimmte (lokale) Sta-
bilität der Lösungen des Gleichungssystems (3.1). Auf der anderen Seite treten üblicherweise
Regularitätsforderungen auf, wenn man die Originalgleichung mittels eines (verallgemeinerten)
Newton–Verfahrens lösen will (uniform reguläre Newton–Matrizen für Iterationspunkte nahe der
Lösung, Injektivität der benutzten Ableitung nahe der Lösung), siehe Bedingung (BI) in Kapi-
tel ”Newton–Verfahren” (Seite 25). Für das gewöhnliche Newton–Verfahren und C1–Funktionen
F : IRn → IRn bedeutet diese Forderung gerade detDF (x∗) 6= 0 und damit strenge Regularität
im Sinne obiger Definition.

Für C0,1–Funktionen, die wir hier hauptsächlich betrachten, hängt diese Forderung (ebenso wie
die Schwierigkeit der Newton–Hilfsaufgabe) von der benutzten Art einer verallgemeinerten Ablei-
tung ab. Wir müssen deshalb das Newton–Verfahren und die entsprechende ”Newton–Regulariät”
für C0,1–Funktionen etwas genauer betrachten und beginnen damit, mögliche Ableitungen vor-
zustellen. Sie haben nicht direkt mit klassischen Stabilitätseigenschaften der Gleichung (3.1) zu
tun.

3.2 Ableitungen für Newton–Verfahren

3.2.1 Generalized Jacobian

Sei F ∈ C0.1(IRn, IRm). Wir definieren eine Menge

Θ(F ) := {x ∈ IRn | die Fréchet–Ableitung von f existiert in x}.

Nach dem Satz von Rademacher hat die Komplementärmenge IRn\Θ(F ) das Lebesgue–Maß Null.
Außerdem ist die Norm von DF (x′) für x′ ∈ Θ(F ) und x′ nahe einem festen x durch einen lokalen
Lipschitz–Rang L von F begrenzt. Dies garantiert uns, dass die Abbildung ∂0F : IRn ⇒ IRm×n

mit
∂0F (x) := {A | A = lim

x′→x
x′∈Θ(F )

DF (x′), für gewisse Folgen}

nichtleere Bilder besitzt. Man kann auch leicht sehen, dass ∂0F (als mehrwertige Abbildung)
abgeschlossen und lokal kompakt ist. Dasselbe gilt dann auch für die folgende Abbildung ∂F :
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Definition 3.7 (Clarke 1976 [2]) Die konvexe Hülle von ∂0F (x)

∂F (x) := conv ∂0F (x),

heißt (Clarke’s) generalized Jacobian.

Die Menge ∂0F (x) wird auch oft B-Differential genannt und mit ∂BF (x) bezeichnet. Die
grundlegende Motivation dieser Definitionen wird durch Clarke’s Inversensatz [2] geliefert.

Satz 3.4 Sei F ∈ C0,1(IRn, IRn) und enthalte ∂F (x) keine singuläre Matrix (d.h. die Abbildung
u → ∂F (x)u ist injektiv). Dann ist F streng regulär an der Stelle x.

Im Gegensatz zu Satz 3.1 ist die Nicht-Singularität von ∂F (x) keine notwendige Bedingung
für die strenge Regularität (siehe Beispiel in [16]).

3.2.2 Limes von Jacobians von C1–Punkten

Analog werden in [14] die Menge

Θ1(F ) := {x ∈ IRn | F ist C1 auf einer Umgebung von x}

und die Ableitung

D0F (x) = {A | A = lim
x′→x,x′∈Θ1(F )

DF (x′), für gewisse Folgen}

definiert. Allerdings können Θ1(F ) und D0F (x) leer sein.

Definition 3.8 Eine C0,1–Funktion F heißt pseudo–glatt, wenn Θ1(F ) dicht im Definitionsbe-
reich ist.

Diese Eigenschaft besitzen viele C0,1–Funktionen in konkreten Anwendungen. Aus den Defi-
nitionen folgt unmittelbar

D0F (x) ⊂ ∂0F (x) ⊂ ∂F (x) und CF (x)(u) ⊂ TF (x)(u).

Außerdem gilt der folgende Satz [14]:

Satz 3.5 Es gilt
(i) ∂0F (x)u ⊂ TF (x)(u)

(ii) TF (x)(u) ⊂ ∂F (x)u und
(iii) ∂F (x)u = conv (TF (x)(u)).

Beweis:
Sei A ∈ ∂0F (x). Nach der Definition gibt es eine Folge xk → x mit xk ∈ Θ(F ) und DF (xk) → A.
Dann findet man (hinreichend kleine) tk → +0 so, dass gilt

F (xk + tku)− F (xk) = tkDF (xk)u + o(tk)

Das bedeutet
lim

k→∞
DF (xk)u = Au ∈ TF (x)(u)
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Damit haben wir die erste Inklusion gezeigt. Wenn wir nun die Menge ∂0F (x)u durch ihre konvexe
Hülle ersetzen, folgt

∂F (x)u ⊂ conv TF (x)(u). (3.2)

Um die Behauptung (ii) zu beweisen, kann man den Mittelwertsatz [3] anwenden

F (xk + tku)− F (xk) ∈ conv [∪0≤θ≤1∂F (xk + θtku)(tku)].

Da ∂F als mehrwertige Abbildung abgeschlossen und lokal beschränkt ist, erhalten wir mit xk → x
und tk → +0 die Inklusion (ii). Diese Inklusion zusammen mit (3.2) zeigt nun, dass auch (iii)
wahr ist.

3.3 Anwendungen auf die Kojima–Funktion

Im folgenden werden zentrale Aussagen von [14] benutzt.

3.3.1 Die Ableitungen ∂F, TF und CF

Der Grund für die besondere Rolle von (verallgemeinerten) Kojima Funktionen liegt darin, dass
die Ableitungen TF und CF den ”normalen” Differentiationsregeln genügen und deshalb (relativ)
leicht berechnet werden können.

Satz 3.6 [14] Die Ableitungen TF und CF einer verallgemeinerten Kojima–Funktion F = M(x)
N(y, z) können, für g, h, Φ,Ψ,Γ ∈ C0,1, mittels ihrer partiellen Ableitungen bestimmt werden,
d.h.,

TF (x, y, z)(u, v, w) = TxF (x, y, z)(u) + T(y,z)F (x, y, z)(v, w), (3.3)

was wegen der Produktform dasselbe sagt wie

TF (x, y, z)(u, v, w) = TM(x)(u)N(y, z) + M(x)TN(y, z)(v, w). (3.4)

Die Formeln (3.3), (3.4) gelten auch für die Contingent–Ableitung. Sie bleiben richtig, wenn
M = M(x) eine beliebige C0,1–Matrixfunktion entsprechender Dimension ist und N = N(y, z)
komponentenweise eine Linearkombination von y+

i , y−i und z darstellt.

Da F unter unseren Voraussetzungen immer lokal Lipschitz-stetig ist, stimmt CF mit der
Richtungsableitung F ′ genau dann überein, wenn die Bildmengen CF (s) stets einelementig sind.

C1–Funktion M
Ist M = M(x) eine C1–Funktion, so unterscheiden sich TM(x) = CM(x) = DM(x) nicht, und
es spielen nur die unterschiedlichen Ableitungen von N eine Rolle. Wegen der leicht zu sehenden
Identität

TN(y, z)(v, w) = ∂N(y, z)(v, w)

folgt dann auch
TF (x, y, z)(v, w) = ∂F (x, y, z)(v, w).

Wir betrachten jetzt den Fall einer Kojima–Funktion (2.2) mit f, gi,hj∈C2 gesondert. In jeder
dieser Aussage kann man auch Df durch eine C1–Funktion p : IRn → IRn ersetzten (wie in (2.11)
). Wir sprechen dann immer noch vom ”C2–Fall”.
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Dann ist Injektivität von TF in s = (x, y, z) äquivalent zur Regularität der generalized Jaco-
bian ∂F (s), und das bedeuted wiederum Regularität aller Matrizen der folgenden Form

M(s, r) :=


DxF1(s) r1Dg1(x) · · · rmDgm(x) Dh(x)
Dg1(x)T −(1− r1) 0

... 0
. . . 0

...
Dgm(x)T −(1− rm) 0
Dh(x)T 0 · · · 0 0

 (3.5)

wobei r in der Menge

RT (y) =
{

r ∈ IRm | ri =


1, yi > 0

[0,1], yi = 0
0, yi < 0

, i = 1, 2, . . . m
}

(3.6)

liegen soll.
Die Menge RT (y) besteht komponentenweise aus den Thibault–Ableitung T (y+

i )(yi)(vi) der
Funktionen yi → y+

i im Punkt yi in Richtung vi = 1. Anstelle der Thibault–Ableitung kann man
auch der generalized Jocobian nehmen, da sie hier, wie es schon erwähnt wurde, übereinstimmen

T (y+)(y)(v) = ∂(y+)(y)(v) ∀y, v ∈ IRm.

Weiter gilt für r ∈ RT (y) der folgende Satz [8], [14].

Satz 3.7 Alle Matrizen M(s, r) (3.5) mit r ∈ RT (y) sind regulär ⇔ alle Determinanten

detM(s, r) mit ri ∈ {0, 1} und r ∈ RT (y)

haben dasselbe Vorzeichen und sind verschieden von Null.

Explizit erhält man schliesslich mit s = (x, y, z):

Lemma 3.1 Im Falle f, g, h ∈ C2, besteht die Menge TF (s)(u, v, w) aus allen Produkten

M(s, r)(u, v, w)T mit r ∈ RT (y);

die Menge CF (s)(u, v, w) besteht aus denselben Produkten, nur ist zusätzlich

ri =
{

1, falls yi = 0 und vi > 0
0, falls yi = 0 und vi ≤ 0

zu erfüllen (kurz r ∈ RC(y, v)).

Mit der Variablentransformation

αi = rivi und βi = (1− ri)vi (3.7)

bedeutet dann die Inklusion
P ∈ TF (s)(u, v, w) (3.8)
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das Bestehn der folgenden Gleichungen:

P1 = DxF1(s)u +α1Dg1(x) · · · +αmDgm(x) +Dh(x)w
P2,1 = Dg1(x)T u −β1

...
... 0

. . . 0
P2,m = Dgm(x)T u −βm

P3 = Dh(x)T u 0 · · · 0

(3.9)

wobei r ∈ RT (y) hier äquivalent ist zu

αi = 0 wenn yi < 0;βi = 0 wenn yi > 0
und αiβi ≥ 0 wenn yi = 0.

(3.10)

Analog bedeutet die Inklusion
P ∈ CF (s)(u, v, w) (3.11)

wieder die lineare Gleichung (3.9), nur ist jetzt r ∈ RC(y, v) äquivalent zu

αi = 0 wenn yi < 0;βi = 0 wenn yi > 0
und αiβi = 0, αi ≥ 0, βi ≥ 0 wenn yi = 0.

(3.12)

Die Inklusion (3.8) kann man also auch durch lineare Ungleichungssysteme beschreiben, die In-
klusion (3.11) durch ein lineares Komplementaritätsproblem, das von (3.9) und (3.12) gegeben
ist.

Die Gestalt der Ableitungen bleibt wegen der Produktregel unverändert, wenn man verallge-
meinerte Kojima–Funktionen mit Φ,Ψ,Γ ∈ C1 betrachtet. Entsprechend (2.9) hat dann F1 die
Form

F g
1 := Φ(x) +

m∑
i=1

y+
i Ψi(x) +

r∑
j=1

zjΓj(x),

und es ist nur jeweils Df, Dgi und Dh durch Φ,Ψi und Γ in der ersten Zeile von (3.9) und (3.5)
zu ersetzen.

3.3.2 Die Ableitungen ∂0F und D0F

Wieder betrachten wir zuerst den C2–Fall. Da die Abbildung M = M(x) aus der Produktdarstel-
lung (2.8) von F stetig differenzierbar ist, ist F nur dann nicht C1 auf einer hinreichend kleinen
Umgebung von s = (x, y, z), wenn eine Komponente yi Null ist. Die Mengen Θ(F ) und Θ1(F )
fallen hier also zusammen, und so werden beide Ableitungen ∂0F und D0F , indem man für die
Folgen in der Definition

y′i = yi + ε und y′i = yi − ε (3.13)

setzt, nun durch alle Matrizen der Form (3.5) mit speziellerem r beschrieben:

D0F (s) = ∂0F (s) = {M(s, r) | r ∈ RT (y) und ri ∈ {0, 1} ∀i}. (3.14)

Ist die Matrixfunktion M = M(x) aus (2.8) nur vom Typ C0,1, dann geht die Übereinstimmung
verloren, und es kann sogar Θ1(M) = ∅ sein (Beispiele BE 0 und BE 1 in [14]).
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Kapitel 4

Newton–Verfahren

Im folgenden wollen wir unterschiedliche verallgemeinerte Ableitungen für das Newton–Verfahren
untersuchen und nutzen. Deshalb gehen wir von einem allgemeinen Modell aus, das in [17] erstmals
behandelt wurde.

4.1 Allgemeine Konvergenzaussagen

Sei eine Funktion F : X → Y (normierte Räume) in der Nähe von x∗ ∈ X Lipschitz–stetig mit
Konstante L und sei F (x∗) = 0. Weiter sei

GF : (X, X) ⇒ Y

eine mehrdeutige Abbildung mit

GF (x, u) 6= ∅ und GF (x, 0) = {0}. (4.1)

Wir wollen die Abbildung GF (xk, .) als irgendeine verallgemeinerte Richtungsableitung der Funk-
tion F an der Stelle xk ansehen und mit ihrer Hilfe ein Newton–Verfahren formulieren.

Zu gegebenem xk wollen wir daher eine Lösung u für

0 ∈ F (xk) + GF (xk, u) (4.2)

bestimmen und
xk+1 = xk + u (4.3)

setzen. Wir lassen dabei zu, dass die Inklusion (4.2) nur mit einer Genauigkeit α > 0 erfüllt wird,
d.h. wir begnügen uns mit einem u, das die Bedingung

α||F (xk)||B ∩ [F (xk) + GF (xk, u)] 6= ∅ (4.4)

erfüllt (ohne uns für die Lösbarkeit von (4.2) zu interessieren).

Definition 4.1 Das Tripel (F,GF, x∗) heißt zulässig, wenn für jedes ε∈(0, 1) positive r und α
existieren, so dass der Prozess (4.3),(4.4) mit Anfangspunkt x0 ∈ x∗ + rB immer lösbar bleibt
und für die Iterationspunkte die folgende Konvergenzrelation gilt

||xk+1 − x∗|| ≤ ε||xk − x∗||.
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Die beiden nächsten Sätze zeigen, dass sich die Zulässigkeit von (F,GF, x∗) im Wesentlichen
auf die folgenden Bedingungen reduziert.

Bedingung (BI) (Injektivität der Ableitung nahe x∗)

||v|| ≥ c||u||, ∀v ∈ GF (x, u), ∀u ∈ X ∀x nahe x∗ (c > 0 und fest).

Bedingung (BA) (Approximation)

F (x)− F (x∗) + GF (x, u) ⊂ GF (x, x + u− x∗) + o(x− x∗)B ∀u ∈ X.

Wenn uns hier nur die Richtung u = x∗ − x interessiert, erhalten wir wegen GF (x, 0) = {0} eine
schwächere Bedingung:

Bedingung (BA)* (vereinfachte (BA))

F (x)− F (x∗) + GF (x, x∗ − x) ⊂ o(x− x∗)B.

Lemma 4.1 Die Bedingungen (BA) und (BA)* sind äquivalent, wenn X und Y endliche Dimen-
sion besitzen und GF (x, u) irgendeine der hier betrachteten Ableitungen ist; also wenn GF (x, u)
zusammenfällt mit TF (x)(u), CF (x)(u), ∂F (x)u, ∂0F (x)u, D0F (x)u oder (im Falle der Rich-
tungsdifferenzierbarkeit) mit F ′(x;u).

Beweis:
Für TF (x)(u), CF (x)(u), F ′(x;u) siehe [17]. Für die generalized Jacobian ∂F (x)u besteht GF (x,
x∗ − x) in (BA)* aus Elementen der Form A(x∗ − x), A ∈ ∂F (x). Mit derselben Matrix A folgt
dann wegen Linearität aus

F (x)− F (x∗) + A(x∗ − x) ∈ o(x− x∗)B

auch
F (x)− F (x∗) + Au ∈ A(x + u− x∗) + o(x− x∗)B.

Derselbe Schluß, nur mit anderen Mengen an der Stelle von ∂F (x), zeigt die Behauptung für ∂0F
und D0F .

Der nächste Satz formuliert eine hinreichende Bedingung für die Konvergenz des Newton–
Verfahrens (4.4), der nachfolgende liefert notwendige Bedingungen. Die Beweise findet man in
[17] und [14].

Satz 4.1 Das Tripel (F,GF, x∗) ist zulässig, wenn eine Konstante c > 0 existiert, so dass die
Bedingungen (BI) und (BA) erfüllt sind.

Ist die Bedingung (BI) erfüllt, sprechen wir auch von Newton–Regularität der Ableitung GF
nahe x∗. Erfüllt eine Funktion F ∈ C0,1(IRn, IRm) die Bedingung (BA)* mit GF (x, u) = ∂F (x)u,
so heißt sie auch semismooth in x∗. Der Begriff stammt von Mifflin [22] und wurde in den Arbeiten
[24], [25] und anderen aufgegriffen.

Es werden jetzt die Konvergenzbedingungen des Newton Verfahrens verbunden mit den Re-
gularitätsbedingungen aus §3.1 für die Gleichung (3.1).
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Satz 4.2 Wir nehmen an, dass F ∈ C0,1(IRn, IRn).

1) Sei GF (x, u) = TF (x)(u).
Es gilt: (BI) ist erfüllt ⇔ F ist streng regulär in (x∗, 0). Wenn (BI) gilt, dann ist die
Bedingung (BA) notwendig für die Zulässigkeit von (F,GF, x∗).

2) Sei GF (x, u) = ∂F (x)u.
Es gilt: (BI) ist erfüllt ⇔ ∂F (x∗) enthält keine singuläre Matrizen. Diese Bedingung ist
stärker als strenge Regularität.

3) Mögen die Richtungsableitung F ′(x;u) nahe x∗ existieren und gelte GF (x, u) = F ′(x;u).

3.1) Unter strenger Regularität von F an der Stelle (x∗, 0) ist (BA) notwendig und hinreichend
für die Zulässigkeit von (F, F ′, x∗).

3.2) Unter pseudo Regularität von F an der Stelle (x∗, 0) ist (BI) erfüllt.

Die letzte Aussage 3.2) dieses Satzes ist eine Folgerung aus dem Satz von P. Fusek [6], [7],
der unter anderem für eine richtungsdifferenzierbare und in (x∗, 0) pseudo reguläre Funktion
F ∈ C0,1(IRn, IRn) gerade die Eigenschaft (BI) sichert. Insbesondere muß dann x∗ eine isolierte
Nullstelle von F sein.

4.2 Approximation von GF (x, u) und F (x)

Man kann GF (x, u) durch eine andere Abbildung ĜF (x, u) : (X, X) ⇒ Y ersetzen, ohne die
Bedingungen (BI) und (BA) zu verletzen, solange gilt

∅ 6= ĜF (x, u) ⊂ GF (x, u) + O(x− x∗)||u||B. (4.5)

Um das zu zeigen betrachten wir ein Element v̂(x, u) ∈ ĜF (x, u). Aus (4.5) erhalten wir dann die
folgende Darstellung:

v̂(x, u) = v(x, u) + δ(x)||u||, (4.6)

wobei v(x, u) ∈ GF (x, u) und ||δ(x)|| ≤ O(x− x∗) gilt.

(BI) für ĜF (x, u). Erfülle GF (x, u) die Bedingung (BI). Es folgt dann :

||v̂|| ≥ ||v|| − ||δ||||u|| ≥ c||u|| − ||δ||||u|| = (c− ||δ||)||u||,∀u ∈ X

Die Abbildung ĜF (x, u) erfüllt damit die Bedingung (BI) mit einer Konstante ĉ = c−||δ(x)|| > 0,
sobald x genug nahe an x∗ liegt.

(BA) für ĜF (x, u). Erfülle GF (x, u) die Bedingung (BA). D.h. für beliebiges v(x, u) ∈ GF (x, u)
existieren ein Element v(x, x + u− x∗) ∈ GF (x, x + u− x∗) und r(x) mit ||r(x)|| ≤ o1(x− x∗), so
dass die folgende Gleichung gilt.

F (x)− F (x∗) + v(x, u) = v(x, x + u− x∗) + r(x)
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Sie ist aber äquivalent zur Gleichung

F (x)− F (x∗) + v(x, u) + δ(x)||u|| = v(x, x + u− x∗) + δ(x)||x + u− x∗||
+r(x) + δ(x)(||u|| − ||x + u− x∗||),

wobei δ(x) ein beliebiges Element mit ||δ(x)|| ≤ O(x− x∗) ist. Sei nun

r̂(x) = r(x) + δ(x)(||u|| − ||x + u− x∗||).

Mit (4.6) erhalten wir dann

F (x)− F (x∗) + v̂(x, u) = v̂(x, x + u− x∗) + r̂(x). (4.7)

Die Norm von der Funktion r̂(x) schätzt sich folgendermaßen ab

||r̂(x)|| ≤ ||r(x)||+ ||δ(x)||(||x− x∗||+ ||u|| − ||u||) ≤ o2(x− x∗).

Da v̂(x, u) ∈ ĜF (x, u) in der Gleichung (4.7) beliebig ist, haben wir damit auch die Bedingung
(BA) für die Abbildung ĜF (x, u) bewiesen.

Nun können wir auch zeigen, dass die Approximation der Ausgang–Funktion F (x) durch eine
andere F̂ (x) mit der Eigenschaft:

||F̂ (x)− F (x)|| ≤ o(x− x∗) (4.8)

ebenfalls keinen Einfluss auf die Bedinungen (BI) und (BA) besitzt.

Satz 4.3 Das Tripel (F,GF, x∗) ist zulässig genau dann, wenn das Tripel (F̂ , ĜF, x∗) mit (4.8)
und (4.5) zulässig ist, sobald F̂ (x) die Injektivitätsbedingung ||F̂ (x)|| ≥ c||x − x∗||, mit c > 0
erfüllt.

Beweis:
Die Äquivalenz (im Sinne des Satzes) zwieschen den Tripeln (F,GF, x∗) und (F, ĜF, x∗) folgt aus
den Überlegungen oben und dem Satz 4.1. Es bleibt nur zu zeigen, dass die Tripel (F, ĜF, x∗)
und (F̂ , ĜF, x∗) auch äquivalent sind. Tatsächlich, sei nach (4.8)

F (x) = F̂ (x) + δ(x), wobei ||δ(x)|| ≤ o(x− x∗)

und sei die Bedingung (4.4) für (F, ĜF, x∗) erfüllt. D.h. es existiert ein Element v̂(x, u) ∈ ĜF (x, u),
für das die folgende Relation gilt

||F̂ (x) + δ(x) + v̂(x, u)|| ≤ α||F̂ (x) + δ(x)||

Diese ist äquivalent zur Ungleichung

||F̂ (x) + δ(x) + v̂(x, u)||+ || − δ(x)|| ≤ α||F̂ (x) + δ(x)||+ ||δ(x)||.

Was letztendlich liefert:

||F̂ (x) + v̂(x, u)|| ≤ α||F̂ (x)||+ (1 + α)||δ(x)||.
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Da die Funktion F̂ (x) injektiv ist, gilt insbesondere

||F̂ (x)|| ≥ ||δ(x)||.

Somit erhalten wir
||F̂ (x) + v̂(x, u)|| ≤ β||F̂ (x)||.

D.h. die Bedingung (4.4) für (F̂ , ĜF, x∗) mit einer Konstante β = 2α + l > α ist auch erfüllt.
Ausgehend von der Definition 4.1 haben wir damit den Satz bewiesen.

Bemerkung 4.1 Wenn das Tripel (F,GF, x∗) die Bedingungen (BI) und (BA)* erfüllt, erhält
man die benötigte Injektivitätsbedingung für F̂ (x). Tatsächlich, nach (BA)* existiert also ein
Element v(x, u) ∈ GF (x, x− x∗), so dass die Gleichung

F (x) = −v(x, u) + r1(x)

mit ||r1(x)|| ≤ o(x− x∗) gilt. Der Appoximation (4.8) nach erhlaten wir gleich auch

F̂ (x) = −v(x, u) + r2(x),

wobei ||r2(x)|| ≤ o(x− x∗). Für v(x, u) gilt die Bedingung (BI). D.h.

||F̂ (x)|| = || − v(x, u) + r2(x)|| ≥ ||v(x, u)|| − ||r2(x)|| ≥ c||x− x∗||

q.e.d.

4.3 Die Anwendung von D0F, LocPC1 und F ′(x; u)

Sei weiter F ∈ C0,1(IRn, IRn).

4.3.1 D0F und LocPC1

Erfüllt eine Abbildung GF die Bedingungen (4.1), (BI) und (BA)*, so offenbar auch jede (Auswahl-
) Abbildung Γ mit

∅ 6= Γ(x;u) ⊂ GF (x;u).

Andererseits wollen wir in C1–Punkten xk von F kein neues Newton–Verfahren erfinden. Deshalb
definieren wir jetzt

GF (x;u) = DF (x)u ∀x ∈ Θ1(F ). (4.9)

Falls F , wie wir nun voraussetzen, pseudo–glatt ist, liegt damit GF auf der offenen und dichten
Teilmenge Θ1(F ) des Definitionsbereiches fest. Betrachtet man nun die kleinste abgeschlossene
Abbildung GF mit (4.9) (”GF abgeschlossen” bedeutet, dass der Graph von GF eine abgeschlos-
sene Menge ist), so besteht GF (x;u) aus allen Limites der Form

g = lim DF (x′)u′ mit x′ ∈ Θ1(F ) , u′ → u und x′ → x.

Weil weiter DF lokal beschränkt bleibt (pseudo–glatt fordert insbesondere F ∈ C0,1), folgt
hieraus, dass

GF (x;u) = D0F (x)u (4.10)

gilt. Die Ableitung D0F hat somit eine Minimaleigenschaft in Bezug auf das Newton–Verfahren.
Wir nehmen nun an, dass RF (x) ∈ D0F (x), ∀x ∈ IRn gilt.
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Lemma 4.2 Wenn F pseudo–glatt ist und (BA)* für eine Auswahlfunktion RF von D0F erfüllt
ist, so ist die Bedingung für alle Auswahlfunktionen von D0F erfüllt, und es gilt

CF (x∗)(u) ⊂ D0F (x∗)u ∀u.

Beweis:
Sei SF ∈ D0F eine Auswahlfunktion und RF 6= SF . Man stellt fest, RF (x) = SF (x), ∀x ∈ Θ1,
denn es gilt

D0F (x) = DF (x), ∀x ∈ Θ1(F ), (4.11)

d.h. SF erfüllt (BA)* in Punkten x∗+u′ ∈ Θ1. Wenn die Funktion o(·) in (BA)* nicht oberhalbst-
etig ist, können wir sie immer durch solch eine ersetzen (z.B. osup(u) = lim supu′→u o(u′) ≥ o(u)).
Da F pseudo–glatt ist, kann man jeden Punkt x∗ + u als Limes (u′ → u) von Elementen x∗ + u′

aus Θ1 darstellen. Dank der Stetigkeit gilt somit, dass die Bedingung (BA)* für SF in jedem
Punkt erfüllt bleibt.

Um die Inklusion zu beweisen, betrachtet man den folgenden Quotient:

b(t) = t−1[F (x∗ + tu(t))− F (x∗)]

Durch die pseudo–Glattheit von F approximiert b(t) (mit Fehler < t) den Quotient:

a(t) = t−1[F (x∗ + tu)− F (x∗)]

so dass ||u(t)−u|| < t und x∗+ tu(t) ∈ Θ1 gilt. Nach Definition 3.5 besteht die Menge CF (x∗)(u)
aus Limites genau von solchen a(t) mit gewissen Folgen t → +0. Mit (BA)* und (4.11) folgt
außerdem

b(t) ∈ DF (x∗ + tu(t))u(t) + t−1o(tu(t))B.

Wir erhalten also lim a(t) = lim b(t) ∈ D0F (x∗)u, wenn t → +0.

Bemerkung 4.2 Die Existenz einer Auswahlfunktion RF von D0F , die (BA)* erfüllt, ist eine
wesentliche Voraussetzung. Ohne sie gilt die Behauptung des Lemmas nicht. Man kann nämlich
ein Gegenbeispiel finden (siehe [14]), wo (BA)* nicht erfüllt ist, obwohl DF (x∗) existiert. Auch
die reelle Funktion F (x) = x2sin(1/x)(x 6= 0), F (0) = 0 zeigt diesen Effekt.

Die folgende Funktionenklasse LocPC1 wird in [14] etwas allgemeiner definiert. Im folgenden
reicht uns eine speziellere, dafür aber übersichtlichere Definition.

Definition 4.2 Eine pseudo–glatte Funktion F : IRn → IRm gehört zu Klasse LocPC1, wenn eine
endliche Überdeckung des IRn durch konvexe Polyeder {P s|s = 1, ..., N} derart existiert, dass F
auf intP s stetig differenzierbar ist und, für jedes kompakte K ⊂ IRn, DF gleichmäßig stetig auf
intP s ∩K ist.

Insbesondere gehören hierzu alle NCP–Funktionen, die in Abschnitt 6.1 studiert werden. Der
folgende Satz vermittelt uns die Begründung für die Betrachtung solcher Funktionen.
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Satz 4.4 Wenn F (x) ∈ LocPC1 gilt, so erfüllt GF (x, u) = D0F (x)u die Bedingung (BA)*.

Beweis:
Sei x∗ ∈ Rn gegeben und sei F auf Θ1 nach wie vor eine C1–Funktion. Wir betrachten einen
Punkt y = x∗ + u ∈ Θ1 ∩ (x∗ + rB). Nach der Definition 4.2 existiert ein konvexes Polyeder P s,
so dass gilt

int conv {x∗, y} ⊂ intP s,

sofern r genügend klein ist. Außerdem wissen wir, dass F ∈ C1 auf intP s ist. Das erlaubt uns
folgendermaßen abzuschätzen:

F (y)− F (x∗) = DF (x∗ + θu)u =
DF (x∗ + θu)u + DF (x∗ + u)u−DF (x∗ + u)u,

wobei θ ∈ (0, 1). Daraus erhält man sofort

F (y)− F (x∗)−DF (x∗ + u)u ∈ ||u|| sup
θ∈(0,1)

||DF (x∗ + θu)−DF (x∗ + u)||B.

Da DF hier gleichmäßig stetig ist, kann man das Supremum durch O(u) nach oben abschätzen.
Es gilt also

F (x∗ + u)− F (x∗)−DF (x∗ + u)u ∈ o(u)B, (4.12)

für alle x∗ + u ∈ Θ1 ∩ (x∗ + rB). Betrachten wir nun alle mögliche Folgen u → u∗, so dass
x∗+u ∈ Θ1∩(x∗+rB) gilt. Für unterschiedliche Folgen erhält man i.a. unterschiedliche Grenzwerte
in der linken Seite von (4.12). Da F stetig ist, die Funktion o(u) o.B.d.A. als oberhalb stetig
angesehen werden kann und DF beschränkt bleibt, bleibt die Inklusion (4.12) bei Grenzübergang
bestehen. Aus der Definition von D0F folgt daher, dass für alle u∗ gilt:

F (x∗ + u∗)− F (x∗)−D0F (x∗ + u∗)u∗ ⊂ o(u∗)B,

d.h. die Bedingung (BA)* ist an der Stelle x∗ mit GF (x, u) = D0F (x)u erfüllt.

4.3.2 Verknüpfte Funktionen

In den folgenden Anwendungen ist F (wie z.B. eine Kojima–Funktion) eine verknüpfte Funktion
vom Typ F (x) = h(z(x)). Sind hier h und z pseudo–glatt, braucht das nicht mehr für F zu
stimmen, weil z.B. z in einen Unterraum abbilden kann, der gerade nicht zu Θ1(h) gehört. Analog
könnte die Eigenschaft LocPC1 verloren gehen und D0F gar nicht definiert sein. Man kann deshalb
nicht erwarten, dass D0F allgemein eine Kettenregel in Gleichungsform wie in Satz 3.6 erfüllt.
Allerdings kann man die Abbildung

W (x, u) = D0h(z(x))[D0z(x)u] := {D0h(z(x))v|v ∈ [D0z(x)u]} (4.13)

bilden und für das Newton–Verfahren benutzen.

Lemma 4.3 Mit h, z ∈ LocPC1 folgt, dass GF = W weiter die Bedingung (BA)* erfüllt.

Beweis:
Man kann direkt die Abschätzungen im letzten Beweis nun auf h und z und Punkte in Θ1(h),Θ1(z)
anwenden und zum Limes in Bezug auf nun zwei Folgen übergehen.
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In [14] wird eine analoge Aussage mit Hilfe der Verknüpfung von ”Newton maps” bewiesen,
die wir hier nicht betrachten.

Für eine Kojima–Funktion folgt so im C2–Fall (auch mit p = Df wie in §3.3): D0F (s) besteht
aus allen Matrizen aus (3.14).

Unter einem NCP–Zugang (siehe Abschnitt 6.1), der das Problem (2.14)

u(x) ≥ 0, v(x) ≥ 0, 〈u, v〉 = 0

als eine Gleichung
G(zi(x)) = 0; zi = (ui, vi); i := 1, 2, ..., n

löst, kann man die Ableitung W (x, u) = D0G(z(x))[D0z(x)u] nutzen, sofern G und z = (u, v) zu
LocPC1 gehören.

Es bleibt dann allein das Problem, die Newton–Regularität, d.h., die Bedingung (BI) zu un-
tersuchen.

Falls F (x) richtungsdifferenzierbar ist, stimmt CF (x)(u) mit F ′(x;u) überein, d.h. Lemma
4.1, Lemma 4.2, Satz 4.4, Satz 4.1 und die Aussage 3.2) von P. Fusek im Satz 4.2 liefern uns den

Satz 4.5 Ist F ∈ LocPC1, pseudo regulär an der Stelle (x∗, 0) und richtungsdifferenzierbar in
allen Punkten einer Umgebung von x∗, so sind die Bedingungen (BI) und (BA) mit GF (x, u) =
F ′(x;u) erfüllt, d.h. (F, F ′, x∗) ist zulässig.

Anders gesagt, unter solchen Voraussetzungen wird das Newton–Verfahren mit Richtungs-
ableitungen F ′(x;u) funktionieren. Das können wir aber nicht behaupten, wenn wir mit der
Thibault–Ableitung TF (x)(u) bzw. mit Clarke’s generalized Jacobian ∂F (x) arbeiten. Nach dem
Satz 4.2 braucht man hier nämlich strenge Regularität von F in (x∗, 0) bzw. Regularität aller
Matrizen aus ∂F (x∗). Diese Bedingungen sind im allgemeinen stärker als die Forderung nach
pseudo-Regularität. Für eine Kojima–Funktion fallen sie jedoch im C2–Fall (auch mit p = Df
wie in §3.3) nach dem Hauptergebnis von Donchev und Rockafellar in [4] zusammen.

Man muß allerdings hier zugeben, dass die Newton–Gleichungen mit gewöhnlichen Richtungs-
ableitungen F ′(x;u) allgemein sehr schwer zu lösen sind. In den folgenden Kapiteln werden wir
deshalb das Newton Verfahren mit anderen verallgemeinerten Richtungsableitungen betrachten.
Z.B. für die Kojima–Systeme rechnen wir Thiboult–Ableitung bzw. generalized Jacobian aus.
Diese Ableitungen sind durch Satz 3.6 gegeben, spezieller durch Lemma 3.1. Während für NCP–
Funktionen D0–Ableitung vorgezogen wird. Das liegt einfach daran, dass die Thibault–Ableitung
TG(ui, vi)(·, ·) sowie die generalized Jacobian ∂G(ui, vi) nicht in Gleichungsform bekannt sind,
und andererseits in C1 Punkten ohnehin mit der Frechét–Ableitung gearbeitet werden soll.



Kapitel 5

Gezielte Störungen von Kojima–Funktionen

Die Anwendung eines Newton–Verfahrens auf die Kojima–Funktion (2.2), d.h. auf

F1(x, y, z) = Df(x) +
∑m

i=1 y+
i Dgi(x) +

∑κ
j=1 zjDhj(x)

F2,i(x, y, z) = gi(x)− y−i , i = 1,m
F3,j(x, y, z) = hj(x), j = 1, κ
wobei x ∈ IRn, y+

i = max{0, yi} und y−i = min{0, yi}

(5.1)

macht nach dem vorigen Kapitel (lokal) keine Probleme, wenn die beschreibenden Funktionen
vom Typ C2 sind und strenge Regularität in der Nullstelle s∗ = (x∗, y∗, z∗) vorliegt. Dasselbe gilt
für Variationsungleichungen, d.h., wenn Df durch eine C1–Funktion p entsprechender Dimension
ersetzt wird.

Allerdings kann man (bei schlechtem Startpunkt) leicht zu unlösbaren Hilfsaufgaben gelangen:
Um das zu sehen, nehme man an, dass n < m gilt und im aktuellen Iterationspunkt s = (x, y, z)
die Komponenten y1, ..., ym alle positiv sind. Die linearisierte 2. Gleichung des Kojima–Systems
verlangt dann wegen Dy−i = 0, ein u ∈ IRn zu finden mit

gi(x) + Dgi(x)u = 0, i = 1,m

Dieses Teilsystem ist aber überbestimmt.
Uns interessiert deshalb jetzt die Frage: Was passiert mit der Lösung von (2.3), wenn wir

die Kojima–Funktion F ein bißchen verändern? Diese Veränderungen kann man als Störung oder
Regularisierung der Originalfunktion auffassen. Unser Ausgangspunkt ist die Funktion F ε mit
den Komponenten

F1(x, y, z) := Df(x) +
∑m

i=1 y+
i Dgi(x) +

∑r
j=1 zjDhj(x)

F ε
2,i(x, y, z) := gi(x)− y−i − εiy

+
i , i = 1,m

F ε
3,j(x, y, z) := hj(x)− εjzj , j = 1, κ

(5.2)

Wenn wir das variierte System F ε = 0 anschauen, können wir gleich seine wichtigste Eigenschaft
sehen. Für εj 6= 0, hat das Teilsystem

F ε
3,j(x, y, z) = 0, j = 1, κ

(und seine Linearisierung) nun immer eine Lösung, unabhängig davon wie groß die Zahl κ ist. Das
Gleiche gilt auch für

F ε
2,i(x, y, z) = 0, i = 1,m,
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falls εi > 0 ist, denn dann bildet die Funktion yi → y−i + εiy
+
i auf ganz IR ab. Der obige Nachteil

des Originalsystem (2.3) wird also kompensiert.
Im Folgenden betrachten wir die Gleichung F ε(s) = 0 genauer, um zu verstehen, welche Rolle

die Nullstellen dieser Gleichung spielen. Für die Störungen bzgl. der Gleichungen setzen wir stets
εj > 0 voraus und untersuchen als erstes die verschiedenen Fälle für εi.

5.1 Beziehung zu den bekannten Verfahren

Quadratische Straffunktion

Fall 1. εi > 0,∀i
Sei (x, y, z) eine Nullstelle von (5.2). Aus der 2. Gleichung von (5.2) folgt

Wenn yi ≥ 0, so folgt gi(x) = εiy
+
i d.h. y+

i = g+
i (x)/εi.

Wenn yi < 0, so folgt y+
i = 0 d.h. gi(x)+ = 0.

Wir erhalten damit in jedem Falle die Gleichung

F1(s) = Df(x) +
m∑

i=1

1
εi

g+
i (x)Dgi(x) +

κ∑
j=1

1
εj

hj(x)Dhj(x) = 0.

Sie bedeutet, dass x ein stationärer Punkt der Straffunktion

HS
ε (x) := f(x) +

1
2

m∑
i=1

1
εi

g+
i (x)2 +

1
2

κ∑
j=1

1
εj

hj(x)2

ist. In der anderen Richtung gilt: Wenn x ein stationärer Punkt von HS
ε (x) ist, so wird (x, y, z)

mit

zj =
hj(x)

εj
und yi =

{
gi(x)/εi, falls gi(x) > 0
gi(x), falls gi(x) ≤ 0

eine Nullstelle von (5.2).
Die Philosophie zur Strafmethode besteht darin, dass man, anstatt (2.1) zu lösen, eine Folge

(bezüglich ε → +0) freier Minimierungsprobleme

lim
ε→+0

minHS
ε (x) (5.3)

löst. Wenn ε > 0 hinreichend klein ist, schlägt sich eine verletzte Restriktion gi(x) > 0 bzw.
hj(x) 6= 0 stark in der Zielfunktion HS

ε nieder. Wird HS
ε (·) minimiert über IRn, sollten bei kleinem

ε die Restriktionen wenigstens ungefähr erfüllt sein. Dazu gilt der Satz [21].

Satz 5.1 Unter den Vorausstzungen

(i) f, gi seien konvex, alle hj seien affin-linear

(ii) Der zulässige Bereich der Aufgabe (2.1) sei nichtleer und beschränkt
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gilt: Ist ε hinreichend klein, so existieren Minimalpunkte von HS
ε (·) über IRn. Jede Folge x(ε) von

Minimalpunkten hat für ε → +0 einen Häufungspunkt x∗. Jeder solche Häufungspunkt löst (2.1).

Bei Anwendung der Methode treten oft verschiedene Probleme auf. Zum Beispiel: Wie schnell
soll ε verkleinert werden, damit die letzte Lösung x(ε) ein guter Startpunkt für die Suche nach
x(ε′), ε′ < ε bleibt? Auch das Stopkriterium ist nicht offensichtlich. Hierzu gibt es keine allgemei-
nen Rezepte, solange man keine zusätzliche Information über ‖x(ε)− x(ε′)‖ besitzt.

Quadratische Barrierefunktion

Fall 2. εi < 0,∀i
Sei (x, y, z) eine Nullstelle von (5.2). Aus der zweiten Gleichung in (5.2) folgt dann sofort, dass
gi(x) ≤ 0,∀i. Das bedeutet offenbar gi(x) = g−i (x),∀i. Im folgenden betrachten wir die Indexmen-
ge

I := {i | yi > 0, i = 1,m}. (5.4)

Aus der 2. Gleichung von (5.2) haben wir dann:

Wenn i ∈ I, so folgt g−i (x) = εiy
+
i d.h. 0 < y+

i = g−i (x)/εi.
Wenn i /∈ I, so folgt y+

i = 0 d.h. g−i (x) = y−i .

Die erste Gleichung in (5.2) sieht dann nach dem Einsatz von den anderen so aus

F1(s) = Df(x) +
∑
i∈I

1
εi

g−i (x)Dgi(x) +
κ∑

j=1

1
εj

hj(x)Dhj(x) = 0. (5.5)

Damit ist der Punkt x ein stationärer Punkt für die folgende Funktion.

HB
ε,I(x) := f(x) +

1
2

∑
i∈I

1
εi

g−i (x)2 +
1
2

κ∑
j=1

1
εj

hj(x)2.

Wir werden im nächsten Abschnitt sehen, dass sie (nach einer Transformation) auch als Barrie-
refunktion verstanden werden kann.

Die Umkehrung gilt auch: Wenn wir einen stationären Punkt x von HB
ε,I(x) mit einer vorge-

gebenen Indexmenge I und mit gi(x) < 0, ∀i ∈ I sowie g(x) ≤ 0 haben, dann löst der Punkt
(x, y, z) mit der Eigenschaft

zj =
hj(x)

εj
und yi =

{
gi(x)/εi, falls i ∈ I
gi(x), falls i /∈ I

die Gleichung F ε(s) = 0.
Die entsprechende Barrieremethode hat dann die Form:

lim
ε→−0

max HB
ε,I(x) (5.6)

Es ist bemerkenswert, dass zumindest bei nur einer konvexen Ungleichung g < 0 und linearem
f , der stationäre Punkt von HB

ε,I nahe x∗ ein Maximalpunkt von HB
ε,I(x) ist. Dies ist leicht am

Beispiel min{x | x2 ≤ 1} zu sehen.
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Logarithmische Barrierefunktion
Man kann die Barrierefunktion HB

ε,I(x) weiter transformieren. Wir haben gi(x) = g−i (x) < 0, ∀i ∈
I. Für solche i gilt also auch

gi(x)−Dgi(x) = gi(x)2D(ln(−gi(x)).

Das läßt uns die Gleichung (5.5) so umschreiben

F1(s) = Df(x) +
∑
i∈I

1
εi

gi(x)2D(ln(−gi(x)) +
κ∑

j=1

1
εj

hj(x)Dhj(x) = 0.

Mit
δi := −gi(x)2/εi > 0 und δj := εj > 0 (5.7)

folgt so

F1(s) = Df(x)−
∑
i∈I

δiD(ln(−gi(x)) +
κ∑

j=1

1
δj

hj(x)Dhj(x) = 0.

Anderes gesagt, der Punkt x ist ein stationärer Punkt für die folgende gewöhnliche logarithmische
Barrierefunktion (mit Penalty-Term für die Gleichungen)

HL
δ,I(x) := f(x)−

∑
i∈I

δi ln(−gi(x)) +
1
2

κ∑
j=1

1
δj

hj(x)2.

Man muß hier allerdings beachten, dass der ”Barrierefaktor” δi von x abhängt. Die klassische
Barrieremethode verlangt für den Barrierefaktor δi → +0. Deshalb sollte gelten (damit man von
einer Barrieremethode sprechen kann)

δi −→
εi→−0

+0 (5.8)

Später (im Abschnitt Abschätzungen) wird gezeigt, wie dies für Lösungen nahe x∗ aus der strengen
Regularität folgt. Das gestörte Kojima–System liefert uns dann ein entsprechendes logarithmimi-
sches Barriere-Verfahren

lim
δ→+0

minHL
δ,I(x) (5.9)

Aufgrund der Konvexität von HL
δ,I auf der Slaterpunktmenge sieht man, dass wir hier (bei kon-

vexen Problemen mit linearem h) wieder zur Suche globaler Minima zurückgekommen sind.
Umgekehrt, ein stationärer Punkt x von HL

δ,I(x) mit einer vorgegebenen Indexmenge I und
mit g(x) ≤ 0 sowie gi(x) < 0 ∀i ∈ I liefert uns nach Definition von

zj =
hj(x)

δj
und yi =

{
−δi/gi(x), falls i ∈ I
gi(x), falls i /∈ I

eine Nullstelle (x, y, z) von (5.2).
Die Idee der Barrieremethode besteht darin (wenn man von den Gleichungsrestriktionen ab-

sieht, die wieder als Strafterm in die Hilfs-Zielfunktion eingehen), dass man, statt (2.1) zu lösen,
eine Folge (bezüglich δ = δ(k)) freier Minimierungsprobleme (5.9) behandelt. Der Startpunkt muß
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im Inneren des zulässigen Bereiches liegen (genauer in der Nullstellenmenge von h und der Sla-
terpunktmenge von g). Wenn δ > 0 hinreichend klein ist, darf der entsprechende Iterationspunkt
immer näher zum Rand der Restriktionsmenge kommen. Er kann ihn aber nicht überschreiten (bei
der iterativen Anwendung von Abstiegsverfahren), da die Barrieren −ln(−gi(x)) die Zielfunktion
HL

δ sehr stark vergrößern würden. Der Algorithmus ist also eine Innere–Punkt–Methode. Für
konvexe Aufgaben ohne Gleichungsrestriktionen gilt der Satz [20]

Satz 5.2 Unter den Voraussetzungen

(i) Es seien f und alle gi konvex und differenzierbar,

(ii) es existiere ein Slater-Punkt, d.h. ein x0 mit gi(x0) < 0,∀i

gilt: Jeder Häufungspunkt einer konvergenten Teilfolge {x(δ)}δ→+0 von Minimalpunkten (für
HL

δ,I(·)) löst (2.1).

Die ”passende Wahl” der Grössen δi → +0 bildet ähnliche Anwendungsprobleme wie bei der
Strafmethode.

5.2 Mix-Methode

Fall 3. Sei εi 6= 0, εj 6= 0, beliebig ∀i, j
Analog zu den Fall 1. und Fall 2. kann man verallgemeinern, dass jede Lösung des Kojima–Systems
F ε(s) = 0 einen stationären Punkt für die folgende Funktion liefert (und umgekehrt).

HG
ε,I(x) := f(x) +

1
2

∑
i∈E+

1
εi

g+(x)2 +
1
2

∑
i∈E−∩I

1
εi

g−(x)2 +
1
2

κ∑
j=1

1
εj

hj(x)2,

wobei E+ := {i|εi > 0} und E− := {i|εi < 0}.

5.3 Symmetrische Störung

Offenbar ist es möglich, die Kojima–Funktion (2.2) auf die verschiedenste Art und Weise zu stören.
Die Frage ist aber, ob das überhaupt irgendein Sinn hat und wenn ja, wie man dann die Nullstellen
interpretieren kann. Wir schauen uns dazu eine Störung an, die in Kapitel 6 eine bedeutende Rolle
bei der Untersuchung NCP-Funktionen spielen wird.

Es ist eine symmetrische Störung. Zur Vereinfachung betrachten wir jetzt das Problem (2.1)
ohne Gleichungsrestriktionen. Hierzu definieren wir die folgende gestörte Kojima–Gleichung:

F ε
1 (x, y) := Df(x) +

∑m
i=1(y

+
i + εiy

−
i )Dgi(x) = 0

F ε
2,i(x, y) := gi(x)− y−i − εiy

+
i = 0, i = 1,m.

(5.10)

Wie vorher unterscheiden wir zwei Fälle.
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Fall 1. εi > 0, ∀i
Sei F ε(x, y) = 0.

Wenn yi ≥ 0, so folgt y−i = 0 und y+
i = g+

i (x)/εi.
Wenn yi < 0, so folgt y+

i = 0 und y−i = g−i (x).

Setzen wir yi in die erste Gleichung aus (5.10) ein, erhalten wir

F ε
1 (s) = Df(x) +

m∑
i=1

(
1
εi

g+
i (x) + εig

−
i (x)

)
Dgi(x) = 0.

Das bedeutet, dass x ein stationärer Punkt der (Straf-) Funktion

HS
ε (x) := f(x) + 1

2

m∑
i=1

(
1
εi

g+
i (x)2 + εig

−
i (x)2

)
ist.

Fall 2. εi < 0, ∀i
Sei F ε(x, y) = 0.

Wenn yi ≥ 0, so folgt y−i = 0 und y+
i = g−i (x)/εi.

Wenn yi < 0, so folgt y+
i = 0 und y−i = g−i (x).

Die erste Gleichung aus (5.10) sieht nun so aus

F ε
1 (s) = Df(x) +

∑
i∈I

1
εi

g−i (x)Dgi(x) +
∑
i/∈I

εig
−
i (x)Dgi(x) = 0,

d.h. x ist auch ein stationärer Punkt der folgenden (Barriere-) Funktion

HB
ε,I(x) := f(x) +

1
2

∑
i∈I

1
εi

g−i (x)2 +
1
2

∑
i/∈I

εig
−
i (x)2,

wobei I nach (5.4) definiert ist.
Analog zu vorher (5.3), (5.6) bekommt man also eine Interpretation für eine solche symme-

trische Störung mittels stationärer Punkte von Hilfszielfunktionen. Neu ist nun nur, dass hier in
der Funktion HS

ε (x) bzw. HB
ε,I(x) auch die Funktionen gi mit i /∈ I erscheinen.

Elimination der Indexmenge I
Um ein komplettes Bild von den Variationen der Störungen solcher symmetrischen Art zu haben
und die Indexmenge I zu eliminieren, führen wir schliesslich eine letzte Funktion ein, die sich von
F ε aus (5.10) nur durch den Betrag in F ε

2,i unterscheidet:

F ε
1 (x, y) := Df(x) +

∑m
i=1(y

+
i + εiy

−
i )Dgi(x)

F ε
2,i(x, y) := gi(x)− y−i − |εi|y+

i , i = 1,m

Im Straf–Fall 1. stimmt sie mit (5.10) überein. Also interessiert uns jetzt nur der Barriere-Fall 2,
d.h. εi < 0 ∀i.

Sei (x, y) eine Lösung von F ε(x, y) = 0. Man sieht leicht,
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wenn yi ≥ 0, so folgt y−i = 0 und y+
i = g+

i (x)/|εi|,
wenn yi < 0, so folgt y+

i = 0 und y−i = g−i (x).

Daraus folgt, dass die zugeordnete Straf-Barriere-Funktion sich nun ohne Einführung der Index-
menge I schreiben läßt

HSB
ε (x) := f(x) +

1
2

m∑
i=1

(
1
|εi|

g+
i (x)2 − |εi|g−i (x)2

)
was natürlich die Darstellung vereinfacht.

Nachteilig bleibt aber, dass die Funktion HB
ε (x) auch im konvexen Fall in Bezug auf einen

Sattelpunkt untersucht werden muß.
Allerdings ist mit gi(x) = qi < 0 der Punkt x wegen

1
2D(gi(x)−)2 = gi(x)−Dgi(x) = gi(x)2D(ln(−gi(x)) = q2

i D(ln(−gi(x))

auch ein stationärer Punkt der Funktion

HSB
ε (x) := f(x) +

1
2

∑
i:gi(x)>0

1
|εi|

gi(x)2 − 1
2

∑
i:gi(x)<0

|εi|q2
i ln(−gi(x).

Hier realisiert er für konvexe Probleme wieder ein Minimum.

5.4 Abschätzungen

Aus der Form aller hier angegebenen (gestörten) Kojima–Funktionen ist leicht zu sehen, dass

||F ε − F ||0,1
B(s∗,ρ) ≤ K||ε||, (5.11)

wobei die Konstante K nur von ρ und ||(y∗, z∗)|| abhängt.
Das erlaubt uns, als wesentliche Motivation dafür, solche Störungen überhaupt zu betrachten,

die Abschätzung der entsprechenden Nullstellen (also auch der stationären Punkte der Straf–
und Barrierefunktionen) auf der Grundlage bekannten Regularitätseigenschaften in Kapitel 3 und
nichtlinearer Störungen der jeweiligen Gleichung.

So folgt nun (für Nullstellen s(ε) von F ε in einer gewissen Kugel B(s∗, ρ) und normkleine
Parameter ε, ε′) unter der strengen Regularität von F in s∗ sowohl die Existenz von s(ε) ∈ B(s∗, ρ)
als auch

||s(ε)− s(ε′)|| ≤ C||F ε − F ε′ ||0,1
B(s∗,ρ) ≤ CK||ε− ε′||, (5.12)

wobei C eine Lipschitz–Konstante ist.
Außerdem sind die Lösungen s(ε), s(ε′) ∈ B(s∗, ρ) eindeutig. Auf diese Weise kann man ei-

nerseits direkt die Konvergenz der oben genannten Methoden abschätzen (mit ε′ = 0 in (5.12)).
Andererseits kann man auch zwei beliebige dieser Verfahren unterschiedlichen Typs miteinander
vergleichen (z.B. Barriere– und Strafmethode), weil in (5.12) weder das Vorzeichen der εi, ε

′
i noch

die konkrete Form von F ε eine Rolle spielt. Man benötigt für die Abschätzung nur (5.11). Ganz
analog lassen sich die anderen Regularitätseigenschaften von F ausnutzen. Auch ein für konvexe
Optimierungsaufgaben sinnvoller ”Regularisierungsterm” der Form εx, ε > 0 in der Lagrange–
Gleichung läßt noch dieselben Abschätzungen zu und entspricht einer Tychonov–Regularisierung
im Sinne von [11].
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Konvergenz von δi

Wie es schon erwähnt wurde (5.8), fordert die Barrieremethode dass |δi| → 0, wenn |εi| → 0.
Um dies zu sehen für δi := −gi(x)2/εi (nach (5.7)), benutzt man zuerst, dass die Funktion g(x)
Lipschitz–stetig nach Voraussetzung ist. Die strenge Regularität sagt uns dann, dass x(·) ebenfalls
Lipschitz–stetig ist. Wir erhalten also

|gi(x(ε))− gi(x∗))| ≤ L||ε||.

Für die aktiven Indizes i ∈ I, die uns eigentlich interessieren, gilt allgemein gi(x(ε)) = εiy
+
i und

mit ε → −0 folgt gi(x∗) = 0. Die vorige Lipschitz–Abschätzung sieht dann folgendermaßen aus:

|gi(x(ε))| ≤ L||ε||, ∀i ∈ I

Daraus folgt (siehe (5.7)): |δi| ≤ L2||ε||2/|εi|. Somit ist |δi| → 0 gesichert, wenn nur ε so festgelegt
wird, dass ||ε|| wenigstens in derselben Ordnung wie alle |εi| gegen 0 konvergieren (d.h. ε darf
nicht asymptotisch entlang einer Koordinatenachse gegen den Ursprung konvergieren).

5.5 Anwendung gestörter Kojima–Funktionen im Newton-Verfahren

Sei s∗ eine streng reguläre Nullstelle von (2.2). Um die Nachteile der direkten Anwendung des
Newton–Verfahrens auf die Kojima–Funktion zu umgehen, wähle man ε = ε(t) in Abhängigkeit
vom aktuellen Iterationspunkt st, t = 0, 1, 2, ..., wobei der Startpunkt s0 nahe s∗ sei. Man kann
dann

1) Newton–Schritte direkt auf F ε(t) anwenden
oder auch

2) gleichzeitig mit der Newton–Matrix von F ε(t) und dem exakten Wert der ungestörten
Kojima–Funktion F arbeiten.

Den Abschätzungen für das gestörte Newton–Verfahren folgend, kann man ε im zweiten
Fall grösser wählen, was bei hohen Genauigkeiten, d.h. bei normkleinem F (st), die Gefahr von
Auslöschungseffekten verringert. Mit εj bezeichnen wir jeweils die Störungen, die den Gleichungs-
Restriktionen hj = 0 entsprechen.

Methode 1
Wir setzen: zum Beispiel:

εi > 0, wenn gi > 0
εi < 0, wenn gi < 0 εi(t) := sign (gi(x))‖F (st)‖2

εj > 0 εj(t) := ‖F (st)‖2

Danach wendet man, mit entsprechendem ε(t), einen Newton–Schritt auf das jeweilige gestörte
Kojima–System an, um st+1 zu bestimmen. Die strenge Regularität (3.4) von F sichert dann
mittels der obigen Abschätzungen sowohl die Existenz und Eindeutigkeit einer Nullstelle von
F ε(t)(s) = 0 als auch (über Newton–Verfahren unter Störungen) die Konvergenz st+1 → s∗.

Methode 2
Wir setzen: zum Beispiel:

εi > 0, wenn gi > 0
εi < 0, wenn gi < 0 εi(t) := sign (gi(x))‖F (st)‖

εj > 0 εj(t) := ‖F (st)‖
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Danach wendet man, mit entsprechendem ε(t), einen Newton–Schritt der Form

F (st) + TF ε(t)(st)(σ) = 0

an, um st+1 = st + σ zu setzen.
Lösbarkeit und Konvergenz sind erneut durch das Newton–Verfahren unter Störungen gesi-

chert.
Die einzelnen Newton–Schritte sind nun als Straf- bzw. Barriere–Schritte interpretierbar und

können so — bei schlechten Startpunkten — auch durch mehrere Schritte erster Ordnung ange-
wandt auf die jeweilige Hilfszielfunktion ersetzt werden (um anschliessend wieder zum Newton–
Verfahren überzugehen).
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Kapitel 6

Einheitliche Darstellung von NCP–Ansätzen

In diesem Kapitel wollen wir uns mit NCP†–Funktionen für die Lösung von Komplementa-
ritätsproblem ausführlicher beschäftigen. Das NCP–Problem

u(x) ≥ 0, v(x) ≥ 0, 〈u, v〉 = 0 (6.1)

haben wir schon eingeführt (2.14) und haben gezeigt, wie man es mittels verallgemeinerten
Kojima–Funktion darstellen kann. Wir werden hier mehr auf die praktische Seite für das Lösen der
Aufgabe eingehen. Der Schwerpunkt unserer Betrachtung ist die NCP–Funktion Methode und ihr
Zusammenhang mit dem Kojima–System. Dabei benutzen wir in den beiden ersten Abschnitten
die Grundlagen aus [14].

6.1 NCP–Funktion

Definition 6.1 Eine Funktion G(s, t) : IR2 → IR heißt NCP–Funktion, falls

G−1(0) = {(s, t)|s ≥ 0, t ≥ 0, st = 0}.

Die Definition ermöglicht uns die äquivalente Beschreibung des Originalproblems (6.1) mittels
der Gleichung

h(x) = 0 ; hi(x) = G(zi(x)) ∀i = 1, ..., n (6.2)

wobei
zi(x) = (ui(x), vi(x)), i = 1, ..., n.

Es gibt verschiedene Möglichkeiten, die Aufgabe (6.2) zu lösen. In der Praxis verwendet man
meistens die folgende Zugänge:

(i) eine sogenannte Merit-Funktion wird minimiert, z.B.

1
2

n∑
i=1

h2
i (x)

(ii) man versucht (6.2) mittels einer Newton–Methode direkt zu lösen

†Abkürzung von ’Nonlinear Complementarity Problem’
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(iii) Kombination von (i) und (ii)

In jedem dieser Fälle sollte G gewisse Glattheitseigenschaften besitzen und möglichst einfach sein.
Mit Blick auf das Newton–Verfahren ist es allerdings nicht günstig, wenn G vom Typ C1 nahe
(0, 0) ist. Denn dann würden die partiellen Ableitungen Gs(0, 0) und Gt(0, 0) wegen der Struktur
von G beide verschwinden (auf den positiven Halbachsen ist G konstant, also jeweils eine partielle
Ableitung Null), und es würde folgen

DG(zi(x)) = 0 und Dhi(x) = DG(zi(x))Dzi(x) = 0,

falls zi(x) = (0, 0) und z ∈ C1. Damit wäre Dh(x) nicht regulär und das Newton–Verfahren
(auch mit verallgemeinerten Ableitungen) im Punkt x nicht anwendbar. Also sollte G im Punkt
(0, 0) nicht differenzierbar sein. Deswegen setzen wir voraus, das G positiv homogen ist. Solche
Funktionen haben nämlich die benötigte Eigenschaft.

Andererseits, damit das Newton–Verfahren überhaupt angewandt werden kann, braucht man
eine gewisse Glattheit und Monotonie von G. Wir fordern: G sei pseudo–glatt und besitze auf der
Einheitssphäre höchstens endlich viele Punkte pk, die nicht zur C1–Menge Θ1(G) gehören.

Als pseudo–glatte Funktion ist G dann lokal Lipschitz und gehört weiter zur Klasse LocPC1.
Die Polyeder P s in der Definition sind hier Kegel der Form K ∩ O, wobei O einen der vier
Orthanten bezeichnet und die Kegel K irgendwelche spitze Kegel sind mit Scheitel im Ursprung,
so dass deren Kantenvektoren insgesamt alle pk ∈ IRn \Θ1(G) enthalten.

Die positive Homogenität (6.6) liefert in jedem C1–Punkt von G

DG(σ) = DG(λσ), ∀λ > 0, σ ∈ Θ1(G), (6.3)

und sagt uns, dass solche NCP–Funktionen für (s, t) ∈ Θ1(G) eine besondere Form haben:

G(s, t) = DG(s, t)(s, t)T = sGs(s, t) + tGt(s, t). (6.4)

Außerdem folgt
D0G(0) = clDG(Θ1(G)), (6.5)

denn es gilt für σk ∈ Θ1(G),∀k immer:

lim
σk→σ∗

DG(σk) = lim
λkσk→λ∗σ∗

DG(λkσk) = lim
λkσk→0

DG(λkσk) = lim
σk→0

DG(σk),

wobei limk→∞ λk = λ∗, λk 6= 0,∀k und λ∗ = 0.
Wir setzen weiter voraus, dass die positiven Halbachsen (sie enthalten zi(x∗) = (ui(x∗), vi(x∗))

für streng komplementäre Lösungen x∗) in Θ1(G) liegen und dort die Ableitung DG nicht ver-
schwindet. Betrachtet man die positiv–homogene Funktion G auf der Sphäre, sieht man dann
sofort, dass G im Inneren des positiven Orthanten entweder positiv und dann im Innern der
übrigen Orthanten negativ ist oder umgekehrt. Außerdem sei G monoton, d.h.

0 6= DG(s, t) ≥ 0, ∀(s, t) ∈ Θ1(G).

Zusammenfassend verlangen wir also:

G ist positiv homogen, d.h. G(λσ) = λG(σ) ∀σ ∈ IR2, λ ≥ 0, (6.6)
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die C1–Menge von G, Θ1(G) enthält G−1(0) \ {0} (6.7)

DG(σ) ≥ 0 und DG(σ) 6= 0, ∀σ ∈ Θ1(G) (6.8)

sowie
G ∈ LocPC1. (6.9)

Die Klasse dieser Funktionen bezeichnen wir wie in [14] mit pNCP . In der Arbeit wird sehr oft
auch die folgende Eigenschaft benutzt.

Definition 6.2 Wir nennen eine Funktion G ∈ pNCP streng monoton, wenn

a b > 0 ∀(a, b) ∈ D0G(σ) und σ ∈ IR2 \G−1(0).

Tatsächlich umfasst pNCP nicht alle in der Literatur studierten NCP Funktionen, siehe etwa
[30]; z.B. werden mitunter noch Terme höherer Ordnung wie (s+t+)2, addiert. Sie sind heuristisch
motiviert für globale Konvergenzeigenschaften (Verstärkung von Monotonie), haben jedoch keinen
qualitativen Einfluss auf das Konvergenzverhalten von Newton–Verfahren nahe einer Lösung, da
die (verallgemeinerten) Ableitungen sich nur in der Ordnung O(x − x∗) unterscheiden und die
Funktionswerte selbst von der Ordnung o(x− x∗) (siehe Satz 4.3).

Mit der oft benutzten pNCP–Funktion (siehe [5, 9, 10])

G(s, t) = s + t−
√

s2 + t2,

erhält man z.B. für (s, t) 6= 0

Gs = 1− s√
s2 + t2

, Gt = 1− t√
s2 + t2

.

Mit der Funktion G(s, t) = min{s, t} gilt einfach

DG(s, t) = (1, 0)(s < t), DG(s, t) = (0, 1)(s > t).

Die erste ist streng monoton, die zweite nicht.
Wichtig für Newton–Verfahren ist, dass die Ableitungen von G auch im Limes nicht verschwin-

den.

Lemma 6.1 Für jede Funktion G ∈ pNCP existiert ein p > 0, so dass ||DG(σ)|| ≥ p, ∀σ ∈
Θ1(G) gilt, und damit auch inf ||D0G(0)|| ≥ p. Darüberhinaus hat der Gradient von G die folgende
Eigenschaft: DG(e1) = λe2 und DG(e2) = µe1, wobei e1, e2 die Einheitsvektoren im Raum IR2,
und λ, µ > 0 sind.

Beweis:
Angenommen

lim DG(σk) = 0 (6.10)

gilt für eine Folge σk ∈ Θ1(G). Dann ist σk 6= 0, und wegen Norminvarianz der Ableitung (6.3)
kann ‖σk‖ = 1 ∀k angenommen werden. Somit konvergiert eine unendliche Teilfolge (o.B.d.A.
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schon die gesamte Folge) gegen ein Element σ∗ ∈ bd B. Ist σ∗ ∈ Θ1(G), so folgt mit (6.8) der
Widerspruch

0 = lim DG(σk) = DG(σ∗) 6= 0.

Sei also σ∗ 6∈ Θ1(G). Dann kann σ∗ wegen (6.7) auch nicht auf den beiden positiven Halbachsen
liegen. Deshalb ist G(σ∗) 6= 0, und wir erhalten aus (6.10) und (6.4) den Widerspruch

0 6= G(σ∗) = lim
k

G(σk) = lim
k

DG(σk)σk = 0.

Dank (6.4) haben wir auch
G(e1) = DG(e1)T e1 = 0

Aus (6.7) und (6.8) folgt so wegen Gs(e1) = 0 weiter die Behauptung DG(e1) = λe2 mit λ > 0.
Für e2 ist alles analog.

6.2 Transformation der Iterierten beim Newton–Verfahren

Der Newton–Schritt bei Anwendung einer pNCP–Funktion
Wir können nun einen Newton–Schritt für die Aufgabe (6.2) einfach mittels der partiellen Ablei-
tungen von G interpretieren. Zu lösen ist

hi(x) + Dhi(x)ξ = 0 i = 1, ..., n ; xnew = x + ξ.

Mögen die entsprechenden Frechét–Ableitungen von G existieren und sei z = (u, v) ∈ C1. Dann
erhalten wir also

G(zi(x)) + Gs(zi(x))Dui(x)ξ + Gt(zi(x))Dvi(x)ξ = 0

oder mit (6.4)

Gs(zi(x))[ui(x) + Dui(x)ξ] + Gt(zi(x))[vi(x) + Dvi(x)ξ] = 0.

Setzt man
ai := Gs(zi(x)) und bi := Gt(zi(x)), (6.11)

so bedeutet die letzte Gleichung, dass ai ≥ 0 und bi ≥ 0 Bewichtungen der beiden Linearisierungen
von ui bzw. vi im Punkt x sind:

ai[ui(x) + Dui(x)ξ] + bi[vi(x) + Dvi(x)ξ] = 0.

Mit Lui(x, ξ) = ui(x) + Dui(x)ξ und wegen (ai + bi) 6= 0 läßt sich diese Gleichung schließlich so
umschreiben

(1− ki)Lui(x, ξ) + kiLvi(x, ξ) = 0, (6.12)

wobei
ki =

bi

ai + bi
=

Gt(zi(x))
Gs(zi(x)) + Gt(zi(x))

. (6.13)

Aus (6.8) folgt sofort ki ∈ [0, 1]. Die Gleichung (6.12) ist dann die Newton-Gleichung (1.7) für
unser konkretes Komplementaritätsproblem (6.1).

Nach (6.3) und Lemma 6.1 gilt hierbei mit einem gewissen ρ > 0

ai = 0, bi ≥ ρ, ki = 1 wenn ui(x) > 0, vi(x) = 0 und
bi = 0, ai ≥ ρ, ki = 0 wenn vi(x) > 0, ui(x) = 0.

(6.14)
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Bemerkung 6.1 Die Überlegungen (6.12), (6.14), und damit (ai + bi) 6= 0, bleiben (wegen posi-
tiver Homogenität und nach Grenzübergang σi ∈ Θ1(G), σi → zi(x)) auch dann bestehen, wenn
man nur voraussetzt, dass

(ai, bi) ∈ D0G(zi(x))

gilt. Ebenso kann man Dz(x) durch Elemente ζ ∈ D0z(x) ersetzen, wenn nur z ∈ locPC1 gilt.

Transformation der Iterierten
Wie es schon früher erwähnt wurde (siehe Abschnitt 2.3.1), kann man das Komplementaritäts-
problem in die Form eines Kojima–Systems transformieren:

Fi(x, y) := ui(x)− y+
i = 0

Fn+i(x, y) := −vi(x)− y−i = 0
i = 1, ..., n.

(6.15)

Um die Lösung von F (x, y) = 0 zu finden, wollen wir hier das Newton–Verfahren anwenden. Die
entsprechenden Newton–Gleichungen sehen dann konkret (bei Benutzung der Ableitung TF ) so
aus

Fi(x, y) + Dui(x)ξ − riηi = 0
Fn+i(x, y)−Dvi(x)ξ − (1− ri)ηi = 0
i = 1, ..., n

(6.16)

wobei
r ∈ RT (y) (6.17)

Die Menge RT (y) ist durch (3.6) definiert (m = n).

Lemma 6.2 [14]
(i) Ist (ξ, η) eine Lösung der Newton–Gleichung (6.16) für den Iterationspunkt (x, y) mit r ∈
RT (y), so gilt (6.12) mit ki = ri, ∀i.
(ii) Umgekehrt, wenn ξ die (NCP-Newton-) Gleichungen (6.12) im Iterationspunkt x für ein
k = r ∈ RT (y), y = u(x)− v(x) erfüllt, so ist (ξ, η) mit

ηi =


Fi(x, y) + Dui(x)ξ, falls ri = 1
Fn+i(x, y)−Dvi(x)ξ, falls ri = 0
(Fi(x, y) + Dui(x)ξ)/ri, sonst

eine Lösung von (6.16).

Beweis:
(i) Zur Abkürzung sei F := F (x, y). Aus (6.16) haben wir

Fi + Dui(x)ξ = riηi, Fn+i −Dvi(x)ξ = (1− ri)ηi

Weiter folgt

(1− ri)Fi + (1− ri)Dui(x)ξ = (1− ri)riηi = riFn+i − riDvi(x)ξ

oder
(1− ri)Fi + (1− ri)Dui(x)ξ − riFn+i + riDvi(x)ξ = 0
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Setzen wir Fi und Fn+i ein und nutzen riy
−
i = (1− ri)y+

i (da r ∈ RT (y)) aus, so erhalten wir die
Gleichung

(1− ri)[ui(x) + Dui(x)ξ] + ri[vi(x) + Dvi(x)ξ] = 0

Folglich gilt (6.12), sobald wir ki = ri einsetzen.

(ii) Wir haben drei Fälle zu betrachten:
1) ri = 1 dann y−i = 0, riηi = ηi = Fi + Dui(x)ξ

und aus (6.12) folgt vi(x) + Dvi(x)ξ = 0,
d.h.Fn+i −Dvi(x)ξ =
= Fn+i + vi(x) = −vi(x)− y−i + vi(x) = 0 = (1− ri)ηi

2) ri = 0 dann y+
i = 0, (1− ri)ηi = ηi = Fn+i −Dvi(x)ξ

und aus (6.12) folgt ui(x) + Dui(x)ξ = 0, d.h.
Fi + Dui(x)ξ = Fi − ui(x) = ui(x)− y+

i − ui(x) = 0 = riηi

3) 0 < ri < 1 dann yi = 0, riηi = Fi + Dui(x)ξ und
Fn+i −Dvi(x)ξ = −vi(x)−Dvi(x)ξ =
= −Lvi(x, ξ) = r−1

i (1− ri)Lui(x, ξ) =
= r−1

i (1− ri)(Fi + Dui(x)ξ) = (1− ri)ηi

Also ist (6.16) in jedem Fall erfüllt.

Das Lemma zeigt, dass sich der enge Zusammenhang zwischen Kojima–Funktion und NCP–
Funktionen auch auf das Newton–Verfahren erstreckt. Der einzige Unterschied zwischen beiden
(Newton–) Systemen (6.12) und (6.16) liegt in der Definition der Konstanten ki und ri. Für ki

gilt (6.13), womit 0 < ki < 1 auch mit yi := ui(x) − vi(x) 6= 0 gelten darf. Für ri dagegen soll
gelten

r ∈ RT (y) mit y = u(x)− v(x),

was 0 < ri < 1 nur für yi := ui(x)− vi(x) = 0 zuläßt.
Wird ki mittels D0G über (6.13) definiert, so folgt k ∈ RT (y) und ki ∈ {0, 1} mit y = u(x)−

v(x), sofern man die einfachste NCP–Funktion G(s, t) = min{s, t} benutzt. Mit einer beliebigen
pNCP–Funktion G wird k ∈ RT (y) mit y = u(x) − v(x) zumindest in jeder Lösung x = x∗ des
Komplementaritätsproblems erfüllt (wegen (6.14)).

Weiter gilt mit k = k(x) nach (6.13) im Falle der Konvergenz x → x∗, k(x) → k∗ im Limes
auch k∗ ∈ RT (y). Allerdings ist allgemein, d.h., für beliebige pNCP–Funktionen, die Inklusion
k(x) ∈ RT (u(x)− v(x)) nicht gesichert, wenn k(x) nach (6.13) gebildet wird.

Die durch G definierten Newton–Schritte können aber, wie wir gleich sehen, durch kleine
Änderungen von F modelliert werden. Anderes gesagt, den Unterschied zwieschen r und k wird
beseitigt.

6.3 Symmetrische Störung des Kojima–Systems und pNCP–Funktionen im
Newton–Verfahren

Wir betrachten an Stelle des Systems (6.15) ein folgendermaßen symmetrisch (durch die Terme
εiy

−
i bzw. εiy

+
i ) gestörtes Kojima–System:

F ε
i (x, y) := ui(x)− y+

i − εiy
−
i = 0

F ε
n+i(x, y) := −vi(x)− y−i − εiy

+
i = 0

i = 1, ..., n
(6.18)
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wobei ε ∈ IRn ein beliebiger Parameter ist. Wenden wir auf F ε(x, y) das (TF–)† Newton–Verfahren
an, erhalten wir die Gleichungen

F ε
i (x, y) + Dui(x)ξ − (εi + ri − εiri)ηi = 0

F ε
n+i(x, y)−Dvi(x)ξ − (1− ri + εiri)ηi = 0

i = 1, ..., n,
(6.19)

die für ein r ∈ RT (y) zu erfüllen sind.
Im folgenden Satz untersuchen wir den allgemeinen Zusammenhang zwischen den Systemen

(6.12) und (6.19). Wir werden sehen, wie dieser Zusammenhang sich wesentlich vereinfacht, wenn
wir nur Elemente r ∈ RT (y) mit ri ∈ {0, 1}, ∀i zulassen und wenn die pNCP–Funktion G streng
monoton ist.

6.3.1 Beliebige pNCP–Funktionen

Im folgenden Satz spielt die nachstehende Definition von ε mit r ∈ RT (y) die entscheidende Rolle

εi =
(ai + bi)ri − bi

(ai + bi)ri − ai
, ∀i. (6.20)

Man sieht gleich, dass εi ≥ 0,∀i gilt. Wenn wir mittels des symmetrisch gestörten Kojima–
Systems (6.18) zu einer Lösung des original NCP (6.1) kommen wollen, müssen wir nach wie vor
den Parameter ε gegen Null konvergieren lassen.

Die angegebene Definition von εi (6.20) bewirkt für die Konvergenz x → x∗ gegen eine
Lösung, dass εi → 0 falls in Komponente i strikte Komplementarität ui(x∗) + vi(x∗) > 0 vorliegt.
Tatsächlich:

Situation I (strikte Komplementarität): Sei (ui(x∗), vi(x∗)) 6= (0, 0).
Fall 1. vi(x∗) > 0.

D.h. ui(x) → 0 und nach (6.14) folgt εi = bi(x)/ai(x) → 0.
Fall 2. ui(x∗) > 0.

D.h vi(x) → 0 und nach (6.14) folgt εi = ai(x)/bi(x) → 0.

Situation II: Sei (ui(x∗), vi(x∗)) = (0, 0). Dann kann εi einen positiven endlichen Grenzwert
besitzen; z.B. mit G = s + t −

√
s2 + t2 und ui(x) = vi(x) → 0. Die Beschränktheit erkennt

man durch Betrachtung von DG bzw. D0G auf der (kompakten) Sphäre. Weil nun y∗i = ui(x∗)−
vi(x∗) = 0 ist, bleibt allerdings (x∗, y∗) auch mit jedem εi eine Lösung von System (6.18).

Wir haben also gezeigt, dass die Wahl von ε nach (6.20) legitim ist und die Regularitätsaus-
sagen damit weiterhin gelten.

Satz 6.1 Für festes x ∈ IRn seien ai, bi nach (6.11) erklärt. Wir setzen

(ai + bi)ri − ai 6= 0 (6.21)

voraus, und betrachten ε aus (6.20). Dann gelten die folgenden Aussagen:

(i) Ist (ξ, η) eine Lösung von (6.19) im Punkt (x, y), mit r ∈ RT (y) und gilt außerdem ri 6= 1
2 , so

†Mit Thibault–Ableitung
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erfüllen ξ und x die (NCP–) Gleichungen (6.12), (6.13).

(ii) Erfüllt ξ und x die Gleichungen (6.12) mit bi 6= 0 und definiert man η mit Hilfe von y =
u(x)− v(x) und r ∈ RT (y), ri 6= 1

2 als

ηi =
{

F ε
n+i(x, y)−Dvi(x)ξ, falls ri = 0

(F ε
i (x, y) + Dui(x)ξ)/(εi + ri − εiri), sonst,

so ist (ξ, η) eine Lösung des symmetrisch gestörten (verallgemeinerten) Kojima–Newton–Systems
(6.19) mit ε nach (6.20).

Beweis:
(i) Aus (6.19) haben wir

F ε
i + Duiξ = (εi + ri − εiri)ηi, F ε

n+i −Dviξ = (1− ri + εiri)ηi.

Wir multiplizieren die erste Gleichung mit (1− ri + εiri) und die zweite mit (εi + ri − εiri) . Da
die linke Seiten jetzt gleich sind, folgt also

(1− ri + εiri)F ε
i + (1− ri + εiri)Duiξ−

−(εi + ri − εiri)F ε
n+i + (εi + ri − εiri)Dviξ = 0.

Setzen wir F ε
i und F ε

n+i ein und nutzen (da r ∈ RT (y))

(εi + ri − εiri)(y−i + εiy
+
i ) = (1− ri + εiri)(y+

i + εiy
−
i )

aus, so erhalten wir die Gleichung

(1− ri + εiri)[ui(x) + Duiξ] + (εi + ri − εiri)[vi(x) + Dviξ] = 0. (6.22)

Setzt man nun (6.20) ein, folgt

1− ri + εiri =
ai(2ri − 1)

(ai + bi)ri − ai

und

εi + ri − εiri =
bi(2ri − 1)

(ai + bi)ri − ai
(6.23)

Da ri 6= 1
2 und (6.21), ∀i vorausgesetzt ist, schreibt sich (6.22) so um

aiLui(x, ξ) + biLvi(x, ξ) = 0

D.h. die Gleichung (6.12) mit (6.13) ist erfüllt.

(ii) Wegen ri 6= 1
2 , bi 6= 0 und (6.23) ist auch εi + ri − εiri 6= 0. Folglich ist ηi korrekt definiert.

Sei also r ∈ RT (y), wobei y = u(x)− v(x). Wir haben die folgenden drei Fälle zu betrachten:
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1) ri = 1 dann sind y−i = 0, εi = ai/bi und
(εi + ri − εiri)ηi = F ε

i + Duiξ.
Aus (6.12) folgt Dviξ = −vi − ai/biLui(x, ξ), d.h.
F ε

n+i −Dviξ = F ε
n+i + vi + ai/biLui(x, ξ) = −vi − y−i −

−εiy
+
i + vi + ai/bi(ui + Duiξ) = −εiy

+
i + ai/bi(ηi + y+

i ) =
= εiηi = (1− ri + εiri)ηi.

2) ri = 0 dann sind y+
i = 0, εi = bi/ai und

(1− ri + εiri)ηi = ηi = F ε
n+i −Dviξ.

Aus (6.12) folgt Duiξ = −ui − bi/aiLvi(x, ξ), d.h.
F ε

i + Duiξ = F ε
i − ui − bi/aiLvi(x, ξ) = ui(x)− y+

i − εiy
−
i

−ui(x)− bi/ai(vi + Dviξ) = −εiy
−
i + bi/ai(ηi + y−i ) =

= εiηi = (εi + ri − εiri)ηi.
3) 0 < ri < 1 dann sind yi = 0, (εi + ri − εiri)ηi = F ε

i + Duiξ.
Weiter F ε

n+i −Dviξ = −vi −Dviξ = −Lvi(x, ξ) =
= ai/biLui(x, ξ) = ai/bi(F ε

i + Duiξ) =
= ai/bi(εi + ri − εiri)ηi = (1− ri + εiri)ηi.

Also ist (6.19) in jedem Fall erfüllt.

In den weiteren Bemerkungen betrachten wir die Voraussetzungen des Satzes genauer.

Bemerkung 6.2 Die Beschränkung auf ri 6= 1
2 kann einfach beseitigt werden, indem wir allge-

mein festlegen
ri = 1, wenn yi = 0 (6.24)

Da wir freie Wahl ri ∈ [0, 1] haben, falls yi = 0, ist das legitim und in der Praxis sogar erwünscht.

Diese neue angegebene Definition von ri ∈ {0, 1} bedeutet mit u, v ∈ C1, dass als (verallgemei-
nerte) Ableitung von F ε in (x, y) die Frechét–Ableitung in (x, y′) genommen wird mit y′i = yi + δi

und hinreichend kleinem δi > 0. Dies entspricht in spezieller Weise dem Ansatz (3.13).

Bemerkung 6.3 Durch (6.24) darf dann im (ii) die Bedingung bi 6= 0 weggelassen werden. Sie
wird nämlich immer erfüllt, wenn wir (6.21) voraussetzen.

Bemerkung 6.4 (streng monotone pNCP–Funktionen) Selbst die Beschränkung (6.21)
kann vermieden werden, wenn wir NCP–Funktionen spezieller Klassen betrachten. Tatsächlich,
die unreguläre Situation

ri =
ai

ai + bi
(6.25)

kann nur in den folgenden Fällen auftreten:
Fall 1. Sei aibi = 0. Für streng monotone Funktionen (siehe Definition 6.2) heißt dies sofort,

dass wir in der Lösung x∗ des NCP sind. Es folgt nach der Definition 6.20 und der Diskussion
danach (Seite 49), dass εi definiert bleibt: In der Situation I gilt ai(x∗) = 0 (bzw. bi(x∗) = 0),
d.h. ui(x∗) > 0, vi(x∗) = 0 (bzw. ui(x∗) = 0, vi(x∗) > 0). Es folgt yi = ui(x∗)− vi(x∗) > 0 (bzw.
yi < 0). Da r ∈ RT (y) impliziert das ri = 1 (bzw. ri = 0). Wir erhalten also immer εi = 0; In der
Situation II ist εi beliebig.

Fall 2. Es kann passieren, dass zusammen mit (6.25) auch 0 < ai
ai+bi

< 1 gilt; allerdings nur
mit yi = 0. In diesem Fall sieht die Gleichung (6.22) so aus:

bi + εiai

ai + bi
Lui(x, ξ) +

εibi + ai

ai + bi
Lui(x, ξ) = 0
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Abbildung 6.1: Niveaulinien von Gmin = min{ui, vi}

Es folgt also, dass es allgemein nicht möglich ist, daraus die Gleichung (6.12) zu bekommen.
Deswegen müssen wir bei der Wahl von ri aus der Menge [0, 1] den Wert (6.25) (z.B. durch
(6.24)) ausschließen. Aber in einem spezielen Fall, wenn ai = bi gilt, kann man doch (6.12)
erhalten, indem man einfach εi = 2ai − 1 einsetzt. Dies läßt sich leicht sehen.

Weiter (siehe den nachfolgenden Abschnitt) wird genauer gezeigt wie der Satz 6.1 für die
streng monotone NCP-Funktionen in Bezug auf die Restriktion (6.21) vereinfacht werden kann.

Bemerkung 6.5 (nicht streng monotone pNCP–Funktionen) Zum gleichen Ergebniss (wie
in Bemerkung 6.4) kommt man auch mit manchen anderen pNCP–Funktionen. Wir betrachten
z.B. die nicht streng monotone Funktion Gmin.

Fall 1. Sei ai = 0 und yi < 0. Es folgt ri = 0 und damit auch (6.25). Für die Funktion Gmin

bedeutet die Bedingung ai(x) = 0 aber, dass der Punkt (ui(x), vi(x)) unter bzw. auf der Linie
(Fläche) vi = ui liegt (siehe Abbildung 6.1). Somit gilt yi = ui(x)− vi(x) ≥ 0.

Fall 2. Sei bi = 0 und yi > 0. Es folgt ri = 1 und damit auch (6.25). Analog wie im Fall 1.
erhalten wir, dass für die Funktion Gmin diese Situation auch nicht zutrifft.

Fall 3. Sei yi = ui(x) − vi(x) = 0. In dem Fall ist die Funktion Gmin nicht differenzierbar.
Bei der freien Wahl (ai, bi) ∈ D0Gmin(zi(x)) können wir allgemein z.B. immer ai = 0, bi 6= 0
festlegen. Sei also ai = 0 und yi = 0. Die Wahl ri = 0 aus der Menge [0, 1] führt dann zu (6.25).
Wir vermeiden das, indem wir nach wie vor (6.24) in Anspruch nehmen.

Analog könnten auch andere nicht streng monotone pNCP–Funktionen behandelt werden,
falls sie die gleiche symmetrische (bezüglich der Flächen vi = ui, ∀i) Gestalt wie Gmin haben.
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6.3.2 Vereinfachung für streng monotone G aus pNCP

Wir betrachten nun streng monotone G ∈ pNCP und lassen in System (6.19) nur spezielle
r ∈ RT (y) zu.

Satz 6.2 Für festes x ∈ IRn, seien ai, bi nach (6.11) erklärt und ξ erfülle die Gleichungen (6.12)
mit streng monotonem G ∈ pNCP . Man setze y = u(x) − v(x) und weiter ri = 1 falls yi ≥ 0,
ri = 0 falls yi < 0. Ferner sei εi = 0 wenn aibi = 0, und andernfalls

εi =
bi

ai
wenn ri = 0, εi =

ai

bi
wenn ri = 1. (6.26)

Schließlich sei η definiert durch

ηi =
{

F ε
n+i(x, y)−Dvi(x)ξ, falls ri = 0

F ε
i (x, y) + Dui(x)ξ, falls ri = 1.

Dann ist (ξ, η) eine Lösung des symmetrisch gestörten (verallgemeinerten) Kojima–Newton–
Systems (6.19).

Beweis:
Wenn aibi 6= 0, so sind die Argumente des Beweises (ii) zum letzten Satz voll anwendbar, weil εi

und ηi wie dort definiert wurden und sowohl (ai + bi)ri 6= ai als auch ri 6= 1
2 gilt.

Wenn aibi = 0, so folgt aus der strengen Monotonie von G, dass zi(x) := (ui(x), vi(x)) in
G−1(0) liegt. Weiter gilt wegen εi = 0,

F ε
i (x, y) = Fi(x, y) = ui(x)− y+

i = 0
F ε

n+i(x, y) = Fn+i(x, y) = −vi(x)− y−i = 0.

Der Beweis folgt nun wegen ri ∈ RT (yi) auch mit den Argumenten zu Lemma 6.2 (ii), wir beweisen
die Aussage zur besseren Übersicht direkt.

Sei ai = 0. Dann kann nur vi = 0 und ui ≥ 0 gelten. Damit ist yi = y+
i ≥ 0 und ri = 1. Die zu

erfüllenden Gleichungen aus (6.19) bedeuten so an der Stelle x,

0 = ui − y+
i + Duiξ − ηi = ui − y+

i + Duiξ − (ui(x)− y+
i + Dui(x)ξ) = 0

0 = −Dviξ.

Nach Voraussetzung (6.12) ist auch die zweite Gleichung wegen vi +Dviξ = 0 erfüllt. Analog folgt
die Behauptung im Falle bi = 0.

Die Bedeutung beider Sätze kann man folgendermaßen auffassen:

• Mit der Wahl einer (streng monontonen) pNCP–Funktion ändern sich in der Gleichung
(6.12) nur die Bewichtungen ai bzw. bi. In der Sprache von symmetrisch gestörten Kojima–
Systemen (6.18) bedeutet das die entsprechende Wahl eines εi nach (6.20).

• Spezielle Lösungen des Systems (6.19) beschreiben nach Satz 6.2 durch die geeignete Wahl
des Parameters ε ≥ 0 die Lösungen der Systeme (6.12) mit allen möglichen streng monotonen
pNCP–Funktionen.
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• Da wir den Parameter ε in (6.19) auch auf eine andere Weise variieren können (anderes als
(6.20)) bzw. das System (6.15) auf eine andere Weise stören können (z.B. mit negativen εi)
erhalten wir damit mehr Variationsmöglichkeiten als wenn wir einfach neue streng monotone
pNCP–Funktionen benutzen würden.

• Mit gewissen Einschränkungen (siehe Satz 6.1 und die Bemerkungen danach) sind diese
Schlussfolgerungen auch für beliebige pNCP–Funktionen G richtig.



Kapitel 7

Modelle für Variationsungleichungen

Mit Hilfe einer abgeschlossenen, konvexen Menge C ⊂ IRn und einer Funktion p : IRn → IRn

kann man eine Variationsungleichung (in der traditionellen Form) auf folgender Weise darstellen.
Gesucht wird ein x ∈ C, so dass

p(x) ∈ NC(x), (7.1)

wobei
NC(x) := {ξ ∈ IRn | ξT (c− x) ≤ 0, ∀c ∈ C}

Definition 7.1 Die Menge NC(x) heißt Normalenkegel vom C im Punkt x. Wenn x /∈ C, setzt
man NC(x) := ∅.

Habe die Menge C die folgende Gestalt

C = {x | gi(x) ≤ 0, i = 1, ...,m}, gi ∈ C1, ∀i
Unter einer Constraint Qualification (nämlich genau unter der Abadie–Bedingung [19]) im Punkt
x hat der Normalenkegel eine spezielle Form:

NC(x) = {y+Dg(x) | g(x) = y−, y ∈ IRm},
d.h. (7.1) ist dann äquivalent zu

−p(x) + y+Dg(x) = 0
g(x)− y− = 0

. (7.2)

Wie schon erwähnt wurde, ist die linke Seite in (7.2) ein weiteres Beispiel einer verallgemeiner-
ten Kojima–Funktion (2.9). Das System kann man offenbar mittels einer pNCP–Funktion G(·, ·)
auch so darstellen:

−p(x) + yDg(x) = 0
G(−gi(x), yi) = 0, ∀i = 1, ...,m

. (7.3)

Die Gleichungen (7.2) und (7.3) haben zwar dieselben Lösungen, sind aber strukturell unterschied-
lich. Dieser Unterschied verschwindet allerdings erneut, wenn wir das System (7.2) symmetrisch
stören wie in (6.18) und dann auf die beiden Systeme das Newton–Verfahren anwenden.

Im weiteren betrachten wir diese Behauptung genauer und setzen generell p ∈ C1, g ∈ C2

voraus. Der allgemeinere Fall p, Dg ∈ locPC1 kann nach den Aussagen im Kapitel ”Newton–
Verfahren” (Seite 25) analog behandelt werden, nur müssen dann Dp(x), D2g(x) als Elemente
aus D0p(x), D0(Dg(x)) interpretiert werden und die entsprechenden Voraussetzungen für alle
solche Elemente erfüllt sein.
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7.1 Einheitliche Darstellung des Newton–Verfahrens

Wir wollen zuerst sehen, wie die Newton–Gleichungen für (7.3) aussehen. Sei (u, v) ∈ IRn+m die
gesuchte Newton–Richtung für einen Punkt (x, y) und G := G(−gi(x), yi) zur Abkürzung, so
ergibt sich

−p(x) + yDg(x)−Dp(x)u + yD2g(x)u + vDg(x) = 0
G−GsDgi(x)u + Gtvi = 0 ∀i

Die partielle Ableitungen bezeichenen wir wie vorher ai := Gs(−gi(x), yi) und bi := Gt(−gi(x), yi).
Dann folgt mit (6.4) weiter

−p(x)−Dp(x)u + yD2g(x)u +
∑

i(yi + vi)Dgi(x) = 0
−ai[gi(x) + Dgi(x)u] + bi[yi + vi] = 0 ∀i

Wegen DG 6= 0 (siehe Lemma 6.1) erhalten wir aus der letzten Gleichung

yi + vi = ai/bi[gi(x) + Dgi(x)u], falls bi 6= 0
gi(x) + Dgi(x)u = 0, falls bi = 0.

(7.4)

Sei K1 := {i | bi = 0, i = 1,m }. Setzen wir yi + vi in die erste Gleichung ein, so folgt

−p(x)−Dp(x)u + yD2g(x)u+∑
i/∈K1

ai

bi
[gi(x) + Dgi(x)u]Dgi(x) +

∑
i∈K1

(yi + vi)Dgi(x) = 0

gi(x) + Dgi(x)u = 0 ∀i ∈ K1.

(7.5)

Analog betrachten wir nun das symmetrisch gestörte Kojima–System (7.2).

−p(x) +
∑m

i=1(y
+
i + εiy

−
i )Dgi(x) = 0

gi − (y−i + εiy
+
i ) = 0,∀i (7.6)

Differenziert man die linke Seite mittels Thibault–Ableitung TF (für CF ist es analog), bekommt
man die folgenden Newton–Gleichungen

−p(x) +
∑m

i=1(y
+
i + εiy

−
i )Dgi(x)−Dp(x)u+

+
∑m

i=1(y
+
i + εiy

−
i )D2gi(x)u +

∑m
i=1(ri + εi(1− ri))viDgi(x) = 0

gi(x)− (y−i + εiy
+
i ) + Dgi(x)u− (1− ri + εiri)vi = 0, ∀i,

wobei r ∈ RT (y) und (u, v) nach wie vor die gesuchten Newton–Richtungen für den Punkt (x, y)
sind.

Führen wir die Menge K2 := {i | 1−ri+εiri = 0, i = 1,m} ein, folgt aus der zweiten Gleichung

vi =
gi(x) + Dgi(x)u− (y−i + εiy

+
i )

1− ri + εiri
, falls i /∈ K2

gi(x) + Dgi(x)u− (y−i + εiy
+
i ) = 0, falls i ∈ K2
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Setzen wir vi in die erste Gleichung ein, erhalten wir

−p(x)−Dp(x)u +
m∑

i=1

(y+
i + εiy

−
i )D2gi(x)u+

+
∑
i/∈K2

(y+
i + εiy

−
i − ri + εi(1− ri)

1− ri + εiri
(y−i + εiy

+
i − gi(x)−Dgi(x)u))Dgi(x)+

+
∑
i∈K2

(y+
i + εiy

−
i + (ri + εi(1− ri))vi)Dgi(x) = 0

gi(x) + Dgi(x)u− (y−i + εiy
+
i ) = 0, ∀i ∈ K2.

(7.7)

Da der Parameter εi frei variiert werden kann, setzen wir ihn diesmal so an:

εi =
ai(1− ri)− biri

bi(1− ri)− airi
, ∀i (7.8)

Im Vergleich mit (6.20) ist dies interessanterweise der reziproke Wert davon. Es gilt auch εi ≥ 0,∀i.
Damit εi definiert bleibt, schließen wir natürlich den Fall

ri =
bi

ai + bi
(7.9)

aus. Man sieht sofort die folgende Eigenschaften von εi:

εi = bi/ai, falls yi > 0 und ai 6= 0
εi = ai/bi, falls yi < 0 und bi 6= 0

(7.10)

Weiter überprüfen wir, genauso wie das schon für das NCP im vorigen Abschnitt gemacht
wurde (siehe Seite 49), ob ε → 0 gilt, wenn eine Folge (x, y)ε der Lösungen der Systeme (7.6)
gegen eine Lösung der Variationsungleichung (7.1) konvergiert.

Tatsächlich, sei ε wie in (7.8) angegeben. Wir betrachten eine Folge (x, y) → (x∗, y∗) nahe an
der Lösung (x∗, y∗) der Aufgabe (7.2) und untersuchen verschiedene Fälle:

Situation I (strikte Komplementarität):
Sei σ∗i := (−gi(x∗), y∗i ) 6= (0, 0).

Fall 1. −gi(x∗) > 0
Nach dem Lemma 6.1 und (6.3) folgt ai(σ∗i ) = 0 und bi(σ∗i ) > 0. D.h. für (x, y) nahe (x∗, y∗) gilt:
ai(x, y) → 0, bi(x, y) > 0. Außerdem gilt gi(x) < 0. Dies liefert uns yi < 0, weil gi(x) = y−i + εiy

+
i .

Nach (7.10) erhalten wir letztendlich εi = ai(x, y)/bi(x, y) → 0.
Fall 2. y∗i > 0

Das Lemma 6.1 und (6.3) liefern uns bi(σ∗i ) = 0 und ai(σ∗i ) > 0. Nach (7.10) folgt also auch
εi = bi(x, y)/ai(x, y) → 0.

Situation II : Sei σ∗i = (0, 0). Daraus folgt yi → 0 und gi(x) → 0. Das garantiert uns, dass
wir zur Lösung des System (7.2) unabhängig vom Verhalten des Parameters εi (vorausgesetzt er
bleibt beschränkt) kommen.

Man sieht also, dass die Wahl von ε nach (7.8) legitim ist. Weiter betrachten wir den regulären
Fall

ri 6=
bi

ai + bi
(7.11)
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von (7.8) genauer.
Man stellt hier fest, dass K1 ⊂ K2 gilt. Tatsächlich, wenn bi = 0 ist, erhält man εi = (ri−1)/ri,

und damit auch 1− ri + εiri = 0, also i ∈ K2.
Wir diskutieren als nächstes die Möglichkeiten von bi, yi und treffen Vereinbarungen für die

Wahl von ri, wenn yi = 0.
Sei i ∈ K1, d.h. bi = 0. Dann kann der Fall yi < 0 nie auftreten, denn sonst wären wir wegen

ri = 0 im nicht regulären Fall (7.9). Wenn yi > 0 gilt, folgt ri = 1 und εi = 0. Wenn yi = 0 ist,
so setzen wir (da wir dann freie Wahl ri ∈ [0, 1] haben) wie gewohnt (6.24) ri = 1.

Sei nun i ∈ K2 \K1. Wenn wir εi hier auch wie in (7.8) bestimmen, folgt sofort ri = 1/2. Dies
impliziert wegen r ∈ RT (y) aber yi = 0. Unsere Vereinbarung (6.24) schließt den Wert ri = 1/2
einfach aus.

Mit (6.24) gilt im regulären Fall (7.11) somit in der Tat

K1 = K2.

Sei (7.8) für alle i = 1, ...,m definiert. Setzen wir jetzt den Parameter in das System (7.7) ein.
Mit Berücksichtigung der Überlegungen oben erhalten wir nun das folgende Newton-System

−p(x)−Dp(x)u +
m∑

i=1

(y+
i + εiy

−
i )D2gi(x)u+

+
∑
i/∈K1

ai

bi
[gi(x) + Dgi(x)u]Dgi(x) +

∑
i∈K1

(yi + vi)Dgi(x) = 0

gi(x) + Dgi(x)u = 0, ∀i ∈ K1

(7.12)

Wenn man nun das System mit den Gleichungen (7.5) vergleicht, sieht man, dass es einen einzigen
Unterschied im dritten Term der ersten Gleichung gibt: Anstatt einfach yi steht hier y+

i + εiy
−
i .

Dieser Unterschied verschwindet allerdings, wenn z.B. yi ≥ 0 ist.
Somit sind wir zu der folgenden Aussage gekommen.

Satz 7.1 Das Paar (u, v) ist eine Newton–Richtung in Punkt (x, ŷ) der Aufgabe (7.3) mit einer
pNCP–Funktion G genau dann, wenn (u, v) die Newton–Richtung für das symmetrisch gestörte
Kojima–System (7.6) in Punkt (x, y) ist, sobald εi nach (7.8) definiert bleibt und εi 6= 0 für ŷi < 0.
Dabei gilt:

yi =
{

ŷi, ŷi ≥ 0
1
εi

ŷi, ŷi < 0

oder
ŷi = y+

i + εiy
−
i

für alle i = 1, ...,m

Beweis:
Wir vergleichen (7.12) und (7.5). In der letzten Summe der ersten Gleichung von (7.12) gilt bi = 0
(i ∈ K1) und wenn yi < 0 ist, sind wir dann im nicht regulären Fall (7.9). Der Parameter εi bleibt
also undefiniert. Nach dem Voraussetzung des Satzes muß hier also yi ≥ 0 gelten. Hiermit ist die
Beziehung yi = y+

i + εiy
−
i , ∀i ∈ K1 trivialerweise erfüllt und der Satz ist bewiesen.

Wie in der Bemerkung 6.4 betrachten wir die nicht regulären Situationen (7.9) genauer:
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Bemerkung 7.1 (streng monotone pNCP–Funktionen)
Fall 1. Sei aibi = 0. Nach Definition 6.2 folgt, dass wir in einer Nullstelle (gi(x∗), y∗i ) der

NCP-Funktion G sind. Nach (7.8) und Diskussion danach (Seite 57) bleibt das Parameter εi dann
definiert: In der Situation I haben wir ai = 0 (bzw. bi = 0) =⇒ y∗i < 0 (bzw. y∗i > 0) =⇒ ri = 0
(bzw. ri = 1). Damit ist in dem Fall immer εi = 0 bleibt; In der Situation II darf εi beliebig
gewählt werden.

Fall 2. Gelte nun 0 < bi
ai+bi

< 1 und (7.9). Es kann nur dann passieren, wenn yi = 0 ist. Dieser
Fall wird leicht ausgeschlossen, wenn wir nach wie vor (6.24) ansetzen. Man braucht allerdings
auch das nicht zu machen, falls ai = bi gilt (εi darf dann beliebig sein). Dies läßt sich leicht
nachprüfen.

Bemerkung 7.2 (nicht streng monotone pNCP–Funktionen) Wir betrachten wieder die
einfachste nicht streng monotone pNCP–Funktion G = Gmin. Wie vorher stellen wir fest, dass
für sie die Bedingund (7.11) auch immer erfüllt bleibt. Tatsächlich:

Fall 1. Sei ai = 0 bzw. bi = 0. Dies liefert uns zusammen mit yi > 0 bzw. yi < 0 den nicht
regulären Fall (7.9), da dann ri = 1 bzw. ri = 0 wegen r ∈ RT (y) gilt. Nach der Abbildung 6.1
erkennt man, dass wir uns unter bzw. über der Linien vi = ui befinden. D.h. für −gi(x) (steht
nun für ui) und yi (steht nun für vi) einerseits

−gi(x) > yi > 0 bzw. − gi(x) < yi < 0,

andererseits
gi(x) = y−i + εiy

+
i (7.13)

gilt. Dies wiederspricht aber unseren Annahmen yi > 0 bzw. yi < 0, denn nach (7.13) folgt yi < 0
bzw. yi > 0. Damit ist der Fall ausgeschlossen.

Fall 2. Die Situation, wenn wir auf der Linie vi = ui – sprich −gi(x) = yi sind, kommt wegen
(7.13) nur dann vor, falls −gi(x) = yi = 0 gilt. In dem Punkt ist die Funktion Gmin aber nicht
(Frechet–) differenzierbar. Deshalb können wir bei der freien Wahl (ai, bi) ∈ D0Gmin(0, 0) allge-
mein z.B. immer ai 6= 0, bi = 0 festlegen. Sei also bi = 0 und yi = 0. Die Wahl ri = 0 aus der
Menge [0, 1] führt dann zum (7.9). Dies wird aber auch nicht auftretten. wenn wir nach wie vor
(6.24) ansetzen.

Für die andere symmetrische (bzg. der Fläche vi = ui) pNCP–Funktionen kann man analog
wie in der vorigen Bemerkung zum gleichen Ergebnis kommen.

Analog zum Satz 6.1 haben wir in diesem Abschnitt also gesehen, dass beim Newton–Verfahren
auch für die Variationsungleichungen der NCP–Ansatz (7.3) sehr leicht von der symmetrisch
gestörten Kojima–System (7.6) modelliert werden kann. Mit anderen Wörten: Egal mit welcher
Beschreibung der Variationsaufgabe wir uns beschäftigen, mit (7.3) oder mit (7.6) — in der Tat
wird durch die angegebene Wahl von εi (7.8) das gleiche System gelöst.

Mit den gestörten Kojima–Systeme haben wir also einen größeren Raum zum Variieren im Ver-
gleich zu NCP–Ansätzen aller Art. Solche Kojima–Systeme sind damit ein nicht weniger sinnvolles
Instrument zur Behandlung auch allgemeinerer Probleme, die ein NCP als Teilproblem enthalten.
Ihr Vorteil besteht in den leicht interpretierbaren Nullstellen und den direkten Möglichkeiten der
Lösungsabschätzung.

Im nächsten Abschnitt wird darüberhinaus gezeigt, dass sich auch die Regularitätsbedingungen
fürs Newton–Verfahren zur Aufgabe (7.3) mit allen möglichen pNCP–Funktion–Ansätzen über
die entsprechende Regularitätsbedingung des Kojima–System (7.2) einheitlich beschreiben lassen.
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7.2 Verlauf der Verfahren

7.2.1 Gradienten–Verfahren und Monotonie

Um das System (7.3) zu lösen, macht die Benutzung der Newton–Verfahren nur dann einen Sinn,
wenn wir schon hinreichend nahe an der Lösung sind. Um das zu gewährleisten kann zum Beispiel
zuerst ein Abstiegsverfahren erster Ordnung angewandt werden. So, wie schon im Abschnitt 6.1
erwähnt wurde, versucht man dann anstatt des Gleichungssystems (7.3) ein Minimierungsproblem
zu lösen.

min
x,y

Q(x, y), (7.14)

wobei

Q(x, y) :=
1
2

n∑
k=1

h2
k(x, y) +

1
2

m∑
i=1

h2
i (x, y) (7.15)

eine Hilfszielfunktion (Merit-Funktion) ist und

hk(x, y) := −pk(x) + [yDg(x)]k, k = 1, ..., n
hi(x, y) := G(−gi(x), yi), i = 1, ...,m

Der Term [yDg(x)]k ist hier das k-te Element des Vektors. Damit das Verfahren funktioniert,
werden weiter die folgende Eigenschaften gefordet.

Erstens möge die Funktion Q(x, y) aus der Klasse C1 sein. Das wird automatisch erreicht,
wenn wir annehmen, dass

g ∈ C2, p ∈ C1, (7.16)

und G so wählen, dass
Θ1(G) ∪G−1(0) = IR2 (7.17)

Zweitens sollte aus DQ(x, y) = 0 folgen, dass (x, y) eine Lösung von (7.3) ist, d.h. Q(x, y) = 0.
Im allgemeinen gilt dies nicht, aber unter strenger Monotonie von G und einer Definitheits-

forderung ist diese Implikation gesichert.

Lemma 7.1 Sei (7.16) und (7.17) erfüllt und sei G streng monoton. Außerdem sei die Matrix
−Dp(x) + yD2g(x) positiv definit. Dann ist DQ(x, y) = 0 hinreichend für Q(x, y) = 0.

Beweis:
Der Einfachkeit halber sei F1 := {hk(x, y)}n

k=1, F2 := {hi(x, y)}m
i=1 und σi := (−gi(x), yi). Das

heißt also F1 ∈ IRn, F2 ∈ IRm und DxF1 = −Dp(x) + yD2g(x). Aus DQ(x, y) = 0 folgt, dass die
partiellen Ableitungen von Q(x, y) verschwinden

DxQ(x, y) = F1(DxF1)−
∑m

i=1 F2iGs(σi)Dgi(x) = 0
DyiQ(x, y) = Dgi(x)F1 + F2iGt(σj) = 0 i = 1, ...m

Multipliziert man die erste Gleichung mit F1, erhält man

F1(DxF1)F1 −
∑m

i=1 F2iGs(σi)Dgi(x)F1 = 0
Dgi(x)F1 = −F2iGt(σi) i = 1, ...m
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Nun setzen wir die zweite Reihe von Gleichungen in die erste ein:

F1(DxF1)F1 +
m∑

i=1

F 2
2iGs(σi)Gt(σi) = 0.

Unter der Voraussetzungen des Lemmas kann diese nur dann erfüllt werden, wenn F1(x, y) = 0
und F2(x, y) = 0. Also Q(x, y) = 0.

Bemerkung 7.3 Auch wenn die NCP-Funktion G die Glattheitsbedingung (7.17) nicht erfüllt,
kommt man zur gleichen Schlußfolgerung. Man muß einfach die partiellen Ableitungen (Gs(σi),
Gt(σi)) durch die Paare (ai, bi) ∈ D0G(σi) ersetzen.

7.2.2 Newton–Verfahren

Wenn wir nach dem Abstiegsverfahren hinreichend nahe an der Lösung sind, können wir das
Newton–Verfahren für (7.3) ansetzen. Sei p ∈ C1, g ∈ C2 und erfülle G (6.9). Das bedeutet, dass
es Punkte geben kann, wo die partiellen Ableitungen Gs und Gt nicht existieren. Im Rahmen der
D0–Ableitung können die Ableitungen dann durch beliebige Limites aus der Menge

D0G(σ) = {lim
(

Gs(σk)
Gt(σk)

)
| σk → σ, σk ∈ Θ1(G)} (7.18)

ersetzt werden. Zur Abkürzung werden wir allerdings auch weiter Gs und Gt schreiben.
Die Newton–Gleichung für die Richtung (u, v) sieht dann so aus:

−Dp(x)u + yD2g(x)u + vDg(x) = −F1

−Gs(σi)Dgj(x)u + Gt(σi)vi = −G(σi), j = 1, ...,m

wobei die Bezeichnungen σi und F1 dieselbe Bedeutung wie in Lemma 7.1 haben.

Lemma 7.2 Sei Gt(σi) > 0, ∀i. Ist die Matrix M(x, y) := −Dp(x) + yD2g(x) positiv definit, so
auch die Newton–Matrix (bzw. Matrizen†) P (x, y):

M(x, y) Dg1(x) · · · Dgi(x) · · · Dgm(x)
−Gs(σ1)Dg1(x)T Gt(σ1) · · · 0 · · · 0

· · · · · · · · ·
−Gs(σi)Dgi(x)T 0 · · · Gt(σi) · · · 0

· · · · · · · · ·
−Gs(σm)Dgm(x)T 0 · · · 0 · · · Gt(σm)

 (7.19)

Beweis:
Wir wollen also zeigen, dass

(α β)P (x, y)
(

α
β

)
> 0, ∀

(
α
β

)
6= 0

†falls die Menge (7.18) mehrelementig ist
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und α ∈ IRn, β ∈ IRm. Explizit sieht diese quadratische Form so aus

αT M(x, y)α +
m∑

i=1

[βi(1−Gs(σi))Dgi(x)T α + β2
i Gt(σi)] (7.20)

Nach der Voraussetzung des Lemmas reicht es zu zeigen, dass jeder Term in der letzten Summe
für alle (α, β) nicht negativ ist.

Nun fixieren wir ein beliebiges α und betrachten jeden solchen Term als eine Funktion von βi.
Da Gt(σi) > 0, nimmt sie das Minimum an. Und zwar genau dann, wenn gilt

(1−Gs(σi))Dgi(x)T α + 2βiGt(σi) = 0

D.h. der extremale Punkt hat die Form

β∗i = −1
2

(1−Gs(σi))
Gt(σi)

Dgi(x)T α

Wir können jetzt jeden Term mittels des Minimalwertes im Punkt β∗i nach unten abschätzen.
Setzen wir also β∗i in den entsprechenden i-ten Term der Summe ein, erhalten wir

−1
2

(1−Gs(σi))
Gt(σi)

(1−Gs(σi))(Dgi(x)T α)2+

+
(1−Gs(σi))2

Gt(σi)
(Dgi(x)T α)2 =

1
2

(1−Gs(σi))2

Gt(σi)
(Dgi(x)T α)2

(7.21)

Man sieht, dass diese Funktion für alle α nicht negativ bleibt.

Es ist möglich, die Voraussetzungen des Lemmas ein wenig abzuschwächen.

Satz 7.2 Sei Gt(σi) > 0 und Gs(σi) 6= 1, ∀i. Sei die Matrix M(x, y) positiv semidefinit und auf
dem Unterraum {α ∈ IRn|Dg(x)α = 0} positiv definit. Dann folgt, dass die Newton–Matrizen
P (x, y) auch positiv definit sind.

Beweis:
Die quadratische Form (7.20) ist genau dann positiv definit, wenn stets einer der beiden (nichtne-
gativen) Terme in (7.20) für (α, β) 6= 0 positiv bleibt. Der Minimalwert (7.21) für den i-ten Term
der Summe sagt uns, dass das unter der Voraussetzungen des Satzes gesichert wird.

Der folgende Satz zeigt, dass das Newton–Verfahren auch ohne die positive Definitheit (eine
zu starke Voraussetzung) für die Matrix M funktionieren kann.

Zunächst definieren wir eine Matrix Γ:

Γ :=

 γ1 0 0

0
. . . 0

0 0 γm

 ,

wobei γi = Gs(σi)/Gt(σi), ∀i.
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Satz 7.3 Die Newton–Matrizen P (x, y) sind regulär genau dann, wenn die Matrix M(x, y) +
Dg(x)T ΓDg(x) regulär ist, sofern Gt(σi) 6= 0, ∀i gilt.

Beweis:
Sei P (x, y) singulär. Betrachten wir das Gleichungssystem

P (x, y)
(

α
β

)
= 0,

wobei (α, β) 6= 0 und α ∈ IRn, β ∈ IRm.
Explizit sieht es so aus:

M(x, y)α + Dg(x)T β = 0
−Gs(σi)Dgi(x)T α + Gt(σi)βi = 0, ∀i = 1, ...,m

(7.22)

Da Gt(σi) 6= 0 ist, lassen sich die letzten m Gleichungen dann so umschreiben

βi = [Gs(σi)/Gt(σi)]Dgi(x)T α, ∀i = 1, ...,m

Es folgt
β = ΓDg(x)α.

Setzen wir β in der ersten Gleichung (7.22) ein, erhalten wir

(M(x, y) + Dg(x)T ΓDg(x))α = 0.

Da α 6= 0 ist, gilt dies nur dann, wenn die Marix M(x, y) + Dg(x)T ΓDg(x) singulär ist. Wenn
man nun die Schritte in umgekehrter Richtung (von unten nach oben) verfolgt, kommt man zu
der Aussage des Satzes.

Bemerkung 7.4 Es ist leicht zu sehen, dass die Voraussetzungen des Lemmas 7.2 stärker als in
Satz 7.3 sind. Die Matrix M(x, y)+Dg(x)T ΓDg(x) ist nämlich positiv definit (bzw. semidefinit),
wenn M(x, y) positiv definit (bzw. semidefinit) ist. Dies folgt einfach aus der Semidefintheit von
Matrix Dg(x)T ΓDg(x) (weil γi ≥ 0, ∀i).

Regularität der Newton–Matrizen des Kojima–Systems

Wir kehren jetzt zu dem Kojima–System (7.2) zurück. Die Thibault–Ableitung der entsprechenden
Kojima–Funktion ist mit der Menge der folgenden Matrizen P+(x, y) identifizierbar

M+(x, y) r1Dg1(x) · · · riDgi(x) · · · rmDgm(x)
Dg1(x)T −(1− r1) · · · 0 · · · 0
· · · · · · · · ·

Dgi(x)T 0 · · · −(1− ri) · · · 0
· · · · · · · · ·

Dgm(x)T 0 · · · 0 · · · −(1− rm)

 (7.23)

wobei r ∈ RT (y) und M+(x, y) = −Dp(x) + y+D2g(x).
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Lemma 7.3 Für beliebiges r ∈ IRm ist die Matrix (7.23) genau dann regulär, wenn die Matrix
Q+(x, y): 

M+(x, y) Dg1(x) · · · Dgi(x) · · · Dgm(x)
r1Dg1(x)T −(1− r1) · · · 0 · · · 0

· · · · · · · · ·
riDgi(x)T 0 · · · −(1− ri) · · · 0

· · · · · · · · ·
rmDgm(x)T 0 · · · 0 · · · −(1− rm)

 (7.24)

regulär ist.

Beweis:
Wir betrachten zwei Fälle. Fall 1: ri 6= 0 und ri 6= 1, ∀i = 1, . . . ,m.
Die Gleichung P+(α, β)T = 0 mit (α, β) ∈ IRn+m sieht dann folgendermaßen aus{

M+(x, y)α +
∑m

i=1 riDgi(x)βi = 0
Dgi(x)T α− (1− ri)βi = 0, ∀i = 1, ...,m

Weiter erhält man {
M+(x, y)α +

∑m
i=1

ri
1−ri

Dgi(x)Dgi(x)T α = 0
βi = 1

1−ri
Dgi(x)T α, ∀i = 1, ...,m

(7.25)

Andererseits bekommen wir aus der Gleichung Q+(α, β)T = 0:{
M+(x, y)α +

∑m
i=1 Dgi(x)βi = 0

riDgi(x)T α− (1− ri)βi = 0, ∀i = 1, ...,m

oder {
M+(x, y)α +

∑m
i=1

ri
1−ri

Dgi(x)Dgi(x)T α = 0
βi = ri

1−ri
Dgi(x)T α, ∀i = 1, ...,m

(7.26)

Da die Koeffizienten in der ersten Gleichung jeweils identisch sind, ist nun leicht zu sehen: wenn
das System (7.25) trivial lösbar ist, so auch das System (7.26), und umgekehrt.

Fall 2: ∃j bzw. ∃k so, dass rj = 0 bzw. rk = 1.
So wie im Fall 1 betrachten wir die beiden Gleichungen: P+(α, β)T = 0 und Q+(α, β)T = 0. Nach
der trivialen Transformation sieht das erste System so aus:

M+(x, y)α +
m∑

i=1 i6=j,i 6=k

ri

1− ri
Dgi(x)Dgi(x)T α +

∑
k

Dgk(x)βk = 0

βi =
1

1− ri
Dgi(x)T α, i 6= j, i 6= k

βj = DT gj(x)α
Dgk(x)T α = 0

und das zweite so:

M+(x, y)α +
m∑

i=1 i6=j,i 6=k

ri

1− ri
Dgi(x)Dgi(x)T α +

∑
k

Dgk(x)βk = 0

βi =
ri

1− ri
Dgi(x)T α, i 6= j, i 6= k

βj = 0
Dgk(x)T α = 0
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Hier ist, wie auch im Fall 1, leicht zu sehen, dass die ersten (entscheidenden) Gleichungen der
beiden Systeme identisch sind. So folgt erneut: Wenn ein System trivial lösbar ist, so ist es das
andere auch.

Folgerung 7.1 Die Kojima–Funktion aus (7.2) ist an der Stelle (x, y) streng regulär genau dann,
wenn die entsprechenden Matrizen Q+(x, y) (siehe (7.24)) für alle r ∈ RT (y) regulär sind.

Beweis:
Man wendet den Satz 3.1 an.

Der folgende Satz ermittelt unter anderem, wie die Regularitätsbedingung für das Newton–
Verfahren der Aufgabe (7.3) mit der strengen Regularität der Kojima–Funktion aus (7.2) zusam-
menhängt.

Satz 7.4 Es sei (x∗, y∗) eine Lösung von (7.3).

(i) Wenn die Matrizen P (x∗, y∗) (siehe (7.19)) für eine pNCP–Funktion G(s, t) regulär sind,
so bleiben sie regulär auch für die pNCP–Funktion: Gmin(s, t) = min{s, t}.

(ii) Die Matrizen P (x∗, y∗) sind regulär, wenn die Kojima–Funktion aus (7.2) an der Stelle
(x∗, y∗) streng regulär ist.

(iii) Die Regularität der Matrizen P (x∗, y∗) ist äquivalent mit der strengen Regularität an
der Stelle (x∗, y∗) der Kojima–Funktion aus (7.2), wenn die Einheitsvektoren in IR2 mittels
eines Bogens in Θ1(G) verbunden werden können.

Beweis:
Nach dem Lemma 6.1 folgt max{ai, bi} ≥ p für ein p > 0. Man stellt leicht fest, dass die Matrizen
P (x, y) (siehe (7.19)) genau dann regulär sind, wenn dasselbe für die folgenden Matrizen gilt:

Q(x, y) =



M(x, y) Dg1(x) · · · Dgi(x) · · · Dgm(x)
λ1Dg1(x)T −(1− λ1) · · · 0 · · · 0

· · · · · · · · ·
λiDgi(x)T 0 · · · −(1− λi) · · · 0

· · · · · · · · ·
λmDgm(x)T 0 · · · 0 · · · −(1− λm)


wobei λi = ai/(ai + bi), 1−λi = bi/(ai + bi) und (ai, bi) ∈ D0G(−gi(x), yi). Das bedeutet, dass die
Koeffizienten λi eine Menge Si(x, y)) ⊂ [0, 1] bilden. Je kleiner diese Menge ist, desto schwächer ist
die Bedingung. Setzen wir nun σ∗i = (−gi(x∗), y∗) an, und betrachten die möglichen Situationen.
Wenn −gi(x∗) > 0 gilt, dann folgt y∗ = 0 und nach dem Lemma 6.1 mit (6.3) erhalten wir
ai = 0, bi > 0 im Punkt σ∗i ; d.h. λi = 0. Analog, wenn y∗ > 0 gilt, so folgt λi = 1.

Sei σ∗i = (0, 0). Jetzt nimmt das Paar (ai, bi) beliebige Werte aus der Menge clDG(Θ1(G)) an
(siehe (6.5)), und

Si(x∗, y∗) = { ai

ai + bi
| (ai, bi) ∈ cl DG(Θ1(G))} (7.27)

Im ”kleinsten” Fall enthält Si(x∗, y∗) nur 0 und 1. Das ist gerade der Fall, wenn die NCP-
Funktion G = Gmin ist. Im ”größten” Fall gehört das ganze Interval [0, 1] zu Si(x∗, y∗). Hier
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stimmt die Regularität von allen Matrizen Q(x∗, y∗) nach der Folgerug 7.1 mit der strengen
Regularität an der Stelle (x∗, y∗) der Kojima–Funktion aus (7.2) überein, da (y∗)+ = y∗ (bzw.
M+(x∗, y∗) = M(x∗, y∗)) – sprich Q+(x∗, y∗) = Q(x∗, y∗) gilt. Damit sind die Behauptungen (i)
und (ii) des Satzes bewiesen. Wenn wir nun einen (stetigen) Bogen in Θ1(G) haben, der zwei
Einheitsvektoren e1 und e2 verbindet, so ist die Menge Si(x∗, y∗) zusammenhängend und enthält
0 und 1 (siehe(7.27)). Das bedeutet also, dass wir im ”größten” Fall sind.

Bemerkung 7.5 Die Behauptung (ii) gilt auch für beliebige Punkte (x, y), sofern y ≥ 0 ist.

Mit dem Satz haben wir also das Folgende hergeleitet.

• Die NCP-Funktion Gmin taugt zwar für das Gradienten–Verfahren nicht (weil sie keine
streng monotone NCP–Funktion ist), sie ist aber für das Newton–Verfahren die ”einfachste”.

• Die Regularität für das Newton–Verfahren von Aufgabe (7.3) kann allgemein und un-
abhängig von dem konkreten Aussehen der NCP–Funktion festgestellt werden.
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