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Sei p eine ungerade Primzahl und m eine nicht durch
p teilbare Zahl, dann setzen wir mit Legendre

()=

je nachdem die Kongruenz

* = m mod p

eine Losung hat oder nicht; ausserdem setzen wir fiir
m = 0 mod p

Dann ist stets

m T2

—| = d p.

(p) m mod p

In der vorliegenden Arbeit beschiftigen wir uns mit Aus-
driicken der folgenden Gestalt:

b (L(L")_),

mn P

hier ist f(m) eine ganze ganzzahlige Funktion von m
und m durchliuft ein vollstindiges Restsystem mod p.
Der angegebene Ausdruck soll eine Summe der At
Art heissen, wenn f(m) den Grad A besitzt.
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Dass man nun die Summen zweiter Art vollig be-
herrscht, ist unseres Wissens bisher wenig beachtet und
benutzt worden. Diese Summen behandeln wir in Kapitel 1
und wenden sie dann im zweiten Kapitel an, um einige
Sitze iiber die Darstellung gewisser Zahlen als Summe
von Quadraten zu beweisen. Das Hauptresultat dieses
Kapitels bezieht sich auf die Darstellung einer Primzahl
der Form 4n +1 als Summe zweier Quadrate. Im dritten
Kapitel beschiftigen wir uns schliesslich mit der Vertei-
lung quadratischer Reste.

Kapitel I.
Spezielle Summen der Form E(’r(pﬂ)
§ 1.

Die Summen erster Art.

Die Berechnung der Summen erster Art folgt aus dem

Vorhandensein gleich vieler quadratischer Reste und Nicht-
reste. Die Formel

E(57) = G-

bedarf daher keines weiteren Beweises, da sie ja fiir

a =0 modp trivial und fiir « 0 mod p mit é (%) =0

mh=

identisch ist.
§ 2.
Die Summen zweiter Art.

Betrachten wir jetzt

f(ab,e) = mzi;l (E”"L;’”_tg).

Sei a£0 modp. Dann ist
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f(a,b,¢) = ( 4;e)f'(a, b, ¢)
- ()3 e==n
= (%)kgl(k'-_;l))’
wobei
D = b —4ac

gesetzt ist.

Also ist (auch fiir @ = 0 mod p)

fat,0) = (5,60~ dag+{1- (k00,0
10,0, ¢c) ist aus § 1 bekannt.
Es eriibrigt noch die Berechnung von

e (k—D
f4,0,-0) = 4 = 3 (-

Wir behaupten:

VD) =p-1-p(2),

worauns dann folgt

fang = (He-1-2(55)]
"‘p( ){1 (p)Hl—(ﬂb’)}

Fiir unsere Behauptung geben wir drei Beweise; der
zweite und dritte Beweis benutzen beide die Thatsache,
dass b in D = }*—4ac quadratisch auftritt; der dritte
Beweis liefert eine allgemeinere Transformationsformel, in
der unsere Behauptung als spezieller Fall enthalten ist.

Beweis 1: Es ist

P (B —D
) = 3 (5
Sei 2% 0 modp. Dann ist

v = (2 em = £ (2525
- 5 (#=20).

)i 4@ =p-1.



Somit ist:

$(D) = (D).

Hierin ist «# eine beliebige, nicht durch p teilbare
Zahl; also folgt: ¢ (D) hiingt nar von der Restklasse ab,
der D angehort. Offenbar ist nun

e =0, [§11

Andererseits ist
2 ‘P(D) —e— |v(1)+9 M} +p— 1,

wo » ein quadratlscher Rest, # ein Nichtrest von p ist;
also folgt:
YO+ () = —

Da nun §(r) = ¢(1) ist, so ergiebt sich:
o =20 = 3 (2 = ()

}9 m=1 f) P
SIIE
m=1 p p
(m m )(fm m' + 2m')
m=1 y 4 ’

m-m' =1 modyp

b

M“i

wo stets

ist. Also ist: Lo ) ) )
= ' + wm' 4
o= B () - § ()

m=1 D 1=1 b
= —1
Daraus folgt dann:
Yo) = 4(w) = —
$(0) = p-1.

Beweis 2: Wir stellen die Frage: wie viele inkon-
gruente reducible Funktionen 2*+bax +¢ giebt es modp,
wobei ¢ als nicht durch p teilbare ganze Zahl gegeben ist?

Lésung 1: Es besteht die Kongruenz:

b\* b —4c
GRS

P4 bt = (a:+
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Fiir « Werte b der Reihe 1, 2,3, ..., p sei

b“——4c)
<) = +1,
(=) =+

dann giebt es
= erie(y)
derartige Functionen.
Fiir 3 Werte b der genannten Reihe sei

S

‘}’(46) = a_pa

Dann ist:

wihrend
¢

p-1-(3) = ats
ist. Daraus folgt:

4= at1+(8) = plyeg+o+1+(2)h

Losung 2: Es soll

@ +br+c) =(z—u)(z—1),
also
€= u-v

sein. Es folgt sofort: A ist gleich der Anzahl der ver-
schiedenen Zerlegungen von ¢ in u.v, also

(o)
Die Vergleichung der beiden Losungen liefert:
$(4c) = —1 ete.
Beweis 3: Dieser Beweis beruht darauf, dass man

2—
die Fille, in denen (m » Ll) = +1 und in denen es

= —1 ist, sondert und dann in der Summe iiber die

W .o . m""'D . - ‘ - .
erte m, fiir die (__p_) = -1 ist, eine Substitution

ausfithrt. Sie stiitzt sich darauf, dass die fraglichen Werte
m sich als gebrochene lineare Funktion einer neuen Va-
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riablen ausdriicken lassen. Sei f(m) eine ganze ganz-
zahlige Funktion von m und e¢% 0 mod p. Dann setze

oy i@n)){ (m —43)}
§ = m%—_.ll( p 1+ P
Sei
1 ’ (i) = —1.
) . m
Dann ist .
S =9 (f_(ﬂ),
2%
wo z alle Zahlen der Reihe 1, 2, 3, ..., p durchlduft, fiir
die (x_;g) = +1 ist. Bei diesen Werten von z hat
aber die Kongruenz m—}-%$x mod p zwei verschiedene
Losungen m und daher ist:
e
o f (m +~)
]
s=S{2_™\

m=1 P
Sei jetzt

2) (%) = 41, Dann ist )
2§(fﬁ(f))+(/’(ﬂ\le_)_)+(f'(—2\/5))’

p p

wobel

x' —4e
S =41

( p ) +
ist. Die Kongruenz:

i

e
m -+ — x
m

hat stets zwei verschiedene Lisungen m, die aber von
*\e verschieden sind, also ist:

o) 5173
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Daraus folgt auch hier:

¢
_ /'(-m+ —)
1
S — ’E N mJ,

m=1 r
Somit gilt stets (auch fiir e = 0 mod p):
rofm—4e f(m)) _ 4&)’ L (/'(m))
nzl( b )( pJ o (P mzl P

, e
+ 5 f(m'i'ﬁ)
m=1 p

1)

Wir erhalten fiir f(m) = 1, 4¢ = D:
D 2
2) (D) = p—l—p(;);
und fiir f(m) = m+e,; e = ¢,.:
2ofm\/m®+em+e P ime )\ (in® —4de
B = 2005
) m2=:l P ¥y ﬂ§| ¥4 P

Die Formel (3), die fibrigens fiir die Bestimmung von

(%) im Fall p = 4%+ 1 benutzt werden kann, wird uns
spdter noch interessieren, ebenso wie
s (") (57) = G) 205055
mzl( P ys y4 mél P b '

eine Formel, die aus (2) und (3) hergeleitet werden kann.
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Kapitel IL

Ueber die Darstellung einiger Zahlen als Summe
von Quadraten.

§ 1.
Die Darstellung der Primzahlen p = 4r+1 als
Summe zweier Quadrate.

Wir getzen

1) o= 3 (%)=,

demnach ist:
¢(@) = 0mod 2; ¢(0) = 0.

In Cap. I, § 2 war fiir 2 $0 mod p geschlossen:

¢(D) = (D).
Genau so erhilt man hier:
?) 2@ = (2)v(as),

wo %0 modp ist. Daraus folgt: ¢'(a) hdngt nur von
der Restklasse ab, der a angehort. Also ist

Sv@ =27 eo+eol,

wo r ein beliebiger quadratischer Rest, n ein beliebiger
Nichtrest von p ist.
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Andererseits ist nach Kapitel I, § 2:

S0 = §(5)) et g

w AP /AP Sa=1 b
- S 1-r(=5)
e T
-2 F6)-G)
S e

Ist also p = 4n +1, so ist:
_ M) e
o e

Wir haben also bewiesen:

Jede Primzahl der Form p = 4n+1 ldsst sich als
Summe zweier Quadrate darstellen und zwar ist

- PP

0= 2(5)(5)

ist und 7, % beliebige Reste resp. Nichtreste sind. Fiir das
folgende merken wir uns die Formel

9 7@ = (3) v,

die aus Kapitel I, § 2, Formel (3) fiir ¢, =0, ¢, = a
folgt.

Wir setzen nun # = —1 und
o= te) = 13(3) (55

- *,,.5;3,( )" )(’””)

b= o)

wobel
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Aus Kapitel ITI, § 2 entnehmen wir:
B) 20 = p—3—-8N®,

wo N® angiebt, wie oft 3 Nichtreste in der Reihe
1,2,3,...,p—1 neben einander stehen; da demmnach N®
wegen p = 4n+ 1 gerade ist, so folgt

6) aEp;-‘} mod 8.

Wenn also p = a*+ 5" gegeben ist, dann bestimmt (6)
das Zeichen von a; eine &hnliche Zeichenbestimmung fiir
die gerade Basis b ist mir selbst im Fall p = 8»+5 nicht
gelungen, in dem ich doch b = }¢ (% 2) setzen kann.
[Dass a die ungerade Basis ist, kann man aus der
Form von a erschliessen, ohne erst (5), (6) zu benutzen,

denn es 1ist

" %pis(ﬂ)(m-{—l)(m-{—z) _ (ﬂ)(ﬂﬂ)(ﬂ—lﬁ),
T \P p P b b 4

Bestimmen wir nun aus unseren Formeln a und b

wie einfache Rechnung lehrt].
mod p. Es ist

)

S

-M m\

p—-l, ms m — e
@ = 3 (“F) = T orvem ?
m=1 p m=1
=1 1 -1
R "(P_TI)
- m=1l§0m m k
r—1
o iy w2t
- =\, ?
- EEO( k )e m=-.1m
Da nun
p—1 ~1 fir s=0modp~1

M
§0
i

W T 0 fir s% 0 modp—1,



so folgt
p—1
_-...-2_..... L_;_.l.
:p(e) = - p_l e ?
4
-1,
1"—1 T
o(e) = —e * =1 —— mod p.
()
Da nun wegen des Wilsonschen Satzes
b=+al ; LY
ist, so ergiebt sich:
43 —1 !
a= ¢ _2
7) ( ) mod p.
b= ghen L

()
TR
Aus (7) werden ¢ und b als absolut kleinste Reste er-
halten.

Wir wollen nunmehr den Zusammenhang der hier fiir
die Basen entwickelten Formeln mit den Basenausdriicken
aufdecken, die man auf viel schwierigerem Wege aus der
Theorie der biquadratischen Reste und der Lehre von der
Kreisteilung gewinnt?),

o', b seien die Gaussischen Basen?), a”, " seien die
Basen, die die Kreisteilung liefert:

a’n+ b”f; — 2 %ind(‘u-]-,u’)
F.l—
Betrachten wir die ungerade Basis: a,a’,a". Zu-
sammenhang von o' und a:

1) Die Kenntnis dieses Zusammenhanges verdanke ich einer miind-
lichen Mitteilung des Herrn Prof. Frobenius,
2) Gauss, Werke Bd. 2: Theoria resid. biqu. Comm, prima,
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In der citierten Arbeit leitet Gauss (S. 90) die Kon-
gruenz her:

-1 g1
S @+ "
z2=1

Aus ihrer Herleitung folgt, dass die Gleichung gilt:

= 4(0,0)— 4(0, 1) + 4(0, 2) — 4(0, 3).

N |
Z}(‘” ;r ) = 4(0,0)—4(0,1)+ 4(0,2) — 4(0, 3).
Fiihrt man hier fir die Symbole (i, k), deren Bedeutung
in Art. 15 erklirt wird, die Werte aus Art. 18,20 ein,
entsprechend den beiden Fillen p = 8n 41,5, so folgt:

—1 4
T (EE) = —2w-e,
z=1 r

oder

~ow—2 = 2%

r

r'—}-l)
p ?

wo hier iiber die Reste zwischen 1 und p —1 summiert
wird. Dazu nehmen wir:

() 3(57) = -

unﬂi ! !
3(57)-305) = 20050 -

wo # die Summation iiber alle inkongruenten Nichtreste
andeutet.
Hieraus folgt:

2’ = —o(l)

=-(Z)ec,

wegen (4). Daber ist:
20" = —(—-2—) 2a
p

‘=-(3).

o lidsst sich also aus a' entwickeln.

und
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Zusammenhang von a” mit a:

Am leichtesten entwickelt man a aus 4", wenn man
den Weg iiber o' nimmt. Wir fithren den Uebergang
indessen direkt aus. Es ist:

a = m(”ig 'ii“d(*"’"“”) = A-B.

=1

A giebt dabei an, wie viele biquadratische Reste die
Reihe

1'212'3;3'4! AR (p—?)(p——l)
enthilt; B giebt an, wie viele Zahlen dieser Reihe zu-
gleich quadratische Reste und biquadratische Nichtreste
sind. Nach Kap. III, § 1 ist dann:

A+B = RR+NN =223,

2
Also folgt:
" 19 - 3
o = A—-B = 2A—--2—.
Da nun
p—-1 p+1
2 2
biquadratischer Rest ist, so ist
A= 2r+1,

wo r die Anzahl der biquadratischen Reste der Reihe
1.2,2.3,8.4, -, p—38 p—1

2 2
angiebt. Also folgt:
vo___ 4?,_19—7
a = ——
Nun ist
1
o0 =5 _m | _ 5 (2£)
m=1 p Y p !
wo iiber alle Zahlenpaare z, y zu summieren ist, fiir die
z.y =—1 modp
ist. Es ist also:
2¢ = A'— B'.
p—3 = A"+ B
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Daraus folgt:

a = A,__jp_;3;

hierin giebt 4’ an, wie oft
z+y = 4w’

quadratischer Rest von p ist. z, y geniigen also der Kon-
gruenz

g2—4duwe—-1=0
(2 — 20wy = d*+1 = *

L_v—1 ov41
W ) . 3 .

Nehmen wir fiir » die Zahlen 3, 5, ..., »—2, so erhalten
wir daraus # biquadratische Reste w*, fiir die die Kon-
gruenz 2'—4w’z—1 = 0 stets 2 verschiedene Losungen
2,, 2, hat. Wir kinnen dann

=2z, Y=2
und
X =z, Y =2z

setzen. Da nun —2z —y = 4w’ auf denselben biquadrati-
schen Rest fithren, so folgt: die obigen r biquadratischen
Reste liefern 4r Zahlenpaare (z, y); dazu kommen noch 2,
die von
-1 p+1
v = p, wt = %_... 2‘_3._

herriihren; algo ist

A = 442
und

a = 4r—%7-
Es war

a' = 4r——p;7

Somit ergiebt sich:
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Driickt man » durch die Gaussischen Grossen (i, k) aus,
[2r+1 = (0,00+(1,3)+(2,2)+ @B, D],

so liefern die vorstehenden Formeln wieder den Zusammen-
hang zwischen @ und a'; &' und a".

Fiir die gerade Basis ist mir ein entsprechender
Uebergang nicht bekannt.

Der Beweis, den wir fiir p = a’+ §* gegeben haben,
gestattet nun, eine Verallgemeinerung dieses Satzes zu
beweisen; dazu gehen wir jetzt iiber.

8 2.
Einige Sidtze aus der Theorie der Potenzreste.

Stellen wir einige fiir das folgende notwendige Sitze
iiber Potenzreste zusammen.
Bekanntlich gilt:

Sei D0 modp,
dann hat die Kongruenz
2" =D modp
8 =(np—1)
Wourzeln oder keine, je nachdem
Dt =1 modp
ist oder nicht, wobei

gesetzt ist. Es folgt:
1) 7 incongruente x’ Potenzreste

R,R, ...,R
giebt es.
2) ¢*, wo g eine primitive Wurzel von p ist, ist dann
und nur dann einem R; congruent, wenn

A=0modd ist
9%
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Also bilden die -5 = p—1 Zahlen
.ngg, .y Rhge,

wo p ein vollstindiges Restsystem mod & durchlduft,
ein reduciertes Restsystem mod p, das wir in Zukunft zu
Grunde legen. Ferner gehsre ¢ mod p zu 3§, dann stellen
die 8 Zahlen ¢?, wo p die Werte eines vollstindigen Rest-
systems mod 8 annimmt, alle Wurzeln von 2" = 1 mod p
dar. Sei m, die kleinste positive Wurzel der Kongruenz
2" = R, mod p, dann sind alle Wurzeln dieser Kongruenz:

em* (A =1,2,...,h; p=0,1,2,...,5—1 mod ).

Weiter gilt:
1 P_;—l = 0 modd ist mit (f)) — 41
1 . dquivalent.
I 2% 40 modd ist mit (F) =1

Der Inhalt dieses Paragraphen findet seine sachgemisse
Darstellung in der Gruppentheorie.

§ 3.
Verallgemeinerung der Formel p = a’+ 0
Wir setzen:
2=l r\ f " 4 a
1 = R — 4 —_— .
) w@ =2 (5) (") @ = e@; 51

Es ist dann:

2 wio = (@)s e+ (SIBEE)

Fir p—1%0 mod 28 ist ¥ gerade, (i) = —1, also
pa(a) = 0. Sei p
e

p—1 =0 mod?2s; (5) —_—
Aus (2) ergiebt sich:

T - )
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Ferner folgt leicht :

. _(m n+1 "
4) ?. (9 By) (p ) ¢ (9°)
Daraus schliessen wir (wie in § 1 fiir ¢,(a)):
5 o3 _p—_]- 2 (0 _111—(_12
5) aglcpn(a) - a E(EJ}!PR(Q ) + (p ) 2
= 3d-p(p—1).

Hier deutet p(3) die Summation iiber ein vollsténdiges

Restsystem mod 3 an,
‘Wir haben also die Gleichung :

6) %P“ }+ e

Nehmen wir nunnoch # = 0 mod 2, also wegenp—1 =0mod 23
p = 4n+1, so folgt der Satz:

Jede Primzahl p = 4n 41 ldsst sich als Summe von
0 Quadraten darstellen, wo 3 ein beliebiger gerader Teiler

von 2 ; 1 ist. Und zwar besteht die Gleichung:

P= 300

hier ist & der grosste gemeinsame Teiler von # und
»—1, g eine primitive Wurzel von p und p durchlduft
ein vollstidndiges Restsystem mod 3; ferner ist ¢,(a) er-

klirt durch:
=5 (™ f}iﬂ),
#u() 21 ( D ) ( »

Dieses Theorem enthdlt fiir 8 = n = 2 den Satz:
p = @'+’ Ueber die Zeichendnderung der Basen bei
Aenderung des Argumentes g¢ in —g° giebt in manchen
Fillen die Formel:

Pm(@) = (—3) m(—a), n=1mod?2

Aufschluss, die man aus der letzten Gleichung von Kap. I
fiir ¢ = 0 mod p und spezielles f(m) erhilt.
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Die Basen fiir » = & kann man direkt als absolut
kleinste Reste aus den folgenden &-Kongruenzen be-

stimmen:

| () 12 o 341 -21) B

falgt) L1 2 {341 -24) =5
25

(p=0,1,..., §—1 mod3).

Zum Schluss dieses Paragraphen geben wir noch ein

Beispiel :
r—1
p$41; T=20’ n=38=10; h=4; g=0=8.
h = 4 zehnte Potenzreste giebt es:
1=1"
—1=2v
9 = gw mod 41.
___g = GIO
Also ist:

"t = () (1) + () () + () ()
+(ar) ()

- ()5

o = | of 1] 2| 3] 4] 8] 6] 7] s8] o]
o= | 1| 6]—5] 11] 25] 27 [—2[ —12 ] 10] 19 [mea st
?(69) _ —2|—

#ul) 1] 2 of-2/-2) 4| 2|~ 2| o] 2

Somit besteht die Gleichung:
1+44+04+4444164+44+44+04+4 = 41
Zwei Quadrate sind hier gleich 0.
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§ 4.

Die Zerlegung einiger anderer Zahlen in eine
Summe von Quadraten.

Wir setzen:

1) W) = 3 (1)

m=1 P
2) @) =5 (1),

m=1 b
Daher ist
3) W) = 1) +(5)
Es folgen leicht die Gleichungen :
D) W B) = (5 400
5) K B) = (527l
Ausserdem ist

1

6) K@) =8 3 (Rﬁ") = 0 mod .
Daraus folgern wir wie in § 3 die beiden Formeln:
7 3 i) = 86— 1)p— 3257 {141y,

Gleichung (8) und Gleichung (6) aus § 3 stimmen fiir un-
gerades n iiberein, da dann

1
¢a(9%) = (=1 xn('b?)
ist.
Aus Verbindung von (3), (7), (8) fliessen:

1 %@ _ _
9) Eﬁ( 1) £ 1.
10) 3 1P ee) =o.
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Dagegen liefert
r v
D) =3 7@ =0

_in Verbindung mit (4), () fiir

n =0 mod 2
die beiden Gleichungen
1) 3 409 = —o.
12) > W9 _ _q
i B

Daher sprechen wir jetzt die 4 Sdtze aus:

I. Sei & ein beliebiger gerader Teiler von p—1,
dann ldsst sich 3{p(3—2) + [} als Summe von 3 Quadraten
darstellen mit der bemerkenswerten Eigenschaft, dass
die Basensumme = 0 oder = —3& gemacht werden kann,
je nach der Vorzeichenwahl. Es ist:

S{p(E-2)+1} = % ¥ (9°) 5
Li‘
wobei zwischen den Basen die Relationen bestehen:

._.._1 H n N = 0 n ) = ‘—8.
9%( ¥ 4a(99) , EE{;’)ﬂI*(f.t)
IL. Sei & ein beliebiger ungerader Teiler von p—1,
dann lisst sich 8(3—1)p als Summe von 8 Quadraten dar-
stellen, wobeil aber durch Vorzeichenwahl die Basen-
summe za Null gemacht werden kann. Es ist ndmlich :

3@—1L)p = X (99
€(d)

2 (1.9 = 0.
@

Fiir die beiden iibrigen Sdtze stellen wir nur die
Formeln zusammen.

III. » =0 mod 2:
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S (1 el > L) _ g
8 ah

e(d) 8
IV. n=1 mod 2:

=

(- 1)9&@ = —1.

10! 8

Schliesslich gestatten die Kongruenzen (13), (14), fiir
n = & die Basen direkt ohne die Theorie der quadrati-
schen Reste als absolut kleinste Reste zu berechen:

i] 1
) (5] /p—1\ -2
18) wWi=-3 (2} ¥ |

= Ak
[ ] J . mod p.
¥4 (9° 12 p— h@—22
14) )(ag?) = g e
A=0
A-
p—1
(b = et 0,1,2..., 3—1 mod 3).
Kapitel IIL
Ueber die Verteilung quadratischer Reste und
Nichtreste.

Ein Teil der Ergebnisse dieses Kapitels findet sich
bereits bei Herrn v. Sterneck!), seine Bezeichnungen
weichen von den im folgenden angewandten ginzlich ah.

1) Moskauer Mathematische Sammlung, Bd. 20 (1898),
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Erklirungen: Betrachten wir die Reihe
A) 1,238 ..,p—1

und schreiben unter jede Zahl von (A) R oder N, je
nachdem sie quadratischer Rest oder Nichtrest von p ist.
Dann bezeichnen wir die Anzahl der in (A) auftretenden
Sequenzen R,R mit RR. RN; NR; NN haben entspre-
chende Bedeutung. Analog bezeichne RNR die Anzahl
der in (A) auftretenden Sequenzen R, N, R; entsprechend
RRR, ...; RRRR, RRRN, ....

Aus Analogie setzen wir
-1
R = 2“2‘“‘1 = 2 )
Ferner:

R = R", RR= R¥®;...; N= N®, NN = N%; ...

a, bedeute die Anzahl derjenigen Sequenzen von A konse-
kutiven Resten, die nicht einer Sequenz von (A+ 1) auf-
einander folgenden Resten entstammen; b, bedeute fiir
die Nichtreste dasselbe. «, ist dann die Anzahl der iso-
lierten Reste, b, die der isolierten Nichtreste.

§ 1.

Die zweifachen Sequenzen.

Die vier Anzahlfunktionen fiir die zweifachen Se-
quenzen sind bekannt :

ARR = p—4—(?-2'})-
ANN = 4NR = p—2+(-_171)-
ARN = p—(:p—l).

Wir reproducieren den Beweis:
Wir setzen:
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o) = Z [T}

dann ist nach Kapitel 1:

1
1 &) = —2-— 1(#)_ PR e Y
$(e,8,) = p E » €= 88,

Nun ist
¢(+1,+1) = 4RR,

¢(—1,—1) = 4NN,

$(—1,+1) = 4NR,

¢(+1,—1) = 4RN,
daraus folgt die Behauptung.

Die GroBen RR, ... haben fiir die quadratischen
Reste dieselbe Bedeutung wie die (Gaussischen Grossen
(4, k) 4,k = 0, 1, 2, 8] fiir die biguadratischen Reste
(Kap. II, § 1).

§ 2.

Die dreifachen Sequenzen.

Fiir die dreifachen Sequenzen giebt es 2° = 8 An-
zahl Funktionen. Man kann in Verbindung mit den zwei-
fachen Sequenzen leicht 8 Gleichungen fiir die 8 Functionen
aufstellen, von denen eine z B. NN = RNN+ NNN ist
Da diese 8 Gleichungen aber von einander abhiingig sind
schlagen wir einen andern Weg ein. Wir setzen:

1) §(epns,) = § {1+31(*'§)H1+ (; 1)}{“" (mﬁ)}

Dann folgt aus Kapitel I, § 1 und 2:
2) $(enene) = p—3—s8,—5—c 5 —s5—gs

— (_7}) {al+s,+s,esi
- (%) {ss+els,+s,s,} S -
—& (:‘;_) + ¢, 5, 5f(p),
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wobei

o =5 G)5)05)

gesetzt ist.

Zerlegt man die Summe (3) in 2 Teile von 1 bis

14 ;3 und von p_%l bis p—38 und ersetzt dann in der

zweiten Summe m durch p—m, dann folgt leicht:

p—8

o o= (G2 (5)05) )
Also ist:

b) f(p) =0 fir p= 4n+3.
Ferner ist
=% (57 (5) ()
“ 52 = v
[Kap. II, § 1].

Also ergiebt sich:
6) o) = 2a fir p=dn+l,

wo a die ungerade Basis aus Kapitel II, § 1 ist.

Nun leuchtet aus der Definition von ¢(z,, ¢, ¢,) ein,
dass

$(+1,+1,+1) = 8RRR
$(+1,+1,—1) = 8REN.

----------------

Daher ist fiir p = 4n+43:

Wewenw) = p =8+ {1+ (B} fae e e,
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RRR — NNN = NRR = NN. =%{P-5_2(§)}'
I) ) :
NRN = RNR = RRN= RNN = g{p—lj}-2(5)},

Fiir p = 4n+1 ist aber:

teomed) = 2= sl iteat e (2)

—2{e, +2 5] +2ac, 5,5,
Daraus folgt weiter:

ENR = RRN = NRR = NNN =222 4
NRN = - %{p_3+4(3)}_,_ .
II) . P
RNN = NNR = ?%— +5
1 { 2
RRR — — zdp11-4 (—)} -
\ 8 p +
Wegen Kapitel 1I, § 1 hebe ich hervor:
7) ANNN = P—;:oi —a.
8) a=2"" mod 8,

2
da NNN gerade ist.
Ausserdem ist fiir p = 4n +1,3:

0 e = o () -afd)

und da R®+ N stets gerade ist, so folgt:
—1 2
10 —6— “)_2 (; =
) p—6 ( » p) mod 8,

woraus sich
p-1

2 5

2 = (-1

() = €D
ergiebt.
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Fiir p = 81+ 3 sind simtliche 8 Anzahlfunctionen
_p—3

Fiir p = 4n +1 ist

p = a*+¥, la, = \/E
p| V'
Daher komnen wir auf Grund dieses und des vorigen §
fiir die A-fachen Sequenzen (A = 1, 2,3) den Satz aus-
sprechen.

Satz: Bildet man fiir die A-fachen Sequenzen die

2 Anzahlfunctionen und dividiert sie alle durch p, so
nihern sich diese 2 Quotienten bei unbegrenzt wachsen-

a

dem p alle einem und demselben Grenzwert %; oder in

ungenaner Ausdrucksweise: die 2* moglichen Sequenzen
treten alle ungeféhr gleich oft auf.

Fiir die dreifachen Sequenzen ist somit ihr Auftreten
von einem gewissen p ab gesichert; fiir p — 4n 48 er-
giebt sich dieses direkt aus (I). Es folgt ndimlich:

A) RRR = NNN= NRR = NNR = 0fiirp=>7
NREN= RNR= RREN= RNN=>0 , p>3
Dagegen gilt fiir p = 4n+1:

RNRE= RRN=NRR= NNN>0fiirp>b

RNN= NNR >0, p>0
B) NEN >0 , p=8n+1>0
p="8n+b>13
ERR >0 , p=8n+1>17
Pp=8n+5>18

(B) beweist man aus (II) so:
Fiir welche Primzahlen ist NNN = 0? Fiir sie ist
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a = *?:2;?; P = (p2 3) + 52
(p—5)F= 16 —4p*
p = b
=4, =1, a = —— = 1.
p=>54d h
p =13, p—5 = 8. 16—-4b? = 64,
und demnach ist:

N® = a fir p = b.

Genan ebenso worden die anderen Behauptungen von (B)
bewiesen.

Man hiitte (B) auch anders beweisen konnen, allein
auf Grund von (1I) und

=i
- -G

dabei braucht man dann nicht zu wissen, dass
f(p) = 2a
ist.
Man erhdlt die Gleichungen fiir a,, b, so. Offen-
bar ist:

=3 0+1-Ba,
11) =k

N® = ;} A+1-k)b,
Daraus folgt :
#o_ = $a,
12) =*
N® — N®H = 251

=k
Also ist:
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a, = R®—2R™Y 4+ Rer),
13)
bg = NW_ 9 NG+D + N,

k = 1 liefert auf Grund von § 1 die gesuchten Glei-
-chungen, aus denen dann folgt:

p=4Mm+3: a, =5, >0 fir p=>0

p=4n+1: a, > 0 fiir p = 0.
Unter Hinzunahme von (B) ergiebt sich noch :
= dn+1: b, > 0 fir p > b.

§ 3.

Einzelne Resultate, die sich auf vierfache
Sequenzen beziehen.

Wir setzen

P2y e e &) =

= Z e o 057)
Dann ist ¢(1,1, 1, 1) = 16 RRRR etc.

---------------

Berechnet man nun ¢, dann treten ausser f(p) noch
drei neue Summen auf, die man aber auf nur zwei Sum-
men der dritten Art reducieren kann. Wenn diese beiden
durch p dividiert fiir beliebig grosses p beliebig klein wer-
den, dann gilt der Grenzsatz des vorigen § auch fiir A = 4.
Doch kinnen wir dariiber nichts anssagen; wir kinnen
die Summen n#mlich nicht in brauchharer Weise abschétzen.
Herr v. Sterneck giebt zwar fiir die eine Summe eine Ab-
schiitzung an, die aber wohl sehr ungenau ist, denn sein
Verfahren weist den wenigen Summen, bei denen es an-
wendbar ist, stets die Grossenordnung p zu, wihrend wir
wissen, dass f(p) von der Ordnung \/p ist.
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Herr v. Sterneck beweist durch sein Verfahren den
Satz: Von einem gewissen p ab giebt es in der Reihe

1,2,3,...,p—1 stets vier consecutive Zahlen gleichen
Restcharakters.

Ich will diesen Satz auf anderem Wege beweisen;
ich benutze ein Exclusionsverfahren, das sich auf den Zao-
sammenhang von ¢, mit R® und b, mit N“ stiitzt; doch
will ich vorher zweierlei bemerken:

1) Auf dem von Herrn v. Sterneck eingeschlagenen
Wege kann man zu einem schirferen Resultat gelangen;
man findet fiir p = 4n+1 unter Benutzung der Un-

gleichheit
[f(p)| <2Vp

folgendes Resultat:

p=8n+1:R* >0 von einem gewissen p an

p=8n+5:Nm>0 » » » b 5

2) Es gilt: wenn es in der Reihe 1,2,3,...,p—1
A-Zahlen gleichen Restcharakters giebt, die eine arith-
metische Reihe bilden, dann ist B* + N* = 0. Hierauf kann
man fiir A = 4 ein miithsames, aber branchbares Exclusions-
verfahren griinden, um zu zeigen, dass R+ N =0 von
einem gewissen p an. Dieses Verfahren hat den Vorzug,
auch fiir hdhere Werte von A anwendbar zu sein. — Ich

gehe jetzt iiber zum Be weise des angekiindigten Satzes.
Es ist nur zu zeigen, dass

R(ﬂ + N(IJ —_— 0
endlich viele Liosungen p hat. Sei also
.Ru) + N(“ J— O.

Daher liefern die Gleichungen (11), (12), (18) von § 2:
1) =0, b,=0 (t=4,5,...); a,= R® b, = N¥;

T S =
8) o,+6,+a = RY—RY — }{p+2+(;p-{)};
3
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analog:

bo+by+b, = NO—N® — 1{;._(—?1_)}.

Aus (2) und (3):

an+2aa = Zl{p_‘i_(__l")};

P

4) .
b b, = — |
» + 2b, %{p 2+(p)}

I)p = 4n+1. Aus (4) folgt:
8a, = 8R® <p—5;
5) 8h, — BN®<p—_1.

‘Wir verbinden (5) mit:

f(p) = p—3—-8BN® = SR(B)_p+11+4(%);

es folgt dann:

6) —2£f(p)56+4(-2—)-
= = P ]

dazu nehmen wir:

7) f(») = p—3 mod 16.

(6) und (7) sind unvereinbar fiir » = 16n+413. Also
ist fiir
p = 16n+13 stets R® 4 N¥ =0,

Aus (6) und (7) folgt aber fiir:

p= 16n+1'f(p)=—2; b'= Nmz—-—p-‘-l ; Gy = _Rm=p—-._.é17 .

g :
8 { =16n4+9: = 6; =%; =P_gi;
=16n+8:  =+2; 228, SF ik
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Und schliesslich erhalten wir:

p=16n+1:0, = 38; b = 0;
9) = 160+9: =1 = 2;
= 16n+5: =20 = 1.

II. p =4n+3: Da hicr ¢, = R®, b, = N bekannt
sind, so liefert (4):

10) 4 = b, = %{1 +(E)}.

Auf (9) und (10) stiitzt sich nun der eigentliche Be-
weis, zu dem wir jetzt iibergehen.

I. p = 4n+ 1. Wir benutzen (9).

8) p=16n+1: (%)=+1 a,=38; b,=0; R®=No—0.

Wegen
RO =0 ud 1,2,8,4— R, R, . R ist (%) Y

Da nun

p— 3 p—1 »p+1 p+3 .
1,2,83=R, R, N; B g1 g g =NR,R,N;

p—3, p—2, p—1=N,R, R und , = 3
ist, so folgt aus

3,4,6,6 =N, R,. ,N wegen 5=|-P+1. (%):-—1,

daher ist wegen

b, =0 und 4,56 = R, N, N: (%)=~1.

Also folgt aus a, = 3 und

7,8,9,10 = N, R, R, N: 131-2‘_1_ =8, p=17.
Fiir p = 17 ist nun wirklich:
R(4)+N(4) — 0.

Somit ist fiir
p = 16“ + 1 > 17 ]‘mmer Rﬂ) _I_N{-l) - 0'
g*
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b) p=16n+9: (?) +1; a,=1; b,=2; B =N*=0.

Wieder ist (%) = —1, also liefern im Gegensatz zu
@, = 1 die Sequenzen:

-3 p—1 1 3
1,2,8 222, 200 PX2 PXS 8, p-2,p-1: 4,23

Also ist fiir

p = 16n+9 stets R+ N9=0.
c)ﬁ:—* 16n4-5: (%):-—]_; a,=0; b,=1; R¥=N*=0.
Aus b, = 1 folgt:

p—8 p-1 pt+l p+3 _ p N W &

2 ' 2 2 ' 2
Daraus ergiebt sich:
(}3;) — —1. Also ist: 1,2,3,4 — R, N, N, R
und wegen b, = 1 daher:
-1

Also st fiir
p = 8n+5>5 immer RY4 N®=(.

II. p = 4n+38. Wir stiitzen uns auf (10).
a) p=28n+7: (§)=+1' a,=b=1; R*=N*=0.
Wie in a) folgt: (p\—-1 Danum 1,2,8=R, B, N
und @, = 1 ist, so folgt aus
3,456 =N,R,., N: (%) - -1,

Aus b, = 1 und
p—3,p—2,p—1=R,N,N;45,6=R,N, N
folgt, dass (% — +1 unmbéglich ist. (%) — —1 liefert in
1,2,8; 7,8,9, 10 einen Widerspruch zu «, = 1. Also ist

7
N=0,p=1
(p) P
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Somit ist fiir
p=8n+7=>7

b) p—8u+3: (}%—)=_1; a,=b,—=0; R®=N®=0,

Sei p >3, also
27 <p1, 25721

RY = N9 >0,

5 =L
Wegen R = N® = g, = b, = O sind nur folgende 12
Sequenzen moglich:

1) RREN 7) NNNR
2) RRNR 8) NNRN
3) RRNN 9) NNER
4) RNNN 10) NERR
5) RNRR 11) NRENN
6) ERNEN 12) NENR.
Fiir die Zahlen
p—7 p+7
2 12

sind demmach 12 Fille moglich:

p—Tp—=bp—3p—1 p+1 p+8 p+bp+7

2 2 2 2 2 2 2 2
) S + - = =
2 + + - + - 4+ - -
3 + + - - + + - -
H + - - - + + o+ =
5 + - + + - - + =
6 + - + - + - 4+ -
no- - = + - 4+ + o+
- - + - + - 4+ +
9 - - + + - - + +
0 - + + + - - = +
1) - + - - + 4+ -+
12 - + - + - + - +
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Da nun wegen b, = 0:

p+3
3) 2
Ol =41, | 2| = -1
(p +h »

ist, so sind unméglich: 2), 3), 4), 7), 11), 12). Wegen

p+1
P

\

unmiglich: 1), 6), 8). Gegen o, = b, = 0 verstossen 5),
9). Allein10) ist moglich. Dieser Fall liefert folgende
Tabelle:

1.2 8 4 3
+ - + + +

6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
- - - - ¥ F T+

Wenn (1}3) +1 ist, dann folgt aus (%) = -1 p>11,
p=19; 13,14,15,16 = R, R, R, R widerspricht R* = 0,

Also ist ( ) — 1. Ks verstdsst dann
(11) +1 gegen a, = 0;
P —1 gegen b, = 0.

Daherist (17}) =0, p=11. Fiir p=11 ist RO = N9 =0,
Also ist fiir
p—=8n+3=>11 stets R® — N®=0,

Zusammenfassung: Die Gleichung R + N* = 0
gilt nur fiir die 6 Primzablen: 3, 5, 7, 11, 17.

Zum Schluss noch einige Bemerkungen:

Driickt man die 2° Sequenzfunktionen fiir die 5-fachen
Sequenzen durch Summen aus, dann tritt nur eine Summe
bter Art auf, die aber fiir p = 4n+ 3 stets gleich 0 ist.
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Die sonst noch zahlreich auftretenden neuen Summen
lassen sich indessen alle auf f(p) und die beiden Summen
dritter Art zuriickfithren, die bei den vierfachen Sequenzen
auftreten, zum Teil nur unter Benutzung von

lo)(resmen) _ g(mes)(on)

Wenn also der obige Grenzsatz fiir A = 4 bewiesen ist,
dann gilt er auch fiir A = 5, falls man nur Primzahlen
der Form 4n 4 3 betrachtet.
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