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Disquisitiones ad determinandum valorum numerum spectantes,
quos functio » elementis composita elementorum permutatione
induere potest, a generali quaestionis solutione longe adhuc
absunt. Facile enim nonnulla theoremata generalia demonstrata
sunt, ut illud, esse valorum numerum producti N =1.2.3.....n
divisorem. Quum autem inventum esset, non omnes hos divi-
sores ad exprimendum illum numerum aptos esse, eorum qui
essent indagatio paucos adhue amplexa est. Hujus rei causa
quum in eo mihi videatur quaerenda, ut methodi, quas adhi-
bitas esse névi, a generalitate absint et omnia, quorum solutio
attacta sit, problemata singularibus considerationibus solvi de-
buerint, quaesivi, num modo directo tractatum problema ad me-
thodum quandam generaliorem perducere possit. Quamvis diffi-
cillimum hoc problema ut longe alia via ad solutionem sit
provehendum fieri possit, eam tamen quam persecutus sim, hac
dissertatione designare mihi liceat. Quam in tres partes di-
vidamus

primam prineipia quaedam continentem,

secundam, quae de functionum s valorum formis gene-

ralibus theoremata nonnulla admonet,
tertiam de substitutionum proprietatibus agentem,
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Art. 1. Jam primum videamus, in quo problema generale
consistat. Dato autem numero contenfo in serie 1, 2,3 ... N,
hae quaestiones occurrunt:

Danturne functiones quarum numerus valorum aequet ipsum
f? Quando vero exstant, quae est forma earum generalis?

Quas igitur persequentes ad solas functiones algebraicas
rationales integras respicimus, quippe quae maximum in Algebra
usum habeant atque emolumentum. Hae omnes additione effi-
cinntur et multiplicatione; quibus operationibus evolutis, prodit
aggregatum mononomiorum cum coefficientibus ab elementis non
pendentibus; quare forma functionum generalis haec erit 2 c. M.

Quodcunque autem mononomium formam induit

a 14
a, " ﬂﬂ(f. ----- Ay

ubi exponentium nonnulli cifrae aequales esse possunt. Habeant
ipsorum m, valorem eundem, alii m, alium, .... denique my
reliqui alinum valorem, ut sit

m, +m, +....+ my =n,
quae, si ipsis &, m,, m,, .... m; omnes qui locum habere pos-
sunt valores fribuis, generalissima suppositio est, valorum nu-

merus aequabit
1.2.3. ..... mn

m,! m,! .... my!

Qua in formula generalis pro hocce casu simplici probie-
matis solutio continetur.

ArT. 2. n elementa a,, a,, .... @, modis IV diversis per-
-mutari sive in ordinem redigi possunt. Si in cujusvis permu-
tationis locum aliam permutationem substituis, substitutionem
-efficis, quas generaliter per 6, g, .... designabimus. Consti-
‘tuentibus autem elementis functionem, substitutiones plane ab
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eis independentes erunt neque determinatae, nisi permutatio
quaedam cui applicandae sint datur *). Quoties substitutiones 6,
7, ... successive adhibentur, operationem inde ortam per pro-
ductum 6. 9. ... repraesentabimus, in quo generaliter ordinem
factorum immutare non licet. Quo statim quid sub potentia seu
dignitate substitutionis sit intelligendum elucet. Designata deinde
substitutione identica per unitatem, substitutio 8, quoniam plu-
ries repetita certe identicam denique substitutionem generabit,
ad exponentem quendam ¢ pertinebit, sive erit ¢ minimus ex-
ponens talis ut 6° = 1.

ARrT. 3. Quaerentem autem, quidnam methodi adhuc ad-
hibitae commune habeant, fugere non potest, earum quasi prin-
cipium hoc esse: Datis substitutionibus 6,, 6, .... et functione
pro illis invariabili, inveniantur substitutiones et earum numerus,
quae functionis valorem non mutent.

Quae nobis etiam quaestio fundamentalis erit. Quoniam
vero, si substitutiones tales, quarum productum aliquod ex iis-
dem alicui aequale fiat, familiam (eine Gruppe) counstituere di-
cimus, substitutiones quaesitae aliae non sunt nisi familia ex
ipsis 6,, 0,, .... genita, quaestio illa in hanc recedit, ut datis
quibusdam substitutionibus familia ex iis genita inveniatur.

ArT. 4. Valent autem de familiis nota haec theoremata:

1. Quaelibet familia substitutionem identicam et, si sub-
stitutionem 6, omnes etiam ejusdem potentias includit.

*) Dato enim functionis valore quodam, designatis locis, quos elementa
occupant, indicibus 1,2, 3 ... n, haec locorum determinatio eadem manet,
quomodo elementa permutentur. Substitutionem 6 autem, ex. gr. (1, 2, 8,
... n) id indicere volumus, ut elementis, quae in quovis functionis valore
commodum dato locos 1, 2, . .. n obtinent, ea quae locis 2, 8,~.. 1 respon-
dent, substituantur., Alia igitur substitutio post 6 adhibenda iis denuo ele-
mentis adhibetur, quae in valore jam obtento locos 1, 2, 3, ... n occupant.
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2. Data familia 6,, 6,, .... 6,,, designante 6 quamvis
familiae substitutionem, producta
6,0, 6,6, .... 6,0, sive etiam
66, 60,,.... 66,
totam familiam reproducunt. Sit vero 5 alia substitutio, producta
76y, 70y, ... 70,
et inter se et a familia diversa erunt.
3. Habeat deinde familia /' numerum ¢ substitutionum et
familia "' in ea contenta ¢’ substitutiones, erit g’ ipsius g divisor.
4, Quare, quia substitutiones duabus familiis F, F' e g, ¢
terminis constitutis communes ipsae familiam constituunt, earum
numerus ipsarum g, g’ divisor erit.

II. DE FUNCTIONUM FORMIS.

Arr. 5. Elementa a,, a,, .... a,, quibus functiones com-

ponuntur, semper radices aequationis

2+ p "+ P e p, =0
esse supponuntur, praeterea plane arbitraria, indeterminata neque
nllam inter se relationem habentia.

Tum sint functiones quaelibet F, F'. Jam vero quia satis
non est, ut has functiones eodem valorum numero gaudere scias,
sed fieri potest, ut adhibita substitutione altera mutetur, altera
valorem servet, eas functiones amplectentes, quae aeque se ha-
beant et quas functiones congruas dicemus, totam functionum n
elementis compositarum multitudinem in classes disjungimus
tales, ut e singulis classibus una qualibet functione sumta,
omnes qui locum habere possunt casus diversos obtineamus.
Similium vero functionum nomen iis reservabimus, quarum altera
pro omnibus quidem substitutionibus, quibus altera non mutetur,
immutata maneat neque vero vice versa.
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Arr. 6. Constituant substitutiones 6,, 6, .... 6, familiam;
data functione quadam sit f valornm numerus, quos per illas
substitutiones induit, g, substitutionum, per quas immutata manet,
numerus. Quae quoniam familiam constituunt, g, ipsius g di-
visor esse debet, unde esse [ = % et valorum quos functio
induere potest, numerum ipsius NV divisorem facile intelligitur.

Hinc generalis functionum quae per substitutionem 6 non
mutantur forma institui potest. Sit enim /M (1) mononomium
quodlibet functionis:

zc.May,a,,....a,),
6° = 1; M (1) per substitutionem 6 aut mutatur aut non mu-
tatur, profecto autem substitutione #¢ repetita numerus = valo-
rum resultat, ubi = ipsum ¢ metitur. Quare designante
Cyc. M(0") = M(1)+ M)+ MO+ ...+ MO"1)

M (6%) valorem mononomii M (1) facta substitutione 6*, facile
intelligitur adaequatam functioni immutatae conditionem esse,
ut formam I c¢. Cyc. M (6") induat, ubi ¢ coefficientem nume-
ricum, aut, si non omnia elementa permutantur, eorum quae
non mutantur functionem designat. Quo statim fluit, omnem!
functionem symmetricam eadem forma gaudere, in qua vero
singulus cyeclus omnes mononomii valores continere debet. Fun-
ctiones symmetricas per signum o (a,, @,, .... @,) designa-
bimus. Quae quum congruae sint, primam classem constituunt
aliasque omnes excludunt.

Art. 7. Data functione F f valoribus affecta, qui per F,,
F,, .... Ff repraesententur, functionem ¢ cogitemur hos valores
quasi elementa continentem. Quorum elementorum permuta-
tiones quae esse possunt 1. 2. 3...../[ generaliter non omnes
permutando ipsa @ produci possunt. Quare, si functio ¢ ipso-
rum # respectu symmetrica est, erit etiam ipsorum @ respectu,
de asymmetria autem quantitatum # illam quantitatum a con-
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cludere non licet. Sint vero = elementorum e« functiones
F,F,...F,, hahente aequatione m* gradus illas radices
continente coefficientes symmetricos, valores diversi, quos veluti
F, induere potest, inter illas functiones reperiuntur. Quas si
pro diversis ipsius #) valoribus habemus, designante
N(z—F)=z—F)—F,)....(z— Fy),
aequationem illam hoe modo seribi posse
IHiz—Ff=0
statim sequitur; uti etiam, si F,, F,,.... Fy quidam functionis
valores diversi et aequationis, cujus radices sint, coefficientes
symmetrici, illos omnes functionis valores esse, concludendum erit.
ARrT. 8. Omnium functionum f formis affectarum indicium

il

eo inveniri potest, ut aequationi irreductibili /¥ gradus suffi-

ciant, sive ad aequationem ;% gradus cum coefficientibus ipso-
rum ¢ respectu symmetricis pertineant. Primo enim aequatio
in duos factores disjungi nequit, quorum coefficientes symme-
trici sint, quia tum alter factor, cui radices ¥F,, Fy, .... F, in-
essent, omnes valores contineret contra hyp. Secundo functio

pluribus ipso f valoribus affecta tali aequationi sufficere omnino
non potest. Postremo functionis, quae pauciores valores habet,

quando aequationi sufficit, omnes valores totidem repetiti in-
veniri debent, quare laeva pars expressionis coefficientibus sym-
metricis affectae potentia erit neque irreductibilis.

Art. 9. Sit F, functio f valoribus affecta, &, alia functio
per nullam substitutionem ipsam #, non mutantem valorem
mutans, familiam substitutionum ad functionem &, pertinentem
multiplum familiae ad ipsam F, pertinentis ideoque numerum
valorum functionis &, divisorem ipsius /° esse, facile perspi-
citur. Constat, functiones &, per functionem F rationaliter ex-
primi posse. Sit enim

w (F) =0
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aequatio [ ipsius F) valores quasi radices continens, quae dum
elementa @ plane sunt indeterminata radices aequales habere
non potest, erit

o _9F)_oeFEI)YF)....y (Fp)

R AD N (y' [F, ])

Quoniam autem hujus fractionis denominator symmetrica ele-

mentorum functio, numerator integra ipsius F, et quantitatum
Py Ps + - - - Py functio est, illam expressionem in hanc redigere
licet formam

G,=c+oF +oF +....+0_1.F[~1.(g)
quod uno tantum modo perfici posse patet. Quia vice versa
quaevis functio &,, quam in formam illam redigere licet, per
nullam substitutionem ipsam #, non mutantem valorem 1]:1111':3;1;,.5I
has tantum, quas ipsi ¥, similes vocavimus, ea proprietate
affectas esse sequitur. Quarum functiones congruae speciem
singularem constituunt.

Jam sit ¢ functio IV valoribus affecta, quum quaevis functio
pauciorum valorum ipsi ¢ similis, functiones IV valoribus affectae
ipsi ¢ congruae sint, omnes functiones per unam illam expri:
mere et in formam -

F,=0+4+ 09 +09 +....+oy_198 1 (f)
eruere possumus. Qua in forma quantitatibus o rite et mndci
quam generalissimo determinatis, prodeunt formae generales
pro diversis functionum classibus incongruis. :

Posito &, = ¢ (F,), determinatis coefficientibus mﬂdci
quam generalissimo, ut forma illa alias functionés non implice
nigi f valoribus affectas, si ipsius # valorem f (¢) Eubﬂtituin]
G = gf (p) functionum ipsi ¥ congruarum ope functionis ¢
expressionem generalissimam esse obtinebis. Aequatio auten’
functionis &, quoniam, si G re vera f valores induit, irreduc if
bilis, aliter expressionis irreductibilis potentia esse debet, m;a

i



12

ficientes in ¢ (F) ita determinandi sunt, ut hoc evenire non
possit.

Data igitur functione F, cui alius valor non exstat nisi
— F, dato ex. gr. elementorm differentiarum producto, quaevis
duobus valoribus affecta functio formam G = ¢ + ¢, F' induet,
supposito o, a cifra diverso. Quod etiam hinc concludendum,
quod aequatio

Yy —20y+ (" — 0 F') =0

cui & sufficit, quadratum esse non potest. Jam idem sequitur,
designante #' quamvis duobus valoribus affectam functionem.

Art. 10. Ad datam substitutionum familiam 1,6, 4,,....
6,_, functionem pertinere dicemus invariabilem pro omnibus
in illa contentis substitutionibus, variabilem pro quavis alia;
3in ultima conditio locum non habet, familiae eam sufficere
dicemus. Ad quamvis functionem substitutionum familia inve-

niri potest, ea scilicet ad quam functio pertinet; vice versa
autem semper invenire licet functionem ad datam substitutionum
familiam pertinentem. Sint enim ¢,, ¢,, .... ¢, functionis N
valoribus affectae, qui substitutionibus respondent, valores, horum
juaevis functio symmetrica familiae sufficiet. Designante autem
p, mononomium @' a@," .... @,", in quo omnes exponentes
nter se diversi sunt, data funectione
FO) =90 +9®) + ...+ 96,_,)
erit F(q) = ¢ (1) + ¢ (76,) + .... + ¢ (96,_,)

ralor ipsi F (1) aequalis aut ab eo diversus, prout singula mo-
10onomia inter e consentiunt necne, sive, quod idem est, sub-
gitutiones. Quoties igitur substitutiones 1, 6,, 6,, .... 6,__,
amiliam constituunt, functio # (1) inveniri potest ad eam per-
inens; quare idem evadit numerus pro functionum incongruarum
slassibus, qui pro substitutionum familiis, illarumque investigatio

n harum recedit.
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ITII. DE SUBSTITUTIONUM FAMILIIS.

Art. 11. Secundum quod artt. 3, 10 diximus, problema
huic dissertationi propositum eo reducitur, ut omnis substitu-
tionum familia et quot contineat substitutiones inveniatur, sive
ut, datis substitutionibus 6,, 6,, .... 6,, earum familia determi-
netur. Quod idem problema est atque hoc: data substitutionum
familia 6,, 6,, .... 6, nvematur, quomodo numerus terminorum
augeatur, assumta nova substitutione 6. Cujus problematis ge-
neralis casus qui videntur simplicissimi hic proferentes, ab
18 substitutionum familiis quae ex una tantum generantur, quas
primi ordinis appellabimus, initium faciamus.

Art. 12. Si vero in substitutionum naturam inquiris, quo-
modo alia ab alia pendeat, hanc primam invenies methodum.
Quamvis enim substitutionem 6 in alius potentiae speciem ex-
primere licet. Namque sit ¢ quaelibet ex ommnium systemate,
ejus potentiae ¢ substitutiones procreabunt, quando primum
9% = 1. Quod, si pro omnibus reliquis substitutionibus repetis,
quaevis substitutio 6 aut ex ipsarum 4 aut ex earum digni-
tatum erit serie. Substitutiones autem ,, 3,, .... 3, ita de-
terminari possunt, ut binarum series non omnes habeant com-
munes terminos, et pro quavis 9 talem etiam potentiam ponere
licet, cujus dignitates totam ipsius J seriem reproducant. His
propositis, illam substitutionum classificationem uno tantum
modo perfici posse, facile demonstratur. Si duarum 9, ‘3,
series terminos communes implicant, horum numerus communis
exponentium, ad quos illae pertinent, divisor esse debet. Sub-
stitutiones autem & primitivas appellabimus.

Arr. 13. Jam vero ill. Cauchy omnem substitutionem in
plures cyclicas, quarum diversa quaeque elementa permutat,
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dissolvi posse docuit. Quam paullo persequamur dissolutionem.
Sit primum |

0 =(a, a,....ay) (@y 11 p 12 .... @pq) (P59

Qua in forma si ommnes qui esse possunf, cyclos sumis,
p + q = n elementis omnimodis in p, ¢ divisis,

1.2.3....7n
p-q

substitutiones continentur. Ipsis autem p, ¢ modis (= + 1)
valores tribuendo quorum summa = n, substitutiones contentae
in formis (p, q), (p', ¢') diversae inter se erunt, nisi p' = g,
¢' = p. Eodem modo, 2 elementa in tres classes dividendo

prodeunt | n+1) (n+ 2)
1.2

formae (p, g, ) simul formas (p, ¢) omnes involventes; quarum
eas tantum retinebimus, quae substitutiones ab aliarum diversas

comparant. Generaliter » elementa, quum modis

mM+1D)(n+2).... m+m—1)
1.2.3 .... (m—1)

diversis in m classes dirimi possint, totidem formae (p, ¢, 7,
.... §) resultant, et postquam abundantes sublatae sunt, pro
quavis restante numerus substitutionum, quas continet, formula

.23....p+qg4+7r+.... + 5

PG.T....8
ealculatur, quae per 1. 2. 3 .... w etiam dividenda est, quoties w
quantitatum p, ¢, 7, .... s aequales evadunt. Summa denique

omnium pro m — n# hoc modo inventorum numerorum ipsum N
aequare debet, ex. gr. pro n = 4

1 1 1 1 1 1

1.2.3.4:1.2*3.4(1‘4*@“ 2 1212 2 T1.1.2

+1 1 )
24" 1.1.1.1/°
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Art. 14. Haec ill. Cauchy methodus ad inveniendum sub-:
stitutionum primitivarum systema adhiberi potest. Cujus rei
theoria haec est: Sit (a4, a,, @, .... ay) cyclus ordinis p, re-
petita substitutione cyclica 7%, novus cyclus secundum illam
methodum instructus in plures cyclos distingui potest. Namque
a n Q. 4, Q.. In @, etc. abeunt. Itaque, si » ad
ipsum p primus est, ad @, non prius revertimur, quam omnia
elementa obviam venissent; sin habent maximum quendam divi-
sorem §, quum minimum ipsis commune multiplum sit %.r,
unus ille cyclus in s minores -%:;— elementis compositos disjun-
gitur. Quare inter cycli ordinis p repetitiones sunt ¢ (p) tantum
ejusdem ordinis, ubi ¢ (p) significatione in numerorum theoria
usitata gaudet. Sumto aliorum qui ex iisdem elementis com-
poni possunt cyclorum quodam, alii ¢ (p) cycli ordinis p obti-
nentur a prioribus plane diversi.

Arr. 15. Jam primum cyclum » elementorum consideremus.
Secundum articulum praecedentem cyclorum series institui potest
e,(m) ¢,(n)....c, (n) (n)

ubi v:1.2.3....(n-—-—~1)

¢ (n) ’
quorum potentiae omnes ordinis z cyclos continent. Quia neque
binorum potentias inter se reducere licet, neque substitutionem
concipere nisi ipsam # elementorum cyclum constituentem, enjus
potentiae cyclum ordinis n gignant, substitutiones (z) in primi-
tivarum numero ducere possumus. Quarum potentiae quum
simul omnes substitutiones implicent, in quibus n elementorum
cyclus in nonnullos totidem elementis compositos disjungitur,
(neque ullam aliam) ad illas in sequentibus respiciendum non,
erit. Dividamus igitur e¢yclum n elementorum in duos p, ¢ ele-
menta continentes; qua substitutione per ¢ (p) ¢ (g) designata
ries repetita, prodit ¢ (p)".e(¢)". Sit J maximus ipsis p, ¢
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communis divisor, p = p'd, ¢ = ¢'J, p = p'¢'J, substitutio ad
exponentem u pertinebit. Sed, quia »¢ potentia tum solum ejus-
dem formae substitutionem generabit, quum » et ad p et ad ¢
primus, quod- erit, quoties » ad ipsum ux primus et vice versa,
inter w dignitates ¢ (u) tantum formam ¢ (p) ¢ (¢) retinebunt.

= 1) (g-1)!
Deinde L2 ? ,n series instituere licet, quarum (p-1! (g-1)!
' Py P (4)

quaeque substifutiones includit. Hae denuo, quarum potentiae
omnes, in quibus cyclus z elementorum in duos p, ¢ elementornm

idisjungitur, substitutiones implicant, inter primitivas quas diximus
habendae sunt. Jam satis quomodo pergendum sit, intelligitur.
' ART. 16. Quaeritur autem, quonam criterio substitutio pri-
mitiva ab aliis dignosci possit. Primum vero datam substitu-
tionem @ e % cyclis a elementorum compositam talis tantum
substitutionis potentiam evadere posse, cujus cyclis gingulis mul-
tiplum @ elementorum insit, facile perspicitur. Posito igitur
k,+k, =k, 6, =c(k a) e (k a), quoniam ipsius 6, potentia
x'e ipsi 0 aequalis evadere debet, ¢ (£,a)” in £, cyclos a ele-
mentis constantes dirimitur, eritque 2 ipsius 4, multiplum, sci-
licet 7, %,, ubi ¢, ad a prima quantitas. Eodem modo x =4¢,4,,
2, ad a primus. Deinde substitutionem consideremus 6 con-
stantem ex k cyclis a elementorum, ex / cyclis & elementorum,
Eﬂx m cyclis ¢ elementorum etc.; quam talis tantum substitu-
tionis quasi potentiam haberi, cujus forma:
. c(ka)....c(kea)c(lDd)....c(lgd)c(me)
sit, statim concluditur. Quae forma ab ipsius 6 forma primi-
;,.iva differet, quando non omnes quantitates %;, 7;, .... unitati
requa.lea. Jam git illa potentia x?s, condifiones exstant hae:
1 x=tk=1tik=....=hl=M~hl=.... ctc.
fuantitates ¢ ad ipsum @, quantitates A ad ipsum & ete. primae.
uibus conditionibus si sufficere potes, data substitutio in alius
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6, 6, autem independentes esse ncc non tanquam primitivas
supponi posse, inde patet, quod, posito 6, = 3%, 6, = I},
F (6, 6,) in ipsa F (9,, 9,) contenta, et quoties primitiva,
eidem aequalis esse debet, quam igitur pro illa ponere permis-
sum est.

Inde quid sub familiis tertii sive superiorum ordinum pri-
mitivis sit intelligendum videtur. Data igitur familia primitiva
a* ordinis ¥ (0, 0,,....0,), erit at ordinis irreductibilis, quod,
quamvis ad oculos sit, ita demonstretur. Supposito enim, usque
ad (a—1)#m ordinem familiam primitivam non dari omnes sub-
stitutiones implicantem, sit

F(6,06,....0, = F(q,10,....95_1),

® alia in familia non contenta substitutio, illa familia hujus
F(g,n,....0,—4, 0), quae ipso @ majoris ordinis esse non
potest, pars erit neque primitiva. Quando autem nulla exstat
substitutio 8, quum familia data omnes substitutiones contineat,
secundum suppositionem nostram ipso @ minoris ordinis primi-
tiva esse non potest. Jam sit »™® ordo primus omnes substitu-
tiones implicans, ejusdem ordinis unam tantum exsistere familiam
primitivam neque ullam majoris ordinis facile perspicitur.

Quo etiam summum substitutionum independentium in
familia quadam contentarum numerum ipsi » aequalerﬁ esse
-concludimus.

Art. 22. Secundum hane familiarum primitivarum defini-
tionem proprietatem indicare licet, qua ab omnibus aliis diffe-
rant. Data enim substitutione primitiva, quia in majore primi
ordinis familia contenta esse non potest, quaevis familia F (4, 6)
- secundi ordinis est. Vice versa autem, quoties familia quae-
libet F (93, 6) sccundi ordinis, ¢ primitiva erit substitutio; si
enim non esset, daretur familia primi ordinis ipsam F' (3) am-
~ plectens, etiamsi haec quavis cum substitutione conjuncta, se-
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cundi ordinis familiam procrearet, quam in alia primi ordinis
contineri non posse facile intelligis. Generalius ad familiam a*
ordinis primitivam qualibet assumta substitutione, quoniam fa-
milia illa in alia ejusdem ordinis contineri non potest, familia
irreductibilis (@ + 1) substitutionibus independentibus affecta
oritur. Vice versa autem, quando @ substitutiones generatrices
cum qualibet alia substitutione conjunctae (@ 1) substitutiones
independentes producunt, familiam a* ordinis primitivam con-
stituunt; aliter enim in tali continerentur, quod cum suppo-
sitione modo facta convenire non potest.

Art. 23. Quaeritur jam de familiis, quae in alia, veluti
a ordinis contentae sunt, et quomodo obtineantur, et quales
quorumque ordinum esse possint; utrum fieri possit, ut familia
e ordinis alias majoris contineat, necne. Quae autem quaestio
manifesto cum hac convenit, utrum (a -+ 1) substitutiones fa-
miliam (a+ 1)% ordinis generantes independentes esse debeant,
necne. Primum vero familiam, nullam (e 1)% ordinis conti-
nentem, familias majorum etiam ordinum a fortiori amplecti
non posse elucet. Supposito itaque, in @ ordinis familia aliam
(¢ +1)% contentam esse, obtineretur illa adjunctis huic quibus-
dam substitutionibus 6, 6’,.... Adjuncta igitur primum ipsa 6,
postquam familias @# ordinis in aliis minoris contentas esse non
posse supposuimus, quae nascitur familia aut a* aut majoris
erit ordinis; quoties postremum evenit, adjuncta nova substitu-
tione 6’ denuo familia oritur aut a® aut majoris ordinis ete.,
tandem familiam exstare oportet, ipso @ majoris ordinis, quae
cum substitutione quadam 6 conjuncta ad a®m delabatur, sive
etiam fieri debet, ut, substitutione quadam 8 ¢ familia at ordinis
exclusa, alia ordinis ipso @ majoris familia obtineatur.

ARrT. 24. Data igitur sit familia ejusque substitutio 6; quam
81 ex illa excludis, alind non agis nisi ut familiam ipsam 6 non
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continentem inquiras, quae cum hacce conjuncta datam familiam
producat. Quam quoniam semper in formam

F (6,6,....0,806)
redigere licet plerumque quidem non irreductibilem attamen
talem semper, ut ipsa # (6,, 6,,....0,) irreductibilis sit, ex-
clusa substitutione 6, haecce familia eveniet. Quare nisi tales
substitutiones 6, 6,,....60, eligi possunt, quarum ipsa 6 non
sit productum, hancce directe aufferre non potes, sed indirecto
tantum modo, id est alias excludendo substitutiones, quibus
sublatis ipsa etiam 6 exeipiatur. Substitutiones 6,, 6,,....0,
tales etiam supponere licet, quarum nulla sit productum e ce-
teris ipsaque 6 conflatum, namque si veluti 6, inter tales esset,
data familia ita etiam designari posset

r@,e®e,,...»0,.06)
et exclusa substitutione 6 resultaret familia #'(6,,....0,). De-
nique vero semper familiam dari, cui nullam ipsius 6 poten-
tiam directe detrahere possis, quae vero ipsi 6 conjuncta datam
familiam producat, facile perspicis. ‘

Ex. gr. quibus sub conditionibus & (6) ipsi F (6% 6°) ita
exaequari possit ut F (6%) substitutionem 6% non contineat, in-
quiramus. Primum autem 6%%, 6% — 6% +% = ¢, id est, si
6 ad exponentem ¢ pertinet, ax+ by = 1 (mod. ¢) esse debet,
quare a, b inter se primi. Secundo necesse est, ut 6°¢ ab ipsa
6%, sive bx ab ipso @ (mod. #) pro omni ipsius & valore dif-
ferat, quod quoniam @, & ipsius ¢ divisores esse supponere
possumus, obtinemus posito & > 1. Id autem semper fieri pot-
. est, nisi @ omnes nUmeros primos ipsum ¢ metientes continet.
~ Jam sit 2= p"7%....¢"s%..., ubi p, r,.... numeros primos
qui ipsum @ metiuntur, ¢, §,.... eos qui non metiuntur, de-
pignant, quivis ipsius ¢ divisor alios nisi ¢, s,.... numeros
~ primos non contincns neque ullus alius ad ipsum e erit primus.
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Qui quum omnes excepta unitate pro ipso & sumi possint, dan-
tur familiae (A+1) (6+1)....—1
F (6% 6%, F (6% 6°),....
ipsi F (0) aequales. Porro, quoties 6¢ ipsius 6° potentia, ma-
nente ¢ ad ipsum e primo, erit
F (6% 6°) = F (0% 6°).

ArT. 25. Quaestiones has generales, quum difficillimae
sint, s1 ad superiorum ordinum familias progredi vis, in poste-
rum referentes, alias quaestiones particulares quae illis tanquam
praeparandis utiles videntur, hic etiam paullo attingamus.

Datis igitur u substitutionibus 6,, 6,,....6,, quarum di-
versa quaeque elementa permutat ab aliarum nulla permutata,
harum familia, pertinente generaliter 6; ad exponentem ¢;, sub-
stitutionum numerum implicabit ¢,.7¢, ....¢,. Generalus autem,
si z minimum ipsis ¢, 4,,....7, commune multiplum designat,
familiae ¥ (6,, 6,,.... 6#) substitutionum numerus quasi ipsius
¢ multiplum evadit.

Jam sint 6,, 6, substitutiones ad exponentes ¢, ¢, resp.
pertinentes. Quia semper fieri debet, ut 6% pro ipsius &, valore
apte electo ipsius 6, potentiae aequalis evadat, neque minus 6%
ipsius 6, potentiae; si %, %, exponentes minimos his ﬂuntdi—

Ll ] ] L] t
tionibus convenientes designant, semper esse debet —— — -
1 ]

Quotiente hoe per ¢ expresso, familia # (6,, 6,) omnes t‘—:“- sub-
stitutiones diversas continebit hac in forma contentas

6:0f i<k, k<t
quibuscum aliae formae 6! 6% omnes convenient. Quae ut fa-'
miliam constituant, et poscitur et sufficiet, ut productum quod-
libet in eandem formam reducere sive quamvis substitutionem
07 Gf alii hujusmodi Bi ﬂf‘ aequalem reddere liceat. ;

Generalius duae substitutionum familiae quarum substitu-



24

tiones quaslibet per 6, 6’ designemus earum autem numerum

per [, f'; quia familiam ex e substitutionibus # constitutam
communem habebunt, substitutiones 6 ita

7, ﬂl’h ﬂi%"” ﬂi-.: 7

sive, breviter per J9 repraesentari pnsaunt omnes vero sub-

ff substitutiones

diversae familiam constituent, quando quaevis 9 '3 harum 96’

stitutiones 660’ cum his 36’ conveniunt. Quae

alicui aequivalebit neque ullo alio modo. Semper vero substi-
tutionum numerum ipso %— majorem esse affirmare licet.

Vice versa autem, data familia aliam continente, cujus
membrum generale per 6 designemus, quamvis substitutionem
illius familiae in formam 6’6 sive etiam 66' redigere licet. De-
signante igitur 6, quamvis familiae F (6') substitutionem, %
autem omnes huic cum familia 6 communes, illas omnes in
formam é’q redigere potes. Quoties itaque # (6'), 6 substitu-
tiones communes nisi identicam non implicant, substitutiones 6’
totam familiam # (6') explent.

ARrT. 26. Jam semper familiam -;L substitutionibus affectam
inveniri posse constat. Cujus termino generali per 6 expresso
omnes [NV substitutiones alteri serierum 6, 76 inesse debent, de-
signante 7 substitutionem quandam ad exponentem parem per-
tinentem. Idem quoniam de quavis substitutione %6 affirmare
potes, il omnes, qui ad imparem pertinent exponentem itaque
tota familia, cujus substitutiones generatrices omnes p* ordinis
cycli sunt, designante p numerum primum imparem, in familia 6
continentur. Quare si illorum cyclorum familias diversis ipsius p
|valur1bus respondentes et aequivalentes et %r_ substitutionibus
aﬂ'eﬂtas esse demonstraveris, unam tantum exsistere —-

tutionum familiam simul probatum erit.

5 substi-

Primum vero, quum omnis tertii ordinis cyclus adhibitis
duobus p# ordinis cyclis, neque minus quivis p*# ordinis ecyclus
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per p;l tertii obtineatur, horum cyclorum familia ut illi, quae

omnibus p* ordinis cyclis generatur, aequivaleat necesse est, sive
etiam omnes hae diversis p respondentes familiae aequivalebunt.

Secundo autem postquam usque ad certum ipsius » valorem
probatum esse supposuimus, omnium p* ordinis cyclorum fami-

liam —;l substitutionibus affectam esse, pro sequente etiam va-

lore idem valere theorema, id est, continere illam familiam

1.2.3....(n4+1)
2

semper numerum primum inter n et

substitutiones, comprobemus. Jam exsistere

1 —
"; contentum, n = 6,

inde patet, quod Tchebicheff, quoties @ > 7, talem inter a et
a

- semper inveniri demonstravit. Dato igitur hujusmodi numero
P, cycli pt ordinis » tantum (n + 1) elementornm certis adhibiti
N

5 Substitutiones familiam constituentes generabunt. Omnium
vero cyclorum p*# ordinis ut familiam obtineas, unam certe sub-
stitutionem talem, quam ¢ appellabimus, adjungere debes; ob-
tinebis igitur profecto p . g substitutiones diversas

6, b, c’0,....c" 0.

Jam, quoniam p. -I; > {ﬂ; b . I:, illaque familia in alia (7 + 1)%

substitutionibus affecta contineri debet, cum illa identicam eam
esse concluditur. Quod theorema, quum pro ipsius z= valoribus
3, 4, b facile verificetur, jam generaliter probatum est.

Nullam dari familiam g substitutionibus constitutam, ipso
a contento inter 2 et numerum primum p maximum infra =»
datum, statim sequitur. Quae enim familia quum unum certe
p* ordinis cyclum ¢ non contineret, p . —f} substitutiones diver-
sae *darentur, quod fieri non potest.

Art. 27. Jam utile esse potest scire, quot substitutiones
ad alias omnes generandas necessariae sint, sive cujus ordinis
v 8it familia principalis omnes substitutiones implicans. Primum
vero facile limitem indicere licet, quem numerus » excedere non



26

potest. Designentur enim per y,, ¥4, -+« 73y ¥ Substitutiones
cyclicae ordinum 7, n—1,.... 3, 2, resp., ubi generalifer sub-
stitutio y; eorum, quibus y;, , adhibetur, elementorum ¢ per-
mutat, omnem substitutionem in formam sequentem redigi posse

?: 7:-1 ?’E ?:’
et his expressionibus, si exponentibus omnes qui locum habere
possunt valores tribuuntur, totam substitutionum multitudinem
implicari haud difficile perspicitur. Quo numerum » ipso n—1
majorem esse non posse concludimus. Idem inde sequitur, quod
omnes [V substitutiones obtinentur datis omnibus transpositio-
nibus, hae autem per 2—1 sequentes

(1,2) (1,3) .... (1, n).

Art. 28. Jam, quibus sub conditionibus duarum substitu-
tionum ejusdem ordinis eyclicarnm g, 6 familiae praeter iden-
ticam alias etiam substitutiones communes habeant inquiramus.
Quod quum fieri nequeat, quoties » numerus primus, con-
trarium casum locum habere supponimus. Posito igitur 9 = 6%,
quia ex. gr. £ semper ipsius n divisor haheri potest, [ =ik
esse debere facile invenitur, ¢ quantitate ad — w prima. Tum
substitutionis ¢ loco talis poni potest potentia 3", ubl r ad ipsum
n prima quantitas, ut ejus potentia A’ ipsi 6% aequalis evadat.
Namque necesse est, quantif&tem r ad » primam talem eligere, ut

rk = ik (mod. n) sive r = i (mod. i)
id estr =174 z. Ii, z autem semper ita determinare licet, ut
expressio illa jam ad ipsum — = prima divisorem cum ipso %
communem non habeatf. Quare ab initio substifutionem aequa-

k — g% satisfacere supponi potest. Quum autem 6% m %

k

tioni 9
cyelos digjungatur ¢, ¢,,.... ¢, 7 in eosdem disjungi debet
alio ordine instructos, quaecunque autem horum permutatio sub-
stitutionem # conditionibus satisfacientem praebebit. Quarum

numerus producto 1.2.3....#% major esse non potest.
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Jam sit » = 4 quia neque £ alii quantitati atque 2 aequalis
esse potest, neque ipso 1. 2. 3 pauciores quarti ordinis cycli,
eorum autem tres familiae inveniuntur, duo cyeli quorum fami-
liae nisi identicam substitutiones communes non habeant, eligi
possunt. Qui profecto 4.4 substitutiones itaque omnes gene-
rabunt. Hic omnibus ipsius N divisoribus familiae respondent,
quarum ordinem vel primum vel secundum esse elucet.

Art. 29. Porro sit » =5, simili modo ordinem familiae
_Ig_ substitutiones continentis invenire licet. Namque duorum
quinti ordinis cyclorum 6,, 6, familia, quia nullam praeter iden-
ticam substitutionem communem generant, certe 25 continebit
terminos. Quae si ab illa differret, cyclum quendam quinti or-
dinis 6, non implicaret, familia igitur /' (6,, 6,, 6,) 125 mini-
mum substitutionibus constaret, id quod fieri nequif. Quare %
substitutionum familia secundi erit ordinis. Obtinemus eam
etiam, sumtis cyclo tertii ordinis, alioque quinti; horum enim
familia, nisi illam aequaret, eyclum denuo quinti ordinis non
contineret, quo adjuncto familia deinde orta certe 5. 1D substi-
tutiones implicans in illa —g = 60 substitutionibus constituta con-
tineretur, quod absurdum est. Jam sit ¢, transpositio hac in
familia non inventa, cyclus tertii ordinis ¢, elementa ab ea non
permutata continens in eadem invenitur familia; designante igitur
¢, quinti ordinis eyclum, familia ¥ (e,, ¢,, ¢,) principali aequi-
valet. Quum autem haec: F (e,. c,, ¢,) substitutiones e,, ¢,, ¢

B
generet, illi aequivalebit, sive etiam familia principalis secundi

erit ordinis.

Arr. 30. Designante p numerum primum maximum infra
n datum, %4 autem minimum numerum talem ut p* > %, ordo
familiae g substitutionibus constitutae 4“m excedere non potest.
Erit autem generaliter minor. Posito enim ex. gr. » = p; deno-

tantibus 6,, @,,.... p* ordinis cyclos, substitutionum numerus
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familiae horum quosdam neque alias substitutiones quasi ge-
neratrices continentis ipsius p multiplum, divisor autem numeri
T}. 1.2.3....p esse debet. Sumtis vero numeris d,, d,, 4,,
.... d;, quorum generaliter d, proximum ipso d,._,.p majo-
rem numeri I12.... (p—1) divisorem, d, unitatem de-

2
signet; supposito esse ¢ minimum valorem harom conditionum

diq.p::a-—;?.l.? ciee Py di.p}%.lﬂ N/
alteri satisfacientem, familiae de qua agimus ordo i#m certe
superare non potest, ¢ generaliter ipso £ minore; ex. gr. pro
n = T inveniuntur £ =4, ¢ = 3.

Art. 31. Antequam hanc dissertationem finimus, de me-
thodo etiam, qua sabstitutiones functionibus exprimuntur, ab
ill. Galois, ni fallor, primo in analysin introducta, nostro autem
tempore cl. Mathieu aliisque usitata quasdam observationes affe-
ramus. Data enim substitutione

( 1 2 3 & @ & & ﬂ )
6 _— ’
Tl r‘ T’ T ¥ & [ ] r"

si binos indicesr, s secundum modulum » congruos identicos haberi
convenimus, indices quilibet #, »; in substitutione respondentes
certo modo alius ab alio pendebunt; quare, posito ;= f (?)
(mod. =), substitutionem per symbolum 6 = (¢, f[é]) repraesen-
tare possumus. Quod, ut re vera substitutionem exprimat, va-

lores £ (1), /(2),....[f(n) numeri integri secundum 7 incongrui

5
E_J

esse debent; vice versa, hac conditione soluta, symbolum (Z, f[¢])
certe substitutionem quandam repraesentabit. Post ipsam 6 si
aliam adhibes substitutionem

123 ....n
7}:( ):

S, Sg S5 +00. 8y
1 2 3 ....n )

rsl rS' rsa - & @ @ TS

obtinebis Oy = (

quod, posito s; = f' (i) itaque rg, = f(s;) = ff' (i), per 0p =
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(i, f'[i]) exprimere potes. Quare 6% = (i, f*[i]); pertinente
autem 6 ad exponentem #, pro quovis ipsius ¢ valore integro
erit /*(¢) = 4. Designante f, /', .... quasvis substitutionibus
convenientes functiones, f/” .... quoque tali conveniet, et vice
versa; contra harum functionum quadam nulli substitution1 con-
veniente, neque productum ulli adaequatum esse potest.
Secundum has observationes omnia, quae de ipsarum 6
familiis diximus, sine ambagibus ipsis f applicare, sive posito
6 = (¢, 6 [é]), supra ubique sub signo 6 functionem intelligere licet.
Ponamus igitur ex. gr. 0 (i) = ai + & (mod. »), designante
jam = numerum primum; quoniam @ valorem a cifra diversum
habere debet, n residua incongruis ipsius ¢ valoribus respon-
dentia inter se differunt. Quare omnes hujusmodi funectiones
n (n—1), quia residua pro diversis quidem funetionibus, eodem
autem ipsius ¢ valore diversa sunt, eidem substitutionum diver-
sarum numero adtinebunt. Quae (sec. art. 25) familiam consti-
tuentes ex. gr. generatricibus 6' (¢) = ai, designante a radicem
primitivam, et 6" () =7 + 1 obtinentur; familia autem, quia
05() = d¥i + =1 b
itaque, nisi @ = 1, profecto 6""(¢) = ¢ erit, una ejus substitu-

tionum generari non potest, itaque secundi erit ordinis.

Arrt. 32. Attamen I]BB{':-i{l,- an haec methodus ad difficul-
tates problematum quae in theoria nostra occurrunt, vincendas
commoda sit. Namque et functionem mathematicam cuicunque
substitutioni respondentem inveniri posse demonstratione egere,
et ipsa functionum determinatio tam substitutionibus quam
maxime familiis convenientium summae difficultati obnoxia esse
mihi videtur. Generalissimum vero est supponere, 6 (¢) impli-
cate ipsi ¢ conjunctum esse congruentia

V (i, 6[¢]) = 0 (mod. »)
quam si algebraicam supponimus, in formam
U224+ Uz'"+....+U,_;z2+U,=0
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ubi z pro 6 (¢) positum, coefficientes U autem functiones ipsius 2
integrae sunt, redigere licet. Haec congruentia generalis, quo-
niam et e et ipsius ¢ exponentem maximum in quovis coeffi-
ciente U ipso ¢ (») majorem non esse supponere licet, hanc

alteram induit formam:
r=g(n)

2 u(r} i i F oo S u{r) i+ u(r)) r = 0,
r=0 7 () | 1 ’

in gqua quantitates @ tales eligendae sunt, ut

1) habente ¢ valorem datum, unus ipsius z valor integer
evadat neque plures, 2) percurrente ¢ seriem quantitatum 1, 2,
....n, ¢ eandem quodam ordine seriem percurrat, sive etiam
binae congruentiae diversis ipsius ¢ valoribus respondentes et
ipsi z diversos suppeditent valores. His solutis conditionibus
exstat substitutio (¢, z). TInveniri autem debent tot ipsorum a
valorum systemata, quot substitutiones habentur.

Quod ut exemplo etiam explicetur, simplicissimum casum
n = 3 consideremus. Quum autem congruentia

e,2'+ez+c=0
modulo numero primo 7z, vel duas vel omnino nullam habeat
radicem, congruentia in simpliciorem hanc recedit pro n = 3
(a, +ai+t+a)z=d,"+di+d
quae, quoniam duobus ipsius ¢ valoribus diversi ipsius z valores
respondere debent, et ipsius ¢ respectu linearis supponenda est,
sive erit (a,i +a)z=4d,i+ d.

Deinde pmpfei' conditionem 1) @, + a pro quovis ipsius ¢
valore a cifra differre, sive etiam @, =0, a vero a zero diver-
sum esse debet. Quare posito @ = 1, congruentia in hanc recedit

z2=a,i+ a (mod. 3)
qua, positis pro a,, a omnibus praeter hunc a, = 0 valoribus,
omnes substitutiones pro hocce casu continentur.
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THESES.

Qui quantitates infinitas in numerorum theoriam introduxerit,
magnum quid fecisse.

- Simplices proportiones arithmeticas solam consonantiarum

caugam esse affirmatur.

Jure nondum poscitar, ut vibrationes longitudinales in opticen
admittantur.

In tradenda mechanica ab aequilibritatis scientia initium
faciendum esse.



