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Zu Anfang des Wintersemesters von 1881 bis 1882
wurde von Herrn Prof. Weierstrass im mathematischen
Seminar folgende Aufgabe gestellt:

Es ist nachzuweisen, dass ein Strahlensystem,
dessen Strahlen in einem isotropen Medium die
Eigenschaft besitzen zu eirer Fliche normal zu
stehen, nach den verschiedensten Reflexionen wund
Brechungen in Medien mit beliebiger Wellenfliiche
slets diese Eigenschaft wiedererhilt, wenn es in ein
isotropes Medium surickkehrt.

Bei meinen Bemuhungen, Naheres iber optische
Strahlensysteme zu erfahren, fand ich unter Anderem in
den Monatsberichten der Berliner Akademie der Wissen-
schaften vom Jahre 1860 folgenden, von Herrn Prof.
Kummer dort mitgetheilten Satz:

Jedes unendlich dinne optische Strahlenbiindel
im Inuern eines homogenen durchsichtigen Miltels
hat die Eigenschaft, dass setne beiden Focalebenen
aus der diesem Miltel angehorenden Wellenfliche
des Lichtes, deren Mittelpunkt in der Achse des
Strahlenbiindels liegend angenommen wird, swei Curven
ausschneiden, welche sich in conjugirten Richlungen
schneiden. Auch ist jedes Strahlenbiindel, welches
diese Eigenschaft hat, wirklich optisch darstellbar.

Da Herr Prof. Kummer einen Beweis dieses Satzes,
welchen ich mir erlauben werde als den Kummer’'schen
Satz zu bezeichnen. nicht veroffentlicht hat, so versuchte



ich es, einen Beweis fdr denselben abzuleiten. Hieraus

entwickelte sich die vorliegende Arbeit, deren Inhalt

folgender ist: .

§. 1. Ableitung der allgemeinen Brechungs- und Reflexions-
gesetze aus dem Prinzip der schnellsten Ankunft.

§ 2. Bestimmung «ller gegebenen und zu berechnenden
Grossen als Functionen zweier unabhiingigen Ver-
anderlichen, w, v.

& 3. Ableitung der Bezichungen. welche zwischen zwei
allgemeinen Strahlensystemen bestehen, von denen
das eine durch die verschiedensten Reflexionen
und Brechungen in Medien mit beliebiger Wellen-
flache ans dem anderen hervorgegangen ist.

§. 4. Folgerungen aus dem in §. 3 erhaltenen Satwze fiir
optisch darstellbare Strahlensysteme:

a) Ableitung eines dem Malus - Dupin’schen Satze
analogen Satzes far optische Strahlensysteme in
Medien mit beliebiger Wellenfliche;

b) Ableitung der Bedingung der optischen Darstell-
barkeit eines Strahlensystems.

§. 5. Passende Umformung dieser Bedinguug.

§. 6. Ableitung des Kummer'schen Satzes durch geo-
metrische Deutung dieser Bedingung.

§. 7—10. Aufstellung der Beziehungen, welche bestehen
missen zwischen der Wellenfliche eines Mediums
und einer Flache, deren Normalen ein in dem
Medium optisch darstellbares Strahlensystem bilden
sollen, und Ableitung der Wellenflaiche derjenigen
Medien, in welchen die Normalen jeder Fliche und
nur diese ein optisches Strahlensystem bilden.




§. 1. Das Licht sucht in der kiirzesten Zeit von dem
Pankte P mit den Coordinaten (u,,y,.#,) #20 einem Punkte Q
mit den Coordinaten (v,,4,,2,) 2u gelangen. Der Punkt P
liege in einem Medium, fiiv welches die Geschwindigkeit () des
Lichts in der Richtang (%7,5) sei:

0=0(% L)

Der Punkt Q liege in einem Medinm, fiir welches die Ge-

schwindigkeit {p,) des Lichts in der Richtung (%,,7,,2,) sei:
(’l='ﬂ|(g.:7¢7,1:|)‘

Die Gleichung der Trennungsfliche beider Medien sei:

f(ryy,3)=0.

Der von P nach () gehende Lichtstrahl treffe die Trennungs-
fliiche im Puunkte S- mit den Coordinaten x,y,3.

Hat die Strecke PS=r die Richtung (£2.0) und die
Strecke SQ=r, die Richfung (%,,4,,5,), so ist:

g L% Nt g BB
=T (=T -
r—-: ‘,g(v, ::',)’
1) . wr—u, 3 y—y, . 3—3,
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= . 1 i1 \ =
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VS
wenn ich jetzt wie spiter durch das blosse Zeichen ,,X** andeute,
dass dem hingeschriebenen Summaunden 2 andere Summauden
hinzuzufiigen sind, welche in Bezng anf die y- nud z-Achse die-
selbe Bedentnng haben als das hingeschriebene Glied fiir die
a-Achse, Die Zeit (T) welche das Licht gebrancht um von P
nach ¢ zn gelangen ist:

2) L
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/ T ist eine Function von a,y,5, welche Grossen der Bedin-
guog: f(x,y,2)=0 zu geniigen haben, Soll also T ein Minimum
sein, so bestehen folgende Gleichungen:

. or of . 2T of . o of
3] 31_ J— PE.J‘. -_——0,, 'a.’);- _ f.le—'/ — 0, az -_ HE_;__:O’

wo ¢ ein unbestimmter Factor ist, so dass diese 3 Gleichungen
vur 2 Bedingungsgleichungen zwischen den Bestimmungsstiicken
des einfallenden uud gebrochenen Strahles ergeben. Nun ist z. B.

T 2 4r @ g,
Y 5 =ule) 2 (3)

Unter Benutzung der Gleichungen 1) wird:

2l 5! oL
kA ?j) L " \ e ¥ o 2 o R
erlpt o 2r N ok dyp % 2. e
sl 2!
¢

b) 2 -;-) (1 “ 0. o
C bl e —_—— e LEor '——"71-4
?;‘r( o/ \pg L ) ok A
Aehnliche Ansdriicke erhilt man fiir
2 [ Sy
( )5}_,B nud ,(, A)=)..('
3y \p 22\p

In gleicher Weise erhilt man:

2 P

6) _?_(’:-) __[(‘ RN I ) ,ﬁ]__
a\p,) ~ o, T Taz o ) =R

analog lauten:

2 ?‘.) - 9("1 .
é?, ((;‘. — —ALf und 2\, )=-—ll.(_ R

Aus 5) folgt, dass ist:

2 -
N “ < N 1 ) o . “
AEAdpt =L[(E' - L—?(;E)\; - 32]({19.54_0.{3;);
kl ]

2
VY T - Al - 1 . .
da: Bg=1; ¥EJE—=0; L%d;—,d(a ist, so ist:
S

7 AXAdfos) = ;—.dp—l- p.rl(; ) =0



Ebenso erhiilt man:
Z4,dp,§,) =0,

woraus folgt, dass die Grissen A,B,C, proportional sind den
Richtungscosioussen der Normale der Wellenfliche des ersten
Mediums in dem Puukte, iu welchem der in der Richtung (&7,)
gezogene Radius vector ¢ dieselbe trifft, und dass Analoges fiir
das zweite Medium gilt.

Bildet man mit Hiilfe der Gleichungen 5) X2.4pt so er-

hilt man:

) ] 1 81
\ E=\ — v L) e ¢ t]-x—_-
Yi.Ap [( v aFT .H) 0% 3 13
8.1 al
—n |-(] N Y :) e v @ :]—1
Ny TR ) I
. . 1
8) Also ist: A= T e ebenso ist: 2, n—gmlﬁ

Daher wird jetat:

¢ (,’,‘,)z A a_(g-,_ A
2x\ o YAt ' g:,)_ Xd,0,8

Die Gleichuugen 3) kanu man jetzt schreiben, weil man
sualoge Ausdriicke fiir die Gibrigen Grossen erhilt:

4 4, _°f

Aot T SA,0,%5 Y

9) B o_ B ¥
ZApt Zd,0.8, dy

C C, _

e T er e

Multiplizirt man die Gleichungen 9) resp. mit den willkiir-
lichen Grossen X, ¥, Z und addirt sie, dann kann mwan der End-
gleichnug die Form geben:

YAX (EA,X )= oof
0 (s — )~ (ees — ) -eEx
Wenn man X, ¥, Z als die laufenden Coordinaten ansieht,
s‘
so ist die Gleichung: ﬁ;{ — 1 =0, welcher man aunch die
Form geben kamnn: ¥ 4 (X — p£) = 0,

l*
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die Gleichung der 'Tangentialebene, welche im Punkte
(0E, o7, 0L) an die um den Anfangspunkt als Mittelpunkt
construirte Wellenfliche des ersten Mediums gelegt ist..

W .

Ebenso ist E‘j'i:‘:n;;. —1=00der X4, (N —p )=0
die Gleichung der Tangentialebene, welche im Punkte (o &,
p1 51y 01 &) an die ebenfalls um den Anfangspunkt als Mittel-
punkt construirte Wellenfliche des zweiten Mediums gelegt ist.

Sy 3f

Ferner ist: ¥ \'=0 die Gleichung der durch den An-

fangspunkt geheuden Ebene, welche paraltel ist der Tangential-
ebene, die im Punkte (z,§,2) der Trennungsfliche, in welchem
der einfallende Strahl dieselbe trifft, an dieselbe gelegt ist.

Da die Gl. 10) fiir jedes Werthsystem der X, ¥, Z gilt also
eine identische Gleichung ist, so sagt diese Gleichung aus, dass
“jede der drei Ebenen durch den Durchschnitt der beiden anderen
geht. Man findet daher den ;,;ebroéheuen Strahl iu folgender
Weise: Die Wellenfliichen heider Medien seien um den Anfangs-
punkt O als Mittelpunkt coustruirt. Mav ziehe einen dem ein-
fallenden Strahle parallelen Ladins vector der Wellenfliche des
ersten Mediums, lege in seivem Hndpunkle an dieselbe eine
Tauvgentialebene und durch den P'unkt O eine Ebeue ON, welehe
parallel ist der Tangentiulebene der T'vennungstliiche in dem Puikte,
in welehem der einfallende Strahl dieselbe tritft. Legb man
endlich durch den Durchschnitt ¥beider Ebenen eine Tangentialebene
NM an die Wellenfliche des zweiten Mediums, so giebt der Radius
vector OM nach dem Beriihrangspunkte M derselben die Richtung und
Geschwindigkeit des gebrochenen Strahles an. Die Tungentialebenen
an die beiden Wellenflichen miissen auf derselben Seite vou
liegen, Da fiir die Reflexion ebentulls. - das Prinzip der
schnellsten Aukuoft gilt, so werden auch. fiir- dieselbe die Gl. 9
und die aus ihnen abgeleitete Gl 10 gelten. Jelat ist das erste
Mediom auch als zweites Medimm zu betrachten; es wird also
die Wellenfliche des zweiten Mediums mit der des ersten zu-
sammenfallen. Da aber. die Richtungen des einfallenden und
reflectirten Strahles auf entgegengesetzten Seiten der Tangential-
ebene an die Treunungsfliche, welche hier besser Reflexionsfliche
genannt wird, liegen, so werden hier die beiden TFangential-
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ebenen NL und NM auf entgegengesetzten Seiten von O liegen
mitssen. Kaon man von der Durchschuittsliniec N aus an die
Wellenfliche des zweiten Mediums nach derselben Seite vow
Punkte O mehrere Tangentialebenen legen, so wird der einfallende

Strahl durch Brechung resp. Reflexion in eine entsprechende
Anzabl Strahlen zerlegt.

§. 2. Herr Prof. Kummer hat in seiner Abhandlung iiber
allgemeine Strahlensysteme die Bestimmuungsstiicke eines Strahlen-
systems als gegebene Fuuectionen zweier uvabhingigen Veriinder-
lichen angesehen. Ks ist auch bei der vorliegeuden Arbeit sehr
vortheilbaft alle gegebenen oder zn berechnenden Grossen sich
als Functionen zweier unabhiingigen Varialen u, o gegeben resp.
bestimmt zu denken.

Al]gemeiu MOgeN  wastts Yushty Zaeta die Coordinaten der
Punkte der - Trennungsfliche des sten und (s+1)ten Mediums
bezeichnen und durch die Gleichung:

fs,s+1 Q's,s+l:!fa.a+l:3's,s+i)=O
verbunden sein

Zeshsibs migen die Richtungscosinusse der Strahlen des
Strahlensystems im sten Medium oder, wie ich es kurz bezeichuen
will, des sten Strallensystems bedeuten. Die Wellenflichen
siimmtlicher Medien denke ich mir um den Coordinaten-Anfangs-
punkt als Mittelpunkt construirt, und es sei allgemein die
Wellenfliche des sten Mediumns gegeben durch die Gleichung:
' Or'fs ({!-Eu?s"]u?.ﬁ;)
worin p, den zu dem Strahl (%,,7,,0,) parallelen Radius vector
der Wellenfliche bezeichnet und als solcher in einer gewissen
Zeiteinheit die Geschwindigkeit des Lichts in jenem angiebt. Es
wird angenommen, dass simmtliche Flichen fiir den in Betracht
kommenden Theil keine Singularititen besitzen. Ferner mogen
Aans s("s; ‘As+1yBs-}-laCs+li “'u,H—laBa,t1-lvcs.t{—1 Grﬁsseu bezeichnen,
welche resp. proportional sind den Richtungscosinussen der Normale
der Wellenfliche des sten Mediums, der Normale der Wellen-
fliche "des (s+1)ten Mediums, der Normale der Trennungs-
fliche des sten und (s+1)ten Medinms. Die Linge eines
Strahles im sten Medium sei r,, so dass ist:

1) Vz(wa,-}—l_vva—l l) !
Aus der Deﬁmhlon von r, folgt:
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Laptt = Lg—18 1y ks
2) Yeud1 = Yot + 1y N
ZaaH1 = Za—1p +rely
Die Grossen ry_ye Ys—1m Zs-131 CorYssbostts Seien bereits als
Functivnen der beiden unabhéingigen Veriinderlichen u, © be-
stimmt und zwar flir eiven bestimmten, aus dem sten Strahlen-
systeme herausgenommeuen Strahlencomplex als eindeutige und
stetige Functionen von u, »n; dunn lassen sich die durch
dieselben Buchstaben, aber mit dem wniichst hoheren Index
bezeichneten Grossen, so wie r,, wie folgt, als Functionen von
%, v bestimmen.
Die Gleichung eines Strahles des sten Strahlensystems Juntet:

X— Ly—1,8 — Y— Ya—-1,8 VZ_‘_V';I—I,I
EI Ty = L
Soll dieser Strahl die Trennungstliche des sten und (s+1)ten
Mediums im Punkte (resi19sst1:2sat1) treffen, so muss seiun:

Taptt—%a-ty __ Youtt—Yo-tw _ ZoattZe—1s_
55 9 s o

Aus diesen beiden Gleichungen und aus der Gleichung:
featt({Xast-,¥ssr1120041)=0 der Trennvungsfliche lassen sich nun
Taat-1:Y58+1:25,04+1 8ls Functionen von iy —1es—1.m%—10 £41% 5,55, und
also auch als Functioven von u, v bestimmen. Diese Fuuctionen
werden im allgemeinen mehrdeutige Functionen sein. Fusst man
aber nur die Werthe von zysfi¥fseitsZaatns in's Auge, welche
den Punkten entsprechen, in denen die Strahlen des betrachteteu
Complexes in der Richtung (&,,74.5.) die Fliche f,oi(...)=0
zum ersten Male schoeiden, so kann man wasitlfustnZests 3ls
eindeutige stetige Fuunctionen von », v ansehen. (Der Theil der
Fliche, in welchem die Strahlen, nachdem sie gebrochen sind,
die Fliche zum 2. Male schoeiden, ist als ein Theil der Fliche
fer1a42(c . J=02u betrachten.) Da wyuia1fest1:2s,041, 818 Functionen
von u, v bestimmt sind, so ist damit auch r, als Fuuction von
u, o definirt. Zwischen dem sten und (s--1)ten Strahlensystem
miissen nuw die Gl 9) des vorigen Paragraphen besteheu, welche
in der anderen Bezeichnungsweise jetzt lanten:

A, _ A _
TA.008  TAingeriben tduets
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Die beiden underen sind analog.
afl

ps )
Ag,B,,C; ansehen als gegebene Fanctionen von o, Eqy04 96105053
ebenso sind Ay 1,Bu1,Cors Aaot1iBost1aConir gegebene Functionen
von ('ﬂ—iEs-{-h(’s—‘rl’fs+1vl's-|-l§s+l Tesp  Fustylsef1170,0-41e Da nun
Casbustaibas Toapiolfstnfsts bekannte Functionen von w, v sind,
so werden die Gl. 3 nach Elininiation des unbestimmten g 2. Hela-
tionen zwischen den 4 Grossen popiEetiystnibsta und u, v er-
geben.  Mittelst dieser und den Gleichungen fii1(pst1Eetts

2
Ua1ts1a0st1bspa) = 0 und !§s+l=l lassen sich nun die vier

Da mau fir A4, = setzen lkaun, so kann man

Grossen als Funetionen von w, » bestimmen, Diese Functionen
werden im allgemeinen mehrdeutige Functionen von u, v sein.
Wihlt man aber fiir ein bestimmtes Werthpaar (u,,r,), welches
einem Mittelstrahl des Complexes entspricht, ein bestimmtes der
dazu gehdrenden Werthsysteme von Ost11 Satta% st 19 Sed 1 welches ich
mit ¢,,5.,% 0,0, bezeichuen will, so kaunn man inverhalb gewisser
Grenzen die Differenzen 9,y —0,%41—%,%st1—% srbapr—E, als
Potenzreihen der Differenzen w—u, und v—o, darstellen, und
es wird sich der Bereich der Gultigkeit dieser Reihen auf alle
Strahlen des Cowmplexes erstrecken, da flir diesen die Fuuctionen
¢s 1. 8, w. eindentig und stetig sind, da ferner fiir ihn die Fliche
fsy1="0 keine Singularitiiten besitzt und die Grossen gur1.Evt1,
tstnbst1 nicht uuendlich gross werden. Diese Potenzreihen
definiren dann die Grossen gyi1,fay1,7st1,0s41 als Functionen von
u, ©. Der durch diese Art der Bestimmung gewonneue (s-i-1)ten
Strahlencomplex gehdrt zu einem aus der Zahl derjenigen Strahlen-
systeme beliebig ausgewiihlten, welche ans dem sten Strahlen-
systeme duich Brechung hervorgegangen sind, Zieht man durch
einen festen Punkt zu jedem Strahle des ausgewiihlten (s+1)ten
Strahlensystemes eine dem Strahle parallele Linie, deren Liinge
in eiver gewissen Einheit die Geschwindigkeit des Lichtes in
ihm angiebt, so bilden die Endpuukte dieser Linien eine Fliiche,
welche ich die Wellenfliche des (s+1)ten Strahlensystemes nennen
will, und welche einen Theil oder, wie maun auch sagen kaun,
eine Schale der allgemeinen Wellenfliche des (s+1)ten Medinms
ist. a4 ist der Radius vector dieser Schale.
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Das erste Strahlensystem sei bestimmt durch die Coordinaten
Xo1sfo1s¥e, €ines Punktes, durch welchen ein Strahl hindurch-
geht und durch die Richtungscosinusse %,,7,,(,, dieses Strahles.
Diese 6 Grissen seien gegebene Functionen von », v und zwar
so gegeben, dass sie fiir den ausgewiihlten Strahlencomplex ein-
deutig und stetig sind.  Die Punkte .,,,p4,,2,, Dbilden
eie Fliche, welche die Ansgangsfliche des Strahlensystemes
genavnt wird. Ferner sei die Geschwindigkeit ¢, des Strahles
mit den Richtungscosinussen %,,#,,{, eindeutig durch diese gegeben
und daher auch als eindeutige stetige Function von », ¢ bestimmbar,
Zufolge der vorhergehenden Erdrterungen kanu man npun aus
diesen und den anderen gegebenen Grissen vpach einander alle
vorkommenden Grossen als eindeutige, stetige Functionen von u,
p bestimmen und zwar in der Art, dass der zu einem bestimmten
Werthpaare (v, v) gehdrende Strahl in einem beliebigen der ver-
schiedenen Strahleusysteme demjenigen Strahle im ersten Strahlen-
systeme, welcher zu demselben Werthpaare (w, ») gehort, in der
Weise entspricht, dass er aus diesem durch die verschiedenen
Brechungen und Reflexionen entstavden ist.

Die in der Folge abgeleiteten Sitze gellen auch, wenn,die
Functionen mehrdeutig sind, da die Nothwendigkeit, duss die
Funetionen eindentig seien, nirgend hervortritt. Ieh hube sie
nur deswegen als eindeutig angenommen, um nicht an Stelleu, an
welchen sonst vielleicht Zweideutigkeit entstehen ktunte, gendthigt
zu sein, den Ausdruck zu modificiren oder Zusiitze zu machen,

§. 3. Es sei das nte das letzte Strahleusystem; daun ergiebt
sich aus den Gleichungssystemen 2 u, 3 des vorigen Paragraphen
dass fir s=1,2...n—1 folgende Gleichungen gelten:

Tas 1= 51,5+ Es ¥

1) Wspt1=Ys—1,51s Vs
Zaa+1=Zs—1, +8s 74
A. -4 s-+1 —
X4 s E [] }-“As—]-l()l—i—lgn-l-l F'A'!H-!
X Bg BI+|.
2 - = Ba,s
) 24,05, Edep10saberr (Bt
C, Crt

TA.00Es  TAsr10etibons =#lun
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worin die Grissen 4 solche Bedeutunyg haben, dass die Gleichuagen
bestehen:

XA, d(o, ga)mo
3) E“l:+ld((’n+l Ea—l—!)"_":u

\—‘A 8,61 d\'l's,n+l =0

- Wihlt man als Ausgangsfliche des letzten (rten) Strahlen-

systems  statt  der Trennuogsfliche (x, -1 - 1Sn— 1) des
(r—Dten und nten Mediums eine Fliche (onn41¥nn+13nn+1)
so dass bis zu dieser die Strahlen des nten Systems im nten
Medium die Strecke », zuriick legen, wo r, eine vorliiufig noch
willkiirliche Function von #, o sei, danu bestehen die Gleichungen:

Tyudt = Lu—ta + PnEn
4) Ynptt = Ya—in -+ a n
Bnu41 = Jn—gn -1y zn
Multlphmt man die Gl. 2 pach der Reihe mit day,y,y,
dYesg1s UBss 11 wud beriicksichtigt die 3 te der Gl. 3, so erhilt
man, wenn man das 2 te Glied der linken Seite auf die rechte
Seite bringt:

5) Yo dogta _ EAadasaa
) 4, O Es 2115-!-1('04—1&94—-1
Zufolge der Gleichungen 1 ist:
6) YA, doget =S g dog s N d(rs 8y
Nun ist:
m,d(r,':.)==>;.4,fz(£,a.< ) d(:")_ll,{n,_a S TWINN

oder zufolge der ersten der Gl. 3.
YA, d(r B )=d ( )...4 pats
8

Setzt man dies in Gl 6 ein und dividirt ‘sie durch £4,p,%,,
so erhiilt man:

7 Sidiyy  Edodien, oy (’L’ )
}:A.QUE. EAB('!EI e

Da die Gl. 4 dieselbe Form haben wie die Gl. 1, so ergiebt
sich in derselben Weise:

f'_A dxun l EA- d&' = r
8 ‘+ n n—=1,n -+ (__1)
) Yd.,00k0 YAupata ¢ 0n
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Unter Beriicksichtigung der Gl. 7 lautet nun Gl 5:
YA dore, ( r g) SAH..](&J‘,. st
e — e
9) \‘ s (s -s d Q E-'lu-}-‘.l.{'s-i-l En-rl
Das die Werthe 1,2...n-1 annehmen kann, so reprisentirt
die GL. 7 (u-1) Gleichungen. Addirt man diese zusammnien, so
sieht man dass fiir s=2,3...u—1 sich jedes Glied:

....afl dus_ -1,%

N4 sl Cy
auf der linken Seite gegen ein gleiches Glied auf der rechten
Seite forthebt, und man erhiilt dann:
: X4 dr =ty YA do
l . U N }: ( .‘")-,—,_ n n-—-1,n
0) \—"4'11{’1:-3-1 + s 1'-! s \“]-n{'u:n

Unter Benutzung von Gl 8 kaun man auch Gl 10
schreiben:

._A‘;l dr ar \]: ( Iy ) | udJ -1
1]) ) \' :{’15: - H—l d (’h o —42[|l”|| =-n
rn war bis jetzt eine willkiirliche Function von n, v. Bestimmt
man nun r, 8o, dass
ﬁd”i):dﬁ s =0
s 1 Oy
oder:
12) SERE Y
s-1 s
also gleich einer Constavten wird, so lautet, wenn die Gl 12
besteht, die GI, 11:

¥ d"' L :A n (iu.ll\ll+L“_
16) I "‘*4 (’ gl o Siln{’u&n

Da die GL 13 fur jeden Zuwachs der Variablen u, © also
fir jeden Werth vou d gllt so driickt sie 2 Bezichuugen aus,

welche zwischen dem ersten und letaten Strahlensysteme bestehen.
Zwischen zwei Strahlensystemen, von denen das eine duorech
Brechuvg oder Reflexion aus dem andereu euntstanden ist, bestehen
aber, wie in § 1 hervorgehoben wurde, itberhaupt nur 2 Relationen
mit Auspahme derjenigen, dass entsprechende Strahlen beider
Systeme sich in einem Punkte der Trennungsfliche schneiden
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wiissen. Diese letutere Beschrivkung fillt aber bei mehrfacher
Brechung fort, so dass im allgemeinen zwischen 2 Strahl:usystemen,
von denen das eine aus dem anderen durch verschiedene Brechungen
und Reflexionen entstavden ist, nur 2 Relationen bestehen werden,
und diese werden durch die Gl. 13 ausgedriickt,

Die Gl. 12 giebt an, wie die Ausgangsfliche des 2ten Strahlen-
systemes zu wihlen ist, damit die zwischen den Strahlensystemen
bestehenden Beziehungen iv Form der Gl 13 ausgedriickt werden
konnen,

Die GI. 11 uud die aus ihr abgeleiteten Gl. 12 u. 13 be-
stehen, wie gross auch n sei. Es kann daher n auch oo gross
sein d. h. es kanu das Licht durch nicht homogene Medien
hindurchgehen; deun jedes nicht homogene Medium kann man
sich durch o viele oo schmale Streifen zerlegt denken und jeden
dieser Theile als ein homogenes Medium ansehen.

¢. bezeichuet in einer gewissen Zeiteinheit die Geschwindigkeit
des Lichtes im s ten Medium in der Richtung (£4y%4.5s)s s
den Weg, den das Licht im sten Medium in derselben Richtung

zuriicklegt, also ::«'-' die Zeit, in welcher ein Lichtstrahl das sten

Medium durchléuft, uud daher ,‘E ;"- die Zeit, welche ein Licht-
s-1 L]

strahl gebraucht, um von der Fliche (2,,,40:,5,,) durch die
verschiedenen Medien wvach der Fliche (auu+ 1y¥uu4 1y3un+1)
zu gelangen. Die Gl. 12 sagt daher aus, dass alle Strahlen
dieselbe Zeit gebrauchen, um durch die verschiedenen Medien
von der Fliche (v,,,.,,2,,) zur Fliche (snut1:tfnntisZuntt)
zu gelangen.

Wiihlt man aus dem ersten Strahlensysteme eiu beliebiges
_w diinnes Strahlenbiudel heraus, so entspricht diesem im letzten
Strahlensysteme ein ebenfalls oc diiunes Strahlenbfindel, welches
durch die verschiedenen Brechungen und Reflexionen aus dem
ersten hervorgegangen ist. Legt man nun durch das erste Strahlen-
biindel eine Ebene, welche senkrecht ist zu der dem Mittelstrahl (der
Achse) des Biindels entsprechenden Normale der Wellenfliche des
ersten Strahlensystems (némlich der Normale in demjenigen Punkte
der Wellenfliche, in welchem der zum Mittelstrahl parallele Radiug
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vector der Wellenfliche dieselbe trifft) und betrachtet diese Ebene
als Ausgupgsfliche der Strahlen des Biindels, so ist:

L4,dvy,=0
Soll Gl. 13 und mit ihr Gl 12 bestehen, so muss, da
Yd,0,8, wur oo gross wird, wemn g,--o0 ist, sein: -

X4 n dﬂ"n,n-{-l == 0.

Es ist also als Ausgangsfliche der Strahlen des eut-
sprechenden Biindels des letzten Strahlensystemes ebenfalls
eine Ebene zu wiihlen, welche senkrecht steht zo der der Achse
dieses Biindels entsprechenden Normale der Wellenfliiche des
letzten Strahlensystemes, wnd daher kaun man die Beziehungen
zwischen dem Strahlensystemen in folgender Weise aussprechen:

Ist ans einem Strahlensysteme durch die ver-
schiedensten Brechungen und Reflexionen ein anderes
Strabhlensystem entstanden, und nimmt man an, dass
die Strahlen irgend eines unendlich diinuen Strahlen-
biindels des ersten Systems zu gleicher Zeit durch
e¢ine Ebene gehen, welche parallel ist der Tangential-
ebene der Welleufliche des ersten Strahlensystems
in dem Endpunkte des zur Achse des Biindels parallel
gezogenen Radusvector, so werden auech die Strahlen
des aus diesem Biindel entstandenen unendlich diinneun
Btrahlenbiindels des szweiten Strahlensystems zu
gleicher Zeit eine Ebeue passiren, welche parallel ist
der Tangentialebene der Wellenfliche des zweiten
Strahlensystems in dem Endpuukte des zur Achse
dieses Btindels parallel gezogenen Radius vector.

Dieser Satz driickt auch vollstindig die durch die Gl 12 und
13 gegebenen Relationen ans; denn wihlt man in dem oo diinnen
Strahlenbiindel des ersten Systems statt der Ebene (i, ,,%¢1+¢01)
eine beliebige andere Ausgangsfliche (r',,,'01,2'0,) und
setzt:

g"‘ﬂl=wﬁl*d1'ﬁl; y'ﬁlzyui_—d:'jfl; -E'UJ‘—”fna‘_dl-;l'

Wihlt man ebenso in dem entsprechenden Btindel des Iefzten
Systems statt der Ebene (ynt1/ant12nntt) irgend einve
andere Ausgangsfliche (2, .11,y nnt1:2'nnt1) Und setut:

) "E‘"a"+l == T+t + dn‘-gn; y‘ll,ulrl = Yun1 -1 d'n-"f ny
z‘n,n-]—l == 63'n,n+l +'dn -Cn ’ o
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so ergieht sich in gleicher Weise, wie sich ans den Gl 1 die

1, 7 nroeben
fzJ ||| -y ( )_ _-'A ddul “l](]
\ 1

_,:‘-‘Il{' St —"111’1&1
\‘Au dJ n u+‘ . _Lé- " da: nu-1 . f](-(E-"_
—"]-u ”n sll Eu'l n{’ngn ' } On

Wegen der Lage der Ebenen ist:
S(l Ill&B " :'EA " d}lf,,__“_t,l = 0.

Folglich ergeben die vorhergehenden Gleichungen:
L"Alth.li‘,,vg-d(d_‘).__ ¥4 dx..,,+1 d(d—n)
'\:Alﬁilgi 0, *-A ”nEn On

n ’."

Nuu ist nach dem eben ausgesprochenen Satze: X o =0
. 8- 1 (]
Daher bleibt die letzte Gleichung auch richtig, wenn man
sie schreibt:
¥ | ' o' [ d;*:"r] “;-1 s ?‘|1+dn x4 n dm‘n,u-{-l
~5 ¢ i e e S
—'AIQIEI 0, §--2 Oy On -‘Anpllgu

Nun ist (d,+r,) gleich dem der Fliche (2'y,.'7,:2"01)
entsprechenden r, und (d,--r,) gleich dem der Fliche (2,441,
Y un+ 1200 1) entsprechenden r,, und daher ist diese Gleichung
die G1. 11 nur in etwas anderer Bezeichnungsweise, woraus
folgt, dass darch den ausgesprochenen Satz die zwischen den
Strahlensystemen besteheiiden Beziehuogen vollstindig wieder-
gegeben werden.

§. 4. Die Gl. 11 des vorigen § lautet: _

YA d\'i'nl " s -"Anda‘nu 1
it Sl )= S

Diese Gleichung besteht, wie man auch die Ausgangsfliche
des ersten und letzten Strahlensystemes wihlen moge. Wird
nun das erste Strahlensystem gebildet aus den Strahlen, welehe
von einem leuchtenden Punkte ansgehen, und wihlt man als
Ausgangsfliiche desselben den leuchtenden Punkt, so ist, da der-
selbe keine Ausdelinung besitzt: do,, = dy,,, —ds,, =0,

Dann lautet die Gleichung:

L‘Andfu,u-{—«l _ . {lu 7
1 St (A7)

n@n ﬁm
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Wihlt man r, wieder so, dass wird:

2) ' v =g

s 1 s
wo (' eine Constante ist, so lautet die Gl. 1, da der Nenner nicht
oo wird :
3) I V4 n dﬂ'u,“+1=0

Die Fldachen, welche durch die G1. 2 bestimmt sind, sind
zufolge ihrer Definition so beschaffen, dass alle von dem, das
Strahlensystem erzeugenden, leuchtenden Punkte zm gleicher
Zeit ausgelenden Strahlen zu gleicher Zeit eine jede dieser Flichen
treften, oder dass eine vom leuchtenden Punkt zu irgend einer
Zeit ausgehende Lichtbewegung sich im letzten Medium zu irgend
einer Zeit bis zu eiver bestimmten der durch die Gl. 2 definirten
Flichen fortgepflanzt hat. In dem Kirehhotf-Helmholtz'schen
Sinne wiirde daher diesen Flichen der Nume »Wellenflichen«
zu geben sein., Uw aber eine Verwechselang mit denjenigen
Flicheu, welche ich bisher »Wellenflichen« genannt habe, zn
vermeiden, will ich die durch die Gl. 2 definirten Flichen »>Flichen
gleicher Ankunft« nennen, wo »gleich« im Sinne von »gleich-
zeitige zu nehmen ist,

Vou diesen Flichen sagt nun Gl 8 aus, dass die Richtunys-
cosinusse ihrer Normalen proportional sind mit 4,, B,, C,, und
daher haben wir den Satz:

1) Bei optischen Strahlensystemen sind die
Strahlen gegen die Fliichen gleicher Aunkunft nach
allen Richtungen hin ebenso geneigt, wie die zn ihnen
parallelen Radien vectoren der Wellenflaiche des
Strahlensystems gegen diese.

Hieraus ergeben sich uumittelbar noch folgende Siitze:

2) Bei optischen Strahlensystemen, deren Wellen-
fliche eine Kugel ist, stehen die Strahlen des Systems
normal auf den Flichen gleicher Ankunft.

3) Wenn die Strahlen eines optischen Strahlen-
systems mit »nicht kugelformiger« Wellenfliche die
Eigenschaft besitzen,zueinerFlicheundihren Parallel-
flichen normal zu stehen, welche Flichen ich Normal-
flichen des Systemes nennen will, so kinnen ditke
Normalflichen nie mit den Flichen gleicher Ankuunft
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zusammenfallen. Dies muss aber geschehen bei optischen
Strahlensystemen, deren Wellenfliche eine Kugel ist.

4) Die nothwendige und hinreichende Bedingung
dafiir, dasy ein Strahlensystem in einem isotropen
Medium optisch darstellbar sei, ist, dass seine Strahlen
Normalen einer Fliche siund.

Der erste der ausgesprocheneu Sitze ist ein Analogon des
Malus-Dupin'schen Satzes fiir optische Strahlensysteme in Medien
mit beliebiger Wellenfliche; der vierte eine Erweiteruug desselben
Satzes in so fern, als die Medien, welche das Licht durchlaufen
niuss, bevor es in ein isotropes Medium zuriickkehrt, nicht nar
isotrope oder kristallinische, sondern Medien mit ganz beliebiger
Wellenfliche sein kounen.

Aus der G1. 1 (5. 13) ergiebt sich, dass, wenn das nte Strahlen-
system ein optisch darstellbares sein soll, nothwendig die Grosse:
- :A——A“nd:: ‘::1 - gleich einem vollstindigen Diftferential einer
Function W voun u, » sein muss. Diese Bedingunguug ist aber
auch hinreichend; denn wimmt man der Einfachheit wegen an,
dass das gegebene Strahlensystem direct durch einmalige Brechung
oder Reflexion aus einem Strahleusystem entstanden sei, dessen
Strahlen von einem lenchtenden Punkte ansgehen, und dass dieser
leuchtende Punkt im Coordinaten-Aufangspunkt liege, daun ist
n=2 und die Bedingung lautet:

XA dx,, - aw =d(r. + r,)
As?z"? ¢, ¢,

Da x,,,9,.:%,.:5,0,8, und ebenso ¢, (als gegebenre
Fanction von (£,,%,,0,)) gegebene Functionen der unabhiiugigen
Veviinderlichen u, » sind, so ist dW eine gegebene Grisse. ¢,
welches die Geschwindigkeit des Lichtes in der Luft in einer
gewissen Zeiteinheit angiebt, ist eine bekannte, constante Grosse,

Aus Gl 4 folgt:

5) " ey YO W noch eine w1llkuhrllche Constaute ent-

o, o, halten kann. Ferner ist:
T, =" £ :t;,,=r,'<f,+r,£,
6) y|. =1 ",I’ y93 n,.l.’nlql +r”?9

5, =r 8, s,,=r{ rk,
Eliminirt man aus den 7 Gleichungen 5 und ¢), aus den 7
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gegebenen Functionen von w, » und der Gleichung: Xt} =1
die 12 Grossen: r ,r .0 E % 0,5, 0008 ,5T, 4ol 50%, ; und daon
u und o, so erhilt man die Gleichuog der Trennungsfliche
beider Medien, niimlich eine Gleichung zwischen x .,y ..z ,
Da pun die Tremnungsfliche beider Medien wirklich bestimmt
werden kann, so ist das Strahlensystem auch optisch darstellbar.

8. 5. Ich iindere jetzt etwas die Bezeichnungsweise. Die
Coordinaten der Puvnkte der Ausgangsfliche eines gegebenen
Strahlensystemes seien: a',y',s'; die der Wellenfliche desselben:
x = pk, y =y, 3= 0, wo o der Radius vector ist. Siod damn
A, B, C Grissen, welche proportional sind den Richtungscosinussen
der Normale der Wellenfliche, so lautet die Bedingung der
optischen Darstellbarkeit des Strahlensystems:

n —""l'?}—f:—‘ = dW, wo W eine Function von w, v ist.

Bezeichnet man durch das Vorsetzen von d; resp. du einen
Zuwachs der betreffenden Grosse, fiir welchen das Verhiiltniss:

T :-j: resp. = ¢, oder = r_ ist, so muss auch sein:

2) - gj;a = @i W und —%‘Eil%ii*—‘ W
Da nun dedi W = dida W ist, so ist auch:

0 ()

Fihrt man die Differentiation aus und beriicksichtigt man,
dass ist:
4 Y¥Adiz =0 uond YAdder =0
so lantet, da: XAdidesx = L Adediz ist, und wenn man noch
mit (XAz)? multiplicirt, die G1. 3:
H) XAr¥diAder'—YAder'Ydi A.o=XAoXde Adyor' ~SAdyr XA
Die linke Seite der Gl. 5 kann man schreiben:
6) YdiAdex' (Ao -+ By + Cr) — EdiA.x (Ader' + Bday' -+ Ceaz")
Da die Grossen A4, B, (" proportional sind den Richtungs-
cosinussen der Normale der Wellenfliche, so kann man unter

der Voraussetzung, dass r, und z, von einander verschieden
sind, setzen:
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7 A = diydez —— dpydrz; B = dizdsx — dezdix
C = dyxdsy — deaxdhy

Zieht man im Augdruck 6 die Summen zusammen und qetzt
fir 4, B, C die Werthe 7, erhiilt man:

S Al (oo .y ~rdoy’) (dizdea—dr1doz) + (deo' 2—adee’) (dixdey—deardiy)
oder:
8) YA {dza;['——dlz(m(lzy‘—ytbam‘)——d1y(z¢hw‘—~a‘dgz’)}}

1\ ~dhaf dez(adey —ydox! (+dey(edex' —xdz2") )

Zieht man vom ersten Summanden der geschweiften Klammer
die Grosse:
dsz.dyir(ydas'—zdsy') ab und addirt dieselbe zum zweiten Summanden
hinzu, so lautet der Ausdruck §:

i A | deo[ —Echa(ydaz' —zday ) |+-dra e (ydoz'— 2dy)]
oder:

9) | EdiAdsr—-| dey > dpr! ] YhAdir
wenn man unter dem Zeichen: |...| eine Determinante versteht,
von welcher die erste Reihe hingeschrieben ist und die beiden
anderen aus der ersten dadurch entstehen, dass statt des Buch-
stabens o resp. die Buchstaben: y oder z gesetzt werden.

Die rechte Seite der Gl. 5 geht aus der linken dadurch
hervor, dass man di und &2 mit einander vertauscht. Vertauscht
man daher im Ausdruck 9) di und d: mit einander, so erhilt
man das Resultat der rechten Seite der Gl. 3, jedoch mit ent-
gegengesetztem Vorzeichen, da alsdann z. B, fir A4 nicht
diydez—daydis sondern deydis—diydss also der entgegengesetzté
Werth gesetzt wiire, ebenso fiir B und C, uud da der Ausdruck
in Bezug auf die Grossen 4, B, ' homogen und linear
ist. Bringt mav uun die rechte Seite der Gl. 5 auf die linke,
so lautet sie:

10) — | x dow' | Eey Adr- -—|d~r.L x dux' | X Advx
— | dex x dix'| B Adiz- |dix & diz' | X Adpa=0

Zufolge der Gl. 4) ist: daXddiz=d1EAd2x=0 oder
11) Y Adig= ..:dlAda;’.L"—" —YAdydex
Daher lautet auch Gl. .

YAdidex.(| dzcc du x|+ ' o ﬂ)

+ | dhx' dox x| ZdiA.dix+ | dia! dm'*..cl ZdsAabar=0

Diese Gleichung gilt fiir je zwei vou einander verachiedene
Zuwiichse. :

12)

..2'
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§. 6. Die Gleichung:
13) |dz' dz =z ;=0
lautet, wenn man durch den Index 1 oder 2 den partiellen
Differentialquotienten der betreffenden Gri’sse nach » resp. v be-
zeichnet:

|of -t yr o0 ~bar,e =0 oder:

14) lo*, >, 2|+ |, &y @|-+|o, 2, wH 2, w0, 7:i=0

Da dies eine Gleichung 2ten Grades in r ist, so giebt es
immer 2 reelle oder imaginire Richtungen, welche fiir gleiche
Wurzeln anch zusammenfallen kdonen, fiir welche die G1.13
erfiillt ist. Wiahlt man nuc die Zuwichse @i und d: so, dass
die ihnen entsprechenden Werthe von 7:7, undz, die Wurzeln
der Gl. 14 sind, so ist:

15) |dirt dia: | =0 wnd; |dea’ doa o} =0

und daher musg, wenn die Gl. 12 bestehen soll, entweder:
16) YAdidsr=—Ych Adsa=0

sein oder es ist:

16') | de! dhae |+ |daa' doa | =0

Addirt man zu dieser Gleichung 16' die Grisse:
|deart dogr !+ |dvo' dho o
welche gleich ,0¢ ist nach Gl. 13, so ist Gl 16’
O=|dear’ dpr-hor x| =idha' der-i-chr o

oder:
16") 0= da'+drr' dea+dor > ———4!-@2{“:2:-@—13—"‘— @2{?1—7‘ x|
der+dix T +
_Nun ist = B.: -%Lzm, Ty (T-L—E-——-f—') =dir

wenn man durch d3 einen Zuwachs bezeichuet, welcher dem
r.+ . . :
Werthe: r-——‘—v_.,l-’—— entspricht. Hiernach lautet Gl. 16'):

[dsa'  dsr x| =0,
Diese Gleichung ist aber die Gl. 13, und da, weunn die
Gleichuug nicht ideutisch erfiillt ist, nur 2 Werthe von = der-

“+z

- ..t
selben gentigen kbuvuen, so muss sein: — ;"= ¢

, oder = r,
was ergiebt: 7z =r ,

welcher Fall aber ausgeschlossen ist. T
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Also muss die Gl. 16 bestehen:
o) SAdider=—2d1Adsr=0

Nun ist, wenn die Gl. 15 bestehen, auch stets die Gl 16
- erfiillt, wie wenig auch r, und 7, von einander verschieden sind,
also muss sie ebeufalls fir den Grenzfall ¢ ==c, gelten,

Um die geometrische Bedeutung der Gl. 15 und 16 =zn
wewinnen, denke ich mir das Coordinatensystem parallel verschoben,
so dass der Anfangspunkt desselben in den Punkt O der Aus-
wangsfliiche, dessen urspriingliche Coordinaten ', y', 3' waren,
zn liegen kommt, ferner um O als Mittelpunkt die Wellenfliche
des Strahlensystems counstruirt; daun schueidet der vom Punkte
O auosgehende Strahl die Wellenfliche im Punkte P (=, y, =).
Der vom Puunkte R (da', dy’, dz*) ausgehende Strahl sei RS und
der zu diesem parallele Rudius vector sei 0Q, dann hat der
Punkt @ die Coordinaten: x+dz, y+dy, z+d=.

Die Gleichung der dnreh @, P und 0 gehenden Ebene lisst
sich dann schreiben:

[ X a-tde | -0 oder

17 | X dr x| =0 o _
wo X, ¥, Z die laufenden Coordinaten sind. Ist der Zuwachs d
gleich einem der beiden Zuwiichse di oder d:, welche den
(il. 15 geniigen, so geniigen die Coordinalen von R der Gl 17;
es liegt alsdann B und daher auch der durch B gehende Strahl
RS in der durch OP und 0Q gelegten Ebene; woraus folgt, dass
der dem Strahl OP unendlich nahe Strahl RS den ersteren
schuoeidet, also in einer Focplebeue des unendlich diinnen Strahlen-
biindels mit der Achse OP liegt. Daher liegen, weun die Gl 15
‘bestehen, die dem Punkte P unendlich uahen Puunkte Q der
Wellenfliiche, welche den Zuwiichsen ¢i und d: entsprechen und
mit (1 und Qs bezeichnet seiv mdgen, in denjenigen Richtungen,
in welchen sich die Schuittcurven der beiden Focalebenen des
Biindels mit der Wellenfliche: schneiden.

Die Grlelclmugeu der Tangentialebenen in den Punkten Pund 04
lanten 1esp .

YAX—a)=0 wnd X(4-1dy A) (X—=x -d1w)=0

Beide -Gleichungen zusammen ergeben die Gleichungen -der
Durchschnittslinie beider Ebenen. Wenn man uoter Vernach-
lissigung von unendlich kleinen Grossen 2. Ordnung und uunter

ok
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Beriicksichtigung der Gleichung: TAdir = O statt der zweiten
Gleichung die Differenz beider nimmt, so lavten die Gleichungev
der Durchschnittslinie auch:
BA(X—x)=0 und EdA(X—z)=0

Da diesen Gleichungen geniigt wird, wenn man setzt:
X=0Y=y, Z=1zoder X=1uodur, ¥ = y-+doy, Z=15+ duz
(das letztere weil die Gl. 16 (S. 18) besteht), so liegen die
Punkte P und @: in dieser Durchschnittslinie, und daher sind
die Tangenten PQ; und PQ: coujugirte Tangenten und liegen
als solche in conjugirten Richtungen.

Umgekehrt ist, wenn fiir die beiden Zuwichse di und da,
fir welche die Gl. 15 (8. 18) erfiillt sind, zugleich die Gl. 16
hesteht, die Bedingung der optischen Darstellbarkeit des Strahlen-
systems erfiillt, wie sich aus folgendem ergieht:

Da die den heiden Zuwiichsen di und ds entsprechenden

Werthe 7z, und 7, von 7 = ::—:: Warzeln der Gl 14 (8, 18) sind,
&0 ist:

18) -r,f,___L“" , x| TR L

Ay T, Ty=
FA IR [y r ]
Ferner ist nach Gl. 16:

O—=Ld1 Ader=%(41-+ Ast,)(x,+ o, 7,) oder

19) Sdiz, v, Xdex, -1, 2410, 1 7, ez, =0
Nun ist analog den Gl 11 (8. 17):
20) Ldsx =412, = XAz,

wenn die Doppelindices 11, 12, 22 die entsprechenden zweiten
partiellen Differentialquotienten der betreffenden Grisse bezeichuen.
‘Zufolge der Gl. 20 lantet Gl 19: '
21) —(r, 41, )84, -+Xdiz v 0, Sdex =0
Setzt man hierin die aus Gl 13 folgenden Werthe von
¢, ¢, und ¢ -+r, ein, so erhilt man:
22)(’ xy 2+ |2y, ). EAZ o+t s x| Bdrir |2 2, 0| s, =0
Wiirde man die Bedingung, dass ———————Lg ;:;;
Differential ist, in folgender Weise abgeleitet haben, Es ist:
2Ade' XAz SAzx

TAz YAz i+ ﬂ_d

ein vollstii.ndiges
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Soll dies ein vollstindiges Differential sein, so muss sein:

o O () 2 ()
22) au( SAz /)]  ou\ Tdx

Diese Gleichung ist analog der Gl. 8 (8. 16) und giebt
weiter entwickelt die Gl. 22, welche eben aus der Gl 12 (8. 17)
dadurch hervorgeht, dass man statt der Zuwiichse 4y und d»
die Differentialquotienten nach w resp. v setzt, und daher driickt
auch Gl. 22 die Bedinguug der optischen Darstellbarkeit aus.

Hiermit ist der Kummer’sche Satz vollstindig bewiesen,
welcher lautet:

Jedes unendlich diinne optische Strahlenbiindel
im Innern eines homogeunen, durchsichtigen Mittels
hat die Eigenschaft, dass seine beiden Focalebenen
aus der diesem Mittel angehdrenden Wellenfliche des
Lichtes, deren Mittelpunkt in der Achse des Strahlen-
biindels liegend angenommen wird, zwei Curven aus-
schneiden, welche sich in conjugirten Richtungen
schneiden, Auch ist jedes Strahlenbiindel, welches
diese Eigenschaft hat, wirklich optisch darstellbar.

Man konnte nun auch in der Gl 12 (8. 17) die Zuwiichse
dy und d: so annehmen, dass wird:

EdiAdiz=0 und Ldddex=0;
dann  werden die den Zuwiichsen dy und d: entsprechenden
Richtungen, da jede sich selbst coojugirt ist, nicht einander con-
jugirte Richtungeu sein, wenn man den Fall ausschliesst, dass
beide Richtungen zusammenfallen. Es muss also dann, damit
Gl. 12 erfiillt werde, sein:

[dea’ dhx |+ |d1a’ dax x|=0.

Ich habe jedoch fiir diesen Ausdruck keine geniigend einfache
und hervortretende geometrische Bedeutung gefunden, um dieselbe
hier anzugeben.

Obgleich den Normalflichen optischer Strahlensysteme mit
»vicht kugelférmiger« Wellenfliche also den Normalflichen der
sogenannten irreguliren Strahlensysteme die Eigenschaft verloren
geht, zugleich Wellenflichen im Kirchhoff-Helmholtz'schen
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Sinne zu sein, so scheint es doch der Untersuchuug werth, ob es
tiberhaupt solche irreguliren Strahlensysteme giebt, deren Strahlen
Normalen einer Fliche sind.

8. 7. Dun.es fir einen Theil der Untersuchung sich als
zweckmiissig erweist, den willkiirlichen Veréinderlichen u, v eine
bestimmte geometrische Bedeutung zu geben, so moge ihnen diese
Bedeutung von vornherein beigelegt werden.

Bezeichnet man die Curven der Wellenfliche, fiir welche
% variirt und v eine von Curve zu Curve sich #indernde Constante
ist, als die Curven U’ und die, fiir welche v variirt und » einen
constanten Werth hat, als die Carven ¥, und nimmt man an,
dass die Curven V diejenigen Curven sind, in welchen die mit
der Wellenfliiche couceutrischen Kugeln, dieselbe schneiden und
dass die Curven U die Curven V seunkrecht durchschineiden, so
kann man setzen:

M-
¢
und ferner ist als Ausdruck des rechtwinkligen Durchschneidens
beider Curvenschaaren:

020 = E(oh.(eE)

Zunichst ist:

a) : Lg8—1; BEG=0; X0
Ans der ersten Bedingungsgleichung fiir #, v folgt:
b) T ee=—pts o0, 1_—20 3070, s —0,,=0

Aus der zweiten folgt unter Beriicksichtigung der Gl. « nnd b:
O0—5(—p*E-+pk1).ple=—0ZEE-1 o' ZkE oder:

c) BEEe=0
Ieh setze nun zur Abkiirzung:
d). Iii=Ek; =G
woraus folgt: ‘
o) EhEkn=§F; Zhin=1E

Yisbia=4G1; Yhle=}G:
Aus den Gl. @ ergiebt sich unter Beriicksichtigung der Gl
¢ und d:
Oua(ZEE) JoxXbafy+2EE s oder DEEja—
' O=(BEE =L}k oder EEE;1-=--E .
- O=(TEa)=2t!+XEks oder Likw=—0
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Also ist:

f) YEEe=0 ; XEtu=—F ; L&fn=——0G.
Aus der Gl ¢ unter Berficksichtigung der Gl. ¢ ergiebt sich:
O=(Xtkeh =2 EaEEibn oder Ehiy=—}E
=25 ke )o=Xtpb+EE e oder ZEikwe=—3G1
Also ist:
) Yhin——y4bks ; Xhte—— >0

Es mogen jetzt moch einige Ausdriicke abgeleitet werden,
welche spiter zur Anwendung kommen. Zuniichst sei noch
bemerkt, dass die Fille, dass E oder ( identisch gleich ,,0" sind,
sich selbst ausschliessen; denn es stellt die Gleichung E=0
eine Kegelfliche uud die Gleichung G =0 eine Curve doppelter
Kriimmung dar. Das Verhiiltniss zwischen den Richtungscosinussen
der Normale der Wellenfliche uud den Grossen: A,B,( sei so
gewiihlt, dass ist: «) YApt=1,

Ferner folgt aus: XAd(pf)=0 und den Gl J

?) BA(eBn=ZA(—¢* 1 o%)=0
it ¥ A(piR=Edpta=0
Setzt man:
)} A=LE-rptitabes  B=ly-tptup;  C=A-Hui+vie
£0 fo]gt aus den Gl.: 9,0, ¢ und ¢:
=Y Apk=0A iRt ouZhiba-orXE? oder O==p.rXE! also:
£) =0
Aus den GL: a,d,, ¢ und d folgt ferner:
1= Apk=plXt*+puXtt: oder I=pi also:

ly A=-"-
und endlich aus den Gl.: 2,4,6,8, @ und d:
O=EA(—e*Et 94)—2( E+#§1)(—-@”Ei—ph) oder
O=—EE™-LEh—pup"LEL Xl =—0+ueLE] oder
7 =% und duher lauten die Gl. d:
1) A—l t+ln ; B= f,+i,,1 ; c—- gt

E
wenn die Gleic]mug besteht:
2) L4pt=1



— 24 —

Die Gleichungen zweier durch den in der Richtung (&,,0)
gezogenen Radins vector der Wellenfliiche gelegten Ebenen, von
denen jede noch durch einen in der Richtung (E+di&, 5+div,
E+diE) resp. (Et+drk, 4+-dey, §- d2l) gezogenen Radius vector geht,
- lauten:

| X & ¢t+dhE|=0 oder | XEdh%:|=0 und | XE dek| =0,
Sollen beide Ebenen auf einander senkrecht stehen, so muss sein:
Ydii—Ltdin) (ydel—Lden)=0 oder wenn man auflost:
=L%d Ede S +ECdiydpyy— Enday Sy S— XL e Ly,

Weun man statt jedes hinter das Zeichen ,, 2 hingeschriebenen
Summanden einen anderen, passenderen hinschreibt und die Grisse:
Vi b E=YEdaE. B
zugleich addirt und subtrahirt so lautet die Gleichung:

O=X¢t20 Edp E+E52s oy +XE2d Lot
—EEdp & 51 E—EEhE.yydiy—EE et Leh §

YR EdiEdai—XEdpEXEd E=0
Setazt man jetat: di =8 8z, ; d2&=E-+E7, und dbnliches fir
dyd18yderyd2t, so erhilt man, da Xt*=1 ist:
E(uior, Ja+fe, )— X, ) 2 (G far )=0
Lost man die Klammern auf und beriicksichtigt die Gl. g,
¢ und d (8. 22), erhilt man:
3) E+Gr v, =0
Die Gleichung 3) ist also die Bedingung dafiir, dass fiir je
zwei von einem Punkte der Wellenfliche ausgehende Richtungeu,
fiir welche die ihnen entsprechenden Werthe vo r mit ¢, und r,
bezeichnet sind, die durch je eine derselben und den Mittelpunkt
der Wellenfliche gelegten Ebenen auf einander senkrecht stehen.
Die Bedingung, dass je zwei von cinera Punkte der Wellenfliche
ausgehende ‘Richtungen, fiir welche die entsprechenden Werthe
von ¢ auch mit v, und , bezeichnet sein mdgen, conjugirte
Richtungen sind, lautet nach Gl. 16) des §. 6 (S. 18):
%Eddldzm=EA[ e (o T ,] oder
4) Tdx, (e, -l-'rg) ‘Ax | T EA&’,‘
Nun ist zufolge der Gl. 1) und der Gl b (S. 22).

Bda, ,=EA(u=3( b )@t 2rei)

oder:
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Benutzt man die Gl. g, d, f und ¢ so ist:

Ydx, .:20'"—E—Bg}”*i”{r%Et:"&E(——?E& i pE1)

S, =2A(0=2(7 58 )%t o)

Benutzt man die Gl. @, f und e so ist:
ZA;.L'. ’=:9_1E9& ,
YAw,, ";}:A(QFE)22=E(‘I(; E"‘;-?El )9’%22
oder wenn man die Gl. f und g benutzt:
YA, ,"—“-—-G—?()E G1=§%{2EG*% oGh)

Setzt man die berechneten Ausdriicke in die Gl. 4) ein,
und multiplicirt sie mit 2F, so lantet sie:
5) (—2E* oKy ) o Bz, +r , )—(2EG+pG e, T, =0

§. 8. Schliesst man vorliufig den Fall aus, dass die Gl. 2)
identisch ist mit der Gl. 4), 8o kann man aus diesen Gleichungen
r, und v, als Wurzeln einer quadratischen Gleichung eindeutig
bestimmen. Daher wird es im allgemeinen nur ein Paar durch
einen Radius vector der Wellenfliche gehender, aunf -einander
senkrecht stehender Ebenen geben, welche die Wellenfliche in
Curvenschneiden, die sich in conjugirten Richtungen durchschneiden.
Bestimmt man fiir jeden Radius vector diese Richtungen, so
erhiilt man auf der Wellenfliche zwei neue Curvenschaaren P und
@ in der Art, dass im allgemeinen durch jeden Punkt der Fliche
nur eine Curve P und eine Carve ¢ geht, welche sich- in solchen
conjugirten Richtungen schneiden, dass die beiden durch den
Aunfangspunkt und je eine der Richtungen gelegben Ebenen senkrecht
auf einander stehen. Lassen sich nun Flichen so bestimmen,
dass die Krimmungslinien derselben den auf einer gegebenen
Fliche gebildeten Curvenschaaren P und @ in der Art entsprechen,
dass die Normalen entlang einer Krimmungslivie parallel sind
den nach den entsprechenden Punkten der entsprechenden Curve
P oder @ der gegebenen Fliche gezogenen Radien vectoren, so
bilden die Normalen einer so bestimmten Fliche mit der gegebenen
Fliche als Wellenfliche ein optisch darstellbares Strahlensystems
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denn es wird alsdano von jedem unendlich diipneu Strahlenbiindel
dieses Systems, zufolge der Definition der Kriimmuvgslinien, der
Kummersche Satz erfiillt.

Flidchen von der eben ausgesprochenen, besonderen Eigenschaft
erhiilt man z. B. wenn man setzt:

6) z'=atxd; y=btxB; z'=ci=x(,
wo a'y',2' die Coordinaten der Punkte der Fliche, a,b,c,x Con-

stante, und 4,B,C die durch die Gl. 1) (8. 23) definirten Grissen
sind; denn dann ist:

1 1
1 Sedp'=nd5, ( L )~._—.
) Eda'=xXid QE Eg

1V..., 1. . 1\ . R R . |
= { ct(-(;) g+ o YEdE-d (E) "_Eir-.-E SE(Endu - Badr) [‘uder:

Etdw‘=x{du - LF,E - %’2&& } =0
wegen der Gl f) (8. 23)

2) wegen der Gl. 2) (8. 23): Sda=2dpE=] ist:

YAdx' _ .

—‘—.“A—— ‘AdA=d(x Ag}
also gleich einem vollstindigen Differential und daher nach
Gl 1) des § O die Bedingung der optischen Darstellbarkeit
erfiillt.

Zufolge der Gl. 2) und Gl. 6) ist:
7 :l( il QE) =1 oder .E&(a:'—u)*—"3=p'

Denkt man smh also um einen beliebigen festen Puwkt D),
.dessen Coordinaten: a,),c sind, die Wellenfliche § eines Mediums
constriirt und auf einen in einer beliebigen Richtung (5,7,5)
gezogenen Radius vector p—DE von D eine Strecke: ¢'=DE'
abgetragen, so dass ist: g.p'=2x, so bilden die Punkte E' eine
inverse Fliche &' der Fliche S. Errichtet man in E' senkrecht
suf DE' eine 'Ebene, so liegt zufolge der Gl. 7) der Punkt
(x'y's2") auf dieser Ebene und zwar in dem Durchschnittspunkie
E" der Ebene mit der Linie DE“, welche parallel ist zar
Normale EG der Fliche § im Puaukte E. Bilden ‘die Punkte
B die Fliiche 8§, so.ist, wie aus dem Vorhergehenden ersichtlich,.
~ die Novmale, E'G* der Fliche 8 im Punkte E“ parallel zum
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Radius vector DFE der Fliiche §, also ist auch die Ebene E'E*
Tangentialebene der Fliche §“, und alle Ebenen E'E" hiillen
die Fliche &“ ein. Daher ist die Fliche §' die Fusspunktfliche
der Fliche 8§ uund also 8 die erste negative Fusspunktfliche
der Fliche 5. Mithin haben wir den Satz: :

Die Normalen der ersten, negativen Fusspunkt-
fliche einer inversen Fliche der Wellenfliiche eines
Mediuvms hilden ein in diesem Medium optisch dar-
stellbares Strahlensystem,

Ein solches Strahleusystem geht fir x=0 tiber in ein Strahlen-
system, dessen simmtliche Strahlen sich in einem Punkte kreuzen,
Fiir ein Strahlensystem dieser Art sind die um den Kreuzungs-
punkt construirten Kugeln Normalflichen, und die um denselben
Punkt als Mittelpuokt in den verschiedensten Langeneinheiten
construirten Wellenflichen Flichen gleicher Ankunft.

§. 9. Die Flichen, fiir welche die Gl. 2) des §. 7 identisch
ist mit der Gl 4) oder 5) des § 7 haben zufolge der Be-
deutung der Gleichungen die Eigenschaft, dass jedes Paar durch
den Anfangspunkt gehender, auf einander senkrecht stehender
Ebenen die Fliche in Curven schneiden, die sich in conjugirten
Richtungen durchschneiden.

Fiir diese Flidchen miissen also die Gleichungen bestehen:
8) E=0
—2E* B —2EG—pGh
E = G oder
% (E+EG
V .EG __‘.." ]/-'-E'—-——G --=( oder

9) ' (VE' V@ h=0
- Zuniichst soll die Gestalt der Flichen, welche der Bedingung
E2=0 geniigen, ermittelt werden. '
Die Gleichung der Schmiegungsebenen einer Curve U kann
man schreiben: '

un

| X— 0 (o8 (p¥)u | =0 oder
| X—¢8 —oHolt 20%—2p*+oku | =0
Wenn man die Determinante durch Trennung der 3. Colonne
in 2 zertheilt, von denen die eilie wegen constanten Verhilinisses.
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der gleichstelligen Glieder zweier Colonnen verschwindet, und
dann durch ¢* dividirt, so erhilt man: -
[ X—o% —oftE, B, =0
Addirt man zu der mit % multiplicirten ersten Reihe die
resp. mit 7, oder {» multiplicirte 2. und 3. Reihe hinzu, erhilt
man:
S X—pXtl —pXih--XEE MhEy :
A =0T, Ny =0
g z—ot —ol+G1 ST

Zufolge der Gl.: a, ¢, g (S. 22, 23) und der Gl 8) sind die
Summen der ersten Reihe mit Ausnahme der ersten Summe gleich
#0*, und daher lautet die Determinante aufgeldost, weun man

zugleich mit ]/-(_f— multiplicirt und dividirt:
[]/G( —pt—- %, ) en—(—eL+5)y, )] X (VG_X) =(

Der Ausdruck der eckigen Klammer kann zwar fiir besondere
Werthpaare von u,v aber nicht fiir alle verschwinden, zumal
wegen der Gl, 8) dieser Ausdruck, wie die Ausrechnung zeigen
wiirde, eine wit £ multiplicirte Function von w allein ist. Daher
lautet die Gleichung der Schmiiegungsebene einer Curve U
10) :( _E*_-_X) =0

va
Zufolge der Gl. f und e des § 7 mit Beriicksichtigung der
Gl 8) ist:
YEEe=0 und Z& &=
Ferner ist nach den Gl. ¢ und ¢ des §. 7:
LEta=0 und XE¥=0
woraus folgt: ‘

wo v der Proportionalitidtstfactor ist und eine Function von w, v
sein kann. Numn ist z. B:

-ﬂ-=-£lg(sz)] oder E=p, (z).¢
dhnhehea folgt fir #, und {s. Daher ist:

f rdu
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e di
Vi=ysa-d"™ Vo IF  oder V=" 0

worans folgt:
9. (v) ;

2 3 2 [

"/(Y B UJ) =f§(”‘); VG=f?{(”), ]fG_f;("’)
Da alle durch die Gl 10) definirten KEbenen durch den
Anfangspunkt (den Mittelpunkt der Wellenfliche) gehen, und da
ferner wegen der Gl. 11) die Richtungscosinusse der Normale
einer solchen Ebene nur Functionen von » also unabhiingig von
u sind, so folgt, dass alle Schmiegungsebenen einer Curve I/
zusammenfallen, d. h. dass alle Carven U ebene Curven sind,
deren Ebene durch den Anfangspunkt geht.

11

Nun sind die Richtungscosinusse des vom Punkte (p&,07,0%)
ausgehenden Bogenelementes der Curve V' proportional mit (£)s,
(07)2y (p%)2 oder mit &,7,,t: also gleich den Richtungscosinussen
der Normale der Ebene der durch den Punkt (pk,07,05) gehenden
Curve U, und mithin stehen die Bogenelemente der Curven V,
welche ausgehen von den Punkten einer ebenen Curve U7, senkrecht
auf der Ebene dieser Curve. Daraus folgt:

Liegen 3 auf einander folgende unendlich nahe Curven U7
in den Ebenen I,1I,T1I, welche dann ebenfalls unendlich nahe
an einander liegen und alle durch den Anfangspunkt gehen, aber
sich im allgemeinen nicht in derselben Linie schneiden werden,
und dreht man nun die Ebene I um die Schnittlinie (I1I), bis -
sie in die Ebene II fillt, so beschreibt bei der Drehung die in
der Ebene I liegende Curve U den zwischen den Ebenen I und IT
liegenden Theil der Fliche, so dass sie auch, wenn die Ebenen
I und II sich decken, mit der in der Ebene II liegenden Carve
U zusammenfillt. Ebenso wird der zwischeri den Ebenen II und
III liegende Theil der Fliche von der in der Ebene II liegenden
Corve U beschrieben, weon man die Ebene II um die Schnitt-
linie (ILTII) dreht bis sie in die Ebene III fllt, und so fort.

Zwischen je 2 auf einander folgenden unendlich nahen
Curven U hat also die Fliche den Character einer Rotations-
fliche. Die Gesammtheit der Schnittlinien je zweier auf einander
folgenden unendlich nahen Ebenen, in welchen die Curven U
liegen, hildet eine Kegelfliche. Die Ebenen selbst sind die
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Tangentialebenen dieser Kegelfliche, und das Drehen einer Ebene
um den Durchschnitt mit der folgenden, bis sie in diese fillt
ist dasselbe, als wenn eine Ebene auf dem Kegel rollt, ohue zn
gleiten.

Ist also eine beliebige ebene Curve gegeben, und rollt die
Ebene dieser Curve auf cinem beliebigen Kegel, ohne zu gleiten,
so beschreibt die gegebene Curve eine Fliche: Ey=0; nud jede
Fliiche: FEs=0 kann man sich auf diese Weise entstanden denken.

Ausser der Gl. 8): Ex=0) sollte noch die G1. 9): (VE. VGu—0
erfiillt sein. Diese Gleichung integrirt giebt:

VE V& — f(). Da (Z?tﬂd;‘ ist so kann man sie schreiben:

12) VEu VG (ln==d; fehdr

In der Ebene der durch den Punkt (' (p%, ¢%, 0%) gehenden
ebenen Carve [/ sei, um den Anfangspunkt () ein Kreis mit
Jem Radius ,,1** beschriechen, Diesen schneide der Radius
veetor OC in B. OA sei die Linie, um welche die Ebene un-
endlich wenig gedreht werden muss, damit die Curve den
zwischen ihr und der folgenden unendlich nahen Corve (7
liegenden Theil der Fliche beschreibt. Nach dieser Drehung
mige B in By, (" in (% liegen. Der unendlich kleine Drehungs-

winkel (do) ist von n—.:, unabhiingig also gleich: ¢(1)dr: darn

ist (2C gleich dem Bogenelemente der durch den Pankt €
gehenden Curve T und daher:
BB~V X8 de=V ( dv. .
Bezeichnet man den Winkel 408 nit ,,& so ist anderer-
sens BB:—sin #dyp also:
]/ G do=sind.dp=sin 4. (p(vf)df
Das von (' ausgehende Bogenelement der Carve U sei CCh,
daun ist, wenn der Radius vector 01 den Kreis in By schueidet:
- BBi=V2tldueVE du

andrerseits ist:

X Vs %
BB= -a—urln- also Y Edn _@T[,d"
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Daher lautet Gl. 12):

29 . ,
S du sind.pi)dy = tl-;-- Jde
. a
Sieht man » als Coustante an, so kann man: di = df

a
setzen, und man hat damn cine Differentialgleichung, welche fiir
jede Curve U7 gilt, doch so, dass fiir verschiedene Curven U die
Constanten in der Differentialgleichung andere Werthe haben
konuen. Die Differentialgleichung lantet:

d l..=f,gm&dﬂ oder integrirt:

{

1

-
- =e—hros? oder p= ———
0 b

N 71— T--(‘O.?—n‘}

Setzt man: ii=-l_-e ; l':+|:¢(1—-|r=.‘)
; ¢

wo die Vorzeichen so zn wiihlen sind, dass ¢ und a positiv sind,
dann 1ist

+a(l—e?
13) pE——————— yl—e)

= -
1 f“ecosdd

Dies ist die Gleichung eines Kegelschuittes in Polarcoordi-
naten, deren Anfangspunkt mit einem Brennpunkte und deren
Achse mit der Hauptachse des Kegelschnittes zusammenfillt.
a und e, welche in Bezug auf dieselbe Curve U constant sind,
konuen, weil sie ebenso wie ) und ¢ Functionen von # sein
kounen, fiir verschiedene Curven U7 verschiedene Werthe haben.
Da nun aber aus der Evtstehungsweise der Flichen, welche der
-Bedingung: Fx=0 geniigen, hevvorgeht, dass alle Carven U der
Gestalt nach ein und dieselbe Curve vorstellen und nur in Besug
auf ihre Lage zn der in iliver Ebene liegenden, augeublicklichen
Drehachse 74 verschieden sein kbonen, was aber hier nicht der
Fall ist, da die augeublickliche Drehaehse imnfer mit der Haupt-
achse desKegelschnittes zusammenfallen muss, so folgt, dass: die
Hauptachse des Kegelschuittes immer augenblickliche Rotations-
achse also die Fliiche eine Rotationsfliche ist, entstanden durch
Rotation eines Kegelschnittes um seine Hauptachse.
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Nach der zu Anfang dieses Paragraphen gemachten Be-
merkung ergiebt sich der Satz:

Jede Fliche, welche entstanden ist durch Rota-
tion eines Kegelschnittes um seine Hauptachse, wird
von jedem Paar auf einander senkrecht stehender,
durch einen der beiden Brennpuunkte der Fliche
gehender Ebenen in Curven geschnitten, die sich in
conjugirten Richtungen durchschneiden; und nur fiir
die erwihnten Flichen und ihre Brenupunkte besteht
diese Eigenschaft.

Hieraus und ans dem im §. 8 Gesagten ergiebt sich un-
mittelbar auch folgender Satz:

Sollen in einem Medium die Normalen einer be-
liebigen Fliche und nur diese ein optisches Strahleu-
system bilden, so muss die Wellenfliche des Mediums
eine Fliche sein, die entstanden ist doreh Rotation
eines Kegelschnittes um seine Hauptachse, und ein.
Brennpunkt dieser Fliche muss der sogenannte Mittel-
punkt der Fliiche als Wellenflidche sein.

Von allen -diesex Flichen ist die Kugel die einzige Fliiche,
bei welcher der Mittelpnukt der Fliche mit dem sogenanuten
Mittelpunkt der Fliche als Wellenfliche zusammenfiillt.

§. 10. Gehen wir zuriick aunf die in §. 9 bestimmten Flichen
Es=0, so folgt aus der Bilduugsweise derselben unmittelbar, dass
die Normalen in den Punkten einer ebeneu Curve [/ in dieser
Ebene liegen also mit der Ebene der Curve den constanten
Winkel ,,0* bilden, dass daher die Curven U die eine Schaar
und demgemiss die Curven V die andere Schaar der Krtimmungs-
livien bilden, und dass sich in Folge dessen die Curvenschaaren
immer in conjugirten Richtungen durchschneiden. Da ferner,
wenn man durch den Awnfangspunkt uud durch je eive der beiden
von einem Punkte der Fliche an die Kriimmuungslinie zu ziehenden
Tungeuten Ebenen legt, diese auf eionnder seukrecht stehen, so
folgt, dags bei den Flichen: £:—0 alle Curven P und @ (deren
Bedeutung in §. 8 8. 25 gegeben ist) zusammenfallen mit den
Krammungslinien. Hat also ein optisches Strahlensystem ein
-Fliche Fo=0 zur Wellenfliche und ausserdem Normalflichen, so
entsprechen die Kriimmungslinien einer jeden Normalfliche den
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Kriimmuugslinien der Wellenfliiche, Es entspreche nun eiver
Kriimmungslinie S einer Normalffiiche eine ebene Kriimmungs-
linie § der Wellenfliche. Da die Normalen entlang der Curve 8,
von denen je zwei auf eivander folgende, uueudlich nahe sich
schneiden, parallel sind den nach den entsprechenden Punkten
der Curve & gezogenen Radien vectoren, welche alle in der
Ebene dieser Curve liegen, so folgt, dass alle Normalen entlavg
der Curve &) und mit ihuen die Curve S in einer zur Ebene der
Curve § parallelen Ebene liegen miissen. Hieraus ergiebt sich:
Die eine Schaar der Kriimmungslinien der Normalffichen sind
ebene Curven; die Normalen entlang einer solchen liegen in ihrer
Ebene und daher stehen die von einer solchen Krilmmungslinie
ausgehenden Bogenelemente der anderen Schaar der Krimmungs-
linien senkrecht auf der Ebene der ersteren. Die Fliche hat
also zwischen zwei auf einander folgenden unendlich naben,
ebenen Kriimmungslinien den Charakter einer Rotationsfliche.
Damit einander entsprechende, e¢bene Kréimmungslinien beider
Flichen, der Wellen- und einer Normalfliche, immer in parallelen
Ebenen liegen, ist nothwendig, dass die augenblicklichen Rota-
tionsachsen in entsprechenden Ebenen gleichgerichtet sind. Da
tir die Normalflichen die Beschrinkung fortfillt, dass alle
augenblicklichen Rotationsachsen durch einen festen Punkt gelien
miissen, so bildet die Gesammtheit derselben eine abwickelbare
Flache. Aus dem Vorstehenden ergiebt sich folgender Batz:

In einem Medium, dessen Wellenfliche dureh eine
beliebige ebene Curve dadurch erzeugt wird, dass ihre
Ebene auf einem beliebigen Kegel rollt, ohne zu
gleiten, wird ein optisches Strahlensystem gebildet
von den Normalen nur einer solchen Fliche, die von
einer beliebigen ebenen Curve dadurch erzeugt wird,
ags ihre Ebene, ohne zu gleiten, auf einer derartigen
abwickelbaren Fliche rollt, dass die Berihrungskante
jeder Tangentialebene derselben parallel ist zu der
Bertihrungskante der zu dieser Tangentialebene
parallelen Tangentialebene des der Wellenfliche zu
Grunde liegenden Kegels;

denn es ist die Beriihrungskante die jedesmalige, augen-

blickliche Rotationsachse und es entsprechen sich je zwei Punkte
3
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. in den beiden Curven, welche die Normalfliche resp, die Wellen-
fliiche erzeugen, wenn bei paralleler Lage der Hbenen beider
Curven die in einem Punkte der ersten Curve gezogene Normale
parallel ist dem nach dem Punkte der zweiten Curve von der
Spitze des Kegels aus gezogenen Radius vector.

Die abwickelbare Fliche kann auch eine Kegelfliiche sein,
und es muss dann dieser Kegel dem Kegel der Wellenfliiche
vollstindig gleieh sein.

Schrunpft der der Wellenfliiche zu Urunde liegende Kegel
zu eiver Linie zusammen, o ist die Wellenfliiche eine Rotations-
fliche, deren Rotutionsachse die Linie ist.  Die den Normaltiichen
zu Grunde liegende abwickelbare Fliche wird eine Cylinder-
fliche, deren Seiten gleichgerichlet sind mit der Rotationsachse
der Wellenfliche. Hieraus folgt:

In einem Medium, dessen Welleufliiche eine Rota-
tionsfliche ist, wird ein optisches Strahlensystem
gebildet von den Normalen eiver jeden Fliche, welehe
von einer beliebigen cbeven Curve dadurch erzeugt
wird, dass die Ebene der Curve, obne zu gleiten, aul
einem Cylinder rollt, dessen Seiten mit der Rotations-
achse der Wellenfliiche gleich gerichtet sind.

Da der Cylinder ebeufalls zu einer blosseu Linie (Iogvneruvn
kaun, so folgt weiter:

In einem Medium, dessen Wellenfliiche eine Rota-
tionsfliiche ist, bilden die Normalen einer jeden Rola-
tionsfliche., deren Rotationsachse mit der der Wellen-
tfliche gleich gerichtet ist, e¢in optisches Strahlen-
system.

DPie in diesem aragraphen vorkommenden Flichen sind von
Monge iu seinem Werke: ,,Application de 'unalyse 4 la géométrie"
niher behandelt worden.



Vl ta. .

Kgo, Fridericus Kdwundus Maximilianus Blasendorff, Bero-
linensis natus sum a. d, V., Tdus Octobris a. 1. 8. LV patre
Otlone, culus obilum  praematurum  vehementer lugeo, matre
Clara, ¢ gente Schottky, quam adbue superstitem maxime veneror.
Fidem confiteor evangelicam.  Primis literaium elementis imbutus,
gymnasium Sophianum adii, deinde gymuasiam reale Sophianum,
quod sub auspiciis hwmuapissimi Bertram tem florebat. - Quo in
gymmasio reale [l Bertram et Wangerin ad studium mathe-
maticarum artiom me incitarunt.  Auvctumno a. h. s. LXXVIII
naturitatis testimonio munitus in numerum civinm Universitatis
Fridericae - Guilelmae Berolineusis a Rectore Magnifico Zeller
adseriptus smn.  Clarissmos audivi viros:  Eichler, G. Kirchhoff,
Kummer., Peters, Wangerin, Weierstrass, Zeller. Seminarii
mathematici tria per semestria fui sodalis. Quibus omnibus viris
optime de me meritis, imprimis autem viris [l Bertram,
Kummer, Weierstrass, Wangerin Maximus gratias ago semperqu
habebo.



"Thesen.

Der wathematische Unterricht in den Schulen muss die
Geometrie vor der Algebra bevorzugen.

Nicht Nohili sondern Ampére gebiihrt das Verdienst, das
asfutische Nadelpam‘ zuerst angewendet zu haben.

'I\ntz des Elus{}ruéhs von Wiedemanny uvnd Wiillner ist

.. daran festzuhaﬂ‘.em,c}asa Ampere die jetat allgemein geltende
“Theorle der; M&gh‘ehanung zuerst ausgesprochen hat.
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