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Uber orthogonale Systeme analytischer Funktionen.

Yon

S. Bochner in Perlin,

Einleitung.

Die vorliegende Arbeit bezweckt, das allgemeine Orthogonalisierungsver-
fahren speziell auf analytische Funktionen komplexen Arguments anzuwenden.
Die bei der Aufstellung von Orthogonalsystemen auftauchende Frage, ob
und inwieweit sich willkiirliche Funktionen nach einem derartigen System
entwickeln lassen, laBt in diesem Falle recht einfache Teillosungen zu.
Die Arbeit entstand aus einem Versuch, die von Ritz') und von Herrn
Bieberbach®) angestrebte Approximation der Funktion, welche einen
einfach zusammenhingenden Bereich auf einen Kreis abbildet, durch einfach
zu bildende Funktionen von gewissen Minimaleigenschaften weiter aus-
zubauen. Wie sehr diese Frage mit der unsrigen zusammenhingt, wird
die folgende Darstellung ergeben. Auch das Problem, analytische Funktionen

nach Systemen gegebener zu entwickeln, wurde bereits von den Herren
Faber?) und Fejér?) behandelt.

In jiingster Zeit erschien eine Abhandlung von Herrn Szegé®), in
welcher fiir schlichte, von einer analytischen Kurve berandete Bereiche
dhnliche Resultate erhalten werden. Da aber Herr Szeg 6 von Polynomen

1) Walter Ritz, Uber eine neue Methode zur Losung gewisser Variationsprobleme
der mathematischen Physik, Crelle’s Journal 135 (1909), S. 1—61.
?) Zur Theorie und Praxis der konformen Abbildung, Rend. d. Circolo mat. di
Palermo, 38 (1914), S. 98—118.
3) Uber polynomische Entwicklungen, Math. Annalen 57 (1903), S. 389—408 und
64 (1907), S. 116—135.
¢) Interpolation und konforme Abbildung, Nachrichten der kgl. Gesellsch. der
Wiss. zu Gottingen, Math.-phys. Klasse 1918, S. 319—331.
5) Uber orthogonale Polynome, die zu einer gegebenen Kurve der komplexen
Ebene gehoren“, diese Zeitschrift 9 (1921), S. 218—270.
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ausgeht, die in bezug auf die Randkurve orthogonal sind, sind seine Ansétze
auf allgemeinere, besonders nichtschlichte Bereiche nicht unmittelbar
iibertragbar.

Die bei uns auftretenden Integrationen und Orthogonalisierungen sind
immer in bezug auf die Fliche des Bereiches gemeint, nie etwa auf die
Berandung. Eine endliche oder unendliche Folge in einem Bereich 8
analytischer Funktionen

®o(2)y, @,.(2), @a(2),...
bezeichnen wir als Orthogonalsystem, wenn die Relationen

R 1:=k
(1) if%(ﬂ) q:k(ﬂ)dmz{o i+ h
bestehen (Pkt. 8).

Hierbei lassen wir den allgemeinsten auf einer Riemannschen Flache
gelegenen Bereich zu, also eine schlichte oder nichtschlichte nur aus
inneren Punkten bestehende zusammenhéingende Punktmenge mit Windungs-
punkten endlicher Ordnung. Die Art des Zusammenhanges und die
Beschaffenheit der Grenzpunkte kommen nicht in Frage. Die Funktionen
@ (z) schrinken wir in ihrem Verhalten am Rande nicht ein, sie diirfen
sogar innerhalb B algebraische Singularititen aufweisen. Bel einer solchen
Allgemeinheit eines Bereiches 8 und einer Funktion f(2z) ist aber das
Integral J f(z)f(z)dw kein eigentliches Integral mehr im Lebesgueschen

Sinne. Wir konnen ihm aber einen eindeutigen Wert beilegen, der endlich
oder unendlich ausfallen kann, und der, im Falle, dall die Voraussetzungen
fiir die Integrierbarkeit im Lebesgueschen Sinne vorhanden sind, mit dem
entsprechenden Integral iibereinstimmt. Hat nun bei vorgegebenem Bereich
%8 das Integral 51‘,{!|';“(z)Tz) dw einen endlichen Wert, dann nennen wir f(2)

eine Funktion vom endlichen Typus und den Wert dieses Ausdrucks
wollen wir kurz als das Integral von f(z) iiber B bezeichnen. Wenn
f(z) und g(2z) beides Funktionen vom endlichen Typus sind, dann kann
der Begriff der Integrierbarkeit auf den Integranden f(z)g(z) ausgedehnt
werden, und das entsprechende Integral hat immer einen endlichen Wert,

gemil der Schwarzschen Ungleichheit

(2) [J f(z)g(z)dw|” < J f(2) Hz‘)dmﬂf 9(z)9(z)dw (§1).

Jetzt erst haben die Orthogonalisierungsbedingungen (1) einen unzweideutigen
Sinn, Da fiir unsere Zwecke nur solche Bereiche Interesse haben, auf
denen Orthogonalsysteme existieren, miissen wir von unserem Bereiche
verlangen, daB er mindestens eine Funktion vom endlichen Typus aufweist.
In diesem Falle kann man durch Normierung dieser Funktion ein Orthogonal-



182 S. Bochner.

system erzeugen, das sich auf eine einzige Funktion reduziert. Dal es
aber wirklich Bereiche gibt, die fiir uns ausschalten, iiberzeugt man sich,
wenn man etwa die schlichte z-Ebene betrachtet. Das Linienintegral

z
F(z)= [f(z)dz einer Funktion f(z) vom endlichen Typus wiirde dann

die konforme Abbildung der ganzen Ebene auf einen Bereich von endlichem
Inhalt liefern, was offenbar unméglich ist.

Den (n -+ 1) ersten Funktionen

®o (%), %(?L ooy @u(2)

aus einer orthogonalen Folge ¢ (z) ordnen wir die Funktion zweier
Variablen zu:

(8) K, (8,2)=0,(8)@e(2) + @, (8) @y (2) + ... +,(0) @,(2).

Die nicht negative Funktion K, ({, () besitzt nun die Eigenschaft
fiir jedes System ¢ (2) und jede Zahl n unterhalb einer festen Funktion
F{l) zu liegen, welche iiberall in B bis auf die Windungspunkte einen
endlichen Wert hat., Letztere ist sogar in jedem abgeschlossenen, windungs-
punktfreien Teilbereich von B beschrinkt (§ 2).

Hierauf folgt sofort die Existenz der Funktionen

K, (6,8 =le, @)

=0

und weiterhin von

K,(t,2)=29 (O)o,(2).9

r=0
Hieraus kann man schliefen, dal eine lineare Verbindung
(4) f(2) = € Po(2) + ¢, 9, (2) + €, 9, () + - ..

in B konvergent ist und eine analytische Funktion, sogar vom endlichen

Typus liefert, - sofern nur die Quadratsumme Z' le,|” konvergiert. Fiir |

. =0
die Koeffizienten ergeben sich dann die Relationen
(5) Cy =ff(z)qs,(=)dm und Z]crfﬂzj.f(z)@dm,
, ¥ ' 9

%) Die vorliegende Arbeit steht in engstem Zusammenhang mit der vor kurzem
erschienenen Arbeit des Herrn S. Bergmann, Uber die Entwicklung der harmonischen
Funktionen der Ebene und des Raumes, Math. Ann. 86 (1922), 8. 238—-279. Ich habe
die Bergmannsche Untersuchung in ihren Anfidngen kennen gelernt und bin erst

durch sie zu den hier entwickelten Verallgemeinerungen angeregt worden,
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aus welchen hervorgeht, daB eine derartige Funktion f(z) keine weitere
Entwicklung nach den ¢ (z) mit Koeffizienten endlicher Quadratsumme
zulassen kann. Anders ausgedriickt: die Null ldBt sich nicht durch
Orthogonalfunktionen mit Koeffizienten endlicher Quadratsumme darstellen.
Wenn insbesondere ein System ¢ (z) im Hilbertschen Sinne abgeschlossen
ist, d.h. keine weitere Orthogonalfunktion zulifit, dann kann man jede
Funktion f(z) vom endlichen Typus nach diesem System auf Fouriersche
Art entwickeln (§ 3, Pkt. 11). |

Es existiert zu jedem Bereiche mindestens ein abgeschlossenes Orthogonal-
system. Unter den Funktionen vom endlichen Typus gibt es also eine
Folge solcher, aus denen jede andere durch eine lineare Verbindung hervorgeht.
Es ist nicht entschieden, ob es nicht Bereiche gibt, fiir welche es nur
endlich viele oder nur eine einzige lineare unabhingige unter diesen
Funktionen gibt; d. h. die Anzahl der Funktionen eines abgeschlossenen
Systems wiare dann endlich (§ 4, Pkt. 14—15). Fiir einen einfach
zusammenhédngenden Bereich gibt es immer unendlich viele unter unseren
Funktionen.

Wenn man sich die Aufgabe stellt, unter allen Funktionen, die sich
nach einem System ¢ (z) ableiten lassen und die im Punkte { den Wert
ems annehmen, diejenige ausfindig zu machen, welche das kleinste Integral
iiber B besitzt, dann erhdlt man als Losung der Funktion

Ky (& 2)
“"F(‘C’EJ K& 0
TP-

Ihr Integral iiber B betrigt . Selbstverstéindlich hat das Problem

U; c)
nur dann einen Sinn, wenn I{ »(C, ) von Null verschieden ist. Sonst
gibt es ndmlich gar keine lineare Verbindung der ¢ (z), die in { von Null
verschieden wire, also insbesondere den Wert eins annihme. Solche
Ausnahmspunkte diirfen sich aber, wie man leicht einsieht, nirgends im
Innern von B héufen. ¢ darf aber auch unter Umstinden kein Windungss
punkt sein, weil in solchen K, (¢, {) unendlich werden kann. Die Minimal-
funktionen Wy (¢, 2) und A,({)=1:K,({, ) werden approximiert durch
die Funktion w, (¢, z) und 4, (&)=1:K, (¢, ), welche die erwiinschten
Mmmalmg&nachaften in bezugaufdaa redumerteSystem ®o(2), @1(2),4..,9,(2)
besitzen. Nimmt man ein abgeschlossenes System, dann liefern die Funk-
tionen w, (¢, 2) und A, ({) -die Losung unseres Minimumproblems, wenn
man alle moglichen Funktionen vom endlichen Typus, die in ¢ den
Wert eins annehmen, zuliBt. Folglich sind die Mlmmalfunkbmnen ein-
deutig, also unabhiingig von der Wahl des Systems. Allé abgesehlnasenen

| Systeme haben demnach einen gemeinsamen Kern, den mr mlt K (C 2)
bezeichnen (Pkt. 10, 12, 16). |
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Im Falle eines einfach zusammenhidngenden Bereiches liefert w (¢, z)
die Ableitung derjenigen Funktion, welcher unter allen im Punkte ¢
winkeltreuen, im weiteren Sinne konformen Abbildungen (¢ darf nicht
Windungspunkt sein!) diejenige mit kleinstem Flacheninhalt entspricht.
Aus der Moglichkeit der Kreisuniformisierung eines einfach zusammen-
hingenden Bereiches folgt aber, wie Bieberbach bemerkt hat (l. c.), daB
die Minimalabbildung mit eben der Kreisabbildung identisch ist, indes ist
es mir nicht gelungen, aus der Minimalabbildung der Kreisuniformisierung
aufs neue herzuleiten.

In § 5 werden einige Beziehungen von Orthogonalsystemen zueinander
besprochen.

Zum SchluBl werden 1m § 6 alle voraufgehenden Betrachtungen noch
einmal durchgegangen, aber nur in bezug auf solche Funktionen vom
endlichen Typus, welche keine algebraischen Singularititen in B aufweisen,
also durchweg innerhalb 8 endlich sind. Die Ergebnisse sind ganz analog,
auch das Minimumproblem 1laBt eine &hnliche Losung zu.

Hervorzuheben ist, dall die Kernfunktion K, ({,{) auch in den
- Windungspunkten endlich und sogar fiir alle Systeme beschrinkt bleibt.
Zur Frage der konformen Abbildung einfach zusammenhingender Bereiche
ist noch zu bemerken, dall die durch die jetzigen Funktionen vermittelten
Abbildungen 1m engeren Sinne konform sind, also einen Windungspunkt
in einen Windungspunkt von nicht niederer Ordnung iiberfiihren. Und

das so gestellte Problem der Abbildung auf einen Bereich von minimalem
Inhalt laBt eben eine eindeutige Lésung zu.

Es seil noch erwihnt, dal man andererseits die angefiihrten Resultate
nach einer anderen Richtung hin sehr erweitern kann. Denkt man daran,
daBl die analytischen (eigentlich harmonischen) Funktionen aus den Losungen
der Laplaceschen Differentialgleichnng 44 = 0 bestehen, dann kann man-
die Entwicklungssitze dahin deuten, daB zu jedem vorgegebenen Bereich,
die Losungen, der Laplaceschen Differentialgleichung ein ,,Fundamental-
system‘ besitzen. Dieses Resultat kann auf die allgemeinsten linearen,

homogenen, partiellen Differentialgleichungen iibertragen werden. Niheres
dariiber soll eine weitere Arbeit bringen.

§1.
Einfithrung eines uneigentlichen Integrals.

Es sei ein zusammenhingender, offener Bereich und eine daselbst
definierte stetige nicht negative Funktion des Ortes vorgegeben; dann

wollen wir in eindeutiger Weise festlegen, was unter dem Flichenintegral
dieser Funktion iiber den Bereich zu verstehen ist,
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1. Vorerst eine Hilfsbetrachtung. In der z,y-Ebene sei eine ganz im
Endlichen gelegene offene Punktmenge 8 gegeben. Eine gegen B konver-
gierende Folge abgeschlossener Teilmengen von B:

B,,B,, By, ...

von denen jede ganze innerhalb aller folgenden gelegen ist — von denen
also je zwel eine von Null verschiedene Rénderentfernung haben —, nennen
wir eine Ausschopfungsfolge von B. Ausschopfungsfolgen lassen sich immer
herstellen (9B, bestehe etwa aus allen Punkten von ¥, welche vom Rande
eine Entfernung > e _haben, und e, > e, >¢; ... —>0).

LiaBt man einen Punkt P den Rand von ﬂ_ik durchlaufen, dann hat
seine Entfernung vom Rande von B : %, (P) ein Maximum und ein Minimum

(6) P, und g, P, = o,
Es ergibt sich

(7) 0 = 0g = 03 ++« —> 0.
Wir behaupten nun:

(8) lim P,=0,

mithin auch lim P, =0, und um so mehr ¢ = 0.
Y= 0

Wir ziehen jetzt die Komplementirmengen aller unserer Punktmengen
in bezug auf ein geniigend grofles Quadrat hinzu:

(9) CB,>CB,>CB, ... - CB.

Die C®B, sind offen und je zwei unter ihnen haben eine positive Rénder-
entfernung. Nach Voraussetzung gibt es auf dem Rande von C%®, einen
Punkt P,, der vom Rande von B eine Entfernung P, hat. Hieraus kann
man auf die Existenz eines Punktes @, schlieBen, der sowohl in B als

auch in OB, gelegen ist und vom Rande eine Entfernung > Z—"‘ hat. Diese

Punkte hiufen sich in mindestens einem Punkte. Ware nun lim P > 0,

dann lige mindestens einer dieser Héufungspunkte innerhalb 5 — wir
nennen ihn @ — fiir den gilte -

im P,
(10) E(Q)=5"".

Wir suchen jetzt aus der Folge @, eine gegen @ konvergierende Teil-
folge Q; heraus, |

(11) Q—Q.
Die entsprechenden GroBen |
E;: Cﬁ;! P;".I lg;'

Mathematische Zeitschrift. XIV. 13
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erfiillen auch simtliche Gleichungen (6) bis (9). Die Punkte Q;, Qs, Qs .. .
liegen samtlich in C E;, thr Héaufungspunkt @ ist demnach ein Punkt
aus CB;. Ahnlich schlieBt man, dall der Punkt @ in jeder Menge C B ge-
legen ist. Q ist also Punkt von C9B; kann also insbesondere nicht inner-
halb B liegen und Ungleichung (10) erfiillen. Die Annahme lim P, > 0
fiihrt also zu einem Widerspruch.

2. Es se1 jJetzt innerhalb B eine stetige nicht negative Funktion
p(z,y) = 0 definiert. Die Integrale

[p(z,y)do

By
existieren, wachsen ihrem Zahlenwerte nach monoton mit n, streben also
einem endlichen oder unendlichen Limeswert i zu.

Nimmt man jetzt dieselben Integrale iiber eine andere Ausschopfungs-

folge B,, und bezeichnet man den entsprechenden Limes mit I, dann
besteht die Gleichung

(12) i=1.

Man greife die Punktmenge B, heraus. Die den Zahlen o, und P,
entsprechenden GroBen wollen wir mit r, und R _ bezeichnen. Aus R —-»0
folgt, dall man bei festgehaltenem k eine Zahl » wihlen kann. fiir welche
. rk ; Pﬁ'
Hieraus folgt sofort

8,>B,, [p@y)do2[p(z,y)do,
B

By
also umsomehr:

iz [p(2,y)dw.
By

Weil aber diese Ungleichung fiir jedes k£ richtig ist, folgt

A=
Ebenso schlieit man aber
AZ1l, also [=1.

Wenn die so erhaltene, von der Wahl der Ausschopfungsfolge unabhéingige
Zahl 4 endlich ist, nennen wir p(z,y) integrierbar, und diese Zahl ist
dann der Wert des Integrals. Da es immer Ausschépfungsfolgen gibt (Pkt. 1),
léBt sich die Integrierbarkeit immer entscheiden. Ist p(x,y) auch am
Rande von %8 stetig, dann haben wir es mit einem einfachen Lebesgueschen
Integral zu tun.

Fiir die Integrierbarkeit ist insbesondere notwendig und hinreichend,
daB das Integral von p(x,y) iber jede abgeschlossene Teilmenge von B
nach oben beschrinkt ist. Hieraus konnen wir schlieBen, daB eine iiber B
integrierbare Funktion auch iiber jede Teilmenge von B integrierbar ist,
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und daB eine iiber B und B’ integrierbare Funktion auch iiber B + B’
integrierbar ist, und das Integral sich aus der Summe der beiden Integrale
iiber B und B’ zusammensetzt. -

3. In Punkt 1 und 2 war es wesentlich, dall die betrachteten Punkt-
mengen ganz im Endlichen gelegen waren. Diese Einschrankung wollen
wir jetzt fallen lassen, Die Ausschopfungsfolgen definieren wir wie in

Punkt 1, wir verlangen nur noch, dall jede einzelne Ausschépfungsmenge
beschrankt bleibt. Die Integrale

fp(z,y)dw
Bn
haben wiederum einen endlichen oder unendlichen Limes.
Um die Unabhangigkeit dieser Zahl von der speziellen Wahl der
Ausschopfungsfolge darzutun, fithren wir eine Folge konzentrischer Quadrate

Qla Qﬂ: Q:;! R
1,2,3,...

mit den Seitenlingen

ein. Die Punktmengen

(121) Drs = 'g-r Qal ‘Du = EBQ.!

erfiilllen die Voraussetzungen von Punkt 1 und 2, fiir sie liBt sich also die
Integrierbarkeit von p(a,y) entscheiden. Wenn wir nachweisen, daB
(13) lim [ p(x,y)do=1lin [p(z,y)do,

=% g, §=% Dy
dann sind wir fertig, weil doch die rechte Seite von (13) von der Aus-

schopfungsfolge unabhdngig ist. Alle in Punkt 2 entwickelten Sitze iiber
den Kalkiil mit unserem Integral gelten dann auch fiir die allgemeinsten
offenen Punktmengen.
Wir haben noch Gleichung (13) zu beweisen. -
Bei festgehaltenem s konvergiert D, gegen D , und durch Verkleinerung
jeder der Punktmengen D, kann man eine Ausschépfungsfolge von D,
herstellen., Weil aber jedenfalls D , << D , konnen wir schlieflen

(14) lim [p(z,y)do=[p(z,y)do.

. T7->® Dry Dy
Weil ja jedes D, in B, gelegen, ist nach Hinzuziehung von (14)
(15) lim [ p(z,y)dw > lim [ p(z,y)do.

r>® g g+®

Jede Menge B, ist aber wegen ihrer Beschranktheit in einem ge-
wissen @ , also auch D, enthalten. Hieraus

(16) lim [p(z,y)do<lim [p(z,y)do.

F - ;E,_ §+= n,
Aus (15) und (16) folgt dann Gleichung (13).
. 13*
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4, Wir wollen jetzt endlich in unserer Definition des uneigentlichen
Integrals denjenigen Schritt vornehmen, auf den es uns wesentlich ankommt.
Wir wollen nimlich den allgemeinsten Bereich, wie er in der Funktionen-
theorie vorkommt, betrachten. So ein Bereich liegt in einer abzihlbaren
Folge von Riemannschen Blattern und besitzt im Innern Windungspunkte
endlicher, aber beliebig hoher Ordnung, die notwendigerweise in hochstens
abzahlbarer Anzahl auftreten kénnen. Um das Integral von p(z, y) iiber B
zu bestimmen, zerlegen wir den Bereich in eine Folge von Punktmengen,
von denen jede den Durchschnitt des Bereiches mit einem einzigen Riemann-
schen Blatt ausmacht Diese Zerlegung ist eindeutig. Jede dieser Punkt-
mengen kann durch eventuelle Fortlassung einer Nullmenge innerer Punkte
des Bereiches — was an dem Werte des Integrals von p (z,y) iiber B
nichts dndern kann — zu einer offenen Punktmenge gemacht werden, die
unter Punkt 3 féillt. Die Summe der Integrale von p (z,y) fiiber jede
einzelne Punktmenge bezeichnen wir als das Integral von p(x,y) iiber B.
Man kann nun nach verschiedenen Methoden (Poincaré, Koebe) jeden
Bereich durch Bereiche ausschopfen, von denen jeder ganz im Endlichen
und in nur endlich vielen Blattern gelegen ist. Uber jedem Bereich einer
solchen Ausschopfungsfolge existiert das Lebesguesche Integral und man
kann ganz éhnlich wie in 3 nachweisen, dal} der Limes der Integrale iiber
eine Ausschopfungsfolge mit dem eben festgesetzten Wert des Integrals
iibereinstimmt. Beim Beweise spielt die Vereinigungsmenge der n ersten
Riemannschen Blitter dieselbe Rolle wie das Quadrat @ in 3.

5. Wir wollen noch eines bemerken. Wir haben bisher stets voraus-
gesetzt, dal die Funktion p(z, y) durchweg in B stetig ist. Die siamtlichen
Betrachtungen iibertragen sich aber sofort, wenn p(x,y) in einem Punkte
unéndlich gro wird und das uneigentliche Integral der Funktion p (z,y)
iiber eine kleine Umgebung des Punktes im Cauchyschen Sinne existiert.

6. Es haben fiir uns im folgenden nur solche Funktionen p(z,y)

Interesse, welche das Quadrat des absoluten Betrages einer in 8 analytischen
Funktion

17 f(z) =1, (z,9)+if, (z,9)

sind. Im allgemeinen werden wir fiir f(2z) sogar isolierte Singularititen
in § zulassen, wenn nicht das Gegenteill hervorgehoben ist. Bei fest-
gehaltenem Bereich B nennen wir die Funktion f(z) vom endlichen Typus,
wenn das Integral

J [(#)f(z)do

einen endlichen Wert hat, und den Betrag dieses Integrals wollen wir kurz
das Integral von f(z) iiber B nennen.
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Wir wollen noch gleich feststellen, welche von den zuge]assen&n Singu-
larititen mit der Forderung nach der Integrierbarkeit von f(z)f(z) ver-
traglich sind. P sei ein Punkt in B, etwa k — 1-ter Ordnung Wenn [f(z)
vom endlichen Typus sein soll, mull das Integral von f(z}| , genommen

iiber eine geniigend kleine kreisformige Umgebung K des Punktes P exi-
stieren. Im Punkte P lasse f(z) die Entwicklung

(]8) Zﬂ“(ﬁ—f)

il=—o

zu. Fiir das Integral
(19) [ f(z)f(z)dzdy
kann, wenn man die Substitution

(20) 72— =2k, 2’ =rcosqe 4 irsme
macht, schreiben:

(21) k’ fdrfd-:p Z{LH (rrcosmq 4 ir*sinne)

ﬂ."‘—‘T

Tﬂ'k—-l

sofern man sich das Integral in (19) in der urspriinglichen Windungsfliche
1 1

iiber einen Kreisring mit den Radien 7 und fruF erstreckt denkt. Fiir (21)
konnen wir schreiben:

Ek+2ﬂ 2k+2n

e T iﬂrl T 2 Ta
(22) & 12“" | 2;;_4_”'"2” —k H%‘J{'“’ﬂ’- ik;ﬁﬁ+k 7| @] lng;;—,

Wir lassen r, gegen Null abnehmen. Wir erkennen, dall das Integral nur
dann im Cauchyschen Sinne existiert, wenn die Koeffizienten a,, deren
Indizes < — k sind, verschwinden, Es kommen demnach von den negativen
Potenzen nur die k — 1 ersten in Betracht. Die Funktion kann also hochstens
in den Windungspunkten Singularititen besitzen und zwar in einem Win-
dungspunkt k — 1 -ter Ordnung einen Pol héchsens k — 1-ter Ordnung. Solche
Pole kénnen aber auch wirklich auftreten.

Wir konnen dies Resultat auch anders ableiten. In einer kreisférmigen
Umgebung K von P kénnen wir jedenfalls eine Funktion

==f f(2)dz

eindeutig festlegen. Die Funktion F (z) liefert eine (im weiteren Sinne)
konforme Abbildung der kreisformigen Umgebung und das Integral

Jr@)f(z)d
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liefert den Flacheninhalt dieser Abbildung. Damit dieser Inhalt endlich
wird, mufl F (2) auch in P selbst analytisch sein, und

)= 448

darf nur von besagter Art unendlich werden. Wir lassen aber deswegen

diese Singularititen zu, um alle Fille konformer Abbildungen miteinzu-
begreifen.

7. f(z) und g(z) moégen zwei Funktionen vom endlichen Typus sein.
Dann existiert auch das Integral

ff(z)g dm

in dem Sinne, daB der Wert dieses Integrals iiber eine Folge von Aus-
schopfungsbereichen einem von der Ausschopfung unabhingigen Limes zu-

strebt. Denn in Anlehnung an (17) konnen wir, falls B’ ein abgeschlossener
Teilbereich von B ist, schreiben:

_ff[z z}dm_ffl(:t: 1v)g, (z,y)dow + ffgg,_,dm ij:fﬂgldm-—ij:flggdm
oY

Jedes dieser Insegrale kann als Differenz zweler Integrale positiver
Funktionen geschrieben werden:

ffmgndm = '.:-J‘(fm + g“jﬂ do — '}J‘(fm T gﬂ)‘ﬁ dw ’
B B v’

von denen jede gemdB der Schwarzschen Ungleichheit

.[(fm+ﬂ'n)?dﬂ’§2.[fﬁdw+2fg:dw
a] B 1)

integrierbar ist.

Es besteht die Schwarzsche Ungleinhheit'
(23) \I f(2)g(z)do| f::f f(2)f dmfg(z )g(z)do

Wir konnen jetzt den Satz beweisen:

Satz I. Eine lineare Verbindung endlich wvieler Funktionen vom
endlichen Typus liefert eine Funktion desselben Typus.

Es set namlich

m,n=0

(25) f(z) =cofo(2) + ¢, 1, (2) +... 4 ¢, fi(2)
und B’ <B, dann ist
(25) ff(z)f(z)dm ‘HZE ::,.Jf 2)f. (z)dw.
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Rechts kann man fiir jeden Summanden zum Limes B'— B iibergehen;
hieraus folgt, daBl f(2z) vom endiich&n Typus 1st und die Gleichung

(26) [ f(2) szm Z’c t:,.ff (2)f,(z)d

1]
H m, n=0

richtig ist.
§ 2.
Der Hauptsatz iiber Orthogonalfunktionen.

8. Wir legen einen Bereich B zugrunde, von dem wir nur verlangen,
dal er mindestens eine Funktion w(z) vom endlichen Typus aufweist.
B, bedeute ein fiir allemal den m-ten Bereich einer Ausschopfungsfolge.

Es sei jetzt eine endliche oder unendliche Folge von-Funktionen vom
endlichen Typus:

(27) Po(2), Py (2), 9a(2),
gegeben, und zwar moge genau

sein. Nach Punkt 7 hat dann das Integral

[ 7i(2)9,(2)do» (i 4+ k)
einen Sinn, und zwar soll es genau den Wert Null haben, also
(28) J 2R (2)do = e

Dann wollen wir das System ¢ (2) ein Orthogonalsystem nennen. Aus
der Voraussetzung folgt die Existenz mindestens eines Orthogonalsystems.

9. Wir greifen aus (27) die n -+ 1 ersten Funktionen heraus und
bilden aus ihnen die Funktion zweier Variablen:

(29) K, (£,2)=@o(0)po(2) + ¢, (8) @, (2) + .. + 9,.(8) @ (2)

Insbesondere wird uns die nicht negative Funktion

=2]'§F’i(‘f)lﬂ

) =0
Interessieren.

Satz II. Die Funktion K, ({,{) liegt bes jeder Wahl des Systems
?v(2) und jeder Zahl n unterhalb einer festen Funktion F ((),

(30) K, (6,8 S F(2),

welche in allen Punkten , die keine Windungspunkte sind, einen end-
lichen Wert annimmt.
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Die Funktion F () 1st sogar in jeder Teilmenge von B, welche von
allen Rand- und Windungspunkien eine von Null verschiedene Eni-
fernung hat, beschrankt.

Sind an der Stelle { (kein Windungspunkt!) die Funktionen
?o(2), @, (2); -..5 @,(2) sédmtlich gleich Null, dann ist K, ({,{)=0,
also sicherlich beschriankt. Sonst betrachte man die Funktion

Ky (£, 2)
(81) wy, (£:2) = g g

Nach Satz 1 ist sie vom endlichen Typus und nach (26) betréagt ihr
Integral

(32) :

l-p,,@) = Ky (5,0)"

Wir sind mit dem Beweis fertig, wenn wir nachweisen, daB 1, ({) nach
unten beschrinkt ist.

AT"(Z: ) ist das Integral einer Funktion, die an der Stelle ¢ den
Wert 1 annimmt. Man bezeichne mit K. den grofften schlichten Kreis in

B um den Punkt { herum. w/(z) sei irgendeine Funktion, die im Punkte {
den Wert 1 hat, also dort eine Entwicklung |

(33) w(z)=1-+a,(z—C)+a,(z—¢)"...
zulafit. Dann 1st
2v48

(34)j (2) )dm&)j w(z)w(z) dm-:'-zz ﬂpg'-,r“+zgn -7,

H

wobel r; den Radius des Kreises K- bedeutet. Es besteht also insbesondere
die Relation :

(35) ' iﬁﬂ(a)gijrr::

es geniigt also fiir F () die Funktion 1:x7° zu wihlen.

¢
10. Es ist bemerkenswert, daB die Funktion w, ({,z) unter allen

Funktionen

(36) | Zo@o(2) + 2, 0, (2) + ... +2,9,(2)

die an der Stelle { den Wert 1 annehmen, das kleinste Integral aufweist.
Denn das Integral der Funktion (36) betragt

(37) LR EARE I SEAR

und aus den Beziehungen

(38) |20@0(8) +2,9:1(8) -+ 2,0, ()" S (201" - + |2, ') Ky, (2, 0)
und

(39) . mﬂ’i'f’q(C)+?31@%(\;)—[—...4—;1:,1:;}“[:4'):]_
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folgt

. 2 1
{4U]J'|$GQ?U(£1-- * _|_ mn‘?ﬂu(z_}iﬁdm - |‘I§! ‘' v + |1:u| ; R’;’.{:’ g]_}'*ﬂ(i]'

8
In der Relation (388) kann aber das Gleichheitszeichen im wesentlichen
nur fiir einen einzigen Wertekomplex z, richtig sein, folglich ist w,_ (£, z)
sogar die einzige Minimalfunktion.

$ 3.

Entwicklungen nach Orthogonalsystemen.

11. Aus der Beschrinktheit von K, (£, ) fir alle n folgt die Existenz
der Funktionen:

(41) K,(5.0)=2 9. (0) "< F ()
=10
und
(42) K,(L,2)=2 ¢, (0)e.(2).
=1

Hieraus schlielen wir nach Schwarz, daBl jede lineare Verbindung

(43) f(z)=cop,(2)+c,p(2)F...

i jedem, von den Windungspunkten verschiedenen Punkte konvergiert,
sofern nur

(44) e
v =()
endlich ist.

Die Konvergenz ist iiberdies in der Umgebung jedes Nichtwindungs-
punktes gleichmiaflig. Diese lineare Verbindung stellt also eine in 8 bis
auf die Windungspunkte analytische Funktion dar.

Diese Funktion ist sogar vom endlichen Typus. Um dies einzusehen,
fassen wir den Bereich B’ ins Auge, der aus B durch Fortlassung der
Windungspunkte entsteht. Jede iiber B integrierbare Funktion ist auch
iiber B’ integrierbar und umg&kehrt und die entsprechenden Integrale
sind Emandﬂr gleich. Wir apprnxlmieren jetzt B’ durch die Ausschopfungs-

folge B,. In jedem Bereich B, konvergiert die Reihe (43) gleichmabig.
Wir konnen also ansetzen

ff f(z)dw =1lim [ |e@y(2)... +cp.(2)|"dw

¥ 0 H
Lt

Slim [le py(2)... + e (2)] do

'l-"—}l-l:ﬂ
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Also auch
(45) J 12 (@) do < 2 e

Hiermit 1st dieser Punkt bewiesen.
Wir setzen jetzt den Ausdruck

(46) f(z)ﬁﬁjzcﬂqaﬂ(z)ﬂz_)+cl Py (z)Ek(zj—l—

an. Wir machen jetzt wieder von den Bereichen B’ und B, Gebrauch.
Wir konnen schreiben

(47) ff x)aa;amm_z s»fw (2)75(2)do.

Die rechte Sen;e von (47) wollen wir schreiben

wobel

(49) lim y ™ — yp=ﬁf¢r[z)mk(z)dm.

ne+x

. * 2 . . . as
Uberdies ist E 'c,|  endlich. Wenn wir noch nachweisen konnen,

daB die Quadratsumme

(50) Xy

¥ =1

fir alle » unterhalb einer festen Zahl bleibt, dann folgt hieraus nach
einem bekannten Satz iiber lineare Formen:

(51) Meym— ey
¥ =10 y=0

Fiir uns wiirde sich daraus ergeben
(52) o= 1(2) g (2)do

Aus (45) ersieht man die Relation:
(53) Zﬂﬂhrq?,(ﬂ)% 2)do < e, +]::1| + ...
ik=0 B}

Setzt man hierin
alp = f ?:(2) 9y (z) du
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dann besagt (53), dal die quadratische Form

ke

.
(n) =
2/ ;% Ty Ty

t. k

beschrinkt ist und die obere Schranke 1 besitzt. Hieraus folgt aber
Dllaw®L1.
k=0

ﬂ,[ﬂ} . y"ﬂ’

ist die Relation (51) berechtigt.

Aus (52) kann man schlielen: Die Null lafit keine Entwicklung nach
den ¢ (z) mit Koeffizienten von endlicher Quadratsumme zu, es sei denn,
daf} die Koeffizienten siamtlich verschwinden,

Aus (52) und der Besselschen Ungleichung:

Da aber

e ——

ﬂfr v, (z)do| -‘-:iff'(z Vf(z)dw

folgt unter Hinzumﬂhnung von (45) die Gleichung:
(54) e ‘= [1() (@) do
r=0

Wir fassen diese Resultate zusammen im folgenden:
Satz 1II. KHs sei ein Orthogonalsystem

??u(ﬂ), ‘?91(3)! Py (2),

gegeben und die Zahlen ¢, mogen eine endliche Summe der Quadrate
der absoluten Betrdge aufweisen, dann stellt die lineare Verbindung

(43) f(2) =copo(2)+c o, (2)+ ...
eine Funktion vom endlichen Typus dar und zwar betrdgt ihr Integral
(54) J () do=e|"+ e,

Fiir die Koeffizienten c, hat man die eindeutige Darstellung

(52) o= J1(2)p, () do.

12. Unter Beriicksichtigung des eben ausgesprochenen Satzes kénnen
wir die im Punkt 10 angestellten Betrachtungen sofort auf unendliche
Orthogonalsysteme iibertragen. Wenn im Nichtwindungspunkte ¢ nicht
sdmtliche Funktionen ¢, (z) verschwinden, dann bilde man die Funktion:

. | K_(L z)
(55) w, (L, z)“:{:{;‘, 5 -
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Diese Funktion hat unter allen Funktionen

To®o(2) + 2,00, (2) + ... 3'|z,|” endlich,

welche an der Stelle { den Wert 1 annehmen, das kleinste Integral. Dies
Integral betragt

v - 1
(5[}) A;r(g)'—_'ﬁ.;—{[:, i:l'

w, (£, 2) liefert auch die einzige Losung der Minimumaufgabe. Aus den
Eigenschaften der Kernfunktion K, ({, z) folgt leicht, daB man die Funk-
tion w,({,z) gleichmiaBig approximieren kann durch die Funktionen
W, (£, z). Also die Minimalfunktion w, (¢, 2) fiir das ganze System ¢, (z)
kann approximiert werden durch die Minimalfunktionen fiir die reduzierten
Systeme

©o(2)s @, (2), .0, @, (2).
Wir formulieren den

Satz IV. Wenn die Funkiionen ¢,(z) eines Orthogonalsystems
nicht alle zugleich an dem Punkte {, der kein Windungspunkt sein soll,
verschwinden, dann besttzen die Integrale aller linearen Verbindungen

ToPo(2) + 2,9, (2) + 23 ¢a(2), - . s

fiir welche =X'c,|” konvergent ist, und die in ¢ den Wert annehmen,
ein Minimum. Ks betrdgt

(56) (0= 555

Die dazugehorige Minimalfunkiion ist eindeutig :

K, (S z)
v (& _ - __ -
(57) w, (£, 2) = KD |
Die Funktionen (56) und (57) konnen durch die Funktionen
1
(58) O =% T
und
K, (¢ 2)
(59) v (822 = g ")

approximeert werden, welche dieselben Minimaleigenschaften wn bezug
auf die reduzierten Systeme

| 70 (2), 9, (2), ..., @, (2)
aufwersen. .

13. Von einem Orthogonalsystem ¢, (z) wollen wir sagen, dal es in
abgeschlossen ist, wenn jede zu allen Funktionen ¢, (z) orthogonale Funk-
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tion im Punkte { verschwindet. Wenn ein System in einer Folge von
Punkten abgeschlossen ist, welche sich im Innern von 8B hdufen, dann
mub eine zum System orthogonale Funktion identisch verschwinden. Ein
derartiges System wollen wir kurz als abgeschlossen bezeichnen.

Satz V. Jede Funktion vom endlichen Typus ldft sich nach den
Funktionen eines abgeschlossenen Systems entwickeln und zwar in der
Fourierschen Gestalt:

(60) [(8) =35 (5)] 1(2)7, (o

Als Entwicklung mit Koeffizienten muat konvergenter Quadsumme threr
absoluten Belrdge st die Darstellung (60) sogar eindeutig.

Man bilde die Differenz
(61) R(2)=f(2) = 2 9 (2) | 1(2) s (2)deo.
v=0

Diese Funktion ist nach der Besselschen Ungleichung, nach Satz 3
(Punkt 11) und Satz 1 (Punkt 7) vom endlichen Typus. Das Integral

JR(z)quEdm

hat demnach einen Sinn, und zwar kann man fiir B(z) den Ausdruck aus
der Gleichung (61) einsetzen und gliedweise integrieren, wie Wwir im
Punkt 11 festgestellt haben. Hieraus

(62) JR@)E(?}@:@.

Aus der Abgeschlossenheit des Systems folgt danach, dall die Funk-
tion R(2z) identisch verschwinden muB, daB also

(60) ()= 0, ()] 1(2) 7, (3 do

Uber den Zusammenhang der Abgeschlossenheit mit der Vollstindig-
keit im Hilbertschen Sinne wird an einer spiteren Stelle die Rede
sem (§5).

5 4. _
Beweis fiir die Existenz abgeschlossener Systeme.
Wir wenden uns jetzt der Frage zu, ob es zu jedem Bereiche ein
abgeschlossenes System gibt.

14. Zu diesem Zweck wollen wir zuvor etwas auf die Frage der
Orthogonalisierung von Funktionen eingehen.
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Es sei eine Folge von Funktionen vom endlichen Typus gegeben:
F,(z), F,(z), Fy(z), ...

von denenicht endlich viele linear abhéngen. Man bilde aus ihnen nach
dem Schmidtschen Verfahren das Orthogonalsystem

(68) ¢, (2)=c,oFo(2)+c, F, (2)+...4¢c, F. (z) (n=0,1,2,..).

Dabei ist ¢, immer von Null verschieden. Hieraus sieht man sofort,
daf die m 41 ersten Funktionen ¢ (2) dann und nur dann an einer
Stelle { verschwinden konnen, wenn es die n 41 ersten Funktionen F, (2}
tun, und umgekehrt. Die Funktionen

Fy(z), F(z),..., F,(2)

mogen nun in { (kein Windungspunkt!) nicht zugleich verschwinden.
Dann suche man unter allen Funktionen

%o Fo(2) + 2, F, (2) + ... + 2, F, (2),

welche an der Stelle { den Wert 1 annehmen, diejenige heraus, welche

das kleinste Integral aufweist. Man kommt dann offenbar auf die
Funktion

quﬂ(-?; z)
(64 wr,(&3) = 69) = £ 55
und das Minimum
* p Y — 1
(65) 4F, (8) = g, (§) = K, (&0

Hieraus kﬁnnen_wir ableiten den

Satz VI. Es mdgen zwes Folgen wvon Funktionen vom endlichen
Typus gegeben sein:
Fo(z), F,(2), Fy(2), ...

Go (2), G1(2), Gy (2). - .

und es moge jede Funktion F(z) in der G (z)- Folge vorkommen. Man
streiche jetzt in jeder der Folgen alle solche Funktionen, die sich als
lineare Verbindung voraufgehender Funktionen darstellen lassen. Die

zuriickgebliebenen Funktionen bringe man durch Orthogonalisierung in
die Gesialt:

und

fpﬂ(z)* ?}1(3)5 * 4y
v, (2), va(2), ...,
dann bestehé die Relation:

(66) K,(£,0) LK, (L,0).
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Man greife einen Punkt { heraus. Wenn K ({,{) verschwindet, dann
ist (66) offenbar richtig. Sonst gibt es eine Zahl n, so daB K, ({,()
yvon Null verschieden ist, wenn n > N. Man greife eine solche Zahl n
heraus. Der reziproke Wert von K, ({,{) bedeutet aber nach (65) ein
gewisses Minimum, in welches » Funktionen F(z) eingehen. Dann kann
man aber einen geniigend groBlen Index =, angeben, von der Art, dall
unter den Funktionen G(z), welche in K,, (,{) eingehen, sich alle frag-
lichen Funktionen F' befinden, oder gewiaselgleiﬂhwertige Funktionen G (z)
[wenn ndmlich in der G(z)-Folge die eine oder andere Funktion F(z)
nicht mehr vorhanden sein sollte, weil sie als lineare Verbindung vorauf-
gehender F'(z) und G'(z) gestrichen wurde]. Das entsprechende Minimum
ist jedenfalls nicht groller als

1
By (66
K, (2,0) S K,, (2,0).

also

Hieraus folgt aber:
(66) K,(¢,0)<£K,(¢,L),

womit unser Satz bewiesen ist,

15. Wir fassen jetzt einen Nichtwindungspunkt { ins Auge. Wir
bilden alle moglichen Orthogonalsysteme und die dazugehorigen Funktionen

K, (£,8).

Da doch diese Zahlen fiir alle Systeme @(z) beschriankt sind, besitzen sie
eine obere Grenze, die wir mit

K(,8)
hezeichnen.

Wir beweisen nun in erster Linie, dall diese obere Grenze ein Maxi-
mum ist, d. h. daB es mindestens ein Orthogonalsystem gibt, dessen Kern
an der Stelle { den Wert K ({,{) annimmt. Der Fall K({,{)=0 er-
ledigt sich sofort; wir schlieBen ihn daher aus. Man wihle nun eine Folge
von Kernzahlen |

K,n(t,0), K,o»(0),

welche gegen K, (¢,¢) konvergieren. Die dazugehdrigen Orthogonalsysteme
mogen lauten:

‘P[{.”{z)& ‘F:{”(z): '?’am(g}:
pB(z), @P(z), @2(2),

Wenn man jetzt alle diese Funktionen in eine Reihe ordnet, die linear
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abhiéngigen nach unserer Vorschrift streicht und den Rest orthogonalisiert,
dann erhélt man ein System der gewiinschten Art. Denn berechnet man
seinen Kern mit

Ko (¢,2),

dann bestehen nach Satz VI die Ungleichungen:
K,(¢,0) 2 Kem(L,0).

Aus der Definition von K ({,{) schlieBt man sofort auf

K,(,8) = K(C,0),

da aber K ((,l) die obere Grenze aller Kernwerte in { bedeutet, ist es
nur moglich, dal

(67) K,(£,8)=K(£,0).

Das so erhaltene System ist offenbar in [ abgeschlossen, denn jede weitere

in { nicht verschwindende Orthogonalfunktion wiirde den Kern vergréfiern,
was aber unmoglich 1st.

Nimmt man jetzt eine Folge von Punkten {,, die gegen einen inneren
Punkt des Bereiches konvergieren, bestimmt dann dazugehorige abge-
schlossene Systeme und bildet aus all diesen Systemen ein neues Ortho-
gonalsystem, dann mull nach Satz VI dieses System in Jedem Puankte (,
abgeschlossen, also auch im ganzen Bereich ¥ abgeschlossen sein.

Satz VII. Es gibt mindestens ein abgeschlossenes Orthogonalsystem.

16. Man iiberzeugt sich leicht, daBl der Kern des Bereiches — so
wollen wir die Funktion K,({,{) bezeichnen — nur in Punkten ver-
schwinden kann, die sich nirgends im Inneren héufen.

Satz VIII. ¢ sei ein Punkt, in welchem K({,() nicht verschwindet.
Dann Tiefert
((Z,2)
(68) W(C, 2) = K(,0)
in eindeutiger Weise diejenige Funklion, welche von allen Funktionen,
die in [ den Wert 1 annehmen, das kleinste Integral hai.

Denn jede Funktion vom endlichen Typus laBt sich nach einem be-
stimmten abgeschlossenen System entwickeln. Jetzt brauchen wir nur
noch Satz IV (Punkt 12) anzuwenden.

Als interessante Folgerung mochten wir festhalten, daB fiir alle ab-
geschlossenen Systeme nicht nur K, ({,{), sondern auch die Funktion
K. ((,z) dieselbe ist.

Beschriinken wir uns fiir den Augenblick auf einfach zusammenhangende
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Bereiche. Wenn f(z) in B eindeutig und analytisch ist, dann ist es auch
die Funktion

F(z)=jf(z)dz.

F(z) liefert dann eine (im weiteren Sinne) konforme Abbildung von B
auf einen Bereich vom Inhalt

J1(@)f(z)do.

Satz VIII besagt dann, dall es unter allen solchen Abbildungen, die im
Punkte ¢ flichentreu sind, eine und nur eine gibt, fiir welche der Inhalt
des Bildbereiches ein Minimum hat.

Nach Bieberbach (l. c.) liefert das Linienintegral von w((,z) eine
Funktion, welche den Bereich auf einen Kreis abbildet. Und wegen der
Wichtigkeit dieser Funktion ist es von Belang, dal man die Funktion
w(,z) gleichmaBig approximieren kann durch die Funktionen w, ({,z)
irgendeines abgeschlossenen Systems. Besonders dann, wenn man ein ab-
geschlossenes System auf einfache Art herstellen kann. |

Wir fiithren hier ohne Beweis an, daB man z. B. fiir einen schlichten,
von einer Jordanschen Kurve eingeschlossenen Bereich ein abgeschlossenes
System durch Orthogonalisierung der Funktionen

2 3
1, z, 2%, 2°, ..

erreichen kann. Die Kreisabbildungsfunktion 1aBt sich dann approximieren
durch Polynome, von denen jedes unter den Polynomen desselben Grades
die Minimaleigenschaft besitzt (Bieberbach, 1. c.).

§ 5.

Gegenseitige Beziehungen von Orthogonalsystemen.

17. Es liege ein abgeschlossenes System ¢, (2) vor. w,(z) sei ein
anderes System, iiber das wir nichts weiter voraussetzen. Nach Satz V
kénnen wir entwickeln:

(69) v (8) =@ (2) oy (2) ... (i=0,1,2,8,...).
Nach Satz III folgern wir die Relationen

(70) jminﬁkn:{; i =k,

| < it k.

Hieraus ist ersichtlich, daB die lineare Substitution

(71) yl.:Za:'."g:“, aik;gwi(z]ﬁﬁﬂ)dm
n=>0

Mathematische Zeitschrift. XIV. 14
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zeilenweis normiert und orthogonal, also jedenfalls beschrankt ist. Ein
derartiges Zeilensystem kann man aber auf alle Fille zu einem solchen
vervollstindigen, welches auch kolonnenweis normiert und orthogonal ist.
Die hinzukommenden Zeilen seien

lgiﬂ’ 181'.1: ﬂi:_lj- ey

und die entsprechenden Funktionen:
(72) ¥i(2) = Bio o (2) 1 Bir 91 (2) + Bra o (2) + ...

Die Funktionen v (z) und w’(z) bilden zusammengenommen ein Ortho-
gonalsystem, und aus den Relationen

(73) | Eﬂﬂfﬁ:ﬂk +2ﬁﬂi5ﬂk:{;

n==>0

schlieBt man auf: |
(74) 2w+ ivie)?’ —f—‘;_, AAGI
: i

Daraus ersieht man, dal dann und nur dann die Gleichung

pr(':: {:) — -Kq,r(i:: i:}

bestehen kann, wenn simtliche Funktionen v’(z), also nach Satz III
samtliche Koeffizienten f verschwinden. Also:

Satz IX. Aus einem abgeschlossenen System geht jedes andere ab-
geschlossene System durch eine vollstindige orthogonale Substitution her-
vor; umgekehrt liefert jede wollstdndige orthogonale Subsﬁtutwn ernes
abgeschlossenen Systems wiederum ein System derselben Art.

Jedes Orthogonalsystem kann durch Hinzufiigung von Funkiionen
abgeschlossen werden.

18. Aus der Relation

(75) ECEXEOIOCl
—ff(z dm 2 ff (2) ¢, (2 l

ersehen wir sofort den

Satz X. Jedes abgeschlossene System st im Hilbertschen Sinne voll-
standig”) und wmgekehrt. -

Y Hilbert, Grundziige einer allgemeinen Theorié der linearen Integralgleichungen,
Teubner, 1912, Seite 1X.
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19. Wir gehen jetzt auf eine Verallgemeinerung des Satzes IX (Pkt. 17)
aus. Um diese abzuleiten, schicken wir eine andere Betrachtung voraus:

Satz XI. Es sei eine beschrdankie gquadratische Form
W
2{ @;y 'rt m#’:
ik

und ein beliebiges Orthogonalsystem ¢, (z) gegeben. Die Funktion
(76) M(2,0) =2 2, 9:(8) . ()
ik

verschunndet dann und nur dann tdentisch in {, wenn alle Koeffizienten
a;, wenlisch verschwinden.

Zuerst weisen wir nach, wie nach den Voraussetzungen des Satzes
auch die Funktion zweier Variablen

(77) M(,z) ~2w, £) i (2)

identisch verschwinden muf. Denn man greife einen Nichtwindungspunkt
heraus und verlege ihn, der Einfachheit wegen, in den Anfangspunkt. Um
diesen Punkt herum konnen wir entwickeln:

(78) M(LEJ:Z ﬂzkélzk"_"z (Z ﬂtkglzk)'
Lk>0 8=0 [+k=s
Wir betrachten zpeziell die Funktion

(79) M (< Z (Z G )

g=0 [+k=28
Man setze hierin

{ =re’s,
also

180) M(L,8)=r {2%6”_““);
g8=0 l+k=28

lasgsen wir in (SG) ¢ fest und lassen r variieren und bedenken, dal M ({, )
identisch verschwinden soll, dann kommen wir auf die Gleichung

(1) o, el — 0.

l+k=s

Der linksstehende Ausdruck in der letzten Gleichung kann aber als Poly-

- Nom in e®f nur dann identisch verschwinden, wenn jeder Koeffizient c;,

Identisch verschwindet. Folglich verschwindet M ({,z) identisch in { und 2.

Héilt man jetzt einen Punkt ¢ fest, dann 18t M ({,z) als Funktion

der Variablen z vom endlichen Typus, weil die Form X a,, Z x, beschrinkt
14*
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18t. Wenn sie aber identisch verschwindet, dann miissen nach Satz IIl
die Gleichungen:

(82) Zﬂ:k {F:

bestehen. Aus demselben Satze folgt dann aber
a, =0,

]l

Was ZU bewelsen war.

20. Es mogen jetzt zwei Orthogonalsysteme: ¢,(z) und v, (2) ge-
geben sein. Wir vervollstindigen das ¢ (z)-System durch die Funktionen
@'(z) [Satz X] und entwickeln

v, (2)=e,00,(2) 4+ o, @, (2) + ... +alops(2) + afy @i (2) + . . .;
hieraus bilden wir

(83) 2 1wi(0)] Zﬂ,kmt (&)@, (¢ +291261ma ) @i (L)

wobel wir gesetat hﬂ.ben.
@ :Zﬂ:n{ﬂ:“k: bik:Zmﬂl:! Cik Zzanriﬂ:lk-
fi n
Die Form (83) ist, als quadratische Form in ¢ (2) und ¢’(z) betrachtet,
beschrinkt. Wenn wir noch voraussetzen, dall

K, (¢, é-) = K, (¢, ‘i')'.l

dann ergibt sich aus (83) unter Hinzuziehung von Satz XI
| ¢;; =0,
daB also jeder Koeffizient ¢’ verschwindet und
1],[;1(&:)21331“9?0-1-&‘1(;?1 +
Satz XII. Wenn fir zwes Orthaguna!&y&teme @(z) und yw(z) die
Gleschu
" K,(£,0)=Ky(¢,8)

besteht, dann geht das eine System aus dem andern durch eine wvoll-
standige orthogonale Substitution hervor.

§ 6.

Uber eine spezielle Art von Orthogonalsystemen.

Den bisherigen Entwicklungen lagen die allgemeinsten Funktionen
vom endlichen Typus zugrunde; wir lieBen insbesondere Pole in den Win-
dungspunkten zu. In diesem Paragraphen wollen wir uns auf Funktionen
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beschrinken, die auch in den Windungspunkten endlich sind, in deren
Potenzreihenentwicklungen also nie Potenzen mit negativen Exponenten
vorkommen: und nur solche Funktionen wollen wir als vom endlichen
Typus auszeichnen. Es ist moglich, daB jetzt noch mehr Bereiche als im
. allgemeinen Falle ausschalten, fiir die es also keine Funktion vom end-
lichen Typus gibt. Wihrend wir sonst die Windungspunkte immer aus-
nehmen muBten, konnen wir sie jetzt den sonstigen inneren Punkten gleich-
stellen; sie verlieren jede Ausnahmestellung.

21. Wir weisen zuerst nach, dall der Kern eines beliebigen Orthogonal-

systems in jedem abgeschlossenen Teilbereich von B8 beschrinkt ist, und

zwar gleichméafig fiir alle Systeme.
o

£, sel ein Windungspunkt & — 1-ter Ordnung, den wir der Einfachheit
halber in den Anfangspunkt verlegen. Wir fassen die grofite k-blattrige
Kreisumgebung & von ¢, ins Auge und bezeichnen ihren Radius mit (2r)*.
Eine Funktion vom endlichen Typus ldfit dann die in & konvergierende

Entwicklung
1 2 3

f(z)=a,+ a,z*+a,2* +azzF ...

zu. Um den Wert des Integrals von f(z) iiber & nach unten einzuschrén-
ken, fiihren wir die Funktion

k 1 2

F(z) =ff(z)dz=aﬂz£ ~|——ﬂ‘--1-z1+5—1——u“—=1+7= -
: _

ein. Dann lautet das Integral

Wir fiihren jetzt die Transformation
g = g'h

ein, durch welche & in einen Kreis K mit dem Radius 2r iibergeht.
Das Integral lautet:

g
szl\?: dz'dy’
K
In
-:;=k(auz’*—‘*‘—}—mlz’*mi-uﬂz'*“—]— )
setze man
r+iy=ope?, 0ZpZ2r, 059 L27;
dann ist
J=kﬂn3t.2lﬂ,l ¥
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Dafiir schreiben wir

und denken an die Substitution:

.= ——.
' P yk+id

Wenn nun die Funktion f(z) in einem innerhalb ® gelegenen Punkte ¢
den Wert 1 annimmt, einem Punkte, dem in K der Punkt

1
(' =(F
entspricht, dann haben wir die Bedingung
* ap+a,C +a, " +...=1.
Wir schreiben sie
ToYo T X1 Yy T LY+ ... =1,

wobel

g = —— VkIs.

(Erjk+i
Man iiberzeugt sich leicht, dal die Summe

2[%]2

$=0

konvergent 1st. Der Ausdruck

hat aber unter der Nebenbedingung

mey:: =1

t=10
das Minimum
1

Siul®

Folglich 1st
1
J = konst. —5 s
o 2wl

und zwar kann man fiir alle Punkte |¢'| <7, oder .

ik
eine gleichmaBige Schranke angeben:

J > konst.
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Es liege jetzt ein abgeschlossener Teilbereich 8, von B vor. In An-
schlu an § 2, Punkt 9 wollen wir beweisen, dall fiir jedes System ¢, (2)
die Minimalzahl

Ay ()
in allen Punkten von B, gleichmalig beschrankt ist.

Man bedenke, daBl B, als geschlossene Teillmenge von 8 nur endlich
viele Windungspunkte enthalten kann. Man schneide aus 8, jeden Win-
dungspunkt ¢, mitsamt der kreisformigen Umgebung vom Radius r* heraus.
Fiir jede dieser, in endlicher Zahl vorhandener Punktmengen haben wir
den Satz eben bewiesen. Fiir den iibrigen Teil von ¥, folgt unsere Be-
hauptung aus Satz Il.

Alle iibrigen Sitze, die sich auf die allgemeinen Funktionen vom
endlichen Typus bezogen, gelten auch jetzt, und zwar mit Einschlul} der
Windungspunkte. Die so erhaltenen abgeschlossenen Systeme werden selbst-
verstindlich im allgemeinen Falle nicht dieselben sein wie im jetzigen
spezielleren Falle. Ahnliches gilt von den Minimalfunktionen w, (¢, 2).

(Eingegangen am 7. Juni 1921.)
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