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Die folgenden Untersuchungen, welche begonnen wurden in Folge
einer Anregung meiner hochverehrten Lehrer und Gonner, der Herren Fuchs
und Hamburger, bezwecken eine Fortsetzung der im 103. Bande des Journ. fiir
Maih. vervffentlichten Abhandlung des Herrn Hamburger: ,Ueber eine spe-
cielle Klasse linearer Differentialgleichungen®. Es sei mir gestattet, beiden
genannten Herren, sowie Herrn Kronecker, durch dessen giitige Vermittelung
mir das bereits zum Druck eingereichte Manuseript der angefiihrten Abhand-
lung zuginglich wurde, fiir mannigfach ertheilte Rathschlige auch von
dieser Stelle ans meinen ehrerbietigsten Dank auszusprechen.

Herr Hamburger behandelt in der genannten Abhandlung die Frage
nach der Existenz von , Normalintegralen* (vgl. Thomé, Journ. fiir Math.
Bd. 95) der Form ¢“¢ ", 2. 9(x) (@ eine ganze rationale Function von z~)
fiir eine von ihm in seiner Abhandlung ,Ueber ein Princip zur Darstellung
des Verhaltens mehrdentiger Functionen w. s. w.* (Journ. fiir Math. Bd. 83,

3. 200 ff)) aufgestellte Klasse linearer Differentialgleichungen, deren allge-
meine Form

(1) a:"-—g:% +$ﬂ-1_§131($"1).\.CE'.‘:y_;_..-—I—ﬂ}ﬁ(a:_l).y =0

ist, wo P, ... B, bestiindig (ausser fiir z =0) convergente Potenzreihen
des Arguments =~ bedeuten (vgl. Hamburger, Bd. 103, 8. 2562). Ein Funda-
wentalsystem von Integralen dieser Differentialgleichung wird, unter der
Voraussetzung, dass die Wurzeln r,, ... r, der zu @ =oc gehirigen deter-
minirenden Fundamentalgleichung

P (r =) =G 1. (- —2) B () 4+ (1B, (0) = 0
1
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nicht um ganze Zahlen oder Null von einander verschieden sind, gegeben
durch

@) @™, .. @ (),

wo auch @y, ... ¢, bestiindig convergente Potenzreihen von a~' bedeuten.

Wenn nun die Gleichung (1.) ein Normalintegral obiger Form be-
sitzt, s0 muss es mit einem der Elemente des Systems (2.) bis auf einen
constanten Factor identisch sein; hierans folgt aber sofort, dass die (offenbar
bestiindig convergente) Potenzreihe B(z) nur eine ganze rationale Funection
g(a) sein kann, weil sich von x4 %(z) ein Factor & " so abtrenmen lassen
muss, dass im ibrig bleibenden Theile nur negative ganze Potenzen von «
auftreten, Dieser Umstand allein ermoglicht es, die Untersuchung der Frage
nach der Existenz von Normalintegralen bei den Gleichungen der Ham-
burgerschen Klasse ohne specielle Convergenzbetrachtungen zu erledigen,
wiihrend dies bei den allgemeinen linearen homogenen Differentialgleichungen
zur Zeit noch nicht miglich ist. Es verdient nimlich hervorgehoben zu
werden, dass die in der Abhandlung des Herrn Hamburger und im Folgen-
den auseinandergesetzten Methoden zur Bestimmung der ,determinirenden
Factoren* (Thomé, Journ. fiir Math. Bd. 95, 8. 75; Bd. 96, S. 201) e go-
fort auf aligemeine lineare Differentialgleichungen iibertragen werden konnen;
aber wir besitzen zur Zeit noch kein Mittel, tiber die wirkliche Existenz
solcher Integrale e“*~7™".(z—a)".P(x—a) durch allgemeine Untersuchung
der Convergenz der formell zu entwickelnden Potenzreihe PB(x—a) von vorn-
herein zn entscheiden. .

Es werde nur der Fall betrachtet, wo die Coefficienten der Diffe-
rentialgleichung (1.) rationale Functionen sind. Herr Hamburger bringt als-
dann diese Gleichung auf die Form

n n—1
(3. mntmﬂ).%+z(n—litm+l!'pl@,}. :mn_.!:_+...+pﬁ(m),y =0,

Pi(m) = a;imim“i'“i,{}1m“n_l+"'+"3.',.'(u.+1} =1, ...m
ist; m bedeutet den hochsten moglichen Grad der Function

G(z™) = A '+ Az bof Az
Ist nun v, eine einfache Wurzel der Gleichung

o" -H’: (O) " - '+pw—1(0}°+Pn(0) = Or
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so gehort zu ihr ein Ausdruck G(z~"), welcher erhalten wird, indem man
von der mit v, beginnenden Entwickelung der durch die Gleichung

flz, v) = 0" +p,(@)e" " +otp,(2)otp(a) =0

definirten algebraischen Function in der Umgebung von z =0 die m ersten
Glieder .
# = py+oz+ o, 2"

dG(z?
abtrennt und dann w.z Y = ;{S:_)" also

—m.A, =2, —m—DA,_ =0, ... —Ad =0,
setzt.  I2s beruht dies darauf, dass, wenn
- 0] I
g = e ’J.m‘.g(x), _.':‘;r_ — x-—l(m-l-l):‘ﬂ}i(:v) G=1,...0)
gesetzt wird, alsdann

Bi(w) = Bu(@) +a".Bi(x)
ist und daher die Gleichung (8.) in

(4) $?+pl$?_1+"'-l'pn—l$1+},u = :c'".ﬂs‘,(w)

iibergeht; ist dann o,= —m.A, =R,(0) eine einfache Wurzel der obigen
Gleichung, so erhiilt man, wenn man (4.) (m—1)-mal nach « differentiirt und
dann z =0, B,(0) = o, setzt, die Coefficienten in B,(x) bis zu demjenigen
von z™' successive eindeutig bestimmt und zwar iibereinstimmend mit den
entsprechenden in w.

Dieser giinstige Umstand fillt fort, wenn o, eine mehrfache Wurzel
der obigen Gleichung ist. Denmn selbst wenn in diesem Falle auf die eben
angegebene Weise fiir die m ersten Coefficienten in P,(z) sich endliche
Werthe ergeben, so reichen doch, wie unten gezeigt werden wird, die
m—1 Gleichungen, welche man aus (4.) durch Differentiation und Ein-
setzen von =0, PB,(0)=wv, erhilt, nicht ans, um die Coefficienten von
z', 2, ... 2" in B, zu bestimmen, sondern es lisst sich aus ihnen stets
nur eine geringere Anzahl von Coefficienten berechmen. Man ist daher
daranf angewiesen, nachdem man ein Werthsystem von Coefficienten, etwa

Ay Aye1s ooo Auryr, gefunden bat, welches jenen Gleichungen geniigt,
die Differentialgleichung durch die Substitntion

Y= eG-{-t_'l)'n’ G'(a?#l) = Amm_m"l""'{-Amﬂﬂ»l g~ m—r+1)

zut transformiren und diejenigen determinirenden Factoren der Differential-
1*
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gleichung fiir # aufzusuchen, deren wirklicher Grad << m—r ist. Die trans-
formirte Differentialgleichung wird aber nach Herrn Hamburger (a. a. O.
8. 263), wenn
o i g2} 1 .
P,= gt emoeh LT g 3 i) P,
i=0
gesetzt wird,
'I ) d ,; = e dﬂ_
6. (i, Z0 g0 et S 4pin = 0.

Hier hat man zu bilden die algebraische Gleichung
@ =g et tp = 0,

und zwar konnen nur solche Entwickelungen von ¢ in Betracht kommen,
welche mit @~ beginnen.

Da, wenn P; =u' gesetat wird, P} = #*+az™.G;(z) ist, s0 kommt

Sn—i £l o
n= -(T_;:I)'!-'d—ai-%%ﬁ“i‘%“-m(”’)
und daher
[, 8 = fl@, v+ D+ Go(a).

Hieraus erkennt man, dass in der That ein Zweig der algebraischen
Funetion ¢ existirt, in dessen Entwickelung nach Potenzen von a solche
Potenzen, deren Exponent < r, nicht vorkommen, da die Ableitungen dieses
Functionszweiges bis zur (r—1)ten einschliesslich filr # = 0 verschwinden;
um aber diese Ableitungen zu erhalten, ist (m —1)-malige Differentiation
der Gleichung f'(z, ) = 0 nithig, und man ist daher nicht im Stande, auf
diese Art und Weise noch weitere Coefficienten von G(=™") zu bestimmen.

Man wird also, um auch die den vielfachen Wurzeln der Gleichung
f(0,v) = O entsprechenden determinirenden Factoren behandeln zu konnen,
sich nicht darauf beschrinken diirfen, nur mit einem einzigen Werthe von
m zu rechnen, sondern man wird solche determinirenden Factoren besonders
in Betracht ziehen miissen, deren wirklicher Grad kleiner als der grisst-
migliche (oben mit m bezeichnete) ist. Dies ist unbedingt nothwendig fiir
die aus (1.) durch eine Transformation der angegebenen Art hergeleiteten
Differentialgleichungen, es empfiehlt sich aber auch schon fiir die urspriing-
liche Differentialgleichung (1.) selbst, um die Betrachtung der Wurzel v, = 0,
die ja im Allgemeinen eine vielfache sein wird, zn vermeiden.

Hat man nun einen determinirenden Factor ¢ ™" ermittelt, so muss

man die Differentialgleichung (1.) durch die Substitution y = ¢ ".5 trans-



- B

formiren und die eventuellen reguliiren Integrale der Differentialgleichung
tiir #, insbesondere zunéichst ihre Exponenten A, aufzustellen suchen.

Herr Hamburger hat bewiesen (a. a. O. 8. 265), dass zn jedem deter-
minirenden Faetor, welcher einer einfachen Wurzel w», der Gleichung
f(0,0) =0 entspricht, der zugehirige Exponent A4 eindeutig bestimmt ist
(Bd. 103, S. 265; Thome, Bd. 76, S. 299),

Man kann dieses Ergebniss, wie unten gezeigt werden soll, auch da-
durch herleiten, dass man eine algebraische Gleichung F(x, v) = 0 herstellt,
welche in den Gliedern mit 2%, 2, ... ="' mit f(z, v) =0 ibereinstimmt,
sodass die m ersten Glieder einer einfachen reguliiren Entwickelung von e
aus F =0 identisch sind mit denen einer entsprechenden Entwickelung aus
f=0, wihrend der Coefficient von «" in ersterer Entwickelung direct den
zugehbrigen Exponenten A liefert. Die Benutzung der Gleichung F=0
an Stelle von f=0 ist dann weiter auch fiir die mehrfachen Wurzeln von
Vortheil, da F=0 zur Berechnung der Coefficienten in G(x™") eine m-malige
Differentiation gestattet, wodurch in manchen Fillen die Anzahl der noth-
wendigen Transformationen der Gleichung (1.) verringert wird.

Nach diesen Vorbemerkungen treten wir in die eigentliche Unter-
suchung ein.

L
Die gegebene Differentialgleichung habe die Form
de dn-t
1) PO = +q@) Tt gu(2).y = 0, ,

worin
—_— — | it
g(x) = @'+ a,.x (‘+”+---+aimw Y e E0i=1,2 )

sein mige. Es werde mit & der ,charakteristische Index“ der Differential-
gleichung (1) bezeichnet, d.h. derjenige Stellenzeiger, welcher den Be-
dingungen

A= < —h = np—f3
(@ << 8) =]

geniigt, sodass n—hk der Grad der zn z=0 gehirigen determinirenden
Function: der Gleichung (1.) ist.
Wenn es sich um die Ermittelung der determinirenden Factoren

™D pAmE Mt 4,21
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dieser Differentialgleichung handelt, so kann man zuerst die miglichen
Werthe des Grades m bestimmen, fiir welche der zugehtrige Coefficient
des hichsten Gliedes, A,, von Null verschieden ist. Nach der Methode, -
welche Herr Tkomé hierfilr angegeben hat (Journ. fitr Math. Bd. 76, S. 295 f.;
Bd, 83, S.118; Bd. 96, 8. 204f.), und welche sich, beiliufig bemerkt, in
dhnlicher Weise wie das bekannte Puisescz’sche Verfahren graphisch dar-
stellen ldsst, hat man zunichst gewisse Indices ¢, ¢/, ... ¢® ™, ¢® zu be-
stimmen und erhilt dann in
e e —1l, T (v -1)
=" hT gy s BT om0

eine Reihe von stets abnehmenden positiven Zahlen, von denen diejenigen,
welche ganzzahliz und grosser als 1 sind, die moglichen Werthe der Zahl
m--1 bestimmen.

Es sei nun z. B. g, eine der obigen Zahlen, welche den gestellten
Anforderungen entspricht, und es werde m+41=g, gesetzt. Wir wollen
die zugehtrigen determinirenden Factoren untersuchen.

Fiir ein Normalintegral der Gleichung (1.), welches die Form

Ap &Moo 421

y=e . g(x) GIOE 1)

besitzt, ist von der grossten Wichtigkeit die Betrachtung der logarithmischen
Ableitung
1

@) 3= Y~ mA e Az A ().
Wir setzen
. (3) ="z = wta" . R(x),
also
{w = —m.A,~(m— DA, _jo—— A,z + A.2”
4)
= oytortecto, 2" e,a",
und stellen uns die Aufgabe, w aus den Entwickelungen einer algebraischen
Function zn bestimmen in #hnlicher Art, wie dies Herr Hamburger (unter
der Voraussetzung, dass e, eine einfache Wurzel der diese Grosse bestimmen-
den algebraischén Gleichung sein sollte) fir die Function u =w—A.2™

gethan hat. Hierzu wollen wir die Griesen i—j—g‘- (i=1,... n) durch =

ausdriicken, was mit Hiilfe der Theorie der independeﬁten Darstellung
hoherer Differentialquotienten zusammengesetzter Functionen ohne Schwierig-
keit geschehen kann.



Ist allgemein 2
y = F(f), b= ‘P(z)a .‘Pi u d.tq; ]

30 erhiilt man leicht die Formel

dy il d* F(w)
= o ‘%ﬂ R ‘Pff‘?ﬁ

(G
1=x=i, .S,u,_x EJ. =14, k= 1)

" Um hierauns fiir unseren Fall die gewtiinschte Darstellung von <—

durch 5 zu erhalten, braucht man nur zm setzen
y=F)=¢, t=q(z)=[sdz,

Pl
y

dann wird
dF 1 di-g 1
A =¥ BEA e T T
ulso, wenn i durch A+1 ersetzt wird,
1 @ .
L s}l

il
©6) |V E T S aa e
l(] Zx<Zi, Zu,=2x Ilu,=i—2z
Aus (3.) folgt nun durch A-malige Differentiation
&g, = (— DA (D02 (),

wobei zu beachten, dass fir i =0

Pu@) = «".P(=)

1, = 0).

ist. Also wird
1oy itgmti—n) -
v = I i (D e e e R @
A=x=i, Zp,==z, Zp, = i—z, 1,20).
Hebt man aus dem Aggregat unter dem Summenzeichen die Glieder
mit den Potenzen «, «', .., «™ heraus, 80 ergiebt sich

(1) %«% = 2~ [ —j(m4- Da e~ a2t P(2)]
Wird dies nun in die Differentinlgleichung (1.) eingefihrt und zugleich
m+1=g, gesetzt, so ergiebt sich nach Multiplication mit 2"
w'—mg,2" " w2 B (x)
2. gy (0 = (n—1)g, " 0"+ 2" B, (2)
8) +:cz”'.qg(w"‘”—(n—2),g,.n:"_lw"‘“‘f+:r".%,_,(a:})
+..-:"'_m".q._lw+<c"'.q,, = 0.



Die Exponenten der niedrigsten Potenzen von x, welche hier in den
cinzelnen Gliedern auftreten, sind gegeben durch die Zahlen

ig, —m; G=1,2 .0}

7 (v—1) —elv—1), y,.

wird also Gleichung (8.) mit =
so lauten die niedrigsten Exponenten

g, (i—c@ ")~ (=7 ) G=1,...m,

“ (wo e, = 0) multiplizirt,

Aus der Definition von g, geht aber hervor, dass diese Exponenten nie negativ
und mindestens zweimal (fiir i = ¢*~? und i = ¢®) gleich Null sind. Setzen
wir also

:l:a"ﬁy”,q‘ = P, =01, .85 g=1),
so sind die p, ganze rationale Functionen von x, von denen fiir =0
wenigstens zwel nicht verschwinden; die Gleichungen (1.) und (8.) kinnen
nunmehr in’ folgender Form geschrieben werden:

1% 2o g+ 2" gt py = 0,
) [0 0"+ (p1y — mag, @ " P ) 0™ (o, — (n—1)og, 2" - )0
A Pty = 2" Paa IO AP, = B,
Hiernach kann die Ermittelung derjenigen determinirenden Factoren,

deren wirklicher Grad =g,—1 ist, in Verbindung gebracht werden mit der
Betrachtung einer gewissen algebraischen Gleichung

F,(x,0) = f,(z,2)—1g,.v ."_fr(_“'_“l.‘.,,m =0
wenn
f@ o) = Z ppor
gesetzt ist. Dabei brauchen in F, von den Functionen p,,, resp. a:”"ﬁ'.‘pk_,‘.,
jedesmal nur die Glieder mit a”, z', ... ™" beibehalten zu werden.

Man erhiilt zunfichst die moglichen Werthe des hichsten Coeffi-
cienten 4, _, in G(z™"), indem man v, als Wurzel der Gleichung

. F,(0,0)=/,(0,0) =0
bestimmt und —(g,—1).4,,_1 = o, setat. Aus der oben iiber die Functionen

P, gemachten Bemerkung geht unmittelbar hervor, dass sich aus der Glei-
chung fiir v, stets mindestens ein endlicher und von Null verschiedener
Werth dieser Grijsse ergeben muss.
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Bei der weiteren Verfolgung des Zusammenhanges jener algebraischen
Gleichung mit der Bestimmung der determinirenden Factoren wollen wir
aber der Bequemlichkeit halber von jetzt an den Index » fortlassen, indem
wir voranssetzen, dass fur irgend einen der in Betracht kommenden Werthe
von m die zugehirige Gleichung

©)  Fla,p) = f(z,0)—$(m+Dar .o T o
aufgestellt sei, wobei
flz,v) = EPW b p, = gDt g
gesetzt ist. Nach (8) ist dann '
(10)  F(z,») = «"*".P(=),

und es hat gleichzeitig die gegebene Differentialgleichung die Form

(11) mﬁ[ﬂn-i-'l] jos ____l_w(u—l](m{-ljp dmn-.-l-l" +Pny —_ 0

Ist nun zundichst v, eine einfacke Wurzel der Gleichung
F(0,0) = f(0,0) = 0,

go ergeben sich aus (10.) durch m-malige Differentiation und Einsetzen der
Werthe = =0, w = v, die weiteren Coefficienten in « der Reihe nach ein-
deutig, endlich und gleich den entsprechenden Coefficienten in der zu o,
gehorigen Entwickelung der durch (9.) definirten algebraischen Function v.
Jeder einfachen Wurzel », entspricht also ein eindeutig bestimmter deter-
minirender Factor und ein einziger wohlbestimmter Werth des die Ver-
zweigung des Normalintegrals bestimmenden Exponenten A, wie dies von
Herrn Hamburger (wenigstens fir den Fall, wo m den griosstmoglichen
Werth besitzt) auf anderem Wege bewiesen ist (vgl. anch Thomé, Journ. fiir
Math. Bd. 76, S. 299). Man kann auch leicht nachweisen, dass der nach
der oben angegebenen Art und Weise berechnete Werth von 4 mit dem
von Herrn Hamburger gegebenen tibereinstimmt, worauf wir aber bier nicht
eingehen wollen.

Ehe wir nun zur Betrachtung der wmehrfachen Wurzeln v, tibergehen,
milssen wir kurz auf die Bestimmung der Coefficienten der ganzen rationalen
Function g(z), welche in dem Normalintegt'al z4.6°¢ g(x) auftritt, sowie
anf die Bedingungen, welche zur wirklichen Existenz dieses Integrals (in
welchem G(z~") und A auf die angegebene Weise gefanden worden sind)

2
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erfillt sein wtissen, eingehen. Die von Herrn Hamburger angestellten Be-
trachtungen erfahren hier so gut wie gar keine Aenderungen.

Wird die Differentialgleichung (11.) durch die Substitntion y = e7="".5

transformirt, so geht sie, wenn noch :: =z (=0, 1,... n) eingeflibrt
wird, tiber in (a. a. O. S. 264)

Io’l?'"("_n-ﬂuﬂ.“r(ﬂpu P1+P1)zm(”_?) N I
(12) b "'+(npthu—l+(“‘— 1)P1Pu—2+'"+pn-l)ul
+(poPutpr Posi 4 Ap ey = 0.
Die ganze rationale Function p, ist, wie aus ihrer Definition hervorgeht,
vom Grade i(m+1)+e, P, vom Grade im—1; also ist z""~"** die hichste
Potenz von «, die in (12.) in den Coefficienten von w,, ... u, auftritt.
Nun ist fiir die Existenz unseres Normalintegrals vor Allem noth-
wendig, dass der oben bestimmte Werth A mit irgend einer Wurzel r der
determinirenden Fundamentalgleichung

rr+1..0r40—1}—a,r(r+1).. .(r+0—-2)4--+(—1)a,, = 0
durch die Gleichung -
(13) —r = A+=
verbunden sei, wo # eine positive ganze Zahl bedeutet, welche den Grad
der ganzen rationalen Function g(z) angiebt, wenn das Normalintegral

iberhaupt existirt.
Ist die Bedingung (13.) erfiillt, so findet man, wenn

g(z) = By+Bz+---+Bx" (D))
gesetzt wird, die % Verhiltnisse %, ’g’ , indem man die Coefficienten
0 (]

von <, &, ... g"0Fxre=1p (12) gleich Null setzt; damit die sich so er-
gebenden Gleichungen unter einander vertriiglich seien, miissen m(n—1)+a—1
Bedingungen erfilllt sein, welche in Verbindung mit (13.) zugleich noth-
wendig und hinreichend sind, damit das auf die angegebene Weise bestimmte
Integral wirklich existire.

1L
Eg sei nun v, eine mehrfache Waurzel der Gleichung F(0, ») = 0 also
F(:c, v)

2=i) 0.
=1,
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Soll dieser Wurzel ein determinirender Factor (oder mehrere) entsprechen,
50 miissen die aus F(z, v) = 0 durch m-maliges Differentiiren und Einsetzen
der Werthe = =0, » = », folgenden Gleichungen (wir wollen sie kurz als
die zn F =0 gehtcigen Ableitungsgleichyngen bezeichnen, da sie die Ablei-
fungen der algebraischen Function » bestimmen) fiir die Grossen »,, v,, ...
der Reihe nach endliche Werthe ergeben, was im Allgemeinen nicht der
Fall ist, da schon die erste dieser Gleichungen

r3 ::=u ( )It_”“vl =0

v=n,

fiir ¢, einen unendlich grossen Werth liefert, wenn nicht anch (a—p) | _, =0 ist.
--ﬂ-
Wir miissen also zuerst die Bedingungen aufsuchen, weleche hin-

reichend und nothwendig sind, damit den Ableitungsgleichungen die eben
erwihnte Eigenschaft zukomme.

Es werde
_ [+ F(z,v) dip r 1 .
F:'x - [ 81:'60“ ]:—l)' v = Pl' dE‘ﬁJ r = éz”"—x)!n! Rﬁx,x-vl

gesetzt,  Alsdann lasat smh das System der zu F =0 gehdrigen Ableitungs-
gleichungen fiir 2 = 0, v = v, folgendermassen schreiben (vergl. Stols, ,,Ueber
die singuliren Puukte der algebraischen Functionen und Curven*, Math.
Annalen Bd. 8, 8. 417 £):

&F(z,v) 1 o,
ay JolTa P =r = g St =0 e
(Fou=2 Zhp,=itr—r, 1,222, 2<r4x<Ti, 2r)
oder auch, wenn derjenige Theil der iten Ableitungsgleichung, welcher
- s Yy, ... Micht enthiilt, sondern nur v, ... v, ,, mit B¢ bezeichnet
wird (Sfols, a.a. O. 8. 424), ’

_ 1 el
@) | =2z [T B
1(2%=l, 2u.0, =it(h—1)—s, h<<s+I1=Ii, u, = h).

Dabei ist,” wie man leicht aus (2.) herleiten kann,
[ ]1 .
3) P = M' T A 3o o U
Dle ersten Ahleltungsglelchungen lanten nun, ausgeschrieben,
2'
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FytFye, = 0,
21_111'21I+F11°1+§1TEH"‘:+EI102 = O,

1 1 ’
%Fm"!' %thoﬁ' ‘E'T'Fw'ﬁ‘]‘mE|3”2+Fl1"z+Euﬂlﬂz+EnU! = 0.

Wie schon oben bemerkt, wiirde, da der Voraussetzung zufolge F,, = 0 ist,
kein endlicher Werth », existiren konnen, wenn nicht zugleich F,, = 0 wiire.
Ist diese Bedingung erfiillt, so liefert die zweite Gleichung einen oder zwei
endliche Werthe fiir v,, falls nicht F,, und F,, beide Null sind. Wenn aber
dies der Fall ist, so muss, damit ein solcher endlicher Werth existiren kann,
auch F,,= 0 sein; dann aber liefert die dritte Gtleichung einen, zwei oder
drei endliche Werthe fiir o,, wenn nicht F,, F,, F, gleichzcitig Null
sind, u. 8. W,

Um die Untersuchung allgemein zn halten, wollen wir annehmen,
es sei », die kleinste Zahl, fir welche noch siimmtliche Grossen F,_, .,
(x=1,2,... »,—1) gleich Null sind, dagegen nicht mehr siimmtliche Griissen
F, .. (x=1,2 .. ) so wiirde offenbar die den Werth von ¢, bestimmende
Gleichung lauter unendliche Wurzeln haben, wenn nicht anch gleichzeitig

(A-) F:n =Fy=Fy=..= Fy,—i,u =0
wiiren; ist dies aber der Fall, so werden die »,—1 ersten Ableitungsglei-
o, )

éhungen identisch erfiillt, da fir i<<», $,=0, T = 0 ist, und es wird
die »te Ableitungsgleichung, welche den Werth von v, bestimmt, nimlich

®, = é}ﬁﬂ.;mo; =0
(yFinalgleichung fiir ¢, nach der Bezeichnung des Herrn Hamburger in
der Abhandlung ,Ueber die Entwickelung algebraischer Functionen in
Reihen®, Schlomilchs Zeitschrift, Bd. 16, S, 478), eine oder mehrere endliche
Wurzeln besitzen, da die Coefficienten von »,, o}, ... ¢ nicht alle Null sind.
Die folgenden Ableitungsgleichungen kinnen nun, wenn man

. ‘ i=wntd, r=vtr

setzt, auf die Form

ool 6;35—;}*"'0{:9%--- =0
. (Zpa=2, Sho,=i+z—0, 1 < r'4x i, 2 v+r)

gebracht werden (Stols, a. a. 0. 8. 422), d. h. wenn nur. die ersten Glei-
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chungen hingeschrieben werden,
oP,,
q“’v,ﬂ'Fﬁx—"’-: =0,

1 8's,, 8,
TR o5+ o0 = 0,
1 1

aﬁ'
';(’p,ﬂ"f" 31;“ v+

u 8. f.
Ist nun v, eine endliche Wurzel der Gleichung @, =0, und zwar zunichst

cine einfache, also %2: " %0, so folgen auns den obigen Gleichungen anch
1

endliche, eindeutig bestimmte Werthe von v, v, ...; es existirt dann eine

70 v, o, gehirige reguliire (nach ganzen Potenzen von x fortschreitende)

Entwickelung von o, wie dies ja bekannt ist. Ist aber o, eine mehrfache

a®,,

do,

heit wegen gleich annehmen, es sei », die kleinste Zahl, fiir welche noch
0P, _i_,

alle Grijssen o (2 =1,2, ... [v“gl ]) gleich Null sind, dagegen

nicht mehr simmtliche Gréssen ,Q"_af (x:l, 2, ... [v—’]), 80 mlissen,

cndliche Wurzel von @, = 0, also

=0, so wollen wir der Allgemein-

2
damit die Finalgleichung flir o, wenigstens eine endliche Warzel habe,
die Bedingungen
(B) @,,(v)= D, 1a(0) ==P,_,(0,) =0
erfiillt sein, wenn fiir », der hier betrachtete Werth gesetzt wird; und ist
dies der Fall, so wird diese Finalgleichung, niimlich

[_‘;1] 17 axmh_x

a=v %! 60';

’
D, = o} =0,

eine Voder mehrere endliche Wurzeln besitzen. Das weitere Schlussverfahren
ist nun ganz analog.

_ Man bringe zaniichst (indem man in (2.) » = 3 nimmt) die Ableitungs-
gleichungen von der (»,+1)ten an auf die Form

_ 1 od, .
K= z}ﬁ;ﬁ‘ﬁ’_%l"yﬁ"- =0 (Zo, =1, Zp,0,=i+2l—s, 8 s+1="14)

und setze i = v, +i, g, =J,+1, s= v,+4'; alsdann wird
2o, =1, Zd0,=i+l—s, 1<sHI<V )

(der Minimalwerth von &' 4{ist = 1, da offenbar das Werthepaar &' =0, 1='1
vorkommt), woraus hervorgeht, dass diese Gleichungen (fir &' =1, 2,..)
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in der Form grosse Aehnlichkeit mit den fritheren haben, nur dass statt
vy hier v, .., statt &, hier @) . steht. Die ersten dieser Gleichungen
lauten
' P,
gpwﬁl‘i‘T""”a =0,

od,, 1 6"1" ob,,
¢v,+2+ 8 L ‘03+ a1 apﬂ $+ a” Wy = 0

WL 8 W.
Hieraus ergeben sich nun wieder, genau wie vorher, folgende Bedingungen.
Ist v, eine endliche Wurzel der Gleichung @, == 0 und », die kleinste
Zahl, fiir welche noch siimmtliche Grissen -a:%'%'«x“l:i (x =12 ... [W‘gl])
2
verschwinden, wenn fir v, ¢,, o, die hier betrachteten Werthe eingesetzt

werden, dagegen nicht mehr alle Grossen OB (z: 1,2 ... [%‘—])

dox
gleich Null sind, so ist nothwendig, dass fiir diese Werthe von o, v, o,
(€C)  Ba(r) =P ya(0) == B _(02) =0

sei, damit die Finalgleichung fiir »,, welche dann

[”]1 o,
P u x1 T O
wird, fiir o, wenigstens einern endlichen Werth liefere.

Es ist unmittelbar ersichtlich, wie man weiter fortzufahren hat. Vor
allem muss man darauf achten, dass man, der Gleichung F(x, w) = a"+'.P(z)
zufolge, nur die m ersten Ableitungsgleichungen der Gleichung F(z,v) =0
berticksichtigen darf. Werden die Zahlen », », ... in analoger Weise
wie v, ¥, ¥, definirt und ist filr ein bestimmtes System auf einander folgender
Werthe v, v,, 0, ..

"
P! =

-pf=0

Y ; m < Ves

80 miissen ausser den Bedingungen (4,), (B.), (C.) noch die folgenden er-
fullt sein:

D) "B, +1("5) = ¢",+=("3) == dS',' -1("3) =0

* (o') @(r_sﬂ("r—?) ‘pv,_;.f-z(ﬁr—z) == qs,gr —1—1 (”r—z) -
“wozu flir »,_, <Zm noch die folgenden kommen:
(R') ﬁ’h,-i-l("r—l) @r_ﬁz("r—l) == PN e,_) = 0.
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Und sind diese Bedingungen erfiillt, so erhalten wir aus den m ersten
Ableitungsgleichungen von F(z,0)="0 ein System von endlichen Werthen
Oy, ®1y - 0,y, Withrend die Werthe der weiteren Coefficienten »., 9,,1, .-+
welche gerade diesem System (o), @, - . . ©,—1) entsprechen, aus den m ersten
Ableitungsgleichungen von F(z,v)= 0 nicht berechnet werden kiénnen,

IIL

Um diese Coefficienten bestimmen zu konnen, muss man, wie schon
bemerkt, zu einer Transformation der gegebenen Differentialgleichung seine
Zuflacht nehmen.

Man setze
5] I“' = vyto, x40, 27
' d6'(z) _ —(m+1)
l —*—dm - = u.T 1
also
1" - 1 —in__ 1 —(m— 1 —{m—:
i (m l) _ 79(.9') m_l"’lw (m ])_'"'—m___;q:'i"vr—iw (m. r+1)

B A”m“m+An.-1$‘ (m-:]+...+Am_r+lmk(m—r+1)

und transformire die gegebene Differentialgleichung (11.), No.I, durch die
Substitation

(2) gy = ey,
Piir % ergiebt sich alsdann folgende Differentialgleichung:

(i ’ d = dr! U
(8) a=+) g ’3 4 gD gt dm”_'f Aoebply = 0,

Wwo, Wwenn
P, = gimtn) o=ty e

dwi
gesetzt wird,

r et r
Py = ;“; (m—D, Py

ist, sodass auch die p{ ganze rationale Functionen von z sind. Wir wollen

versichen, etwas dariiber festzustellen, von welcher Ordnung diese Fune-
tionen fir = =0 verschwinden.

Man findet leicht
@) P = d'—i(mt Dor e gl (),
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also
~4 a F > m
() ph=F@u)+a™".g,@), pus= by o) yarg, (@)
Unter Beibehnltlmg der Bezeichnungen von 8. 11 ist daher fir i <<m<1
dipl,
[ dzi ] =K, =0,

(denn die Coefficienten in «' wurden ja aus den Gleichungen K, = 0,
K,=0, ... K, =0 berechnet), sodass p, mindestens von der (m--1)ten Ord-
nung fir @ =0 verschwindet,

Um die entsprechendé Bestimmung fiir die Functionen p),_, anszu-
fihren, werden wir die den K, entsprechenden Grissen

K = G [ (e,

zu untersuchen haben.
Es ldsst gich nun zeigen, dass ullgemein fiir jedes ¢, 2
; S Him
() v i42
(6) K® = B0

ist. Filr A=1 ist der Satz von Herrn Stols (a. a. O. 8. 427, (5.)) bewie-
sen; gesetzt num, er sei iiberhaupt fiir irgend einen bestimmten Werth 4 =
als richtiz dargethan, so ist, da K**" aus K gerade so hervorgeht, wie
KM aus K,

Ki(‘“) - BKJ(-:)Z — _(?"Hffu-zlcull ,
de, Apxt

sodass der Satz dann auch fiir 4 ==x+1 gilt, womit er allgemein bewiesen

ist. Man kann den Beweis auch unabhingiz von. der angegebenen spe-
cicllen Formel flihren, woraut wir aber hier nicht eingehen.

Zur Transformation der Gleichung (6.) kann folgende Formel dienen,

die man in Hhnlicher Weise wie die vorstehende entweder direct herleiten

oder vermittelst einer von Herrn Stols (a a. O., S. 428, (4.)) aufgestellten

~ durch den Schluss von x auf x+1 beweisen kann, nimlich die Gleichung

oal ™ ol
7. s .+u(n 2)
@) dv} Aoy

Die Formeln (6.) und (7.) wollen wir benutzen, um etwas dariiber festzu-
stellen, bis zu welchen Indices i die Griossen K verschwinden, wenn fiir
die Ableitungen von o an der Stelle £ =0, v =9, die oben betrachteten
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Werthe o, #, ... o, gesetzt werden, fir welche die Bedingungen der
No. I1 gelten.

Hierzu bringen wir die linken Seiten der Ableitungsgleichungen von
F=0 (fir z=0, v =0, -.-) anf die Form

PO TS S Sy

o At
a,! ! 0,‘ aor_l T et

(o, =1, Zp,0,=it+i(r—1)—s, r<l+s=i),

wobei zu beachten, dass den Bedingungen der No. IT zufolge fiir s <7»,_, stefs

-
(8. a—?% =0 =0

ist. :
Nach (6.) und (7.) wird dann fiir » =3

K‘-(” - s ( 31@(7—‘1) )

o, n,
L
0 "aﬁ 803

Pl

- = 1 B“H@.q.),{r 3 g‘ 00’
- alag,! 6 I+
W00

(Za, =1, Zu,0,= £+21+l(r—r{5-s, r <48 < i4-20).
Nach (8.) ist daher sicher K® =0 fiir alle i, fiir welche
i+ 24i(r—3)<<v,_, d h i<<v._,—i(r—1).
Fir »r<<2 kann man aus der Gleichung (8. 11)
0 K% = ??,-é--—%‘ﬁ';“o;w;;...
(Zo, =1, Zu,0,=itl—s, 2s+i<1)

auf ganz analoge Weise erschliessen, dass K sicher Null ist fiir i <<, —2
(wo v, fiir r=1 durch m zu ersetzen ist); fiir r =2 kann also der obige
Ausspruch beibehalten werden. — Eine genauve Bestimmung des ersten
Index i, fiir welchen K bei gegebenem A nicht mehr verschwindet, ist
(von einem sogleich zu betrachtenden wichtigen Falle abgesehen) allgemein
nicht méglich, da auf sicher verschwindende Grissen K® solche folgen,
in denen Glieder auftreten, die dureh die Bedingungen der No. II gar nicht
bertihrt werden (vgl. 8. 28). In der That hat auch diese Beanmmung mit
der Natur der algebraischen Function ¢ nichts zu thun.

Der soeben erwihnte Fall, in welchem doch, wenigstens fiir 2 =1,
eine genaue Bestimmung des ersten Index 4, fiir den K™ + 0, miglich ist,

3



- 18 -

tritt ein, wenn o,_, eine einfache Wurzel der Gleichung &y () =0
ist. Da w,_, der letazte Coefficient sein sollte, der sich fiir das betrachtete
‘Wertheystem (v, #,, ...) aus den Gleichungen K, =0, ... K, = 0 berechnen
l4sst, so wird hier »,_, = m sein. Man betrachte nun, zuniichst fiir r =3

1 ol

H

Kl = = oo ot CkYkee
(Zo, =1, Zu,0, =m—r+3+i(r—1)—s, r <Il+sm—r-3).
15D
Da 2R _ o gy s <m—r+3, so kommt nur dasjenige Glied in Be-

i+1
apr—]

(r—2)
tracht, wo {=0, s=m—r+3 ist; sodass K}, = o,

;v + 0 (nach der
Voraussetzung) ist. Hier ist also é =m-—r+1 der erste Index, fiir welchen
K nicht verschwindet. Fiir » =2 leitet man dasselbe Resultat aus (9.)
her; der Fall r =1 braocht nicht in Betracht gezogen zu werden. —

Um nun diese Ergebnisse mit der Untersuchung der obigen Functionen

pi_; in Verbindung zu setzen, beachte man, dass die Grosse - [ aw(”’”‘))]

Su't

aus K™ dadurch hervorgeht, dass man die Grissen @5""), welche in dem
Ausdrock der letzteren auftreten, ersetzt durch solche Grissen, die sich
von den @ insofern unterscheiden, als in ihnen v durch o' ersetzt ist;
fiir » << m stimmen aber diese beiden Arten von Grossen @¢—" mit cinander
tiberein (den Bedingungen der No. II zufolge), woraus sich ergiebt, dass
fiir die oben betrachteten Werthe von ¢

17 dipn i

T‘[ Z]z‘z]°=Ki‘) )
isi. Hiernach kinnen wir sagen, dass p,_, mindestens von der Ordnung
v, —i(r—1) filr £ =0 verschwindet (fiir r =1 ist diese Zahl durch m—2
zu ersetzen); eine genaue Bestimmung der Ordnungszahl ist (wie sich z. B.
auch spiiter bei den Differentialgleichungen zweiter Ordnung direct zeigen
wird, vgl. 8. 28) aus den Bediugungen der No. II allein nicht moglich, ans-
genommen den Fall, dass ¢,_, eine einfache Wurzel der betreffenden Final-
gleichung ist (r = 2), wo man dann sicher feststellen kaun, dass p,_, gerade
von der Ordnung m—r+1 verschwindet. —

Es sind nunmehr diejenigen determinirenden Factoren der Differential-
gleichung (3.) zu ermitteln, deren wirklicher Grad < m—r ist. Hierzu hat
man .zuerst wieder fiir die Gleichung (3.) die muglichen Werthe fiir die
Grade m' der determinirenden Factoren aufzustellen; diese sind, wie aus
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den abigen Darlegungen erhellt, durch die entsprechenden Werthe fir die
urspriingliche Differentialgleichung und die Bedingungen der No. II allein
noch nicht bestimmt, und e& bedarf daher, um sie zu finden, einer besonderen
Untersuchung, iiber deren Ergebniss sich (von dem eben behandelten Falle
abgesehen) nichts Allgemeines im Voraus feststellen ldsst. Ist kein Werth
von m' vorhanden, der = m—r wire, so entspricht dem Werthsystem
(0 ®y, ... ©,_;) kein determinirender Factor der urspriinglichen Gleichung;
ist dagegen ein Werth m' < m—r vorhanden, so kann man die Coefficienten
Oy Opp1y -+« Oene— gleich Null setzen und die folgenden, soweit dies angeht,
aus der dem Werthe m' entsprechenden, zn (3.) gehbrigen algebraischen
Gleichung F'(z,¢") =0 durch Reihenentwickelung einer algebraischen
Function bestimmen. Miglichenfalls werden neune T'ransformationen nithig
sein, wenn die m' ersten Ableitungsgleichungen von F' =0 nicht ansreichen
sollten, um alle Coefficienten zu bestimmen (niimlich wenn der Coefficient
¥,— ©ine mehrfache Wurzel der Gleichung F'(0,0")=0 ist). Jedenfalls
aber ist durch die obigen Betrachtungen ein wohlbestimmtes Rechnungsver-
fahren gegeben, welches meist sehr schnell, in allen Fillen aber nach
einer endlichen Anzahl von Operationen zum Ziele fithren muss, denn der
unglinstigste Fall, der bei einer solchen algebraischen Gleichung F' =0
eintreten konnte, wire ja der, dass man aus dieser Gleichung nur den
ersten Coefficienten v,,_,. berechnen kinnte (niimlich wenn die der Zahl »,
entsprechende Zahl »; = m' wiire); fiir diesen ersten Coefficienten aber erhilt
man (vorausgesetzt, dass m' eben ein moglicher Grad eines determinirenden
Factors von (3.) ist) unter allen Umstiinden endliche und von Null ver-
schiedene Werthe, wie aus den fritheren Darlegungen sofort hervorgeht.
Wir hatten oben Gelegenheit, auf einen gewissen Fall hinzuweisen,
in welchem sich scharf feststellen liess, von welcher Ordnung in der trans-
formirten Differentialgleichung (3.) der Coefficient p,_, fir z =0 ver-
schwindet. Auf dieser Feststellung beruht folgender Satz: Wenn eine der
zu den successiven Gleichungen F(z,s), F'(z,0)=0, ... gehdrigen Ab-
leitungsgleichungen eine einfacke endliche Wurzel v, besitzt, so entspricht
dem betrachteten Werthsystem o,, ... ®, 1, v, ein einziger wohlbestimmter
determinirender Factor, zn welchem der zugehirige Exponent A4 ebenfalls
eindeutig bestimmt ist. Wir werden diesen Satz zuniichst unabhingig von
den obigen Feststellungen beweisen, dann aber einen zweiten Beweis geben,
welcher sich wesentlich auf jene Feststellungen stiitat, '

3*
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Wir wollen der Bequemlichkeit wegen, ohne der Allgemeinheit Ein-
trag zu thun, annehmen, dass o, eine einfache Wurzel einer der zu F(,0) = 0
selbst gehdrenden Ableitungsgleichungen sei (p = r—1), da in jedem anderen
Falle der Beweis ganz analog zu flihren wiire..

Man substituire in die Differentialgleichung

dr dn- '
a:n(mH)p" %:_I_x{n-l}(m-tl]pl m""!:: +...+pny = 0,

unter ey, ... v,_, das betrachtete Werthsystem verstehend, welches den vor-
hergehenden Ableitungsgleichungen geniigt, y = ™ '}.n, wo
ar(z=)
dz
ist. TFiir # ergiebt sich dann, wenn noch

dr el =)
g P2 = ,-Z' (n—i) 0T _,_.p,

= o‘,x‘(m+13+vlm-—m+...+ve_! o=t — § p—(miD)

IT, = gD =T,

gesetzt wird, die Diﬁ'erenﬁalgleichung
(10) N(m+l)q; il + m(ﬂ*l)(mﬂ](p + pan = 0.

Von dieser G]elchung wollen wir nun zmgen, dass sie einen deter-
minirenden Factor (m—g)ten Grades besitzt, in welchem der hichste
Coefficient eine einfache Wurzel der betreffenden algebraischen Gleichung
ist, und welchem also zufolge des Fundamentalsatzes ein eindeutig bestimmter
Exponent entspricht.

Um diesen Nachweis zu filhren, bringen wir die Differentialgleichung
(10.) auf die Form

dr
z“(’““‘*’)@crﬁi—-i-m(’f""""”‘)(p,z rr—u T gz = 0

und bilden nach den Vorschriften der No. 1 die zugehirige algebraische
Gleichung
G(z,5) = 2|+ (8¢ —my(m—0 + L)a"0. ) 5"
-L—(%m #—(n— 1),(m— +1)w'"""'€’go )zs""2
+ . . . .
+(<P,.- gD — (m--0+1)w"‘""""’<ﬁn-n)5+fﬂ T =
wo die positive Zahl 3, welche dem fritheren « entspricht, noch in passen-
der Weise zu bestimmen sein wird.
Setzen wir 5 = §.27¢, 80 kommt

G(@,8) = 62,925, 62,9 = Z¢. 8~ (m—e+1)ie" Z (4 Drgp 1

.
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Nun hat man aber nach Fritherem
o, = 7 —(m—i—i(m+ e~ " g+ g (=),

also

Pur = 2 (ﬂ—:)lp.t"‘l“r—(m—}- 1).1:”‘ (n—lwljz(n—i)lp‘t“' fiml g gl g,, NED)

_ 1 (9

= a1 B _"5’( +1) 1 E‘@%}’ " t+‘rm+l [/ (3)a

daher wird

T, at X
G, = Z5r L O@®D gy mt1)er E g Mk (5D

1
~Hm—edDa" 52 ] T Ll g ant.g(n,8)

= f(x, 48— é—(m+1)mm(¢+§> Bég :5’5)

-l—-;—gn: R gi(fgizi_gl a:”'“.g(:c,@

= F(ax, t+§)+%p_mm,§.*a’“‘5._ff+§l+mm+l.g(,,, )

oder .

(1) =" f.G(z,5) = F(z, t+5.20+z"" gz, 3).
Hieraus ergiebt sich die Existenz eines einfachen reguliren Functions-
zweiges z, der fiir z =0 in den Werth o, iibergeht, da der vorstehenden
Gleichung zufolge die ¢ ersten Ableitungen von £+ 3.2¢ mit den entsprechen-
den von v (die ans F(z,0) =0 durch », Differentiationen gewonnen werden)
iibereinstimmen; zugleich lehrt diese Betrachtung, dass 3 = np—w, zu withlen
ist; dass diese Zahl stets =0 ist, kann leicht gezeigt werden.

Aus der eben bewiesenen Eigenschaft der algebraischen Gleichung
G(z, 5) ergiebt sich aber sofort die Richtigkeit des ausgesprochenen Satzes.

Hiernach gehen wir iiber zu dem zweiten Beweise des obigen Satzes
mit Hiilfe der Feststellungen von 8. 18.

Bebalten wir die Bezeichnungen von S. 15 ff. bei, so ist klar, dass,
wenn v, (¢ <r—1) eine einfache Wurzel der betreffenden Ableitungsglei-
chung ist, dasselbe auch von »,_, gelten wird, und zwar wird o,_, bestimmt
aus der mten Ableitungsgleichung K, = 0. Transfqrmiren wir dann, wie
S. 15, die gegebene Differentialgleichung durch

ot dG'(z— ' -
g = e% ¢ )-ﬂ, ‘cmﬂ“—%"ﬂ—-ﬂu'l-%-’ﬂi'""i'@r-lf l’
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so ergiebt sich fir » die Gleichung

N i
(8) @ p g a-Deg ST gl

und hierin verschwindet p. mindestens von der Ordnung m—+1, p:‘,. genan
von der Ordmung m—r+1, p,, (A = 2) mindestens von der Ordnung

m—i{r—1), natiirlich 2 _S_Z[ ril] vorausgesetzt. Bringen wir (3.) auf die
Form

u(m—r+1]pf d*q _P_E(u——l)[m—r-t-l)pr —r i;n—n 4. +P' —rp = (),

und bilden die zngehorige algebraische Gleichung
H(z, 5) = o7 |pys™+[pia~"—n,(m—r+1)a" a4 -
At [Paae™ T = (m—r 4+ D=, a4 pua =0,

o ist klar, dass die Exponenten der niedrigsten Potenzen .von z, die in
den Coefficienten von =%, H(z, 3) auftreten, folgende sind (wenn wir mit &
eine positive Zahl, die auch Null sein kann, bezeichnen):

) mt+l—nrte,

") m—r+l—(e—1)r = m+l—nr,

#A=2)) m—A(r—1D)—(e—r+g = m—ar4ite

. (letztere Bestimmung kann man offenbar anch fiir 4 > [7’—11_] gelten lassen).

Hiernach ist y =nr—m—1 zu wihlen; in H(x, 5) werden dann die Expo-
uenten der niedrigsten Potenzen von x in den Coefficienten von

3 & .:>—. 0!

') 0,
. &t (Li?)) =146 > 0.
Die Gleichung H(0,z) =0 wird also eine Gleichung ersten Grades in s,
worin der Coefficient von s nicht gleich Null ist; sie liefert also nur eine
einfache endliche Wurzel, und damit ist wiederum der in Rede stehende Satz
bewiesen. Ist also irgend eine der Grissen v,, ... »,_, eine einfache Wur-
zel der zu ihrer Bestimmung dienenden Gleichung (woraus dann folgt, dass
- allen daranf folgenden Grossen »; dieselbe Eigenschaft zukommt), so ist der
zu dem betreffenden determinirenden Factor gehorige Exponent 4 eindentig
und endlich bestimmt, und es kann dann also der determinirende Factor
mitsammt dem Exponenten, wie oben gezeigt wurde, durch Reihenentwicke-
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lung der den Gleichungen F(z, ¢)=0, F'(z,¢)=0, ... geniigenden alge-
braischen Functionen bestimmt werden.

Die Gleichung (11.), 8. 21, gilt natirlich allgemein, auch wenmn v,
keine einfache Wurzel der betreffenden Ableitungsgleichung ist; immer wird
also die Gleichung G(zx,s)=10 einen (freilich i. A. nicht reguléren) Fune-
tionszweig % liefern, dessen Entwickelung in der Umgebung von 2 =0 mit
v, beginnt. Daraus ergiebt gich mit Hiilfe gewisser einfacher Betrachtungen
ans der Theorie der algebraischen Functionen (s. Hamburger, Schlomilchs
Zeitschr,, Bd. 16, S. 473, 475, 476) ohne Schwierigkeit, dass im Allge-
meinen die Zahlen thy Hy, ..., welche die Grade der Vielfachheit fiir die
Wurzeln o, o,, ... angeben, eine abnehmende Reihe bilden; es wird daher
in der Regel nicht der Fall eintreten, dass auch v, _, noch eine mehrfache
Wurzel der betreffenden Ableitungsgleichung ist.

Wenn aber dies doch der Fall ist, so kann der Exponent A, falls
iiberhaupt fiir denselben sich endliche Werthe ergeben, nicht auf die oben
angegebene Weise durch Reihenentwickelung algebraischer Functionen ge-
funden werden; man muss dann, nachdem der ganze Ausdruck

Glz™) = ——}—vua:"“——---—v,,.h,:.c*‘
berechnet ist, die gegebene Differentialgleichung P(y) =0 durch die Sub-
stitution y = € ".g transformiren und nun direct die Exponenten der even-
tuellen reguliiren Integrale # zu bestimmen suchen. Dieselben ergeben sich
bekanntlich in der Weise, dass man, wenn
e~ P(ee ) = P() = 0
die Differentialgleichung fiir # ist, den Ausdruck P'(z").z" nach Potenzen
von z entwickelt und den Coefficienten F(r) des niedrigsten Gliedes dieser
Entwickelung, welcher als determinirende Function bezeichnet wird, gleich
Null setzt; die”Wurzeln dieser Gleichung F(r) =0 liefern die mdglichen
Werthe der Exponenten A, Der Grad der Gleichung ist n—/, wenn ! der
wcharakteristische Index* der Differentialgleichung P'() = 0 (fiir den singu-
liren Punkt = =0) ist (vergl. oben S. b).

Aus unseren obigen Erirterungen folgt, dass, falls irgend einer der
Coefficienten A,,, ... A, des determinirenden Factors =™ eine einfache
Wurzel der betreffenden Ableitungsgleichung ist, der Grad der determiniren-
den Function fiir die Differentialgleichung P'(n) = 0 stets 1 ist. Wenn
aber jeder Coefficient, auch der letzste A,, eine mehrfache Wurzel der be-
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treffenden Gleichung ist, so ist man nicht im Stande, den Grad der deter-
minirenden Function allgemein zu fixiren; man kann jedoch folgenden Satz
beweisen:

Wemn A,(=—v, ;) eine p,_,-fache Wurzel der diese Grosse be-
stimmenden Gleichung ist, 30 kann der Grad der determinirenden Function
der Dlﬂ"erentlalglelchumr P'(m) = 0 nicht grisser als u,_, sein.

Dieser Satz ist nur ein specieller Fall des folgenden: Ist einer der

Coefficienten .4,,,_,(: -

chung, so substituire man in die gegebene Differentialgleichung

5 1},) eine u,-fache Wurzel der betreffenden Glei-

P R I Ll

y=e€ -7y
alsdann kann der Grad der determinirenden Function fiir die Differential-
gleichung in #n nicht grosser als p, sein.  (Speciell vgl. Thomé, Journ. fiir
Math. Bd. 83, S. 120f). Auf den Beweis dieser Sttze gehen wir hier
nicht ein. —

Hinsichtlich der Bestimmung des Exponenten A sei noch daraunf
hingewiesen, dass, falls simmtliche Coefficienten A,, ... A, mehrfache Wurzeln
der betreffenden algebraischen Gleichungen sind, im Allgemeinen ausser
den Bedingungen der No. II noch besondere Bedingungen erfiillt sein
miissen, damit der Grad der determinirenden Function fiir die Differential-
gleichung P'(x) = 0 grosser als Null werde, also sich fiir den Exponenten
A endliche Werthe ergeben, wie auch Herr Thomé (Journ. fiir Math. Bd. 76,
8. 299) bemerkt hat.

Die Bestimmung der ganzen rationalen Function g(z) in dem Nor-
malintegral e®="", x4.g(x) gestaltet sich wieder wie frither (8.9f), wir
geben daber hier nicht noch einmal darauf ein. —

Wenn der Grad m des determinirenden Factors glgich Null ange-
nommen wird, so geht das Normalintegral in ein regulires .g(z) iiber.
Wir wollen diesen einfachen Fall hier nicht besonders erdrtern, da die Be-
dingungen fiir das Eintreten desselben leicht anfznstellen sind; wir wollen
vielmehr nuor beildufig auf eine Formel aufmerksam machen, welche sich
durch Anwendung der Gleichung (6.), No.I, auf ein solches reguliires
Integral 5 ergiebt. Die logarithmische Ableitung wird hier

Az~ (=),
(—1). Az~ B (),

]

5
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also nach der angegebcnen Gleichung
il

z.o = y( DAt O g . T2 Bl):
(Zm, =z, Zl,m, = i—x),
Andererseits ist aber doch
‘;‘ B = A(A=D)..(A—i+ ) +2 B
es muss also (wenn {,—1 fiir /, geschrieben wn'd)
A(A=1)...(A—i+1) = 2(4) “'A"E———F“-: (Zm, =2, Slym, = i)

sein, was auch leicht verificirt werden kann. (8. 32) —

1v.

Als einfaches Beispiel fiir unsere obigen Erorterungen iiber die zn
nehrfachen Wurzeln v, der Gleichung F(0, ») = 0 gehiirenden determiniren-
den Factoren behandeln wir die Dit’ferentialn‘leichuug zweiter Ordnung

(1') P(y) de 'si'"l"ql d""i‘qz'!l = 0
wo
¢ = a4t @y @, s = Ut e Oy 2™
ist. Um die mdglichen Werthe der Zahl m+41 zu erhalten, hat man

';', ;? zu vergleichen; ist =, > ';—’, 80 ist a; ein mbglicher Werth von

m+-1, und es kann dann ausserdem noch ”2’:;' L = n,—m, ein solcher Werth

sein; ist aber f_;lgn“ 80 kann nur %’f (vorausgesetzt, dass dies eine ganze
Zahl ist) einen miiglichen Werth von m--1 darstellen.
Ist 7,—n, ein Werth von m+1, so hgt man zu bilden die zuge-
hiorige algebraische Gleichung
Fi(, ©) = puo’+(pu—(m+1)a™)o-+py = 0,
wo
o = a9, Py =aUTTg, py =t g,
und hier ist (da ¢=1, vgl. 8. 6)
o = ma,~e(n,—n,) = 2m,—m, > 0,

daher ,

pu= T T gt g () =gi(E) @™o,

P = @), g g (2) = g,(2) (PO TN
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Man hat also v, als endliche einfache Wurzel der Gleichung

F(0.0) = g.(0o,+4.(0) = 0.
Da wir hier den Fall einer Doppelwurzel erdrtern wollen, so kinnen wir
uns demnach beschriinken auf die Betrachtung desjenigen Falles, in welchem

m+1 gleich der (als ganzzahlig vorausgesetzten) grissten der Zahlen n,, —’25-’

ist. Da die Grisse & hier gleich Null ist, so launtet die zugehorige alge-
braische Gleichung

@) F@,o)=c+(p~m+Da")ot+p.=0 (p=2"".q, p=a"".q),
WO p,, p, nicht beide fiir = 0 verschwinden.

Man erkennt nun leicht: Sind die Coefficienten o,, o, v,, ... der
Reihe nach Doppelwurzeln der betreffenden algebraischen Gleichnngen, so
sind die zugehorigen Zahlen v, =2, »,=4, ... b =2i, ...; aus den zu
F =0 gehvrigen Ableitungsgleichungen kinnen, wenn p = [g] gesetzt wird,
nur o, v, ... v, berechnet werden; und zwar sind die Finalgleichungen
fiir diese

F(0,6,)=0, D,(v)=0, Pi(o,)=0, DBg(o)=0, ... L V(p,)=0,

wofiir auch

BF B, op, agii™"
(3.) a‘a = 0, —60—‘— = 0, _B—D’_ = O, .o ,78.;‘;k, =

gesetzt werden kann; dabei miissen aber die nothwendigen Bedingungen

4) Fy=0, P)=0, PDiv)=0, .. . Do, ) =10
erfilllt sein, wozun fiir m = 2p+1 noch die folgende kommt:

PP (0) = 0.

Wir wollen die Gleichungssysteme (3.) und (4. einer niheren Priifung
unterziehen. ]

Man hat offenbar fiir i > 2:

1., ..
b, = —'-T(['eu"'..‘Ft—m"j) = iilﬂ"l":‘-j—l)!Fi—l,i"l;

~ ferner fiir ¢ > 4:
b = Q']"T”]"l“ 0= HFm"l' G=11 Fyaot G—2) Fi_5,0:5
desgleichen fiir ¢ > 6:

) odb;_ 1 1 1 1
& = ¢;+-—g-s:'—.o, = ;‘TF'”-I— (—'.:-m—-ﬂ,_l,lﬂl-!— (=] Fe_yq.0,+ Y=l Fi_510;
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u. & f.  Gesetzt, man habe bereits bewieaen, dass fir i > 2x

- ‘— 1 1
(5. DY = 'i!'ﬁ:ll+_(i':ﬁ?ﬂ—l,lvl+ G— :’)l Fi 0.4+ o 2_)_'_ Fi 10,
so ist fiir § > 22+2

1
= Fsri“(a S F_y o+ +( ot Fi 1. +T—;fﬂerf—n-—1,l”x+u

womit der obige Ausdruck (5.) fiir @~ unter der Voranmssetzung i > 2x
allgemein bewiesen ist.

Hiernach gestaliet sich das System der Bedingungsgleichungen (4.)
folgendermassen:

Fy = 0,
1 1.,
'gz_Fm“i‘ a7 Fuo, =0,
1, 1 1
@) 57 Fut g Fuoit5p Fuoe = 0,

1 1 1 1 '
':-‘i!—Fm‘}'*é!‘ F61‘01+'5‘!‘ Fslez‘l"zg‘ Fuv, = 0;

Um die Gleichungen (3.) explicite aufstelien zu konnen, beachte man, dass

- _ 5@2, - L e
plx—1) __ 2) ot
) P PE g, ot gy oo, U
ist, wo
R St
o, —Te=2;
also wird
apis™ L St
B0, = o, 20k
x x—=1

oder nach (5.)

o®l; ™ 1
(6.) “‘a; — = S Fat2.
Wir erhalten also fir z=1, . p die Werthe von o, ... o,:

,:
@) eo=—p LR ——p L[4

dx* -

und diese Formel gilt oﬁ’enbar anch fiir x=0. Die Werthe (3%) kinnen
nattirlich auch unmittelbar vermittelst directer Auflisung der quadratischen
Gleichung F(x, v) =0 gefunden werden.

4*
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Hiermit sind die Gleichungssysteme (3.) und (4.) explicite gegeben.
Das letztere liefert die Bedingungen dafiir, dass unter den angegebenen
Voraussetzungen endliche Werthe von v,,...v, existiren; erst wenn diese Glei-
chungen (4.) erfiillt sind, kann von den Grissen e,, ... v, iiberhaupt die Rede
sein, und sie ergeben sich dann als Liosungen des Gleichungssystems (3.).

Die G‘rlelchungen (8%) zeigen iibrigens, dass, wenn (wie frither)

¥ = ot zt o x¥

gesetzt wird, die Coefficienten von 2, #', ... &* in # iibereinstimmen mit
den entsprechenden in —jp,, sodass 24'—p, mindestens von der Ordnung
p+1 fiir @ =10 verschwindet; die Ordnungszahl des Nullwerdens ist gleich
derjenigen von ay, 2™+ -+, _,2"*", welche durch die Bedingungen (4.) offen-
bar in keiner  Weise bestimmt wird (vergl. die allgemeinen Erorterungen
8. 17 £).

Um nun die weiteren Coefficienten o,,,, 0,4 ... ®.-, zZu berechuen,
muss man die Gleichung (1.) durch die Substitution

g = G:(g-—l).q, Gl Ca"-_l) _ _'i__”um—m___._‘ —

—{(m—p)
T
m—p %

transformiren. Fir 5 ergiebt sich die Differentialgleichung
; a . d r '
(@) @ Sy QP ) St (Pitp, Pitpr)n =

de?'=™h

L +1 =Gz
Pl = gmt! g0 ).

d2et=N .
Fr
gesetzt ist. Bezeichnen n}, n, die Ordnungszahlen des Unendlichwerdens
der Coefficienten in (7.) (nachdem durch den Coefficienten der hichsten
Ableitung dividirt ist) fr z =0, so ist, wie ans den obigen Ertrterangen
folgt, 2} <m—p, 7, =_m+1. Man hat nun die Bedingungen daflir aufzu-
stellen, dass sich fiir die Grade der determinirenden Factoren der Gleichung
(7.) Zahlen < m—p—1 ergeben, und sodann diese determinirenden Factoren
gelbst, sowie die zugehorigen Exponenten A nach der oben dargelegten
Methode zu bestimmen. Jedenfalls muss man nach einer endlichen Anzahl
algebraischer Operationen zu dem Ziele gelangen, alle Coefficienten von
G(z™") und die zugehtrigen Werthe des Exponenten A zu berechnen. —
Von besonderem Interesse ist der Fall, in welchem simmtliche

o o1
P'a = gimtl) =G,
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Coefficienten A, ... A, des determinirenden Factors ¢ endliche Doppel-
wuarzeln der zm ihrer Bestimmung dienenden Ableitungsgleichungen sind,
also nur dieser eine determinirende Factor vorhanden ist. Es ldsst sich
nimlich zeigen, dass alsdann die Gleichung (1.), wenn sie tiberhaupt ein
Normalintegral besitzt, sogar deren zwei hat, sodass e“"‘""P(e“(’_lj)q =0
zwei in der Umgebung von z = 0 regulire Integrale besitzt, und zwar

z", z™,
~ wenn die Wurzeln r,, r, der Gleichung

"(r—l)'f'au'r‘}‘ﬂ*n =0
von einander verschieden sind, sonst
z", z".loge.

Man kann diesen Satz entweder darch Fortsetzung des obigen Schluss-
verfahrens beweisen, oder indem man allgemein die Frage behandelt, wie
sich die Bestimmung des determinirenden Factors e®="" einer Differential-
gleichung nter Ordnung gestaltet, wenn alle Coefficienten in G(x™) endliche
n-fache Wurzeln der betreffenden Ableitungsgleichungen sind. Durch Be-
trachtungen, die an sich nicht ohne Interesse sind, auf die wir aber hier
nicht eingehen wollen, weil sie dem eigentlichen Zielpunkt dieser Unter-
suchungen ferner liegen, ergiebt sich danm, dass in solchem Falle allgemein

(wie schon oben fir » = 2 gefanden) e, —Lrrrd p(m) ist, und zu-
=l

gleich ergiebt sich die transformirte Dil’ferentmlglemhung (fr = e~ g)
in einer Form, welche fiir n=2 in
d* d
m’-gg-f-w*-au—“r(amm-i-c)n =0

(c eine Constante) iibergeht, woraus sich die Richtigkeit der _obigen Be-
hauptung durch einfache Schlussfolgerangen ergiebt.

V.

Wir wenden uns nun noch zn dem Falle, wo die Ausdriicke der Inte-
grale von P(y) = 0 Logarithmen enthalten, also die Form z". 2215;(.1:“) logfz
besitzen. Es soll als Verallgemeinerung des fritheren Problems untersucht
‘werden, unter welchen Bedingungen die bestiindig (aunsser fir z =0) con-
vergenten Potenzreihen Pi(z™") auns Functionen von der Form e~ D P(x)
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linear zusammengesetzt sind. Diese Frage kann leicht auf eine weit ein-
fachere zurtickgefithrt werden.

Wenn niimlich eine beliebige lineare Differentialgleichang Q(y) =0
(deren Coefficienten in der Umgebung einer singuliiren Stelle ¢ = a sich wie
rationale Functionen verhalten) ein Integral besitzt, welches in der Um-
gebung von z = a die Entwickelung

y = (e—ay. Ze" S, log*(w—a)

hat, wo W, = G{[z—a]™) ist und die ¢, in der Umgebung von = = & nach
positiven ganzen Potenzen von x—a entwickelbar sind, so lisst sich zeigen,
dass alsdann jedes Aggregat (a:—a)’.ew‘glp,-, log*(x—a) fir sich ein Inte-
gral der Differentialgleichung sein muss. '

Zunichst iiberzeugt man sich leicht, dass die Substitution des obigen
Werthes fiir y in die linke Seite der Differentialgleichung einen Ausdruck

von der Form (z—a). Se" z’fﬁ;,log*(m—a) liefert, wo die @, sich in der
i=1 x

Umgebung von z =a wie rationale Functionen verhalten. Hieraus folgt
nach einem von Herrn Fuchs bewicsenen Satze (Journ, fiir Math. Bd. 68,
8. 356) fir jedes x

L) Ze"d, =o0.

Man kann nun leicht beweisen, dass eine solche Gleichung, wenn man die
W, als unter einander verschieden annimmt, nur dann bestehen kann, wenn
die Functionen @; (wir lassen den zweiten Index fort) identisch verschwinden,

Um dies zu zeigen, differentiire man Gleichung (1.), wodarch sich
ergiebt

@ é;e‘”-'(m'«mqb:) = 0.

Eliminirt man aus dieser Gleichung und der ersten etwa die letzte Grosse

e", so erhilt man eine der ersten analog gebaute Gleichung, die aber ein
Glied weniger enthilt:
@) M=o,
und hierbei ist )
P, D,

r

T \Wbtd W,

+
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sodass auch die ¥, in der Umgebung von x =a sich wie rationale Fune-
tionen verhalten. KEin solcher Aunsdrnck %, kann, wie man leicht sieht,
nor dann identisch Null sein, wenn entweder eine der hbeiden Functionen
&, oder P, identisch verschwindet, oder W, = W, ist.

Soll also (1.) gelten, so muss auch eine Gleichung (3.) derselben
Art, aber mit einem Gliede weniger, bestehen. So kann man die Anzahl
der Glieder immer mehr verringern, und da tiir p = 1 eine solche Gleichung
e".X,=0 die Folgerang X, ==0 nach sich zieht, so erkennt man, riick-
wiirts schliessend, dass anch (L), falls die W, alle verschieden sind, nur
dann bestehen kann, wenn siimmtliche @, identisch verschwinden,

Hierans folgt aber sofort die Richtigkeit der oben ausgesprochenen

Behauptung, dass nimlich jedes der Aggregate (s:—a)'.e“"é?rp,-,,log’(m-—a)
fiir sich ein Integral der Differentialgleichung sein miisse.

Damit ist das oben aufgestellte Problem zuriickgefiihrt anf die Unter-

suchung logarithmischer Normalintegrale von der Form

@) @t z’ﬂs (z)log .
Vergleicht man diese Darstellung mit der anderen

o EP(z ). logfa,

welche sich auf die Forderung stiitzt, dass sich das Integral in der Um-
gebung von @ = ~x reguliir verhalten soll, 8o crkennt man sofort, dass anch
hier die bestindig convergenten Potenzreihen B, (x) sich auf ganze rationale
Functionen g,(x) reduciren miissen, falls iiberhaupt Integrale von der Form
(4.) miglich sein sollen.

Man kann dies auch in #hnlicher Weise, wie dies Herr Hamburger
(Journ. fiir Math. 13d. 108, S. 266 ) gethan hat, aus der Recursionsformel
fir die Coefficienten einer solchen Potenzreihe P,(z) erschliessen. Man
erhilt ngmlich fir die Coefficienten der Potenzen des Logarithmus im
Intégral (4) lineare Differentialgleichungen von folgender Form (wenn
P'(n) = e=°="D_P(e%y) ist, wo P(y)=0 die urspriingliche Differential-
gleichung bedeuter):

(%) Plu@) = 0,

@) P'(tp,.(x)) =@, ¢ =p-1,p-2..0),
und hier ist @, , eine homogene lineare Function von folgenden Grossen:
¥, und den Ableitungen dieser Function bis zur (m—1)ten Ordoung, w,,,
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und den Ableitungen davon bis zar (n—2)ten Ordnung, w. 8. w., ¥, und den
Ableitungen bis (s—(p—r))ten Ordoung. Die Coefficienten dieser Aus-
driicke in @, . werden ganze rationale Functionen von .

Man hat ndmlich in '

P(n) = ZP(y,log'a)
den Coefficienten jeder einzelnen Potenz des Logarithmus gleich Null zu

setzen. Glieder mit log'> werden offenbar nur aus denjenigen Gliedern
y,log*x erhalten, in denen «==r ist. Man hat

n A
P'(w, . log ' z) = Zattp) . Benlogia]

=0 dz*
—- lecmmp 2.‘3- #FG%?_*‘?).%;E..
A=
Nun ist aber, wenn '
= (=it
Cu = Em Tm,). . mpms

_ (Zm, =z, Zlm,=1)
gesetzt wird (sodass nach 8. 25
A(A-1)..(A=it1) = ZC, 4
ist; C, =0 fiic # >1i; Cp=0 ansser fiir i =0}
fi‘lof;jh-w— = m"‘rgllz!(r+k)_.C,-,,.log'“‘"m
es wird also der gesuchte Coefficient von log"z in P'(y, ., log"z):
LI i di—i )
WG+ Tpl 2. 210, e,
Fiir b= 0 wird dieser Ansdruck nichts anderes als P'(y,), wie zu erwarten
war; man erhilt also @,_, als negative Summe der obigen Ausdriicke fiir
h=1, 2, ... p—r, woraus die Richtigkeit des oben Gtesagten erhelli.

So erkennt man’ zuniichst, dass die Recursionsformel fiir die Coeffi-
cienten B® von P, folgende Form haben wird (s. Hamburger, a. a. O.
S. 266)

fn‘BFrle"f-H'Bgzl"""+fx+»{n—1)-Bzﬁ-m(u—lJ = OI
wo
= (A+#£)(A+2—1)...(A+x— u-f-1)+a,1(d+z) (A4 x—nt-2)4-

+al—ln--1(A+z)+au)
withrend &:e tibrigen Functionen f in Bezlehung auf # von niedrigerem als



dem xzten Grade sind. Hieraus f:olgt sofort, wie in dem von Herrn Ham-
burger behandelten Falle, dass B, nur eine ganze rationale Funetion g, sein
kann. Stellt man dann die Gleichung (6°) zuvbrderst fir e =p—1 aunf:

Pzt %, ) = D,
so ist aus den obigen Formeln zu ersehen, dass auf der rechten Seite, nach-

dem die Gleichung doreh z**™ dividirt ist, eine ganze rationale Function

von « steht; die Rec.rsionsformel wird also hier folgende Form haben:
foBE b b f i B = c,

wo C von einem gewissen x ab gleich Null ist; hieraus ergiebt sich, dass

auch P,_, nur eine ganze rationale Function sein darf, und durch Fort-

setzung dieser Schlussweise erkennt man die Richtigkeit der oben ausge-

sprochenen Behauptung fur B, _,, ... P —

Da nach einem Satze des Herm Fuchs (Journ, fiir Math Bd. 68, S. 356)
der Coefficient der hdehsten Potenz des Logarithmus in einem Ausdruck
(4.) selbst ein Integral der Differentialgleichung ist (vergl. (6°)), so sieht
man, dass die Bestimmung des determinirenden Factors e®¢™" (welcher
letztere itbrigens nach dem Obigen einer ganzen Integralgruppe gemeinsam
sein wird) in genan derselben Weise vorzunehmen ist wie frither. Ist der-
selbe dann ermittelt, so muss man die Differentialgleichung

P(n) = . P(e" ) =

anfstellen und untersuchen, ob sie in der Umgebung von = =0 regulire
Integrale besitzt. Die Exponenten derselben miissen Wurzeln der zu = =0
gehorigen determinirenden Gleichung sein. Hieraus folgt sofort, dass ein
solches mit Logarithmen behaftetes Normalintegral nur zu einem deter-
minirenden Factor %" gehren kann, dessen siimmtliche Coefficienten
An,y ... A, vielfache Wurzeln der zu ihrer Bestimmung dienenden algebraischen
Gleichungen sind; denn nur wenn dies der Fall ist, kann der Grad der
zu = =0 gehirigen determinirenden Gleichung grosser als 1 sein. Aber
auch wenn diese Gleichung - von hoherem Grade ist, muss doch natiirlich,
damit logarithmische Normalintegrale vorhanden seien, die weitere Bedingung
erfillt sein, dass mehrere Wurzeln der Gleichung um ganze Zahlen (oder
Null) von einander verschieden sind, sodass die Moglichkeit der Existenz
solcher logarithmischen Normalintegrale sehr eingeschriinkt ist.

Die allgemeine Aufstellung der weiteren Bedingungen fiir die Existenz

)



solcher Integrale stosst auf die Sehwierigkeit, dass man nicht im Stande
ist, die Ordnungszahlen des Verschwindens der Functionen p; fiir z =0 an-
zugeben. Auch kann die Aufstellang dieser Bedingungen kein wesentliches
theoretisches Interesse mehr darbieten, da es ja nur daranf ankommt, fest-
zustellen, wann eine Differentialgleichung von der Form P'(n) = z*.g(x) ein
Integral der Form x*g,(z) besitat.

Fiir die Differentialgleichungen zweiter Ordnung ergiebt sich die
Losung des Problems in sehr einfacher Weise aus Fritherem, Wenn in
diesem Falle ilberhanpt logarithmische Normalintegrale vorhanden sein sollen,
so muss der Grad der determinirenden Funetion von P'(%) =0 gleich zwei
gein; dies kann nur dann eintreten, wenn siimmtliche Coefficienten A, ... A,
der Function G(z™) Doppelwurzeln der betreffenden algebraischen Glei-
chungen sind. In diesem Falle aber kionnen nach No. IV eventuell vor-
handene Normalintegrale der Gleichung P(y) = 0 nur die Form

e Gt , " Pt
oder

zm. e, g.e% ) loga
haben; die einzig mogliche Form filr ein logarithmisches Normalintegral
einer Differentialgleichung zweiter Ordnung der hier betrachteten Klasse
ist also

. e (e t-eyloga),
wo ¢, ¢; Constanten bedeuten; die Bedingungen fiir die Existenz eines

solchen ergeben sich leicht aus den fritheren speciellen Erdrterungen fiber
Differentialgleichungen zweiter Ordnung.



Thesen.

1
Die allgemeine Theorie der elliptischen Functionen wilrde mit Vor-

theil auf die Untersuchung der Briot~ und Bouguet'schen Differentialglei-
chungen gegriindet werden konnen.

IL

In der Theorie der algebraischen Gleichungen muss man darauf
bedacht sein, abstracte substitutionentheoretische Betrachtungen muglichst
zn vermeiden.

1IL

Unter den irreguliiren Integralen linearer Differentialgleichungen sind
die Normalintegrale die einfachaten.
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Vitas.

Natus sum Paulus' Ginther Bernburgiensis a. d. IV, Non. Apr. anni
h. 8. LXVII patre Friderico matre Minna e gente Krass, quos praématura
morte abreptos lugeo. Fidei: addictus sum evangelicae.

Primis litterarum elementis imbutns gymnasinm Carolinum Bern.—
burgiense adii, quod patrls carissimi, postea Bramdfii, viri humanissimi et
doctissimi, auspiciis florebat. Virorum ill. ill. carissimorum prof. Dr. Suble
et Dr. Greve, quorum praeceptis ad studia mathematica incitatus sum, me-
moria semper mihi colepda rit. Maturitatis testimonio instruetus vere amni
h. 8. LXXXIV a viro ill. A. Kirchhoff fasces academicos tunc tenente inter
cives universitatis Berolinensis receptus sum ibique per novem semestria
stadiis mathematicis operam dedi Viros audivi clarissimos: E. du Bois-
Reymond, Dilthey, Eichler, Firster, Fuoks, Glan, de Helmholis, Hensel, Hetlner,

G. Kirckhoff, Knoblauch, Kronechker, Neito, Pringsheim, Runge, F. E. Schulse, .

Schwendener, Weierstrags, Weinstein. Seminarii mathematici per quinque
semestria fui sodalis. .

Omnibus his viris optime de me meritis, imprimis professoribus ill.
ill. Fachs, Kronecker, Weiersirass, nec non viro clarissimo et doctissimo
Hamburger, gratiss maximas ago semperque agam.
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