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Einleitung.

Die vorliegende Arbeit verdankt ihre Entstehung einer Aufforderung
meines Vaters, des Professors Grassmann zu Stettin, zu untersuchen,
ob der fiir Curven dritter Ordnung giiltige Satz, dass anf der Verbin-
dungslinie zweier Wendepunkte stets ein dritter liege, nicht einer Erwei-
terung auf Curven vierter und hoherer Orduung fihig sei.

Fine Ausdehnung des genannien Satzes auf Curven hSherer Ord-
nung, fir Wendepunkte in gerader Linie giiltig, umfasst nur specielle
Curvenarten. So ergiebt sich fiir Curven vierter Ordoung der Satz,
dass, sobald drei ihrer Wendepuncte in gerader Linie liegen, auf dieser
stets noch ein vierter Wendepunkt sich befindet. Dass aber drei Wende-
puncte in gerader Linie liegen, ist nur fiir solche Curven vierter Ord-
nung giiltig, fir welche eine bestimmte Invariante verschwindet,

Ich unternahm daher den Versuch, den von meinem Vater ver-
mutheten Satz zu beweisen, dass ein durch finf Wendepuncte einer
Curve vierter Ordnung gelegter Kegelschmitt die Curve noch in drei
weiteren Wendepuncten schnitte. Es gelang mir denselben einestheils
mit Hiilfe der Satze iiber die Schoittpuncte von Curven, wie sie von
Jacobi, Pliicker und Cayley aufgestellt sind, anderntheils vermdge des
sogenannten Carnot’schen Theorems iiber die bchmttpuncte eines Polygous
mit einer Curve zu beweisen.

'Jedem durch acht Wendepunkte gehenden Kegelschnitt (K) zalgt
sich- dabei ‘ein -auderer (K,) zugeordnet, der durch die ferneren Schitt-
puncte der Wendetangenten mit der Curve vierter Ordnung hiddurch-
geht. Dabei ist der Curve vierter Ordnung (C,) selbst, in Bezag auf
jede solche zwei Kegelschpitte; eine andere Curve von derselben Ordviung:
(C's) zugeordnet, welche. die. acht Wendetingenten (ti, ts, ....%) von
Cs glmchfallq zu Wendetangentpn ha.t, die zugehdrigen acht Wandapune:ai
von C's liegen” auf K, wihrend die ferneren Sql;mttpuncte dieser-Curve
mit den Wendetangenten anf K; liegen. -

Hieraus folgt dann die wichtige analytische Darstellung der Curven
vierter Ordnung,
Cs.Cy ==ty b5, ... ts+2AKLK,
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welche der bekannten Darstellang der Curven dritter Ordoung in der
Form

Cy==ti.ta. t3+AP?
vollkommen analog ist, und zu #hnlichen Sitzen wie die letztere Veran-
lassung giebt.

Ferner ergiebt sich, wie bei den Curven dritter Ordnuug, ein System
von zwdlf geraden Linien durch die neun Wendepuncte, hier ein solches
von 759 Kegelschnitten durch die 24 Wendepuncte, das in' dhnlicher
Weise wie das erstere angeordnet ist: Existiren dort vier Tripel von
geraden Linien, deren jedes alle neun Wendepuncte enthilt, so giebt
es hier 3795 Tripel von Kegelschnitten, die jedes durch alle 24 Wende-
puncte hindurch gehen: ein Umstand ibrigens, der zeigt, dass eine
analytische Behandlung des Wendepunctproblems in der Weise wie bei
den Curven dritler Ordnung hier nicht mdglich ist.

Endlich folgt aus dem Wendepunctsatze unmittelbar auch der Satz
von der Realitit von hdchstens acht Wendepuncten. —

Ich beginne nun im folgenden, nach einer kurzen Darstellung der
oben erwihnten Hiilfssiitze fiber die Schuittpuncte von Curven, mit dem
Beweise der soeben angefilhrten und einiger mit ihnen in enger Ver-
bindung stehender Siitze, wende mich dann zn den dualistisch entspre-
chenden Satzen iiber Curven vierter Classe und schliesse die Theorie
der Curven vierter Ordnung mit der Betrachtung einiger Specialititen
vnd dem Beispiel der Curven vierter Ordnung mit drei Doppelpunecten.
die eine vollstindige analytische Entwickelung der Kegelschnitte K und
K;, und der zugeordneten Curve C'y gestatten.

Am Schlusse endlich meiner Arbeit werde ich den allgemeinen

Satz beweisen, dass, wenn man durch (!1:»—2—)2(—ni1—) Wendepuncte einer

Curve n** Ordoung eine Curve n—2%' Ordoung legt, diese auch durch
weitere(fj}—gl:—?—) Wendepuncte der Curve n** Ordnung hindurchgeht.
Auch hier werden zugeordnete Curven in Zhnlicher Weise ‘'wie “bei
den Curven vierter Ordonnng auftrétem, die indess wegen ihres hohen
Grades weniger Interesse in Anspruch nehmen. —

Ich bemerke noch, dass ich mich in Terminologie und Bezeichnung
fast durchweg an diejenige der Fiedler'schen Bearbeitung des Salmon-
schen Werkes iiber analytische Geometrie angeschlossen habe., —




§ 1
Ueber die Schnittpunctsysteme von Curven.!)

Die Zahl der zur Bestimmung einer Curve n**" Ordnung nothwen-

digen Punkte ist gleichm

2 Denn diese liefern durch Substitution

ihrer' Coordinaten in die allgemeine Curvengleichung P-(—'J-;—Fﬂ Bedin-

1 2
gungagleichungen fiir die (—n-_—':%(llj_—,) Coefficienten derselben, so dass

diese im Allgemeinen bis auf einen Proportionalititsfactor eindeutig
bestimmt werden.

Doch konnen die n(n2—|-3]

Puncte solche besonderen Lagen haben,
dass dlBB nicht mehr der Fall 1st wie unmlttelhar daraus klar ist, dass
sieh zwei Curven.n'** Ordnung'in n’ Puncten schneiden, also (weon n=>2)

sich durch beliebige PQ—gﬂ"vdn diesen Puncten mindestens zwel und,

wie sich- sogfeiéh zeigén wird, unendlich viele Curven n*" QOrdnung
legen lassep. In der That, sind, U=0 gqud V=0 die Gleichungen
zweigr Curven n/*" Qrdnung, (die jede auch in Curven mjederer Ordnung
zerfallen, aber nicht, eine gemeinschafiliche Theileurvg gnthalien diirfon)
und jst A eine belichige Grisse, so stellt U+4+-AV =0 offenbar eina nene
Carve n'*’ Ordoupg,dar,, welche fdurch dig n® Sghrittpuncte,der arsteren
be:.dan Guqven h:ndnrchgeht Da nun _]edem der unend]mh v1elen Wert.he
vori A eine bestimmte'‘Carve entspricht, ‘so gxlt der Satz:
I ’chmth da—a w? . Schuitipuncte sweier Owrden n'e Oydnung lassen
sich unen vielg Ourvep derselpen Ordnung legen.»
" Belreh 'Wshl eines weiteren beileblgen Punctes ist dann ) und da-
mit; .auch dip zagehinige Curve: U«t-AVibestimmt.,’ Da nun eine Curva

" Oxdnnng im Ai!gémeiﬁemdnmb &(-«-1-;'-'—-1-«3)— Puncte bestimmt ist, so

1) Vorgl. Salmén, hivhere ebéne Curten'd. 1548 " - et
l.
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werden durch 0 (n;—?;)

=1

—1 von den genannten n* Puncten die iibrigen
—2) Puncte bestimmt sein, d. h,

« Alle Curven n'*" Ordnung, die durch

ﬂm;;_—@ — 1 feste Puncle

IL — _
gehen, enthalten noch andere @M feste Puncte.

Diese n_____(n—;—__) —1 Puncte diirfen Jedoch mcht _willkiirlich unter
den n® Durchschmttspuncten von U und V ausgewihlt werden. Sie
miissen eben von der Art sein, dass sich, nach Hinzufiigtng eines Punctes
ausgerhalb, durch dieselben eiue und nur eink, einfache Curve n*" Ord-
nung legen lésst.

Es kommt also, um die Anwendbarkeit des Satzes II zu priifen,
wesentlich auf die Untersnchung der Bedlnguugen an, unter denen
E:;?—)- gegebene Puncte eine einfache Curve n*" Ordrung eindeutig
bestimmen.

Es sind nun besonders folgende zwei Fille, in denen dids nicht
stattfindet. ‘

1) Es seién unter den Besummungspuncten der Curve n*’ Ordoung

(p—1)(p— (ﬂ_ﬂ_

mehr als np — BT , also etwa np — +1 auf
einer Cyrve p**r Ordnung gelegen, so kann man, da

n(n--3 —1)(p—2 n— p){n— +3

‘(12 ) _ pp4-P )ﬂ(p 2 ,{ p)(2 P+3)

durch die @brigbleibenden Puncte eine Curve n— p** Ordnung legen,
die mit der Curve p™ Ordmutig zusammen eine Curve n*" Ordnudg
bildet. Diese Curvé n'r Ordiung ist nun entwéddr die einzige ‘nog-
liche durch die ‘gegebenen Puncte, oder es ist noch eine und damit nach
Satz I eine unendliche'Schaar voi Curven nwirbranun g diitchi dieselben mdg-'

lich. Derletztere Fail zelgt, dass von den gegebenen np— (EPL;I’T:?]

Puncten einer schon durch:.die -iibrigen bestimmt 'sein muss, ‘dass also.
Jjede Cuﬂrye n‘“{" Ordnung, die durch np — @—;(E%@ Pungte der, Gurve
p* Ordnung hindurchgeht, auch -noch durch diesen eimem, uid wie sich
auf dieselbe: Weise ergiebt, durch bestimmte:sP- ”2 =32 pynote * der

Curve p'* Ordoung hindurchgeht, D.h: ,Sind von den Bestimmungs-
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i)(p 2)

Curve p%r Ordnung gelegen, so zerfillt die Curve n"" Ordnung ent-
weder in die Curve p*' und eine n— p*’ Ordnung, oder sie wird ein-
fach, zweifuch, «fach unbestimmt, je nachdem 1, 2 oder « Puncte mehr

(p— 1)(p-2)

2) Es seien unter den gegebenen Puncten mehr als
(m+p—n—1)(m+p—n—2)

3
etwa v+1 Durchschmttspuncte zweier Curven m® und p* Ordoung
(n— m}( . m—l—‘-l]P nete

puncten einer Curve n** Orduung mehr als np — auf einer

als npp— anf der Curve p** Ordnung liegen.

Ve [I]p

(}m und Cp gegeben.?) Lege ich dann durch

b @R ptD)

von Cp eine Curve n —m'" Ordmmg, dure Pancte

von Gy eine solche n—p'er Ordnung, s0 habe :ch zwei Curven n'*
Ordnang
Cm« Cp—m und Cp.Chy
die mp — (m+p—n—l) (m+p—n—2) (a—p)(n -29+3)

+ (n—-—ul}(;-fm-i-i)_}_lz n(n;|—3)

Pancte gemein haben. Da nun durch diese n_(%f—_?,_z Puncte zwei

Curven p'* Ordnung gehen, so gehen anch (nach I) nnendlich viele

hindarch, und waren daher die obigen Durchschnittspuncte nicht nnab-

hingig von einander in Bezug auf eine Curve nt* Ordnung, sondern

{m4+-p—n-1)(m+p—n—2)
2

Durch dasselbe Raisonnement ldsst sich zejgen, dass .von den

mp Durchschmttspuncteg zweier Curven m*“* und p** Ordoung
(m+ll—n—1)(m+p

einer darch die iibrigen mp — bestimmt.

—2) in Bezag aof einé Curve n®" Ordnung

durch - die ﬁbngen bestimmt sind.

Der Satz 1I ist also nicht anwendbar, wenn von den gegebenen
1(n+3) —1)(p—2)
e )

II* {Curve p““ Ordnnng 'qugeq oder wenn von lhuen mehr als

mp _{(m + p '—I“‘* I{z(m +p—n-—2) Puncte Schnittpuncte zweier

-1 Pnnct,en, mehr als n.p— auf einer

Curven m** und p*f Ordoung sind. (m <n, p<n). T

2) wo natiirlich m <<m, p < n ist.
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So diirfen z. B, von den 26 Puncten, welche ein Biischel von
Curven sechster Ordnung ' bestimmen, nicht 20 Puncte Durchschnitts-
puacte einer Curve 4'F und ejner 5'T Ordnung sein. Alle durch diese
20 Puncte gehenden cigentlichen Curven 6'" Orduung bediirfen zu ihrer
Bestimmung noch acht weiterer Puncte; auf sie ist also der Satz II
nicht anwendbar.

Uebrigens kinnen, wie schon bemerkt,.die beiden Carven n'r Ord-
nung (U und V) eigentliche oder zerfallende Curven sein. — Geht also,
wie es bei den spiter folgenden Anwendungen meist der Fall sein wird,

n(n—-3)

durch 3 —1 von den Durchschnittspuncten beider, eine dritte

zal;fallende Curve nter Ordnuﬂg (W) hindarch, so liegen auf dieser

(n—1){n-
2

auch die dbrigen )Schmttpnncte von U und V, sobald sich

durch die genannten Puncte eine emfache, durch Festsetzung eines fer-
neren, von ihnen unabhingigen 'Punctes vollstindig bestimmte Curve
% Ordnung legen ldsst. — Dies erfordert 1) dass keine zwei der Systeme
U, V, W eine gemeinschaftliche Theilcurve enthalten; oder dass jede Theil-
curve m*’ Ordnung so gelegt ist; dass von ihren Bestimmungspuncten

héchstens mp — (E:EQ:}P;:*,Z) willkiirlich auf einer Curve p'r Ord-

n(n +5)

mmg liegen (p<m) und ﬂ) daﬁb die ———= —1 Puncte den ublgen

VRl Bedmgungan (II*) geniigen, d. h., dass vor allem nie mahr als
np .-‘.=-BL)2(P:-} von diesen Puncten auf giner Curve p** Ordnung

ligen. Diese Bedingung kann man aich so aussprechen, dass von
den genannten Puncten auf einer Curve pt* Ordnung hdchstens so viel
liegen diirfen, dass: zur Bestimmung der sie ergiinzenden Curve n—p™

Ordnung noch t‘he gsnugende Zahl“\mn Pdncteh E__P_)(%___gﬁ-‘i_),

ﬁbrlg blelbt. ‘

Der Fall einer gememschaﬁlmhen Th-ellcurve lst natiirlich unter
Weglassung ‘derselben besonders zn behandeln — i

1

" Aus dem ‘auf Seite 5 bewiesenen ergeben sich du‘ect die folgen-
den Sitze: I e Con
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«Alle Curven n* Ordnung, die np— W(m Bezug

auf eine Curve n'r Ordouung unabhingige) Puncte mit einer Curve

I p'* Ordnung gemein haben, haben mat derselben weitere

@:—I)j@-:g—zl’mwte gemein. Die dbrigen Durchschnittspuncte
Je eweier dieser Curven w'*r Ordnung licgen auf einer Curve
n—p* Ordnung», und

«Alle Curven n'r Ordnung, welche durch mp—~é(m+p —n—1)

(m~p—n—2) Durchschnittspuncte zweier Curven der m'"
und p* Ordnung \m<n, p<n) hindurchgehen, enthalten auch

die ibrigen é(m»{—p —n—1) (m+p—n—2) Durchschnitis-

puncte beider Curven. Die fernercn m(n — p) Schuittpuncte einer
geden dieser Curven ' Ordnung mit der Curve m' Ordnung,
liegen auf ciner Curve n— p'r Ordnung, ikre ferneren p(n —m)
Schnittpuncte mit der Curve p*r Ordnung auf ciner Curve
n—mter Ordnung.»

1v.

Alle diese Satze iber Schnittpuncte von Curven verlangen eine
kleine Modification, wenn einer der gegebenen Puncte Doppel- oder
Riickkehrpunct fiir eine der Curven n** Ordnung ist. Ein solcher Punct
zihlt dann als Bestimmungsstiick einfach, als Schnittpunct doppelt, und
wird daher die Zahl der durch die itbrigen bestimmten Schnittpuncte
durch jeden Doppel- oder Rilckkehrpunct um eine Einheit vermindert.
Zugleich findet in einem solchen Puncte eine Berihrung aller dbrigen
Curven des betreffenden Curvenbiischels statt.

Anm.: Die Sitze I—IV sind iibrigens nach der Form ihres Be-
weises sowohl fiir reelle als fir imaginire Schnittpuncte giiltig-

§ 2.
Anwendungen auf Curven vierter Ordnung.

1) »Legt man durch dic Puncte, in denen eine Curve 4 Ord-
nung (Cy) von einem Kegelschnitte K geschnitten wird, die Tangenten
tita...ts an Ci, so schmeiden diese den eweifach gerechneten Kegel-
schnitt (K?) noch in 16 Puncten, durch die sich ein Biischel von
Curven 4% Ordnung C'y legen lisst. Die Puncle, in denen jede dieser
Curven C'y und die gegebene Curve 4% Ordnnng die Linien 1y...%
ausserhaldb K® schneiden, licgen auf emer dritten Cwrve 4' Ord-



- - 8 —

nung (''s.  Diese Curven C'y bilden entsprechend den Curven C'y
ein sweites Biischel mit den 16 Puncten auf Cy uls Grundpuncien.s

Der Beweis wird gefithrt, indem man C, durch 13 Schoittpuncte
von t...ts mit K? legt. Dano haben die beiden Curvensysteme 8'¢* Ord-
nung C4.C," und t;... ts mit der Curve vierter Ordnung K?
(4—1)(4—2)

——

Puncte gemein, also pach Satz IIl auch weitere 3. Ihre iibrigen
32 Schoittpuncte liegen dann auf einer andern Curve 4*f Ordnung
G —

Statt dessen hitte man patiirlich auch direct G’y durch 13 Puncte
von C4 und einen Punct von C'; auf t;...t; ausserhalb K2 legen kénnen,
und die drei Systeme achter Ordnung CyC'y, t1...ts, K* C"4 betrachten
kénnen, die dann 43, also nach Satz II 21 weitere Puncte gemein
haben. —

Analytisch zeigt dieser Satz die Darstellung der Curven 4 Ord-
nung in der Form
2) Cs.0'y==t;...ts—+AE2.C"y,

eine Darstellungsweise, die derjenigen der Curven dritter Ordnung in der
Form

29=—=8.4-

C3Etlfgt3—|—;\Pg.Q

vollstindig entspricht. —

Der hier auftretende Kegelschnitt K war ginzlich willkiirlich.
Ich wihle jetzt statt seiner einen durch fiinf beliebige Wendepuncte der
Curve 4** Ordnung gehenden Kegelschnitt, ziehe die fiinf Wendetangenten
ti...ts und lege durch die weiteren Schnittpuncte derselben mit der
Curve 4%" Ordnung einen zweiten Kegelschnitt Ky. Durch 14 fernere
Schnittpuncte von K3 mit t;...t; lege ich endlich eine zweite Curve
4'" Ordoung C'y, die also etwa t;...ts zu Wendetangenten, t; zur ein-
fachen Tangente hat. Dann haben die beiden Curvensysteme 8" Ord-
nung C,C’y und K*.K; mit t;....5
Ce=lo— l)éé—-fi}’ also weitere 6 Puncte
gemein, die auf C'; liegen miissen. Zugleich liegt einer von ihmen auf
K3, d. h. auch t; ist Wendetangente fir C'y, und die andern 5 liegen
anf K;. — Daurch die ibrigen 24 Schnittpuncte der beiden Curven
8tr Ordonung geht dann nach II eine Curve dritter Ordnung Cs.

Dies liefert den Satz:
3) »Legt man durch 5 Wendepuncte esner Curve 4'" Ordnung
einen Kegelschnitt K, durch die 5 weiteren Schmiftpuncte der be-

34—=8.5—
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treffenden Wendelangenten mit O, cinen zweiten Kegelschnitt Ky, so
giebt es eine Curve wvierter Ordnung C'y;, die durch die ferneren
Schnittpuncie von K* und K; mit 1. .t; geht, d. k. die diese Linien
su Wendetangenten mit Wepdepuncien auf K hat, wilwend thre fer-
neren Schuittpuncte mit denselben auf K, liegen. Eine Curve 3 Ord-
nung Gy beriihwt jede der Curven Cy und Cy dreipunclig in ikren
ferneren Schuittpuncten mit K und geht durch ihre weiteren Schnitt-
puncte mit K.«

Durch diesen Satz erhilt man die folgende analytlscha I}arstellung
der Curven vierter Ordnung:
4) Ce. Gmatlt@....ts.cﬁnpmsi{l.a-

Ich gehe jetzt dber zum

§ 3.

Beweis des Wendepunetsatzes fiir Curven vierter
Ordnung,
der in der Einleitung auf 8. 1 bereits genannt ist. —

Der soeben bewiesene Satz (3) hat auf eine Curve vierter Ord-
nung geféihrt, die zu den Kegelschnitten K und K; in genan demselben
Verhiiltnisse steht wie die gegebene Curve 4** Ordnung selbst, und die
daher auch alle diese Kegelschnitte betreffenden Eigenschaften der letz-
teren mit ihr theilen wird. Dies wird vor allem in Bezug auf die
ferneren Schoittpuncte beider mit dem Kegelschnitte K der Fall sein,
die nach dem Wendepunctsatze eben Wendepuncte sein sollen.

Es liegt daher nahe, diese Curve vierter Ordnung zum Beweise des
genannten Satzes zu benutzen. Zieht man n&mlich in den ferneren
Schnoittpuncten von C; mit K die Tangenten an Cy (tg, t7, ts), so hat
man drei Curvensysteme achter Ordnung

ot G.Cy , KBKy,
die nach Satz II 43 unabhingige Puncte gemein haben miissen, um
weitere 21 gemeinschaftliche Puncte zu haben. Doch ist es nur mog-
lich 40 solche unabhiingige Puncte zu finden, da man von dem Satze 3),
nach welchem C’y mit K®K; und t;...ts noch weitere 6 Puncte gemein
hat, keinen Gebrauch machen darf indems sonst von den genannten

=) 6=2)

43 Puncten mehr als 34=8.5— auf einer Curve 5% Ord-

nung (t...ts) liegen wiirden. (Siehe Il*)
Es ist daher nothwendig, zum Beweisp des Wendepunctsatzes als
erginzende Curven solche hdherer Ordnung zu Hiilfe zu nehmen,
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Ferner ist es zweckmissig,, sich den dreifach zu rechnenden Kegel-
schoitt durch die finf Wendepuncte zuniichst in drei verschiedene un-
endlich nahe Kegelschnitte K,K’, K" zerlegt zu denken.

Nennt man dann die Schnittpuncte von K und K' mit Cy, a;...05
resp. by....by, so werden die Tangenten t;...t; an C; durch die Linien
0,01; ... aghs, dargestellt. Die ferneren Schoittpuncte derselben mit
Oy seien durch ¢ibi; caba; .... caDs, ihre weiteren Schoittpuncte mit
K und K' durch «;...as resp. {1...0s bezeichnet. Durch die Puncte
¢..t5 sel nub ein dritter Kegelschnitt K'' gelegt, der die Linien t;...ts
noch in yi...Ys, tetrts moch in resp. vys und ¢'s, yz und 'z, ys und ¢'s
schneidet, wo ¢'si’s¢'s diejenigen unter diesen Puncten sein mogen, welche
bei einer Anniherung der Kegelschnitte K,K',K'’ aneinander, in die Nihe
von (ag,be), (07,b7), (as,bg) fallen.

Kann ich nun beweisen, dass ¢'s, ¢z, ¢'s anch auf der Curve vierter
Ordnupg; (i, liagen, ;so erhalte ich, wemn die .drei Kegelschnitte KK'K'"
zusammenfallen, d. h. durch 5 Wendepuncte gehen, fiir jede ferneren
Schnittpuncte derselben mit C, drei unendlich nahe in gerader Linie
liegende Puncte d. h. einen Wendepunct®). Sobald diese Eigenschaft
fir einen der ferneren Schnittpuncte von K mit C4 bewiesen ist, so ist
sie auch fiir alle drei bewiesen, und man kaon daher zum Beweise des
Wendepunctsatzes entweder alle 8 Tangenten ti...ts oder nur 6, etwa
ty...1tg, verwenden,

3) wenn ich hamlich von dem Fall einer Tangente in cinem Doppelpunuta, deren Exmtan:
besonderé Speciafitaten vérlkngt, Rberhanpt absehe.
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Ich wible den Fall der 8 Tangenten, s witd es, wi¢ and deth
fritheren erhellt, vor Allem darawf ankommdn, die Cirve 4% Ordoung
durch andere (‘arven so zu ergdnzen, dass-in dem sich: ergebenden
Schoittpunctsysten eine Anzahl von Puncten darch die ubrlgan be-
stimmt ist.

Lege ich also durch die 24 Puncte acﬁ*(, unter denen, wie ich
annehme, keiner anf C, liege,*) eine Curve 6'* Ordoung Cg,. s0 habe
ich drei Curvensysteme

Cs . Cs von der 10*" Qrdgung

ty....ts von der 8*" Ordnung

K, K, K" von der 6*" Ordoung,
die 5g 6 (B+6—10—~;) (B+6—10—3)
Puncte mit einander gemein haben, ndmlich 1) d.le 24 Puncte aﬁy auf Cg,
2) die .21 Puncte g, b, ¢s,..¢s auf Cy; daher haben dieselben nach
Satz IV drei weltere Durchschnittspuncte gemeip, d..h. die Puancte
¢'s, ¢'7, ¢'s liegen auf Cs.C,. Um pun zy, zeigen, dass digse drei Puncte
auf Oy liegen, hat man die Curve (‘5. fiir deren Bestimmung erst 24
Puncte gewihlt sind, endgiiltig so zu bestimmen, dass sie nicht durch
die drei Puncte e c'7 ¢'s oder wenigstens nicht durch einen derselben
(etwa ¢'s) hindurchgeht. Es ist nun undenkbar, dass alle durch die
Puncte 2By moghchen Curven 6" Ordnung ohne Ausnahme auch durch
die drei Puncte ¢'s ¢’ ¢'s hlndnrchgehen Dazu wiirden &usserst specielle
Lageh ‘der Puncte «fy und ‘der Puncts tstrt’s e;forderhch sein, die
im vorliégenden Falle im Allgemeinen nicht eintréten kénnen. — Sel'bst
wenn z. B. die 24 Puncte 2fvy (oder mehr als 21 von 'ihnen) anf einer
Ourve 4% Ordnung €'y liegen solltén, — wie sich in dér That sogleich
herausstellen - wird ~— so' 18sst sith durch diesélben als Schnittpuncte
dieser 'Curveé 4'*" Ordnung niit der Curve 6'* Ordming K K'K" nach
Satz III noch eine sechsfach unendliche Schaar voh Cutven 6%r Qrdtung
legen, also eine fiinffach unendliche ‘Schaar solcher Curen, die nicht durch
die Puncte t's, ¢'7, ¢'s hindurchgehen. Uebtigend' katn mén' mathrlieh
bej dieser Voraussetzung die Cutve 4'*'Ordnung 'y selbst als er-
ginzende Curve benutzen. —

Hat man nun eine Curve 6% Ordrang O, welche durch
die 24 Puncts. xfy- gelit, ohne etwa ¢'s zu enthalten, so- wille
man diesegur erginzenden ‘Curve. - Dann muss der Punct ¢'s, der-wie
verher - bowiesen auf' C4.Cy' liegt, hothwendig auf C, liegen, ‘da er bei
dér eben: geiroffenen Wahl'won Oy anf dieser Carve nicht liegen kann.
“ii .0 b - :‘.." . N W

4) Ist dies der Fall, so freten wieder besondere Singularitiiten ein. B A




- 12 —

Es fally alse c'¢ mit cs oder b; zusammen. Das entsprechende l4sst sich
fiir,. die: Puncte ¢;, ¢'s nachweisen, und ist damit, wenn man die drei
Kegelschnitte K, K', K"’ zusammenfallen lisst, der Satu bewiesen:

8) »Ein durch fiinf Wendepuncie einer (allgemeinen) Curve 4%
Ordnung gelegter Kegelschnitt schneidet dieselbe in drei weiteren
Wendepuncten.«

Bemerkungen: 1) Da man zor definitiven Bestimmung von Cg
noch fiber drei Puncte zu verfiigen bat, so kann man diese von vorn
herein so wihlen, dass Cq mit ‘elner der Linien t, etwa mit ts, schon
sechs von ¢'s verschiedene Poncte gemein hat, so dass es also, ohne
diese Linie als Theilgebilde zu enthalten, keinen -weiteren Punct mit
ibr gemeinschafilich haben kann. Man braucht zn diesem Zwecke nar
die genannten drei Puncte beliebig auf ts, aber ausserhalb K, K', K"
anzunehmen, und hat dann den nicht schwierigen Nachweis zu fithren,
dass die so bestimmte Curve 6%’ Ordnung die Linie t; im Aﬂgemelnen
nicbt als Factor enthiilt.

2) Statt von dem Satze IV Gebrauch zu machen, hitte man auch
beliebig einen der Sitze IT und IIl benutzen kénnen. Man hitte dann
ntr nothig gehabt, K® vermittelst einer durch 14 noch nicht benutzte
Sghnittpuncte von C¢.C4 mit f;...ts gelegten Curve 4'* Ordnung, und

..ty vermittelst eines etwa durch 5 fernere Schnittpuncte von Cslrmt
K‘ gelegten Kegelschhlttes Ko zu Curven 10" Ordnung zu ergiéinzen. —

3) Der Beweas ist hier nur fiir allgemeine Curven 4'*" Ordpung
gefithrt wolden Welter unten (§ 10) werden einige specielle Fille
behandelt werden, —

- .. Ist pun der Sate 5) bewiesen. so lege man durch 14 weitere
Scl;mittpnncta der acht Wendetangenten mit dem dreifach gerechneiea
Kegelschnitt K? eine azweite Curve 4% Ordoung C's. Dann haben die
beiden Curven 8'F Ordoung . . Lo
. Cs.C'y und ty.-.ta
mxﬁ del; Guuve 6 Ordnung K* .
35 oder 88— DO byt tag’ auen (nach 1)
2, et o
weitgre 10 gemein, d. h.. . . . I
6) . »Die Curve C'y hat die Linien t...ts glewkfalls o6 Wenda.
tangenien, und. die diesen cugehbrigen. Wentdopuncte liegen auf dem
Kegelsahmtte K. Die. ferneren. Durchschnitispumete von Cy Gy mit
oty Jiegen dann auf einem Kegelsehnitta: Ky, der. also.durch die
wmteren Schnittpuncte der 8 Wendetanyenten sowohl mit Gy als mit
C'y hindurchgeht.« . : oy :
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Ich werde mich im Folgenden fiir die Kegelschnitte K und K, der Aus-
driicke ,Wendekegelschnitt® und ,erginzender Kegelschnitt,*
fiir die Curve C'y der Bezelchmmg ptugeordnete Curve (4%r Ord-
nung)* bedienen. :

Aus 6) ergiebt sich weiter die folgende wichtige anmalytische Dar-
stellang einer Curve 4'*" Ordoung in Verbindung mit einer ihrer zu-
geordneten 'Curven :

C;.G’4Et1...ts+7kKaK1.,
eine Darstellung, die man als Erweiterung der beiden unter No. 2 und 4
angefiihrten bettachten kaun., -— Sie ist derjenigen der Curven 3%r
Ordnung in der Form
Ci= titats+AP?
vollstindig analog. — (s. § 8).

§ 4.

Beweis des Wendepunctsatzes fiir Curven vierter Ordnung
mit Hiilfe des Carnotschen Theorems.?)
Das Carnot’sche Theorem lautet:
8) ,Schneidet eine Curve n'*"Ordnung die Seiten eines Polygons {m-Ecks)
A8, 8188 ... Apg Am
beziehlich in den Puncten
@11, @334 .. 0105 Og1, A%....08n5 + .o Am1, Am2 . .. Qypn,
so besteht immer die Gleichung
/:”\ /—l—\ ,f‘ﬁﬂh_=(_1)“m“ a)
' ®pi Bh-1 :
he=l..m i=1.. ‘ :
Aus m geraden leen lagsen sich nmn fiir (m>2) 8.4... (m—1)
Polygone herleiten. Sind 'uun auf jeder dieser Graden n Puncte (o <m)
gegeben, so lisst smh durch ﬂ%ﬂ von diesen mn Puncten eine

Curve ‘n*°* Ordnung: legen. -
»Besteht dann die C{leichun“g 8) fir mindestens mn— 3)
2
Polygone,” so .liegen die simmtlichen mn Pmicte auf einer Carve n'*r
Ordnung.“. A I o
«Jpdem i¢h mich beim Bmm der Emfachkext wagen ganz der Be-

LI,
e, ‘e

) Dieser Beweis ist im Grunde kein anderer als der frithere, nur in einer andern, uiciat
uninteressanten Form.

4) Vergl. Cremona, Einleitang in eine geometr. Théorie dét eb. C. § 8, No, 88



— 14 —

zeichnunges und Eotwickelungen des. vorigen Paragraphen bedmna, er-
halte ich zunichst, wenn ich setze
9 — M181.0p8p.... 0384
0185.058). ... 0387
. 1).4.8.6.9=,,
da die Ppncte a,b,c,b anf einer Curve 4'" Ordoung liegen; ebenso, wemn
ich durch 3,¢,{ die weiteren Schnittpuncte der Curve 6% Qrdnnog mit
den Linien t,...ts bezeichme:
da die Pupate a[ﬂ*ﬁsﬁ auf ejner Onrve 6'e Qrdnung liegen.
3) YA=1, da aund a auf K liegen etc. .
1) BB=1, .
5) €;...5 Cgrs.I'=1 (wo @1——‘5ﬂ )

Ciaj—1
Durch Multiplication von 1) und 2) folgt mit Riicksicht auf 3) und 4)

6) EDI'AEZ=1,
cite’ Gleidtung "welclie *fdch der Umkehr des Carnot'schen Thebfems
aussagt, dads die’ Panctd t,b,v,8,¢,{ auf eloer Quive 6% Ordhung liegen.
Diese Curve 6*" Ordnung hat nun aber mit dem. Kegelschnitte K"
(Gl. 5) 13.Punctd (61.. <3yt . Yfs). gemein, zerfillt also in ‘diesen” nnd
eine Curve 4'** Ordnung, und es miissen. von den Puncten

65,7,9,¢,C drei mit ¢'s,c'yyc’s !
zusammenfallep. .. Betrachter ich nnn eine der Linien . etwa tg, so kann
von den auf ihr Iiegenden Pankten . -7 N

1) ¥ nicht mit c's zusammenfallen

2) wenn Cs zweckmiissig gelegt ist, auch nicht 33,1:5,?:3 Es bleiben
somit als einzige Puncte die Puncte ¢; und by iibrig. Das Zusammen-
fallen. eines dieser heiden. Puncté .mit c¢'s sagt .aber aus, dass ¢ anf
dar Curve 4%" Qrdnang C; liegt: womit.nach dem Fritheren dér Wemde-:
punctsatz bewiesen ist. —

Der' Carhot’sche Satz verlangt eimge Modificationen in’ den fulgen
den Fillen:?) 1) wenn einer der Eckpuncte a muf den Carve legt,. und
2) .wenn, .zwei der Selten des Poly ns Paralle] werdep rDoch kann
man von beiden’ abséhen Weil dér ersters 'Fa’fl wo sich also zwei von
den. Tangentémn, te . 1.4 amf der-Corve 's¢hneiden miissten, ¢ine Bedingung
zwischen den Coefficienten der Curve voraussetzen wiirde, di¢ win: aus-’
schliessen,  und,, der, zweite, da es, ich um projectivische ‘Higenschaften
der Curven handelt, durch Projection der ganzen Figur vermieden werden
kann,

, ete.

i N . . P e P

7) Sigho Balmon, h. gb, Cpry. 5. 183.
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§ 5.

Ueber das System ven Kegelschnitten durch die
24 Wendepuncte.

Die Wendepuncte einer Curve 4T Ordnung Cy) ergeben sich als
Durchschuitispuncte derselben mit einer Curve 6'° Ordnung (H), ihrer
Hesseschen Curve. Legt man nun durch 21 von diesen Wendepuncten
cine beliebige Curve 6% Ordoung (Ce), so enthilt dieselbe nach'Sata IIT
auch weitere drei; und zu jhrer emdgiltigen Bestimmung sind noch 6
fernere Puncte néthig d. h.

9) »Durch die 24 Wendepuncie einer Cwrve 4*r Ordnung lisst
sich eine sechsfach unendliche Schaar von Curven 6% Ordnung legen.«

Die ferneren Durchschnittspuncte je zweier dieser Curven 6'*
Ordnung liegen auf einem Kegelschnitte §. Man hat daber als Dar-
stellungsform derselben den Ausdruck

Ce=H+R.C,=0.—

Durch 24 Puncte koonen nun im Allgemeinen so viele Kegel-

schnitte gelegt werden, als dieselben sich zu fiinfen gruppiren lassen d. h.
945 = 24.28.22.21.20
1. 2. 3. 4. 5° .

Da nun aber ein dureh fiinf Wendepuncte gelegter Kegelschnitt (nach 5)
stets drei weitere enthilt, so fallen von diesen Kegelschnitten stets so
viele zusammen, als 8 Puncte Combinationen ohne Wiederholung (0. W.)
zur 5" Classe zulassen; die obige Zahl ist also noch durch

groes B:7:6.5.4
1.2.3.4.5
10) zu dividiren, und man erbalt fat die wirkliche Zahl der durch dw
24 Wendepuncte gehenden Kegelschnitte 759.

Durch einen bestimmten Wendepunct gehen von diesen Kegel-
schnitten so viele, als 23 Puncte Combinationen o. W. zur 4% Classe
zu lassen, wenn mamn die so erhaltene Zahl noch durch die Combina-
tionen o. W. von 7 Elementen zur selben Classe dividirt d. h.

Cao.. 23.92.21.20 0
23 .74E———7 ¢ 5 1 = 253 .
Ehenso erhiilt man fir die Zahl der durch zwei bestimmte Weni:le—
puncte gehenden Kegelschnitte
22-3:16-3=77. ’ '
Durch drei Wendepuncte gehen ‘ ’ v
: 21': 522,91, und L

durch vier: Wudepunm
: - 90'1:4'1==§ Kegelschnitte:
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In Bezug auf diese letzteren fiinf Kegelschnitte ist za bemerken,
dass dieselben alle 24 Wendepuncte enthalten. —

Tehi Dfarkse? Jotot - ibdin: bestiemisn ‘Wendekegelschnitt K 'ins Auge,
der etwa durch die Wendéputiete:(1,2 .. . 8) hindurchgeht; dann lisst
sich durch.die noch’ fehlenden 16 'Wendepuncte ein Biischel von Curven
4'" .Ordnung legen, da eine durch 13- von denkelben gelegte Curve
4'** Ordnting -zusammen mit K eine Qurve 6%* Ordnung bildet, die mit
H-und Cq 21, alse.auch weitere drei Puncte gemein hat. — Dieses
Biisochel 4'* Ordnung enthilt mun eine Schaar von Kegelschnittpaaren,
und demgemiss die Curve H- C, eine Schaar von Kegelschnitttripeln.

Diese’ Behauptung ist als richtig erwiesen, sobald gezeigt ist, dass
es einen Kegels¢huitt K' giebt, welcher durch acht von den Puncten
9 ... 24 hindurchgeht; denn daon geht durch die acht noch fehlen-
dan glmchfaiis ein Kegelschnitt.

Um dies nun nachzuweisen und zugleich eine Uebersicht iiber die
759 Wendekegelschmtte zu gewinnen, theile ich dieselben in folgende
sechs Gmppen ein:

' 'L'den Kegelschnitt K durch die Puncte 1...8,
II. diejenigen Kegelschnitte, welche vier und nur vier von den
Puncten 1, .. 8 enthalten,
IM. solche, die drei und nur drei,
IV. solche, die zwei und nur zwei, .
V. solghe, die einen und nur einen,
VI. solche, die keinen der Puncte 1.... 3 enthalten.

Die Gruppe II besteht aus .viermal so viel Kegelschnitten als 8
Puncte Combinationen, o, ‘W. zur 4" Classe zulassen, da jeder Kegdl
schnitt durch vier der Pungte 1. .8 und einen weiteren bestimms ist,
und sich durch jede vier Wendepnncte (vach dem friiheren) finf Kegel-
schmtte legen Iassen, d. h. nach Abzug von K noch.4. Es gehtren also

8.7.6.5.
der Iive Gruppef 4-—*4—“-—”2 32

Von der III*" Att glebb s kemen Kegelschmtt — Denn durch
drei Wendepuncte (I 2, 3) gehen 21 Kegelschnitte. Diese zerfallen aber
1)in gen; ‘quglschmtt K, 2) inisolchte Kegelachnitte, die ansser den
gegebenen drei Puncten (1, 2, 3) noch einen vietten dex Puncte 1....8
enthalten. Da nun die Puncte 123 finfmal mit einem weiteren der
Puncte 1...8 verbunden vorkommen kinuen,.und durch jéde’ vier von
diesen Puncten, abgesehen,yon, K, noch vier Kegelschnitte gehen, so
ist die Zahl dieser Kegelschnitte, die der IFf®nGruppe!/ angehdten,
= 4.5 oder= 20, und;gehtren. also alle;durch die 3 Puncte 12 3

= 4 = 280 Kegelschnitte an. —
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gelegten Wendekegelschnitte der I'*" oder II**" Gruppe an.®) Hieraus
folgt zugleich der Satz:
11) »Zwei Wendekegelschnitte, die drei Wendepuncle gemein haben,
haben stels moch cinen vierten gemein.«

Um die Zahl der Kegelschnitte der IV'™ Gruppe zu finden, stelle
ich folgende Betrachtung an, Durch zwei bestimmte Wendepuncte (1, 2)
gehen (nach 10) 77 Kegelschnitte hindurch. Unter diesen ist 1) der
Kegelschnitt K befindlich, 2) solche, die noch zwei von den Puncten 3 . . 8
enthalten. Die Apzahl dieser ist aber, da sich aus sechs Puncten (3.. . 8)
15 Combinationen 0. W. zur 2%"Classe bilden lassen, und da durch vier Wende-
puncte, abgesehen von K, vier Wendekegelschnitte hindurchgehen ==4. 15
oder = 60. Die Differenz liefert 77 — 60 — 1 =16 als Zahl der Kegel-
schnitte, die durch die Puncte 1,2 gehen, ohne einen weiteren der
Puncte 1...8 zu enthalten. Um die Gesammtzahl aller Kegelschnitte

der IV®® Gruppe zu erhalteu, hat man also 16 noch mit ?; =28zu

multipliciren, und findet so fir die verlangte Zahl 28 >< 16 = 448.— %)

Die V** Gruppe enthalt wieder keinen Kegelschnitt. — Denn durch
einen bestimmten Punet (1) gehen 253 Kegelschnitte. Diese zerfallen
in folgende Arten: 1) den Kegelschnitt K, 2) solche Kegelschnitte, die
ausser 1 noch drei von den Puncten 2...8 enthalten. Die Zahl der-

7.6.5

selben ist 752 >< 4'=140, da durch jede vier dieser Puncte ausser

K noch vier Kegelschnitte gehen; 3) solche Kegelschnitte, die noch
einen der Puncte 2....8 enthalten. Dies sind 7 >< 16 =112, da durch
zwei von den Puncten 1...8 16 Kegelschnitte gehen, die keinen dieser
Puncte mehr enthalten. —

Die Summe der gefundenen Zahlen ist = 253, d. h. gleich der Zahl
aller, durch den Punct 1 iiberhaupt moglichen Kegelschunitte (s. 10),
und giebt es also keinen Kegelschuitt, der einen und nur einen der
Puncte 1...8 enthielte, oder
12) ,Zwei Wendekegelschnitte, die einen Wendepunct gemein haben,
haben stels noch einen cweilen gemein.*

8) Man sieht dasselbe sofort ein, wenn man die durch die Puncte 123 und einen der
Puncte 9...24, etwa 9 gehenden Kegelschnitte wirklichbildet. — Diese fiinf Kegelschnitte ent-
halten nimlich alle 24 Wendepunete (s. vor, §. oben), also auch die Puncie 4 5 6 7 8, und zwar muss
auf jedem derselben einer dieser Puncie liegen, da, sobald einer von ihnen mehr, etwa zwei
derselben enthielte, er mit K identisch wiirde und ausser den Puncten 1...8 noch den Punct
9 enthalten, also 9 Puncte mit der Curve 4ter Ordnung gemein baben misste, was unmoglichist. —

9) Vergleiche das Schema auf Seite 19 und 20,

2
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Die Zahl der bisher gefundenen Kegelschnitte ist gleich
142804 448="729,
wihrend die Gesammizahl der Wendekegelschnitte 759 betrigt. — Es
bleihen also fiir die VI'* Gruppe, deren Kegelschnitte keinen der Puncte

..8 enthalten, noch 30 iibrig. — 1)

Diese 30 Kegelschnitte gruppiren sich paarweise so, dass jedes
Paar die 16 Wendepuncte 9....24 vollstindig enthdlt. Diese 15 Paare
von Kegelschuitten sind zugleicb auch die zerfallenden Curven 4%*
Ordnung durch die genannten 16 Puncte. — Jedes derselben bildet
zusammen mit K ein Kegelschnitttripel, in das der Ausdruck H+R.C,
zerlegt werden kann. Um die Gesammtzabl solcher Tripel zu finden, hat
man die Zahl aller Kegelschoitte, 759, mit 15 zu multipliciren, und
da jedes derselben dreimal vorkommt, mit 3 zu dividiren. Dies liefert
8795 Tripel.

Die Hthe der gefundenen Zahlen im Gegensatze zu den analogen
in der Theorie der Curven dritter Ordoung weist auf die grossen
Schwierigkeiten hin, die sich bei einer analytischen Behandlung des
Wendepunctproblems der Curven 4%" Ordnung muthmasslich darbieten
werden. Sind bei den Curven 3'" Ordnung die Tripel von geraden
Linien, welche durch die 9 Wendepuncte gehem, nur von einem un-
bestimmten Coefficienten abhfingig und durch eine Gleichung 4'® Grades
gegeben, so ist das entsprechende Problem hier von sechs unbestimmten
Coefficienten abhiingig, die auf 3795 verschiedene Weisen bestimmt
werden konnen. — Ist damit bei den Curven 3% Ordoung das Problem
der Auffindung der 9 Wendepuncte auf die oben genannte Gleichung
4te» Grades und Gleichungen 3%" Grades zuriickgefiibrt, so scheint man
hier auf eine entsprechende Reduction der analogen Aufgabe verzichien
za miissen.

Es ist ibrigens, besonders wenn man sich der beiden Sitze 11)
und 12) erionert, nicht achwierig, ein Schema simmtlicher 759 Wende-
kegelschnitte wirklich zu bilden. Um eine Uebersicht iiber dieselben zu
gewinnen, geniigt es indessen, die in vorerwihnter Weise zu einem
bestimmten Kegelschnitte K (1,2,...8) in Beziehnung stehenden Kegel-
schnitte aufzustellen. —

Im Folgenden sind unter IL alle die (60) Kegelschnitte,” welche
die Puncte 1, 2 und zwei weitere der Wendepuncte von K enthalten,
unter [II. diejenigen (16), welche ausser 1 und 2 keinen weiteren
dieser Wendepuncte enthalten, und unter 1V. endlich diejenigen 30
Kegelschnitte verzeichnet, welche tiberhaupt keinen der Wendepuncte

... 8 enthalten.

10) Vergleiche das Schema auf Seite 20,
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Schema der Wendekegelschnitte.

I.

12345678

I

123 49101012f1 2 3 591317211 2 3 6 9141822
13141516 10 14 20 23 101319 24
17 18 19 20 1115 18 24 111617 23
212223 24| 12 16 19 22 12 15 20 21
1237 9151923)1 2 38 8 91620241 2 4 5 9141924
10 16 18 21 10 15 17 22 10 13 18 22
1113 20 22 1114 19 21 111620 21
12 14 17 24 12131823 12 15 17 23
124691320231 2 47 91617221 2 4 6 9151821
10 14 17 21 10 15 20 24 1016 19 23
111519 22 1114 18 23 111317 24
12161824 121319 21 12 14 20 22
1256 09101516[1 2 5 7 91218201 2 5 8 9112293
111213 14 101117 19 10 12 21 24
1720 22 24 1316 23 24 131519 20
C 18192193) 14152122 141617 18
1267 911212401 2 68 91217191 2 7 8 9101314
10 12 22 23 10 11 18 20 11121516
13151718 13 16 21 22 17 20 21 23
14 16 19 20 14 15 23 24 1819 22 24
11l
12 91017182324[12 91113161819[12 912131522 24
19 20 21 22 14 15 17 20 14 16 21 28
12101113152123(121012131617 20)1 21112 17 18 21 22
14 16 92 94 141518 19 19 20 23 24
121314171922231 21516171921 24
18 20 21 24 18 20 22 23
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Iv.

910111213 141516 17 18 19 20 21 22 23 24
17 1819 20 | 13 14 15 16 21 22 23 24
219222324 17 18 19 20

9101314172021 23( 1112151618 14 2224
18 19 22 24 17 20 21 23

9101516172022 241112 13 14 18 19 21 23
18 19 21 23 17 20 22 24

9 11131517 18 21 2410 12 14 16 19 20 22 23

- 19 20 22 23 17 18 21 24

9 1114 16 17 18 22 2310 12 13 15 19 20 21 24
19 20 21 24 17 18 92 23

912 1316 17 19 2122 | 10 11 14 15 18 20 23 24

183023 1719 21 22

912 14151719 23 24| 10 11 13 16 18 20 21 22
18 20 21 22 17 19 23 24

Nach dem Satze ) gebiort zu jedem Wendekegelschnitt ein Kegel-
schoitt, der durch die ferneren Schnittpuncte der Wendetangenten mit
der Curve 4" Ordnung geht. Diese Kegelschnitte bilden demgemiiss
ein System ganz von derselben Art wie die Wendekegelschnitte selbst,
und sind auch in Anbetracht der reellen und imagindren Verhiltnisse
mit diesen vollstindig gleichgestellt, da jedem reellen Wendepunct auch
ein weiterer reeller Schnittpunct seiner Wendetangente mit der Curve
4** Ordnung entspricht. —

13) Ferner ist klar, ,dass sich ebenso, wie durch die 24 Wende-
puncte, auch durch die ferneren Schuittpuncte der Wendetangenten
mit der gegebenen Curve eine sechsfach unendliche Schaar von
Curven 6% Ordnung legen lisst.*!!) Man beweist dies entweder direct,
indem man durch 21 von den 24 besagten Puncten eine Curve 6%
Ordoung Cg legt, und dann die Durchschnitte der beiden Curven 24%F
Ordnung t....tss (Product der 24 Wendetangenten) und H®.Cq (wo H die
Hessesche Curve bedentet) mit der gegebenen Curve 4'** Ordnung (Cy)
betrachtet. — Die genanoten Curven haben dann mit C, 93, also auch
3 weitere Puncte gemein, die auf Cs liegen. Oder man benutzt direct

11) Es wiire winschenswerth fiir eine dieser Curven 6ter Ordnung eine dhmliche einfache
Definition zu haben, wie fiir die Hessesche Curve,
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die Analogie der genannten Puncte mit den Wendepuncten, indem sich
durch dieselben, ebenso wie durch die letzteren, Tripel von Kegel-
schnitten, (d. h. Curven 6'*" Ordnung) legen lassen, mithin jede durch
21 von diesen Puncfen gelegte Curve 6'** Ordnung anch durch die
itbrigen 3 hindurchgeht. Zu ihrer endgiltigen Bestimmung bleiben noch
G Puncte zu wihlen. —

Nach Satz 6) ist nun weiter der Curve 4% Qrduung (C,) in Be-
zug auf jeden Wendekegelschnitt K und den erginzenden K, eine andere
Curve derselben Ordoung (C'y) zugeordnet, welche die beziiglichen acht
Wendetangenten von C; gleichfalls zu Wendetangenten hat, wihrend
die zugehorigen Wendepuncte von C'y auf K und die weiteren Schnitt-
puncte der Wendetangenten mit -derselben Curve auf K; liegen. Die
Zahl dieser zugeordneten Curven ist daher gleich der Zahl der Wende-
kegelschnitte d. h. = 759. —

Unter den Wendepuncten und den ihnen zugehdrigen Kegelschnitten
und zugeordneten Curven nehmen selbstverstindlich die reellen eine
bevorzugte Stellung ein.

Zu ihrer Betrachtung gehe ich jetzt iiber.

§ 6.
Ueber die Realitit der Wendepuncte,

Die Wendepuncte der Curven 4'** Ordnung werden als Durchschnitts-
puncte derselben mit ihrer Hesseschen Curve durch eine Gleichung
24" Grades bestimmt; es wird also, da in jeder Gleichung imaginfire
Wurzeln paarweise vorkommen, die Zahl der imaginiren, und damit auch die
der reellen Wendepuncte stets eine gerade sein. — Legt man nun durch
finf reelle Wendepuncte einen Kegelschuitt, so ist dieser selbst reell,
und muss also mindestens noch einen reellen Schuittpunct mit der
Curve 4*" Ordoung (diese natiirlich selbst als reell vorausgesetat) ge-
mein haben, d. h. nach dem Wendepunctsatze mindestens noch einen
reellen Wendepunct enthalten. — Ich werde nun zeigen, dass
14) ,von den 24 Wendepuncten einer Curve 4" Ordnung hichstens
8 reell sein kinnen.*

Denn angenommen, es seien mehr reell, etwa zehn, so muss
nach dem eben gesagten auf dem durch die finf reellen Wendepuncte
12345 gelegten Kegelschnitt K mindestens noch ein sechster reeller
Wendepunct (6) liegen. Die beiden andern auf ihm gelegenen Wende-
puncte (7, 8) sind entweder auch reell, oder imaginir. — Ist zumichst
das erstere der Fall, so miissen die beiden noch ibrigen reellen Wende-
puncte (9, 10) auf einem und demselben Kegelschnitte (12349 10)
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liegen. Bilde ich nun etwa, wie im Schema 8. 19 u. 20, die Kegelsohnitte
12359,12369,12379,12389,
8o muss auf jedem derselben noch ein reeller Wendepunct liegen, und
zwar ein neuer, da dieser Kegelschnitt sonst mit K zusammenfallen,
also mit G, mehr als acht Puocte gemein haben miisste. — Es seien
diese neuen Wendepuncte etwa mit 13, 14, 15, 16 bezeichnet. Bilde
ich daon noch die Kegelschnitte
12569,12579, 12589,

50 mﬁsseu dieselben wieder wenigstens zwei neue reelle Wendepuncte
enthalten, etwa 11 und 12.3%)

Acholich verfihrt man, wenn die Puncte 7 und 8 imaginir und
statt ihrer etwa 13 und 14 reell sind, die beide anf dem Kegelschnitt
123413 14 liegen. Um dann neue reelle Wendepuncte zu erhalten,
bilde man z. B. die Kegelschnitte 12359, 12459, 13459. 8ind
die auf den ersteren beiden gelegenen ferneren reellen Wendepuncte,
resp, 13 und 14, so muss aof dem dritten schon ein neuer, etwa 15
liegen etc. — Auch hier lisst sich zeigen, dass die Realitit von 10
Wendepuncten die von mindestens sechs weiteren zur Folge hat. —

Diese 16 Wendepuncte sind nun von der Art, dass die acht noch
feblenden (17...24) auf einem und demselben Kegelschnitt liegen. Es
lassen sich, nach dem friiheren, durch dieselben daher 1) 30 Kegel-
schnitte legen, die jeder & von diesen 16 Wendepuncten enthalten und
2) 448 solche, die jeder 6 von den Wendepuncten 1...16 enthalten.
— Ein derartiges System von Kegelschnitten durch 16 Puncte ist aber
nnméglich, wenn dieselben alle reell sind, d. h. es konnen hdchstens
8 Wendepuncte reell sein. .

Sind aber 8 Wendepuncte (1...8) reell, so liegen sie alle auf
einem und demselben Kegelschnitt. Um dies zu zeigen, bilde man die
Kegelschnitte 12345 und 12346. Sind 7 und 8 die auf diesen
resp. liegenden weiteren reellen Wendepuncte, so bilde man den Kegel-
schnitt 123 58 auf dem gleichfalls noch ein reeller Wendepunct liegen
muss, und da dies nur einer der Puncte 4, 6 oder 7 sein kann, so
folgt hieraus das Zusammenfallen der drei Kegelschuitte.

Der so eben bewiesene Satz, dass eine Curve 4'** Ordnung hochstens
8 reelle Wendepuncte haben kenn, ist schon von Herrn Zeuthen vor
Kurzem %) auf directere und elegantere Weise aus der Theorie der Doppel-
tangenten abgeleitet, weshalbich den Beweis im Folgenden kurz recapitulire.

1%) Wghlt man die neuen Wendepuncte anders, so kann man erreichen, dass alle 24 Wende-
puncte reell werden, wodureh sich der Beweis noch einfacher gestalten wiirde., — Ich habe den
angiingtigsten Fall gewdhlt.

18) in seiner Abhandlung:, Sur les différentes formes des courbes planes du quatriéme ordre,*
die sich im VIL Bande der Mathem. Annalen (S. 415 f.) abgedrucki findet.



Herr Zeuthen unterscheidet reelle Doppeltangenten ,der ersten®
und ,,d‘ér zweiten Art“. je nachdem ibre Beriihrungspuncte einem und
demselben oder verschiedenen Ziigen einer Curve angehtren, und weist
nach, dass die Zahl der ersteren Doppeltangenten (zu denen auch die
mit imaginéren Berithrungspuncten gerechuet werden) fiir Curven vierter
Ordpoung ohne singulire Puncte stets gleich vier ist. An jedem paarigen
Zuge — und Curven gerader Ordnung haben nur solche — ist aber
die Zahl der reellen Wendepuncte eben so gross als die Zahl reeller
Beriihrungspuncte von Doppeltangenten der ersten Art; daher kann die
Zahl der reellen Inflexionen héchstens acht betragen. -—

Die Zahl der reellen Wendepuncte kann hiernach =0, 2, 4, 6
oder 8 sein. In den beiden letzten Fillen ist der Kegelschnitt durch
die reellen Wendepuncte vollstindig bestimmt, und selbst, ebenso wie
der ergiinzende Kegelschnitt und dic zugeordnete Curve reell. — Aber
auch in dem Falle von vier reellen Wendepuncten muss durch dieselben
mindestens ein reeller Wendekegelschnitt gehen, da die durch vier Wende-
puncte gehenden Kegelschnitte durch eine Gleichung fiiuften Grades be-
stimmt werden, die in Folge der Realitit der vier Wendepuncte reelle
Coefficienten hat, und daber mindestens eine reelle Wurzel enthalten muss.

Die ferneren 4 Schnittpuncte dieses reellen Kegelschnittes mit der
Carve 4" Ordaung sind vier paarweise conjugirt imaginire Puncte.
Dasselbe gilt von dem erginzenden Kegelschnitt,

Fiar die zugeordnete Curve 4% Qrdnung (C's) sind damit in diesem
Falle bereits 16 reelle Puncte bekannt, nimlich die Schnittpuncte der
Linien t; ta tyty mit K?K,, die indessen nicht geniigen, um die Realitit
von C'; festzustellen, da jede imaginire Curve 4'r Ordnung 16 reelle
Puncte enthiillt. — Man hat dazu vielmehr auf die Gleichung

04.0‘4Et|...t5+1K3K1
zuriickzngehen, die in Folge der Realitit von Cq, t...ts, K*K; die
Realitiit von A und damit die von C’; unmittelbar lehrt. —

§ 7.
Die Riickkehrtangenten der Curven vierter Classe.

Aus allen bisher vermittelten Sitzen iiber Wendepuncte der Curven
4t Ordnung lassen sich durch Anwendung des Princips der Dualitit
genau entsprechende ableiten, welche die Riickkehrtangenten der Curven
vierter Classe betreffen. So ergiebt sich vor Allem der Satz:

15) »Jeder fiinf Riickkehrtangenten ciner Curve vierter Classe be-
riihrende Kegelschnitt (K) beriihrl auch drei weitere Riickkehrian-
genten derselben. — Die aus den sugehiorigen Riickkehrpuncien an
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die Curve vierter Classe noch ferner mdglichen (8) Tangenten im-
Wiillen gleichfalls einen Kcgelschnitt (Ky). Zugleich ist der Curve
vierter Clusse (C) selbst eine andere Curve von derselben Classe (C'y)
sugeordnet, welche die genannten acht Riickkehrpuncte von Cy gleich-
falls eu Riickkehrpuncten hat. Die den letsteren sugehirigen Riick-
kehrtangenten von C'y beriihren den Kegelschnitt K, die aus ihnen
an C'y gehenden weiteren Tangenten den Kegelschnitt K.«

Fir die analytische Darstellung der Curven vierter Classe liefert
dieser Satz die Form
16) G..G'qsul.ug...us+1K3K1,

wenn u;=0 die Gleichungen der Riickkehrpuncte sind.

Es folgt weiter, dass die 24 Riickkehrtangenten und die ihnen zu-
gehorigen Kegelschnitte ein System von ganz derselben Art bilden, wie
das oben fir die Wendepuncte und Wendekegelschnitte der Curven
vierter Ordnung entwickelte; ferner, dass hdchstens acht Riickkehrtan-
genten reell sein konnen etc.

§ 8.

Ich kehre jetzt zuriick zu den beiden Darstellungsformen der Cur-
ven vierter Ordnung (siehe No. 2 u. 7) in Verbindung mit -jedesmal
einer anderen Curve derselben Ordnung. Die erstere von ihnen
(A.) Ce.Clu=1y...ts +2K2. 0",
bezog sich auf einen beliebigen Kegelschnitt K und die in den Schnitt-
puucten desselben mit C; gezogenen Tangenten; die andere
(B.) Ci.Cls=t;....ts4~2K? . K,
dagegen auf einen Wendekegelschnitt und die diesem zugehdrigen Wende-
tangenten. Sie waren den beiden Darstellungsformen der Curven dritter
Ordnung

(a) Ca=titats-+AP?.Q und

(b) Ci=titats+2AP3
respective analog. Aus ihnen kann man nun eine Eigenschaft fir die
Puncte von P resp. von K ableiten. —

Ieh beginne mit der dritten Ordnung und bilde die Gleichung der
Polargeraden A’ eines beliebigen Punctes x' von P in Bezug auf C.
Sie lautet in den beiden Fillen (a) und (b)

" r o b t.
A=ttt i 4 =0 1

14) Unter t'; ist das Resultat der Substiution der Coordinaten x’ in ty verstanden.
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ist also identisch mit der in Bezug auf das Dreiseit t; tats gebildeten ')
Aus der Gleichung (b) erhiilt man weiter als Gleichung des Polarkegel-
schnittes fiir denselben Punct
A=t"1tats+tatgt,+tstita==0 d. h.

17a, »Die gerade und die conische Polare eines jeden Punctes der
Wendelinie (P) in Beaug auf die Curve 3% Ordnung sind identisch
mit den entsprechenden Polaren in Besug auf das von den Wende-
tangenten gebildete Dreiseit.«

Hier geht die conische Polare ferner durch die Ecken des Dreiseits
und den Pol der Linie P in Bezug auf dasselbe, der linear construirbar
ist. Es folgt daraus zugleich, dass die harmonischen Polaren der Wende-
puncte, die in Verbindung mit den beziiglichen Wendetangenten ja die
Polarkegelschnitte derselben bilden, alle drei durch diesen Pol und jede
durch eine bestimmte Ecke des Dreiseits hindurchgehen.

Aehnlich verhiilt es sich nun bei den Curven vierter Ordnung.
Die Verschiedenheit besteht wesentlich in dem Auftreten der zugeord-
neten Curve. Die Gleichung (A) liefert den Satz von der Identitét der
Polargeraden jedes Punctes von K in Bezug auof ti.ts...ts mit der-
jenigen in Bezug auf C,.C'y (fberhaupt in Bezug auf jede Curve des
durch Aenderung von ) entstehenden Biischels 8'* Ordoung). Ebenso
17v. folgt aus der Darstellung (B) der Satz, »dass fiir jeden Punct
des Wendekegelschnities (K) Polargerade sowie Polarkegelschnitt
dieselben sind in Besug auf CyC's wie in Bezug auf das von den
acht Wendetangenten gebildete Achiseit.«

Die Gerade, welche der zerfallende Polarkegelschnitt eines Wende-
punctes von O, oder C'y in Bezug auf C,.C'; ausser der betreffenden
Wendetangente enthalt, — ich werde sie kurz Harmonikale 1%} nennen —
wird gefunden als die gerade Polare des betreffenden Wendepunctes in
Bezug auf das von den iibrigen Wendetangenten gebildete Siebenseit;
wie man unmittelbar einsiecht durch Aufstellung der Gleichung des
Polarkegelschnitts. Diese lautet z. B. fir den Wendepunct x' der
Geraden t;==0,

t1{:g+ +.. + 0;

15) oder, da sie von A unabhiingig ist, identisch mit der Polargeraden in Bezug auf jede
Curve des durch Aenderung von A entstehenden Biischels von C. 3. 0.

16) Diese Bezeichnung, welche ich einem Vorschlage meines Vaters verdanke, und die dey
bei den Curven dritter Ordnung gebriinchlichen , harmonische Polare* wohl vorzuziehen ist,
hat ihre Berechtigung darin, dass die Harmonikale stets der Ort der harmonischen Mittelpuncte
ersten Grades ist in Bezug auf die Schnittpuncte der durch den Wendepunct gehenden Trans-
versalen mit der Curve fir den Wendepunct als Pol.
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ihr erster Factor liefert die Wendetangente, der zweite die Harmonikale.
— Diese Harmonikale, (die von der zu den einzelnen Curven C, oder
C'y gehérigen natiirlich verschieden ist) lisst sich nun aus den Wende-
tangenten und dem gegebenen Wendepunct linear construiren. —

Bildet man néimlich die Gleichung der Polargeraden eines Punctes
x' in Bezug auf ein System von m Geraden (t;..tn) und dann in Be-
zug anf das durch Weglassung einer dieser Geraden (etwa t; ) entste-
hende System von m—1 Geraden, (ich nenne dieselben resp. Ay und An—1),
so erhilt man

Ay ng-—f-kf-i-—{—t:—i =0 und
t 1 t 2 tm
oyt

und es zeigt sich, dass die erstere Gleichung durch die aus dem Zu-
sammenbestehen der Gleichungen Am—1=0 und tm =0 sich ergebenden
Coordinatenwerthe befriedigt wird, dass also der Durchschnittspunct von
tm mit Am—1 auf Am liegt. 17) Man braucht daher, um Aw zu finden, nur
die Polargeraden fiir zwei verschiedene solche (m— 1) seite zu bilden, so
ist die Verbindungslinie ihrer Schnittpuncte mit den resp. beiden Linien
t die verlangte Polargerade Aw. — Die Polargeraden Am 1 kaou man
durch dieselbe Methode aus Polargeraden eines Systems von nur m—2
Geraden ableiten, und fihrt mit dieser Reduction so lange fort, bis nur
noch zwei Gerade iibrig bleiben. Die Polargerade in Bezug auf diese

kann man aber nach den bekadnten Sitzen vom vollstindigen Vierseit
linear construiren,

Bei den Curven dritter Ordnung, wo die drei Wendepuncte in
gerader Linie liegen, schueiden sich die Harmonikalen (harmon. Polaren)
in einem Punct. Hier, wo die acht Wendepuncte der gegebenen und
die entsprechenden der zugeordneten Curve auf einem Kegelschnitt liegen,
wire demgemiss zu erwarten, dass die Harmonikalen der betreffenden
Wendepuncte in Bezug auf jede einzelne Curve 4** Ordnung (Cy oder C'y),
oder wenigstens in Bezug auf den Complex beider (C;.C'y) einen Kegel-
schnitt umhiillten. ' '

Diese Licke in der von mir gegebenen Wendepuncttheorie der
‘Curven vierter Ordoung im Gegensatze zu derjenigen der Curven dritter
Ordnung tritt in ein noch helleres Licht, wenn man sich der Beziehungen
erinnert, in denen dort eine gewisse Reihe !®) von Curven dritter Classe
zu den Harmonikalen steht. —

17) Vergl. Cremon a, Einleitung in die eb. Curven No. 76.

18) Unter ,,Reihe'* verstehe ich den dem Ausdruck ,,Bischel” dualistisch entsprechen-
den Ausdruck.
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Ebenso nimlich wie die Wendepuncte der gegebenen Curve dritter
Orduung die Fundamentalpuncte eines Biischels von Curven 3% Ordnunng
bilden, wnd zwar so, dass jede dieser Curven dieselben zu Wendepuncten
hat, so ergeben sich die neun Harmonikalen als die gemeinschaftlichen
Riickkehrtangenten einer Reihe von Curven dritter Classe. Ist bel den
ersteren die Lage der Wendepuncte constant und die Richtung der
Wendetangenten variabel, so ist bei den letzteren die Richtung der
Riickkehrtangenten constant uwed die Lage der Riickkehrpuncte verdinder-
lich. Ebenso ferner, wie fir die Wendepuncte der Satz gilt, dass aaf
der Verbindungslinie zweier Wendepuncte ein dritter liegt, so folgt fiir
die Harmonikalen als Riickkehrtangenten einer Curve dritter Classe der
reciproke Satz, dass dorch den Schnittpunct je zweier von ihnen stets
cine dritte geht. [Es zeigt sich also hier zwischen Wendepunct und
Harmonikale ein vollstindiges dualistisches Entsprechen.

Ist es nun gestattet, ein solches Entsprechen auch bei den Curven
4%r Ordnung anzunehmen, so kann man daraus, dass die Wendepuncte
Schnittpuncte der gegebenen Curve mwit einer Curve 6% Orduung sind,
fir die Harmonikalen einfach schliessen, dass sie die gemeinschaftlichen
Tangenten einer Cuarve 4** und einer solchen 6" Classe, und Riickkehr-
tangenten der ersteren sind, Dieses letztere wirde nach 15) dann
unmittelbar zur Folge haben, dass ein fiinf Harmonikalen berithrender
Kegelschnitt stets drei weitere Harmonikalen zn Tangenten enthielte, und
wiirde damit die vollstindige Harmonie hergestellt sein.

Ist iibrigens die eben erwihnte Curve vierter Classe bekannt, so
ist auch eine Curve 6%r Classe gegeben, welche ihre Rickkehrtangenten
beriihrt: nimlich die Finhiillende derjenigen Geraden, deren Polarkegel-
schnitte in Bezug auf die Curve vierter Classe in zwei Puncte zerfallen
oder, was dasselbe ist, die Einhiillende der Doppeltangenten ihrer ersten
(einhiillenden) Polaren. Analytisch stellt sich diese Curve (wie die
Hessiana bei den Ordnungscurven) als Determinante der zweiten par-
tiellen Differentialquotienten der Curve 4% Classe dar. —

Indessen ist es mir nicht gelungen, eine Curve 4** Classe von
der verlangten Art anzngeben. 1)

19) Fiir die von mir in dieser Bezishung untersuchten Curven erhielt ich stets, und zwar
meistens bedeutend zn hohe Grade. So liefert z. B. die sogenannte Cayley'sche Curve, die in
der oben erwihnten Reihe von Curven dritter Classe eine hervorragende, der dor Hesse'schen
Curve analoge Stellung einnimmt, und als Enveloppe entweder der zerfallenden Polarkegel-
schoitle oder der Verbindungslinien des Doppelpunctes der letzteren mit dem zugehsrigen Pol
definirt werden kann, fiir die Curven 4%er Ordnung bei der ersteren Definition eine Curve 7 2ter
bei der zweiten eine solche 18ter Classe.
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§9.
Ueber
die Wendetangenten der Curven vierter Ordnung

ist noch folgendes hinzuzufiigen. ¥)

18) Wie die Wendepuncte als Schnittpuncte der Curve 4%r Ordnung
mit einer Curve 6% Ordnung gefunden werden, so ergeben sich die
Wendetangenten als gemeinschaftliche Tangenten einer Curve 4% Classe
(P==0) und einer Curve 6% Classe (Q==0). Die erstere derselben
(P==0) ist die Enveloppe der Linien, welche die Curve vierter Ord-
nung in 4 Pancten mit dquianharmonischem Doppelverhéltniss schusiden.
Ist also die Curve 4** Ordnung symbolisch durch as*==hs!... gegeben,
so kann die Gleichung von P aus der symbolischen Darstellung der
betreffenden Invariante der biquadratischen biniren Formen i==(ab)*®)
durch einfache Zufigaung des Symboles u der Liniencoordinaten abge-
leitet werden, so dass P=(uab)* ist. — Ebenso erhilt man fiir Q als
Enveloppe der die Curven 4'" Ordnung in vier harmonischen Puncten
schneidenden Geraden *%) aus der cubischen Invariante der biquadratischen
(binéiren) Formen j==(ab)?(b¢)?*(ca)?, die Darstellung

Q = (uab)? (ube)? (uca}®

Mit Hiilfe der beiden Invarianten i und j bildet man die Discriminante
der biquadratischen binfiren Formen

r=§%z it —6j? }

Aus ihr folgt durch Zufiigung des Symbeles u die Gleichung der Enve-
loppe der geraden Linien, welche die Curve 4'** Ordnung in zwei zu-
sammenfallenden Puncten schneiden, oder mit anderen Worten die
Gleichung der Curve vierter Ordnung in Liniencoordinaten

19) 27R=P*—6 Q2=0

R ist von der zwblften Classe, hat also mit P 48, mit Q 72 gemein-
schaftliche Tangenten. Unter diese gehdren nach dem Obigen (18) auch
die 24 gemeinschaftlichen Tangenten von P und Q, die als Wende-
tangenten von C, (oder R) aber doppelt zu zibhlen sind. — Dies zeigt
anch direct die Gleichung 19), indem fir R==0 und P=0, Q quadra-
tisch heraustritt. Fir R=0 und Q=0 tritt P sogar cubisch heraus,.
worans folgt, dass Q von den Wendetangenten in denselben Puncten wie
R, d. h. in den Wendepuncten beriihrt wird.

20) 8, Clebsch, Crelle’s Journal, Bd. 59, 8. 43 u, ff.
1) 8. Clebsch, Theorie der biniren Formen §§ 40 u. 41.

22) Eine audere geometr, Definition dieser Curven findet sich bei Clebsch im 59. Bd. von
Crelle’s Journal 5. 133,
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Die eben angefiihrten Sitze sind von Clebsch in seiner schénen
Abhandlung ,Ueber symbolische Darstellung algebraischer Formen“ im
59. Bande des Crelle’schen Journals S. 43 u. ff. entwickelt. — lch
benutze diese Gelegenheit um ein Versehen zu corrigiren, welches sich
an der citirten Stelle und in dholicher Weise auch anderweitig befindet
und leicht zu falschen Anschauungen Veranlassung giebt.

Clebach bemerkt nimlich, nachdem er das Theorem 19) abgeleitet,
Folgendes:

wEs ist durch geometrische Betrachtungen bewiesen, dass im Allge-
meinen jede Wendetangente einer algebraischen Curve in ihrer Dar-
stellung durch Liniencoordinaten, bei welcher zu der gegebenen Curve
nothwendig noch andere Zweige hinzutreten, als Riickkebrtangente
auftritt“, und sucht dies an der Gleichung 19) direct nachzuweisen.
Indem er den Ausdruck P*— 6Q? fiir Tangenten, welche den Wende-
tangenten (u) sehr nahe kommen, bildet, erhilt er unter Beibehaltung
der Grissen niedrigster Ordnung (dQ)2==0, und schliesst daraus, dass
jede Wendetangente in dem Puncte, dessen Gleichung

aQ dQ aQ _
U;. ™ +U —|—U F
ist, #wei verschiedene Zweige der Curve R==0 beriihre, dieser Beriih-
rungspunct (d. h. der urspriingliche Wendepunct) also Riickkehrpunct
derselben werde. —

Es sind nun zwar zunichst, wie bekannt, Wendetangenten und
Rickkehrpuncte dualistisch entsprechende Elemente, und verwandelt
sich auch in der That z. B. bei der Bildung der Reciprocaleurve jede
Wendetangente in einen Riickkehrpunct. — Nicht aber ist bei der Dar-
stellang einer Ordnungscurve in Liniencoordinaten dasselbe der Fall. —
Die Verwandlung der Wendetangenten in Riickkehrtangenten soll nach
Clebsch hier dadurch ermoglicht werden, dass zu der gegebenen Curve
4'r Ordoung neue Zweige hinzutreten, die dann, da die urspriingliche
Curve 4*r Ordnung selbst (im Allgemeinen) keine Riickkehrtangenten
enthalten kann, diese enthalten miissen.

Es ist nun aber leicht zu zeigen, dass auch dies nicht maglich ist.
Eine Curve 12tr Classe hat allerdings im Allgemeinen 360 Riickkehr-
tangenten. Die Zahl derselben wird aber durch jede Doppeltangente
um 6, durch jede Wendetangente um 8 reducirt, also im Ganzen nm
6.28-18.24=2360, so dass keine Riickkehrtangente iibrig bleibt.

Woeiter l4sst sich nachweisen, dass bei der Darstellung einer Curve
4ter Ordnung (ohne Doppel- und Riickkehrpuncte) in Liniencoordinaten fiber-
haupt keine neuen Zweige hinzatreten. Denn ein solcher Zweig miisste doch
irgendeine Singularitit besitzen. Eine Riickkehrtangente kann er nach dem



— 80 —

eben Gesagten nicht haben, ebensowenig aber einen Doppelpunct, da die
Zahl derselben (im Allgemeinen 8100) duorch die 24 Wendetangenten
und die 28 Doppeltangenten gleichfalls auf 0 reducirt wird. — Noch
weniger aber kann R durch das Hinzutreten eines Zweiges eine neue
Wende- oder Doppeltangente erhalten, da durch eine solche die Zahlen
fir die Doppel- und Riickkehrpuncte der Curve R noch mehr reducirt,
also negativ werden wiirden. — Auch wiirde dann bei einer riickwir-
tigen Yerwandlung der Gleichung R==0 in Punctcoordinaten die erhal-
tene Curve von einem niederen Grade als 4 werden; was natiirlich
sinnlos wire,

Auders ist es, wenn die gegebene Ordnungscurve Doppel- oder
Riickkehrpuncte enthdlt. Diese treten in der That bei der Darstellung
der Curven in Liniencoordinaten als Factoren heraus, und zwar die
ersteren zweifach, die letzteren dreifach. — Ebenso sondern sich bei
der Darstellung von Classencurven in Punctcoordinaten etwa vorhandene
Doppel- und Wendetangenten als Factoren aus. — Dies sind aber die
einzigen Fille, wo Zweige — falls man sich des Ausdruckes hier noch
bedienen will — zu der gegebenen Curve hinzutreten. Dasselbe gilt
natiirlich allgemein fir Curven von beliebig hoher Orduung. —

Was nun den von Clebsch speciell fir Curven vierter Ordnung aus
der Form der Gleichung P?*—6Q®*=0 gefilhrten Beweis anbelangt, so
ist es unrichtig, darams, dass sich fir den Wendetangenten sehr nahe
liegende Tangenten die Gleichung 19) in (dQ)*~0 verwandelt, zu
schliessen, dass die Tangenten hier zwei verschiedene Zweige der Curve
beriihren.

Man erkennt dies leicht folgendermassen: Bildet man die Gleichung
der letzten Polarenveloppe der Wendetangente (u) oder die Gleichung
ihres Berithrungspunctes, so zeigt sich, dass dieselbe identisch ver-
schwindet, da fiir sie P==0 und Q=0 sind. Hieraus weiss man, dass
die Linie u entweder Doppel- oder Wendetangente von R ist, je nach-
dem nimlich die beiden Factoren, in welche die Gleichung ihrer vor-
letzten Polarenveloppe gerfillt; und welche die beiden Beriihrungspuncte
vo (u) liefern, verschieden oder gleich sind, — Man erhﬁ.lt aber fir
dieselbe die Gleichung

(Ul +Us +U3¢Q)—O, -

und hat also in U in der That einen Wendepunct vor sich. Seine
Gleichung ist mit der des Beriihrungspunctes von u an Q=0 identisch,
wodurch das auf S, 28 anderweitig Bewiesene bestitigt wird. —
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Ich wende mich jetzt zur kurzen Betrachtung

einiger die Wendepuncte und Wendekegelschnitte

betreffenden Specialititen.

1. Schon in der Eiunleitung (8. 1) habe ich einer Classe von Curven
4 Ordoung Erwihnung gethan, weleche auf der Verbindungslinie (P)
zweier Wendepuncte stets einen dritten, und daher, wie leicht zu zeigen¢
auch einen vierten enthalten. —

Die den drei auf P gelegenen Wendepuncten zugehérigen Wende-
tangenten (ti, ta, ts) bilden nimlich dann zusammen mit der in dem
vierten Schnittpunct von P mit der Carve 4% Orduung gezogenen Tan-
gente (t) eine Curve 4' Ordnung; ebenso die dreifach gerechnete
Linie P in Verbindung mit der durch die ferneren Schnittpuncte zweier
Wendetangenten (t; tz) mit der Curve 4'" Orduung gelegten Geraden Q.

Diese beiden Cnrven 4% Ordnung heben mit der gegebenen 13,
also auch 3 weitere Puncte gemein, d. h. auch der vierte Schnittpunct
von P mit der Curve 4" Ordoung ist ein Wendepunct, und die fer-
neren Schoitipuncte der Wendetangenten liegen auf einer Geraden Q.
— Die Gleichung der Curve vierter Ordnung lisst sich also hier dar-
stellen in der Form
21. Cissty tg tg M+IPSQ=
eine Gleichung, die mit der oftgenannten Darstellung der Curven dritter
Ordoung die finsserste Analogie besitzt, und deren weitere Verfolgung
daher wohl nicht ohne Interesse sein diirfte.

Dieselbe enthilt eine unabhiingige Constante weniger als die allge-
meine Gleichung einer Curve 4% Qrdoung, erfordert also zu ihrem
Bestehon das Verschwinden einer Invariante derselben. — Einen Factor
dieser Invariante kann man iibrigens fir den Fall eines speciellen Coor-
dinatendreiecks leicht angeben. Wihlt man nimlich zwei Wendepuncte
zu Ecken, die zugehirigen Wendetangenten zu Seiten (x,=0, x3=0)
des Fundamenmldrﬂiecks so erhilt die Gleichnng der Curve, da die
Coefficienten. von x4, xa*, %" xs, %o’ X3, %1% %s% %% x;® aus ibr herans-
fallen miissen. die Form
22) Ca=xy %3 P2+ %" 1 =0, -
wo ¢ nnd pe Funttipnen- 1% resp. 2'**. Grades in den Veriinderlichen
bedeuten. @z==o0 berithrt C; dreipunctig in seinen Schnittpuncten mit
x3=0, und zerfillt mur dann in zwei gerade Linien, wenn sqine
Discriminante verschwindet. Diese Discriminante muss also ein Factor
der obengenannten Invarisnte sein, deren Grad (wie wohl iiberhaupt
der aller Invarianten, deren Verschwinden #hnliche einfache geometrische
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Eigenschaften ausdriickt) sehr hoch zu sein scheint. {Vergl. das am Schluss
des § 11 Gesagte).

Man ersieht hieraus ferner, dass ein Wendekegelschnitt jm Allge-
meinen nie in zwei gerade Linien zerfallen kann. —

Die Gleichung 22) lehrt iibrigens ferner, wie das Verschwinden
einer Invariante auch nithig ist, wenn sich zwei Wendetangenten in
einem Puncte der Curve, oder drei Wendetangenten in einem beliebigen
Puncte schneiden ete,

II. Der in den §8 3 und 4 gefiihrte Beweis des Wendepunct-
satzes ist ohne Weiteres in allen Fillen anwendbar, wo keines der drei
Curvensysteme in einem der benutzten Puncte einen Doppelpunct oder
Schoittpunct zweier Theilcurven hat; er bedarf einer Correction, sobald
etwa zwei der acht Tangenten sich in einem Puncte des Kegelschnittes
schneiden oder eine durch den Beriihrungspunct der andern geht, oder
wenn gar zwei derselben zusammenfallen. Alle diese aufgefiihrten Fille
konnen bei einer allgemeinen Curve vierter Ordnung nicht vorkommen.
Ich werde hier nur den letzterwiihnten einer Doppeltangente betrachten,
da er in dem von mir gewihlten Beispiel der Curven vierter Ordnung
mit drei Doppelpuncten auftritt. Fir diese reducirt sich niimlich die
Zahl der Wendepuncte durch die drei Doppelpuncte auf sechs, und liegt
daher die Frage nahe, was denn wohl aus den beiden ferneren Schnitt-
puncten des jene sechs Wendepuncte enthaltenden Kegelschnittes mit
der Curve 4'*r Ordnung geworden sei.

Werden diese beiden Puncte nun Beriihrongspuncte einer Doppel-
tangente, so giebt die im § 2 gegebene Darstellung (4) der Curven
vierter Ordnung

Cy.C'e=t;...15.C3+21K3.K;
unmittelbar die Mittel an die Hand, die dann auftretenden weiteren
Specialititen zn erkennen. — Dieselbe lehrt zunsichst, dass Cy in seinen
Schnittpuncten mit K, C4.C'y dreipunctig schneidet. Fallen also von den
an C, in seinen Schnittpuncten mit K gezogenen Tangenten zwei in
eine Doppeltangente T znsammen, so muss Gy, welches dieselbe in ihren
Beriihrungspuncten mit C, gleichfalls beriihrt, also vier Puncte mit ihr
gemein hat, dieselbe als Factor enthalten und zwar entsprechend jedem
Beriihrungspuncte einmal. — Fiir O3 bleibt dann nur noch eine gerade
Linie tq fibrig, so dass die obige Gleichung sich in die folgende ver-
wandelt:
23) Ce.Clity..te. 42K K,
Dieselbe lehrt. dass auch t¢ Wendetangente ist, und zwar ebenso wie
die iibrigen zngleich an C; und C'y. Ferner ist klar, dass t anch Doppel-
tangente an C'; mit denselben Beriihrungspuncten wie an G, wird, und
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dass K; den Kegelschnitt K in seinen Schuittpuncten mit der Doppel-
tangente berihrt.

Anm.: Dass der sechste Wendepunct hier auf dem durch die fibrigen
bestimmten Kegelschnitt liegt, lasst sich auch direct zeigen, wenn man,
dhnlich wie in § 3, die Curve 4'*" Ordoung (Cy) durch eine Curve
6“" Ordnung (Cg) erganzt, und dann die Schnittpuncte von

05.04 y K3K1 und tl...t.a
betrachtet. — Man gelangt dadurch zu der folgenden Darstellong der
Curven 4% Ordoung:
C‘oC'QEt‘l--.tq.a'*“'lKaK]’
wo ® einen Kegelschnitt bedeutet, der C,.C'y in seinen Schnittpuncten
mit E dreipunctig schneidet. — In dem eben betrachteten Fall zerfillt
£ in die zweifach zurechnende Doppeltangente. —

Ich wende mich jetzt zu dem Beispiel der Curven 4'*" Ordnung mit
drei Doppelpuncten, die, wie nur wenige Curven 4" Ordnung, eine
analytische Entwickelung des Wendekegelschnittes, des ergiinzenden
Kegelschnittes und der zugeordneten Curve gestatten.

§ 11

Die Curven vierter Ordnung mit drei Doppelpunecten. ®)
Wihlt man die drei Doppelpuncte einer einliufigen Curve 4** Ord-
nung zu Ecken des Fundamentaldreiecks, so lantet ihre Gleichung
8) X Xs? + X x4 asex? X+ 2a55 %,  Xp x5+ 2am XeP x5 Xy
~+2313%3%x; =0, oder

alx(l_l)”+“s(1£)‘+a.{xisf+ga,, Xg!a’_l— “’(x,x,)'* ‘(xm%

eine Gleichung, die zeigt, dass aus der Gleichung einer Curve 4*r Ord-
nung mit drei Doppelpuncten die eines Kegelschnittes durch die Sub-
stitntionen

1
b) _:“'x_QOderx’n XXt M Xe=Y1:¥2: ¥8

und umgekehrt aus der Gleichung des letateren die der ersteren durch
die Substitutionen

1
c) —t1—:— oder ysys:ys yi: V1 }a=X1: X3t X3

abgeleitet werden kann. — Zugleich entspricht, wie iiberhaupt bei Cur-
ven vom Geschlecht 0, jedem Puncte der einen Curve ein und nur ein

28) Vergl. 8almo n, hthere eb, Curven 8. 815 u. &,



Punct der andern. Den Puncten einer Seite (y;==0) des Fundamental-
dreiecks der einen Figur entsprechen bestimmte Richtungen in der zu-
gehorigen Fcke (xx==0, x,=0) der andern Figur. So entsprechen
z. B. den Schoittpuncten des Kegelichnittes mit den Seiten des Coor-
dinatendreiecks die Richtungen der Tangenten in den Doppelpuncten der
Curve 4' Ordnung. — Je nachdem die ersteren reell oder imaginir
sind oder zusammenfallen, ist aunch der Doppelpunct ein Knotenpunct
(Schnittpunct von zwei reellen Aesten), ein isolirter oder ein Rickkehr-
punct. — Allgemein entspricht jeder Curve, welche durch die drei Fun-
damentalpancte ihrer Ebene resp. fi, fi, fs mal bindurchgeht, eine Curve
von der Ordnung
d) HJ=2ﬂ—fl—fg—f3,
die durch die drei entsprechenden Fundamentalpuncte der anderen Ebene
resp. f'y, f's, f's mal hindurchgeht, fiir

f'1=n'——fg-——fa; rs=n—fsmf1; f’3="'-ll~—f1 — fg 24)

Um Rechoungen und weitliufige Discussionen zu vermeiden, werde
ich mich im Folgenden auf die in eben gezeigter Weise aus einem Kreise
transformirten Carven 4'" Ordnuug beschriinken, welche ausserdem den
Vortheil gewilhren, dass die Gleichung 6'*" Grades, welche ihre Wende-
puncte liefert, algebraisch lasbar ist. — Die betreffenden Entwickelungen
fir den allgemeineren Fall kinnen in derselben Weise geschehen; ich
werde sie am Schlusse kurz andeuten. —

Als Fundamentaldreieck in der Y Ebene wihle ich ein gleichsei-
tiges Dreieck und setze die Coordinaten y; eines Punctes fest als pro-
portional seinen senkrechten Abstinden von den Seiten. Dadurch werden
die Coordinaten des Dreiecksmittelpunctes einander gleich, und die Glei-
chung der unendlich fernen Geraden lautet yi -+ ys + ys==0. Zur
Bestimmung ibrer absoluten Werthe setze ich die Coordinaten eines
Punctes seinen Entfernungen von den Seiten gleich und wihle die Hihe
des Dreiecks zur Lingeneinheit. Dann werden die Coordinaten des
Mittelpunctes =='s, und die Coordinaten eines jeden Punnctes geniigen
der identischen Relation
e) i+y+ys = L

Fir das entsprechende Dreieck in der X Ebene treffe ich dieselben
Fortsetzungen, Dann entsprechen sich die Mittelpuncte beider Dreiecke
wechselseitig, und der unendlich entfernten Geraden in der einen Figur
entapricht der Kreis durch die Ecken des Dreiecks in der andern.

In Bezug auf ein solches Coordinatendreieck lautet nun die Glei-
chung eines Kreises, der den Mittelpunct desselben zum Centrum hat,

) Vorgl. Salmon, hohere eb. Curven S. 862,



und dessen Gleichung sich daher durch Vertauschung zweier Coordinaten
nicht dndern darf,

f) vyl y 2 (avs - ysyi -y ye) =0,

Der Radius (r) dieses Kreises wird erhalten, indem man seine Schaittpuncte
mit der Halbirungslinie (etwa y;—ys==0) eines Winkels betrachtet.
Die Differenz der fiir die dritte Coordinate (ys;) sich dann mit Hilfe
der identischen Relation e) ergebenden beiden Werthe liefert den doppel-
ten Radius. Man erhiilt auf diese Weise:

g r=%—v?—@l~tl—)—, und umgekehrt
A—1
A= o2

T g
Die den verschiedenen Werthen von ) zugehirigen Werthe von r sind
mit Hiilfe der ersteren Gleichung unmittelbar zu finden.

Fir 2> —, und <1 ist r imaginir. — Fir A=+1 wird r
unendlich gross, und der Kreis verwandelt sich in die doppelt zurech-
nende unendlich ferne Gerade. Fiir wachsende Werthe, vor A nimmt
der Radins des Kreises bestindig ab, bis er fir A====cc den Werth

-32- erhiilt, und der Kreis selbst durch die Ecken des Dreiecks geht. —

‘iir die nun folgenden negativen Werthe von A zwischen — « und — 1
schneidet der Kreis die Seiten des Dreiecks inunerhalb der Ecken, und

beriibrt .diese!ben fir A= —1, wo r den Werth % annimmt. Endlich

- % liegenden Werthe die
Schnittpuncte des Kreises mit den Seiten imagindr, und fiir 'A=—-%

werden fiir die zwischen A=—1 und A=

zieht sich derselbe sogar in einen Punct zusammen.

Analog diesen verschiedenen Kreisen entwickeln sich nun die ver-
schiedenen Gestalten der aus den Kreisen durch die Substitutionen (b)
transformirten Curven vierter Ordnung, deren Gleichung lautet:

h) X x3? + Xa? x;% - X2 %3% + 2h %, g X3 (X1 + Xz - X5) =0.

Den Schnittpuncten des Kreises mit einer Seite des Coordinatendreiecks
entsprechen in der andern Figur, wie schon bemerki, die Richtungen
der in den Doppelpuncten der Curve vierter Ordnung gezogenen Tan-
genten, und zwar bilden diese miteinander denselben Winkel wie in der

andern Figur die Verbindungslinien der genannten Schnittpuncte mit der
gegeuniiberliegenden Dreiecksecke.

3‘



In der That werden die Schuittpuncte des Kreises mit einer Seite,
etwa ys=0 des Fundamentaldreiecks gefunden durch die Gleichung
yi* + ys? + 2hy1y: =0, aus der sich ergiebt

. ¥1 !
=A==l -1
i) va V

n stellt aber nach der Definition der Coordinaten das Abstandsverhilt-

]
niss dieser beiden Puncte (oder iitberhaupt eines jeden Punctes ihrer
Verbindungslinie mit der gegeniiberliegenden Ecke) von den Seiten

y1=0 und ys=0 dar. — Diesem entspricht in der andern Figur das
Verhiltniss 22* = )E; so dass - das reciproke Abstandsverhiltniss dar-
X3xp I Xg
. ¢
stellt, nimlich ;—: e ,____7\2 = = = — A==V 7, oder es haben

die beiden den obigen Strahlen entsprechenden Tangenten diesen gegen-
iiber nur ihr Abstandsverhiltniss von den Seiten vertauscht, bilden also
mit einander auch denselben Winkel wie jene.

Hiernach ist es nun leicht, die Gestalten der den verschiedenen
Kreisen entsprechenden Curven 4'** Ordnung aufzufinden.

Ist zunfichst der Kreis selbst imagingr d. b, ist A>— % und <+ 1,

so enthilt auch die Curve 4 Ordnung (ausser den 3 isolirten Pancten)
keinen reellen Punct.

Wird dann der Kreis reell, ohne die Seiten des Dreiecks zu st;hneiden,
so sind anch die Tangenten in den Doppelpuncten imagindr, und man
erhilt eine Carve 4% Ordnung mit drei isolirten Puncten, die ebenso
wie der entsprechende Kreis ganz innerhalb des Dreiecks liegt.

Fér 1=_;—, wo der Radius des Kreises ==0 ist, besteht die

Curve 4'* Ordnung aus vier isolirten Puncten, indem zu den eben ge-
nannten drei Puncten noch der Mittelpunct des Dreiecks hinzutritt.

Fiir die dann folgenden Werthe von % (A<— %) erweitert sich der

Mittelpunet des Droiecks zu einem Oval, das sich fir abnehmende
Werthe von A immer mehr nach den Ecken hin zuspitst- und endlich
fir A = ~ 1 Riickkehrpuncte in denselben enthil. Hier sind also die
Tangenten in den Doppelpuncten schon reell, fallen aber noch zu zweien
in eine Rickkehrtangente zusammen. — Von nun an, d. h. von A=—1
bis A==k w hat der Kreis reelle Schnittpuncte mit den Seiten des
Dreiecks und zwar innerbalb der Ecken, folglich die Curve 4 ¢ Ord-



nung reelle Tangenten in den Doppelpuncten und zwar in den Innen-
winkeln des Dreiecks.

Fir A== «, wo der Kreis durch dic Ecken geht, verwandelt
sich die Curve 4'" Ordoang in das Product der Dreiecksseiten mit der
unendlich fernen Geraden.

Fiir alle positiven Werthe von A=+ o bis A=~} 1 schneidet
der Kreis die Seiten in ihren Verlingerungen; die Tangenten der Gurve
4% Ordnung in den Doppelpuncten liegen demgemiss in den Aussen-
winkeln des Dreiecks. Fir A=+ 1, wo der Kreis in-die doppelte
unendlich ferne Gerade iibergeht, verwandelt sich die Curve 4'** Ord-
nung in den doppelten durch die Ecken des Dreiecks gehenden Kreis,
so dass auch hier die Tangenten in den Eckpuncten zusammenfallen, —

Schon im § 6 (8. 23) ist auf den allgemeinen Zusammenhang der
Wendepuncte mit einer bestimmten Classe von Doppeltangenten hinge-
wiesen worden, und im letzten § (8. 32) bereits bemerkt, dass in dem
hierbetrachteten Fall der Curve 4'* Ordnung mit drei Doppelpuncten
eine Doppeltangente in Bezug auf den Wendekegelschnitt die Stelle zweier
Wendetangenten vertritt, —

Ich werde daher die Gleichungen der Doppeltangenten hier
kurz ableiten, ) Ihre Zahl ist vier, da die 3 Doppelpuncte 24 Doppel-
tangenten absorbiren,

Eine dieser vier Doppeltangenten ist nun die unendlich ferne
Gerade; denn die Gleichung der Curve 4% Ordoung lasst sich in der
Form schreiben

(Feds + 54+ x5 Xz)i +2(A— 1) X1 X2 X3 (X1 ~+ Xa—X3) =0,
welche zeigt, dass die beiden Beriihrungspuncte der Linie x; - x3 +x3 =0
mit der Curve 4% Ordnung auf dem durch die Ecken des Dreiecks
gehenden Kreise liegen, dass dieselben mithin die unendlich fernen
imagindren Kreispuncte sind. Man hat hier also den Fall einer reellen
Doppeltangente mit imaginéren Beriihrungspuncten.

Die iibrigen ergeben sich nun in Zhnlicher Weise durch blosse
Zeichenvertauschung, da man die Gleichung der Curve 4% Ordnung
auch in den folgenden 8 Formen schreiben kann:

i) (—¥eXs + X3 X1 4 %1 %3)? 4 2X; Xa X5 (X — X1 + %z + xg)==0

(X2 X3— X3 X1 + X1 X9)® + 2% X3 X3 (X -+ Xy — Xg + X3)=0

(za%3 + X3 X1 — X1 X5)% + 2 X3 %5 (X + X; + X2 — X3)==0,
wenn man X (11 ~+ X3 + X5) =x setzt. — Die ins Quadrat erhobenen Aus-
driickestellen Kegelschnitte dar, welche durch die drei Doppelpuncte und die

25) Vergl. Salmon, hohere eb. Curven 8. 320, wo die Gleichungen der Doppeltangenten
fiir den allgemeineren Fall abgeleitet sind.
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Beriihrungspuncte einer Doppeltangente der Curve 4** Ordoung hindurch-
gehen. — Man erhiilt hiernach fiir das Product |1 der Doppeltangenten
(x—x; — xp— %) (X —X1 + Xg+X3) (X% —Xg+%3) (XX +Xz— x3)
= (2 —x,? — x® — 572 — 4Cy
wenn C,=—0 die Gleichung der Curve 4%’ Ordnung ist; oder
4 Cq=N (2, +Xa+33)” — (x*+ X+ xs9)]° — L1,
eine Gleichung, die aussagt, dass die acht Beriihrungspuncte der Deppels
tangenten auf dem Kegelschnitte
M (x4 %2+ xg)° — (2% + %' +x8) =0 oder
k) (3 —1) [x + x:® + x?] + 23? [xa%a + X3 X + Xy xe] = 0
liegen. Dieser ist ein Kreis mit dem Mittelpunct des Dreiecks als Cen-
trum, da seine Gleichung sich durch Vertauschung der Coordinaten nicht
dndert, oder, da er wie schon bemerkt durch die unendlich fernen ima-

giniren Kreispuncte hindurchgeht. Seinen Radius p erhilt man aus g,
2

indem man )\ durch )[El'__f ersetzt, und findet dann

) p=;— J/2(3x—1).

p #ndert bei einer Vertauschung des Zeichens von X seinen Werth nicht;
wan erhalt also in der durch Aenderung von X entstehenden Reilie ven
Curven 4% Ordoung zweimal denselben Kreis durch die Beriihrangs-
puncte der Doppeltangenten. —

Die Coordinaten dieser Berithrungspuncte ergeben sich nun direct
aus den Gleichungen j). — So findet man fir die Doppeltangente
I—Xj - X3 -+ g = die folgenden Werthe derselben:

X —(1+3N)==V5N—22—3
X3 2(1-42) !

welche lehren, dass die Beriihrungspuncte fir 1';-—-—% und <1 ima-

ginér sind, wihrend sie fir diese Werthe selbst zusammenfallen, and
zwar fiir den ersteren in einen Undulationspunct, fir den letateren in
einen Eckpunct des Dreiecks, da hier die Curve 4'r Ordoung aus dem

doppelten Kreise durch die Ecken besteht. — Fiir die Werthe 7\>_—g~

1 .
<=3 hat also das Oval noch keiue reellen Beriihrungspuncte einer
Doppeltangente, folglich anch keinen reellen Wendepunct. —

Die Wendepuncte der Curve 4%r Ordnung f=0, deren Zahl
sich in Folge der 3 Doppelpuncte auf 6 reducirt, werden nun ge-



funden als Durehschnitte derselhen mit ihrer Hesse'schen Carve H=—0,
deren Gleichuog launtet
m) He=(®—1[x*(x? +x5%) + x* (" 4 x%) 4+ x5* (22 4+ x57)
-+ 2% X1 Xa X3 [%1® b %% - x57]
+ 2% (22— 1) [x® xs® + %% x1° 4 %45 %97)
=+ 22 (1422 Xy Xe X [x0® (X2 + X3) + %o? (Xa—+%1) +X5® (X1 + 1))
~+ 6 (1423 x4% xg? x37=0
Statt direct die Durchschnitte von f=0 mit H=0 zu betrachten, kann
ich aber auch digjenigen von f==0 mit
n) H+f.8=0
betrachten, wo ® einen Kegelschnitt bedeutet, und die Coefficienten von
& so wihlen, dass eine Anzahl Coefficienten aus n) verschwindet.
Wegen der Symmetrie der Gleichungen in Bezug auf die drei Coordinaten
wihle ich fir & einen Kreis, d. h. ich setze
)] R=a(x?+ 2 +x5°) 4+ 2B (xaxs+ x3%,+ 51 X3)
dann wird H4{®==
(2 — 14 o) [x2* (x* %8} +x2® (5% +x%) x5 (3,2 +-x557)
42 XX Xo X3 (X3 %pP%28) ] -2 [N (2% — 1)) [Re® xgP-xaP 212 3 x5%)
G2 ha+-B(1 4204+ (1 +229)] [X1 X2 X3 (X% (X2 +Xg)

+ X2 (x X)) X2 (31 +x2)) ]+ 3 (2 +4 A+ 2+ 223 x ;o x5t =0,

Unter diesen vier Reihen von Gliedern kann ich nun durch passende
Wah! von x und § zwei beliebige zum Verschwinden bringen. Die erste
Reihe verschwindet, wenn ich setze

w=1— 23
die zweite, wenn ich setze
B=%(1—2%.
Daun enthilt der Rest den Factor x;x;xy, den ich fortlasse, weil er
pur Doppelpuncte liefert. Es bleibt dbrig ecine OCurve 3% Ordnung,
deren Gleichung nach Wegwerfung des Factors 3 (1—2) lautet:
p) $=2 (1 +2)[x:? (xa— x5) 4 x:* (x3 -+ X1) ~+X5? (%1 + X5)]
—+3 {1 4 A4 22%) x; xe x5=0.

Diese Curve 3% Ordnung gebt durch die Ecken des Dreiecks, hat also
in jeder derselben noch zwei Schnittpuncte mit f gemein, wie es auch
sein muss, da ein Doppelpunct 6 Wendepuncte absorbirt. Die weiteren
6 Schoittpuncte mit f sind die Wendepuncte. — Da iibrigens die Carve
3%’ Ordnung {==0 durch eine quadratische Transformatioo  obiger Art
(siehe b} und d)) wieder in eine Curve 3'" Orduung fibergeht, f aber
in eine Curve 2%' Ordoung, so konnen die den Wendepuncten ent-
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sprechenden Puncte direct als Durchschuitte einer Curve 2°* und einer
3'*r Ordonung gefunden werden. —
Setze ich in der Gleichung H-+f®=0 aber «=1—3%* und

f=—--=- , so fillt die erste und dritte Reihe fort, nnd es

wird H-4-fR® eine Curve 6'** Ordoung mit dreifachen Puncten in den
Ecken, nimlich, H4fRe=

%ﬁu [2104— 1) {Iga I;a*f'—;aaxli"f—xlan’] —3 (] -+ 3 7\) xlsxs” X;]”] =0,
eine Curve, die durch quadratische Transformation gleichfalls in
eine Curve 3" Ordnung iibergeht und dann das neue Coordinaten-
dreieck zum Wendepunctdreieck hat. —

Die Gleichung des Wendekegelschnittes erhilt man nun un-
mittelbar, wenn man die Gleichung der gegebemen Curve f=0 und
der eben abgeleiteten $=0 in folgender Weise schreibt:

fe=(axy + Xa X1 +X1 Xa)* + 2 (A — 1) X1 X X3 (X; Xz 4+ X3) =0
und \[J==21 -+ [xl—HLg—{—xs] [xz X3+X3X1—+X3 Xa] + 31— x; Xgx3=0.
Bildet man dann den Ausdruck 3f—+2(x;-xa-+x;)¢, der gleich 0
gesetzt eine Curve 4%r Ordoung bezeichnet, welche durch die 6 Wende-
puncte und die 3 Doppelpuncte von f=0 hindurchgeht, so erhilt man
9 342 (31 + Xo—xg) Y=
(x2X3 + X3 X1~ X1 X3) 3 (X3 X3~+Xg X141 X0) 4+-4X (1-+D) (xp+31-+x3)*] =0,
Der eine Factor XsXs—+X3X;—+X;X3=0 liefert den Kreis durch die
3 Ecken, der die gegebene Curve 4'** Ordnung ausserdem noch in den
unendlich fernen imaginiiren Kreispuncten schneidet, (s. 5. 37) der
andere Factor, oder

K=42(14+2) (xs 4 X3+ x3)*+ 3 (x3 X3+ X3X1 + X1 Xa),
muss, gleich 0 gesetzt, demgemiss die Gleichung des durch die Wende-
puncte gehenden Kegelschnittes darstellen. Dieser ist nun wegen der
Symmetrie seiner Gleichung in Bezug auf die drei Coordinaten ein Kreis,
und geht in Folge dessen auch durch die unendlich fernen imaginiren
Kreispuncte d. h. durch die Beriibrungspuncte der Doppeltangente
X1+ X3+ %3==0 mit der Curve 4'** Ordnung. (s. S. 32).

Schreibe ich seine Gleichung in der Form:

1) E=8M(1-4+-N[x 1 +xa’]+2 [83(1+0)+8] [xs3s-+xs xi+-X1 Xa)=0,
so ergiebt sich aus g} fiir den Radius R desselben, indem ich statt A setze,
8A(1+N+3

A+’

8) R=:z=%t 2

5 (1422
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Fiir den Werth 1——-—%—, wo die Curve 4' Ordoung drei

Undulationspunete besitzt, wo also stets zwei Wendepuncte, ebenso wie
die Beriihrungspuncte einer Doppeltangente znsammenfallen, beriihrt der
Wendekreis die Curve 4** Ordnung, und R fillt mit p zusammen.

[T

Die Auffindung der 6 Wendepuncte geschieht nun leicht durch
Elimination einer Variablen aus zweien der Gleichungen f==0,}==0
und K=0. Aus der letzten folgt,

4%(14%
*sza+mxl+x;xs=—-—-—‘%~l (%1~ xa+x3)

Setze ich diesen Werth in f==0 oder ¢==0 ein, so folgt

+ _8n(+1)? 3
X1 XgX3 = E}(T—lew(xl+x2+x8) .
Um sogleich die absoluten Coordinatenwerthe zu erhalten, setze ich
der Relation ¢) gemiss

x;=1— (x3-+x3),

so wird ¥
Iy

x?Xs+(Xs+st(1“(Xn+xa))=-*m%)~

oder X:”—xz(l—xs)="-————4u13+1) +x5—x d. h.
2x3=1—x3=t V(I—I;)s+4!a— 413g+£}—(~!3j:}-2
Setze ich dies mit positiver Wurzel in ¥t ein oder in
A(1-2)2

8 (j—k)) =(1 — x3— X3) Xa X3, 8o erhalte ich

8N (142)? [1 - I] [l—-—x3+]/_“]
aa—n 2 2 2
40142
mn (s = 20

also endlich
(142 83 (14-0? _

3 0T o=y

Ist x3=y eine Wurzel dieser Gleichung, so lauten die beiden
andern (x und B)

NINE- 0
Dieselben ba:den Werthe erhilt man auch fiir die Gnordmaten (¥ und

t) x;"' —x3?—

41(1+1}
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xz) der beiden zu xy=y gehorigen Wendepuncte. Daraus ergiebt sich
das folgende Schema der sechs Wendepuncte (1—VI)
Ixi=a, n=0xu=y

I Y=, X=05
I X;=ﬁ,](g""-——"‘]', Xg=—4a
v Xg=2a, X3=7
VI|=Y,X9=1,X:‘)$B
VI =03 u=u

Um die Gleichung t) allgemein aufzulosen, hat man nach der
Methode des Hra.Prof. C ayley*®) ihre Discriminante D und ihre cubische
Covariante J zn bildey  Dann ist (UV D +J)5§+(UVb—— )% eine
Wurzel der Gleichung. Ich werde die hierzu erforderliche Rechnung indessen
hier nicht ausfihren, zumal da man zur Auffindung des Productes der
Wendetangenten, des ergéinzenden Kegelschnittes und der zugeordneten
Curve der einzelnen Wurzeln nicht bedarf, sondern nur ihrer symmetri-
schen Functionen, die bekanntlich durch die Coefficienten der Gleichung (t)
direct gegeben sind.

Ich bilde nur, um die Realititsverhiltnisse der Wurzeln der
Gleichung einfach discutiren zu kénnen, ihre Discriminante D. — Die
Discriminante der allgemeinen cubischen Form

ax®*4-3bx®4-3cex-4d lantet,?’)
a?d?*+4ac®+4db®—3b?c®— Gabcd, also hier
T4 04+2)R2%41) ]"
D= =) (142 {(5243).
Dieselbe verschwindet d. b. die Gleichung t) hat Doppelwurzeln, fir
die Werthe A=0, wo die Curve 4%’ Ordrung indessen noch imaginir
1

ist, fiir l=——§, wo sie aus vier isolirten Puncten besteht, fir

A= — -g, wo sich immer zwei Wendepuncte zu einem Undulations-

punct vereinigen und fir A= — 1, wo die Curve drei Rickkehrpuncte hat.
Das Zeichen der Discriminante hiingt nur ab von dem Factor
Cp=(1--2)(52+3),

der. fir A=— 1 und A=— % verschwindet. Fiir zwischengelegene

Werthe von A wird ¢, also anch D negativ, d. h. die cabische Gleichung (t)
hat fiir dieses ‘Intervall drei reelle, und zwar positive Wurzeln; ausser-
halb-der genannten Grenzen ist g, also auch D positiv, und die cubische

26) Siehe Salmon, Einfihrung in die Algebra der lin. Transformationen, Seite 208 u. f.
27) Siehe shendaselbst, $. 207.
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Gleichung hat eine reelle und zwei imaginire Wurzeln.?®) Sind aber
alle Wurzeln der Gleichung reell, so werden auch alle Coordinaten
dor sechs Wendepuncte reell; ist aber nur eine reell, so werden die
Wendepuncte imagindr. Denn ist y der fir x; gefundene reelle
‘Werth, so sind die zngehdrigen andern Coordinaten des Wendepunctes,
x; und xs, als mit den andern Wurzeln der cubischen Gleichung identisch,
imagindr, also der Punct selbst imaginir.

Um nun die Gleichung der zugeordneten Curve und des
Erginzungskegelschnittes zu bilden, hat man sich zuniichst des
im § 10 Gesagten zu erinnern. -~ Wie auf Seite 40 bewiesen, sind in
unserem Beispiel die Beriihrungspuncte der Doppeltangente x;—xz—
x3=0 mit der Curve 4'** Ordnung auf dem Kegelschnitt K durch die
6 Wendepuncte gelegen. Es wird demgemiiss (nach § 10) die zugeordnete
Curve in diesen Puncten gleichfalls von den genannten Geraden berihrt,
wihrend der Kogelschnitt ¥; den Kegelschnitt K ebendaselbst berithrt. —

Da K ein Kreis ist, und die Beriihrungspuncte der Doppeltangente die
unendlich fernen imaginiren Kreispuncte sind, so driickt das letztere aus,
dass K; ein za K concentrischer Kreis ist, seine Gleichung also die Form hat

Ky=a (x°+x® + x5%) 4 2P (Xo X5 + X3 X1 + Xy X3} =0.—

Um ferner das Product der sechs Wendetangenten zu
finden, denke man sich zunerst die Wurzeln o3y der cubischen
Gleichung (t) als bekannt. Dann erhilt man als Gleichung der dem
Wendepuncte 1 zugehorigen Wendetangente

uf a—+xef B+xaf'y=0,%)

aus der die fibrigen entsprechend dem Schema auf Seite 42 durch
Vertauschung je zweier der Grissen , [,y oder, was dasselbe ist, der
Coordinaten xi, X3, X3 hervorgehen. Daher ist das Product der Wende-
tangenten sowohl! in Bezug auf die ersteren, wie in Bezug auf die
letzteren symmetrisch. Die Coefficienten des entwickelten Productes
sind also symmetrische Functionen der o, 8, y d. h. direct durch die
Coefficienten der cnbischen Gleichung ausdriickbar. —

Man erhalt nun weiter aus § 10 No. 23 fiir die zugeordnete Curve

C,' die Gleichung :
u) Cs.Ci=t;...t¢. (xs4%g+x5) *— K3 (o[ %423 +4-157)
~+ 2 (xa X3+ X3 X1+ X1 X3))
eine Gleichung, aus der sich zuniichst ergiebt, dass C,’ gleichfalls eine
symmetrische Function der Coordinaten sein muss, also etwa

28) Vergl. Clebsch, Theorie der lin. Formen. S. 129,

9) Unter f'a ist, wie gewbhnlich, das Resultat der Substitation der Werthe «, §, y fiir

daf
X, X3 x3in in verstanden.
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Cy'=a (x1* + xg' +x3%) 44 b [x4® (x9+x3) + %o® (X3 -+ x1) 4 x5° (%1 + X!
~+ 6.0 (xa? xa® %37 X2 +-x;2 %p7) + 1 2 [x1? xaXg—X2? X3 Xy—+Xs7 X1 X5] )
Auf der rechten Seite der Gleichung u} sind nur noch die Coefficienten
« und [3 unbekannt. Diese bestimmen sich dadurch, dass die Coefficienten
von x:8, :® xs® und x,7 (xa + x3) etc. verschwinden miissen, weil die
Curve Cy und damit auch der Ausdruck rechts {in u) Doppelpuncte in
den Ecken des Dreiecks enthilt. — Die Coefficienten von C,' ergeben
sich dann durch weitere Vergleichung der Coefficienten beider Seiten von u).

Ich bemerke noch, dass Ci' im Allgemeinen nicht, wie es vielleicht
scheinen kénnte, ebenfalls Doppelpancte in den Ecken des Dreiecks hat
oder anch nur einfach durch dieselben hindurchgeht. Man iiberzengt
sich davon leicht in eimem speciellen Falle, z. B. wenn die Curve G4
drei Undulationspuncte hat.

Hier fallen ndmlich immer zwei Wendetangenten t in eine Un-
dulationstangente T, und K mit K, zusammen; die Gleichung u) ver-
wandelt sich also in die folgende

04. C;’ = (T] .Tg. Ts"F)2 '—')\K‘

[(Ty.Te.Tst 4V X K2} [T1TaTst— ¥V 1 K3,
wennT die Doppeltangente x; -+ x3 -+ x3 bedeutet. Diebeiden Factorenrechts
gind nun die Curven C; und C, selbst, wie auch unmittelbar klar ist,
da Ty, Ts, Ty auch als Doppeltangenten mit zusammenfallenden Be-
rithrungspuncten aufgefasst werden konnen, wihrend K der Kegelschnitt
durch die Beriihrungspuncte wird. Es muss also C, sowohl wie C,' die
Form haben T, TaTav +pK?

Gy und C, haben non in jedem der drei Undulationspuncte vier Puncte
und in jedem Berilhrungspuncte der Doppeltangente + zwei Puncte,
zusammen 16 Puncte mit einander gemein, kénnen also, da sie von
einander verschieden sind, keinen weiteren Punct mit einander gemein
haben d. h. C.' geht nicht durch die Eckpuncte des Dreiecks bindarch, —

In ganz &hnlicher Weise lassen sich auch die Entwickelungen fiir
den allgemeinen Fall einer Curve 4** Ordnung mit drei Doppelpuncten
ableiten. Die Doppeltangenten und der ihre Beriihrungspuncte enthaltende
Kegelschuitt finden sich bei Salmon, eb. Curven S. 320 u.ff. Die
Entwickelung des Wendekegelschnittes werde ich im Folgenden noch
kurz angeben.

Um den Wendekegelschnitt der Curve 4'** Ordoung mit drei
Doppelpuncten

30) UmdasProduct der Wendetangenten zn finden, kann man auch die Gleichungen P=10
und Q==0(3. No, 18)benutzen und aus ihnen in Verbindung mitder G v, x; +uyxy +ugxg=10
die u eliminiren. Das Eliminationsresultat enthilt dann ausser den 6 Wendetangenten hier noch
fie Tangenten in den Doppelpuncten jede 8 mal als Factor.
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fe= a1 Xo? Xg% 4 890 X3°K, % + 233 XP Xa? + 2 X1 X3 X3 [98 X1 851 Xz~ 815 X3
zu finden, bildet man in ganz derselben Weise, wie auf Seite 39
einen Ausdruck von der Form
H4f.8=0,
wo H die Hessesche Form und £ einen Kegelschnitt bedeutet, und be-
stimmt die Coefficienten von £ so, dass der Ausdruck H-+f® das
Product der Seiten x; x» x3 als Factor enthiilt, Es ist aber
He=(ass? — ag28s) [a53 Xe? + 2 233 X2 X3 + age X5 x*
~+(a31® — ass 811) [a11 X5* 4+ 2 ag; X3 X1 + ags X, 7] %o
~+ (a12? — 811 8g2) [B22 X1 4+ 2 B2 Xy Xp—+ A1t Xo?] x5
4+ 2 a1 (2219891 — 893 811) Xe¥ X5® + 2 ans (2 ag2 893 — aga aar) X3 x°
2235 (2 ag3a31 — 212 233) X1’ Xo°
—+ 2 (aszass + 2 ass?) (8s: Xe+ B12X3) X Xa Xy
~+ 2 (assa11+ 285, %) (a2 X34 anx) X2’ X3 Xy
—+ 2 (a11 880 ~+ 2 a19%) {A28 X1 891 X2) Xg® Xy Xa
—+ 6211833833+ 223231 219) X1 Xo? x5%
Durch passende Bestimmung der Coefficienten von & kann man
nun H--f. & auf die Form bringen
H4-f. R=3x1%x5¢, wo
K!JE’ 2[ (823838 — 225?) (831 Xa 812 X3) Xt - (85 241 — 831%) (812 X3 003 X1) ¥ X9
—+ (811832 — 812%) (8g3 X1+ 831 X3) 357]
X3 X3 X5 3811 222 Ass— 6 Rz3 Ag1 B1a— A1 Bs3 - Asa ag T - ags 840,
Die Curve ¢ =0 geht auch hier durch die Wendepuncte und Doppel-
puncte von f==0 einfach hindurch, —
In derselben Weise, wie friiher (S. 40), suche ich dann eine lineare
Function M3+ dexa—+ Asxs
s0 zu bestimmen, dass der Ausdruek
$ (M x1 +Aaxg+ A xg) -,
in dem x eine Constante bedeutet, in zwei quadratische Factoren zer-
fillt, von denen der eine einen Kegelschnitt durch die drei Doppel-
puncte von f, der andre den Wendekegelschnitt darstellt, so dass also
$ (M xi + Aaxe + g xg) +x fe=s
(11 X2 X3~ o Xa X3 - g X1 Xg) (011 X% - gy Xp® - otz X?
~+2 2y Xa Xy + 2 231 Xp X1+ 2etsg X1 X3)
Ueber zwei der Constanten, etwa x und p;, kann ich willkirlich dis-
poniren ) (nur dirfen dieselben natiirlich nicht = 0 oder <o gesetzt
werden) und erhalte dann mit Hilfe von lauter linearen Gleichungen,
folgende Werthe fiir die x, 2, p. und o.

81) Ioh benutze sie tm Folgenden, um stwa aufiretende Nenner wegzuschaffen,
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P1==0gs1 89 ; 2= 212833 ; P3=2a385
%==2 g9 gy 8317 2197+ 2 B33 B11 B19® B0s® 4 2811 Az a9s¥ B9 ®
— 833831 212 [3 211223 a33—+ 841 809% + 830891 + 8332497

M=agn(A—anAn)

he==as (A —ag An)

As==a12 (A —ags Ass)
wn=2An[A—anAun]
dge==2Ag|A—as Ags]
o33=2 Ag3[A —ags Ass)

2 ogg=— [A (3 811333+ 2 @128 ) + 4 Az Azs’]

2 otgy == (A (3 ags 31+ 2 243 893) + 4 231 Ay}

Qogg== — [A(3agsar9—+ 2 ags 831) + 4212 Ass?]
wenn unter A die Determinante

a1 812313

A = |agassas | (Bx=a), und
ayay3ass
unter A die zu einem Elemente ay gehirige Unterdeterminante ver
standen werden.

Die o d. h. die Coefficienten des Wendekegelschnittes sind vom
finften Grade in Bezug auf die Coefficienten der Curve 4'** Ordoung.
Thre Determinante, deren Verschwinden das Zerfallen des Wendekegel-
schuittes in zwei gerade Linien aussagt, ist somit vom 15. Grade in
Bezug auf die Coefficienten an. (Vergl. 8. 31).

§ 12.

Verallgemeinerung des Wendepunectsatzes fiir Carven
n'r Ordnung.

24) Fir die Wendepuncte einer allgemeinen Curve n'** Ordnung gilt
der folgende Satz: )

»Legt man durch Mg(ﬂ—ﬂ—) Wendepuncte einer Curve n'*r
Ordnung eine Curve n— 2" Ovdnung hindurch, so schneidet diese die
erstere mmmw Puncien, die gleichfalls Wendepuncie
sind.* ’

Bei dem Beweise dieses Satzes kommt es, wie friher schon bei
den Curven 4% Ordnung darauf an, zu zeigen, dass die Tangenten (t) %)

32) Ich werde die Tagenten durch indices unterscheiden, und fir die Wendetangenten

din zMmm”ﬁ'(n—ﬂ)z(n--i—l) nl—1)

, fiir die fibrigen Tangenten die Zahlen 2 bisn(n—2)
als indices gebraunchen.
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(n—1).(n—2)
2
Ordnung noch in einem ihrem Berithrungspuncte unendlich nahen Puncte (x)
schneiden, oder dass die dreifach gerechnete Curve n—2%" Ordoung auf
jeder Tangente den dem Berihrungspunct unendlich nahen Punct (x)
der Curve n'*" Ordnung enthilt. Diese dreifach zu rechnende Curve
n—2'* Ordoung werde ich mir ebenso wie im § 3 der Einfachheit
wegen vorlaufig in drei verschiedene Curven n~— 2% Ordoung C, -s,
C'a—z, C'""u—g zerlegt denken. Jede derselben schneidet die Curve
n*** Ordnung noch in @—:]_)‘ZH Pancten. Die Verbindungslinien der
jedesmal zusammengehorigen d. h. spiter znsammenfallenden Schnittpuncte
der beiden ersteren Curven (C,—s und C'p—s) mit C, vertreten
dann die Stelle der Tangenten, und der Satz 24) ist bewiesen, sobald
gezeigt ist, dass auf jeder oder auf einer beliebigen dieser Linien ein
Schnittpunct (x) derselben mit C''y—g in C, liegt.

Iech werde zum Beweise, wie auch frither bei den Curven 4'*r
Ordnung, mich aller Tangenten (t) bedienen und die drei in Frage
kommenden Curven durch Hiilfscurven zu einem gleich hohen Grade
(n— 2)(n+1) ergiinzen.

in jedem der letztgenannten Puncte die Curve n*"

Zu dem Zwecke sei zunichst durch -;— [0 (0—2)—2][n(a—2)-+1]

~+n(n—2)— %(n—2)2[(n-—2)2—!—-3] — %(n—-2)(n+ 1) oder « Schnitt-

puncte der drei Curven C,_—3z, C'h—2, C'n—3 mit den n(n—2)
Tangenten und eine Anzahl weiterer' Puncte eine Curve n(n—2)—2ter
Ordnung (Cuu—s) —2) gelegt. — Dies ist stets moglich. Denn « ist 1)
und zwar um n—2 kleiner als

3(n—2) [n(0—2) —2] — 3 [3(a—2) ~1](3(a—2)—2]

d. b. kleiner als die hochste Zahl von Puncten, welche man nach
§ 1, II* unter den Bestimmungspuncten einer Curve n(n — 2) — 9ter
Ordoung, ohne dass dieselbe zerfillt, willkiirlich auf einer Curve

3(n—2)t" Ordnung annehmen darf. 2) ist « auch <% [n(n—2)—2]

(n(n—2)+4-1] d. h. kleiner als die Zahl der eine Curve n(n—2)— 2%*
Ordoung bestimmenden Puncte. — Man hat zugleich dafiir Sorge zu
tragen, dass sich unter den obigen « Puncten keiner der spiter beim
Beweise anderweitig zu benutzenden Puncte befindet, vor allem nicht
folgende 3n(n— 2) Puncte "1} die 2n(n— 2) Schnittpuncte der Curven

Ca-s wnd Cas mit Ca, 2) die 3 (1—2) (1-+1) Puncte, durch
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welche C',_; gelegt ist (die bei dem Zusammenfallen der drei
Curven Wendepuncte darstellen) und 3) die —;: (n—1)(n—2) Puncte x

in denen C”_s die Linien ¢ -"" 'L . ta@—9in der Néhe ihres
Beriibrungspunctes mit C, schneidet. Dies ist aber stets moglich.
Denn die Zahl aller Schnittpuncte der Tangenten mit den drei Curven
n— 2" Ordnung ist 3 n(n —2)?; es bleiben alsonoch 3n(n—2)2 —3n(n—2)
oder 3n{n—2)(n—3) Puncte zu meiner Verfigung. Da diese Zahl,
fir n>3, stets =a ist, so kann man die genannten « Puncte unter
ihnen, ohne Benutzung jemer 3n(n—2) Puncte, auswihlen.

Die Curve Cn(n—9)—9 schneidet nun die Tangenten noch in

n(o—2)[n(n—2)— 2] —a« Puncten. Durch —;— (0 —2)*[(n—2)*+3]
von denselben lege ich eine Curve von der Ordoung (n— 2,
[C(a—2)?], und endlich durch beliebige % (n—2) (n 4-1) Schnittpuncte

der Curvensysteme Cy.Cpnn—2—2 tnd Cp9.C'u—3.C"n—2.C (n—3)? eine
Curve n—2'* Ordnung C%,_s.

Dann habe ich folgende drei Curvensysteme von der Ordnung
(@—2) (a+1):

1) C, in Verbindung mit der Curve Cn(u—2)—3,

2) Die n(n— 2) Tangenten t zusammen mit der zuletztbestimmien
Carve n— 2% QOrdaung C%_s,

8) Die drei Curven Ch—z, Cn-2, C'n_2 oder die dreifach
gerechnete Wendecurve im Verein mit der Curve C(n—2)%.

Diese drei Curvensysteme haben nun folgende Puncte gemein:

1) C, mit den Linien t und den Curven Co_3, C'a—z, C'u—2

1(a—2)+n (o ~ 2)+% (a—2) @+1)

2) Cun—32 —3 mitdenselben Curven —;— o(n—2) —2]|[n(n—2)+1]
o —2F— § —2 [a—2P+3] — 3 @—2) (a+1),

3) Co—n—2 mit den Linien t und der Curve Cu_g®

3 (a—2P[(n—2)+ 5]
4} C,..C,.(.._s)_s mit Cd_a.(}'..,_3.0".,_3.0(,_.9)’ und Q% _2
%(n—Q)(n—i—l)

d.h. zusammen% (n—2) (n+1} [(a—2) (n-+1)-+3] —1 Puncte.
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Hieraus folgt nach § 1, II, dass sie auch weitere
1
3 [@—2)@+1)—1][t—2)(a+1—2)
Puncte gemein haben.

Zu diesen Punclen gehoren vor allem die oben bezeichneten Puncte x,
die als Durchschnitispuncte von C';—; mit einer Linie t auch auf
einer der Curven des ersten Systems C,.Cnn—3)—3 liegen miissen.
Nun blieben zur definitiven Bestimmung von Cp(n—g -2 noch

5 (@ —2P[n—2"+3] + (0 —2) (a+1)—n(@—2)?

Puncte willkiirlich zu wihlen. Diese seien jetzt so festgesetat, dase
die Curve n(n—-2)—2"* Ordnung nicht durch den Panct x auf irgend
einer Linic t hindurchgeht. Dann muss dieser Punct, da er nach der
eben gemachten Annahme auf Cu(u—3—z nicht liegen kann, auf C,
liegen, d. b. C, hat hier einen Wendepunct. Da nun die Linie t beliebig
war, so gilt dasselbe auch von den ibrigen, und ist damit der Satz 24)
bewiesen.

Der eben gefiihrie Beweis verlangt zwar die Znhiilfenahme von
Curven bedeutend loher Ordoung, hat aber den Vortheil, dass er fir
alle Werthe von n(n=>3) giltig ist.

Selbst fiir n=3 wird derselbe mit dem gewihnlichen Beweis
identisch, wenn man die drei erginzenden Curven, die hier alle vom
Grade 1 sind und zusammenfallen, einfach fortldsst. Fir n = 4 fallt
der Beweis im Wesentlichen mit dem im § 3 gefiihrten zusammen,
sobald man dort die drei Curvensysteme zu einem gleich hohen Grade
erginzt. —

Von dem S8atze 24) aus gelangt man uun unnmittelbar auch zu
einer Erweiterung des Satzes 6), die folgendermassen lautet:
25) ,,Legt man durch (n—2) (n+1) 2(”+1) Wendepuncte einer Curve n'*r
Ordnung (C,) eine Curve n — 2t Ordnung (Ca—z), so schneidet diese
die erstere in (" 2(—”“ %) ferneren Wendpuncten (Satz 24). — Die
n(n— 2) Wendetangenten schneiden die Curve n'r Ordnung noch in
n (n— 2) (n— 3) Puncten, durch die sich eine Curve (n— 2) (n—3)""
-Ordnung legen lisst. — Die Puncte, in denen diese Curve und die
dreifach gevechnete Wendepunctewrve die Wendetangenten ausserhall
Cn schreiden, liegen auf einer Curve n(n— 3)' Ordnung.“

Betrachtet man ndmlich die n(n—2) Wendetangenten als eine

Curve n(n— 2)*T Ordnung, ebenso die dreifach gerechnete Curve durch
4
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die Wendepuncte zusammen mit einer Curve (n— 2)(n— 3)*r Ordnung,

die durch n(n—2)(n — 3) — ( 1) (n der weiteren Schoittpuncte

der Wendetangenten mit C, gelegt 1st, so haben diese beiden Curven
n(n—2)*" Ordnung mit der Curve u'** Ordnung folgende Puncte gemein,

1) die n{n — 2) Wendepuncte, die jeder dreifach zu zihlen sind,
(n_l—)?(nt_z_l_ Puncte

Puncte; sie haben also nach

2) die letztgenannten n{n—2) (n—3) —

(n—1)(n—9)
2

d. h. zusammen n(n—2).n—

(n—

§ 1 Satz 111 auch fernere - 1)2(1;__2) Puncte mit derselben gemein.

Cw-9 w—m» geht daher in der That durch die genannten
n(n—2)(n—3) Schuittpuncte der Wendetangenten mit C, hindurch
wihrend die weiteren Schnittpuncte der beiden Curvensysteme n (n—2)ter
Ordoung auf einer Curve n(n— 3)"** Ordnung liegen. —

Diese Curve n(n— 3)*" Ordnnng entspricht der zugeordneten Curve
bei den Curven 4" Ordnung, nimmt aber, da sie schon fiir u=4 von
bei weitem hoherem Grade als die Curve n'** Ordnung selbst ist, weniger
Interesse in Anspruch. —

Die aus dem Satze 25) sich ergebende analytische Darstellung der
Curven n'** Ordnung in Verbmdung mit einer solchen Curve n(n—3)t*
Ordnung

Co.Copn—m=t1....tau—2)+*. (Ca—2))®. Gla—2) (n—3),
liefert ferner fiir die Puncte der Wendecurve (C.—s) Eigenschaften,
die denen im § 8 fiir Curven 4'** Ordoung entwickelten analog sind.

Der Satz 24) lisst endlich nach der Analogie der Curven 3'*" und
4"" Ordoung erwarten, dass bei einer Curve n%’ Ordnung hochstens
n(n—2) Wendepuncte reell sein werden. —

Schliesslich bemerke ich noch, dass mir der Satz 24) der specielle
Fall cines bei Weitem allgemeineren Satzes zu sein scheint. Dasselbe
Recht des Behandlung ndmlich wie die dreipunctig beriihrende Gerade
oder die Wendetangente, hat auch der sechspunctig beriihrende Kegel-
schnitt, die zehnpuuctig beriihrende Curve 3*' Ordnung, iberhaupt die
n(n—3)

2
ist. Damit eine Berithrung dieser Art in einem Puncte?®) einer Curve
p** Ordnung moglich sei, ist einer Bedingung zu geniigen, und alle
Puncte der Curve p'*" Ordnung, welche diese Bedingung erfilllen, bilden

v+ 1 punctig berihrende Curve n'** Ordnung, wenn v =

33) Man kénnte solche Puncte vielleicht zweckmissig Schmiegungspuncte 1ter, 2ter,
vter Ordnung nennen.
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die Durchschnittspuncte derselben mit einer andern Curve. Diese lisst
sich nun vermuthlich, wie nach Satz 24) bei den Wendepuncten die
Hessesche Carve, durch Curven niederen Grades ersetzen. — So liegen
z. B. bei einer Curve 3" Ordoung die Puncte, in denen eine sechs-
punctige Beriihrung mit cinem Kegelschnitt statifindet auf einer Curve
9ter Ordnung, wihrend auf der Verbindungslinie zweier solcher Puncte
stets ein dritter derselben Art liegt. )

Ich hoffe, bei spiterer Gelegenheit hierauf zurickkommen zu
kénnen.

) Dieser Saiz, der von Steiner mitgetheilt und von Hesse hewiesen ist, lisst sich
leicht mit Hilfe der Sitze des § 1 bestitigen. Verbindet man niimlich zwei Puncte, in denen
die Kegelschnitte K resp. K' die Curve 3ter Ordnung O, sechspunctig berfihren, durch eine
Gerade L und construirt in dem dritten Schoittpunct derselben mit Cy den fiinfpunctig beriibren-
den Kegelschnitt K', so lisst sich zeigen, dass K’ in dem Beriihrungspunct noch einen weiteren
Punct mit C; gemein hat. Die beiden Curvensysteme 6ter Ordmung K, K', K" und die 6 fach
gerechnete Linie L haben ndmlich mit Cz; 17 Puncte, also nach § 1, II noch einen weiteren
Tanel gemein, womit der obige Satz bewiesen ist. Zugleich ergiebt sich eine zweite Curve 3 ter
Ordnnug C';, die zu L und K, K', K" in genan demselhen Verhiltnisse steht wie C; selbst.
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THESKEN.

1. Der von Aronhold eingefihrten symbolischen Bezeichnung kann
eine reale Bedeutung untergelegt werden. '

2. Die von Sarrut (in den Comptes rendus von 1853) angegebene
Methode zur Verwandlung, geradliniger Beweguog in kreisformige
und umgekehrt verdient allgemeine Einfithrung.

3. Es ist im Allgemeinen unrichtig, dass bei der Verwandlung einer
in Punctcoordinaten gegebenen Curvengleichung in eine solche mit
Liniencoordinaten zu den urspriinglich vorhandenen Curvenzweigen
neue hinzntreten.

4. Zu jeder Curve 3%" Ordoung gehort in Bezug anf jede 3 Wende-
puncte enthaltende Gerade (A! eine andere Curve 3'f Ordnung,
welche diese 3 Wendepuncte gleichfalls zu Wendepuncten hat. Ihre
anderen 6 Wendepuncte aber liegen auf den beiden Geraden (B und C),
welche mit der ersten Geraden (A) ein Wendepunctdreieck fiir die
gegebene Curve 3'*" Ordoung bilden; nund zwar sind die den Wende-
puncten auf einer dieser Graden, etwa B, zugehorigen Tangenten
identisch mit den Tangenten in den anf der anderen Geraden (C)
gelegenen Wendepuncten der gegebenen Curve.

5. Fir die Erklirung der Grundconstitution der Materie hat von
physikalischem Standpuncte aus allein dic Annahme punctueller von
einander getrennter Atome wissensehbaftliche Berechtigung.
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