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Lebenslauf.

Am 11. Januar 1903 wurde ich, Rudolf Ludwig Martin Iglisch, als
Sohn des Bankiers Franz Iglisch zu Berlin-Schoneberg geboren. Nachdem
ich Ostern 1921 am Reformrealgymnasium zu Berlin-Zehlendorf die Reife-
priffung bestanden hatte, studierte ich an der Universitiit Berlin Mathe-
matik, Physik, Chemie und Philosophie. (Gegenwirtig bin ich bei Herm
Prof. v. Mises als wissenschaftlicher Assistent tétig.

Allen meinen verehrten Lehrern bin ich fiir reiche wissenschaftliche
Forderung zu dauerndem Dank verpflichtet; insbesondere den Herren
Professoren v. Mises, Hammerstein, Bieberbach, Schur, E. Schmidt, Geheim-
rat Planck und W. Kéhler. Besonderen Dank schulde ich Herrn Prof.
Hammerstein fiir sein reges Interesse am Fortgang meiner Dissertation.






§ 1.
Einleitung und Fragestellung.

In der Behandlung der Randwertprobleme der elliptischen Differential-
gleichung

(1) Y(x, y,u,p,q,7,81)=0
mit
_ du _'u
P=rGg =5

ist man noch nicht zu allgemein-giiltigen Resultaten gelangt. Die wesent-
lichsten Ergebnisse sind im Lichtensteinschen Enzyklopidieartikel 11, C. 12
in iibersichtlicher Form zusammengestellt.

In der vorliegenden Arbeit sollen die Lisungsverhiltnisse der ein-
facheren Gleichung

(2) Adu= F(u)

in der Umgebung einer bekannten Ausgangslosung wu,(z,y) untersucht
werden?), Einige der erhaltenen Resultate (im wesentlichen nur Teile des
Hauptfalls, § 2) folgen aus allgemeineren Satzen von S. Bernstein und

') Diese Arbeit ist von der philosophischen Fakultit der Universitit Berlin als
Doktor-Dissertation angenommen worden. Referenten: Prof. Hammerstein und Prof,
E. Schmidt. Herrn Prof. Hammerstein méchte ich auch an dieser Stelle meinen wirmsten
Dank fiir seine Ratschlige und sein reges Interesse am Fortgang der Arbeit aus-
sprechen.

) Untersuchungen dariiber, unter welchen Annahmen iiber F(u) eine solche Aus-
gongslosung existiert, sind neuerdings von A. Hammerstein angestellt worden. Die
Arbeit wird in den Mathematischen Annalen erscheinen.
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L. Lichtenstein (vgl. 8. 1324 bis 1327 des genannten Enzyklopidieartikels).
Auch die neueren Arbeiten von 8. Bernstein, die sich auf die Gleichung (1)
beziehen, gehen nicht wesentlich weiter, da sie die Bedingung !E’,'?’.:go
voraussetzen, die bei der Gleichung (2) einen Spezialfall des in § 2 unter-
suchten Hauptfalles darstellt. ‘

Im folgenden soll versucht werden, eine allgemeinere Theorie der ein-
facheren Gleichung (2) aufzubauen, und zwar mit Hilfe der Theorie der
nichtlinearen Integralgleichungen von E. Schmidt (Math. Annalen Bd. 65
(1908), 8.370 bis 399 ). Diese Arbeit erledigh unmittelbar die aufgeworfenen
Fragen, wenn F(z) eine analytische Funktion ist und die Lisungen im
Komplexen betrachtet werden. Die vorliegenden Untersuchungen ergiinzen
die Schmidtschen Ergebnisse durch Realitiitsbetrachtungen, da bei dem
Randwertproblem der elliptischen Differentialgleichungen nur reelle Losungen
gefordert werden. Des weiteren wird spiiterhin P (=) nicht mehr als ana-
lytisch vorausgesetzt werden.

Weitere hierhergehirige Literaturangaben findet man in dem Enzy-
klopédieartikel II, C. 13 iiber Integralgleichungen in der FuBnote auf 8. 1486.
Man vergleiche ferner die Arbeit von (. Hamel: Uber erzwungene Schwin-
gungen bei endlichen Amplituden (Math. Annalen Bd. 86 (1922)).

Es sei noch bemerkt, daf simtliche Untersuchungen dieser Arbeit fiir
die etwas allgemeinere Gleichung

Adu= F(u,z,y)
Griiltigkeit besitzen.

Ich formuliere jetzt die Problemstellung:

Gegeben sei in der xy-Ebene ein Bereich B von der Beschaffenheit,
daB lings seiner Randkurve € ein stetig sich #ndernder Parameter ¢ ein-
gefiihrt werden kann und es fiir den Bereich eine gewihnliche am Rande
verschwindende Greensche Funktion gibt, @ («,y; &,9), die ich so definieren
will, dall sie bei Anniherung der Argumentpunkte positiv unendlich wird
wie der Logarithmus der reziproken Entfernung.

Ferner sei vorgelegt eine elliptische Differentialgleichung:

(3) du(z,y) = F(u(2,y)

und eine Funktion wu,(z,y), die in B der Gleichung (3) geniigt. F(u)
sei hierbei fiir alle von u,(w,y) angenommenen Argumentwerte % zweimal
stetig differenzierbar; auch noch fiir #-Werte, die um ein beliebig kleines
Stlick iiber das Maximum und Minimum von w, (,y) hinausragen. Unter
F'(u(x,y)) sei stets die Ableitung von F(w) nach dem Argument w ver-
standen, wo man nachtriglich « durch u(x,y) zu ersetzen hat.

Unter einer Losung % (x,y) von (3) sei stets eine in B samt ihren

ersten Ableitungen stetige und mit stiickweise stetigen partiellen zweiten
s 7*
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Ableitungen versehene Funktion u(a,y) verstanden, die in B der Diffe-
rentialgleichung (3) geniigt. Diese Voraussetzungen sollen auch fiir die
vorgelegte Lisung u,(x,y) gelten.

Auf € wird w,(x,y) gewisse Werte f,(0) annehmen. Ich will der
Einfachheit halber voraussetzen, f; (o) sei auf der Berandung § stetig, doch
brauchte ich das nicht unbedingt.

Tch, definiere jetzt den Begriff des Ldsungsfeldes um die Ausgangs-
lésung u,(z,y) herum:

Gibt es zu jeder geniigend kleinen Zahl # ~- 0 eine Zahl 4 = 0, so
daB zu jeder stetigen Randfunktion f(o), die nur der Einschrinkung unter-
liegt: |f(o)— fy(o)| < 8, mindestens eine Funktion u(xz,y) existiert, die
1. am Rande die Werte f(¢) annimmt, 2. in 8 Lésung von (3) ist,
8. die Ungleichung |u(z,) - u,(x,y)| < ¢ befriedigt, so sage ich: Um
g (@, y) herum existiert ein Losungsfeld.

Es konnen also zu gewissen oder zu allen f(o) mehrere Losungen
gehéiren, eine mufl aber stets vorhanden sein. Naturgemill betrachte ich
nur reelle Lisungen.

Gibt es in beliebiger Nihe von f, (o) eine Funktion f(o), zu der kein
solches u (x,y) gehdrt, so gibt es um u;(x,y) herum kein Lisungsfeld.

Die Aufgabe der vorliegenden Arbeit ist es, anzugeben, wann um
#,(2,y) ein Losungsfeld existiert, wann nicht.

Bezeichne ich mit v(z,y) die zu den Randwerten f(c), mit v,(x, ¥
die zu f,(c) gehorende Potentialfunktion, so ist mein Problem identisch

mit folgendem:
Die Gleichung (3) kann mit Hilfe der Greenschen Funktion & (x,y; &, )
go umgeschrieben werden:

4)  ulay) -%H&x,y;e,n)F(ms,m)dsdq viz,y).
g

Iech habe zu untersuchen, wann (4) fiir alle vorkommenden Potential-
funktionen v(x,y) losbar ist.

Statt des Variablenpaares (a,y) will ich s schreiben, statt (&,n) £, so
daB also & und ¢ Punkte in der Ebene bedeuten.

Gleichung (4) geht iiber in:

(5) u(s)+ %JG(&, HFw)dt  vis),?

wo v(8) eine Potentialfunktion mit stetigen Randwerten ist.

3) Alle folgenden Integrale sind iiber den Integrationsbereich % zu erstrecken.
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Ich erweitere zunichst mein Problem: Statt v(s) auf der rechten
Seite von (5) lasse ich beliebige geniigend wenig von g,(s) verschiedene
stetige Funktionen g(s) zu. Also:

(6) lg(s)  go(s)|< 0.
go(8) ist hierbei die rechte Seite, die entsteht, wenn ich die Ausgangs-

losung w,{s) auf der linken Seite eintrage. g,(s) braucht jetzt keine
Potentialfunktion mehr zu sein. Es ist also

(7 UNEI %f(}(s,t)F(uo(t))dt go(8).
Gleichung (5) geht iiber in
-%jG(s,t)F(u(t))dt = g(s).

Die Feldeigenschaft definiert sich analog wie friilher. Es werden als
Loésungen nur stetige Funktionen u(s) betrachtet, fiir die gilé

(9) ju(8) 1w, (8)] e

Ist g(s) eine Potentialfunktion, so folgt ja nach bekannten Sitzen
von selbst, daB u(s) zweimal differenzierbar ist.

Ieh werde im folgenden die Gleichung (8) behandeln. Wenn ich
spiter gewisse Funktionen g(s) auszeichne, so muB ich stets darauf achten,
dall unter diesen Potentialfunktionen w(s) mit stetigen Randwerten vor-
kommen; dann ist auch das urspriingliche Problem, das mit der Behand-
lung der Integralgleichung (5) identisch ist, geldst.

(8) u(s!

Im folgenden wird die homogene lineare Integralgleichung

(10) #(8) | ox | Giat) P (ue)p@ar o

eine besondere Rolle spielen, wo fiir (2) die jeweils zu betrachtende
Lésung einznsetzen ist, hei uns also zunichst u,(¢):

(11) Po(81+ %Ja(e,t}F’{u‘,u)}%(rJdt=0-

Ist Gleichung (11) nur erfilllbar mit ¢y(s)= 0, so behaupte ich
folgenden Satz, der bei analytischem F(u) dem Hauptfall in der
Schmidtschen Arbeit entspricht, hier (in § 2) aber auf anderem Wege
bewiesen werden soll, unabhiingig von der Schmidtschen Theorie:

Gleichung (8) besitzt esn Losungsfeld um wuy(s) herum, und zwar gibt
es zu jedem zu g,(8) gentigend benachbarien g(s) genau eine Losung u(s),
die einer Bedingung (9) geniigt.
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Das Hauptziel der Arbeit ist es, auch fiir den Fall, daf die homogene
Integralgleichung (11) gerade den einfachen Eigenmwert — %; besitzt, die
Bedingungen fiir die Existenz eines reellen Feldes anzugeben. Die genaue
Formulierung des Ergebnisses, die ohne Kenntnis der Schmidtschen Arbeit

nicht méglich ist, findet der Leser auf 8. 110 in § 4. Der Fall eines mehr-
fachen Eigenwertes sei einer spiteren Arbeit vorbehalten.

§2.
Beweis des Haupttalles.

Nach geliufigen Schlubweisen aus der Theorie der linearen Integral-
gleichungen gilt folgender Hilfssatz, der hier nicht bewiesen werden soll:

Voraussetzung: Die homogene lineare Integralgleichung
(12) f(8)+ [ K(s,t)f(t)dt =0,
wo K(s,t) ein brauchbar unstetiger Kern ist, habe nur die triviale Losung
f== 0.

Behauptung: Die Gleichung

(13) w(s)+ [ (K(s,) + X(s,0)y () dt =0
hat auch nur die triviale Losung, wenn
(14) [ X(s,0)dt < g

ist, wo 7 eine geniigend kleine Zahl bezeichnet.

Zusatz: Ist y klein genug, so gibt es eine endliche Zahl 4, die
nicht ¥on X (s,?) abhingt, so daB fiir den l6senden Kern I'y(s,?) der
Gleichung (13) gilt:

(15) [ Tx(s,)|dt < 4,

wofern nur X(s,¢) der Ungleichung {14) geniigt.

Nun kann der Beweis des Hauptsatzes (vgl 8.101) in Angriff ge-
nommen werden:

Angenommen, %(s) sei eine Losung von (8), die natéirlich der Be-
dingung (9) wie stets geniigen soll. Dann folgt

(16) u(s) - uo(s)-!—gl;'[(}{s,t) Fr{a(t)) (u(t)—uy (£))dt =g (s)— g, (8).
Hierbei ist
(17) Flu(t)) -~ Flug (1)) = F'(@(t)) (u(t) — uy(t)).

%(t) liegt zwischen %(2) und #%,(#) und ist gleich #,(¢) zu setzen, wenn
u (£) = u, () ist.
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Geniigt umgekehrt % (s) den beiden Gleichungen (16) und (17), so
ist # (&) auch eine Losung von (8).

Ich setze zur Ldsung von (16) und (17) folgendes Verfahren der
sukzessiven Approximation an:

(188) 1, 18) — 1y (8) -+ 5= [ @ (o, ) B (g (1) (s ()= () dt = g(#) - g3 ).

Hieraus bestimmt sich %, (s).
Wire Flu,(t)) — F(u,(t)) = F'(uy(£)) (ug () — %, (¢)), so wiire ich
fertig. Es wird aber sein:

(18b) Flu,(8) — F(uy (1)) = F'(@, (1)) (u, (1) — 2y (2)).

Hierbei liegt #,(t) zwischen u,(t) und w,(7).

Es wire denkbar, daB #,(f) nicht eindeutig bestimmt ist. Das stort
aber nicht, da ich zuniichst nur die Existenz iiberhaupt einer Lisung u(s)
beweisen will.

Ich fahre so fort:

(198) gy (s) — uy(s) + i‘;ja(s,t)ﬁ"(ﬂlu))(ue(t) — ug(?)) dt = g(s)—go(5)-
(19b) Fluy (1) — F(uy(2)) = F' (8, (£)) (25 (1) — u,(£)).
(208) uy(s) — uy(s) + ﬁfG(a,t) F' (w0 (1)) (3 (8) — 2o (2)) 1t = g(s) — gy (5)-
(20D) Fu, (1) = Flu(0)) = F (15 (1)) (g (1) — 2y (2)).

UsW.

Zuniichst ist zu zeigen, daB die in den Gleichungen (19a), (20a) usw.
auftretenden Kerne G (st)- F'(#,(t)) brauchbare Kerne sind. Dazu brauche
ich nur zu zeigen, dal man #%,(¢) so wihlen kann, daB F'(,(t)) stetig
von ¢ abhingt.

Es ist:

[F(w,(t,)) — F(u,(2, }) — (F(u,(t3)) — F(uy(23)))]
= {F'(w,(8,)) — F'(,(t,))} (%, (t,) — %, (1))
+ F' (4, (1)) [1,(2,) — wy(2,) — 2, (ta) + %y (2)].

Ich will die Stetigkeit von F’(a,(t)) zeigen an der Stelle ¢,. — Wegen
der Stetigkeit von wu,(¢) und u, () gehen die beiden eckigen Klammern
gegen 0. (Auch F(u) ist ja in = stetigl) Nehme ich zuniichst an:
u,08) —uy(t,) 4+ 0, so mub also auch die geschweifte Klammer gegen 0
gehen, was die Stetigkeit beweist.



-

104 R. Iglisch.

Ist a,(t,)— uy(t;) =0, so ist F'(#,(#))= F'{u,(f)). Riickt nun
ty—1,, 80 geht wu, (f,) — u,(t,), also erst recht i, (t,) — uy(f,). Also
geht F'(w,(1,)) — F'(u,(¢)). Damit ist auch in diesem Falle die Stetig-
keit gezeigt.

Nun ist zu untersuchen, wann die unendlich vielen Integralgleichungen
(19a) usw. losbar sind. Aus dem Hilfssatz folgt: Sicher dann, wenn in
siimtlichen Kernen G(s,t)- F'(@,(t)) stets |u,(¢) — u,(t)] <& ist, wo
eine geniigend kleine, von r unabhiingige Zahl bedeutet. Sie sind also erst
recht losbar, wenn

(21) 4, (8) — y (£)] < ¢

18t.
Zu allen Kernen G (s,t) F'(u*(t)), wo |u*(£) — u,(2)| < & ist, gibt
es losende Kerne I'*(s,?) und eine Zahl 4, so daf
(22) JIr*(s,t)ldt - A4
ist, gleichmifig in s.
Jetzt wihle ich
(23) o= % ,.
Durch Induktion folgt aus
(sl — g (8) =g () — g (&) + [ I, (8,0) (91) — go (1)) L,

wenn

(24) lg(s)—gq(8)| <o

ist, die Ungleichung |u,(8)— u,(8)|<<6(1 1 A)= &. Alle aufgestellten
Integralgleichungen sind also dann ldsbar.

Aus (21) folgt natiirlich noch nicht die Konvergenz des Verfahrens.
Diese beweise ich so: Es ist

Uy (8 4y (8) + 5= [ 6 (8,0) [P (4, (1)) (tg£) — g (8))
= B (uy () (wy () — g (1)) dE = 0,
Uy |8) — u, (8) + i—t‘rG(s,t) [F' (%, (2)) — F' (ug(#)) - (uq(£) — ug(d))

L B (uy (1)) (g () — u, (1)) ] dt = 0.
Oder:

Uy (8) — uy (8) - %J'G (8,8) F' (2 (1)) (g (2) — u, (1)) dt

= g 6 (8,0 B (1 (0)) (3 0) — (1)) oty (£) — (1)) 1.

ut(t) liegt zwischen w,(¢) und w,(z).
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Da P (u) stetig sein sollte, gibt es eine Zahl B, so daf fiir alle w*(¢),
die der Bedingung |u*(#) — u,(f)| << ¢ geniigen, gilt:
(25) = fais )| B ux@y)|de - B.
Da nun
wy(8) - uy(8)= =[G 8,8 B (f (1) (g () — o (1)) (8 (8) = o 1))

} .%J’]},(s,;}‘[o(t,r}F”(u,*(r))(ug(ﬂ-' (1)) (&, (1) = g (7)) dr dt
ist, so wird:
(26) qu(s)—ul(s)l<ﬁ'3(]'*: A).
Weiter wird:
Uy (8) — uy(8) + ﬁJ‘G (8,8) [F" (%3 (2)) (2, (8) — 2o (1))
— F'(a,(1)) (uy () — uy(1) | dt = 0,
(27) g (8) - tg(8) 4 5= [[€ (5, ) F' (8 (1)) (u(8) — (1))
< =g [ G (8,0 (F (g (01) — B (5, (1)) (g (1) — g (8)) 1.
Nun ist aber (stets nach den b-Relationen unseres Schemas der sukzessiven
Approximation):
Fuy(t)) — F (1, (2)) == F' (#5(2)) (ug () — 20(£)) — F' (@, (2)) (22 (8) -~ (1) -
Also:
(B (9 (1)) — F' (3, (2))) (1, (2) — o(8)) + F' (% (1) (ua (1) 2y (0))
= F'(uye(t)) (ua(2) — u,(2)),
wo u,,(t) zwischen u, () und wu,(Z) liegt.
(B (i, () — F' (i, (£))] (g (#) - ug(2))
= [F'(uya(2)) — F'(,(£))] (ug (2) — ,(2))
= F”(ﬁm”))(“\z(ﬂ — u, (2)) (wya(2) - %, (2))-
w,5(¢) liegt zwischen w,,(?) und @ (1).
Sicher ist |u,,(1) — @, (1)] < 2e.
Benutze ich dies alles neben (26), so folgt aus (27) wie frither die
Abschiitzung:
(28) |ug(8) - wa(8)] < &2 B*(1+4)".
Wie (27) erhalte ich jetzt:

w, (8) — uy(8) + 5= @ (8,8) F' (it (4)) (1) — (1)) dt
2x

© g [ (8 ) B (g (1) (1 () — i (1)) (13 (8) =, (1)) .
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Daraus wie (28):
|u,(s) = w,(s)| < ¢*(1 -+ 4)- B[2B(1 | A)e]".
Allgemein wird so:
|10001(8) =y (8)| < €*(1+4) B2B(14 A)e]"2,
Unser Verfahren konvergiert also sicher gleichmiBig, wenn

(29) 2B{14-4)e<1
ist.

Die bisherigen Betrachtungen galten fiir beliebiges hinreichend kleines
&, durch das sich 4 und B bestimmen. Dieses 4 und B wird festgehalten
und ¢ eventuell weiter so verkleinert, dall (29) gilt.

Jetat zeige ich noch, daB auch die Funktionen F'(%,(¢)) gleichmiBig
gegen eine Grenzfunktion F'(@(#)) konvergieren. Das folgt sofort aus
folgender Tatsache, deren Richtigkeit man leicht aus der Definition von
#,(?) entnehmen kann: Es gibt eine Zahl K, so daf} fiir alle unsere i, (#)
unabhéngig von ¢, » und u gilt:

(30) | F' (@, (1) — F' (1, (1)) | < K|w,(2) — u,(1)].

Sei L das Maximum von | F”(u)| in unserem Bereich des Argu-
mentes %, dann geniigt es, K =3 L zu setzen.

Fiir die Grenzfunktion % (s) bei dem Schema der sukzessiven Ap-
proximation folgt also jetzt:

u{s) —u,(8) -+ ;;—JZJQG(SJ F'(a (1) (u(t) — ug(1)) dt = g(s) — go(s)
und
F(u(t)) — F(uy(t)) = F'(7(2)) (u(t) — uy(1)).

Das sind aber gerade die Gleichungen (16) und (17), die besagen, daf
u(8) Losung der Gleichung (6) ist.

Aus unserem Hilfssatz folgt auch leicht, dall zu allen diesen g(s),
inshesondere auch zu g,(s) genau eine Losung im - Gebiet gehort. Denn
gibe es zu g(s) zwei Losungen u(s) und w(s), so wiirde gelten:

w(s) —u(s) 44 [G(s, ) F'(w(t) (w(t) — u(t)) dt =0,

wo @ (¢) zwischen w(t) und w(f) liegt, also im «-Gebiet; das ist aber
nur mdglich mit w(s) =u(s).

Ebenso leicht sieht man auch, daB, falls |g — g% (s)| — 0 geht,
auch fiir die zugehérigen Losungen gilt: [,u(")(s — u™(s)| — 0. Das
folgt, sofern z B. g (s) = g,(s) ist, sofort mit Benutzung von (22) aus
(16). Sonst kann man etwa in den bisherigen Betrachtungen g”(s) an
die Stelle von g,(s) treten lassen und die Behauptung auf dem gleichen
Wege bestitigen.

(ﬁ)
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§ 3.
Anwendung der Schmidtschen Theorie.

Im folgenden nehme ich stets an, die homogene Integralgleichung (11)

habe den einfachen Eigenwert ﬁgl;.

Ich erwihne zuniichst folgenden Hilfssatz analog wie in § 2:

Gleichung (12) habe bis aufs Vorzeichen genau eine normierte Lo-
sung 1(s).

Hat Gleichung (13) bei geniigend kleinem #, welches sich aus (14)
bestimmt, iiberhaupt eine nichttriviale Losung, so sind alle anderen davon
linear abhiingig. Man sieht dies so ein: Sind y, und v, linear unabhingige
Losungen von (11), so konnen sie als normiert und zueinander orthogonal
angenommen werden. Nun sieht man aber leicht, daB bei genfigend kleinem
n fir gegebenes &

f(s) —w.(s)| <& (v=1.2)
erreicht werden kann, was sich mit [, y,ds — 0 nicht vertrigt.

Ich nehme im folgenden weiterhin an, daB F(u) eine analytische
Funktion des Argumentes u ist fiir alle Werte, die u(s) hier annehmen
kann, d. h. fiir alle u-Werte, die ein wenig iiber das Maximum und Mini-
mum von u,(s) hinausragen.

us (7) und (8) folgt dann:

(81) ()~ ug(8) + 5 [ o, ) [F(w(t)) — Plup(0)]dt = () — gy(5).
Ich setze

(32) u(8) — uy(8) =w(s),

(33) g(8) — go(8) =h(s),

(34) F(u(2)) — Fu,(t) Z‘um‘ﬁ“(”) F(")w (t)) = H(w(), 1)
oder ablkiirzend

(85) H(w (1), t) = a, (¢)w(t) + ag (1) 0 () + ...
Insbesondere ist
(36) a, (1) = F'(u,(¥)).

Die Reihe konvergiert fiir |u(t) — u,(2)| < r(2).
(81) geht iiber in:

(37) w(s)+%f@(s,t)ﬂ(w(#), t)dt = h(s).
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Die Ausgangslosung ist jetzt w(s)=- 0 zur rechten Seite h(s) = 0. Ferner
wird stets die Einschrinkung gelten:
(38) (@)«
und
(39) [R(8)] < d.
Die homogene lineare Integralgleichung (11) schreibt sich jetzt so:

(40) () + oz J.G(s t)a, (t) @, () dt == 0.
(10) geht iiber in

(41) +*fG 8,0) H, (w(t), t)p(t)dt — 0. 1)

Auf das so formulierte Problem sind die §§ 8 und 9 der Schmidtschen
Arbeit anwendbar. Die hier auftretenden Integralpotenzreihen konvergieren
regulir im Schmidtschen Sinne. Die regulire Konvergenz besagt ja, daB

SMax [ G (s, 1) |a,(t)]dt|w]"
P
konvergieren soll; und dies ist sicher der Fall, wenn zu
(42) Sla, (t)||w]’
r=1

eine von { unabhingige Majorante angebbar ist.

Dazu gelangt man so: Bezeichne etwa w, den Wert von wu,(¢) in der
Mitte zwischen dem Maximum und Minimum von wu,(¢). Dann gibt es
nach Voraussetzung um w, als Mittelpunkt einen Kreis mit dem Radius
R > R, =} (Max u,(¢) - Min %, (2)), so dab fiir | — u,| < R F(u) ana-
Iytisch ist. M sei das Maximum von | F{u)| auf dem Kreise |u—u,|=-R.
— Fiir ein festes ¢ kann ich nun nach dem Cauchyschen Koeffizienten-

satz abschitzen:
M

e(t)”’
wo o(t) den Radius des groliten um w,(?) geschlagenen Kreises darstellt,
der in dem Ausgangskreis mit dem Radius B Platz hat. Hieraus erhilt
man aber sofort die von ¢ una.bhéi.ugige Schranke

[ROTEP .
Daher ist 2/ (B R ,|w|" eine Majorante von (42), die fiir |w| Z4(R- R,)
konvergiert. Es ist also fortan ¢ < (R — R,) zu wihlen,

la, (1) <

aH(wcp, t)
fw

Y Hy(w(i), t)= , wie iiblich.
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Inshesondere kann man eine Verzweigungsgleichung ([107] bei
Schmidt®)) aufstellen der Form

(43) 0 »_5_,’14,,,;"'-f-EA*’*Z’IVr(;)qu)d:.

m=2 m=0 a=1 )
lch habe hier im allgemeinen die Schmidtschen Bezeichnungen gewiihlt.
Die Aufstellung dieser (leichung im vorgelegten speziellen Falle wird uns
spater noch beschiftigen.

Schmidt zeigt nun folgendes: Ist L, (» =2) die erste von 0 ver-
schiedene L-Grofle, so hat das Problem genau » Lésungen, d. h. zu jedem
h{s) gibt es genan » Losungen w(s) von (37) bei geeigneter Festsetzung
der Mehrfachheit, wenn % (8) und w (s) den Ungleichungen (38) und (39)
geniigen. Die w(s) konnen dabei auch zusammenfallen. Diese Lésungen
kénnen aber auch komplex sein. Es erhebt sich also die Frage: Wiewdel
von diesen v Losungen sind stels reell, d. h. reell fiir alle zuliissigen A (s)?

Aus der Schmidtschen Theorie folgt ganz allgemein sofort: Ist eine
Losung 1 von (43) reell, so entspricht ihr ein reelles w(s), das der
Gleichung (387) geniigt. Ist 1 komplex, so ist auch 1, d. k. die zu i kon-
jugierte Zahl, Losung von (43), und daraus ergeben sich zwei konjugiert
komplexe Losungen w(s) und @ (s) von (87). Ist also » ungerade, so gibt
es stefs mindestens eine reelle Losung von (37), also sicher ein reelles
Lésungsfeld. Es konnte aber eintreten, dall zu jedem %(s) mehr als eine
reelle Losung gehért. Dann hiitte man von einem mehrfachen Lasungsfeld
zu sprechen.

Uber den Begriff der einfachen und mehrfachen Lésungen gilt nach
Schmidt folgende Definition:

Hat Gleichung (10) nur die triviale Losung ¢ (s) 0, so heilit die
zugehérige Losung w(s) einfach. Ist [dies nicht der Fall, so stelle man
fiir «(s) als Ausgangslosung die Verzweigungsgleichung in der Form (43)
auf. Ist L, der erste nicht verschwindende L-Koeffizient, so heiBt die
Losung o¢-fach.

Am Schlusse dieses Paragraphen soll aus der Schmidtschen Theorie
noch eine GréBenrelation zwischen & und » angegeben werden, die spiter
Verwendung finden wird:

Ich nehme an, L, sei die erste nicht verschwindende L-GriBe der
Verzweigungsgleichung (43).

Ich verwende die Bezeichnungen der Schmidtschen Arbeit.

®) Die aus der Schmidtschen Arbeit zitierten Nummern werde ich stets durch
eckige Klammern [ | kennzeichnen.



110 R. Iglisch.

Nach Gleichung [109] bei Schmidt kann ich eine positive Zahl €, so
bestimmen, daB fiir ein geniigend kleines I,

(44) 0,2 C, 1y
wird. ¢, ist von I, unabhingig.
Nach [110] kann ich C, so bestimmen, daB
(45) |Sa|§0‘a'k3
wird. C, hingt auch nicht von I, ab, wenn ich zur Bestimmung von C,

in 8, I, benutze.
Setzt man jetzt (¢ bedeute einen echten Bruch):

. [EAp
(46) ky - “C; L,

so folgt aus (44)und (45) |8,| < «-0,-ly < wo,; damit ist [118] erfiillt,
und es kann nach (46) gesetzt werden:

& .
(47) I, =]/;°f Yr,.

Hierdurch ist I, festgelegt. Nach Schmidt wird jetzt die GréBe 2’ durch
K<k ud K- [|g,(t)|dt <1, bestimmt. Jetzt wihlt man ein I'<1,,
¢’ und %’ durch Verkleinerung so, daB bei festgehaltenem C,, ¢, und «
die Gleichungen (44) bis (47) mit den gestrichenen GroBen gelten. In
dem Kreise mit dem Radius I’ liegen wieder ©# Wurzeln von (43), und
fiir die zugehdrigen w(s) gilt nach [100]:
D<al 40k +...< 2 Vi,

’;’)“, g0 ist, wie bei
Schmidt gefordert, w < &'; fiir & und & gilt somit Z W:k’ oder in
unserer Bezeichnung:

wo Z von k' unabhingig ist. Setzt man jetzt K’ m(

(48) AT IS
§ 4.
Lisung der pichtlinearen Integralgleichung im Fall der einfachen
Nullgsung.

In diesem Kapitel soll, wie im Vorwort erwihnt wurde, folgender
wichtigste Satz bewiesen werden:

Ist L, die erste nicht verschwindende L-Grofie in der Verzweigungs-
gleichung (43) und ist v gerade, so gibt es bei der Gleichung (37) kein
Lésungsfeld um w(s8) =0 herum, d. h. um wu,(8) herum bei der Glei-
chung (B8). — Ist v ungerade, so gibi es genau ein einfaches Lisungs-
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feld, d. h. es gibt in beliebiger Ndihe wvon h(s)- 0 Funktionen h(s), zu
denen nicht mehr als eine Losung von (37) gehorl, und diese Losung st
etne einfache.

Zunichst mub ich kurz auf die Aufstellung der Verzweigungsgleichung
zu sprechen kommen.
Gleichung (37) schreibe ich so:

(49) w(s)+5, [6 (s D{a,(w®)+ Se (e ()} dt=h(s).
Jetzt fithre ich einen neuen Kern
(50) E(s,t) =" a(s,0) + p(s)-q(t)

so ein, dal dazu ein losender Kern E (s,#) gehort. p(s) und ¢(¢) kann
ich nach Sehmidt in dieser Weise wihlen; es mufl ja nur gelten:

(51) Jo(s)wo(s)ds+0

und

(52) Sat)go(t)dt +0,

wo @, (t) sich aus (40) bestlmmt und 1, (8) aus
(53) apo(s)+q-‘2(;ij(s,t)1;Jo(t)dt= 0.

(49) geht nun iber in
w(s)+ [ E(s, Yw(t)dt =h(s) +p(s) [q(t)w (1) ds
—%fG(s,t)yé;a,(t)w’(z)dt.
Mit Hilfe des losenden Kerns E (s, ) ergibt sich daraus:

(54) w(s)={p(s)+ [E(s, ) p(r)dr}-[q(t)w(t)dt
+{h(s)+ [E (s, t)R(t)dt}

E%fd:éa,(z) w (1){G(s,8) + [E(s,7)G(r,t)dr}.

Ich fithre nun folgende Abkiirzungen ein:

(55) A= [q()w(t)dt.

(56) a(8)=p(s)+ [E(s,r)p(r)dr.

(57) B(s)="h(s)+ JE (s, t)k(1)dt.

(58) K(s, )= —5-{G (s, ) + [ E(s,7) G (r, t)dr}.

(59) w(s)i+p(s)=7(s).
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(56) und (58) hiingen von A (s) nicht ab. Multipliziere ich 4 (s) mit einem
konstanten Faktor, so multipliziert sich f§ (s) nach (57) mit demselben Faktor.
(54) geht iiber in

(60) w(8) =y (s) +fx(s, t)g’;a,mw(z)m.

Die Losung von (54) ist jetzt identisch mit der Auflosung des
Gleichungssystems (60) und (55), wenn (59) in (60) eingesetzt wird.
Ich lése jetzt nach der Schmidtschen Methode (60) formal nach w (s)
auf, d. h. ich setze
(61) () =)
und berechne w,(s), indem ich )_]w () in (60) auf der rechten Seite

fiir w(s) eintrage und nur die Grlleder o-ten Grades in y(s) beibehalte.
Dann wird
(62) w(s]=£‘w,(s3.
Insbesondere wird =
w, (8) = [ K(s,t)a, (1) y*(t)dt.

Man beachte, daf unter Benutzung von (59) w,(s) homogen von
o-ter Ordnung in 4 und B (s) ist.

Setze ich (62) in (55) ein, so erhalte ich die Schmidtsche Ver-
zweigungsgleichung, die nach Einsetzen von (59) und Ordnen nach Potenzen
von 1 die Form (43) annimmt.

Insbesondere wird

(63) fV, g(t)dt= [q(8)p(t)dt.

Denn das ‘st der Koeffizient des von 1 freien Gliedes, der in f(t) linear
ist. Diese J rm (63) folgt also leicht aus (61).

Es sei a,(s) der erste nicht identisch verschwindende Koeffizient in
(35) (k=2).

Bei dem geschilderten Auflosungsverfahren wird jetat,

w, (8)=17(s),

w,(8) =0,
(64) wy ()= 0
Wiy (3)
w0,(s) = J K(s.t)a, (1) y* (1) dt,
usw,

Von selbst werden also die Grofen Ly = L, —...=L,_, = 0.
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Wegen (64) geht @, (z) linear in L, ein. Man sieht so leicht, dall
man Integralgleichungen angeben kann, fiir die erst eine vorgeschriebene
k-te L-GroBe L, von O verschieden ausfillt").

L, sei die erste nicht verschwindende L-Grolie.
Ich setze jetzt von vornherein die Funktion %(s) an in der Form:

(65) his)=nu-p(s).

wo p(s) die eine bei der Schmidtschen Transformation des Kerns benutzte
Funktion bedeutet. p sei ein geniigend kleiner reeller Parameter.
Nach (56) und (57) wird jetzt

pee(s) ::ﬁ(s)’

also nach (59
y(s)=(4-{-p)-e(s).
Die Verzweigungsgleichung (43) nimmt daher die einfache Form an:

(66) 0-- FL(+m + .
r=1

Der letzte Summand s entsteht hierbei aus dem linearen Glied. (Er miifite
eigentlich heien: L,.u. Nach Schmidt ist aber L, = 1. Man vergleiche
§ 8 der Schmidtschen Arbeit.)

Wird g klein, so wird auch A klein wegen (48) und (55). Es folgt
leicht, dafl bei geniigend kleinem s (66) genau # verschiedene Wurzeln 1
besitzt. Nun sieht man sofort:

Ist & — 2¢, also gerade, und sign 1 — sign L,,, so hat (66) keine reelle
Losung i bei geniigend kleinem p.

Ist # — 20 und signp=  sign L,, so hat, wie man leicht einsieht,
bei geniigend kleinem g (66) genau zwei reelle Losungen. Daf} diese ein-
fach sind, sieht man ebenso wie im néchsten Fall.

Ist & = 29-+ 1, d. h. ungerade, so leite ich die rechte Seite von (66)
nach 1 ab. Das liefert
(67) , E'er(i{-A;d)"_'

r=i
Dieser Ausdruck wechselt das Vorzeichen nicht fiir hinreichend kleine 4 und .
Die einzige reelle Wurzel i = — u von (67) ist aber nicht Lésung von (66).
Daher hat (66) bei festem, genfigend kleinem u nur eine einfache reelle
Losung 4,. Zu diesem A, rechnet sich nach der Schmidtschen Gleichung [100]
eindeutig eine Losung w,(s), und es ist nur noch zu zeigen, daB

®) In einer folgenden Arbeit wird gezeigt, daB der Fall, daB simtliche L-GriiBen
verschwinden, nur bei den linearen Integralgleichungen eintritt.
Mathematische Annalen. 101, 8
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w, (8) einfache Lésung ist, d. h. daB um w,(s) herum der Hauptfall (§2)
vorliegt.

Ich zeige zunéchst, dall die Wurzeln 1 der Verzweigungsgleichung (43)
sich geniigend wenig &ndern, wenn sich die rechte Seite h(s) von (37)
wenig genug verindert. Das sieht man so:

Ich ersetze h(s) durch Z(s)-4- X(s), wo X(s) eine beliebig kleine
Funktion sein soll. Die Bebauptung folgt leicht aus der reguliren Kon-
vergenz von (43), wenn man die Differenz der beiden Verzweigungsglei-
chungen in der Form schreibt:

Tam \7 m o m /e
;.%. 4 Pé.ﬂv" (kf)(} =V (5)] a0 ar.

Jetzt ergibt sich aber die Stetigkeit der Wurzeln 1 sofort nach dem
Rouchéschen Fatz: Denn zeichne ich um die zu A{s) gehdrenden & Wur-
zeln 1, die zum Teil auch zusammenfallen kinnen, Kreise von beliehig
kleinem Radius 7, so daB sie einander nicht schneiden, so besitzt darauf
der absolute Betrag von (43) ein positives Minimum m. Nun kann ich
die Anderung von h(s) aber so klein vornehmen, daB der neu zu (43)
hinzukommende Beitrag dem absoluten Betrage nach kleiner ist als m, so
daB also die neue Verzweigungsgleichung in jedem dieser Kreise genau die
gleiche Anzahl von Nullstellen hat wie die friihere. Das beweist aber die
Stetigkeit der Wurzeln 4.

Jetzt schlieBt man so: Zu der rechten Seite (65) habe ich genau &
verschiedene Wurzeln 1, 4,,..., 4, von (43), von denen z B. 4, reell ist;
ly...4, sind dann komplex. Ist nun w,(s) nicht einfache Losung, so sei
ihre Vielfachheit mit @ bezeichnet. Dann kann ich zu einer zu % (s) aus
(65) beliebig benachbarten rechten Seite h(s)--»-p,(s) iibergehen, zu
der genau o verschiedene Wurzeln i, 43, ..., 47 der mit w,(s) als Aus-
gangslosung aufgestellten neuen Verzweigungsgleichung gehéren, und zu
diesen rechnen sich nach [100] bei Schmidt genau ¢ nach (55) verschie-
dene Losungen {(s)...wJ(s), die alle zu w,(s) benachbart sind. Jetzt
gehe ich zu meiner ersten Verzweigungsgleichung (43) zuriick. Zu den
wy (s) gehdren nach (55) genau ¢ Wurzeln i2... 4" von (43), und diese
sind nach [100] voneinander verschieden und liegen ferner in der Umge-
bung von 2,. Wegen der stetigen Abhiingigkeit der Wurzeln 1 von den
rechten Seiten % (s) liegt aber noch mindestens je eine Wurzel i,
(6=2...4) in der Nahe von jedem i, so dall also zur rechten Seite
h(8) 4 »p, (&) bei geniigend kleinem » (43) mehr als & Wurzeln 1 hitte,
was der Schmidtschen Theorie widerspricht. Also miissen alle zu den
Wurzeln 4, 4,,...,4, gehorenden Liosungen w,(s), w,(s),..., w,(s) not-
wendig einfach sein.
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Mit diesen einfachen Uberlegungen ist die Frage der Existenz eines
Feldes erledigt, sobald F(u) eine analytische Funktion ist. Weitere Eigen-
schaften des Feldes sollen in einer spiteren Arbeit entwickelt werden.

Bei der Schmidtschen Transformation des Kernes ist die Funktion p(s)
in hohem Grade willkiirlich. Tn der Form (65) lassen sich also sehr viele
rechte Seiten A (s) darstellen.

$ 5.
Bemerkungen zur Gleichung Aw = F (u).

Bei der Behandlung der Integralgleichung (37) spielten die rechten
Seiten der Form (65), wo p(s) nur der Bedingung (51) zu geniigen hat,
eine hesondere Rolle; denn zu diesen rechten Seiten gab es ja bei genii-
gend kleinem u (eventuell mit geeignetem Vorzeichen) bei geradem ¢
iiberhaupt keine reelle Lésung, bei ungeradem ¢ genau eine. Das Diffe-
rentialgleichungsproblem oder die Integralgleichung (5), wo v(s) eine Po-
tentialfunktion ist, ist also dann und nur dann durch die Resultate des
§ 4 noch nicht erledigt, wenn {fiir alle Potentialfunktionen w(s) gilt

(68) Jois) wy(s)ds= 0.
Denn nur dann kann an die Stelle von p(s) in (t5) keine Potential-

funktion »(s) treten.

Die etwas uniibersichtliche Bedingung (68) soll jetzt umgeformt wer-
den. Dazu will ich in diesem Paragraphen die Randkurve & meines Be-
reiches als stetig gekriimmt voraussetzen.

Zunichst sieht man sofort aus (40), daB a, (s, @(s) cine Nullosung
von (53) ist. Statt (68) kann ich also schreiben:

Jo(s)a,(s) p(s)ds -0
fiir alle Potentialfunktionen v(s).
Gleichung (40) ist nun gleichbedeutend mit der Differentialgleichung:
(69) Ay (s, —a,(8)pls),

wo ¢(s) am Rande verschwinden soll. Mit Benutzung der (ireenschen
Formel erhilt man daher:

[v@anpwias o
(70) * .
. [¢(3)Av(3]ds ! J‘(g(g)ﬂ%!?:—].-—qg(o)?';i"!) do.

8 ¢

R*
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Hierbei bedeutet o die Bogenlinge auf der Randkurve €. = bedeute die
suBere Normalenrichtung. Da v(s) Potentialfunktion ist und ¢(s) am
Rande verschwindet, folgt aus (70):

0 zfv(o)-' "\ da.
[

Da das fiir alle Potentialfunktionen v(s) gelten soll, folgt nach den
bekannten, in der Variationsrechnung iiblichen Schliissen:

#r(e)
Pt 0.

Da man diesen Schlull auch riickwirts machen kann, hat man folgendes:

Unser Differentialgleichungsproblem ist dann und nur dann noch nicht
gelost, wenn die Eigenfunktion ¢(s) von (40) nebst jhren Normalablei-
tungen am Rande verschwindet.

Das ist gleichbedeutend mit folgendem:

Die erste und zweite Randwertaufgabe der homogenen linearen Dif-
ferentialgleichung (69 ) haben die gleiche Eigenlosung ¢(s).

Dal dies nicht moglich ist, kann ich jedoch nur fiir gewisse einfache
Fille beweisen, deren wichtigster der triviale Fall ist, dall a,{s) eine bis
in den Rand des Bereiches hinein analytische Funktion ist. Nach einem
Satze von Picard kann man dann zeigen, daf auch ¢(s) im Bereich mit
EinschluB des Randes analytisch ist, und daraus folgt leicht wegen der
Randbedingungen das identische Verschwinden von ¢ (s).

Diese Voraussetzung iiber a, (8) ist aber bei uns im allgemeinen nicht
erfiillt. Denn a,(s) ist durch (36) definiert. Die dort auftretende Aus-
gangslosung %, (s) braucht nun am Rande nur einmal stetig differenzierbar
zu sein nach unseren Voraussetzungen; im Innern ist sie nach einem Satze
von Holmgren zwar analytisch, so dal auch a,(s) im Innern von ¥ ana-
lytisch wird, am Rande jedoch nur einmal stetig differenzierhar. Das
gleiche gilt nach Picard nun auch fiir die Lésung ¢ (s), so daf man aus
den Randwerten nicht mehr auf das Verschwinden von ¢ (s) schliellen kann.

§ 6.
Zusitze und Berechnung der I -Grifen.

Fiir Verallgemeinerungen der Betrachtungen des § 4 ist es von Inter-
esse, die ausschlaggebende Bedingung (65) fiir die Funktionen % (s) in den
Sprachgebrauch der Schmidtachen Arbeit zu iibersetzen. Ich behaupte: die
Bedingung [ A (s)y,(s)ds + 0 ist gleichbedeutend mit:

(71) fvf(;)q(z)da+o.
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Ich rechne diesen Ausdruck einfach aus. Nach (63) und (65) geht er
iiber in:
(720 [q(s)lh(s) J[E(s,t)h(t)dt]ds= [h(s)z(s)ds
wenn ich setze
z(s) = qls)-=- [E(1,8) q(2) dt.
Die Auflésung ergibt:
g(s) —z(8) [ E(t,8)z()dt,
oder nach (50)

g(e)- 2(8)+ f"(*‘fG(z Dzt qu) [piors(ar,

Das ordne ich um:

(73) z(s)+f§‘§3fg(t,s)z(t)d:=q(a)(1 ~—fp(t\z(!')tit).
Diese Integralgleichung fiir 2(s) ist aber nur 16shar, wenn:

(=S zt)dt) [ a(s) g, (s) de=0
ist. Wegen (52) folgt daraus:
(74) Jptyzt)de 1.
Nun folgt aber aus (73):
2(8) = 0y, (8).

Die Konstante ¢ bestimmt sich dabei eindeutig aus (74).

Der Ausdruck (71) verschwindet also unabhiingig von der Wahl der
zur Transformation des Kernes nach Schmidt benutzten Funktionen p(s)
und ¢(t) dann und nur dann, wenn [ A (s) 1, (8) ds =0 ist.

Die Uberlegungen des § 4 sind danach auf allgemeinere Gleichungs-
formen stets anwendbar, wenn das in f(s) lineare, von 1 unabhingige
Glied der Verzweigungsgleichung (43) nicht verschwindet.

Nun sei noch einiges iiber die Berechnung der ersten L-GréBen ver-
merkt,

Sei @, (8) wieder der erste nicht identisch verschwindende Koeffizient
in (35) (k=2). Nach § 4 sind dann L,...L,_,= 0. Die emste zu
untersuchende I-GréBe I, hat nach (64) d.te Form
(75) L= [[q(s) K(s, 1) a,(1) «* (1) ds dt.

Die Ausrechnung dieser GréBe ergibt aber eine sehr einfache Gestalt.

Zuniichst ist namlich nach (56):

p(s)=ea(8)+ [E(s,1)e(t) dt,
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oder nach (50)

p(s) = els) + 5= [ G, ay(t) et dt -t p(s) [q(t) a(nrar:
daraus

«(s)+2 fG(s Dat)e(t)dt= p s) Iq(s ) (t)dt).

Wie vorhin folgt jetat:
Ja(t)e(t)yde=-1

und

(76) «(s) = a-@,(s)
mit
o 1
Ja(®y g (t)det’
Nun betrachte ich die Funlktion:
(77) N(t)=[q(s) K(s,1) ds.

Ich behaupte: N(2) ist unabhingig von der Wahl von g(z) bei der
Schmidtschen Transformation des Kernes.

Sei etwa () eine andere Transformationsfunktion neben dem festge-
haltenen p(s). Durch Uberstreichen soll gekennzeichnet werden, daB die
betreffenden GréBen zur Transformation mit 7 (¢) gehbren,

Aus (58) folgt jetzt:
W%G(s,t)sz(s,t)—kj‘f?(s, ) K (r, ) dr,
oder mit Benutzung von (50) und (77):
(78) K(s, 0 %J'G(s,‘r) a,(r) K (r.t)dr=— ZI—HG(a,J) - p(a) N(#).
Da (78) losbar ist, folgt
f[z‘—xa(.s, )+ p () N ()] gy () ds = 0
fiir alle . Daraus:

5 ;—xJG(s,s)%(a)ds N
= e YO

da ja in dieser Darstellung die Funktion §(#) gar nicht mehr auftritt. Der
Nenner verschwindet iibrigens nicht nach (51). Man findet hieraus auch
leicht den Wert

(79) N(t) =17 ()
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1 l

Aus (75), (76), (77) und (79) ersneht man:
L.=o¢ zfqr’”'l t)a,(t)de.
Das Verschwinden von L, ist also gleichbedeutend mit dem Verschwinden
des Integrals [ g%+ (f) a,‘(t) dt, welches keine charakteristischen GréBen
der Schmidtschen Theorie mehr enthilt.
In gleicher Weise erhilt man:
L=o"v[@™(t)a,(t)dt fir r=k,k+1,...,2k—2,

wie man leicht aus den Uberlegungen auf S. 112 nachrechnet. Die weite-
ren L-GroBen sind komplizierter gebaut.

(Eingegangen am 23. 3. 1928,)



