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Die Aunfgabe, alle Minimalflichen zu bestimmen, welche die
Eigenschaft besitzen, dass bei der durch parallele Normalen vermit-
telten conformen Abbildung der Fliche auf die Kugel den Meridianen
der Kugelfliche eine Schaar von ebenen Cuarven entspricht, ist zuerst
von Enneper in seiner Abhandlung tiber Flichen mit besondern
Meridiancurven vollstindig geldst worden.

[Enneper »Ueber Flichen mit besondern Meridiancurven«, Ab-
bandlungen der Konigl. Gesellschaft der Wissenschaften zu Gottingen,
Bd. 29, pag. 41—50, 1882.]

Enneper stellt in dieser Arbeit Gleichungen auf zur analyti-
schen Bestimmung aller Flichen, welche die eben angefiihrte Eigen-
schaft besitzen, und fiihrt dann die Bedingung ein, dass die betreffenden
Flichen Minimalflichen sein sollen. Die Lisung sowohl der allge-
meinen als auch der speciellen Aufgabe ist bei Enneper sehr ver-
wickelt und fordert einen sehr grossen Aufwand von Rechnung, so
dass das Studium dieser Arbeit sehr mithsam ist.  Beispielsweise
ergeben sich einige allgemeine Lehrsiitze liber die betrachteten Flichen,
zo denen Enneper erst durch langwierige Rechnungsoperationen
gelangt, durch zweckmiissige geometrische Beweisfithrung ohne Beein-
trichtigung der Allgemeinheit auf viel kiirzerem Wege.

Es kann darauf aufmerksam gemacht werden, dass, wihrend
functionentheoretische Betrachtungen sonst in der Lehre von den
Minimalflichen eine so wichtige Rolle spielen, in der erwihnten Arbeit
von Enneper von solchen Betrachtungen an keiner Stelle Gebrauch
gemacht wird.

Ich habe versucht, dieselbe Frage mit Hiilfe functionentheoreti-
scher Betrachtungen auf einfachere Weise zu beantworten. Durch
Benutzung von einigen Andeutungen, die ich Herrn Prof. H. A.Schwarz
verdanke, ist es mir, wie ich hoffe, gelungen, die gestellte Aufgabe
zn losen.

In Uebereinstimmung mit dem Resultate von Enneper hat die
von mir angestellte Untersuchung zu dem Ergebnisse gefiihrt, dass
nur folgende Minimalflichen der gestellten Bedingung Geniige leisten.
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1. Die von Scherk zuerst gefundene Minimalfliche, welche bei
passender Wahl des Coordinatensystems durch die Gleichung
cos{ B (xcos o + ysina + a)}
cos{ B(zcos B + ysin B+ )}
dargestellt wird, wenn , y, ¢ die rechtwinkligen Coordinaten eines
beliehigen Punktes der Fliche und B, a,(, 4,a,b reells Constanten
bezeichnen. [Vergl. Acta Societatis Jablonowanae Vol. IV, Fasc. II,
pag. 204—280 und Druckfehlerverzeichniss; ferner Crelle, Journal fur
Mathematik, 1835, t. XIII, pag. 187, Gleichung 7.]

2. Die von Enneper in der oben erwihnten Abhandlung zuerst
aufgefundene Fliche, welche die Catalan’sche und die Schraubenfliche
als Specialfille enthilt. Diese Fliche ist als Grenzfall enthalten unter
den von Herrn H. A. Schwarz bestimmten »Minimalflichen, welche
von einer Schaar von Kegeln zweiten Grades eingehiillt werden<, Ge-
sammelte Abhandlungen, Bd. 1, pag. 190 ff.

3. Die Schraubenfliiche.

4, Die durch Rotation einer Kettenlinie um ikre Directrix als
Axe entstehende Fliiche.

Als Litteratur wird ausser den bereits citierten Abhandlungen benutzt:

K. Weierstrass: »Ueber Flichen, deren mittlere Krimmung
iiberall gleich Null ist¢, Monatsberichte der Konigl. Preussischen Aka-
demie der Wissenschaften zu Berlin. 1866.

H.A.8chwarz: »Miscellen aus dem Gebiete der Minimalfléichene,
Ges. Abh., Bd. 1, pag. 168 ff.

H A Schwarz: »Usber einige nicht algebraische Minimal-
flichen, welche eine Schaar algebraischer Curven enthalten<, Ges.
Abh., Bd. 1, pag. 205 ff.

Catalan: Comptes rendus, Tome 41, pag. 37, 1019; 1855.

Journal de 1'Ecole polytechnique, cah. 37, pag 160—163.

Lie, 8.: »Bestimmung aller Flichen, die in mehrfacher Weise
durch Translationshewegung einer Curve erzeugt werden.«

Archiv for Mathematik og Naturvidenskab. 1882.

M. Peche: »Analytische Bestimmung aller Minimalfliichen,
welche eine Schaar reeller Parabeln enthalten.« Inaug, - Diss,
Gittingen 1891.

M. E. Blutel: sRecherches sur les surfaces, qui sont en méme
temps lieux de cOniques et enveloppes de cones du second degré.c

Thése présentde & la faculté des sciences de Paris. 1890.

eBein(a-f)z — 4

Im Folgenden bedienen wir uns der von Herrn H. A, Schwarz
irv den »Miscellene gebrauchten Bezeichnungsweise.



I. Allgemeines iiber Minimalflichen.

§ 1

Den Gleichungen, welche Herr Weierstrass fiir die rechtwink-
ligen Coordinaten z, y. # eines Punktes einer jeden von einer Ebene
verschiedenen reellen Minimalfliche gegeben hat, kann folgende Form
gegeben werden:

z =1} f (L= F()ds +1 f (1— ), (s,)ds,
0 v=4i[(+FOds—i [(1+F5)ds,
g = fs%(s)ds + fs.&(sl)ds,,

Dabei bedeutet (s) eine analytische Function des complexen Ar-
gumentes s und §,(s,) die conjugierte Function das conjugierten com-
plexen Argumentes s,.

Zu jeder Function (s) gehtrt eine reelle Minimalflache.

Wir wollen an dieser Stelle einige Siitze betreffend die Function
% (s) anfithren, von denen im Folgenden Gebrauch gemacht wird.

1. Jede auf einem Stiicke einer Minimalfliche liegende gerade
Linie ist eine Symmetrieaxe der durch analytische Fortsetzung dieses
Stiickes entstehenden Minimalfliche.

2. Die Grossen s und s, haben eine specielle Bedentung bei der
Abbildung der Gauss'schen Kugel auf die Ebene durch stereographi-
sche Projection.

Bei der durch parallele Normalen vermittelten Abbildung der
Minimalfliche auf die Gauss’sche Kugel wird die Minimalfliiche auf
die Kugelfliche conform abgebildet. Bezeichnen wir mit X, ¥, Z die
Cosinus der Winkel, welche die Flichennormale mit den drei Coor-
dinatenaxen einschliesst, so sind X, ¥, Z die rechtwinkligen Coordi-
naten eines Punktes der Kugelfliche. Durch stereographische Projec-
tion der Oberfliche dieser Kugel auf die Aequatorebene vom Punkte

X=0,¥Y=0,Z=1

aus erhalten wir, wenn wir jeden Punkt der (XY) Ebene, der die
rechtwinkligen Coordinaten §, v besitzt, als Reprisentanten einer der
beiden Verdnderlichen

s =£§&+mi, s = §—ni
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auffassen, folgende Relationen :

= 5+8
T oss,+1?

1 s—s,
@ Y= w+D
§8,—1
ss, +17

—_—

Fiihren wir in der (XY) Ebene Polarcoordinaten ein und setzen:
s =re¥, 5 = re ¥,

dann entsprechen den Meridianen der Gauss’schen Kugel die
Geraden p = const., die alle durch den Coordinatenanfangspunkt ge-
hen, den Parallelkreisen concentrische Kreise mit den Radien
r = const.

3. Eive Transformation des fiir die Darstellung der Minimal-
fliche angenommenen Coordinatensystems in ein anderes rechtwinkliges
ist gleichbedeutend mit der Substitution:

as'—b
bs+a’

wobei @ und a,, b und b, jo zwei conjugierte complexe Constanten be-
zeichnen, welche der Bedingung geniigen, dass die Grosse (na, + bb,)
nicht gleich Null sein darf.

Darch Einfiihrung dieser Substitution geht die Function $(s) iiber

in die Function §*(s), die in folgender Weise von der urspriinglichen
Function §(s) abhingt:

. In entsprechender Weise geht die Function §,(s,) in die zu F* (s
conjugierte Function des conjugierten complexen Argumentes tiber.




. Bestimmung aller reellen Minimalfiichen, die eine Schaar ebener
Curven enthalten, denen auf der Gauss'schen Kugel die Meridiane
entsprechen,

§ 2. Aligemeine Untersuchung.

Die rechtwinkligen Coordinaten der Punkte einer reellen Mini-
malfliche werden als Functionen der complexen Variabeln s und s,
betrachtet, wo die Grossen s und s, die ihnen im vorigen Kapitel
beigelegte Bedeutung haben. Léngs jeder der betrachteten Schaar
angehtrenden ebenen Curve, welcher also bei der durch parallele Nor-
malen vermittelten Abbildung auf die Gauss'sche Kugel.-nach der Vor-
aussetzung ein Meridian entspricht, bleibt die Grisse ¢ constant,
wihrend die Grosse » veriinderlich ist. Da diese Curve der gestell-
ten Bedingung zufolge eben sein soll, so miissen die rechtwinkligen
Coordinaten z, y, # eines beliebigen Punktes derselben eine Gleichung
von der Form:

ax+py+yz+8 =10

befriedigen, wobei a, B, 7, 8 nur von der Grisse ¢ abhiingen.

Denken wir uns fiir die Gréssen x, y, # die entsprechenden Aus-
driicke des Gleichungssystems (1) in die obige Gleichung eingesetzt und
legen wir dem Parameter ¢ einen beliebigen aber constanten Werth
¢, bei, so ergiebt sich aus der Gleichung

oz +By+ye+d =0

durch Differentiation in Bezug auf die Grosse r folgende allgemeine
Beziechung fiir die Minimalfliichen, welche die vorgeschriebene Eigen-
schaft besitzen:

[e(1—8") +Bi(1 + 8" + 2vs] F (s)e?
= —[a(1—8) — Bi(1 +8) +275,] F.ls) e ¥

daraus erhalten wir, immer noch unter der Voraussetzung, dass der
Grosse ¢ ein beliebiger, aber constanter Werth ¢, beigelegt wird,
die fiir die folgende Untersuchung wichtige Gleichung:

§6) _ _ SatB)—27s,—@—B) g
N O R T e T e DA

Es wird sich ergeben, dass durch die Bestimmung der Verhilt-
nisse der Grdssen a, B, 7 die betrachtete Aufgabe geldst ist.




Wenn wir in obiger Formel fiberall die Grisse s, durch die
Grossen s und ¢ ausdriicken, so nimmt dieselbe folgende Gestalt an:

Ba) 8O _ _ ST p)—2yse ¥ —(a—pi) _ypathi,
% (se—29) s* (a—pi)—2ys —(o+B7) o—pi’

Sowohl der Zihler wie der Nenner dieses Bruches sind ganze
Functionen zweiten Grades von s; unsere leichung kann daher in
der Form geschrieben werden :

F6) (s —a)(se VD) _,.; atBi,
(4) 5}1(38—2@5) - {S_a’l) (3_51} ¢ *? G———B?,
dabei ist:
I .2 MR £ A
5 T oadpi’ YT oa—pe?
) (—T 4T

arE 0T a
wonn T = |Va '+ B+ | gesetzt wird.

Zwischen den conjugierten complexen Grdssen a, a, bezw. b, b,
bestehen die Relationen

a b
E,_ = b_l, a.b,r = —1,
die Werthe der Grdssen a, a,, b, b, hingen nur von der Grisse ¢, ab,
Setzen wir noch:

@ = ad¥, B = be¥,
go ist:
(4a) _ 8O e—a)—b) -evi atBi
%l(se‘s?‘) o (S—ﬂl) (s*bl) “—ﬁi ’

Die Untersuchung zerfillt nun zweckmiissig in drei Theile, je nach

dem Zshler und Nenner des fiir die Grosse %(sl—. gefundenen
&1 (se™ %)
Ausdruckes in Beziehung auf die Grosse s keinen, oder nur einen,
oder zwei Linearfactoren gemeinsam haben.
Die Functionen {(s) und §,(s,) sind analytische Functionen der
Grtisge s beziehungsweise der Grisse s, Diese Functionen kfnnen
also nur in einzelnen Pupkten unendlich klein oder unendlich gross
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werden. Die Werthe, fiir welche die Functionen {(s) und §;,(s,) un-
endlich gross und unendlich klein werden, miissen also von dem spe-
ciellen Werthe ¢,, welcher dem Parameter ¢ beigelegt worden ist
unabhingig sein.

Der Fall, dass die Grissen o und B zu gleicher Zeit Null sind,
sel vorlaufig von der Untersuchung ausgeschlossen.

§ 3. Zahler und Nenner von % haben in Bezug auf s keinen Factor gemeinsam.

Wenn der Zahler des Quotienten 33{:% gleich Null wird, dann

wird an der betreffenden Stelle entweder die Function §(s) unendlich
klein oder §,(s,) unendlich gross. Demgemiss sind wieder folgende
drei Falle zu unterscheiden:

1. Fir die beiden Werthe der Grisse s, fiir welche der Zahler
des Quotienten gleich Null wird, mége die Function {(s) unendlich
klein werden.

Die Function {(s) wird also infolge der Formel (4a) die Null-
stellen s = a’ und s = b’ besitzen. Daraus folgt, dass die Grissen
@ und ' von dem Werthe des Parameters ¢ unabhingig, also con-
stant sind.

Der Zihler in der Gleichung (4a) hat folgende Gestalt:

2+ ; a—Bi ;
LI Plo 497
e TR

Der Umstand, dass diejenigen Werthe der Grisse s, fiir welche
dieser Ausdruck gleich Null wird, von der Grisse ¢ nicht abhingen,
fithrt zu der Schlussfolgerung, dass auch die Grossen:

;27 i 2—Pi
—ew =T el 2P
o T fi m und —e %% 2 T B n

von der Grisse ¢ unabhingig sein miissen. Demgemiss erhalten wir

. ; 4t
27 Moy _otfi ST
a—fi n a—Bt n

Die Grossen m und -“"'}:4, n und % haben conjugierte complexe

Werthe. Die im Vorstehenden betrachtete Gleichung (3) nimmt jetat
die Form an:
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B _ &bms
Bl T T

-‘-—%

ns 1
Ts

nachdem wir iiberall die Grosse ¢2%¢ durch si ersetzt haben. Z#hler
2 :
und Nenner multiplicieren wir nun mit einer Constanten
i .
A= o = kv
und erhalten:

Fls) S vi) o shi 4 (p—vi) 5
%l(’gl) - SI(F_”’)—s:k‘+(E'*+V1) st

In dieser Gleichung konnen nun die beiden Grissen s und s, als
zwei von einander unabhéngige verdnderliche complexe Grissen be-
trachtet werden. Da die beiden Ausdriicke

§)- wd 8,6, 5!
(4 vi) + ski + (p —vi) 8 (w—vi)—s ki + (1t + vi)

einander gleich sein miissen, so ist jeder dieser beiden Ausdriicke
einer Constanten gleich. Diese Constante ist reell, weil fiir conjugierte
Werthe der Grissen s und s, auch die beiden Functionen g(s) und
F.(s,) der gestellten Voraussetzung zufolge conjugierte complexe
Werthe annehmen. Die Function {§(s) hat jetzt alse folgende Gestalt:

©) F() = p.+va+m+p. vi

b

wobei A eine reelle Constante bezeichnet, Durch geeignete Wahl der
Einheit des Massstabes kinnen wir bewirken, dass die Constante A4
den Werth 1 erhalt.

Durch die Gleichung (6) ist eine der gesuchten Minimalflichen
villig bestimmt.

2. Wenn der Zahler des Ausdruckes fiir die Function
Fo)__
T (se7?%)

unendlich klein wird, so werde an der einen Nullstelle die Function
T (s) unendlich klein, an der andern die Function ,(s,) unendlich gross.
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a) §F(s) sei unendlich Elein fiir den Werth s @,
&, (s,) unendlich gross fiir den Werth s,

(|

Dann muss die Beziehung bestehen :
ad? = m, b=n,

wo m und # solche Grissen bezeichnen, die von den Werthen des
Parameters ¢ unabhingig sind. =, und %, seien die beziiglichen con-
jugierten complexen Grdssen.

Es folgt aus der Formel (5):

@b gn i

—_ 497
m-p, = N-M,-€
a, b, m, ! t ‘_ ?

==

eine Gleichung, die nur bestehen kann, wenn m = 0 oder n = 0

ist, d.h. wenn Zahler und Nenner des Ausdruckes ﬂ-— einen
Flse?)

in Bezug auf die Grisse s linearen Factor gemeinsam haben. Dieser

Fall ist aber von der Untersuchung vorliufig ausgeschlossen.

b) Die Function §(s) werde unendlich klein an der Stelle s = 3’;
die Function 3,(s,) werde unendlich gross fir s, = a. Es ergiebt
sich dasselbe Resultat wie im Falle a). Die Untersuchung gehort
demnach wie im vorhergehenden Falle in den folgenden Paragraphen,

3. Die Forderung, dass fir die beiden Werthe, fiir welche der

Zihler des Quotienten “i?(%—(j)ﬁ“‘?) unendlich klein wird, die Function
L (s€

81 (s,) unendlich gross werden soll, zieht das Bestehen der Gleichungen
a = m, b=n

nach sich, wobei wieder die Grissen m und » von dem Werthe des
Parameters ¢ unabhiingig sind. Die zu diesen gehdrenden conjugier-
ten complexen Grossen seien mit ms, resp. », bezeichnet.

Der Quotient () in Formel (4) nimmt dann die Gestalt an:

%l(sl)
.ﬂ)_._ _ _ (s,—m)(s,—m)s, m,
F6)  (s—m)s—n)s m,°
da nach (5)
a+Bfi _a _om __ w
a—8i & m - w
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Dieselbe Ueberlegung, die wir im Falle 1) dieses Paragraphen
(pag. 12) angewandt haben, ergiebt, dass

F =14

m,
(s—m,) (s—n,)s

sein muss, A ist eine reelle Constante, die durch passende Wahl des
Massstabes den Werth 1 erhilt.
Eine wéitere der gestellten Bedingung geniigende Minimalfliiche
ist also durch folgende Function vollig bestimmt :
im,

36 = (s—m,)(s—m,)s "

Damit sind alle zu § 3 gehtrenden Fille erledigt.

§ 4. Zihler nnd Nenner von ﬁg ((::)T haben in Bezug auf s einen und nur einen
. 191
Linearfactor gemeinsam.

Die Formel (4a):

8O _ _(6=a)(b) gps 2P
Fse19Y) (s—a,)(s—b) a—f1

zeigt, dass unter der gestelllen Voraussetzung folgende vier Fille ein-
treten konnen.
Es ist entweder:

a = g,
oder @ = b,
oder ¥ =a,
oder ¥ =8.

Die Untersuchung zerfillt demgemiss in vier Theile:
1. Es sei
@ = a,,
dh
a1
o+pt a—PBi’

hieraus folgt :

=T a9i _ 1=T
o+ fi o—Pi

d.h. es besteht die weitere Beziehung & = b,. Zihler und Nenner
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des Ausdruckes fiir die Grisse j__(i)__ haben also in Bezug auf die
&1 (567

Grosse s einen Factor zweiten Grades gemeinsam. Die Unter-
suchung dieses Falles gehort in den néichsten Paragraphen.

2. Aus der Voraussetzung:
o =b, dh ae? =b,
folgt:

a6t = b, a, = b

da die Grissen @, @, und b, b, conjugiert complex sind. Zihler und

&)
Filoe* )
auf die Grosse s zwei Linearfactoren gemeinsam, gegen die Voraus-
setzung.

3. Die Bedingung, dass die Gleichung b’ = a, bestehen soll,
fordert :

Nenner von haben also auch in diesem Falle in Bezug

be % =g dh b =d,
wiederum gegen die Voraussetzung.

4. Wenn &' = b, ist, dann erhilt man nach Formel (5) folgende
Beziehung. Aus

1=T api _ =T
atfic  a—pi
folgt:

¥+T o — 1+T
o+ B P9 = a+pi’
da der Fall, wo die Grossen (y+TI) oder (y—TI) gleich Null sind, von
der Untersuchung vorliufiz ausgeschlossen ist. (S. pag. 11).
Es muss also sein :

Die Erledigung dieses Falles gehort also ebenfalls in den folgenden
Paragraphen,

Die Untersuchung zeigt, dass die Voraussetzung, es sollen Zéihler

und Nenner der Funetion —%—(-‘w!—(_%;ﬁ einen umd nur einen-lnearen
L (s€
Factor in Bezug auf die Grosse s gemeinsam haben, unzulissig ist.
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§ 6. Ziihler und Nenner von g% haben in Bezug auf s elnen Factor zwelten
E:'adus gemeinsam.

Die angegebene Voraussetzung verlangt, dass entweder die Gleich-
ungen

@ =a, und ¥ = b,

oder
@ =05, und b = q

bestehen.

Die Untersuchung zerfillt somit in folgende zwei Theile:
1. Voraussetzung:

& =g, und b = b,

d.h. nach Formel (5):

7+I‘. 29t — 7+F_ T_Ii_rempi — T_I‘_ .
o+ Bt a—Bi’ o+ Bi o—Bi
Daraus folgt:
a._+[3_~z: = 9%,
a—fr -
- L atBi L -
Setzen wir diesen Ausdruck fiir =i in die Formel (4a) ein,
so erhalten wir fir den Quotienten %E}T folgenden Werth:
V71
FE sof 8
= -4t = L
§:s)
Die Schlussweise, die in (§ 3) angewandt wurde, zeigt, dass
i4d
® §o = -3

soin muss, wo 4 eine reelle Constante bezeichnet.
2. Die Voraussetzung

@ =205 ud ¥ =a,
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ist identisch mit dem Bestehen der folgenden: Gleichungen :
1+ g 1T
a+ Bt M - a—Bi’
1=T agi _ 44T
i a—Bi
Aus diesen Gleichungen folgt:

i+l 4,

wT =

Ist

a+l
—r = th

50 heisst das I' = 0, was gegen die Voraussetzung ist, da die Grdssen
a, B, ¢ nicht zu gleicher Zeit gleich Null sein diirfen.
Aus der Beziehung

folgt v = 0. Setzt man diesen Werth fiir die Grisse ¢ in der obigen
Gleichung ein, so erhélt man folgendes Resultat:

I : r o+ fi :

Pt = - = — g%

Py TAd o P om e

Der Quotient -g?%% nimmt jetzt folgende Gestalt an:
§) — il _si
A A

Hierans bekommt man mit Hiilfe der schon mehrfach angewand-
ten Schlussweise fiir die Function § (s} einen Ausdruck von der Form:

© §o = 4,

wo A wiederum eine reelle Constante bezeichnet,

Es bleibt noch der Specialfall zur Behandlung iibrig, in welchem
die Grossen a und B zu gleicher Zeit gleich Null werden. TUnter
dieser Voraussetzung nimmt die Gleichung (3) folgende Gestalt an:

%(S) = -—ie"?" - —-fi

%,(8,) o s s’
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Daraus ergiebt sich:

Fo) = -4,

wo A eine reelle Constante bezeichnet. Es ist also durch diese Func-
tion {§(s) die schon oben gefundene Fliche bestimmt.

§ 6. Zusammenstellung.

Wir haben jetzt alle méglichen Fille untersucht und sind zu dem
Ergebnisse gelangt, dass nur diejenigen Minimalflichen der gestellten
Bedingung Gentige leisten, welche einer der folgenden Functionen
& (s) entsprechen,

D g = 4(EEE LI ),

8 8

im, A
2 30 = Gy enys
Dabei ist m,-n = —1.
3) F) = “%’
4) Flo) = "EA‘"'

Durch Angabe der zugehorigen Function §(s) ist jede der Mini-
malflichen bestimmt und die rechtwinkligen Coordinaten x, %, # der
Punkte der Minimaiflichen lassen sich durch die Weierstrass'schen
Formeln (1) direct als Functionen der Variabeln s und s, ausdriicken.

Anmerkung. Der vorstchende Beweis beruht auf der still-
schweigenden Voraussetzung, dass das Argument der Function §(s)
eine unbeschrinkt verinderliche Grosse ist. Nachtriiglich bin ich
darauf aufmerksam gemacht worden, dass der Bereich des Argumentes
der Function §(s) bezw. §,(se~2%) mioglicherweise ein bestimmt be-
grenzter sein konnte ,' so dass der vorstehende Beweis nicht allgemein
gelten wiirde. Einer Mittheilung des Herrn Professor Schwarz ver-
danke ich folgenden Nachweis dafiir, dass die angegebene Voraus-
setzung thatstichlich erfiillt ist.

Es war nachgewiesen, dass der Quotient —%?@—. als Function
’ a‘a e—itfl)
dos Argumentes s betrachtet eine rationale Functfon zweiten Grades
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ist. Nach Formel (4a) ist némlich:

O _ FeSY) _ 6= et
G (se72%)  Fils) (8,— a2 %) (3, —b,e~2 %) o —Bi
= (I’(S,, %),

wenn tiberall s durch s, €% ersetzt wird. Wird der Grbsse ¢ ein
Zuwachs ¢ gegeben, so geht diese Formel in folgende iiber:

.etlp+4)e
-—*%(8‘ %61(31) ) = ‘I’(Sn ‘P+¢)-

Durch Division der linken Seiten beider Gleichungen erhilt man:

Flo, -2 D5, 0+ 9)
%(Sl eg?") (I)(s” (P) ’

Setzt man wiederum s = s,-¢2%¢, so erhdlt man:

Fle¥) _ B, o49) _ V(5,9 9)
510 @ (sc— 2%, g) X9

Werden beide Seiten dieser (leichung nach Potenzen der Grisse
¢ entwickelt, 50 bekommt man:

1+2is§§((;)) e = B,

wo P () eine convergente Potenzreihe von ¢ bezeichnet.

Durch Coefficientenvergleichung wird fir die Grosse %—t%)- eine

rationale Function des Argumentes s erhalten. Es ist also die
Grisse s als Argument der analytischen Function $(s) unter den im
Vorstehenden zu Grunde gelegten Voraussetzungen eine unbeschrinkt
verinderliche Grosse. Erwiigt man, dass alle Glieder des Ausdruckes,

der sich auf die angegebene Weise fiir die Grosse g ()) ergiebt, von

dem Parameter ¢ unabhiingig sein miissen, so erhilt man eine sehr
einfache neue Art, die Function §(s) zu bestimmen.

2*
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ill. Nachweis der Uebereinstimmung des Enneper’schen Resultates
mit dem gefundenen.

Wir wollen jetzt nachweisen, dass die von Enneper gefundenen
Minimalflichen, die der gestellten Bedingung Geniige leisten, in der
That mit den Flichen {ibereinstimmen, die aus der vorhergehenden
Untersuchung sich ergeben haben.

§ 7. Die veraligemeinerte Catalan’sche Fliche.

Enneper findet, dass die rechtwinkligen Coordinaten z, y, # der
Punkte einer der gesuchten Minimalfliichen folgende drei Gleichungen
befriedigen :

t]
zeosv+ysine = %'I;t) — akv cos v,
Y]
—xsinv +ycosv = 2m;:g?rfv+ ) _ agﬁm;;:) cosv+ak(vsine—cosv),
g = 2al,

Die Grissen v und ¢ sind zwei unabhingige Variable; a,m, &
sind constante reelle Grossen. .

An Stelle des Parameters ¢ fiilhrt man einen neuen Parameter

§ = LT

© sinv

ein und eliminirt die Grosse # resp. ¥ aus den beiden ersten Gleichun-
gen. Hierdurch nehmen diesélben folgende Gestalt an, wenn an Stelle
von ¢ wieder ¢ geschriehen wird:

_‘.'.Biugv.g'__z_f’_m;

% 7 giny.t—akv + }aksin 2v,

T =

2am

Y= ~£om2v-t’+ T

% cos v« {—ak cos’v,
& = 2asginy.{—2amy.

Wird die Substitution ¢|| 4% - ¢ ausgeflihrt und }ak = o', am = ¥’
gesetzt, so nehmen die Gleichungen die Form an:
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Z = }a'sin2v.¢" + 0V sinv-'—2a'v+a'sin 2v,
Y
z

I

—3d' cos2v - —b' cosv ' —a' cos 2w,
20’ sinv-#' +2b'y,

Il

Wenn die im vorigen Kapitel an erster Stelle bestimmte Fliche
um einen geeigneten Winkel um die ¢ Axe gedreht wird, so nimmt
die derselben entsprechende Function {f(s) folgende Gestalt an:

o Wb i
&) '“'Er—s—,+T.

[o" und &' bezeichnen reelle Constanten.]
Fiihrt man diesen Ausdruck fiir die Function §(s) in die Weier-
strass’schen Formeln (1) ein und setzt:

—_— i — —vi ~1 —
s=rey § =re", r—r =1,

" so werden fiir die rechtwinkligen Coordinaten eines Punktes der Fliiche
folgende @leichungen erhalten:

x = 4a'sin2v.-¢"+b'sinv-¢'—2a'v+ a'sin 20,
(10) ¥y = —i}a'cos20.- 4" cosv-#' —a' cos 2y,
2= 20'sinv . ' + 20'v,

Eine Vergleichung der durch diese Gleichung hestimmten Fliche
mit der oben angefithrten zeigt die Identitit beider.

§ 8. Dle Scherk’sche Minimalfiiche.

Im weitern findet Enneper, dass die in der Einleitung bezeich-
nete Scherk’sche Minimalfliche der gestellten Bedingung Geniige
leistet. Zwischen den rechtwinkligen Coordinaten x, y, # eines Punktes
dieser Minimalfliche besteht die Beziehung:

Bein(e—Pe _ 4 cos { B (z cosa +ysi.n a+a)} '
cos § B (x cos B + ysin B+ b)}

(11)

Dabei bezeichnen B, a, B, 4 constante reelle Grdssen.

Um die Identitit der durch diese Gleichung bestimmten Minimal-
fliche mit der von uns unter Nr. 2 des 6ten Paragraphen angefiihrten
Fliiche nachzuweisen, wird die zu dieser Fliche gehtrende Weierstrass’-
sche Function {(s) berechnet, indem die Coordinaten z, ¥, # als Func-
tionen von s und s, dargestellt werden.
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. 9z 0z
Wird nach Euler gesetzt = e

X, Y, Z die Cosinus der Winkel, welche die Flichennormale mit den
positiven Richtungen der drei Coordinatenaxen einschliesst, so beste-
hen folgende allgemeine Beziehungen:

= ¢, und bezeichnen

X=—-?r oy Z=————1—,
Vol+ ¢ +1 Vo' +a +1 Vol + g +1
_ §+5, _ 1 s—s_ _ ss—1
X“ssl-l-l’ Y=3 s,+1° Z= ss,+1°
Daraus ergiebt sich:
X p=sts Y 1l3=s
zZ Puss,—l’ Z 1= 7 s—1°

Durch passende Wahl der Lage des Coordinatenanfangspunktes
und der Einheit des Massstabes kann der Gleichung (11) folgende
Gostalt gegeben werden:

finla—ps _ COS (z cosa + ysin a)
" cos(xcosP +ysinf)
Es ist jetzt:
1
P= Saj— p){0033%(3«‘005.3+yﬂnﬁlﬂcosatg(xcosa+ysmq)]

g = héi"ﬁﬁlt. 8 [sin B tg (x cosB + y sin f) —sin a tg (x cos o + ysina)].

Wird gesetzt:
tg(xcosa 4 ysina) = V, tg(xcosf+ ysinf) =
so folgt aus obigen Gleichunéen:
prinB—gecosB = ¥V, psina—qcosa = W.

Die Grosse # wird jetzt durch die Gréssen ¥ und W mit Hiilfe
der Gleichungen:

wcosa+ysina = arctg V, xcosP+ysinB = arctg W
ausgedriickt. Es ist:

= — (a [sm o arctg W — sin Barctg V].
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Die Grissen ¥V und W haben, als Functionen der Variabeln s
und s, betrachtet, folgende Gestalt:

s eB —3e —Bi 3 Cai— 8¢
V= ss,—1 ' W= ss,—1
Die Grosse dx als Function der Variabeln s und s, betrachtot
nimmt nun die Form an:

dx = -gr?ds+g-aidsl =
1 gina (OW oW sinf (d¥ oV
s (2 —F) [1+W’ ( 5s %+ s, ds') ~ii (T?s“d.”‘és‘,dsf)}'
Dabei ist:
BV ; B eﬁ’ oV ; —efi 4 g2
ds (s, —1) 0s, (ss,—1)*
6W ; e % gl 6_11’ i-—e““+ sl
95 (ss,—1)* °* = T s, —1)
_ (s!_GEBa)(s:__e—aﬂz) . (Ss__esa.i)(sz_ue—ﬂa‘i)
W=y W ="y

Werden diese Werthe jetzt in den Ausdruck fiir dz eingesetzt, so
erhiilt man :
(1___82)8(“'{"3)" . (1—sY)e —(«+ 6

de = i ——— = 48—
(ss__eem)(sn__esﬁﬂ (s'—e —eat)(s —¢ 2[3%)

Eine Vergleichung mit den Weierstrass’schen Formeln (1) zeigt,
dass

g("‘ +8)i
(8= eﬂui} (s* _ea[ii)

) = i

sein muss. Die vier Stellen, an denen die Function {(s) unendlich
gross wird, entsprechen zwei Paaren von auf der Kugeloberfliche ein-
ander diametral gegeniiberliegenden Punkten.

Wenn jetzt eine Transformation des angenommenen Coordinaten-
systems in ein anderes rechtwinkliges vorgenommen wird, so verwan-
delt sich die Function {(s) in die Function $*(s’), welche mit der



urspriinglichen Function {(s) folgendermassen zusammenhiingt:
, as'—b \[ds\® as'—b
5 = S(syza) (@) = v
(S. Einleitung).
Es wird jetzt:
F*s) =
: i(wa, + bb,) e+ B)é
{5 (@b, —(+a,e) | |s'(atd, ) —(0—ca))} |s'(a—ec¥D,)— (b+a,e¥)] |s'(a+ePb,)—(b—a,e)].

Wird nun gesetst a = b,¢™, a, = be™ ™, so geht obige Gleich-
ung in folgende fiber:

—ia e+ B)
Fe = s i) (g al’:,.t: ey e e
ae” (e — )S( em_ep')(s—?eﬁ-l'eﬂ’.e)

Schreibt man an Stelle von s', s und von §*(s), & (s), und setzt:

af i
a “e + et

= — 8
a® g T ™M= e cotg 2 !
& ai ; € — Pt _ —_ i a—f
W s T8,
a, e +f)e
as(esaa ﬁs) My s
so ist:
idm
§) = ——— A —0,
50 = Se=mya—ny
Dabei besteht die Bezichung m-», = —1, wenn m und # die
zu den Grdssen m, und », gehérenden conjugierten complexen Grissen
bezeichnen,

Eine Vergleichung dieser Function {(s) mit der auf Seite 14 an-
gefiibrten zeigt, dass die beiden Functionen §(s) und somit die durch
diese Functionen bestimmten Minimalflichen mit einander iiberein-
stimmen.
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§ 9. Die Schraubenfliiche und die Rotationsfiioche der Kettenlinle.

Enneper zeigt in seiner oben citierten Abhandlung, dass ausser
den in den vorigen zwei Paragraphen erwihnten Minimalflichen nur
noch die Schraubenfliche und die durch Rotation einer Ket-
tenlinie um ihre Directrix als Axe entstehende Fliche der ge-
stellten Bedingung Geniige leisten.

1. Die auf Seite 16 erwiihnte Function §(s) ergiebt sich aus der
auf Seite 12 angefiihrten dadurch, dass die Grosse (—%) gleich 4 und
die Grossen p uud v gleich Null gesetzt werden. Den Gleichungen

4 = —k p = 0, v = 0 entsprechen im Glelchungssystem (10) die
Beziehungen

=0 und ¥ = —4.
Das Gleichungssystem (10) geht dann iiber in folgendes:

x = b'sine. ¢
(12)

y = —bcosv-t
2 = 2b'v.
d.h. die der Function $(s) = —18—";[ entsprechende Fliche ist die-

jenige Schraubenfliche, welche zu gleicher Zeit Minimalfliche ist.

Die rechtwinkligen Coordinaten eines Punktes der Minimalfliche,
welche der auf Seite 17 angefiihrten Function §(s) entspricht, befric-
digen folgende Gleichungen :

4 A
X = (—?—AS)-F(—"I—ASI),
N A
Yy = i(—-?-l-.ds)-——‘l(—;l—-l-a{&'l),
& = 241n(ss,).

Daraus folgt:

(@ +y) = 44° (2 + 88, +L) .
8,

Da ss, = €4 ist, erhdilt man:

(' +y) = 4A'(e‘_'1 + e—&). .
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Dies ist die Gleichung der durch Rotation einer Kettenlinie um
ihre Directrix als Axe entstehenden Minimalfliche.

Die vorstehende Untersuchung hat also zu dem Ergebnisse ge-
fiihrt, dass in der That die von Enneper gefundenen Flichen, welche
der gestellten Bedingung geniigen, mit den oben gefundenen iiber-
einstimmen,

IV. Eigenschaften der Scherk’schen Minimalfliche.

Die Eigenschaften der erwihnten Schraubenfliche und der durch
Rotation einer Kettenlinie um ihre Directrix als Axe entstehenden
Fliche sind hinlinglich bekannt, so dass eine Erirterung derselben
hier unterbleiben mag. Die Gleichungen der verallgemeinerten Cata-
lan’schen Fliche, die wir im 7Tten Paragraphen aufgestellt haben
wurden ausfiihrlich von Herrn Hjalmar Tallquist in der frither
genannten Abhandlung discutirt und von Herrn Peche sind in seiner
Dissertation weitere Resultate hinzugefiigt worden. Wir beschriinken
uns deshalb darauf, die Eigenschaften der Scherk’schen Minimal-
fliche des nidhern anzufiihren. Catalan hatte (Comptes rendus, t. 51,
8. 37) einige Eigenschaften einer in der Scherk’schen Minimalfliche
als Specialfall enthaltenen Fliche kurz erwihnt; wir werden die Cata-
lan’schen Angaben erweitern und ausfiihrlich erliutern, um nachher
durch geeignete affine Verwandlung die Eigenschaften der speciellen
auf die allgemeine Fliche zu iibertragen.

§ 10. Die specielle Scherk'sche Minimalfiiiche.

Zwischen den rechtwinkligen Coordinaten z,y, # eines Punktes
der allgemeinen Scherk’schen Minimalfliche besteht die Beziehung:

Mne—p)i — cos(zcosa + ysina)
cos(zcos B+ ysinf)

o. und B bezeichnen beliebige reelle Constanten.

Der Fall wird nun zuerst betrachtet, wo o = % und B = 0 ist.

Die Qleichung dieser speciellen Fliche hat dann die Gestalt:

cosy
== .
cosx




Diese Fliche schneidet die (z)-Ebene in unendlich vielen Ge-
raden, die Winkel von 45° und 135° mit der positiven z-Axe ein-
schliessen und die ganze (zy)-Ebene in lauter gleiche Quadrate
theilen.

Die Oberfliche besitzt noch ein drittes System von Geraden, die
senkrecht stehen auf der (zy)-Ebene und jede Seite der oben erwihn-
ten Quadrate in zwei gleiche Theile theilen. Da jede gerade Linic,
die auf einer Minimalfliche liegt, Symmetrieaxe der Flache ist, so
ist jede Gerade dieser drei Systeme von geraden Linien Symmetrie-
axe der Minimalfliche.

Der Schnitt der Fliche mit der (zz)-Ebene setzt sich zusammen
aus unendlich vielen transcendenten Curven, deren Gleichung von
der Form

¢ = —lIncos(z+2nm) ist. (n ganze Zahl)

Dieselben sind alle einander congruent und liegen simmtlich anf
der Seite der (z)-Axe, welche die positive (2)-Axe enthdlt. Die Cur-
venzweige beriihren die (x)-Axe; sie besitzen Symmetricaxen, dic
senkrecht auf der (xy)-Ebene stehen, und Asymptoten, die parallel
gind der (2)- Axe.

Der Schnitt der Fliche mit der (y#)-Ebene ist congruent dem
Schnitte mit der (r2)-Ebene, nur liegen in diesem Falle dic betref-
fenden Curvenzweige auf der Seite der (y)- Axe, welche die nega-
tive (#)-Axe enthiilt.

Legt man parallel der (z#)- bezw. der (y¢)-Ebene durch die
zur Fliche gehdrenden auf der (zy)-Ebene senkrecht stehenden Ge-
raden Ebenen, so wird der Raum in lanter Kandle von quadratischem
Querschnitte getheilt.

Wird z B. der Kanal betrachtet, der die (¢)-Axe enthilt, so
ergiebt sich ans den angestellten Betrachtungen, dass das in diesem
Kanal sich befindende Stiick aus einer Schaale besteht, fiir welche
die vier Seitenflichen des Kanals Asymptotenebenen sind.

Die ganze Fliche setzt sich zusammen aus unendlich vielen
Schaalen dieser Art, die alle einander congruent sind. Um dies ein-
zusehen, braucht man nur das Coordinatensystem in der Richtung der
(#)- oder (y)}-Axe um die Strecke 2nw (n ganze Zahl) zu verschieben ;
die Fliche geht in sich selbst iiber.

Wir kénnen uns nun vorstellen, der Schnitt der Fliche mit einer
zur (2 y)-Ebene parallelen Ebene bilde ein unendlich grosses Schach-



brett, in welchem die schwarzon Felder den die Schaalen enthal-
tenden Kanilen entsprechen, die weissen Felder dagegen keinen
Punkt der Fliiche enthalten.

Die Minimalfliche besitzt im weitern die Eigenschaft, dass sie
durch Translation von ebenen Curven erzeugt werden kann.

§ 11. Die aligemeine Scherk’sche Minimalfiiche.

Nachdem die Fliche, deren rechtwinklige Coordinaten z, y, z die
cosy
cosZ
dazu iiber, die Eigenschaften der Fliche aufzusuchen, deren recht-
winklige Coordinaten der Gleichung

Gleichung ¢ = befriedigen, untersucht worden ist, gehen wir

le—B)z — cos (xcosa -4 ¢/ 8in )
" cos(zcosB + ysinp)

geniigen.

Anstatt nun, um von der Fliche eine Anschauung zu erhalten,
die Gleichung derselben zu discutiren, wird diese Fliche durch affine
Verwandlung auf die im vorigen Paragraphen untersuchte zuriickge-
fiihrt, so dass wir dann im Stande sind, ohne weiteres die Eigen-
schaften der einen Fliche auf die andere zu iibertragen.

Wir wihlen zuerst die Einheit des Massstabes so, dass statt

z
siny
¥

Y » ey

x kommt

&
L TL

wenn (x—p) = 7 gesetzt wird.
Dann lautet die Gleichung:

¢ — cos(a: siny +ysin1_r_
- co8 (:r: cos B + Pill?—)
siny y sin

COB o sino:)

Setzt man:
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cosa sina

sny Yy —
und

cos B sinB

siny sing ™

50 geht die obige Gleichung in folgende iiber:

g _ cosé
_0051]'

Dabei sind &, § n wiederum rechtwinklize Punktcoordinaten. Diese
Fliche ist zu der im vorigen Paragraphen untersuchten affin,

Da die Richtungen, in denen eine Veriinderung der Einheit des
Massstabes eingetreten ist, iibereinstimmen mit den Richtungen der
Geraden in der (zy)- Ebene, die der Fliche angehiren, so bleibt die
Orthogonalitit dieser beiden Schaaren von Geraden bestehen. An
die Stelle der durch die beiden Schaaren von Geraden gebildeten

o—
2
Die Geraden, die parallel der 2-Achse die Seiten der

Quadrate treten Rechtecke, deren Seiten sich verhalten wie sin B zn
a—B

5 -
Quadrate halbirten, halbiren jetzt die Seiten der Rechtecke. Die
Kaniile, in denen je ein Stiick der Fliche eingeschlossen ist, erhalten
jetzt statt quadratischen Querschnittes rhombischen Querschnitt.

Auch diese Fliche kann durch Translation von ebenen Curven
erzeugt werden und zwar durch Translation der néimlichen Curven,
durch welche die specielle im vorigen Paragraphen untersuchte Fliche
erzeugt werden kann.

COos

Zum Schluss ist es mir Bediirfniss, Herrn Prof. H. A. Schwarsz,
dem ich die Anregung zu meiner Arbeit und vielfache Unterstiitzung
durch giitige Rathschlige und warmes Interesse verdanke, meinen
ergebensten Dank an dieser Stelle auszusprechen.




Thesen.

L

Es wiire wiinschenswerth, dass schon auf der Schule die Steiner’-
schen isoperimetrischen Probleme eine kurze Behandlung erfithren.

1L

In der Behandlung der analytischen Functionen ist es zweck-
miissiger, von ihren Eigenschaften zu ihrer analytischen Darstellung
fortzuschreiten als umgekehrt.

IIL

Die Auffindung eines Umdrehungsellipsoides, welches sich der
Erdoberfliche moglichst gut anschliesst, ist fiir die Geodisie nicht von
einschneidender Bedeutung. '
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