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Einleitung.

LA

In einer stetigen nfachen Mannigfaltighkeit sei jeder Punkt
bestimmt durch Abmessung von n Grossen Z, Z, .. .Z,.

Ist es moglich, n Funktionen X, X,- . .&X dieser Grrcissen
so zu wihlen, dass fiir das' Quadrat der ]ijntferﬂung je zweier
Punkte Z; Z, ... Z, wnd.Z Z;...Z] der Ausdruck

&, - X" P4 Xy— X,)2 o Xy - X
besteht, so nennen wir mit Riemann d:e Manmgfalt1gke1t eben.
Die folgenden Untersuchungen beziehen sich auf ebene

nfache Mannigfaltigkeiten, welche wir der Kiirze wegen als
Réume von n Dimensionen bezeichnen wollen.

Statt der Verdnderlichen X, X, ...X, kénnen wir wie-
der andere Verfinderliche Y, Y,...Y, durch beliehige Sub-
stitutionen einfithren. Es fragt sich, von welcher Art diese
Substitutionen sein miissen, damit fiir das Quadrat der Ent-
fernung je zweier Punkte der Ausdruck

(Y, -0 + (¥, ¥ ...+ (¥, — T
bestehe, oder, was dasselbe ist, damit die Gleichung
Y (Yy_Yp)= X (l‘ik—Xi’,)2
k=12...n k=12..
identisch erfillt sei.

Subtrahiren wir diese letzte Gleichung von der fol-

genden ) i
Y (G—Yi= ¥ X=Xy,
k=12...n k=12...n
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in welcher Xixi., Xispecie]le Werthe von X, X,... Xy, -

Y1 Y Y die entsprechenden Werthe von Y, Y, . Yn
bedeuten, 80 erhalten wir

kS(Xk—Xk)Xk— (Yk-—Yk) k-i——lg-ik'(XE"—Xf
+ %{(Yi”—ff

Aus dieser Glemhung ergeben sich n verschiedene Glei-
chungen, wenn wir i der Reihe nach glelch 1,2...1n gsetzen,
und zwar sind dieselben nach X, X, ... X auﬂﬁsba.r, sobald

die Determinante ]
n
XX X-X..X —XJ
n
%-X G-X. K-

Xn Xn X‘ X"...X:_Xg
nicht verschwindet. Da_ dieses durch passende Wahl der
Constanten Xll X; ... X, immer zu erreichen ist, findet man
schliesslich, dass die Funktionen X, X, ... X, lineare Aunus-
driicke von Y, Y, ... Y, sein miissen.
‘Wir setzen dementsprechend
X=A 4+, Y +a, Y +. ... 4ay ¥, =A +i.’ah X,

B X, =A 4+a,Y 4+ ....... ,..+an2Yn=Ag+2.]:ak2 Y
Xn An‘i‘“mY‘l' ---------- +annYn=An+2k"“knYk
Bs wird nun '

X (X XO) = Eal[,g a]{p (Yk - Y?f) (Y Yo)

Soll also die Glamhung
¥ (%, =X = 2 (7, )

identisch hefriedigt Werden, 80 miissen die Constanten oy, fol-

genden ML;H Bedingungen genigen
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18) Yo, ap, =0 Yaf, =1 (k=12...0;i S K.
I [

und diese Bedingungen sind hinreichend.
Multipliciren wir die Gleichungen 1) der Reihe nach mit
@y @35 - .. %y, addiren sie dann und benutzen die eben auf-
gestellten Relationen zwischen den Constanten a,, S0 er-
halten wir -
Y=, +a; X +ap X, 4.ty X,
und da diese Gleichung fiir A= 1,2....n gilt, ergiebt sich
folgendes System
SY1=3‘1+‘111 X o +ay X440, Xy
1) Yo=a,4¢, X +.......... + ey X,
Yo=ap+ay X +.venn.... +ay, X,
Dasselbe liefert als nothwendige und hinreichende Bedin-
gungen dafiir, dass die Gleichung

- (Y, - =2 (X, - X))
I H

identisch erfillt werde, die nachstehenden 2EF1) go.
ziehungen zwischen den Grdssen «,
1) Zayap=0 Yoy =0 Gk=12...0;iZ k)

] M

Dieselben sind demnach vollstindig gleichbedeutend mit
den Relationen 1a) und konnen durch jene ersetzt werden.

Wir lassen eine Reihe von Definitionen und Sitzen
folgen, die uns spiter von Nutzen sein werden.

Die Verdnderlichen X X ... X, heissen Punkt-
coordinaten.

Alle diejenigen Punkte, deren Coordinaten n — « von ein-
ander unabhingigen Gleichungen

G,=0G=0....G,_,=0

geniigen, bilden zusammen eine «fache Mannigfaltigkeit. Sind

s Gy ... G lineare Ausdriicke von X, X, ... X, , 5o nen-
nen wir die «fache Mannigfaltigkeit eine Ebene von « Di-
mensionen, fiir « = 1 eine gerade Linie. Hiermit ist fir die
allgemeinen Begriffe von Ebenen und geraden Linien eine
apalytische Definition gegeben, welche ungedndert bleibt,
wenn die Verdnderlichen X X ... X, durch andere Ver-

1
1%
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énderliche Y, Y,...Y, ersetzt werden, vorausgesetzt nur,
dass die Gleichung

P(Y, X =3 (X, XL
k k-

identisch erfilllt ist. Denn unter dieser Voraussetzung wird,
der vorhergehenden Untersuchung zufolge, jede lineare Funktion
G, der Grossen X X ... X, auch eine lineare Funktion
von ¥, ¥,...Y,.
Die Gleichungen
Gy=00G,=0...G,_,=0
" ktnnen dorch a.ndere ersetzt werden, in welchen die Coor-
dinaten X, X, ... X, sich unmittelbar als lineare Funk-
tionen von « unabhinglgen Veréinderlichen darstellen.
Es seien die Gleichungen zweier geraden Linien, auf
die zuletzt genannte Form gebracht, fo],gende
X, =a X 4D X, =2 X+h,
X, =8, X4+ b, X,=aa|,'X-|~l:f2
und

1

X—n=&nx+bn X‘n=a'nx+bn
Die beiden Linien heissen rechtwinklig oder senkrecht zu
einander, wenn sich auf der ersten Linie zwei Punkte A und
B so bestimmen lassen, dass jeder Punkt der zweiten Linie
gleich weit von A nnd von B entfernt ist. Als nothwendige
und hinreichende ]f?.edingm}g hierfir ergiebt sich
B 8 48,8, +...F8 ay=0
‘Wenn alle in einer Ebene von « Dimensionen gelegenen

geraden Linien auf einer Linie 1 senkrecht sind, so sagt man.
die Ebene stehe aof 1 senkrecht.

Es giebt nur eine Ebene von n — 1 Dimensionen, welche
auf einer gegebenen Linie

X =a X 4Db
XﬂﬁaﬂX-f-b

Xn—- a’n X + bn

senkrecht steht und durch einen gegebenen Punkt X% X ... X,
geht, némlich die folgende

0=2 X -X}) +a, (X, - X)) +...8/(X, — X})



Zwei gerade Linien

X —aX+bh X =a,X+bh
X,=2,X +b, X,=2,X +b,
und
X, =2,X +by Xy=2,X + by

heissen parallel, wenn alle Geraden, welche auf der einen
derselben senkrecht stehen, auch auf der anderen senkrecht
stehen. Nothwendige und hinreichende Bedingung hierfir

ist, dass die Constanten a, a, . .. a, den Constanten a 2, ... 8y

proportional sind.
Durch einen gegebenen Punkt lasst sich stets eine und
nur eine gerade Linie legen, die einer gegebemen parallel ist.
"Es seien Y, Y, ...Y, lineare Funktionen der Grdssen
X, X, ... X, von der Beschaffenheit, wie sie durch die Glei-

chungen 1b) in Verbindung mit 1¢) definirt sind. Setzen
wir alle Funktionen Y, Y, .. .Y, ausser ¥ gleich Null, so

wird dadurch eine gerade Linie bestimmt, welche wir Axe
Y, nennen wollen. Diejenige Richtung derselben, in welcher

die Funktion Y} wichst, mag die positive, die andere die
negative Richtung heissen. Die Gesammtheit aller n Axen
Y, Y, ...Y,, deren jede auf jeder anderen senkrecht steht,

pennen wir ein rechtwinkliges Axensystem oder Coordinaten-
system, den gemeinschaftlichen Schnittpunkt derselben An-
fangspunkt der Coordinaten. Unter den auf das Axensystem
Y, Y,...Y, bezogenen Coordinaten eines Punktes P ver-

stehen wir al]gemem die Werthe, welche die Funktionen
Y, Y,...Y,in P besitzen. Die bisher angewandten Coor-

dinaten Xl 'X1 .X, sind nach dieser Bezeichnungsweise
anf das rechtwinklige Axensystem X, X, ...X, bezogen.
Es seien zwei Punkte A und B im Raume von n Di-
mensionen gegeben durch ihre Coordinaten X’ X ...X) und
X X,...X,. Die Gleichungen
le(x;_ X)X + X!
X, (%, - X}) X + X!

X,=(X,— X3) X + X;
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bestimmen dann diejenige gerade Linie, auf welcher Thg4qe
Punkte liegen. Unter der Strecke A B versteht man gje
Gesammtheit derjenigen Punkte, welche durch obige (Fjei-
chungen nach einander definirt werden, wemnn X stetigr von
0 bis 1 zunimmt. Die Linge L der Strecke A B ist™ gem
Abstande der Punkte A und B, d. h. der positiven Qua.qrat- .
wurzel aus :

T ! 0 \2
i, (X, — X3)

gleich. Die Richtung der Strecke A B ist bestimmt qurch
die nGrissen

XX, X-X X, - X
L L L
‘welche man die auf das Axensystem X, X, ... X, bezogrenen
Richtungscoordinaten von A B nennt.

Zwei Strecken A B und A’ B‘ heissen parallel, -~wenn
ihre Richtungscoordinaten entsprechend gleich siud.

Es seien mStrecken A B, AC, AD,... AE, A B ge-
geben, welche den gemeinschaftlichen Anfangspunkt A be-
sitzen. Wir denken uns nun folgende Construktionemy gus-
gefihrt. Von dem Endpunkte der ersten Strecke B  aus
werde oine Strecke B C‘ construirt, welche mit A C paurallel
und von gleicher Linge ist; von C’ aus eine Strecke - D,
welche mit A D parallel und von gleicher Linge ist; 1. s. w.;
zuletzt von B aus eine Strecke E‘F‘, welche mit A T pa-
rallel und von gleicher Linge ist. Wird schliesslichh mnoch
durch A und F‘ eine gerade Linie gelegt, so ist eine Stxecke
A F‘ definirt, welche die geometrische Summe der gegelbenen
mStrecken heisst.

Es sei gegeben eine Strecke A B und eine Linie 14, in
welcher wir eine positive und eine negative Richtung wuamnter-
scheiden. Von A und B denken wir uns 2 Senkrechte auf
I* gefillt, deren Fusspunkte resp. A‘ und B’ sein migen. Die
Strecke A‘ B’ heisst Projektion der Strecke A B auf die
Linie I Unter der nach der (positiven) Richtung ~won I
genommenen Componente der Strecke A B versteht mamn die
Linge der Strecke A‘B‘, mit positivem oder negativenn Vor-
zeichen versehen, je nachdem die Richtung "von A< mach
B’ mit der positiven oder negativen Richtung von 14 zu-
sammentfillt.

Aus diesen Definitionen folgt unmittelbar der Satz: Die

g v e e e
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nach einer Richtung 1’ genommene Componente der geo-
metrischen Summe von m Strecken ist gleich der Summe der
nach derselben Richtung 1’ genommenen Componenten jener
m Strecken.

Sind @, «, ..., die auf ein Dbeliebiges rechtwinkliges
Axensystem bezoge:nep Richj:ungscoordmaten einer Strecke
A B oder Linie l, ¢ @, ... «, die auf dasselbe Axensystem
bezogenen Richtungscoordinaten einer Linie I, so ist die
nach der (positiven) Richtung wvon 1’ genommene Componente
der Strecke A B gleich der Lznge dieser Strecke, wmulti-
plicirt mit dem A.ugdruc.ke, ‘ :

G o gy 4 ..y _

Diesen Ausdruck, welcher demmnach unabhéngig von der Wahl
des Coordinatensystems ist, nennen wir Cosinus der Richtungs-
differenz zwischen den Linien 1 und I‘, oder auch kurzweg
Richtungscosinus der Linie 1 gegen I*. Es ist zu beachten,
dass die Richtungscosinusse einer Linie 1 gegen irgend welche
Coordinatenaxen Y, Y, ... Y, gleich sind den auf diese Axen
bezogenen Richtungscoordinaten derselben Linie.

“Ein im Ranme von nDimensionen bewegter Punkt P be-
finde sich zur Zeit t im Punkte A mit den Coordinaten
X, X,...X,, zur Zeit t + dt in B mit den Coordinaten
X, +dX,, X, +dX,,.... X, +dX,. Unter der Ge-
schwindigkeit des Punktes zur Zeit t versteht man dann die
Linge der Strecke A B, dividirt durch dt, also eine niemals
negative Grosse. Die nach der (positiven) Richtung einer Linie 1
genommene (Greschwindigkeitscomponente ist gleich der nach
der (positiven) Richtung von 1 geenommenen Componente der
Strecke A B, dividirt durch dt. Die Geschwindigkeitscompo-

nente nach der Axe X ist also beispielsweise gleich %5.;' die

(Geschwindigkeitscomponente nach der Richtung derjenigen
Linie, welche in Bezug auf das Axensystem X, X, ... X,

die Richtungscoordinaten &, @, . . . @, hat, ist

& Ltu 2+ + « -Ei Xy

. ' * Tdt TR T T
Man sagt, die Bewegung eines Punktes. welcher sich in
der Zeil. dt von A nach F‘ bewegt. sei zusammengesetzt aus
mBewegungen, deren erste ihn in der Zeit dt von A nach B,
die zweite von A nach C, u. s. w., die m* von A nach F
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fiihren wiirde, wenn die Strecke A F' die geometrische Summe

der mStrecken AB, AC, ... AF ist. Die Geschwindigkeit

der zusammengesetzten Bewegung ist analytisch dadwrch be-

stimmt, dass ihre Componente nach einer beliebigen Richtung

gleich ist der Summe der nach derselben Richtung genom-

];nenen Componenten aller zusammensetzenden Gesehw]‘_ndjg.
eiten.

§ 1.

Wenn alle Bewegungen einer Anzahl von Punlkten im
Raume von nDimensionen an folgende Bedingungen grekniipft
gind: ,Jeder der Punkte #ndert seinen Ort stetiz; die Ent-
fernung je zweier der Punkte von einander bleibt comstants,
so sagen wir, jene Punkte bilden ein starres Punktsystem.

Wenn mPunkte sich in Uebereinstimmung mit obigen
Bedingungen bewegen, so sagen wir, sie bewegen sich wie
ein starres Punktsystem.

Man iiberzeugt sich nun leicht von folgendem Satze: Wenn
mPunkte sich wie ein starres Puanktsystem bewegen, so kann
man die gleichzeitizen Bewegungen von p beliebizern anderen
Punkten stets so bestimmen, dass alle m + pPunlkte, zu-
sammengenommen, sich ebenfalls wie ein starres Punlsctsystem
hewegen.

Aus diesem Satze folgt unmittelbar, dass das Problem,
alle denkbaren Bewegungen eines aus mPunkten bestehenden
starren Systems zu bestimmen, in dem Problem enthalten ‘ist,
alle Bewegungen eines starren Systems zu finden. -welches
ausser jenen mPunkten noch beliebig viele andere umfasst.

‘Wir werden daher im Folgenden starre Gebilde betrachten,
welche nicht mehr aus einer endlichen Anzahl discreter Punkte
hestehen, welche vielmehr den Raum stetig und unbegrenzt
erfiilllen. Solche Gebilde mogen starre Korper heissen. In
der TUntersuchung der moglichen Bewegungen eines starren
Kbtrpers sind dann offenbar alle Untersuchungen iiber Be-
wegungen starrer Punktsysteme enthalten.

Diejenige Lage oder Stellung, in welcher sich ein starrer
Korper zur Zeit t =0 befindet, wollen wir seine Grund-
gtellung nennen.

Jeder Punkt des Korpers ist dann unabhiingig von seinem
augenblicklichen Orte charakterisirt dorch die anf da.s Axen-
system X, X, ... X, bezogenen Coordinaten, welche er zur
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Zeit t = 0, d.h. in der Grundstellung des Korpers besass.
PDieselben mdgen X, X, .. .. X, heissen.

Eine Stellung des starren Kiorpers ist vollstindig bestimmt,
wenn die Grossen X; X, ... X, als Funktionen von x, x,...x,
gegeben sind. Diese Funktionen miissen so beschaffen sein,
dass die Gleichung

¥(X— %)= 2 (e —x}y
K

identisch erfiillt ist. Wie in der Einleitung gezeigt wurde,
folgt daraus, dass die Xy lineare Funktionen der x; sind

sxl=A1 dey X oy X, by Xy
2) X,=A8, + @y X +a,X, +....4 %, X
Xy=Ay +oy X + a!;l x; +.- . + ":‘ml.xn.
und dass die constanten Coefficienten den Il(i;—l—) Bedin-
gungen
ga) £ @ M =034, =1 (k=12.. ;i Z k)

M

oder
oby X %ty =02d;=1 (k=1,2.. 012K
' §2 2

geniigen.

Diejenigen ngeraden Linien, welche entsteben, wenn wir
immer n — 1 der Grissen X, X, ... X, gleich 0 setzen, und
welche stets von denselben Punkten des starren Korpers ge-
bildet werden, sind hiernach séimmtlich auf einander senk-
recht und haben einen gemeinschaftlichen Schnittpunkt,
welches anch immer die angenblickliche Stellung des Korpers
sei. Wir kionnen daher diese nLinien als ein mit dem starren
Kborper fest verbundenes rechtwinkliges Axensystem be-
zeichnen. Diejenige Richtung der Axe x), in welcher der
Ausdruck x;, wichst, heisst die positive Richtung. llie Werthe
der Grossen X, X, . ..X, in einem beliebigen Punkte P heissen
die auf das Axensystem x, X, ...Xx, bezogenen Coordinaten
von P.

Alle moglichen Stellangen des starren Korpers sind durch
Gleichungen von der Form der Gleichungen 2) charakterisirt.
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Die Constanten ;) sind, wie man leicht erkennt, die auf die
Axen X bezogenen Richtungscoordinaten der Axen .

Es fragt sich, ob umgekehrt durch die Gleichungen 2)
wenn wir darin den Constanten irgend welche speciellen, mit
den Relationen 2a) iibereinstimmenden Werthe geben, j.’edes—-
mal eine Stellung des starren Korpers charakterisirt wird ;
mit anderen Worten, ob es immer méglich ist, den starren
Korper aus der Grundstellung in eine Stellung iiberzufithren
in . welcher jeder Punkt x, X, ... x, die durch 2) bestimmten
Coordinaten X, X, ...X, besitzt.

Zur Beantwortung dieser Frage gelangt man durch
Betrachtung der Determinante D = 2 + a,, «,, . . any
Bekanntlich ist das Quadrat dieser Determinante gleich 1
was man am leichtesten erkennt, wenn man dieselbe na,cﬁ
der Cauchyschen Multiplikationsregel durch Zeileneombination
mit sich selbst multiplicirt und dann die Relationen 2a) De-
nutzt. D selbst ist also gleich + 1.

In der Grundstellung des starren Kérpers haben die
Grossen a;, die Werthe

ap=0 a;=1 (k=12...0;iZ k)
D ist also gleich + 1, und diesen Werth wird die Deter-
" minante offenbar bei allen stetigen Bewegungen des Korpers
behalten.

Die Gleichungen 2) definiren also nur dann eine Stellung
des starren Korpers, wenn die Constanten a; ausser den
Bedingungen 2a) auch noch der Bedingung D = -}- 1 ge-
niigen.

Sind umgekehrt diese Bedingungen sdmmtlich exrfiillt, so
definiren die Gleichungen 2) stets eine Stellung, in welcher
der starre Kiorper aus der Grundstellung iiberzufiihren ist.
Dies soll im Folgenden bewiesen werden.

Zun#chst némlich kann der Korper aus der Grund-
stellung in eine zweite gebracht werden, in welcher der
Punkt

E=X=...=X; =0
die durch 2) bestimmten Coordinaten A, A, ... A, Desitzt.
wihrend die auf das Axensystem X; X, ...X, bezogenen
Richtungscoordinaten der Axen x, x, ...x, dieselben geeblieben

sind, wie in der Grundstellung. Es ist zu dem Zwecke nur
nithig, dass man die Grossen A, A,...A, von den Werthen
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00...0 bis zu den gegebenen Endwerthen stetig -variiren
lasst, ohne die Werthe der Grissen «;, zu &ndern. Diese
Art der Bewegung heisst Verschiebung ohne Drehung.

Wir legen nun das im Raume feste Coordinatensystem
X, X, ... X, so, dass jede Axe X; zusammenfillt mit der
entsprechenden Axe x; in derjenigen Stellung, welche das
Axensystem X, X, ... X, nach der eben beschriebenen Bewe-
gung des starren Kbrpers angenommen hat.

In Bezug auf dieses Coordinatensystem ist die durch 2)
definirte Stellung des Kirpers durch folgende Gleichungen
gegeben: ‘
X1=a1111 Ty Xy bty X
3) Xy =0, Xy, Xy oty Xy
) Xy =ty X + & Xy .+ Gy Xy
In denselben haben die Grossen «,, die gleiche Bedeutung,
wie vorher, d. h. es sind irgend welche Constanten, welche
den Relationen

X @, oy, =02,‘a;4=1

r” 2 ( . >
ik=1,2...m:iZ k
3a) ):aﬂiaﬂkmoya;i=1\( ’ <k
i o

D=+1
geniigen.

Wir zeigen, dass der starre Korper auns der jetszt er-
langten Stellung in die durch das Gleichungssystem 3) ge-
gebene vermittelst solcher Bewegungen iibergefiihrt werden
kann, bei welchen der Punkt

x, =0x,=0..... X, =0
in Ruhe bleibt, d. h. vermittelst Drehungen um den Anfangs-
punkt der Coordinaten. Zu dem Zwecke stellen wir folgende
Betrachtungen an.

Bs sei eine Stellung des starren Korpers durch nach-
stehende Gleichungen definirt: '

=%
X, =x
X1 =%_

X; = cos (ik) x; + sin (k) x;
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Xy = — sin (k) x; + cos (ik) x;

Xy 41 =Xy 4+

Xﬂ (=] xn

Diese Stellung ist dadurch ausgezeichnet. dass alle Coor-

dinaten ausser X; und X dieselben sind, wie in der urspriing-
lichen Stellung. oder auch dadurch, dass alle mit dem Korper
fest verbundenen Axen x, X, ... X, ansser x; und xy dieselbe
Lage haben, wie in der urspriinglichen Stellung. Man kann
den Korper aus der urspriinglichen in die durch obige
(Gleichungen gegebene Stellung dadurch iiberfiihren, dass man
den Winkel (ik) von Null bis (ik) stetig variiren ldisst. Wir
wollen diese Bewegungsart der Kiirze halber in den Worten
ausdriicken: ,Die Axen x; und xj werden gedreht®, und (ik)
mag der Drehungswinkel der Axen x; und x, heissen.

Sagen wir also, die Axen x; und x; seien um den Winkel
(ik) gedreht, so heisst das, die Coordinaten desjenigen Punktes,
dem vor der Bewegung in Bezug auf das im Raume fest
gedachte Axensystem x; x, .. .x, die Coordinaten x, x ...x;
zukamen, sind in Bezng auf dasselbe Axensystem nach der
Bewegung folgende:

I, =x
L=%

" }rl = c%)s (ik) x; + sin (ik) x
Xy = — sin (ik) x; + cos (ik)‘xk
X, =X,

Werden die Axen x;p und x,. um den Winkel (i’ k%)
gedrebt, so hat derjenige Punkt, der vor der Bewegung die
COoordination x| X, . ..X, besass. nach der Bewegung die Coor-
dinaten

{x, =

5) X, =

bl

IR
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X = cos (' k) Xy 4+ sin (i’ k) X
Xy = — sin (i’ k*) xp 4 cos (i k) x
(X=X,

‘Werden zuerst die Axen xy und x;; um den Winkel (i’ k),
dann die Axen x; und x; um den Winkel (i k) gedreht, so
gind die Coordinaten desjenigeu Punktes, dem urspriinglich
die Coordinaten x, x, ... x, zukamen, nach Vollendung der
beiden Bewegungen durch die Gleichungen 5) gegeben, wenn
darin fiir x x . X, die durch das System 4) gelieferten
“Werthe emgesetzt werden.

Wir beweisen nun folgenden Satz:

‘Wenn nacheinander die mit dem starren Korper fest ver-
bundenen Axen
x,u.xﬂ,xiu.xs,...xln.xn;xzu.xa,xau.x,,...x,u.xn;...xnm,u.xn-
respective um die Winkel

(12), (18),...(In); (23), (24)...(@2n);... (2 —1,n)
gedreht werden, so lassen sich diese —(igmj—Drehungs-
winkel so bestimmen, dass der starre Korper schliesslich die

durch die Gleichungen 3) definirte Stellung annimmt.
Nachdem zunéchst die Axen

X, U Xy, Xy U Xgyoo s X, . X
resp. um die Winkel
an,1s8,..... (ln)

gedreht sind, gelten ﬁxr die aunf das feste Axensystem
X X, . X” bezogenen Coordinaten X, X, ... X, des

Punktes, der vor der Bewegung die Ooordmaten :1:1 X...%,
besass, folgende Gleichungen

X, = cos(12)cos(13) cos(14) ....... cos (In) x, +
X, = - sin(12)cos (I3) cos (14) .« ... .. cos (In) x, -

6) X, = — 8in(13) cos (14) ....... cos (In) x, + ...
X4 = — sin (14:) cos (15) ©o8 (1n) :r:l .

X,= - -sm(ln)xi-y-.
Die Grissen X, X, ... X, sind lineare Funktionen der Grissen
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X, X ...X,. Wir haben iiberall nur die Coefficienten von
x, niedergeschrieben, da die fibrigen fiir uns ohne Wichtig-
keit sind.
Es lassen sich nun die Winkel
(12), ‘18, . . . . (n)
$0 bestimmen, dass die in den Gleichungen 6) vorkommenden

nCoefficienten von x, der Reihe nach den in den Gleichungen
3) vorkommenden Grossen

a  dg ...y
gleich werden. Aus den Gleichungen .
LT = — S‘I.Il'(lll) '
& n—y=—sin (1n—1) cosln
@ p_g==— Sin (1 n—2) cos(1n-1) cos(1n)
@, = — sin (12) cos (13)... cos (1n)
ergeben sich n#mlich nacheinander die Winkel
(1n) =(In)

1ln—1)=00n-1)

(12) = (12) oder = = — (12)
Da der Ausdruck &, + o}, + ...+ o}, den Werth 1 hat, die
Summe der Quadrate aller in 6) vorkommenden Coefficienten
von x, ebenfalls, so wird nothwendig
a, = + cos (12) cos (13) .. . cos (1n).
Gilt das obere Zeichen, so setzen wir (1n) = (1n), gilt das
untere, so setzen wir (1n)= 7 — (1n). In beiden Fillen
sind die Winkel
(12),(13),...(1 n) .
80 bestimmt, dass die in 6) vorkommenden Coefficienten von
x, den Grossen a,, a, . . . a,, entsprechend gleich werden.
Man kann also durch geeignete Drehungen der mit dem
starren Korper fest verbundenen Axen
%, und Xx,, X, und X, ... X, und X,
bewirken, dass die Axe x, in die durch die Gleichungen 3)
definirte Lage kommt. .
‘Wir nehmen nun an, es sei gelungen, den starren Korper
aus der urspriinglichen Stellung S, in eine andere Stellung
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Sy tberzufihren, in welcher die Axen x,.x,...x, dieselbe

Lage haben, wie in der durch die Gleichungen 38) definirten
Stellung S. Es soll allgemein bewiesen werden, dass es
dann immer mdglich ist, die Axen

I +1 u. Xm+2., Xm_|_1ll.Xm_ri_3.. ..Xm_|_1 u X,
der Reihe nach um solche Winkel
m+1,m+4+2), (m4+1. m+3),...(m+4 1,n)
zu drehen, dass schliesslich auch die Axe x, | ; dieselbe

Lage hat, wie in der Stellung S.
Denken wir uns ndmlich ein im Raunme festes Coordi-
natensystem Y, Y,...Y,, welches mit dem Coordinaten-

gystem X, X,...X, zusammenfillt, wenn der starre Kirper
sich in der Stellung S, befindet. Derjenige Punkt, welcher

in Bezug auf dieses nene Coordinatensystem in der Stellung
S, die Coordinaten x, x, ...x, hat, habe in der Stellung S

die Coordinaten
Yy =By X +Bu X+ + B Xy
Yo =B X + B X+ oo 4 Pra Xy
Yo=FnX +PnX+-- +FumXp
Wegen der Identitdt
2Y2 - X x2
PR
miissen die Relationen bestehen
28, By=0 28,=1Gk=1,2...0;iZk)
' B

Da die Axen x, X, ...%, in der Stellung S dieselbe Lage
haben sollen, wie in der Stellung S, werden ausserdem die
Gleichungen
Bw=0 B,=1
. (#r=1,2,...m;v=1,2,...0; u Z ¥)
stattfinden.
Denken wir uns nun die Axen
xm+1 W Xpp2s Im+1_ u. Im__]_3._ e .xm+1u.xu, xm-l—l u X,
v Xp 1 W Ey
der Reihe nach resp. um die Winkel
m+1, m4+2), (m4+1, m438),... (m+1,n), (m41,1),
oo (m 4 1,m)



gedreht, so wird der Korper aus der Stelling & in eine
Stellung 8, ¢ ; fbergehn.

Die Richtungscoordinaten der Axe Xp 4 y gegen die
Axen Yy 1Yy 4o ¥y 3. Yy Yy-.- Yy wiirden in die-
ser Stellung S, , ; folgende sein

1,m+2 1,m-+3)... 1,0 L1)...
_atlm Bentn o n D) on(n T Ameosn L. sostm L
—sin (m-+1,1-3)... .¢os (m--1,0) e0s (m—+1,1) _ . _ cos(m-+1.m),
L T eos 1,13 - oon(m ),
D 1) oL
C dnimitmt
Es ist nun immer moglich, die Winkel stn(m--1m)
(m_|_1,m+2), (m+11m+3)1 0. (m+] ,n).(m+1,1), - . (m+1,m)
g0 zu bestimmen, dass jene Richtungscoordinaten der Reihe
nach gleich
Bm +1,m-+2 -ﬂm—[—l. m—4-31- - B +1n tem—!— 1,1z« -« ﬁm_|..1,m
werden. Der Beweis hierfiur ist genau in derselben Weise,
wie auf pag. 14 zu liefern. Da die Gleichungen

Bntim =0 Putim—1=0-..-Bm 1,9 =0
gelten, kann fir die Winkel
(m+ 1m), (m++1m—-1),.... @@ 1,1)

der Werth 0 angenommen werden, vorausgesetzt, dassm+1<n
ist; denn fiir m + 1 =n wird den Auseinandersetzungen von
pag. 14 zufolge (m + 1,1) = (n,1) entweder gleich 0 oder

gleich 7. doch bleibt es nicht der Willkir iiberlassen, welcher
dieser beiden Werthe zu nehmen ist.

Ist also m<n — 1, so ist es immer moglich, die Winkel
m4+1m42), m4+1m+3), . ... (m+4 Ln)
in der Weise zu bestimmen. dass die nacheinander vorge-
nommenen Drehungen der Axen
410Xy 49 X 10Xy -85+ - - - Em 4+ 10-Iy

um jene Winkel den Korper aus der Stellung S, in eine
Stellung S, 41 bringen, in welcher die Axe X, 4 4 dieselbe
Lage hat, wie in der Stellung 8. Die bei dieser Bewegungs
ruhenden Axen X, X, ... X, hatten unserer Amnnahme nach
schon vorher dieselbe Lage, wie in der Stellung S. Mithin
haben in der Stellung S, ., die m + 1AXen X, X, ...Xp . 3
dieselbe Lage wie in der Stellung .
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Pag. 14 wurde bewiesen, dass ein starrer Korper aus
seiner urspriinglichen Stellung, in welcher die beweglichen
Axen X, X, . . . X, mit den im Raume festen Axen X; X,
. ...X, zusammenfallen, zu einer Stellung 8, iibergefiihrt
werden kann, in welcher die Axe x, dieselbe Lage hat, wie
ip der durch die Gleichungen 3) definirten Stellang 8. In
Verbindung mit den vorstehenden Auseinandersetzungen er-
giebt sich hieraus folgendes: Wenn der Reihe nach die Axen

X WXy, WKy Gy WKy Ky WXy o Ky WKy Xy WX
resp. um die Winkel
@e), (13 ... (1n)y; (23), ... @n); ... (a—1,n)

gedreht werden, so lassen sich diese B0=1) kel auf

solche Weise bestimmen, dass nach der Bewegung die Axen
X, X3 .- Xp—y dieselbe Lage baben, wie in der durch die

Gleichungen 3) charakterisirten Stellung S des Korpers.
Wir behaupten nun, dass auch die Lage der Axe X,

pach der Bewegung dieselbe sei, wie in der Stellung S.
Die Stellung S war gegeben durch die Gleichungen

Xy = 0y Xy + g X+ -+ 8y I

3) Xy =ty Xy 4 g3 Xp + - - -+ G Iy

Xy = @y Xy + Gp Xy + - -+ + Yp I
‘Die Stellung des Kiorpers nach Ausfiihrung der genannten
Drehungen sei gegeben durch die Gleichungen

X1=a}1 X, 4 @y X . Oy Xy
7) X, =y X + @, X5 + - + Uy Xy

Xn=amx1+ Ggp X, + - -« + %Xy

Die Axen X, X, ... X,_, haben in beiden Stellungen dieselbe
Lage, d. ‘h. es ist ) !
Qg == gy o Gy = Oap 5 - - - O 0= Op—y n
(p=1,2 ...m)
Die Relationen Y ay, uj, = 0 (i=1,2 ... n— 1), welchen
§22
die Grissen «,, @, ... ¢y, jedenfalls geniigen, kinnen so-

nach auch folgendermassen geschrieben werden
<
9
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Yoy, =0 ((@=12....0—-1)
*
Fiigen wir zu diesen n — 1 Gleichungen die nte

),anp-—l

hmzn 50 smd dadurch die Grossen e« ap, ... a,, zZwei-
dentig bestimmt, es ist n#mlich entweder

Gy = Gy y Oy = gy o v o o Gy = &pp
oder
Qg = T flpgy gy Gpg = 77 lpy oo - Gy T T &y

Letzteres kann nicht der Fall sein, denn sonst wire die
Determinante

.

11 %y - - Un

D= | 2 T2z @an
’ ‘ ’

anl "‘m “nn

glelch ~ D, d. h. gleich — 1, was unmoghc.h ist, weil die
durch die Grlemhungen 7 charakterisirte Stellung des starren
Korpers aus der urspriimglichen vermittelst stetiger Be-
wegungen entstanden war. Es bleibt also nur iibrig

Upp = Gy %y = Gpg,y .- - Gy = YUpp

Hiermit ist die pag. 17 aufgestellte Behauptung erwiesen.

Die Untersuchungen dieses § haben folgendes Haupt-
resultat geliefert.

Es werde mit X, X, ... X, ein im Raume festes, mit
X; X, ... X, ein mit dem starren Kirper verbundenes Axen-
gystem bezeichnet, welches in irgend einer Stellung mit dem
System X, X, ... X, zusammenfillt. Dann geben die
(leichungen
\Xn =A Loy Xty Gy Xy
8) Xy = Ay oty Xy 4 gy Xy .o Uy Xy

Xn=A,+a, x4 +%n Xy + - oo Gy Xp,
in welchen die Coefficienten den Relationen
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Y ay, ap, =0 ,},‘aii‘:l(
;aﬂi ax=0 f\: o = 1‘ k=1,2...;i2k)
8a) & I ._:u. a
D= Ggy Gag “2:1 i
Uy fyg « - o Gy

geniigen., alle Stellungen und zugleich nur Stellungen des
starren Korpers an.

§ 2.

Im vorigen § sind die Mittel geliefert, um einen starren
Korper aus einer Stellung in eine beliebi% gegebene andere
iiberzufithren. Bei passender Wahl des Coordinatensystems
treten gewisse Vereinfachungen auf, die wir, soweit sie all-
gemeingiiltig sind, in diesem § zusammenstellen wollen.

Es mogen zundchst zwei Stellungen S, und S, gegeben sein,
die einen Punkt mit einander gemein haben. Nehmen wir
denselben zum Anfangspunkte der Coordinaten, so wird jeder
Punkt des Korpers,*dem in der Stellung S, die Coordinaten
X, X, ...X, zukamen. in der Stellung S, die Coordinaten

X o=, X o, X, b Uy X,

Xy=t, X -}ty X, | ...ty Xy

Xy= gy X, -+ gy Xy ok - o o gy Xy
besitzen.

Untersuchen wir, ob es ausser dem Anfangspunkte der
Coordinaten noch andere Punkte giebt, welche in beiden

Stellungen denselben Ort einnehmen.
Fiir derartige Punkte miissen die Gleichungen

(au - 1) x[ "I" 6!21 xg e ) + a‘])l. xfl =0
9 a, X (@, — 1) X, .y X, =0
.' Gn X, + Uy X, e (U = 1) X, =0

erfiillt sein. Dieses ist nur moglich. wenn die Determinante
2!0!



2, — 1 2y g
4= 2 2y — 1 Dya
%n Uy s ee Uy — 1

verschwindet.

Um dariiber Auskunft zu erhalten, ob das fiir beliebige
‘Werthe der Grossen «p der Fall ist, vorausgesetzt, dass die-

selben den mehrfach genannten % Relationen ge-
niigen, denken wir uns die Gleichung

a, —X @, ...ay
4(x) =|%e Gop—X ... Uy —0
%n %n ses@yp T X

nach x aufgelost. Wird irgend eine Wurzel derselben mit
x bezeichnet, so wird sich ein System von Grossen x, X;... X,

bestimmen lassen, welches die Gleichungen
XX, =@, X + @ X, + ...+ &y Xy
Ty =y X+ Uy Xyt - ook Oy Xy
X=X + %GpX; + - -+ + %gn Xy

befriedigt. Quadriren und addiren wir diese Gleichungen, so

erhalten wir mit Berficksichtigung der zwischen den a;, be-
stehenden Relationen das Resultat
2 2 2 2 2 2 2
(X + X4 4+ X)) =X+ 4. Xy
Ist x reell, so kann man die Grossen X, X, ... X, offen-
bar auch reell annehmen, und da sie nicht alle den Werth 0
haben diirfen, wird x} -+ x + .. . 4 x; positiv, mithin x?=1,
x==1.4+ 1 und — 1 sind also fiberhaupt die einzig moglichen
reellen 'Wurzeln der Gleichung 4 (x) = 0.

Fir n =2 m -+ 1 sind reelle Wurzeln jener Gleichung
in ungerader Anzahl vorhanden. Wiren dieselben smmtlich
gleich — 1, so miisste ihr Produkt negativ sein, also auch
das Produkt aller reellen und nicht reellen Wurzeln, da das
Produkt je zweier conjugirt-imagindren Wurzeln positiv ist.
Nun hat aber das Produkt aller Wurzeln der Gleichung
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4(x) =0 den Werth D — 4 1. TFolglich kommt unter den
reellen Wurzeln auch die Wurzel x = 4+ 1 vor.*®)

Die Gleichungen 9) lassen sich also fir n — 2m 4 1
durch gewisse Verhiltnisse der Grossen x, x, . ..x, befriedigen,
und wir erhalten den Satz: Wenn im Raume von n=2m 41
Dimensionen zwei Stellungen eines starren Ebrpers einen
gemeinsamen Punkt haben, so haben sie auch eine gemein-
same gerade Linie.

Dieser Satz gilt nicht fir Rdume von n—=2m Dimen-
sionen. Denn setzen wir

Gai g, 9 — =COST} Gy, gi oy =S 7
Ggi .y, o = — SID 7} Ogi, 2i = COS7;
i s u+p=0 %y 01 4 5 =10
#>1)
. n
i=1.2... §),
so wird die Determinante 4 (1) glelch
/T 4 sin"r 3’1
i=12..

sie verschwindet also _]edenfalls nicht identisch.

JEs moge jetzt die Beschriinkung fortfallen, dass die
beiden Stellungen des Korpers einen gemeinschaftlichen Punkt
haben. Alsdann sind die Coordinaten desjenigen Punkfes,
dem in der ersten Stellung die Coordinaten x, X,...X, zu-
kamen, in der zweiten Stellung durch die Gleichungen 8)
gegeben.

Untersuchen wir, ob es Punkte giebt, welche in diesen
beiden vollstindig beliebigen Stellungen des starren Kiorpers
denselben Ort einnehmen. Sind solche ‘vorhanden, so mfissen
ihre Coordinaten den Gleichungen

0= A1+(allml)x+&21x+ +aﬂl. xn
0= A‘+a12 1+(a22_-1)x+ +ans xn

A"‘i’“aln 1""’0:2!] xs"' +anxn
genﬁgen. Fiir den Raum von n = 2m Dimensionen haben

*) Ein anderer Beweis dieses Satzes ist von Brioschi (Liouv. J. 19)
gegeben worden. Vergl. Baltzer Det.
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diese Gleichungen im Allgemeinen eine Auflésung, da die
Determinante 4 (1) von 0 verschieden ist; nicht aber fiir den
Raum von n—2m 4 1 Dimensionen.

Dagegen ldsst sich, wenn n—2m 4 1 ist, immer éine
gerade Linie angeben, welche die Eigenschaft hat, dass die-
jenigen Punkte des Korpers, welche in der ersten Stellung
auf ihr liegen, anch in der zweiten darauf liegen. Sind nim-
lich die Gleichungen einer Geraden folgende

X =a +Yyb
w R
Xp=8p+ ybn H

o y die unabhingige Veridnderliche bedeutet, so werden
die Grissen
a,,b ,a,.b,...a8,, b,
und eine Constante y, sich so bestimmen lassen, dass die
auf jener Geraden liegenden Punkte x x, ... X, in der

zweiten Stellung des Kiorpers die Coordinaten

SX =a +{F-7,) b

X = b,
11 a+(y Y,)

) Xy m it (7 — YD) by
" haben, also wieder auf derselben Geraden liegen.

Beweis. Das System von Gleichungen, welches ent-
steht, wenn wir in das System 8) fir X X, ...X, die in
11), fiir x, x, ... X, die in 10) aufgestellten Ausdriicke ein-
fithren, lautet:

a, +(y— )by =A ta, (a +yb) + ay (a, + yhy)

+ e Oy r(an‘l‘ybn)
a, +(y— %) by =A, + o, (3, + yb) + a, (a, + yb,)
+----+au2(a +¥by)
an + (y yn) b + am (31 + ybl) + am (3'2 + yha)
+ -« v« o+ apy (8 +TDy)

Damit diese Gleichungen fiir be]iebige ‘Werthe von y
gelten, miissen folgende Bedingungen erfiillt sein:
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so‘_(au 1)by Ty by ...t ay by
12) =a1zb+(”32"1)b2--”+anzbn
?0.= am'l)i + & ?t)2 B ..+;znn'hn.
(—A — Wb =(y,—1)a T aya,+...+aa,
13) | A-ﬂ Yo bz @y oy (2 —1) 8y + ...+ ay, a,

’ A yo =y 8y T 4y 8, T ... (e —1) 8y

Aus 12) sind, da die Determinante 4 (1) verschwindet,
die Grossen b, b, . .. by bestimmbar, und zwar im Allge-
Enecilngn eindeutig bis auf einen willkithrlichen Factor g. Man
nde

5b1=b; q
14) DT b4
bn_"bnq

Multipliciren wir die Gleichungen 12) der Reihe nach
mit @ , &, , @, und addiren sie dann, so erhalten wir unter

Beriicksichtigung der zwischen den a;, bestehenden Rela-

tionen 8a) die (leichung

123.) 0=a11b+“12b+ ("‘1)b+.+a]nb
Dieselbe gilt fir i=1, 2,

Multipliciren mr _]etzt die Glelchungen 13) der Reihe
pach mit b, b, . . . b,, addiren wiederum und benutzen die

eben gefundenen Beziehungen 12a), so erhalten wir

Ay +Ay b+ ...+ Ay by
Bi+bi+... &by

Diese Gleichung liefert in Verbindung mit 14) die Grossen

Yo by Yo byy o - - . ¥ b, eindeutig. Werden die Werthe

dieser Grossen in das System 13) eingefihrt, so wird das-
selbe mach a, a, . . . ap auflosbar.

Es mogen nun mit

-yﬂ=_

8, ... 2

&

und &, a.; R
irgend zwei Werthsysteme von a, a, . . . a, bezeichnet
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werden, durch welche die Gleichungen 13) befriedigt werden.
Dann gelten fiir die Differenze

5 ’ ai

a,;—a.'l,a;—-ag,...an—a,;l

nothwendig die Relationen

(a, —1) (a.:—a.;)+agl(a,;—a.;)+...+am (a,;-—a,,:u)=0
ey @ —a) F (2, —1) (8 ~8,) ... g (ag—a,) =0

ayy (@ = 8;) + @y (2, —8,) ...+ (ag—1) (8 — @) =0
Diese Differenzen sind mithin den Grdssen b, b, . . . b,
proportional, und wir knnen, wenn p einen willkiirlichen Para-
meter bedeutet, setzen

a'l = a'; + pr = a']_ +qu1

a, = a, + pb, = a, + pgb,

8y = & + pby = a, + pab,
Die Gleichungen 10) nehmen jetzt folgende Grestalt an

X, =8+ (y+D) b, ¢

]

xs=a,;+(y+p) b, 4

Xy=an=(y+p) byq

Durch diese Gleichungen wird immer dieselbe gerade
Linie definirt, welche Werthe man auch den willkiirlichen
Constanten p und q geben mag. Denn wird p‘ und q’ fir
p und q gesetzt, so brauchen wir nur die Verinderliche

_ ¥+pe
Y= _q-,— —p
statt y einzufiihren, um X, X,...X, in derselben Weise, wie
vorher, ausgedriickt zu erhalten.

Es ist hiermit bewiesen, dass im Raume von n— 2m1
Dimensionen zwar stets eine. aber im Allgemeinen auch nur
eine gerade Linie existirt, welche die Eigenschaft hat. dass
alle Punkte des starren Korpers, welche in der ersten
Stellung desselben auf ihr liegen, auch in der zweiten Stellung
darauf liegen.

Die Resultate der in diesem § angestellten Unter-
suchungen kinnen in folgendem Satze zusammengefasst werden:
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Im Raume von n = 2 m Dimensionen lisst sich ein starrer
Korper ans jeder Lage in jede beliebige andere dmrch Dre-
hung uwm einen festen Punkt fiiberfilhren; im Raume von
n=2m 41 Dimensionen durch Drehung um eine feste Axe,
verbunden mit einer Verschiebung nach der Richtung die-
ser Axe.

Hieran schliesst sich direkt ein interessanter Satz aus
der Geometrie des Raumes von n Dimensionen.

Wir depken uns zwei congruente Figuren, d. h. solche,
welche, als starr anfgefasst, zur gegenseitigen Deckung ge-
bracht werden konnen. Je zwei entsprechende Punkte dieser
beiden Figuren verbinden wir durch eine Gerade und er-
richten in dem Mittelpunkte derselben eine senkrechte Ebene
von n—1 Dimensionen. Im Raume von n—=2m Dimen-
sionen schneiden sich alle so entstandenen Ebenen in einem
und demselben Punkte. Im Raume von n—=2m -+ 1 Dimen-
gionen sind simmtliche Linien, in welchen je n—1 der
definirten Ebenen sich schneiden, einander parallel.

Der Beweis dieses Satzes ergiebt sich von selbst, wenn
man die beiden congruenten Figuren als zwei verschiedene
Stellungen desselben starren Korpers auffasst und beachtet,
dass die angegebenen Construktionen dazu dienen, denjenigen
Punkt zu finden, der in beiden Stellungen denselben Ort
einnimmt.

§ 3.

‘Wir kehren zu dem Problem zuriick. einen starren Korper
aus einer gegebenen Stellung S, in eine gegebene andere S
iberzufithren. Dieses Problem ist bereits im ersten Para-
graphen auf eine Art gelost worden. Die Untersuchungen
des vorigen Paragraphen zeigen. dass bei richtiger Wabl
des Coordinatensystems Vereinfachungen aunftreten. Wir
konnen némlich die Axen x X, ...X, im Raume vonn=2m
Dimensionen so legen, dass der Korper sich aus der Stellung
S, in die Stellong S du:mhn(ug—12 Drehungen je zweier
der Axen X X,... X, bewegen ldsst; im Raume von n=2m-1

Dimensionen so, da.qs der Korper ans der Stellung S, in die

Stellung S dureh & 1'2(11 2) Drehungen je zweier der
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Axen x, X,...X, , verbunden mit einer Verschiebung in
Richtung der Axe x iiberzufiihren ist.

Die in § 1 beschriebene Art und Weise, einen Korper
aus der Stellung S, in die Stellung S zu bringen, jst selbst
unter Beriicksichtigung der eben genannten Vereinfachungen
nicht frei von Willkiirlichkeit; denn sie hingt von der Wahl
des Coordinatensystems x, x,...Xx, ab, welches durch die
Forderung, dass erwihnte Vereinfachungen stattfinden sollen,
nicht vollstdndig bestimmt wird.

Wir werden uns jetzt mit einer Bewegungsart be-
schiftigen, welche sich der Natur der Sache nach als die
einfachste darstellt, und welche gleichwohl dazu dienen kann,
einen starren Korper in jede beliebige Stellung zu bringen.

Die Bewegungen der genannten Art sind dadurch cha-
rakterisirt, dass die G-eschwindigkeitscomponenten jedes Punktes
des starren Korpers nach den mit dem Korper fest ver-
bundenen Axen X, X, ... X, unabhlingig von der Zeit ¢ sind.
‘Wir wollen solche Bewegungen allgemein unter dem Namen
»2leichfsrmige Bewegungen® zusammenfassen.

Zungichst sollen nur solche gleichfirmige Bewegungen
untersucht werden, bei welchen ein Punkt, der Anfangspunkt
des Coordinatensystems, in Ruhe bleibt. ,

Wir werden in diesem § damit beginnen, die Differential-
gleichungen der Bewegung aunfzustellen und zu integriren,
werden dann in § 4 die Mittel zur Bestimmung der bei der
Integration auftretenden Constanten liefern, und werden
schliesslich in § b eine Eintheilung der zu diesem speciellen
Falle gehorenden gleichférmigen Bewegungen geben. In§6
endlich werden wir die Beschrinkung fallen lassen, dass der
Anfangspunkt der Coordinaten in Ruhe bleiben soll, und
werden die gleichformigen Bewegungen in ihrer vollstindigen
Allgemeinheit betrachten.

- Es sei die Stellung des starren Korpers zur Zeit t ge-
geben durch die Gleichungen

X =a X +0a X, +...4 0y X
15) X o=t X, o e Xy . .o Ay Xy

Xy= X, + tyn X, + . oo+ GpXp
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Eine Bewegung ist dann vollkommen dargestellt, wenn die
Grossen «, als Funktionen der Zeit t bestimmt sind.
Die Geschwindigkeitscomponente eines Punktes x, X, ... X,
nach Richtung der Axe X, ist
Xm d‘akl
T =2 T
Die Geschwindigkeitscomponente nach Richtung der Axe
Xy st
Looaxy L deg
.;}(x.kal "‘(‘1' =+ “—=iakq —‘a‘i“" xk
Die gleichfirmigen Bewegungen sind dadurch charakteri-
sirt, dass die nach den Axen x X, ...X, genommenen Ge-
schwindigkeitscomponenten aller Punkte des starren Korpérs
von t unabhingig sind. Die analytische Definition der
gleichformigen Bewegung liegt demnach in den folgenden n*
Differentialgleichungen, in welchen die Grossen (k’k) Con-
stanten bedeuten:
Ny dag )
(k,k’ = 1,2, R n)
Die Constanten (k'k) konnen nicht alle willkiirlich ge-
wihlt werden. Wir erinnern uns n#mlich, dass die Grossen
a,, den Relationen 2a)

Day =0 2a}) = k= S T e
Aakla“ 0 Jald—l (kk. 1,2 n,k<k)

geniigen miissen. Durch Differentiation derselben erhdlt man
‘S dau + 2: dakf )l =0
Yo~ Eoa g5 =0
17) day, ’
ag g
Daraus folgt allgemein

(kk) + kk) =0  (kk) = 0.

Die Differentialgleichungen 16)

de
Xakq """EA; = (k'k)
A

0

dt
bringen wir noch auf eine etwas andere Form. Multipliciren
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wir némlich mit ap; und summiren nach k’, so ergiebt sich
unter Benutzung der Relationen 2Db)

dey,;
18) — = Ty ()

ik =12....n
Diese Differentialgleichungen sind mit den Differential-
gleichungen 16) vo]lsta,ndlg glemhbedeutend denn jene lassen
sﬂ: aus diesen in derselben Weise, wie diese aus jenen.
ableiten.

In Bezug auf die Frage. ob ein starrer Korper aus
jeder Stellang in jede beliebige andere durch gleichférmige
Bewegung iibergefithrt werden kann, stellen wir folgende Be-
trachtung an.

Es mogen mit «f; und aj; zwei gegebene Werthsysteme
der Grossen «y; bezeichnet werden, durch welche irgend zwei

Stellungen des starren Korpers definirt sind. 'Wir betrachten
dann das Integral

- ft1 (d ;thJ at

Die ay; bedeuten darin ree]le, stetige Funktmnen von t,

welche an die 2 (n;_ 1) von einander unabhﬁnglgen Bedin-

gungen
19) E:aﬂau=o ,fa;=1 k=1.2...mi 2k

gebunden sein und ausserdem fir t =t, dic Werthe ay;, fiir
t=1t, die Werthe «; erhalten sollen.

Existirt unter allen Funktionen, welche diese Bedingungen
erfillen, ein System, wofiir das Integral I ein Minimum wird,
s0 muss dieses System bekanntlich folgenden Differential-
gleichungen geniigen
& <1

at*
Die 1’ Grossen Ay sind unbekannte Funktionen von t, unter
denen die Beziechungen

20) + 2@y =0 ®i=1,2, ...n)
h
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Agh = Ank
" bestehen.
Multipliciren wir die Differentialgleichung 20) mit a4
und snmmiren nach i, so erhalten mir mit Riicksicht auf 19)
X & o
Z {74 WE e l i = 0
i T + Axk

Da Ay = A ist, wird demnach
d2 aki d.g dkti

—— = 2 ay
at’ PR

Z," Qg
1

Hiermit geht die aus 19) durch zweimalige Differentiation
sich ergebende (Hleichung

& a 4* ayy day dag
2‘(&4 ki 9 ki k1)=
ikd§+hd‘ﬁ2 it at
iiber in
de 235 daka-dak_i
0=2 E(a.- ! ! )
AN R TR TS
d de
=2—Eaka kl
dt i dt’
woraus
d
21) ;’ak: —-EE'—(k )
1

folgt, wenn (k'’k) eine Oonstante bedeutet. Die durch Diffe-
rentiation von 19) entstehende Gleichung

d Qi d (2375
3 e .
i (“‘“ @ T dt)
liefert die Beziehung

22) kk) + (kk) =

Die Dlﬁerentaalglemhung 21 gilt fiir k k! ...

Das System dieser n’ leerenmalglemhungen Jst 1denﬁsch
mit dem System 16 , durch welches die gleichférmigen Be-
wegungen definirt wurden. Hieraus ldsst sich folgender
Schluss ziehen:

Wenn das Integral I, worin die a reelle, stetige Funk-
tionen von t bedeuten, welche an die Bedingungen 19) gekniipft
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sind und fiir t = t, gegebene Anfangswerthe af;, fir t =t, ge-
gebene Endwerthe ay; annehmen sollen, ein Minjmum besitzt,
so lisst sich ein starrer Korper aus der durch die Con-
stanten a}; definirten Stellung in die durch die Constanten af;
definirte Stellung durch gleichformige Bewegung iiberfithren.

Hierin liegt mun zwar kein strenger Beweis fir den
Satz, dass ein starrer Korper aus jeder Lage in jede andere
durch gleichférmige Bewegung gelangen kann; denn es ist
nicht a priori klar, dass jenes Integral I stets ein Minimum
besitzt. Wir haben gleichwohl die vorstehende Betrachtung
hier eingeschoben, weil sie in Ermangelung jedes exacten
Beweises wenigstens dazu dienen kann, den genannten Satz
wahrscheinlich zu machen. Ein strenger Beweis desselben
diirfte sich nur aus der Thatsache entwickeln lassen, dass
die Anzahl der von einander unabhingigen Parameter (kk‘).
welche die bei gegebener Anfangsstelling des Korpers an-
hebende gleichférmige Bewegung ndher bestimmen, gleich ist
der Anzahl der von einander unabhingigen Grissen ay; ,

durch welche die verlangte Endstellung des Korpers de-
finirt ist.

Wir wollen jetzt die Differentialgleichungen 18) inte-
griren, und zwar unter der Voraussetzung, dass die Werthe
¢y, welche die Funktionen oy zur Zeit t—t, besitzen, ge-
geben sind. Da es sich nur um reelle Bewegungen handelt.
d. h. um solche. fiir welche die «y; reelle Funktionen von t
sind, miissen die Constanten (kk?) ebenfalls sdmmtlich reell
sein, wie man am besten aus 16) erkenut.

Man iiberzeugt sich leicht, dass es nur ein System von
Funktionen «; giebt, welche den Differentialgleichungen 18)

gentigen und fiir t =t;, die Werthe «; annehmen. Denn
gibe es zwei solche Systeme, «y; und w;, so wirden die
Differenzen «y; — «); mit simmtlichen Ableitungen fir t = t,
verschwinden. Diese Differenzen miissen also von t unab-
hiingig, und zwar gleich Null sein.

- Zur Integration der Differentialgleichungen 18) brauchen

wir folgenden, von Christoffel*) herriihrenden, Satz: Be-
- zeichnet man- die Determinante

*) Crelle's Journ. 68, pag. 255 ff.
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(11)—8  (@21)...@1)

(12)  (22)—-A...(n2)

(1n) (21)...(m)—p
mit D (4), die Subdeterminanten n — 1** Ordnung mit D, (B,
so sind die Nenner der Partialbriiche, in welche die rationale

. D,
Funktion _]15_(,8) zerfillt, sémmtlich vom ersten  Grade.

Christoffel beweist diesen Satz fiir den Fall, dass die Grissen
(kk) und (k’k) conjugirt complex sind. Daraus folgt aber
unmittelbar, dass er auch fiir unseren Fall gilt, wo die (kk')
reell und durch die Relationen
mit einander verkniipft sind.

Eine von Canchy herrithrende Integrationsmethode liefert
die Integrale der Differentialgleichungen 18) in der Form*)

D —
93) = — [ 5 _%zg;l Ly =1 ] 1

P

3
(i.k: 1,2 . ..n)
Unter [F (8)], ist dabei allgemein der Coefficient von —;—
Kl

in der fiir grosse Werthe von 4 geltenden Reihenentwicke-
lung der Funktion F (3) zu verstehen.

Man iiberzeugt sich leicht davon, dass die durch 23)
definirten Funktionen den Differentialgleichungen 18) geniigen
und fiir t=t, die Werthe aj; annehmen. Sie stellen mithin
die vollstindigen Integrale der Differentialgleichungen 18) dar.

Nach dem erwihnten Satze von Christoffel ist nun, wenn
mit 2, B, ... /3, die Wurzeln der Gleichung

_ D=0,
mit Cf; Constanten bezeichnet werden,
2
24) ¥ Dk.u ) a°i=},‘— 0ki
. DB TR -8
und folglich

*) Vergl. Weierstrass, Monatsh. d. Berl. Akad. v. 4. Mirz 1858.
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£t —1o)
S -
=204 [=7],

B

St—t) _F (t—t)
2 e —e A (t—t) 1
=30 [ ] +20% A
2 ]fl B—8 y 2 & [ﬁ“ﬂ,l

I
Die Beihenentwickelung des Ausdruckes

of E—t) _ At—t)
ﬂ - le p
nach £ enthilt keine negativen Potenzen, L-Q-—%-g;_] ist gleich
- 1

]}_

s

g
1. Also wird schliesslich

9 ag—504ACTY
A

Christoffel zeigt an dem angefiihrten Orte, dass die
Wurzeln 2, der Gleichung
D@=0

siimmtlich rein imaginfr sind. Wir beweisen noch folgende
andere Higenschaft dieser Gleichung:

Ist 2, eine Wurzel derselben. so ist — B, ebenfalls eine
Wurzel
Haben wir néimlich eine Determinante
m, m,...m,
M= mm ng...mzp

My, Tip...m

fir deren Elemente die Relationen
Illki—}-mik:() ] mﬁm()(i,k=1._2...p)

gelten, so hat dieselbe den Werth Null, wenn p ungerade
ist. Denn jede Determinante bleibt bekanntlich unverindert,
sobald alle Colonnenindices mit den Zeilenindices vertauscht
werden; unsere Determinante M nimmt aber bei dieser Ver-
tanschung zugleich den entgegengesetzten Werth an, was man
erkennt, wenn man mit Benutzung der obigen Relationen

PP
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iiberall — m;, fiir my; schreibt. Folglich ist M gleich Null
fir ungerade Werthe von p.
Nun ist der Coefficient von f°—P in der Determinante

D (#) eine Summe von IT(T}TJ)' Determinanten, deren jede
die Eigenschaften der Determinante M besitzt, er verschwindet
demnach, wenn p ungerade ist. Daher enthdlt D (5 fir
n = 2m nur gerade, fiir n = 2m + 1 nur ungerade Potenzen
von . Fiir n — 2m sind mithin je zwei Wurzeln §; einander

entgegengesetzt gleich, fir n = 2m 4 1 tritt ausserdem noch
die Wuarzel 0 auf. In jedem Falle gilt der Satz, dass, wenn
£, eine Wurzel der Gleichung D (f) = 0 ist, — 8, ebenfalls

eine ‘Wurzel ist.
Da der reelle Theil simmtlicher Warzeln 2; verschwindet,

milssen wir, um die Funktionen «; in reeller Form zu er-

halten, statt der Exponentialfunktionen ¢ die Kreisfunk-
tionen cos (i3;t) und sin (ig;t) einfiihren,
Setzen wir in %en Differentialgleichungen
[/ A]
_a.tle = gak,i (k‘k).
ay; == d) cos rt 4 ey sin t,
so entstehen zur Bestimmung der Constanten y , dy , ey die

2n (leichungen '
— 7y = e (k'K)

26) K
}‘Bk = f"dk' (k‘k)

Werden daraus die Grossen d, d, ... d, eliminirt, so erhilt
man, wenn zur Abkiirzung Ay = kz; (kk*) (k'k’) gesetzt wird:

Ay —7) &+ 4y €+ 4 4y €, =0
27) /121314_(/123_7'9)ea-[—...+lmenm0
Apg & + Apy € + .o+ (ln;_r’)en=0
Die Determinante dieses Systems muss verschwinden.
Offenbar diirfen die Wurzeln y; der darans fiir y sich er-

gebenden Gleichung nicht verschieden sein von den frither
mit i8; bezeichneten Grossen. Dass dieses in der That der

Fall ist, erkennt man leicht, wenn man die Determinante
3
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(11) -2 (21) .- (nl)
D ()= (12) (22) 59 . (02)

In  on (1111) g
nach der Caunchyschen Regel durch Colonnencombination mit,

gich selbst multiplicirt und dann fir 5 setzt. Man erhilt
dann genau die Determinante der Gleichungen 27:

Py kg
A isz_rg eo Aoy
Ang N Ll
Diegelbe ist mithin ein vollstindiges Quadrat und liefert
fir 7 n reelle, im Allgemeinen von einander verschiedene
Werthe 7, von denen je zwei entgegengesetzt- gleich sind.
Die vollsttindigen Integrale der Differentialgleichungen
18) lauten Jetzt
28) Oy = P 0;_.[ (dy, cos T,{t + €, SIn Ti.t)
,1_—.1,2. .1
ik =1,2,...n)
Die C,, sind n® willkiirliche Constanten, die Grossen 7, 7,... 7y
‘Wurzeln der Gleichung
(1) +ir (21) .. (nl)
w) |42 @y @) |

(In) (20) ... () +iy
Die Grissen d,, und O endhch werden durch die Glei-
chungen
-7 dy = Z' e (k%)

30. 7 ek = Ed.lk‘ (k'k)

bestimmt.

Durch zweckmiissige Wahl des mit dem Korper fest ver-
bundenen Axensystems' x X ...x;, dessen Lage gegen das
unbewegliche Axensystem X, X, ...X, eben die Funktionen .
a3 bestimmen, kann man sich die Berechnung der Constanten
Cj, fiir den Raum von n=2m -+ 1 Dimensionen etwas er-
lewh’m'n Wir haben nimlich in § 2 bewiesen, dass im
Raume von n=2m -4 1 Dimensionen je zwei Stellungen eines
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starren Korpers, die einen Punkt mit einander gemein haben,
auch eine Linie mit einander gemein haben. Bei den von
uns betrachteten Bewegungen existirt also eine Linie im
Korper, welche zur Zeit t 4 dt dieselbe Lage im Raume hat,
wie zur Zeit t, und diese Linie wird, da die Bewegung gleich-
formig ist, ihre Stellung iiberbaupt nicht #ndern. Ist die
Anfangsstellung S° und die Endstellung S' des Kiérpers ge-
geben, so wird jene Linie zusammenfallen mit derjenigen,
welche den Stellungen S8° und 8! gemeinsam ist. Legen wir
nun die Axe x; in diese Linie, so werden die Funktionen

@py Gyg - -+ Upy VOR t unabhiingig; legen wir die Axe X in
dieselbe Linie, so wird

am=0 ani=0"'an,n-1=0 ann=1,
also auch
amz() a2n=0...an_1,n=0
Damit gehen die Differentialgleichungen 18) iiber in
e
ah:..— X akai (_k‘k)

dt k¥=12...n—1
(i,k =1,2,...n — 1)
Die Integration derselben ist hierdurch zurtickgefithrt auf die
Integration der entsprechenden Differentialgleichungen fiir den
Raum von n — 1 Dimensionen, und demgemiss ist aunch die
Constantenbestimmung vereinfacht.
Man erhélt durch Anwendung dieser reducirten Differential-
gleichungen z. B. fir den Raum von 3 Dimensionen:
i)

a, = aj, cos (12) (t—t,) — a,, sin (12) (6—t))
a, = o) sin (12) (t—t) + a; cos (12) (t—t)
a, = a) cos (12) (t —t) — a, sin (12) (t — t,)
a, = aj, sin (12) (t —t;) + aj, cos (12) (t—t,)
Uy = a5 =0

Gy = tyy = 0

Uy = 1

38

Diese Gleichungen stellen eine mit der constanten Winkel-

geschwindigkeit (12) ausgefithrte Drehung des Korpers um
" die Axe x, oder X dar.

Die allgemeinste gleichformige Bewegung, bei welcher
ein Punkt ruht, besteht demnach im Raume von 3 Dimen-
sionen in einer Drehung um eine feste Axe mit comstanter
‘Winkelgeschwindigkeit.

3*
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§ 4.
Die Integrale der Differentialgleichungen 18) sind in
§ 8 vollstindig angegeben worden. Wollte man indess ver-
suchen, die Integrationsconstanten so zu bestimmen, dass die
Funktionen a; zur Zeit t, die Werthe aj;, zur Zeit t, die

Werthe ay; erhalten, so wiirde man Rechnungen ausfiihren
miissen, die ihrem Gange nach vollsténdig uniibersehbar sind.

Es erscheint aus diesem Grunde wiinschenswerth, die
Integralgleichungen 28) durch andere zu ersetzen, in welchen
statt der Constanten C, die Grossen «j; vorkommen. Mit

der Aufstellung derartiger Integralgleichungen wollen wir uns
in diesem § beschéftigen.

Es war am Schlusse des vorigen § gezeigt worden, dass
im Raume von 3 Dimensionen jede gleichformige Bewegung,
bei welcher ein Punkt ruht. in einer Drehung um eine feste
Axe mit constanter Winkelgeschwindigkeit besteht. Be-
kanntlich gilt fiir solche Drehungen der Satz, dass die Ge-
schwindigkeitscomponenten, bezogen auf ein im Raume festes
Axensystem X, X, X,. in jedem Punkte des Raumes unab-
hingig von t sind. Dieser Satz ldsst sich auf Riume von
1 "Dimensionen iibertragen.

Pag. 27 hatten wir

d.Xi daﬁ

&® Y w

%

day ‘
Sgtzen wir fiir —dsl- den- aus 18) sich ergebenden Werth

fapi(plj, fiir x; den Werth kZ'aika, so folgt

i

¥ {Xk fa(#l) @y ag

Sollen die Geschwindigkeitscomponenten dTXt‘, dTXt?
Tl allen Stellen X, X, ... X, von t unah-
hiingig sein, so miissen die n? Gleichungen
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2 (Az) a3 @, = const
i A “uk

,k=1,2.....1)
gelten, Dies ist in der That bei gleichformigen Bewegungen
der Fa.ll Denn fithren wir in den Diﬂ"erentia.lquotientep

day
2 (*‘uﬂ) ay ay =% (3#) (% aj:k + ey dé )

th —L d g
sta d t un it
Ansdriicke

die a.qmva.leni;en, durch 18) gegebenen

‘E’:“k‘k (k%) und i apy (k9)
ein, so wird derselbe gleich
lilaﬁ apy (k) () + iﬁ ayx axs (K'2) (4p),
und wenn wir in der zweiten Summe der Reihe nach die
Summationsbuchstaben g k.4 fir 2,4k’ setzen, gleich
ii‘% apx (A) [(R) + (o),
d. i. gleich Null wegen der Relationen
() + () = 0.
Die Gleichungen
&;i (Ae) 2z oy = 0
oder ff (4¢) a5 @3 = const.

sind demnach direkte#Folgen unserer Differentialgleichungen
der gleichfdrmigen Bewegung.

‘Werden wieder mit aj, und afy die Werthe bezeichnet,
welche die Funktionen a;y fiir t = t, und fiir 6 =t, annehmen,
50 gelten also die Gleichungen

31) i () @y @y = ﬁ (A) a5 apy
31a) gw¢%=§m&%
G,k=1,2, ....n)

Bezeichnen wir der Kiirze wegen den Ausdruck
2 (Aw) @y @, mit gy, so konnen jene Gleichungen auch fol-
A
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gendermassen geschrieben werden
32) Pik = Pk
32a) Pl = @ik
,k=172,....n
Die n* Gleichungen 32) und ebenso die Gleichungen 32a)
sind nicht alle von einander unabhingig. FErinnern wir uns

. némlich der Relationen

33)

(Au) + () =0,
so sehen wir, dass ¢y; identisch gleich — ¢, ¢;; identisch
gleich Null ist. Die Gleichung ¢y; — ¢}; sagt demnach
nichts anderes, als die Gleichung ¢;, = ¢{k, und die Gleichung
@i = ¢4 ist eine vollstindige Identitit.
Die Anzahl der von einander unabhiingigen Grossen (i)

ist E—(-%:l‘). Man konnte meinen, dass die Gleichungen
32a), von denen, wie wir eben gesehen haben, 1—1—@—;—1) sich

1 (n; D) herleiten lassen, zur Bestimmung
jener Grossen (42) hinreichend sind. Dies ist indess nicht
der Fall, vielmehr lassen sich die Gleichungen 32a) noch

befriedigen, wenn —:— resp. = ; 1 (je nachdem n gerade oder

ungerade ist) der Grossen (Ax) willkiirlich angenommen werden.

Um dies zu zeigen, bilden wir ans den Gleichungen
32a) folgende neune Gleichung, in welcher x eine unbestimmte
Grisse bedeutet:

aus den fibrigen

. 1 Q 0
9QJ.I. - X 5012 et spifll spll -X ?]2 e pgl'l
50;1 ‘P;s_'x"'f";n — 9921 5agz_x"'9°gn
Y Pm %X | fm . Pm—X
oder
5 Az = L)

Die Determinante 4'(x) ist identisch gleich



(11) — x (21) .. (n1) a;, @, ..oy |2
(12) (22)—x... (n2) aj, @ ... 0

an e x| el a ..
Man erkennt das leicht, wenn man nach der Cauchyschen
. Multiplikationsregel erst

an—x (21) ... @y G ... Gy
(12)  (22)—x...(n2) it age Ve g
(In) () ...(w)—x dy .y
dann die resulfirende Detferminante nochmals mit
gy @ ... g
ais a;B e a}n

a}n a;n - a;m
multiplicirt, beide Male durch Zeilencombination, und auf
das Produkt schliesslich die bekannten zwischen den Grissen
ay, bestehenden Relationen 3a) anwendet. Da die Deter-
minante
1 1 1

%1 %y -0 - %
1

aze ass - O3
al el 1

in gn° + %nn

gleich 1 ist, wird 4'(x), und ebenso natiirlich amch 4°(x),
identisch gleich
(11) —x (21) ...(nl%
(12) 22)—x...(n2
(1n) (2n)...(mn)—x
Die aus den Gleichungen 32a) abgeleitete Gleichung 33)
ist mithin eine Identitdt, welche sofort in n Identitéiten zer-
fallt, wenn man beachtet, dass die Coefficienten aller Potenzen
der unbestimmten Grosse x auf der linken und auf der rechten
Seite- einander einzeln gleich sein mfissen. Jedoch- sind
einige dieser Identittiten bereits in den vorher aufgestellten



C= " P ¢i=0

== =0
enthalten. Denn mit Hiilfe derselben ergiebt sich durch
dieselben Betrachtungen, die bereits pag. 32, 33 angewandt

wurden, dass der Coefficient von x* —P in der Determinante

4* (x) sowohl, wie in 4°(x) fir ungerade Zahlen p identisch -
verschwindet.
Die Gleichung 83) liefert daher, wenn n gerade ist, nur

%, wemn n ungerade ist nur ~—— 1 neue Identitaten.

2
Im G—anzen ]assen sich aus den n? Gleichungen 32a)

oder 31a) — n(n+ 1) 1) resp. = (n+1) L1 ! Tdentitaten

T2 2 2 2
ableiten. Jene Gleichungen werden also nach den n(iéi]—)
Grissen (A¢) im Allgemeinen noch anflishar sein, wenn l;
resp. B—1 gieser Grossen willkiirlich angenommen werden.

2 .
‘Wir zeigen nun, dass die Gleichungen 31a) im Allge-
meinen hinreichend sind, um die Constanten () als Funk-

tionen voni; resp. p-—1 willkiirlichen Parametern eindeutig

zu bestimmen. Der Beweis hierfir ist offenbar erbracht,
wenn er fiir irgend ein System specieller Werthe der Grossen

ajp und oy gelingt.

Setzen wir
afy =1 afy =0 (k=1,2,...0;iZ K
Gy =1 drp1=0 (,k=1.2,..0-1;iZ k)
el =121 o (i=1,2,...0—1),

so lauten die Gleichungen 31a):
(i—1, k—1)=(ik)
(n,k_1)=(._1)“‘“1(1k) (i,k=2,3,...1n)

. G=1m)=(=1)""1({1)
Es sind mithin alle Grossen (i) einander gleich oder
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entgegengesetzt gleich, fiir welche die Differenz 1 — p den-
selben ‘Werth hat, d. h. alle (4) sind bestimmt, wenn etwa
die Grossen (12), (18),...(1n) gegeben werden. Die Relation

—({i—-10)=@,i—-1)=(—1)" (1) zeigt, dass ansserdem
(A) = (M) (— 1)P ist, sobald A —p—n_ A 3 p ist. Hs
finden daher noch die Beziehungen statt
(12) = (—1)*(1n), A8) =(— )" (1,0 — 1),
(14) = (= " (1,n—2),..... ,

8o dass schliesslich nur die % resp. n~2— Grissen
n
(1 n), (1.n_1)...(1.—2+1)
resp. (1n), (1,n — 1)...(1, n+ 1 + 1)

willkiirlich bleiben.

Den vorhergehenden Untersuchungen zufolge gehdren
zur vollstindigen Bestimmung der 00nsta.nten (l,u) ausser

den linearen Gleichungen 31a) noch -§res1) Angaben
7. B. Kenntniss der Coefficienten von x* ~ °° (p.-_—1,2 .. .%
resp. 11%1) in der Determinante
1l)—x (21) ...l
D= (12) (22) —x ...(n2)
(1n) . (2m)  ...(m)—x

‘Wir wollen jetzt nachsehn, anf welche Weise diese Coeffi-

cienten mit den Grossen «f, und ay zusammenhéngen, Als Resul-

—1 rationale Ausdriicke

tat wird sich ergeben, da,ssE resp. z

der af, und af e:.ndeut]ge aber transscendente Funktlonen
jener Coefficienten sind.

Werden mit %] Grossen von derselben Art, wie die
(A4), das heisst Constanten bezeichnet, welche durch die
Relationen

o +[pd] =0 [M4]=0
mit einander verkniipft sind; bedenten ferner fy. rp Grossen
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von derselben Art, wie die «;, d. h. solcke, fiir welche die
Beziehungen

Bhiu By = 0 Eﬁ;=1(

gelten go lassen smh die n’G]éichungen
Ty ey () = 3By Aux [Ad]
34:) An A

i,k =1,2....n)
nach den g, auflosen, sobald folgende Bedingung erfiillt ist

(1)—x(21) ...(n1) El] —x[21 nl
35) (12) (22)- x. (n2) _ 12} E22} —X. [n2]
(1n) (211) (nn) [1n]" [211] [nn] x

Dass diese Bedmgung nothwendig ist, geht unmﬂstelba.r

aus den Entwickelungen von pag. 38, 39 hervor, aber sie ist
anch hinreichend.

(k =1,2...0; iZ k)

‘Wir betrachten, um dies zu beweisen, die ‘}._(n_zl) +

2
n(n 1) + n=n? Gleichungen
Doy oy () = I8y B (4]
$ A e i =1,2,..
36) (A Pl = k=1,2,.. n__1
>k

8 =1 (
A

aus denen die n? unbekannten Grossen @y bestimmt werden
sollen, im Zusammenhang. Wiren dieselben im Allgemeinen
nicht aufldsbar, sobald die ]—;— resp. — E ! in 36) enthaltenen

Relationen erfiillt sind, so miisste sich aus diesen Gleichungen
36) xnoch mindestens eine Gleichung zwischen den Grdssen
(4), [#¢] und «;, herleiten lassen, in welcher die Unbekannten
8), micht vorkommen, und welche daher als eine weitere Be-
dingung fiir die Auflosharkeit der Gleichungen 36) gelten
kinnte. Ertheilen wir dann den Grossen (4u), [4u], «,, solche
specielle Werthe, dass die Gleichungen 36) auflishar werden,
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so wiirden dieselben nur dazu hinreichen, um die n? Unbe-

kannten Ay als Funktionen von mindestens l;— + 1 resp.

IL;—E +1 willkiirlichen Parametern zu bestimmen. Denn%

—+ 1 resp. n—;—l + 1 der Gleichungen 36) kionnten durch Iden-
tititen ersetzt werden, in denen die Unbekannten 8, garnicht

D41 ol
3

tionen némlich, welche vorher als Bedingungsgleichungen fiir
die Auflosbarkeit der Gleichungen 36) hezeichnet wurden.
Gelingt es also, zu zeigen, dass fiir specielle Werthe der
Grossen (Aw), [4¢], ay die By sich aus den Gleichungen 36)

als Funktionen von nur % resp. n—%—l willkiirlichen Para-

mehr vorkommen, durch diejenigen —3 + 1 resp.

metern ergeben, so ist damit zugleich bewiesen, dass die
(Hleichungen 86) auflésbar sind fir ganz beliebige Werthe
der Grissen (i) und [4z], welche den Bedingungen 35) ge-
niigen. .
Setzen wir a — O,a53 =1 (i,k =1,2...n0;i Z k),
wnd [A] = () (A, = 1,2 ... n), so lauten die Glei-

chungen 36): ]
[ik] = iﬁli Bux (4],

woraus folgt )
57) _f, [ik] ;= i By B Bux (4]

= zﬁpk [Vﬁ].
7]

Wir geben nun den Grossen [4«] folgende speciellen
‘Werthe: _
Rk—1,2k] =70 —, Iy — n n-1
[2k, 2k — 1] = Jak = — T3k —1 ( k=1,2... 5 resp- —3
Alle anderen Grossen [4] sollen gleich Null sein. Man er-
hilt dann aus den vorbergehenden Gleichungen
1) [21—11 Qi] ﬁxi, zk——1"—"ﬂ2i—1, 2k [2k,2k—1]
2) (21,20 —1] By —1 2k —: = Baj, 3k (2k, 2k —1]
3) [21,2i— 1] Boj — 1,5k = Fai, sk — 1 [2k —1, 2k]
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4) [Qi-"l,ﬁi] ﬂzi, ek = ﬁzi——mk—l [2]5—152]{]

(i,k=1,2, e l;—resp. n_gl)

Multipliciren wir die erste dieser vier Gleichungen mit
der dritten, so erhalten wir

[Qi, 2i— 1]2182i. gk—1 ﬁai—1.sk= [2k.2k—1]2 ﬂzi, gk-—. 1 B 1, 2k
also, wenn i z k ist,

Bai sk — 1 Pai— 1,0k =10
Ist By sk — ; = 0, so ist wegen 1) auch By ; 5 = 0, und
umgekehrt. Da das Produkt

ﬂzi, gk —1 ﬁziH——I, sk

fiir i f: k verschwindet, miissen demmnach die Grossen .
Boi, sk — o Wnd By, g firi = Z k einzeln verschwinden.

Durch Multiplikation der Gleichungen 2) und 4) finden
wir in derselben Weise

1921, k=20 :821—1, gk—1 = fir i z k
Setzen wir in 87) k = n, s0 ergiebt sich firn=2m +1:
Ba=0fpn=0...p8_ ,=0; setzen wir »=n, so er-
giebt sich ebenso
.ﬁm"-—-"'o ﬂn2=0 LR ﬂn,n—: =0
Allen diesen Relationen
ﬁzi»—x. sk—1 = 1825—1, ek = ﬂzi, gk — 1= ﬂzi, ale= 0
n—1. = Kk i

ik=1,2... Erasp. — i

2
‘8111=i82n'”'= < -=J"?n-—l:ﬂ=0‘f|jrn=2m+l
ﬁm ‘-‘-18112 =--- =ﬁn,n—1 =0
kann in Ricksicht auf die Gleichungen

Eﬁm ﬂk,a =0 2-[91‘“ =0
nur Genﬁg‘e geschehen, wenn

Boi g1 =cosp Bai 1,51 = Sin 1y
Priysi—y = — SIAD; Moy 5y = COS Py

ik=1,2...n;i=k




n—1

i=1,2,,, %resp.

und fir n=2m+1: 5, = + 1 wird. Die p; bedenten will-
kiirliche Parameter. Die Anzahl derselben ist fiir gerade

‘Werthe von n gleich "2" fiir ungerade Werthe von n gleich

11_-2:-_1’ und die Grissen B, sind durch diese Parameter voll-

stindig bestimmt.
Hiermit ist erwiesen, dass dic Gleichungen 34 nach den
A, auflosbar sind, sobald die Bedingungsgleichungen 35)

elten.

8 Es sei nun irgend eine gleichférmige Bewegung bestimmt
durch die Differentialgleichungen 18)

d“ki .

E = Eakai (k k)
und die Anfangswerthe ay = af) fiir t =t,. Bezeichnen wir
mit [4] Constanten, welche die Gleichung 35) zu einer Iden-
titdt machen, mit 8j, Grossen, welche den Bedingungen

28,8,=0 2F, =1
o 7

i,k=1,2....n; 1<k
und den Gleichungen
38) jfa?li “,?;k (Aw) = li B ﬁ,ﬂk (4]
i,k= n

geniigen; mit jy, endlich Funktaonen von t, Welche die
Differentialgleichungen

ar
39) d_fﬁ“ = Zry; [k]

erfiillen und fir t=t, folgende ‘Werthe annehmen
392) =1 m=0 (G,k=1,2...0;iZk)
Dann ist
40) U = Ji 7 1uBniPi i
Erstens namlich wird fiir t =t,
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ay; = ﬁ(ﬂ'ﬁy“ob fﬁﬁi?’?i#)
= fﬂﬁﬂauﬁﬁi
= (el 26ufh)

= aki

Zweitens ist
dah

. (Ar,
- =2 ( A”Eﬂﬁlﬁ“ayak,)
Aj () 7 Byt B i
und wenn fiir [xA] der damit identische Ausdrnck
f‘ B Buop[k'A] gesetat wird,
‘P
= 3 (T’l;ﬂ- 19,31 Ag:'rp aku 2 [k )‘] lg.’iy ﬁk‘p)

mp
Berﬁckmchtlgen wir, dass wegen 38)

2 ) 4 flp = 20D ) o,
ist, so entsteht die Differentialgleichung
daki
a = @i‘ﬂ + (sz. ﬁolm ﬁgrp a?:‘p (k‘/?.) 'f"ato?.v a%v)
= E ((k‘k) #i; Tau ﬂfa ﬂgrp aok‘p)’
oder wegen 40)

Wy kk
Tt—=k‘( ) e

Die durch 40) definirten Funktionen ¢; geniigen also
den: Differentialgleichungen 18) und nehmen fir t = t, die
‘Werthe aj; an.

Wir bilden nun den Amnsdrack
diy = f:(aik‘ Oy — Oy i)

‘Werden darin fiir ¢, und ay;. die Werthe aus 40) eingesetzt,
so wird

Ay = 2 72 G B i, B — 2 Tap G B % B,
Aok Ak
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und wenn in der zweiten Summe z mit 4, v mit k’ vertauscht

wird,
dy = , j{, (e — Td) i B 43, B3,
Setzen wir fiir den Augenblick
2 G By = ey
so ergiebt sich schliegslich
42) dy= fu (rap — 72) Sk S
Offenbar sind die e, Grossen von derselben Art, wie die

B, das heisst, sie sind durch die Beziehungen
e gy, =02efi=1 (ik=12...n;iZ k)
2 Iz

o 0 0
E.I.l 512 -« S
0 0 0
91 53¢+« S

0 0 0
€n1 Spg v+ - §

nn
miteinander verkniipft.
Wir bilden jetzt die Determinapte

dn_xdm "‘dm
d, dy —x...d

=+1

dyy dpg cenlpy _x
Werden darin die Grossen &, d,...d,, durch ihre aus

42) entnommenen Werthe ersetzt, so erkennt man, dass diese
Determinante folgendem Produkte gleich ist:

(3 0 0 3
-5 (712 - TB:L)’ v (?'ln"‘ Tm) . €y &g+ -+ & 2
(rgl - 7'12): — Xy (rzn — )'ns ) Eo 822 P Egn
21
(7ms —Tm )s(Fa2—7en)y--- —X sgl sgz ven sfm

Der Beweis dafiir ist genan analog dem pag. 39 bei der
gﬁersuchung einer &hnlichen Determinante angegebenen zu

ihren.
Da die Determinante der Grossen & gleich + 1 ist, er-

halten wir schliesslich
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d,—xd, ...d, X, —7Ty) - (Fop—7m )
43) d,, dyp—x...dy _|ry—r)—% ... (Yon— Tm)
dy, dy, ool — X (a2 = 7on )ne —7gp) - - - —X

Betrachten wir die rechte Seite dieser Gleichung ge-
nauer.
Die n Wurzeln der Gleichung
(11)—x (12) ...(1n)
(21) (22) —x ...(21) _ 0
@) (@) ...@)—x
mogen, wie das bereits pag. 34 geschah, mit ir,, ir,,...
irp, (= Y1) bezeichnet werden, und zwar in solcher
Reihenfolge, dass )
T o= —Tys Ta=—T,, allgemein yp) = —75;__,
ist, wihrend die fiir ungerades n jedesmal auftretende Wurzel
Null 7, heissen soll. Dann ist offenbar identisch

—-x 7, 0 0. 0 O

7,—%x 0 0. 0 0

(11)—x(12) ...(1n) 0 0—x r,. 0 O
(21) (22)—1 " e (21].‘ — 0 0 r‘L —X. 0 0

@) (@2)...mm—x| | ¢ ¢ o '0_'_'1'?,22;1.
0 0 0 0. 7y-X

- Nun waren die Constanten [Ax], von denen die Funk-
tionen j;;. abhiingen, nur den Bedingungen 35)

G 8 LB B

(nf) (m2) ... .(nn.) —x| |[r1] 2] ...[onj—x
unterworfen, wir komnen also setzen:
[2.& — 1,21] =TS}E—’A
[22,28 — 1] =71y =—T21—1
. A=1,2...-%resp.11-;—1
Alle anderen Grossen [ik] mogen gleich Null sein.
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Die Funktionen yy; waren bestimmt durch die Differen-
tialgleichungen 39)
A7y
K P [RK
It ” 7ei [Kk]
in Verbindung mit den Anfangsbedingungen 39a)
Hi=71h =1 7g=7k =0 (ik=12...n;i Z k)
fir t=t,
Geben wir den Constanten [4«] die eben aufgestellten Werthe,
so wird

Tgi-],,al-;."—' B?S Tg)._l(t"-to) 2

rgj. — 1,24 == SiLn rs"l—l (t—-tn)‘ n n—1
44:) rﬂ,ﬂn’l—]_- = sm Tgl_l(t-—to)=1,2...‘2—resp. 2

T3, ok = csy_, t-1) ’

wozu fiir ungerades n noch die Gleichung 7y ;=1
tritt. Die iibrigen Funktionen yy; verschwinden. Man sieht,

dass auf diese Weise sowohl die Differentialgleichungen 39),
als anch die Anfangsbedingungen 39a) erfillt werden.

Die durch 44) definirten Werthe der Funktionen jy;
fibren wir nun in die Gleichung 43) ein. D. g.
(T (2% + 4 sin® ry; — 1 (0 —1t))

n
d, —xd, ..d, A=1,2...5
dy, Qyp— X ... gy _ |wenn 1 gerade ist.
. T |- x 1T (@ 4-4sin? iy (B-ty))

dp, dp, vvo dpp—X ’1____.1’2_”2_5_—'1

wenn n ungerade ist,
oder anch, da 7,y = — 7y1—1, 7nn fir ungerades n gleich
Null ist:
4, —xd, ...d,
45) d,, Ay —X ... dyy =.l_.1]£ (—x+42isiny, (t—t‘o))
—=1.2...n
AR WY M

Erinnern wir uns der in 41) angegebenen Bedeutung der
Grossen dj. Es war
dy = f: (i o — s G-
Folglich bestehen die Relationen
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d&u + dﬂ"- =0 ﬂu =0
Mit Hiilfe derselben lisst sich genau in derselben Weise, wie
auf pag. 32, 33, zeigen, dass die Coefficienten von x" —P in
der Determinante

dn_Xdu "'dm
dsu dz—x"‘d\m
dp, Ay ...dpy—X

fir ungerade Werthe von p identisch verschwinden.

Setzen wir in der Gleichung 45) alle Coefficienten der
verschiedenen Potenzen von x auf der rechten und auf der
linken Seite einander gleich, so erhalten wir demnach nur
% resp.11 ;
lich vorkommen. Dieselben reprasentiren in Verbindung mit
den Gleichungen 381) die vollstindigen Integrale unserer
Differentialgleichungen 18).

1 Gleichungen, in denen die Funktionen a wirk-

Die Resultate der in diesem § angestellten Untersuchungen
konnen wir folgendermassen zusammenfassen:

‘Werden mit iy,, ir, ... ir, die Wurzeln der Gleichung

(1) —x (1) ...(In)
=B B
(]11} (112) e (]111) —X

in solcher Reihenfolge bezeichnet, dass allgemein 7y = — 13 —1

ist, wihrend die fiir ungerades n auftretende Wurzel Null
iy, heisst; werden ferner die Funktionen dy durch die
Gleichungen

diy ={‘(aik‘ O — s kD)
definirt: so sind die Integrale der Differentialgleichungen 18)
T Yy (c%)
folgende :
31) ﬁ () @y @y = i (A) & oy
(ik=12...1)
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d,—xd, oy
45) |4y dzs"'x dm = (- x+sisiny, (- t))
LR W

Fiigen wir dazu die ]ELE;'—D Relationen
46) i'aj#akﬂ=0 fa:u=l (i,k—_-l,ﬂ...n;i>k),

so werden die Gleichungen 31), 45), 46) fiir die Bestimmung
der Funktionen o aunsreichend sein, Denn von den n?

n(n ) n nn—1) n-—1
—5 Tesp. EE—

von einander unabhiingig; aus 45) ergeben sich i; resp.

Gleichungen 31) sind

n“£_1 einzelne (leichungen; die Zahl der Relationen 46) be-

trigt I%’-t'—l): es sind also ebensoviel Gleichungen als Un-

bekannte vorhanden.

Die obigen Imtegrale sind von der Art, dass die Funk-
tionen a; fiir t—t, die Werthe «}; annehmen. Sind ansser-
dem die Werthe ay;= aj; zur Zeit t=t, gegeben. so dienen
n(n—

zur Bestimmung der

Constanten (4z) diejenigen Gleichungen, welche aus 31) und’
45) entstehen, wenn fiberall ay; fir «y gesetzt wird, d. h.
die Gleichungen:

31a) 5% k@“)—"“}.x ay ()

d,—x dis e iy
&,  dy—x...d | = [J(—x42ising, (G-t))
- - i

von einander unabhingigen

45a)

d?n d}n c X .
n
Dieselben sind zom Theil linear, nur -5 Tesp. ——2— unter

. . n
ihnen sind transscendent, umd zwar -in der Weise, dass il
4*
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Tesp. n~;—1 eindeutige transscendente Funktionen der Grossen

(A#) ganzen rationalen Ausdriicken der aj; und aj; gleich
sind. Die rechte Seite der Gleichung 45a) ist niimlich eine
eindeutige symmetrische Funktion der Wurzeln y, 7, ... 7n,

also auch eine eindeutige Funktion der Coefficienten aller
Potenzen von x in der Determinante

11y —x 512) ...(1n)
D (X) — (21) 22) —X... (2]1)
(nl) (n2) ...(m)—x

Es sei, um ein Beispiel anzufihren, n —3. Wie am
Schlusse des vorigen § gezeigt wurde, besteht die allgemeinste
gleichformige Bewegung, bei welcher ein Punkt ruht, in einer
Drehung um eine feste Axe mit constanter Winkelgeschwin-
digkeit. Die Grossen (32), (18), (21) sind dieselben, welche
man in der Mechanik als Componenten der Drehungsge-
schwindigkeit nach den mit dem Korper fest verbundenen
Axen x; X, X, zu bezeichnen pflegt. Ist die Stellung des
Korpers zur Zeit t —t, und zur Zeit t—1t, gegeben, so
dienen die Gleichungen 31a) dazu, die Verhiltnisse jener
Grossen (32), (13), (21) zu bestimmen. Dieselben sind be-
kanntlich proportional den Cosinussen der Winkel, welche
die feste Drehungsaxe mit den Coordinatenaxen x, X, x.g bildet.
Man findet also aus den Gleichungen 31a) die Rlchtungjener
Drehungsaxe.

Durch die Gleichung 45a) wird die Drehungsgeschwindig-

keit bestimmt, welche bekanntlich gleich ¥V (32)%+(18)2+ (21)2
ist. Es wird némlich

4, —xd, d
&,  G-xd, |=-—x—4xsin?V(32)" 1 (13)"+ RL°(t, — ty)
d::. d;n d;s_x

§ 5.

Wir wollen die vorhergehenden Untersuchungen in diesem
§ dazu anwenden, wm die gleichfosrmigen Bewegungen um
einen festen Punkt zw classificiren.

Als Ausgangspunkt wihlen wir die Gleichungen 40)
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“hwznﬂﬁo lgsya'l)iy
Die Constanten £, waren bestimmt durch die Glei-

chungen 38)
ﬁaﬁi () = P i B [l

Die Funktionen r), haben, wenn wir den Grossen [4:]
wieder die pag. 48 angegebenen Werthe beilegen, folgende
Bedentung:
fa)—1, 2;1—1—00572,!—1“_"13) J

to)

Tad—1, 00 = —SI (1~ 1

n-
Tad, 20 — 1 =80 7 4 (t—1) (J-——I’QI resp 2
7aa, 2 = 008 13, —, (t—1y),
wozu flir ungerades n noch kommt:
Ton =1

Die iibrigen Funktionen ry, verschwinden.

Wir erinnern uns, dass a; der Richtungseosinus der mit
dem starren Korper fest verbundenen Axe x; gegen die un-
hewegliche Axe X, war. Es werde nun ein zweites unbe-
wegliches Axensystem Y, Y, . . . ¥, so gelegt, dass fy der
Richtungscosinus der Axe Y; gegen die Axe Xy ist, und
ausserdem noch ein mit dem Kborper fest verbundenes Axen-
system y, ¥, - .. ¥y, welches zur Zeit t = t, mit dem
Axensystem Y, Y, . .. Y, zusammenfillt. Der Richtungs-
cosinus der Axe x, gegen die Axe y;ist dann offenbar zur

Zeit t derselbe, wie zur Zeit t,, d. h. gleich = 4, ,. Der

Richtungscosinus der Axe x, gegen Y} ist :12' ;"u a,;. Folg-

lich hat der Richtungscosinus der Axey; gegen Yy dgn Werth
ny B By 2y %

oder mit Benutzang von 40) den Werth

‘S (ﬁﬁl 1 ayp.ll‘%' ‘rf ! ﬁo‘). Ayt a:y')

=#A’2’ '(ﬁf#ﬁu T,l' d za‘yp_ a:u" ‘12)301{1 ‘E:!‘/I)
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0 0
o= ;3“ ﬁlﬁ‘ ﬂi‘,u. Tllk

= Tik
Die Richtungscoordinaten der Axen y, ¥, . . . ¥, iu Bezug
auf die Axen Y, Y, ... Y, sind also den durch die Glei-
chungen 44) definirten Funktionen yy; gleich,

Bezeichnen wir in der Determinante

(11) —x (12) ... (1n)
D (x) = .(21') . (22) —'x .. : (2.11). ‘
(nl) (n2) .. (on)—x
den Coefficienten von x® —P, welcher sich als eine Summe von
!
57—(-511—1))— Determinanten pter Ordnung darstellt, mit D, so
gilt mithin folgender Satz.

Es seien die Richtungscoordinaten der mit dem Korper
verbundenen Axen x; in Bezug auf die festen Axen X; als
Funktionen der Zeitt gegeben durch die D]ﬁ’erentlalglelchungen

. d oy

W = 2 o (k)

und die Anfangswerthe ay; fir t=1t. Werden dann die
‘Wurzeln der Gleichung

2+ D, "+ D"+ =0
in der pag. 50 angegebenen Reihenfolge mit 7, 7, . . . 7

bezeichnet, so lisst sich ein mit dem Korper verbundenes
Axensystem y, ¥, . . . y, und ein im Raume festes Y, Y,

.. Y, von der Beschaffenheit finden, dass die Richtungs-
cosinusse 7j; der Axen y; gegen die Axen Y die in 44) de-
finirten Funktionen von t sind.

Die in 44) vorkommenden Constanten sind simmtlich
durch die — resp. ——
g %P T3

D, D, ...D,resp. D, _,

1 .
Grissen

bestimmt. .

Nennen wir dquivalent alle gleichformigen Bewegungen,
die sich bei passender Wahl des im Raume festen und des
mit dem Korper verbundenen Coordinatensystems durch die-



selben G-lelchungen beschreiben lassem, so haben wir also
den Satz:
Alle gleichfsrmigen Bewegungen um einen festen Punkt.
fir welche die Constanten
D, D,...Dyresp. D,__,
dieselben Werthe haben, sind #4quivalent. Denn sie lassen
sich durch dieselben Gleichungen 44) darstellen.

Eine gleichformige Bewegung ist durch die Constanten
D, D, ... charakterisirt unabhéingig von der Wahl des Coor-

dinatensystems. Denn werden in die Gleichungen .
Xx ="a11 x]_ + agj_ xg + + a.[ﬂ. x11
X, =a, 1+a22x2+ -+ Gpy Xy

Xn=“1nxl+%nxg +v--+“nnxn
fir X X,...X, andere Grossen Y, Y, ... Y, firx, x,...%,
andere Grossen y, v, . . - ¥, durch irgend welche orthogonalen
Substitutionen eingefiihrt, so nehmen dieselben die Gestalt an

Y1=311Y1 —[—321}’2-{---. ‘f“?m In

Y2=312Y1 +822Yg +"'+an2 In

Yn=§my1 +5gnyg F+ a4 6nnyn
Gralten fiir die Grossen a; die Differentialgleichungen

d—;:—l = ﬁ'ak;i (kk) (Lkk=1,2...n),

so gelten fiir die Griissen dy; die neuen Differentialgleichungen

dt = .Z'Bk,l (kk), k= .. )

Die Constanten (4u) stehen dabei mit den Constanten (4u),
in solchem Zusammenhange, dass die Gleichung

(11)—x (12) . (1n) (11),—x(12), ...(n),
(21)  (92)—x ... (20) e, (22)1_1 (211)1
) @) ..o [, @), ...@-x

identisch stattfindet. Dieses geht ummittelbar aus den Ent-
wickaelungen von pag. 38 ff. hervor. Die Grissen (ik), sind



wimlich lineare Ausdriicke der Grissen (dz), welche genau
die Beschaffenheit der damals mit ¢,; bezeichneten Aus-
driicke haben. Daraus folgt, dass die Grossen D,, D, ...
ihre Werthe nicht #ndern, wenn tiberall (i), statt (4x) ge-
setzt wird.

Mit Hiilfe dieses Satzes lisst sich nun leicht zeigen, dass

alle #quivalenten Bewegungen durch dieselben Constanten
D,,D, ... charakterisirt sind. Es seien niémlich B und B,

irgend zwei &quivalente Beweguugen. Dann lassen sich zwei
im Raume feste Coordinatensysteme X, ... X, und Y, ...Y,

ebenso zwei mit dem Korper verbundene Ooord.ma.tensysteme
X,...Xyund ¥, ...y, von der Beschaffenheit finden, dass die
Richtungscosinusse ay; aller Axen x; gegen die Axen X; bei
der Bewegung B, den entsprechenden Richtungscosinussen der
Axen y, gegen die Axen Y; bei der Bewegung B, in jedem
Momente gleich sind. Gelten fir diese Richtungscosinusse
die Differentialgleichungen
dah

W = .Z'ar (kk)

so erkennt man unmittelbar, dass die von der Wahl der Coor-
dinatensysteme unabhéngigen Constanten D,, D, ... fiir beide

Bewegungen denselben Werth haben, wenn man der Berech-
nung dieser Constanten bei der Bewegung B, die Coordinaten-

gysteme X, x,...X, und X ...X,, bei der Bewegung B
die Coordinatensysteme y, ...y, und Y,...¥, zu Grunde legt.
Da alle durch dieselben Constanten D,, D,, . .. charak-

terisirten Bewegungen #quivalent, alle #quivalenten Bewe-
gungen durch dieselben Werthe jener Constanten charakte-
risirt sind, konnen wir fiir die Aequivalenz von Bewegungen
folgende zweite Definition au.fstellen Aequiva.lente Bewe-

gungen smd solche, fir welche die T g resp. Constanten

. D,D,...D, resp D,_ 1
dieselben Werthe haben.©

Es seien B, und B, irgend zwei quivalente Bewegungen.
Die beiden im Ra,ume festen Coordinatensysteme X, X ... X,
und Y, Y,...Y,, sowie die beiden mit dem Kﬁrper verblm-



denen x x,...x, und y, ¥, ...y, Seien so gewdhlt, dass die
Richtungscosinusse 7y, der Axen x; gegen die Axen Xy bei
der Bewegung B, und die Richtungscosinusse 7j; der Axen
¥i gegen die Axen Yy bei der Bewegung B, durch dieselben
Gleichungen 44) dargestellt werden. Bezeichnen wir dann
mit 2;, den Richtungscosinuss der Axe Y, gegen die Axe
X, so sollen die beiden Bewegungen B, und B, congruent

2L
oder symmetrisch heissen, je nachdem die Determinante
ﬁ" ﬂi’g Hin
D= ﬁ ﬁ 2
ﬁgl ne

gleich 4 1 oder gleich — 1 ist.

Sind die Bewegungen B, und B, congruent, so kann man
von der Bewegung B, zu der Bewegung B, durch eine Kette
von lauter Hquivalenten Bewegungen stetig fibergehn. Da
némlich die Determinante D gleich 4 1 ist, ldsst sich, ent-
sprechend den Ausema.ndersetzungen in § 1, ein Coordinaten-
systemZ Z, ... Z, aus der Lage des Coordmatensystems
X X. X 1]1(1].6 Lage des Coordinatensystems Y, Y, .
ebeuso im Korper ein Coordinatensystem z, z, . . . Z, aus der
Lage des Coordinatensystems x, x, . . .x, in die La.ge des Coor-
dinatensystems y, y, ... y stetig fiberfihren. Definiren wir
fir irgend eine Lage des Coordinatensystems Z, Z, ... Z,
im Raume und des Coordinatensystems z, z, ...z, im Korper
eine gleichformige Bewegung dadurch, dass die Richfungs-
cosinusse ;. der Axen z; gegen die Axen Zy die in 44) ange-
. gebenen Funktionen der Zeit t sein sollen: so sind alle diese Be-
wegungen dquivalent, und wir gelangen, wenn wir die Lage
der AxenZ Z,...Z, und z, z, ... z, stetig variiren, von der
Bewegung B, schliesslich zu der Bewegung B,.

Die Unterscheidung zwischen congruenten und sym-
metrischen Bewegungen fithrt nur in Riumen von n = 2m
Dimensionen zn einer Gruppirung aller fiquivalenten Bewe-
gungen. In Riumen von n=—2m 4 1 Dimensionen nimlich
gilt der Satz: Wenn zwei i#quivalente Bewegungen sym-
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metrisck sind, so sind sie zugleich congruent, und umge-
kehrt. :
Beweis. Das im Raume feste Axensystem X X...X,

und das mit dem Korper verbundene x Xy e Xp selen w1ed.er 80
gewdihlt, dass bei einer Bewegung B, d1e Bachtungscosmusse Tik
der Axen x; gegen X die durch 44) definirten Funktionen

sind. Wir legen ein neues Axensystem X, X,... Xn in der
Weise, dass die Axen X, X, ... X,_, mit den Axen X, X,

X, zusa.mmenfa]len, Wa.hxend dle Axe X, die der Axe
Xn entgegengesetzte Richtung hat. Ebenso legen wir in den

Korper ein neues Axensystem x x .. . X, von der Beschaffen-
heit, dass die Axen x, x, X,_, mit den Axen x x, .

X, zusammenfa]len, wa.hrend die Axe x, die der Axe x,
entgegengesetzte Richtung hat. Werden die Rmhtungscosmusse
der Axen x; gegen X, mit 7y bezeichnet, so sind alle Funk-

tionen 7z den durch 44) definirten Funktionen 7ix gleich,
wenn D= 2m 4 1 ist. Ist n = 2m, so werden die Funk-
tionen 7y den Funktionen rix nur unter der Bedingung gleich
sein, dass die Constante y; | verschwindet, oder, was das-
selbe ist, dass die Gleichung
D,=0

stattfindet. Fs sei nun eine zweite, der Bewegung B, aqui-
valente Bewegung B, auch durch jene Gleichungen 4—4) defi-
mirt, wemn die 7y darm die Richtungscosinusse der mit dem
Korper verbundenen Axeny; gegen die Axen Yy bedeuten. Ist

damn die Determinante der Rlchtungscosmusse der Axen
Y, Y,...Y, gegen die Axen X L Xy oo Xy gleich + 1, so ist

dle Determma.nte der Rmhtungscosmusse der Axen Y, Y LY,

gegen die Axen X X,...X, gleich — 1, und umgekehrt.
Darans folgt, dass dle BewegungenB und B, zugleic.h con-
groent wnd symmetrisch sind, wenn die Funktionen 7y den

Funktionen 7y gleich sind, d. h. wenn n—2m + 1, oder
D=2m und D, — 0 ist.
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Die Untersuchungen dieses § fassen wir, wie folgt, zu-
sammen. .

Heissen .Aquivalent diejenigen Bewegungen, welche sich
bei passender Wall der Coordinatensysteme durch dieselben
Gleichungen darstellen lassen, so liegt das genaune Kriterium
dafiir, ob zwei gleichformige Bewegungen B, und B, #quivalent
sind, in dem Umstande, dass alle’ dguivalenten Bewegungen
und nur #quivalente Bewegungen dieselben charakteristischen
Constanten
' D,.,D,... Dy resp. Dy _,
besitzen. |

Ist n gerade und D, von Null verschieden, so zerfillt ein
System #quivalenter Bewegungen noch in -zwei Gruppen.
Innerbalb jeder Gruppe kann man von jeder Bewegung zu
jeder anderen stetig iibergehn, nicht aber von einer Bewegung
der einen Gruppe zu einer Bewegung der anderen Gruppe.
Zwei zu derselben Gruppe gehirende Bewegungen haben wir
congruent, zwei zu verschiedenen Gruppen gehirende sym-
metrisch genannt.

‘Wir bemerken, dass ein Kriterium auch dafiir existirt.
ob zwei &quivalente Bewegungen B, und B, im Raume von
n = 2m Dimensionen congruent oder symmetrisch sind. Die
Determinante D, ist ndmlich, wenn n gerade ist, das-Qua-
drat eines ganzen rationalen Ausdruckes der Grissen (Au}).*)
Die Bewegungen B, und B, sind congruent, wenn dieser Aus-
druck fiir beide Bewegungen denselben Werth hat, symme-
trisch, wenn er fiir die eine Bewegung den entgegengesetzten
‘Werth hat, wie fir die andere. .

Es habe, um Beispiele anzufihren, n zuerst den Werth
2. Die allgemeinste gleichformige Bewegung um einen festen
Punkt ist eine Drehung mit constanter Winkelgeschwindig-

*) Es ist allgemein fir gerades n

Wam ——— L P4 k) k... Gy, k)
1.2.3...% 27

24 (b k) (kg k). .. (k, _, k, ) bedeutet das Aggregat von allen den-
jenigen Ausdriicken, welche durch Permutationen der Zahlen 123...n aus
dem Produkte (12) (34) . . . (n — L,n) entstehn, wobei das Vorzeichen -
oder — gilt, je nachdem die Anzahl der Inversiomeu eine gerade oder
ungerade ist. -
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keit. (21) ist die Grosse dieser Winkelgeschwindigkeit, falls
dieselbe als positiv angesehen wird bei Drehungen, welche
die Richtung von der Axe x, nach der Axe x, haben. Die
charakteristische Constante D, ist dem Quadrate der Winkel-
geschwindigkeit gleich. Alle #quivalenten Bewegungen bil-
den zusammen zwei Gruppen, indem fiir denselben Werth
von D, die Drehung im positiven oder negativen Sinme statt-
finden kann. Welcher der beiden Gruppen eine bestimmte
Bewegung angehort, darfiber entscheidet das Vorzeichen von
VD, = (12).

Es sei n=3. Die Bewegung ist eine -Drehung um
eine feste Axe, die Constanten (32), (18), (21) sind die Com-
ponenten der Drehungsgeschwindigkeit nach denAxen x, x, x, ,
D, =(82)* 4 (13)* + (21)* ist das Quadrat der Drehungsge-
schwindigkeit. Alle Bewegungen, fiir welche D, denselben
Werth hat, sind nicht nur #quivalent, sondern auch con-
gruent, da 1 ungerade ist. In der That gelangt man von
jeder Drehung zu jeder anderen, fir welche das Quadrat der
Drehungsgeschwindigkeit denselben Werth hat, einfach darch
stetige Verdnderung der Drehungsaxe.

Es sel n—=4. Die charakteristischen Constanten einer
gleichtormigen Bewegung sind

D, =(12)% 4 (23)* 4 (84)*

D, =((12) (34) — (13) (24)4 (14) (23))°
Alle dquivalenten Bewegungen, d. h. solche, fir welche D,
und D, dieselben Werthe haben, zerfallen in 2 Gruppen, die
sich durch das Vorzeichen des Ausdruckes

VD, = (12) (34) — (13) (24) + (14) (28)
von einander unterscheiden.

§ 6.

Alle unsere hisherigen Untersuchungen iiber gleichformige
Bewegungen bezogen sich auf den speciellen Fall, dass ein
Ponkt des starren Korpers in Ruhe blieb. pag. 26 hatten
wir gleichformige Bewegungen allgemein als solche definirt,
bei denen die Geschwindigkeit jedes Punktes nach Richtung
der n mit dem Korper fest verbundenen Axen X, X, ...X,

von t unabhingig ist.
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Wir denken uns einen starren Kéorper in irgend einer
dieser allgemeinen Definition entsprechenden Bewegung be-
griffen. Zur Zeit t mag er die Lage L, zur Zeit +--dt die
Lage L’ haben. Den Untersuchungen des § 2 zufolge existirt
dann, wenn n=2m ist, im Korper ein Punkt p, welcher zur
Zeit t 4 dt denselben Ort im Ranme einnimmf, wie zur Zeit
t; wenn n—=2m- 1 ist, eine gerade Linie I von der Be-
schaffenheit, dass alle Punkte des Kirpers, die zur Zeit ©
auf ihr liegen, auch zur Zeit t 4 dt auf ibr liegen. Hieraus
folgt wunter, Berficksichtigung der obigen Definition gleich-
formiger Bewegungen, dass der Punkt p seinen Ort zu allen
Zeiten t behalten wird, und dass alle Punkte des Kborpers.
die in irgend einem Moment auf der Linie ! liegen, immer
darauf liegen werden.

Im Ranme von n=2m Dimensionen ist daher die all-
gemeinste gleichformige Bewegung eine Drehung um einen
festen Punkt. Ist mit mithin die Aufgabe gestellt, einen
Korper aus einer beliehig gegebenen Lage L in"eine beliebig
gegebene Lage L, durch gleichformige Bewegung fiberzu-
fiibren, so suche man zundchst denjenigen Punkt p des
Korpers, welcher in den beiden Liagen L, und L, denselben
Ort im Raume einnimmt. Hierzu ist nach § 2 nur die Auf-
losung eines Systems linearer Gleichungen erforderlich. Wird
dann der gefundene Punkt p zum Anfangspunkte der Coor-
dinaten genommen, so ist die Aufgabe auf den in § 83—5
ausfithrlich behandelten speciellen Fall zuritckgefiihrt.

Fiir den Raum von n—= 2m 4 1 Dimensionen kann das
Problem, einen Korper aus einer beliebigen Lage L in eine
andere L, durch gleichférmige Bewegung iiberzufithren, folgen-
dermassen behandelt werden. Man sucht zuerst die Linie 1,
welche die EHigenschaft hat, dass alle Punkte des Kbrpers,
die in der Stellung L auf ihr liegen, auch in der Stellung
L, aunf ihr liegen. Hierzu sind in § 2 die Mittel geliefert
worden. Dapn kann man durch gleichformige Drehung um
irgend einen auf der Linie 1 gelegenen Punkt den Kiorper
aus der Lage L, in eine Lage L’ bringen, in welcher dis
Richtungscosinusse der Axen X, X,...X, gegen die Axen
X, X, ...X, dieselben sind, wie in der Lage L,. Denken
wir uns mit dieser Bewegung eine Verschiebung aller Punkte
des Korpers nach Richtung der Linie 1 combinirt, so wird
die resultirende Bewegung, falls die Verschiebungsgeschwin-
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digkeit constant und gleich g ist, offenbar ebenfalls gleich-
formig sein. Bei richtiger Bestlmmung von g gelangt der
Kborper in gegebener Zeit aus der Lage L, in die Lage L.

Bedeuten 7;, die durch die Gleichungen 44) definirten
Funktionen von t, so lisst sich, wenn irgend eine gleich-
formige Bewegung im Raume von n—2m 4 1 Dimensionen
gegeben ist, das unbewegliche Axensystem X X, ...X,
und das mit dem Korper verbundene x X, ...X, offenbar
in der Weise legen, dass die G‘rIelchungen der Bewegung
folgende sind:

I X —Tnxl +r21x2+ +r-—1,1 n—1
hX Hr12x1+r2212+ +r'n-—12 Xn—l
47)
’ Xn—l - r1n-—-1 L + 7’2,11—]. 2 + + T —1, a—1 n—
Xy =x,+80—1)

Gilt fiir eine Bewegung B, das obere, fiir eine andere
B, das untere Vorzeichen in der letzten dieser nGleichungeu,
so wird sich die Bewegung B, durch genan dieselben Glei-
chungen darstellen lassen, wie die Bewegung B,, wenn diese
auf das Coordinatensystem X, X, ... X, jene auf das Coor-
dinatensystem X, X, ... — X, bezogen wird. Aber diese
Coordinatensysteme sind von der Art, dass eines nicht stetig

m das andere iibergefilhrt werden kann. Man wird daher im
Allgemeinen von der Bewegung B, zn der Bewegung B, nicht

durch eine stetige Kette von Bewegungen gelangen kinnen,
die sich bei richtiger Wahl der Axensysteme X X, ...X,
und X X, ...X, sémmtlich durch dieselben Gleichungen 47)
darstellen lassen.

‘Wir nennen wieder, jetzt nur in etwas weiterem Sinne
als in § 5, alle diejenigen Bewegungen #quivalent, welche bei
richtiger Wahl der Coordinatensysteme durch dieselben
(zleichungen beschrieben werden kionnen. Sind demnach zwei
Bewegungen B, und B, #quivalent, so heisst das, es lassen

sich zwei im Ra.ume feste Coordinatensysteme XX...X
und Y, Y, ... Y, , sowie zwei mit dem Korper ‘verbundene
X X,.. .xn und Y, V... -¥n von der Beschaffenheit finden,
dass die Grossen X X, ...X, bei der Bewegung B, die-
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selben Funktionen vonx, X, ...X, und  sind, wie die Grossen
Y, Y,...Y,von ¥, ¥,...¥, und t bel der Bewegung B, .
Die Bewegungen B, und B, sollen congruent oder symme-
trisch heissen, je nachdem die Determinante, gebildet aus
den Richtungscosiuussen der Axen Y, Y,...Y, gegen die
Axen X X, ...X, gleich + 1 oder glemh — 1 ist.

Die Fort]assung der Beschrinkung, dass bei der gleich-
formigen Bewegung ein Punkt in Ruhe bleiben soll, hat uns
fiir den Raum von n = 2m Dimensionen zu keiner neuen Be-

wegungsart gefithrt. Vielmehr reichen nach wie vor die —;

Constanten
D, D,...D,
zur Charakterisirung der Bewegung hin.
Im Ranme von n=2m - 1 Dimensionen dagegen kinnen
Bewegungen nur dann als &dquivalent bezeichnet werden,

wenn ausser den - Constauten D,,D,...Dy_, noch

die Grisse g* denselben Werth hat. Die #gmivalenten Be-
wegungen zerfallen im Allgemeinen in zwsei Gruppen, da die
Verschiebung des Korpers mit der Greschwindigkeif g mnach
zwei entgegengesetzten Richtungen stattfinden kann. Be-
wegungen, die zn derselben Gruppe gehoren. sind congruent,
Bewegungen, die zu verschiedenen Gruppen gehiren, symme-
trisch. Die beiden Gruppen fallen zusammen. wenn entweder
g? =0 oder D, __ ;=0 ist. Denn im ersten Falle kann man
in den Gleichungen 47), ohne sie zu verdndern, — X, fir X
und gleichzeitiz — x, fiir x; setzen. Im letzten Falle lauten
2 der (Heichungen 47) folgendermassen
X;4 =Xy, wihrend in den iibrigen weder x;
noch x; 41 vorkommt, man kann also, ohne etwas zn &ndern,
— X, fir X;, —x; fir x; setzen. In beiden Fillen er-
kennt man, dass die durch 47) dargestellte Bewegung sich
selbst symmetrisch ist.
BEs sel n=23. Die allgemeinste gleichformige Bewegung
ist eine Schraubenbewegung. Von den charakteristischen
Constanten bedeutet D, das Quadrat der Drehungsgeschwin-
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digkeit, g? das Quadrat der Fortschiebungsgeschwindigkeit.
Zwei Bewegungen, fir welche D, und g* dieselben Werthe
haben, sind congruent, wenn beide rechtsliufige oder beide
linksldufige Schraubenbewegungen sind. symmetrisch, wenn
die eine rechtsliufiz, die andere linksliufig ist. Der Unter-
schied zwischen Congruenz und Symmetrie hort auof, sobald
entweder die Drehungsgeschwindigkeit oder die Fortschie-
bungsgeschwindigkeit gleich Null ist.




THESEN.

L

Das Verhalten des Lichtes in bewegten Medien zwingt
zu der Annahme, dass die Dichtigkeit 2 des Lichtéthers in
den verschiedenen isotropen Koérpern umgekehrt proportional
. dem Quadrate der Fortpflanzangsgeschwindigkeit v des Lichtes
ist. Daraus folgt zugleich auf Grund der bekannten Bezie-

hung v? = ‘%- dass die Blasticitit k des Lichtithers in allen
isotropen Korpern denselben Werth hat.

IT1.

Obgleich es uns nicht méglich ist, eine vollstindig an-
schauliche Vorstellung von Riumen zu gewinnen, die mehr
als drei Dimensionen besitzen, sind wir doch im Stande, uns
im Einzelnen diejenigen Erfahrungen anszumalen, welche wir
machen wiirden. wenn wir in einem Raume von mehr als
drei Dimensionen lebten und mns nach sdmmtlichen Dimen-
sionen willkiirlich bewegen konnten.

IITL
Es ist oft behauptet worden, dass Kants kritisches
System der Philosophie sich selbst durch die Imkonsequenz
im Gebrauche des Begriffes , Ursache“ widerlege; denn der-
selbe wird einerseits fiir einen reinen Verstandesbegriff er-
klirt, und seine Anwendung dadurch auf das Gebiet der
Erscheinungen beschrinkt, andererseits aber werden die ,Dinge
an sich® als die ,Ursachen“ der Erscheinungen betrachtet.
Dieser Widerspruch lisst sich durch die Annahme beseitigen,
dass in den beiden Fillen das Wort ,Ursache® zweli ganz

verschiedene Begriffe bezeichnet.



VITA

Na.tus ego, Ludovicus Scheeffer, Regiomontii in Borussia
Calendis Tuniis a. 1859 patre Ludovico et matre Mathilda
e gente Broscheit fidei evangelicae addictus sum. Postquam
" ab a. 1868 primo gymnasium Veteris Urbis Regiomontanae,
deinde patre mortuo gymnasium Fridericianum Berolinense
frequentavi, inter almae literarum universitatis Fridericae
Guilelmae cives receptus sum a. 1875. Per quadriennium hie,
si duo excipis semestria Heidelbergae et Lipsiae exacta, in
stodils versatus mathematicis, physicis philosophicis horum
viroram lectionibus operam dedi: Borchardt. Helmholtz,
G. Kirchhoff, Kummer, Kronecker, Weierstrass.
Zeller., Quos viros maxime colendos gratissima semper
prosequar memoria.

e



