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EINLEITUNG.

) In einer Ebne, deren Punkte durch die Werthe einer com-
plexen verinderlichen Grisse x = ¥ + 5i bestimmt sind, sei
eine geschlossne, sich nicht selbst schneidende Linie 2 von
endlicher Lénge gezogen. Den von dieser Linie umschlossnen
endlichen Bereich bezeichnen wir mit 4. Dann gilt der Satz:
Die einfach zusammenhingende Fliche A ldsst sich conform in
eine Halbebne transformiren — ein Theorem, das auch in fol-
gender Weise ausgesprochen werden kann:

Es giebt eine analytische Funktion &' = f (x), welche auf
der Grenze des Gebiets A nur reelle Werthe, im Innern des-
selben nur complexe Werthe annimmt, und zwar. diejenigen,
deren zweite Coordinate positiv ist; die aber jeden dieser Werthe
einmal und nur einmal erreicht.

Man gelangt zu dieser Funktion f(z), wenn man sich die
Aufgabe stellt:

Alle Funktionen K (2) zu bestimmen, welche im Innern
des Bereiches A4 den Charakter rationaler Funktionen besitzen
und an der Grenze desselben endliche reelle Werthe annehmen.

Dass diese Funktionen existiren, erkennt man aus folgen-
dem, von Herrn Schwarz bewiesnen, allgemeinen Satze!):

1) Ueber die Integration der partiellen Differentialgleichung B;”:-
dx
+ %
Bq’
Von Herrn A, Schwarz. Aus dem Monatsberichte der Kdnigl. Akademie
der Wissenschaften zu Berlin vom Oktober 1870.

unter vorgeschriebenen Grenz- und Unstetigkeitsbedingungen.

1



* gleichung 3

2
. Ist 4 ein im Endlichen liegender einfach oder mehrfach
zusammenhangender Bereich, und wird fir alle Punkte der Be-
grenzung desselben eindeutig eine endliche, stétig verinderliche
Grosse z definirt, so giebt es eine und nur eine im Innern
von 4 mit ihren simmtlichen Differentialquotienten endliche,
stetige und eindeutige Funktion I/, welche der Differential-
o'0 8y

e + = Er = o geniigt, und deren Werth an der
Begrenzung von 4 mit dem von z iibereinstimmt').

Von diesem Satze lisst sich, zunichst fiir das einfach zu-

" sammenhiingende Gebiet 4, folgende Anwendung machen:

Es sei p (x) eine rationale Funktion von # mit willkiir-
lichen reellen oder complexen Coefficienten, die nur der Be-
dingung unterworfen ist, dass keine der Stellen, wofiir sie
unendlich wird, auf der Linie £ liegt. Dann folgt aus dem an-
gefiihrten Theorem, dass eine Funktion F (z) existirt, deren
imagindrer Theil an der Grenze von 4 mit dem imaginiren
Theile von p () tbereinstimmt, und die im Innern dieses Be-
reichs iiberall den Charakter einer eindeutigen ganzen rationalen
Funktion besitzt. Die Differenz p (x) — F (x) = K () verhilt
sich daher im Innern von A4 wie die rationale Funktion p ()
und nimmt an der Linie £ reelle Werthe an.

Durch diese beiden Bedingungen ist zugleich K () bis auf
eine additive reelle Constante vollig bestimmt. Wird p (x) an
keiner Stelle des Bereichs umnendlich, so ist K (2) eine reelle
Constante. Ferner: bildet man aus mehreren Funktionen dieser
Art einen rationalen Ausdruck mit reellen Coefficienten, so

) Herr Schwarz hat zwei Beweise dieses Satzes angegeben, von
denen sich der eine auf eine Fliche bezieht, die einfach oder mehrfach
gussmmenhiingend sein kann, deren Grenze aber aus einer endlichen An-
gahl von Theilen analytischer Linien zusammengesetzt ist. Der andre
Beweis gilt fiir ein einfach zusammenhiingendes Gebiet, dessen Grenze
dieser Bedingung nicht unterworfen ist, aber iiberall convex ist. Mit Hiilfe
dieses letzteren Resultats, ldsst sich durch das alternirende Verfahren,
dessen Herr Schwarz sich bedient, der allgemeine Satz in der angegebnen
Form beweisen,
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~ wird durch diesen gleichfalls eine Funktion derselben Art dar-
gestellt.
Wir setzen nun fiir p (x) zwei verschiedne rationale Fun-

ktionen: "1/ y
! — 2 " —_ si
P (@)= —a’ p"(2)= —a

?

wo 2 = a einen Punkt im Innern des Bereichs bedeutet, und

bezeichnen die entsprechenden Funktionen K (2) mit K' (z)

und K" (x). Bilden wir aus K’ (x) und K" (x) die Funktion
f@ =K@+ iK' (z)

80 wird & (#) an der Stelle # = @ unendlich wie p z

—

p die
adjungirte Funktion & (z) = K' (¥) — i K" () besitzt dagegen
an dieser Stelle einen endlichen Werth ¢;. Setzen wir

K@) = Z,, & (x) = Z,
und bezeichnen die zu ¢; conjugirte complexe Grosse mit ¢,
so ist das Produkt

‘ (Z, —¢) Z3— ¢y)

wiederum eine Funktion der Klasse K, die aber jetzt an keiner
Stelle unendlich wird. Dieselbe muss daher eine positive Con-
stante sein:

(Z,— ) (Z; — ) = R

Setzen wir nun

a, + b, x'
ZzZ, = R1—32
1= a+ a,+ b x'’

wo a, und @, b, und b, conjugirte complexe Grossen bedeuten,
so folgt aus dieser Gleichung:
Z,:c,+R-—-——-——-21§j§. _
Es sind daher K'(x) und K" () rationale Funktionen von z'
mit reellen Coafficienten, und umgekehrt lisst sich 2’ rational
und reell durch diese’ beiden Funktionen ausdriicken. Die
Coefficienten @,, &, konnen wir so bestimmen, dass &’ in drei
gegebnen Punkten der Grenze die Werthe 0, 1 und oo an-
nimmt.
1*
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- Nun l8sst sich sehr leicht zeigen, dass durch diese
Grosse 2', welche ebenfalls an der Grenze des Gebiets A4
reell ist, aber in einem Punkte der Linie ¢ unendlich wird,
nicht nur K’ (x) und K" (x) sondern alle Funktionen der
Gattung K rational mit reellen Coefficienten ausgedriickt wer-
den kinnen
Gleichzeitig geniigt diese Funktion 2’ = f (x), wenn wir
nur @, und b, so wihlen, dass die zweite Coordinate von -g-!-

1
positiv wird, allen Bedingungen, welche erforderlich sind, da-

mit durch die Transformation z' = f (x) das Gebiet 4 in die
positive Halbebne verwandelt wird.



Erster Theil.

§ 1.

ln der Ebne der complexen Grosse & = § -+ qi sei eine
in sich selbst zuriickkehrende einfache Linie Lo von endlicher
Liange gezogen. Im Innern des von dieser Linie umschlossnen
endlichen Bereichs denken wir uns » — 7 andere einfache ge-
schlossne Linien

1. L,L, .. . Ln
in der Weise gezogen, dass keine derselben eine andere oder
die Linie Lo schneidet. Dann ist derjenige Theil der Ebne,
welcher nach Aussen durch Lo, nach Innen durch L, Lg . . .
Ln begrenzt wird, ein nfach zusammenhingendes Gebiet von
endlichem Flacheninhalt, welches mit A bezeichnet werden
moge.

Wir bilden jetzt folgenden Ausdruck:

2. p(x)=R(x)+iC, logR, (x) + iC; log Ry (x) + etc.,
in welchem C,, C, etc. reelle Constanten, R (z), R,(z), R,(x)
ete. rationale Funktionen von 2 mwit willkiirlichen reellen oder
complexen Coefficienten bedeuten, die nur so beschrinkt werden
milssen, dass p(x) an keiner Stelle der Begrenzung von A un-
endlich wird.

Wir zerlegen nun p(x) in seinen reellen und imaginiren
Theil:
pE+ i) =p,(59) +ipy (5 1);
dann ist p,(§ 7) eine eindeutige Function, welche an jeder
Stelle der Begrenzung einen bestimmten endlichen Werth
besitzt.
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n willkiirlich gewihlte reelle Constanten; dann erbalten wir
eine Grosse Z, die allen Voraussetzungen des in der Einleitung
~ ausgesprochnen Theorems geniigt, wenn wir setzen:

Z = ¢, + p,(5, 9) auf der Linie Lo,

T Z = ¢, + py(& 5) auf der Linie Z,,

endlich:
Z =c¢ey_1+ py(& ) auf der Linie Z,_;.
Die Funktion u, welche an der Begrenzung des Gebiets der so

definirten Grosse Z gleich wird, bezeichnen wir mit ¢ (%, 7).
i oy &2 . .
| Da §' + —5;—%- = o ist, so ist

[ Al -

= Es seien ausserdem

Cs € . . . €Cn—1
T

8cp dE— 8§

das vollstindige Diﬁ‘erentlal einer neuen Funktion w(§4). Die-
selbe ist, da ?;g und % eindeutig sind, entweder selbst ein-

deutig; oder, wenn dies nicht der Fall ist, so ist die Differenz
zweier Werthe an einer und derselben Stelle eine Periode.
Eine solche wird dargestellt durch das Integral:

f(aq @ — 8§ B 1)

welches iber eine beliebige geschlossne Linie im Innern des
Gebiets auszudehnen ist.

Wir wihlen nun #» — 1 bestimmte Integrationswege:
L,L ... L

n—1

R TN

ﬂ“exwgt?;:fis’ I

#

in der Weise, dass L'v eine cinfache geschlossne Linie ist, die
-ganz im Innern des Gebietes A liegt und nur die Grenze L
.~ umschliesst; die entsprechende Periode sei 2 w,, dann ist leicht
" zu zeigen, dass diese Grisse von der speciellen Form der Linie
,- " L'v unabhangig ist. Denn es sei L'y eine zweite Linie, durch

““welche L'y in derselben Weise umschlossen wird, wie L» von
» L'v- dann ist das Doppelintegral

%’““;'”_3,

ot
41'
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ausgedehnt iiber den von L), und L’,’, begrenzten Bereich, gleich

S (5 5= 40)

wenn wir dieses Integral iiber die beiden Grenzlinien L/ und
L, erstrecken; es ist daher

f(g;"; 8(P)d§dq—~2m —2a,

Die linke Seite dieser Gleichung ist offenbar gleich Null, und
daher 0, = w,.

Aus den Perioden
20, 2wy . . . Z2w,_1
lassen sich nun alle iibrigen linear und ganzzahlig zusammen-
setzen:
20 =2my 0, +2myw,+ . . +2m,_q0,_ 1.
Die Funktion (&, 4) besitzt also (n—1) Perioden.
Wir bilden jetzt aus ¢ und y die complexe Funktion:

f[=yv+igp.
dy _ 8¢ By _ By .

Da BE — By’ Bg —  BE ist, so findet man durch dif-
ferenziren:

9f d¢ . . dgp

BF " Bp ' ' BE

% . _ 2%, Scp df

CE A M T

Hieraus geht hervor, dass / eine Funktion einer complexen
Variabeln 2 = § + 94 ist:
Y& 7) +ip(E g) = f(2).

Wir wissen, dass simmtliche Differentialquotienten von f(x)
im Ionern des Gebiets endliche stetige und eindeutige Fun-
ktionen von x sind, Ist daher £ = 2, ein Punkt im Innern
des Gebiets, so lasst sich f(x) nach ganzen positiven Potenzeg
von x — x, in eine convergente Reihe entwickeln.
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Es gei jetzt:

p @) —f(z)=F (2)

Dann ist F (x) eine analytische Funktion von z, welche
sich an jedem Punkte im Innern von A verhilt wie die
logarithmisch -rationale Funktion p (x), und deren imaginirer
Theil an der Linie Lo den constanten Werth ¢, 7, an der
Linie L, den Werth ¢, ¢ annimmt u.s. f. Durch diese Eigen-

" schaften ist F (x) bis auf eine additive reelle Constante villig
bestimmt. Die Differenz zweier verschiedener Werthe dieser
Funktion an einem und demselben Punkte des Gebiets ist eine
reelle Periode:

Zo=2mow, +2mw, + . . +2m, 1o, 1
Wir fassen jetzt einen Punkt x = 2, in’s Auge, der auf einer
der Linien Lv liegt. Es sei 1 eine Strecke dieser Linie, die
den Punkt a, enthéilt, und u eine beliebige zweite Linie, welche
die beiden Endpunkte dieser Strecke verbindet. Dann bilden
wir diejenige Funktion ¢ von z, weleche an der Stelle a, ver-
schwindet, und durch die der von 1 und p eingeschlossene ein-
fach zusammenhingende Bereich in die positive Halbebne ab-
gebildet wird. Durch diese Transformation verwandelt sich
F (x) — ¢, i in eine Funktion f (¢), welche in der Nihe des
Nullpunkts auf der positiven Seite der reellen Linie den Cha-
rakter einer ganzen Funktion besitzt und die fiir alle reellen
Werthe von #, die eine bestimmte Grenze nicht iibersteigen,
selbst reell ist.

Es ist nun moglich, fir die entsprechenden Punkte der
negativen Halbebne eine zweite analytische Funktion £ (2) in
folgender Weise zu definiren: Wenn £ (f) in einem Punkte
o + i der positiven Halbebne den Werth 4 + Bi besitzt, so
goll £, () im Punkte o— zi den conjugirten Werth besitzen.
(Denn bei dieser Definition gilt die Gleichung %—C—‘— :i;%%).
Beide Funktionen stimmen an der Grenze iiberein; folglich ist
f (£) die analytische Fortsetzung von f (7).

Daraus folgt aber, dass f (#) nach ganzen positiven Potenzen
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von ¢ entwickelt werden kann; und da diese Funktion fiir reelle
Werthe von ¢ selbst reell ist, so miissen die Coefficienten dieser
Entwicklung reelle Grossen sein.

Es gilt also folgender Satz:
Wenn & = x, ein Punkt der Grenze ist, so giebt es eine von
der Form der Grenze in der Nahe dieser Stelle abhangige
Funktion ¢ von &, durch welche sich F () in dieser Weise
darstellen lasst:

F(x)=c,i+ [+ fit+fit*+

wo [y, fis [o ete. reelle Coefficienten bedeuten.

§ 2.

Setzen wir fiir p (x) eine rationale Funktion R (x), und
bestimmen, dass die Werthe des imaginiren Theils von F (z):
i, et . . . gt
simmtlich gleich Null sein sollen, so geht F (x) iiber in eine
Funktion, die an der Grenze des Gebiets endliche reelle Werthe
besitzt und im Innern desselben nirgends den Charakter einmer
rationalen Funktion verliert. Eine solche bezeichnen wir mit H ().

Jede Funktion H (x) kann periodisch vielwerthig sein;
ihre Perioden sind aber reell und die Anzahl derselben nicht
grisser als n—1.

Von diesen Funktionen gilt nun offenbar folgender Satz:

I. Es sei H'(x) eine Funktion dieser Art, welche die Perioden
2 w), 2w, ete. besitzt, H" (x) eine zweite mit den Perioden |
20!, 2w, ete. und ¢, ¢” zwei reelle Constanten; dann ist
¢ H (x) + ¢" H' (x) eine Funktion derselben Art, deren Perio-
den sind:

2w, =2cw, + 2", (=12 . . n—1).

Bildet man ein Aggregat von m Funktionen #, so lassen
sich die Coefficienten ¢, ¢”, ¢" etc. so bestimmen, dass die
Perioden simmtlich verschwinden. Alsdann ist # (x) eine im
Innern des Gebiets 4 ©indeutige Funktion, die wir mit X ()
bezeichnen. Diese Funktionen besitzen folgende Eigenschaft:
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II. Jede Summe und jedes Produkt zweier Funktionen
K, (x), K, (x) ist wiederum eine Funktion K () derselben
Art und wird nur unendlich an den Stellen, an welchen K,
und K, unendlich werden. '

III. Jede Funktion H oder K, welche an keiner Stelle
unendlich wird, ist nothwendig eine reelle Constante.

Es sei @ = a ein willkiirlicher Punkt im Innern des Ge-

f biets, w eine positive Zahl. Wir bilden dann die rationalen

Ausdriicke
1 1

, 2 2
P(x)='(;'_:',;j#:f’(-r (w— a)l"

und bezeichnen die entsprechenden Funktionen A mit H, (x)
und H, (z). Jede der Differenzen
1 1

H, @) —ram B @) + i
besitzt alsdann in dem ganzen Gebiete 4 den Charakter einer
ganzen Funktion.
Es seien

1. 2oy, 209, . . . 2ah_3,.
die Perioden von H, (z), und

2. 2&)1# 203, . . . 205 4,
die Perioden der andern Funktion Hy, (). Die aus H,, wnd Hj,

complex zusammengesetzte Funktmn

3. H, (z) + i H, (x)
bezeichnen wir mit Hu (.z'), und die ihr adjungirte
4. H,(z) — i H}, (z)

mit §, (2). Dieser zwelte Ausdruck w1rd an keiner Stelle im
Innern oder auf der Grenze des Gebiets unendlich, dagegen
lasst sich Hu () in der Umgebung der Stelle 2 = 4 in fol-
gender Weise entwickeln:

‘ ' 5. ‘ﬁ!‘ (4') = ﬁf& + EO(CR(”)(-T—Q)”.
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Die Perioden dieser Funktion sind:
6. 2w, =20, + 2iay,,
=12 . . n—1).
Den allgemeineren Fall, in welchem diese Perioden nicht s&mmt-
lieh verschwinden, behandeln wir zuerst.
Wir suchen die kleinste Zahl &, fiir die es moglich ist,
a—1 complexe Grissen
1. Asdg o . o Ay
g0 zu bestimmen, dass
8. K (@) =8¢ @ +4He1 @+ . . .+ 15 (%)
eine eindeutige Funktion wird. Damit dies der Fall sei, muss
9 2w, +24w,, 1+ . . . +24 y0,,=0
sein fir » =1,2,3 . . . a—1.
Ist @ gefunden, so suchen wir die nichst hohere Zahl g,
fiir die es moglich ist, die Gleichungen
10. 2@,5+ 24 0,51+ . . . +2h _q0,7=0
zu befriedigen. Alsdann ist
1L 8 @) =08, (@) + 4 §p1(@ + .. + 418,
eine eindeutige Funktion von der niichst hiheren Ordnung.
Setzt man dies Verfahren fort, so erhilt man eine ganz
bestimmte Reihe wachsender Zahlen:
12. o, f, 7 ..
Fiir jede Zahl w dieser Reihe glebt es eine eindeutige
Funktion R (), welche darstellbar ist in der Form
13. R @) =9, (@) + 4, 9,1 () + ete.
Es seien
14. ky By By
diejenigen positiven Zahlen, welche in der Reihe (12) nicht
enthalten sind. Dieselben sind dadurch charakterisirt, dass es
nicht mdoglich ist, ein System von Null verschiedner complexer
Grossen 4, A3 1, etc. so zu bestimmen, dass die Gleichungen
15, 24 a0,y + 21, 0, K, + 24w, p, + ote. =0
w=1,2,3 . . n—1)
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erfallt werden. Angenommen, dass es n—1 solcher Zahlen
giebt, so ist die Determinante
. =12 . . n—1

16. I2“’#:"' (: —L2 . . n-—l)
von Null verschieden. Eine Zahl %, kann alsdann nicht mehr
existiren, da das Gleichungssystem

117. 2&?#,;“, + 24, ® 4, kn—1 + . . + 2}.,'_“1 Ok, = 0

=12 ... n—-1)

sicher auflosbar wire. Daraus folgt, dass die Anzahl ¢ der
Glieder der Reibhe (14) nicht grosser als »—1 sein kann:

18. e = n—1.
Ferner ist klar, dass a kleiner oder gleich ¢ 4+ 1 sein muss.

§ 3.
Jede der Funktionen & , (x) ist darstellbar in der Form:
R, (@) =3 (4 +iB ) (Hy @) + il (2)
m=1
1. => (4plyn — By H;)
+ iy (Bn H, + 4y, H;;,)
Vou diesen beiden Summen stellt jede fiir sich eine eindeutige

Funktion dar, die an der Grenze von A reelle Werthe an-
nimmt. Es ist daher

2. R‘u @)= K;‘ (w) + K;,’ (x)
eine aus zwei an der Grenze reellen Funktionen X' und K"

zusammengesetzte Funktion, welche nur an der Stelle 2 = a
von der wten Ordnung unendlich wird, wihrend die zu ihr

conjugirte
3. .s% (@) =K, (z) —i K} () = 2 (dp—iBy)
(Hyp— i Hy)
auch an dieser Stelle einen endlichen Werth besitzt.

Wir bezeichnen jetzt allgemein mit & (2) eine eindeutige
Funktion
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4, KS@=K (@) +iK'(2),
welche nur an der Stelle 2 = a unendlich wird, wihrend ihre
conjugirte A

5. K@) =K (x) —iK" (2
iiberall im Gebiete A4 den Charakter einer ganzen Funktion
hat. Dann lisst sich zeigen, dass & (x) Iinear durch die Fun-
ktionen dieser Reihe

6' Ru(x) = Ea’ Rﬁ{x) = §ﬂ5 ete.
ausgedriickt werden kanm.

Denn es sei:

md,+iB
1 _ fad Jd _
7 K(x)—zl (x——a)—" + 9P (2 — a),
) e om Ay +iBy,
K (x)ns:l—(x—_a-——)p + P (x—a);

dann folgt aus der Bedingung, dass K'(x) —iK"(x) an der
Stelle #=a nicht unendlich werden soll:
8. A”+B"u=o, B,—A4,=o.
Es ist daher
K (@) =27 (4, H, () — B, H} () +r, (),

K'@)=23 (B H,, (@) + 4, H, (@) + 7, (),
wo 7, (z), 73 (x) Funktionen hbedeuten, welche an der Grenze
des Gebiets reell sind und im Innern an keiner Stelle unendlich
werden. Diese miissen daher Constanten gleich sein:
10. n (@) = ¢, 15 (@) = €5
Aus den Gleichungen (9) und (10) folgt nun:
1. K@+ik' (@) =C+23 {(4,+iB,)

(H,,(x) + i Hy ()}
oder:

12. R@=0C+ 2§ (4, +iB,) §, ().
1

Da die Perioden der Funktion & (z) gleich Null sind,
so ist
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m
13. 2(‘4#+z‘3")2w,m=0(==1,2 e n—1).
u=1
Hieraus erkennt man, dass m eine Zahl der Reihe afy ..
sein muss. Dann existirt aber eine Funktion:

4 §=8n@=9,@) + 24,9 p1@+ ...

*. folglich ist

15. R(2)—2(Ap+iByp) R (2) = C+3 (4, +iB,) 9, ()

eine Funktion von derselben Art wie & (x), aber von niedrigerer
Ordnung. Da man dieses Verfahren fortsetzen kann, so muss
sich schliesslich & () darstellen in der Eorm:

16. (@ =C+ IC, &, ().
w=0ap...m.

Damit ist der ausgesprochne Satz bewiesen.
Aus der Reihe der Zahlen

e, By ...
mbgen ausgeschieden werden:

Erstens «. Zweitens §, wenn f = o mod. & ist. Drittens p,
wenn y = o oder = # mod. « ist, u. s. f.

Die Zahlen p, g pg . . . p,—1, wWelche dbrig bleiben, sind

~ dann sémmtlich incongruent mod. «, und bilden, wenn wir

#, = o hinzufiigen, mod. & ein vollstindiges Restsystem, da die
Zahlen e, 8, y . . . von einem bestimmten Gliede an immer
um die Einheit aufsteigen. Jede Zahl u der Reihe o, 8, 7 ...
lasst sich dann in der Form
17. p=me 4+ u,
darstellen, wo m eine positive ganze Zahl oder Null, u, eine
der Zablen o, p,, py . . . pr_q bedeutet.
Wenn wir nun setzen

18. R, (@) = | R, (@)}" Ko, (@

* oder, was dasselbe ist

19. Eu = Ea Kby
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so geniigen wir allen Bedingungen, welche an die Definition
der Funktion R# (x) gekniipft sind.

Nun lisst sich nach dem eben bewiesnen Satze (s. Gl. 16)
jede Funktion & (z) linear durch &,, &, &, ete. ausdriicken;
folglich lasst sich & () auch in dieser Form darstellen:

20. K@) =4d,+ 4, ‘Ep. + 4, E‘u, +.o ooy Sua—1
wo 4, 4,, A, etc. ganze Funkfionen von ¥, bedeuten..

Es sei o die erste Zahl in der Reihe ¢ gy . . ., welche
relativ prim ist gegen e, und

21 Ee =4, §y = 0.
Dann ist jede Potenz von v eine Funktion & (#) und daher
- in der angegebnen Form darstellbar:
=1= §p.
ol =k
‘ a—1

2
929, v = 20 A:S )gﬂ'x

a—1
-1 —1
T = 2 Aftu )pr
0
Diese Gleichungen lassen sich nach den Grdssen

Epgy 4y - -+ Ewg—1
aufidsen, wenn die Determinante der Coefficienten von Null
verschieden ist. Das Verschwinden dieser Determinante aber
wiirde bedeuten, dass zwischen den Grdssen
0t .., ool

eine lineare Gleichung besteht, deren Coefficienten rationale
Funktionen von # sind; oder mit andern Worten, dass » und »
durch eine Gleichung & (,v) = o verbunden sind, deren Grad
in Beziehung auf ® kleiner als « ist. Dieser Fall kann nicht
eintreten.

Denn die Funktionen # und v lassen sich in der Nahe
der Stelle 2 = a in folgender Weise entwickeln:



1 Ug—1 Up_ 2
g e —a1 Yt Gap?
1 Vy—1
v= (x—a)® + @w—a)¥—1 R

Diese Reihen, in die Gleichung & (u, v) = o eingesetzt, miissen
. dieselbe identisch befriedigen. Nun ergeben sich aus den Glei-
chungen (23) zu einem unendlich grossen Werthe von « & ver-
schiedene unendlich grosse Werthe von ». Die Gleichung & (u, v)
= o muss daher in Bezug auf v mindestens vom Grade e sein.

Daraus ergiebt sich, dass sich die Grossen &, in folgender

Weise durch » und » ausdriicken lassen:
24. Ep, = Rf") + Rf") v+ R0+ ... + B o,

wo Rf"}, fo) etc. rationale Funktionen von 2 sind. Nun ist
aber (s. Gl. 22):

a—1
25. " = 2 AS,") Eu, .
0
Folglich 13sst sich »” ebenso darstellen:
a—1
26. " = — 2 G,_, ),
»y=0

oder:
4+ G W G )" P+ ..+ G, (W) = 0.

Es besteht also eine algebraische Gleichung & (u, v) = o
zwischen den Funktionen # und ». Dieselbe ist in Bezichung
auf v vom Grade e.

§ 4.

Aus den Gleichungen (16) und (24) des vorigen § geht
hervor, dass jede Funktion & (z) = K (x) + iK"(zx), welche
nur an der Stelle 2 = a unendlich wird, wihrend die ibr ad-
jungirte & () = K'(x) — i K" (z) auch in diesem Punkte einen
endlichen Werth besitzt, sich rational durch « und » ausdriicken
lassen muss.
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Nun ist leicht zu sehen, dass dasselbe von der adjungirten
Funktion &(z) gilt. Denn bilden wir die zu z = &,(z) ad-
jungirte Funktion

1. w = R, (2) = K, (2) — i Ky (2),
so lasst sich diese nach ganzen positiven Potenzen von & — a
entwickeln:

2. w=g+ik+ (g, + i) (x — a) + ete.

Angenommen nun, die Funktion &(x) werde an der Stelle

x = a unendlich von der mten Ordnung, so ist das Produkt
3. R(z) (W — g —ik)™ =K (x) —ik" ()

eine Funktion, welche im Innern des Gebiets A nirgends un-

endlich wird.

Aus dieser Gleichung folgt aber (wie man leicht erkennt,
wenn man bemerkt, dass die Funktionen A’ (x)+¢K"(x) und
K'(x)—iK"(x) an der Grenze von A conjugirte Werthe haben):

4, K@) (u— g+ ik =k (z) +ik" ().
Dieser Ausdruck kann, da &(z) im Innern von A4 nicht
unendlich wird, nur an der Stelle # = @ unendlich gross werden.

Es ist daher nach dem im Anfange dieses § ausgesproch-
nen Satze ¥ (x)+ %" (x) und mithin auch & () eine rationale
Funktion von = und ».

Wir erkennen also, dass beide Ausdriicke

K (r)+iK"(x) und K'(x)—iK"(x)
rational in # und v sind. Daraus ergiebt sich der Schluss:

I. Jede an den Grenzen reelle Funktion K(z),
welche nur im Punkte 2 =@ unendlich wird, lisst
gich rational durch # und » ausdriicken.

Setzen wir daher

5. K, (x)=p, K, (x)=¢
8o ist p +é¢ =wu, und sowohl p als ¢ rational durech » und

v darstellbar. Nun ist es leicht, folgenden Satz zu beweisen:
2
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Il. Jede Funktion der Gattung (K) lisst sich in
der Form einer rationalen Funktion von 2« und » dar-
stellen.

Denn angenommen, es werde K(z) im Innern von A4 un-
endlich an den Punkten

Xy Xy Xy . - . Ty
" und es seien
@ e . . . ey
die zugehorigen Ordnungszahlen. Wir bezeichnen dann mit
Pr P - - - Pm
die Werthe der Funktion p =K/ (x) in diesen Punkten.

Alsdann ist

K@) (p—p)* (p—p)™ - . . (p—pn)m

eine an den Grenzen des Gebiets reelle Funktion, welche nur
an der Stelle ¥ = ¢ unendlich wird. Diese muss sich, dem
ersten Satz zufolge, rational durch = und » ausdriicken lassen;
und da p ebenfalls rational in diesen Grossen ist, so erhalten
wir das Resultat:

6. K(z) = R(u,v).

_ Wir setzen jetzt:

T a=K,@), 4,=K.@), v,=K)(a), 5, =K} ().
Dann ist u=u, +iu,, v=1v,+iv,, und alle vier Grossen u,,
vy, #y, v, sind rationale Funktionen von # und ».

Nehmen wir fir den Augenblick » als constant an, so
ktonnen wir auf unendlich viele Arten eine reelle Zahl A so
wihlen, dass die Klasse der algebraischen Grissen w», und u,
unter der Klasse

8. p=u,+ Ay
enthalten ist. Es ldsst sich daher »,, u,, v,, v, rational durch
p und v ausdriicken. In derselben Weise konnen wir » durch
eine andere Funktion

9. g=0v,+py,
. ersetzen; dann wird » und » rational durch p und ¢ ausdriick-
.. bar gein. Wir sehen also:
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[ll. Eg ist auf unendlich viele Arten moglich,
zwei Funktionen p und ¢ zu bestimmen, die selbst
der Gattung K(x) angehdren, und durch die sich
simmtliche Funktionen dieser Gattung rational aus-
driicken lassen.

Da sowohl p und ¢ rational durch « und o, als auch =
und » rational durch (p, ¢) ausdriickbar sind, so sind die
Funktionen p und ¢ durch eine irreduktible Gleichung

10. Gp,g) =0

verbunden, die durch umkebrbare rationale Transformation aus
G (u») = o hervorgeht. Diese Gleichung (10) wird durch un-
endlich viele reelle Werthepaare erfiillt; folglich miissen die
Coefficienten derselben reelle Grossen sein.

Setzen wir ferner

K(x) =R, (p,q) + iR, (p, ),

so muss der imaginire Theil dieses Ausdrucks identisch Null
sein, weil er fiir alle Punkte der Grenze verschwindet; wir
haben also den Satz:

IV. Jede Funktion K(x) ist eine rationale Funktion
von p und ¢ mit reellen Coefficienten.

Es fragt sich jetzt, in welcher Weise die im Anfang defi-
nirten allgemeinsten Funktionen F (z) durch p und ¢ (oder
u und ») ausgedriickt werden konnen.

Es sei F (zx) irgend eine derselben; dann besitzt F (x) an
jeder Stelle im Innern von A den Charakter eines Logarithmus

oder einer rationalen Funktion; die Ableitung i%{) besitzt
deshalb in dem ganzen Bereiche den Charakter einer eindeutigen
rationalen Funktion. Dasselbe gilt von ir _ 4 Kiz) ; also
: dx dax
auch von dem Quotienten
d F (z)
dx
- 0@ =g
dx

a9
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Betrachten wir jetzt das Verhalten dieses Quotienten an
einem Punkte &, der Grenze. Wenn wir, wie im ersten §,
fir o die Grisse ¢ einsetzen, so geht

dF

0 (x)in —2%

~

|

fu
~

. dF dp
fiber. Nun haben 71 und dt
tionen von #, und die Coefficienten der Entwicklung nach Po-
tenzen von ¢ sind reelle Grissen; es lisst sich daher Q (x)

nach Potenzen von ¢ in eine Reihe entwickeln:

0@ =0, 8+ Q1 T+ ...,
deren Coefficienten reelle Grossen sind und welche mit einer
positiven oder negativen Potenz von ¢ oder einem constanten
Gliede anfingt. Wir konnen leicht eine ganze Funktion & (p)
von p mit reellen Coefficienten bilden, sodass das Produkt
G(p) O (x)

an keiner Stelle der Grenze unendlich wird; dann besitzt dieses
Produkt an jeder Stelle der Grenze ecinenm endlichen reellen
Werth und ist im Innern von A eindeutig und rational. Mit-
hin ist & (p) Q (r) und daher auch Q (x) eine rationale
Funktion von p und ¢ mit reellen Coefficienten:

12. 0@ =272 R0, 9.
Daraus ergiebt sich der Satz:

V. Alle Funktionen der Gattungen #(x) und H(x)

sind reelle Integralfunktionen der Gréssen p, ¢.

den Charakter ganzer Funk-

§ 5.

I. Es sei = &, ein beliebiger Punkt im Innern von A.
Dann konnen wir stets zwei Funktionen K, (z), K, () bilden,
welche sich in der Niihe dieses Punktes in folgender Weise
-entwickeln lassen:
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L K, (z)= i + 4+ Bi.
(r—x)*  (2—az)*
Al Br'
1 + -+ i "
(@ — xu)# (x“"xo)‘u
Nach dem vierten Satze des vorigen § ist nun

K (@) _
3. Eig =29

eine rationale Funktion von p und ¢ mit reellen Coefficienten.
Diese muss einen reellen Werth erhalten, wenn fiir (p, ¢) ein
reelles Werthepaar eingesetzt wird. Nun ist aber, wenn wir
mit p,, ¢, die Werthe von p und ¢ im Punkte z, bezeichnen,
den Gleichungen (1), (2) zufolge:

4. R (py, 00) = 5
folglich gilt der Satz:

An jeder Stelle im Innern von 4 muss wenigstens
eine der Grdssen p, ¢ einen imaginiren Werth be-
sitzen.

II. Nach der von meinem hochverehrten Lehrer, Herrn
Professor Weierstrass, als Einleitung zu den Abel’schen Funk-
tionen (Wintersemester 1878/74) gegebnen Theorie der algebrai-
schen Funktionen, aus welcher die in diesem Theile der vor-
liegenden Arbeit enthaltnen Beweismethoden ausschliesslich
geschipft sind, ist es stets moglich, rationale Funktionen der
durch die Gleichung ®(p, q) = o verbundenen Grissen p, ¢ zu
bilden, welche nur an einer, willkiirlich gewihlten Stelle (z, ¢,)
des durch diese Gleichung definirten Gebildes unendlich werden.

Es sei (p, ¢,) ein reelles Werthepaar, das der Gleichung
® (p, q) = o geniigt; dann giebt es eine rationale Funktion
R (p, ¢) mit reellen Coefficienten, welche nur an dieser Stelle
unendlich wird. Setzen wir

R(p,q) =),
so wird deshalb diese Funktion nur fiir solche Werthe des x
unendlich gross, fiir welche p den Werth p,, ¢ den Werth g,
besitzt. Im Innern von 4 kann daher, nach dem vorigen Satze,
[ (x) nicht unendlich werden, auf der Grenze ist / (x) reell.

T +.-.-

2. Kj(x)=
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Eine Funktion, welche weder im Innern noch auf der Grenze
unendlich wird und an der Grenze reelle Werthe annimmt,
existirt aber nicht; folglich muss f(x) wenigstens an einer
Stelle der Grenze unendlich werden. Daraus folgt:

Jeder reellen Stelle des Gebildes (p g) entspricht
mindestens ein Punkt der Begrenzung von 4.

) III. Es sei jetzat p, = a + bi, ¢, = ¢ + di eine imagi-

niire Stelle des Gebildes. Die Coefficienten der Funktion R (p ¢),
welche nur an dieser Stelle unendlich wird, sind dann complex;
wir setzen also:

RB(p,g) =R, (p,q) + iR (p,q)
£, und R, sind rationale Funktionen von p und ¢, die nur
an der Stelle p, = @ + b7, ¢, =c + di und der zu dieser
conjugirten p'y = @ — bi, ¢, = ¢ — di unendlich werden.
Folglich haben die Funktionen
R, (5, g) = K, (@), By (p,9) = K@)

an jeder Stelle der Grenze endliche Werthe und miissen somit
mindestens an einer Stelle im Innern von A4 unendlich werden.
Hieraus ergiebt sich:

Wenn (p, ¢,) irgend eine imaginidre Stelle des Ge-
bildes ist, (p)y ¢';) dieihr conjugirte, dann muss wenig-
stens einem dieser beiden Werthepaare ein Punkt im
Innern des Gebiets entsprechen.

IV. Es entspricht einer solchen Stelle aber auch
nur ein einziger Punkt 2, = Denn andernfalls wire es
picht miglich, eine rationale Funktion R (p, ¢) zu bilden, die
nar im Punkte x, des Gebietes unendlich wiirde; es konnte
also anch keine Funktion K (x) existiren, welche diese Eigen-
gehaft hat.. Dass aber eine solche Funktion sich stets bilden
lasst, ist im zweiten § gezeigt worden.

V. Gleichzeitig geht hieraus hervor, dass, wenn
dem Werthepaare p, = a + bi, gy = ¢ + di ein Punkt
im Innern von A entspricht, kein Punkt innerhalb
des Gebietes gefunden werden kann, zu welchem
das conjugirte Werthepaar p'y,=a—bi, ¢, =c¢—di
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gehort. Denn sonst konnte keine Funktion K (x) existiren,
welche in dem einen dieser Punkte einen endlichen, in dem
andern einen unendlich grossen Werth besitzt.

Fasst man nun zu jedem Punkte a, des Gebietes A4 die
entsprechende Stelle (p, q,) des algebraischen Gebildes (p, ¢)
auf, so erhdlt man einen continuirlichen Theil desselben, den
wir mit B bezeichnen. Dann folgt aus dem vierten Satze, dass
man jede Stelle von B nur einmal erhilt. Es sei B' der Ort
der zu den Stellen von B conjugirten Punkte des Gebildes; so
ergiebt sich aus dem fiinften Satze, dass B und B' sich an
keiner Stelle decken, aus dem dritten, dass jede imaginiire Stelle
des Gebildes in einem dieser Theile liegen muss.

Das Gebilde (p, ¢) zerfillt also in zwei conjugirte Halften,
B und B, in der Weise, dass man von jedem Punkte der
einen Hilfte zu jedem andern Punkte derselben Hilfte gelangen
kann, ohne die reelle Linie zu iiberschreiten, dagegen zu keinem
Punkte der andern Hilfte. ‘

Es sei # = &, ein Punkt auf der Grenze von 4, und p,,
¢, die Werthe der Funktionen p und ¢ an dieser Stelle. Um
x, als Mittelpunkt denken wir uns einen kleinen Kreis gezogen;
dann zerfallt 4 in einen Theil 4,, an dessen Grenze der Punkt
x, liegt, und einen andern Theil 4,. Diesen entsprechen zwei
Theile B, und B, von B. An der Grenze von B,, auf der
reellen Linie, liegt der Punkt (p,, ¢,) des Gebildes (p, q), da-
gegen liegt jeder Punkt des Innern oder der Grenze von B, in
endlicher Entfernung von der Stelle (p, ¢,). Folglich wird
auch an keinem Punkte der Grenze von A4, p gleich p,, ¢
gleich ¢,. Bemerken wir hierzu, dass nach dem zweiten Satze
jedem reellen Werthepaare (p,, ¢,) mindestens ein Punkt der
Grenze von A entspricht, so erkennen wir:

Jedem Punkte #, auf der Grenze von A entspricht ein
und nur ein Pankt der reellen Curve ® (p, ¢) = o, und um-
gekehrt.

VI. Jedem geschlossnen Zweige dieser Curve muss nun
eine geschlossne Linie der Begrenzung des Gebietes 4 ent-
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sprechen, und umgekehrt; daraus erkennen wir, dass die Curve
® (p, q) = o0 aus n geschlossnen Theilen bestehen muss.

Die Funktionen & ,u(-”) waren in folgender Weise definirt
worden: & o @) = K, (x) + i K, (x) wird innerhalb des Gebietes
A nur an der Stelle # = a unendlich, wihrend die adjungirte
Funktion & u @) = K, (x) —iK, () iberall einen unendlichen
* Werth besitzt. &,(x) ist eine complexe Funktion von p und g:

Ru(@) = B(p,q; 9)
wir erhalten aus ihr .S?F(.r), wenn wir i in —Z verwandeln:
£, (@) = R(p, g5 —i).
Es sei (g, k) die dem Punkte # = a entsprechende Stelle des
Gebietes £; dann wird R (p,¢; 7) innerhalb dieses Gebietes
nur an der Stelle (g, /%) unendlich.

Es sei ferner (p,, g,) irgend eine Stelle des Gebietes 5,
(Psy ¢ die entsprechende in B'. Dann besitzt der Ausdruck
R(p,, q,3 — @) einen endlichen Werth P+ Q4; folglich ist
Ry, ¢4; i) = P— Qi. Daraus ergiebt sich: Die Funktion
R (p, q; i) wird nur an einer Stelle (g, £) des Gebildes (p, ¢)
unendlich.

Nun giebt es, wie wir gesehen haben, Funktionen dieser
Art, welche nur an der einen Stelle (g, 4) von der gten Ord-
nung unendlich werden, stets, wenn @ eine der Zahlen

o, 8, r ete.
ist, dagegen giebt es keine rationale Funktion von p und ¢,
welche nur an dieser Stelle von der pten Ordnung unendlich
wird, wenn u eine Zahl aus der Reihe
By by By . . . k,

ist. Die Anzahl ¢ dieser in der Reihe @, #, y . . nicht vor-
kommenden Zahlen, welche unabhiingig ist von der Wahl der
Stelle (g, %), nennt Herr Professor Weierstrass den Rang der
Gleichung & (p, ¢) = o%).

Wir haben frither gesehn, dass ¢ <n—1 ist. Es soll
jetzt gezeigt werden, dass nur das untere Zeichen gilt.

1) o ist identisch mit der von Riemann durch p bezeichneten Zahl,
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Zu diesem Zweck betrachten wir digjenigen Funktionen
F (x), welche im Innern des Gebietes 4 iiberall den Charakter
ganzer Funktionen haben, und bezeichnen dieselben mit 7(x).
Es sei /,(x) diejenige Funktion f(x), deren imaginirer Theil
an der Linie L, den Werth #, an allen andern Grenzlinien den
Werth o besitzt.

Dann erhalten wir die allgemeinste 7-funktion, deren
imagintirer Theil an den Linien Z,, £, . . . L,_ 4 die
willkiirlich gewahlten Werthe ¢4, ¢,é . . . ¢, _ 1¢ besitzt,

wenn wir setzen
n—1

1(x) = ¢i + 2 (eu—¢5) 1,(x).
=1

Angenommen, es bestinde zwischen den Funktionen [, (x),
L) . . . I,_q(x) eine lineare Relation

n—1

2 (A, + B,i) I,(x) =4+ Bi
1

so wiirde sich, da
1@ =_f["R,(p g dp

eine reelle Integralfunktion der Grossen p und ¢ ist, durch
Differentiation ergeben:

2 (du+ B Ry (py 9) = 0
welche Gleichung nur danu bestehen kann, wenn gleichzeitig
2 ApR‘u(PS q) =o, 2 B‘“RP(}J, 9 =0

ist. Es braucht also nur gezeigt werden, dass keine Relation
von dieser Form

2 A#l#(x) =A+ Bi
bestehen darf.

Nun folgt aus dieser Gleichung, da alle Grossen Z, an der
Linie L, reelle Werthe haben, zunichst:

B = o;
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alsdann, da an der Linie L, alle Funktionen, bis auf [, (z)
reell sind,
AP =o.
- Eine lineare Gleichung zwischen den Funktionen 1, (),
L@ . . . I,_;(x) kann daher nicht bestehn.
Nun ist leicht zu erkennen, dass

S Bu(p,9)dp

ein Integral erster Gattung ist. Denn im Innern von B und
auf der Grenze dieses Bereichs wird dasselbe nicht unendlich;
ebensowenig aber, da R, eine rationale Funktion von p und ¢
mit reellen Coefficienten ist, an den entsprechenden Stellen von
B'; daher hat dieses Integral an jeder Stelle des Geblldes
(p, ¢) den Charakter einer ganzen Funktion.

Wir wissen, dass die Zahl g, welche den Rang der Glei-
chung ® (p ¢) = o angiebt, kleiner oder gleich n—1 ist. Da
nun »—1 linear unabhiingige Integrale erster Gattung existiren,
so kann ¢ nicht kleiner als n—1 sein. Damit ist folgender
Satz bewiesen:

VII. Die Gleichung @ (p ¢) = 0 ist vom Range ¢ =n—1.

§ 6.

Es sei (p, ¢,) eine beliebige Stelle auf der reellen Linie
des Gebildes (p, g); dann lasst sich eine rationale Funktion
* = R (p, q) mit reellen Coefficienten bilden, welche fiir p =p,,
¢ = q, verschwindet und in einer bestimmten Umgebung dieser
Stelle keinen Werth mehr als einmal annimmt.

Es sei ferner x, der entsprechende Punkt auf der Grenze
von 4, und # die schon friiher angewandte transformirende
Funktion. Dann entspricht, wenn wir ¢ und = hinlinglich klein
annehmen, jedem Werthe der einen Grisse eine hestimmte Stelle
(p, ¢) in der Umgebung von p, ¢, und daher ein bestimmter
Werth der andern Grosse, und zu jedem reellen Werthe der
einen gehort ein reeller Werth der andern. Daraus folgt, dass
sich z in folgender Weise entwickeln lassen muss:
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1. t=ct e+t + .. ...,
wo ¢, ¢, etc. reelle Grossen bedeuten und ¢, von Null ver-
schieden ist.

Wir konnen daher den Begriff der Funktionen F (x), & (),
K (x) erweitern, indem wir jetzt zulassen, dass diese Funktionen
auch an der Grenze des Gebiets unendlich werden.

Definirt man dann fiir jeden Punkt 2, im Innern und auf
der Grenze von 4 eine Grisse £, die gleich der transformiren-
den Funktion ist, wenn x, auf der Grenze, dagegen gleich
x—ux,, wenn x, im Innern des Gebiets liegt, so lasst sich
iiberall F' (x) nach Potenzen von ¢ entwickeln; es giebt dann
eine Anzahl singulirer Entwicklungen:

2. F(x)=ciloyt+c,_‘u t"'i“+c_,‘u+1 ety
Die Coefficienten der heraustretenden Logarithmen und nega-
tiven Potenzen konnen willkiirlich gewihlt werden. Nur miissen
diese Coefficienten, wenn z, e¢in Punkt der Grenze ist, reell,
also ¢ = o sein. Dadurch ist # (x) bis auf eine additive
Constante vollig bestimmt.

Nachdem dies festgesetzt worden, gilt der Satz:

Jede rationale Funktion von p und ¢ mit reellen Coefficienten
gehdrt der Gattung K () an.

Wir kehren jetzt zuriick zu der urspriinglichen Gleichung
G (u,v) = 0.

Verlegen wir den Punkt 2 = @, an welchem = und »
unendlich werden (was wir jetzt diirfen) nach der Grenze des
Gebiets, so tritt an die Stelle der Funktion

" 1

3. bu @) = ———
welche an der Grenze complexe Werthe annimmt, die reelle
Funktion

4, H,(x)=t"*+ D).

Die Perioden von H‘u (x) sind reelle Grossen; daher lisst sich

eine unendliche Reihe an den Grenzen reeller Funktionen
5. §u gp Ey ete.

+ P (x—a),
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bilden, welche nur im Punkte 2 = « unendlich werden. Die
Gleichung G (u, ) = 0, welche besteht zwischen den Funktionen
u=1t"" +u, et
& v=t"" toy_y VT4
muss also in Beziehung auf ihre Coefficienten reell sein.

Betrachten wir diese Funktionen als abhingig von p und ¢,
80 konnen wir sagen:

Ist (p,, q,) eine beliebige Stelle im Innern oder auf der
Grenze von B, so giebt es eine unendliche Reibe rationaler
Funktionen von p und g¢:

Ea Ep §y ete.,
welche nur in diesem Punkt unendlich werden. Dieselben sind
in ibren Coefficienten reell, wenn (p,, g,) ein reelles Werthe-
paar ist.

e ist kleiner oder gleich ¢ + 1. Im Allgemeinen tritt das
letztere ein. Nun hat Herr Professor Weierstrass bewiesen,
dass es, wenn ¢ > 1 ist, immer eine endliche Anzahl von
Stellen (p, ¢,) giebt, fiir welche eine Funktion §, von niedrigerer
Ordnung als der ¢ + 1ten existirt.

Da diese Punkte, wenn sie nicht auf der reellen Linie
liegen, immer conjugirt vorkommen, so giebt es auch Punkte
dieser Art im Innern oder auf der Grenze von B. Es sei
(9, &) einer derselben; dann verlegen wir den Punkt # = « an
die entsprechende Stelle des Gebietes A.

Es ist nun ¢ §, + ¢ die allgemeinste Funktion, welche
von der Ordnung « an dieser besondern Stelle unendlich wird,
c5p + €5, + ¢ die allgemeinste Funktion von der Ordnung
B, etc.

Indem man iiber diese Constanter in bestimmter Weise
verfiigt, erhilt man ein System von Grossen

. B Ep B el
das von jeder Transformation der Gleichung ® (p, ¢) = o un-
abhingig ist. Die entsprechende Gleichung zwischen = = g,
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und » = ¥, nennt Herr Professor Weiersirass eine Normal-
gleichung,
Ueber die Form derselben lisst sich im Allgemeinen fol-
gendes aussagen:
Wir hatten gefunden (s. § 3)
8. Gu,t) ="+ G, (w)v* 1+ Gyw)v®— 1+
+ G, () =o.
wo (7, G, ete. rationale Funktiomen von # bedeuten. Wir
wissen jetzt, dass » nur dann unendlich wird, wenn gleichzeitig
u einen unendlich grossen Werth erhilt; folglich miissen G,
G, etc. ganze Funktionen von « sein. Es sei nun m, der Grad
der Funktion &,(x) in Bezug auf #; dann ist die Ordnuug
des Gliedes &, (u)v* —* gleich m,a + (¢ — ») «’. Unter den
Zahlen
9. me+(e—vied v=o0,1,2.. a)
muss die grisste doppelt vorkommen; es sei demnach:
me + (a—»)e' =m0 + (e —p)a.
Aus dieser Gleichung folgt, da e und &' relativ prim sind:
p=v mod. a.

Diese Congruenz kann nicht anders befriedigt werden,
als indem
p=o,v=ae
gesetzt wird. Es ist also m, = ¢ und
m,a + (e—v)od < ad

oder m, <v Z
P

wenn » eine der Zahlen 1, 2 .. & —1 ist.

Es moge hier, der spiiteren Anwendung wegen, folgendes
Problem gelost werden:

Diejenigen Normalgleichungen zu bestimmen, die ein alge-
braisches Gebilde definiren, das keine Doppelpunkte besitzt.

In diesem Falle gilt bekanntlich die Gleichung

e="(—1 @—1).
Es seien m und » zwei ganze, nicht negative Zahlen. Jede
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Zahl u, welche in der Form p = ma + ne' darstellbar ist, ge-
hirt nothwendig der Reihe a8y . . an. Die Zahlen u, welche
in dieser Form nicht enthalten sind, seien 8, 8, . . . B,; ihre
Aunzahl » ist nach einem arithmetischen Satze gleich */, (¢ —1)
(a'—1), atso gleich g¢. Daraus folgt, dass die Reihe der Zahlen
(8) mit der Reihe &y, %, . . . k, ibereinstimmen muss und dass
' jede Zahl p der Reihe e, 8, y . . . . darstellbar sein muss in
der Form ma + ne’. Es ist erlaubt, » kleiner als « anzu-
nehmen; daraus folgt, dass jede rationale Funktion von p und ¢,
welche nur an der Stelle unendlich wird, an welcher £, und £,
unendlich grosse Werthe haben, sich darstellen lisst als eine
ganze Funktion e« — 1ten Grades von &, deren Coefficienten
ganze Funkfionen von ¥, sind.

Es sei nun % die grosste in %' enthaltne ganze Zahl;
dann konnen wir &, ersetzen durch
v=cky+ ¢ (E)+ " (E) T+ ...+
und die Coefficienten ¢', ¢" ete. so bestimmen, dass in der
Gleichung zwischen v und §,:

P+ G (E) T L+ G () ..+ G (E5)=0
der Coefficient &, (¥,) verschwindet. Alsdann kdénnen wir «
. = ¢, §,+ ¢, setzen, und die noch iibrigen unwesentlichen Con-
stanten ¢, ¢, ¢, so bestimmen, dass der Coefficient der hochsten
Potenz in G, (&,) gleich — 1, der zweite Coefficient gleich Null
wird, uod dass der dritte einen bestimmten von Null ver-
schiednen Werth erhilt. Die Normalgleichung ist also in diesem
Falle ‘

4G W 24+ G W+ . L+ G ()=

G, () = —u® + c,n"'_g +eut=3 4. .. +e,.

§ 1.
Im vierten § wurde gezeigt, dass es moglich ist, unter
den Funktionen K (2), welche zum Gebiete 4 gehiren, zwei
besondre
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p=K(x) g=K«)
auszuwihlen, durch welche alle iibrigen Funktionen der Gat-
tung K rvational mit reellen Coefficienten ausgedriickt werden
kinnen. Wir fanden, dass p und ¢ durch eine Gleichung
®(p, g)= o mit reellen Coefficienten vom Range g=nr—1 ver-
bunden sind, und dass die Curve & (p ¢) = o aus n geschloss-
nen Theilen besteht.

Wir konnen p und ¢ auf unendlich verschiedene Weisen
wihlen. Es sei (p,, ¢,) ein zweites Funktionenpaar derselben
Beschaffenheit, und ©, (p,, ¢,) = o die Gleichung, welche p,
und ¢, erfilllen; dann lasst sich p, und ¢, rational durch (p, ¢)
ausdriicken, aber auch (p, ¢) rational durch p, und ¢,, und
die Coefficienten dieser Transformationen sind reelle Grossen.
Wir erhalten auf diese Weise eine unendliche Anzahl von Glei-
chungen gten Ranges:

G (s,8) =0, G, (s,2) = 0 ete.,
die fiir das Gebiet 4 charakteristisch sind. Aus einer dieser
(leichungen gehen alle iibrigen durch rationale umkehrbare
Transformationen hervor, deren Coefficienten reell sind.

Jetzt ist es leicht, zu zeigen, dass dieselben charakteristi-
schen Gleichungen auch zu jedem andern Gebiete 4 gehiren,
in welches 4 durch conforme Abbildung verwandelt werden
kann.

Denn es sei & = f(z') die abbildende Funktion. Diese ist
eindeutig und rational im Innern des Gebietes A'. Ersetzen
wir daher in

p=K, (@), ¢ =K, ()
die Variable # durch f(2), so geht p iiber in K, (f2) =
K (x), ¢ in K, (f2) = K, (#'). Dann besitzen p und ¢ im Ge-
biete A4 den Charakter eindeutiger rationaler Funkfionen, und
nehmen an der Grenze reelle Werthe an. In derselben Weise
verwandelt sich jede Funktion K(x) in eine andre X'(z). Da
auch das umgekehrte gilt, so erkennt man sofort:

Alle Funktionen K'(2') des zweiten Gebiets lassen sich
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rational durch zwei spezielle K (2'), K (2') ausdriicken, die
durch die Gleichung & (p, ¢) = o verbunden sind.

Also jede charakteristische Gleichung des Gebietes A ist
zugleich eine solche fiir, das transformirte Gebiet 4'. Hieraus
folgt unmittelbar:

"1 Wenn zwei Gebiete sich auf einander conform
abbilden lassen, so sind ihre Normalgleichungen
identisch.

II. Es seien & (s, ) = 0 und & (5, #) = o zwei charak-
teristische Gleichungen der Gebiete 4 und A', ferner B und C
diejenigen Hilften der Gebilde (s, #) und (5',¢), welche den
Flichen 4 und A entsprechen. Damit sich 4 auf 4' conform
abbilden lassen, ist alsdann erforderlich und hinreichend:

1. Dass =0, & =0 derselben Klasse algebraischer
Gleichungen angehéren,

2. dass sich die Gleichung & = o durch eine reelle Trans-
formation in &' = o iiberfihren lasse;

3. dass sich wenigstens eine Stelle (s'y, #;,) im Innern von
C angeben lasse, deren entsprechende (s,,#,) im Innern von
B liegt.

Denn es seien

p=K @), 9= K@
diejenigen Funktionen des Gebietes A, welche durch die Glei-
chung & (p, ¢) = o verbunden sind; ebenso
=K ), ¢ =K, )
die zu 4" gehorigen Funktionen, welche der Gleichung &' (p', ¢')
= o geniigen,

Nach der zweiten Voraussetzung lisst sich nun mmdestens
ein Paar rationaler Funktionen von (p' ¢') mit reellen Coeffi-
cienten angeben :

po= B (p,¢) = K (2), ¢, = B, (¢, ¢) = K, (),
durch welche sich umgekehrt 2, q' rational ausdriicken lassen

und welche dieselbe Gleichung & = o erfiillen, wie die Grossen
p und g.
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Setzen wir nun

s =K, (x), t =K, (2),
so entspricht jedem Punkte im Innern oder auf der Grenze des
Gebietes 4 eine und nur eine Stelle (s,#) im Innern oder auf
der Grenze von B, und umgekehrt. Ebenso wird, wenn wir

s = K| (&), t = K, ()
setzen, eine Hilfte des Gebildes (s,#) mit dem Innern von A
in Correlation gesetzt. Dies konnte B oder B' sein; der dritten
Voraussetzung zufolge aber muss sie eine Stelle mit B gemein-
schaftlich haben und daher ganz mit diesem Theile des Gebildes
zusammen fallen. Wir kionnen deshalb setzen:

K, (x) = K (z'), K (z) = K (¥).

Jedem Punkte im Innern oder auf der Grenze von A wird durch
diese Gleichungen ein ganz bestimmter Punkt o'y im Innern
oder auf der Grenze von A' zugeordnet. Dadurch ist bewiesen,

dass die beiden Gebiete sich conform auf einander abbilden
lassen.

IIl. Wenn zu dem Gebiete 4 eine Normalgleichung & (u,v)
= o gehort, die keine Transformation in sich selbst zulisst,
so ist es leicht, zu zeigen, dass derjenige Theil B des Gebildes
(u, v), welcher dem Gebiete A entspricht, allein durch die
Coefficienten der Gleichung eindeutig bestimmt werden kann.
Denn, wenn erstens der Punkt & = @ an der Grenze des Ge-
biets liegt, so konnen # und » so gewhhlt werden, dass sie an
den Linien L reelle Werthe annehmen. Die Coefficienten der
Gleichung sind dann reelle Grissen. Die Grenzen von B und

B’ sind also vollig bestimmt. Setzt man nun »™ »® = =, und
bestimmt die ganzen Zahlen m und = in der Weise, dass
me + ne' = — 1 ist, so ergiebt sich aus den Gleichungen:
n=t 4w,y 0t
v=t"+ Vy—1 L
die folgende:
r=t(l+et+...)

" (& §6,GlL 6
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daher entspricht jedem kleinen Werthe von =z, dessen zweite
Coordinate positiv ist, ein Werthepaar (u, ), welches dem
Theile B des Gebildes angehart.

Zweitens, wenn der Punkt & = « im Innern des Gebietes
liegt, so miissen nothwendig die Coefficienten von & (x, ) com-
plexe Grissen sein. Denn wir wissen, dass es zwei Funktionen
v = R (u,v), v = R, (u, v) giebt, die einer Gleichung &' («/, v)
= o geniigen, die aus & (u, v) = o entsteht, wenn wir in den
Coefficienten dieser Gleichung ¢ in —¢ verwandeln. Da nun
G (u,v) = o nicht in sich selbst transformirbar ist, so miissen
diese Coefficienten wirklich complex sein. Aus dieser Voraus-
getzung folgt aber ausserdem, dass sich & nur auf eine Weise
in G verwandeln lasst; daher sind R, (u,v), R, (u,v) durch
die Gleichung G (uv) = o allein eindeutig bestimmt und die
Grenzen der Gebiete B und %B' lassen sich jetzt definiren als
diejenigen Linien des Gebildes, in welchen « und #«', v und »
conjugirte complexe Werthe annehmen. 2B ist dann derjenige
Theil dieses Gebildes, in welchem die unendlich ferne Stelle
liegt.

Hieraus folgt, dass man die Umkehrung des Satzes (I)
wenigstens in dem betrachteten Falle (der im Allgemeinen ein-
tritt, wenn ¢ > 1 ist) in dieser Weise aussprechen kann:
Zwei Gebiete lassen sich auf einander conform abbilden, wenn
jhre Normalgleichungen identisch sind.

IV. Aus der in (II) gegebnen Darstellung folgt: Wenn
® (s,8) =0 und & (s, £) = 0 zwei charakteristische Glei-
chungen der Gebiete 4 und A' sind, und es mehr als eine
Transformation der angegebnen Art giebt, durch welche die
* Gleichung @ = 0 in & = o verwandelt wird, so entspricht
jeder dieser Transformationen eine andre Abbildung der Gebiete.
Dieser Fall tritt nur ein, wenn die Gleichung ® = ¢ durch
eine rationale umkehrbare Transformation mit reellen Coefficienten
in sich selbst iibergeht, und das Gebiet 4 besitzt dann die
Eigenschaft, dass es sich in sich selbst abbilden lasst.

Ist ¢ = 0, und sind p, ¢ zwei Funktionen, die einer
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charakteristischen Gleichung geniigen, so existirt eine rationale
Funktion mit reellen Coefficienten
z:=FR(p,q)
durch welche sich p und ¢ rational ausdriicken lassen:
p=1@), 0= g
Setzen wir nun
. az -+ ' az +
4 :f(rz+ g)’ 7 :y(yz+ g)’
so besteht zwischen p' und ¢' dieselbe Gleichung, wie zwischen
p und ¢. Zugleich geben diese Formeln die allgemeinste Trans-
formation des Gebildes (p, ¢) in sich selbst. Damit nun die
reelle Linie des transformirten Gebildes mit der reellen Linie
des urspriinglichen zusammenfillt, miissen o, 8, y, ¢ reelle
Grissm sein; damit zugleich der Theil B des Gebildes in sich

selbst iibergeht, muss die Ungleichheit: —:— > o bestehn. Alle

Gleichungen vom Range o gehéren in dieselbe Klasse; daher
ist die Losung des Abbildungsproblems in diesem Falle immer
moglich und enthdlt drei reelle unbestimmte Constanten.

Ist ¢ = 1, so sieht man zun#ichst, dass sich das Gebiet 4
ebenfalls auf unendlich viele Arten in sich selbst abbilden lisst.
Denn es sei @ (p, q) = o eine der charakteristischen Gleichun-
gen; dann lassen sich p und ¢ als elliptische Funktionen einer
dritten Grosse = darstellen:

p=g @), q=v .
Dieselbe Gleichung besteht dann aber auch zwischen
P=g¢g(xu+2), ¢ =yp(tu+v)
und es lassen sich, dem Additionstheorem zufolge, p' und ¢’
rational durch p und ¢, ebenso wie p und ¢ rational durch
P, ¢’ ausdriicken. '

Damit diese Transformation eine reelle sei, muss entweder
V=g, oder ¥ = a + ' sein, wo a cine reelle Grisse, ' die
Hilfte einer imaginiren Periode der Funktionen ¢ (x), vy ()
bedeutet. Soll aber zugleich der Theil B des Gebildes (p, ¢)

in sich selbst iibergehn, so muss im ersteren Falle das Vor-
3%
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zeichen von = positiv, im zweiten Falle negativ genommen
werden. Die erlaubten Transformationen der Gleichung & = o
in sich selbst sind also enthalten in den Formeln:
P=9u+e), ¢ =ykt+a);
p=gw—u+ta), ¢ =y —uta.

Jeder derselben entspricht eine Abbildung des Gebietes A4
in sich selbst; wir konnen diese zu einer vollig bestimmten
machen, wenn wir einem gegebnen Punkte, der auf einer der
Grenzlinien liegt, einem andern willkiirlich zuordnen. Daher
gilt der Satz:

Zwei doppelt zusammenhingende Gebiete 4 und
A lassen sich conform auf einander abbilden, wenn
die Invariante der charakteristischen Gleichungen
in beiden Fallen denselben Werth hat; und zwar wird
die Abbildung eine villig bestimmte, wenn wir zwei
willkirlich gewihlte Punkte der Grenzen von A4 und
A einander zuordnen.



Zweiter Theil

§ 1.

Um zu zeigen, wie in speziellen Fillen durch die bewiesnen
Satze Eigenschaften bekannter Gattungen von Funktionen aus-
gesprochen werden, wahlen wir folgendes Beispiel:

Der Bereich A sei definirt durch die Ungleichung:

1. g=lz| = 1;
dann sind die Grenzen von 4 zwei concentrische Kreise mit
den Radien 1 und gq. .

Wir nehmen ferner an, dass die logarithmisch-rationale -
Funktion p(x) nur im Innern von A4 unendlich werde. Dann
konnen wir, um diejenige Funktion F'(x) darzustellen, welche
sich im Innern von A4 wie p(x) verhilt und an der Grenze
endliche reelle Werthe annimmt, in folgender Weise verfahren.
Wir setzen

2. F(z) =p (@) + f(2)

Dann besitzt f(z) an jeder Stelle des Gebietes den Charakter
einer ganzen Funktion. Um dieselbe zu einer eindeutigen zu
machen, vergleichen wir sie mit derjenigen Funktion Z (x),
deren imaginirer Theil auf der Linie L, gleich Null, auf Z,
gleich ¢ ist, und welche an keiner Stelle des Gebietes unendlich
wird. Die Periode von [, () sei 2w, die von F(x) sei gleich
2w; dann besitzt der Ausdruck

F(x) —p(x) — ;% 1, (%)

fir alle Werthe von a, die der Ungleichung (1) geniigen, den
Charakter einer eindeutigen ganzen Funktion und kann deshalb,
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einem bekannten Satze zufolge, in eine Reihe nach ganzen posi-
tiven und negativen Potenzen von x entwickelt werden, die
fir alle diese Werthe des & convergirt:

3. Fa)=pa)+ {3. (@) + A, +2 (A,, "+ B,z ").

n=1
Wir bestimmen zunichst 7, (). Da I,(e*¥) eine reelle
. d( e'r) .
- Funktion von ¢, und e = do ist, so geht auch der Aus-
i.e

druck i.z‘-‘-i—;l-{;l durch die Substitution o = €'¥ in eine reelle

Funktion von ¢ iiber, er nimmt also an der Linie L, reelle
Werthe an. Ebenso wird gezeigt, dass die Werthe dieses Aus-
drucks an der Linie Z, reell sind, und da er anmsserdem an
keiner Stelle unendlich wird, so folgt

. dl(x
iz % = Co.nst., oder

L@)=5 105+ ¢

Die beiden Constanten bestimmen sich durch die Grenzbedin-
gungen:
C=9,—iClogqg=1i;
es ist also
4, .log () 2n
IL(x)= rﬂ)g—(?)’ 2w, = “Togg
Wenn wir 2 = e’?, oder ge'? setzen, so geht F(z) in
eine reelle Funktion von ¢ iiber.
Setzen wir x = %%, so lasst sich p (z) nach negativen Po-
tenzen von a entwickeln:

5. p@) =3 p o

n=o

6, Es ist alsa F(e'?) = 2+ P+ 4o
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[=+] .

+ 3 {4, 6" + (B, + P,) e 7|
n=1
oder, wenn wir
P+ A4,=F,
7. 4, +B,+P,=F,
iAd,—iB,—iP,= G,
setzen:

F ()= 29+ F,

o0
+2|Fﬂcas (ng)+ G, sin (ng)}.

n=1
Es miissen daher F,, F,, G, reelle Grissen sein. Setzen
wir dagegen o = ¢e'¥, so erhalten wir

. @&
8. p@) =3, 0,2
nh=o
iy = 2,4 2
9. F(ge'?) - (p+m.logq + Qo + Ao

oo
+ 2 (4, + 0p)¢" ™7 +Bn‘l_ne_mﬂ
n=1
folglich, wenn wir
—Zlogg +Q, + 4, = F,,
(Au+ O0n) 9"+ BygT" = Fy,

10.
i(‘dn + Qn) qu - ZBnq_“ = GJn

setzen:
[= o]
11. F(q EW) = _.:% ¢+ F, +2 SF,', cos (mp) + G, 8in (n (p]z
n=1

und es miissen ebenfalls die Ausdriicke F,, Fy, G, reell sein.
Dadurch sind die Coefficienten der Entwicklung véllig bestimmt.
Denn aus (7) folgt:
Fo+iG,=2(B,+ P,),

12. F,—iG,=2A4,
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Aus-(10) dagegen:
F,+iG,=28,q¢ ",
Fr—iG,=2(dy+ Qn) 9"

18.

folglich ist
~ " Fop+iG,=q "(F+iG,—28),),
) Fy—iG=q"(F,—iG,+20,).
Bezeichnet man die zu P, und Q, conjugirten Grissen mit
P, und Q,, so ergiebt sich aus diesen Gleichungen:
Fpo+iG,=q¢"(F,+iG,+2Q,),
Fp—iGy=q "(F,—iG,—2Pp).
Es ist daher
(FatiG) (" —q)=2(Puqg™" + Qng"),
(Fn - iGﬂ) (‘7—" - qn) = 2(P;1 q—” + Q, qﬂ):
und daher, den Gleichungen (12) zufolge:

15.

16.

tym PAT"

—n __
17. 7 "
B. — (Pp+ Q)¢
n q—-n____g,n_

Es folgt ferner aus den ersten der Gleichungen (7) und (10):
P+ d,=P,+ 4],

[/ ! '
;ﬁimgq-I‘Qo“"Ao:““;%lOg g+ Qo+ dy;

< folglich ist

210 ’ '
19. mﬂ%g w=0,—Q,—P;+P,

A,—A4,= P,—pP,
Von A4, wird also nur der imaginire Theil bestimmt.
F(x) wird also dargestellt durch folgende Reihe:

20, F@)=p(z)—Py+ L [Qs— Qy—Py+ P, %E_%l
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3 [ e onea]
n=1 g " —q"

zu welcher noch eine reelle Constante hinzugefiigt werden kann.

Wir stellen uns nun folgende Aufgabe: Zwei Funktionen

F,(x) und F,(x) in der Weise zu bestimmen, dass der com-
plexe Ausdruck

@)= F,(x)+i Fy(2)
Jm Innern von A_unend]ich wird wie p (x), wihrend die ad-
jungirte Funktion F(x)=F,(x)— iFy(x) iiberall endlich bleibt.
Es sei F,(z) =p, (x) + [, (%), F,(x)=p; @)+ [, (),
dann muss

21. p@)+ip,(@)=p(2), p,(x)—ip;(x) =0
sein, also

1 i
22. p(@)= 5 pl), pi('z'):_ip[-t)-
Hieraus ergiebt sich:
23. F, ()= 1 p@)— 3 Po+ 1 [Qo— Qo — Py +P,) 103(?

1

_._%2 [(pn q—n + an") "+ (Pu"" Q;t) ?” x“ﬂl’

24. F,(x)=—3p(@)+5 P+l L [0, +10,—iPy—iP,] igg%

+%2|:(ip;',q_”-—— i Q,,q“)-z"'+(--e'P,,+iQ;,)q" x""]

g —q"

und durch Addition dieser beiden Gleichungen:

. B@=pe)—Pot 5 (Po— Q) i

Q2" + Pyax™"
+2 g~ —1.
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Ist p (z) eine rationale Funktion, so wird % (x) eindeutig
sein, wenn p(x) fir 2 = oo denselben Werth besitzt wie fiir
& = 0. Nehmen wir an, dass p(x) nur an einer Stelle unend-
lich wird und von der mten Ordnung, so lisst sich diese Be-
dingung nicht erfiillen, wenn m = 1, aber stets, wenn m > 1
ist. Wir konnen z. B. setzen

ar

plx)= Ta—ay
Hier ist p (0) = p () = 0. Da nun
1
(.rf:r)’ =2 na.: , Wenn r < a,

n
dagegen gleich 2-?;—, wenn x > a ist, so ist in diesem

Falle
P,=na", Qp=na"
und daher
i_ n@ 2" t+a" 2z ")
6. Ky = g‘,l p ]
Setzt man dagegen
' ___az(@+a)
p(‘r)'_"'— {.T—‘ )3 b)

go ergiebt die Entwicklung dieses Ausdrucks:
o0

—n
p (x)= zn’a Z", wemn x < a,
p@)= —En’a .z' , wenn x > a ist; es ist

also in diesem Falle

ﬂ

e S R .

~ Wir wissen, dass &,(z) und R(x) durch eine Normalglei-
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chung vom Range 1 verbunden sein miissen. Dies zeigt sich
hier in der That. Denn wenn wir
% = e% 20w =2logq,20 =2mi
setzen, so geht &, (x) in die elliptische Funktion z'(x) iber,
wihrend &,(x) sich nur um eine Constante von p(u) unter-
scheidet. p(u) und p'(x) aber sind verbunden durch die Gleichung:
(pu) =4(pw)* — gy p(u) — g5

Man findet hier in gleicher Weise bestitigt, was wir iiber
die Abbildung der zweifach zusammenhingenden Gebiete in sich
selbst gesagt haben. Es giebt hier namlich zwei Abbildungen
dieser Art, welche sich wirklich ausfiihren lassen:

9 i«

=z ud 2 = z°

Da wir ausserdem gesehen haben, dass jedem zweifach zu-
sammenhiingenden Gebiete eine reelle Normalgleichung zugehort,
und zwar eine solche, deren Curve aus zwei getrennten Zweigen
besteht, so ist es stets miglich ein von zwei concentrischen Kreisen
begrenztes Gebiet anzugeben, das dieselbe Normalgleichung be-
gitzt. Es gilt also der Satz:

Jedes zweifach zusammenhingende Gebiet 4 der Ebene lisst
sich in ein andres conform abbilden, das von zwei concentrischen
Kreisen begrenzt ist; man darf annehmen, dass der Radius des
grosseren Kreises gleich Eins ist und dass einem bestimmten
Punkte auf der Peripherie desselben ein willkiirlich gewahlter
Punkt auf einer der Grenzlinien des anderen Gebiscts entspricht;
dann aber hat der Radius des zweiten Kreises eine bestimmte,
nur von der Gestalt des Gehietes A abhingige Grisse.

$§ 2.

Wir wenden uns jetzt zu dem aligemeineren Problem: Zu
einem Gebiete 4, dessen Grenzen L,, L, etc. nur aus Kreisen
und graden Linien zusammengesetzt werden, die zugehdrigen
Funktionen zu bestimmen.

Fiir den Fall » =1 ist diese Aufgabe von Herrn Schwarz
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gelost worden?). Hier lassen sich simmtliche Funktionen K(z)
rational und reell durch eine Grosse # ausdriicken und diese
wird als eine Funktion von x durch eine Differentialgleichung
dritter Ordnung definirt. Die gleiche Methode, durch welche
dort diese Gleichung bestimmt werden konnte, fibrt hier zu
demselben Ziele.

Wir nennen diejenigen Punkte der Linien Lo, L, ete., in
welchen zwei Kreisbogen zusammentreffen, die singuliren Punkte
der Begrenzung, Es sei 2 = 2, ein nicht singulirer Punkt der
Grenze, und & =54, x = ¢ zwei andere Punkte, die auf der
Peripherie desselben Kreises liegen. Setzen wir dann

c—ux r—a
, b= c—bn’kt:_Eﬁ—To’
so wird die Ebene der Grosse a in die der Grosse ¢ eindeutig
abgebildet, und zwar so, dass den drei Punkten # = x,, 2 =5,
a=c die Punkte ¢ = 0, £ = oo, £ = 1 entsprechen. Also dem
Kreise auf welchen x, liegt, entspricht die reelle Linie; wir

konnen daher ¢ in diesem Falle als transformirende Funktion
annehmen.

Ist aber & = #, ein singuliirer Punkt, so treffen hier zwei
Kreisbogen zusammen unter einem Winkel, den wir mit in
bezeichnen wollen. Den Fall, dass die Kreise sich berihren
(wo 4 gleich 0, 1 oder 2 ist), schliessen wir der Einfachheit

- wegen aus; dann existirt stets ein zweiter Punkt &, in welchem

sich die beiden Kreise zum zweiten Male schneiden. Bezeichnen
wir mit ¢ einen dritten Punkt, der auf einem der beiden Kreise
liegt so wird in diesem Falle die transformirende Funktion durch

- folgende Formeln definirt:

e—b’ x—b
Es lasst sich also, wenn &, irgend ein Punkt der Grenze
ist, jede Funktion K (x) in der Nahe desselben in folgender
Weise darstellen:

1) Ueber einige Abbildungsaufgaben. Von Herrn H. A. Schwarz in
Halle, Crelle’s Journal, Bd, 70, 8. 105—120.

pe= 7% E—% _
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Kx)=K,+ Kt+K#+ . . . . . . 1
1. X=X, _ C€—T, ;
VT T e=b ¢
und K, K, etc. reelle Coefficienten bedeuten; 4 ist nur dann
von Eins verschieden, wenn der Punkt &, ein singuliirer ist.
Es sei nun 2, ein nicht singularer Punkt, und

ist,

ce—b x—ux,

2. t=c+tir = .
c—x, v—b

die transformirende Funktion. Setzen wir dann

e
so entspricht jedem Punkte x des Gebietes 4 ein Punkt 2’ in
einem Gebiete A', das ebenfalls nfach zusammenhingend ist
und die Ebne einfach bedeckt. Beide Gebiete haben eine Linie
(r=0), auf welcher der Punkt x, liegt, gemeinschaftlich. Da
nun K(x) eine reelle Funktion von o-+ée ist, so muss dieselbe
in zwei entsprechenden Punkten x, «' conjugirte Werthe be-
sitzen. Daraus folgt dass dieses benachbarte Gebiet in derselben
Weise dem Theile B' des algebraischen Gebildes (p, ¢) ent-
spricht wie 4 dem conjugirten Theile B.

Es ist nun leicht zu zeigen, wenn p und ¢ zwei Funktionen
der Gattung (K) sind, durch welche sich alle iibrigen rational
ausdriicken lassen, dass eine Differentialgleichung von folgender

"Form bestehn muss:
dp d'p __ (d_’ﬂ)’
2z ar

dx®

- 4. (ig)st mR(Pa‘I)
da
Denn bezeichnet man den Complex von Differentialquo-

tienten, welcher anf der linken Seite dieser Gleichung steht,
mit Dy(p), so findet man leicht durch Differentiation, dass fol-

gende Gleichungen stattfinden:
d 2
5. D, (y) =D, (z)(.ﬂ_é) + D, ().
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q__
6. Dy ()= A 1, wenn a.r::_—ﬁ = ¢

Jedenfalls ist klar, dass der Ausdruck D, (p) = f(z) im
Innern des Gebietes 4 den Charakter einer eindeutigen ratio-
nalen Funktion besitzt. Es sei ferner x, ein Punkt der Grenze;
dann driicken wir p durch die Grosse ¢ aus (s. Gl. 1), und er-
halten dadurch

Do (p) = D, O 55)+ De(p)

oder, nach Gleichung (6):
AF—1
7. Dy, (p) = ts( dp)’ + D; (p)
dt

% und 2 (p) lassen sich in Reihen nach aufsteigenden gan-

zen Potenzen von ¢ entwickeln, deren Coefficienten reell sind;
f(x) besitzt also an jeder Stelle der Grenze den Charakter
einer rationalen Funktion von ¢ mit reellen Coefficienten; mit-
hin ist f(x) rational durch p und ¢ darstellbar. Dadurch ist
die Gleichung (4) bewiesen.

§ 3.

Wir gehn jetzt iiber zur Definition einer andern Funktion,
die mit den hier betrachteten nahe zusammenhingt und eine
Differentialgleichung von einfacherer Form erfiillt.

Es sei G (u, ¥) = o eine der Normalgleichungen, &,(x,v)
die Ableitung von & (w, ») nach v, und
E(u, v) du
_ G, (u, ;’—)_
ein Integral erster Gattung. E (u, ») ist dann eine ganze
Funktion von % und », welche an den dDoppelpunkten des Ge-
bildes verschwindet. Angenommen, es seien

2. (uy, ), (g, 05) . o . (uy, vy)
die fbrigen Stellen, an denen E (u, v) = o ist, so wird E (u, v)

1. w =
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unendlich an der Stelle # =00, » = o0 von der Ordoung m + 24.
G, (u, v) dagegen wird an derselben Stelle unendlich von der
Ordnung (e—1) d = e — 1+ 2¢ + 2d. Es ist also, wenn
& —a =t gesetzt wird:

—m—2d

Eu,v)=t + s
—a+1-2p—24
Gy(u,0) =at + .
—a—1
du=\—at + ... )dt;
daher
. —m—2+4+2p
. dw=(_] o )ae

Es ist vortheilhaft, die Funktion E (v,2) in jedem spe-
ciellen Falle so zu wihlen, dass die Zahl m, welche mnicht
grosser sein darf als 2 ¢ — 2, moglichst klein wird. So setzen
wir z. B., wenn 4 = O ist

E (1, v) = Const,
also

* v=S G Gali, )’

wenn d = 1 ist:
(e —uy)du

G; (u, E)—m’
wo u, den Werth von « in dem Doppelpunkte bezeichnet.

Betrachten wir jetzt irgend eine Stelle # = x,, die ent-

weder im Innern des Gebietes 4, oder an der Grenze des-
selben, oder im Innern des benachbarten Bereichs liegt, so
konnen wir, indem wir im ersten und letzten Falle #—a,=¢
setzen, im zweiten Falle fiir ¢ die durch GL 1, § 2 definirte
transformirende Funktion nehmen, = nach ganzen positiven
Potenzen von ¢ entwickeln. Wir konnen daher setzen:

dw 1
6. T=al e T+,

b. w =

und es ist hier
7. §=2¢—m—2, wemn 2, = a ist,
8. s=1, wemn x, einer derjenigen Punkte ist, die den
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Stellen (#,, ;) . . . (%, v,,) entsprechen. In allen iibrigen
Fillen ist s = o.

Es sei & = a' ein willkiirlich gewihlter Punkt im Innern
von A. Wir betrachten dann die Funktion

dw
— (e o2 A0
9. Gx)=(r—a) iz
Ersetzen wir, der Gleichung (6) gemiss, % durch
dt
(a,t“+us+1z"+1+ iz’
so erhalten wir:
ne di
10. G(.:r):(a, ¥ +a; s+l )(x—a)*zg;
daher, indem wir den Logarithmus dieses Ausdrucks nehmen:

11. log G (z) = s log (&) + 2 log ( — a') — log(-d—'r)

dt
+ log (a; + a; 4 1 ¢ + etc.)

Das letzte Glied dieses Ausdrucks lasst sich in eine gewdhn-
liche Potenzreibe verwandeln. Ist nun x, einer der Punkte,

welche den Stellen (2) entsprechen, so ist % =1 und s =1;
also lasst sich log & () in folgender Weise darstellen:
12. log & (x) =log (2) + P (o).

Ist x, = a, so ist nach Gleichung (7):
13. log G () = (2¢ —m — 2) log () + % (2.
Ist 2, = a', s0 ist & — @' = ¢, aber s = o0, also:
14. log G (x) =2log (&) + P (¥).
Wenn x, irgend einen andern Punkt im Innern der Ge-

‘biete 4 und A’ bedeutet, so ist log & (x) eine gewohnliche

Potenzreihe. Ist dagegen z, ein Punkt der Grenze von A,
so ist

r—x
x—b =kt
da g1

folglich TE— =hl (.1,'0 — &) m
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und, wenn wir zur Abkiirzung
b-——a' h =k setzen:
zy—a
11—k
1—htt

xr—a=(r,—a)

Es ist also (nach Gl 11):

— )2
log g (x) =log %‘ﬁ + (1 —A)log (2)
0
+2Iug(1—lstl)+log(as+as+1t+ D R
oder:

15. log g (x) = (1 — ) log () + 2log (1 — & &%) + P (2).

Hieraus sieht man sofort, dass log g(x) eine gewdhnliche
Potenzreihe ist, wenn der Punkt x, kein singuldrer ist.

Es ist nun stets moglich ein Integral dritter Gattung zu
bilden, welches nur an der Stelle # = @, und ausserdem an
der ausgezeichneten Stelle # = @ unendlich wird:

16. J.H(uo v, uv)du = log(t) + P (o).

Dieses Integral lasst sich in der Nihe des Punktes x=a
in folgender Weise darstellen:

17. f H (uyv,, uv)du=—log () + ¥ (¢),
besitzt aber an jeder andern Stelle den Charakter einer ganzen
Funktion von £ Wir bilden daher folgenden Ausdruck:

18. ff(u, v)du “--—-’zw:jjﬁf(u,,c v,, uv)du
x=1

o
+3 0—2) [ Hw v uv)dn,

=1
die letztere Summe ausgedehnt iiber alle Stellen:
19. @,) (@) . . . (@@,

welche den singuliren Punkten der Grenze von A4 entsprechen.

Dann lasst sich ﬁ' (%, v) du, als Funktion von a betrachtet,

in der Umgebung eines der m Punkte (2) in folgender Weise
darstellen:
4
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12. ﬁ'(rw) du=log () + D (2).
In der Umgebung einer der singuliren Stellen der Grenze
dagegen ist
15, ff@o)de=(1—Dlg)+ D),
und in der Nahe des Punktes # = a:

18, ffwo)du=(—m—20lg@®)+D @),

wo der Abkiirzung wegen

u
20. > (1—2)=2¢
v=1

gesetzt worden ist. An jeder andern Stelle lasst sich dieses
Integral in eine gewbhnliche Potenzreihe entwickeln. Setzen
wir nun

21. logg(x)— [ [(u,v) du= 2 L(x),

so folgt aus den Formeln (12) und (12') dass L(a) iiberall den
Charakter einer ganzen Funktion von # besitzt mit Ausnahme
der Punkte @, &' und der singuliren Stellen der Grenze. Aus
(13) und (13) ergiebt sich, dass in der Nihe des Punktes x=a
L (z) sich in folgender Weise entwickeln lasst:

22. L{x) = (04 o — 1) log (£) + D).
In der Umgebung des Punktes & = &' ist nach Gl. (14):
23. L(x) = log () + P(2),

ferner in der Nihe einer der singuliren Stellen der Grenze
(nach Gl. (16) und_(15")):

24, C L@ =log(1—=x" + D (2
Bilden wir jetzt die aus L(x) hervorgehende Exponential-

grosse

25. 6 (z) = 9,
so folgt:
26. G(@) = C(1 + t9(2)),

wenn x, weder gleich a, noch gleich &', noch einer der singu-
laren Punkte der Grenze ist; dagegen
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217. G(x)=Ct(1+1tD(@),
wenn x, = &,

28. G@)=Cereto—1(1 4+ D)
wenn x, = a ist, und

29. G(z) = (C, + C,t*) (1 + D ()

wenn x, einer der singuliren Punkte der Begrenzung ist. Wir
betrachten jetzt & (x) als Funktion von = und v:
30. G(zr) =y (u,v).

G(u,v) = o ist die Normalgleichung einer Systems reeller
Gleichungen vom Range g, deren Curven aus ¢ + 1 getrennten
Zweigen bestehn. Es seien 7,7, . . . ,__qdiejenigen ge-
schlossnen Linien des Gebildes (w, ), welche den Grenzlinien
L,L, . . . L,_ entsprechen; dann zerfillt das Gebilde
(u, ») in zwei zusammenhingende Theile B und 5, deren
einer, B, die unendlich ferne Stelle des Gebildes enthilt, und
welche durch die Linien 7, /, etc. von einander getrennt sind.
Auf diesen Linien liegen nun die singuldren Stellen

(W), @) . . . . ([We¥)

Die Funktion # (#, ») ist fir alle Punkte im Innern und
auf der Grenmze von B und fir alle Punkte auf der Grenze
von B' definirt (wobei aber angegeben werden muss, durch
welche der Linien ! und zwischen welchen singuliaren Punkten
hindurch man von B nach B' gelangt ist). Es sei nun (w,,v,)
irgend eine Stelle des Gebildes und (wy, o) irgend ein Funktionen-
paar, welches die Umgebung desselben darstellt; dann folgt, wenn
u,v, eine der singuliren Stellen (u'v') ete. ist, dass sich y(u,v)
als Summe zweier Potenzreihen darstellen lisst:

29 yu,p) =C(1+yt+yt*+ . . . )
F Qg g 3Ty, o 84D,

Wenn dagegen (u;, ;) das unendlich ferne Element dar-
stellt, so folgt aus (28): ‘
28. yu,o)=Ce+ 1+ Ct+ G+ . . . )
In allen andern Fillen ist
4-



b2

31. yu,0) =¥, + Y+ YV, +
und das erste Glied ¥, verschwindet nur dann, wenn (u,, v,)
diejenige Stelle ist, welcher der Punkt x=a' entspricht; dann
ist aber ¥, von Null verschieden.

§ 4.

Setzt man

1. J‘ Flu, ) du= 29
so folgt aus GL (9) und (21), § 3:

2 L () = log ;(.r— a’)”-‘é—zt—- 29

oder
o — 9
2. y=(x —ha') gl—;’e
Nun ist, wenn wir
' dw__ 2
8. dr
dw _, dzdw _ _ ;dz
BBtZell, w——?t@ ‘2} =22 %,
d*w. I diz (8% 2
dx“_2 dn ans + 82 (%),
folglich
dw d*n dinm 4%
2 g — 3G =45 G
und daher
4 4d'z
. ‘ Dy(w) = P b R (u, v).
de 1,
Indem man beachtet, dass e ?mt findet man
5 1 diz—d)z _ 1 d%
) (x—a)z dn? =z dn*

Es ist aber (r—a')z = ye®; folglich erhalten wir aus (4)
fir y die Differentialgleichung

4 diy e®
yea. ‘—%9?‘ = R (u,v),
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oder, aufgeldst:

d*y d9 dy a3 1 .
6. dn)”+ 2 dn!dm+ dw’+(d?v) ZR(“’ ‘v)]y—-o.
Wir setzen
d3
1. a‘;{-}- =M (u, ?)),
d?9 d%\¥ 1
8. ‘tTSE (—&—?—v—) -3 R {u, ?J) - N(u, i‘)).

Dies sind, da 9 und = Integrale bedeuten, rationale
Funktionen von » und ». ¥ geniigt also einer Differentialglei-
chung

d’y

2 d
9. - 2I 4+ M, )dg

deren Coefficienten rationale Funktionen von % und » sind. Von
diesen ist der erstere

+ N(u,v)y=o0

10. M (s, v)~2;r _ﬁ(—"—;’}—)(%;' 5 ), |
wir untersuchen jetzt, an welchen Stellen und von welcher Ord-
nung der zweite unendlich werden kann.

Es sei (v, »,) eine beliebige im Endlichen liegende Stelle
des Gebildes. Dann giebt es, wie aus den Gleichungen (29') und
(31) des vorigen § hervorgeht, stets eine Liosung g der Diffe-
rentialgleichung (9), welche sich in folgender Form darstellen
lasst:

11. Yy=1+Ct+ G+ Gt*+

. dmw . .
Nehmen wir erstens an, dass — fiir £= o einen von Null

di
. . . . diy dy "
verschiedenen Werth besitzt, so sind I und an gewihn-
liche Potenzreihen; der Ausdruck
dﬂ
dw’ +M(us”) dw ——-N(u,v)y

kann also nur an denjenigen Stellen unendlich werden, an welchen
M (u, v) unendlich wird, und nicht von hoherer Ordnung; da
ferner » mit einem corstanten Gliede anfingt, so gilt dasselbe
von N (u, v).
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Ist dagegen [——~—] = 0, so ist (v, v,) eine der mStellen

(v, v,), (uy v5) ete. An diesen wirdw unendlich klein von

der ersten Ordnung. Wir konnen daher (da wir das Funktionen-

paar (g v beliebig wihlen konnen) aw _ ¢t setzen. Dann

dt
wird
dy _ C
——-dm = + ete.
dy G
12, ot — 8 + efe.

_ Ferner ist, nach § 3, Gl. (12):
29 =log(t) + 9 ();

. a9 1
folglich Pt -+ ete.,
und daher
49 dy €
18. 2 T dw =1 + ete.
da
Aus (12) und (13) geht hervor, dass der Ausdruck -—?-:—
% % = — gy N(u,v) an einer solchen Stelle nicht

von einer hoheren Ordnung, als der zweiten, unendlich werden
kann; es wird also auch hier N (x,v) von derselben Ordnung
unendlich wie M (u, v).

Es bleibt jetzt iibrig, zu untersuchen, wie sich N (%, »)in
der Nihe der wunendlich fernen Stelle verhilt. Hier sei das
Funktlonenpaar (ug vy in folgender Welse gewihlt:

—a —d —a' 41
14. up=1=0 ,vp=¢ + vy __1t -+ ete.

Wir kionnen ferner, den Gl. (7) und (13') des vorigen §
zufolge, setzen:

15. %’%ﬂa,t‘+a3+lt"+1+etc., §=20—m—2;
16. 29=(—m—20)log(2) + 29, + 29, ¢+ ete.
. Endlich, nach Gl (28);
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17. y=t" 4+ C "t - etc, k=9 +0—1.
Aus diesen drei Gleichungen ergiebt sich folgendes:
d’y dd dy _ kk+1) x_95_2
—2 = Ly
dw dw a;

ag4q ] E—2s—1

(2I:+1)———2& + ete.

ag

Dleser Ausdruck ‘ist aber gleich y V(u, v); man erhdlt
daher, wenn man durch y dividirt:

—25—2 —25—1
18. Nuw,v)= At + Bt + etc.,

e+ (e+o—1)
a; ?

B=_lg_i'.;:__)[(2g+2s-—1) ‘:‘ + 231]

wo A=

s 8
ist. Wir erkennen also:

Die Funktion IV (u, ») wird an der Stelle u =0
v = oco unendlich gross von der Ordnung 25+ 2=4p
—2m—2, und zwar sind die Coefficienten der beiden
ersten Glieder der Entwicklung gegeben durch die
Gleichungen (17); ausserdem kann N(w, ») nur an den-
jenigen Stellen unendlich werden (und zwar von der-
selben Ordnung), an welchen M (u,») unendlich wird.

Hierdurch wird der Coefficient N (u, ») der Differential-
gleichung (9) bestimmt, insoweit dies aus den Entwicklungs-
Eigenschaften der Funktion g (u, v) allein moglich ist.

Wir gehn jetzt iiber zu dem Falle, dass jede der Linien L
durch eine einzige Kreislinie gebildet wird. Dann existirt kein
ginguldrer Punkt auf der Grenze des Gebiets; und es ist dieser
Fall deshalb von besonderer Wichtigkeit, weil dann # und »
nicht nur im Inpnern des Gebietes A4, sondern (mit Ausnahme

vereinzelter singulirer Punkte, an welchen diese Funktionen .

unbestimmt werden) in der ganzen Ebne den Charakter ein-
deutiger rationaler Funktionen besitzen. Die Gestalt der Fliche
A hiingt in diesem Falle von 3n— 6 oder 3¢ — 3 wesent-
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lichen Constanten ab, da in Bezug auf die Differentialgleichung
nichts geandert wird, wenn die Ebne & durch eine lineare Sub-

ve g% ) axr +
stitution von der Form &' = B
re-+d

gleiche Anzahl wesentlicher Constanten kommen in der Normal-
gleichung vor; ausserdem enthilt aber der Coefficient N (z, v)
noch ebensoviel unbestimmte Constanten. Die durch die Diffe-
rentialgleichung definirte Funktion y hiingt also von doppelt
soviel wesentlichen Parametern ab, wie diejenige, weleche durch
die Aufgabe selbst definirt ist.

Die einfachste Form erhilt die Differentialgleichung, wenn
das durch die Gleichung & (., v) = O definirte Gebilde keinen
Doppelpunkt besitzt. Dann konnen wir namlich setzen (s. § 3,
Gl 4):

19. E(m,v)=1,alsom=0, w fG{u R
¢

Dadurch verschwindet der Coefficient M (u, ») = 2—‘:;%

und N (u, v) geht iiber in eine rationale Funktion von # und »,
die nur fiir unendlich grosse Werthe dieser Variabeln unend-
lich wird. Eine solche Funktion ist aber, wie auf Seite 30 ge-
zeigt worden ist, darstellbar als ganze Funktion von # und »;
mithin erhilt die Differentialgleichung in diesem Falle die
Form: '

d (., d
20. 6 4-(6 dz)+g(u,w)y 0, wo

21. g (u, v) =2A1y ut o
ist, die Summe erstreckt iiber alle nicht negativen ganzen
Zahlen 4, p, welche der Ungleichheit i + o' u =40 — 2
geniigen. Von diesen 3¢ — 1 Coefficienten A,, sind zwei be-
stimmt durch die Gleichung (18), welche in diesem Falle, da
9, und o gleich Null sind, die Form annimmt:

29, g(u’v)zg(_e;ﬂt—4g+2
8

transformirt wird. Die

—(p—1)(2e—1) ZEF1L ;—4e+3 ¢ o,

8
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I. Aus der letzten Gleichung folgt, dass g (,v) eine Con-

stante sein muss, wenn g = 1 ist; mithin geht in diesem Falle
die Differentialgleichung (20) in folgende fiber:

23
23. gm% +ey =0,
deren allgemeines Integral ist;
24, y=4d eV—¢ 4 Be—wV—c,

Die Variable & ist der Quotient zweier solcher Integrale;
es ist daher

25. 2wV —¢=log ax+p

re+d°
II. Wenn ¢ =2, also =3 ist, so ist a =2, &' =b;
folglich hat die Normalgleichung diese Gestalt:
26, "=R@u=u"—gu®—g,u®—g,u— g,
Die Gleichung ¢ =1, (¢ —1) (a'—1) ist hier erfiillt, und es ist
3
217. g (u,v) = A4, v+ EAJ_O ul.
0

Setzt man » = ¢~ 2, so ldsst sich » in folgender Form dar-

stellen:
v=0"% 4o 1+ vt + ete

28.
Gu,0) =2v=2¢"%4+20,1 1+ etc.
Es ist also .
L1 21 ) dt daher
G, ~ 20 %4 29,¢—1+ete’
29. % =— 1+ v, + ete.,
also @, = — 1, a, 1 = 0. Daraus ergiebt sich nach Gl. 22:
30. g, v) =284 o4 + ete.
Mithin ist 4,;, =0, 4;, =2, und daher
31. guv)=2d"+a®+fu+y.

Folglich ist die Differentialgleichung in diesem Falle:

4 VR (VR(u] L)+ @+ art + putny =0,
oder, aufgeldst:
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32. 4R()

3:3’:+2R’(u}-———~jz+(2u’+uu’+ﬁu

+7)y=0
III. Wenn ¢ =3 ist, muss « = 3 angenommen werden.

Demzufolge sind drei verschiedne Fille zu unterscheiden:

1. k=1, k=3, k=5

2. k=1, k=2, k=5

3. =1, k=2, k=4
Fir diese drei Fille hat Herr Professor Weierstrass die Nor-
malgleichungen dargestellt. In den ersten beiden ist ¢ =
(e — 1) (¢ — 1), daher sind diese Fille in dem oben behan-
delten enthalten; im dritten aber ist @ = 3, o' = 5, und daher

e=Y(@—1) (@ —1)—1;
das Gebilde besitzt also einen Doppelpunkt. Man bestimmt die
Gleichung desselben in folgender Weise. Es sei

33. E & & &
die Reihe der existirenden Funktionen, welche nur an der einen
Stelle unendlich werden; sondert man aus diesen ¥;, & aus,
8o lasst sich jede rationale Funktion ¢ dieser Grissen, welche
nur an derselben Stelle unendlich wird, darstellen in der Form
g=d+ B+ O,
wo A4, B, C ganze Funktioneh von §; sind, und zwar ist die
Ordnung von ¢ griosser oder gleich der Ordnung jedes der
Terme 4, B §;, C¥,. Daraus ergeben sich folgende Beziehungen
zwischen &, &;, &:
=4, 5+ 4 5+ 4]
34. . &5 =By&+ B, 5+ B,
E=GkEk+ C 5+ C,
wo A,, A, etc. ganze Funktionen von ¥, sind, deren Grad
durch den unten angehiingten Index bezeichnet wird. ¥; kann

man ersetzen durch ¥, + B, § durch §';, + B,. Daraus folgt

dass wir in den Gleichungen (34) B, = B, = 0 setzen diirfen.

. Zwischen den fibrigen Coefficienten ergeben sich dann folgende
Relationen:
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35. Al =— A, Cy Bl =4, C, C'=—4,Cy
es ist also

-~

=45+ 45— 4,0
36. E5=4d4,C
E=CGE+CE—40

Hierans ergiebt sich, wenn wir A = u, & = v setzen
die Normalgleichung:

317. guv)=v"— 4 v+ G uv —u®C;.

Wir konnen ferner annehmen, dass der Coefficient der,
hiichsten Pofenz von u in € gleich Eins sei. Den Coefficienten
des ersten Gliedes in C, bezeichnen wir mit #; dann lfsst
sich, wenn wir u =¢— 3 setzen, » in folgender Weise ent-
wickeln:

38, o=t "%— YRt 4 vt + v,r 24 ete.
u = o, v = o ist ein Doppelpunkt, dem zwei Werthe von &, ent-
sprechen, die durch Auflésung der quadratischen Gleichung
E=0C §— 4G
gefunden werden. Wir konnen daher setzen:
39. E@u,p)=u,m= :(%.
Dann verschwindet E (%, v) nur noch an einer einzigen an-
deren Stelle:
u=o, v=24d,
und zwar von der ersten Ordoung. Es ist also m=1.
Wir haben nun ein Integral

23=ff(u,v) du

zu bilden, welches nur an den beiden Stellen #=9, v = 4, und
y=oo0, »=rco logarithmisch unendlich wird. Ein solches ist
vidu
uG, (u@’
- und zwar erhalten wir, wenn wir dasselbe in der Nihe des
ersten Punktes entwickeln: :
29 =log(t) +P @
in der Nihe der zweiten Stelle, wenn wir

40. 29 =
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u=t"8 v=t—5 Y gsr—* 4 ete.
einsetzen und die Entwicklung ausfiihren:

v'du
41, wCian) log (¢) + i.’.‘}o + 23, (¢) + ete.
=7 B
Setzt man dasselbe Funktionenpaar ein in den Ausdruck
udu
W= /‘ G, (, v)

80 erhilt man

% = a, ' + a5 1 ° 1 4 ete.

42. s=3,a,=—1, ag1=—"Y%8.
Es folgt daher aus Gleichung (18):

43 Nu,v)=6t"8—48¢~ T+ ete.

Ausser an der unendlich fernen Stelle wird N (z, ») nur
unendlich (und zwar von der zweiten Ordnung) im Punkte
u=0, v=A,. N(u, v) erhilt also einen endlichen Werth,
wenn wir # =0, » =0 setzen. Daraus ergiebt sich ohne
Schwierigkeit, dass sich N (x,#) in folgender Form darstellen
lassen muss:

44, Nmﬂ=d+8%+c%u

wo 4, B, C ganze Funktionen von # bedeuten. Es sei m,
der Grad von A in Bezug auf u, m, der Grad von B, m; der
Grad von C Dann sind die Ordnungen der drei Glieder A,

B —, C beziehlich: 3 m,, 3 my + 2, 3m; + 4. Von
dnesen Zahleﬂ muss die grosste gleich 8 sein; es ist daher m,

- =2, m =2, my =1. N(u,v) hat daher die Form:

i
.

2
av®+bu+c+ -:%— dul+eu+f) + -;E;- (g u+ A
Von diesen 3 ¢ — 1 =8 Coefficienten sind zw;vei, nimlich d -
und g, durch die Gleichung (43) bestimmt. Denn wenn wir
den fiir N (u, ») gefundenen Ausdruck nach Potenzen von ¢
= u—" entwickeln, so erhalten wir:
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Nu v)=dt 8+ (g—%g") =7 + ete.
Vergleicht man hiermit die Formel (43), so ergiebt sich:
d=6, g=—28.

Zugleich folgt aus (39) und (40):

a9
45. M(u,v)=2ﬁ=-;—,—.
Die gesuchte Differentialgleichung ist also folgende:
d? v’ d
46. dnfl’+_z}"_2%+N(u’”)y=0’
wo d udu

AR}
N(u,v)=au‘+&u+o+-E-(6u’+au+f)
2
+ 25 (—28uth)

zu setzen ist.




VITA.

Ego Fridericus Schottky Vratislaviensis natus sum patre Dr.
Arminio Schottky die XXIV. mensis julii anni MDCCCLI. Fidei
addictus evangelicae gymnasium, quod Vratislaviae est ad aedem
Sctae Mariae Magdalenae, per annos decem frequentavi, et testimo-
nium maturitatis adeptus mensi aprili anni MDCCCLXX., ad univer-
sitatem Viadrinam fransii. Ibi duo per semestria commoratus, post-
quam a prof. ill. Schroeter et Meyer ad exercitationes mathematicas
et physicales admissus sum, Betolinum me contuli. Reeceptus in nu-
mernm civinm hujus universitatis quatnmor per semestria seminarii
mathematici, quod regitur a prof. ill. Kummer et Weierstrass, so-
dalis fui. Gratias quani maximas ago prof. ill, quorum lectionibus
interfui: Cohn, Galle, Marbach, Meyer, Schroeter; Helmholtz,
Kronecker, Kummer, Quincke, Warburg, Weierstrass; inprimis
auntem prof. ill. Helmholtz et Weierstrass, qui privatis quogue con-
siliis me adjuvernnt.




THESES.

I
In geometria notio aequalitndinis emanat e congruentia
figurarum.
II.

Ut demonstretur hypothesin physices recte esse positam,
non satis est ostendere vera esse, quae inde derivantar.

ML
In qualibet scientia laudabilius est errorem corrigere, quam
veram sententiam detegere.




