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1.

Disquisitiones nostrae vertuntur in investigatione aequationis dilferentia-
lis, cui subiecta est fractio

1
= Va—a) + =0+ (o) )

quantitatibus 2, y, 5 sive realibus sive imaginariis. Dilferentiatione facil-

lima invenitur
da*rR d*R d°R
ey 2 z — 0. (2)
dx dy dz

Posito ergo

x=cli—¢,  r=ali—v’, zs=ew
a = |/1__§f, b = g, Vl--wf, c= 9-“’:}

aequationem (2) sic licet transformare, ut non amplius contineat dw, dy,
dz. Est enim

3)

dR _ dRt du | dR dp | dR dw
d:  de'dz | dp dz ' dw dz’
denique
&R dR gdan® 'R (dn®  d°R AR A dR & R d'w
==z (Z) "‘E;f'(:&) +a LR PR sl Pt oL el S P Y
{ 'R da dp 'R de dw AR dp dw}. (4)

da.dp dz dz du.n’w'z.z-'—dp.dw'd._z.ca

Litera z mutata in y et x similes prodeunt aequationes, ita ut (2) in-
duat formam

d‘R[( (@ :1; ] d’R[(::) (g;) ( )] d'R[( ) i‘:')‘]_,.

dil fdta +d' d‘ dR pd*p d’p d’p diw a"
+ e E;T'FE] N prom

R;_’-’-E‘;:‘-q_d? +dw dz? ‘+d'.r]+
d*R [da dp de dp  da dp d'R fde dw  da dw  da dw
dunds Lda' dz Vay' dy &;'.?x] Toawlaz: Yyt a s

d’R [dp dw dp dw dp n’w]__o' (5)

+2 +

e mty et E
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Ex aequationibus (3) statim valores emanant tam f—f;”—o quam
2,
4% — 0; nec sine caleulo valores j‘, %’}, i:, ete. reperiuntur. Diffe-

drx
rentiatione enim secundum x instituta pmfemntur aequationes tres

t=Vi—¢ :: _&e  dp

Vi—g" dx

=V LI Pl et 0 epew dw
) 0=Vimw g 5 +alimw dx " Vi—at dv

0—-gw—+aw -|—¢de

quae (cum sit % = 0) statim reducuntur ad duas

— —"'_ g.drc rze .'3?
1=Vi—g dx T Vimgt dw
— il
0=gg +ag:
p

d
e quibus Permde d.: alque == mvemre possumus. Differentiatione secun-

dum x iterum facta tam I— quam =% % reperimus. Differentialia quantitatum

a, p, w secundum y et z evadunt ex aequationibus

- % "“_g“i’,,_,'i{
0=Vi—¢' ¢ 3 Vizgt ar

) — — T d aewa‘w
® TS e
0_gw—+uw—+ugj:

et
—_ ¥ de ag de
0=Vi—¢' =yt a
(C) 10 =¢V1—w" +aV1—w.j ﬁf—gz'f

de dp dw
\1 =gwoo Haw Hap -

Calculo finito valor obtinetur

@)+ E)+E) =1

Reliquae expressiones in (5) contentae statim prodeunt, ubi comparaveris
aeq. (5) cum
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dR{—23% 1 d°R dR d R
T R a—w) =S e TR @R — 0. (6)

4°R
3 (=) + = In P

Uberius autem de coordinatarum transformatione hoc loco egimus, cum
tales res in dissertalione nostra saepius obviam fiaut.

§ 2.

Fingamus functionem R esse explicatam in seriem ascendentem se-
cundum potestates ipsius « ita, ut sit

R=P,+Pa+Pa’+4-.--- +Pa g
denotante P, coefficientem non pendentem ex quantitate e¢; cum sit ad-
hibitis valoribus (3)
R — 1

Vi—ietraf’
posito brevitatis causa

t=Vi—g' Vi—gl + gp,(ww,+ Vi—w" Vi—w}),
accipies, ut satis constat, valorem

P, = 1.3.5....(2;1—1){!,. n.(n—1) e ,+n(n—1)(n—2)(n—3)t,,_4 ”} 0

1.2.3.... 1 2. (Jn—-i) 2.4.(2n=1)(2n—3)

neque minus P,=1 pro t=1. n*

Cum saepenumero pro # quantitates aliae sint ponendae, variabilem

adiiciamus et ita quidem, ut aequiparemus seriem (7) multiplicatam in
1.1.5.. fa:z—i]
1.2,3,

functioni P,[¢]. Facile intelligitur, cum R sive S fo"P.} data
n=0
sit aequatmne (6), functionem P, subiectam esse aequationi

w dP,
2 dw

dP, 1—3° 1 Lo
f eg clwa
Primo casum specialem contemplamur, posito quidem & = sin ¢;
tunc erit

=0. (8)

—wty PP — JP g
(1 dw? (1_“’ ) a‘,(p“ ) +(1 dnp dwt
4P, __ ap, dp
aw =Yy dw

Deinde habemus
it
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dp | 1

dw  cos [ {—
ap w
2w = (Cant
unde
arp, anp, arp,
2 - ® »
@ W)dw’ e = ap??

quare posito

9 t,=Vi—g"Vi—gi+ge, (cospVi—wi+singw,)

prodit aequatio
atp, [.' ] e dp,[t,]1=2% = 1 d*P,[¢]
(10) LRl gty 4 BN 1= L R

Advocato theoremate, quamcunque functionem continuam unius varia-

+n(@m+1)P.[t]=0.

bilis ¢ a ¢ =0 usque ad ¢ = 27 una ratione in seriem explicari posse
progredientem secundum sinus cosinusque multiploram anguli ¢, videmus
coefficientem P, hanc speciem induentem:

(11) Pt]|=g. Fr.t(g. cosp ¥, +h, sing ¥, )+
+(guncosnp ¥, ,+ h, ,sinng ¥V, )

designantibus 7 et ¥ functiones ipsius p; g et A functiones ipsarum g,
et w,. Fieri non potest, ut P,[¢,] altius quam »"" multiplum ipsius ¢
contineat, cum sit functio integra n' gradus ipsorum sin ¢ et cos ¢;
sin ¢ et cos ¢ in series explicari queunt progredientes secundum sinus
et cosinus mulliplorum anguli ¢, neque altius tenent quam n™. Fun-
ctione P,[t,] subiecta aequationi (10) perspicitur facile, functiones ¥ et
F¥ subiectas esse aequationibus differentialibus

d
(=g + 3~
R :mf 1—2° ?

dE N (i e ) + N m

quarum duo integralia pa‘rllcl.llarla sint P, et Q,,. Denotantibus «, .,
5,,(,,,, A, n, B,, constantes, i.e. guantilates non suspensas ex g, valores
generales functionum 77 et J¥ speciem hancce accipient:

;rn.m = an,m Pw‘m + bn,"‘ Qﬂ,m

m'm - An,uPn'm -+ Bn‘m n,m

dV,,,,. V..,,,i—

+V,,,,, nn+1—ﬁ)—0

+W,m n.n+1-—-~) =10



[

unde aeq. (11)
P,[t,] = gno Paot (3n; €05+ B, sing) Py, 4=eeeee
+ (8§, COSRP 4Ty, , sinnP) P, , 4
+ 6,00+ (G, cos ¢ 4+ H,, sin §) Q,, 4--+---
+ (&, . cosng -+ H,,.sinnd)Q, .,

a1y

designantibus g, h, &, $ quantitates non dependentes a p et ¢, conti-
nentes tam g, quam w,, quarum indolem perinde ac functionum P et Q
deinceps investigabimus, nonnulla theoremata adiicientes.

§. 3.

Solutiones igitur partiales aequationum nostrarnm  differentialium
(12) investigantes per series integramus, ascendentes illas, si modulus
ipsius ¢ (sive p, quantitate p reali) unitate non sit maior, descendentes
autem, si p unitate non sit minor; pro g =1 hae series multiplicatae in
constantes rite creatas coincident.— Cl. Eviex (*) uberius formulas quas-
dam generales evolvit ut obiter nobis liceat tractare casum earum specia-
lem. Statuto igitur

p=co
p‘n.m = a, e’-_'_ a,_, el-—ﬂ e =P§°(_a7t-gp ?:\-,p)

differentiatione consequimur tam

APy P2 .
a a5 B (A—zp) g~
m
™ AP fifetg Am3p—2a
% = an a,_,, (A—2p) (A_QP'"”)E w

Hisce valoribus positis in (12) invenitur

a_,§(A—2p) (A—2p—1) + 2(A—2p) — n(n+1)}
. =t pra {A—2p+2) A—2p+1) + (A—2p+2) —m'}
sive
a _ (*—%p+24-m)(A—2p4-2—m)
hmsp = Bamspra (—ip) Q—2p1) — n(n-4-1)"
porro, ut generaliter loquar,

a, = 0, unde a,_,=0.

(%) Institutiones calculi integralis. Vol. IL cap. Vit
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Ne amplius habeamus a,_,, = 0, statuimus
(A—2p)(A—2p+1) —n(n4+1) =0

unde valores prodeunt sive (A—s2p) = n sive (A—zp) = — (n+1). Tunc
erit, quia omnes termini a,, a,_,, & _4y... &_,,,, €vanescunt, a,_,, = 1.
Ttaque ubi posueris a,_,, = k in altero casu, in altero = k,, resultabit
) a, =k, a_pin=Fk,
eademque ratione
—a (n—tr4m—4-2) (n—2r—m—+-2)
T UAmrts (pear) (n—2r 1) — n(n—4-1)
a (n—1t-2r—m) (n —1-2r+m)
-—(u-l-l-l—)r) = —(n4+143r—2) (n+1+£r) (n+£r)-—n(n—|—l)
Quoniam est

a,

n—ar

z(z+1) —n(n+1) = (z—n) (c+n+1)

hae aequationes subeunt formam

(==55) (=)

an—’r =S anv——:rd—l 2141
r@___g

(+"=7) (=

A (pprgar) = O (np 1 43r-2) pr 3
(+——0

unde sequitur

L EDE) L EACEE ) L)
i BT R O T
(| ()

) T

sive posito, ut fieri solet,

+k’e—(n+() 14~

u(a+1)ﬁ(6+t)

L2y (y+1) B

F(a, ,vy,x}_.i-i-

(13) Vn’m — ]i‘?"F(—-n-:-m, _ n—m, _ 2nz—1’ g_,) +

2

tna n41—m n-14m 2n+3 _
ke g (P, R, 2 ).
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Nec est practermitiendum, utrumque seriem vel pro g =1 convergere,
cum « -+ 2 — v sit quantitas negativa (*).

§. 4.

Exhibitae a Cl. Kumner (**) relationes inter illas series hypergeo-
metricas, quarum elementa differunt, haud inutiles erunt ad seriem nostram
in formam aptiorem redigendam; conditio, ut p unitate sit minor,
evanescet, quippe cum series altera evadat finita, altera integrali expri-
matur, quod aeque secundum ascendentes ac secundum descendentes po-
testates ipsius ¢ explicari potest.

Dedit Vir Cl. formulas hasce

—Vicw
(°. 49) F(e, B, at-B-+, a) = F(20, 28, e Bt 4, == Iz.l )

o — « a3 o?—
(v°. 55) F(a, g, Lft', x) = (1—2) F(%, H ekt *__)

2 ? gt —da 1

Quibus aequationibus adhibitis primum mutatur

— 1 p=Vor—t nd4m  n—m  In—1 _,
F(—-n-i-m,-—-n—m,———e :; )CUHIF(— 2 T ,——-?-19 !)v

deinde ope aequationis (n°. 53) aequationes duas accipimus, si quidem
primum pro e, tunc pro B valorem — (n4-m) substituimus,

n4m  p—m eR— Vor—1yn+m n+m  pEm— 2= 1
(-2 ) () (e

t 2 2 ! 2 2 Ti—p! (14)
F n-m n—m an—1 ] r—m nfm _ p—m—t on—~t i
(=== ) = (T (- =)
Functionem F(—-’i"'—m -2 g") multiplicatam in g™ esse

solutionem particularem aequationis (12), jam vidimus (13): quare
:cg”F( s e g“) significante » constantem arbitrariam,
aequallonem eandem solvet. Ianc solutionem cum aequiparaveris literae
P,,, erit Q.. (sive aliera solutio) ea pars aequationis (13), quae est
multiplicata in k,; huic quoque valori constantem arbitrariam A adiicia-
mus, ita ut sit Ag~ (“")F("*"""' kiom g—’) Q. Interdum ipsis

(*) Disquisitiones generales cire. ser. infin. auctore Gauss p.19,

(**) Crelle, Journal fir Mathematik. Vol. XV.
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P,. et Q,,, variabilem addimus, et ita quidem, ut posito x= —1__
W ' =y
sit
=z -3 " - —m In—1  _g\__
(GO Pn.m[V'“32]=?F(_n2ms_”z s ™ seg)“-'
—m n—m~—1{ 2n—1 1
T T Q)

= (=) T (=TT

sive
(15) PonlVizy]=
=p"‘{!/f-—-p_‘"" (ndv,nz,(:::';-')v—,---»! (n—m](J:::li:(::ijn—m—i)vi_—p._n_q_e!c-}.
Q... sine opera integrali exprimi licet (*) sie, ut sit
146) QI i—pl=gnf W (=0T )T
o

statuta constante
n(=2=)n(:37)

e

Calculum ipsum non adscribimus, quoniam mera substitutione formulae
nostrac e generalibus deducuntur.

A=

Notatu est dignum aequationem (7) sumto ¢ = Vi—-g’ transire in
hane:

e P,[Vi=¢"] = 13500 (2n—1) P.T=7]

1.23000m
unde repetimus (7)*

(18) P,"[t] —_ 1.2.3.000um

3.5, (Gn—1)
Docet formula (15) esse

(18)* P, .[1]1=0 (casus m=0 debet excipi)
unde concludimus esse P,,.[/1—¢’], statuto p = 0, quantitatem finitam
sive 0.

Formula (16), utpote quae tam secundum ascendentes quam secundum
descendentes potestates ipsius p explicari potest, non est inepta, valore g
sive superante sive non superante unitatem, Pro g=0 est Q, ,=00 cum
¢ sit =0""=oc; pro p=0, m=0 functio Q,,, valorem suscipit

(*) CL opus supra laudatum Cl Kummer p.142. Pro valore m < n quantitas v — 3 est
positiva.
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(—1)~ ‘_:ffn!u"(i—u)?: du=o0

quod alia quoque ratione demonstrari potest, adhibitis quidem formulis a
ClL Evter (*) datis pro tali variabili, quae unitate sit minor.

§. 5.
Reversi ad contemplationes §. 2, ¢, aequamus cifrae, unde (9) ¢,

capit valorem Vt-»g ; lunctio P,, aequat. (11)* (quae est P, [}1—¢® ])

valorem P".°[1]_T.%_(TF—_|) (18); reliquae functiones P,, valorem

P,,.[1]=0 (18)% Ilabemus idcirco pro (11)* aequationem
P [Vi'_e ] gﬂnl—ﬁé’;‘:ﬂ"'@anﬂ ﬂ[1]+ (®H 1 €08 ¢+S§" ,sm ¢I) Q”' [1]+
dreieee + (G, .cosng 4 H, ,sinng) Q,.[1]-

Omnes functiones ), ,[1] sunt infinitae; P,.[Vl_—“-?f] non involvit ¢,
unde argumentamur esse
G,.=0,6,=0.....6,,=0 8§, =0,..... $,, = 0.
Quare nobis est aequatio
o = 1.3.5.000 (Zn—-l)P [Vl ] (18)"

1.2.3..
neque minus

P,[Vi=¢"Vi—g 40, (cospVi—wi+singpw,)] =
=g, P [V 1= ¢+ (8, cO8 p 4By, sing) P, [Vi—g"] +
deeeee b (QnnCOSRP 4 b, sinnp) P, [Vi—=g"]. (19)
Iam statuto w, = sin ¢, patet esse
P, [Vi—gVi—gi+gg, cos(p—¢)] =
t:g;:{(g"_,,, cosmp + b, , sinme) P, [V1—g']}. (19)*

(*) Institutiones calculi integr. Vol. IL. p.184 et 188. Substitutionem ipsam nullis difficul-
tatibus implicitam non adscribimus, cum demonstratio exhibita sufficiat. Aequatio Cl. Euler
A(r—1)e+rc4f=o0 transit in 2 =F m, unde altera solutio involvat g™, g="™*%, .....,
id est, sit infinita pro g = 0. Pro m =0 evenil, ut binae series in unam coalescant, quare
p- 188 laudayimus, ubi docetur, alteram solutionem logarithmum involvere ipsius ¢, id est,
esse infinitam sumto pro p valore o

2
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Mutato g, cum g, ¢, cum ¢ neque minus ¢ cum p, et ¢ cum ¢, eadem
ratione consequimur

@0)  P[Vi—g Vi—gi4gp cos(p—g)] =

= ‘T {(g,mcosrrzq),+l),,msmmgb )P,,,,,[]/! g1 Hi
denotantibus ¢, ,, et [),,_,,. valores non suspensos ex g,, ¢, Cum hisce
aequationibus tertiam coniungimus, ortam illam ex observatione §.2 de
seriebus trigonometricis. Designante enim ¢",,. valorem non pendentem
e {(¢—¢,) accipimus
21) P,[h —g‘ Vi— gf +pp, cos(p— )] =£u{g",‘m cosm(p—o,)} =

=F§‘w{g”,, mcOsSmMPpcosmep, + ¢, sinm¢psinme, }.

m=0 ‘ !

Adscito iterum theoremate §.2 concludimus coefficientes primum ipso-
rum cos m¢ in (19)* et (21), deinde ipsorum cos m¢, in (20) et (21) esse
eosdem, unde primum summatio in (21) non usque ad m = oo, sed ad
m = n extenditur, tunc quatuor prodeunt aequationes
@) §onPonlVim ] = §'mc08m, 5 by Pon[Vig) = ' msinmg,
(23) ¢onlem []/:g‘,‘] =g mcosmo ; l;’,,‘,,P,,_m[V:g—f;I =g s mSinMmg
sive

P, [Vi—=gVain+ bl =P, . [Vi=g]V§in+ Ve

Quia g, €t b, tantum continent 0 P statuimus (declarantibus a,,, et
b, constantes numericas)

Gonm _...a,,_P,m[]/i— eosmep, s b, =208,,P, . [Vi—¢i]sinme,.

Quantitates @, ,, et ,,, non amplius tenere neque g, neque ¢, facile pro-
batur. Posito enim

g'n.m = a’n_mPn_M[V:e—!] cos th H b’n.m = 6’»,»: Pn,m“ 1= El] sinm ‘P

habemus, neglectis indicibus

Va® cos"mp, 46 sin’m¢, = Va™ cos"m¢ + 6% sin“me
deinde (22, 23)
acosm¢ cosmep, = a’ cosme cosme,

a=d.
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Quod ¢ tantum continet g,, ¢,; & tantum p, ¢; @ et &' valores sunt
numerici. Deinde commonstrari potest esse @ = &, cum ex aeq. (22) ef-
ficiatur et

§'= aP[/=F) PI=F] et ¢'= bP(Yi= g PV )

Quibus omnibus adhibitis reperitur
P,[Vi—g'Vi—gi+gp, cos(p—9)] =
=:§:{a,,‘m cosm(p—o,) P, [Vi — EE} P, .[Vi—eil}. (24)

Posito
t,=Vi—¢"Vi—gl+gp,cos(p—9.,)

statim intelliges P,(¢,) eidem aequationi differentiali subiectam esse, varia-
bilibus et g et ¢, cui P,{z,), i.e.

asp, {e,] dP [t;] 1—2" 1 a@°P,[t,]

C=g) = i e

Casum specialem aequationum (24) et (25) hoc loco tractemus,

quia saepe usu venit, I e.

+n(n+1)P,[t,]=0. (25)

g=sinf, g, =sinf,
quibus valoribus statutis £, formam subit
Z, = cos fl cos 0, 4 sin 0 sin 6, cos (p—¢,).

Fingamus in globo triangulum, cuius latera sint 8, 0, v; angulus
lateribus et §, inclusus sit ¢ — ¢,; tunc erit

cosy = cos f cos§, 4 sin 9 sin , cos (p—9,). (26)
Quibus valoribus positis eruitur ex aequatione (24)
P, [cosy] = = §a,,, cosm(p—9,) P, . [cos0] P, [cos§,]}.  (24)"

Cum sit
aP. __ap, df

=
d*P aep, t  ap, a%
=G ( )+7r.7§
t _d_ﬂ —
cos§ — dg _1/._7
ah

d_fg_ (1-§i)% g
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aeq. (25) induit speciem

d*p, _ ap, ) 1—2,° 1t d°p,
e Bt e om0

] FLE T—g* el/‘__?g
sive
) "da* +c0tge TR +5":,6 e s +n(n+)P, =0
enique
q d(smﬁdp [eos+] P
25y sm& df Sin ¥l ““;W—+H(H+1)P,,[cosaf]=0.

Ex aequatione (24) sine difficultate deducitur formula

@) = f PIVI=gVimgi 4 gg, cos (9 —9.)] cos(me) dp =
= a,,lmP,,‘m{Vy——e*] P, [Vi-—ef] cosme, ,
pro m =0 dimidia parte integralis sumta. Hoc casu constans a,, haud

ignota est; cum sit (18)**

g = LLEC=) p (MO) P, [Vi—g] (acq. 17)

1.2

Gnm = CpmPnp[V1—gi] cosme,
invenitur
. 1.3.5...(2:.-—1))’
Gno = ( 1.2.3...n
unde

@ & P Vi=g g cos(p—9)]dp =
= a,. P, [Vi—¢'] P, .[Vi—¢i] = P.[Vi—¢") P, [Vi—¢l].

Integrale inter limites ¢ et 27 in duo integralia distribuimus, alte-
rum intra limites o et 7, alterum intra limites = et 27. In altero cum
statueris

¢ =cor—
reperies limites = et ¢ ipsius ' cos (p—¢,) transit in cos (27 —V—¢,)
=cos (Y +¢,); dp in —d}. Restituto igitur ¢ pro 1L habebis formam
alteram aequationis (27)*

@N*"* plVi—F1r,Vi—¢l=
= éj;:qu{P.[h—;"Vh—_ﬁ-l- gpq cos(p—oy)] 4 P, [Vl-—-TVi——-? +2g cos(p,)]}-
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§ 6.

Speciali casu, tam w quam w, non assequente unitatem, finito ad
aequationem (19)
P,[t,]) =3 {(§nm cOSMP + b, nsinmg) P, [Vi—g]}
revertimus, de quo casu neque minus de P, [{] Dreviter tantum dissere-

mus, quoniam omnibus, quae antecedunt, perspectis harum functionum
forma haud difficile cognoscitur. Mutato g cum p,, p, cum g accipimus

P,[z,] =:E=‘;{(g’,,l,,, cosmp + U, sinmep) P, [Vi—oiT}
unde -

gnlmpnlm[Vi-_'Eg} = g’ﬂ.mpﬂ.’” [Vi-'ff}’
gn’m = an‘me’m [Vl_ggl],

denotante &, , valorem non dependentem ab g, p,, ¢, continentem w, et
valores numericos. Habemus itaque

P2, :E {(@yncosmep + 5, sinmg) P, [Vi— '] P, .[Vi—g' ]} (28)

b, .. continente w, et valores numericos; valores functionum @ et & dati
sunt acquatione differentiali statim definienda. Quo consilio dicimus fun-
ctionem P,[z,] secundum ¢, et w, differentiatam eandem aeq. differentialem

postremo

exhibere quam P,[#], cum sin ¢ nonnisi sit valor specialis ipsius w, Igi-
tur consequimur
dP[t] apP, (2] 1—25% 1ap(:
1—
(1—gD) + R P e e

]( _ +
+n(n+1)P,[¢]=0,

Advocata formula (28) et acquatione differentiali ipsius P, .[Vi—gi], i.e.
(indicibus neglectis)

w, dP,[1,]
?If dw,

—pl) + ar (1"25')+n(n+1)P = uP
resultat
m=n d? a,, m (l——w Y miaym da" ™
0=X1P, [Vi—g"IP,.[Vi—¢ (( + = )cosmd>+
m=0 | 1 1

d’ é,.'m(l—iv?) m b,. m w| a‘b,.,.,
-+ _d;:?— e + g dw, )smmtp)



14

pro quovis valore ipsius ¢, unde deducitur

dd‘:gm ~ —-1)+W dan m ——-m"a,._,,.=0
(29) 2 db
e (i 1)+w'~m—m=b,.,=o-
dw, .

Neminem fugiat acquat, (29) statuto w, =sin ¢, in formam abire

d Tum z ®bnom z
= —m'a,, et d-‘p_ =—m'b, ,
unde evadit
a,,=csinmp-4c, sinm¢
b, = c'sinmp+ c, sinmp.
Introductis igitur symbolis

(m +2) m’(m-'z) (m+ﬁ)(m-i-z]m’(m—ﬂ)(m-—q)
1.2,3.4 1= 1.2.3.4.5.6

1 T2
[y 20y] = ‘1"%“’: + +
30
( ) [myw,] = mw (m+n)m(m——|) 3 (m+1)(m+1)m(m-—|)(m—1) _

(A L 1.2.3 1.2.3.4.5 -

habebis [m, sin¢,]' = cosm¢,; [m, sing,]=sinme,. Differentiatione
instituta facili negotio comprobatur [m,w,]' et [m,w,] complere aequatio-
nes (29). Numerus membrorum seriei alterius (30) erit finitus pro pari
m, alterius pro impari, quare has adiicimus formulas

[m,w,].u= l/l__—wf {1_(m+|).(m—|)wf " (m=+3) (m-r;nj (:r:—') (m-—n)w“‘__ }

(30)"

[y w,] = V:‘-u-‘;' {m W, — (m42) m(m—2) ‘J+ (m44) (mﬂ)m(m-—ﬂ)(m—i) _ ...}.

1.2.3 1.2.3.4.5

Quas formulas veras esse facile monstratur statuto pro a,,. sive
b, » valore zV17=w? unde aequatio ipsius s prodit. Habemus ergo

Pz, ]-.. {P,,,,,[Vl_--—_]P,,_[V-t:- Jicosme (c, m [0, ]+ €1 [0, ] ) 4=
+ sin m¢p(C, n[m, w,]+C, [m,w,] )}}

Posito w, = sin ¢,, ubi comparationem institueris cum (24), invenitur,
restituta litera w,

(31) P[] ——-—:S: t‘»,mPn.ml V l—g‘]Pu,m[V:Eﬂ (cosmep[m, @,]' 4 sinm ¢ [m, w,])}

declarante ¢, eandem constantem quam a,, in (24). In summatione
conficienda tam valoribus (30) quam (30)* utemur.
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Sine ullo labore ex praecedentibus valor ipsius P,[¢] deduci pot-
est. Sumto enim in (31) pro w, valore wli—w? —w V1—w® = w, ac-
cipies
P,[Vi—_gs’zl/i_:-?: + H,((Vl—w’l‘i—w’," +ww)cosp 4 (wh1—w? — W,Vi—w’) simp)] =
=m§: {c,.,m Py U/@“] P, [Vl_:?f] (cosmp[m, wy]! ==sinm [, w,])} y
etiamsi ¢ = 0 (*); tunc erit

P[1) =3 {onu Py V=] P, [Vi—gt )}

continente ¢,,, et w et w,. Aequatione differentiali ut antea adhibita re-

peritur

Pi]= 2 {c,m ,,,,,[V1—§ 1P, ,,,[V1—- ([ ) [y 4 [my e, )[m,w]) 3. (32)

5. 7.

Hac data occasione nonnullas observationes expromamus de his
functionibus, quas per P, et P, ,, designavimus. Similes de functionibus Q
non adnectimus, si quidem nullius momenti nobis videntur, antequam
quaestiones de valore 1psms — proﬂlgatae sunt; ceterum formulae non-
nullae finales, dlITerentlahbus cum integralibus mutatis, n cum — (n 4 1)
statim ad Q, ,, referri possunt.

Differentiatione facta liquet nobis esse aequalionem

P.a[Vi—¢]= e ot o S

(n—m—1) (n—m4-13)...(n) dx"t™

posito differentiatione perfecta x = Vi—p®. Habemus enim

n(n—i)_rm—ﬁ
1.2

_——

('—1) = a"—nax" 4

d (x2—1)"
dx?

2 —p) (2n—p—1)
(tn—1)2
(tn—p) (@n—p—1) (n—p—2) (2n—p—3) P
(n—1) (tn—3)2.4 g 4_'"} (34)

= zn(zn—I)---(2n-p+1){.1:’“" . A

-+

Statuto itaque p=n-+m

(*) Cf. exempli gratia Dove, Repert. d. Physik. Vol. I 4837, p.152-174.
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o" dm+m(xfe 1) _
(p—m—-1)(n—m—+2)...2n da +m =
— g grm = =m=t) () tnet) () ()
=g {»‘” T X o x 4__,_}

=P, .[Vi—¢']; posito x = }i—¢*

_ (’1-—«:9)3 dm+m(x?—g)"
(33) P, . [x]= oA
Quia est

P, [‘1_] (Zn—i) Pno[ ]

accipimus pro m =0
(33)" P[x] = L=0",

2"1.2.3...n dx"

Aequationibus (14) aequiparatis eruitur
R —1 n—1 1
z Tz ? 1_—?)_
n—4m n-!-—m—i 2 —1 " -
—F(——— T =T ) (G =g )
sive cum statuissemus
—_— n—m n=—m—1i n—1
P Vi—g) = F(="37 =7, =22, ) —g)'T,

n-4m n4m—1 2R -1
F(_T, — e ,1
-

= (1Y g P [V gl (=g

Cum hac comparamus formulam (34) sumto p =n—m, unde prodit
(x = V1 -—gu’)
2= (e )

nHm  mbm—t wR—t 1
dx =" 3

=2n(m—1).. (n+m.|-1)(1_9 ) T F(...._. , =, =T
1 an="(axf—1)" (1—9')—,.— e (y\m .
(Fmr)(ndm—42)...2n  da"" (1__8,,):;:_"'( )™ P, u[V1—¢');

1 - (xf—)” _ (_Pr)u R )
(nm41)(n+m+2)...20  da®"  (n—m-4-1)...2z dz*+ 7

™

sive

(*) Haec aequatio contradicere sibi videtur, quippe cum altera pars pro g=0 sit 0. Sed
n-l-m nem—t _ 2n—i )=u

accuratius partem alteram mvesugans inveniet F (— -
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. (et ) ()" d-+m(ri__1)
(p=—m)!  dx"—" (n-i-m)’ dxmte

(34)°

Idem theorema praeclarum iam dudum a Cl. Tacosr (*) comproba-
tum est ratione prorsus discrepante; nos exhibuimus demonsirationem,
quae facile e formulis emanet,

Ex acquationibus (33)* et (34)* repetitur

o E2EEY = () e () (o) P ]
. (=" —F 41" aa
P” "'[x] - (n+m+1) (nadrm—4=2).00e02n (1—“: ) dx"—"™ (33) '

§. 8
Theorema Cl. Tarron: docet esse
(zigy ™" ((x+4-zip)'—1) =
(zzg)"‘{{.r —1)" 4 zig M+(_“'_?)_! i o) IR L ek ) }’

1.2 dx? 120 du?®

statuto i=}—1. Cum (x*—1)" sit polynomium 2n® gradus, exsistit
Th 1" . . A .. . . -
4+ (@=10" — 0, significante » numerum integrum positivum. Seriei multi-
dx 8 8 P
plicatione in (sig)™" perfecta stalim intelligitur coefficientes potestatum
(giz)*" et (gi)™"*"s"~", i e
1 ar(at—1)
1,283,007 du”

et
1

aze=r (‘Ez_')n
1.2.3...(n—r)

doapin=r

(___ 1)n—rel(n—r)

esse aequivalentes, posito x=Vi—p* (34)*, unde formulam nostram sum-
matoriam patet offerre
(aigy (v igf— 1) =

= (eg)"’{(x —1)" (F"+~"‘)+

Sumto igitur z = ¢’* facili eruitur negotio

ig a‘(x —1) (ig)" a~ (.x.' —1)

LR —n-41
(2" ez ) e +()

(*) Crelle, Journal fir Mathematik. Vol. IL p. 225.
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Ll 2 __ )" m=n !B — n=mf 2 )
2“(]/l_ g’+eicos (P). =1.21.H : (:.x:“ - +2\ L. J( zn—m)d d,l(:"'_?" 2 cos i'ﬂqb}
sive (*)
Mpteeg)®  m=n (8 (=T ge—mee2_vm
(35) 2"(xx 4 cos n;bl/a:’—i)":ﬁ d(:—x,,q-+2l_‘.' féﬁm%cosm@}-

Theorematibus (34)* et (33)* hae relationes dantur

(33)* (x4 cosplar—i)r = LT L v{{r -7 mcosm},

12 da 1.2, (n-f-m) da"t™

(35)1&(‘1,_'"(:05?]/‘” _1) __P [.r]+”“"‘ )v. { m("i»m+l)(_{lr£t"i.ﬂ? ,,m[ﬂ?]COSm(P}-

m=t1 1.2 (n+m)

Inde obtinemus et integrale Cl. Larracu

(36) P[x]= -}fﬁxq—co.ﬁ V=1 de
et
1.2...(n4m m it 7 VE\n
37 P, .[x]= = (n_:+3)... ok % !f; (x -+ cos g Va*—1)" cosme d.

Aequatione (37) thcorema (27) induit speciem
a?':—m/:é\fifojqb (tV1—1E cosy cosm (p—¢') =
=" (o) ™ (=g +cosigrav) x
X (‘/;El’t—gf+cos¢ig,)”d\b)-

Coniunctis dein formulis (37) et (33)* reperies

(38) %)" (n+ m)!(x*— )_%’{Ex+cos PV x*—1)" cosmep dp

neque minus
39 i&'—)- (n—m) (=* —1) f(w+cos¢:]/.r —1)"cosmep dep.

Omnes has formulas perscripsimus, ut lucem afferrent tam super
functionibus P quam super differentialibus ipsius (x*—1)".

(*) Eauler, qui hisce sericbus vacuit (Tnstit. calc. integr. Vol. L cap. vi) tam (1 4= n cos ¢)*
quam (1-f-n cos )" tractavit, simplicem coefficientum ipsius cos m¢ legem non vidit.
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§ 9.

Formulae (38) et (39) neque minus (34)" ex integralium contempla-
tione repeti possunt, quod quoniam non stalim apparet, illas deducemus.
Demonstrabimus igitur e. g. esse

d"{l[:(x+{:08(pv:.ﬁ)n d‘p} _

dx™

= (n+41) (n+2)...(n+m) (x’-—l)_gj:ix+cos ¢Va*—1)" cosmp dp. (39)*

Quem ad finem statuimus #, ., sive

w= (@'— 1) [ (o cos pVaT—1y cos (£pg) dp

o = [ (@4 cospVaT—iy cos (£ p-+1) g dg,
indicante p numerum integrum positivum. Differentiatione admissa exit
Vai—1 M = L/:(“x-i- cos gVt — 1) (Y &*—1 4 cos ¢) cos (pd) dp.
Adiicimus
—n= -“Hﬁ‘” + cosp &' —1)" (v cosp} F"—1)(cospp cosp TFsinpg sing)dg.

Itaque consequimur

Vo d(ﬂ('d—i)_“) o —

= Jiﬁ.x +cospla®—1) {asing sin(pe) - sin(Epp-+¢)sing) a*—13 dp.(40)

Per partes integrantes e valoribus primitivis ipsius u et ¢ sequentes
invenimus

T [51"(ipq’)(x+cos¢]/x —1) ] +
+—"- Ve —i'f‘(.r+cos§blf.:c —1)"~"'sin¢ sin (Fpp)dy
o= “"(+‘"+‘)"’(x+cos¢}/_.:]) ] +

+P+1

-+ ip-l-iyx —1JL(x+cos:p|/a: -—-1)”"'5inq)sin(ip-!—1)cpd¢
3*
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denotante symbolo [ f(¢)]; differentiam valorum f(#) et f(0). Cum p sit
numerus integer, partes liberae ab integratione evanescunt, unde pro (40)
prodit
efe— 17:' + P
@ 20D T ) e VT 1)
sive
(=* 1)‘”’l 2 =Va"—ioftp+n+1}
1xp

(41) (x*—1)'%"

Ex aequat, (41) formula (39)* tanquam casus specialis evadit. Sum-
tis enim primum signis superioribus habebis

(p+n+1)f:(m+cos ¢ Vat—1)"cos (p41)p dp =
Pt d{(z’-—l:]_ EPL{;E”“"C”-‘ ¢ VeT—1)" cos pp d‘rp}

du
= p{tp+nti}.

= (x°—1) -
(p+n+1)u, por = d::p
Lloe = Lorst (panpr) = (o) (ptn2)u, .
ete.
(12) St = (p4ndt) (pn42) .. (PERE MUy e

Pro p =0 ex (42) aequat. (39)*

Lo = (1) (142) - - (d-m)
prodit. E contemplationibus huius paragraphi (omnino liberis neque
suspensis ex antecedentibus paragraphis) valor §.8 ipsius u,,
reperiri potest. Nam sumtis signis inferioribus aequat. (41) accipimus
du,;z._P = (n—p+1)ty, s

(12 Trner= (n—pt) (rmp2) - (AP m) Uy, e

Jam statuimus m = p = n, unde exsistit

a’u,, _,
'—3;’;—' = (n)} 14, o
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haud difficilis est inventu, quia est

.
a"u,,
0

Valor ipsius

Uy == (x’—1)';f€x+cos¢v.r*—-z)" cosngp de
= (x*—1)" cos "¢ cosnpdp = CamlVi _t) z.
Quare adipiscimur
= d{((x*—1)")
2"(n)! dx®
w d"'""‘((:x:'— 0") .
2"(n=-m)! dx®

U,, —

Uy =
Ut et formulam (34)* deducamus, ponimus in (42)* m=n—r,
p=n, unde consequimur (< n)

a5 “.'7" d.-r ((xz_i) ) 1..'
dx"=" dx"" e

= (n—r) U, _,
sive
T 1 ar—"((x?—1)") .

7" (n—m)! dua="

Upyon =

Quod est secundum definitionem
Uy, —m = (X°—1)" Uy m
sine difficultate reperitur

@) (5t (=)
(n—my)! dx"" = (nm)! de"t®

§. 10.

Factae sunt hae disquisitiones (quibus occasione oblata plura ad-
iecimus, quae non directe ad propositum nostrum pertinent), ut explica-
remus statum caloris non pendentem e tempore in corporibus sphaeroi-
dicis ellipticis homogeneis rotatione ellipsis ortis, in quorum superficie
temperatura conservatur pariter non suspensa e tempore. Solvit quidem
non solum casum nostrum specialem, sed etiam generale problema de
corporibus sphaeroidicis ellipticis Cl. Lamé (*); sed cum fieri nequeat
sine calculo molestissimo illo quidem, ut ex solutione generali specialis
ducatur — generalem enim formulam casui speciali adaptans, quantitatem

(*) Journal de mathématiques par J. Liouville. 1839. p. 126 - 164 et 351 - 386.
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3 invenies — unde hic casus methodum peculiarem poscit: non inmtile
esse videtur, me rem aliter tractare, cum ratio mea, theorematibus in-
nitens tempore novissimo demonstratis, problema, de quo agitur, faci-
lius solvat minoribusque ambagibus, nisi fallor, iisdemque formulis sphae-
roides tractet ortas rotatione ellipsis seu circa axem maiorem seu circa
minorem, qui casus reducentur in altero opusculo alter ad alterum.

Cum Cl. Lamt in casu generali censuit quodvis sphaeroidis pun-
ctum esse determinatum intersectione sphaeroidis ellipticae duarumque
hyperbolicarum, quarum altera sit elliptica, altera hyperbolica, quae ha-
beant focos cosdem cum superficie sphaeroidis ellipticae datae, quam sub-
stitutionem casui speciali adaptans unum angulum duasque sphaeroides
introducit: nos unam quidem superficiem sphaeroidicam ellipticam statui-
mus eamque eorundem focorum quorum data, duos autem angulos intro-
ducimus respondentes alterum latitudini, alterum longitudini in terra, id
quod statim a principio plane mutat rationem problema tractandi.

§. 14.

Concipiatur quodvis punctum in spatio determinatum tribus co-
ordinatis @, ¥, 5, quae sint parallelae prineipalibus axibus sphaeroidis
datae; sphaeroidis centrum sit coordinatarum initium, axes principales
sint r,, r,, Vri—e® sive e est quantitas realis, sive imaginaria, i. e. in
sphaeroide orta rotatione ellipsis circa axem seu minorem seu maiorem.
Tunc erit aequatio superficiei sphaeroidis datae
(43) xﬂ_!;yﬂ + z’

Ta

rg—e® =1
desideratque problema, ut stalus (#) non pendens a tempore corporis
superficie - sphacroidica elliptica (43) circumdati sic definiatur, ut u in
superficie aequet functionem quandam datam trium variabilium x, y, z;
functionem quidem finitam fingamus, Quo facilius exprimamus conditio-

nem, ponamus
x=rsinfcos¢

(44) y=rsinfsing

z = Vr*—ecosf
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angulo § crescente a § =0 usque ad § = =, angulo ¢ a ¢ =0 usque ad
¢ =27. Tunc transformatione rite (") inslituta acqualio nolissima

d%u dalu d%u
e et =0
transit in formam
d( . en’u
d%u ( e du 2rt - e? sin d§ 1 d%u e? d%u o 45
0+ sinf du sin*d ap®  rEapt T’ (45)

ex qua functionem z, ipsam finitam,

u=f(% ¢)
ubi functio f(f, ¢) designat datum superficiei statum. Iaec forma satis
digna, quam consideremus, mutari potest cum aequat. (43)

1 d%

quae pro ¢=10 in eam transit, quae simile nostri globi problema sol-

ita reperias, ut sumto valore »,
pro r sit

d(ru) 1
dr? +

Pu 4 5'“945) —ptfate tau
sin®f dp® inf df arf " 7 dr

vit, quod efficitur in cylindro altitudinis infinitae aequatione

d%u i du
dr?

1 d%u

rdr 't d-pg_o'

(*) Qua ratione huiusmodi transformationes fiant, invenitur in §. 1, cuius formula (5),
mutatis &, g, w in r, 8, ¢ hic in usum revocari potest. Cum calculus huius paragraphi mo-
lestior sit quam §.1, haud ab re erit, differentialia prima, prodeuntia ex eliminatione aequa-
tionum respondentium ipsis (A), (B), (C) §.1, hic adscribi. Hisce datis differentiationes
altiores facillime instituti queunt. Habemus igitur

dr_ (r'—e%)sinfcosp ~ df _ rcosbeosp = dp __ _ sing
Az~ rPoeisall ' dr r—cisn’l’  dr rsinf’
dr (r —e’)smﬂsm¢. dﬂ__ rcosfsing N dtﬁ_ cos ¢
d_y r‘—e'sin*d  ’ :1’3'_ ri—e’sin®’ dr rsin [
rWrseteost  di_sinbVr=e dp_
da Fi—g’sin'f VT P smid dn
Tunc consequimur

drdi  drd)  drds _

Gd Ty d T i dn T

drdp  drdp | drdp |

dx dx d‘f dy dz dz

di dp | df dy di dp _ o

Ga VYo T omd ="
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Inde dicamus lineam r, angulosque 0, ¢ datas esse coordinatas, ad
quas quodvis punctum referatur; earum reductio ad x, y, z facillime ex-
hibetur formulis (44); geomelrice rem iam §.10 interpretati sumus. Ob-
servandum autem est, quanlilate e reali, % superare unitalem — cum
s =Vr*—¢’ cos sit realis — quantitate ¢ imaginaria, modulum ipsius =
esse silum intra limites o et 2. Commoditatis causa statuimus et ~ =p
t =g,

Fingamus expressionem z tanquam functionem duarum variabilium
in seriem explicatam esse ita, ut sit

u=73 X,
a=0
X, satisfaciente aequationi
d (smﬁﬁ ‘
(46) smﬂ sin% dcp“ + n(n+1)X =0

quod semper fieri potest (*). Cu d‘? s L€
in aequatione (46) poni queat pro X,, integritate salva, quod statim
monstrabitur, bis differentiando (46) secundum variabilem ¢ resultat ex
aequat. (43)

d? X,

(47) ] (o'~

—1)— 4 ?—n(n+1)g’X,, =o.

Cum hac aequatione observationes haud ignotas in speciem generalem
ipsius X, coniungimus, est enim

(48) X, :ujf:({g,,.m cosme + h, , sinmp} P, [cos )

declarantibus g et % constantes. Ut has quantitates, non suspensas e p et

continentes definiamus, aequationem (47) cum (48) iungimus, unde
¢, Bo> » aeq g »
prodit

dgé’n‘ 2 %

é'nm

1)+ £(20°—1) + gu (M —n(n41)p") =0

dh

n m(mg_n(n+i)g ) =0

(") Crelle, Journal fiir Mathematik. Vol. XVIL Lejcune - Dirichlet, sur les séries dont le
terme général dépend de deux angles etc.
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Quas formulas iam solvimus; denotantibus scilicet &, ., et &',y I, €t Ln
valores numericos, prodit
gnlm - kn‘mPn'm [' 1— 99} -+ I"n‘m Qﬂ'm[vi _E!]
’nm = znman[Vi_gg]'l‘z’nmme“’l'_ 2]
X, = {P,,m[]/1—e 1k, » cosme 1, ,, sinmp) 4
+ Q. [V1—o*J(K, meosmep +1', ,sinme)} P, , [cos 5]
Sit primo p quantitas imaginaria, in quo casu valorem peculiarem
o ei tribuere possumus; cum Q,,.[1]=oc, P,,[1] quantitas finita sit
(sive o) §.4, ¥, ., et I, , evanescere debent. Deinde vero sit p quantitas
realis, statuto ¢ =1, P, ,[0] non erit valor infinitus. (E prima definitione
L limu"P,,.
Viwa?

sequitur, esse P, coefficientem ipsius ¢ in aequatione
=0

Ceterum ex (15) facile intelliges, esse P,, sive =o, sive quantitatem
finitam). @, .. (") contra erit valor infinitus, unde aeque X7, et 7',
evanescent; nec pro omnibus problematis solutio Q,,,,‘I_-Vi_:?] reiicienda
erit; in nonnullis non solum theoriae caloris, verum etiam attractionis
(magnetismi) non erit inepta. Ergo habemus

X, =“'?{P,,‘m [V:é"] (k, pcosme + 1, ,, sinm¢) P, ,,[cos 3. (49)

Ut et &, ,, et I, , veperias, esse animadvertas pro r=r, sive p=9p,
summam omnium X, sive u = f(, ¢), unde valor ipsius X,

z""'fdﬂ sm@fP [cosy] F(B,, 0,)dop,

evadit, Pro p=g¢ et k,, et [, literae remanent invariatae, unde con-
sequimur

m+if:lﬂlsin9|f.ﬁ[cosw]f(ﬂl,th)dqsl =
{P,,,,,[h—g’](k,,mcosmtp-{-l,,,,,smmrp)P,,m[cosﬂ]}
P,m[cosﬁ]Pn W=k, =
= “"'H-fde sin f fd:p S, )fdapl’ [cosy] cosmg¢

(*) Est enim ant ()" aut I'o factor ipsius @ . Lﬂ] Ceterum functione @, sic transformata,

ut P,, facile perspicitur, cam factorem (1—g%)” * involvere, i. e. esse infinitam pro p =1,



26

similemque valorem ipsius I, significante cosy ut in (§.5) cosf cosf,+
+sinfsinf, cos(p—¢,). Celerum pro m=0 pars dimidia alterius late-
ris ponenda est. Statuto igitur

cosy, = cosf cos §, 4 sin O sin 4, cos (¢p,— ¢ )

habebis, cum sit ©t == X,

=00 m=n

(B0 u= — Eo A
{(2n+1)§n m{[]'//i:z ]‘/clm SlnafdAp'f(ﬂ'. ¢, )!qu)gp [costy,]cosm (p— qbz)}

pro m =0 dimidia parte sumpta. Formula (27) adhibita altera aeq. (50)
forma exsistit

T n=0 m=0

{(2n+1)a,.m ,m[cosﬁ]—:%ﬁfdﬁ,smﬁﬁ;p‘f(ﬂ,,q: )P, m[cosh, ]cosm(cp—tp,)}

Hane dissertationem concludentes non praetermittimus, esse pro
e=0 (globo) -‘—”{i—'-—%—m i. e. quantitatem haud pendentem ex m.
n mi¥1

Summationem igitur secundum m conficientes obtinemus
2 {a, n P m[c0s0] P, . [cos0,]cosm(p—,)} = P, .. [cosy]
U= ) (zn+1).fd9 sinf fdc,b 0, ¢,) P,[cosy],

4 .,=.ﬂ
quae formula cum nota globi congruit. Ceterum summa potest confici ita,
uti duae tantummodo iniegrationes in aecquatione resideant; generalem
autem formulam ad speciem simpliciorem redigendi fecimus frustra peri-
culum.
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THESES.

1) Infinitum eatenus tantum admittendum, quatenus ad limitum theoriam
reduci potest. ‘

2) Cifra limes.

3) Mathesis non eget philosophia.

4) Functionum derivatarum methodus non adhibenda in calculo diffe-
rentiali.

5) Integrale limes summae.



