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THESHEN.

I. Die Definition des bestimmten Integrals sollte in der Darstellung der Inte-
gralrechnung der des unbestimmten vorausgehen.

I[. Von den analytischen Hiilfsmitteln der Flichentheorie sind die Theorie
der quadratischen Differentialformen und die der orthogonalen Systeme
von gleich hervorragender Bedeutung,

1Il. Die Algebra ist eine formale Wissenschaft.

IV. Die Annahme einer unteren Grenze fiir die Teilbarkeit der Muterie enthilt
nichts undenkbares oder widersinniges.

V. Wesentlich an einer physikalischen oder chemischen Theorie ist die ma-
thematische, unwesentlich die anschauliche Formulierung der Voraus-
setzungen.
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UBER DIE INVARIANTEN
LINEARER UND QUADRATISCHER BINARER DIFFERENTIALFORMEN
UND IHRE ANWENDUNG AUF DIE DEFORMATION DER FLACHEN

VON

GERHARD HESSENBERG

in CHARLOTTENBURG—BERLIN,

In der vorliegenden Arbeit habe ich versucht, die Hauptformeln der
allgemeinen Flachentheorie, unter specieller Beachtung des Biegungspro-
blems, einerseits in mdglichst algebraischer und formal abgekurater Weisc,
andererseits so herzuleiten, dass die Invarianz der far allgemeine Coordi-
naten giltigen Formeln unmittelbar in die Augen springt.

Zu diesem Zwecke ist zunichst durch Anwendung der Begriffe der
Co- und Contragredienz das Nachrechnen von Transformationen vermieden..
Sodann ist durch Einfihrung einer der Differentiation verwandten Opera-
tion, die ich cogrediente Differentiation menme, erreicht worden, dass die
cogredienten Differentiale irgend-welcher Grossen bei Coordinatentransfor-
mationen dieselben Substitutionen erleiden, wie diese Grossen selbst.

Mit den in den ersten vier Abschnitten gewonnenen Hilfsmitteln er-
geben sich im Abschnitt V die Eigenschaften der gebrauchlichen Differen-
tialparameter. Abschnitt VII giebt einen Uberblick iiber die vielgebrauchten
orthogonalen Systeme, die von zwei Parametern abhangen. Sodann folgt
im Abschnitt VIII die Herleitung der Differentialgleichung

Ays=K(1— Az,
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in I1X die der Codazzischen Formeln und der Gaussischen Relation, in X
die der Weingartenschen Differentialgleichung, aus der sich die bisher
bekannten Classen aufeinander abwickelbarer Flichen bestimmen lassen. '

Im folgenden Abschnitt wird eine eigenartige Singularitat der letzt-
genannten Differentialgleichung untersucht, auf die inzwischen auch Hr.
‘WEINGARTEN selbst unter Bezugnahme auf vorliegende Arbeit aufmerk-
sam gemacht hat,?

Unter Umsttinden liefert namlich die in Rede stehende Differential-
gleichung nicht alle Biegungen der gegebenen Fliche. Ich zeige, dass
die Differentialgleichung auf unendlich viele Arten so aufgestellt werden
kann, dass eine beliebig vorgeschriebene Biegung durch ihre Integration
nicht gefunden wird. Andererseits lasst sich fiir jede Flache diese Singu-
laritat vermeiden. ‘Ich leite ferner das Kriterium fiir das Eintreten der-
selben mit Hilfe einer im Abschnitt VI gefuhrten Untersuchung her und
zeige, dass die Bestimmung der nicht gefundenen Biegungen auf eine
gewdhnliche Differentialgleichung erster Ordnung fiihrt.

Im letzten Abschnitt sind einige specielle Beispiele hierzu untersucht,

Es sei mir an dieser Stelle gestattet, den Hrn. WEeINcARTEN und
Knosrauce fiar ibr Interesse an der vorliegenden Arbeit und nutzliche
Ratachlage bei der Ausarbeitung meinen Dank auszusprechen.

L

§ 1. In den nachfolgenden Untersuchungen bezeichnet abkiirzungs-
weise §,,&, oder , das System der »n Grossen &, ,, &, oder x,,
A=1,2...n. Von zweli Systemen, die mit entsprechenden Buchstaben
des griechischen und lateinischen Alphabets bezeichnet sind, soll ange-
nommen werden, dass sie contragredient sind, d. h., dass bei linearer Trans-
formation des einen das andere die inverse und transponierte Substitution

! WEINGARTEN, Mémoire sur la déformalion des surfaces, Preisschrift der Pariser-
Akademie. Acta math. Bd. 20, p. 159 ff. Die Citate beziehen sich auf die Publica-
tion in den »Mémoires présentés par divers savants eto.» Bd. XXXIIL

Dareoux. Théorie générale des surfaces. Bd. IV, letates Capitel.

Ricct. Della equasione fondameniale di Weingarten. Atti dell’Istituto Ve-
peto dei scienze, lettere ed arti, T. VIII. 8. VIL. 1896—g7.

* Note zur Theorie der Deformation der Flichen. Acta math. 22, pag. 193 .



Uber die Invarianten bintirer Differentialformen. 3

crleidet. Damit die inverse Substitution existiert, darf natiirlich die Sub-
stitutionsdeterminante nicht verschwinden.

Die Bedeutung des Begriffes der Contragredienz liegt in folgenden
Satzen, die aus der Theorie der linearen Transformationen bekannt sind:

L. Sind die Systeme & und x contragredient, so ist der Ausdruck ;Eﬂ:l
invariant.

I Ist Zx,& bei lineaven Transformationen der &, invariant, und
kinnen die & n Wertesysteme annchmen, deren Determinante nicht ver-
schwindet, so sind die Systeme & und x contragredient.

Der Ausdruck ?55151 soll mit (x, & bezeichnet werden.

Das Wort »invariani» gebrauche ich ausschliesslich im Sinne wvon
»absolut invarianty und denke mir unter T eine Funktion, die die Eigen-
schaft besitzt, bei linearer Transformation der Variabeln & sich mit der
Substitutionsdeterminante zu multiplicieren. Durch Multiplication it einer
Potenz von T kann jede Invariante im weiteren Sinne in eine absolute
verwandelt werden. Uber T wird an geeigneter Stelle verfugt werden,

Aus n cogredienten Systemen £, und n ibnen contragredienten z
bildet man die Invarianten T'|&,| und Tx,,|, (i, A=1,2,...,n). Da
gle lineare Formen jedes der Systeme sind, erhalt man aus (II) den Sataz:

III.  Bildet man aus (n — 1) den & cogredienten (bezw. contragredienten)
Systemen die Determinanten (n— 1) Grades, so ergeben diese (bei geeig-
neter Wahl der Vorzeichen) mit T (beaw. TY) multipliciert ein den § con-
tragredientes (beaw. cogredientes) System.

§ 2. & und & seien zwei Systeme von n bezw. m Variabeln; z und
z" seien ihnen contragredient. Erfahren & und & die Substitutionen

(1) H= §51p$,;s &= ;3155;'1
g0 ist
(1) z, = Zl:s,,sv,,, m = gs:,,a:;.

Das System der nm Grossen §,§, werde mit ££° bezeichnet.’ Es wird linear
transformiert durch

(2) 66 = T, 5,88

' &&* ist im allgemeinen von &*¢ verschieden!
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und das System zz’ durch
(2,,) :15:,95:' = Eslps:wxlx}:,

Die Determinanten von (2) und (2,) haben nach einem Satz von KroNEcker*
den Wert |s,,|"|5|", sind also nicht null. Daraus folgt:

IV. Ist & 2u =, & 2u =" contragredient, so ist auch &8 zu xx’ con-
tragredient.

Denn da die Determinante von (2) und (2,) nicht null ist, ist (2,)
die inverse und transponierte Substitution von (2).

A bezeichne das Coefficientensystem der bilinearen Form
2“;;;515;:

€ speciell das der Grossen ¢, wo ¢, die Null oder Einheit bedeutet,
jenachdem A von g verschieden oder gleich p ist. Das System &£ kann
nm Wertsysteme annehmen, deren Determinante nicht null ist, z. B. far
&2 =&, =¢;. Mithin ist 4 dem System &' contragredient. Ist B das
Coefficientensystem der Form

2}9»51@;7

go sind ebenso die g,, den ;4 contragredient, also nach IV auch den a,,.
Man erhalt damit den Satz:

V. Sind Za,&& und Zf,x,%, swei Contravarianten, so ist der Aus-
druck ?:al,, B invariant.
~ G P

Er werde kinftig mit (4, B) bezeichnet, also consequenterweise die
Formen selbst mit ' .
(4,&) und (B, 22"),
wonach auch

(3) (@a”, &) = (z, &)(a", &)

Ist » =m, so ist das System .4 quadratisch, und seine Determinante
multipliciert sich mit den Substitutionsdeterminanten der £ und &'. Haben

! Biche HENSEL, Uber dic Darstellung der Delerminanie eines Syslems, lches aus
xwei andern componier! ist. Acta mathematica, I4, pag. 317—319.
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wir nur die zwei Sorten & und z von Variabeln, so giebt es drei Typen
von Formen: : '

(A:E’F):(Brx.?);(@'!xv)

mit den Invarianten
Da=T7|aly  Df=T|fuli  De=|a|
Die Formen des Typus € heissen Zwischenformen; zu ihneﬁ gehort €. Als
e bl
aufgefasst ist sie zu € contravariant und bildet mit € die Invariante
((E.,' 6) = EEML}F = ;C“’
die auch mit M€ bezeichnet werden soll.

§ 3. Betrachtet man (4, &%) als lineare Form der &, so ergiebt
gich der Satz:

VL Die Grossen “s, = Xay &, sind den & contragredient.

Setzt man sie daher in die Form B ein, so erhalt man den neuen
invarianten Ausdruck

| (B, x.°) =1§ﬁmw;.g,ﬂ$,,
der eine Zwischenform mit den Coefficienten

: . Ly = ?ﬂm am
darstellt. Es ist

ON MG = Ta,,p,, = (4, B)
Setzt man ‘
‘ ‘ a, = — -GM,,

| (4,68) = — (4, €9
und nach der soeben eingefithrten Bezeichnung
| | gaﬂﬂﬁ.= — "y,

(5) (4,8 = (=, E‘) = ('ﬂx.; &).

go wird
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Die analoge Bezeichnung soll auf die Contravarianten von A4 zunichst
nicht angewandt werden.

Werden irgend welche cogredienten Systeme &,% oder 4, B zu
dem cogredienten System der Grossen A&, + ky, oder hay, + kb, vereinigt
(vorausgesetzt, dass A und % Invarianten sind), so soll das neu entstan-
dene System mit hé + ky oder kA + kB bezeichnet werden. Da die
eingefohrten Ausdricke mit Ausnahme von Da in den auftretenden Sy-
stemen linear sind, ist

(hd + kB,l) = 0(4,F) + k(B,T),
(6) (“(he + ky), &) = h(a""‘r &) + &y, O,
L+ P, y) = h('z, ) + k('z,7).

IT.

§ 4. Wenn n unabhingige Variable u, in irgend einer Weise
durch #» andere, ebenfalls unabh#ingige, u; so ausgedriickt werden, dass
weder zwischen den wu, noch zwischen den u; eine Beziehung entsteht,
so werden die Differentiale du, durch die dw; linear ausgedriickt, und die
Determinante der linearen Substitution der Differentiale verschwindet nicht
identisch.

For ein bestimmtes Wertesystem der w, konmen die du, beliebige
Werte durchlaufen. Man kann daher beliebig viele von einander unab-
hangig variierende Systeme d,u;, d,u, von Differentialen annehmen. Denkt
man sich z. B. die %, als Funktionen von mehreren Gruppen von je #
unabhiingigen Parametern, so erfillen die in Bezug auf die einzelnen
Gruppen gebildeten Differentialsysteme die gestellte Anforderung.

Bei dieser speciellen Annahme sind (unter Voraussetzung der Stetigkeit
der zweiten Ableitungen) die in Bezug auf die einzelnen Gruppen von
Parametern ausgefithrten Differentiationen vertauschbar, Es sollen auch im
folgenden durch das Zeichen @ nur solche Differentiationen bezeichnet werden,
fiur die das Gesetz der Vertauschbarkeit erfillt ist. Die anderen Systeme
von Differentialen zahlen dann unter die allgemein zu betrachtenden Sy-
steme, die den Differentialen cogredient sind.
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§ 5. Nunmebr sei (4,dudu) = :/_.;a,mdluld,u“ eine bilineare sym-

metrische Form der Differentiale. Ihre Determinante sei nicht identisch
null, und fiw 7' werde eine zweite Wurzel aus derselben gewhhlt, so dass

Da=1
wird.

Nun ist: . .
a,(4, dudu) = Zayddwdyu, + Ta,dwd,du, + Tdya,dudu,

ein invarianter Ausdruck. Von den Summen der rechten Seite ist die
erste gymmetrisch in Bezug auf die Differentiationen d, und d,. Bezeichnet
man sie daher voriibergehend mit A4,, so ist die zweite gleich 4,. Setat
man noch 8, fir die dritte, so ist

d,(4,dudu) = A, + 4, + 8§,
also

a4, dudu)= A, + 4, + 8,
und

(4, dudu) = 4, + A, + S,.

Um die zweiten Differentiale d,d,u, geséndert zu betrachten, ltse man
nach 4, auf:

() $(d,(A, dud,w) + d,(4, dud,w) — d,(A, d,ud,))
=4, + %(Sl + Sz _Ss)'

Das zweite Glied der rechten Seite ist eine trilineare Form der d, u,.

Der Coefficient von d,u,du,d,u, ist

I [aa,, (L L. [pa]
2 lou, ' oouw, ouwl Lp

in CrrisToFFELS Bezeichnung. Dadurch wird die rechte Seite von (7) zu

®) Y| Xad dyn + X[ dud,
= Fl M

P

E

und da dieser Ausdruck wegen (7) invariant ist, sind die Coefficienten
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der d,u, in ihm den Differentialen contragredient. Setzt man noch mit

CHRISTOFFRL
[pd_-, = Z By e
" T 2

go wird aug (8)

(8) Zal,, dduﬁZl dydyu
Fithrt man die Abkiirzungen
po _|e
2:_ 2 d,u,-ljl(

- und 4, + ﬁmig — 8,4 ein,

so wird der Ausdruck in der eckigen Klammer in (8") zu

(9) 8,d,u, = d,d,u,,

und diese Grossen sind infolge der Invarianz von (8") den du, cogredient.
§ 6. Diec Abklirzung ¢ bedeutet nicht, wie d, eine auf jede Grbsse

anwendbare Operation, son_det"n ist wie ein dem Buchstaben { beigefiigter

Index aufzufassen. &4 steht fur (92),, und das System o ist aus dem

System { gebildet. Ferner soll die in (9) gebrauchie Bezeichnung & nur

unier dem Vor_bqhal{ gelten, dass die § den Differentialen du, cogredient sind.

Fiir andere Systeme von Grossen wird das Zeichen ¢ in anderem Sinne

gebraucht werden. Es gilt dann folgende Verallgemeinerung des eben
Bewiesenen: B

- VIL Smd die Grissen ¢ den Daﬁ’erentm?en du, ca_r;redaent so gilt das
gleicke von den Ausdricken &‘G

Driickt man niimlich in dem mvarmnten Gebllde
Ay = Xdw, & + X, dg

d{; durch 4 aus, so erhnlt man: .
(10) ' de,G me <',+ o, 06,
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Wwo

T

6ﬁ1=dx1—z ‘j

]

gesetzt ist. 'Wahlt man fiir die ¢ Differentiale, so ist nach dem zuletzt
bewiesenen die zweite. Summe der rechten Seite in (10) fiir sich invariant,
also auch die erste, d. h.:

VIII. Sind die Grossen , den Differentialen du, contragredient, so
gilt das gleiche von den Grissen dz,.

Hierna.ch ist aber Zdr,. & iberhaupt invariant, damit auch Xx,4¢,
woraus VII folgt. Ich will demgemiss die o7 und oz als veogrediente
Differentialer der ¢ und z bezeichnen.

§ 7. Nachdem erst die Existenz cogredienter Differentiale erwiesen
ist, kann man die Theorie derselben auf allgemeinster Grundlage aufbauen,
Ich beschriinke mich aber auf bilineare Formen.

P el

Es mogen Grossen und )

von der Beschaffenheit existicren,

dass die Differentialausdriicke

%=d+ 2| G
F]

¢ und a¢;:dcx+2|’;

den £ bezw. ¢ cogredient seien. Setzt man dann, wie soeben geschehen,

dXn 6 = Tm,dG + Zéox,,

so findet man, dass die Ausdriicke
6x, = dx, — Z A
P

P

Ly

den z, cogredient sind. Das entsprechende gilt fiir die gesternten Grossen.
Nunmehr sind die Grossen

&o% und 9%, &,

also auch

Gole + o<
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den {§ cogredient. Sie seien mit #({¢;) bezcichnet. Sie sind nach 1V
den chenso gebildeten 4(r;x,) contragredient.
Setzt man { = B, &%, = ay,, so wird:

W= g+ T+ T[]
r Y
2 ~(n]
6‘31‘,‘ = da.l_n__‘ Z Bpp — Z o Wy
s LP). r P

Die Bezeichnung sei allgemein beibehalten fiir irgend welche den
&6, co- bezw. contragrediente Grossen. Dann ist identisch

", 08, + Zday, . fi, = AXay, B,

also speciell

dZa, 56 = Xa, 606 + Xa,,08 . & + Xda, &é.

Da die beiden ersten Summen der rechten Seite nach Voraussetzung
invariant sind, ist es auch die dritte, und man erhalt daher den Satz:

1X. Die Grissen day, bezw. 6B, sind den a,, bezw. f,, cogredient.

§ 8. Es sei Zf,f, = o irgend cine Identitst, in der die & un-
bestimmte Grossen sind. Dann ist anch Xf,6& = o und durch Differen-
tiation der Identitst folgt eine Gleichuug von der Form X4f,.& = o,
80 dass die Differentiation nach den & einfach unterbleiben konnte.

Zum Beispiel folgt aus der Identitit:

},;.‘“z',,C: = Ea-‘\nﬁ(:

sofort:

. 20,00 = 200,08 + Za, 068,
0%, = "z, + 0s,,
wenn “dz, aus den 3 ebenso gebildet ist, wie °z, aus den §.
Das Zeichen & befolgt also, soweit diese Untersuchungen reichen,
dieselben algebraischen Gesctze, wi¢ das Zeichen d.
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§ 9. In dem speciellen Fall, den wir betrachten, haben wir drei Typen
von Formen, for die '

oo, fon— T
ﬁ.ﬂﬂ + ; |£|ﬂlﬂ

F
Con — Z Hfip
. s 1P
zu setzen 1st.

Verstchen wir unter den @, wieder die Coefficienten der Form, aus
der die Christoffelschen Ausdriicke gebildet sind, so ist nach § 5

a.\p ’

®
4

é‘ﬁ"." = dfgl.u + Z:r |‘:

6‘&: = drlp. + Z I‘:
P

d (4, dudu) = (4, ddudu) + (4, dud,du)

also da,, = o, wie auch durch Ausrechnen der Christoffelschen Ausdriicke
unmittelbar nachzuweisen ist. Es ist daher allgemein

d(d, &) = (4, ) + (4, &)
und
3%, = "0x,.

Die Gleichungen da,, = o bestimmen zugleich die Christoffelschen
Ausdricke eindeutig, so dass allgemein gefithrte Untersuchungen durch

die Annahmen
Da=1,da,=o0

auf die gpecielle Form der a,, bezogen werden.

IT1.
§ 10. Im Falle n = 2 folgt aus Satz IV:
Ist das System n zu & cogredient, so sind die Grossen
h=—Tn, h=+7Ty

den & contragredient, und umgekehrt.
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Es eollen daher it entsprechenden Buchstaben des griechischen und
lateinischen Alphabetes nur noch solche System & und z bezeichnet werden,
zwischen denen die Relationen

(A) T, = (— 1Ya,

bestehen. Darin bedeutet A,! cine Permutation von 1, 2.
Damit entstehen zugleich die Identitaten:

(1) wy + oy, = Ty, —ym,) = T(Eyp, —n,8) = —Ex, + &0,

(12) zaqfﬁh == Zﬂ:,.xa"];. = zflimxﬂms
wenn in (12)
(B) T“!r- = a,(— 1) oy, = L (— oy
gesetzt ist. Aus (B) folgt sofort weiter:
(13) Ealpﬂlp = zambm;
und ist umgekehrt
ﬂi.pn = E).’?,u)
go folgt auch
b = Ty s

Ferner wird:
(14) (4, H)=Da=Da=Da, MA=T"(a,,—a,)=T(a,,—a,,).

§ 11. Da zu jedem System von Grdssen ein contragredientes gehort,
kann folgende Freiheit der Bezeichnung festgesetat werden:

Dient ein Buchstabe zur abkirsungsweisen Bezeichnung eines Systems,
so darf er auch sur Begeichnung der durch (A) oder (B) damit verbundenen
Systeme verwandt werden.

Bedeutet 4 das System a,,, B das System §,, so kdnnen demnach
die aequivalenteni Ausdriicke (13) mit

(4,B), (A4,8), (A, B) ete.
bezeichnet werdct. :
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Fiir (12) kann ebenso
(4, zy), (4, &y, (A, &y ete

geschrichen werden, fir die vier aequivalenten Ausdriicke (11) sowohl

(‘5 » .!.I), (-E y ’}') wie (E » y) oder (E 3 77)

Es wird sich zeigen, dass von den durch (B) verbundenen Systemen
immer das mit lateinischen Buchstaben bezeichnete gegeben ist, aus-
genommen € Von zwei durch (A) verkntpften kann ¢ oder z gegeben
sein. Das anderc ist dann von T abhingig und &ndert sich, wenn itber T
anderweitig verfigt wird. Wird 7 durch P ersetzt, so ist fir & zu

schreiben —f;’e.'-', wenn z gegeben, dagegen fiir 1—;,3:, wenn & gegeben ist.

§ 12. Die Abkurzungen (4, B), (x,y) befolgen nachstehende Rela-
tionen:

(4, B) = (B, 4); (4, 4) = 2Dg;
(15) @, =—@2; (z,2) =o;
(dyzy)=—(4,yz) = ("z,y) = (.15 ) ).

Die Form (4, *ay) soll auch mit (4B, zy) bezeichnet werden. Nach (15)
ist dann:

(16) (B, 2%) = (n, %s) = (*z, ) = (4B, ay)
In § 3, (4) war gezeigt, dass

(16') M(AB) = (4, B)

ist. Aus der Vertauschbark(lait von A mit B und aus

(17) (4,B)=(4,"B), “d=4

ergiebt sich @brigens:

(16”) M('AB) = M(BA) = M(B'A) = M(4"B).

Nach dem Multiplicationstheorem der Determinanten besteht zwischen
vier Systemen p, , #, (i == 1., 2) die Identitat:

(18) [(20 5 r)l = (P » B) iy 5 7))y
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wofiir auch geschrieben werden kann:
(187) (Bay s P> ¥) = (ry )Py » ) — (15 D0)(Desr > 9)-

Ist (p,y, ps) = 0, 8o ist demnach

(p(l) ’ x) =Ff. (P> :B),

wo f von x unabhingig ist.
So ergicbt sich aus (“z,y) = — (z,™y), wenn x fiir y gesetzt wird:

(*z 4+ "z, x) = o,
d. h. nach dem eben bewiesenen:
(“m:y) + .ﬂmvy) =f.(z,y)

f ist von y und aus Symmetriegrunden auch von # unabhingig. Durch
einfaches Ausrechnen erkennt man f= MA und mithin

(19) (A7W)_(A)yx)=MA(x!y)'

Nach (3) und (18) ist daher speciell

(20) M(pg)=(p,q)

und andererseits nach (16), wenn in (19) "4B fir A gesetet wird,
(21) (') + (2, ) = (4, Bz, y)-

Setzt man a =5, so folgt

(21') (Rm! ay) = Da’(x:y)'

Schreibt man daraufhin in (18) “ fur p, so ergiebt sich:
(22) |(A , Pm"(x))l =Da(pyy» Pa)Tay ;s Tw)-

Diese Formel kann auch folgendermassen geschrieben werden:
(22) (4,pr)(4, zy) = Da(p, z)(r,y) — (P, 9)("r, 2).

Im Falle Da = o ist also die bilineare Forin das Produkt zweier Linear-
faktoren. Die Umkehrung folgt aus (22) wegen (3).
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§ 13. Ist A4 eine 'sym‘metrische' Form, so ist
(", 1) = — (°r, ).
(22') ergiebt daher:
(23’) (4, pp)4 , z5) = Da.(p, x), + (p, )’

oder kurz:

(4, pp). A= Da.pp + °p°p.
Setzt man dies in (B, 4) ein und entwickelt, so entsteht:
(23) (4, pp)B, A) = Da(B, pp) + (B, °p°p),

cine vielgebrauchte Formel. _
Will man zwei symmetrische Formen 4 und B auf die Normalform

A =ph, + Py
B =40} + 40

bringen, so muss py, sowohl durch °p,, wie ’p, teilbar sein, wie aus (23)
folgt. Mithin ist (“pyy, *pn) =0, d. h.

(4B, pa,pay) = ©-
Ist umgekehrt (AB, pp) = o, so ist

Py = VDa.p H Py = e .
O VA ) @A, pr)

Ubrigens wird
(4, 4):(4,B):(B,B)=12: (4 + 4): 244,
A, und A, sind also die Wurzeln von

Da.2'—(4, B)A+ Db =o.

IV.

§ 14. FEs sei wieder 4 die symmetrische Form, die zur Bildung
der 62 und 4z diente. Es soll bewiesen werden, dass die vier Grissen 08
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und dz die Relationen (A) erfiillen oder, was dassclbe besagt, dass fiir be-
lichige

(65,y) = (r):n,y]
ist. Aus den Identitsten

EEjm,, =0, Za,\ﬁekéﬂ = Za,ﬂx‘xﬁ
folgt n#mlich durch Differentiation:
Zo6w, = —ZLé&ox, oder (of, z) = (dz, x)
und
%Z”:ajﬂf,\o"fﬂ = :L;c:“mﬁa;, oder (d¢, x) = (dz, “z).

Setzt man jetzt in (18) fur p,, %, fur p,, «, fur » einmnal §, einmal
oz, so folgt, da (“z, z) nicht identisch null ist:

(0%, y) = (ox, y),
w. 7z b. w.
Aus (12) ergiebt sich damit durch Differcntiation unmittelbar, dass
auch die Systeme 0b,, , 68, und ob,, durch (B) verknipft sind.
In der linearen Form

(@p, %)
sind die dp, linear von den du, abhingig. Es sei daher
(dp, x) = (P, xdu)

_ i
P = 2, ;lplp,-

Hiernach und nach (19) ist

gesetat, worin

1 f3p, op,
(0,p, dyu) — (dlp sdeu) = MF(d1“s du) und MP= f"(g%l“a_ﬂ')

P ist also dann und nur damm eine symmetrische Form, wenn (p, du)
ein exaktes Differential ist. Als Invariante der Form p sei daher MP
auch mit

Ip

bezeichnet, weil Ip = o die Integrabilitatsbedingung von p ist.
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Ist ¢ eine Funktion von #, und u,, so ist
)
(24) e =9I+ (p, ).

§ 15. Man kann die Frage aufwerfen, ob zwei Operationen 4, und
8, vertauschbar sind. Sie ist zu verneinen. Sicher ist jedenfalls, dass in
den Ausdriicken
653163\‘_513251

die zweiten Differentiale der & sich wegheben. Fuhrt man aber in der
Identitut
ddy(z, y) = dd,(z,y)

die Differentiation mittelst der & aus, so bleibt
(25_”) (é‘!alx_dléﬂm-' y) = (‘?2&1?/_5165!’939};

woraus folgt, dass 6,6,#— 8,6,# auch dic ersten Differentiale der # nicht
enthalt, mithin trilinear in », d,u und d,u ist. Das gleiche ergiebt sich
aus der Identitit

dyd, (4, zy) = d,d(4, y),
die zu

(25™) (4, (9,0,2 —d,0,2)y) = — (4, (3,0,y — 3,0,))

wird. Die linke Seite dieser Gleichung ist eine bilineare Form in z,y,
etwa (C,zy), und die letzte Gleichung sagt aus, dass

(0= xy) =—(C, yx):

also nach (19)
(Cray)=F-(x,9)

ist. Offenbar ist f wieder bilinear und alternierend in d,u,d,u,
f=K,.(du,d,u),

und K, hingt nur noch von den Coefficienten von 4 ab. Man bezeichnet

K, als die Gauss'sche Invariante oder in Rucksicht auf ihre geometrische

Bedeutung nach Biaxcmr kirzer als Krimmung von A. Nur wenn sie
3
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null ist, ist identisch 4,4, = d,4,. Die beiden Identitaten (25") und (25")
konnen jetzt durch
(259 (00,2 —8,6,0,y) = —K,. (A, zy)(d,u, d,u),
(25) (4, (d,0,2—3, ax)y)= K.(z,y)du,d,u)
ersetzt werden. )

Man gelangt zu K, noch auf einem zweiten Weg, der zugleich er-
kennen lésst, dass K, nur fir specielle Formen verschwindet. Es sei
(4,2x) in lineare Faktoren zerlegt:
(26) (4, z7) = (ag), 7)(ay , 2).
Schreibt man z 4 Jy fiur z und vergleicht die Coefficienten von 4, so
kommt:
(26') 2(4, 2y) = (ay,, 2)(am, ¥) + (@ 200y, Y)-

Nach (22) ist .

[(4; agaw)| = (20, a)", (i,b=1,2)
und durch Ausrechnen der linken Seite nach (26) und (267) folgt
(@) @m)' = —4, (@0, a) = 21,

wobei ¢ eine zweite Wurzel aus — 1.

Differenziert man (26), so fallen nach (26’) die mit dx behafteten
Glieder fort und es bleibt

(daq,, €)@, %) + (96, 2)(ay, £) = o.

Also muss (day,#) durch (a,,2) teilbar sein. Der Quotient ist eine
lineare Form der du, mithin

(27) (dag, %) = (ayy, @)(p, du); (08, ®) = — (@), 7)(p, du).

Es sei (4,xr) auf irgend eine andere Weise in zwei Faktoren b,
und by, zerlegt. Bei passender Bezeichnung ist dann:

(bay» #) = (8, T)E", by = (), 2)e™*

und andererseits
(8byy , 2) = (byy» 2)(q , due).
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Nach der ersten Bezichung ist aber
(0byy, @) = d(bgy , 7) — (bgy» %) = e*((dayy, 2) 4 dp . (ayy, 2)],

d. h. nach (27)
= (), 9)(p , du) + dg],
also

(a,du) = (p, du) 4 de.

Ist also A und p gegeben, so findet man agy und ag durch eine Qua-
dratur.

Offenbar darf aber p nicht willkiihrlich gewshlt sein. Notwendig
und hinreichend daftir, dass dp = (g, du) — (p, du) ein exaktes Differential
ist, ist die Integrabilititsbedingung:

Ip = Ig’.
Ip ist also eine Invariante von 4, da es von der Wahl der Faktoren-
zerlegung unabhingig ist.

Durch Differentiation folgt aus der ersten der Gleichungen (27), da sich

die mit Jz behafteten Glieder wegheben und da,, durch a, ausgedriickt
werden kann:

@100y, @) = (agy, 2)[(p, d,u)(p, dyw) + (p, 0,d,%) + (3, p, d,u)],
also
(G218 — dydyay,, &) = (ag, , D)[(P, d,ud,u) — (P, d,ud, )]
= Ip(ay,, ®)(d,u, d,u).

Die linke Seite ist nach (257 gleich — K, (4, ay,)(d,%,d,%) und
(4, ayx) nach (26" gleich —i(ay,#). Demnach bleibt

Ip=iK,.

§ 16. Nach (20) ist (p, ay) = — Iny, und ebenso (p, ay) = + la,.
Damit wird nach (18'):

2i(p, x) = Iay)(ag, ©) + oy (aq), 2).
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Sind also (a,,,du) und (e, du) exakte Differentiale, so ist p und
damit K, =o. Und umgekehrt, ist K, = o, so darf p = o gewahlt werden,
und es existieren zwei Linearfaktoren, die der Bedingung

Iag, . ag, + Ia(z)'au) =0

geniigen, aus der Ia,, = Ia, = o folgt. Man erhalt damit den bekann-
ten Satz:

X. Die Krimmmung einer Form A verschwindet dann und nur dann,
wenn diese' Form das Produkt sweier exakten Differentiale ist.

Um das Auftreten des Imaginiren zu vermeiden, setze man:
Ay =Poy— Wy A = Py + P P =ipy.
Dadurch wird
(28) (4, 2y) = (P(l): ""f)(i’u; ) + (P(z) , m)(p(,),y), (ﬁ(:): Pcu)) =1,
(28)  (dpwy» #) = (Pay» ) Dy » A1), (P %) = — (Byy» %) (P » AW),
(28") Ipgy = (P Py Tpoy = (pigy» P0y)s Ipyy = K,.
Es gilt also folgender Satz:

XL Ist Da=1, p, eine lineare Form und Ipy, = K,, so evistieren
Paare p.y, pay von lincaren Formen, welche folgende Relationen erfillen:
A= ply + vy (Pays Pay) = 1, Ipyy = (Pay» D) Ipoy = (Pays Poy)s
und alle diese Paare lassen sich durch eine Quadratur bestimmen.

In den Gleichungen (28") ist eine Bezichung auf A nur durch das
im Nenner stehende T -enthalten. Schreibt man in der dritten noch
(B, Pa) K fiir K, so gelten alle drei unabhangig davon, welches T' zur
Bildung der Invarianten benutzt wird. Daher kann man weiterhin fol-
genden Satz aussprechen:

XII. Die drei Gleichungen

© Ipyy = (8, Po); Ipyy = (pe): Po)); Ipy, = K(pys pa)
sagen aus, dass die Form py, + ph, die Krimmung K besitat.
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§ 17. Ist DA =1, so ist nach (28):

(Boys )" = 1,
also bei passender Bezeichnung
2y Pe) = 1.
Damit wird
(4, pny®) = — (P @),
(4, poypw) = 1.

Die letztere Bedingung ist nach (23’) hinreichend dafir, dass 4 — pf, ein
vollstandiges Quadrat wird. Die Form

(z, )

Vid, =)

geniigt ihr identisch, wenn 2 eine beliebige lineare Form, nur kein Teiler

von A4 ist. Ist z von 2 linear abhiingig, also z =f.z, so ist

(29) (P ) =

(,2) _ (s,

Vid, 72 Jd, =)
Durchliuft also z alle linearen, von einander unabhingigen Formen, aus-

schliesslich der beiden Teiler von A4, so ergiebt (29) alle Formen p,,
fir die (4, pyypyy) = 1 ist, und jede nur einmal. Aus (29) folgt weiter:

(29') (P 2) = — (4, poy2) = — (4, 2) * (4, 22).
Durch Differentiation folgt weiter aus (py,, 2) = 0:

1

(&p(l)s g) = (JZ 3y P(:)) = (A N 32)75.{0\2 N z).

1
Nun ist (8pyy, 2) = (B, 2)(Ps)» %) und (g, 2) nach (28") gleich — (4, 22)°.
Schreibt man noch x fur du, so folgt:

(29") (pay, 2) = — (4, 22)7(Z, 22).

Die Augdricke (29 bis 29") erfullen also die Gleichungen (28 bis 28")
identisch. Sie enthalten drei verschiedene Linearformen, namlich 2z, %z und
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‘2. Will man ausser z nur noch eine, zunichst willkthrliche Form r
benutzen, so hat man (18") anzuwenden und erhilt:

(Pays ®) (A, 22)(2, 1) =— (4, 2r)(z, x) 4+ (4, 2)(r, x),

B9 | s 2)- (A, 2, 1) = — (2, 20 8) + (2, 88 )

V.

§ 18. Wenn die lineare Form (p,du) ein exaktes Differential dp
ist, 8o nennt man ihre Invarianten mit 4 »Differentialparameter von py.
For einige derselben hat man besondere Bezeichnungen eingefithrt, und
ZWAr:

M, =08, (4, P)=04,p5 (P,P)=4,p."
In Analogie hierzu kann man noch

(P,pp)=A,,p

setzen. Es ist dies dieselbe Invariante, die Hr. WEINGARTEN in der Preis-
schrift * mit Ip bezeichnet hat.
Ist gleichzeitig (g, du) = dg, so setzt man noch

(4, p)=4a(,9:" (p,9)=6(p, 9"
Nach (22) ist
(30) ApA,g— A¥p,q) = 6'(p,q).
Fur A,p hat man die Darstellung

=12 i, %, 22 _f_i[_r( »_ f!i)]
A,p .’Pau.[T(a“ au, a"au,)] Tou, LT a“‘au, %rgu ) I

Dieselbe ergiebt sich aus unsern Entwicklungen folgendermassen:

! Bei DARBOUX — o, bei WEINGARTEN, Preisschrift, 6p.
! pag. 20, Qleich. I5.

* Bei den Italienischen Mathematikern (g, g).

¢ DARBOUX, L ¢,
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Es ist ¢°p = “dp, also
(8°p, %) = (dp, "“x) = (P'A, zdu)
und damit nach (16")
I('p) = M(P'4) = (4, P),

w. z. b, w.

Far A,,p giebt Braxcar® ohne Beweis die Formel
(31) 48,08, p=24,pA(p, Ap)— A Ap.
Man hat aber

d(4, pp) = 2(4, pop) = — 2(dp, °p) = — 2(P, pdu).

Setat man for du p,“p oder *p, so folgt:

(32) (:; (4, pp), p) = —2(P,"pp),

(327) (A, ;;;(A ) PP)P) =2(P,"pp),

(327) (P, o (4, mm)) = 2(P,p'n) = 2("p,"s) = (P, )4, pp).
Aus (32") folgt zunichst nach (23)

(32) % A(p, Ap)=ApAp—A,p.

Ferner hat man nach (22), da P eine symmetrische Form ist,

(P,p°p)P, pp)— (P, "pp)* = (4, pp)*5 (P, P),
oder nach (32”) und (32")
3AM, ADAp— 6(p, Ap) = Alp. A,p.

Hierin hat man nur @ und A,, nach (30) und (32) auszudriicken, um
(31) zu erhalten.
Unter der Annahme (p,du)=dp lautet noch (32"):

(P p EA.P) =24,,pAp

‘o' du
! Lexions di geomelria differenxiale, Kap. II, Gleich. (26").
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und, wenn man die linke Seite ausschreibt,

(33) 28,,p8,p
_ I 3p Ap__ % AP % 2Ap p 3A.P
- T’[ Mau, o, (3u u, L duy 2w, ) + s o,

Diese Formel scheint bisher noch nicht angegeben worden zu sein.

§ 19. In den Ausdriicken (20—29) hatte z die Reprsentanten
der Classen abhéingiger linearer Formen zu durchlaufen, ausschliesslich
der beiden Teiler von A. Diese Beschrinkung bedarf kaum der Er-
wihnung, weil in diesem Falle dic Formeln durch das Verschwinden von
(4, 22) bedeutungslos werden.

Man kann aber als Reprasentant irgend einer Klasse linear abhangiger
Formen stets ein exaktes Differential withlen und demnach # alle reelle linear
unabhiingigen Differentiale dz durchlaufen lassen. Dabei durchlauft z selbst
alle von einander unabhingige Funktionen zweier Variabeln; r sollte irgend
eine von z unabhingige Covariante von z sein. Setzen wir fest, dass r
cin exaktes Differential do ist, so ist o cine von z unabhingige Invariante
von z. Die einfachste Invariante von ¢z ist A ,z. Wiahlen wir daher,
vorausgesetat, dass A,z keine Funktion von z allein ist, (r,du) = dA 2,
g0 gehen die Formeln (29) und (29") unter Beachtung von (32') aber

in folgende:

d.
(2, due) = \/:_ )

Az

D d _—Al, Az}dz-i-c}lzdbz
®) (P ) 8, A VA

_ —2Anr Ards + AadAe
(P> ) 66, A A

Diese Ausdriicke werden auch dann bedeutungslos, wenn A,z eine Funk-
tion von # allein ist, d. h. sie stellen alle Formen p, , p, , p, dar, die den
Relationen (28 bis 28") genugen, ausgeschlossen den Fall, dass (p,, du)
ein exaktes Differential ist.

Aus den Satzen X und XI folgt nun, dass man alle Tripel von
Formen, die die Bedingungen (C) erfullen, herstellen kann, indem man
sich alle Formen der Krammung K angeschrieben denkt und sie in all-
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gemeinster Weise als Summen zweier Quadrate, pj, + pfy, darstellt, wobei
(Pays D) =1 zu nehmen ist. Dann gentigen namlich gy, p, und

Py =—Ipwy -0y — P P
den Relationen (C).

Die Formen der Kriimmung K ordnen sich aber in Schaaren #qui-
valenter Formen, d. h. solcher Formen, die durch Transformation der
Veranderlichen in einander tubergehen. Zu jeder solchen Schaar gehort
die Gruppe der Substitutionen, die die Formen der Schaar und damit
die zugehdrigen Tripel p,,, Py , Py in einander tiberfithren. Infolge ihrer
Invarianz stellen mithin {unter der Beschrinkung Ip,,Z o) die Gleichungen
(D) samtliche zu einer Schaar gehtrigen Tripel p,,, Py, Pe dar.

Hier tritt nun ein wesentlicher Unterschied zwischen dem Falle eines
veranderlichen und eines constanten K auf. Im ersten Fall giebt es unter
den Formen der Krtimmung K unendlich viele Schaaren, aus jeder Klasse
(d. h. Gesamtheit &quivalenter Formen) ausschliesslich der Klassen con-
stanter Kriimmung eine, und die zu einer solchen Schaar gehdrige Sub-
stitutionengruppe umfasst niemals die Gesamtheit aller Substitutionen,

Ist dagegen K eine Constante, so besteht die Gesamtheit aller Formen
der Krimmung K aus einer einzigen Schaar, da diese Formen eine Klasse
bilden. Die zugehdrige Substitutionsgruppe umfasst daher alle Substitu-
tionen. Im Falle K = const., und nur in diesem, stellen also die Formeln
(D) alle Formen dar, welche die Relationen (C) und Ip, Z o erfillen.

VI.
§ 20. In dem singularen Fall Ip,,= o muss sich naturgemiss der

gleiche  Unterschied zwischen veranderlichem und constantem K geltend
machen Befmedlgt man durch den Ansatz

(34) (pgy s du) = dp, : -(P(n) , du) = Adt, (.5 du) = pat

die Gleichung ]j;i',)=‘(p(,) » Py) = © identisch, so folgt aus den beiden andern
O, ) = pb(t, p); - O, p) = — AK6(t, p).
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Also sind ¢, p unabhingige Funktionen. Fuhrt man sie als neue Va-
riable ein, so folgt:

, 24 _ g
(349 =t = Kb
also:
2%
(35) g T KA=0.

Ist K nicht constant, so ist es als Funktion von wu,, #, gegeben. Wahlt

1
man for i irgend eine Funktion von p und ¢, nur so, dass %%‘, nicht

constant ist, so ist (35) eine Beziehung zwischen p, ¢ und w,,u,. Be-
stimmt man noch p, ¢ als Funktionen von w,, w, so, dasa diese Beziehung

identisch erfullt ist, so sind die Formen (34) far p.*—* — den Relationen

(C) unterworfen,
Ist dagegen K eine Constante, so ist (35) eine Differentialgleichung
fur A, und es folgt aus jhr, wenn KZ o:

A=acoskp + bsinkp, wo k=K,

und @ und & von ¢ abhangen konnen. Jenachdem a’ + 5*Z o oder =0
ist, kann A = f(¢)cosk(p — p,) oder 2 = f(¢)e"? gesetzt werden. Indem
noch fiir f f(t)dt t geschrieben und (34') beachtet wird, erhilt man fol-
gende identische Darstellung der Formen p,,, ps, , Pz im Falle K = const.Zo,
Ipyy = o:

poy=4p,  Pgy=cosk(p—p,).dt,  py=—ksink(p—p,).dt,

) 1 oder Py =p(?),

Po=dp,  po=edl, pg=iké?dt, i=t(-.

Der Fall K = o bietet keine principiellen Schwierigkeiten. Der Voll-
stindigkeit wegen sei angefuthrt, dass entweder

Py = dp, Dy = (P"" f(f))dt’ Py = dt,
oder

Pa, = dp, Py = di, Py = O ist.
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VIL

§ 21. Die Relationen (C) treten bei der Betrachtung orthogonaler
Systeme, die von zwei oder mehr Verinderlichen abhingen, wieder auf.
Sei (X{") ein orthogonales System. Componiert man es mit dem System
seiner Differentiale, (dX{), so erhilt man die unendlich kleinen Grossen

pu= TAXPXP.
Infolge der Orthogonalititsbedingungen

? XPXP = O
ist
(36) aXP = Tp, X,
und aus der anderen Reihe,

E XPX® — ¢y,
folgt durch Differenzieren:
(37) pu+ pi=o0.

Es bietet sich auf verschiedenen Gebieten die Aufgabe, wenn die p; (als
lineare Formen der Differentiale der Variabeln) gegeben sind, die X
aus den Differentialgleichungen (36) zu bestimmen. Dabei gilt der Sata:

XIII.  Giebt es ein orthogonales System, welches den Gleichungen (36)
gendgt, so giebt es fir jedes (orthogonale) System von Anfangswerthen ein
solches und nur eines.

Gentigt namlich das System (¥{") den Gleichungen (36), so folgt fur
die Grossen X¥ = Z‘% Y®, wenn die «;, constant sind:

dX{ = 20‘»:. dyy = th,_ y7 4 Eﬁﬁxw

und wenn umgekehrt die Systeme (X{) und (¥¥®) beide (36) erfullen, so ist:
Z(XPAYP + dXPYP) = EP-;X?)Y@ + ka.-a XPYP =o,
i ) 2
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also
TXPYP = a,,

wo a,, constant ist. Da das System (a,,) aus den orthogonalen (X{) und
(Y{") zusammengesetzt ist, ist es selbst orthogonal. Somit erhdlt man aus
einem particularen Integral von (36) das allgemeine durch Composition mit
einem willkarlicken constanten. Orthogonalsystem. Damit ist Satz XIII aus-
gesprochen.

§ 22. Wenn das System X{" von zwei unabhingigen Variabeln
u,, u, abhangt, so erfordert das Bestehen der Gleichungen (36) das Er-
folltsein der Integrabilititshedingungen fur die dX®. Die p, sollen als
lineare Formen der du, mit (ry,, du) bezeichnet werden, Dann ist

?
FIXPra) = TXP Iy + X (v, 55 X0)

= %X e + ;("cm » Tan)| = 0,

Irgy + z,:("(\‘r) » Tap) = ©-

Die Betrachtung werde jetzt auf ein dreireihiges Orthogonalsystem be-
schrankt und

(37)  Tan = — 7T =1, Tay = —Tay = Tay» Fay = ——Tay =1y

gesetzt. Dadurch werden die Integrabilititsbedingungen zu

(o) Iry=0wr7);  Irg=0(a,r0); Irg=(ry, re)

Sind die beiden Seiten der drei Gleichungen for sich null, so lassen sich
die Gleichungen (36) auf den Fall einer unabhingigen Veranderlichen zu-
riickfthren und sind dann, wie spater zu zeigen ist, stets integrabel.
Unter Ausschluss dieses Falles werde angenommen, dass (g, 7))
nicht null sei. Dann ist v, vermittelst der beiden letzten der Gleichungen
(C") nach (18') durch ry), 1y eindeutig bestimmt.
- Existiert also ein orthogonales System, welches die beiden Gleichungen

(36) - —TXPIXP = (g, du),  TXOAXP = (ryy, du)
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erfillt, so ist auch
(36") ' ‘{:X(,‘)JX.‘,” = (1, du)

und damit allgemein (36) befriedigt.

Setzt man aber 1y = —pu), T = Pay, Foy = P, 80 sagen die
Gleichungen (C*) nach Satz XII aus, dass die quadratische Form r, + 73,
die Krammung 1 besitzt. Nach einem Satz des Hrn. WEINGARTEN' exi-
stieren also drei Funktionen X{", X{?, X{ welche die beiden Bedingungen

(38) TXPXP =1,
(39) ;dX({"dX B = (ry, du)* + (ry, du)*
erfullen. Infolge der Unabhingigkeit von r, und #, kann man aber
(40) dXP = XP(ry , du) — XP(ry, , du)
setzen, wobei nach (18’
, 2x X
(407 XP: X = ( 'a‘:, s r@)) : (—#, r(,)) (T s Tay)-

Die so definierten Grissen X{, X® erfillen mit X'V identisch die Orthogona-
litdtsbedingungen, wie man z. B. erkennt, wenn man (40) auf (39) und die
aus (38) folgende Gleichung ?X‘PdX‘l” = 0 anwendet und beachtet, dass

die Coefficienten der #, einzeln verschwinden miissen..
Aus (40) ergiebt sich dann aber unmittelbar (36'), also geniigt dieses
System den Gleichungen (36), d. h.:

XIV. Die Bedingungen (C*) sind notwendig und hinreichend fiir die
Egistenz orthogonaler Systeme, die den Gleichungen (36) geniigen.

§ 23. Die Bestimmung der Grossen X{¥ erfordert nach dém er-
whhnten Satz des Hrn. WrinearTEN die Integration zweier gewdhnlichen
linearen Differentialgleichungen zweiter Ordnung.

Man kann dies noch auf andere Weise erkennen. Die Differential-

' Crelles Journal, Bd. 94 und 95.
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gleichungen (36) lauten ausgeschrieben, unter Weglassung des oberen
Index:
aX, = (ray, du) X, — (ry), du) X, ;

aX, = (ry, dw) X, — (ry), du) X, ;
aX, = (ry, du) X, — (roy, du) X,
Setzt man, um die Gleichung £ X? = 1 identisch zu befriedigen,

z4+y X=I—a:y X 1+ zy

z—y’ Poe—y’ T e—y)’

1

so erhdlt man nach einiger Rechnung statt der drei angeschriebenen Glei-
chungen die eine Riceatische, der # und y genfigen:

(41) dp= 3{(»'(,, — ity s du) + 2(ryy, du)z — (ry, + iry , du)z®).
2

Hangen die g nur von einer Variabeln ab, so sind fur die Integrabilitat
von (41) keine weiteren Bedingungen erforderlich. Im Falle zweier un-
abhingiger Verinderlichen zerfallt die Gleichung in zwei gewdhnliche
Differentialgleichungen nach je einer der Variabeln, und diese kann man
(als Riccatische) leicht in bekannter Weise auf lineare Differentialglei-
chungen zweiter Ordnung zurtickfithren,

§ 24, Bezeichnet man die Form 17, + 1) mit @ und wahlt T so,
dass (74, 7e) =1 wird, so ist (G, zry) = (ry), %), also nach (40') auch

1%
XP = (G,, %‘—r(,)). Fuhrt man also mittelst der Formeln (D)
Ty = — Py = — da
® ) VA
ein, so wird nach (40") und (D):
xp— ALK g 66 X))
: VA VA2
) - da
®m=— ’
®) v
— A, Ag)des + AjzdAs
Ty = ’

6z, A YA,z

— 2A,,0A 7ds + A 2dA e
8z, A2). Ayr *

o=
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wobei die Differentialparameter aus der Form @, gebildet sind. Wenn
?dX‘,” dXP = (G, , dudu)

ist, so gentigen die X{¥ identisch den Orthogonalititshedingungen, die r,
den Relationen (C°) und die dX{ den Gleichungen (36). Jedes orthogonale
System, in welchem weder Ir, noch Ir, verschwindet, ist durch die
Formeln (E) darstellbar. Alle von z abhingigen Funktionen liefern, in
(E) eingesetzt, dasselbe orthogonale System.

VIIIL.

§ 25. Die Aufgabe, alle Biegungen einer gegebenen Fliche zu be-
stimmen, fihrt auf die andere, eine quadratische Differentialform von nicht
_verschwindender Discriminante als Summe dreier Quadrate exakter Diffe-
rentiale darzustellen.

Hat man tberhaupt (4, #z) als Summe dreier Quadrate dargestellt:

(A- y &) = g(a(ﬂ ) x)(a(\j ’ y)! (i=1,2,3)

und ist T* wieder die Discriminante von 4, so ist

2=(4,4)= E(am )’
Bezeichnet man die drei Grossen (au, ag), (4, aq) 5 (80, ) beziechungs-
weise mit a,, a,, a, 80 wird daraus
P
und damit
(-A ’ “(.)a(:)) = By — X%
Ferner ist nach (18’)
(42) gai(“m ,p)=0,"

und dies ist zugleich die einzige lineare Relation, die zwischen den Former
a, bestehen kann.
Endlich ist noch

(43) g(‘d » G P)ag , %) = - )‘:(“ms Bag, ) =—(d, px) = (p, =,
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also

(#3) E‘:(A y G4, agg) = (4, pg).
Mit (42) folgt aus (43) fur ein beliebiges h:

(44) _ ‘2:' [(4, aqp) + k.o )@y, 2) = (p, 2),

und dies ist die allgemeinste Darstellung von p durch a,,, @y, ay).

§ 26. Ist nun A speciell als Summe der Quadrate dreier exakten
Differentiale
dz; = (24, du)
dargestellt, so ist 4— ), = 23, + 2 eine Form der Kriimmung null;
und umgekehrt: ist die Krimmung von 4 — 2}, null, so kann man durch
eine Quadratur zwei Differentiale dz, und ds, bestimmen, so dass
A — 3y = gy + &y
wird,
Um die Kriimmung von A — 2, zu berechnen, sei, wie in (29),
’ 1
2 - (4 2n2m) ' = py

gesetzt, was im allgemeinen, und, wenn Realitit verlangt wird, stets
moglich ist. Dadurch wird four 2 =4, {={ = 1 — (4, =):

(4, 2z) = (P> 2)" + (Pay» 7)) (Py+ P) = 1,
(4, 22) — (2, 2)" = (a0, 2)* + (@0 2) Gw: 20) =&
wobei
.

vi—¢

9o =&l = ¢ 5 Y = Py-

Nunmehr ist nach (24)
. I 3¢ _ I of
R ,‘-.131(1) = v"l_:fis (ﬂ, au) y IQ(]) ""'-'**"—\'h—_—c_’a (# s au),
weil ja (2, du) ein exaktes Differential sein soll. Mithin ist

P 1 )
ot L _IQ<JJ'=3_IP(IJ-r'
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und daraus nach (C), weil g, = pp:
I I I a
s = tPm und Igy = ?K- =z (P(s) P a—u).

Es war
(4,25 =1 =%

oo, (A4, 22) of £ 1
somit ist -L?r= — {5 und nach (29”) und (32")

(p(’) ’ g) = 2("(:1 ) 42) (Z’ 33(“;;”)) - _A—?f.

Wir erhalten mithin fiir die Krimmung von 4 — d2* den Ausdruck
{Ea(t — B2) — A,2)(1 — A9

und damit den bekannten Satz:
XV. Geniigt # der Differentialgleichung
(F) Az = K, (1 — A2,
und ist A2Z 1, so kann man durch Quadraturen zwei Funktionen z,y
bestimmen, derart dass (4, dudu) = dz® + dy* + dz* wird.

Ist A,z=1, so ist nach (33) A,,s— o und (F) erfallt. Anderer-
seits ist die Discriminante von 4 — dz* null, d. h.

(4, dudu) = dz* + (p, dudu),

wo p nur im Falle K, = o ein exaktes Differential sein kann. Die Diffe-
rentialgleichung besitzt also Integrale, die zu dem Deformationsproblem
in keinerlei Beziehung stehen. Ausserdem werden die Funktionen z und
y nur dann reell, wenn A,z <1 ist. Nach irgend welchen bekannten
Methoden ist die Gleichung nur in dem fast trivialen Fall K, = o zu
integrieren.

IX.

§ 27. Differentilert man beide Seiten der Gleichung

(“i » :T,‘y) = ‘.E(z(l')! ﬁ?)(ﬁ‘a bl y): (‘ =1,2, 3)
5



34 Gerhard Hessenberg.
driickt 6z, durch Z; aus und schreibt p for du, so kommt:
;(Z-‘ » #D)2w » ¥) + Z( i s YD)2w > T) = O
Vertauscht man p, z,y, so folgt aus der Symmetrie der Formen Z:

E( i3 @Y)(zw s B) = O

Da die Gleichung (42) die einzige lineare Relation zwischen den Formen
ag ist, muss

(45) (Z, zy) = — &(C, ft,y) oder (65(i) &) = — &(C, zdu)

sein, wobei auch C eine symmetrische Form ist. Sie wird in der Flichen-
theorie als zweite Fundamentalform bezeichnet und l#sst sich als:

(457 (C, zdu) = ;d‘;‘(zms %) = — ?G(Z.- » &du)
darstellen.
Das Differential d¢; sei mit (z, , du) bezeichnet. Damit ist
(Emv du) = ((5‘.#(,, y -?’(a)) + (3(» y O25) = — &(C, zgyau) + &(C, 2y dut).

Drtckt man die & durch die #, aus und beachtet (z,,z,) = o, g0 wird:

(Z2y, du) = '—‘é(% 1 20)(C 2 du) = Enl(ﬁm 2 » “du) = (4, 20)"du),
also allgemein:
(46) (7 » ®) =— (2 » “x).
Hieraus ergiebt sich nach (23) und (4 30:
X (75, 7)* = (4, ‘a°z) = (4, C)(C, vx) — De(4A , zx).

Diese Form, welche das Quadrat des Linienelementes der Gauss'schen
Kugel darstellt, sei mit (@, zz) bezeichnet, Man findet leicht:

5(@, 6) = Dg = (Do)

Dec sei mit K bezeichnet und der Fall K=o von der weiteren Betrach-
tung ausgeschlossen, Dann ist mit 4 und C auch & bekannt, und die
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Bestimmung der § erfordert die Integration der im VII*® Capitel er-
wihnten Riccatischen Gleichung. Hiermit hat man auch die Formen z4;
denn aus (46) folgt, indem man “z for x setat:

(46') (20 @) = — K7'(zy, “2) = — K7'(4, %,2).
Diese Ausdriicke erfilllen identisch die Forderung

zzf‘) =4,

§ 28. Die angegebenen Schritte sind dann und nur dann ausfithrbar,
wenn die Ausdricke (46°) integrabel sind und K, = 1 ist. Um die Be-
dingungen dafur aufzustellen, fihre ich neben den in bezug auf 4 auch
die in bezug auf G gebildeten Invarianten ein und unterscheide sie durch
einen Strich ’ von den ersteren. Da Dg=K", kann T'= KT gewhhlt werden.

Zunichst folgt aus (46'), indem man for  links Kz, rechts — “x
einsetzt:

K(zy, 2) = (4, 2u") = (G, 7y"%).

Von den Systemen 2y, #;, 4, & und C sind die mit lafeinischen Buchstaben
za schreibenden Coefficienten von der speciellen Wazhl von 7' unabhangig
definiert. Daraus ergiebt sich, dass auch (z,, z) = AE#.-,.\E; T nicht enthalt,

wahrend in (G,7z) I im Nenner steht (cf. § 10 und 11). Daher lautet
die letzte Gleichung, mit I" = THK in Bezug auf & gebildet:

(46”) (0 3 = (6, Z4m)".

Die Integrabilitatsbedingung von z; ist erfullt, wenn (¢'z, ) eine sym-
metrische Form in 2 und du ist. Nun ist &G = o, also

(46" (0°20, @) = (G, 8'5,°2) + (G, 7" x).
Aus der Definitionsgleichung von G,
Z (e, 1) = (@, aa),
kann aber genau wie in § 27, GL (45, 45"), geschlossen werden, dass

02y, w) = — Ci(B, xdu)
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S€in muss, wenn
$i= (2, 2)) = ;_{(Em 1 &) u. & £ ound (B, wdu) = I‘:dﬁ (295 @)
Nun ist nach (46)

(s 20) = (23, “2) = K(25), 29),
also allgemein (=, d. h. B=G und
(@24, x) = — &(G, xdu).
Damit wird die erste Form der rechteln Seite in (46™) zu
| — (020, "5) = &(G, “xdu) = — §(C, xdu)',

jedenfalls also symmetrisch in Bezug auf # und du, und es bleibt die-
selbe Bedingung noch fur (@, 2, “c)'= —(¢"C, *2,x)’ zu erfullen. Da unter
den drei Formen °z, zwei linear unabhangige sind, kann ein beliebiges
System y for %, gesetzt werden, so dass endlich die Integrabilitst der
Ausdricke (46”) durch folgende Identitat bedingt wird:

@) (01C, yd,u) = (3;C,yd,u).

§ 20. Um K, zu berechnen bringt man am besten die drei Formen
4,C,G auf die gemeinsame Normalform. Man iberzeugt sich leicht,
dass dabei

4= Pf:) + sz), (19(1) ) Pm) =1,

C = hply + hpi,
G = At + kpy
wird, Es ist namlich nach § 13
(4,C)=24 + 1, K=k,
womit sich aus
G=(4,0)C—KA

der gewiinschte Ausdruck fur G ergiebt.



Uber die Invarianten binkirer Differentialformen. 37

Setzt man noch

20 = NPy, 9o = hDy),

so wird

G =g} + 9 @) =1, C= mapy + I‘u?gz)» 4 = pighy + m295-

Die algebraische Beziehung zwischen den drei Formen 4, C, @ ist also
symmetrisch in Bezug auf 4 und G.
Zunachst ergiebt sich, wenn (28" auf g, ge, angewandt wird, aus

2
(C, zy) = Pz_:l(f’(pu )@ @)

(6C,zy) = { ? (@' ¥) (2eors w)'} + (902 3) { (201 ) (90 ) — (s ¥) (G 2)'}:
also .
(6:C, xdu) — (61C, zd,u) =
(d,u, d:“)'“ ; I'py - (1 «’5)'} + (Py» 26) @ » 2)’ — (Pay» 26) @0y » 55)']-

Da dieser Ausdruck nach (G) null ist, miissen die Coefficienten von ¢,, und
@ einzeln verschwinden. Beachtet man dabei, dass p,, = p,q, und

(9 Q(s))' = I'qu), (9w » 9(:))' = I'gy
ist, so kommt:

I'poy = paI'qy)s I'poy = i L'qes
oder, da

(47) Ip = K.I'p ist:
IP(I) = AJ"?(m Ipsy = 4 T'gq),
d. h. nach (28”) und (18

(G') Py = Q)

Da diese Bedingung mit (G) gleichbedeutend, andererseits aber vollkommen
symmetrisch in Bezug auf die Formen 4 und @ ist, gilt (G) auch, wenn
die Operation & durch o ersetst wird. Die Formel (G) ist identisch mit
den sogenannten Codazzischen Formeln.
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Nach (G*) ist nunmehr
Ipy) = Ig,

d. h. nach (47):
K,=K,LK,'

woraus sich, da K, = 1 sein soll, die Gauss'sche Relation

K=K,
ergiebt.
Damit erhilt man folgenden Satz:

XVL.  Zu jedem Tripel von Funktionen z,,2,,2,, welche die Bedingung
d7 + dz} + dzi = (4, dudu), (K, % o)
erfiillen, gehort eine symmelrische Form C, welche den Relationen
D¢ = K,
(6,C, zduy — (3,C, zd,u) = 0

geniigt, und umgekehrt. Die Bestimmung der dz, aus A und C erfordert die
Integration einer totalen Riccatischen Differentialgleichung.

X.

§ 30. Wenn man A auf zwei verschiedene Weisen als Summe dreier
Quadrate dargestellt hat:

(4, zz) = zij(a(a y2)' = ?(5@) » 2)%

so existiert ein und nur ein orthogonales System der Determinante 4 1,
welches die Bedingungen

(48) 2oy = ;a(.-,Xg"
erfallt. Nach (44) muss dabei
XP = (4, a(nzw) + by

! WENGARTEN, Festschrift der techn. Hochschule zu Berlin, 1884; pag.
25, Gleich. 13.
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und aus Symmetriegriinden (weil auch a;, = ;X?’sm ist)
kl == k-ﬁ‘

sein. Die Orthogonalititsbedingungen reduzieren sich nach (42) und (43’)
auf
A =1,

und man rechnet leicht nach, dass % der Wert der Determinante des
Orthogonalsystems ist.

Umgekehrt folgt ausden Orthogonalitatsbedingungen wieder: Zsfn= Zdl,,
so dass durch den Ansatz (48) die Forderung Xz} = 4 in allgemeinster
Weise identisch befriedigt ist. Damit fithrt das Deformationsproblem auf
die Aufgabe, alle orthogonalen Systeme zu bestimmen, fir die die Formen
Zpy i (48) exakie Differentiale dz, werden.

Die Integrabilititsbedingungen der #, werden unter Einfohrung der
Formen 7, des siebenten Kapitels zu

Tag 4 X(ag , res) = 0 (i,k=1,2,3)

oder ausgeschrieben:

(49) Iagy = (ap, ¥w) — (G s 1) Tag = (ag), 7o) — (@ > Tw)s

Tag = (agy s *) — (B » 7)-
Ausser diesen algebraischen Gleichungen unterliegen die Formen r, noch
den Gleichungen (C'). Und umgekehrt, wenn drei Formen r; den Gleich-

ungen (C") und (49) gentigen, so existieren orthogonale Systeme, die (36)
erfillen, und for alle diese Systeme sind die Formen

(20, du) = ?(am , du) X
exakte Differentiale.
Ferner gilt folgender Satz:

XVIL Kennt man von dem osu einer Lisung 2y, 2y, 2y gekirigen
Orthogonalsystem drei Grissen mit demselben unteren Index (etwa 1), und sind
derselben. von einander unabhdngige Funktionen, so kenmt man auch die
tibrigen Grdssen des Systems und damil zy), 2y wnd 2, selbst.

! Of. DarBovx, Bd. I, Cap. VIL
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Zun#chst ist nimlich die Discriminante von
(G, dudu) = ZdXPdXP = (ry, du)® + (ry, du)?

nicht null; daher giebt es unendlich viele Paare g, , g von unabkdn'gigm
Formen, for die
G =gy + .9?:)-

Drockt man die #y,, 7y durch ein specielles solches Paar linear aus, so
bilden die Coefficienten wegen

o + Tl = 9o + 9
ein orthogonales System, so dass man
o) = g 80 @ + gy CO8 @5 o = — g CO8 ¢ + gy sing
setzen kann. Durch
Tagy = (ag) ) 7w) — (20, 7)

ist dann ¢ und damit r, und 7y selbst zweideutig bestimmt. Nach (40"
findet man daraus unmittelbar die andern Reihen des Systems, w. z. b. w.

§ 31. Die Zweideutigkeit beschrankt sich auf das Vorzeichen der
7w, wenn Ia, = o ist. Diese Thatsache fithrt auf zwei besonders ein-
fache Specialisierungen, indem man entweder auch Iz, und Ia,, oder
aber a, selbst als identisch verschwindend annimmt. Im ersten Fall ware
in dem Tripel ay,ay,ay eine particulare Losung der Aufgabe von vorn-
herein bekannt. Dies entspricht auch vollstindig dem geometrischen Sinn
des Deformationsproblems, bei dem es sich um die Biegungen einer »ge-
gebenen Flicher handelt. Da auch zugleich die Gleichungen (49) homogen
werden, diirfte die Untersuchung dieses Falles vielleicht lohnend sein.

Unter der zweiten Annahme, dass eine der Formen @, — und zwar
sei dies jetzt @, — identisch null sei, geht zwar die Symmetrie der
Gleichungen (49) verloren, dafor aber bestimmen die beiden ersten,

Tayy = (ag), 1)y lap = (1, ag));

75 vol]s.ﬁindig, und zwar ist ry dieselbe Form, die im I1V** Capitel far
aQuy = Py, G = P Wit py bezeichnet war, also auch Iry, = K,.
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Ist aber ry bekannt, so ist auch die zur Darstellung des orthogonalen
Systems durch die Formeln (E) dienende Hulfsfunktion 2 als Funktion
von u,,u, definiert. Und zwar muss 2 = const. das allgemeine Integral
von (rg , du) = o sein; aber # muss nicht die allgemeinste Funktion sein,
die diese Bedingung erfullt; denn die allgemeinste Funktion ist ¢(z),
und diese liefert dasselbe orthogonale System, wie 2.

Hat man fiir 2 eine specielle Wahl getroffen, so ist nach (E) das
Quadrat o des zu 2 gehorigen Multiplicators von ry, gleich der in Bezng

auf die Form G, = ;dX({"dX‘{“ zu bildenden Invariante A z, vorausge-

getzt, dass die Discriminante von &, nicht null ist.

Um die Formeln (E) anwenden zu konnen sei wieder der Fall K, =0
ausgeschlossen. Dann ist r,, kein exaktes Differential und 2 und Az = o
sind wohlbestimmte, unabhangige Funktionen z(x,, w,), o(u, , 4,) von u
und w,. Daher sind die X{ auch Funktionen von # und ¢, und um-
gekehrt sind z und ¢ Funtionen zweier der X{" oder uberhaupt zweier
unabhangiger Parameter #, ,z,, durch die man die X{" so dargestellt hat,
dass die Summe ihrer Quadrate identisch 1 ist. Dann gilt aber der Satz:

XVII. Kennt man z als Funktion von %, , &,, so kennt man das ganze
orthogonale System und die zugehdrige Ldsung 2y, , 24y %3

Man kennt namlich @, in seiner Darstellung durch z,, x,, also mit
# auch ¢ = A # als Funktion von x , #,. Damit kennt man, den funk-
tionalen Zusammenhang zwischen den # und den %, d. h. man kennt
die X und nach Satz XVII oder durch die Formeln (E) das ganze System.

§ 32. Es bleibt noch die Frage: Wie darf z als Funktion von x,,x,
gewdhlt werden, damit es wirklich zu einer Ldsung des Problems gehirt?

Die Darstellung des orthogonalen Systems durch (E) befriedigt die
Orthogonalitatsbedingungen und die Gleichungen (C") identisch. Durch die
Annahme #z = 2(%,, %,), A,z = o(%, ,%,) wurden die Gleichungen

T,y = (g, ") Tag, = (r) , o)
erfiillt. Es bleibt also nur noch:

(49 = (@gy > Ta)) — (@y » #r) = O
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Fohrt man in 4 #z und o als neue Ver#inderliche ein; so werde
(ay) , du) = adz + ada,
(ag) » du) = bdz + fda,

wo a,a, b, 3 bekannte Funktionen von ¢ und #sind. Dann lautet (49°)
ausgeschrieben und mit 8(z, A z)y/A z multipliciert:

(W) aAz + al(z, Az — b\f%_ 28,2y Az =0,

worin die Invarianten aus der Form G, in =, z, gebildet sind und for o
uberall A z zu setzen ist. Hiermit folgt der Sata:

XIX. Zu jedem Integral z der Differentialgleichung (W), fiir welches
A,z eine von z unabhdngige Funktion ist, gehdrt eine Ldsung des Deforma-
tionsproblems, fir die die Form G, des sugehiorigen Orthogonalsystems eine
nicht verschwindende Discriminante besitzt, und umgekehrt.

Wenn also Losungen des Problems existieren, fiir die die Discrimi-
nante von &) null ist, so werden sie durch die Integration der Differen-
tialgleichung (W) nicht gefunden. :

Die Differentialgleichung ist zuerst von Hrn. WeINGARTEN in der Preis-
schrift aufgestellt worden. Sie lasst sich, wie Herr WEINGARTEN ebenda
gezeigt hat, for simtliche bis jetzt bekannten Falle, in denen das Deforma-
tionsproblem vollstandig geldst ist, nach bekannten Methoden integrieren,
fur das Rotationsparaboloid z B. durch Zwischenintegrale.

§ 33. Herr WeNGARTEN bezeichnet die Einfuhrung der Variabeln 2
und. ¢ in die quadratische Form A als Reduktion der Form. Das Kri-
terium, ob die Form (ads+ ado)’+ (bdz+ fdo)’ reduziert ist, und ob zu
der Zerlegung in zwei Quadrate die Form (ry,, du) = —dz: /o gehort, lautet

Tag = (a5 7))y Tag, = (r » a),
oder ausgeschrieben:

a3 __ 8 b P_ a

(50) b m o ye e m e

Das Kriterium, ob eine noch nicht in Quadrate zerlegte Form A4 redu-
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ziert ist, d. h. ob in ihr ry = —j—;— gewahltl werden darf, ist nach
a

Satz XI:
1
Irgyy =K, oder T.K, '= m.
Die zugehtrige Zerlegung ergiebt sich nach demselben Satz durch eine
Quadratur.

Aus einer nicht reduzierten Form (4, dudu) kann man durch eine
Quadratur jederzeit eine reduzierte heratellen. Wahlt man namlich r,,=o,
d. h

() » du) = 7y, duy,
so wird wegen Iry, = K,
1y
du,

=TK,, 1= [TK.du,.
Fithrt man also )

2=, o= (fTK,du,)f’

als neue Variable ein, so wird, wie verlangt, r, zu -—%, bei geeigneter
= D
Definition der Vorzeichens von /a. '
Diese Reduktion und Zerlegung einer gegebenen Form durch Qua-
draturen ist in der a. v. 8. angefuhrten Arbeit des Hrn. WEINGARTEN in

ausfthrlichster Weise dargestellt.

XT.

§ 34. Da durch die Integration der Differentialgleichung_(W) die-
jenigen Losungen des Problems, fur die die Discriminante von @, ver-
schwindet, nicht gefunden werden, so entsteht die Aufgabe, im gegebenen
Falle zu entscheiden, ob solche Ldsungen existieren, und, wenn dies der
Fall ist, die zu ihrer Auffindung notwendigen Schritte anzugeben. Ob-
gleich das Auftreten solcher Lasungen durchaus singulir ist, kann man
trotedem fir eine beliebige Form A die Reduktion und die Aufstellung der
Differentialgleichung auf unendlich vielfache Weise so ausfiihren, dass eine
beliebige, vorgeschriebene Lisung durch die Integration der Differentialgleichung
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nicht gefunden wird. Um dies einzusehen, bedient man sich am besten der
geometrischen Anschauung.
Da ay,, identisch null ist, hat man nach (48)langs der Curven (ay,, dw)=o:

da,:dz,: dz, = XP: XP: XP;

also sind die X{ die Richtungscosinus der Tangenten der Curven
(aw, du)=o.

Wenn nun die Discriminante von &, = 1§, + r{, null ist, so sind
7 und 7y abhingige Formen, d. h. 7y, ist durch 4y, teilbar. Das gleiche
gilt von den dX{, da sie nach (40) lineare Verbindungen aus 7, und
7q 8ind. Lings der Curven (rg,, du) = o ist also dX{’ = o, d. h.:

Ist die Discriminante von G, null, so sind die Tangenien der Curven
(@, du) = O ldngs der Curven (ry,du) = o einander parallel.

Die Curven (ry,du) = o sind also Schattengrenzen der Fliche bei
Beleuchtung aus unendlicher Entfernung und mdgen kurz als Streiflinien
der Flache bezeichnet werden. Auf jeder Flache nicht verschwindender
Krimmung giebt es co® Streiflinien; jedem unendlich fernen Punkte ent-
spricht eine, und lings ciner jeden ist der Fliche ein Cylinder um-
schrieben. :

‘Wahlt man daher auf einer Fliche § vom Linienclement ds = (4, dudu)
eine einfach unendliche Schaar Streiflinien, so umhiillen die erzeugenden
Geraden der zugehodrigen Cylinder eine Schaar von Curven der Flache,
etwa (p,du) = 0. Setzt man (p, du):y4, pp = (3w, du), so ist

4= a(,'l) + a?:}’

und die Discriminante von @&, verschwindet, da die Cosinus der Tangenten
der Curven (aq), du)=o0 nur von dem Parameter der Streiflinien abhangen.

Bildet man also aus a,, und ay 15,, bringt es auf die Form dz:\s
(was ohne Integration ausfihrbar ist, wenn die Streiflinienschaar durch
eine endliche Gleichung gegeben war) und stellt die Differentialglei-
chung fr z auf, so liefert die Integration derselben die Flache § nicht,
w. z. b. w.

Andererseits giebt es fiur jede Form' A Differentialgleichungen (W),

' sc. micht verschwindender Kriimmung.
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die simmiliche Lisungen des Problems liefern, d. h. es giebt auf jeder
Flache eine Schaar von Curven, die fiir keine Biegung der Flache simt-
lich Streiflinien werden.

Wahlt man z. B. fir ay, ein exaktes Differential, so wird Iz;,=o0 und
7 durch ag teilbar, d. h. die Curven (a,,, du)=o und (ry, du) =o fallen
zusammen, Sind aber die Tangenten der a,-Curven lings dieser Curven
selbst parallel, so sind die Curven Gerade, die Fluche ist geradlinig. '

Bringt man also 4 — was immer moglich ist, - — auf die Gestalt

. dp® + Pdg’,
wo P nicht von der Gestalt
g(@)p* + ¢(9)p + x(2)

ist, so liefern die Formen
(A » du) = dp,.

(), du) = Pdg
eine Differentialgleichung (W), der keine Losung des Problems entgeht.
§ 35. Wenn die Discriminante von @, null ist, ist (r,, 7)) = o.
Im Kapitel VI war gezeigt, dass man dann im allgemeinen o
(roy, du) = dp,  (re,du) = cos(p—p,)dt, (ry,du)=—sin(p —p,)dt

getzen kann, wobeil p, nur von ¢ abhangt. Ist # = const. wieder das all-
gemeine Integral von 1, = o, — /s der zugehorige Multiplikator, dann
ist ¢ eine Funktion von z allein, ebenso p,. Durch diese beiden ist p
gegeben; es wird

. dt I
(s1) ' B‘B(P‘"Pu)d—,=$’
also )
(51‘) pP=2p, + arcsin%ﬁ,

wenn g= 7 gesetzt wird.

Es bleibt also zu entscheiden, ob zwei Funktionen p, und r von 2
8o bestimmt werden konnen, dass die Gleichung

(B0, Ta) = (a0 )
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identisch erfllt ist. Dieselbe wird unter Beachtung der Relationen

(rays du) = dp, Ty = — cOtg (p — Py)7(0)s (Fa)» a) = lag
zu o .

. (5 2) . . ° ) [‘:Otg (P _Pe) Ia{':) - (a(u)a aﬂ)

und, wenn man A4 als reduzierte Form annimmt, u, =2, w, = o setzt und
p nach (51, 51').ausdritckt, zu

) wo— (G —2) + LB+ =i =o.

XX. Dann und nur dann, wenn zwei Funktionen t und p) von z allein
der Gleichung (P) geniigen, liefert die .D:ff‘ermzmlqlewimng (W) nicht sammi-
liche Ldsungen des Deformationsproblems.

Die Entscheidung, ob solche Funktionen existieren, wie auch die Be-
stimmung von p; und 7 erfordert in jedem einzelnen Fall eine endliche
Anzahl von Operationen und ist jederzeit ausfithrbar. Hat man p, und
7, 80 sind die 7, bekannt, und die Bestimmung des orthogonalen Systems
fuhrt auf die Integration der Riccatischen Glelchung in Kap. VIL = Die-
selbe wird, wenn man

@ = gt

setzt, zu
d
_"7 = isin (77 + _po})

d. h. die Bestimmung derjenigen Loéungen,';welche bei der Integration
der Gleichung (W) verloren gehen, erfordert die Integration einer gewdhn-

lichen Differentialgleichung erster Ordnung.
Nach Kap. VI kann auch

ry =dp, 15 = ?di, ¥y = i€ df
gesetzt werden. :
Denn wird:
et = — L,
. . Tye
und far (49) kommt: R
' Iag, + €* (“_u) s %%) =0
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oder nach (24):

- Iy -
(®) I(r\/;) b
d. h. es muss % einen Multiplikator besitzen, der nur von z abhangig
(-
ist. Die zugehorige Riccatische Differentialgleichung wird zu :—3-—-3“"’

fir z =¢""" und gestattet die Bestimmung der (offenbar imaginiren)
Flachen ohne weiteres.

Es sei noch bemerkt, dass man durch Quadraturen beliebig viele
Beispiele solcher singuliren Differentialgleichungen (W) herstellen kann.
Wahlt man nimlich 5, r und p, beliebig, so ergiebt sich b aus (P) durch
eine Quadratur. Denn man kann (52) auch so schreiben:

N .
I(cos (w — w,) ay) = (“(!J %) sin (w — w,),
und da % = o, ergiebt sich daraus:

2 (b cos (9 —p,)) =§;(ﬂGOS(meo))-ﬁsin (0 —2,) 2.

Aus b und @ findet man nach (50) « und durch eine zweite Quadratur 4.

XII.

§ 36. Zur Erlauterung des Vorstehenden mogen kurz einige be-
kannte Satze liber Rotationsflichen abgeleitet werden. Sei

dut 4+ Pdp?
das Quadrat des Linienelementes ciner Rotationsfliche, also P eine Funk-

tion von % allein. Wiahlt man

a,, = Fdv, A = du,
so wird .

dpP
oy = Ta;dv;



48 - Gerhard Hessenberg.

1
also kann 2 = v, ¢ = (:—:,) gesetzt werden, und man erhalt:

A = Pds® + ¢dP* = Pds® + oP*do?,
wo P jetzt als Funktion von ¢ aufzufassen und P’ = % ist. Dadurch wird
(53) : ay=Pdz,  a, = sPdo
d h. a=P, a =0, b=o, B=aP,
und fiir (W) kommt: ’
(R) : o Az =9(a)=¢(A,2),

wobei
: - 1L
¢(o)= ; , also P=ce ‘f“” ist.

¢ ist mithin nicht identisch null, sonst aber ganz beliebig.

Zundchst 0berzeugt man sich leicht, dass die Differentialgleichung
(R) Inmtegrale besitzen kann, die mit dem Deformationsproblem nichis zu
thun haben. Demn wemn g(s) fir o=g, verschwmdet so genligt jedes
Integral von

A 2=g,

auch (R), wihrend doch A g , keine von unabhingige Funktlon, vielmehr
eine Constante o, ist.

Zweitens gehen bei der Integration der Dlﬂ'erentlalglewhung Flachen
verloren. (P) wird némlich zu

T=pyie—1,
was fir 7' = o, p; =0 moglich ist. p, kann unbeschadet der Allgemein-

heit gleich null angenommen werden, dagegen ist z von null verschieden,
Die Integration der zu den Formen

toy=dp, 1y = cospdi, @ = —sinpdi
gehorigen Riccatischen Differentialgleichung kann man vermeiden. Es wird

Gy = dp*® + cos® pdi?,
so dass

X = cospcost, X® = cospsint, XP =sinp
54 p
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gesetzt werden kann. Fir dic andern findet man aus dX® = XPr,— XPr:

X0 = —sint, X{ = sin pcosé,
XS’) = co8 t’ X’?] == sinp sin t,
X® = o, X® = — cosp.

Beachtet man noch, dass sin p = 1:7\/s, 7 == const,, so erhalt man fir die #:

P P .
2 = _cost, 2, = _sint, 2, *Hf( ) V‘Ta'—l a'a,

also werden die zu du’ + P’dv* gehorigen Rotationsflachen durch (R) nicht
gefunden,

§ 37. Stellt man die XP durch die Formeln (54) dar, schreibt
aber # und y fur p und £, so wird
@, = dz® + cos’ xdy’.
Fur diese Wahl von @, besitzt (R), wie leicht nachzuweisen, das parti-
cultire Integral von der Form ¢(x)+ ¢(y):

g=ucy -+ \/ a—-—c—'dx
cos’x

wobei ¢ durch die Gleichung

da
s | e m
Plo)=¢ f“"? =——, m = const.
8ln &

als Funktion von z allein gegeben ist.
Man erhslt aus diesem Integral die Schraubenflichen mit der 2, Achse
als Drehungsachse:

f=rcosp, g =ravg, 2 =f(r)+9p,

T
= /P%* — m% g=y—3 g = me;

= [Vrs—g—r¥.

§ 38. Wahlt man als Gleichung der Rotationsflache

£y = iclog ! + 2},
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go wird (R) zu:
Az=1—Az

Dies ist die Gleichung (F) des VIII*® Kapitels for £ = 1. Daraus folgt
der aus der Theorie der Weingartenschen Flachen bekannte Satz:

Kennt man alle Biegungen der Rotationsfliche der logarithmischen Linie,
so findet man durch Quadraturen alle Flichen constanter Krimmung, und
umgekehrt.

§ 39. In seinen Untersuchungen iiber die Flachen, zwischen deren
Hauptkriimmungen eine Gleichung besteht, hat Hr. WriNaarTEN gezeigt,
dass das Deformationsproblem der Rotationsflichen Aquivalent ist mit der
Aufgabe, alle Formen der Krimmung 1 von der Gestalt:

pd2® + ¢(p)dy’ = (G, , dxdz)
zu finden. Setzt man n#mlich statt (53):

ay = Pdz, Ay = — e Pde,

go wird (W) zu
PA Az, AZ) + PA z=0,

und wenn man A, nach (32) ausdrackt, zu:

Agp= (;—%ﬂ)b(a, A7) =o.

Far dz=(r,dz) ist nach der Formel fiar A,zin § 18 A,s= I(*r), mithin:

P ; ., @ Py
\ﬁ.[(’f) + (ﬁr? ,5\7;) = 0.
>
Nach (24) ist also % cin Multiplikator von fr, d. h. es ist
a
7d
(#,., dr) = \/"P q
und
s dx)? + (or, dz)l da* do®
(G, doda) = T 2P EEL BV 2 2

also von der verlangten Gestalt.



