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1.

Besteht zwischen den beiden veranderlichen Grossen @, y eine irreducible algebraische
Gleichung

Flay) =0,
welche in y vom nten Grade ist, so gehdren zu jedem Werthe von # nWerthe von y, die mit
¥ots - g™

bezeichnet werden migen. Dieselben sind nur dann nicht nothwendig simmtlich unter einander
verachieden, wenn # einen der nur in endlicher Anzahl vorhandenen Werthe 4, a, ... hat, fiir
welche die Discriminante D (z) der gegebenen Gleichung, dieselbe als Gleichung fir y betrachtet,
verschwindet. . Jo zwei zusammengehdrige Werthe von & und y werden ein Werthepasr (ay)
genannt und die Gesammtheit der Werthepaare (sy) liefert das durch die irreducible algebraische
Gleichung F (a,y) = 0 definirte algebraische Gebilde. Ein bestimmtes Werthepaar (ab) wird als
die Stelle (eb) in diesem Gebilde bezeichnet.

Es sei nun @ eine willkiirlich, jedoch von a, a; ... verschieden angenommene Grisge,
so lassen sich fir alle Werthe von «, fir die der absolute Betrag |»—a kleiner als jede der
Differenzen |a,—a|, |a;—a] . . . ist, bei denen also = in einer gewissen Umgebung des Werthes a
liegt, die # zogehdrigen Werthe y' 3" ... y(") durch n verschiedene convergirende Potenzreihen
der Form

b+ b (2—a) + bla—a)+......
darstellen. Setzt man in diesen Reihen
o—a =1,
80 nehmen dieselben die Form
b4 byt bt ... ..
an und man sagt, in der Umgebung des Werthes & werden die simmtlichen Werthepaare (zy)
des Gebildes durch n verschiedene Functionenpaare der Form
s=a+t 3 =90
geliefert, wo das Functionszeichen % hier, wie im Folgenden, eine Potenzreihe des Argumentes
mit nor positiven ganzzahligen Potenzen darstelll. Wenn aber fir o einer der Werth a, a, .. .
genommen wird, so kdnuen die Entwickelungen von y' y"...y™ in der Umgebung des Werthes
a gebrochene Potenzen von z—a enthalten. Jede Reihe hat dann die Gestalt
1 2
b+ by (a—a)® + by (e—a)* +.....,
wobei « einé positive ganze Zahl = 1 bedeutet. Aus einer solchen Reihe, in der e > 1 lat,
) 1



lassen sich (@—1) andere, cbenfulls zur Gesammtheit derselhen gehirige ableiten, indem man an
1
die Stelle von (ar—a)7 resp.
1 1 1

5 (.ri—a}.'-'., & l:\v—u)-'7 yr e §oy (2—~a)"
selzt, WO &, 6, . . . 6, die von 1 verschiedenen eten Wurzeln der Einheit sind. Diese (a—1)
Reihen bilden mit der urspriinglichen zusammen eine Gruppe von a einander conjugirten Reihen,
welche die Eigenschaft haben, dass aus jeder von ihnen die {ibrigen durch die angegebene Sub-
stitution erhalten werden konnen. Ist o' die Anzahl der Gruppen, in welche auf diese Weive
die Entwickelungen fir 3 y" ...y zerfallen und ist «, der gemeinschaftliche Nenner fir die
Reihen der Aten Gruppe, so ist

o +ea+ .. e+t ay=nmn

Wird nun in der iten dieser Gruppen
a—a = 171
gesetzt, so lassen sich die 1 Potenzreiben dieser Gruppe in eine Reihe der Form
b+b t+ bt +. ...,
zusammenfassen. Liegt also z in der Umgebung eines solehen Werthes o, so erhilt man die
simmtlichen zugehOrigen Werthe y durch »' Functionenpaare der Form
gy=a+t, y =P
Werden fiir z = o gewisse der zugehdrigen Werthe von y unendlich gross, so enthalten
die entsprechenden Potenzreihen von z—a resp, t anch negative Potenzen, stets jedoch mnur in
endlicher Anzabl.
Ist z dem obsoluten Betrage nach grosser als jede der Grossen a, &, .., 80 liegt = in der
Umgebung des unendlich grossen Werthes. Es lassen sich scdann die » zugehdrigen Werthe

von y nach ganzen resp. gebrochenen Potenzen von ‘:; entwickeln und zwar haben die Reihen

dieselbe Form, wie die obigen, wenn man in jemen z—a mit % vertauscht. Je hd fir
unendlich grosses = ein zugehdriger Werth von y endlich oder unendlich gross ist, enthdlt die
Reihe nar positive Potenzen von % oder eine endliche Anzabl von negativen Potenzen. Durch
die Substitution
z=1"1 resp. o =t

erh8lt man die sAmmtlichen zugehdrigen Werthe y durch Potenzreihen von t dargestellt, die nur
eine endliche Anzahl negativer Potenzen von t enthalten kdnnen. — Werden die zu einem unendlich
grossen Werthe von = zugehdrigen Werthe y' 4" . .. 3 darch n verschiedene Functionenpaare ge-
liefert, so soll das Gebilde im Unendlichen regulir heissen. — Die Eigenschaften der Functionen-
paare (& y,) bleiben vollstAndig bestehen, wemn man in ihnen fir ¢ eine Potenzreihe von t der
Form at+otf +.....
setzt, in der aber der Coefficient ¢, von Null verschieden sein muss.

Unter einer rationalen Function R (zy) des Paares (zy) versteht man eine rationale
Funotion der durch die Gleichung F(a,y) = O verbundenen Verbnderlichen # und y. Fihrt man




in die Function R (oy) stalt (sy) ein Functionenpaar {2, y,) ein, welches die Umgebung irgend
einer Stelle (a 8) darstellt, so wird
Rizy) =Ct |t +tP@}

Ist in dieser Entwickelung v = 0, 8o hat R(zy) an der Stelle (ab) einen endlichen von
Null verschiedenen Werth; ist aber » == O oder » < 0, 8o wird R (zy) an der Stelle (ab) von
der »ten Ordnung resp. Null oder unendlich gross. Jede rationale Function des Paares (xy)
pimmt nun jeden beliebigen vorgeschricbenen Werth fir eine gleiche Anzahl Werthepaare an und
e wird diese Anzabl der Grad der rationalen Function genannt. Demgem#ss l&sst sich der
Grad auch als die Avzahl der Werthepaare definiren, fiir welche die rationale Function unendlich
wird, vorausgesetzt, dass man jedes Werthepaur so oft zBhlt, als die zugehdrige Ordnungszahl
angiebt.

Die Aufgabe, eine Function pten Grades des Paares (xy) zu bilden, die an p belisbig
gewlhlten Stellen (=, y,),. .. (2 4,) vou der ersten Ordnung unendlich wird, ist nur danu l9sbar,
wenn p grosser ist, als eine gewisse ganze Zahl o. Diese Zahl ¢ hingt nur von den Eigen-
schaften des durch die gegebene algebraische Gleichung F (zy) = 0 definirten Gebildes ab und
wird der Rang desselben genannt.

Um den Rang aus der Gleichung F (z,y) = 0 divect zu ermitteln, stellt man fir die Um-
gebung jedes Werthes a,, fir den die Discriminante D(z) der Gleichung F (£,y) = O verschwindet,

die Entwickelungen der Werthe von y nach Potenzen von s—a, her und sucht die Anzahl o'
der Gruppen auf, in welche diese Entwickelungen zerfallen, oder was dosselbe ist, man ermittels
die Anzahl der Functionenpaare (z, y), die simmtliche Stellen (ry) in der Umgebung des
Werthes a, liefern. Bildet man fiir jeden dieser Werthe a, die Differenz n—n’ und setzt die
Summe aller dieser Differenzen

S —n)=4

80 ist der Rang der Gleichung F(r,y) = 0
= -% — (n—1).

Aus der Definition des Ranges geht hervor, dass sich stets eine rationale Function des
Paares (zy) bilden lisst, welche an ¢ + 1 beliebig gewahlten Stellen (s, 8,), (3,8,), . .. (ag 8,)
und (& y) von der ersten Ordnung unendlich wird. Dabei sollen die ¢ Stellen (a, 5,) als fost,
die Stelle (+' ) aber als variabel betrachtet werden. Durch die weiteren Bedingungen, dass die
Funetion an einer vorgeschriebenen Stelle (a, 6,) verschwindet und dass in der Entwickelung der
Function nach Potenzen von w—u' der Coefficient von (z—z')—! gleich —% F(a'y) ist, wird
eine rationale Function des Paares (z ¥

H (" ney )
eindentig bestimmt. Bedeutet nun (= y) das Fanctionenpaar fir die Umgebung der Stells
{ag &), 80 ist
HEy )=t HEY) + B @), —t @Y+ =120

i*
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Diess Eniwickelungen definiren als Coefficinten von t—! g rationale, von seinander linear
unabhingige, Functionen H(wy), und sls Coeffcienten von t ¢ ebenfalls rationale und linear un-
abbingige Funotionen H'(vy),. Fir jedes belishige Paar (z, y,) des Gebildes ist stets

diyy
H("l’t)c ﬁ = Q(‘)
und es lisst sich zeigen, dass jede rationale Function i (zy), fir welche stets

Haw o =90
ist, als ein ganzes lineares homogenes Aggregat der ¢ Funclionen H (zy), dargestellt werden
kann, Bilden die Functionen
HV(zy), BD(ay),...... H® (z4)

irgend ein System von ¢ solchen linear unabblingigen Functionen H(zy), so lassen sich um-
gekehrt auch die Functionen H(ay), als ganze lineare homogene Functionen der ¢ Functionen
H®* (oy) darstellen. — Die Funotionen ' (zy), haben hivgegen die durch die folgenden drei
Gleichungen

B, =v0

Jn‘
By, 25 = — 2490
dof
H@fyf), 77 =90
ausgedrilckten characteristischen Eigenschaften, in densn (r, y,) ein beliehiges von (4 y%) und
(of yf) verschiedenes Functionenpaar bedeutet.
Die Integrale dieser rationalen Functionen

S Hepada,  fHeyde, @=12..9

S HEyep as
bilden die ¢ Normalintegrale erster und zweiter Gattung und das Normalintegral dritter Gattung
fir des durch die Gleichung F (z,y) = O definirte Gebilde. Ist R (zy) eine beliebige rationale
Function des Paares (2y) und beginnt die Entwickelung von

und

o dey
Rlay) 3¢
nach Potenzen von t nur in ‘der Umgebung der r Stellen (2, 9)) - - (=, y,) mit negativen Potenzen,
" 50 lamst sich das [ntegnl dorselben durch die Gleich\mg

(5,3) (=) (=)
S R30S Hleyae+ 2 ’a f e de + 2‘, y S B, g, a9 de
(=) ®%) {=.3) ()

+ 2“,_ (R (2, ), -~ R (@ yo),]
1



b

auf oin Aggregat von ¢ Normalintegralen erster Gsttang, ¢ Normalintegralen zweiter Gattung,
r Normalintegralen dritter Gattang und einen algebraischen Theil redaciren.

Werden in die Gleichung F(ay) = O statt s,y zwsi nens Varisbeln E,4 so eingefahrt,
dass nicht nur » und y rationale Functionen von §, w, sondern auch umgekehrt ¥ und ¢ rationale
Fanctionen von z,y sind, so hat die transformirte Gleichung zwischen & und ¢ bei einer solchen
eindeutigen rationalen Transformation denselben Rang, wie die urspriingliche Gleichung F (v,y) = 0.
Jede Gleichung vom Range 1 oder 2 lhsst sich durch eine eindeutige Transformation auf die der
Theorie der hyperelliptischen Integrale zu Grunde liegends Gleichung §* — R (§) = 0 zurilck-
fibren, wihrend fir Gleichungen hoheren Ranges die eindeutige Transformation in eine sclche
Gleichung nur in speciellen Fillen mdglich ist.

Im Folgenden wird nun fir das durch die Gleichung

Fa)y'+ G@y + H@) =0

definirte algebraische Gebilde, wobei F(z), G (z), H(z) ganze rationale Functionen von belisbig
hohem Grade bedeuten, der Rang ¢ allgemein berechnet, sodann wird jeme Gleichung durch eine
eindeutige Substitution so transformirt, dass sie im Unendlichen regular ist, und es werden fiir
die so transformirte Gleichung die ¢ Functionen H (zy), allgemein hergestelit. Hierauf werden
alle diejenigen jener Gleichungen, deren Rang 1 oder 2 ist, und musserdem fir jeden beliebigen
Rang eine bestimmte Gattung von Gleichungen jemer Form durch eine eindeutige Substitution in
die Normalform g* — R (¥} = O Gbergefbrt.

Ist aber ecine Gleichung F(z,y) = O rational in 4 — R(§) = O transformirt, so lassen
sich auch die [ntegrale der aus F(s,y) = O entspringenden algebraischen Differentiale R (zy)dw
unmittelbar aof die hyperelliptischen Integrale redutiren. In den erwihnten Fallen ist daher
dann die Aufgabe, die Integrale der aus

Fa)y* + G@y'+ Hz) =0
entspringenden algebraischen Differentiale auf die hyperelliptischen Integrale zuriickzuflihren, gelost.

2.
In Folge der rationalen Substitution
z
Y= F
geht die Gleichung
F@y+ Gy +Ha=0

2+ G(2) F(a)2' + H(z) Fla)* =
tiber, es genligt daber ohne die Allgemeinheit zn beschrBuken nur solche Gleichungen zu betrachten,
bei denen F(z) = 1 ist. Daber kann den folgenden Untersuchungen die Gleichung

flay)=y'—2P@y"+ QW) =0
wo P(s) und Q(«) ganze rationale Functionen von & bedeuten, zu Grunde gelegt werden. Die
Discriminante dieser Gleichung, dieselbe als Gleichung flir y* betrachtet, werde mit

R(e) = P'(a) — Qa)

bezeichnet; es ist dann
W—P@I—R@=0, y=VP@) +VRG@"
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Die Gleichung 7 (#,y) = O muss irreducibel sein. In einen fir y linearen Factor und
einen irreduciblen Factor dritten Grades von y kann f(z,y) nicht zerfallen. Lisst sich die
Function in zwei in y quadratische Factoren

Y—2P @y + Q ), y¥—2P @y + Qo)
zerlegen, so folgt
P (2) + Pye) =0, Q (o) + 4P,(a) Py(a) + Qle) = — 2P(2)
Pi(2) Qi) + Q(2) Pyl) =0, Q,(z) Qulo) = Q(=).

Wenn P,(2) identisch Null ist, 80 muss P,(s) ebenfalls identisch Null und R(+) ein

Quadrat sein; ist dies nicht der Fall, so erhilt man
Plz) =2P(2) — Qi(2), Qla) = Qi(a), R(z) = 4P[(x) [Pl(z) — Q(2)].

Umgekehrt, wenn HK(x) ein Quadrat ist, oder wenn P(z) und Q(z) sich auf die vor-
stehende Form bringen lassen, so zerfAllt auch wirklich die Gleichung f(zy) = O in die beiden
Gleichungen

Y—2P(2)y+ Qix) =0, y+ 2Py + Qle) =0.

Durch die Substitution

y=1x b
reducirt eich aber jede derselben auf die Normalform
1'—[Pl(a) — Q)] = 0.

Es werde nun angenommen, die Functionen P(v) und Q(x) seien so beschaffen, dass die

Gleichung
flay) = y*—2P(x) y* + Q) = 0
irreducibel ist. Insbesondere darf also die Function Q(») nicht identisch Null sein; aumch der

Fall, dass P (z) identisch verschwindet, kann ausgeschlossen werden, da sich die Gleichung dann
auf die einfachere

¥+Qa) =0
reducirt, deren Transformation in die Gleichung 4* — R(¥) = O bereits behandelt worden ist
(Netto, diss. inaug., 1870).
Die Functionen P(z), Q(2), R(z) seien gleich

Pla) = adh +a a1 4+ ...+ ad

= a(z—a)h (e—aph ... (@—a) (z—a)h .. ... (o—ee
Q) = b + Bl ...+ b}

= b(a— P+ (a—b ™ FA | (a—by)P P (a— g L L L (e
Ria) = ca®th 4 ga@ntn—l 4 | 4 2 +s)

= elog—c) M1 (z— oIV L (a—c )Pt (p—e) 20t L (2—e) e,

wo die Grissen a, b, ¢, ¢, sAmmtlich unter einander verschieden sein sollen, L m, n, 1, p, »,
ganze positive Zahlen oder Null bedeuten und g, y, s, gleich O oder 1 sind. Wahrend fir die
Stellen a, b, o, resp. nur eine der drei Funetionen verschwindet, werden fir = = e, gleichzeitig
Pl#) =0, Q(z) = 0 und R(z) = 0. Fiir die ganzen Zahlen 1, w, 2», + £ bestehen die
Relationen ’

=2+ 30 p=23m+ I+ 3p, 20+ =23n+Zr+2Z + 2 .



3.

Der Rang ¢ der Gleichung f(z,y) = O soll nun nach der angegebenen Methode berechnet
werden. Bezeichnen y' y" y" y™ die vier Werthe von y, welche einem Werth von 2 ent-
sprechen, und wird

flagh = "‘f“”’”) = 4y[y'— P(a)]

gesetzt, so ist die Discriminante der Gle:chung f (zy) = 0, dieselbe als Gleichung fir y aufgefasst,
D (2) = flag)y flay'h flay "l floy™)y = 4 Qle) R(2)%

Die Discriminante D (z) verschiwindet fir « = b,, c,, ¢,. Zu jeder anderen im Endlichen
liegenden Stelle z gehdren n = 4 Functionenpaare, es braucht also nur die Anzahl der
Paare (zy,yy), welche zu diesen im Endlichen liegenden Stellen z = &,, c,, ¢, gehiren, ermittelt
zu werden. Ausserdem ist moch die Anzahl der Functionenpaare besonders zu untersuchen,

welche einem unendlich grossem Werthe von = entsprechen.
1. Sei

Q@) = (S_b:)%-'-" Q (=, bl):
so ist Q(b,, &,) von Null verschieden. Aus der Entwickelung
Q ()

Dy 4B Q (b u)
Plo = @b

P (5, } + (a—b,) ?(4'—5;)1

ergiebt sich nun |
y'=P(m);|;jP(¢)—*g+:;— %%+l
2P @B |1+ (6—b) P (e—by)|

by
Ha—by) e Q( "’ J tl + (z—b,) 9)(&«—-6,)!
Die erste dieser beiden Reihen liefert du beiden Functionenpaare
=841, y=+V2P0G}{1+1tD W)

a=b+t, 3p=—VZPR) L+t D)
Die zweite Reibe giebt fir §, = 0

bt

a=b+t p=+mV 145050 v
By b

o =8, +t, y,=—w-|/*01‘,;;)’ h+tpm]

und fir §, = 1 das eine Functionenpaar
2P(3,)  amethy ( 2P(b_,_)_)"'-
Tt Qb)) PO
Daher ist die Anzahl #' der fir eine Stelle &, vorhandenen Paare (s,,y,) gleich 4 oder 8,
je nachdem 8, = O oder 1 ist. Demgemblss ist stets fiir eine Stelle 4, die Differenz
n—n = f,.

o =5, +




2. Wird gesetzt
R{e) = (2—0,)™*7s R (2, c,),
80 kommi
_— R
V=Pl +lz—c) Ple)+....+ 1"(a:—e':,,)g"'l"'"l Riey o)) il +1 R::::.; (x—e,) ...}

Fir y, = 0 erblt man hieraus vier Functionenpasre der Form
m=o, +t, =+ VP |1 +19, )}
o=, +t, yy= — VP, {1 +19, ()}
m=c,+t, yy=+VP(e) {1 +tP, (D}
a=c +1t, y=—VPe,) {1 + 19,1}

Ist aber y, = 1, so existiren nur die beiden Functionenpaare

=0, + Rlege 'y y=+VPe )il +1P W ‘
=10, + Reye ', y=—VPle) {1 +t9 (O}
Folglich ist fir jede Stelle ¢,
n—n' = 2y,

3. Die Grdsse w, bezeichne die kleinere der beiden ganzen Zahlen 21, und 2v, + &,
oder falls 24, = 2v, + e, sei auch w, jenen beiden Grbssen gleich. Werden die Functionen
P(aye), Q(2,6,), Rize,)

resp. durch die Gleichungen
Ple)= (z—a,)‘i Pz,e,)
Q (2} = (a—e,)'s Q(2ye,)
R (2) = (2—e)?*H*% R(z, ¢,)
definirt, so besteht die Relation
(e—¢)%5 P (&, 0, — (a—e )5+ Rz, ) = (s—e ' Q (2, ¢,
daber ist fir 24, = 2, + &, o, = p, und fir 24, = 2v, + &, @, =, Und zwar hat man
fir 20, = 2v, + o,

oy + @ = B
weon das folgende System von ¢, Gleichungen

Ple,,e,) + VR(e,e,) C,, =0
Reyye,) Plege,) +VRe,e)Ch =0

.........

! =1 R(c,,c.]ﬁ—l P (e, 6) + VR(eye,) Cog1=0
besteht, jedmh
‘-‘9%1‘ R ey, e P99 (6, 6) + VR ot G,
von Null verschieden ist.

ks
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Dabei hat die Warzelgrosse V& (s,,¢,) cinen beliebigen ihrer beiden Werthe, aber in allen
Gleichungen denselben Werth und es bedeutet
Co=1

Cpr = (1) ;l-l-R{"{a.,c.) Rlegt) 14 (1) Rlepe) 2 L| R") o) '!i RrMee)+..,
(r,+r,=r) "1 s

wo sich die mte Summe in C,, auf alle positiven ganzzabligen Werthaysteme r, r, .. . r,, bezieht,

fir welche r, + r, + .. + #, = ist. Daher enthAlt C,, nur r Glieder.

Die Entwickelung von y* nach Potenzen von s#—e, agioht

P ey ¢,
y’=(¢-—t.)"'P(‘.,l!igl+Pl(‘ ")(a a) + .. l

+‘/ @—e) T R(epy ) ‘1 ++ R:"" ‘:; (e—e) + .. l

Erstens sei nun s, = 1, so folgt nach der Definition von o, fir
z—e, = R (e, 8) 7 P=C"{l+P ),

wo C = R(800)™ P(a, ) oder C= Re,e,)*+!
ist, jo nachdem 20,<2v, + 1 oder 20,>2y, + 1.
Wenn w, gerade, d. h. 24, < 2v, + 1 ist, so ergeben sich hieraus die beiden Functionpaare
i
o=, + Rlepe)t'y, y= +VT1® h+t90
oy

a=eo+ Rleged, y=—VTt {1 +tDW;
ist aber w, ungerade, d. h. 2v, + 1=24,, so erhilt man nur ein einziges Functionenpaar
oyt
B=6+ CRlepe, y=C7 t[1+EPE).
Fiir s, = 1 ist demnach n—n' = 2 oder 8, je nachdem w, gerade oder ungerade ist.
Wird also

o,
a,as—_'-;.—, mod2; 9, =0,
gesstzt, so folgt

n—n —2s.+6,.

Zweitens sei o, = 0, mithin w, gorade und 2 * gloich dor kleinsren der Zshlen 4, und v,
Die Substitution ‘ .
a—t, = Rig,e,)t
liofert fir die Werthe von y*, wenn i, = », oder i, = », und g, &= 0, also w, = p,, zwei Po-
tenzreihen der Form
F=Geinll+ep @, =Gl +ep6h WGET 0’
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und hieraus ergeben sich, wenn 4w, gerade, vier Functionenpaare
s =+ Rle,e)t, - y=+VC ti=}l + 19, v}
@=o+ Rlene)t,  y=—VGti% |1+, @]
o =4, + Rle,,et, n=+YG tt" {1 + 19, ()
@ = e, + Rs,, ), y,m—va,_l*”' I+t )
und wenn | e, ungerade, zwei Functionenpaare
Wyt wy
B=e, 4+ Rlepe)G 1,  5,=C F 1T{1 409 ()
w2 wy,
a=6,+ R )Gt 3 =G ¥ Tj1+09,®).
Es ist also das eine Mal n—n' = O, das andere Mal n —«' = 2, daher in beiden Fillen
n—n' = 24, = 24, + 24,.
Ist jedoch A, = », und g, >0, also w, < p,, 80 werden die beiden Reihen fir y* von
der Form
P=Gduta i ], g =gd|1+9,6]
Die zweite Reihe fiir y* ergiobt, wie vorher, zwei Fuunctionenpaare (v, y,) fir gerades
{w, und ein einziges fir ungerades {m, Ebenso liefort die erste Reihe fiir y* zwei oder ein
Functionenpaar, je nachdem }w, + g, = p, — }w, gerade oder ungerade ist. Da pun fiir
gerades {w, p, und p, — jw, gleichzeitig gerade und ungerade sind, dagegen fiir ungerades
tw, p, gerade oder ungerade ist, je nachdem p, — {w, ungerade oder gerade, so ergiebt
sich fir

n—n' =0

gorade und p, ,ungerada a—n' =1

*.I L — l
nnserlde und g, gundu'e. ::: =2

Fibrt man nun aunsser der obigen Grdsse d, noch eine Zahl {, = 0,1 durch die
Congruenz
L=py+ d, mod 2
ein, 80 ist fir o, = O stets ‘
a—n'=2s, + 4, +{,
denn ist ¢, = 0, som:,—d.. Fir &, = 1 ist p, = », = 4,, mod 2, folglich p, + ¢, =0,
mod 2, also {, = 0; die vorstehende Formel fir m—n' gilt daber ganz allgemein fiir jede Stelle o,.
4. Die Anzahl der Functionenpaare, welche zn einem unendlich grossen Werthe von =
gehdren, ldsst sich analog wie im vorhergehenden Falle finden. Es werde w, als die grissere
der beiden gauzen Zahlen 23, und v, + o, definirt oder fir 22, = 2», + ¢, sel auch w, gleich
Jjenen beiden Grbesen. Aus-der Gleichung

lawk +alat 1., 4 aW] — laeln Fh g dati b ey g B )| ot 4 Hate 1 4, 4 B0)



11

ergiobt sioh, dass fir 24, 2 2», + &, &, =g und fir 24 =2y, + o, w, Z g, ist und
zwar ist

= d = M
falls das System der folgenden g, Gleichungen
a+Veo G=0
w+Ve G =0

o1 ae=D 4 Vo Gy =0
besteht, whhrend
o a0 4 Vo Coge
von Null verschieden ist. Dabei muss der Groese V¢ in allen Gleichungen derselbe Werth bei-
gelegt werden und es ist gesetzt

Go=1
Cr = () @ L (1), T M ol L
(ri+ry=r)

Ist erstons s, = 1, so erhilt man aus der Entwickelung
B, +4y)
+Vu"-+'v zl+il+"+i !
¢ =

T

g (de)
y'=|w" l+£—l-+....+-9~—-‘
a a

fir gerades e, die beiden Functionenpaare
=12, y=+YCtiw {1 +tp@}
=t g =—VOti» |1 4+ 1tD@),
fir ungerades w, das einzige Paar
—uy+1

=104 y=c ' rep+epe),
wo C = ac—™ oder C = ¢~ ¢~ ist, je nachdem 22, > 2v, + 1 oder 24, < 2, + 1.
Iot zweitens s, = 0, s0 folgen flir w, = w, vier Functionenpaare der Form
=,y =+ VG 1+t )
g=cltl, = VG 14t
m=c 7, y= 4+ VG 1419, 0)
g=c1r, oy =—VG w1+, 00

wenn } e, gerade; aber zwei Functionenpaare
—ay 42
a=clgo Y, g=¢ ' o p+rp )
—uy 2
o= 1 Cf—l f_g: n=0q i ‘l +l‘9.("]l,

wenn }«, Ungerade.
a»
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Ist aber w, > m,, 80 ergeben sich geman wie bei den Stellen o, fir

4 Functionenpaare, also n—n' = 0
gerade und p, 'ugsnda 3

™ » p — =1
lmgomde 3 » p n—n =1
€ H!enndp.l 2 » . #—n =2

Mit Hillfe der Substitutionen

a,,_=_2—:°;-, mod 2; &= py + b mod 2; dy, [ = 0,1
wird daber stets fir unendlich grosses » die Differenz
n—n' = 28 + &, + [
Damit sind alle Fille erschopft, fir welche die Anzahl ' der Functionenpasre, die zu

einem Werthe von o gehiiren, weniger als vier betragen, bei demen also m—n' > 0 sein kann.
Durch Addition der Werthe von n—n' in diesen vier Fallen ergiebt sich unmittelbar die Zahl

1=3 (r—n) = 2;,+22;,+2(2:,+d + 5
und hieraus der Rang
L
¢=-§-—3.

Es Itast sich leicht zeigen, dass der gefundene Ausdrack fiir # wirklich immer eine gerade
Zabl liefert.

Bedeutet also fiir die irreducible algebraische Gleichung

Jfley) =y —2P@y' + Qla) =0,
in welcher die Functionen

T T
Pa)= a r_[ (we—a) H (z—e,)'*
»==l w=]
. m T
Q) = & I 1 (a—8 )%+ [T (a—e, )
a1 =]

Riz) = Pw) — Q (@) = c [ | (e—c )™ +7x [ (a—ey)stes
=1 =1 :

resp. vom Grade Ay, py 2v, + & sind,
) w, die groesere der beiden Zahlen 21, und 2v, + &,
o, die kleinere der beiden Zablem 23, und 2, + ¢, (v = 1,2,..7)
und wird gesetat
a,Ei—:'-_f:, wd2; d,=0,1
L=pe+d,modd; § =01

t=§ﬂ,+5ér,+é(2-,+d,'+t,),
am=] =] =0

x=001,....9)
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80 ist der Rang von f (2, y) = 0

e=5—3

Der Rang lisst sich also hiernach fir die Gleichung f (=, y) = O allgemein berechnen.

4.

Wie sich bei der Darstelling der unendlich fernen Functionenpaare des durch die
Gleichung # (z,y) = O definirten Gebildes gezeigt hat, wird deren Anzabl dann = 4, das Gebilde
also im Unendlichen regulir, falls s, = O und e, = p, = 0, mod 4 ist. Lusst sich also eine
rationale Substitution der Art angeben, dass fir die transformirte Gleichung PY, Q, R von
gloichem Gradé sind und dieser Grad den Theiler 4 bat, so ist die transformirte Gleichung im
Unendlichen reguldr.

Die Constanten e, g, r, 9 seien willkirlich doch so gewshit, dass die Grossen

7 ed—fy, a—ra, a—rb, a—yo, a—re,
shkmmtlich von Null verschieden sind. Es werde
‘=wE+ , F=_E—Jm
yE+ 4 «—ya
gesetzt, 80 ergiebt sich, wenn 4 = 0, 1, 2, 3 aus der Congruenz
@y + 1 =0, mod 4

bestimmt wird,
oy 1 . T
GE+ o T " [T [e—ra)t+p—dall T {a—re)E+p—do|n
x=1 x=1
Plz)=a Y
e+ ?
P (E)m
2
= wte
G+ *
m v
Gr+antem [T {a—rb) E+a—0b, !""-"'4'- I ](u—rc.)i-i—#—"af“"
. x=1 2=1
Qa)=2 e+ ,nll.+l.
= 9®u+n
bk + dyots
[ v
"E_'_ﬂ...i..__.s,‘_., I-I i(““'f‘u}g"'p— dﬂ‘ih’+”. II ‘(H|')§+§—Ja.]h.+u
Iﬂ#}=- =1 szl
. (y¥ + +n
_ _R (E)q,-h. d)-.
T GE+ g’

W0 P (E)n sy » @B, +1, + B (), +,, Eauze Funetionen von § sind des Grades, dor durch den
2z .
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Index angegeben wird. Die Glelchung f (2,y) = O geht nun durch die obige Substitation in
ety
YOE+ Y —2P®y ., YOE+D 7 + QM4 =0
H

tiber und fabrt man hier
-y
1=ylE+d {
ein, so folgt
1‘ - EP(;}Q-Q-;, """ Q(n.‘+.. =0.
7

Fiir diese aus der urspriinglichen durch eindentige Transformation hervorgegangene
Gleichung sind Q (8),, 4, wnd R(¥),, 4, vom selben Grade w, + 4 und zwar von doppelt so

hohem Grade, als P (§),, 4, . Die Zahl w, + & ist darch 4 theilbar. Daber sind die obigen
F]

Bedingungen fir die transformirte Gleichung simmitlich erfiillt, dieselbe ist demmach im Unend-

lichen regular,

Kommt in der Gleichung f (z,y) = 0 ein Factor #—e¢, in P(z) in hSherer als der
ersten und gleichzeitig in Q(z) in hdherer als der dritten Potenz vor, hat dieselbe also die Form
¥ 2e—e)**P@)y" + (e—e ) Qo) = 0, (m, Z1),
wo P(#) und Q(#) den Factor = — s, micht gleichzeitig resp. in hoherer als erster und dritter

Potenz enthalten, so lisst sich die Gleichung durch eine eindeutige Transformation moch verein-
fachen. In Folge der Substitution’

y=1le—o)
geht namlich die Glelchung fiber in

*—2P) e+ Q=0
R(2) = (z— ¢)"** R(a)

und wird

gesetzt, so ist auch _ _ _
R(#) = P*(z) — Q(a).

Dabei ist diese transformirte Gleichung im Unendlichen regulir, wenn es die urspriing-
liche war.

Demnach lhsst sick die Gleichung

foy)=y"—2P@)y'+ Q) =0

durch successive eindeutige Substitutionen oder auch durch eime einzige solche Substitution so
transformiren, dass sie im Unendlichen regulir, dass der Grad von Q (2) gleich dem Grade von
R (x) und gleich dem doppelten Grade von P(s) und dass kein Factor «— ¢, gleichzeitig in
P (2) in boberer als der ersten und in Q (z) in bdherer als der dritten Potenz emthalten ist.

Diese Beschaffenheit soll im Folgenden der Gleichung f (z.y) = O beigelegt werden. Der
Grad m, von Q () und R (x) werde dabei, da er durch 4 theilbar ist, mit

ip
bezeichnet; die Bezeichnungea fir die Coefficienten und Linearfactoren von P (), Q{x), R (#)
wollen dagegen aus dem Vorhergehenden beibehalten werden.
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Man hat dann
a—b=c
und
4p=231+Z)=2Zm+ If+ Ip
=23n+ 3y +23v+ 32
= Zm+3In +4|3p+ I8+ Ir + Js| + Iv.
Ferner ist fiir die so transformirte Gleichung stets s, = 3; ein Factor x —e,, wo »,=0,
mod 4, kann also nicht mehr vorkommen; fir s, = O ist daher stets w, = 2, d, = 1.
Bei Gleichungen f (z,y) = O kOonen nach Ausfihrang der angegebenen Transformation
nur noch die folgenden verschiedenen Fille eintreten fir ¢ = 1,2,3:

e Sy+ 3 | I+ 30+
2 4
! 4 0
2 [
$ 4 2
2 8
3 4 4
6 0

Die Zahl , also der Grad der Funotionen P (), Q (), R («), kann dabei sber beliebig
gross sein.

5.

Eineuﬁonﬂof‘nmion H(ay), deren Integration ein Integral erster Gattung liefert,
wurde durch die Eigenschaft charakterisirt, dass fiir jedes belicbige Element (#; y;) des durch
die Gloichung F (sg) = O dofinirien Gebildes die Entwickelung von H (ayyy) 37 nach ¢ mur
positive Potenzen enthilt. Diese charakteristische Eigenschaft 12sst sich auch so sussprechen,
dass fiir jede beliebige endliche Grbese &

[e—# Hy), =0
und zugleich auch
[sBl=zy), . =0
soin muss. Hieraus ergiebt sich allgemein, dase jede Function H(sy) der Quotient einer ganzen
Function des Pasres (zy) dividirt dureh die Function F(ag},-‘%‘;i’ ist, und zwar dar,
wenn + die Dimension, m den Grad in = und » den Grad in y der gegebenen Gloichung bedeutet,

dis ganse Function im Zshler von H(ay) hdchsiens von der Dimension r-—35, vom Grade w3
hsuﬂvmﬁndln-—ﬂinym mwmx(m, die den obigem Ber
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dingungen genfigt, enthdlt noeh ¢ willkiirliche Constanten; die ¢ Functionen, welehe mit den-
selben multiplicirt sind, gentigen jede fir sich den charakteristischen Eigenschaften und sind von
einander linear unsbbingig, man kann sie dsher mit H(cy), ... H(sy), bezeichnen. Diese

Functionen H (e y), (= = 1,2,.. ¢} sollen jetzt fir die betrachtete Gleichung /(z.y) = O wirklich
hergestellt werden.
Die Function H (2y) muss hiernach von der Form
Hpy) = 2Ot @&y + RO Y _ i)+ gy + gl y
S (ag)y 4y ly'— Pa)
soin. Jeder Stelle (#y) des Gebildes f(,y) = O entspricht eine Stelle (z,—y), also muss such

_— 1
C Bla—y) = — N_%") iy M_u{_“‘” 2

die Eigenschaften einer H-Function haben und da jedes lineare homogene Aggregat von H-Functio-
nen wieder eine solche ist, so missem auch die Funotionen

2H(oy) + 2 H(a,— ) = 5,%

2 Hley) — 2 Hls,—y) = RO HOY

H-Functionen sein. Es sind demnach die ganzen Functionen ¢,(z), ¢,(z), ¢,(2) 8o zu bestimmen,
dass jede der beiden vorstehenden Functionen fiir sich den obigen Bedingungen gendgt.

Zunachst soll untersucht werden, wie ¢, (z) beschaffen sein muss, damit die erste Form

9@ _ gl

y—P@ VR{@
eine H-Funetion daretellt,. Wachst ~ in das Unendliche, so wird der Nemner von der 2uten
Ordoung unendlich, der Bedingung fir unendlich grosses = zu Folge darf also g, (z) nur vom
(2u—2)ten Grade sein. Ist der endliche Werth & von dem GrOssen c, und e, verschieden, so

ist jedenfalls )
[e—b Figg) = o

fir o = ¢, resp. ¢, aber verschwindet y* — P () mit der Ordnungezabl n, 4+ {7, resp. »,+ is,,
daher muss ¢, (x) den Factor #—¢, in der m ten, den Factor 2 — ¢, in der v,ten Potenz ent-
balten. Demgemiss ergiebt sich als nothwendige Form jener Function

P @) _ H@—o" O(z—s) @)

¥—P@ -~  y—Pl 1
wo (a),; ecine ganze Function von & vom Grade s—1 bedeutet und

s=20—1—In—Jyr=4{3r +{3Js—1

gesetat ist Umgekehrt erfilllt die rechte Seite, anch wenn dusCmﬁﬂienhnin(c},_.l voll-

m“vmwmwmdhmmumxrm.,umm&m
wit welthen die cinzclnen Coelficientén in (), multiplieirt sind, gleich + der Funstionea



H(zy), gesetzl werden, d. h. es ist
TTe—e n<~—-.J'=

1
H(ey), == 7 __P(’) L @=12,... 9.
Da R(z) kein Quadrat sein darf, so ist
I+ 3= 2,
also
¢ 0,

mithin kann die Anzahl ¢ dieser Functionen H(2y), auch Null sein. Ferner ist
23y +23s<e=2( +3),
fir ¢ = 2 kann demuach hlchstens eine, filr ¢ = 3 kinnen zwei H,-Functionen dieser Form
existiren.
Zweitens milssen g, (z) und @, (2) 80 bestimmt werden, dass die Function

Pol2) + 9y (0) 5

y'— P(na'i

eine [-Function wird. Wegen der Bedingung fir unendlich grosses » darf @ (#) nur vom
(3w — 2)ten und g, (z) vom (p— 2)}ten Grade sein. Wenn % von den Grissen b, ¢, und ¢,

verschieden, fir welche allein der Nenner verschwinden kann, ist jedenfalls die Bedingung far
die H-Function erfullt. Fir z = b, ist y* — P (z) nicht Null, dagegen werden zwel der vier

zugehdrigen Werthe von y von der Ordnung m, + {8, Null, also enthilt nothwendig g, (#)
den Factor z—b&, in der m,ten Potenz.

Fir « = c, ist y von Null verschieden, aber y*— P (#) wird von der (m, + tr,)ten Ord-
nung Null. Daher muss die Entwickelung von gy (#) + @y(2) P(z) nach 2—e¢, mit der n,ten
Potenz beginnen. Die Functionen ¢y(s) und ¢,(z) milssen demgemass das System von m,
Gleichungen

27 (e + 7 (6) Peg) + () " V) P le) + (i 9 D) Pl O
oo ) —1 Fa(0) PO () + gy (6) PP (e) =0, (ry =0,1,. . 0—1)
erfillen. Umgekehrt wird dieses in den Coefficienten von g@,(2) und g, (<) lineare und homogene
System befriedigt, so bat die obige Function an der Stelle ¢, in der That die Eigenschaft

einer H-Funetion.

Bei der Herleitung der Bedingungen daffir, dass

[(l'—- "J% =0

ist, sind zunfichst verschiedene FAlle zu unterscheiden. Das Zeichen

() v (P ‘

folglich
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bedeuts dsbei im Folgenden die griaste ganze Zabl, weleho der Bruch - resp. 2 eatbal,

slso dieselbo Grosse, welohe nach Legendre mit E(iv—) resp. E(-3) bezeichnet zu werden pfegt.

Erstens sei o, = 1; im Zabler rilhren daun vor von dem Gliede gy (z) (z — e,)"s ¥ V Rize,)

(%)

gebrochene Potenzen von z—e, her, daher muss @, («) den Factor (¢ —e,) * * enthalten, mit-

Yy
hin von der Form (a—a,)( 4 )w,,(a) sein. Fir 21, > 2v, + 5, folgt nun, dass noth-

( ) (n,+1)
wondig ¢, («) = (z —e,) ?
dingung noch hinzu, dass die Entwickelung von ¢, ,(x) + gy, (x) Pz, e,) nach z — e, mit der

Fox (@) ist; fir 22, < 2», + &, kommt zu der Be-

+1
Potenz v, — (?) (" ) beginnen muss. Da fir 22, > 2v, + & @, =2, +1,

4
mithin », — (?) —(.'—;'-—1) = 0 ist, 80 muss in beiden Fallen fir s, = 1 sein
“y w1 Wy
7o () = (2— )( F) (4 )%, @, g= (c—e,)(T) s (4),
[ {m(t)+ P1u(®) Plese,) (f, =0,1,... 9,— (-—:) - (UIT-H)"— ‘)-

Zweitens sei 2, = 0, g, = 0, 80 ist nothwendig

'."‘(?)

Fol0)+ 9y (¢) | (2 — &) Plee,) + (r — 2,)"x V Rize,) | =(z—e) P, (z—e,)

+(%)

Fo(@)+ 94(a) } (2 — ) Plsse,) — (2 — )" Y Rimey) {= (.t-—s,)" 'Y (w—e,),

mithin
Wy oy
gyle)=(x—e,) T)h.(r); @o(e) + (2— ‘:)1'+(T)m,w Ple, o) = (z—¢,) e+ ( 4 )'D (z—e,).

"
Fir 2, =, orgiebt die letate Bedingung ¢,(c) = (z—e, )(9) ( )9,, (e); fird, <w,
muss ausserdem noch die Entwickelung von gy,(s) + gy, (z) P(z,e,) mit der Potenz
( -,+2
(® — begllmen Da aber fir i, = v, der Exponent gleish Null ist, so
erhilt man in beiden Fallen fir o, = 0, ¢, =0 die Bedingungen

_D+®

ni=( Pul®)y Bl =(c—e) L g (0),
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d’s ; +2
[E(Ir,,(:) + Pual®) Payty) |_= 0, (r, =010 y,-—('-;f)—('-'-!-r)— 1).
Drittens sel s, = 0, ¢, >0, 80 muss fir den einen Werth von VRse,)
- ()
90(5) + () (2— )T } Playe) +VEG a9 | = (a—e)? T (e—e)
Wy Wy wy

Py - -

o) + qu() (1— )7 | Plore) — VR o { =—e)T T Hylo—a)

gein. Daraus ergiebt sich als nothwendig
(:’E + Sy oy
gole) = (@—e,) ) =5 oleli  m@= (-—G,J(T)m(c)-

Sind in jedem dieser drei Fille die aufgestellten Forderungen erfullt, so hat die Function
auch an der Stelle ¢, die Eigenschalt einer /7-Function. Dieselben lassen sich aber in die folgen-
den, welcho fir jede beliebige Stelle o, giltig sein mdssen, zusammenfassen:

oy Bpy—wytix wy
—— + e
Pole) = (=-'-¢J(’) ( ‘ )w.(&); Ple) =l —e) T puala);
'Pnl(r') (e,) + ‘Ps:‘r’} (e,) Pleyy ) + (ry Q'in("—l) (0) P (e, 8,)
oo Py (0) P (00) =0, am

(o) (2272 )

Dieses Gleichungesystem ist linear und bomogen in den Coefficienten der Functionen
¢o(z) und gy (). Bei der vorgenommenen Transformation der Gleichung f (2, y) = 0 st

stets (%) = 0, diese Grdsse kaon daher im Folgenden stets fortgelassen werden,

Soll daher die Function ﬁy‘?;t P((:)l)&' eine H-Function sein, so erhdlt man als hin-
reichende und nothwendige Bedingung

o) 4 (Bets
Q=)+ gy (@' _ He— By n(&,_a]('f) +( Y

y[y*— Pla)] y [y'— Pl#)]
Dabei ist der Grad der Function @,(s) gleich
L) p—o + 8
s,.—st—m-—:(ﬁ-)-:(’———--4 )
und der der Function ®,(z) gleich w— 2. Zwischen den
1 " 2p—wtd
P O
Coefficienten dieser beiden Funetionen bestehen 1 -+t Systeme von linearen homogenen Gleichungen
der Formen (I) und (II), also im Ganzen .
at+2—s
Zn 4+ Iy — :(———4—'—‘)

)0.(0) + By(e)y"
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Gleichungen. Ans denselben lassen sich so viel Coefficienten, wie Gleichungen vorhanden eind,
als ganze linears homogene Ausdrlicke der Gbrigen Coefficienten mit gemeinsamen Nenner dar-
stellen. Bel Eiofthrung dieser Ausdricke in @,(z) nnd ®y(z) kaon der gemeinsame Nonner
forigelassen werden, ds man dis H-Funetion mit einer beliebigen Constanten multipliciren kann.
Die Anzahl der in @,(x) und ®,(z) unabhlingig bleibenden Coefficienten ist daher

¢ =(Ip+ :p+:f+:-J—2—2(%)—:(2”:'+’) +:("'"f_‘).

Nun ist fir jede beliebige Stelle ¢, stets

(3)+ (e (= xp=r) g,

denn jede der beiden Seiten dieser Identitat ist gleich

—sLmr:=l, w=2

p—;—l » 0=1, 0o=18

P—;-g » 0=0, w=2, p=0, mod?2

1
E——;—- » ¢=0, @=2, p=1, mod g,

also ergiebt ichd = g— Iy +{3e—1}=p—u

Jeder Coefficient in ®,(2) und @,(s) ist mithin eine homogene lineare Function von ¢
unter ihnen, die mit C; ... C, bezeichnet werden mdgen. Daher lassen sich @,(z) und @,(s)
anf die Form

Dy(2) =S (@) G, + ful@) Gy + ... + Sy (2) Cy

Dy(@) =)y (0) G + fu(@) G+ ... + fop (D) Cy
bringen, wo die Functionen £,,(z) und f,, () im Allgemeinen; vom selben Grade sind resp. wie
@,(x) und @,(2). Es ist dann die Function

- gg—u-l-t
20 + )y _ 2L me— i me—g ) T km+mww
Y—PEl ~ 2 . Y — PG

eina H-Function und ds die v Coefficienten C, vollstandig willkirlich sind, 0 kann geselzt
werden
Y @ + f )y

m T Ox
H(""sz)"l__[(‘—'z) S)"‘(

H(zy)gpa = =1 =t v — Pla)] y@e=12,...¥)

Es giebt also « Functionen H(azy), dieser Form und da T+ ¢ =pist, s0o sind die
¢ Functionen H (y), fir das betrachtete Gebilde simmtlich hergestellt.
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8.

Um eine beliebige algebraisohe Gleichung F'(z,y) = O durch die rationalen Bubstitutionen
2=PEy, y=QI(k,
aus denen durch Aufidsung nmach ¥y die ebenfalls rationalen Fuuctionen
£= P (zy), 1=01{”.v} .
hervorgehen mbgen, in eine Gleichung zwischen ¥ und 4 zu transformiren, welche y in der wien
und keiner hdheren Potenz enthilt, muss nothwendig P, (»y) eine Function yten Grades sein.
Denn ist die Gleichung zwischen § und ¢ in ¢ vom »ten Grade, so entsprechen einem Werth §
v im Allgemeinen verschiedene Werthe  und da aus einem Werthepaar (¥4) nur ein Werthe-
paar (zy) hervorgeht, so gehOren zu einem Werthe ¥ » Werthepaare (v y), d. h. es ist ¥ eine
Function vten Grades des Paares (zy). — Eliminirt man sodann y aus der gegebenen Gleichung
Fsy) =0 und aus = P,(vy), so erhAlt man eine Gleichung zwischen » ond ¥, die in 2
vom yten Grade ist; dieselbe ist entweder irreducibel, oder ihre linke Seite ist Potenz einer
ungerlegbaren Function.

Soll sich daher eine Gleichung f (r,y) = O in eine Gleichung zwischen § und ¢ fiber-
fihren lassen, die in 4 vom zweiten Grade ist, so ist mothwendig, dess flir f(s,y) = O eine
Function zweiten Grades existirt.

Es wurde schon erwihnt, dass fir ¢ = 1 und ¢ = 2 jede Gleichung auf die Normal-
form ¢"— E(§) = O durch eine eindentige Substitution gebracht werden kann und zwar ist fiir
¢ = 1 (&) eine ganze Function dritten oder vierten, fir g =2 eine ganze Function finften
oder sechsten Grades. Filr ¢ = 3 lAsst sich dagegen im Allgemeinen eine algebraische Gleichung
nicht mehr auf jene Form reduciren; doch wird gezeigt werden, dass fir jeden beliebigen Rang
die hier betrachtete Gleichung f(z,y) = 0, falls fir dieselbe Iy + Js = 2 ist, stets in die
Gleichung ¢* — 5 (§) = O transformirt werden kann.

7.
Es worde jetat ecine Gleichung £ (2,y) = 0 von beliebigem Range ¢ betrachtet, fiir welche
Iy +3Js=2,

mithin

Sp+ 4D =a—4=24+2
ist. Wird mit r(#) die Function (2p— 1)ten Grades

r@=Ye D@e—o)* H(@—e)"
bezeichnet, so ergiebt sich

Rz) =r(o)(c—d)(@—dy),

wo die Grdssen d, und d, mit den beiden Grdssen ¢, und ¢,, fir welche resp. y, =1 und
s, == 1 ist, identisch sind. Dann eoll bewiesen werden, dass dis ratiomale Funetion des

Paares (v y)
r)(@—d) _r)e—dy) .__‘/w—gl,
y'— P(a) (= a—dy

eine Function zweiten Grades ist.
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Flr unendlich grosses » bleibt die Function endlich, im Endlichen kann sie nor fir
& = d, unendlich werden. Ist nun die Grbese d, mit einer Stelle ¢, identisch, so existiren fiir
dieselbe die beiden Functionenpaare

o=, + Rlce)t', yp="+VP) |1+19®|

s=o,+ Rloge)t*, m=—VYPE) |1+1DM} -

und man hat fir jedes derselben

rle) (o —dy) -t

Vi— Pl rleae)
wobel r (2) = (o — o)™ r(z,0,) gesetzt ist. In diesem Falle wird also die Function flir zwei
Pasre (zyy,) und zwar fir jedes von der ersten Ordoung onendlich, d. b. aber die Function ist
vom zweiten Grade. Genau dssselbe gilt, wenn die Grisse d, mit einer Grdsse ¢, Gbereinstimmt,
fir welche w, gerade ist, da daun fir dieselbe 2wei Paare derselben Form, wie vorher,

bestehen. Ist schliesslich &, gleich einer Stells ¢, fir die w, ungerade, so giebt es nur das ein-
zige Functionenpaar

+ Py,

w1
H=t+ OR(ee)t, g,=C 2 t |[1+0p@),
fiir welches
riz) (m—d) 2
= Pla)  Crlege)

wird, wenn man r (s, ¢,) analog r(z,c,) definirt. Die Function wird also in diesem Fallo nur
fir ein einziges Functionenpaar, aber von der zweiten Ordnung unendlich, sie ist folglich auch
daon vom zweiten Grade.

Setat man daher

+ 19

=" (@) (e — dy)
: ¥—P)
und eliminirt y hierans und aus der Gleichung f (z,y) = 0, so ergiebt sich zwischen = und ¥
eine Gleichung, die in » vom sweiten Grade sein muss. In der That bezeichnet man wit y,, y,,

¥ ¥4 die vier Werthe von y, welche zu cinem Werthe von » gehdren, so wird das Eliminations-
rosultat

remd
-7 = - =2=o

»=1

Die Eliminationsresultante ist demnach das Quadrat einer linearen Function von .

Dieselbe giebt
o= 1‘5:"-, a—d, = ___‘, a-—-d.==%_j‘:'-!'-

mithin folgt
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{ t ’
M{e—ar—d—a)ls [I{@d—er—aG—a}-
| w=1 - [t3]
Pley=e ®— 1 @ — 1

m T
I {6 — 808 —(d — b+ [T {(d,— ) ' (dy— e}
=1

=3 = _ =20
w=e -1 RN
L r
[M{d—e)¥——e)™ ] {—e)t—(d—e)™
r(z)= Ye =l x=1 a= ® @ .
@— 1 @ —1pe

Wird fir d; =¢, ¥ =0,p' =0,V =n, und fir d, =¢, V=1, p' =p, Vv =v, ge-
setzt, 8o sind die Functionen P (£), £ (¥), R () resp. vom Grade 4p—22, B8p—2p, 4u—2—2.
Hieraus ergiebt sich

. riz)(e—d) _ PE+E,—)ERE _ _KE)
S e =
wo R (§) eine ganze Function vom Grade 44 — w' ist, wenn o' die kleinere der Zablen 21’
und 2 + 1 bedeutet.

Von dieser Funotion £ (£) sollen jetzt dicjenigen Linearfactoren, die nicht in gerader

Potenz vorkommen, ermittelt werden. Zu Folge der Gleichung
DE=PO—E—deRE =806 {200 — !¢}
miissen die Linearfactoren von £ (¥) simmtlich unter denen von £ (§) enthalten sein, In R(§)
kann kein quadratischer Factor (d, —8&,) §*— (d,— 5,) vorkommen, denn sonst wire

RE) _ _ p(y 4 T e—d)
" — 1 £

durch z — &, theilbar und da ¥ eine irrationale Function von @ ist, so milsste sowohl P (), wie

r (<) den Theiler £ — &, enthalten. Also ist stets der eine Linearfactor von (d, — b,) ¥'— (dy—b,)

ein Theiler von & (£), der andere von 2§ (¥) — K () und zwar in der (2m, 4+ §,)ten

Potenz. — Jeder quadratische Factor (d, —e¢,) &' — (dy — &), (d,dy Z ¢,) ist in £(}) und in

2¥ (&) — R(E) in der f—;un Potenz enthalten, denn in J) (§) kommt derselbe in der A ten und
in R (¥) in der » ten Potenz vor. Wird

"y oy
8B = {(d—e )8~ [d—¢)| TRE); 2PE—RE = {4~ )P —(d—e)| ? (20 — R}
gesetzt, 8o hat das Product
R (e |29 (e) — R (Fe)]
den quadratischen Factor [(d, —e,) ¥ — (d,—e,)] Doch g,mal, da DO (§) denselben in der
{w, + g,)ten gleich u;ten Potenz enthAlt. & {E,e,) kaon aber durch jenen quadratischen Factor
picht theilbar sein, denn es wilre sonst 2 — e, Theiler von
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"
. ._' — "—"’_ _
!(!sl.)-! =P{""](m_")l¢"_ﬁ L @ e,: (2 —dy) ’

@—1""
was nicht moglich ist. Es kommt also der eine Linearfactor von (d,—ea,) ¥ — (dy — ¢,) in
R (§,¢,), der andere in 2P (&, ¢,) — R (%, ¢,) und zwar in der g,ten gleich (u, — w,)ten Potenz

vor. — It dy=w¢,, 80 hat P(§) den Factor (d, —e,) ' §¥, (d, —e,) ER (5) den Factor
Jrtl

atl(d —q) © , also enthtlt £ (§) die o 3 te Potenz von (d, —e,) " und keine hohere. —
Fiir d, = ¢, wird der dem Factor z — ¢, von D (<) entsprechende Theiler von £(§) die Con-
- .
stante (4, — ¢)¥. — Daber wird
Wy

£ =1T10Z=55+Va=5"™ *TG—e)¥ ~ 6o T Va—e+ Va—et .
Das Product

by
(=) ¥ — (d—e)]? Vd—e, & + Vay—e, Jx—x

ist fir d,, d, = ¢, gleich dem Quadrate einer ganzen Function von ¥ multiplicirt mit einer
Function (d, + {,)ten Grades von ¥, die kein Quadrat ist. Denn fiir die hier in Betracht kom-
menden Stallen ist s, = 0, within w, =2. Ist nun b, — w, gorade, so wird 7= "*2 uad

y
[(d—e) 8 — (d—e,)]? ist cine Function (4, + {,)ten Grades von §, die kein Quadrat ist.

_ Pir ungerades p,—w, ist d, + {, = 1 und es hat das Product wegen der Relation
(d—e) ¥ — (G—e)] Vd—a, 5 + Vd—e,] = Vd—e,E + Vh—e,]' Vd— e, § — Va—e,]
ebenfalls die verlangte Form. — Fir d, = ¢, ist 5, = 1, 0, = d, =4, + {,, mod 2 und daher
das obige Product gleich
y Lo .
G—e)® Pr=(g—e)? @) 7 et
also auch von jemer Gestalt. — Ist &, = a,, 50 ist das Product eine Constante, withrend &, +{, =0
oder 1, je nachdem o, gerade oder ungerade ist.
Demnach ergiebt sich, dass & (F) von der Form
E®=E®'E®

wird, wo X(F) eine ganze Function von ¥ mit lauter verschiedenen Linearfactoren darstellt vom

Grade XA+ 2@+ L) =20+ 2 oder vom Grade Jf + I (0 + )~ 1=2¢+ 1 Dns
Letstere tritt nur ein, wean d, gleich einer Btelle o, ist, fir die w, ungerade. Dabei sind die
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Funetionen K (¥) und X (¥) vollstindig bekannt. Aws der obigen Gleichung fir y* folgt daher

o= EQEQ
@1
und setzt man
y=—K®
. w—1p "
8o ergiebt sich
2@ =0

Damit ist bewiesen, dass sich jede beliebige Gleichung f (#,y) =0, fir welche Sy + Je=2
ist, durch die eindeutigen Substitutionen

Y __K@®
t'—l ’ (E‘-—l}‘l
aus denen umgekehrt folgt
E= r(-n)(ov;d).) ?_.(dg d ¥ ;
y"—Plo)’ a—4, r (@) (a—
(y':Plf_g;_)

auf die Normalform 4 — E(¥) = O transformiren lfsst. 1In der That hat sich der Rang der
Gleichung bei dieser eindeutigen Transformation nicht gefindert, denn damit die Gleichung
%" — F(¥) = O vom Range ¢ ist, muss F (¥} vom Grade 2¢ + 1 oder 2¢ + 2 sein, was
wirklich statifindet.

8.

Im Vorhergehenden sind fir ¢ = 1 Gleichungen f (2,y) = O, bei welchen
Iy+3e=4, If+IF+D=0
ist, noch nicht enthalten. Da dann fir alle Stellen e, der Gleichung f(sy) =0 d, und {, =0
sein milssen, so giebt es nor Stellen ¢, fir welche s, =1, w, = p, =2, 4, =1, v, Z 1 ist,
Solcher Stellen ¢, mdgen « vorkommen, es ist dann
Ip=2a¢, Ir+a=4

Die Function Q (2) ist daher ein Quadrat.

Bezeichnet r (r) dieselbe Function, wie vorher, wobei aber jetzt r(z) vom (2p — 2)ten
Grade ist, 20 kann

Rio)=r@(@e—d)(@e—d) (e — d) (g —d)

gesetzt werden. Die Grissen d,, dy, d,, d, stimmen dabei mit den vier verschiedenen der Grissen
¢, und ¢, iiberein, fiir welche resp. y, =1 und s, =1 ist. Die Coefficienten in den ganzen

Functionen w,(x) und ¥, («) sind nun so zu bestimmen, dass die rationale Function des

Paares (o y)
Y (@) + vy (o) y*
#f(n)(a -8’ ’
bei der k eine beliebige endliche vom ,, ¢,, ¢, verschiedene Grosse bedeutet, eine l“uneﬂon
zweiten Grades ist.
4
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Fiir unendlich grosses z wird der Nenner von der (8p — 1)ten Ordnung nnendlich, soll
also die Function alsdann endlich bleiben, so darf i, (z) our vom (3p—1)ten und y, (z) vom
{p — 1)ten Grade sein. Damit die Function fiir # = b, nicht unendlich wird, muss w, () den
Factor (# — b,)™s enthalten. Fir jede Stelle ¢, verschwindet der Nenner mit der Ordnungszahl
ny, es muss also auch der Zahler

W, (@) + ¥, (@) y* = W, (@) + ¥, () P(2) + 1y, (2) # (2) Viz — d,) (2 — dy) (2 — dy) (2 — d,)
dureh (@ — o,)"* theilbar sein, d. h. fir jede solche Stelle ¢, besteht nothwendig das folgende
System von =, in den Coefficienten von y, () und ¢, (2) linearen und homogenen Gleichungen

W () + 1 () Pley) + () ¢y =V (e P e + .. . + wy (e) PU% (0) =0,
(ry=0,1,...0,—1).

Damit ferner die Function
W (@) + ¢ (2} y*
yria) («—k)
for eine Stelle ¢, picht unendlich wird, sind die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen
% (2) = (2 — &) P4, (2)
Yo" (62) + 99 (0) P (e ) + (rdy 937V (0} P (e e,)
4y le) PP (e, 6) = 0,(r,=0,1,..5,— 1).
Diese Gleichungen sind ebenfalls linear und homogen in den Coefficienten der Functionen
W, (@) und w, (). — Soll schliesslich auch die Function an den beiden Stellen
(b, +YP®H—VE® ) wnd (&, —VPH—VE®)
endlich bleiben, so muss sein
wW® +u®iPO—YREB| =0
Sind die beiden Functivuen w, («) und i, (z) der Art bestimmt, dass den aufgestellten
Bedingungen simmtlich genfigt wird, so wird die Function
W (6) + vy (@) y*
yriz)=— K
wur an den beiden Stellen (k, + VP(h) + VR(®) und (k, — VP(k) - VR(E) von der ersten
Ordnung unendlich, sie ist mithin dann eine Function zweiten Grades. Diese Bedingungen sind
aber stets zu erfillen. Denn es muss sein
W@ =He—8" Oz~ %),
wo W, (<) und v, ()} noch
. dp—Im—a=2p
Cosfficienten enthalten, deren VerhAltnisse zu bestimmen sind. Diese Coefficienten mifissen aber
Int+Iv+1=2p—1
linearen homogenen Gleichungen genilgen, mithin einer solchen Gleichung weniger, als Coefficienten
vorhanden sind. Die VerhAltnisse der Coefficlenten lassen sich daher in der That aus den
Gleichungen vollkommen bestimmen. Durch Fixirung eines der Coefficienten sind dann auch
die fbrigen eindeutig gegeben. Die Coefficienten der hdchsten Potenzen «* ! and &4—1 in
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ty(z) und y,() migen resp. mit p, und p, bezeichnet werden. — Bei Losung der Gleichungen
kaun npieht der Fall eintreten, dass u, (k) und w, (k) selbst gleich Null werden, denn die Funotion

wirde soust such nicht an den Stellen (&, + VP(R) + VR(W) und (&, — VP(E) + VE®),
also an keiner einzigen Stelle unendlich, sis wire demnach eine Comstante.
Wird nun
=Yool + yyle)y’
yriz) (e —k)
gesetzt, so ergiebt sich durch Elimination von y aus dieser Gleichung und der Gleichung f(zy) =

ﬁ ( _ Yela) + %(a)y:)
Josker y, r(2) (2 —k)
- r_i.w:(")P(!J+2'pnf-’)%(ﬂ’]q(f):;f::(ﬂp(l)a(ﬂ)Ea + [w.(al+2&(?'.0(.&;‘)?&):ﬁ.(a)atal]’ =0,
Q) r(2)* (z— @) r(@)* (e —
Da § eine Function zweiten Grades des Paares (o y) ist, so ist diese E}lmlnatmnsgleichnné

zwischen = und ¥ in # vom zweiten Grade. Dies lhsst sich auch a posteriori zeigen. Denn
man hat

VQ () r(2) (z—h)® = ¢ Vb [ (z—b)™ O (z—c) B (23— ! (a—k)
Q(2) r(2) (z—k)* = cb H(2—5)2" H(2—0)2" 1 (z—e)2*+2 (@—k)!
W, (2) + 29, (2) yyl2) Pla) + 93 (2) Qa) = | ¢y (2) + ¥4 () P () ' — ] (=) R(2)
= G Vb H{z—b)™ H{z—c)® M (2—e&P+! (2—k) (2—Hh)
W3 () Pl2)+ 21 (2 (2)Q(2) + Yy (2) Pl) Q2 =T (e + Yy (2) Pla)} -1 (2) R(a)| P() 2y () () R )
= C, ¢b 0(z—B)"™ H(a—c)*" O (a—e)**? (a—g,) (a—g,).
Falls
P+ 2ppa +pib =0,
8o erniedrigt sich der Grad der vorletzten Function auf der linken Seite und es fullt daher der
Linearfactor #— k& ganz fort. Diesen speciellen Fall kann man sich aus dem aligemeinen so
entstanden denken, dass in dem letzteren A gegen die Gbrigen GrOssen unendlich gross wird,
doch dabei C, % endlich bleibt., — Auch in der letzten Function vermindert sich in dem speciellen
Falle
Pia+ 2p, b + plab =0
der Grad, so dass einer oder beide Factoren #—g wegfallen. Man erhilt denmselben aus dem
allgemeinen, indem man g,, resp. g, und g, unendlich gross, C, g, resp. C; g, g, aber endlich
annimmt.  Gleichzeitig kann vorher der Factor #—A4 und hier ein Factor #—g nicht ﬁrtbleiben,
denn es misste sonst a® —b = ¢ =0 sein.
Die Grbssen g, und g, sind beide von k verschieden, denn sonst whre gleichzeitig
Yok + 2 (D Yy D P(B + v (B QB) =0
Wb VB PE + 20,0y () QW) +y; HPBHQRE =0,

=0 k] 0
was nicht der Fall ist. B =0, wuW=0
Demnach ergiebt sich zwischen » und ¥ die Gleichung

z—g,) (z— (z—h)* (2) (=
ro2q el p e o i — e MO B =0
4
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Diese Gleichung ist jedenfalls irreducibel, denn es misste somst eine der Grissen g, oder
#y gleich & sein, Darsus folgt
PE—2GP+C) — Bk — G, + g E+ O D+ PF—26,9,0,F + C# =0,

» = B+ W+ O+ 3V I0TE—g) (=g E+{(g,—g,'CI— (=R CTE+ 2C 0l ~g,) (h—g,)
#—2¥8+C

Dareh die Substitution

' =26 (k—g,) (k—g,) ¥ + [C] (g,—gy)" — C] &—N'1 ' + 2€, (] {(h—gy) (h—g,)
ergiebt sich daher
-G +g)P+CA+iEy

F-2GF+ 0

= fo(ﬂ)§'+1',(s}¥‘+ 2, (@)

o=

2 (@) 2y(0) — 5 () x’. (@)] [w,(2) + y @)y + [x, (%) z‘. @) — 3 @t @] r(2) (= — kY
2%,@) r(2) (= — &)y’

und mit Halfe der Relation
¥=2P(@y—Q

=%E+%0E) s
Xy

X (2) + X, () o
Yoo} + ¢ (2) ¢ 210(‘)"("' (@—hy’
Aus den Avedriicken fir ¥ und ¥4 erbilt man
_ W) +yay . X, ()
TTer@e—h 0 Y T X@E A @
und durch Substitution des letzteren Werthes in den ersteren

Q)ﬂin_(’]_ AL xg(’)"““n(‘”’ X(2) E?
Er(a) (a—k) [X(2) Fg— X, (2)]
Fithrt man hier statt » den obigen Werth in § und g ein, so wird y eine rationale
Function von (¥¢), die sich zu Folge der Relation zwischen ¥ und ¢ auf die Form
_HE+ By
¥y= wE

ldsst sich ¥q anf die Form

bringen. Daraus folgt

"_

bringen lBsst. )
Auch in dem vorliegenden Falle fiir ¢ = 1 sind also eindeutige Substitutionen

I=k:‘—9,i§g,+g,}§'+6}h+!! = %®+ % E)
—2GF+C Y o)

YE+ By X)X 1
= yr@e—h " wz,__.(’) +“H @F TuGIre =Ry
gefunden, durch welche sich f (sy) = O in die Normalform

o —2G —g) G—g) ¥ —[C) (r—go)'— CL (k— W] ¥ — 26, C (b—3,) (—gn) = 0
tberfabren Msst.

"
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9'
Fiir ¢ = 2 bleibt nur noch der Fall
Iy+3s=4, I+ 3@ +D=2

zu untersuchen @ibrig. Fir denselben haben die beiden Functionen H (zy), und H (o y), die
Form

@ (2) _ o) + gy ()
H(‘W):———‘—m, H(ay) = —Pla)
die Coefficienten der hichsten Potenzen +%—2 und o*~2 in g,(2) und ¢, (<) mdgen resp. mit

P, und p, bezeichnet werden.
Der Quotient der beiden Functionen H(xy), ist nun fiir ¢ = 2 stets eine Function zweiten
Grades; es ist daher fiir diesen Fall

= %3 + 9 (2)
@y

eine Function zweiten Grades, Die Elimination von y hieraus und sus f (¥,y) = O giebt

y=4

9, (2) + gy (@) y,

I e-"=e

=5._2w-(r)P(-r)+2%(-r)w.§{)_0(=')+w:(-r)_P(z)Q(z);. AL y.(s)ﬁ(x)ﬂr)+ﬁ@)0(r)f 0.
P17 Q@) 9 (2) Q(2)

Diese Gleichung zwischen 2 und ¥ muss in 2 vom zweiten Grade sein. Aus den Eigen-
schaften der Functionen ¢,(x), ¢,(x), ¢4(x) lRast sich dies such direkt beweisen. Zshler und
Nenner des Coefficienten von §' sind vom (8p —4)ten Grade und des von ¥ freien Gliedes vom
(12p—8)ten Grade in 2. In Linearfactoren zerlegt wird

?1(2) Q(2) = b H(z—bB¥"+F f(z—o)® U(x—a>+H
P1(2) Q(2) = b H(x— 8™+ plx—o'® m(z—otr+e.
Die Function
P2 (@) + 20, (2) 9y (2) Plx) + 9, (2) Q) = | g, (2) + g4 () P(2) " — 9] (x) R()
enthdlt jeden Factor x—b, in der m,ten und x—¢, in der 2n,ten Potenz. Ein Factor £—e,
kommt fir s, = L in derjenigen Potenz vor, welche durch die kleinere der beiden Zahlen 2», + 1

2p,—0,
und 2v, + 2(:;—’5) gegeben wird; fir &, = 0 kommt er in der Potenz 2v, +( L ') vor.

)
In beiden Fallen ist dies, wie sich leicht zeigen lisst, die Potenz 2», + f—‘-_%—_r‘. Daber
ergiebt sich

,,_,,P-;;-_F
92(2) + 29, (219 (2) P @)+ 9} () Q@) = G, VE Tz — 6™ D(x—o)*" Mz~ ) (x—h).

In dem speciellen Falle
P+ 2pma+plb =0,
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wo sich der Grad der Function um 1 erniedrigt, fallt der Factor + — & ganz fort; man erbalt
diesen Fall aus der allgemeinen Gleichung, indem man h unendlich werden Mest, (yh aber als
endlich annimmt.
Forner ist die Funetion
P2 () P(2)+ 20,(2)9,(2) Q)+ 9T P(2)Q ()= P(z) {[9(£) + 94 {2) P(x)]*— o} (2) R()| — 2p,(x)u () R(x)
durch (z—5,)™= und (#—o,)®* theilbar. Die Potenz, in der ein Factor x—e, in der Function
entbalten ist, wird fir s, = 1 durch die Zahl 2», + p, = 2», + p, — [, und fiir &, = 0 durch
die Zahl 2», + w, — 1 = 2v, + p, — d, geliefert. Daher wird
92(&) P(a)+20,(x) gy(x) Qlx) + 93(x) P) Q) = b Mz —b*™ Mz —e)*" Mx—e)?+4—9={(x),,
wo (), eine ganze rationale Function von x vom Grade
Ip+I@+D=2
bedentct. Diese anotlon kann noch Factoren = - ¢, enthalten. Den speciellen Fall
pia+ 2p,py b+ prab=0,
in dem sich der Grad der Function auf der linken Seite, mithin der der Function (z), erniedrigt,

erhilt man aus dem allgemeinen, analog wie oben. Gleichzeitig hiermit kann in der vorher
betrachteten Function der Factor x—4A nicht fortfallen.

Aus dieser Zerlegung in Linearfactoren ergiebt sich
94(@) Pl) + 29,(x) () Qlx) + g} () P(x) Q) _ (=h
g (@) Q) n(.r—b)# H(z—e)i+t
=q (z—g) (z—g)

@—k) (x—h)
{9 (@) + 29, (5) gyl PO + 9l Q)" G
91 (2) Q) T Be—b)F Blr—eftt
N el
=G Ene—n

Dabei kinnen g, und g, den Grbssen k, und &, gleich sein.
Die Gleichung zwischen « und ¥ geht daher fiber in die Gleichung zweiten Grades in x
(@—k) (a—k) §'— 26 (x—g)) (r— g} ¥ + G @—A) = 0,

welche auch " @F
@ E 4+ p@E + u@ =0
geschrieben werden soll. % ks *
Zunichst werde nun ang: , diese Gleichung zwischen x und ¥ sei irreducibel. Dies

ist unbedingt der Fa]I wenn k, und .E, verschieden sind, also I (x—5)f M (x— e)®*% kein
Quadrat ist. Dann ergiebt sich
PE—GE+HC) —2llkh + R —2G (g +g) F + 208
+hEF 2600 +CA=0
und durch Auftteung mach =z
' (h+kn)i'—2q@1_91)§'+36"k+ﬂ
2@ -G+ 0
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'. = u’l_ B+ 4(; [(51"_ ‘1) (— k) + (9'1_ k) fﬂn— k) ¥
+ 41C (gy— 90" — € h— k) (h— b)) & + 86, €2 (h—9,) (h—g0)
gesetzt ist. Mithin folgt
En=g @ ¥+ 0@ F+ 2

|1,(x)z.(#]—1.(1" L@ 9@ + @@y '+ {1(2) 1) — @) 2i@) | 1 (0) ¢*

%@ 9@y i
mit Hilfe der Relation y* = 2 P(x) y* — Q(x) lsst sich ¥y auf die Form
£ (x) + X. (.r) ¥
" @@ ¢

bringen, woraus weiter hervorgeht
_ X @+X )y 1
T o)+ a0y L@@y
= 0(®) X, (&) — g (x) Xi(2) + 1, (2) 9, (%) g (2) B
() 922 g — FAIIACH

Fibrt man in diesen Ausdruck fiir z den obigen Werth in §, ¢ ein, so lhest sich y auf
die Form bringen

=28+ 0@
y o@m

Demgemiss ist gezeigt, wie sich das betrachtete Gebilde durch die rationalen Substitutionen
= b+ b 20 (g, +g) ' +2CIA+ By, = DulE)+ O (8)g
YT owm

2E—2C8+C))
= 2D oy X+ X @y 1
a@y ' " n@ra0y n@a@y

in die Gleichung
¢ — k- R F—4G 5 — &) (— &) + (g — &) (— ] F
—4[Cg—g)—CRA—B A —B)] P —BCCLh~g)(h—g) =0

transformiren )asst, die Irreducibilitht der obigen Gleichung zwischen § und = vorausgesetzt.

Die Irreducibilitut jener Gleichung steht fest, wenn &, und £, nicht einander gleich sind.
Ist aber k, = k,, 80 wird unter Annshme derselben die transformirte Gleichung in ¥ nur vom
vierten Grade, alsc vom Range ¢ = 1. Bei einer eindeutigen Substitution bleibt aber der Rang
der Gleichung unverfndert, die Transformation von f (r,y) = O in jene Gleichung ist also un-
mbglich, folglich ist fir & = &, die Voraussetzung der Irreducibilitst nicht zulissig. In diesem
Falle wird demnach die Gleichung zwischen » und &

(;u _ P (@) + 2¢,(2) @u(2) + 97(e) Q(ﬂ))
912 YQ()

Die Grosse k, ist gleich &, dann und nur dann, wemn eine Stelle ¢, vorkommt, sie werde
mit e, bezeichnet, fir welche ¢, = 0, w, = 2, ¢, gerade gleich 24 ist, denn nur fiir eine solohe
Stelle e, ist 3, + §, = 2, also T(x—8)® H(z — *” oin Quadrat. Fir die @brigen Btellen




¢, muss dann d, = [, = O sein, nach der vorgenommenen Transformation der Gleichung
F (2,3) = 0 ist daber fir dieselben s, =1, w,=p, =2, 1,=1 und der Bedingnng 3y + Je=4
gemBas diivfon hOohstens vier polcher Stellen vorkommen. Die Zahlen 8, sind simmtlich Null,
Q (=) ist folglich ein Quadrat.

In der Gleichung f(z,y) = O kann also fir diesen Fall

1 a
Plz)=a H (au-a,)’l ]__[ (e—e,) (.w--en)"
=1 x==1
Qe)=5 H1 (@—b,)om [Ilt-»—-,)' (a—eg)?0+2

. n L]
R(e) = e[| e—e,)2t7e [ (a—a)Prt! (a—e)
w=1 =1

gesetzt werden, wobei eine der Zahlen 1, oder », gleich 1 und
Iy +a=4
sein muss, Dann wird

#o(2) = Hiz—b)" H(w—e) (s—e )i+ £, (=), gu(2) = fula),
¢u(2) = H{a—c)® He—e) (2—e)",

wo die Functionen £, (z) und f,(x) durch eine Anzahl linearer Gleichungen vollstiudig bestimmt
sind. Daher folgt

9.(8) P(e) + 294 () 92(0) Q(a) +- 9} (@) Plz) Q(s)
(o) Qla)

T b fH(e—o)™ Hia— )2 (r—eg)® 1
#.l2) + 29,(2) pu(2) Pla) + g, (2) Ql2)
@) V()
= D" e—e )1, (@) + 2a Mz—0)] (g—e) L1y (&) fu (o) + b (e—B)" (0—e}0 £, (o)
Vi H(ﬂ,_ﬂ)in n(‘e__a}ﬂr-l(‘_’o)b,—l .

Wegen der Reducibilitit der Gleichung zwischen # und ¥ miissen diese beiden Functionen
‘identisch einander gleich, also

|6 Ble—a) (z—ev—1 — VB B(z—BP" (r—e)? | | fn(2) — VB fule) | = O
sein, nod da der erste Factor nicht identisch Null ist, so erhilt man
fn(‘) V_f.(a},

folglich

10) + 29,(0) gue) Plo) + 9, (2) Qle) _ g0 M(a—a) (e—e )+~ + VB B(e—b)" (e—e )t L
¢’ (2) YQe) He—e)® Dix—e)>r—! {s\-—-c,)"'" e
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Dabei bestehen fir die Function f£,(x) die folgenden Gleichungen
= @ me—alf (o= @l + VE Hla—b (o -.)')fnt”’z =0, (r=0,,...0,—1)
-:;,- }(-. Hia—af (e—e)»~1 + VB Ba—8)" (a—e)9) fule) F =0, (re=0,1,0..5,—1)

(a H(z—a) (z— ey~ + VB H(a—b)" (ﬂ-—'o)q)fn(ﬂ)l =0, (n=01...%—2),

go
Ao
w=e,
aus denen hervorgeht, dass diejenigen Factoren #z—e¢,, +—e, und s—g,, welche die Fumction
a Mz—a) (s—a)f*~1 4+ Vb Hlo—b)" (0 —e)?
nicht enthdlt, in £, (z) resp. in der m,ten, v, ten und (v,— 1)ten Potenz verkommen. Aus der
Relation
la H(z—a) (z—ef—! + VB H(o—b)™ (2—e)) | | a H(z—a)! (s— 81—V E H(e—8)™(—e,)7 |
= ¢ H(z— )2+ D(z—er—1 (dr—c,)g"""s
ergiebt sich, dass die erste Function links nur Linearfactoren der rechten Seite und zwar jeden
Linearfactor, der @iberbaupt in ihr vorkommt, in derselben Potenz, wie die rechte Seite enthalt.
Es heben sich daher alle Factoren des Nenners der Function
aﬂ(a:—-a) (= —f.)"_1 + V5 b M(a—b)" (z—e,)?
\2n r—1 By, —1 f" (‘)
11— o Ma— e~ (a— o)™
gegen entsprechende Factoren des Zahlers fort, mit Ausnahme des Factors w—s,, der in der
ersten Potenz im Nenner stehen bleibt. Da aber Zihler und Nenner von gleichem Grade
4p—5— a sind, so bleibt auch im Zahler nur ein einziger Factor «—g, stehen.

Dabei ist nothwendig die Grbsse g, entweder gleich einem c,, fir das y, =1 ist, oder
gleich einer der Grossen ¢, ...s,. Demn ist & = 0, so ist der Grad der Funotion

el (z—o) (e—eo—1 + ¥V O(e—bY" (0 —e,)
gleich 2u—1, mithin ungerade, die Function entbilt daher nothwendig einen Factor (a—e,)3s+1,
wihrend im Nennmer nur (z—c,)2 als Factor vorkommt, es bleibt also im Zahler o—q, ein-
mal stehen.

Ist sber a > 0, so enthalt entweder jene Function wieder einen Factor (s—g,)™s+1 und
dann bleibt 2#—¢, ebenfalls im Zahler dbrig, oder sie enthllt nur Factoren s—c, in gerader
Potenz, dann miissen sber, weil ibr Grad 2p—1—a ist, Facloren (,,__,‘)ﬁu—l in gerader oder
in ungerader Anzahl in ibr vorkommen, je nachdem o ungerade:oder gerade ist, mithin muss
dann die Function fy,(¢) durch einen Factor o—pr, theilbar sein, den jene Funetion mioht emthalt,
sloo kommt in f3 (6} (2—e,)~, im Nenner aber nur (s—s,/»! vor, demnach bieibt o—s,
ginmel im Zahler dibrig.




84

Dal;nrwirddi-Gluiehngzwiuhmanndl
(r—as=2) =o, .
wo g, entweder eine Grisse c,, fiir die y, = 1, oder eine der Grlssen ¢, . .. e, darstellt. Wer-
den die dbrigen drei der Grdssen ¢,, fiir die y, = 1, und ¢, ... e, mit g, g,,g, bezeichnet, so ist
R (a) = 0 9,(2)" (2—g,) (z—g,) (2—g,) (a—gy).
Fbrt man nan statt -5 eine neae Varisble ein, die wieder mit ¥ bezeichnet werden

VG,
mbge, so folgt
p=t"0 Lof—ef 5
z—e,’ 1—5 L

mithin

¥ = P(2) + ¢.(a) Velz—yg,) (2—g)) (e—g,) (2—g,)
= P(a) + §g,(2) ¥ cla—s,) (2—g) (z—g,) (z—3,)

@ (2) i

= P(“) +§ _l_ V‘ (gn—‘e) I I *gnpgl - (‘n _yl'r; .
a Y x=1

Durch die Substitution

=8
P=c(g—¢) l__[ {90— gu—(6,—g) 8"}
=1

ergiebt sich daher .
3 — L ACIER ]
y Pa) + a—pr
— ¥—P@ Q-8 _ V' — P& go—e
i (o) H Y o) F @)y (w — e.) ’
indem aus der Relation zwischen «,y und § folgt
o) E

y= @, (2) + 'Fl(“)_y?.
Fahrt man hier auf der rechten Seite fir y* und z die vorstehenden Werthe ein, so wird
y eine rationale Function von ¥ und .
Also auch far den Fall, wo die Gleichung zwischen & und ¥ reducibel ist, lassen sich
eindeutige Substitutionen fir » und y angeben, durch welche die Gleichung £ (¢,y) =0 in

e
r—olgo— ] {go—9.— (6, — 2%} =0
x=1

tibergeht. Diese Glaichung ist, wie es sein muss, in § vom sechsten Grade.

10'
Die Functionen H(zy), sind allgemein fir die Gleichung f (z,y) = O hergestellt worden.
Fiir diejenigen Fille, in welchen die Gleichung f(x,y) = 0 im Vorhergehenden auf die Form
¢ — K () = 0 transformirt wurde, lassen sich auch die Functionen H(ry,<'y’) und H (zy),
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fir das durch die Gleichung f (#,y) = O definirte Gebilde leicht herstellen. Ist E(¥) von geradem
Grade, 80 kann durch eine lineare Substitution die Gleichung o' — 5 (¥) = 0 so umgeformt
werden, dass 5 () von ungeradem Grade wird. Daher kann angenommen werden, f (=) =0
sei in den behandelten Fillen durch die rationalen Substitutionen

z =P, y=0Q(¥n),
aus denen umgekehrt die rationalen Functionen

&= Fylxy), 1= Qil=y)

folgen, in die Gleichung
r—CE—a)f—a)....6—a)=0
transformirt. Wird dann
ME) =F—a)E—a).... ¢ —ay—y)
NO=E—a)E—e). ... E—ay

, M

HEn¥q) = WQ(F—(?H Tu!(ﬁ"'fﬁ%’f)';

Nlegg—y) M)
2 M (wgp—1) ¢ (§ — @gp—y)”’
wo die ¢ + 1 Stellen, fiir welche die Function H (¥4, ¥q) von der ersten Ordnung unendlich
wird, mit den Stellen (2,0), (2, 0) . .. . (g, 0), (¥ ) identisch sind. Fér die unendlich ferne
Stelle verschwindet die Function.

Zu Folge der Relationen # = P (§q), y = Q (§49) migen den Stellen (e, 0),
(a3 0).... (@991 0), (¥'#) und der unendlich fernen Stelle des durch die Gleichang 4'— &(¥)=0
definirten Gebildes die Stellen (a, ), (s, 3,), . . . (a,b,), (' y) und (a,8,) in dem durch die
Gleichung f (a,y) = O definirten Gebilde entsprechen. Fiihrt man dann in die Function H(§y, §'v)
die Substitutionen ¥ = P,(zy), 7= Q,(zy) ein, so erhilt man eine rationale Function Fi’(w 7' y')
von (zy), die fir die ¢ + 1 Werthepasre (a, 3), . . . (2, b,), («'y) von der ersten Ordnung un-
endlich wird und an der Stelle (a,b,) verschwindet. Die Entwickelung von H(z y,#'y') nach
Potenzen von « — ' habe die Form

Hepey)=g@y)@—a)l+ Pe—4),

gesetzt, 8o ist

H’(E!)p-":"" B=12...0h

80 ist

— -ﬁ-(['i—s;?)'- H(zy,sy) = —fdyhiz—2a) L + P, (2 — o).

Die Function auf der linken Seite hat jetzt alle Eigemschaften der Function H (sy~'y')
fir die Gleichung /() = 0, sie ist mithin eine soleche Function.
Ebenso mdgen durch jene Substitutionen die Functionen H (¥ )y H'(¥q)s H (¥ 1)y in
B y)p B(«y)y H (£ y); Gbergehen, so st
Heylay) =t 1 H@ )+ Puy)y—t T @y)y....,
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folglich
SO B A = — ey, B Evyy, TEY T gy LR
LD R ol oy)=— VBl S — B L0 oy L

Da in dieser Gleichung die linke Seite eine Funetion H (cy,z'y') ist, so ist der Coefficient
von —t auf der rechten Seite die Function H' (' y'), for die Gleichung f(2,y) = 0.

Auf diese Weise kann man die Functionen H(zy, 2 y) und H' (2 ), (@=1,2,...¢),
fir die Gleichung f (z,y) = 0 aus den entsprechenden Functionen fir ¢* — F () = 0 in den-
jenigen Fallen herstellen, fiir welche die Transformation der einen Gleichung in die andere aus-
gefiihrt ist.
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THESEN.

Der von Gauss in seiner Doctordissertation (1799) gegebene Beweis fir die Existenz der
Warzeln einer algebraischen Gleichung ist wegen der grossersn Anschaulichkeit seinem in den
Grundzfigen {bereinstimmenden Beweise vom Jahre 1849 vorzuzieben.

1L

Es ist unbefriedigend und bei dem gegenwirtigen Standpunkte der Analysis nicht gerecht-
fertigt, die elliptischen Functionen aus den - Functionen herzuleiten, ohue vorher zu zeigen, wie
wav naturgemiss zu den $-Functionen gefithrt wird.

m.
Eine genaue Unterscheidung der Singularititen ebener Curven und Flichen muss sich auf
die Entwickelung der Coordinaten nach Potenzen einer resp. zweier unabhiingiger verfinderlicher
Groasen stiitzen.



