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1.

Iu einem homogenen elastischen festen Korper, dessen Dichtigkeit = 1 angenommen wird, seien
, y, = die rechtwinkligen Coordinaten eines beliebigen Punktes P zur Zeit t =0, = + & y + ¢,
: + { die Coordinaten desselben Punktes zur Zeit t; sodass 5 g, { die Componenten der Ver-
schiebung bedeuten, welche P wihrend der Zeit t erlitten hat. Es seien ferner
X, XX Y, Y, Y, Z,2,Z,
homogene lineare Funktionen der seehs Grissen

? 3 3}
‘z'n:‘=§%=5'y='3_§a "':zgév
., 8¢ 0L
.'fz-"y‘—ﬂz“‘ﬂ?
., 9L 9%
.z—-mﬂ—a—z-l-ﬁ,
_, _ 98 oq
""y—?.z‘—‘@'ka_x’
welche ihrerseits den Gleichungen
Ygzzy
Zy =X,
X, =Y,

geniigen. Alsdann gelten fiir die Bewegung des elastischen Mediums, wenn keine anderen als
die Elasticitits-Krifte wirken, die folgenden Differentialgleichungen®):

»r 93X, 0X, 90X

e S RS

at i By [P ¥

ﬂ - 8y, . 2y, aY,

a1t da 3y 0z

»r 8z, 9Z, BZ

= z + Ty - 2.

ag B Dy Dz

In den Ausdriicken der sechs Grissen X, ¥, Z, ¥, Z; X, wirden im allgemeinsten

Falle 36 Constanten auftreten. Diese Grissen haben jedoch ein Potential 7, welches eine homo-

gene Function zweiten Grades von @, y, 7, ¥, 7 @, sein muss und daher nur 21 Constanten
enthilt. Es werde gesetat

") Vgl. Kirchhoff, Vorlesungen iiber mathematische Physik. Mechanik. Eilfte und siebenundzwanzigste
Vorlesung.
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2f = a, &7 + 20,2, ¥y + 2ap wp 2, + 2a 2.y, + 200, 2, + 202, Ty
+ an gy + 2anyy 2, + 2anyyy, + 2unyy 2p + 2oy, zy,
+ am z + 2ay z:yz+2ﬂss2;z;+2a$"'z"“'y

+ au ¥: + 205y, 2 + 205y, 7y

+ s 2 +2a5‘z,_.zy

+ am.r;.,
sodass
Xa;: ay &g + ay Yy +oanz; b oagy; + oas i+ a, Ey
Yy=aa, oy, +anz +ouy: + axz +agay,
Z,=a,lx,+amyy+agze+ﬂgy:+ by 2p + ay 7,
Yi=oaus,+aayy +asz +auy, +aszp +asay
Ly = a5y &, + G Yy + 002 + au Y, + an 7y + a @y
Xy=amxx+amyy+a“zz+a“y‘.+a&:x+a“x,
wo

By = Oyl
Die 21 Grissen a,; heissen die Constanten der Elasticitit des Korpers.
Dem obigen System von Differentialgleichungen kann, wie bekannt, durch Annahme ebener
Wellen geniigt werden. Es migen niimlich # y z nur in der Verbindung
matwmy+uzs=p

vorkommen, Wo u, u, u; p Constanten sind; ferner setze man

t=eac
7 =8¢
t=vro,

wobei von den Grissen « g y vorliufig nur vorausgesetzt wird, dass sie der Gleichung

e+ P+ =1
geniigen. Alsdann wird

g dv dg dyp Do
wz=a—£—aﬂ2a-fp—w=uulap,
und ebenso
yy=ﬂ‘“:g_:
zszr”sg'g
ap

da
¥: = @Bw +rugy
Do
zp = (yuy + au.)a—P

da
Ty :(“%+ﬁ“1)§§‘



Durch Einsetzen folgt
Ba
.x; = [an auy+ ay By apyus + ay (ﬁ% + f“:) + ay (?’“l + a“’a) + alb(““‘: + #“l)] E"?;

do
=ty
und analog _ .90 _ 00
wa—Mé-;, Zz_Né;‘!
da dg ba
BT Py BTy B= Ry

dabei bedeuten L, M, N, P, @, R die Werthe, welche man aus
o/ 87 bf Bf Bdf BF

Ba,’ By’ 8z,7 3y, Bz’ bz,

erhiilt, wenn man fir
Ty Yys Fay Yoy Fxy By
resp. setzt
auy, fuyg, yuy, fugt yus, yuy + ewy, ouy + fu.
Die Differentialgleichungen gehen jetzt iiber in

e e
“aE = (Luy + Ruy + Quy) B__p’
Yo e
B g = (Ruy + Muy + Puy) op

i e
v g7 = Qu + Pu + Nuy) ap
Damit diese drei Gleichungen zusammen bestehen kinnen, muss sein
Luy + Rug + Quz _ Ruy ++ Muy + Puy _ Quy + Puy + Nug =
« - # = 7 T

wenn u; den gemeinsamen Werth der drei gleichgesetzten Quotienten bedeutet. Setzt man jetzt

w0+ ag Uy + g Uy b g s us + Dy g+ a4y

A = ay u
B=agu + ant + aut) + 20g ugtty + 205 u3 % + 2aag 4y v
C = agu + ayuy + agu; + 2oy uuy + ag uzu; + 2ag u u
D = agu + ay ul + ay 4, + (ay + ag) vy us + (a5 + ag) g1y + (@ + ag) 4 4y
E=ayu + aguy + agu), + (s + o) gy + (s + 1) tta g + (256 + @n) 2 1y
F = ayu] + ag ] + iy + (s + ag) wyus + (2 + ay) us uy + (G + ay) w0y u,,
80 gehen die obigen Bedingungsgleichungen dber in:
Aa-l—Fﬂ+Er=Fa+B;gﬂ+Dy:Ea+Dﬂ+Cr=u:
P 7

oder
(A—w)e+ Fp+ Ey=0
Fe+ (B—uw)f+Dy=0

Ee+ DB+ (C—u)y=0,
1%



woraus die Verhaltnisse von «, #, y bestimmt werden kinnen, wenn
A—wu, F E
F B—w, D =0
E D C—u
oder
A=) (B—u))(C—u) — D (Ad—uw)— E(B--u}) — F*(C—u})+ 2DEF = (.
Fasst man in dieser Gleichung die Grissen w, uy u; u, als variabel auf, so kann man die-
selbe als Gleichung einer Fliche in homogenen Ebenencoordinaten betrachten. Ueberlegungen,
wie sie Cauchy in seiner Abhandlung , Application des formules qui représentent le mouvement
d'un systéme de molécules sollicitées par des forces d’attraction ou de répulsion mutuelle a la
théorie de la lumiére“*) anstellt, fihren alsdunn dazu, diese Fliche, nach Analogie der Fresnel-
schen Wellenfliche, als ,allgemeine Wellenfliche“ zu bezeichnen. Dieselbe ist eine Fliche
sechster Klasse und besteht, da zu jedem Werthsystem (u, wy 2;) drei Werthe von o gehdren,
aus drei Minteln, welche jedoch fir specielle Werthsysteme der Variabeln gemecinsame Ebenen
besitzen kdnnen.
Die Gleichung der allgemeinen Wellenfliche hingt von den 21 Elasticitits-Constanten ab.
Diese Anzahl verringert sich, wenn das elastische Medium gewisse Symmetrieen darbietet. Sind
speciell drei auf einander rechtwinklige Symmsetrie - Axen vorhanden und werden dieselben zu
Coordinatenaxen gewihlt, so verschwinden™) die zwolf Constanten

T Gy Gy Ogy Ogs Bgg Gy dgs Qg Gy Qug Ty

sodass nur 9 Constanten iibrig bleiben. Fiir diesen Fall wird die Gleichung der allgemeinen
Wellenfliche

M (onw) + awr) + aw v} — ) (@] + ant] -+ our; — ;) (22 + @y + agu —u))
— (6u + ax) 4, ] (] + G ] + ayg vy — 4])
— (g + @) 4y 4 (@ v + apu, + oay w, — uy)
— (ag + ap)® U} @ (o v, + oy uy + ag Uy — u;)
+ 2 (au + aw) (a5 + i) (06 + @) ) 4 f =0
Diese, zu den Coordinatenaxen symmetrische Fliche soll im Folgenden als allgemeine
Wellenfliche bezeichuet werden. — Die O Constanten sind jedenfalls der Bedingung zu unter-
werfon, dass fiir reelle Werthe der Grossen w,, w,, u; die 6 Werthe von w,, welche der Glei-
chung (I) geniigen, ebenfalls reell sind. Im Nachstehenden werde speciell vorausgesetzt, dass
die Constanten positiv und im Allgemeinen von einander verschieden sind.

2.

Specialisirt man die Constanten der allgemeinen Wellenfliche in bestimmter Weise, so
muss die Fliche in eine Kugel und die Fresnel'sche Wellenfliche zerfallen. Diese Bemerkung
fihrt dazu, @berhaupt zu untersuchen, wieviel Bedingungsgleichungen unter den a,; mindestens

*) Exercices de Mathématigues, Tome V, p. 19—72 (p. 33—36).
**) Vgl. Kirchhoff a.a. 0. p. 891
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bestehen miissen, damit die allgemeine We!ténﬂicha in eine Fliche zweiter und eine Fliche
vierter Klasse zerfalle; ferner diese Bedingungen und die zugehorigen Flichengleichungen wirklich

aufzustellen.
Die Gleichung (I) werde als reducibel angenommen und habe die Form

(I (ea] + B + yuy — ) (eyw) + Bl + pyu) + el ol

F B u ) v — e w, — i ul — @l + ) =0,

wo afy e By o By o sy vorlinfig unbestimmte Coefficienten sind. Fihrt man die Multi-
plication aus und vergleicht die Coefficienten entsprechender Glieder in den Gleichungen (I) und
(), so erhalt man folgende Relationen:

1.

woy = dyy s Tgs

2. B = ag ag ay

3. rr = ag oy 0y

4 woy+ BByt yre = 6y @y on + 20,05 0 + 4y, 85, F A ay, + ag e, — a, (ay + ax)
— am (ass + a5, — a5; (ag + @) + 2 (au + az) (@ + a3) (2 + ou)

5. Bry + ye = g (an ag + ag au) + g a’,— ag (ay + anf

6. ¥ + Boy = am (%a%s"‘ ay ay) + aesa:._%s(ﬂa"“ %)%

7. roy + afy = ay (g e + 0y @) + 0 0, — g (05 + ag)

8. ayy+ yfy = ag (G au + 0y aw) + ayal,— ay (a5 + ay)

9. By + Byy = an (ay ay + g ax) + a, ﬂ;.—ﬁu (@ + ai)?

10. feo, + ey, = ay (“ﬁ“ﬁs + “ﬁan) + ag “:._“ gy (“as + al?)’

11. o - ady = Gy Gy + Gy Gy + g Ay

12, B+ 8 = apaw + am ay + ayam

13. Yib rrs = apay + ay b a0y

4 fys+ rbe+ o = ot + O Oy + a5 0 + (8 + ) + af,— (2u + g

15, yoy+ ays + = am ay + ag g + Gy Gy + G (0 + ay) + 2l (@g + ay)

16, aff+ fag+ p3 = @y @y + ay ay + Gy @y + ag (ay + ag) + g — (e T+ ap)’

17. e+ oy = ay + oy + dg

18. B+ fi=an + ax + ay

19, ¥+ vy = g -+ ay + ag.

Die Coefficienten @ &, ; lassen sich aus den Gleichungen 1, 11, 17 bestimmen, und

zwar ergibt sich e als Wurzel der cubischen Gleichung

oder

o — (ay + ag + ag) @° + (a5 ag + ag ay + @y ) @ — Gy dgae = 0

(e — ay) (& — ay) (& — ax) = 0.

Ebenso erhilt man aus den Gleichungssystemen (2, 12, 18) resp. (3, 13, 19) g resp. y als

Wurzeln der cubischen Gleichungen

B — (an + ag 4 ay) B + (G au + auan + anaw) f — andgay =0
7 — (s + ay + ag) ¥+ (8405 + aggay + ay @) ¥ — S ayas = 0.

Welche Wurzeln dieser Gleichungen fir « 8 y zu nehmen sind, bleibt unbestimmt. Wer-

den daher die Wurzeln der drei Gleichungen bez. mit

o o " g g g P
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und die entsprechenden Werthe von o, «; 8, 8, r, 7, mit

oray ool o af' S BB PR rins KPS A H
bezeichnet, so wird die vollstindige Losung der Gleichungen (1, 2,3, 11, 12, 13, 17, 18, 19)
durch folgendes Tableau von Werthsystemen gegeben :

L 1L IIL
£ = ay o = a, o = g
1. @ = Oy ag o = Gy ay o' = ay 05
“‘3=alﬁ+ aﬁﬂ ag:nm"‘ﬂu a’a":ﬂn‘“ag
# = an 8= g 8 = aa
2. fi = twau Bl = ay an B = ap ag
B = g + 2w B = ay + an B = ayn + ag
FaE™ = ay ¥ = ag
3. = au o 71 = aw an V= agy ay
75 = @yt ay A= e+ oty 7= ay 4 ay

Aus dem Ausdruck von f (p. 2) und der Bedeutung der Grissen z;u, 2 ¥. 2z oy (- 1)
geht hervor, dass die Constanten @, a as; fir sich eine zusammengehirige Gruppe bilden, eben-
so die Constanten a, s ag. Demgemiss werden anch die 27 Combinationen von Werthsystemen,
welche man aus der obigen Tabelle bilden kann, in vier wesentlich verschiedene Gruppen zer-
fallen, ndmlich

1) solche Combinationen, welche kein Werthsystem der ersten Columne enthalten (8),

2) solche Combinationen, welche deren eines enthalten (12),

3) solche, welche deren zwei enthalten (6),

4) diejenige Combination, welche alle drei Werthsysteme der ersten Columme enthalt (1).

Hat man irgend ein Werthsystem (« § y e, i 71 o3 f: 75) aus einer dieser Gruppen ans-
gewithlt, so ergeben sich o, f8; y5 aus den Gleichungen 14, 15, 16, und es scheinen alsdann unter
den neun Flichenconstanten noch 7 Bedingungsgleichungen, nimlich die Gleichungen 4 bis 10,
zu bestehen. FEine genauere Untersnchung zeigt jedoch, dass diese Anzahl von Bedingungen sich
in jedem speciellen Falle verringert.

Es werde zuniichst ein Werthsystem der ersten Gruppe betrachtet, und zwar dasjenige,
welches aus der zweiten Columne hervorgeht. Fiir dieses System (a” #" y".....), welches auch
mit (II, 1; II, 2; 11, 3) bezeichnet werden mbge, ergeben sich aus den Gleichungen 14, 15, 16
die Werthe von e, §; y, in der Form

ty = g Oy + (U — Ger) (s — a4y) + Gu s — (2 + aw)®
B = anay + (ﬂss_“u) (e — ) + a5 2 — (a5 + ay )
Y = anap + (a-u - aiﬁ) (“u - ﬂea) + ag ay — (ﬂea + ay)

Werden die gefundenen Ausdriicke in die Gleichungen 4 bis 10 eingesetzt, so lassen sich

die letzteren mach den ndthigen Vereinfachungen folgendermassen schreiben:
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(au — @) (0 — ) (a9 — au) — (au + ax)f'] = 0
(ﬂu — tg) (au— “as) ("*"n - “&) =0
(ﬂa_ aas) [(ﬂsa - '214) (“ll - "-‘sa) - (asa + “3[)’] =0
(ass — @) (a5 — au) (@ —ay) =0
(au: - “u) [(ﬂu - ﬂbﬁ) (ﬂw— ag) — (ﬂm + “l!)‘] =0
10. (a5 — ay) (05— as) (@ —ag) = 0
4 (o — @) (26 — Om) (2 — ag) — (s — @) (2u + ax)® — (e — an) (2 + ag)
— (au— a3) (ag + awf + af (ay — ag) + ay, (a5 — ay) + a}, (2 — a)
—2 (ay + ay) (a5 + az) (a5 + a) = 0.
Wie sofort ersichtlich, kinnen die ersten sechs dieser Bedingungen durch die zwei
Gleichungen

TE e

Ay = gy = gy
ersetzt werden. Alsdann geht die letzte Bedingungsgleichung, wenn noch der gemeinsame Werth
der drei Constanten ay,, a5, @z durch ay bezeichnet wird, iiber in:
(4)  (aw— au) (an — an) (an — a2} — (@ — ay) (aw + ag) — (a0 — @) (a0 + a3)"
— (ap — axn) (4o + aw) — 2 (aw + ax) (aw + ag) (@ + ap) = 0.
Fiir die Coefficienten « 8 y .. . . ergeben sich die Werthe:
a=f=y=ay
o = dy @y f = G an 71 = 6w ay
oy = ay + ay s = Gy + an ¥s = ap + axn
o = ay ay + a, — (2w + ax)
B2 = ag ay + oy — (an + ay)
72 = @y am + ag — (o + aw)’,
und die allgemeine Wellenfliche zerfallt in die Kugel

(a) aw (4, + 4 + w)) — u, = 0
und die Fliche vierter Klasse
(b) aay (w4, + a4} + ag 1)) + [ag ag + aly— (aw + an)'] ¥} o]

+ o an + ag, — (aw + au )] 4] ] + [2n a0 + a3, — (aw + awf] o' ]
— ({30 + au)iy + (a0 + am) &} + (o0 + a) o]0 + o = 0,
deren 7 Constanten noch durch die Gleichung (4) verbunden sind.

Genan dasselbe Resultat wiirde man erhalten, wenn man aus der obigen Tabelle das
Werthsystem der dritten Columme (III, 1; IIT, 2; III, 3) zur weiteren Rechnung verwendete.
Doch erfordern die iibrigen Wertbsysteme der ersten Gruppe moeh eine besondere Betrachtung.
Es werde gewihlt die Combination (II, 1; 111, 2; II, 3).

Man erhilt alsdann

@ = g Gyt 0y a5 + (0 — ay) (aas““u)_—(“u“"“m)’
B = ag o + (a5 — au) (a — ass) + a5 g — (a5 + an)’
tas = oy an + “:, — (ag + “‘m)’,

und die Bedingungsgleichungen 4 bis 8 nehmen die Form an:
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(o4 — aw) [(an — aw} (o — aw) — (au + an)'] = 0

(2w — aw) [(an — au) (o0 — au) — (au + an)?] = 0

(o5 — ) [(an — 0s5) (2 — au) — (ass + awfl] = 0

(0 — te) (3 — a4) (o —au) = 0

(as — an) [(am — au) (a0 — 6u) — (au + ax)] — (au — az) (a5 + au)

+ (@ az) [(00— 1) (@ss — @es) — (a6 + a1sf') — 2 (aus + ) (a5 + an) (e + ) = 0,
wihrend 9 und 10 identisch erfiillt werden. Diesen 5 Gleichungen kann man auf zwei ver-
schiedene Arten durch Anmahme von nur drei unabhingigen Relationen geniigen. Entweder
durch

Lol i all ol

Gy = gy = deg
und die entsprechend modificirte Gleichung (4) — eine Annahme, welche wiederum auf die sehon
vorher gefundene Zerlegung der allgemeinen Wellenfliiche fiihrt; oder durch
55 = Ogg
(an — 2u) (a5 — au) — (au + an) =0
(48) (am — au) (2 + an)’ + (a5 — au) (G + @0)* — 2 (2 + ) (2 + a3,) (ﬂm + a,) =0.
Die letzte Gleichung kann noch in etwas anderer Form geschrieben werden. Betrachtet
man nimlich ihre linke Seite als quadratische Form der beiden Grissen ag + ay, ax + g,
80 zeigt die vorhergehende Gleichung das Verschwinden der Determinante dieser biniren Form
an. Die linke Seite von (4a) ist daher ein vollstindiges Quadrat, und man kann schreiben:
(4b) (2 — 6u) (2 + a0) — (a5 — au) (a0 + auf = 0.
Bezeichnet man wieder den gemeinsamen Werth von ay und ag mit ay, so erhalten die
Coefficienten « 8 y ete. die Werthe:

e = ay B=r=ay
o = dgg By b= ay an = G dx
oy = dy + ay fs = aw + an s =t + ap

&y = Gp (a’? + “‘3)
B = amay + a:q_ (am"‘ ay )
rs = ay ap + ag, — (ay + ay)’,
und die allgemeine Wellenfliche zerfillt in das Rotations-Ellipsoid
(© ag 4 + au (u, + w) — ) =0
und die Fliche vierter Klasse
(d) g (o 5 + an 4, + anu)) + ay (an + ag) ©} o0 + [omay + ap, — (an+ a,)] o) o]
+ [ﬁuan"‘ “:n—*(am+ “12)’] “n' “: —[(ay+ “l!) ”: + (ﬂw"' %)“: + (“m + “3:)‘”':]“: +ﬂ': =0.
Aus der Bedingungsgleichung (4b) oder (4a) (in welchen noch ag durch @y zu ersetzen
ist) kann man sich die Constante a,, aus der vorhergehenden die Constante ay als Function
der iibrigen bestimmt denken. Unter den sechs Constanten ay ay, ay @y ay @, der Fliche (d)
besteht also alsdann keine Relation mehr.
Die beiden bisher betrachteten Zerlegungsarten der allgemeinen Wellenfliche gehen in ein-
ander fiber, wenn man zu der ersten Gruppe von Bedingungsgleichungen (p. 7) die Gleichung

(221 — @) (219 — o) — (a0 + as)’ = 0,



zu der zweiten die Gleichung
Ay = Ay

hinzanimmt. Denn alsdann werden die Bedingungsgleichungen beider Gruppen dieselben, das
Rotationsellipsoid (¢) wird zur Kugel (a), und die Coefficienten von «} « in den Gleichungen
(b) und (d) werden identisch. — Betrachtet man die letzteren Gleichungen nur der Form nach,
ohne Riicksicht auf ihren Zusammenhang wmit den Gleichungen (a) und (c), sowie mit den Be-
dingungsgleichungen, so stellt sich (d) als Specialfall von (b) dar, insofern nimlich (b) in (d)
vermige der Gleichung

(aﬂ_auo) (aﬁ_ aw)_ (au\"' ag) =
iibergeht.

Die Symmetrie des a. v. 5. erhaltenen Resultats in Bezug auf die Constanten ay, und ag
lasst erkennen, dass das Werthsystem (III, 1; IIL 2; II, 3) der Tabelle (p. 6) zu genau den-
selben Gleichungen fiihren wird. Und ferner ist aus dem symmetrischen Bau der Gleichungen
4 bis 16 zu schliessen, dass die Combinationen

(I, 1; IL2; I, 3) und (11, 1; III, 2; 1I0, 8),
(I, 1; 1, 2; I0, 3) und (I, 1; II, 2; IIL 3)
Zerlegungen der allgemeinen Wellenfliiche liefern miissen, welche, nebst den zugehirigen Bedin-
gungsgleichungen, aus der zuletzt erhaltenen durch eyklische Permutation der Indices 1 2 3;
456 in den Constanten, sowie der Indices 123 in den Variabeln « hervorgehen. So erhilt
man im ersten Fall die Bedingungsgleichungen
= ay [= ag
(ag — ag) (o — ag5) — (az + 531)3 =0
(am — a55) (@ + anf — (an — ay) (g + @)’ =10
und die Zerlegung
(e i 14, + g () + w)) — u) =0
() agy (g 16} 4 gn % + agyul) + [an ag+ at,— (a0t )] v, v} + ap (an+ ay) ¥ w;
+ [ay an+ a2, — (o0 + @] 16— [(aw + @) ] + (aw+ am)w, + (aw + ax) 3] o] + 2 = 0
im zweiten Fall werden die Bedingungsgleichungen
yy = g [= an
(@ — ) (@ — aw) — (2 + @l = 0
(ay — ag) (2 + @) — (@ — ag) (G + @5)' = 0,
und die Gleichung der allgemeinen Wellenfliche zerfillt in
() ) + ag (1 + ;) —w; =0
(h) ay (@ ¥ + an ¥ + an w)) + [an @ + al,— (aa + anf] o %,
+ [ag o+ @, — (ap + )’ 15 u} + an (@ + az) ]
— (a0 + au) o + (o + ) ] + (a0 + am) 3] 0] + 1 = 0.
Die drei Zerlegungen (¢) und (d), (¢) und (f), (g) und (h) der allgemeinen Wellenfliche gehen
also ans einander einfach durch Vertauschung der Symmetrieaxen hervor.
Es werde jotzt das Werthsystem (I, 1; 1I, 2; II, 3) der zweiten Gruppe be;.raahtet.
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Fiir dieses ergibt sich
@ = an 0y + (%—‘Gus) (“ﬂs*a«} + ay ag — (ay + an)’
By = ag ag — (ay — dg) (a5 — au) + a};— (a5 + ay)
Y2 = Gy s + Gg 0y — (ﬂw + ali)’s
und die Bedingungsgleichungen werden

5. (ay — ay) [(au — az) (a5 — an) — (ay + a)'] =0

6. (oy— as) (s — au) (06 — @) =0

7. (an— am) [(a:s — an) (a5 — au) — (o5 + @)l = 0

B, (an — g) (24— @x) (24— 25) =0

9. (au— aw) (0 + anf =0

10. (ag — au) (ag + an) =0
4. (ay — amw) (ay — 0ss) (s — 0u) + (0 — @) [(2s — ay,) (05 — au) — (ay + a,)*)
+ (a3 — au) (o + 819) — 2 (o4 + a35) (ag + ay) (0 + ay) = 0.
Wie man bemerkt, kann diesen Gleichungen am einfachsten durch die drei unabhiingigen
Relationen
Ay = Oy ag + ay =0, ag + ay = 0
geniigt werden; dann wiirden indess einige der a,, megative Werthe erhalten. Wird demnach
die Voraussetzung beibehalten, dass diese Constanten wesentlich positiv sind, so muss man zar
Befriedigung der obigen 7 Gleichungen die vier unabhingigen annehmen:
ay = Gy = Gy = Gy [= ap
(4 "') (am — ap) (g + a5 + (ag — aw) (2w + an) — 2 (ap + as) (g + a3,) (an + ﬂ:z) =0,
und die allgemeine Wellenfliche zerfillt alsdann in die Kugel
(k) o (4] + ) + ) —w, =0
und die Flache vierter Klasse
1) an () + amtsy + asnt}) + [amag + a5, — (aw+ an)u; 1} + [ am + a g, — (a0 + a5)"] 0]
+ [an aw + 2, — (a0 + aw)'] @) u] — [2a0 %] + (a0 + a) v} + (2w + an}ui]w + u; = 0.

Genau dasselbe Resultat erhilt man, wenn man anstatt des eben betrachteten Werth-
systems der zweiten Gruppe irgend eines der drei fibrigen nimmt, in welchen auch & = a,, ist.
Und die Zerlegungen der allgemeinen Wellenfliche, welche den zweimal vier sonstigen Werthe-
Combinationen dieser Gruppe entsprechen, ergeben sich, nebst den zugehdrigen Bedingungsglei-
chungen, durch cyklische Permatation der Indices 1 2 3 in den Constanten a,; und den Variabeln u;;
d. h. wiedernm durch Vertauschung der Symmetrieaxen.

Man iiberzeugt sich auf dieselbe Weise wie vorher, dass unter Voraussetzung positiver
Constanten finf unabhingige Gleichungen erfiilllt sein miissen, um die Bedingungsgleichungen,
welche sich bei Annahme von Werthsystemen der dritten Gruppe herausstellen, zu befriedigen;
und zwar sind diese Gleichungen fiir die beiden Werthsysteme (II, 1; L 2; I, 3) und (I, 1;
I, 2; 1, 3) der Tabelle die folgenden:

i = O = Gy = 0y = 0 [= G
(44) (au — aw) (0 + az) — 2 (am + on) (20 + au) = 0,
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withrend die beiden Flichengleichungen werden
(m) ap (u, +uwl +uy))—ul =0
(@ (g + aguy + a0 u) + [2a5,— (aw+ an)’] 1] 1] + [an a0+ a5, — (o + ay )] ug )
+ [on o + @l — (o + ap)'] 0] 0] — [(aw + a) #] + 2dg (o] + )] 0] + u{ = 0.

Fir die zweimal zwei anderen Combinationen dieser Gruppe erbilt man die Bedingunge-
gleichungen, sowie die Gleichungen der Flichen zweiter und vierter Klasse durch eyklische Ver-
tauschung der Indices 1 2 3.

Die beiden zuletzt betrachteten, der zweiten und dritten Gruppe von Werthsystemen
(e fy....) entsprechenden Zerlegungen der allgemeinen Wellenfliche kinnen als besondere nicht
betrachtet werden, sind vielmehr nur Specialfille der ersten (p. 7). In der That sind die
Flachengleichungen (k) und (m) von vornherein mit (a) identisch; und die Flichengleichungen (1)
und (n), sowie die Bedingungsgleichungen (4c) und (4d) gehen aus (b) und (4) hervor, wenn
man in ihnen

@y = gy
resp.
a5y = Gy = G
setzt. — Jedoch erfordert die vierte Gruppe, welche nur aus dem einen Werthsystem (I, 1;
I, 2; I, 3) besteht, noch eine specielle Discussion.

Fiir dieses Werthsystem wird

0’:=ama$+ﬂu(ﬁu+ﬂ:ﬁ+ ﬂﬂ;_%_’ﬂm)""(au+%)n

fa = agay + ag (ay + ag + ag — azg — ay) — (a5 + a3)*

Fe = ay gy + %&(aﬁu"' g+ g — ay _""-"ns)'_' (ﬂsa“‘ an)
und die Gleichungen 4 bis 10 erhalten die Form

5. (am — as) [(0n — aw) (35 — @) — (6 + az)’] = 0

(am — @) [(an — au) (2 — @) — (au + anf'] = 0

(ay — ag) [(ass — a) (an — ag) — (4 + a5, )] = 0

(55 — ) [(ass— ag) (on — aw) — (@ + 2] = 0

(22 — a4 [(ay — ) (o — @) — (g + auf] = O

(ay — i) [(au — o) (an — ag) — (4 + au)'] = 0

By — ) (tm — aee) (a3 — i) + (an — as) (0 — au) (95 — ac)
— 2 (au + aw) (a5 + @) (0 + a)) = 0.

FoEEmae®

Die einfachste Art, diesen Gleichungen zu geniigen, und zugleich die einzige, welche
simmtliche Constanten positiv liefert, besteht in dem Nullsetzen der zweiten Factoren von
(5 bis 10) und Hinzunahme der Gleichung 4. Man erhalt daber folgende vier unabhiingige Glei-
chungen:

(1) (an — au) (2 — au) — (3 + ag) =0
(@) (em — o) (ay — ag) — (a5 + ay)’ =0
(3) (au — o) (an — ) — (@ + an) =
(4) (o0 — as) (22 — aes) (s — ay) + (ay — ) (@ — ay) (8 — ass)
— 2 (@t aw) (6 + an) (e + an) = 0.
2&
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Die letzte Relation kann mit Hillfe der drei ersten moch vereinfacht werden. Bringt man
nimlich in den vier Gleichungen die Glieder, welche a, —+ am, as—+ ay, @+ a; enthalten,
auf die rechten Seiten und zieht das Product der Gleichungen (1), (2), (3) von dem Quadrat
von (4) ab, so kommt:

(D (au - “sﬁ) (“s-: - aﬂﬁ) (“:s - “'u) - (‘3\1 - “ﬁﬂ) (ﬂﬂ - “ﬂ) (ﬂm —_ aas) =0.
Unter Berticksichtigung dieser Bedingungen erbilt man fiir die allgemeine Wellenfliche
eine Zerlegung in das dreiaxige Ellipsoid
(») f‘n":+an“:+'7m“;_“:=0
und die Fliche vierter Klasse

(Q) g s )~ g 0y 15—+ Qg g0ty —+ g (g5~ tge) 1) 9y — g (A —tetyy) ) 1) 4 g (g~ ag) ) w0}
— [(ags + aw) 1) + (oo 4 ay) w; + (ay ~+ ag) u)] 1) 42} =0,
Dabei besteht unter den Constanten a,, ayy ay ay ag a5, wenn man sich ay ay a, aus
(1), (2), (3) bestimmt denkt, noch die Relation (4).
Da man identisch hat:

Qs Gog U} —+ gy gy 0y~ Gy Gys 23—+ Gy (@g—+ ags) 16} 103 - s (o —+ @3) ] 47—+ gy (B4 = tgs) 42 20)
= (50 Gos ¥, = eg as 1)~ @y 5 ) () =+ ) 143,
8o lasst sich die zweite Gleichung anch sehreiben:
(C)] ('“: “+ 16y 4= 20} (ass ags “r b g g 4y — Gy g “:)
— [lass ~+ atga) o] - (ag —+ @) ?‘: —+ (ay —+ ag) w;] ?‘: + ‘“: =0.
Dies ist die Gleichung der Fresmel'schen Wellenfliiche.
Soll das Ellipsoid (p) speciell in eine Kugel iibergehen, so miissen ausser den vorge-
pannten Bedingungsgleichungen noch die beiden Gleichungen

apy = 0y = 0y
bestehen, welche jedoch die Relation (4) identisch erfillen. Es existiren daher fiir diesen Fall
fiinf Relationen unter den neun Constanten der allgemeinen Wellenfliche, sodass vier Constanten,
nimlich der Radius der Kugel und die drei wesentlichen Constanten der Fresnel'schen Wellen-
fliche, unbestimmt bleiben.

Die im Vorhergehenden erhaltenen Resultate ergeben zusammengefasst Folgendes: Damit
die allgemeine Wellenfliche in eine Fliche zweiten Grades und eine Flache vierter
Klasse zerfalle, miissen unter den neun Constanten mindestens drei Bedingungs-
gleichungen bestehen. Die beiden Theile der Fliche sind alsdann entweder eine
Kugel (a) und eine Fliche vierter Klasse (b), oder ein Rotations-Eilipsoid (c), (e), (g)
und eine andere Fliche vierter Klasse (d), (f), (h). Soll die allgemeine Wellenfliche
speciell in eine Kugel und die Fresnel'sche Fliche zerfallen, so bestehen fiinf
Bedingungsgleichungen.

3.

In der Cauchy’schen Elasticitits-Theorie enthalten die Differentialgleichungen finr den hier
betrachteten Fall, dass drei auf einander semkrechte Elasticititsaxen vorhanden sind, ebenfalls
nenn Constanten; jedoch ist die Gruppirung derselben eine andere als in der Theorie des



Herrn Kirchhoff. Bezeichnet man die im 5. Bande der Exercices de Mathématiques auftreten-

den Constanten

L MNPQRGHI
resp. durch

Gy On dy Gy Am dg dy Gy dGy,
so hat die Gleichung der allgemeinen (Cauchy’schen) Wellenfliche die Form:

[(etsy ~+ atog) 1} =+ (s 4 ) 25 ~+ (s - aaa) 2] — 671 + (00 + @) ) + (72 =+ 2a1) 47
+ (as —+ aw) w; — ]+ [(ag —+ az) v 4 (ay + ay) ) + (2 + aw) u; — u;]
— daj, uy 4 [(ay —+ aw) 4] 4 (a5 ag) 4] + (a5 + ag) ] — u}]
— dal, vy w [(te 4 ag) u) 4 (a5 + aa) wl -+ (24 + a) ) — ul]
— dag, w] w3 [(ag + an) &' + (e ~+ a3) wi + (2 + @) ] — ]]

2 E] 1 2
4 10 ay a5 agg ) wy u; = 0.

Fiir den Fall, dass

gy = agy == a;y =0

ist, finden sich a. a. 0. (p. 54 i) die Bedingungsgleichungen dafiir, dass ein Zerfallen dieser
Fliche in zwei Flichen niedrigerer Klasse eintritt. Es sind die folgenden:

M (an — ay) (ag — ay) — 4al, =0
(&) (a3 — ags) (0 — ag) — da’, =0
(3) (an — ) (0 — a5e) — da}, =0
@ (a0 — ass) (az — ags) (a5 — ) — (@ — ags) (a2 — ay) (@ — ) = 0.

Sind dieselben erfiillt, so zerfallt die allgemeine Wellenfliche in das Ellipsoid
ay )+ anu, + aguy — u; =0

und die Fliche 4. Klasse
(i 00]) (s 2oty —+ ottty s 03} — [(ass-age) ey + (et au) s+ (aut-az) ] ui+-u, =0,

Es scheint von Cauchy nicht bemerkt worden zu sein, dass die letztere Gleichung, welche
allerdings der Form nach die Fresnel'sche Wellenfliche darstellt, unter Voraussetzung der obigen
Bedingungsgleichungen noch weiter reducibel ist. In der That zeigt es sich, dass die Bedingungs-
_gleichungen, welche unter den Constanten bestehen, wenn in dem elastischen Medium die Elasti-
citdt nach allen Richtungen um eine beliebige, zu einer der Axen parallele Gerade dieselbe ist,
und welche ein Zerfallen der allgemeinen Wellenfliche in drei Flichen zweiten Grades bewirken,
zur Erfillung der obigen Relationen (1), (2), (3), (4) nicht nur hinreichend, sondern auch noth-
wendig sind. Entnimmt man nimlich aus den drei ersten Gleichungen die Werthe der Producte
g tyqy gy tiyyy Gy Gy Und setzt dieselben in die letzte Gleichung ein, so verschwinden die Coeffi-
cienten von ay;, s, 4 identisch, und es resultirt die Gleichung

a, a4y O
Ty G5 ay |=0,
1 1 1

oder

(a5 — @) (s — ) (@4 — ms) =0,
welche anzeigt, dass jedenfalls zwei der drei Constanten 4., s, @ einander gleich sein miissen.
Nimmt man beispielsweise

(8 au = ay
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und setzt dies in die Bedingungsgleichungen (1), (2), (3) ein, so erhalt man durch Subtraction
der ersten von der zweiten
(o — an) (2 — ay) = 0.
Wollte man diese Gleichung durch

Uz == agg
befriedigen, so erhielte man aus (1) oder (2)
g = 0;
wird jedoch dieser Werth ausgeschlossen, so ist es nur gestattet,
(6) Gy = dan
zu nehmen. Alsdann ergibt die Gleichung (3)
- LT
O] P Bag,
und die erste (oder zweite) Gleichung geht iiber in
(6] (0 — ag) (Bag — a) — day, =0,
woraus
_ a5 + g
o = 30 Sap — ay ’

Die Gleichungen (5), (6), (7), (8) stimmen aber genau mit denjenigen iberein, welche Cauchy
(a. a. 0. p. 26, 44) bei Betrachtung des Falles aufgestellt hat, dass die Elasticitit des Mediums
in Bezug auf eine beliebige, der = - Axe parallele Axe sich symmetrisch verhilt.

Specialisirt man die Constanten in den Gleichungen des Ellipsoids und der Flache vierter
Klasse in der durch die Gleichungen (5) bis (8) bedingten Weise, so erhilt man fir das Ellipsoid
die Rotationsfliche
g —+ @y
Bag— ag
und die Fliche vierter Klasse zerfallt in die Kugel

o (4] 4+ g +u)) —ul =0

3 ag (u] + ul) + Bag

Wb — ul =0,

und des Rotationsellipsoid
g, (] 4 u)) + agu; — ul = 0.
Damit ist die oben aufgestellte Behauptung erwiesen.

Wollte man in der Gleichung der allgemeinen (Cauchy’schen) Wellenflache die Constanten
@y Gz @y von Null verschieden annehmen und dann untersuchen, unter welchen Bedingungen die
Flache zerfallt, so wiirde man, wie eine leichte Rechnung zeigt, wiederum die Gleichungen (1)
bis (4) erhalten, in welchen also die Constanten ag, @y, 6y gar nicht vorkommen. Die Glei-
chung der allgemeinen Wellenfliche zerfiele alsdann in die beiden folgenden:
(au + ) u + (an + ay) u, =+ (2 + G} ] — w] =0
(365 + ) (@ + am) 1 ~+ (0 + 0a) (aus + ) + (@ + @) (o + aw)
-+ [(% -+ “:1) (ass -+ “u) —+ (@ + aw) (aw + a)] “: ”:
+ [(ass + 1) (20 + a2) + (2w 4 a3)) (o + )] ] o}
~+ [{ae + as) (a4 + ax) + (o + an) (ag + aw)] u) u}
— [(ass + as + 2an) 4] + (2 + au + 2a5) u; + (6y + a5 + 2ay) u)] w] + ut = 0.
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Die Bedingungen (1), (2), (3), (4) fibren wieder zu den Relationen (5), (6), (7), (8);
und specialisirt man die Constanten in den beiden Flichengleichungen diesen Bedingungen ge-
miass, so zerlegt sich die Gleichung vierten Grades in zwei vom zweiten Grade, und die allge-
meine Wellenfliche zerfallt in die drei Ellipsoide:

(3o + aa) 1 + (Baw + o) ] + (om0 g )220

Bag — 0y L
(s =+ az) ;4 (a5 + ag) “:+(ﬂss+“m)":—“:=0
(26 + ag) 1] + (as ~+ a) ] 4 (3 + a) ) — ] =0,

Aus dem Vorstehenden ergibt sich: Unter Zugrundelegung der Cauchy’schen Elasticitats-
Theorie ist man nicht im Stande, die auftretenden Constanten so zu bestimmen, dass die allge-
meine Wellenfliche in ein Ellipsoid (resp. eine Kugel) und die Fresnel'sche Wellenfliche zerfallt;
dugegen ist in der Theorie des Herrn Kirchhoff eine solche Specialisirung moglich.

4.

Wir kehren jetzt zur Betrachtung der nicht zerfallenden allgemeinen Wellenfliche, deren

Gleichung (p. 4) zar Abkiirzung mit

([) F(":) ":a “:) “:)=0
bezeichnet werden mdge, zuriick. Setzt man in dieser Gleichung nach einander

w=0, =0, wu=0,
so erhdlt man die Gleichungen der, der Wellenfliche umschrichenen Cylinderflichen, welche auf
den drei Coordinaten-Ebenen senkrecht stehen. Es lisst sich zeigen, dass die Curven, in welchen
diese Cylinder die Coordinaten-Ebenen schneiden, auf der Wellenfliche W selbst liegen. In der
That wiirde man z. B. die Gleichung des Tangentialeylinders 7T, fiir welchen u, — O ist, in
homogenen Punktcoordinaten z, durch Elimination von w, w;, %, aus den Gleichungen
FO=F O u} o, w)) =0

und
1%
2 du, =
erhalten; und die so gewonnene Gleichung stellt alsdann, da man noch die Gleichung 2, = 0
hinzudenken kann, zugleich die Curve C, dar, in welcher der Cylinder die Coordinaten - Ebene
(2, @) schueidet. Andererseits erhdlt man die Gleichung des Schnittes von W mit dieser Ebene,
indem man in der Gleichung von W in Punkteoordinaten, welche sich durch Elimination von
) Uy ug u, AUS

m F=0
1 8F
2 Ou, = %

P (x=2,3,4)

und

(x=1,2,3,4)

ergibt, & = O setzt; oder, was auf dasselbe hinauskommt, indem man w, . ..., aus

1 8F . 1 BF

F=0, 3 Bu, ' 2 Bu, = (=234

eliminirt,



- _1_6....

Die Function F enthdlt nur Potenzen der Verinderlichen, deren Exponent = 2 ist; ibr

. " . a .
Differentialquotient Bf verschwindet daher fir «, — 0. Mithin ergibt sich mindestens ein
1

Theil des Schnittes von W mit der (2, 2,) - Ebene durch Elimination von w,, u;, w, aus
F(U=01 ? -5-;-—:33( (x=2, 3,4);
x
d. h. mindestens ein Theil dieses Schnittes wird durch die Curve ¢ gebildet, oder, wit anderen
Worten, die Curve C, liegt auf der Wellenfliiche.

In derselben Art lisst sich die Behauptung von den Curven C, und (), beweisen, in
welehen die auf den anderen Coordinaten-Ebenen senkrechten Tangentialeylinder T,, T, der all-
gemeinen Wellenfliche jene Ebenen schneiden. Diese Curven €, C,, C, sollen im Folgenden als
pHauptschnitte“ der allgemeinen Wellenfliche bezeichnet werden. Die Gleichungen der Cylinder
T, T,, T, sind

FU=F(, u, o, ©)=0
FO=F@, 0, o, u)=0
Fm}—-—F(“fa u, 0, W) =0;
und da es gestattet ist, beispielsweise %, —:i als Liniencoordinaten in der Ebene (2, 2,) auf-
4 4
zufassen, so kann man sagen, dass die Hauptschnitte C,, C;, C; in ihren Ebenen durch eben-
dieselben Gleichungen reprisentirt werden.

Der Anblick der Gleichung 7 = ( zeigt, dass der Hauptschnitt €, in zwei getrennte

Curven zerfillt, nimlich den Kegelschnitt
O\ =aguy+ agus—u, =0
uud die Curve vierter Klasse
Fi = (am vy + ] — ) (auu] + auy — 4)) — (au—+ an) wiu; = 0.
Ebenso zerfallen die beiden anderen Hauptschuitte in die Curven
C',_:_-a“u_:+a“u:7u:=0
fiE(%":“‘“n": — ) (s u) =+ a1 — u]) — (2 =+ a5,) 0y 0] =10
respective
C = agu} 4 ayuy —u, =0
F= (o) + ag 1y — ) (a 8] + am 1y — 4)) — (a5 + an)f uj u; = 0.
Man erhilt ihre Gleichungen aus C, und f; durch eyklische Permutation der Indices (1 2 3) und
(45 ) sowol in den Constanten a,; als in den Variabeln w, u; u,

Das Polynom f, kann als terndre quadratische Form der drei Verinderlichen u; ) u]
aufgefasst werden. Dieselbe ist das Produet zweier linearen Formen, wenn ihre Discriminante
verschwindet. Man erhalt demnach als Bedingung dafir, dass die Curve 4. Klasse 7, in zwei

Kegelschnitte zerfalle:
2an au, aﬂ%"“‘:a —-(a“+aﬂ)g, ayn + ay
an ag + al, — (ay + ax)’, 2ay ay, g + au | =0
Oy —+ tuy ag + au, 2



(2 + a)? [(an — au) (an — ou) — (au + an)'] =0.
Da nun a, + a5 nicht = O sein kann (die Constanten sollten positiv sein), so muss,
wenn £, reducibel sein soll, der zweite Factor verschwinden. Alsdann zerfillt /, in den Kreis
Y=oy (s, + ) —w =0
und die Ellipse
= apu;+ aguy —u; =0,
Analoges ergibt sich fiir die Curven f; und fs
Es werde nun bleibend gesetzt
(tn — au) (a2 — aw) — (@i + anf = py,
und analog
(ag — ag) (@y — ag) — (as + a)? = pa
(o — ag) (am — ag) — (95 + apf' = ps.

Alsdann erhilt man als Bedingungen dafiir, dass die Hauptschnitte der allgemeinen Wellen-

flache durch je einen Kreis und zwei Ellipsen reprisentirt sind, die Gleichungen
Pl=0, pa=0, ps=0.

Dieselben sind identisch mit den drei ersten der vier Relationen (p. 11), welche ein Zer-
fallen der allzemeinen Wellenfliche in ein Ellipsoid und die Fresnel'sche Fliche herbeifiihren.

Hat die Curve vierter Klasse f, Doppeltangenten, so miissen die Coordinaten derselben
den Gleichungen

3f _ 84 4
Buy 0 Buy =0 B u, =0
gleichzeitig geniigen. Man setze nun
v = (=1,2,34;
alsdann nehmen diese drei Gleichungen die Form an
Bfu 3ﬂ - 3f _
g a =0 Uy 3 [T =0,

Da jede der Gleichungen durch Nullsetzen eines Factors befriedigt werden kann, so zer-
fallt dies Gleichungssystem, wenn man von dem nicht mitzihlenden System w, = uy=1u, =0
von vornherein absieht, in sieben andere Systeme. Wollte man nun zundchst

84
0, 2T, = =0
setzen, wo 4, w, v die Zablen 2, 3, 4 in irgend einer Reihenfolge bedeuten, so wiirde man ein-
mal wiederum w, = O erhalten, in den beiden anderen Fillen aber wiirde sich eine der Con-
stanten ¢wm, as, au gleich Null ergeben. Diese Fille sind, da die Constanten positiv angenommen
werden, nicht weiter zu beriicksichtigen. Setzt man ferner

[} B
ta =0, a{i:’j’ a{:l =0 )

_0%

=0, wu,=

so erhilt man die Bedingungsgleichung
(a) Gy == Gy,



und ebenso aus

w=0, g = 3m, —
die Gleichung
() Qg = Gy
Weiter ergibt sich als Bedingung fiir das gleichzeitige Bestehen von
i) d
wmo, im0, Ui

die Gleichung
© ay, (am — 8y} + 2 py 0y (o + ax) + p1 = 0,
welche sich auf
gy gy — ay, =0
zurlickfihren ldsst.

Sollen endlich die Gleichungen
_‘?f.'. p—" 85 - )

. =0

an, = B, ol

zusammen erfillt sein, d. h. die Discriminante von f, verschwinden, so muss, wie oben gefunden,
unter den Constanten die Relation

(d) n=0
stattfinden, und #, zerfillt in den Kreis 1, und die Ellipse .

Da Analoges fir die Curven f; und f; gilt, so ergibt sich: Die Curven vierter Klasse,
welche zusammen mit den Ellipsen ¢,, ¢y, ¢ die Hauptschnitte der allgemeinen Wellenfliche
bilden, besitzen im Allgemeinen keine Doppeltangenten. Solche existiren vielmehr nur dann,
wenn unter den Constanten eine der Relationen (a), (b), (c), (d) oder derjenigen besteht, welche
aus diesen durch cyklische Permutation der Indices hervorgehen.

b.

Es mogen jetzt die singuliren Tangentialebenen der allgemeinen Wellenfliche auf-
gesucht werden. Sind solche vorhanden, so geniigen ihre Coordinaten den Gleichungen

OF
Bu;=0
oder (f=1, 2,3, 4)
_3F_u
l('al]‘— .

Dieses System von vier Gleichungen zerfillt, wenn man wiederum absieht von
Uy == Uy = Uy =ty = ()
und dem System

i)
[]

ol

|

Uy =y =y =0, =0,

=
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welchem ebenfalls nur durch «, = 0 geniigt werden kann, in vierzehn Gleichungssysteme, welche
in sechs verschiedene Gruppen zu vertheilen sind. Bedeuten x, A,  die Zahlen 1, 2, 3 in
irgend einer Reihenfolge, so sind jeme Gleichungssysteme die folgenden:

B F dF .
)] uy =10 =0 8——U-,;=0 rm:o (drei)
dF ar aF "
I w, =10 1A =0 _EDTF_O 'ﬁ"ﬁ:=0 (drei)
oF _ 8F _ dF . OF _ .
1)) 370 37,=° s =° ag =" (eines)
1v) w=0 w=0 =0 L _o (drei)
. x : 8T,
: dF oF .
V) =10 w, =0 a—U‘=O 3—[]“=0 (drei)
_ . B®F __ OF __ B®F _ )
i) w,=0 BU,_O BU,AO BU,_O (eines).

Die Ebenen der Gruppe I stehen auf einer Coordinatenaxe, die der Gruppe I auf einer
Coordinatenebene senkrecht, wihrend die der Gruppe III in den von den Coordinatenebenen ge-
bildeten Fachriumen liegen. Die Ebenen der Gruppen IV, V, VI gehen durch den Anfangspunkt
der Coordinaten.

Es werde zunichst das System der ersten Gruppe

BF_, 0F _,

at, al,

betrachtet. So lange die Constanten « von einander unabhingig sind, lassen sich diese Glei-
chungen durch kein Werthsystem (w, u, 4, u,) befriedigen. Jedoch ist klar, dass diese Muglich-
keit unter der Bedingung

w =0 u;, =10

(a) gy == My
eintritt, welche auf p. 17 erhalten wurde. Denn die Substitution », =0 in
3F aF
3T, =0, w7 A =0
liefert

3gf) _ o Blef) _
ot =0 oy =0

In diesem Fall wiirde man erhalten

“, 1

*, y
d. h. es existiren alsdann zwei singulare Tangentialebenen, und zwar gehen sie durch Doppel-
tangenten der Hauptschnittscurven f, hindurch.

Ansser der Bedingung («) ergibt die Resultante der drei betrachteten Gleichungen
(a4 — aw) (4 — as)’ (a5 — @) =0

H

noch die Relationen
Gy =g oder ay = ay
g%
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als mogliche Bedingungen fiir die Existenz singulirer Tangentialebenen. — Die Resultanten der
beiden anderen Gleichungssysteme der ersten Gruppe werden
(g — as) (ay — aes) (8 — ) =0
(s — 2)? (an — au ) (am — ae)' =0.
Man erkennt demnach, dass singulire Tangentialebenen, welche der ersten Gruppé zuge-
héren, nur dann vorhanden sind, wenn gewisse unter den Constanten einander gleich werden.
Wir betrachten zweitens das Gleichungssystem
aF o F o F

oder

Dieses System ist zu erfillen entweder durch
fi=0 = 0

8fl af 8f

8g, " a{r, =0 atfr, =0
(wobei die Gleichung f; = O von selbst befriedigt wird). Die letzteren drei Gleichungen sind,
wie oben gezeigt, nur dann mit einander vereinbar, wepn die Curve vierter Klasse #, in zwei
Kegelschnitte zerfallt. Dagegen ergibt die erste Annabme (und die analogen fiic die beiden an-
deren Gleichungssysteme dieser Gruppe) den Satz:

oder durch

Die Ebenen, welche in den gemeinsamen Tangenten je zweier zusammen-
gehiriger Hauptschnittseurven auf den Hauptebenen senkrecht stehen, sind sin-
gulare Tangentialebenen der Wellenfliche.

Es ist jetzt ferner zn untersuchen, ob die Gleichungen III)

f—‘é’i:o G=1,2,34)
durch ein gemeinsames Werthsystem der Variabeln U,,... U, befriedigt werden konnen; oder,
was dasselbe ist, ob die Discriminante . der quaterniren cubischen Form F (U, U, U;, U))
identisch verschwindet. Die vier homogenen Gleichungen, aus welchen die vier Verfinderlichen
zu eliminiren sind, sind hier simmtlich quadratisch; und dieser Fall ist bekanmtlich einer der-
jenigen, in welchen die Resultante, von fremden Factoren frei, mittelst der dialytischen Methode
in Form einer Determinante dargestellt werden kann. Man multiplicirt zu diesem Zweck jede
der vier urspriinglichen Gleichungen wit U,, U,, Ui, U,, bildet ferner die Functivnaldetermi-
nante der vier Gleichungen und setzt deren partielle Ableitungen nach den Verinderlichen gleich
Null; auf diese Weise erhilt man 20 Gleichungen 3. Grades, welche zur Elimination der 20 Po-
tenzen und Potenzproducte U;, U U;, U3 UG, . . o vvvvn .t U; hinreichend sind. Dieser
‘Weg zur Herstellung der Discriminante o soll hier gewihlt werden.



Es sei zur Abkirzung gesetzt
F=o U +eaUi+e U,
+B U G+/H T U+ 0 U+ a U B+ UL U8, UL U,
+r UL+ U+ +6 U+ +aly U+ U L)L
+EUH+LGLHLU) Ul+q U,
sodass

ﬂl_aitauau

i == 0 0 Ayt O By By~ e @}, — G (A —+ an)"

B = an g a5+ gz ay ag + o @], — a5 (3u + o)

¥ = 0y an 0+ 20, 0y 0~ ay ], + ana;, + ag a,, — oy (ay - an) — ay (0 -+ ay)’

— ag (ay =+ an)' + 2 (ay + ax) (a4 ag,) (2 + a1a)

Oy = == (55 ags - age @y —+ ay; )
§ = — [auaﬁ+anau+m,,nu+u,aaﬁ+aﬂnm+a:, — (eu+ an)]
L = ay + g+ ay
g =1
whahrend

@y Oy, Ba Bs, Bs Bes d, 4, £ £3, L

aus
oy By By dy, fiy &

durch cyklische Permatation der Tndices (12 3) und (4 56) hervorgehen. Alsdann erhalt die
Functionaldeterminante, welche in unserem Fall gleich der Hesse'schen Determinante von &

o F o F o R & F
80 BU,00, BU,O0, DUAL,
_oF ¥F _BF  ¥F
UL, ~BlT 0L, 3L6T,

H=| pp wF & F o F
bU,00, DL,00, B0 DBL,0T,
> F ®F »F o F

dL AU, vl dl, AU dY, av;
ist, den Ansdruck

|6»,U.+zp,u,+9p,(f,+sea,m. 28,0, 28T+ y Ui+ U, 200, + y Uy+28U,+ oU,. 24U+ slh+ 504240,
lw 28U, +28 05+ 3 Ui+ &l 280,460 428, 0,240, y Ui +28 0+ 280+ o0, Ui +24T3+ & T34+-24T,
200+ ¢ Ut 2alh+ ol y U+280+2800+ ol 26U+ 28 0 +8aUi+280,, o+ oUy+240+2040,"
200+ Ui+ oU+200, ali+26U+ ali+260, aU+ alU+240+260, 250, +260,+ 250+ 690,

=3 oy UF O UG
(x+htptr=4)

und es ergibt sich durch Ausfihrung der angegebenen Elimination 4 in Form einer Determi-
nante 20. Grades:



Sa, 2 % 2 B B By & ® 0 0 0 0 0 0 0 000
] 294, & o 0 0 0 0 0 0 0 0 0

A 2y &y da B L A 20 &
B r Y & B Bm L 28 & 2, 0 0 0 0 O o o 0 0 0
4 e e & & s % WO 0 0 0 0 0 0 0 00
fn Se 0O 2 0 0 28 24 0 B ¥ & fh L & 0 0 0 O
b o v o0 30 0 y & 0 B 25 W A h & 0 0 0o o0
0 g 0 0y 0 0 28 & 0 B 2 & Sa; Ly 26, 0 0 0 0
b 4 0 0 e 0 0 & W0 & & 2 o4 3 2O 0 0 0O
O 0 e 0 0 2@ 0 28 0 24 0 g 0 y 0 & pf & L 0
f=0 0 & 0 0y 0 28 0 & 0 3ap 0 28 0 24 f & L O
oo g 0 280y 0 & 0 g 0 28 0 & 3a 26 L 0
00 4 0O 0 & O g 0 2 0 4 0 & 0 25 4 25 3¢ O
D o0 0 3em 0 0 24 0 28 28 0 0 f 0 & y O f & §
Moo g 0D & 0 2y 0 0 3x 0 24 20,0 B & G
w0 g 00 5 0y 2 0 0 & 0 & 280 3e 24, §
"0 4 0 0 WO &5 & 0 0 & 0 2 5 0 & 24 B

o Mg Bt St 2t 2tam 2 2t 2ama 20 Ow G Gaon G Gue G Gum Gum G G
" F g 9

My 2 o Gyt e Gum G 2 20 apn Heoe $aain Sag 2ag0 200 201 Goum Tomr Gous o

Dlng @ 2asm tan G e g 28nm @un 20 @en 200 Gen Sdum Sous 28us 400 30w 20 G

Hap Gy e e Giae Cum Ciea @un 280 20 oo den 20mm Gun 3dne 2t e 26w Bauws 400

Die Discriminante .¢ ist vom Grade 32 in den Coefficienten von ¥, welche ihrerseits, als
Functionen der Constanten a,, betrachtet, bis zur 3. Dimension ansteigen. Auf eine wirkliche
Berechnung der fiir .7 aufgestellten Determinante fir allgemeine a,; ist daher von vormherein zu
verzichten: jedoch gemigt es, um Gber das Verschwinden oder Nichtverschwinden von o zu ent-
scheiden, divse Berechnung fir specielle Werthsysteme durchzufihren. Gelingt es, ein solches
Werthsystem zu finden, fir welches die Discriminante nicht verschwindet, so ist damit gezeigt,
tass sie im Allgemeinen nicht identisch Null ist. Es werde nun gesetzt:

=10 ag =2 ay =0
iy = O3 = @y = g = ayp = @z = 1.

Die Vergleichung dieses Werthsystems mit den im 2. Abschnitt aufgestellien Redueibilitits-
Bedingungen zeigt. dass fir dasselbe die allgemeine Wellenfliche nicht zerfall, Man erhilt als-

dann
@ =0 =1 =2 r=11
g =0 p=—3 &=0 fi=—3 =—25 =2
d=—2 d=-—13 &=—5 5=—4 =20 g=—>5
w=3 h=23 LH=4 7=—1,

woraus
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— 100, —A4T, 4T+ 110, —bT,, —10U+11U;—6 T, —4U—5UA+6U,
AT+ 11T, — 5T, 4T+ 60, —6 T, N U—6U,—4l,, —50,— 6040460,

= —100,+11U,—60;, 110,— 6U,—4U,, —6U—6U+12U,—10T], —4T,— 100480,
—4T,— bU+6T,, —50,—6T,—4T,+61, —4U,—10UA8T,,  6U+6T+8I—6T,
—10U0,—40,, —4U,— UG+11U+ U, —1U0,+30,—3U,+3U, —4U,—5U,+60,

—AT— O+ 11T+ T, 0 . BU—2U,—6 0,420, U+47,

Y 043030430,  60,—20,— 6020, —om, . 3U4T—U+ T,
—4U,— 50,81, U440, 30U+ Uy— U+ U, 6U+60,+8U,—6 T,

H=4 (1705 U} + 205 U, + 5569 U; + 1240 U’ U, — 2840 U} U,
— 460U, U, — 38200, O, +4888 U, L+ 1872 U, U, — 4848 T L T,
+ 1468 U3 U, U, + 1284 U U, U+ 1154 U} Uy —5226 U U — 666 U} U
— 2136 U; U, — 568 I} U, — 10452 U} U, + 156 U} U, U, + 7620 U} U, U,
— WU, LU+1100U, 0, U,—69% U U, U, — 7168 U U, U+ 1600 U, U, U, U,
+6I8 U U, +414 U, U+ 7286 U3 Uy + 1868 U, UL U, — 3992 U, U, U3
— 1156 G, 0, U +3T6 U, U2 — 64 U, U} — 1332 U, U, — 47 UD).
Nach vollstindiger Durchfihrung der Rechnung ergibt sich
A4 =28_3%. b*, T, 37,
Die Discriminante von F (U;, Ui, Ui, U,) verschwindet also nicht identisch, d. h. die
Gleichungen III) sind im Allgemeinen nicht mit einander vertriglich.

Wenden wir uns jetzt zu den Ebenen, welche durch den Anfangspunkt der Coordi
gehen, so finden wir, dass die Gleichungen der Gruppe IV:

u, =0 w =0 uy =10 =
nur daon erfillt werden kbnnen, wenn eine der Constanten as, ay, ass gleich Null ist. Ferner

erhalten wir als Bedingung fiir das gleichzeitige Bestehen der Gleichungen

aF o F
=0 =0 o =" L

der Gruppe V entweder die Relation (c) (p. 18) oder die folgende:
(0 @ — G ) (2 Cis — 3 ) + O O35 (B + 2}’ = 0.
Analoges ergibt sich fiir die anderen Gleichungssysteme dieser Gruppen. Sollen endlich
die Gleichungen
aF BF dF
8y, al, al,
gleichzeitig befriedigt werden, so muss die Discriminante .#, der ternfren cubischen Form
F(T, G, T, 0) =F,

1dentisch verschwinden. Auch diese Discriminante kann mit Hilfe der drei Ableitungen der
Hesse'schen Determi in Determi form dargestellt werden.

0 0

wy=10




Setzt man
A »F, o F,
507 308U, OU00
' F, »F, » F,
=330, Y Y/ X YA
»F, o F, o,

dU 80, 8y, 00, :Jig
Ga U+ 28,0 + 28Uy, 28,0 +28Uh+ v Uy, 28U+ y U+ 2810,
=280 +28 0+ y U 28U +6a, U +28 05 oy U +280,+ 280,
26,0+ r Ui+ 260, y U280+ 280, 28U+ 28,0, + 6oy T
=3 aq, U3 U; UF,

(e+-At-p=8)
so folgt
ey B .4 r 265 28,
B By B 28, r 28,
- Bs & 3ay 28, 28, 4
Baxn Lt By @iy Zax 2ayo
g Bapm Tna Zawm G 2a
- - B 2atgyg P ayy

Fiihrt man die Berechnung dieser Discriminante, welche in den Coefficienten von F vom
12. Grade ist, fir das auf p. 22 angenommene specielle Werthsystem der Constanten durch, so
ergibt sich zunfchst

Hy=10(—40 I? —63 U3 —30 U496 U U, — 2430, U2 — 136 U0, — W6 U, U2 —60 U2 T

+ 190 T, U2+ 855 U, U U),
und weiter

Ay =21, 3 6%, T 381,
d. b. , verschwindet im Allgemeinen nicht. — Es gehen mithin durch den Coordinaten-Anfangs-
punkt im Allgemeinen keine singuliren Tangentialebenen der Wellenfliche hindurch.

Es eriibrigt noch, die Coordinaten der singuliren Tangentialebenen, welche sich auf p. 20
ergeben haben, wirklich zu berechnen. Und zwar geniigt es, diese Berechnung wiederum nur
fiir diejenigen Ebenen anzustellen, welche auf einer bestimmten Coordinaten - Ebene senkrecht
sind. Setzt man

%1 = % =1ty %: = Ug,
g0 bezeichnen v,, v, v, micht-homogene Ebenencoordinaten, d. h. die reciproken Werthe der
Segmente, welche eine Ebene auf den drei Coordinatenaxen der =, @y, @, abschneidet. Fir die,
anf der (v; &) - Ebene senkrechten singuliren Tangentialebenen befriedigen diese Coordinaten die
Gleichungen
g v+ agvy—1=0
(m 02 + @ v2 — 1) (@ 0] + ag v; — 1) — (ay + agf v; v; =0,



von denen die erste vom zweiten, die zweite vom vierten Grade ist. Die Anzahl der betrachteten
Ebenen ist also gleich 8. Die zweite Gleichung lfsst sich auch in der Form schreiben:

[@a (o +2]) — 1] (Bmv] + ano] — 1) + pio; 0y = 0.
Liost man die beiden Gleichungen auf, so ergeben sich, wenn man setzt:

G'r= — (2au — a5) (an a5 — a3 de) + 0u 33 (9 — a0 + 05 — G) — A P
G = (2ay — ) (dm G — Cg3 Op) — Gy Agg (g — g~ s — Cos) — o Py
K = [(an — aw) (ay — ass) — (an — a5) (a4 — ae)]*
+ 2py [(an — aw) (au — a5) + (a5 — aw) (a4 — e)] + 1
L, =ay ("ss - nﬂi) ((‘n Qg5 — (33 “u) — s des Py
fiir v,, v, die Werthe

, ‘,"G{:Fa;;\’? G:I:a \-’W
vy = & T—I ==+ V “ !

In diesen Ausdriicken entsprechen sich die oberen, sowie die unteren Zeichen der Quadrat-
wurzel yK,; dagegen dirfen die Vorzeichen der fusseren Wurzeln beliebig combinirt werden. Es
ergeben sich also, wie es sein muss, 8 Werthepaare (v, v;).

6.

Jede singulire Tangentialebene einer Oberfliche beriibrt dieselbe im Allgemeinen in einem
Kegelschnitt, welcher jedoch auch in zwei getrennte oder zusammenfallende Punkte degeneriren
kann. In den beiden letzteren Fillen mégen die Tangentialebenen — nach Analogie des bipla-
naren und uniplanaren Knotenpunktes — als bipunktual resp. unipunktual bezeichnet werden.
Man findet alsdann durch reciproke Usbertragung von Sitzen, welche von Salmon®) aunfgestellt
sind, dass die Ordoung

n=m (m-— 1)
einer Fliche mter Klasse durch jede gewihnliche singulire Tangentialebene um 2, durch jede
bipuuktuale um 3 und durch jede unipunktuale nm 6 Einheiten rveducirt wird. Es soll nun das
Verhalten der singuliren Tangentialebenen der allgemeinen Wellenfliche, deren Coordinaten am
Ende des vorigen Paragraphen bestimmt worden sind, niher untersucht werden.

Es sei wiederum F = 0 die Gleichung der gegebenen Fliche; ferner bedeuten o' v, ¢, die

(nicht homogenen) Coordinaten einer singuliren Tangentialebene,
F'll F!'.' F&% Frﬂa Fn F’ll
die Werthe der sechs zweiten partiellen Ableitungen von F' nach den drei Variabeln fir das
Werthsystem
vy == o) vy = vy vy = vy
Alsdann hat der Beriihrungskegelschnitt der singuliren Tangentialebene die Gleichung
Fy ("1 — )P+ Fg (0. — ”'s)s + Fy (5 —o'5)
+2F ' (v —v'y) (03— "”a) +2Fy (1’: — o) (o — o)) + 2 F'y (0, — ) (0 — o) =0.
*) On the degree of a surface reciprocal to o given one. Cambridge and Dublin Math. Journ. (New

Series) Vol. II. 1847. p. 65,
4
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Fir den Fall einer bipunktualen Tangentialebene muss dabei unter den Differentialcoeffi-
cienten die Gleichung
Fn Fn Fy
Fy Fy Fg |=0
F’II F’ﬂ FBS
bestehen, fiir eine unipunktuale milssen die drei Gleichungen
Fy Flg—F3,=0 Fg Fy—F,=0 F Fyg—F,=0
statthaben. Es handelt sich nun zunichst darum, die Werthe der Differentialcoefficienten ’ﬁir
unseren Fall wirklich zu berechuen.
Uy

Denkt man sich die Ausdricke ¢,, /, (p. 16) durch =] resp. «; dividirt, fir :?und—
4

y
vy und v, eingefihrt und awsserdem zur Abkiirzung gesetzt
=g b — (a + an) v} v},
so erhalten die zweiten Ableitungen fir v, = »', = 0 die folgenden Werthe:

Fy=2 la, /i + @ (as g, + as b,) — (2 + a1l g, v} — (a5 + )" by v}
+ 2 (au + am) (@ + ay) (@e + aw) v; ";l

Fp=2 'ﬂufl—"‘qﬂl [Gu g, —+ an by dag ay v) — (ay + ag) v3]

+ dag ay g v} + dag a by vy — dag (au + )’ v} 03}
Fp=2 lﬂsnf\""‘Pl [ g, + au b+ dag auv; — (au —+ an)’ 2]]

—+ dag am ¢, 03 + daw au by v] — day, (au + az) v) 01}
Fy=4uv,v, }9’1 [ @ = a%, — 2 (4 4 0] + (20 a5 + am 2) 9,

-+ (ﬂu fgg —+ Qg ass) fy — (uu -+ Hm)si
Fy=0
Fy=0.

Da die Coordinaten vy, vy die Gleichungen ¢, = 0, f, = 0 befriedigen, so findet man
hieraus weiter, wenn g',, A, die Werthe von g,, 4, fiir diese Coordinaten bezeichnen:

Fly= 2 [— (a4 aa) ¢, v} — (20 =+ a1a)* ¥, v'} 4 2 (a4 + a3s) (355 + a0) (s ) o 07l
'n = Bag v'; [0, g + an b — (o + au)* v}

Fly=8ay v [tn ¢+ au k) — (04 + a)* "'.:]

Fy=4v,vs [(au ay + an ) g+ (@u Gos + an a55) &y — (au -+ ax)']

F! n= F ‘11 =0.
Hierin sind noch die auf p. 25 gegebenen Ausdriicke fiir ¢';, v’y zu substituiren, um die

gesuchien Werthe der sechs partiellen Ableitungen zweiter Ordoung durch die Constanten von F
ausgedriickt zu erhalten.

Man setze nun

(@ — aw) (@u — as) — (an — %) (04 — aw) = D,,



ferner
— ay (2 — ax) D, = M,

ay (g + )+ (an ay + ay ag) — 2ay (an + a) = N,
2ag @y ag — ﬂn“m("u"‘“u)*aospl =P,

2ag Gy G — Gy s (0 + ag) — a p, = P,

Ty (“!9 a:a — Qg a:-) = Q.

so findet sich

oo
Fp==7" [0 (M,+ N.p,— p}) F P, VE]]
n 4 ': 2

Fig= "2 [ag (M, + N, p, — p}) + P, Y]]

4 ! ! a .
Fo = =72 [ aw(M+ Nip — ) F QY]

Die Gleichung des Beriithrungskegelschnitts geht, da »',, F'y, F';; Null sind, dber in:
F'y v} Fy (0 — v 4+ Fly (v — v'3)' + 2 F'yy (v, — v'y) (s — v'y) = 0,

und die Bedingungen dafiir, dass dieser Kegelschnitt in zwei getrennte oder zusammenfallende
Punkte ausarte, werden

Fy (Fy Fg—F3)=0
beziehungsweise ’

FuFy—F,, =0, F, Fy=0, P, Fp=0.
Besteht also eine der beiden Gleichungen
F,=0

oder

AH=FyFy—F,, =0,
so ist die betrachtete singulire Tangentialebene bipunktual; sie ist unipunktual, wenn beide

Gleichungen gleichzeitig gelten. Fiihrt man nun die Berechnung von 4, wirklich durch, so ver-
schwindet der Coefficient von -+ Y&, und es ergibt sich nach den ndthigen Reductionen
4, = — 18 v o} K,

Weder »'; noch v’ noch K, ist im Allgemeinen gleich Null. K, = 0 wiirde die Bedin-
gung sein, unter welcher die acht auf der (&, z;)-Ebene senkrechten singuliren Tangentialebenen
paarweise zusammenfallen. — Auech F', ist im Allgemeinen von Null verschieden. Dies erhellt
unmittelbar daraus, dass in F', ausser der Constanten ay noch die Constanten ay, a, eingehen,
welche in ., nicht vorkommen, und dass die Coefficienten dieser Constanten nicht gleich Null sind.

Man erhilt demnach das Resultat, dass jede, auf der (a, ;) - Ebene senkrechte singulire
Tangentialebene die allgemeine Wellenfliche in einem eigentlichen Kegelschnitt beriihrt. Und da
Analoges fiir die 2.8 Tangentialebenen gilt, welche auf den beiden anderen Hauptebenen senk-
recht stehen, so wird die Ordnung » = 6.5°= 150 der allgemeinen Wellenfliche durch die
24 singularen Ebenen um 2. 24 = 48 erniedrigt.

4*
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7.

Die Gleichung der allgemeinen Wellenfiiche (p.4) l#sst sich, wenn anstatt der Con-
stanten ay, ay, ay, die Grissen p,, p,, p, eingefiihrt werden, in folgender Form schreiben:
(@ 4+ @y u; + ag u, — uy) ?(“T ) u) (s de ) - g ay u, - ay, ags uy)
— [(ass + ase) 3 4 (aes ~+ au0) 13 -+ (3 + ass) w] o) + ui}
+ po} ) (o w) - ag ) o u) — ) S pa g 4 (G )+ an 6]+ agul —ul)
o 8 2 (0] 0 ] 0y 23— 1)
- [(a" — ags) (am — as) (a2 — ay) + (ay — ) (ﬂn - “u) (ﬂn— aﬁﬁ)
- 2v(ﬂn—“u)(aa_ au)—P| . "(asa_asa)(“n_‘“as)_?: . v(“u"*“eﬁ)(“mf “liﬁ)fpﬂ ’.‘: “: “: =0
Setzt man daher

n=p=p;=0,
s0 geht dieselbe iiber in:
() (ay ¥ + anu; + ag ) — u}) }(u‘, 1 o)) (a5 e )~ Qg Ty 105 —+ By g 1))
— [+ 00) ) + (206 + ) ] ~+ {aw + ) 03] 0l 4w} — plwd o 0y =0,
wo

V(a,— aw) (az — aes) (a5 — au) — v(“u— ags) (am — 6 (s — aze) = po
gesetzt ist,

Da alle Constanten, also auch &, -+ @y, ... positiv sein sollen, so sind in diesem Aus-
druck die Quadratwurzeln positiv zu nehmen.

Unter der obigen Annahme zerfallen (p. 17) die Curven vierter Klasse 5, (x =1, 2, 3),
welche mit den Ellipsen ¢, zusammen die ,Hauptschunitte” der allgemeinen Wellenfliiche bilden,
in je zwei Kegelschnitte v, x,, und es entsprechen nicht nur den geweinsamen Tangenten von
¢, und ¥,, ¢, und x,, sondern auch demen von v, und g, (p. 20} singulire Tangentialebenen
der Wellenfliche. Die Fliche, deren Gleichung die obige (II) ist, besitzt also 3 .12 = 36 auf
den Hauptebenen senkrechte singulire Tangentialebenen, durch deren Existenz die Ovdnung der
Fliche um 72 Einheiten vermindert wird. Dabei ist vorausgesetzt, was nachher bewiesen wer-
den soll, dass auch die singuliren Ebenen, welche aus den gemeinsamen Tangenten von i, und
1, hervorgehen, die Fliche in eigentlichen Kegelschnitten beriihren.

Fiir diesen Fall nehmen die Coordinaten der singulfren Ebenen eine einfache Form an.
Bezeichnet man nimlich die Kegelschuitte w,, x,, ¢, ohne Unterscheidung der Hauptebenen, in
welchen sie liegen, mit 1, 2, 3, die Systeme der Coordinaten ihrer gemeinschaftlichen Tangenten
it (2, 8), (8, 1), (1, 2), so erhalt man fir die letzteren folgendes Tableau:
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Hauptschnitt z, x5 Hauptschoitt 2, &, Hauptschnitt =, x,
3 [ ) 2 __ Gy — Qg
vy = ——— ) =
@3 55 — (T53 Tog ay By — g Oy
(2,3
»% o = _ Gn—— Gy o = O G = Gy~ s
: (1 ps — @3y Ugg ! Az g — dy B * @y Gy — Gy Oy
. . Sl o = O — Oes o= L Rl T
) N ay (G — atss) ! gy (tuy — den) ! s (s — aar)
(3,1
o = S T G o= —u T 0w PR Sl
Ll LI f
ay (aos — as) ag (@u — @) g (a5 — au)
a My — g 3 Qg — @y 2 Tgp — @y
v, = vy = v, =
ay (a5 — ag) s (255 — @) agg (1, — @)
1,2)
.y —ay 2 Gn—ay o G —an
a B t
ay (o — az) ass (g — ay) ags (a, — am)

Die Werthsysteme (2, #) und (3, 1) der ersten Columne gehen aus den p. 25 angegebenen
durch die Substitution p, = 0 hervor.
Es migen nun im Folgenden die hierdurch bestimmten singuliren Tangentialebenen
erstens in Bezug auf ihre Realitit,
zweitens binsichtlich der Form ihrer Beriihrungskegelschnitte
niher untersucht werden.
Die Gleichung (am — aw) (2 — ay) = (@ + ag)?
bedingt, dass as — a,, und agy — o, dasselbe Zeichen haben, duss also ay und ay, entweder
beide grissser oder beide kleiner als a, anzunehmen sind. Da aus den Gleichungen

(ﬂm - ﬂas) (“n - ﬂss) = (%s"" “m)’

() — @) (“ﬂ - “se) = (ane -+ am)’
Analoges fiir die Grossenverbiltnisse der Constanten asg, @,, @ss; @y, 4, ag f0lgt, so wiren
die Werthsysteme des obigen Tableaus im Ganzen fiir acht verschiedene Annahmen iber diese
Grossenbeziehungen zu untersuchen. Es zeigt sich jedoch, dass nur vier dieser Muglichkeiten in
sich vertrfiglich sind. Da pamlich im Allgemeinen keine zwei Constanten einander gleich sein
sollen, so kann man, um etwas Bestimmtes festzusetzen, von vornherein annehmen

Gy = O = Qg
Alsdann bleiben die vier Moglichkeiten iibrig, welche in der ersten Columne der folgenden

Tabelle in moglichst vereinfachter Gestalt angegeben sind. Die folgenden Columnen dieser Tabelle
lassen sodann erkennen, welche der obigen Werthsysteme fir jede einzelne Annahme reell (r)
und welche imaginkr (i) sind, Die letzte Columne gibt die Gesammtanzahl der reellen singuliren
Tangentialebenen,
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Aunnabhmen. 1 zur Hauptebene Ganzen

Ty Ty T3 Ty &y Ty roell

Gy > Gy > dg (23)|(3,D[(1,2)[(2,3){(3, 1| (1,2)|(2,3)[(3,1)|(1,2)
a) ::> Gy G > g A A N T I AT IO I S A 4
b) a..>2:ﬁ, ay > ay [ T T S T I B S A 12
€) Q> Oy > G, a.ﬁ>::‘=_a‘ﬁ t i i t t i i i i 12
d) a..>a,,,a,>:“ [ T O A I IO T R 4
n

Die Tabelle liefert demnach fiir die Coordinaten der singuliren Tangentinlebenen der
Wellenfliche (II), deren Hauptschnitte in je drei Kegelsehnitte zerfallen, folgende Resultate:

1. Stets imagindr sind die Werthsysteme (1, 2) fir alle drei Hauptschnitte.

2. Stets imaginr sind ferner die Werthsysteme (3, 1) fir die Hauptschnitte (a, #,) und
(o, a,), stets reell dieselben Werthsysteme fiir den Hauptschnitt (z, 2,).

3. Wenn die Werthsysteme (2, 3) fiir den Hauptschnitt (z; z) reell sind, so sind die-
gelben Werthsysteme ausserdem fiir (z; z,) oder (z, #,) reell.

Es existien mithin nur zwei wesentlich verschiedene Falle:
I. Nur die Werthsysteme (3, 1) fiir den Hauptschnitt (z, z,) reell.

II. Ausser diesen reell: die Werthsysteme (2, 3) fiir den Hauptschnitt (z; #,) und den
Hauptschnitt (2, #;) oder (2, o).
) Theilt man die singuliren Tangentialebenen in drei Gruppen, je nachdem sie anf der
ersten oder zweiten oder dritten Hauptebene senkrecht stelien, so folgt hieraus noch:

Dass singulire Ebenen aller drei Gruppen gleichzeitig reell sind, ist unmdglich. Die An-
zabl der reellen singuliren Tangentialebenen betrigt mindestens 4 und héchstens 12; im letzteren
Falle gehoren acht von den Ebenen zu einer und derselben und die dibrigen vier zu einer zweiten
Gruppe.

Im vorigen Abschnitt ist gezeigt worden, dass die Wellenfliiche von den singuliren Ebenen
im Allgemeiven in eigentlichen Kegelschuitten beriihrt wird; diese Eigenschaft bleibt auch be-
stehen fir p, = py = p; = 0. Fiir diesen Fall migen nun die Berihrungskegelschnitte, welche,
wie leicht zu zeigen, Ellipsen sind, niher betrachtet werden. Wir legen diejenigen singuliren
Tangentialebenen zu Grunde, welche auf der («, ;) - Ebene senkrecht stehen und stets als veell
angenommen werden koonen; die Quadrate ihrer Coordinaten finden sich in der zweiten Columne
der Tabelle a.v. S. ausgedriickt durch die Werthsysteme (2, 3) und (3, 1). Der Berithrungskegel-
schnitt bat, da ¢, und folglich auch F';; und F",; gleich Null sind, die Gleichung

(A) Fu(y— o\ 4 Fuv) 4 Fu(— v 4+ 2F); (6, — ) (o, — v5) =0,
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in welcher einmal

- Vel Vo e
3) % a5 0y — a, dy ' Gy 0 — ay
das andere Mal
, fgs — g . — By
. (3,1 = B8 _ V_—
( ! ) v 2513 (ﬂu—am) (a“

zu soizen jst. Bei beiden Substitutionen geniigt es, den Quadratwurzeln das positive Zeichen zn
geben; denn die acht Beriibrungskegelschnitte, welche durch beliebige Combination der positiven
und negativen Zeichen erhalten werden wiirden, sind zu vieren einander congruent und zum
Coordinatenanfangspunkt symmetrisch gelegen. Jeder einzelne Kegelschnitt ist zur (z; 25)- Ebene
symmetrisch; die eine Hauptaxe desselben liegt daber in dieser Ebene, wihrend die andere auf
ibr senkrecht steht. Um nun diese Hanptaxen selbst zu berechmen, verfihrt man bekanntlich

" folgendermaassen. Mun setzt zunichst in (A) v, = 0 und erhilt so die Gleichung der Projection
des Beriihrungskegelschnitts anf die (=, 4,) - Ebene:

(B) Fy (o, — ) 4 Fipv] + Figv? — 2F vy (v, — v')) = 0.
Macht man alsdann in dieser Gleichung weiter », = 0, so ergeben sich fiir ”L zwei ent-
]

gegengesetzt gleiche Werthe; dieselben stellen die Segmente dar, welche die mit der a, - Axe
parallelen Tangenten der Ellipse (B) vom Anfangspunkt aus auf der a, - Axe abschneiden. Der
absolute Werth jedes derselben

BV —
TV F o 2 F v v 4 P’

liefert mithin die auf der z,-' Axe senkrechte Halbaxe dieser Ellipse und folglich die auf der

(a, ;) - Ebene senkrechte Halbaxe der Ellipse (A). — Setzt man andererseits in der Gleichung (B)

vy =0, 50 geben die beiden resultirenden Werthe von % die beiden Segmente, welche die mit
1

der ;- Axe parallelen Tangenten von (B) auf der - Axe bilden; und ibre balbe Differenz, ab-
solut genommen, also die Grisse
"ISVF':E_FHFBJ
Foo 2 F g0 o+ Flg o’ ?

ist gleich der, in der - Axe liegenden Halbaxe der Ellipse (B). Dividirt man dieselbe noch
durch den Cosinus des Winkels, welchen die singulire Tangentialehene mit der (z, z,)- Ebene
bildet, so erhilt man

_ V(an_ FIIF'B) ("ml-‘-”':
T F o 2F s o Fyg o

als Ausdruck der in der (z, ;) - Ebene gelegenen Halbaxe des Beriibrungskegelschnitts (A).

Setzt man nun den der Grisse D, (p. 26) analog gebildeten Ausdruck
(a5 — au) (8 — tes) — (@0 — ) (o — au) = Dy,



so folgt zunfichst fiir das Werthsystem (2, 3)

F 2 (e — aw) (“It au)
2= T o G — 0,80
_ 2(an— au) (a0 — au) au)

(au Qg — @y, “-u)

|a - Frll F” =

‘(“u_ ﬂu) (“n— ) (“ss_au) - y(“u“‘?ns) (fhsﬁau) (“sa*as:-) '

16 (ay — @) (au — az) D,
(az e — oy au)?
T et ' 8D
F'\ o) +2F.,ﬂ1!}3+FE‘U:= a:m.
Daher findet man fir die zur (2, «,)- Ebene senkrechte Halbaxe des Beriihrungskegel-
schnitts

(“n - “:sj (ﬂ'u - “a)
(s 0 — an aa) Dy’
und fir die in dieser Ebene liegende Halbaxe
—1 v(“ll — @) (i — az) (ﬂsx — ay + ag— au}
: g3 Ggg — ﬂn a“

Fiir das Werthsystem (3, 1) wird ferner

,
= §p

. 2(05 C‘m)(ﬂ.m"‘_ﬂu) S
S ea——
— How ) (00~ 12 ou— ) Dy

“u ("«*—%

‘(ﬂm — ﬂss) (a1 —a) (ﬂae; - ﬂm] - ‘(ﬂn—“u) (ﬂss*“«) (“n - ﬂ'sb) r

]6 (a5 — cr“) (ay — as) Dy
,, (d'n ﬂas)n
Fyv! 420 v, v+ Flgv) = ___8D:

a3 {0u — 0es) ;

Frly— Fu Fly

man erhilt also fir die beiden Halbaxen die Ausdriicke

p o — a) (e — a2)
). A
‘jJ.-F(a“ ~ag) Dy t (0 — ) D
V=1 \/ aw— a) (0 — aw)
g5
Die letzteren beiden Werthe geben fir p, = O ein bekanntes Resultat. Unter dieser Be-
dingung geht nimlich die Beriihrungs-Ellipse in einen Kreis iiber; der Radius desselben
(80— ) (a5 — aw)
sy ]
ist gleich dem Radius desjenigen Kreises, in welchem eine auf der (w, )~ Ebene senkrechte
singulire Tangentialebene der Fresnel'schen Wellenfliche diese Flache beriihrt*). Und in der
That wird fir p, =0 die auf p. 12 mit (4) bezeichnete Bedingungsgleichung erfiillt, und die
allgemeine Wellenflache zerfallt in ein Ellipsoid und die Fresnel'sche Flache, deren Hauptschnitt
(2, 2;) durch die Curven 1 und 3 gebildet wird.

*) Vgl Beer, Einleitung in die hohere Optik, p. 327.
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Wollte man in analoger Wel‘l_emn.ueh fir das imaginire Werﬂ:uyslem
®2) vi= v' a:?“;;—q:u) = “sla(:u —a::u)
die Grossen » und s berechnen, so wiirde man erhalten:
9 — -
F,, (ﬂu ” (ﬂas;] EJ':")’ ﬂ!s)
2
PL—F Fe=1% (%.a.‘(‘:}}:u{l)ﬁsd_ﬂa_

F'yv' 4+ 2F g v v+ Fipd'y = H;E‘S:‘?,“;)
mithin V (a1 — aw) (053 — as)
= ijj Qg5 (aas “‘]l) D:

=1 ‘/(iﬁ:!_“) (a"_ o)
L

o~ ur

und #” haben in diesem Fall keine geometrische Bedeutung. Da jedoch keine der beiden
Grossen sich gleich Null ergibt, so kann man sagen, dass auch die durch das Werthsystem (1, 2)
bestimmten singuliren Tangentialebenen die Wellenfliche in eigentlichen, freilich imaginiren

Kegelschnitten berihren. Es sind dies Ellipsen, als deren Halbaxen " und ¢ zu bezeichnen sind.

8,

Nachdem im vorigen Abschnitt die Frage nach der Anzahl der reellen, aof den Haupt-

ebenen senkrechten singuliren Tangentialebenen der Wellenfliche fir den Specialfall
p=p=p:=0

beantwortet worden ist, mdge jetzt dieselbe Frage fir den allgemeinen Fall erledigt werden, dass
die drei Grossen p, von Null verschieden sind. In diesem Fall sind die Curven f, = O irredu-
cibel, und es gelten fir die Coordinaten der singuliren Tangentialebenen die auf p. 25 angege-
benen Gleichungen. Aus den letzteren nun (analog dem Vorhergehenden) die Anzahl der reellen
Ebeuen zu bestimmen, erscheint wegen der grossen Zahl der gleichzeitiy zu betrachtenden Un-
gleichungen nicht thunlich; dagegen wird man durch Betrachtung der gegenseitigen Lage der
Curven f, und ¢,, deren gemeinsame Tangenten die singuliren Ebenen bestimmen, zum Ziel
kommen konnen. Da jedoch Curven, welehe dureh Gleichungen in Liniencoordinaten gegeben
sind, der geometrischen Anschanung Schwierigkeiten darbieten, so sollen zunfchst die reciproken
Polarcarven von f, und ¢, betrachtet und alsdann aus den Eigenschaften der ersteren die hier
interessirenden Eigenschaften der letzteren Curven durch reciproke Uebertragung abgeleitet werden.

Es migen f,, ¢y, Py, 1, die Ausdricke bezeichnen, in welche die Polynome f£,, g,,
Yy, ¥, lbergehen, wenn man in ihnen an Stelle der Liniencoordinaten v,, v,, vy Punkteoordi-
naten x,, a3, a3 einfihrt.

Die Gleichungen _ _

Je=0, ¢,=0,......
stellen alsdann die reciproken Polarcurven der Curven
f==01 ¢X=0,"""
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dar, bezogen auf einen, in ihrer Ebene mit dem Radius 1 um den Nullpunkt beschriebenen Kreis.
Ist eine Unterscheidung der einzelnen Hauptschnitte nieht nothwendig, so sollen die Kegelschnitte
Y, =0, %,=0, ¢, =0
einfach durch I, II, Il und die Carve 4. Ordnung 7, = O durch IV bezeichnet werden.
Die Gleichung
0 =7 = (ou (&; + a5} — 1) (o 23 + az &5 — 1) =+ p, 2 &}
=Y .n+paa
zeigt, dass die Curve f; durch die Schnittpunkte der Kegelschnitte
Y =ay(el+a)—1=0
f=na)Fagal—1=0
mit den Coordinatenaxen hindurchgeht. Ferner sind die Trinome w, resp. y, negativ fiir Punkte
(3 #;), welche innerhalb der Kegelschnitte 3, — O resp. y, — O liegen, positiv fiir Punkte ausser-
halb derselben; das Product v, .y, ist also megativ oder positiv, je nachdem der Punkt (zy z3)
zwischen den beiden Kegelschnitten liegt oder nicht. Ist p, = 0, so muss, wenn die Curve
=0 iiberhaupt reell sein soll, ¥, 7, negativ sein, d.h. die Curve 4. Ordnung liegt alsdann
zwischen den beiden Kegelschnitten. Das Umgekehrte tritt fiir p, = O ein; die Carve liegt in
diesem Fall ganz ausserhalb desjenigen Theiles der Ebene, welcher von den beiden Kegelschnitten
allein begrenzt wird. Da Analoges fiir die Curven fy in den beiden anderen Hauptebenen gilt,
80 haben also diese Curven 4. Ordnung folgende wesentlichen Eigenschaften:
1. Sie sind symmetriseh zum Anfangspunkt der Coordinaten.
2, Sie gehen durch die Schnittpunkte der beiden Kegelschnitte I und II wit den Axen
hindurch.
3. Sie liegen entweder ganz innerhalb oder ganz ausserhalb des wvon diesen beiden
Kegelschnitten allein begrenzten Theiles der Ebene.
4. Sie besitzen keine Doppelpunkte (da die Curven f,, wie frilher bewiesen, keine
Doppeltangenten haben),

Im VIL Bande der Math. Annalen (p. 419— 420) bhat Zeuthen die verschiedenen Formen
angegeben, welche eine Curve 4. Ordnung ohne singulire Punkte annehmen kann. Betrachtet
man diese Formen im Einzelnen, so findet man, dass eine Curve 4. Ordoung mit den obigen
Eigenschaften folgende Bestandtheile haben kann:

A) Vier getrennte geschlossene Zweige oder Ovale, welche simmtlich oder zum Theil
‘Wendepunkte besitzen konnen.

B) Zwei Ovale, deren eines ganz innerhalb des anderen liegt. Das dussere kann Wende-
punkte haben, das innere nicht.
C) Ein Oval mit oder ohne Wendepunkte, und zwei durch das Unendliche gehende
Zweige.
Ein Degeneriren einzelner Ovale in conjugirte Punkte kann dabei nach Voraussetzung (4)
nicht eintreten.
Die Anzahl dieser Formen ist, wenn man das Vorhandensein oder Nichtvorbandensein der
Wendepunkte in Betracht zieht, gleich 6. Es wire nun noch zu diseatiren, ob die Curven
7« =0 bei passender Bestimmung der Constanten diese Formen wirklich simmtlich annehmen
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konnen, und wie der Uebergang der verschiedenen Formen in einander bei einer Variation der
Constanten zu denken ist; diese Discussion ist indess, wie sich zeigen wird, fiir unseren nichsten
Zweck nicht von Belang.

Es handelt sich darnm, die Maximalzahl reeller Schnittpunkte der Curven 5, =0, ¢, =0
in allen drei Hauptschnitten zu bestimmen. Denn jedem reellen Schnittpunkte dieser Curven
entspricht eine reelle gemeinsame Tangente der reciproken Polarcurven f, =0, ¢,=0, und
jeder von diesen Tangenten eine singulire Tangentialebene der allgemeinen Wellenfliche. Um
etwas Bestimmtes {iber die Grossenverhiltnisse der Constanten festzusetzen, nehmen: wir zunichst
wiederum an:

Ay & Qg & g

Alsdann ist die gegenseitige L'age der Kegelschnitte I und 1II in den drei Hauptebenen
die folgende:

a) In der Ebene (2, 2,) liegt der Kreis I ganz inmerhalb der Ellipse II[; die grosse Axe
der letzteren fillt in die =, - Axe.

b) In der Ebene (z; x;) schneiden sich Kreis I und Ellipse IIl in vier reellen Punkten;
die grosse Axe der Ellipse liegt in der x, - Axe.

¢) In der Ebene (w, #,) umschliesst der Kreis I die Ellipse IIl, deren grosse Axe in die
x, - Axe fallt, vollstindig.

Die Grissenbezichungen der Constanten ay, agp, an; @n, @3, @ sind vorliufig unbe-
stimmt. Man kann nuo iiber die ersteren drei Constanten so disponiren, dass die Ellipsen 1II in
zwei Hauptebenen gewissen Lagenbedingungen geniigen; die entsprechende Ellipse in der dritten
Houptebene ist dann villig bestimmt. Dureh Verfigung iiber die Constanton mit ungleichen
Indices oder die Grossen p,, py, p; wird es dann noch miglich sein, die Gestalt der Curven
4. Ordoung 7, = O innerhalb der oben angegebenen Beschrinkungen gewissen Bedingungen zu
unterwerfen.

Dieses vorausgeschickt, betrachten wir zunfiechst den Hauptschniti (z, ) und denken uns
die Constanten ay, @, erstens so bestimmt, dass die Ellipse II ganz innerhalb der Ellipse III
liegt. Eine leicht zu entwerfende Figur zeigt alsdanm, dass die Ellipse IIT die Curve IV immer
nur in vier reellen Punkten schneiden kann, gleichgiiltiz, ob diese letatere zwischen I und II
liegt oder nicht, und ob die Kegelschnitte I und II reelle Durchschnittspunkte besitzen oder nicht.
Ist zweitens diber ag und a, so disponirt, dass die Curve II die Curve III ganz umschliesst, so
erhilt man dasselbe Resultat. Ein Zweifel an der Richtigkeit dieser Behauptung wire nur in
dem Falle moglich, dass I und II sich nicht schneiden und die Curve IV aus zwei, zwischen I
und 11 liegenden Ovalen besteht, deren Zusseres Wendepunkte besitzt. Alsdann ist nimlich ein
Schneiden der Ellipse III mit dem &usseren Oval demkbar. Die Anzahl der Wendepunkte dieses
Zweiges muss jedoch der Symmetrie wegen gleich 8 sein; wenn also dberhaupt ein Schneiden
mit der Ellipse eintritt, so geschieht dieses in 8 Punkten. Dabei bleiben aber die vier Durch-
schnitte der Ellipse mit dem inneren Oval reell, da dieses micht in conjugirte Punkte ausarten
kamn; und es wirde mithin die Curve 4. Ordoung von der Ellipse in 12 Punkten geschnitten
werden, was unmdglich ist. Es existiren daher auch in diesem Fall nur vier reelle Schnittpunkie.
Drittens mdgen die Constanten m und a,, so gewdhlt sein, dass die Ellipse II die Ellipse III
in vier reellen Punkten schneidet. Alsdanm kann, wie unmittelbar ersichtlich, auch eine Curve

4, Ordnung 7; = O bestimmt werden, welche von der Ellipse Il in acht reellen Punkten ge-
5-
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schnitten wird. Denn man braucht, um dies zu erreichen, nur die Curve [V aus zwei Ovalen
bestehen zu lassen, welche von dem System der beiden Kegelschnitte I und II beliebig wenig
verschieden sind.

Dieselben Resultate wiirde man erhalten, wenn man in der vorhergehenden Betrachtung
die Kegelschnitte I und II mit einander vertauschie. Daher folgt:

Wenn es miiglich sein soll, die Curve 4. Ordnung IV so zu bestimmen, dass sie von der
Ellipse III in B reellen Punkten geschnitten wird, und wenn ferner die Ellipse Ill mit einem der
beiden Hegelschnitte I und II vier reelle Durchschnittspunkte besitzt, so miissen auch ihre Durch-
schnitte wit dem anderen Kegelschnitt reell sein; oder, anders ausgesprochen:

Wenn die Ellipse [II nur einen der beiden Kegelschpitte I und I in vier reellen Punkten
schneidet, so kann anch die Anzabl ihrer reellen Durchschnittspunkte mit der Curve IV nur
gleich 4 sein.

Um pun zu bewirken, dass simmtliche 8 Schoittpunkte der Ellipse III mit der Cuarve IV
im Hauptschnitt (#; #,) reell sind, nehmen wir

Ay > (g, ayy - s
und untersuchen jetzt weiter den Hauptschmitt (2, #,). In diesem liegt der Kreis I ganz inner-
halb der Ellipse IIl. Wiirde man nun die Axenlingen der Ellipse Il so wihlen, dass II und [II
sich in reellen Punkten sctmeiden, so wirden nach dem Vorhergehenden unter allen Umstinden
nur vier Schnittpunkte von III mit IV reell sein kionnen. Wir wahlen daher, um einen be-
stimmten Fall vor Augen zu haben, die Ellipse II innerhalb der Ellipse III, welche Apnahme
den Ungleichungen

Ay > Gegy gy = Oy
entspricht. Setzt man dann weiter

=0

und nimmt den absoluten Betrag von p, hinreichend gross, so wird der Hussere Zweig der
Curve IV Wendepunkte besitzen und die Ellipse III in acht reellen Punkten schneiden, ohne dass
die Constante

g =+ v(aﬂ_ “M) (a'sa'_au) P Oy
negativ wird,
Setzt man endlich
Gy > Gg, gy > Ay,

welche Bedingungen mit den obigen vertriglich sind, so liegt auch im Hauptschuitt (z, z;) die
Ellipse II innerhalb III, und bei hinlinglich grossem ag wird es méglich sein, p, und @, positiv
und so zu wihlen, dass der #ussere Zweig der Curve IV, welcher alsdann wiederum 8 Wende-
punkte besitzt, die Ellipse Il in 8 reellen Punkten schneidet.

Dass auch ay als positive Grésse bestimmt werden kann, folgt sofort daraus, dass p,
positiv oder negativ sein darf, ohne dass die acht Durchschnittspunkte von 11T und IV im Haupt-
schnitt (z; z,) imagindr werden.

Es ergibt sich also das Resultat, dass die 24 singuliren Tangentialebenen der
allgemeinen Wellenfliche simmtlich reell sein kénnen.

Zieht man noch die vorher aufgesteliten Ungleichheitshedingungen zusammen, so nehmen
dieselben die einfachere Form an

Gy >0y, An T AT > ey >am P <0, Pz 0, P =0
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9.

Die Curven f, =0, welche einem Theil der Hauptschnitte der allgemeinen Wellenfliche
bilden und von der Klasse w = 4 sind, haben, wie auf p. 18 gezeigt, im Allgemeinen keine
Doppel- oder stationiiren Tangenten. Ibre Ordnung » wird daher gegeben durch die Gleichung

v=p(p—1)=12

Jede dieser Curven besitzt eine gewisse Anzahl von Doppel- und stationdiren Punkten;
und zwar ergibt sich, wenn man die Anzabl der ersteren durch &, die der letzteren durch x
bezeichnet, aus den Pliicker’schen Formeln:

d=3p(p—2) (@—9 =28
x=23pu (u—2)=24,

Diese beiden Gattungen von Punkten, sowie diejenigen 2. 12 Punkte, in welchen jede
der Curven f, = 0 von der entsprechenden Ellipse ¢, = 0 geschnitten wird, sind auch singulire
Punkte der allgemeinen Wellenfliche. Es migen nun

1. die stationdren oder Riickkehrpunkte der Curven f, = O als singulire Punkte erster Art,

2. die Doppelpunkte derselben Curven als solche zweiter Art,

3. die Durchschnittspunkte der Curven f, = 0, ¢, = O als singulire Punkte dritter Art
der allgemeinen Wellenfliche bezeichnet werden. Die Anzahl aller Punkte der drei Arten zu-
sammen betrigt in jeder Hauptebene 76. Es bleibt hierbei unentschieden, ob noch andere sin-
gulire Punkte der Wellenfliche existiren, oder ob die singuliren Punkte erster bis dritter Art
ganz oder theilweise einer etwaigen Doppeleurve der Fliche angehdren, oder ob endlich beides
zugleich stattfindet. .

Greifen wir eine beliebige der drei Hauptebenen, etwa die Ebene (z, ;) heraus, so hat
in dieser die Curve 4. Klasse folgende Gleichung:

Ji = (g (5 05) — ) (an 0] +aw o] — ul) + pruj ) =0,

Durch Nullsetzung der Hesse’schen Determinante von f,

A ¥h ¥h
dul Duy duy * Duy, Duy
| ®A s il
H(fl)= B uy Bu,’ Bu: ! Dug Du,
B ¥h 8f
Buy Duy’ BDuy du,’ Dul

erhillt man eine zweite Gleichung, welcher die Coordinaten %, % der Tangenten in den Riick-
4 4

kehrpunkten geniigen, Dieselbe hat die Form:

[6az au u} + (ay (2 —+ ag) + po) w3 — (au + an) ).
[(@u (2n + as) + po) 2] + Bag oy v) — (@u + ax) w2} [ (au + an) 1] — (@u + os) 3 + 6]
— 4 {ay + an) u} ul [Bay ayu) + (2 (0n =+ az) + pi) 1) — (au —+ ou) ]
— 4 (o + ag)* o} u} [(ou (an - ag) + p1) v} + Bag ay v} — (6u + az) )]
— 4 (au (an + ) + Pif 4] ) [— (o =+ @) u; — (2w —+ ax) u; + 6]
+ 16 (au + au) (au + an) (ou (an + ax) ) v] vy 67 =0.
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Beide Gleichungen enthalten nur die Quadrate %, % der gesuchten Coordinaten. Wiirde
4 4
man nun eine neue Unbekannte ¢ etwa durch die Gleichung
G+ U —Uit=0

einfiihren und die Grossen %, ~g’- aus den drei Gleichungen, welche resp. vom zweiten, dritten
- [ 4

und ersten Grade sind, eliminiren, so erhielte man zur Bestimmung der 24 singuliren Punkte
erster Art eine Gleichung 6. Grades in ¢. Es erscheint jedoch keine Methode auffindbar, diese
Elimination in symmetrischer Form durchzufihren. Aber auch ohne Herstellung der Re-
sultante ist es moglich, wenigstens fiber die Realitit der singuliren Punkte erster Art etwas
auszusagen. Zeuthen hat mimlich in seiner bereits oben erwiihnten Abhandlung*) bewiesen, dass
eine Curve 4. Ordnung hochstens 8 reelle Wendepunkte hat. Darans folgt durch reciproke
Usbertragung sofort, dass eine Curve 4. Klasse hichstens 8 reelle Rickkehrpunkte besitzen kann.
Oder, anders ausgesprochen:

Die Anzah! der reellen singnliren Punkte erster Art der allgemeinen Wellenfliche betriigt
in jeder Hauptebene hichstens acht.

Es mdgen nun ferner H,, H,, H; die drei ersten, H,, Hy, Hy, Hy, Hy, H, die sechs
zweiten partiellen Differentialquotienten von I7(7,) nach den drei Variabeln bedeuten; und es
seien ¥y, Vu, Va, Vi, Fu, Vi die sechs Unterdeterminanten von H, sodass fir die Haupt-
ebene (zy 23):

Bul  du Bu, Ou,

V=SS B - (pas)

Vo= DS OH U A
7 Du, Duy Duy Oug Bul  Buy Dy

e e

Alsdann ergibt sich durch reciproke Uebertragung eines von Hesse®*) aufgestellten Satzes,
dass die 56 Tangenten in den 28 Doppelpunkten von f, bestimmt werden durch die Curven-
gleichung f, = 0 in Verbindung mit

Vi (H? — 3HH,) + Vg (H? — 3 HHy) + Vi (H® — 3 Hllg) + 2 Vo (Hy Hy— 3 H Hy)
+ 2V, (H;H — 8HH,) + 2V, (H H,—8HH) = 0.

Die letztere Gleichung ist vom 14. Grade in %, % oder, da sie ebenfalls nur die
4 (3

Quadrate dieser Verhilinisse enthdlt, vom 7. Grade in %, % Ihre Coefficienten sind vom
4 £

8. Grade in den Coefficienten von f,, welche ihrerseits bis zum zweiten Grade in den Constanten
Gy @y « ... Steigen. Die wirkliche Durchfihrung der Rechnung zeigt, dass die Coefficienten,
welche die geringste Apzahl von Termen besitzen, deren vier enthalten. Setzt man n#mlich fiir
einen Augenblick

Sima U+ b U U+ e Ui+d T, Ui+ e LU+ F UL,

*) »8ur les différentes formes des courbes planes du quatridéme ordve“. Math. Ann. VIL p. 415,
*#) Crelle’s Journal Bd. 41, p. 292,
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so wird z. B. der Coefficient von U] gleich
AP+ 12abed* +da' b e+ 12257 df,

abgesehen von einem rein numerischen Factor. Es wirde daher zwecklos sein, die wbrigen
Coefficienten anzugeben, da wegen ihrer zu grossen Complication aus der vollstindig entwickelten
Gleichung nichts iber die einguliren Punkte zweiter Art geschlossen werden konnte. Dagegen
kann man sich wiederum iiber die Realitit der letzteren auf einem anderen Wege Aufschluss
verschaffen, indem man nimlich beachtet, 1) dass die Curven 4. Klasse symmetrisch zum
Coordinatenanfangspunkt gelegen sind und keine singuliren Tangenten besitzen, und 2) dass die
Wellenfliche (also auch die Hauptsehpittseurve 4. Klasse) ihrer Natur nach geschlossen sein muss.
Die Carven, welche der ersteren Bedingung geniigen, erhilt man dadurch, dass man zu den auf
p- 34 angegebenen Curven 4. Ordnung die reciproken Polarcurven sucht; und studirt man die
letzteren genauer, so findet man, dass nur die aus der Form (B) entspringenden Curven 4. Klasse
keine unendlichen Zweige besitzen. Da nun die beiden Ovale der Form (B) keine gemeinsamen
Tangenten haben kinnen (denn diese wiirden die Curve 4. Ordnung in mehr als vier Punkten
schneiden), und da ferner dass finssere Oval hichstens vier Doppeltangenten besitzt, so folgt:
Eine geschlossene symmetrische Cnrve 4, Klasse ohne singulire Tangenten besteht aus zwei
Ovalen, deren eines vollstindig von dem anderen umschlossen wird, Das dussere kann Keine
Doppelpunkte besitzen, das innere deren hichstens vier. Mithin ergibt sich das Resultat:

In jeder Hauptebene existiren hochstens vier reelle singulire Punkte zweiter Art,

Zoichnet man nun die Curve 4. Klasse der soeben erhaltenen Gestalt gemfiss, so erkennt
man, dass diese Curve mit einer Ellipse nur 20 reelle Durchschnitte besitzen kann. Daher folgt:
In jeder Hauptebene liegen hichstens 20 reelle singulire Punkte dritter Art. Und durch Zu-
sammenfassung der Resultate ergibt sich schliesslich:

Von den 76 singuliren Punkien erster, zweiter und dritter Art, welehe in jedem Haupt-
schnitt der allgemeinen Wellenfliche liegen, konnen hochstens 32 reell sein.

10.

Unter den drei Schaaren ebemer Wellen, welche in einem homogenen anisotropen Medium
ans einer anfinglich vorhandenen ebenen Welle entstehen, befindet sich bekanntlich eine, filr
welche die Aetherschwingungen nahezu senkrecht zur Wellenebene oder longitudinal vor sich
gehen, wahrend fiir die beiden anderen Schaaren die Schwingungen nahezn tramsversal oder der
Wellenebene parallel sind. Die transversalen Schwingungen manifestiven sich durch ihre Wir-
kung auf die Retina als Licht; nicht so die longitudinalen, fiir deven Existenz iiberhaupt ein
experimenteller Nachweis noch nicht geliefert zu sein scheint. Méglicherweise lassen sich die-
selben, wie dies F. E. Neumann®} bereits im Jahre 1832 aussprach, ,als strahlende Warme, oder
chemisch wirkend, oder als irgend ein anderes Agens“ wahrnehmen. Jedenfalls aber treten sie
in der Theorie als gleichberechtigt mit den beiden anderen Schwingungsarten auf; und da diese
Theorie in Bezug auf die Erklirung der Lichterscheinungen in hohem Grade mit der Erfahrung
iibereinstimmt, so sind auch die longitudinalen Schwingungen, trotzdem sie sich der Wahrnehmung

*) Pogg. Aun. Bd. 25, p, 454,
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bisher entzogen haben, vorliufig als existirend anzunehmen. Unter dieser Voraussetzung dient
die allgemeine Wellenfliche dazu, die Fortpflanzungsweise aller drei Arten von Aetherschwin-
gungen erkemnen zu lassen.

Das Vorbandensein reeller singulirer Tangentialebenen der Fresnel'schen Wellenfliche,
aof welche letztere man bei Vernachlissigung der Longitudinalschwingungen gefibrt wird, ver-
anlasst, wie bekannt, die sogenannte innere conische Refraction in doppeltbrechenden Medien.
Da nun im Vorhergehenden die Existenz singulirer Tangentialebenen ebenfalls fiir die allgemeine
Wellenfliche nachgewiesen worden ist, diese Ebenen aber die Fliche in Kegelschnitten beriihren,
so folgt, dass auch bei den longitudinalen Schwingungen oder bei einem Zusammenwirken dieser
mwit den transversalen ein Phinomen eintreten muss, welches der inneren conischen Refraction
analog ist, dessen Erscheinungsart jedoch nicht niher pricisirt werden kann, so lange die Wir-
kungsweise der dritten Art von Aetherschwingungen nicht erkannt ist. — Nehmen wir beispiels-
weise die drei Gleichungen

p=p=p,=0

als erfillt an, wodurch die tellenden Rechnungen bedeutend vereinfacht werden; diese Vor-
aussetzung besagt, dass die Fresnel'sche Wellenfliche niherungsweize als ein Bestandtheil der
allgemeinen Wellenflache angesehen werden kann, und ist deshalb, wie die Versuche ergeben
haben, im Allgemeinen mit der Erfahrung im Einklang. Gelinge es dann, auf irgend einem
Wege die Constanten e, as, az z0 bestimmen, und finde es sich, dass nicht fiir alle Korper
diese Constanten den Ungleich (a) (p. 30) geniigten, vielmehr in den durch (b) oder (c)
bedingten Grossenbeziehungen stinden, so wiirde fiir solche Korper die Existenz einer inneren
conischen Refraction auch bei einem Zusammenwirken longitudinaler und transversaler Schwin-
gungen erwiesen sein.

Ob in diesem Falle anch ein Analogon der insseren conischen Refraction eintreten wiirde,
ldsst sich aus den oben iiber die allgemeine Wellenfliche gefundenen Resultaten nicht mit Sicher-
heit erschliessen. Allerdings wird die Gussere conische Refraction durch das Vorhandensein sin-
gulirer Punkte der Wellenfliche in ebendemselben Grade bedingt wie die innere durch die
Existenz singulirer Tangentialebenen. Jedoch ist zum Eintreten jener Erscheinung nothig, dass
es in dem singuliren Punkte unendlich viele Tangentialebenen der Wellenfliche gibt oder, mit
anderen Worten, dass der singulire Punkt ein gewghnlicher Knotenpunkt ist; ebenso wie auch
die singulire Tangentialebene die Wellenfliche in unendlich vielen Punkten beriihren muss, wenn
innere conische Refraction moglich sein soll. Ist der Knotenpunkt z. B. ein biplanarer, wie dies
im Allgemeinen fiir diejenigen singuliren Punkte, welche einer Doppeleurve angehdren, der Fall
ist, so tritt keine Zussere conische Refraction ein. Zur Erforschung der Moglichkeit dieser Er-
scheinung wiirde es daher noch erforderlich sein, die Gestalt der allgemeinen Wellenfliche in der
Nahe der singuliren Punkte zu untersuchen.




THESEN.

L
In der theoretischen Philosophie hat nur der Skepticismus eine Berechtigungs

IL

Bei der Anwendung der Analysis auf die Geometrie ist es nithig, sich weit eingehender
als bisher von der geometrischen Bedeutung der eingefiihrten Zeichen Rechenschaft zu geben.

IIL

Die Theorie der Singularititen der Curven und Flichen bedarf einer vollstindigen Neu-
bearbeitung.

Iv.

Beim mathematischen Unterricht ist auf die geometrischen Constructionsaufgaben ein
besonderes Gewicht zu legen.
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