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In principalia doctrinae numerorum incrementa introductionem numerorum com-
plexorum, ipsi summo hujus scientiae creatori debitam, referendam esse inter
omnes constat. Qui numeri quam vim ad promovendam scientiam habeant inde
elucet, quod arcte et cum residuis potestatum et cum theoria formarum altiorum
graduum et cum civculi sectione cohaerent. Summus Gauss primus disquisitiones
de numeris complexis formae a5 1/—1 in publicum edidit, quarum theoriam
postea Cl. Lejeune - Dirichlet uberius tractavit'). Generalioris numerorum com-
plexorum speciei mentionem fecit ClL Jacobi, ¢qui circuli sectionem pertractans
in hanc quaestionem incidit”). Praeterea ad hanc doctrinae numerorum spectant
observatio Cli. Jacobi?) et recentiore tempore disputatio Cli. Kummer ,,de nume-
ris complexis qui unitatis radicibus et numeris integris realibus constant,” deni-
que commentatio Illi. Eisenstein ,,de formis cubicis trium variabiliom ete.” (in
diario Crelliano tom. 28). — Ex quo prospectu, quam pauca de numeris com-
plexis huc usque in publicun edita sint, jam elucet ideoque in sequentibus prae-
cipue tantum ad illam Cli. Kummer disputationem lectorem rejicere potero. Quum
vero nonnulla theoremata in illa commentatione jam tradita elegantius demon-
strare mihi contigerit, etiamque alia quaedam nondum tradita ad perscrutandas
unitates complexas adhibenda sint, quumque denique, quoad nunc possim, totum
aliquod conficere velim, disquisitionem fere ab initio repetere praeferam. Quem
ad finem prior hujus dissertationis unitatibus complexis deditae pars illas disqui-
sitiones numerorum complexorum quasi fundamentales continebit.

) Crelle's Journal Bd. 24.

‘) v. eliam commentationem Illi. Eisenstein in diario Crell. tom. 27. ,,Beitriige zur
Kreistheilung,”

?) Crelle's Journal Bd. 19. pag. 314.
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Denique adnotandum recentissimo tempore Clum. Lejeune-Dirichlet, dum
in Italia versabatur, quaestiones de unitatibus principales ratione maxime generali
latissimeque patente mira quidem simplicitate tractavisse, quarum rerum prospe-
ctum nune in publicum editurus est. Quod quidem quum acciperem his meis
disquisitionibus jam finitis, eas elaborare tamen non plane inutile videbatur et
quia hae quae proferentur methodi ab illis methodis generalibus omnino differunt
et quia in pertractandis unitatibus ex unitatis radicibus compositis quaestiones
quaedain se offerunt, (uas ipsas tanquam speciales alicujus momenti esse ar-
bitror.

§. L

Ne postea investigationum ordinem interrumpere oporteat, hoc quod sequitur
lemina, cujus frequens erit usus et quo nomnullae demonstrationes praecidentur,
antea praemittimus.

Sint aequationis algebraicae 2" gradus coefficientibus integris (coefficiens
ipsius a® sit unitas) n radices: «, §; y ete. atque ejusdem aequationis, si tan-
quamn congruentiam module p (ubi » numerus primus) consideres, n radices: «,
b, ¢ etc. sit porro f (e, f, r...) functio radicum algebraica integra symmetrica,
congruentiam f(e, 8, y...) = (&, &, ¢...) mod. p locum habere dico.

Dem. Etenim quamque functionem radicum algebraicam integram sym-
metricam identice tanquam functionem integram expressionum: e+§+y+ ...,
ef+eay—+...etc. repraesentari posse constat. Ergo f(a, 4, ¢...) eadem functio
integra expressionum: g+ &+ ..., ab+ac+ ... ete. quae f(e, 8, y...) ipsarum
a+f+y+ ..., eftear+ ... ete. sit oportet. Quum vero a+d+ec+ ...
coefficienti ipsing 2%~1 i e. quantitati ¢+ g4y + ... pariterque «b+ac+ ...
ipsi @f+ay+ ... etc. secundum modulum p congrua esse notum est, id quod
contendimus facile concludi potest.
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Nune sit » numerus primus, @ radix aequationis o’ =1 pi'imitiva, sint
porro & & . .. &3 4 periodi radicum w guarum quacque p terminos contineat,
ita ut habeamus Ay =»—1 et:

1 a2, (—1)1
s=w+of +of + ...+ 0
i1 2541 (e=1)A41
=0 + ¥ + 0¥ + ... wf
L. . . .
r—1 2)—1 3.—1 wl—1
Gy =o +w¥ + w? + ...+ ef

ubi ¢ est radix primitiva ipsius »
Ex quibus aequationibus statim colligitur:
paqpr =& etl+e+g ...+ =0

Jam posito as+ a5, + a8, + ... F a;_y&5 3 =f(c) ") ubi literis:
@, &, ...a;_; numeri reales integri designantur, talem expressionem f(¢) nu-
merum complexum voce. Jam quia omnis periodorum functio rationalis tanquam
omnium periodorum functio linearis repraesentari potest, productum numerorum
complexorum rursum in formam ipsius f(¢) redigi posse patet. Deinde eadem,
qua Cl. Kummer in disputatione illa jam laudata §. 1. wsus est ratione, ex
aequatione:

ast+ a5+ ... ra;_y5 _1=bet b+ ... b_15_
sequitur ut sint e =d, o, = b, ..., @) 1 =05;_,.

Numeri f(g), f(5), ... f(s;—1) numero f(g) conjuncti dicuntur et facile,
brevitatis causa f(e) =/, f(5) =/, ete. positis, aequationes sequentes locum

habere elucet:
as+as +...Fa_y =1
ag +ag+ ... +a;j_y3e =f
1L . . .

as;_ .1 + G|E+ e+ ;1 &9 :f.l—l
Quod aequationum systema ut secondum quantitates «, &, ... solvamus, litera
« aliguam aequationis o = 1 radicem designamus. Tum aequatione prima in 1,

secunda in @, tertia in «? ete. postrema in «* ! ductis fisque additis aequationem:

") Quum illa periodorum functio linearis eadem tanquam functio ipsius & rationalis
integra repraesentari possit.
'lﬁ-
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L G+ea+ea'+..+6_ 1@ N+ aa+ a0+ a;_2-0-D)
=f+fie+fia'+ ...+ et
pro quaque unitatis radice i « obtinemus.
Quum vero expressio ¢ + &+ ...+ &' nibil alind sit, nisi id

quod Cl. Jacobi signo (o, @) denotat'), formulam loco laudate traditam in
auxilium vocamus:

e+ get.. 4+ 1t N e+ e 4. 45 e~ "= o= = gy
quae pro quoque ipsius e valore excepto illo @ =1 locum habet. Qua adhibita
atque aequatione IIL per ipsum s+ e+ a2 1 4 o 10=0—D pylt.
plicata aequatio:
IV. v(a + g Va0 oy = 4+ fia+... 4o,
(= +£,a'l -+ .+ q_la"'u'l)
(posito u numerum esse parem) oritur, atque pro guoque ipsius @ valore unitate
excepta valet. Unde concludi licet:
vae=fe+fat+ it i1 60 +m
va,= fe,+ [+ fi+ . fio1 € + m
var_y = e+ fie -+ fis + oA fi) 1 + m.
Quando enim pro quibusvis quantitatibus & et ¢ systema aequationum
habemus:
btboat..t+bo"+.+by g =etoed .t a +. g et
b+be'+...+ b, a2 61_1052”"'” =c+e, a’+...-|—c,ag"+..+c;_._|um~"-”

L L S L R T L I IS C o) P +o; e

facile prima aequatione in &, secunda in o~ etc. ducta iisque additis aequatio

colligitur:

W— (b + ...+ b )=he,—(e+e, +...Fe;Dseud,=c,+m
ubi 7 respectn r constans est.

') Monatsherichte der Berliner Akademie 1837,
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Ut quantitas i definiatur, adnotamus istis aequationibus v additis fieri:
VLv(ada +..+a )=+ +. -+ i) e+ +...Fe_g)+ im
Quum vero e+¢ + ... F g = —1lsitet e +a +....+ a
=— (47, + ...+ [f1-1) esse ex aequatione IIL ibi ponendo & = 1 colligatur,

aequatio VI. mutatur in:

— =N+ +. . i) =Amsean—p(f+f, + ...+ i) =i
Quo valore ipsins m substituto has consequimur aequationes systemata
IL et V. repraesentantes:

VIL fr=ae +as 1 +...+a_ 15

—va,=fw—e)+filw—s )+ ...+ lw—s_)

pro valoribus ipsius »:0, 1, 2, ... 4 —1

Jam vero respecta analogia numerorum complexorum qui radicibus uni-
tatis ad numeros compositos (v) pertinentibus constant, numeros complexos f(¢)
sub hac forma accipere convenit, scilicet:

fl=a+as+ae+ ... +a_s)

quamquam unitates complexas in posterum illius formae supra exhibitae ponemus. —
Productum talium numererum f(¢) rursus in eandem formam redigi posse inde
elucet, quod quaevis periedus tanquam functio rationalis integra unius repraesen-
tari potest, gquodque quaevis functio integra periodi ¢ per aequationem illam
gradus 1%, quarum radices & ¢,...¢ ) sunt, ad gradum 2 — 1" redigi potest.
Denique ex aequalitate duorum numerorum complexorum aequalitatem singulorum
coeflicientium colligi posse inde patet, quod functio periodi integra gradus 1 —1¢
evanescere nequit, nisi omnes ejus coefficientes evanescunt. :

Productumn omnium numerorum conjunctorum, tanquam functio periodorum
invariabilis integra, numerus realis integer est atque norma appellatur. Est
igitur:

fle) flg)... ;1) =Nf(e)

et quidem respectu s Quodsi enim f (¢) tanquam functio alius periodi e. g.
ipsi-us w consideratur, ita ut sit: f(s) = ¢ (w) apparet esse Ng (w) =
¢ (@) ¢(w,). - . ¢ (w,_q) sive Ng¢ (o) = (Nf(9)*. Neque unquam, ne ex aequali-
tate signorum ambiguitas oriatur, verendum est.

Caeterum ¢x ipsa definitione colliguntur aequationes:

Ni@E=Nf(e) et N(f (). (&)=N[(s). Nop(a)
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Quum sit (Nf ()" = N glw) =1 mod. v, posite numerum N/ (s) ad
ipsum » primum esse (Disput. Cl. Kommer §. 2), sequitur, ut quaevis norma
respectn & residunm sit 2™ potestatis modulo ».

§. 2.
Ponatur p numerus primus ejusmodi, ut sit p* =1 med. », atque sit:
p=p@Epla) .. ple—)) = Np(a)
istos factores ulterius in factores complexos ex his ipsis periodis & compositos
discerpi non posse atque inter se diversos esse, cadem qua Cl. Kummer in dis-
putatione sua §. 5 usus est ratione probatur.

Deinde quum a Clo. Kumnmer ') demonstratum sit, congruentiam 1" gra-
dus: (» —&) (@ —5)...(x—e,_ 1) =0 mod. p semper habere 1 radices, si p
condicioni sufficit p “=1 mod. », has ipsas designemus literis: e, ¢,,...e,_1%.
Jam hae duae habentur theoremata:

1. Si f(z) numerus est complexus cujus norma per numerum primum p
divisibilis est, unus numerorum f (e), / (e,), ... secundum modulum p nihilo
congruus erit; et quando unum numerorum f (¢) ipsum p metitur, etiom N £ ()
factorem p implicat.

Dem. Quum productum f (¢) £ (¢,) ... [ (s,_;) functio sit algebraica in-
tegra symmetrica radicum aequationis (v — &) (x—+#) ... (x — 5_)) =0 se-
cundom primum nostrum lemma erit:

[@ @) [ = (&) f(e) ... (e,1) mod. p
sive Nf(e)=f(e) f(e)...[f(e;_1) mod. p
unde theoremata illa sponte manant.

2. Theorema. Sint p (¢), p (s), . . . factores complexi primi numeri primi
p sitque p (e) ille factor, qui condicionem explet p {¢) =0 mod. p congruentia

haee locum habebit:
e =z mod. p ()

Dem. Ponatur expressio (e —e) p () p(s)...p(5;1) = ¢ (¢) unde
(e—e)p(e) ple)...p(5;1) = ¢ (g,) etec.

') in commentatione ,de divisoribus formarum quarundam ete” quae proximo fem-
pore in Diario Crelliano edetur; vel etiam in commentatione Cli. Schoenemann Diar,
Crell. tom. 19. pag. 306.

) Adnotamus quodvis ¢, eandem ipsius e functionem integram esse quam
& ipsius s
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tum erit g () =0 et ple)=9(e,)=...9(e;_1) = 0 mod. p quia omnes hi
numeri factorem p () implicant, quem nihilo congruum supposuimus. Jam erit
secundum illud lemma:

9@ +eE)+ .. el d=9@+ ) +... +¢(e) =0 mod. p.
Deinde erit ¢ (5)°+ ¢ () ¢ (s) + ... + @ (). ¢(6y—1) = ¢ ()" quum celiqua
producta omnes factores p (s) ideoqne ipsum p contineant. KErgo habemus:

¢ (&)’ =0 mod p. Jam sip ad v primum supponitur erit p*~! =1mod. » atque

@ (2) pr=1 =g (¢ pw«-]) = ¢ (z) ') mod. p.

Erit autem ¢ (£) = @ (s}P” -2, ¢ (£)* =0 unde denique:
g(EO=0mod.pie(e—a)p(s)p(s).-.ple;_)=0mod. p (&) p (&)... p (e_p)
ergo: ¢ — &= 0 mod. p(s).
Casu p = » habemus Np(s) = » et posito p () = ['(a) erit N f(0) = (N p )"
ergo Nf'(w)= 0 mod. v, Eaque de re (1) = 0 mod. » (disputatio Cli. Kum-
mer §. 2) ergo goum sit (1 —w) (1—w?)...=» erit quoque /(1) = 0 mod.
(1 — ). Deinde propter congruentiam 1= » mod. (1 — ), /' (0) = 0 mod.
(I —w). Jam posito f(0) = (1 —a) f(w) erit Nf'(w) =0 mod. pe=l, ergo
sicut supra f'(w) = (1 — @) f“(w). Qua ratione denique obtinemus f (w)
=0 —w" ¢ (w). Estvero Nf(w)=v*=p"* Ng (o) unde ¢ (w) unitatem
complexam esse patet. Ergo erit quoque:

(I —w)*= 0 mod. f(w) seu mod. p (5).
Deinde quum simili modo e congruentia ¥ (e — ) = 0 mod. » colligatur (¢ —¢)
= (1— @) g (a) sive (¢—¢&) = 0 mod. (1 — w)# denique habebitur: e— e =0
mod. p () respecta congruentia illa: (1— @)# = 0 mod. p (e).

3. Theorema. Si duo habentur factores primi complexi non conjuncti
ejusdem numeri primi p e. g. p (s) et p' (<) singuli factores p'(¢) e singulis p ()
multiplicando per unitates complexas deducuntur ).

Dem.  Sint p (¢) et p'(e) factores per ipsum p divisibiles, erit:

2'(e) =0 mod. p ideoque etiam mod. p (s)

Hv.§ 3 L

) Quod theorema casus tanium specialis theorematis 2 in §. 3 est.



— 8 -

Est vero e =2 mod. p(s) unde p'()=0mod. p(s)i. e. p' (5) = p (&) . ¢ (¢)
ubi ¢ (&) unitas complexa est, quia Np'(s) =p = Np(e) . Nop () =p.Neg(s)
ergo Nog(s)=1.

4. Theorema. Quando norma numeri complexi p (s) numerus primus p
est ab ipso » diversus, unum tantum numerorum p (¢) numerus p metiri potest.

Dem. Sit p(e) =p(e,) =0 mod. p ergo p(¢,)= 0 mod. p (s). Deinde
quum habeamus ¢ = ¢ et ¢, =&, mod. p () ') sequitur, ut sit: p (s,) = 0 mod.
2 (s) sive p (5,) = p (). ¢ (¢). Ergo quum sit: p(s). p(s,) ... p (5;_ 1)) =0mod.p,
etiam erit:

& .p@O.pE) .. pED=pE)"'p(E)...pE_1p (ppp)... =0

etiamque P (s,.)P'u.p(s,) eGP Ep) =P (p (). =00

e Mo _ p ive -
e T rm = 0 mod. p, sive 7@
quod fieri non posse facile patet, si in utrdque aequationis parte normam formes.

Tum enim esset 1 = p. Nf(e).

= p.f(s) sive denique 1 = f(¢). p (&) id

.6 3

Quum omnes numeri complexi, qui periodis constant, etiam tanquam fun-
ctiones ipsarum radicum considerari possint, quumque iis quae sequuntur haec
forma simplicior magis accommodata sit, hanc ipsam accipiemus, ubicunque salva
quaestionum generalitate fieri poterit.

1. Theorema. Quando norma aliqua Nf(») numerum primum p continet,
qui ad exponentem p modulo » pertineat, illam ipsam normam u" ipsius p po-
testas metiri debet.

Dem. Quum sit g, i=3—1 quumque p ad numerum g pertineat, ponatur

= g’-. Jam erit secundum rationem saepe usitatam: [ (w) = f (@), f ()P = f (u”)
2 1 —1 —1
F@P =F@P), ... W =f@w" ) modp. Quibus aequationibus inter
se multiplicatis obtinemus: . .
f(m)l +r+p4F T = flo). flo™ ... f(mpf""' ) mod. p.
In qua aequatione si deinceps loco ipsius w substituuntur valores: w¥, w9'. ..

m“‘l_l, atque aequationes, quae hoc mode prodeunt, inter se multiplicantur, fit:
— sl
@ @) . fet T P T = N ) = 0 mod. p

') v. adnotationem ad §. 2. — " v. §. 3, L.



— 9 —

i—1
sive posito (@) .f(@?) ... f(«¥ )=¢(w):
go(m)l+"+“' +pt! = 0mod. p
Jam quum sit 1 +p 4 ... 4 p4~ 1< p# certo etiam erit gu(t»)"'“ =0.

Est vero (p(w)?’#-:—cp(mf‘ﬂ)zq-r(m) mod. p. ergo ¢(a) =10 mod. p unde mutatis
radicibus @ oriuntur relationes:

2, —1)i
go(oa)Eqa(w!’)'}Etp(w!‘ =... E¢(w9'm ) )=0 mod. p
unde respecta ipsius ¢ (@) definitione:
S —1i
Nf@ =) ¢@) . .. ¢ ")=0 mod. p

2. Theorema. Normam aliquam Nf (@) si numerus primus p metitur, qui
ad exponentem p modulo » pertinet quique in 2 factores primos complexos e
periodis & compositos dissolvi potest, quotiens illius normae et summae quae ea
continetur numeri primi potestatis ipse tanquam norma repraesentari potest.

Dem. Primum adnotamus potestatem ipsius p summam numero Nf(w)
contentam secundum supra dicta multiplum ipsius g esse debere. Jam sit

. . P 2 (o=t .
p= Np(e), deinde ponatur f(w)./(@?).fle¥ )... (¥ )=¢(?"). Tum
habemus secundum suppositionem nostram:

Nf(w) = Ng(z) = 0 mod. p
unde secundum §. 2, 1: ¢ (e,) .5 0 mod. p ideoque mod. p(s). Quungque habeamus
secundum §. 2, 2: ¢ = & mod. p(s) erit:

¢ (e) =0 mod. p(s) sive mutatis periodis ¢ () =0 mod. p(s_,)
A —1)i
ioe flw).fw¥)... ;“(no!i(“l ) )} = 0mod. p(c_,) sive si congruentiam p = yl

mod. » respicimus: [(w)./(oF). . .}"(mf"u_i) =0 mod. p(s_,). Est vero:

Flw) flw?) ... 7@ z;‘(m)l+P+---+P-"_' mod. %) ideoque mod. p(s_,),

unde ratione supra exhibita colligimus esse:
f(@) =0 mod. p(c_,) sive [(w) == (w).ple—;)

Ad normam transeuntes obtinemus aequationem:

Nf(a) = p*. Ny(w) sive Nf;—:’ =Ny() q e d

") Gauss disq. arithm, 343.

*) v. paragraphom antecedentem.
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. Jam hac methodo iterum atque iterum adhibita facile patet e suppositione
Nj(w) =0 mod. ¢"* congruentiam colligi hujus modi:
[(@)=0 mod. p(e)™. pls )™ ...

ubi m + m' 4+ ... =mn; denique habebitur theorema hocce: quande norma
aliqua divisibilis est per numerum ecujus factores primi reales in factores com-
plexos quam plurimos discerpi possunt '), quotiens illius normae et summae quae
ea continetur denominatoris-potestatis ipse tanquam norma repraesentari potest.

Adnotatie. Si Nf(w) =0 mod. », habemus f(w) =0 mod. (1—w)?)
pariterque e congruentia N/'(w) = 0 mod. »™ congruentiam colligimus f(w) =0
mod. (1—w)™.

§. 4.

Sit /(@) numerus aliquis complexus, N numerus realis ejusmodi, ut
factores ejus primi reales in factores complexos quam plurimes discerpi possint,
sitque factor numerorum [(w) et N commuris maximus ¢(w)’), numeros ¥ {w)
inveniri potest talis ut sit: y(w)./(w) = ¢(w} mod. NV ).

Dem. Sit’ primum numerus N potestas numeri primi ergo: N=p"; sit

deinde p = Np () et p=g* mod. »
Jam erit secundum §. 3, 2: f (@) =F (0).p ()™ p (s, )™ ... ubi p mF+™' +- .
summa ipsius p potestas numero Nf(w) contenta. Est igitur N F (») numerus
ad ipsum p primus, quare exstat numerus x talis ut sit: . NF(0) =1 mod. p™
Hinc habemus:

Le.F@)F).. . F" ). fe)=a NF@.pE)™.pE)™ ...

=p )™ p ()™ .. mod. p™.

Designemus complexum omuium factorum ipsis p (e,)™. p (e,0™ .. ..
et p" =p(e)".p(g)" ... communium signo P (&) ita ut sint:

") Numerum aliquem primum p ad divisorem g ipsins ¥ — 1 pertinentem in factores
complexos quam plurimos discerpi posse dicimus, si in =1 fictores complexos e pe-
riodis £ compositos eosque conjunctos dissolvi potest.

v §.2 2

*) De factore communi maximo sermonem esse posse inde elucet, quod factores
ipsius [V primi in factores complexos dissolvi queunt, igitur ad cos omnes theorema §. 3, 2.
adhiberi potest. Caeterum hoc in ipsa demonstratione probabitur.

‘) Modulum realem accipimus, quia si complexus est multiplicando per factores
conjunctos realis reddi potest.
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P(6) . ple)®.pleg)® ...=P(e). A =p(e)™.ple,)™ ...
P} plep) . p(s;)7 ... =DP(s). Bsy=p"
Jam nullum indicem g nulli indici b aequalem esse patet. Sint indices ¢, ¢’...
ii, qui conjuncti cun indicibus @ et & seriem 0, I, 2,...1—1 efficiunt atque
posite C(e) = p(s,).p(sy) .. . formetur expressio:
V(sy= A(s) + B(s). C(s)
normam hujus expressionis numerus p metiri nequit; tum enim pro uno valore e
congruentiae N(e-——e) =0 mod. p esse deberet V(e)=10 mod. p") i. e.
Ale) + Ble). C(e)=0.
Quum vero pro quovis ¢ unus tantum factorum p(e) nihilo congruus esse possit *)
aut A(e) aut B(e) aut C(¢) minime igitur A(e) + B(e). C(e) nihilo congruum
erit. Quare jam existet numerus y talis ut sit: . NF(e) =1 mod. p" sive
substituto ipsius P (s) valore:

. V() Vi A& +y.V(g)... Viegg_) B(e). Cle) =1 mod. p™.
Qua congruentia in numerum P(s) ducta, atque vespectu habito aequationis
B(#) . P(&)=p", obtinemus:

W y.V(g). .. Fle; ) A(e) . P(e) = P(s) mod. p™
Unde si illam congrumtmm I: )

2. FY ... Fla ). fluy= A(s). P(s) mod. p*
respicimus atque =. F@Y ... Fl*1).y. V() ... F(s—_1),=1(w) ponimus
denigque prodit congruentia:
(o) . f(w) = P(:) mod. p™

ubi numerum P(¢) factorem esse numerorum j(w) et p” communem maximum ex
ipsa expressionis P(¢) definitione elucet. Istam congruentiam si tanquam aequa-
tionem scribimus designante &(w) numerum integrum complexum, obtinemus:

Y@ fa) = P@ + Gw).p" sive (o). L = g + G()
Casu p =» habemus f{0) = (1 — w)* F(o) uhl numerus NF(w) ad ipsum »
primus est ?). Jam posito 2. NF(w) =1 mod. »* atque: z.F(e?).F(’) ...
F(w"_l) = 1(w) obtinemus: y(w) f{w) = (1 —o)* mod. +".

Jam posito N=p®.q® ... ubi p, q, ... sunt numeri primi inter se di-
versi, inveniri possunt numeri y, (w), ¥, (»), . . . tales ut sint: '

¥ (©) - (@) = P(e) mod. p% y,(w) . [(W)=Q() mod. ¢*,...

Hv. §.02, 1L — v §o2, 4 — ¥ v. aduotationem §. 3, 2.
9
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ubi P(e) O(s), . .. factores sunt communes maximi numerorum f(w) et p % (w)
et ¢® cet. Itaque habemus:

Q@) B(") ...y, (@) . f(@) =y, (w) () = P(s) Q) ... mod. p*
P@E.RE) ...y, @) .f(0) =z, (@)@ =P Q) ... mod ¢*

Deinde numerus inveniri potest complexus w(w) talis ut sit:
P(w) =y, (w) mod. p% Y(w)= g, (v} mod. qb, e
quia pro singulis coefficientibus potestatum radicom  in ipsis x(w) hae ipsae
congruentiae expleri possunt. Unde denique habemus:
w(w). fw) = P(s) . O() . R(<"). .. mod. N

ubi dextra congruentiae pars factorem numerorum f(w) et N communem maxi-
mum continet.

§. 5.

Dato aliquo numero primo p, qui condicionem implet p#=1 mod.p sem-
per exstare numerum = talem, ut sit 7 p = N (¢—~¢) jam supra diximus (v. §. 2.).
Quem numerum 7= generaliter ita eligere possumus, ut sit ad p primus. Quodsi
enim 7 numerum p ideoque NN (e — &) numerum p * implicat, habemus:
N(p+e—s)=n'p=N(e—s)+p ;(8—81)(8—'52)..+(€“—6)(8—€3)+.. I +p“‘.. 1
Jam si et ipsum =’ factorem p contineret etizm illa expressio per ipsum p multi-
plicata nihilo congrua foret modulo p. Quae expressio tanquam functio ipso-
rom & symmetrica etiam mutatis quantitatibus ¢ cum numeris ¢ nihilo congrua
esse deberet. Tum autem omnes termini primo excepto evanescunt, qua de
causa obtinemus:

(e—e)(e—e)...=0 mod p

sive igitur ¢ = ¢, mod. p id quod fieri non potest, nisi pro certis quibusdam
numeris p qui et ipsi divisores numeri N (¢ —¢,) sunt. Quodsi e =e, mod. p
est quoque:
(e—e)(e,—erpy).. (1 —ep 41— 1) =0=(e—e ) (5,24 1) ... =N(s—5,)mod.p

Theorema. Si normam numeri complexi Nf(w) numerus primus p me-
titur ad exponentem u modulo » pertinens atque mp = N(e—s) est, numerum
. f(w) aliquis factor e — &, metiri debet.
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w—1)4
Dem. Ponatur [(w) . ['(m”l) . ,j'(mff(‘ ) ) =¢()"). Tum habemus:
N/[(@) =N¢g(e)=0 mod. p ergo secundum §. 2, 1: ¢(e,) =0 mod p et . g(e,)
=0 mod. 7.p ideoque mod. (¢—¢). Deinde quum appareat csse e=cete.=e,
mod. (¢ — &) obtinemus congruentias:' agle,) =m.@le,) =0 mod. (e—¢) sive
m.p(ed = 0 mod. (e—=s_ )i e
1 (u—Di
@) @) @) =0 mod. (e—s_,)
sive si congruentiam p = g* respicimus:

. (@) . f(a?).. .['(mf’”_l) =0 mod. (e—s_,)

—1 -1
Est vero . f(w). f(wP). .. /'(w”'u y=m. flw) Ttpt e +p 870 pod. wp
ideoque mod. (e—e__,) ergo ratione supra adhibita:

. f(®) =0 mod. (¢e—+¢_,) q. e. d.

Qua ratione iterata facile supposita congruentia N f(w) =0 mod. p*-# colligi-
mus congruentiam locum habere hujusmodi:

n“‘f('”) =0 mod. (¢—¢,)"" (e__sz,)m' .

ubi m+m'+...=n est

§. 6.

Sit p numerus primus talis ut sit p“=1 mod. » atque mwp=N(¢—¢)
sitque = numerus ad ipsum p primus. Deinde ponatur (e—sz,) (e—g)...(e—5_7)
= ¢ (¢) ubi ¢ (¢) ipsum p metivi non posse patet, quia posito ¢ () =p . ¢ (s)
esset (e—e).q¢(e) = N(e—e) =nap =p. Yl (e—s) ergo w=w(e) (v — &) et
n* = Nu(s). wp unde sequeretur, ut ipsum 7 per numerum p divisibile esset. —
Jam numero complexo fractovf:—:} tanquam modulo ad hanc quae sequitur dis-
quisitionem utamur; id quod facile fieri potest, si statuamus congruentiam e=2%
mod. 3:‘7 locum tenere hujusce ar = bn mod. m.

Jam patet esse e =¢ mod.ﬁ; est enim re vera (¢ —¢) ¢(e) =0mad. p
quia (¢ — &) ¢(s) = N(e— &) = np, Deinde si numerus complexus f(s) con-
gruentiae sufficit f(z) = 0 mod. ’: numerus p ejus normam metidtur oportet.

Ex ista enim congruentia concluditur f(s). ¢ (¢) = 0 mod. p sive Nf(s) . Nyp(s) =0

") v. Gauss disq. arithm, 345.
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N

mod. p’ et quum habeamus Ne(s) = p*~! 23~ obtinemus =*—! Nf(0 =0
mod. p et quia & ad ipsum p primus est Nf(s) = 0 mod. p. — Ex illa con-
gruentia e = ¢ sequitur, ut quivis numerus complexus numero reali congruus sit

ats ?
scilicet [ (&) = o
elucet eaque numeri 0, 1, 2,...p—1. Etenim pluores non existere inde patet

» unde p residua hoc modulo incongrua exstare

quod quivis numerus complexus numere reali, quivis autem numerus realis uni
illorum numerorum module p etiamque igitur modulo _,_i’_:'_ congruus est. Sin
vero duo illorum numerorum inter se congrui essent, earum differentia nihilo con-
grua fieret. Quam si litera o designamus, esset d ¢ (¢) = 0 mod. p ergo d* . Ng(e)
=d* gt pi=l =0 mod. p? ergo: d* . 7*~1 =0 mod p id quod esse ne-
quit quia 7 ad ipsum p primus atque d < p est.

Jam accepte numero x ejusmodi, ut sit 2k p-f(x+ 1)*  statuamus
cunctos numeros complexos formae e+¢, s+ ...+ ;| s>~ in quibus coeffi-
cientes isti ¢ valores 0, 1, 2... x induunt. Horum multitudo erit (x+l)" =p
(n Quo-
rum altero ab altere subtracto obtinemus numerum complexum f(£) cujus coeffi-

inter quos igitur certe duo inter se congrui erunt secundum modulum

cientes omnes inter — x et -+~ x sunt, et cujus norma numerum p continet, quum
ipse mnibilo congruus sit medule q’(’—ﬂ Quare sit norma ejus N f(e) =np. Jam
si litera M, maximum valorem expressionis V(& + 2, s +... +x;_; 8* 1) de-
signamus, ea condicione ut quantitates x cunctae inter —- 1 et + I sint, ob-
tinemus:

—:{ N& ideoque :—’ < M, sive

np < M x* < M;p unde denique n < M
Hinc habemus hoc theorema magni momenti. Date aliquo numere p qui condi-
cionem implet # =1 mod. » semper invenire licet numerum n minorem finita
guadam quantitate ab ipso p independente eumque talem, ut productum np in i
factores complexos conjunctos dissolvi possit. Quod theorema respondet illi in
theoria formarum quadraticarum, quod numerus formarum reductarum finitus est.
Etiam adnotandum illam rationem agendi adhiberi non posse ad eos numeros
primos p qui divisores sunt numerorom N(:—s,.) quarum igitur multitudo finita

est. — Deinde ope hujus theorematis, quantitate M determinata, numerus quam
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minimus inveniri potest numerorum 2, quibus opus est, ut pro quolibet numero
primo p proprietate supra dicta praedito unum productorum r p norma numeri
complexi sit.

Ut pro certis quibusdam numeris v pro quovis ipsius »—1 divisore 1
omnes numeri primi, residua 2**" potestatum ipsius », in 1 factores complexos
dissolvi possint *), tantammodo necesse est, numeros primos qui sint residua i
potestatis modulo » quantitatibus illis M, minores in i factores complexos con-
junetos discerpi posse ®). — Sit enim 4 divisor ipsius y—1, designetur deinde
signo d quilibet ipsing 2 divisor excepto ipso 1, probandum est, quemvis nume-
rum primum, residuum A" potestatis, in 4 factores complexos dissolvi posse, si-
modo hoe pro numeris primis p ipso M ; minoribus eveniat praetereayue omnes

e

numeri  primi residua d potestatum in d factores complexes discerpi pos-
sint. Quum enim = p tanguam norma repraesentari liceat, quumque factores ip-
sius n primi aut residua " potestatum aut residua A potestatis iique <n-< M,
sint, ideoque in factores complexvs discerpi possint, respectu habite theorematis
§. 3, 2 sententiam illam probari elucet. Jam primum pro ipso 1 factores ipsius
»— 1 primos accipientes, illa quae ad divisores mumeri 4 spectat condicione sub-
lata, ea tantum restat, ut numeri primi residua 2™ potestatis quantitate M, mi-
nores in A factores complexos discerpi possint. Deinde transeundo ad eos ip-
sius A divisores, (ui doabus tantum numeris primis constant, similem condicionem
adjiciendam tantum esse patet: caque ipsa ratione ad divisores ipsius »—1 e
pluribus factoribus  primis compositos progredientes denique illam condicionem
supra indicatam obtineri liguet. — Ha ut wnum tantum exemplum afferamus po-
sito » =175 pro ipso numere ¥ — 1 =4 simplicissimis jam adjomentis M, =49 in-
venitur. Jam vero tres numeri primi formae 5% 4 1 ipso M minores scilicet
11, 31, 41 in quatuor factores complexos conjunctos e radicibus unitatis quintis
compositos discerpi possunt’). Deinde pro divisore 1= 2 omnes numeri primi
vesidoa ipsius 5 yuadratica in duos factores complexos (v +«, 2). (a + @, &,)

") Ad notamus illud ctiam ita exhiberi posse, ut pro lis numeris » ommnes numeros
primos formarum xv + ¢* in A factores complexos conjunclos dissolvi posse dicamus,
1d qued illi sententiac acquivalere ¢ facili consideratione elucet.

?) Addendum est praclerea cos numeros primos, qui mimeros N(s— &) metiantur
pro se squosque disquirendos esse.

) v. Cli, Kummer disput. pag. 21.
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dissolvi possunt. Id quod vel illa ipsa ratione erui vel e theoria formarum se-
cundi gradus probari potest. Est enim (a+a, ) (a4, 5) = (¢ + @, o+a, 0™ 1)
X{a+a o' ta wa~ Y =a'-a @ —a, "

Hine igitnr quemvis numerum primum formae 5 n+1 in quatuor, quem-
vis numerum primum formae 52—1 in duos factores complexos conjunctos e
radicibus unitatis quintis compositos discerpi posse colligimus.

§. 7

Jam franseuntes ad numeros'» compositos adnotamus, nos plerumque ut
iteratione supersedere possimus ad methodos pro numeris primis exhibitas lecto-
rem delegaturos esse, quippe quae in his quae sequantiur paucis exceptis pror-
sus adhiberi possint.

Ponatur numerus compositus » = «“. 58 .c? . . . designantibus a, &, ¢, ...
numeros primos inter se diversos sitque w radix primitiva aequationis x¥ =1,
hane ipsam radicem esse aequationis:

N
[z = (.1"’:-[)(.1:'“” 1) (xv —I)...... —0
(@ —1)@? —1) @€ —1)......

notis methodis probatur, quae quidem aequatio ¢ (») gradus ') omnes »™ radices
unitatis primitivas amplectitur. Hanc vero aequationem reduci non posse sive radices
quasdam w aequatione inferioris gradus atque coefficientium integrorum contineri non
posse, hic probare omittimus *) guum limites hujus libelli demonstrationem hic tradere
non patiantur. Ex ea vero aequationis illius proprietate sequitur, ut quaecunque fun-
ctio ipsius w integra pro quibusdam ipsius » valeribus evanescat, eadem pro omnibus
quoque reliquis valoribus nihilo aequalis fiat. Quod nisi fieret, factor communis maxi-
mus istius functionis et functionis (), quum et idem functio sit integra, tamen illas
certas tantum radices o haberet atque factor functionis /(x) foret, id quod fieri

nequit. — Jam designentur radices primitivae numerorum &% &%, . . . resp. literis
g, by . . . deinde ponatur ':‘ = a, —;}-—-: & ... tum forma a'g™+b'A" + . ..
a

systema numerorum ad numerum » primorum atque inter se incongruorum
contineri constat, si numeris m, n, ..... sensim sensimque resp. valores

) @ (») numerus ille est numerorum ad ipsum » primorum eoque minorum,

*) Demonstrationem illam, de qua sermo est, proximo tempore in Diario Crelliano
in publicom editurus sum.
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1,9, ca™V(a—1); 1,2,..8871 (3—1), ete. tribuuntur. — Nunc sit 4 divisor aliquis
ipsius a1 (a—1) talis ut multiplum sit ipsins a®=1, i divisor ipsius 4F~1 (5—1)
multiplum ipsius 58=! ete. ita ut babeamus ip=a" (e — 1), ¥ p' =
pf-1 (4 —1)... et ponatur:

m=p—1 n=u'~1 . w“,yml-fz_i_b.ﬁul'-i-x‘ +...

p— hy
Evnly ... > -~
m=g Nne==p
mil+4x R RA
D . w g < bk
sive &, 0 = ZJao -]

m n
quae expressiones partes periodorum in numeris primis » agunt. — Numerus ter-
minorum expressionis talis erit: p.p’. ..., numerus periodorum & inter se di-
versarum: 1.A'.A". .. quum quantitates x, x',...resp. valores 0, 1, 2...1—1;
0,1,2,..,4—1, ctc. induere possint.

Productum 7{(x—sz), ubi signum I in omnes ipsius ¢ valores extendi de-
bet, functionem radicum w symmetricam ideoque integris potestatum z coefficien-
tibus gaundere apparet. — Per aequationem II{x—s) =0, quippe quae sit gra-
dus 2. 4. A ..., quaevis ipsivs & potestas = 41'4". .. potestatibus inferioribus
exprimi potest.

Duae periodi ¢ diversorum indicum aequales esse non possunt.

Primum enim ex aequatione z,, =&, 0,v, Sequeretur aequatio
ejusmodi &, , . =&, mu ny, ... ) designantibus o, n, ... numeres quoscungue
integros. Jam ponendo m=23F—1(} —1),n= ¢ (c—1) ete. obtinemus £6.0,0, ...
=&, 4,0.., . Sive respecta illa altera ipsorum & definitione atque sublatis factori-
bus utriusque partis communibus:

‘.ma.yml _ “:w“,ymH-*

quumque 0@ sit radix aequationis x =1 primitiva, pro iis unitatis radicibus,
quae ad numerorum primorum potestates pertinent, illud theorema demonstrare
sufficit. Quem ad finem designamus brevitatis causa signo &, expressionem

. Ml o e e .
xpud" += et ipsam radicem unitatis a%' primitivam litera @, ponatur deni-
. ml+4
que a*~1(a—1)=ga ita ut habeamus ¢, = S0 ¥ * . Jam colliguntur ex

aequatione &, = ¢, hacce: & =, 1, & =&, 9 ete. unde igitur:

") nempe mutando ipsum @, id quod secundum supra dicta facere licet.
3
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Lsteog +o" s+ ...+g“*l £ =&, +qe,+|+9’6,,+g-|—...+9)'_l.ex+l_l
ubi ¢ radix quaecunque sit aequationis +® = 1. Posito:

a—1
o+ew! +o'wf +... .+ " 1w = (g

obtinemus secundum L pro quovis ipsius ¢ valore, qui radix est aequationis 2* =1:

(0 @) = (s 09" = (g, @) . ~* unde (g ) (1 — =) = 0
id quod certe fieri non posse pro radicibus ¢ aequationis #* =1 primitivis jam
probemus. Pro his enim 1—¢™* evanescere nequit, quia x < 1 est. Deinde
(0, w) non evanescit, quod demonstrari potest ") productum (g, w) (o~ !, 0) = A a®
evadere nisi 9"“_2 (=1 —1; quumque i multiplum ipsius &“~! atque ¢ radicem
aequationis 2* =1 primitivam supposuerimus, radicem ¢ aequationi g"(‘_ﬂ(“_":l
sufficere non posse ideoque quantitatem (g, @) non evanescere facile perspicitur.

Posito 4, A, ... numeros reales integros esse, cxpressio formae:

A+d e+ A, ...+ A, N =f(s)Y)
numerus complexus dicetur.

Ex aequatione f() = 0 colligitur f(s,) = 0, quia f(¢) radicum o functio
est integra. — Deinde e relatione f(s) = 0 colligimus esse 4 =4 =4 =...
= 0. Quum enim f(») pro omnibus periodis & i. e. pro L valoribus ipsius 2
(quos inter se diversos esse supra probavimus) evanescat, tamenque gradus
tantum L—1" sit, coefficientes evanescere necesse est. Unde hae theoremata
patent: duabus numeris complexis inter se aequalibus et singuli numeri conjuncti
et coefficientes resp. aequales sunt.

Quaevis periodus &, #, w4, .. tanyquam funetio integra coefficientivm ra-
tionalium unius periodi repraesentari potest. Ad quod probandum primum numerus
» potestas numeri primi (v = a®) ponendus est. Jam designante litera w radicem
primitivam aequationis 2 =1 ponatur:

B e

denique 2= el detd.p=a—1
Radix @ quum aequationi sufficiat:

x
&, =¢(w?f)

=1 «—1 «—1
1+ o® + w2t + ...+ w@—he =0

—1 —1 -1
ideoque " + o™t 4 2T 4 grtleDeTT _ habemus

") Id quod fusius exponere omittimus.
") Posuimus L=21.4'.2".,..
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aequationes: z(w") + s(m““_l ) b s (wleDa 1"") = 0 in quibus nu-
merus 7 valores 1, 2,...a% ! — 1 induere potest. Inter quas vero quaeque g
inter se congruunt, unde numerus aequationum inter se diversarum est 91:_—] + 1
addita illa aequatione pro » = 0 scilicet: '

—1 e—1
w4 s(w“u Y e+ e(@@hET Ty =,

a1
w0 quarum

a—1_ . N : . .
autem “——‘-A——l- + 1 reliquis per illas aequationes lineariter exprimere licet; qua

Numerus expressionum omnium ¢ (") inter se diversarum est

L | .
de caunsa tantum _"-_;;4 — 1 sive A—1 restant,

Jam (uamvis ipsius s(w-”'z) potestatem tanquam functionem linearem
ommium cxpressionum ¢(w”) ideoque tanquam fuanctionem linearem aliquarum
(A—1) quantitatum s(w") repraesentari posse nullo negotio perspicitur. Qua de
causa ponamus potestates &% &% ... &*~1 repraesentatas 1—1 expressionibus
e(w") inter quas sint z, et s(w"). Ex quibus 1—2 aequationibus reliquis 2—3
quantitatibus £(w") eliminatis restabit aequatio hujus formae:

A+ Ao, + A+ ..+ Ayt = Bs(um)
ubi certe non ommes coefficientes A evanescere possunt. Coefficientem B eva-
nescere non posse, solutionem igitur non illusoriam esse, inde elucet, quod
functio periodi ¢, gradus 1 — 17 integra evanescere nequit, nisi ipsi coeflicientes
nihilo aequales sunt ).

Quodsi jam » numerum aliquem compositum ponimus, atque

o md e TR
Ta®Y = £, Tl = sy, ete.

igitur secundum illam definitionem: ¢, , = ¢,.#, ... scimus hoc preductum
exprimi posse producto functionum rationalium ipsorum &, ¢, ¢/,... . Restat
igitur, ut probemus quodvis productum & . " ... repraesentari posse potestatibus
(e.8.6"...), (8.8.8"...) ... . (s.8.8 .. )1 Quum vero guaeque i
ipsius ¢ potestas potestate prima, secunda, ete., (A—1)" exprimi possit, illae
L —1 potestates quantitatis (¢.¢'.¢” ... .) repraesentari possunt variis productis
&g .., in quibus i < 1, ¢ < 4%... quorum igitur numerus est .2, 1"...= I,
vel excepto producte °.&°... =1 restant L —1 producta, quibus potestates
(e.&...)% (e.£...)% ... expressae sunt. Ex quibus aequationibus L —2 si

") Id quod ratione supra (pag. 18) exhibita probatur,
g%
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omnia eliminamus producta exceptis e.& . & ... et certo quodam & .g&% .. .
P P q

quorum igitur multitudo L —3, obtinemus aequationem formae :

A+ A (.8 )+ (e .0+ ...+ (.8, Yl g o
in qua certe non omnes coeflicientes A evanescere possunt. Ideoque coefficien-
tem B non evanescere inde patet, quod functio periodi ¢ gradus I — 17 evanescere
nequit, nisi omnes ejus coefficientes evanescunt. (v. supra pag. 18.)

Ex quibus dictis satis elucet, quodque numerorum complexorum pro-
ductum rursus in formam:

A+ A s+ A, &+ ...+ Ap_qel!
redigi posse ideoque et ipsum numerum complexum esse.

Productum numerorum conjunctorum omnium norma appellatur et sicut
supra signo Nf(s) denotatur.

Jam eadem ratione, qua Cl. Kummer in numeris primis » demonstravit,
congruentiam 1° gradus N(xr—z) =0 mod. p habere 1 radices numero primo p
sufficiente condicioni p* =1 mod. » et casu p =» (v. §. 2); id quod huic rei
respondet posito » numerum esse compositum probari potest: scilicet congruen-
tiam gradus 2°... hane N(xr—¢) =0 mod. p habere totidem radices reales, si p
supponitur numerus talis, ut sit p#= 1 mod. a*, p*' =1 mod. #%,... vel etiam
pro aliquo ipso ipsius » factore primo e. g. p — ¢ dummodo e*' = 1 mod. #¢
ete. sit?).

Pro talibus numeris primis p quales tantum congruentiis sufficiunt

® ]
e P =1mod a%, p¥"  ¥=1 moed. 45, . ..
(ubi d,d"... divisores numerorum @ —1, 6—1,... numeri autem x, #,... vel
omnes vel partim > 0 sunt) erit N(z— &) = 0 mod. p designantc & periodum

—ix !
compositam e radicibus primitivis aequationis =@ L = 1 atque habe-
P q q

buntur T;‘%}}_ istius congruentiae radices z.
[ . Y L

Quibus jam praeparatis theoremata iis, gquae in paragraphis 2 — 6 pro
numeris primis » tradita sunt, respondentia nnlIu fere negotio pro numeris com-
positis » probari possunt.

') 1d quod etiam e theoremate quodam generali a Clo. Schoenemann in Diar. Crel-
liano tom. 19. pag. 293 tradito colligi potest,



PARS ALTERA.

§. 8
Posito literas: », p, 1, w, # eandem habere vim quam in §. 1 etiamque
acceptis numeris complexis formae illius:
as+as + ... +a;_y g1 =[(
numerum talem complexum, cujus norma sit -+ 1, unitatem complexam vocamus.
Disquisitio igitur unitatum complexarum eadem est, quae disquisitio for-
marum quarundam altiorum graduum F = 1. Normam enim numeri & + a5,

4+ .ev.. + a; —y & — formam esse 1’ gradus atque 1 indeterminatarum

e, t,. ... «; y et quidem determinantis, ut ita dicam, numeri primi » spunte
patet’). Quas formas fere partes aequationis Pellianae agere imprimis ex eo
e[llqt-i, yuod casu L =2atque » =1 mod. 4 it ¢ = _7;7 +,;,l/,,’ﬂ = —~:]!—-—;-!/y
. 1 N 2
unde: Nfd=7let+u) —vie—an) }

Nunc primum adnotamus ipsas unitatis radices » unitates simplices apellari atque
quamlibet unitatem complexam unitate simplici multiplicatam realem reddi posse
demonstrabimus, in qua demonstratione Cli. Kummer vestigia ferc ommino se-
quemur ).
Quum omnis periodorum functio etiam tanquam ipsarum radicum functio
considerari possit, ponimnus f(e)(:; @ (w) sitque Nf(©)=1 ergo etiom Ng(0)=1.
o (]

Sit porro quotiens Se—D = ¥(w) quem numerum integrum esse aper-

{um est, scilicet w(w) = ¢ (@)’ p(a’). .. (p(m”“s). Jam posito
ww) =c4e o+ e, 0+ ...+c,_y 0 additis aequationibus:
(o) p =1, 90w) . ploH=1,...pe D).y ") =1
obtinemus: w(e'+e '+ ... +ce’ ) —(e+e +... e, _N)=r—17)

"} Cf. Eisenstein ,de formis cubicis etc.” Diar. Crell. tom, 28.
%) Disputatio Cli. Kumnmer §. 4.

) ef. id quod pag. 4 exposuimus.
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undec + ¢, +...+e,_] ==t L mod. v quocirca haec cocflicientium summa etiam
aequalis &= 1 accipi potest. Itaque habemus:
e+e '+ .+, "=1
unde sequitur, ut esse debeat ¢,=1 omnes reliqui vero numeri ¢ nihilo aequales.
lr-(m)_
pw—1)
atque posito — 2= 2m mod. ¥ denique:

Invenimus igitur @(w) = = w" esse unde: @(w) = w®- (f(w_')

o™ gw) =a " g o)
ex qua aequatione apparet, quamlibet unitatem ¢(w), multiplicande per unitatem
—1

quandam simplicem, talem fieri posse, ut mutato win @™ immutata maneat i. e.

e +u—2, ... ergo realis evadat. Sive si ad uni-

ut functio ipsorum o + 0™
tates formae f(s) revertimur, unitates complexde tanquam functiones periodorum
paris terminorum numeri aceipi possunt.

Jam ostendemus pre quibusvis numeris ¥ et i unitates existere infinite
multas easque inter se diversas. Posito enim:

Aeaf) (1 —a Ty ! ©
= — = £,
Q—o) A—a¥y. . ... a—aPY v

normam hujus expressionis unitati aequalem facile patet, quum norma et nume-

()

ratoris et denominatoris sit »*. Deinde illam expressionem numerum complexum
. . . i+4-1
integrum esse patet, gquum pro se quisque factor numeratoris (1— o#” + ) fac-

e
wg*h -

i —
tore quodam denominatoris (1 — w?” ) dividi possit gquia :_ . po-

E2)
sito @ = x. Denique illa expressio functio periodorum & est, quia ‘mutata ra-

i
dice win ¢" immutata manet. Hine igitur patet 1(s) unitatem esse integram
complexam. — Etiamque produeta:

Y@ p)" el
designantibus ,, 2,, . . . ;] quoscunque numeros integros unitates integras com-
plexas esse apparet, quas quidem ommes inter se diversas infra probabimus.
Adnotamus quamvis quantitatem (e,) positivam realem esse. Etenim
quum numerus g par suppositus sit, cuique factori
nitx41 nl+4x+1
¥ g

}— factor 1 —w

respondet.  Quibus multiplicatis obtinemus 2—2 cos v = 4 sin® %‘v ubi v

=—.g"t*+tl 7 Unde jam et numeratorem et denominatorem ipsius w(,)

positivum esse elucet.
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§. 9
Sit unitas illa y(e) = ce 4 e,6 4 ...+ c_yf_], quam positivam rea-
lem esse modo demonstravimus, atque ponatur:
cE ‘e +.. o185 =1
ce, +eof 4. e =,
I . .

e5_ 1+ e+ 618 _g=1
Deinde sit data aliqua unitas ae+ &5, + ...+ @& atque designentur
similiter valores absoluti factorum conjunctorum resp. literis £, /,,. . .. ;. Jam

ponantur: fi = T'."' -1 " . "').—l“j'_l
r; — r,ﬂl . '-, gy . rk “.1'-"]
”; =ur, ”. ., n [Ny i1
IL .
fi—1 = "J.—l”. . rlﬂ' e r)'_;l'l_l
/}. _ l'lﬂl - n, . 1‘1__2")'_1

Quod systema 4--1 aequationum atque i—1 indeterminatarum 2 est,
nam aequationibus omnibus multiplicatis per condicionem f, £, .. /3 =r 7, .., =1
acquationem identicam 1 = 1 obtinemus, unde sequitur ut quaevis istarum aequa-
tionom e 4 — 1 reliquis deduei possit. Quodsi in systemate IL logarithmos pro
numeris adhibemus atque signis log. f, = ¢,, log. r,= ¢, valores logarithmorum
naturalium denotamus, obtinetur:

@ =npo + e+ .00 0 1011
¢, =g a0+ ... +m_q0

. .

$a=me Hnue a0
Quibus acquationibus deinceps per 1, e, «® ... "' multiplicatis (ubi ¢ radix
aliqua unitatis 2" est) iisque additis eadem qua in §. 1 usi sumus ratione

obtinemus:
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IV. ¢y + g+ ..+ =0 +me™ o e 0D
X, +oe+ ...+ glal—l]
Jam positis: ¢, +p,at+qa’+ ... +tp3_¢l_1 =g (a)
o +eetge’+ ...+ gdl =g
erit ple) = (@), +m, e L4 ...+ my_je— @) ergo:
glc) . o(e?) . p(a?). .. g(n'l—l]‘
o(e) . ple? . p(e?) ... g(al—l)
quae aequatio systematis Il solutionem repraesentat. Etenim posito brevitatis
causa:

==n + nsnz“l + ...+ .,,l_l,z—(l*'ﬂ)

(@).pln .. (=)
Co et gy = ¥
atque designante o radicem unitatis 2" primitivam aequatio V. locum tenet
aequationum:
Yle) =n, +ne—* -+ ... +ny_3 o *1=2)
pro valoribus ipsius x:1, 2,...1—1. Unde (sicut pag. 4) colligimus esse:

o L (e) + ag"w(a’) + .+ a()‘_])".gb(a"_ljtlnx— oy +a,+...4+n;_3)
et o1 () + ac"u_])ip(u’) B R (e —ly—= = . ay_
ergo denique:

VL dn,=(e*—e D@ + (e®*—e~ Dy + ... + @ — o) g ()
qua aequatione re vera quodvis = quantitatibus ¢ et ¢ expressum est.
Sed etiam determinantem systematis III. non evanescere, demonstrandum
est. Qui determinans denominator sinistrae partis yquationis Y. scilicet pre-
ductum g (e).o(e®) . ... g(al"‘l) est, designante e radicem primitivam. Ergo

probandum est, nullum istius producti factorem evanescere seu guantitatem:

z==i—1l
e, +oxtoa’+ ...+ glai_l = 30 O1”
EE

pro quavis unitatis radice 2 unitate excepta a nihilo diversam esse. — Jam
substituto ipsius g, valore scilicet:

(l—wyx-‘-l) a _mgx+l+).

myx-i—l-}—(y—l)l

... (— )

exp1=log.r, ) =log.

A —1
I—w¥) (Q—a?Th . (TP
] 142 I =1
sive: g,..1=log. (1—w?" )+log-(l—w9“+ + )+-..+log.(1—w9x+ T })
A (u—Dar
—log. (1—0?) —log.(l—aw?™ ™) —..  _log.a—ad T

- gle) = Zo,4 «* abit in:
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i-1f 1 +1+1 #+ L4 (=1,
> Ilng. A=w ) b log 1—0? T 4 log 1w T T ))la"
o
i—1 i (u—1)
— 3 g (1—a?) +log.(—e?" ") 4.+ log. q—w¢* TP ]la"
o
xespd—1 21 e | *
sive = I & .log (1—w! ) — X ca*log (1 —w')
x==p =0
ratione scilicet habita aequationis a* 5% = o*
Jam quum sit:
x x *
. PN A ) .
log. (1 a:-'l)ql_ +7_j +F + ... fit: .
i1 —=ui—1
U e log.(l—wf/x)-_* s s a".%ﬂyn e
o " x=u

in qua summatione » omnes numeros integros positives ad numerum » primos
designat. Nam pro valoribus n=1 fit:
" ud=—1 =
a' =1let = % :]—n(l+“+“'+ R e 1 |
()
Quodsi Cli. Jacobi signis vtimur ') expressio
pd—l . ny* . 1
x = a‘.-';':— abit in Z— (e, o")
n a n

et adhibita relatione (e, w") = & 174" (¢, w) obtinemus:

® a—Ind.n
— T e*.log. (1—0? )=(x,0) = w
et mutato @ in of:
I « —Ind.
I a¥ . log. (l—wa- )= —(oy0?) X -
+1 — Iud,
ie Iof.log (l—wf  )=—a—1(a w). 3 . 1
Ergo habemus denique:
« — Ind. n

n

e@=(l—2"" (&g, w) =

Jam neque factor (e, ®) neque (l—a— ') evanescere potest. Prior enim

sententia ex aequatione (e, ) (¢ — 1, w) = =+ » secunda ex eo, quod « ab uni-
—nd.n
tate diversum positum est, elucet. Restfat igitur, ut factorem ¥ - "“" non
. +Ind. n .
evanescere probetur. Tum etiam Ii;— evanescere deberet, id quod pro

') Monatsherichte d. Berliner Akademie, Jahré. 1837.
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nullo & qued sit radix aequationis #"~'= 1 ideoque etiam pro nulla radice nui-
tatis A o (excepta unitate) fieri posse Cl Lejeune-Dirichlet in illustri illa com-
mentatione ,,de progressione arithmetica infinita” etc. § 4 et 5 singularibus illis
methodis demonstravit.

§. 10,

Si in valoribus quantitatum » aequatione IV § 9 determinatis, numeros
integros quam maximos secernimus, ita ut sint: n, = E +d,,n, = E, +d,,...
quantitatibus J inter 0 et 1 acceptis, aequationes II §. 9 mutantur in:

L=z B B ry Eatr oy S

ete.

Ex quibus dequationibus quum et f, et », &, 7, o r,___lEl-l unitates integrae

complexae sint, alterum quoque dextrae partis factnrem:r,'f'. 7,

Gy
unitas integra complexa sit oportet. Ponatur igitur:

g
LT RN T i—1 =F =ds+ A4, 5 +...+ 4,5,

I J"_]:F,:Ae,-rd, g+ o+ Ay &
1L . .

r;.d' 1_||’J" A Ti—1 Fi=de; y+de+...+A;_ | 2 o
designantibus 4, A4,,.. numeros integros. Quo facte secundum aequationes il-
las VIL §. 1 has quae sequuntur aequationes tanquam istius systematis aequatio-
num IL solutionem nanciscimur:

—v.d=F(p=&) + F,(p—&) + ...+ F(p—5_;)
— v . A =F (u—g&)+ F(p—g) + ... + Fi(p—e)
118 . .

—_ I’-Al_[z E (p*—é‘k _1) “+ 1"‘, (ﬂ_“G}“F e FA(’L—-SI_E)
Periodes ¢ minores esse numero u, quo numerum terminorum periodi designavimus,
facile perspicitur. Nam quaevis periodus & (posito -p = m) formae est:

-,

"+ "+t aw
sive igitur formae
2.{ cnsﬂ’:—’" + cos

B N P

2
BT 4 .+ cos %—ﬂxmi

quod aggregatum cosinuum ipsorum numero (;) minus esse in promiu est.
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Deinde absolutes ipsorum F valores limites quosdam §,, §,,. .. superare
non posse ex aequationibus II. et condicionibus, quibus ibidem quantitates ¢
sunt circumscriptae, colligi potest. Unde sequitur, ut quantitates quoque
—vd, —vd,...limitibus quibusdam centineantur, scilicet quum quantitates
uw—¢ sint positivae:

Folo—e) + Fp—e )+ .o+ Flu—s, )= —vd,
—%Fp—e) — & (""_E:H-l)‘"' e — Bilp—e_pP< ""VAz
sive
TS =)+ Biu— e | > 4> — L Bu—e) + Tyt
Quum vero .4, numerus integer esse debeat, multitudinem tantum finitam nume-
rorum A, A, ... etiamque igitur numerum finitum unitatom F, quae forma in
IL accepta gaudeant, existere posse patet.

Quae quum conferamus cum aequatione I sequitur, ut «uaelibet unitas
/" potestatibus integris unitatum conjunctarum »,, »,,...7;_; et unitatibus qui-
busdam numeri finiti exprimi possint; i. e. ut cunctae unitates forma

F.rn.or%. 000 _H=1
contineantur, designantibus x , x, ... numeros integros et F unitatem quandam
¢ numero unitatum finito electam sive denique ut numerus unitatum fundamen-
taliom quarum potestatibus integris omnis unitas repraesentari queat, finitus sit.

§. 1L
Jam accuratius, quibus limitibus numeri integri A, 4,, ... sint circum-
scripti, consideraturi summs, quo labor inveniendi unitates fundamentales ali-
quanto diminuatur. Ad quem finem disquisitionem institnamus de illis expres-
sionibus:
I —vd, =F (u—e)+ F,(u—e, 1) +. .. + Fy(p—e,_y)

. d, d, J )=
ubi Fo=7y" eTyqy oo Tyg =l

eamque consideremus tanguam functionem yuantitatum d. Quotientes differen-
tiales istius functionis L. respectu quantitatum 4,, 4,,... sunt:
F (u—s,)p, + F, (u— _,,|_[) g + ... +Filp—se, o1
- F, (p—s)e, +F (u—e,q1)e, +...+ Flu—s, o

in quibus formulis notatione jam supra adhibita log. », = o, usi sumus.
4 »



Quotientes differentiales secundi et quidem ii, quos expressionum 1L prima
respectn d,, secunda respectu d, ete. differentiatis obtinemus, erunt:
Fo(p=s) 0"+ F (p—e, 1) o'+ o +Filp—e, 1) i
Filp—e) o, +F(u—e o'+ ... + Fi(p—s, 1) o*

.

quas expressiones pro quibusvis quantitatum J valoribus positivas manere elucet.
Unde facili consideratione colligi potest functionem illamn I dum variabiles d in-
tervallum inter 0 et 1 percurrunt, valorem haud majorem obtinere posse eo, qui
inter valores functionis extremis ipsorum J valoribus respondentes maximus sit.
Quare quaestio de valore ipsius v4, absolute maximo ad disquisitionem valorum,
qui ad valores quantitatum ¢ hos: 0 et 1 pertinent, restringitur. Valoribus igitur
quantitatum » computatis, quantitates F' combinationibus quibusvis valorum ¢ et 1
pro ipsis ¢ (multitudinis igitur 2i—T) respondentes computentur, ut valor earum
maximus M inveniatur  Sit numerus integer ipso —- minor eique proximus =n;
jam unitates omnes complexae cujus coefficientes inter — » et + » sunt sta-
tuendae atque inter eas, quae ad alias reduci possunt rejiciendae ut tandem nu-
merus unitatum fundamentalium quam minimus restet.

Sic e. g. posito v =7, = 3 atque », = w 4+ w—! etc. iste numerus
n =1 sine magno labore invenitur, ita ut valores coefficientium sint: —1,0,-+ 1.
Numeri igitor complexi 24 disquirendi') inter quos vero terni factores sunt
conjuncti. Inter octo illos, qui supersunt, rursus bini numeros aequales sed

signo tantum opposites pracbent, ita ut denique hi quatuor restent:
s =0+ -1
s+ =ote )+ tal=g.q
s+ —s=o+to lto+ot—w—w =g .’
& — ¢, unitas complexa non est.

Quumque tres illas unitates unitatibus ipsis ¢ exprimere liceat, has ipsas
tanquam fundamentales accipere possumus i, e. quarum potestatibus integris
omnes unitates complexae ad » =7, 1 = 3 pertinentes repraesentari possint.

Haud inutile videtur hoc ipsum exemplum paulo uberius exponere, ut id
de quo agitur magis in promtu sit. Quum enim sit:

Nige+ys +28)=@+y+27—Tay'+y:"+ 22"+ xy:) = ¢, y,3)

') nempe omissis his: 0, & + & + &, — & — & — &,
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solutionem formae ¢(x,7,3) = 1 numeris integris ita invenimus, ut numeri
&, ¥, = integri determinentur aequationibus'):
—Tr=(w4o" M (Wt~ Q—w—o" )+ (w4 ™" (e oM @—wi—w—Y
=+ (w4 w= " (w+ m_')"(‘.'—m’—m—a)
(w4 w— " 2-w'—0" ")+ (0 + 0~ (oM 2—wt—?)
+ @+ 0t u I -0 — 09
—Te=(w+ w™ " {w* 4 w= )" (F—w?—a—") + (w*+ W= (w4 w E—w — w="
+@ 4o ™ (wto M@ =0
designantibus m, # quoslibet numeros integros. Quod exemplum analogiam
aequationis Pellianae prae se ferre apparet.

—Ty = (" M"

§. 12,

Postquam demonstravimus numerum unitatum fundamentalium finitum
esse, de hoc ipso numero disquisitiones instituamus ac primum quidem illum
numeram ipso A—1 minorem esse¢ non posse sumus probaturi.

Sint igitur unitates fundamentales: £, f*, £, ... quarum logarithmi resp.
literis ¢, @', ¢, ...designentur. Quodsi literis », », ...; ¢,, @, ... eandem
gquam in paragraphis antecedentibus tribuimus vim, hae ipsae unitates potesta-
tibus integris ipsorum j exprimi possint, oportet. Quare sit:

wo= Lt e 6, =a9+be' +eg'+ ...

r= [ &= g+ by oy

.

ay— b —1 ] "
Y R IRV L TR ST L S

n_1=1

Quum vero numerus guantitatum ¢ sit < 1—2, his ipsis eliminatis certe
una restabit aequatio formae: -

L me +ime, +....4+n;_j05-1 =0

in qua aequatione #,, %,,... non omnes nihilo aequales atque numeri integri
esse deberent, quum et ipsa @, &, ¢, ... numeri sint integri. Id quod esse non
posse sequentibus probatur.

Ex aequatione enim L colligimus aequationem: r,"* . r," .. p;_ | "=1 =1
unde rursus mutatis periodis quae expressionibus r continentur hoc oritur aequa-
tionum systema:

) v 1L §. 10,



et "l

-
.
~
-
|
-
il
-

1'1"'1'.”’ cer gl =1,

Unde per aequationem IV. §. 9. obtinemus:

(n, +n,a‘_l + o0+ nl_la_u"g)) (o +o,¢4+ ... +gt"H=0
pro quoque ipsius & valore. Quum auntem factorem secundum non evanescere
jam supra (§. 9.) demonstratum sit, factor prior pro quoque ipsius e valore

unitate excepta evanescere deberet id quod fieri nequit nisi n, =», =... = 0.

§. 13.

Antequam vero ad ulteriorem disquisitionem accedamus minime a re
abhorrere videtur notationem quandam indicare qua formulae magnupere centra-
hantur.

Designantibus enim r,, r, ... 7 _y, r; unitates aliquas conjunctas, deno-
W12 signoe:

” et a0 =2 — ?‘,"("’

tamus productum =" .7

Id quod ita quoque exhiberi potest, ut dicamus posito:
L R A L =
pro aequationibus illis (IV. §. 9):
gla®) =(n, + e 4. ..+ n;_ e %=y, (a)
substitui aequationem:
fi=rn Mot met ..oy _yet—2
Jam primum aduotandum est, productum 7™ .7, ...r,"* aequatione
#, .7 .-.73==1 ad productum A—1 terminorum pariterque numerum complexum
n(a) ope aequationis 1+ « -+ a®+ ... +e*—1 ad expressionem i—1 termi-
norum redigi posse.
E definitione statim sequuntur aequationes:
7 0 — ,.la—' n(e) — r'u“'sn(n) - = ,,la—(l-!)n(«)
@t 1) — 4 m(a) 4 i)
Etiamque altera potestatum verarum virtute hoc nostrum symbolum

gaudet, scilicet:
I n(u)}M(ﬂ) — flu(a) . m(e)
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Posito enim ‘i‘.""') =& et [’_l,.(,,)]m(n) =4, m(e) — f, habemus aequa-
tiones: »™ .1™ .. =5, 7," .9,™ ... =2 5,,... quae posito log s, = o, se-
cundum §. 9, IL—IV. eandem habent vim quam aequatio:

n(a_ljg () = a(a)
quae ipsa ut supra aequationum i—1 locum tenet. Eodem modo est:
m(e™ ) . ole) = z(e) ergo nte ). mie— ) () = ()
pre qua igitur aequatione, quod ad definitionem nostram, substituere possumus
hane: £, = .- m{@) ¢ o d.

Jam patet posito 4 numerum primum esse istos exponentes symbolicos
sicuti numeros complexos tractari posse, quum ommes eorum reductiones eo
tantum niterentur, ut sit: 1+ e+ o'+ ...+ o1 =0 id quod cum nostra
definitione consentit scilicet » !+t -+ wh=l ety =1=¢"°

Deinde praemittendum est, literis r illa priore vi gaudentibus quum nul-
lum factorem g(a) cvanescere demonstratum sit, unitates »*(@ et 5 ®() aequa-
les esse non posse misi », =my,, n, =M, ..., 2y =m;_ i e. nisi n(a)=m(c)
pro omnibus 1™ unitatis radicibus excepta unitate.

Demonstravimus in §. 9. quamvis unitatem complexam forma »,™ . 2,™
251

. contineri, quae quantitates n etiam loco citato determinatae sunt.
Jam vero istas quantitates rationales esse probabimus. — Etenim initio §. 10,
n, a, n)—1

posita unitate integra complexa f, = » ™ .2, ... etiam productum
7, % .1-,"" - 1_10"_' unitatem integram esse ostendimus, si quantitates d re-
sidua sunt ipsorum % namero integro quam maximo subtracto. Quum vero
quivis numerus irrationalis variis numeris integris multiplicatus innumera prae-
beat residua unitate minora eaque inter se diversa, quumque unitas /' ad po-
testatem aliquam integram evecta rursus unitas integra sit, variis potestatibus
integris unitatis /" innumeras unitates inter se diversas formae r,”" . r,"v' . ..rl_ld"_l
(ubi d,, d,,...<1) obtineri posse elucet. Illo autem § 10 finitum tantum-
modo numerum unitatum complexarum hujus formae existere demonstravimus;
id quod itaque a propositione nostra, quantitates = irrationales esse, abhorret.
~— Quod quum conferamus cum forma §. 10 (sub finem) omnes unitates formae
esse patet:
m ()
non . #()
designantibus m(e), #(«) numeros integros complexos, n numerum realem, in
. . . mie) o .
qua guidem numerus fractionum diversarum — —= finilus est.



§ 14.

Jam primum ad casum simpliciorem accedamus in quo scilicet 4 numerus
primus ponitur. Quem quoque talem supponimus, ut quivis numerus formae
22+ g% (designante & divisorem numeri A—1) in d factores complexos dissolvi
queat (v. §. 6).

(e}
Quum secundum supra dicta numerus unitatum formae r »  (yuibus
praeter ipsas » ad repraesentandas omnes opus sit) finitus sit, hae ipsae sint:
ni(a) ‘(e

L orn e ...
Jam sit factor numerorum m(«) et 2 communis maximus v(e) ') ita ut
m(a) = afe) .v{e), n = ¢(a) . v(x), loco illius exponentis T{—“! scribere licet

hune: %. Quumque a(«) et ¢(e) nullum amplius factorem communem habeant,

numerus inveniri potest b (a) talis, ut sit 4(a).a(e) = 1 mod. e(x) (v. §. 4) sive

m(e) at)
ba).a(e) =1 + F(e).ele). Quum vero r » = pecle) unitas integra sit, cadem
ale).0(@) 1 S
proprietate unitatem » (@) = yrela), pFlQ ideoque etiam unitatem rcl«) gau-

dere patet. De qua unitate quum illa unitas data deduci possit, scilicet evehendo
eam ad potestatem integram a(«), hanc ipsam loce illius accipere convenit.
Hinc elucet, pro illis unitatibus I. accipi posse unitates hojus formae:
1 i
IL 7@, rale),. ...

Ut harum unitatum binae in unam conflentur, sit factor numerorum 7 (c)
el n'(e) communis maximus c(e) ita ut sit n(e) = ¢(«) . m(a), n'(c) = e(x) . m'(x).
Jam quum numeri m(e) et m'(e) nullum amplins habeant factorem communem,
numerus inveniri potest a(e) talis, vt sit a(e).m(x)=1 moﬂ. m’(a) v. § 4

sive a(a) .m (o) +b(a) m'(e) = 1. Quum vero unitates rﬂ(«} et r"(ﬂ) integrae
r:) afm} b (u) @ (a) () a(«)

sint, unitates quogue 77l et 7#'(), etiamque (). 20 () = pu(@ * #() inte-

gras esse in promtu est. Est vero:

m @ (a) 1 ﬂf_)_ a(a) - 1
n(w) nie)  ele) m(a) m'ec) T ete) . m(w) . m' (0)
1

unde igitur unitatem rc(). m(@). m'(c} integram esse liquet.

") De factore ¢ i maximo ser esse posse e suppositione illa de natura
ipsius 1 facta elucet, (Cf. adnotatio ad. §. 4.)



— 33 —
L L
De qua gquum illac unitates »#() et ro'le) evehendo eam resp. ad
potestates integras m’(e) et m(e) deduci possint, hane ipsam loco illarum accipere
licet. Qua ratione agendi iterata denique loco unitatum I. vel IL una restabit
I

formae #v(), qua praeter unitates » ad repraesentandas omnes unitates opus
1

erit. Quodsi »v(@ = u ponimus, est r = x*(®) ex qua aequatione, ut ipsae uni-
tates » integris ipsorum u potestatibus exprimi possint, sequitur; ergo forma:

n(c) EN My ny_1
u, = Uy ... H)_)

designantibus n,, n,,...%n;_] quescunque numeros integros reales, omnes uni-
tates integrae complexae eaeque solae continentur.

Postquam hanc methodum quasi geneticam exposuimus, aliam allaturi
sumus rationem, quae hujus paragraphi summam a posteriori probet.

§. 1a.

Unitas 7 nisi ipsa fundamentalis est, praeter eas unitates, quae potesta-

tibus ipsius r integris complexis repraesentari possunt, numerus finitus existet
m ()

unitatum formae: » » . Inter quas erit una quaedam (vel plures) in qua norma
expouentis i. e. N'ig'—) reliquis minor est. Qualem unitatem litera » designemus.

Quae unitas eam habet preprietatem, ut si «quae exstet unitas integra formae:

hie) hee) m(e)
# * norma exponentis i. e. f\'——:‘1 unitate major sit oporteat. Etenim quum r »
m(c) , h(a) h(e)
. R me) R} _ o omle)
= u ideoque r = # =—u * praetereaqne N"ﬁ_'T = N—= secundum

suppositionem de unitate » factam esse debeat, illa condicio N@ = 1sponte ma-
nat. — Jam demonstrabimus unitatem w illa ratione electam fundamentalem esse,

sive nullam existere unitatem integram, nisi quae ejus potestate integra complexa
h(e) m(c)

repracsentari possit. Quodsi enim unitas exstet formae « * sive formae un(«)
ubi numeros m(e) et #(«) omni factore communi carere supponere licet, numerus

a(e) inveniri potest talis, ut sit a(a) m(a) =1 mod. n(a) (v. §. 4). Quum vero
m(“] d((:)w
unitas #n () ideoque n(e) integra sit, ratione supra (§. 14) adhibita unitatem
1

quogue # (<) integram esse colligimus. Ergo secundum supra exhibita Nﬁ =1

esse debet i. ¢. Nu(2) < 1. Quum vero Nn(e) tanquam numerus integer uni-

tate minor esse nequeat, tantum restat ut sit Na(e) = 1 i e. ut numerus n(e)
5
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unitas complexa sit. Unde ut fractin% tanquam numerns complexus integer

scribi possit atque igitur ut omnes unitates integrae potestatibus ipsius integris
complexis repraesentari possint sequitur.

§. 16.

Postquam ostendimus existere unitates quasdam fundamentales numeri
4—1 easque conjunctas in numeris 1 illa virtute initio §. 14. memorata praeditis,
de his ipsis queedam adnotamus. Designentur unitates aliquae fundamentales ut
supra literis: #,, %, ...2;_) has ipsas tales esse ostendimus, ut: », ") cunctas
repraesentet wnitates, posito z(a) numerum aliquem integrum complexum. Quae-
que unitates % ea ipsa propriclate gaudent, fundamentales sunt. Nunc designante
2(e) unitatem aliqguam complexam integram atque posito: w, *() =4, aperte est:

A1

u wle) x(e?). .. 7‘(“1_]) — 2(e®) ... ox(
1

=u =, Y=y K

quae acquatio ipsam unitatem u potesiate integra complexa ipsius v repraesen-
tat, unde hanc ipsam quoque unitatem » fundamentolem esse elucet. Sive po-
sita aliqua unitate fundamentali % ommes unitates fundamentales eaeque solae
forma continentur: »*(® designante x(e} unitatem complexam. Hine colligimus
existere tot unitates fundamentales quot unitates diversae ex numeris integris et
radicibus unitalis 2 compositae ergo pro 1=2 duae, pro 1=3 sex, pro 4 =5
numerus infinitus exstat unitatum fundamentalium conjunctarum. — Etiamque uni-
tates 2—1 non conjunctae statui possunt, quarum potestatibus integris eunctae
repraesentari possunt unitates, Posito enim:

a o
o w1 =1 4

a,
w, e,

b b b
w oy, .oy =R

.

designantibus @, J,.. numeros integros obtinebimus aequationes 41— 1:
a, log. u, +a, log. u, +...4+a;_jy log. u;_3 = log. A4
b, log. u, + &, log. u, +... + &, log. u;_y = log. B

ex quo systemate quantitates log. #,, log. w,, ... determinari possunt, idque hac
ratione:
4. log. w, =m, .log. A +m, log. B+...
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designante ./ determinantem illius systematis; m,, m, ... numeros quosdam in-
tegros. Hine jam patet, si systema istud ea gaudet proprietate ut sit .# = 4-1,
unitates « ideoque omnes unilates potestatibus integris unitatum A, B, ... ex-
primi posse. Unde etiam tales unitates 4, B, . . .infinitis modis (dummodo L=3)
eligi posse, plane in promtu est. N

Quae ut ad wnum tantum exemplum adhibeamus, ponamus uti in §. 11
v =T, 4=3. Loco citato ostendimus unitates: , = o + o, #, = &? + o2
sive u, =5, u, =¢, fundamentales esse. Jam quum sint unitates pro 4 =3
sex scilicet:

L aa,—1,—a,—a’

habemus sexies binas unitates conjunctas fundamentales:

1 —
U, €ergo &, & u, 1 voo & 8, 5 A8
w....8, 8 w8 s, 5+
«? —at
[ R AP u, v &, 8 g

deinde positis u," . u,% = 4, u,% .u,% = B erit:
a, log. u, + a, log. u, =log. 4
b, log. u, + b, log. w, =log. B
ideoque o = a,b, — a,b, = = 1 condicio illa, ut unitates A et B partes unitatum
fundamentalium agant. Cui aequationi innumeris modis satisfieri potest. E. g
positis:
@ =3, a, =2, b =4, =3
habemus ut unitates fundamentales:
A=u’u"="5 +& + 3¢, B=1u'u"=1lg + 2 + Ts,.

Jam relictis iis, quae in dissertatione de unitatibus ad formas graduum (4)
ceterorum praesertim compositorum pertinentibus conscripsi, impressionem hujus
libelli hic praecido; brevi autem in diario Crelliano accuratiorem earumn disqui-
sitionum expesitionem in publicum editurus sum.



VITA.

Natus sum ego Leopoldus Kronecker Lignicii d. VII m. Decembris anni h. s. XXITI
patre Isidoro matre Johauna e gente Prausnitzeriana. Quos mihi Dens o. m.
ad summam senectutem conservet. Religioni addiclus sum mosaicae. Literarum elemen-
tis imbutus gymmasium Ligniciense adii, guod tune beato Pinzger deinde Kochler, vire
doctissimo, florcbat. Ex praeceptorum numero, quorum ibi usus sum disciplina optime de
excolendo ingenio merchantur Prorector Dr. Werner, quem jam defunctum lugeo, et
Dr. Kummer v. cl. h. t. professor p. o. in universitate literaria Vratislaviensi, qui alter
me jam dum in gymnasio ipso versabar sublimioribus matheseos partibus imbuebat. Quo-
rum etiam consueludine me usum esse gaudeo, debitamque pro utilitate gquam inde pereepi
gratiam nullo tempore me abjecturum esse promitto. Maturitatis testimonio instructus vere
anni XLI ab rectore magnifico llo. Lichtenstein ab Illo. Zumpt decane maxime spe-
ctabili philosophorum ordini adseriptus sum universitatis lit. Berolinensis, Postquam vere
anni XLIIT universitatem almam Fridericianam Bonnensem, autumno universitatem Vratis-
laviensem adii, denique antumno anni XLIV ad universitatem Berolinensem reverti.  Scien-
tiis mathematicis operam dedi. Duces mihi studiorum fuere: viri Ill, doct. Lejcune-
Dirichlet, Encke, Jacobi, Ohm, Steiner; Dove, Mitscherlich; Argelander;
Kummer; — in philosophia et philologia: Schelling, Heydemann, Werder;
Ritschl, Dahlmann; Haase., — Quibus viris gratias maximas et ago et semper agam.

THESES.

I. Rempublicam summam societatis humanae formam esse nego.
IL In natura nihil supervacaneum est.

HI. Mathesis et ars et scientia dicenda.
IV. Fermatius theorema suum inclytum nen demonstravit.
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