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Abstract

Coagulation is an important physical process for a wide range of technical and scientific ap-
plications and denotes the pairwise merging of clusters with different mass. The dynamic
behaviour of the cluster concentration can be described by Smoluchowski’s coagulation
equation which is an infinite system of nonlinear differential equations.

In this thesis we start with a nonlinear measure-valued equation generalizing the coagula-
tion and other kinetic equations and integrating various physical and chemical processes.
This equation allows a unified treatment of questions concerning existence of solutions
and their approximation by means of stochastic particle systems. Here, the particle sys-
tems are defined as regular jump processes living on a set of point measures on a locally
compact space.

The thesis consists of three parts: First of all, approximation and convergence results for
suitable jump rates and increasing particle numbers are proved by means of compactness
theorems, martingale techniques and localizing procedures. Then, an application to the
coagulation equation with fragmentation, source and efflux terms leads to new existence
results and stochastic algorithms. Finally, their numerical features and efficiency are
compared to known Monte Carlo methods and their specific convergence properties are
presented with respect to a phase transition which is called gelation and leads to a loss
of total cluster mass.
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Zusammenfassung

Koagulation ist physikalisch bedeutsam fiir eine Vielzahl von technischen und naturwis-
senschaftlichen Anwendungen und bezeichnet die paarweise Verschmelzung von Clustern
unterschiedlicher Masse. Der zeitliche Verlauf der Clusterkonzentration 14t sich durch
Smoluchowskis Koagulationsgleichung beschreiben, einem unendliches System nichtlinea-
rer Differentialgleichungen.

Ausgangspunkt dieser Arbeit ist eine nichtlineare mafiwertige Gleichung, die die Koagulat-
ions- und andere kinetische Gleichungen beinhaltet und verschiedene physikalische und
chemische Mechanismen integriert. Sie ermdglicht einen allgemeinen Zugang zu Fragen
beziiglich der Existenz von Loésungen und ihrer Approximation durch stochastische Par-
tikelsysteme. Die Teilchensysteme werden dabei als reguldre Sprungprozesse modelliert,
welche eine Menge diskreter Mafle auf einem lokal-kompakten Raum als Zustandsraum
besitzen.

Die Arbeit untergliedert sich in drei Teile: Unter geeigneten Voraussetzungen an die
Sprungraten werden zunéchst fiir wachsende Teilchenzahlen Approximations- und Kon-
vergenzaussagen unter Verwendung von Kompaktheitsargumenten, Martingaltheoremen
und Lokalisierungstechniken bewiesen. [hre Anwendung auf die Koagulationsgleichung mit
Fragmentation, Quellen und Senken erlaubt anschliefend die Herleitung neuer Existenz-
resultate und stochastischer Algorithmen. Der letzte Abschnitt illustriert die numerischen
Eigenschaften und die Effizienz der neuen Algorithmen im Vergleich zu bisherigen Monte
Carlo Methoden und ihre besondere Eignung zur Analyse des Gelationsphdnomens, einem
Phaseniibergang, welcher zum Masseverlust im Clustersystem fiihrt.

Sclagworter:
Koagulation, Stochastische Teilchensysteme, Konvergenz, Monte Carlo Methode
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Einleitung

Polydisperse Systeme bestehen aus in Gasen oder Fliissigkeiten suspendierten Partikeln,
die sich in ihrer Grofle, Morphologie, Zusammensetzung oder elektrischen Ladung unter-
scheiden. Thre rdumliche Bewegung resultiert aus mikroskopischen Wechselwirkungen mit
dem Dispersionsmedium, aus internen Kréften wie elektrostatischer Anziehung gegensétz-
lich geladener Partikel und aus externen Kriften wie Gravitation und elektrischem Feld.
Die Kollision zweier Partikel kann zur ihrer Verschmelzung und somit zur Formation
eines neuen Teilchens fithren. Dieser Prozel wird Koagulation genannt und beeinflufit
mafgeblich die Populationsverteilung und damit die physikalischen Eigenschaften des
polydispersen Systems. Die Bedeutung dieses Mechanismus spiegelt sich in einer Reihe
von Anwendungen aus den Bereichen Aerosolwissenschaft, Astronomie, Biologie, Medizin,
Polymerchemie, Umweltschutz und Verfahrenstechnik wieder. Einige davon sollen in den
folgenden Absétzen exemplarisch vorgestellt werden.

Bei Verbrennungsvorgéingen in Motoren und industriellen Anlagen entstehen Partikel in
sehr hoher Konzentration, die einen Durchmesser von wenigen Nanometern besitzen. In
[55] werden Mafinahmen untersucht, die den Koagulationsproze§ und das Wachstum der
RuB- und Rauchgaspartikel beschleunigen und zu einer Effizienzsteigerung von Filterungs-
anlagen fithren.

Emittierte Schadstoffpartikel und Teilchen wie Staub und Pollen, die in natiirlicher Weise
freigesetzt werden, wachsen durch unterschiedliche Prozesse wie Koagulation und ober-
flichenchemischen Reaktionen und stehen als Wolkenkondensationskeime zur Verfiigung.
Die entstehenden feinen Wassertropfchen kollidieren infolge ihrer durch Gasmolekiile in-
duzierten Bewegung und infolge unterschiedlicher Sinkgeschwindigkeiten. Aufgrund ihrer
sphérischen Form spricht man bei der Verschmelzung zweier Tropfchen auch von Koales-
zenz. Der Durchmesser und die Konzentration der Trépfchen beeinflussen die Strahlungs-
bilanz der Wolken und damit den Energiehaushalt der Erdatmosphére.

Untersuchungen iiber Aerosole, d.h. iber Mischungen aus Luft und fliissigen oder festen
Partikeln mit geringem Volumenanteil, kénnen also einen Beitrag zum Umweltschutz lie-
fern und tragen zum tieferen Verstédndnis meteorologischer Vorgénge bei. Die Formation
atmosphérischer Aerosolpartikel unter Koagulationsprozessen wird ausfiihrlich in [22], [98]
und [82, Kapitel 12] behandelt. Die kiinstliche Erzeugung von Aerosolen ist dariiberhin-
aus wichtig in der Pharmazie und bei der industriellen Herstellung pulverférmiger Stoffe
(siehe [55]).

Polymere sind Makromolekiile, die sich aus gleichen chemischen Bausteinen, sogenann-
ten Monomeren, zusammensetzen. Thre Koagulationsintensitéit 148t sich durch Einsatz



verschiedenartiger Losungsmittel beeinflussen. Auf diese Art und Weise lassen sich z.B.
polymere Kunststoffe mit nahezu beliebigen mechanischen Eigenschaften herstellen, von
Fliissigkeiten iiber biegsames Polyethylen bis zu hartem Plexiglas (siehe [11]).

Derartige Mischungen aus Fliissigkeiten und festen Partikeln, deren rdumliche Ausdeh-
nung typischerweise zwischen 10~* bis 10~ Millimetern liegt, werden allgemein als Kol-
loide bezeichnet. Sie sind wesentlicher Bestandteil unseres téglichen Lebens und finden
sich u.a. in Klebstoffen, Farben, Schmiermitteln, Lebensmitteln und Pharmazeutika. Die
mathematische Beschreibung ihrer Partikelverteilung geht auf die grundlegenden Arbei-
ten [94] und [95] des Physikers Marian von Smoluchowski aus den Jahren 1916 und 1917
zuriick und ist Ausgangspunkt dieser Dissertation.

Smoluchowskis Koagulationsgleichung

Smoluchowskis Untersuchung sphérischer Kolloidteilchen legt die Schlufifolgerung nahe,
dass die Teilchen nahezu unabhéngig voneinander mit einer zu ihrem Radius antipropor-
tionalen Varianz diffundieren. Zwei Teilchen mit Radius r und s besitzen somit die relative
Diffusivitat 7! + s~! und ihre Mittelpunkte zum Kollisionszeitpunkt den Abstand 7 + s.
Diese Uberlegungen fithren schlieBlich zu der Koagulationsrate

K(z,y) = c(@ P +y 3@ +y'%), (1)

wobei x und y die Molekiilanzahl der beiden sphérischen Teilchen und ¢ eine geeignete
Konstante sei. Unter der Annahme einer homogenen Verteilung 1a8t sich der zeitliche
Verlauf der Konzentration (¢, x) aller x-Cluster, also aller aus = Molekiilen zusammen-
gesetzten Teilchen, durch Smoluchowskis Koagulationsgleichung

1

8
|

K(z—y.y)clt,z —y)clt,y) = Y K(x,y)c(t,z)elt,y)  (2)

1 y=1

N | —

0
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Y

c(0,x) = co(x

@)

beschreiben. Hierbei bezeichne ¢t > 0 die Zeit und ¢y die Anfangskonzentration. Die Kon-
zentration der z-Cluster nimmt durch Koagulation von Clustern der Gréfle y < x und
x — y zu und durch Koagulation eines z-Clusters mit einem Cluster beliebiger Grofie ab,
woraus sich unmittelbar die Gewinn- und Verlustterme auf der rechten Seite der Gleichung
(2) ergeben.

Smoluchowskis Koagulationsgleichung behélt unter anderen physikalischen und techni-
schen Voraussetzungen ihre Giiltigkeit bei. Polymere beispielsweise besitzen eine ketten-
artige oder fraktale Struktur, die ihre Mobilitit beeinfluit, und reagieren unter Umstéanden
nicht bei jeder Kollision miteinander. Simulationen [92], [73] legen Koagulationsraten na-
he, welche die Form (1) mit modellabhédngigen, von 4 1/3 verschiedenen Exponenten
besitzen. In einfacheren Polymermodellen [49] wird vorausgesetzt, dass die Reaktivitét

eines z-Clusters proportional zur durchschnittlichen Anzahl an Monomeren ist, die sich
an der Oberfliche des Clusters befinden.

Eine besondere Stellung nehmen die Arbeiten von Flory [36] und Stockmayer [90] tiber
zyklenfreie Polymere ein. Thre Annahme &dquireaktiver Molekiile mit n > 3 identischen
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Verbindungsbriicken entspricht dem Kern
K(z,y) = [(n=2)z+2)[(n-2)y+2], (3)

welcher die exakte Losung der Koagulationsgleichung im Fall einer monodispersen An-
fangsbedingung ¢y = d; erlaubt (siehe [99], [102]). Die Gesamtmasse > -, kc(t, k) dieser
Losung ist bis zum Zeitpunkt ¢, = [n(n — 2)]~! konstant (in Ubereinstimmung damit,
dass jedes Koagulationsereignis die Masse erhilt) und danach iiberraschenderweise streng
fallend. Dieser Phaseniibergang wird iiblicherweise mit der Formation eines unendlich
groflen Clusters erklart, geht mit vollig neuen physikalischen Eigenschaften des realen
Polymersystems einher und wird Gelation genannt.

In der Aerosolwissenschaft gebrauliche Koagulationskerne fiihren in der Regel zu keinem
Masseverlust und resultieren aus dem Partikelverhalten in turbulenten Strémungen oder
unter dem Einflufl von Gravitations- und Reibungskréften und der kinetischen Bewegung
der Gasmolekiile. Im allgemeinen reflektieren anwendungsspezifische Kerne also die rdum-
liche Bewegung und Morphologie der Partikel und basieren auf physikalischen Argumen-
ten, experimentellen Beobachtungen oder numerischen Simulationen. Lang und Nguyen
[60] ist es jedoch gelungen, eine rdumlich inhomogene Version der Koagulationsgleichung
mit konstanten Raten aus einem System Brownscher Sphéren mit gleicher Diffusivitét
und gleichem Radius mathematisch herzuleiten.

Die Koagulationsgleichung erweckt seit Jahrzehnten das rege Interesse von Naturwissen-
schaftlern mit unterschiedlichem Schwerpunkt. Aus mathematischer Sicht stellt sich die
Frage nach Existenz, Eindeutigkeit und Masseerhaltung einer Losung zu einem beliebigen
nichtnegativen und symmetrischen Koagulationskern K. Da nur fiir wenige spezielle Ker-
ne eine explizite Losung bekannt ist, nehmen numerische Aspekte eine besondere Stellung
ein.

Marcus-Lushnikov-Prozef3

Das stochastische Analogon zur Koagulationsgleichung ist ein kanonischer zeitkontinuier-
licher Markovproze3, zu dessen Konstruktion wir eine natiirliche Zahl N wéahlen und den
endlichen Zustandsraum aller ungeordneten Tupel {z1, ..., x,} betrachten, fiir die x; > 0,
1 <4 <n,und 2?21 x; = N gilt. Jedes Clusterpaar x; und z;, 1 <1 < j < n, koaguliere
mit der Rate

K([I)i, Ij)
2N

und fiihre somit zu der Zustandsénderung
{.’L’l, c. ,an} — {.CCl, oy Li—15, L4 1y - -y Lj—1, Tjgly - o+ 5 Ty T + SCJ} .

Der zugehorige Teilchenzahlproze MLY (z,t), der die Zahl aller 2-Cluster zur Zeit ¢ an-
gibt, erschien erstmals in [69] und wurde in [40] und [68] unter numerischen Gesichtspunk-
ten untersucht. Wir iibernehmen hier die Bezeichnung von Aldous [3] und nennen MLY
Marcus-Lushnikov-Prozef.



Der Marcus-Lushnikov-Prozefl weist fiir einige spezielle Kerne einen engen Bezug zu ande-
ren stochastischen Modellen auf. Eine Verwandtschaft besteht zum Beispiel fiir den Flory-
Stockmayer-Kern (3) mit dem Perkolationsprozefl auf Bethe-Gittern, fiir den Produktkern
K(z,y) = xy mit Erdds und Rényis zufilligem Graphen [30] und fiir den konstanten Kern
K(z,y) = 1 mit Kingmans Coalescent [54]. Trotz dieser Tatsache fand der allgemeine Ko-
agulationsprozef3 erst in jlingster Zeit zunehmende Aufmerksamkeit bei Stochastikern in
Hinsicht auf eine mathematisch fundierte asymptotische Analyse.

Basierend auf Resultaten von Erdds und Rényi [30], 148t sich im Fall des Produktkerns
fiir steigende Teilchenzahl N — oo zeigen, dass der normierte Marcus-Lushnikov-Prozef3
N~'ML"(t) nur in der Pri-Gelationsphase gegen die Losung der Koagulationsgleichung
konvergiert. Es stellt sich daher die Frage, fiir welche allgemeine Klasse von Kernen ein
schwaches Gesetz der groBen Zahlen zu erwarten ist. Aldous gibt in [3] einen umfassenden
Uberblick iiber das Verhéltnis zwischen dem deterministischen und stochastischen Koagu-
lationsmodell und iiber damit zusammenhéngende Fragestellungen. Insbesondere fordert
er mit [3, Problem 10(a)] zum Beweis auf, dass der Marcus-Lushnikov-Prozef§ in der Pra-
Gelationsphase tatséchlich gegen die Losung der Koagulationsgleichung konvergiert, falls
der Kern der Bedingung
lim M = 0
T+Yy—00 Ty

geniigt. Dieser Beweis ist mittlerweile erbracht worden (siehe [45], [50],[75], [26]). Dariiber-
hinaus vermitteln Jeons Resultate [50] einen Eindruck iiber das Gelationsgeschehen im
stochastischen Modell. Ein vollstéandiges Bild existiert allerdings nur fiir den Produktkern
und Kerne der Form (3).

Uberblick und Zusammenfassung der Ergebnisse

In praktischen Anwendungen wird die Koagulationsgleichung unter mehreren Gesichts-
punkten verallgemeinert. So werden in [98, Abschnitt 3.7] zusétzliche Quell- und Abflul-
terme beriicksichtigt und Cluster betrachtet, die aus verschiedenen chemischen Spezies
zusammengesetzt sind oder durch kontinuierliche Gréflen beschrieben werden. Ein Ko-
agulationsmodell mit allgemeinem Typenraum wird in [76] untersucht. Von weiterer Be-
deutung ist die bindre bzw. multiple Fragmentation, bei der Cluster in zwei oder mehrere
Teile zerfallen konnen. Sie spielt u.a. in der Polymerchemie [101] eine Rolle und in der
Becker-Doring-Theorie [10], [83] bei der Modellierung von Kondensations- und Evapora-
tionseffekten durch Aufnahme und Abgabe einzelner Molekiile.

Die obige Darstellung verdeutlicht, dass Koagulation eine Vielzahl analytischer, stochasti-
scher und numerischer Fragen aufwirft. Dies trifft in starkerem Mafle auf komplexere Mo-
delle zu. In der vorliegenden Dissertation wollen wir einige dieser Aspekte aufgreifen: Er-
stens werden wir das Verhéltnis zwischen verallgemeinerten deterministischen und stocha-
stischen Koagulationsmodellen untersuchen, die eine Integration praxisrelevanter physika-
lischer und chemischer Mechanismen zulassen. Zweitens werden wir uns mit der Existenz
und Masseerhaltung von Losungen im Rahmen der Koagulation-Fragmentationsgleichung
(K-F-Gleichung) auseinandersetzen. Drittens werden wir effiziente stochastische Algorith-
men zur approximativen Losung der Koagulationsgleichung herleiten, ihre Konvergenzei-
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genschaften miteinander vergleichen und zur Analyse des Gelationsphénomens verwenden.
Dies legt eine Strukturierung der Dissertation in einen allgemeinen, einen anwendungs-
orientierten und einen numerischen Teil nahe. Wir stellen diese nun gemeinsam mit den
neuen, teilweise bereits verdffentlichten Resultaten vor.

Das erste Kapitel befafit sich mit einem Markovschen Sprungprozef}, dessen Dynamik all-
gemeine Kollisions-, Zerfalls- und Quellereignisse von Teilchen einschliefit. Die Teilchen
werden dabei als Punktmafle mit konstantem Gewicht N—! auf einem metrischen, separa-
blen und lokal-kompakten Typenraum dargestellt, mit dem sich beliebige anwendungsspe-
zifische Eigenschaften wie z.B. Grofle, Zusammensetzung oder Geschwindigkeit modellie-
ren lassen. Je nach Auspriagung fiithrt die Kollision zweier Teilchen somit zur Koagulation,
chemischen Reaktion oder Geschwindigkeitsinderung. Dabei kénnen verschiedenene che-
mische und physikalische Prozesse miteinander kombiniert werden. Die Zerfallsereignisse
korrespondieren z.B. mit der Fragmentation von Polymerketten, beinhalten aber auch
chemische Reaktionen innerhalb eines Aerosolpartikels oder dessen Entnahme aus dem
System. Die Quellereignisse wiederum entsprechen der Injektion neuer Teilchen.

Das Teilchensystem konstruieren wir mithilfe des minimalen Sprungprozesses auf einem
geeigneten mawertigen Raum. Wir stellen ein Regularitatskriterium vor, welches dariiber-
hinaus hilfreiche Abschéitzungen fiir Austrittszeiten aus kompakten Mengen liefert und
eine geeignete Lokalisierung des Teilchensystems ermdoglicht. Die Anwendung von Mar-
tingaltechniken, die bereits in [96] im Zusammenhang mit der Boltzmanngleichung zum
Einsatz kommen, versetzt uns schliefflich in die Lage, die relative Kompaktheit der Teil-
chensysteme zu beweisen. Unter stérkeren Bedingungen l6sen ihre schwachen Limiten
fast sicher eine mafiwertige Gleichung, die den zeitlichen Verlauf der Partikelkonzentrati-
on beschreibt und deren quadratische, lineare und konstante Terme aus den Kollisions-,
Zerfalls- bzw. Quellereignissen hervorgehen.

Im zweiten Kapitel fithren wir zunédchst die K-F-Prozesse ein und wenden die bereitge-
stellten Approximationsresultate an. Wir greifen dabei die simultane Herangehensweise
an den Fall diskreter und kontinuierlicher Clustergréfien aus unserer Arbeit [26] auf, in
der eine kiinstliche und im Limes zuriickgenommene Beschrinkung der Teilchenzahl die
Existenz der Teilchensysteme gewéhrleistet. Ahnliche Teilchensysteme werden u.a. von
Guiag [45] und Jeon [50] fur die diskrete K-F-Gleichung und von Norris [75] fiir die konti-
nuierliche Koagulationsgleichung betrachtet. Der in Kapitel 1 gewéhlte Zugang iiber den
minimalen Sprungprozefl ermdglicht dariiberhinaus die problemlose Beriicksichtigung von
Quellen und Senken.

Im Fall reiner Koagulation entspricht unser Teilchensystem dem Marcus-Lushnikov-Prozef3.
Die bekannten Resultate iiber das deterministische und stochastische Modell werden zu-
sammenfassend dargestellt. Insbesondere liefern sie die Existenz und Eindeutigkeit von
Losungen der Koagulationsgleichung und eine Charakterisierung sogenannter gelierender
Kerne, die zu einem Masseverlust fithren. In diesem Zusammenhang kommen wir nochmal
auf die Konvergenz des Marcus-Lushnikov-Prozesses zuriick.

Existenzresultate fiir die K-F-Gleichung werden in einer Vielzahl von Publikationen bewie-
sen (z.B. [74], [1], [86], [8], [23], [62]). Mittels der Teilchenapproximation erzielen wir un-
mittelbar neue Existenzresultate im kontinuierlichen Fall fiir eine Klasse unbeschrankter
Koagulations- und Fragmentationsraten (siche auch [26]) und im diskreten und kontinu-



ierlichen Fall unter Hinzunahme von Quellen und Senken. Weiterhin erlaubt die Dualitét
von Fragmentation und Koagulation die Masseerhaltung fiir gelierende Kerne durch An-
hebung der Fragmentationsintensitit. Eine geeignete Balance zwischen dem linearen und
dem quadratischen Term fiihrt zu einer Verallgemeinerung von da Costas Theorem in [18§]
iiber die Existenz masseerhaltender Losungen.

Anschlieflend interpretieren wir auf neue Weise eine modifizierte Koagulationsgleichung,
die bereits in [5] Ausgangspunkt zur Herleitung eines zeitdiskreten Partikelverfahrens ist,
und stellen die Approximationseigenschaften des resultierenden Teilchensystems vor (sie-
he [28]). Im Fall nichtgelierender Kerne zeichnet sich dieses alternative Modell durch eine
konstante Partikelzahl aus, welche einerseits fiir numerische Belange besonders vorteil-
haft ist und andererseits gemafl [19], [20] asymptotische Aussagen iiber die stochastische
Dynamik eines fixierten Teilchens ermoglicht.

Im dritten Kapitel untersuchen wir die Koagulationsgleichung und das Gelationsphéno-
men unter numerischen Gesichtspunkten fiir Kerne, die teilweise in Anwendungen aus der
Aerosolwissenschaft und Polymerchemie zum Einsatz kommen. Wir présentieren dabei
einen Querschnitt der in [27], [28] und [29] publizierten Ergebnisse.

Monte-Carlo-Methoden spielen bei der Approximation der Koagulationsgleichung eine be-
deutende Rolle (siehe z.B. [41], [21], [86], [79], [57], [5]). Die Einfiihrung fiktiver Spriinge
und die Anwendung der Acceptance-Rejection-Methode erlauben uns die Herleitung neu-
er stochastischer Algorithmen zur effizienten Realisierung sowohl des Koagulations- als
auch des modifizierten Prozesses. Eine Analyse der systematischen und statistischen Feh-
ler sowie des Laufzeitverhaltens ergibt in der Pré-Gelationsphase die Verringerung des
systematischen Fehlers durch das alternative Verfahren und verdeutlicht dessen Varianz
reduzierenden und Effizienz steigernden Eigenschaften.

Dariiberhinaus ist der modifizierte Prozefl geeignet zur ndherungsweisen Bestimmung der
Gelmasse und 148t einen expliziten Bezug zwischen der Explosion einzelner Teilchen und
dem Masseverlust erkennen. Finite-Size-Effekte des masseerhaltenden Koagulationspro-
zesses sind dagegen fiir einen erheblichen systematischen Fehler in der Post-Gelationsphase
verantwortlich und kommen selbst bei Verwendung sehr grofler Teilchenzahlen zum Tra-
gen. Spekulationen (z.B. in [86], [50], [2], [3, Abschnitt 5.2]) tiber die Identifikation des
maximalen Clusters mit der Gelmasse gehen auseinander und basieren zum Teil auf ei-
nem asymptotischen Resultat von Erdds und Rényi, dem zufolge die grofite Zusammen-
hangskomponente des zufélligen Graphen oberhalb eines kritischen Wertes die Grofien-
ordnung des Systems annimmt. Dies motiviert uns abschliefend zu einer numerischen Un-
tersuchung der Hypothese, dass der Phaseniibergang bei allgemeinen gelierenden Kernen
tatséchlich mit der Formation eines in diesem Sinne unendlich groflen Clusters korrespon-
diert.



Kapitel 1

Stochastische Teilchenapproximation
einer nichtlinearen Gleichung

Die Koagulationsgleichung ist eine nichtlineare Gleichung, die die Formation eines neu-
en Teilchens durch Kollision zweier Teilchen beschreibt. Die einzelnen Teilchen werden
dabei durch ihre diskrete oder kontinuierliche Grofle und die Koagulationsraten durch
einen nichtnegativen, symmetrischen Kern charakterisiert. Die Koagulationsgleichung mit
einem zufilligen Kern auf einem allgemeinen Typenraum wird bereits in [76] mathema-
tisch behandelt. Dariiberhinaus werden in einer Vielzahl von Anwendungen zusétzliche
Fragmentations-, Quell- und Abflufiterme betrachtet.

Die Boltzmann-Gleichung, die 1872 von Ludwig E. Boltzmann hergeleitet wurde, ist fun-
damental fiir die kinetische Gastheorie und beschreibt das Verhalten von Gasmolekiilen,
die ihre Geschwindigkeiten infolge einer Kollision #ndern. Ein ausfiihrlicher Uberblick
unter Beriicksichtigung stochastischer Partikelmethoden findet sich in [4]. In der moder-
nen Gastheorie werden mittlerweile komplexere Modelle untersucht, die u.a. allgemeine
Teilcheneigenschaften, Koagulationsprozesse und chemische Reaktionen in Gasgemischen
einbeziehen (siehe z.B. [96], [85], [67], [42]).

In diesem Kapitel wihlen wir einen Zugang, der sowohl die Koagulationsgleichung und die
homogene Boltzmann-Gleichung als auch deren Erweiterungen umfaflt, und stellen eine
mafwertige nichtlineare Gleichung vor, welche die Populationsdynamik unter allgemeinen
Kollisions-, Zerfalls- und Quellereignissen beschreibt. Die Intensitédt der verschiedenen
Ereignisse wird dabei durch geeignete zustandsabhéngige Raten spezifiziert.

Im Gegensatz zum Marcus-Lushnikov-Proze wird das zugehorige stochastische Teilchen-
system auf einem unendlichen Zustandsraum diskreter Mafle realisiert, bei dem die ein-
zelnen Teilchen als Punktmafle repréasentiert werden. Sein Verhalten ergibt sich aus den
Ereignisraten in der nichtlinearen Gleichung und seine Konstruktion erfolgt mittels des mi-
nimalen Sprungprozesses, fiir den wir ein geeignetes Regularitatskriterium zur Verfiigung
stellen. Martingaleigenschaften und Lokalisierungstechniken helfen uns, die wesentlichen
Approximationseigenschaften des stochastischen Teilchensystems und seine Konvergenz
gegen die eindeutige Losung der nichtlinearen Gleichung zu beweisen.



1.1 Notation und grundlegende Begriffe

Wir beginnen mit der Notation und einer kurzen Vorstellung von topologischen und sto-
chastischen Objekten, die grundlegend fiir diese Arbeit sind.

Sei (E,B) ein mefibarer Raum und M (E) (B(F)) die Menge aller meBbaren (und be-
schrinkten) Funktionen. Die Supremum-Norm auf B(E) sei durch || - || gegeben und die
Indikatorfunktion bzgl. der Menge B € B durch 1p. Eine Funktion A : E x By — [0, o0]
heifit Kern von E in den meBbaren Raum (FEs, Bs), falls

A, B) € M(E), BeB,,
und
A, ) ist ein Mafl auf B, fiir jedes £ € E .

Sei (E, T) ein topologischer Raum. In diesen Fall betrachten wir die Borel-o-Algebra B(E)
auf F und bezeichnen die Menge aller stetigen (und beschriankten) Funktionen auf F mit
C(F) (Cy(E)). C.(E) sei die Menge aller stetigen Funktionen mit kompaktem Tréiger. Ein
Kern A : E x B(E) — [0, 00] auf E heiit beschréinkt, falls

sup A€, E) < oo,
I3

und kompakt-beschrankt, falls

sup A&, F) < oo, C C E kompakt .
Led

Weiterhin bezeichne P(E) die Menge aller Wahrscheinlichkeitsmafie auf £ und d; das
Dirac-Mafl auf ¢ € E. Fiir die Konvergenz in Verteilung einer Folge von FE-wertigen
Zufallsvariablen benutzen wir das Symbol =-.

cadlag-Prozesse

Sei E ein metrischer Raum. Die Abbildung ¢ : [0,00) — E heifit cadlag-Pfad in E, falls £
rechtsstetig ist und sdmtliche linksseitigen Grenzwerte existieren. D([0, c0), E) bezeichne
den Skorohod-Raum, d.h. den Raum aller cadlag-Pfade in E, versehen mit der Skorohod-
Topologie (siehe [33, Abschnitt 3.5]). Lemma A.1 gibt eine dquivalente Beschreibung der
Konvergenz bzgl. der Skorohod-Topologie. D([0, c0), E) ist ein metrischer Raum und nach
[33, Theorem 3.5.6] ist D([0,00), E) separabel, falls E separabel ist. C(]0, 00), E') bezeich-
ne den Unterraum aller stetigen Pfade.

Im folgenden verstehen wir unter einem Prozel immer einen stochastischen Prozef. Der
E-wertige ProzeB X = {X(t)},5, sei auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P) definiert.
Wir vereinbaren die Sprechweise, dass X eine bestimmte Eigenschaft pfadweise besitzt,
wenn diese Eigenschaft auf X (w,-) fiir jedes w € Q zutrifft. X ist z.B. cadlag oder heifit
cadlag-Prozef, falls X (w,-) € D(]0,00), F) fiir jedes w € Q. Ist E separabel, so 148t sich
geméaB [33, Proposition 3.7.1] jeder cadlag-Prozef§ als D([0, 00), E')-wertige Zufallsvariable
auffassen. Im Anhang sind weitere Meflbarkeitsaussagen iiber cadlag-Prozesse und iiber
einige Abbildungen zusammengefafit, auf die wir zu gegebener Zeit zuriickgreifen werden.
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Martingale

Fiir eine Indexmenge I und beliebige Abbildungen Y (i) : Q — E,i € I, seio(Y (i) :i € I)
die von den Abbildungen Y (i) erzeugte o-Algebra auf €. Eine Familie {F;} = {Fi}i>0
von o-Algebren heifit Filtration, falls 7, € F, C F, 0 < s < t. X ist {F;}-adaptiert, falls
X (t) fiir jedes t > 0 F;-meBbar ist. {F*} bezeichne die von X erzeugte Filtration, d.h.
FX =0(X(s) : 0 < s <t). Eine [0, 00]-wertige Zufallsvariable 7 heifit {F;}-Stoppzeit,
falls

(r<t} ¢ F, t>0.

Ein reellwertiger Proze§ M ist ein {F;}-Martingal, falls M {F;}-adaptiert ist, E|M(¢)| <
oo, t > 0, und

E[M@t)|F] = M(s), t>s>0.
M ist ein {F; }-lokales Martingal, falls es {F;}-Stoppzeiten 7 < 75 < ... gibt, so dass fast
sicher 7, — oo und fiir jedes m > 1 M (- A 7,,,) ein {F;}-Martingal ist.
Bemerkung 1.1 Sei M ein reellwertiger, {F;}-adaptierter Prozef, fir den E|M(t)| <
00, t >0, gilt. Dann ist M genau dann ein {F,}-Martingal, wenn
E[M(t) - M(s)]1s = 0, 0<s<t AeF,.
Lemma 1.2 Sei E ein metrischer Raum und X ein E-wertiger ProzefS. Sei M ein reell-

wertiger, { F7* }-adaptierter Prozef, fiir den E|M(t)| < oo, t > 0, gilt. Dann ist M genau
dann ein {FX}-Martingal, wenn

E

(M(2) —M(S))HlBi(X(Si))] =0 (1.1)

i=1

firallen>1,0<s<...<s,<s<tundBy,...,B, € B(E).

Beweis. Falls M ein {F;X}-Martingal ist, folgt (1.1) direkt aus Bemerkung 1.1. Um die
andere Richtung zu zeigen, wihlen wir 0 < s < ¢ und definieren die beschréinkten Mafle
pt und g~ auf FX durch

i (A) = E[max{M(t) = M(s),0} 1a| , 7 (4) = E| max{M(s) — M(1),0} 14]
Das System von Ereignissen
E = {{X(sl) €B,...,.X(sp)€B}:n>1,0<5<...<s,<s, BiEB(E)}
ist N-stabil und erzeugt die o-Algebra FX. Nach Voraussetzung (1.1) gilt
pr(A) = p(4), A€g,
und aus [9, Theorem 5.4] folgt
E[M(t) = M(s)]1a = p"(A) —p (4) =0, AeF’.



Lokal-kompakte Rdume

Ein Hausdorff-Raum (E, 7)) heifit lokal-kompakt, falls jeder Punkt eine kompakte Umge-
bung besitzt, d.h., falls

V¢ée E 30 offen, C kompakt : €0 CC.

Sei (E,T) ein lokal-kompakter Raum und A ¢ E. Dann ist der Raum E® = EU {A}
bzgl. der Topologie

7% = TU{E®\C:C C E kompakt}

kompakt. (E®,72) wird (Alexandrovsche) Einpunkt-Kompaktifizierung genannt (siehe
9, S.191]). Aus der Definition von T2 erhalten wir fiir die Folge & € E, k > 1, die
Aquivalenz

lim & = A & #{k: & eC) < o, C CFE kompakt .

k—oo

Falls F metrisch, separabel und lokal-kompakt ist, sind nach [9, Bemerkung 29.4]) so-
wohl E als auch E” Polnisch. Wir geben nun weitere Aussagen iiber lokal-kompakte

Réaume wieder, die im Rahmen dieser Arbeit eine wichtige Rolle spielen, und beginnen
mit der Charakterisierung der Menge Cy(F), dem Abschlufl von C.(E) in Cy(E) bzgl. der
Supremum-Norm || - ||

Theorem 1.3 ([9, Theorem 27.6]) Sei E lokal-kompakt. Dann liegt U genau dann in
Co(E), wenn ¥ € C(F) und {{ € E : |V(§)| > €} fir jedes € > 0 kompakt ist.

Theorem 1.4 (9, Theorem 27.2]) Sei E lokal-kompakt und C und O kompakte bzw.
offene Teilmengen, so dass C C O. Dann gibt es eine Funktion ¥ € C.(E), fir die

UE) =1,6eC, VE) =0,6¢0, und 0 < V() <1,¢€E.

Theorem 1.5 Sei E metrisch, separabel und lokal-kompakt. Dann gibt es kompakte und
offene Teilmengen C,, und O,,, m > 1, so dass

E=JC. wund CnCOnCCpn, m>1. (1.2)
m=1

Beweis. Der Beweis ergibt sich direkt aus [9, Beispiel 29.2(iii)] und [9, Lemma 29.8].
O

Bemerkung 1.6 Angenommen C,, und O,, sind kompakte und offene Mengen, die der
Bedingung (1.2) geniigen. Dann ist {O,,}>°_, eine offene Uberdeckung von E und es folgt
sofort

VC C E kompakt dm = CcCC,,.
Nach Theorem 1.4 existieren Funktionen e,, € C.(E), m > 1, mit der Eigenschaft

em()=1,6€Ch, en(§)=0,¢0,, und 0<e,(§) <1, £€FE. (1.3)
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1.2 Minimaler Sprungprozef

In diesem Abschnitt entwickeln wir die theoretischen Grundlagen zur Approximation der
nichtlinearen Gleichung durch stochastische Teilchensysteme. Dazu konstruieren wir einen
Markovschen Sprungprozefl mit geeigneten Pfad- und Martingaleigenschaften und stellen
Abschétzungen vor, mit denen das stochastische Verhalten der Teilchensysteme kontrol-
liert und ihre relative Kompaktheit gezeigt werden kann.

Die Dynamik des Sprungprozesses wird durch einen kompakt-beschrénkten Kern auf ei-
nem lokal-kompakten Zustandsraum charakterisiert. Im Fall eines unbeschrankten Kerns
ist es moglich, dass der Prozef3 explodiert, d.h. mit positiver Wahrscheinlichkeit in endli-
cher Zeit unendlich oft springt und gegen den kompaktifizierenden Punkt A konvergiert.
Wir konstruieren den Sprungprozef in der Weise, dass er nach dem Explosionszeitpunkt
den absorbierenden Zustand A annimmt, und wollen ihn in diesem Sinne als minimal
bezeichnen.

Der Sprungprozefl wird regulér genannt, falls er nicht explodiert. Die Frage der Regularitét
ist eng mit der Eindeutigkeit der Losung der entsprechenden Kolmogorov-Gleichungen
verbunden und eine notwendige und hinreichende Regularititsbedingung 148t sich mithilfe
der eingebetteten Markovkette formulieren (siehe z.B. [17, I1.18,19] fiir den Fall eines
abzéhlbaren Zustandsraums). Diese Bedingung ist im allgemeinen jedoch sehr schwer
nachzupriifen. Aus diesem Grund wéhlen wir ein geeignetes Kriterium aus [16], welches
die Eindeutigkeit der Losung garantiert, und adaptieren es zum Beweis der Regularitét
des minimalen Sprungprozesses.

1.2.1 Konstruktion

Wir konstruieren den ProzeB geméf [33, S.163 und Problem 4.11.15]) und setzen dazu
voraus, dass E ein metrischer, separabler und lokal-kompakter Raum und A ein kompakt-
beschrinkter Kern auf F ist. Weiterhin sei £2 die Einpunkt-Kompaktifizierung von F und
vy € P(E).Sei Z = {Zy},-, eine Markovkette mit Zustandsraum E zur Anfangsverteilung
vy und Ubergangsfunktion p : E x B(E) — [0, 1], wobei p gegeben sei durch

MR N E) >0,
p(¢,B) = {fg(g M E) =0, (1.4)

Ty, T}, ... seien unabhédngige, zur Rate 1 exponentialverteilte Zufallsvariablen, die dariiber-
hinaus unabhéngig von Z seien. Da das Ereignis {> ;- 7 < oo} eine Nullmenge ist,
konnen wir o.E. annehmen, dass der zugrundeliegende Wahrscheinlichkeitsraum (€, F, P)
der Bedingung

ZTk(w) = o0, w e, (1.5)

geniigt. Diese Annahme ist nicht wesentlich fiir die Konstruktion des minimalen Sprung-
prozesses, impliziert aber geeignete Pfadeigenschaften. Wir definieren die Sprung- und

11



Explosionszeiten durch

~
|
—

Tk > Tk
—F > 1, und T = —k (16
AN Zy, E) kzzo AN Zi, E) (1.6)

=
I
o
3
|

k=0

wobei wir Ty /0 = oo setzen. Der durch

: <
XA(1) = {ﬂ | ?>_Ttoo< Tit1

gegebene Prozef heifit dann minimaler Sprungprozef3 bzgl. A und vj.

Lemma 1.7 X2 ist ein E®-wertiger Prozef.

Beweis. Da A(-, F) mefbar ist, sind 7, { > 0, und 7, [0, oo]-wertige Zufallsvariablen.
Man beachte, dass

B(E?) = B(E)U{BU{A}:BecB(E)} .
Fir B € B(E) und t > 0 erhalten wir

{X2(t)e B} = G{Tl§t<Tl+1}ﬂ{ZlEB} e F

=0

und
{X?t) e BU{A}} = {X*(#t)eB}u{t>r.} € F,

d.h., X2 ist ein stochastischer Proze. O

Ein E-wertiger Prozefl X heiflit Sprungprozef, falls
V>0, we Je>0 @ X(w,s) = X(w,t), t<s<t+e. (1.7)
In diesem Fall ist die Austrittszeit aus einer beliebigen Menge B € B(FE)
op = inf{t>0:X(t) ¢ B} (1.8)

eine {F;* }-Stoppzeit, da nach (1.7)

{oy <t} = |J {X(s)¢Byu{X(t)¢B} € FX, t>0.

s€QN[0,t]

Der minimale Sprungprozef} ist nach Konstruktion tatsichlich ein (E*-wertiger) Sprung-
prozeB. Jeder Sprungprozef ist rechtsstetig, im allgemeinen aber nicht cadlag. Durch Stop-
pen des minimalen Sprungprozesses mittels der {ftXA }-Stoppzeit

op = inf{t>0:X%(t) ¢ B} (1.9)
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148t sich die cadlag-Pfadeigenschaft jedoch erzwingen.

Lemma 1.8 Sei B € B(FE).
(1) Fiir jedes s >0 und A € FX° gilt

An{os >s} € o(X®unog):0<u<s). (1.10)
(2) Falls supgep A&, E) < oo, dann ist X2(- A 0B) ein E-wertiger Sprungprozefl mit
cadlag-Pfaden.
Beweis. (1) Seis >0, Ae FX" und 7 = s A 05. Aus

0 : u<s

An{os >syn{r<u} = {Aﬂ{a§>s} us s

folgt AN{od > s}N{r <u} € FX* fiir jedes u > 0, d.h., das Ercignis AN {c4 > s} ist
in der o-Algebra

F o= {BE}":BH{Tgu}G}"j(A,UEO}

enthalten. Da X ein Sprungproze$ ist, kénnen wir [12, Theorem A2.T28] anwenden und
erhalten

F, = O'(XA(U/\T)I’U,ZO)

und somit (1.10).

(2) X2(- A o5) ist ein EA-wertiger SprungprozeB. Sei w € Q. Falls 7o, (w) = o0, so gilt
offensichtlich X2 (w,- A 05) € D([0,00), E). Nun gelte 7, (w) < oc. Falls Z,(w) € B fiir
jedes k > 0, fiir welches Tj(w) > 0, so wiirde aus der Voraussetzung supgcp A(§, ) < 00
und der Annahme (1.5) folgen, dass

. > Tk(w) 1 > W) = oo
) = XSG B) 2 nea @ B) 2 M) =

0

Also mufl es ein k geben, fiir das sowohl Tj(w) > 0 als auch Zy(w) ¢ B und somit
05 (w) < 7(w) gilt, woraus sich wiederum X2 (w,- A 0g) € D([0,00), E) ergibt. O

Wir kommen nun zu den Martingaleigenschaften des gestoppten minimalen Sprungprozes-
ses. Dazu betrachten wir zu dem kompakt-beschrankten Kern A den Operator A, gegeben
durch

AT(E) = /E W(E) - VENEdS),  EcE, (1.11)

auf dem Definitionsbereich D(A) aller Funktionen ¥ € M (E) mit der Eigenschaft

U und [, |¥(&)| A(, d&,) sind beschrénkt auf kompakten Mengen. (1.12)
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Es gilt B(E) C D(A) und nach Lemma A.5 AV € M(F) firr jedes ¥ € D(A).

Lemma 1.9 Sei B € B(E), so dass supgcp A&, ) < 0o, ¥ € Cy(E) und M*A der (nach
Lemma 1.8(2) wohldefinierte) Prozefs

MA(t) = \IJ(XA(t/\aﬁ))—\P(XA(O))—/OMU%A‘I’(XA(s)) ds, t>0.(1.13)

Dann, ist M? ein {FX"}-Martingal und es gilt
t/\Jj%

E[MA(1)]" = ]E/ [AD? — 20 AT] (X2 (s)) ds .

0

Beweis. Wir definieren den beschrankten Kern
MEA) = 159 MEA), e B AeB(E),

und den beschriankten Operator

A:Cy(E) - B(E), Au(g) = /E (&) — (O AE ) = 1p(6) AU(E)

Sei 04 = min{k > 0: Z;, ¢ B}. Dann ist Z. oz €ine Markovkette mit Anfangsverteilung

v und Ubergangsfunktion (1.4), wobei A durch 5\ zu ersetzen ist. Offensichtlich ist X () :=
XA2(- A o%) der minimale Sprungprozef bzgl. A und vy. Geméi$ [33, S.162-164] und [33,
Proposition 4.1.7] ist

M(t) = ‘P(X(t))—‘P(X(O))—/O AV (X (s)) ds

ein {F;* }-Martingal fiir beliebiges ¥ € Cy(E). Sei o5 gegeben durch (1.8). Es gilt
o8 = on und MA2(t) = M(tAoy).

Da M rechtsstetig ist, konnen wir das Optional-Stopping-Theorem (siehe z.B. [33, Theo-
rem 2.2.13]) anwenden und erhalten, dass M2 ebenfalls ein {F;X}-Martingal ist. Sei
0<s<tund Ae FX*. Aus Lemma 1.8(1) folgt

An{o§ >s} € o(X2(unog):0<u<s) = FX
und nach Bemerkung 1.1 gilt
E[M2(t) = M2(s)] 14 = E[M2(t) = M2(s)] Langoass = 0.
M? ist also ein {FX" }-Martingal.
Aus der Beschrinktheit des Operators A folgt, dass
MA(t) — /t [A\Iﬂ —9 q/jtqf} (X(s)) ds
0
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ein {F;X}-Martingal ist. Nach erneuter Anwendung des Optional-Stopping-Theorems er-
halten wir

E[MA®)]> = EM(tAoY) = IE/MUg [A\pz_zmxy} (X(s)) ds

_E / T AR~ 20 AW] (XA(s)) ds

1.2.2 Regularitit und Martingaleigenschaften

X2 bezeichne wieder den minimalen Sprungprozef bzgl. dem Kern A und der Anfangs-
verteilung vy und 7., die durch (1.6) definierte Explosionszeit. Weiterhin sei &, € F ein
beliebiger, aber fester Punkt und der Prozefl X definiert durch

B X2w,t) 1 Tolw) =00
X(w,t) = { G ¢ T(w) < oo we t>0. (1.14)

X ist ein E-wertiger Sprungprozefl mit cadlag-Pfaden und nach Lemma A.6 ist der Prozef3
t

MU, t) = U(X(t)— ¥ (X(0)) — / AV (X (s)) ds, t>0, (1.15)
0

{FX}-adaptiert fiir jedes ¥ € D(A). Hierbei seien der Operator A und sein Definitions-
bereich D(A) geméafl (1.11) und (1.12) gegeben.

Der minimale Sprungproze X2 heifit regulir, falls P(7, < oo) = 0, d.h., falls X* fast
sicher nicht explodiert. In diesem Fall sind X* und X ununterscheidbar und X erbt die
Martingaleigenschaften von X2.

Korollar 1.10 Sei E ein metrischer, separabler und lokal-kompakter Raum, X\ ein kom-
pakt-beschrinkter Kern auf E und vy € P(E). Sei ¥ € Cy(E) und B € B(E), so dass
SuPecp A(E, E) < 00. o sei durch (1.8) gegeben. Ist der minimale Sprungprozef8 bzgl. A
und vy requlir, so ist M(W,- A ox) ein {F }-Martingal.

Beweis. o5 und M* seien durch (1.9) und (1.13) gegeben. M (U, t A o5) ist {FX}-

mefbar und, da ¥ beschriankt ist und sup,cp AV({) < oo, auBerdem integrierbar fiir
jedes t > 0. Da X = X2 fs. und o5 = o4 fs., erhalten wir

E

(MU, tAoy) — MU, s Aog)) [] 15 (X(si))]

i=1

= E

(M2(t) = M2(s)) ] 15, (XA(Sz-))]

=1

fir beliebige n > 1,0< s <...<s, <s<tund By,...,B, € B(E). Aus Lemma 1.9
und Lemma 1.2 folgt, dass M (¥, A o) ein {F* }-Martingal ist. O
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Die analytischen Eigenschaften der eindimensionalen Verteilungen des minimalen Sprung-
prozesses werden in [16] ausfiihrlich untersucht. Insbesondere liefert [16, Theorem 2.25]
die Eindeutigkeit der Losung der Kolmogorov-Gleichungen. Dazu wird im wesentlichen
die Existenz einer unbeschriankten Funktion n € D(A) vorausgesetzt, die einer gewissen
Sublinearitdtsbedingung geniigt.

Wir adaptieren dieses Kriterium und wenden es direkt auf den minimalen Sprungprozefl
an. Der Beweis liefert auferdem wertvolle Abschitzungen fiir Austrittszeiten von X2 aus
kompakten Mengen. Seine Idee geht auf den Beweis von [33, Theorem 8.3.1] zuriick, dessen
Voraussetzungen allerdings in Rahmen dieser Arbeit zu restriktiv sind und insbesonde-
re von den Teilchensystemen fiir die Koagulation-Fragmentationsgleichung nur teilweise
erfiillt werden.

Theorem 1.11 Sei E ein metrischer, separabler und lokal-kompakter Raum, X ein kom-
pakt-beschrinkter Kern auf E und vy € P(FE). Die nichtnegative Funktion n € D(A)
geniige den Bedingungen

1
1€ Co(E) (1.16)
3 0 d 1.17
co > /E77 vo < ¢ ( )
und
3620 AE) < alE+1], E€E. (1.18)

Dann ist der minimale SprungprozefS bzgl. X und vy requldr. Dariiberhinaus gilt fiir jedes
m>1

En(X(tAol)) < oo, t>0, (1.19)
und
Pod <t) < m ' (co+1) exp(ert), t>0, (1.20)
wobei Cp, ={€ € E:n(&) <m} und of, durch (1.8) gegeben sei.
Bemerkung 1.12 Fualls n € D(A) die Bedingung (1.16) erfillt, so sind
Co= {E€En€)<m} wnd On={6€E nE)<m+1}, m>1,

(nach Theorem 1.3) kompakte bzw. offene Mengen, fiir die (1.2) gilt. Nach Bemerkung
1.6 konnen wir also Funktion e, € C.(F), m > 1, mit der Figenschaft (1.3) wdhlen.

Beweis. Fiir Uy, = ¢ [+ 1] € C.(F) gilt
Ane) = [ [al@n)+1-ahe + 1] xe d)
< [ ) - nOINE ) = A, kxm €€C,. (121
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Sei X2 der minimale SprungprozeB bzgl. A und vy. Wir definieren die {F/*" }-Stoppzeit
(siehe (1.9))
o = inf{t>0:X%(t)¢Cn},

m

wihlen m > 1 beliebig aber fest und setzen o = o2. Nach Lemma 1.8(2) nimmt X2 (- A o)
Werte in F an. Wenden wir nacheinander den Satz von der monotonen Konvergenz,
Lemma 1.9, (1.17), (1.21) und (1.18) an, so erhalten wir fir ¢t > 0

En(X2(tAo)+1 = lilgnE\Ifk(XA(t/\a))

- lim [E w0 +E [ T ATL(X(s)) ds

IN

co+ 1+ clE/Oma [n(X2(s)) + 1] ds

IN

t
co+l+cl/ E[n(X*(sAo))+1]ds.
0
Aus
tN\o
]E/ n(X2(s))ds < tm
0

folgt die Beschriinktheit von En(X2(- A ¢)) auf beschrinkten Intervallen und die Gron-
wallsche Ungleichung (siehe [33, Anhang Theorem 5.1]) ergibt

En(X2(tAo)) < (co+1)exp(ct). (1.22)
Aus (X2 (o)) > m erhalten wir
Plo<t) = Elppeyy < m " En(X2(tA0)) < m (co+1)explet).  (1.23)

Somit konvergiert o4 fiir m — oo f.s. gegen oo und X2 ist reguliir. Dann sind X und X2
ununterscheidbar und (1.19) und (1.20) folgen direkt aus (1.22) und (1.23). O

Ein verwandtes Regularititskriterium fiir reellwertige Sprungprozesse findet sich in [52].
Die Frage nach hinreichenden Explosionsbedingungen wollen wir an dieser Stelle nicht
diskutieren und verweisen dazu auf [16, Proposition 2.27] und [52], [53].

Abschlielend wollen wir die Klasse der in Korollar 1.10 betrachteten beschréinkten Funk-
tionen erweitern. Dies geschieht durch Approximation unbeschriankter Funktionen ¥ &
C(E), die von gleicher GroBenordung wie 1 sind. Vorrangiges Ziel ist dabei die Kontrolle
des Prozesses M (V) auf kompakten Intervallen. Die Tatsache, dass M (V) ein lokales Mar-
tingal ist, fallt unter Beriicksichtigung der Abschétzung (1.20) als Nebenprodukt ab, findet
aber in dieser Arbeit nicht weiter Verwendung. Der Vollstéindigkeit halber sei erwéhnt,
dass M (V) im Fall E' = Z nach [47] sogar ein Martingal ist.

Theorem 1.13 Sdmtliche Voraussetzungen des Theorems 1.11 seien erfillt. Sei m > 1,
Con={6cE:n&) <m}, o=08 und¥ e C(E). Es gebe ein ¢ >0, so dass

Wl < en), €k, (1.24)

17



Dann liegt ¥ in D(A), M(V,- A o) ist ein {F~}-Martingal und es gilt

1/2
E sup |M (¥, tAo)| < 2(T sup [3[@(@)—@(5)}%(5@@)) ;T >0.(1.25)

t<T £eCm
Zum Beweis des Theorems benétigen wir die folgenden zwei Lemmata.

Lemma 1.14 Samtliche Voraussetzungen des Theorems 1.11 seien erfiillt. Sei o = aé(m
und U € M(FE). Falls

sup / W) AE dE) < oo, (1.26)

£eCm

so folgt

TNo
imE [ [ WX dg)ds = 0, Tz,
0 ce

k—o0

Beweis. Fiir jedes & € E konvergiert

Lo, (&) V(&) T [W(&)

fiir £ T oo und nach dem Satz von der monotonen Konvergenz erhalten wir fiir ¢ €

BLERGSE [E (&) AE dey)

Eine nochmalige Anwendung des Satzes von der monotonen Konvergenz ergibt fiir jedes
w e

TAo(w) TNho(w)
/ W) AX (. 5). ) ds 1 / / W(E)| A(X (w, 8), &) ds
0 o 0 E

Da die rechte Seite nach Voraussetzung (1.26) endliche Erwartung besitzt, folgt die Be-
hauptung schliellich aus

5 [ [ e de) s

- &|[ [ e dg ] -5 | [ [ 1w A (). deo s

O

Lemma 1.15 Samtliche Voraussetzungen des Theorems 1.11 seien erfillt. Sei o = aé(m
und ¥ € C(E) erfille die Bedingung (1.24). Dann gilt ¥ € D(A), M(V,t A o) ist inte-
grierbar und F;-mefbar fiir jedes t > 0 und

lim E sup |[M(V,t Ao) — M(Vy,tAo)] = 0, T>0,

k—oo t<T

wobet Vi, = e, U und die Funktionen ey, k > 1, gemdf§ Bemerkung 1.12 gewdhlt seien.
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Beweis. Aus den Bedingungen (1.24) und (1.18) folgt

/E WE)NE d) < o /E n(E) — n©)] ME, da) + A€, B) n(€)
< cern(€) +1]+c A& E)n(E)

und somit ¥ € D(A). Insbesondere erfiillt ¥ die Bedingung (1.26). Da n(X (¢ A 0)) nach
(1.19) fiir jedes t > 0 integrierbar ist, trifft dies ebenfalls auf ¥(X (¢ Aco)) und M (V,tAo)
zu. GemiB Lemma A.6 ist M (¥, - A o) {F;X}-adaptiert. Fiir £ € C,, und k > m gilt

AT(E) — AT,(6)] = /E W(&) — V(&) ME. des)

<2 |wE@AEde).

und es folgt, dass

E sup |M(V,t Ao) — M(Uy, t Ao)|

t<T

< 2E sup [ U(X(t A o)) — Uu(X(t A o)) + 2E / ) | W(@)IAX(5) der) ds

t<T

< AR A 1T AN +2E [ [ WEIAXG). de) ds.

Da U (X (T A o)) integrierbar ist, konvergiert der erste Term fiir & — oo gegen Null und
nach Lemma 1.14 der zweite Term ebenfalls. O

Beweis des Theorems 1.13. ¥ € (C(F) geniige der Bedingung (1.24). Wir setzen
U, = e, V. Nach Theorem 1.11 ist der minimale Sprungprozefl bzgl. A und 14 regulir und
Korollar 1.10 besagt, dass M (W, - A o) ein {F;X}-Martingal ist. Gem#a Bemerkung 1.1
gilt fiir jedes 0 < s <tund A € ]:SX

[E(M(U,tANo)— MU, sN0o)) 14
= |[EMM(,tANo)— MYy, tANo)— MW, sNo)+ M(Pr,sAo))la| . (1.27)

Nach Lemma 1.15 liegt ¥ in D(A), ist M (¥, ¢ Ao) integrierbar und {F;X }-meBbar und die
rechte Seite von (1.27) konvergiert fiir & — oo gegen Null. Folglich ist auch M (¥, - A o)
ein {F*}-Martingal.

Sei T > 0. Wir nehmen nun an, dass

sup q(€) < co,  wobei g(€) = / V(&) - WEPNE D), (128)

£eCm E

andernfalls ist Ungleichung (1.25) trivialerweise erfiillt. ¥ erfiillt die Bedingung (1.26).
Aus

/E VA(6) AEdEy) < /E (&) — DO AE &) + 2|0 (E)] /E (&) A(E, dey)
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und (1.28) folgt, dass ¥? ebenfalls die Bedingung (1.26) erfiillt. Fiir £ € C,,, und k > m
erhalten wir

[AU2 — 20, AT (€) < q(€) +2 / V(&) A(E, d)

Ci
HAO] [ [W(&)IAE, dS) - (1.29)
Ci
X und X? sind ununterscheidbar und aus Lemma 1.9 ergibt sich
TNo
EM?*(U,, T ANo) = ]E/ [AV] — 20, AV, ] (X (s))ds . (1.30)
0
Unter Benutzung der Doobschen Ungleichung, (1.30) und (1.29) erhalten wir

2
(E sup |[M (W, t A a)|) < 4EM*(V,, T Ao)

t<T

IN

4IE/OTMq(X(s))ds+8E/OTM/C\Ifz(gg))\(X(s),dﬁg)ds

TNo
165 [(WE[E [ [ |WEIAX(s) ) ds.
£eCm, 0 (@)

Da ¥ und ¥? die Bedingung (1.26) erfiillen, kénnen wir Lemma 1.14 und auflerdem Lemma
1.15 anwenden. Es folgt

Esup | M(¥,tAo)| < Esup|M(V,tAN0)— MW, tAo)|+Esup |M(Vg,tAo)

t<T t<T t<T

< €e+2 (T sup [E[‘I’(&) — WO A&, d&a) + 6) "

§€CM

fiir jedes € > 0 und geniigend grofles k. Somit gilt Ungleichung (1.25). O

1.3 Stochastisches Teilchensystem

Wir stellen nun das stochastische Teilchensystem im Detail vor. Die einzelnen Teilchen
konnen einen Zustand aus einem geeigneten Typenraum Z annehmen, besitzen ein kon-
stantes Gewicht und werden als Punktmafle auf Z dargestellt. Damit entspricht der Ge-
samtzustand des Teilchensystems einem diskreten Maf}. Die Wechselwirkung der Teilchen
wird durch zustandsabhéngige Raten spezifiziert und fithrt zu einer sprunghaften Zu-
standsénderung des Teilchensystems.

Wir setzen voraus, dass der Typenraum Z metrisch, separabel und lokal-kompakt ist. Fiir
ein Mafl p auf B(Z) und eine integrierbare Funktion ¢ € M(Z) sei

(oop) = /Z o) uldr)

20



Auf der Menge M, (Z) aller beschriankten Mafle betrachten wir die grobste Topologie,
beziiglich der sdmtliche Abbildungen

po (o, 1), p e Cy(2),

stetig sind. Diese Topologie wird schwache Topologie genannt. Der Zustandsraum des
Teilchensystems sei gegeben durch

1 n
EN = {N;&m :n >0, xieZ,izl,...,n} ., N=1,2,..., (131
versehen mit der induzierten schwachen Topologie.

Bemerkung 1.16 Sei p, = N7' S " 6, k> 1, und p= N~ 37" 8,.. Dann konver-
giert p, genau dann schwach gegen p, wenn es ein | > 1 und Permutationen my auf der
Menge {1,...,n} gibt mit der Eigenschaft, dass

ng, =n, k>I, und lim 2*

om ) = z,, t=1,....,n.

Lemma 1.17 Sei Z metrisch, separabel und lokal-kompakt. Dann ist EN, versehen mit
der schwachen Topologie, ebenfalls metrisch, separabel und lokal-kompakt.

Beweis. Da M;(Z) metrisch und separabel ist, trifft dies auch auf EV zu. Zum Beweis
der lokalen Kompaktheit von EY sei n > 0 und g = N~ 13"  4,,. Aus der lokalen
Kompaktheit von Z folgt nach Definition die Existenz offener und kompakter Mengen O
bzw. I, so dass {z1,...,x,} C O CI'. Die Mengen

1O 1 O
—E 5yi:yi60} und {—E 5yi:yi€F}
{N¢=1 N3

sind offen bzw. kompakt in £V bzgl. der schwachen Topologie, was sich leicht mithilfe der
Bemerkung 1.16 nachvollziehen 148t. Damit ist gezeigt, dass jedes u € E™ eine kompakte
Umgebung besitzt. O

Damit erfiillt EV die Voraussetzungen des in Abschnitt 1.2 verwendeten Zustandsraums
und das stochastische Teilchensystem list sich mithilfe eines Kerns auf E¥ spezifizieren,
welcher die Quell-, Zerfalls- und Kollisionsereignisse beriicksichtigt. Wir nehmen an, dass
jedes dieser Ereignisse zu hochstens K neuen Teilchen fithrt und fassen diese Teilchen
analog zur Darstellung des Gesamtzustandes als Element aus dem Raum

= = {Zémi:OgngK,xieZ,i—l,...,n} (1.32)
=1

auf. Auf = betrachten wir wieder die schwache Topologie. Die Raten fiir die Quell-, Zerfalls-
und Kollisionsereignisse seien durch Ay, A; und Ay gegeben und mogen folgender Grund-
annahme geniigen:

Ao ist ein beschranktes Maf auf B(Z),

A1 Z x B(ZE) — [0, 00) ist ein kompakt-beschriankter Kern, (1.33)

Ay 2 x Zx B(Z) — [0,00) ist ein kompakt-beschriankter Kern .
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Die Zerfalls- und Kollisionsraten hidngen dabei von den Zusténden der involvierten Teil-
chen ab. Fiir p € EV, 2,9y € Z und € € = sei

JO(:uaf) = M_'_Nilé-a
J(p, 2, &) = p+N1E—-5,] und (1.34)
Jo(py,y,6) = pu+N'[E—d,—46,] .

Nach Lemma A.8 gibt es einen kompakt-beschriankten Kern AV auf EV, so dass fiir jedes
pe BN und ¥ € Cy(EY)

[ 00) = W)X s ) (139
= N [0 ) ~ W) () + Y [ O, — W) )

ton O [ WOk as,€) — W) el . dE).

1<ij<n /=

Das stochastische Teilchensystem fassen wir als minimalen Sprungprozef bzgl. AV auf.
Sein Verhalten 148t sich folgendermafien beschreiben: Aus dem Zustand = N"1Y"" | 6,
springt der Prozef} in einen der méglichen Folgezustdnde

JO(Nvg)a Jl(ﬂaxhé)? J2(M7Ii>xj7£) € EN; 1§ l #] S n, 56 S

Ist £ = > .0, € E, so entspricht Jo(u,&) der Produktion der Teilchen yy,...,ym
durch eine Quelle und Jy(u, z;, &) dem Zerfall des Teilchens z; in die Teilchen yq, ..., Y.
Der Zustand Jo(p, z;, x;,€) modelliert die Entstehung der Teilchen vy, . .., y., infolge der
Kollision von z; und z;. Die zerfallenden und kollidierenden Teilchen werden dabei dem
System entnommen. Die zugehorigen Sprungraten fiir diese Ereignisse werden durch ),
A1 und A; induziert und geeignet normiert.

Die Regularitét des Teilchensystems ist nach Bemerkung 1.16 gleichbedeutend damit, dass
weder die Gesamtteilchenzahl explodiert noch Teilchen in endlicher Zeit den Typenraum
Z verlassen. Das Verhalten sowohl der Gesamtteilchenzahl als auch der einzelnen Teilchen
148t sich mithilfe einer geeigneten Funktion auf dem Typenraum Z kontrollieren. Unter
Beriicksichtigung dieser Funktion 148t sich eine hinreichende Bedingung fiir die Regularitét
des Teilchensystems im Sinne des Theorems 1.11 angeben. Dazu sei der zu AV gehorige
Operator A" auf dem Definitionsbereich D(AY) gem#f (1.11) definiert, also

AN (p) = /N (W(p2) = ()] A (,dps), e BN, U e D(AY) . (1.36)
E
Wir konkretisieren die obige Idee im folgenden Korollar.

Korollar 1.18 (Regularitit) Sei

He C(Z), sodass H>0 und 5 € Co(Z2), (1.37)
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und v}’ € P(EN). Es gelte (1.83) und die Funktion n(u) = (H,p), u € EV, liege in
D(AYN). Weiterhin gebe es Konstanten cg,c; > 0, so dass

/ ndvy < ¢ und AV < e[n+1] . (1.38)
EN
Dann ist der minimale Sprungprozefs bzgl. XN und v\ reguldr.

Beweis. Nach Lemma 1.17 ist EV metrisch, separabel und lokal-kompakt und nach
Lemma A.8 ist AV ein kompakt-beschrinkter Kern auf EV. Aus Bemerkung 1.16 und
H e C(Z)folgt n € C(EN). Seie > 0. Da + € Co(Z), ist infyez H(z) > 0 und die Menge
I'={z € Z: H(x) < eN} nach Theorem 1.3 kompakt. Aus Bemerkung 1.16 folgt die
schwache Kompaktheit der Menge

1 eN

— 0p. :0<N< —rv-— ;€3 . 1.39
{NZ ' _n_iﬂfxezH(I) s } (139)
Die abgeschlossene Menge

{ne BY in(p) <e} (1.40)

ist eine Teilmenge von (1.39), also ebenfalls kompakt, und aus Theorem 1.3 folgt
! € Cyo(EM)
n+1 " '

Somit sind sédmtliche Voraussetzungen des Theorems 1.11 erfiillt und wir erhalten die
Regularitéit des minimalen Sprungprozesses bzgl. AV und v)’. O

1.4 Nichtlineare Gleichung und Konvergenz

Zu den einzelnen Raten Ay, A\; und A, fithren wir die Grofien

Quly) = / (,€) Nolde)
Qulp ) = /Z / (0.€) — (@)] (e, dE) p(da) (1.41)
Qulpu) = /Z /Z / (0.6) — o) — o)) Aol 1, d) p(de) p(dy)

und deren Summe

Qo) = Qole) + Qo) + 5 Qalipor) (1.4

ein. Die Entstehung neuer Teilchen geméfl der Quell-, Zerfalls- und Kollisionsereignisse
und die Entnahme der involvierten Teilchen 148t sich direkt an den Termen 0y, @)1 und Q)
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ablesen. Der zeitliche Verlauf der Partikelkonzentration 148t sich also durch die nichtlineare
Gleichung

(oont) = louu) + /Otczmu(s»ds, 120, peCZ),  (143)

beschreiben.

Falls ¢ € C.(2), so ist die Funktion ®(§) = (¢, &), £ € =, beschrankt und stetig. Nach
Annahme (1.33) gilt Qo(¢) < oo und aus Lemma A.5 folgt

L9 —s@ind) e M2 (144

und

/ (0.6) — (@) — o) Mol . d€) € M(Z x Z). (1.45)

Diese Bemerkungen fithren auf den folgenden Losungsbegriff: Eine ma3wertige Abbildung
€ C(]0,00), My(2)) heifit Losung der nichtlinearen Gleichung (1.41) - (1.43) zur An-
fangsbedingung pg € My(Z2), falls fiir jedes ¢t > 0 und ¢ € C.(Z) die Funktionen (1.44)
und (1.45) integrierbar bzgl. u(t) bzw. u(t) ® u(t) sind, falls Q(p, u(-)) integrierbar auf
0,¢] ist und falls u die Gleichung (1.43) erfiillt.

Zur Untersuchung der stochastischen Teilchensysteme im Limes N — oo betten wir die
verschiedenen Zustandsriume EY in einen geeigneten mafiwertigen Raum ein. Um den
Grenziibergang zur nichtlinearen Gleichung vollziehen zu kénnen, ist es notwendig eine
Topologie zu wihlen, die feiner als die schwache Topologie ist und die Stetigkeit der
Abbildung Q(y, -) impliziert. Dazu sei M(Z) die Menge aller Borel-Mafe, d.h. aller Mafle
w auf B(Z), fir die

pl) < oo, [' C Z kompakt ,
gilt, und
h,H € C(Z), so dass 0 < h < cH fiir ein ¢ > 0. (1.46)
Auf der Menge
M(H) = {peM(Z): (H,p) < oo}
bezeichne 7}, die grobste Topologie, beziiglich der séamtliche Abbildungen

po= () und g (o), p€C(Z2), (1.47)

stetig sind. Im weiteren Verlauf machen wir Gebrauch von der Notation M(H,h) fir
den topologischen Raum (M(H),7;,). Insbesondere bezeichnet dann M(0,0) den Raum
M(Z), versehen mit der sogenannten vagen Topologie 7y, und M(1, 1) den Raum M, (Z),
versehen mit der schwachen Topologie 77 .

! Aus den Lemmata 1.24 und 1.25(2) folgt, dass die Funktion ®(u) = (p, u), u € M(H), stetig ist bzgl.
der Topologie 7y, falls ¢ € C(Z) und |¢| < ¢h fiir ein ¢ > 0. Insofern stimmt die durch (1.47) definierte
Topologie 77 tatséchlich mit der schwachen Topologie iiberein.
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Wir stellen nun die Hauptresultate dieses Kapitels vor, die die wesentlichen Approximati-
onseigenschaften der stochastischen Teilchensysteme aus Abschnitt 1.3 wiedergeben. Sei
AV der durch (1.35) definierte kompakt-beschréinkte Kern auf EV und v € P(EY). Wir
definieren das Teilchensystem X mittels dem minimalen Sprungprozef bzgl. A und v
und (1.14). Ist der minimale Sprungprozef} regulér, so sind beide Prozesse ununterscheid-
bar. In jedem Fall ist XV ein EV-wertiger Sprungprozefl mit cadlag-Pfaden.

Nach den Lemmata 1.24 und 1.26 ist der Raum M (H, h) metrisch und separabel und aus
Bemerkung 1.16 folgt direkt die Stetigkeit der Einbettung

v (BN, 1) — M(H,R), ) = p. (1.48)

Somit 148t sich X* als D([0,00), M(H, h))-wertige Zufallsvariable auffassen. Wir geben
zuniéichst hinreichende Bedingungen an fiir die relative Kompaktheit der Folge X%, d.h.
fiir die relative Kompaktheit der Verteilungen von X* im Raum P(D([0, 00), M(H, h))).
Wir nennen den ProzeB X schwachen Limes der Folge X, falls es eine Teilfolge gibt, die
in Verteilung gegen X konvergiert.

Theorem 1.19 (Relative Kompaktheit) Sei
h,H € C(Z), so dass h >0, H > 0, % € Co(Z) und % e Cy(2),
und v} € P(EN). Es gelte
e >0 Va,y MN(E) <cyy M(2,2) < cH(z), Ma(x,y,E) < coH(z)H(y) (1.49)

und die Bedingung (1.38) sei gleichmdfig in N > 1 erfiillt. Dann ist die Folge X relativ
kompakt und fiir jeden schwachen Limes X gilt

p(XeC([o,oo),M(H,h))) = 1. (1.50)

Inbesondere kann in Theorem 1.19 die Funktion & = 1 und somit die schwache Topologie
auf M(H) gewéhlt werden. Unter stirkeren Voraussetzungen l6st jeder schwache Limes
der Teilchensysteme fast sicher die nichtlineare Gleichung.

Theorem 1.20 (Charakterisierung schwacher Limiten) Sei
h,H € C(Z), sodassh>0, H>0, = € Co(Z) und L € Cy(2), (1.51)
und v}’ € P(EY). Es gelte
e >0 Va,y M(E) <, M(x,2) < ch(z), Xo(z,y,Z) < coh(x)h(y)  (1.52)
und die Bedingungen (1.38) sei gleichmdfig in N > 1 erfillt. Weiterhin gelte
v o= pe € M(H) (1.53)

und
/: B(E) M(~de) € C(2), / B(E) Aol d€) € C(Z x 2) (1.54)

fir ® =1 und ®(-) = (@, ), p € C.(Z). Dann ist die Folge XN relativ kompakt und jeder
schwache Limes lost fast sicher die nichtlineare Gleichung (1.41)-(1.43) zur Anfangsbe-
dingung .
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In Rahmen der Koagulationsgleichung wird sich zeigen, dass die Bedingung (1.52) notwen-
dig zur Charakterisierung der schwachen Limiten ist und nicht durch Bedingung (1.49)
ersetzt werden kann. Die Wahl der Topologie 7, zusammen mit der Stetigkeit der Funk-
tionen (1.54) erlaubt den Grenziibergang der diskreten Teilchensysteme zur nichtlinearen
Gleichung fiir N — c0. Bevor wir die Theoreme 1.19 und 1.20 schrittweise in den folgenden
drei Abschnitten beweisen, wollen wir noch einige Bemerkungen machen.

Die Eindeutigkeit der Losung und damit verbundene offene Fragen werden wir einzig und
allein im Rahmen der Koagulation-Fragmentationsgleichung diskutieren. Hinsichtlich der
nichtlinearen Gleichung l&8t sich aber zumindest feststellen, dass aus der Eindeutigkeit
unmittelbar die Konvergenz der Teilchensysteme resultiert.

Korollar 1.21 (Konvergenz) Simtliche Voraussetzungen des Theorems 1.20 seien erfiillt.
Ist die Losung p € C([0,00), M(H,h)) der Gleichung (1.41)-(1.43) zur Anfangsbedingung
to € M(H) eindeutig, so konvergiert die Folge X~ in Verteilung gegen p.

Aus der Charakterisierung der schwachen Limiten als fast sichere Losung der nichtlinea-
ren Gleichung folgt natiirlich inbesondere die Existenz einer Losung. Wir werden diese
Tatsache im néchsten Kapitel dazu benutzen, neue Existenzresultate fiir die Koagulation-
Fragmentationsgleichung herzuleiten. Dazu ist in einigen Féllen die Betrachtung eines
geeigneten Unterraums von M (H, h) notwendig. Dies ist Inhalt der néchsten Bemerkung.

Bemerkung 1.22 FEs gelte (1.46). Sei ¢ € C(Z) nichtnegativ, 3 > 0 und
Mp(H) = {pe M(Z):(p,p) <P, (H,p) <oo}. (1.55)

Wir versehen die Zustandsrdume Eév = EY N Mg(H) wieder mit der schwachen To-
pologie und nehmen an, dass der durch (1.35) definierte kompakt-beschrinkte Kern die
FEigenschaft

N EY) = MW, EBY),  peEj, (1.56)

besitze. Dann lifst sich das Teilchensytem zur Anfangsverteilung v} € P(Eév) auf dem
Zustandsraum E} realisieren. Da Mg(H) nach Lemma 1.25(1) eine bzgl. der Topologie
Ty, abgeschlossene Teilmenge des Raumes M(H, h) ist, konnen wir im Korollar 1.18 und
in den Theoremen 1.19 und 1.20 ohne weiteres die Riume E~ und M(H,h) durch die
Riume Ef und (Mg(H),Ty,) ersetzen.

Abschlieflend geben wir noch zwei weitere Bemerkungen zu moglichen Verallgemeinerun-
gen der Teilchensysteme und der nichtlinearen Gleichung.

Bemerkung 1.23

(1) Das Verhalten des Teilchensystems XY wurde mittels o, M1 und o spezifiziert.
Tatsdchlich ist es denkbar, dass diese Raten von N abhdingen. Falls die Voraussetzungen

des Theorems 1.19 erfiillt sind und N}, A und \Y der Bedingung (1.49) gleichmdfig in
N geniigen, so erhalten wir die relative Kompaktheit der Teilchensysteme auch in diesem
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Fall. Um ihre schwachen Limiten als Losung der Gleichung (1.41)-(1.43) identifizieren zu
konnen, miissen die Voraussetzungen des Theorems 1.20 erfiillt sein und N\, MV und \Y
der Bedingung (1.52) gleichmdfSig in N geniigen. Zusditzlich ist es notwendig, dass Ny,
MY und N in geeigneter Weise gegen \g, A und Ay konvergieren, was z.B. durch explizite
Annahme der in Lemma 1.32 behaupteten Konvergenz (1.84) geschehen kann.

(2) Die nichtlineare Gleichung (1.41)-(1.43) beschreibt u.a. die Wechselwirkung zweier
Teilchen und kann auf den Fall von R > 2 interagierenden Teilchen verallgemeinert wer-
den. Dazu betrachten wir die Gleichung

(o)) = (popuo) + /

R
) + Z% Q. (p ] ds (1.57)

wobei Q, fir1l < r < R gegeben sei durch

Qr (0, 1)
/- / [ [0 eto) = .= )| Aan, ) il ).

Analog zum Fall R = 2 laf$t sich zu dieser Gleichung fiir N > 1 ein kanonisches Teilchen-
system auf dem Zustandsraum E konstruieren. Die relative Kompaktheit dieser Teil-
chensysteme erhdlt man unter der erweiterten Annahme

A2y, 20, 2) < e H(xqp)...H(x,), 1<r<R.

Zur Charakterisierung ihrer schwachen Limiten als Losung der Gleichung (1.57) reicht
es aus, die Bedingungen (1.52) und (1.54) in naheliegender Weise auf den Fall R > 2 zu
tibertragen.

1.4.1 Maflwertige Riume

Die Rédume M (0, 0) und M(1, 1) werden ausfiihrlich in [9] behandelt. Wir leiten hier einige
wichtige topologische Eigenschaften der Raume M(H,h) unter Verwendung der in [9]
bewiesenen Resultate her und beginnen mit der Metrisierung der durch (1.47) definierten
Topologie 7;,. Nach [9, Lemma 31.4] gibt es eine Folge {t}}32,, deren Elemente dicht
in C.(Z) bzgl. der gleichméfigen Konvergenz liegen. Weiterhin kénnen wir kompakte
Mengen I',,, C Z und Funktionen e,, € C.(Z), m > 1, geméf Theorem 1.5 und Bemerkung
1.6 wihlen. Die neugeordneten Elemente der abzéhlbaren Menge

{r k> 1 Uy e E,m > 1 U A{e,, :m > 1} (1.58)

wollen wir mit {¢}72, bezeichnen. Wir setzen ¢y = h.

Lemma 1.24 Fs gelte (1.46). Dann erzeugt die Metrik

o0

da(pv) = D 27 min{l, [(or, 1) = (P )}, v e M(H),  (1.59)

k=

die Topologie Ty, auf M(H).

[e=]
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Beweis. Nach [9, Theorem 31.5] metrisiert dy die vage Topologie auf M(Z). Folglich
ist dj, ebenfalls eine Metrik. Sei 7 die von dj, erzeugte Topologie. Fiir jedes ¢ € C.(2)
und ¢ = h ist die Funktion ® : (M(H),7T) — R, ®(u) = (p, i), stetig, d.h., 7j, ist grober
als 7.

Um zu zeigen, dass 7 grober als 7j, ist, geniigt es
B(u,e) == {ve M(H) : dy(p,v) < e} € Tp, pweM(H), e>0,

nachzupriifen. Sei also u € M(H) und € > 0. Fiir v € B(p, €) setzen wir § = e—dj(u,v) >
0 und withlen I > 0,s0dass Y, ;. 27" < §/2. Da®y : (M(H),T,) — R, ®k(0) = (¢, 0),
fiir £ > 0 stetig ist, gilt

l

O(v) = ﬂ{aeM(H):|<I>k(y)—<I>k(o)]< 2(zi1)} cT.

Fiir jedes o € O(v) erhalten wir

dn(v,0) < D |Pp(v) = Bp(0)[+ D 278 <6

k=l+1

und somit
dh(/L,O') < dh(uay)+dh(yva) < €,

d.h. O(v) C B(u,e). Folglich gilt

B(ue) = |J oW e T,

vEB(p,€)

was zu zeigen war. O

Das néchste Lemma stellt Konvergenzeigenschaften vor, die wir im folgenden benétigen.

Lemma 1.25 Sei h € C(2) nichtnegativ und u,, € M(h), n > 1.
(1) Sei pe M(Z2), so dass lim, oo do(pin, 1) = 0. Dann gilt

(h,p) < liminf (h, p,) .

n—oo

(2) Sei p € M(h), so dass lim, o dp(pin, 1) = 0. Dann gilt fir jedes p € C(Z), welches
der Ungleichung |p| < ch fiir ein ¢ > 0 gentigt,

(o, n) — (o, 1) - (1.60)
Beweis. 1, konvergiere vag gegen p. Wir definieren die Mafle v, und v durch
vn(B) = / hdp, und v(B) = / hdu , BeB(2).
B B
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Da p, und p Borel-Mafle sind und h beschrankt auf kompakten Mengen ist, sind v, und
v ebenfalls Borel-Mafle auf Z. Mit ¢ € C.(Z) liegt auch ¢ h in C.(Z) und es folgt

Wsm) = (hpm) — Whp) = (b,v),

d.h., die Folge v,, konvergiert vag gegen v.

(1) Aus [9, Lemma 30.3] folgt weiter

(hyn) = v(Z) < liminf v,(Z) = liminf (h, u,) .

n—oo n—oo

(2) Es gelte nun lim,, o dp(pin, ) = 0 und ¢ € C(Z) geniige der Ungleichung |¢| < ch
fiir ein ¢ > 0. Da v,, vag gegen v konvergiert und

vn(2) = (hopn) — (hp) = v(Z2),

gibt es zu jedem € > 0 eine kompakte Menge I' C Z, fiir die

vn(T9) < i, n>1, und v(l) < i
Wihlen wir zu I' eine Funktion f € C.(Z) gemdfi Theorem 1.4, so gilt fiir geniigend
grofles n

(0, ) — (2 )| < [{p(X = f), i) — {p(1 = ), )| + [{pf, pn) — (o f, 1)
< c/chdun+c/rchdﬂ+|<sof,ﬂn>—<s0f,/z>|
<

€,

womit die Konvergenz (1.60) bewiesen ist. O

Wir widmen uns nun der Approximation eines beliebigen Mafles p € M(H) durch ei-
ne geeignete Folge von diskreten Maflen. Einerseits ergibt sich hieraus unmittelbar die
Separabilitidt von M(H, h). Andererseits benotigen wir diese Folge zum Beweis der Exi-
stenzresultate fiir die Koagulation-Fragmentationsgleichung.

Lemma 1.26 Es gelte (1.46). Sei ¢ € C(Z) nichtnegativ, f > 0, Mg(H) durch (1.55)
gegeben und EY = EN 0 Mg(H). Dann ist (Mg(H),T,) separabel und fir jedes po €
Mg(H) existiert eine Folge vy’ € P(EY), so dass

vy = po  und S‘fvp/Nw’m vy (dp) < (H, po) - (1.61)
E
B

Beweis. Sei Zj eine abzdhlbar dichte Teilmenge von Z,

My = {M:ZW 0z, :m > 0,7 > 0,25 EZO}
i=1
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und gy € Mg(H). Wir konstruieren zunéchst eine vag gegen p, konvergente Folge fij, €
Mo N Mp(H), fiir die

Sl}ip<H7ﬂk> < <H7,u0>' (1'62>

Aus [9, Theorem 30.4] folgt die Existenz einer vag gegen o konvergenten Folge vy, € M.
Ohne Einschrankung setzen wir (H, 1i9) > 0 voraus. Die kompakten Mengen T',,, C Z und
die Funktionen e, € C.(Z), m > 1, seien wieder geméfl Theorem 1.5 und Bemerkung 1.6
gewahlt. Dann gibt es eine streng steigende Abbildung K : N — N mit der Eigenschaft

‘(emH7Vk>_<emH7ﬂ0>‘ < mila mzl: kz,c(m)
Fir £(m) < k < K(m + 1) definieren wir

<€m Ha :u0>

€ = min{l, en I, Vk)} und ir(B) = e p(BNT,,), BeB(Z).

Da ¢, — 1 fiir £ — o0, konvergiert i, ebenfalls vag gegen pg. Weiterhin gilt i, € My
und

<H7ﬂk> = <€mH7ﬂk> S €k<€mHaVk> S <€mH7:u0> S <H7ﬂ0>7

womit die Folge fi, (1.62) erfiillt. Da ¢, < 1, konnen wir die gesamte Prozedur fiir die
Funktion ¢ anstelle von H wiederholen und erhalten eine Folge aus My N Mg(H) mit
den gleichen Eigenschaften. Diese wollen wir weiterhin mit fi; bezeichnen.

Wir setzen
1 n
N .
pt o= —NZEanNjézi, we My, NeN,

und wihlen eine streng steigende Abbildung N : N — N mit der Eigenschaft
(Z) - (2) < k', k>1, N>N(k). (1.63)

Fiir N'(k) < N < N(k+ 1) setzen wir uy = i € E)' N M. Aus (1.63) erhalten wir fiir
jedes ¢ € C.(2)

’(907ﬁl]cv> - <907,ak>‘ + |<§0,,[Lk> - <90a,u0>|

|<(10>MN>_<90MU0>| §
< e R+ Ko, ) = (s o)

so dass die vage Konvergenz von ji die vage Konvergenz von uy gegen po nach sich
zieht. Aus (1.62) und Lemma 1.25(1) folgt (H, un) — (H, po) und aus Lemma 1.25(2) die
Konvergenz dj, (i, jto) — 0. Insbesondere liegt also die abzéhlbare Menge |, Eév N M,
dicht in (Mg(H), 7). Die Folge vy’ = 6, € P(E}) besitzt die Eigenschaft (1.61). O

Aus dem Beweis von [9, Theorem 31.5] ergibt sich die Vollstdndigkeit des metrischen
Raumes (M(Z), dy). Dies trifft im allgemeinen nicht auf (M(H), d,) zu, wie das folgende
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Beispiel zeigt: Falls Z nicht kompakt ist, gibt es eine Folge x,, € Z, die gegen den kom-
paktifizierenden Punkt A konvergiert. Die Dirac-Mafle 0, konvergieren vag gegen das
Nullmafl und bilden eine Cauchyfolge bzgl. der Metrik d;. Da sie allerdings nicht schwach
gegen das Nullmafl konvergieren, kann (M,(Z), d;) nicht vollstindig sein.

Man beachte, dass jeder kompakte, metrische Raum vollstandig ist. Unter zusétzlichen
Voraussetzungen an die Funktionen H und h l&8t sich die Kompaktheit der Mengen
{pe M(2): (H,u) <n}, n € N, zeigen. Diese Mengen sind aufsteigend, iiberdecken
M(H ) und erlauben die Anwendung von Lokalisierungstechniken auf die Teilchensysteme.

Lemma 1.27 Sei h, H € C(Z), so dass h > 0, inf,ez H(z) > 0 und £ € Co(Z). Dann
ist fiir jedes € > 0 die Menge

C. = {peM(2): (Hp) <}
kompakt bzgl. Tj,.

Beweis. Wir betrachten die Menge
C={reM(2):v(Z)<e
und die Abbildung

F:(C,do) — (C..dn), Fw)(B) = /%dy, BeB2).

v, € C konvergiere vag gegen v € C. Eine Anwendung von [9, Theorem 30.6] ergibt

(0. Fm)) = (frm) = (F0) = (0.FW),  FeCl2),

woraus die Stetigkeit von F folgt. Nach [9, Korollar 31.3] ist C vag kompakt und somit

C. = F(C) kompakt bzgl. der Topologie 7;,. O

1.4.2 Relative Kompaktheit

Zum Beweis der relativen Kompaktheit adaptieren wir fiir unsere Zwecke ein Kriterium
aus [33] fiir cadlag-Prozesse in einem metrischen Zustandsraum. Dieses Kriterium findet
auBerdem in Abschnitt 2.3 Verwendung.

Theorem 1.28 Seien h,H € C(Z2), so dass 0 < h < cH fir ein ¢ > 0. Sei E ein
Unterraum von M(H, h) und seien XY, N > 1, E-wertige cadlag-Prozesse. Falls

VT,e>0 3C CE kompakt i%fP(XN(t)EC,Ogth) > 1—e€ (1.64)

und falls fir jedes ¢ € C.(Z)U{h}, T > 0 und ¢ > 0 ein At > 0 und ein Ny € N

existieren, so dass

sup P ( sup ‘<QO,XN(S)> - (go,XN(t))} > (—:> < e, (1.65)

N>Np |s—t| <At t<T
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dann ist die Folge XN relativ kompakt und fiir jeden schwachen Limes X gilt

P(X €C([0,0),E)) = 1. (1.66)

Beweis. Wir wenden [33, Theorem 3.7.6] auf die Folge X an. Gem#f Lemma 1.26 ist
(E,dp,) metrisch und separabel und X 148t sich als D([0, o), E)-wertige Zufallsvariable
ansehen. Aus diesem Grund besteht keine Notwendigkeit zur Modifikation des Prozesses
XN Die erste Bedingung aus [33, Theorem 3.7.6] stimmt mit (1.64) {iberein. Zum Beweis
der relativen Kompaktheit bleibt also die zweite Bedingung

VTI,e>0 36>0 : supP (w(XV,6,T)>¢) < e (1.67)
N

nachzupriifen. Hierbei sei das Stetigkeitsmodul w(pu, 6, T') fiir p € D([0,00), E) und 6,7 >
0 gegeben durch

w(l%(s’ T) = inf max sup dh(ﬂ(‘s)uu(t))

{ti} 4 S,te[tifl,ti)
und das Infinimum erstrecke sich iiber alle Partitionen der Form 0 = t5 < t; < -+ <
tho1 < T < tn, fiir die minlgign(ti — ti—l) >0 und n > 1.

Sei T',e > 0 beliebig und L > 0, so dass > =, ;27" <
Metrik d;, erhalten wir

Aus der Definition (1.59) der

£
5

P ( sup  dp(XN(s), XN (1)) > E)

|s—t|<At,t<T

< P( sup Z\(wk,XN(SD—(@k,XN(t)H2%)

[s—t| <AL t<T =0

< ZP ( sup | (pn, XV (s)) = (o, XV (1))| > 2;) :

= \Is—t=Att<T (L+1)
Nach (1.65) gibt es At, Ny > 0 mit der Eigenschaft
sup P ( sup  dp(XN(s), XV (1)) > e) < €. (1.68)
N>No  \|s—t|<At,¢<T

Fiir jedes 0 < At gilt die Ungleichung

wp,0,T) < sup  dp(u(s), u(?)) - (1.69)

|s—t|<At,s<T

GeméB [33, Lemma 3.6.2(a)] kénnen wir §y > 0 so wéhlen, dass P (w(XY,0y,T) > ¢€) <
€. Mit der Wahl 0 < 6 < min{At,dy,---,dn,-1} folgt aus (1.68) und (1.69) Bedingung
(1.67), womit die relative Kompaktheit der Folge XV bewiesen ist. Nach (1.68) konvergiert
sup,eq dp (XN (t), XN (t—)) in Verteilung gegen Null fiir N — oo und eine Anwendung von
[33, Theorem 3.10.2(a)] ergibt (1.66). O
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Die Bedingungen der Theoreme 1.19 und 1.20 implizieren die des Korollars 1.18. Unter
den Voraussetzungen des Korollars ist die Funktion n(u) = (H, ), u € EV| stetig bzgl.
der schwachen Topologie und die Mengen

cl = {pe BN in(p) <m}, m>1 N>1, (1.70)

schwach kompakt (siehe (1.40)). Sei XV wieder das Teilchensystem aus Theorem 1.19.
GeméB (1.8) sind durch

on = if{t>0:X"(t)¢CN} (1.71)
{FX"}-Stoppzeiten gegeben. Fiir ¢ € C,(Z) ist

O(p) = (p,p), peEBEY, (1.72)

stetig und aus H € C(Z) und H > 0 folgt |®| < ¢n fiir ein ¢ > 0. Nach Theorem 1.13 liegt
mit 7 auch die Funktion ® im Definitionsbereich des durch (1.36) gegebenen Operators
AN Wir definieren
t
MY(@t) = ®(XN(t) — (XN(0)) - / AVD (XN (s)) ds (1.73)
0
in Anlehnung an (1.15) und werden zum Beweis der relativen Kompaktheit und der Cha-
rakterisierung der schwachen Limiten hiufig Gebrauch von der Notation (1.70)-(1.73)

machen. Um die Bedingungen des Theorems 1.28 nachzupriifen, benttigen wir die folgen-
den beiden Lemmata.

Lemma 1.29 H geniige den Bedingungen (1.37) und (1.49). Dann folgt fir ¢ € C.(2)
und m > 1

sup sup
N pecl

00 =@ an)| <
und

lim sup /E’N (@) — D) AN (. dv) = 0.

Beweis. Wir wihlen ¢, > 0 gemé8 (1.49). Nach (1.35) folgt fiir jedes = & >, 0a, €
EN

[, 120) = @) ¥ o)
- ‘/ £,€) Mo(d) + Z/ (0,6) — ()] M, de)
v o [l08 - elw) - ola) A2<xi,xj,ds>\

1<17é]<n
< el (K+2) [ )\1 x,2) p(dx) + //)\ny,_ (dx) p(dy)
< ollell(K+2)[1+ H, 11)?]

33



und

[ [0 = 00 3 )

- ]1[ E<<,0 L6 N (dE) + — Z/ (@, &) — p(@i)] M (i, d€)

+2]1V3 1<;< /EK%Q—@(%)—M%)] Ao (2, 5, dE)

|l e|? (K +2)*
N

IN

[L+ (H, p) + (H, 1)?] .

O

Lemma 1.30 H geniige den Bedingungen (1.37) und (1.49) und die Bedingung (1.58)
sei gleichmdfsig in N > 1 erfillt. Dann folgt

P(oh>T) > 1—=m (c+1)exp(er T), T>0,m>1, N>1, (1.74)
und

I%IIE sup‘MNt/\a )’ = 0, T>0, m>1, peC2). (1.75)

t<T

Beweis. (1.74) folgt direkt aus Ungleichung (1.20) des Theorems 1.11 und (1.75) aus
Lemma 1.29 und Ungleichung (1.25) des Theorems 1.13. O

Beweis des Theorems 1.19. Wir setzen £ = M(H) und wenden Theorem 1.28 an.
Seien T" und € > 0 und sei m geméafl Lemma 1.30 derart gewéhlt, dass

. N €
> - = .
inf P (o, >T+1) > 1 5 (1.76)

Nach Lemma 1.27 ist
{pe M(H) : (H,p) <m}
kompakt und es gilt
inf P(XN(t)eC,0<t<T) > infP(o)>T+1) > 1—¢,
N N

d.h., Bedingung (1.64) ist erfiillt. Wir zeigen nun, dass Bedingung (1.65) ebenfalls erfiillt
ist. Dazu betrachten wir zunéchst den Fall ¢ = h. Da nach Voraussetzung & € Cy(2)
gilt, erhalten wir aus Theorem 1.3 die Kompaktheit der Menge

r = {x €z |Z((?>l > SLm} . (1.77)

Unter Verwendung des Theorems 1.4 kénnen wir ein ¢ € C.(Z) wihlen mit der Eigen-
schaft

ple) = ¢(x), wzel, wd |o(z)] < [p(@)], zeZ. (1.78)
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Fiir 0 < s <t < o gilt pfadweise (H, X" (s)) < m und nach (1.78) und (1.77)
|<90>XN(S)> - <907XN<t)>|
< (o=@ X))+ (e =@ XV + (@, XV () — (2, XN (2))]

< [ A maxve+ [ ZEHax0 + [, XV6) - (5. 0)

5+ 13XV () — (2. XN (1)) -

IN

Sei nun ¢ = h und ¢ € C.(Z) wie in (1.78) gegeben oder ¢ = ¢ € C.(Z). AuBlerdem sei
® € C(EY) durch ®(u) = (p, ) und MY durch (1.73) definiert. In beiden Fillen folgt
pfadweise fiir 0 < s <t < a%

t
€
{9, XV () = (o, XY@D| < 5+ (MG (s) = MF(#)] +/ [ AN (XN ()| dr

€
< 5+ | ML (s) = MY ()| + et —s) | (1.79)
wobei ¢ = supy sup,ccn |ANCI>(,u)‘ nach Lemma 1.29 endlich ist. Sei 0 < At < ;5 AL

Unter Verwendung von (1.76), (1.79) und der Tschebyscheff-Ungleichung folgt weiter

P ( sup [, XV (5)) — (0, XV(0))] 2 )

[s—t|<At, t<T

[s—t| <At t<T

< P< sup | MZ(s) — MY (t)| > ,a,iZ>T+1>+§

< P(Sup ‘MN ‘ ‘ m
t<T+1 8’

8
< —E sup |MNt/\0,]X‘+—
€ t<T+1

Nach Lemma 1.30 ist der Erwartungswert fiir geniigend groBe N kleiner als ¢2/16 und
Bedingung (1.65) somit erfiillt. Aus Theorem 1.28 ergibt sich schliefllich die relative Kom-
paktheit der Folge X und die f.s. Stetigkeit (1.50) der schwachen Limiten. O

1.4.3 Charakterisierung schwacher Limiten
Sei Q(p, u) durch (1.42) und Q~ durch

QV(p,p) = AY®(n), peC2), pe EY,

gegeben, wobei wieder ®(u) = (p, 1) sei. Um zu zeigen, dass jeder schwache Limes der
Folge X% fast sicher die Gleichung (1.41)-(1.43) 16st, benétigen wir einige Stetigkeits- und
Konvergenzeigenschaften von Q und Q.
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Lemma 1.31 Die Bedingungen (1.51), (1.52) und (1.54) seien erfiillt.
(1) Dann ist fir jedes ¢ € C.(Z) die Abbildung

M, : D(]0,00), M(H, h)) — D([0,00),R) , (1.80)

gegeben durch

My (pt) = <90,u(t)>—<%u(0)>—/0 Q(e, u(s)) ds (1.81)

stetig bzgl. der Skorohod-Topologie.
(2) Sei {@r}p2, durch (1.58) gegeben und pn € D([0,00), M(H, b)), so dass M, (1) = 0,
k> 1. Dann gilt M,(1) = 0 fir jedes ¢ € Cc(2).

Beweis. (1) Sei ¢ € C.(2) und p € M(H). Wir setzen

alpz) = ﬁK%Q-ﬂM@MN%%% rez,
und

QQ(QOv'Tvy) = / [<‘10>€> - SO(LE) - go(y)] /\2($ay>d5) ) T,y € Za (182)

und erhalten fiir ); und Q- aus (1.41) die Darstellung

@mmzémwmwm @mmzééwwwmwmm»
Aus Bedingung (1.52) folgt

(e, z)] < (K+1) el hz), lelez,y)] < (B +2)| ¢ h(z)h(y) (1.83)

und aus Bedingung (1.54) ¢1(¢) € C(Z) and ¢2(p) € C(Z x 2). Sei pi,, 4 € M(H), so
dass dp(pin, ) — 0 fiir n — oo. Aus Lemma 1.25(2) ergibt sich

Qp, pn) — Qo 1),

d.h., Q(¢p,-) ist stetig. Die Stetigkeit der Abbildung M, folgt damit direkt aus Lemma
A.3.

(2) Zu ¢ € C.(Z) gibt es eine Teilfolge ¢y, derart, dass || ¢, — ¢ ||— 0 fiir n — oo. Der
Ubersichtlichkeit wegen lassen wir den Index n im folgenden weg. Es gilt supy, || ¢ ||< 0o
und (g, &) — (9, ), £ € Z. Aus dem Satz von der dominierten Konvergenz erhalten wir
fiir jedes x,y € Z

aler, ) — qlp,z) und (o, z,y) — @@, 2,y)
und fiir p € M(H)

Qpr, 1) — Qp, ) -
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Sei nun ¢t > 0 und p € D([0,00), M(H, h)), so dass M, (1) =0, k> 1. Aus (1.83) folgt

s%psuplQ(wk,u(s))! < (K +2) sup I n | sup (14 (h, u(s)) + (h, u(s))?] < oo

s<t

und eine nochmalige Anwendung des Satzes von der dominierten Konvergenz ergibt

(o) = Tim o) = T w0} + [ Qv (s) ds

= (p, 1(0)) +/0 Q(p, u(s)) ds .

|

Lemma 1.32 Die Bedingungen (1.51) und (1.52) seien erfillt. Dann gilt

lim sup |Qe, ) — Q¥(p )| = 0, m>1,peCl2),  (1.84)

N—o0 peC

wobei CN durch (1.70) gegeben sei.

Beweis. Sei e > 0. Nach (1.51) und Theorem 1.3 ist

T(e) = {x cz: Z((‘?) > e}

kompakt. Jedes = + >, 85, € C) erfiillt die Ungleichung

max H(z;)) < mN.
1<i<n

Aus (1.52) folgt (1.83) mit der Bezeichnung (1.82) und weiter

[ wteo)ao)| < atcan el | [ 1@ uan+ [ 1 )
z r() r(oe
h*(x)
< c(K+2) | ¢ msup—+€2m2N .
2( ) H H [ z€el(e) H(l’)
Hieraus erhalten wir
1
li — QN = i — dz)| = 0.
NLIEOMSE%%‘Q(%“) Q" (¢, )| N S 5N /qu(so,x,x) p(dz)

O

Beweis des Theorems 1.20. Sei ¢ € C,(Z) und M) gegeben durch (1.73). Zu € > 0
und ¢ > 0 wihlen wir m > 1 geméfl Lemma 1.30, so dass

[

ian(o%>t) > 1—-—.
N

[\
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Nach Theorem 1.19 ist die Folge XV relativ kompakt. Wir nehmen an, dass die Teilfolge
XM in Verteilung gegen X konvergiert. Im folgenden verzichten wir auf den Subindex
l. Die Abbildung M, sei durch (1.81) gegeben. Aus Lemma 1.32 und der Tschebyscheff-
Ungleichung folgt fiir geniigend grofie N

P (Sup | M, (XN, 5)| > 6)

s<t

DN

< p(amumxxﬂsy_Mg@n+¢Mg@n2@0g>¢)+
s<t

t
< P ([ 1000 X6 - Qe XN 6] ds sup M2 0) 2 e 0 ) + 5
0 s<t
N N € €
- P(ii§|M¢(5/\0'm)|Z§>+§
< —Esup|M¢(s/\am)|+§.

€ s<t
Nach Lemma 1.30 ist der letzte Term kleiner e fiir geniigend grofles N. Somit erhalten wir

sup | My (X", s)| = 0.

s<t

Da M, nach Lemma 1.31(1) stetig ist, gilt f.s.

MyX) = 0, peC(2), (1.85)

und aus Bedingung (1.53) folgt f.s. X(0) = po. SchlieBlich ergibt sich aus (1.50) und
(1.85), dass X die Gleichung (1.41)-(1.43) zur Anfangsbedingung p f.s. l6st. O
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Kapitel 2

Anwendung auf die Koagulation-
Fragmentationsgleichung

Die diskrete Koagulation-Fragmentationsgleichung (K-F-Gleichung) mit Quellen und Sen-
ken ist gegeben durch

gc(t r) = %E_:K(a:—y,y)c(t,x— ZK$?J )c(t,y)

ot
+Zny tx+y)—%z_:F(x—y,y)c(t,x)
—E( )e(t,z) + S(x) (2.1)

c(0,z) = co(z).

Hierbei bezeichnen die Funktionen K und F' : Z x Z — [0,00) die Koagulations- bzw.
Fragmentationsraten, die Funktionen S und E : Z — [0, 00) die Quell- und Abflufiraten
und Z = N den Typenraum der Cluster. Die ersten beiden Terme stimmen mit den
Gewinn- und Verlusttermen aus Smoluchowskis Koagulationsgleichung iiberein. Die Rate
des Zerfalls eines (x + y)-Clusters in zwei Cluster der GréBe = und y wird durch F(z,y)
bestimmt. Die Zunahme der Konzentration der x-Cluster infolge des Zerfalls grofierer
Teilchen fithrt zu dem dritten Term und ihre Abnahme infolge des Zerfalls der x-Cluster
zu dem vierten Term. Die letzten beiden Terme reprasentieren den Verlust und Gewinn,
der aus dem Vorhandensein von Senken und Quellen resultiert.

Ersetzt man in (2.1) sdmtliche Summen durch Integrale und wéhlt den Typenraum Z =
(0,00), so erhilt man die kontinuierliche K-F-Gleichung mit Quellen und Senken

greta) = 5 [ K@ —ppeta—petndy - [ Kapeloedy
/0 Fla)etta+9)dy =5 [ Flo—p)etta) dy
—E(x)c(t,x) + S(x) (2.2)

c(0,z) = co(z) .
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Die K-F-Gleichung wird in einer Vielzahl von Publikationen (z.B. [1], [88], [8], [18], [24])
behandelt. Quellen, Senken oder zeitabhéngige Raten finden u.a. in [97], [86], [37] und [23]
Beriicksichtigung. Die Koagulationsgleichung mit multipler Fragmentation erschien erst-
mals in [74]. Multiple Fragmentation 148t sich mithilfe einer grofenabhéngigen Gesamt-
fragmentationsrate und einer Dichte fiir die erwartete Anzahl von Fragmenten ausdriicken
und ist im Fall bindrer Fragmentation dquivalent zu der hier gewahlten Darstellung mit-
tels eines Fragmentationskerns (siehe [100]). Sie 148t sich miihelos in unser allgemeines
Modell integrieren, soll aber im folgenden nicht weiter betrachtet werden.

In diesem Kapitel ordnen wir die K-F-Gleichung in das nichtlineare Modell aus Abschnitt
1.4 ein und wenden die dort bereitgestellten Resultate unter mehreren Aspekten an.
Zunéchst etablieren wir die Approximationseigenschaften der zugehorigen K-F-Prozesse.
Ahnliche stochastische Resultate finden sich unter Verzicht auf Quellen und Senken u.a.
in [45], [50], [75] und [26]. In [3] wird ausfiihrlich das Verhéltnis zwischen Koagulations-
gleichung und Marcus-Lushnikov-Prozef3 dargestellt. Wir werden wesentliche Resultate
und offene Fragen in bezug auf Konvergenz und Gelation wiedergeben. Diese Zusammen-
fassung tragt zum nédheren Verstédndnis bei und ist hilfreich bei der numerischen Analyse
der Koagulationsgleichung.

Anschlielend werden wir Existenzresultate unter Zuhilfenahme der stochastischen Teil-
chensysteme herleiten. Diese Vorgehensweise wurde bereits in [50] erfolgreich umgesetzt,
um die Existenz gelierender Losungen fiir die diskrete Koagulationsgleichung zu zeigen.
Ein detaillierter Vergleich mit bisherigen Veroffentlichungen zeigt, dass sich auch im Fall
der K-F-Gleichung neue Existenzresultate erzielen lassen.

In dem letzten Abschnitt stellen wir ein alternatives Teilchensystem vor, welches aus einer
einfachen, in [5] vorgestellten Transformation der Koagulationsgleichung hervorgeht. Im
Gegensatz zum Marcus-Lushnikov-Prozef reprisentieren die einzelnen Teilchen allerdings
keine physischen Cluster. Dieses Modell scheint einerseits von theoretischer Bedeutung fiir
das Verstandnis des Gelationsphénomens zu sein. Andererseits liefern die entsprechenden
Approximationsresultate die Grundlage fiir seine numerische Anwendung auf die Koagu-
lationsgleichung und besitzen somit vorbereitenden Charakter.

2.1 Koagulation-Fragmentationsprozef3

Wir leiten zunéchst eine schwache Form der K-F-Gleichung fiir den kontinuierlichen Fall
Z = (0,00) her. Dazu setzen wir die Stetigkeit sdmtlicher Ratenfunktionen und die Sym-
metrie

K(r,y) = K(y,2), F(v,y) = F(y,x), 1w,y€Z, (2.3)

voraus. Die Multiplikation mit der Funktion ¢ € C.(Z) und die Integration bzgl. x fithrt
die Koagulationsterme aus Gleichung (2.2) in den Ausdruck

% /OOO /ox plr) K(z —y,y) c(t,z —y) c(t,y) dy dx
_ /000 /OOO o(z) K(z,y) c(t,x) c(t,y) dy dx
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/ / @ +y) — 9(x) — o) K(2,9) c(t,7) c(t,y) dy d

iber. Dabei wurde

/ /g(fv—y,y)dydaf = / / 9(z,y) dy dx
0 0 0 0

und die Symmetrie von K benutzt. Die gleiche Transformation unter Verwendung der
Symmetrie von F' ergibt fiir die Fragmentationsterme den Ausdruck

/ / F(z,y) c(t,x +y) dydx——/ / F(zx—y,y) c(t,z) dy dx

= / (y)] F(z,y) c(t,z+y) dy dx

- / / o(%) F@ — ,y) c(t, z) dy d

= %/000/0m lo(z —y) + o(y) — p(@)] Flz —y,y) c(t,z) dy dz .

Ist ¢(t,z) eine Losung der Gleichung (2.2), so erfiillt u(t,dxr) = c(t,z)dx den obigen
Umformungen zufolge die Gleichung

(o u®) = (o, po) + / Qou(s) ds, 20, peC2),  (24)

wobel p(dz) = co(z) dx

)
Qe = 5 [ [ 1o+ = o)~ )] Ko, pde) nld)
+% /Z /Zm(w) [o(z =)+ o(y) = w(@)] Fz -y, y) Mdy) p(dr)
- [ o) B@) utdo) + [ ola) S(a) Alde) (2.5)

und A das Lebesgue-Maf} auf (0, c0) bezeichne. Analog zum kontinuierlichen Fall erhalten
wir aus der diskreten Gleichung (2.1) die schwache Form (2.4)-(2.5), falls wir 2 = N
setzen und A € M(N) durch

A(B) = #B, BCN,

definieren. Dies ermdglicht die simultane Behandlung des diskreten und kontinuierlichen
Falls. Eine mafiwertige Abbildung p € C([0, 00), M(Z)) heifit Losung der K-F-Gleichung
(2.4)-(2.5) zur Anfangsbedingung py € M(Z2), falls fur jedes ¢ > 0 und ¢ € C.(Z)
samtliche Integrale in (2.5) bzgl. u(t) existieren, falls Q (¢, p(-)) integrierbar auf [0, ¢] ist
und falls p die Gleichung (2.4) erfiillt.
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2.1.1 Approximationseigenschaften

Sei = durch (1.32) gegeben. Fir z,y € Z und B € B(Z) definieren wir

M(B) = [ 1a(0.) 5() Aldo).
M(z,B) = %/Zm(o )13(5:5_1/ +6,) F(z —y,y) A(dy) + 15(0) E(z) und (2.6)

)\2(5177% B) = K(I,y) 1B(5m+y) )

wobel 0 das Nullmaf3 bezeichne. Weiterhin sei durch

1

f0) = 5[ Fe-vuAd), ez, 2.7

die Gesamtfragmentationsrate eines z-Clusters gegeben. Es sei an dieser Stelle zu dem
kontinuierlichen Fall bemerkt, dass aus der Stetigkeit von F' nicht notwendigerweise die
Stetigkeit von f folgt.

Lemma 2.1 K, F, f, E und S seien stetig und es gelte (S, \) < oo. Dann erfillen Xy,
A1 and Ny die Bedingungen (1.33) und (1.54) und p € C([0,00), My(2)) ldst genau dann
die K-F-Gleichung (2.4)-(2.5), wenn p die nichtlineare Gleichung (1.41)-(1.43) lost.

Beweis. Offensichtlich gilt
Aoy A1), Ao(m,y) € My(E), r,y€eZ,

und Ao(+, -, B) € M(Z x Z) fiir jedes B € B(Z). Nach Lemma A.5 ist A;(-, B) ebenfalls
meBbar. Weiterhin sind die Funktionen

M(z,2) = f(x) + E(z) und Xo(z,y,2) = K(z,y) (2.8)

stetig und somit Bedingung (1.33) erfiillt. Sei ¢ € C.(Z). Dann gilt

[teendg = 5[ lele-p+ el Fa-pp) M) (29)
E Zn(0,2)
und

/:<90,£> Ao(z,y,d§) = plz+y) K(z,y) . (2.10)

Es 148t sich leicht zeigen, dass die Stetigkeit von F' zusammen mit der Beschranktheit von
f auf kompakten Mengen die Stetigkeit von (2.9) nach sich zieht. Mit der Stetigkeit der
Funktionen (2.8), (2.9) und (2.10) ist Bedingung (1.54) erfiillt. Aulerdem folgt aus (2.8),
(2.9), (2.10) und

/:“0’9 Ao(dE) = / o(r) S(x) A(dx)

Z

die Ubereinstimmung der Ausdriicke (2.5) und (1.42). O
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Unter den Voraussetzungen des Lemmas 2.1 gibt es nach Lemma A.8 einen kompakt-
beschrinkten Kern AV, der fiir jedes p € EY und ® € C,(EY) der Gleichung (1.35)
geniigt. Damit ergibt sich unmittelbar die Darstellung

[ )~ v ) = S S ) - 900 Kz,
By 1<i#j<n
#53 [ U) = 0] Pl 00) Al 1)

n

3 W 0) — 0] B + N /Z U (s (1)) — U(u)] S(x) A(de)

i=1

Hierbei sind die Folgezustinde von p € EV gemifl Koagulation, Fragmentation, Ab- und
Zuflul der Reihe nach durch

Ji(p,x,y) = pA N ey — 6 — 0]

JF(u,x y) = p+ Ny + 0, — 0],
Je(u,2) = p—N7'6, und
Js(u,x) = p+ N4,

gegeben. Das Verhalten des minimalen Sprungprozesses bzgl. AN 148t sich somit folgen-
dermaflen beschreiben: Zwei Teilchen z; und z;, 1 < i # j < n, koagulieren mit Rate
K(z;,z;)/2N. Weiterhin zerfillt z; in die Teilchen y < z; und z; — y oder wird dem Sy-
stem entnommen geméfl den Fragmentations- bzw. Abflufiraten. Mit Rate N.S(z)A(dx)
wird schliellich ein neues Teilchen x produziert. Falls FF = 0 und £ = S = 0, entspricht
dieser Sprungprozefl dem in der Einleitung vorgestellten Marcus-Lushnikov-Prozes.

Es gelte (1.46). Das Teilchensystem X definieren wir analog zu Abschnitt 1.4 mittels
dem minimalen SprungprozeB und (1.14) und 148t sich wieder als D([0, c0), M(H, h))-
wertige Zufallsvariable auffassen. Im néachsten Theorem stellen wir seine Approximations-
eigenschaften bzgl. der K-F-Gleichung unter moglichst allgemeinen Bedingungen an die
einzelnen Raten vor.

Theorem 2.2 Sei Z =N oder Z = (0,00) und

h,H € C(Z2), so dassh >0, H>0 € Co(Z) und & € Cy(2).

’ H

Weiterhin sei @ monoton fallend. K, F', f, E und S seien stetig und geniigen den

Wachstumsbedingungen

K(z,y) < h(z)h(y), f(z)<h(z), E(x)<h(x), LH(x) S(z) A(dr) < 00.(2.12)
Es gebe ein ¢ > 0 mit der Figenschaft

/Zm(o : [Hx—y)+ H(y) — Hx)] F(x —y,y) A(dy) < cH(x). (2.13)
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Sei jig € M(H) und v)¥ € P(EN) eine Folge mit der Eigenschaft

v = o und sgp/N(H,u) vl (dp) < oo . (2.14)
E

Dann ist der minimale Sprungprozef$ bzgl. AN und v}’ regulir, die Folge XN ist relativ
kompakt und jeder schwache Limes lost fast sicher die K-F-Gleichung (2.4)-(2.5) zur
Anfangsbedingung .

In mehreren Publikationen vorwiegend der letzten Jahre werden &hnliche Teilchensysteme
allerdings ohne Beriicksichtigung von Quellen und Senken betrachtet: Filippov untersucht
in [34] reine Fragmentationsprozesse. Guias [44], [45], [46] leitet Fehlerschranken fiir die
erwartete Abweichung von der Losung der diskreten K-F-Gleichung unter der Vorausset-
zung her, dass die Gesamtfragmentationsrate beschrankt ist und K (z,y) < ca'/?y'/? gilt.
Die Approximationsresultate von Jeon [50] fiir die diskrete K-F-Gleichung und von Norris
[75] fiir die schwache Form der kontinuierlichen Koagulationsgleichung sind weitgehend in
Theorem 2.2 enthalten. Dariiberhinaus wird in [43] und [25] das stationédre Verhalten der
Teilchensysteme analysiert.

Die K-F-Gleichung wird bereits in [26] simultan fiir den diskreten und kontinuierlichen
Fall behandelt. Die Unterschiede liegen in der Darstellung der Fragmentationsterme mit-
tels einem Fragmentationsmafl und in der Beschrankung der Gesamtteilchenzahl, welche
zu beschrankten Sprungraten fithrt und im Limes zuriickgenommen wird. Der in dieser
Arbeit gewéhlte Zugang iiber den minimalen Sprungprozefl erméoglicht die problemlose
Einbindung von Quellen und Senken.

Wir werden die allgemeinen Bedingungen aus Theorem 2.2 im néchsten Abschnitt im Fall
der Koagulationsgleichung und im Abschnitt 2.2.1 unter dem Aspekt neuer Existenzre-
sultate eingehend diskutieren.

Beweis. Seien g, A\; und Ay durch (2.6) gegeben. Die Voraussetzungen = € Co(Z) und
[ H(x) S(x) A(dzx) < oo implizieren

M(E) = (S,A) < 0.

Nach Lemma 2.1 sind die Bedingungen (1.33) und (1.54) erfiillt. Fiir beliebiges u € EV
erhalten wir aus (2.11)

l;f“ﬂ#ﬁ“ULM”ANUMWm) (2.15)
1
= 3 ; [H (x: + ;) — H(:) — H(x)] K (2, ;)
o L )+ ) = ) Pl =) A

—%ZH E(z;) /H A(dz) .
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Da @ monoton fallend ist, gilt

H(z +v) +yH(a:+y)

H(x + =
( y) T+ Tty

< H(z)+ H(y)
und nach (2.13)

/E [(H ) — (H ) A ) < L)+ /Z H(x) S(z) A(dz) . (2.16)

Nach Voraussetzung ist das zweite Integral auf der rechten Seite endlich. Mit (2.16) und
(2.14) ist Bedingung (1.38) gleichméBig in N erfiillt. Weiterhin folgt aus (2.12)

M@, 5) = f(2)+ E(x) < 2h(z)  und  Xy(z,9,5) = K(z,y) < h(z) h(y) .

Damit sind sémtliche Voraussetzungen des Korollars 1.18 und des Theorems 1.20 gegeben
und die gewiinschten Aussagen folgen unter Beriicksichtigung des Lemmas 2.1. O

2.1.2 Konvergenz und Gelation

Im Fall der Koagulationsgleichung

) = o) 5 [ [ [ o) = @) = o) K(o9) s da) s, dy) ds
t>0,p€C2) (2.17)

besteht ein relativ vollstdndiges Bild bzgl. Existenz, Eindeutigkeit und Konvergenz. In
diesem Abschnitt wollen wir die vorhandenen Resultate kurz vorstellen und offene Fragen
formulieren.

Aus Gleichung (2.17) ergibt sich fiir p(z) = = formal die Erhaltung der Masse

my(t) = /Za: p(t,dr) = /Z:z:p((),daz), t>0.

Die Losung der diskreten Gleichung zum Produktkern K (z,y) = 2y und zur monodisper-
sen Anfangsverteilung g = d; zeigt jedoch iiberraschenderweise ein anderes Verhalten.
Sie besitzt die Dichte (siehe [71], [56])

272 yp—1 _ . <t <
ctx) = { Tt hexp(—at) : 0<t<1, (2.18)

—exp(—z)t™t 1<t

xT

und die Gesamtmasse

1 : 0<t<1,
m) = {1 1%

Die Gesamtmasse ist also konstant bis zum Zeitpunkt ¢, = 1 und danach streng fallend.
Dieses Phanomen 148t sich ebenfalls fiir Koagulationskerne der Form

K(z,y) = (Av+B)(Ay+B), A>0,B>0,
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beobachten, die auf das in der Einleitung erwéhnte Polymermodell von Flory und Stock-
mayer zuriickgehen. Nach [64] beginnt der Masseverlust zum Zeitpunkt

-1

ty, = |A> (Av+B)zp({z})| (2.19)

r=1

Vor diesem Hintergrund fithren wir zu einer beliebigen Losung p der Koagulationsglei-
chung den sogenannten Gelationszeitpunkt

t, = inf{t>0:m(t) <my(0)}

ein. Wir sagen, Gelation tritt ein oder p ist gelierend, falls ¢, endlich ist. Weiter heifit
der Koagulationskern K gelierend, falls eine gelierende Losung existiert. Es drangen sich
nun zwei Fragen auf: 1. Wie 148t sich bzgl. der deterministischen Koagulationsgleichung
die Klasse der gelierenden Kerne charakterisieren? 2. Wie 148t sich das Gelationsphéno-
men inbesondere aus Sicht des masseerhaltenden Koagulations- bzw. Marcus-Lushnikov-
Prozesses interpretieren?

Zur Beantwortung der ersten Frage betrachten wir zunéchst den diskreten Fall. Fiir Kerne
K(z,y) < cx®y®, ¢ > 0, a < 1/2, wurde in [65] bewiesen, dass sdmtliche Losungen zur
monodispersen Anfangsbedingung die Masse erhalten. Allgemeiner geht die Existenz einer
masseerhaltenden Losung fiir den sublinearen Kern

K(z,y) < clz+y)

auf White [97] fiir Anfangsbedingungen mit endlichem r-ten Moment, » > 1, und auf Ball
und Carr [8] fiir Anfangsbedingungen mit endlicher Gesamtmasse zuriick. Die Eindeutig-
keit wird in [8] fiir K (z,y) < co'/?y'/2 und in [48] fiir sublineare Kerne bewiesen.

Fir K(z,y) = O(z)O(y) wird die Existenz einer Losung zur monodispersen Anfangsbe-
dingung in [72] und zu einer Anfangsbedingung, die nur endliche Gesamtkonzentration
besitzt, in [61] gezeigt. Die globale Eindeutigkeit ist fiir den Produktkern zwar bekannt
(siehe [56]), fiir allgemeine nicht-sublineare Kerne jedoch ein offenes Problem.

Die Vermutung, dass der Kern K (z,y) = 2%y“ fiir o« > 1/2 gelierend ist, geht auf Leyvraz
und Tschudi [65] zuriick (siche auch [49]). In der heutigen Literatur geht man davon
aus (siehe z.B. [3, Abschnitt 2.3]), dass homogene Koagulationskerne zum Grad v < 1
masseerhaltend und zum Grad v > 1 gelierend sind. Dabei heifit K homogen zum Grad
7, falls

K(ex,cy) = IK(z,y), c>0, z,y€ 2. (2.20)

Ein mathematischer Beweis von Leyvraz und Tschudis Vermutung gelang erstmals in [50].
Unter Verwendung geeigneter Abschatzungen fiir die Koagulationsprozesse war Jeon in
der Lage, die Existenz gelierender Losungen fiir Kerne zu zeigen, die der Bedingung

Ja>1/2,¢,C>0 : cax*y* < K(z,y) < Cxy

gentigen.

46



Fiir die kontinuierliche Koagulationsgleichung mit K (x,y) = o(z) o(y) wird die Existenz
einer Losung von Galkin und Dubovskii [38] gezeigt. Existenz- und Eindeutigkeitsresultate
gibt Norris [75] u.a. fiir den Fall, dass

K(z,y) < Hx)H(y) und T = (H* po)™* > 0

gilt, wobei H eine positive, stetige Funktion und # monoton fallend sei. Dann existiert
eine eindeutige schwache Losung auf dem Intervall [0, T'), fiir die fot (H?, p(s))ds < oo, t <
T, gilt. Fiir H(x) = 2 1aB¢ sich leicht ¢, > T zeigen. Die Ubereinstimmung von ¢, mit dem
Divergenzzeitpunkt hoherer Momente wird zwar vermutet, ist fiir allgemeine gelierende
Kerne jedoch noch nicht bewiesen. Escobedo, Mischler und Perthame [32] zeigen, dass
jede schwache Losung geliert, falls Konstanten ¢ > 0 und 0 < a < § < 1 existieren, so
dass a+ 3 > 1 und

K(z,y) > c[z%y +x5y°‘} :

Um das Gelationsphénomen aus stochastischer Sicht zu verstehen und eine partielle Ant-
wort auf die zweite Frage zu geben, kehren wir zum diskreten Fall zuriick und betrachten
der Einfachheit halber Kerne der Form

K(z,y) = x%y", a>0.

Ball und Carr wéhlen in [8] einen Losungsbegriff, der zu unserer schwachen Losung dqui-
valent ist. Fiir a < 1/2 folgt aus ihrem Eindeutigkeitsresultat und aus Theorem 2.2 un-
mittelbar die Konvergenz der Koagulationsprozesse gegen die eindeutige masseerhaltende
Losung der Koagulationsgleichung.

Den Fall a € (1/2,1) stellen wir fiir einen Moment zuriick und wenden uns dem ergeb-
nisreichen Fall @ = 1 zu. Auflerdem starten wir den Koagulationsproze3 mit N Mono-
merteilchen. Die Konvergenz 143t sich in diesem Fall auf die Arbeit [30] zuriickspielen,
die grundlegend fiir die Theorie der zufilligen Graphen ist. Darin betrachten Erdés und
Rényi eine Markovkette auf dem Zustandsraum aller Graphen mit N Knoten und unter-
suchen u.a. die Konvergenz der Anzahl aller Baume z-ter Ordnung und das Verhalten
der grofiten zusammenhéngenden Komponente im Limes N — oo. Eine leichte Modifi-
kation ihres Modells (sieche [13] und [3, Abschnitt 4.4]) fithrt zu der Aussage, dass die
Koagulationsprozesse gegen die Dichte

r—2
i(t,z) = %t’”‘l exp(—at), t>0, (2.21)

konvergieren, welche allerdings mit der eindeutigen Losung (2.18) der Koagulationsglei-
chung nur bis zum Zeitpunkt ¢, = 1 iibereinstimmt und die Gesamtmasse

. 1 : 0<t<1,
int) — { st=

t* .

= o 1<,

besitzt. Hierbei ist t* = t*(¢) eindeutig durch die Gleichung
t*exp(—t*) = texp(—t), t*e€(0,1),t>1,
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gegeben.

Das unerwartete Konvergenzverhalten in der Post-Gelationsphase resultiert aus der Ko-
agulation der einzelnen Cluster mit dem Cluster maximaler Grofle, die wir mit M (t)
bezeichnen wollen. Analog zu [30, Theorem 7a und 9b] gilt

lim P (‘% —§(t)

N—oo

>e) = 0, €e>0,t>0, (2.22)

wobel

g(t) = 1—m(t).
Danach kann der maximale Cluster mit der Gelmasse §(¢) identifiziert werden und ist fiir

t > t4 von gleicher Ordnung wie N, womit er eine im Limes positive Koagulationsintensitét
beibehilt. Dieser Einfluf schliagt sich besonders deutlich in der Gleichung

%a@, 1) = % yz;l(x )yl —y)élt,y) — w et @) (2.23)

nieder, welche die Funktion (2.21) nach [91] eindeutig 16st. Im Unterschied zu Smoluchow-
skis Koagulationsgleichung (2) kompensiert der Verlustterm in Gleichung (2.23) den Mas-
severlust und modelliert die Koagulation der Cluster endlicher Gréfle, der sogenannten
Sol-Cluster, sowohl untereinander als auch mit dem Gel-Cluster.

Der Post-Gelationsphase liegen somit unterschiedliche Auffassungen iiber die Reaktivitét
zwischen Sol und Gel zugrunde. Ahnliche Uberlegungen fiihren fiir den Kern (3) aus
der Einleitung zu verschiedenen Fortsetzungen der Losung nach dem Gelationszeitpunkt
(2.19): Stockmayer [90] geht davon aus, dass das Sol nicht mit dem Gel chemisch reagiert,
und leitet eine Polymerverteilung her, die Smoluchowskis Koagulationsgleichung iiber
den Gelationszeitpunkt hinaus 16st. Ziff und Stell [102] stellen die exakte Losung einer
Koagulationsgleichung vor, welche die Sol-Gel-Reaktivitit im obigen Sinne beriicksichtigt.
Florys Annahme, dass das Gel mit sich selbst reagieren und Zyklen ausbilden kann, womit
seine Reaktivitéit gegeniiber den Sol-Clustern herabgesetzt wird, fiihrt schlieflich zu einer
dritten Verteilung (siehe [36] und [99]).

Ist @ > 1, so folgt nach [51], dass
lim P (M{'(t)=N) = 1, t>0.

N—oo

Dieses Verhalten nennt sich sofortige und vollstdndige Gelation und wird bereits in [21]
fiir = 3 und in [87] fiir & > 1 vermutet.

Die Voraussetzungen aus Theorem 2.2, dass % € Cp(Z) und @ monoton fallend ist,
schlieBen den Fall @ > 1 aus und sind geméfl den obigen Ergebnissen notwendig fiir
die Konvergenz gegen die Losung der Koagulationsgleichung. Der Fall a € (1/2,1) wird
dagegen von dem Theorem erfalt und die schwachen Limiten l6sen dann fast sicher die Ko-
agulationsgleichung. Ob die Koagulationsprozesse in der Post-Gelationsphase konvergie-
ren und in welcher Weise sie den Masseverlust zum Ausdruck bringen, ist noch ungekléart.
Insbesondere stellt sich die Frage, ob das Gelationsphédnomen tatséchlich mit der Forma-
tion eines Clusters von gleicher Gréfenordung wie N einhergeht. Spekulationen dariiber
gehen auseinander und basieren zum Teil auf dem Wissen fiir @« = 1. In Abschnitt 3.2.3

setzen wir uns mit dieser offenen Frage numerisch auseinander.
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2.2 Existenzresultate

Das Approximationstheorem aus dem letzten Abschnitt besagt, dass ein schwacher Li-
mes der Koagulation-Fragmentationsprozesse existiert, der fast sicher die K-F-Gleichung
16st. Hieraus folgt unmittelbar die Existenz einer Losung. Wir werden die allgemein ge-
haltenen Voraussetzungen des Approximationstheorems separat fiir den diskreten und
kontinuierlichen Fall durch einfachere Bedingungen ersetzen und neue Existenzresultate
fiir die K-F-Gleichung erzielen.

Existenz- und Eindeutigkeitsresultate ohne Beriicksichtigung von Quellen und Senken
wurden erstmals in [74] fiir beschrinkte Raten gegeben. Analog zur Koagulationsgleichung
stellt sich dabei die Frage nach der Masseerhaltung. Da Fragmentation der Koagulation
entgegenwirkt, lassen sich Bedingungen an den Fragmentationskern angeben, unter denen
die Masse selbst im Fall eines gelierenden Koagulationskerns konstant bleibt. Wir kommen
darauf im zweiten Teil dieses Abschnitts zuriick.

2.2.1 Beriicksichtigung von Quellen und Senken

Im diskreten Fall ist die Stetigkeit der Ratenfunktionen und Bedingung (2.13) fiir die
Wahl H(z) = z trivialerweise erfiillt. Weiterhin existiert nach Lemma 1.26 eine Folge
vy € P(EY), fir die (2.14) gilt. Somit erhalten wir aus Theorem 2.2 unmittelbar das
folgende Korollar.

Korollar 2.3 Sei Z =N, e > 0, ¢ > 0, H(z) = = und h(z) = cx'~¢. Es gelten die
Wachstumsbedingungen

K(z,y) < h(z)h(y), f(z) < h(z), E(z) < h(z), Y wS(z) < cco.

Dann ezistiert zu jeder Anfangsbedingung pio € M(H) eine Lisung p € C(]0,00), M(H, h))
der K-F-Gleichung (2.4)-(2.5).

Falls keine Quellen und Senken vorhanden sind, stimmen die Voraussetzungen des Ko-
rollars mit denen aus [26, Korollar 2.3] und [50, Theorem 2] iiberein. Eine Verschéarfung
der Voraussetzungen an K erlaubt die Lockerung der Bedingungen an F' und umgekehrt.
Damit lassen sich weitere Existenzresultate erzielen, auf die wir im néchsten Abschnitt
zuriickkommen werden. Eindeutigkeitsresultate finden sich in [8], [14] und [18].

Unter Hinzunahme von Quellen und Senken wird die allgemeinste Existenzaussage in
[86] gegeben. Im Fall zeitunabhéngiger Raten und binérer Fragmentation implizieren die
dortigen Voraussetzungen, dass K (x,y) = o(x) o(y), E(z) = O(z), > oe, xS(x) < 0o und
f beschrankt ist. Im Fall einer unbeschrinkten Gesamtfragmentationsrate liefert Korollar
2.3 somit ein neues Existenzresultat.

Wir untersuchen nun den kontinuierlichen Fall.
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Korollar 2.4 Sei Z = (0,00), -1 <a<0,0<e<|al,c>0, H(z) = 2%tz und h(x) =
c(zoT +2'79). K, F, E und S seien stetig und geniigen den Wachstumsbedingungen

K(z,y) < h(z)My), E(z) < h(z), /OOOH(m)S(x)dx < 00

und
c

e (2.24)

F(r,y) <

Dann existiert zu jeder Anfangsbedingung py € M(H) eine Lisung p € C([0,00), M(H, h))
der K-F-Gleichung (2.4)-(2.5).

Beweis. Fiir 0 < x < oo gilt

und
/O “[H(z —y) + H(y) — H@) Flz — y.y) dy

* 2c¢
N\« W <
/0[(90 y)+y]y_a+1

(1+x)°

Weiterhin gilt nach (2.24)
sup{F(z —v,y) :x/2<2<22,0<y<z} < o0,

weshalb die Stetigkeit von F' die Stetigkeit von f im Punkt z nach sich zieht. Nach
Lemma 1.26 existiert eine Folge 1/)¥ € P(EY), fiir die (2.14) gilt. Damit sind sdmtliche
Voraussetzungen des Theorems 2.2 erfiillt und die Existenz einer Losung folgt. O

Die kontinuierliche K-F-Gleichung ohne Quellen und Senken betrachten wir bereits in
[26]. Die dort gewiihlte Darstellung des Fragmentationsterms und die Anfangsbedingung
sind etwas allgemeiner; die Voraussetzungen implizieren jedoch sup,,, K(x,y) < oo fiir
zo,y > 0 und f(z) — 0 fiir x — 0. Ansonsten wird K(x,y) = o(z)o(y) und f(z) = o(z)
fiir x — oo gefordert, womit die Bedingungen im wesentlichen mit denen des Korollars
2.4 iibereinstimmen.

Aus Korollar 2.4 bzw. [26, Korollar 2.3] ergibt sich ein neues Existenzresultat, da zuvor
veroffentlichte Resultate, insbesondere in [88] und [24], die Sublinearitidt des Koagulati-
onskerns zur Voraussetzung machen. Mittlerweile ist die Arbeit [62] erschienen, in der die
Existenz einer Losung fiir Kerne der Form

K(z,y) = k(z)k(y) + az,y)

gezeigt wird. Die Bedingungen an den Fragmentationskern fithren im Fall k(z) = O(x)
wieder zu f(z) = o(x). An dieser Stelle mochten wir auflerdem auf die Eindeutigkeitsre-
sultate in [89] und [24] und auf die Arbeit [70] verweisen, in der die Existenz einer Losung
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der Fragmentationsgleichung unter der Bedingung bewiesen wird, dass die Gesamtfrag-
mentationsrate beschrankt auf beschrankten Intervallen ist.

Die bisher allgemeinste Existenzaussage hinsichtlich Quellen und Senken liefert [23, Theo-
rem 2.2] unter der Voraussetzung, dass sowohl K als auch F' einen kompakten Triger
besitzen und dass die Anfangsbedingung und die Quellrate endliches r-tes Moment fiir
ein r > 1 besitzen. Insofern verallgemeinert Korollar 2.4 den Fall » = 1 auf eine geeignete
Klasse unbeschrinkter Kerne.

2.2.2 Starke Fragmentation und Masseerhaltung

Quellen und Senken erhchen bzw. verringern die Gesamtmasse. In diesem Abschnitt setzen
wir ihre Raten gleich Null und widmen uns der Frage nach der Existenz von masseerhal-
tenden Losungen der K-F-Gleichung, also von Lésungen mit der Eigenschaft

/xu(t,da:) = /:L’,LL(O,dx), t>0.
z z

Fragmentation kann nach [34], [101] und [31] ebenfalls zu Masseverlust fithren. Im Fall
der kontinuierlichen Fragmentationsgleichung kann ein im Punkt (0,0) singuldrer Frag-
mentationskern den Austritt von Teilchen linksseitig des Zustandsraums (0, c0) bewirken.
Im folgenden betrachten wir nur die diskrete K-F-Gleichung und schliefen damit diese
Maéglichkeit eines Masseverlusts aus. Die Wachstumsbedingung (2.12) fiir die Gesamtfrag-
mentationsrate 148t sich abschwéchen, falls der Koagulationskern sublinear ist und héhere
Anfangsmomente existieren.

Theorem 2.5 Sei Z = N, E = S =0, r > 2 eine natiirliche Zahl und H(x) = x".
Weiterhin sei ¢ > 0, 0 < € < 1 und h(z) = 2"~ ¢. Es gelte

K(z,y) < clv+y) und f = O(h). (2.25)

Dann existiert zu jeder Anfangsbedingung poy € M(H) eine masseerhaltende Losung p €
C(]0,00), M(H, h)) der K-F-Gleichung (2.4)-(2.5).

Die Existenz einer masseerhaltenden Losung der K-F-Gleichung im Fall eines sublinearen
Koagulationskerns wurde in [8] sogar fiir beliebige Fragmentationskerne und Anfangsbe-
dingungen mit endlicher Gesamtmasse gezeigt. Insofern dient das hier vorgestellte Theo-
rem einzig und allein der Vollstéandigkeit. Uberraschenderweise kann es weitere Losungen
mit steigender Masse geben, wie das Beispiel aus [7] zeigt. Um diesen Effekt auszuschlieen
wurde in [8] und [15] die hinreichende Bedingung der schwachen Fragmentation eingefiihrt.

Die starke Fragmentation wurde in [14] urspriinglich zur Untersuchung der Konvergenz
einer Losung ins Gleichgewicht verwendet. Dabei heifit der Kern F' stark fragmentierend,
falls ein v > 0 existiert, so dass es fiir jedes r > 0 eine Konstante ¢, > 0 gibt, fiir die

25+
ZyrF($_y>y> > Crx’y—i_r, r>3.
y=1
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Zum Beispiel ist jeder Kern mit der Eigenschaft

¢
(1+z+y)—

Fla,y) > (2.26)

fiir ¢,y > 0 stark fragmentierend. Kerne der Form F(z,y) = (z + y)?~! werden u.a. in
[101] im Zusammenhang mit dem Zerfall von Polymerketten betrachtet.

Da Costa benutzt die Bedingung der starken Fragmentation, um die Existenz und Ein-
deutigkeit einer masseerhaltenden Losung der K-F-Gleichung im Fall gelierender Kerne
zu zeigen. In [18, Theorem 5.1 und 6.1] fordert er dazu, dass

K(z,y) < cay®

fiir ein @ € (1/2,1] und ein ¢ > 0 gilt und dass F' stark fragmentierend fiir ein v > «
ist. Seine Voraussetzungen implizieren eine Gesamtfragmentationsrate von echt groflerer
Ordnung als z“. Es ist allerdings zu erwarten, dass die Gesamtfragmentationsrate nur
leicht angehoben werden muf}, um die Existenz einer masseerhaltenden Losung zu garan-
tieren, falls K (z,y) = x*y® und « geringfiigig grofler als 1/2 ist. Das ndchste Theorem
ermoglicht einen in diesem Sinne gleitenden Ubergang von nichtgelierenden zu gelierenden
Koagulationskernen.

Theorem 2.6 Sei Z = N, E = S =0, r > 2 eine natirliche Zahl und H(x) = 2.
Weiterhin seienc, ¢,_1 > 0,0 < e <1, a > 0 und~y € R Konstanten, die der Ungleichung
20 — 1 <y <r —e€ geniigen, und h(x) = 2" . Es gelte

K(z,y) < cax®y® und f = O(h) (2.27)
und dariiberhinaus
1251
Z Yy F(r—y,y) > cath r>3. (2.28)
y=1

Dann existiert zu jeder Anfangsbedingung poy € M(H) eine masseerhaltende Losung p €
C([0,00), M(H, h)) der K-F-Gleichung (2.4)-(2.5).

Man beachte, dass im Fall a € [0,1/2], also im Fall eines nichtgelierenden Koagula-
tionskerns, nach (2.28) eine positive Gesamtfragmentationsrate erforderlich ist. Es 148t
sich vermuten, dass die Voraussetzungen aus Theorem 2.6 die Existenz einer Losung mit
konstanter Masse garantiert, die dariiberhinaus ein global beschrénktes zweites Moment
besitzt, d.h., fiir die

sup /a:Q,u(t,dm) < 00

0<t<oo

gilt. Moglicherweise sind die Voraussetzungen im Fall echt positiver Koagulations- und
Fragmentationsraten sogar hinreichend fiir die Konvergenz dieser Losung ins Gleichge-
wicht fiir t — oo.
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Ist a € (1/2,1] und F stark fragmentierend fiir ein 7 > 2a— 1 und wéchst f hochstens po-
lynomial, so sind sdmtliche Bedingungen des Theorems 2.6 fiir geniigend grofles r erfiillt.
Theorem 2.6 verallgemeinert also Da Costas Existenztheorem fiir Anfangsbedingungen
mit endlichem 7-ten Moment. Unserer Erkenntnis nach ist [18] die einzige verdffentlichte
Arbeit, die sich mit der Masseerhaltung im Fall gelierender Kerne auseinandersetzt. In
seinem Vortrag [63] erwidhnte Laurencot die Masseerhaltung fiir die kontinuierliche K-
F-Gleichung unter der Voraussetzung, dass der Fragmentationskern Ungleichung (2.26)
ebenfalls fiir ein v > 2a — 1 erfiillt. Moglicherweise ist seine Arbeit mittlerweile fertigge-
stellt.

Die Wahl K(z,y) = xy und F(z,y)
Aus der diskreten K-F-Gleichung (2.

1 fihrt zu @ = 1 und v = 1 in (2.27) bzw. (2.28).
)-(2.5) erhalten wir formal die Beziehung

mW)=7m®+%Ahm@U—me—W@WB

zwischen der Gesamtkonzentration mg(t) = u(t, Z) und der Masse my(t) = [z u(t,dz)
zur Zeit t. Gdbe es nun eine masseerhaltende Losung mit mq(0) > 1, so miiite mg(t)
zwangslaufig negativ werden fiir gentigend grofle ¢. Dieses Beispiel zeigt, dass wir im Fall
a € (1/2,1] und v = 2a — 1 Masseerhaltung hochstens fiir Anfangsbedingungen mit
geniigend kleiner Gesamtmasse erwarten kénnen.

Die Existenz gelierender Losungen der kontinuierlichen K-F-Gleichung wird in [32, Theo-
rem 1.4] thematisiert. Demzufolge sind die Bedingungen hinreichend, dass

C2

K(z,y) > cax®y® und F(z,y) <
(z,y) = cx®y (z,y) T

fiir ¢,co > 0, @ € (1/2,1] und v < a—1/2 und dass m;(0) geniigend grof ist. Fiir den Fall
v < a—1/2 gehen die Autoren davon aus, dass Gelation sogar fiir alle Anfangsbedingungen
cintritt. Fiir den Fall o — 1/2 < v < 2a — 1 wird in Ubereinstimmung mit dem obigen
Beispiel die Existenz einer Konstanten m vermutet, so dass fiir m,(0) > m gelierende und
fiir m;(0) < m masseerhaltende Losungen existieren (siche [32, Open Problem 2.10]).

Die Beweise der Theoreme 2.5 und 2.6 sind sich sehr dhnlich und sollen deshalb zusam-
mengelegt werden. Zum Beweis benttigen wir noch das folgende Lemma.

Lemma 2.7 Sei Z = (0,00) oder Z = N, r > 2 eine natiirliche Zahl und 0 < o < 5.
Fiir jedes pp € M(Z2) gilt

/z/z[(x +y) — a2 — 2%y’ p(de) p(dy) < 2rr! /Z$ 1(da) /Zya+ﬁ+r—1 u(dy) -

Beweis. Fiir s =1,...,r — 1 erhalten wir

xs—&-ayr—é‘-i-ﬁ < xyoz—&-ﬁ-i-r—l : 0<z<vy,
und

ms—&-ayr—s—l—ﬁ < yxa+ﬂ+r—1 : O<y<uz.
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Somit gilt fiir alle x,y > 0

r—1

!
T T 2T e, 8 E T— sta, r—s+0
[(l'+y) T y ]l’ y - — S!(T_S)! x y

< ol [x ya+ﬁ+r71

+ yxa+6+r71} .

O

Beweis der Theoreme 2.5 und 2.6. Sei 5 > 0, so dass [z po(dz) < . Zu p(x) =
definieren wir gemafl Bemerkung 1.22 den Raum

Ms(H) = {pe M(Z):(p,p) < B, (H,p) < oo}

und den Zustandsraum
EY = ENNMg(H).
Nach Lemma 2.1 erfiillen \g, A; und Ao, gegeben durch (2.6), die Bedingung (1.33). Wei-
terhin folgt Bedingung (1.52) aus
M@, E) = f(x),  a(2,9,E) = K(r,y)

und den Voraussetzungen (2.25) bzw. (2.27) und a < 1/2(r —e+1) <r—e Fir N > 1
definieren wir den kompakt-beschrinkten Kern AV gem#f Lemma A.8. Dawir E = S =0
voraussetzen, bleibt die Gesamtmasse bei jedem Koagulations- und Fragmentationsereig-
nis erhalten, insbesondere gilt (1.56), und fiir 4 € EJ folgt (siehe (2.11) oder (2.15))

[ ) = (N G )
1

~ 9N2 1<;<n (H(x; + ;) — H(z;) — H(z;)] K (24, x;)
Z 3 H(y) — H(z;)] F(2; — y,y) - (2.29)

(1) Unter der Voraussetzung (2.25) des Theorems 2.5 erhalten wir aus (2.29) und Lemma
2.7 fiir jedes p € Eff

[ ) = 0]V )

< // 2+ ) — 2" — 7] [z + v p(de) p(dy)
< 2crr! B (H,p). (2.30)

(2) Unter Verwendung der Symmetrie (2.3) von F' und Voraussetzung (2.28) des Theorems
2.6 gilt fiir x > 3



< -2 i [(z—y+y) —(@—y) —yF(@—yy)

= 2 Z (Z T Yy 1) F(z=y.y)

L’”TlJ
< -z Y Y 'Fz-y,y)
y=1
< et (2.31)

und aus (2.29), (2.27), (2.31) und Lemma 2.7 folgt fiir 4 € EY

[ ) = (VY )

B

Cr r
< 5 | [ty = —y1ay ) ulay) - 55 S

;>3
< errlf— Z 20+r—1 _ Cr 1 szw'
xi23
Da v > 2a — 1 vorausgesetzt wird, gibt es ein xy > 3, so dass
[(H, p2) — (H ] A (p, dps) < errl f2 max 2771, (2.32)
EN 1<x<zg

Wir wihlen 1" € P(E}) geméf Lemma 1.26. Nach (2.30) bzw. (2.32) ist Bedingung
(1.38) auf Eév gleichméfig in V erfiillt. Damit sind unter Beriicksichtigung von Bemerkung
1.22 sédmtliche Voraussetzungen des Korollars 1.18 und des Theorems 1.20 gegeben. Sei
XN mittels (1.14) und dem minimalen Sprungprozefl bzgl. A und /) definiert. Aus
E =5 =0 folgt fiir t > 0 die fast sichere Masseerhaltung

(o, XV(1) = (p, X7(0)). (2.33)

Nach Theorem 1.20 existiert eine Teilfolge X™* die in Verteilung gegen X konvergiert.
Damit gibt es eine dichte Menge {t,}5°, C [0, 00), so dass X™k(t,,) = X (t,) fiir jedes n.
Aus ¢ = O(h) und Lemma 1.25(2) erhalten wir

(o, XM (1)) = (o, X(tn)), n>1. (2.34)

Die Konvergenz v = pg, (2.33), (2.34) und die Stetigkeit (nach (1.50)) von X liefern
schlieBlich fast sicher

(0, X)) = (ppo), =0,

Da X nach Theorem 1.20 und Lemma 2.1 fast sicher die K-F-Gleichung 16st, folgt unmit-
telbar die Existenz einer masseerhaltenden Losung p € C([0,00), M(H, h)) zur Anfangs-
bedingung po. O
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2.3 Mass-Flow-Prozef3

Sei wieder Z = N oder Z = (0,00) und K ein nichtnegativer, symmetrischer und stetiger
Koagulationskern. Die Losung der Koagulationsgleichnung (2.17), die wir vorldufig mit
v(t) bezeichnen wollen, reprisentiert den zeitlichen Verlauf der Clusterkonzentration. Die
Masse aller Cluster der Gréfle x € Z ist durch

pu(t,dr) = xv(t,dr), t>0, (2.35)

gegeben und tritt - wie aus Lemma 2.8 hervorgeht - als Losung der Gleichung

(o pult)) = (o) + / Qou(s)ds, 120, 9 CZ), (236

in Erscheinung. Hierbei ist

Qorp) — /Z /Z [¢<x+y>—¢<xn@u<daz>u<dw (2.37)

und p € C([0,00), M(Z)) heiit Losung zur Anfangsbedingung py € M(Z2), falls fiir jedes
t > 0und ¢ € C.(Z) das Integral Q(¢, u(t)) existiert, falls Q(p, u(+)) integrierbar auf
[0,¢] ist und falls g die Gleichung (2.36) erfiillt. Da die Gleichung den zeitlichen Verlauf
der Clustermasse beschreibt, nennen wir sie im folgenden Mass-Flow-Gleichung.

Lemma 2.8 Seien p and v maffwertige Abbildungen, die (2.35) geniigen. Dann lést p die
Mass-Flow-Gleichung (2.36)-(2.37) genau dann, wenn v die Koagulationsgleichung (2.17)
lost.

Beweis. Es gilt © € C(]0,00), M(Z)) genau dann, wenn v € C([0,00), M(Z)). Sei
g(x) =z, x € Z, und p € C.(Z). Unter Verwendung von (@, u(t)) = (v g,v(t)) und der
Symmetrie von K erhalten wir

%/Z /Z oz +y)(x+y) —p@)r—oy)yl K(z,y)v(s,dr)v(s,dy)

= [ [ teta o= ptwa) T s, ) s,

= /Z/Z[w(fcﬂLy)—sO(x)} K(Z’y)u(&dfﬂ)u(s,dy)

und somit die gewiinschte Aquivalenz. O

Die Mass-Flow-Gleichung geht auf die Arbeit [5] zuriick, in der ein zeitdiskreter stocha-
stischer Algorithmus zur numerischen Approximation der Losung der Koagulationsglei-
chung vorgeschlagen wird. Hier wollen wir die Gleichung in dhnlicher Weise stochastisch
interpretieren, wie es bei der Koagulationsgleichung und dem Marcus-Lushnikov-Prozef3
der Fall ist. Die Grundidee, dass einzelne Partikel nicht vollstéindige Cluster wie beim
Marcus-Lushnikov-Prozefl repriasentieren sondern geeignete Fragmente, 148t sich im dis-
kreten Fall besonders leicht nachvollziehen: Entsprechend der Transformation (2.35) wird
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jeder x-Cluster in x verschiedene Partikel aufgelost. Man denke dabei an ungebundene
Monomere, die nur voriibergehend dem z-Cluster zugeordnet sind und dessen Zustand
x annehmen. Der Term (2.37) besagt, dass solch ein Partikel nach Wechselwirkung mit
einem Partikel im Zustand y den neuen Zustand z + y annimmt und dass die Rate dieses
Ubergangs proportional zu K@9) gt Diese Uberlegungen fithren zu einem kanonischen

Teilchensystem, dass wir nun im Detail vorstellen werden.

Sei 5>0,0<by <oound
ke C(2), so dass k> 0 und @ monoton fallend ist . (2.38)

Der Zustandsraum

Ef = {MZ%Z%:zieZm(o,bN],/Z@u(dx)gﬁ} (2.39)

mit der schwachen Topologie ist metrisch, separabel und lokal-kompakt. Dies ergibt sich
unmittelbar aus Lemma 1.17 und Lemma 1.25(1). Da der stetige Koagulationskern K
beschriankt auf kompakten Mengen ist, 148t sich analog dem Beweis von Lemma A.8 die
Existenz eines kompakt-beschriankten Kerns AV auf Eév zeigen mit der Eigenschaft

1 K(x;, x;
00 = 0 o) = 1 3 W0 ) — w0 K 2.10)
B 1<i#j<n
fiir jedes p € EY und ¥ € Cy(EY). Hierbei gilt fiir den Folgezustand
1 1
oy p— %0z + 5 Ozite; © Tita; <by
Sy = { 12T S (2.41)
nach Bedingung (2.38)
J([L,in,i[j)EEéV, 1§Z7éj§n>

so dass die rechte Seite von (2.40) tatsiichlich wohldefiniert ist. A" bezeichne wieder den
zu AV gehorigen Operator (1.11) und D(AY) seinen Definitionsbereich. Den minimalen
Sprungprozefl bzgl. AV und v € P(Eév ) nennen wir Mass-Flow-Proze$.

Im Fall des unbeschrénkten Typenraums Z, d.h., falls by = oo, kénnen einzelne Partikel
beliebig wachsen und es stellt sich die Frage nach der Regularitét des Mass-Flow-Prozesses.
Zunéchst werden wir die Regularitét fiir sublineare Koagulationskerne zeigen, beschrénken
uns jedoch auf den diskreten Fall, der sich miihelos in das allgemeine stochastische Modell
aus Abschnitt 1.3 einfiigt. Dieser Fall fithrt zu einer konstanten Teilchenzahl und wird in
den Arbeiten [19] und [20] aufgegriffen. Die Autoren untersuchen u.a. das stochastische
Verhalten eines fixierten Teilchens und charakterisieren diesen Proze im Limes N — oo
als Losung eines geeigneten nichtlinearen Martingalproblems.

Fiir gelierende Kerne ist zu vermuten, dass der Masseverlust mit der Explosion einzelner
Partikel korrespondiert. In diesem Fall erméglicht die Beschrankung des Typenraums
durch einen maximalen Zustand by < oo und das Verwerfen von Teilchen, die einen
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grofieren Zustand annehmen (siche (2.41)), sowohl die theoretische als auch numerische
Behandlung des Teilchensystems. Fiir by — oo lalt sich die Konvergenz des Mass-Flow-
Prozesses unter Verwendung der vagen Topologie zeigen. Dazu ist ein Riickgriff auf die
in Abschnitt 1.4 zur Verfiigung gestellten Resultate aber nur bedingt moglich, so dass
zusitzliche Anstrengungen erforderlich sind. Wir folgen dabei dem Beweis in [28].

2.3.1 Unbeschrinkter Typenraum

Mit der Wahl k(x) = x und by = oo ergibt sich aus (2.39) der Zustandsraum

1"
1=1

mit unbeschrinktem Typenraum Z. Sei Z = N, r > 2 eine natiirliche Zahl, H(z) = «"
und h(z) = 2" 1.

Mp(H) = {pe M(Z): u(2) <P, (H,p) < oo}

und der Zustandsraum Eév stimmen mit den Rdumen aus Bemerkung 1.22 fiir die Funk-
tion ¢ = 1 iiberein. (E}’,d;) 148t sich stetig in den Raum (Mg(H),d) einbetten (siehe
(1.48)) und der mittels dem Mass-Flow-Prozefl und (1.14) definierte Prozef XV kann als
D([0,00), (Mpg(H),dp))-wertige Zufallsvariable angesehen werden. Das folgende Theorem
beinhaltet die wesentlichen Approximationseigenschaften des Mass-Flow-Prozesses im dis-
kreten Fall fiir sublineare Koagulationskerne. Die Konvergenz der Mass-Flow-Prozesse
folgt dabei wieder zumindest fiir K (z,y) < c2'/?y'/? aus dem Eindeutigkeitsresultat in

[3].

Theorem 2.9 Sei Z = N, k(x) = = und by = oo. Sei r > 2 eine natirliche Zahl,
H(z) = 2" und h(z) = 2"~1. Es gelte

K(z,y) < clz+vy), r,y €N, (2.42)

fiir eine Konstante ¢ > 0 und vy € P(EY') erfiille die Bedingungen

sup/ (H, p) dvi¥(du) < oo und vy = po € Mp(H) . (2.43)
N Eé\’

Dann ist der Mass-Flow-Prozef fiir jedes N > 1 requlir. Die Folge X" ist relativ kom-
pakt und jeder schwache Limes lost fast sicher die Mass-Flow-Gleichung (2.36)-(2.37) zur
Anfangsbedingung .

Beweis. Wir fiigen zunéchst den Mass-Flow-Prozefl in das stochastische Modell aus
Abschnitt 1.3 ein. Sei = durch (1.32) gegeben. Wir setzen \o(B) und A (x, B) gleich Null
fir z € Nund B € B(Z). Fiir den durch

2K
X(z,y,B) = 1p(044y + dy) %, z,y e N, Be B(Z),
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definierten kompakt-beschrankten Kern Ay von N x N nach = und den Folgezustand (siehe
(1.34))

J2<Maxi7$j7€) = M+ N_l [f - 5$L - 6$]:|

erhalten wir in Ubereinstimmung mit der Darstellung (1.35)

AN () = / (W (a) — () Y o, )

- Z/ (o, i, 25, €)) — V()] Mo, 75, dE)

1<z;é]<n =

wobei p € Ef und ¥ € Cy(E]’). Wir kénnen nun Korollar 1.18 und Theorem 1.20 in
Zusammenhang mit Bemerkung 1.22 anwenden. Die Funktionen H und h erfiillen die
Bedingungen des Korollars und des Theorems. Die Funktion n(u) = (H, u), 1 € Eév , liegt
im Definitionsbereich D(AY) und aus (2.42) und Lemma 2.7 folgt

2
< 2e(r+ 1) (r+ 1! Bnlu) . (2.44)

Nach (2.44) und Voraussetzung (2.43) ist Bedingung (1.38) auf Ej gleichméBig in N
erfiillt, so dass die Regularitiat des Mass-Flow-Prozesses aus Korollar 1.18 und Bemerkung
1.22 folgt. Bedingung (1.53) ist ebenfalls nach Voraussetzung erfiillt und die Stetigkeit der
Funktionen (1.54) ist im diskreten Fall trivial. Aus r > 2 und (2.42) ergibt sich

W) = gy X (H ) - H) EE)
1<i#£j<n J
< [ [ttty - 1@ D i) iy
< /Z (z+y) " =2 =y [z +y % p(dx) p(dy)

/\2(377 Y, E) < 2 Ch(l’) h<y) )
so dass samtliche Bedingungen des Theorems 1.20 gegeben sind und der Rest der Behaup-
tung aus Theorem 1.20, Bemerkung 1.22 und Lemma 2.8 folgt. O
2.3.2 Beschriankter Typenraum
Wir setzen (2.38) und by < oo voraus und betrachten den Zustandsraum E} aus (2.39)

mit beschrinktem Typenraum Z N (0, by]. Die Sublinearitéit des Koagulationskerns aus
dem vorangegangenen Abschnitt geben wir zugunsten der Bedingung

K(z,y) < k(@) k(y), wyeZ, (2.45)
auf, die gelierende Kerne einbezieht. Aus

K(z,
M, By) < N//%,u(dx)u(dy) < N by 3, neEy,
zJ)z
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folgt die Beschrinktheit des Kerns AY und somit unmittelbar die Regularitit des Mass-
Flow-Prozesses. Der Raum (Eév ,dyp) 148t sich in den mit der vagen Topologie versehenen
Raum (siehe (1.55))

Mi0) = {uemez): [ 10

p(de) < 5}

stetig einbetten, so dass der mittels dem Mass-Flow-Prozefl und (1.14) definierte Prozef3
XN eine D([0,00), (Mg(0),dy))-wertige Zufallsvariable ist. Im néchsten Theorem geben
wir das Approximationsverhalten des Mass-Flow-Prozesses unter der Bedingung (2.45)
fiir den diskreten und kontinuierlichen Fall wieder.

Theorem 2.10 Sei Z = N oder Z = (0,00), 0 < by < oo und vy € P(EY). Es gelte
(2.38). Der Koagulationskern K sei stetig und geniige der Ungleichung (2.45).

(1) Dann ist die Folge XN relativ kompakt.

(2) Dariiber hinaus gelte by — o0,

o K(zy)
o ) k) (2.46)

und
vy = o € Mg(0) . (2.47)

Dann lést jeder schwache Limes der Folge X fast sicher die Mass-Flow-Gleichung (2.36)-
(2.37) zur Anfangsbedingung .

Zum Beweis von Theorem 2.10 fithren wir folgende Notation ein. Fiir ¢ € C.(Z) definieren
wir

B(p) = sup{z € Z: p(x)#0} (2.48)
und die Funktion ® € Cy(EJ’) durch

O(p) = (o), peE].

Die Beschrinktheit von @ folgt dabei aus

sup ju(Z) < 6[ inf M}

MeEé\f J‘EZI'-\I(O,I)N} x

und der Annahme (2.38). Weiterhin sei

QY (o, p) := AND(p) = % > lel@ + 2)opy (i + 25) — @(a:)]

1<i#j<n

K([EZ‘, Ij)

o (2.49)

und analog zu (1.73)

MY(E) = (o, XV(0) — (9, X¥(0)) — / Q™ (12, X™(s)) ds .
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Aus der Beschrinktheit der Funktion ® und des Kerns A\ folgt natiirlich direkt, dass Msf,v
ein {FX"}-Martingal ist.

Lemma 2.11 Es gelte (2.38) und (2.45). Dann folgt fir ¢ € C.(2)

sup sup [Q@Y(p,p)| < oo (2.50)
N pepl
und
lim E sup |M)(s)] = 0, t>0. (2.51)

N—oo s<t

Beweis. Aus (2.49) und (2.45) erhalten wir fiir u € Ef

QY (¢, )| < 8% sup |p(x + y)Lopy)(z +y) — ()| < 287 || ¢ || Blp)

T,yeZ

und somit (2.50). Aus ®* € Cy(E}') folgt
E[MY(®)]" = /t [AY @ — 20 AN @] (X(s)) ds
< NE [ [ [ Ttea00%6)mm) = o] L ) X7 s, s

< / [ [ (et 0) = ot + o] FE ¥ (s de) X5,y ds

Y
562 B(p) llel*t
N
Doob’s Ungleichung fiihrt zu

<

(2.52)

(msup s |>2 < 1B (MY )]

s<t

und aus (2.52) ergibt sich (2.51). O

Lemma 2.12 FEs gelte (2.38). K sei stetig und geniige den Bedingungen (2.45) und
(2.46).
(1) Dann ist fir jedes p € C.(2) die Abbildung

MSO : D([()? OO), (Mﬁ(o)a do)) - D([07 OO)7R) ) (253>
definiert durch (2.37) und

¢
Mo(pt) = {ounlt)) = ol0) — [ Qloun(s)) ds. 2.59)
0
stetig bzgl. der Skorohod-Topologie.
(2) Sei {2, durch (1.58) gegeben und pn € D([0,00), (Mg(0),dy)), so dass M, (1) =
0, k> 1. Dann gilt M,(p) = 0 fir jedes p € C.(2).
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Beweis. (1) Zu gegebenem 6 > 0 la8t sich der Koagulationskern in der Form K =
K, + K, darstellen, wobei K} € C.(Z x Z) und 0 < Ky < K den Tréger

{(%9) : mScS}U{(m,y) : ygé}u{(x’y) : m+y25—1}

besitze. Wir definieren die Funktionen

filz,y) = [plz+y) — ()] , =12,

Fiir jedes p € Mg(0) erhalten wir

/ /<5|fz(x,y)|ﬂ(dw)ﬂ(dy) < 2ol 667,

//<5|fz(x,y)|u(dx)u(dy) < B(p) sup |o(z)— ()| £,

|z—y|<8

und

//+ . | fo(z, y)| u(dz) u(dy) < 2ol B(e) sup K(z,y) 2.

Tty>6—1 k() k(y)

Unter Beriicksichtigung der Annahme (2.46) gibt es somit zu jedem € > 0 ein § > 0 mit
der Eigenschaft

/Z /Z ey plde) pldy) < e, pe Ma0). (2.55)

Die Folge p,, konvergiere vag in M3(0) gegen p. Dann konvergiert g, X p,, vag gegen X< fi

und
//flxyundxundy —>//f1:ry (dz) p(dy) - (2.56)

Aus (2.55) und (2.56) erhalten wir Q(y, ) € C((Mp(0),dy)) fiir jedes ¢ € C.(Z) und
nach Lemma A.3 die Stetigkeit der Abbildung (2.53).

(2) GeméaB der Wahl der Folge ¢y, existieren zu ¢ € C.(Z) ein m > 1 und eine Teilfolge
@, derart, dass

le =)l =0 und  {z: g, (x) # 0} C [1/m,m] . (2.57)

Wir verzichten im folgenden auf den Subindex n. Der Satz von der dominierten Konver-
genz ergibt

(Or, pu(t)) — (o,p(t))y, t>0. (2.58)

Aufgrund der Konvergenz

K(z,y)
y y

gr(r,y) = [pr(r+y) — or()]



und der integrierbaren Majorante

k() kly) (2.59)

)
148t sich der Satz von der dominierten Konvergenz ein weiteres Mal anwenden und es folgt

/Z/ng(x,y)u(S,dx)u(s,dy) — LLg(x,y)u(s,dx)u(s,dy), s>0. (2.60)

Dariiberhinaus erhalten wir aus (2.59)

lge(z,y)] < 2m sgpllsokH

supsup//gkm y) p(s, dr) u(s,dy) < 2m supHgok|]62

s<t

und aus (2.58) und (2.60) schlielich

(eon(®) = limlpnu(®) = nm[sok, / [ [ oo uts. ) sy as

_ /// (s, dz) ju(s, dy) ds.

Beweis des Theorems 2.10. (1) Zunichst zeigen wir die relative Kompaktheit der
Folge XV mittels Theorem 1.28, wobei wir h = 0, H(z) = @ und E = Mg(0) wihlen.
Nach [9, Theorem 31.2] ist (Mp(0), dp) relativ kompakt und nach Lemma 1.25(1) kom-
pakt. Folglich ist Bedingung (1.64) erfiillt. Sei ¢ € C.(Z) und ¢, T' > 0. GeméB Lemma
2.11 gilt fiir geniigend kleines At > 0 und geniigend grofles N

O

P( sup \<¢,XN<3)>_<¢,XN@>>\ZE>

|s—t| <AL E<T

< P sup
|s—t| <ALt <T

éIE sup }MN( )|

€ s<T+At
< €

MY (s) — MY (1) + / QN (o, XV (W) du > ¢

IA

und somit Bedingung (1.65). Die Folge X* ist also relativ kompakt und jeder schwache
Limes X ist nach (1.66) fast sicher stetig.

(2) Sei p € C.(Z), B(p) durch (2.48) gegeben und
blp) = inf{zeZ:p(x)#0} > 0.

Da by nach Voraussetzung gegen oo konvergiert, gilt by > B(p) fiir geniigend grofies N
und fiir p € Ef

@) = Qo] = |57 D etz — plag) S
< U2 G b o2 < 2 < B (261)



Aus

E sup |M¢<XN,S)‘ = E sup

s<t s<t

ME) + [ Q0 X )~ Qo XN (w)] du
Lemma 2.11 und (2.61) folgt

sup!Mw(XN,s)} = 0, t>0.

s<t

Angenommen die Teilfolge X konvergiere in Verteilung gegen X. Dann ergibt sich aus
Lemma 2.12(1) fs.

und aus Lemma 2.12(2) f.s.
MyX) = 0, @eC(2).

GeméB der Voraussetzung (2.47) gilt X (0) = po fast sicher, womit X fast sicher die
Mass-Flow-Gleichung (2.36)-(2.37) zur Anfangsbedingung po 16st. O
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Kapitel 3

Numerische Analyse der
Koagulationsgleichung

Die Koagulationsgleichung erlaubt nur fiir wenige spezielle Kerne eine exakte Losung.
Effiziente numerische Verfahren zu ihrer Approximation sind somit in praxisrelevanten
Situationen aus der Aerosolwissenschaft und Polymerchemie erforderlich. Stochastische
Partikelverfahren spielen dabei eine bedeutende Rolle. Eine Vielzahl stochastischer Algo-
rithmen (z.B. [40], [41], [21], [87], [39], [46]) basiert auf dem Marcus-Lushnikov-ProzeS.
Einige stochastische Algorithmen (z.B. [66], [58], [78], [77], [57]) stiitzen sich auf einen
zusétzlichen Parameter, der die Zeitschrittweite beeinflufit, und liefern zeitdiskrete Néahe-
rungen der Koagulationsgleichung. Andere (z.B. [81], [5], [6]) lassen sich aus einer transfor-
mierten Gleichung oder einer Skalierung des GroBenspektrums herleiten. Einen Uberblick
iiber Monte-Carlo-Methoden und weitere numerische Verfahren fiir die Koagulationsglei-
chung gibt die Arbeit [79].

Bei der Verwendung numerischer Algorithmen besteht grundsétzlich das Problem, den
Approximationsfehler unter Beriicksichtigung der Laufzeit moglichst gering zu halten. Die
Giite stochastischer Algorithmen fiir nichtlineare Gleichungen héngt vom systematischen
Fehler, also der Abweichung des Erwartungswertes von der exakten Losung, und vom
statistischen Fehler ab. Der statistische Fehler resultiert aus zufilligen Fluktuationen um
den Erwartungswert herum und fiithrt auf das Problem der Varianzreduktion bei der
Approximation vorgegebener Funktionale (siehe z.B. [35, Kapitel 4]).

In diesem Kapitel untersuchen wir die numerischen Konvergenzeigenschaften des Koagula-
tions- und Mass-Flow-Prozesses und die Einsatzfahigkeit abgeleiteter Partikelverfahren.
Die Approximationsresultate aus dem letzten Kapitel bilden dabei die theoretische Grund-
lage zur Naherung von Funktionalen. Die Algorithmen und numerischen Ergebnisse, die
wir hier prisentieren, liefern {iberwiegend eine neue Zusammenstellung der Arbeiten [27],
28] und [29]. Die wesentlichen Aspekte sollen kurz vorgestellt werden.

Der Mass-Flow-Prozef} zeichnet sich durch eine Umgewichtung des Groflenspektrums und
im Fall sublinearer Kerne durch eine konstante Teilchenzahl aus. Eine ausfiihrliche Ana-
lyse ergibt, dass beide Faktoren zu einem kleineren systematischen Fehler und zur Vari-
anzreduktion bei Funktionalen auf dem oberen Spektrum beitragen. Durch Einfiithrung
fiktiver Spriinge und regen Gebrauch der Acceptance-Rejection-Methode leiten wir neue
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Algorithmen zur Realisierung der beiden Prozesse her. Zur Beurteilung ihrer Anwend-
barkeit beziehen wir das Laufzeitverhalten ein und vergleichen ihre Effizienz miteinander.
Die Varianz reduzierenden Eigenschaften des Mass-Flow-Prozesses schlagen sich dabei in
starkerem Mafle nieder als seine gegeniiber dem Koagulationsprozefl nachteilige Simula-
tionszeit.

Im letzten Abschnitt kehren wir zu dem aus theoretischer Sicht wohl interessantesten und
anspruchsvollsten Aspekt der Koagulationsmodelle, dem Gelationsphénomen, zuriick und
iiberpriifen die Algorithmen auf ihre Eignung zur Approximation der Gelmasse. Finite-
Size-Effekte des Koagulationsprozesses fithren zu einem erheblichen systematischen Feh-
ler, wihrend die in der Post-Gelationsphase abnehmende Teilchenzahl des Mass-Flow-
Prozesses vermutlich dem Masseverlust entspricht. Wir geben Hypothesen iiber das asymp-
totische Verhalten des maximalen Clusters wieder und zeigen Grenzen bei ihrer numeri-
schen Validierung auf.

3.1 Stochastische Algorithmen

Die Teilchensysteme konnen zur Approximation von Funktionalen der Form

fzu%wzéw@mmw (3.1)

herangezogen werden. Hierbei sei pp € C([0, 00), M(Z)) Losung der Koagulationsgleichung
und ¢ Element einer geeigneten Klasse von Funktionen. In diesem Abschnitt werden de-
tailliert stochastische Algorithmen vorgestellt, mit denen Trajektorien des Koagulations-
und Mass-Flow-Prozesses auf effiziente Weise erzeugt werden kénnen. Es folgen Bemer-
kungen zu ihrer Implementierung und Anwendung.

3.1.1 Direct-Simulation-Algorithmus

Da die einzelnen Cluster konstantes Gewicht % besitzen, 148t sich der Zustand des Ko-
agulationsprozesses eindeutig durch das ungeordnete Tupel

(21(t), ..., Tnpy (1))

beschreiben. Hierbei bezeichne z;(t) die Grofle des i-ten Teilchens und n(t) die zufallige
Teilchenzahl zur Zeit t. Funktionale der Form (3.1) kénnen mithilfe der Zufallsvariablen

n(t)
& = Vpt) = 1> el (32

approximiert werden. Zur effizienten Realisierung des Koagulationsprozesses fithren wir
zunéchst fiktive Spriinge ein.

66



Fiktive Spriinge

Dazu sei K eine beliebige meBbare Funktion und majorisiere den Koagulationskern K,
d.h.

K(z,y) < K(z,y), ayeZ.

Der zum Koagulationsprozel zugehorige Operator

AN () = > k(@i x)) — U(p)] K (25, ;)

1<i#j<n

==

1aBt sich in der Form

AV() = / [0 (j12) — D ()] A(jos dp)

EN

darstellen, wobei

R 1 .

A dps) = 5 @0, 25) ey (i) + (K (@, 25) = K (@1,35) ) du(dpa)|
1<i#j<n

und

1
Jr(p, v5,05) = p+ N (604, — Ou; — Oay] -

Die Verteilung des Sprungprozesses bzgl. A héngt selbstverstindlich nicht von der Wahl
der Majorante K ab und stimmt mit der des Koagulationsprozesses iiberein. Die Kon-
struktion gemafl Abschnitt 1.2.1 liefert die folgende pfadweise Beschreibung bis zu einem
vorgegebenen Zeitpunkt 7" > 0, die wir aufgrund der unmittelbaren ’physikalischen’ Be-
deutung der Cluster Direct-Simulation-Algorithmus (DSA) nennen wollen.
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1. Erzeuge den Anfangszustand (z1,...,z,) und setze t = 0.

2. Warte eine exponentialverteilte Zeit 7 mit Rate

N 1 N
A= Eﬁ12:}QMJﬂ. (3.3)

<i#j<n

3. Wihle das Kollisionspaar i, j geméfl der Verteilung

~

_— 1<y <n. 3.4
SN #J (3.4)
4. Mit Wahrscheinlichkeit
K(.’Ei, fﬂj)

entferne x; und x; und fiige z; + x; hinzu.

5. Setze t =t 4 7 und gehe zu Schritt 2, falls ¢t < T

Der Einsatz der Majorante K erdffnet die Moglichkeit, Trajektorien auf unterschiedliche
Art und Weise zu realisieren. Das Inkriminieren der Zeit in Schritt 5 ohne vorausgegan-
genen Zustandswechsel wird dabei als fiktiver Sprung bezeichnet. Aus numerischer Sicht
ist die Wahl der Majorante K von herausragender Bedeutung, da sie das Laufzeitverhal-
ten des stochastischen Algorithmus mafigeblich beeinflufit. Zur Verdeutlichung dienen die
folgenden zwei Beispiele:

Beispiel 3.1 Die Wahl

A

K(z,y) = K(z,y)
schliefit fiktive Springe aus und fihrt zu der geringsten Anzahl an Springen, die fir die
Realisierung des Prozesses notwendig ist. Andererseits ist die Berechnung der Sprungrate

(3.3) und die Generierung der Verteilung (3.4) sehr zeitaufwendig, falls n groff ist und K
eine komplexe Struktur besitzt.

Beispiel 3.2 Die (vom Gesamtzustand = N—1Y"" | &,, abhingige) Mazimummajoran-
te
Kiax() = max K(x;,z;) (3.6)

1<i#j<n

kann analog zu K verwendet werden und fihrt zu Simulationseigenschaften, die denen
aus Beispiel 3.1 entgegengesetzt sind. Die Sprungrate ist gegeben durch

n(n —1)

5‘ = KmaX(:“) N

(3.7)
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und Verteilung (3.4) entspricht der Gleichverteilung. Damit ist die Berechnung der Sprun-
grate und die Wahl eines Kollisionspaares duflerst einfach. Falls K unbeschrinkt ist und
sich die Cluster des Teilchensystems sehr stark in ihrer Grofle unterscheiden, fihrt die
Magjorante (3.6) jedoch zu vielen fiktiven Spriingen.

Produkt- und Summenmajorante

Beim Einsatz von Majoranten, die sich als Summe von Produkten darstellen lassen, kom-
men die positiven Simulationseigenschaften aus beiden Beispielen zum Tragen. Wir be-
ginnen mit der reinen Produktmajorante

~

K(z,y) = Cux“y?, C>0, €,0€eR,

fiir die sich die Verteilung (3.4) unter Verwendung der Acceptance-Rejection-Methode
(siehe z.B. [35, Abschnitt3.6]) erzeugen lafit. Dazu wird dem Nullereignis i = j eine
Wahrscheinlichkeit proportional zu z{' " zugeordnet, so dass die Generierung der Kolli-
sionspartner ¢ und j in Schritt 3 des obigen Algorithmus unabhéngig voneinander erfolgen
kann. Zur Vollstandigkeit geben wir den gesamten resultierenden Algorithmus wieder:

1. Erzeuge den Anfangszustand (z1,...,z,) und setze t = 0.

2. Warte eine exponentialverteilte Zeit 7 mit Rate
C n n n
y €1 € €1+€2
A= 2N Zmz ij Z i
i=1 j=1 i=1

3.1. Wihle das erste Kollisionsteilchen 2 gem&fl der Verteilung

st

—_ =1,....n. 3.8
Z?:lx?, ' et (38)

3.2. Waihle das zweite Kollisionsteilchen j gemafl der Verteilung

2

—— =1,...,n. 3.9
Z?:lxlega J ) ) TV ( )

3.3. Falls ¢ = j, gehe zu Schritt 3.1 .

4. Mit Wahrscheinlichkeit

K(l’i, ZEj)
OF JJ;-Q

entferne z; und z; und fiige ; 4+ z; hinzu.

5. Setze t =t + 7 und gehe zu Schritt 2, falls t < T
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Fiir Majoranten der Form

A

K(z,y) = Ki(z,y)+...+Kp(x,y), L>2,

ist die Sprungrate (3.3) durch die Summe A=M—+... 4+ gegeben, wobei

A 1 N
)\l = W Z Kl(xi,xj), lzl,,L

1<i#j<n

Die Verteilung (3.4) lafit sich in der Form

darstellen, welche die folgende Prozedur nahelegt:

3.1’. Wihle [ geméafl den Wahrscheinlichkeiten

3.2'. Wihle das Kollisionspaar i, j geméafl der Verteilung

~

Ki(xi, ;)

—, 1<i#75<n.
2N N 7

Falls die Summanden K, Produktform besitzen, konnen die Teilschritte 3.1’ - 3.2 und 3.1
- 3.3 in naheliegender Weise kombiniert werden.

Erzeugung der groflenabhingigen Verteilung

Abschliefend widmen wir uns der effizienten Erzeugung der Verteilungen (3.8) und (3.9).
Dazu setzen wir w; = x5, 1 < ¢ < n. Der zufillige Index ¢ sei gemé&fl den Wahrscheinlich-
keitsgewichten

%
Dl W
verteilt. Im Fall e = 0 entspricht (3.10) der Gleichverteilung, die natiirlich direkt er-
zeugt werden kann. Falls € # 0 und n sehr grof§ ist, ist die Anwendung der Inverse-
Transformation-Methode (siche z.B. [35, Abschnitt 3.2.4]) zur Generierung des Indices i

sehr zeitaufwendig. Wir schlagen deshalb eine Kombination mit der Acceptance-Rejection-
Methode vor. Dazu wéahlen wir S € N und

i=1,...,n, (3.10)

0=:By< B <---< Bg_1 < max w; < Bg
1<i<n
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und ordnen die Gewichte w; den einzelnen Segmenten zu, d.h., wir wéihlen eine bijektive
Abbildung

Li{(s,k):1<s<S 1<k<a}—{1,...,n},
so dass
By 1 < wsy < By, s=1,....8, k=1,..., q4.

Hierbei sei o, die Anzahl der Gewichte w; im Segment (Bs_1, Bs] und w,, = w,(s ). Mit
diesen Bezeichnungen 148t sich der Index 7 geméfl der folgenden Prozedur erzeugen:

a. Wihle Segment s geméafl der Verteilung

Zk 1 Wsk
Zr IZk 1wrk

b. Wihle k gleichverteilt aus {1,..., as}.

s=1,...,5. (3.11)

c. Mit Wahrscheinlichkeit

Ws, k

1-— 3.12
5 (312)
wiederhole den Schritt b .
d. Setze i = 1(s, k).
Bemerkung 3.3 Bei der Wahl 8 > 1 und
B, = (&1, s=1,2,..., (3.13)

ist die Wiederholungswahrscheinlichkeit (3.12) beschrinkt durch 1 — 371 fiir s > 2. Falls
e >0, gult

max w; < (Nmy)°
1<i<n

wobet my = % Z:.L:l x; die konstante Gesamtmasse des Teilchensystems bezeichne. Somit
ist die notwendige Anzahl an Segmenten S = S(N, ) gegeben durch

elog(N my)
log 8

Die Zahl der Wiederholungen nimmt also ab, falls 3\, 1, was zu einer hoheren Effizienz
fihrt. Andererseits nimmt S zu und die Erzeugung der Segmentverteilung (3.11) wird
zeitintensiver.

3572 < (Nmy)® < B! bzw. S—2< <S—1.
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3.1.2 Mass-Flow-Algorithmus
Der Zustand des Mass-Flow-Prozesses 148t sich durch das ungeordnete Tupel

(yl (), ... 7yn(t)(t))

darstellen, wobei y;(t) den Typ des i-ten Teilchens und n(t) die zuféllige Teilchenzahl zur
Zeit t bezeichne. Geméf der Transformation (2.35) kann die Zufallsvariable

n(t)

&N = p,t) = %Zgoéy(g)) (3.14)

zur Approximation von Funktionalen der Form (3.1) verwendet werden.

Zur effizienten Simulation des Mass-Flow-Prozesses konnen die in Abschnitt 3.1.1 ein-
gefithrten Methoden herangezogen werden. Zur Einfachheit beschrédnken wir uns auf Ko-
agulationskerne, die der Ungleichung

K(z,y) < Catyf

geniigen. Dann 148t sich der asymmetrische Interaktionskern des Mass-Flow-Prozesses aus
(2.40) durch die Produktmajorante

C .T€ yE—l

abschétzen, welche die Generierung einer Trajektorie bis zum Zeitpunkt 7' > 0 analog
zum DSA ermoglicht:
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1. Erzeuge den Anfangszustand (yi, ..., y,) und setze t = 0.

2. Warte eine exponentialverteilte Zeit 7 mit Rate
C n n n
DS SRR S
=1 j=1 i=1

3.1. Wihle das erste Kollisionsteilchen 2 gem&fl der Verteilung

Yi

> i1 Yi

3.2. Wihle das zweite Kollisionsteilchen j geméfl der Verteilung

Y5 .
m, j=1,...,n. (3.16)
3.3. Falls ¢« = j, gehe zu Schritt 3.1 .
4. Mit Wahrscheinlichkeit
K(yi,y;)
C i y;

entferne y; und, falls y; +y; < by, fiige y; + y; hinzu.

5. Setze t =t 4 7 und gehe zu Schritt 2, falls ¢t < T

Dabei kann die in Abschnitt 3.1.1 vorgestellte Prozedur zur Erzeugung der gréffenabhéngi-
gen Verteilungen (3.15) und (3.16) verwendet werden. Wir nennen die obige Beschrei-
bung Mass-Flow-Algorithmus (MFA). Abschlieflend sei angemerkt, dass die Sprungrate
des Mass-Flow-Prozesses beschriankt ist, falls by < oco. Im Fall by = oo und eines subli-
nearen Kerns liefert Theorem 2.9 die Regularitat des Mass-Flow-Prozesses und somit die
Terminierung des MFA in endlicher Zeit.

3.1.3 Implementierung, Test und Anwendung

Das Laufzeitverhalten der Algorithmen héngt nicht nur von der Wahl der Majorante son-
dern auch von der speziellen softwaretechnischen Implementierung ab. Die strukturelle
Ubereinstimmung des DSA und MFA erleichtert die parallele Implementierung und Ver-
wendung gemeinsamer Prozeduren. Der Einsatz einer Produktmajorante fiihrt in beiden
Algorithmen zur unabhéngigen Generierung der Kollisionspartner. Trotzdem bleibt dies
der rechenintensivste Teilschritt innerhalb des DSA und MFA. Der gemeinsame Aufruf der
in Abschnitt 3.1.1 beschriebenen Prozedur zur Realisierung der gréoffenabhéngigen Vertei-
lung stellt folglich eine Beurteilung beider Algorithmen nach ihrem Laufzeitverhalten auf
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eine verniinftige Basis.

Die Verwaltung der einzelnen Gewichte der gré8enabhéngigen Verteilung erfordert einen
Speicheraufwand, der von der Anzahl der Segmente S und der maximalen Anzahl der
Gewichte in den einzelnen Segmenten abhédngt und somit von der Gesamtteilchenzahl
und im Falle des MFA zusétzlich von der maximalen Grofie by. Die Verwendung duflerst
grofler Teilchenzahlen fiir den DSA, wie etwa in Abschnitt 3.2.3 zur néheren Untersuchung
des Gelationseffekts, stofit dabei an gewisse Grenzen. Im diskreten Fall empfiehlt sich
deshalb eine getrennte Darstellung der Cluster unterhalb und oberhalb einer vorgegebenen
Schranke L: fiir Cluster grofler als L werden die Gewichte nach wie vor einzeln verwaltet,
wahrend fiir jedes < L nur noch das Gesamtgewicht aller z-Cluster Beriicksichtigung
findet. Die hierzu notwendigen Modifikationen des DSA lassen sich leicht vornehmen und
sollen nicht weiter ausgefiithrt werden.

Explizite Losungen

Die Funktionale der Form (3.1), die sich zur numerischen Untersuchung besonders eignen,
sind die Konzentrationen

C(t,a,b) = p(t,[a,b]), 0<a<b, (3.17)

und die Momente
ma(t) = / x® p(t, dx), a>0. (3.18)
z

Inbesondere ist mg(t) die Gesamtkonzentration und m;(t) die Gesamtmasse des Systems
zur Zeit t.

Fiir den diskreten Fall stellen wir nun explizite Losungen zu einigen speziellen Kernen
und zur monodispersen Anfangsbedingung jo = d; vor, die wir u.a. zu Testzwecken her-
anziechen. Wir wéhlen dabei die dquivalente Darstellung mittels ihrer Dichte c(t, z). Fiir
den konstanten Kern

ergibt sich die Lésung

aus der sich die Momente

2
m()(t) = 2——|—t7 ml(t) = 1, mg(t) = 1—|—t

berechnen lassen. Im Fall des linearen Kerns

K(z,y) = xv+y
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sind die Losung und Momente gegeben durch

¥t —
c(t,z) = et o (1—et)zteall=e™)
und
mo(t) = e, mi(t) = 1, mo(t) = e* . (3.19)
Der Produktkern
K(z,y) = zvy (3.20)
besitzt die eindeutige Losung
o) = { L e 15! 520

Sie wurde bereits in (2.18) vorgestellt. Weiterhin erhélt man die Gesamtkonzentration

1-4¢ 0<t<l1
mo(t) = { p 2 — .,
5 1<t ,
die Gesamtmasse
1 0<t<1
mi(t) = { 1 — (3.22)
7 1< t7
und das zweite Moment
mo(t) = .  0<t<l.
Zu dem Kern
2 a a
K(r,y) = rY ae (1,2,

(:E_'_y)a_ma_ya’

ist zwar keine explizite Losung bekannt, doch erlaubt seine spezielle Form die Berechnung
des Moments (siehe z.B. [2])

1

me(t) = 1T—¢

telo,1). (3.23)

Fir a = 2 stimmt dieser Kern mit dem Produktkern (3.20) iiberein.

Koagulationskerne

Samtliche oben betrachteten Kerne und die meisten praktisch relevanten Kerne sind ho-
mogen im Sinne der Definition (2.20). Tabelle 3.1 gibt einen Uberblick aller Kerne, die
exemplarisch zur numerischen Analyse in dieser Arbeit herangezogen werden, einschlief3-
lich der verwendeten Majorante und dem Homogenitétsgrad. In den Abschnitten 3.2.1
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und 3.2.2 werden wir allgemeine numerische Aspekte des DSA und MFA iiberwiegend un-
ter Verwendung des zweiten und dritten Kerns vergleichen, die in der Aerosolwissenschaft
eingesetzt werden. Im Abschnitt 3.2.3 werden wir hingegen gelationsspezifische Fragestel-
lungen, die teilweise fiir die Polymerchemie von Bedeutung sind, anhand der letzten drei
Kerne diskutieren. Beziiglich der Herkunft und physikalischen Interpretation einzelner
Kerne verweisen wir auf die Publikationen, die in der letzten Spalte angegeben sind. Eine
umfassendere Liste an gebrauchlichen Kernen findet sich u.a. in [22, Abschnitt 4.3] und
[84] bzw. [3].

Tabelle 3.1: Zur numerischen Analyse verwendete Koagulationskerne.

’ ) \ Ki(x,y) \ Majorante \ ¥ \ Bemerkung
1 1 1 0 | [94]
2 | Vo Ty L (a3 +y 3" | VB (23 +y23) | 1/6 | [82], [59]
3 L3 4y '3y’ T4y 1| [80], [77]
4 r+y r+y 1
5 xrty” %y 2a | a€(1/2,1], [49]
6 (xy® + 2%y)/2 Ty 1+a|ae€(0,1]
7 Wr;)f;—ﬁ—y“ 2a2_2 Ty a a € (1,2], 2]

3.2 Numerischer Vergleich von DSA und MFA

Wir setzen in diesem Abschnitt den DSA und MFA zur Approximation von Funktionalen
der Form (3.1) ein. Die Giite dieser Approximation 148t sich anhand des systematischen
und statistischen Fehlers beurteilen und héngt einzig und allein von dem zugrundeliegen-
den Prozef} ab. Im ersten Abschnitt werden deshalb zunéchst die Konvergenzeigenschaften
beider Prozesse miteinander verglichen.
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Fiir eine weitere Bewertung des DSA und MFA ist es notwendig, das Laufzeitverhalten
einzubeziehen, welches von der Art und Weise der Erzeugung der einzelnen Trajektorien
abhéngt. Der Einflu8 verschiedener Majoranten und ein Effizienzvergleich beider Algo-
rithmen ist Gegenstand des zweiten Abschnitts.

In dem letzten Abschnitt setzen wir uns schliellich mit gelationsspezifischen Fragen aus-
einander, wie sie im Abschnitt 2.1.2 fiir den Koagulationsprozefl formuliert und im Ab-
schnitt 2.3 im Zusammenhang mit dem Mass-Flow-Prozefl angeschnitten wurden.

Bei der folgenden numerischen Analyse beschrianken wir uns auf den diskreten Fall und
setzen eine monodisperse Anfangsbedingung voraus. Demzufolge initialisieren wir beide
Algorithmen mit n = N Monomeren, d.h. mit dem Zustand

Z’l:ylzl, 221,,N

3.2.1 Konvergenzeigenschaften

Fiir die sublinearen Kerne K7 bis K, aus Tabelle 3.1, die wir zunéchst betrachten wol-
len, existiert eine eindeutige Losung u, so dass das Approximationstheorem 2.2 die Ver-
teilungskonvergenz des Koagulationsprozesses gegen p impliziert. Da seine Teilchenzahl
beschrankt ist, folgt unmittelbar

i N = = >
lim EcV(p,t) = (o) zw(x) ct,x), >0,
fiir jede Funktion ¢ : N — R mit kompaktem Triger. Hierbei sei ¥ = ¢V (¢, t) durch (3.2)
definiert und ¢(t, z) bezeichne die Dichte von p(t). Gleiches gilt fiir den Mass-Flow-Prozef3
und die Zufallsvariable £V = ¢V (i, ) aus (3.14).

Das Funktional I = I(p,t) 148t sich somit unter Verwendung der Monte-Carlo-Methode
anndhern. Dazu werden R unabhéingige Kopien des Marcus-Lushnikov-Prozesses gewihlt,

die zugehérigen zufilligen Funktionale &Y, ... &N berechnet und der empirische Mittel-
wert
&
&= = >N
i=1

zur Schitzung von E &V verwendet. Der Fehler bei der Approximation von I setzt sich
aus zwei Groflen zusammen, dem systematischen Fehler

N = esjgs(go,t) = |E§N—[}

sys

und dem statistischen Fehler
& —EEY.

Die Varianz von &V charakterisiert ausreichend den statistischen Fehler und kann un-
ter Zuhilfenahme des empirischen Mittelwerts und des zweiten empirischen Moments
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geschétzt werden,

R
vare® m 3 [N - @)

=1

In gleicher Weise kann der systematische Fehler ég,s fiir die vom Mass-Flow-Prozef3 abge-
leitete Zufallsvariable éN definiert und das Funktional I und die Varianz von éN geschétzt

werden.

Systematischer Fehler

Wir wollen den systematischen Fehler beider Algorithmen exemplarisch anhand des Ko-
agulationskerns K5 aus Tabelle 3.1 untersuchen. Mangels einer exakten Losung fiir diesen
Kern verwenden wir das Ergebnis einer DSA-Simulation mit anfinglich 108 Monomeren
als Referenzkurve. Abbildung 3.1 enthélt die gestrichelte Referenzkurve und verdeutlicht
das Konvergenzverhalten fiir das Funktional C(t, 100, 200) und das zweite Moment ma(¢)
aus (3.17) bzw. (3.18). Die linke Spalte zeigt das DSA-Ergebnis fiir N = 29 210 . 213,
Die rechte Spalte enthilt das MFA-Ergebnis fiir N = 16; der hier gewéhlte Parameterwert
by = 1000 fiir Schritt 4 des MFA hat dabei kaum Einflu} auf das Ergebnis und kann fiir
den sublinearen Kern K, theoretisch auf oo gesetzt werden 1.

Abbildung 3.1 gibt einen ersten Eindruck davon, dass der MFA einen viel kleineren syste-
matischen Fehler besitzt. Dies 148t sich nur zum Teil auf die Reduktion der Clusterzahl
im DSA zuriickfithren. Diese nimmt zwar auf dem Zeitintervall [0,30] um einen Faktor
von etwa 200 ab; die MFA-Kurve fiir N = 16 liegt jedoch niiher an der Referenzkurve als
die DSA-Kurve fiir N = 2!2 > 16 - 200. Diese Beobachtung soll niher untersucht werden.

Dazu betrachten wir das zweite Moment my(t) und tragen zunéchst die GréBen N el (t)

und N N (¢) ab - links in Abbildung 3.2 fiir den DSA und N = 2'! (durchgezogen) bzw.
N = 2" (gestrichelt), rechts fiir den MFA und N = 16 (durchgezogen) bzw. N = 64 (ge-
strichelt). Die gute Ubereinstimmung der durchgezogenen und gestrichelten Kurve deutet
an, dass beide Algorithmen die gleiche Konvergenzordnung besitzen. Solche numerischen
Untersuchungen sind allerdings nur eingeschrankt moglich, da sie duflerst schmale Konfi-

denzbénder zur préazisen Bestimmung des systematischen Fehlers erfordern.

Abbildung 3.2 legt die asymptotische Darstellung

N und Cays(t) & N

fiir den systematischen Fehler des DSA bzw. MFA nahe. Es fallt auf, dass v in viel

starkerem Mafle als 7 steigt, und es gilt den Einflufl der abnehmenden Clusterzahl des
DSA auf v herauszuarbeiten. Dazu tragen wir den Quotienten

egs(t) N my(t)
eN (t)N

sys

N(t)zﬂ

N (1) ~ 3(t)

(3.24)

! Im Fall des linearen Kerns ist das zweite Moment exakt durch (3.19) gegeben. Die numerischen
Ergebnisse fiir diesen Testfall zeigen, dass hohere Momente mq(t), a = 2,3,. .., tatséchlich mittels &N
und &V korrekt approximiert werden konnen.

78



C(t, 100, 200) C(t, 100, 200)

0. 0025 0. 0025

0. 002 0. 002

0. 0015 0. 0015

0. 001 0. 001

0. 0005 0. 0005

5 10 15 20 25 30 5 10 15 20 25 30
zwei t es Monent zwei t es Monent
400 : 400
300 300
200 200
100 100
0 0
0 5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30

Abbildung 3.1: Approximation der Funktionale (3.17) und (3.18) fiir den Kern K - links:
DSA, rechts: MFA.

fiir die bereits in Abbildung 3.2 verwendeten Anfangsteilchenzahlen ab. Abbildung 3.3
zeigt einen relativ zeitunabhingigen Quotienten, der die Schluflfolgerung

Y mo(t) =~ ci(t)

zuldaft. Die Konstante c liegt fiir dieses Beispiel etwa bei 6, was bedeutet, dass selbst
unter Beriicksichtigung der abnehmenden Clusterzahl der systematische Fehler des MFA
sechsmal kleiner als der des DSA ist.

Statistischer Fehler

Der statistische Fehler wird durch die Varianz von &V bzw. £V charakterisiert, welche sich
asymptotisch proportional zu N~! verhilt. Zum Vergleich der Varianzen betrachten wir
den Koeffizienten

limy_.o N Var &V
Ryar = 5var(§07 t) = — ar{ . (325)
limy o, N Var&V

Abbildung 3.4 verdeutlicht die Varianzreduktion durch den MFA. In beiden Grafiken
wurde der Koeffizient fiir die Konzentrationen c(¢,x), 1 < x < 400, abgetragen - links
fiir den Kern K5 zum Zeitpunkt ¢ = 30 und rechts fiir den konstanten Kern K; zum
Zeitpunkt t = 200. Die Fluktuationen resultieren aus der empirischen Schétzung von Kyy,.
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Abbildung 3.2: Normierter systematischer Fehler fiir ms(t) und Kern K, - links: DSA,
rechts: MFA.
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Abbildung 3.3: Quotient (3.24) fiir mo(¢) und Kern K.

Die durchgezogene Linie ist das Ergebnis der Methode der kleinsten Quadrate und liefert
die Ndherung

Fvar(1z,1) =~ x.

Diese Formel behélt fiir andere Kerne und Zeitpunkte in der Pré-Gelationsphase ihre
Giiltigkeit und spiegelt die Transformation (2.35) numerisch wieder.

3.2.2 Laufzeitverhalten und Effizienz

Die Beurteilung des Laufzeitverhaltens erfolgt unter mehreren Gesichtspunkten: Zunéchst
soll der Einfluf} verschiedener Majoranten untersucht werden. AnschlieSend wird der Re-
chenaufwand fiir den DSA und MFA bei Verwendung der gleichen Majorante ermittelt
und die Effizienz beider Algorithmen unter Beriicksichtigung ihrer Varianzeigenschaften
miteinander verglichen.
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Abbildung 3.4: Varianzkoeffizient (3.25) fiir ¢(t,z), 1 < x < 400 - links: Kern K5 und
t = 30, rechts: Kern K, und ¢ = 200.

Majorantenvergleich

Die mittlere Rechenzeit wird im wesentlichen von der Gesamtzahl aller Spriinge und
dem Aufwand zur Erzeugung eines Kollisionspaares bestimmt. Die Abbildungen 3.5 - 3.7
geben Auskunft iiber diese Faktoren im Fall des DSA unter Verwendung des Kerns K3 aus
Tabelle 3.1 und N = 10% Anfangsteilchen. Die durchgezogenen Kurven beziehen sich auf
die Maximummajorante (3.6), die tiblicherweise bei der Simulation des Marcus-Lushnikov-
Prozesses fiir solche komplexen Kerne zum Einsatz kommt, und die gestrichelten auf die
lineare Majorante, die geméfl der Ungleichung

1
;1(:C+y) < Ki(z,y) < x4y

besonders geeignet scheint.

Die Gesamtzahl aller Spriinge 148t sich der linken Grafik in Abbildung 3.5 entnehmen.
Sie setzt sich aus der Zahl der realen Spriinge, die unabhéngig von der Majorante ist und
sich asymptotisch wie N(1—my(t)) verhélt, und der Zahl der fiktiven Spriinge zusammen,
die Aufschluf} iiber die Eignung der Majorante gibt (siehe (3.5)). Das rechte Bild zeigt
den relativen Anteil der fiktiven Spriinge, der zum Zeitpunkt ¢ = 4 etwa 13% bzw. 97%
betrigt.

Im Fall der Maximummajorante wird das Kollisionspaar nach Beispiel 3.2 gleichverteilt
erzeugt. Im Fall der linearen Majorante ist jedoch die Realisierung der gréflenabhéngigen
Verteilung keineswegs trivial und die Zahl der Wiederholungen gemé8 (3.12) zur Generie-
rung eines Kollisionsclusters von Interesse. Abbildung 3.6 zeigt den relativen Anteil der
Wiederholungen fiir den Fall exponentiell wachsender Segmentgrenzen (3.13) und § = 2.
Der Anteil von etwa 35% ist konsistent mit der oberen Schranke 1 — 37! fiir die Wahr-
scheinlichkeit einer Wiederholung.

Abbildung 3.7 gibt schliellich Auskunft iiber die benotigte mittlere Rechenzeit. Aus ihr
geht ein betréchtlicher Zeitgewinn beim Einsatz der linearen Majorante hervor. Ein ana-
loger Majorantenvergleich kann fiir den MFA ebenfalls vorgenommen werden. Die dem
MFA zugrundeliegende Transformation (2.35) fiihrt zu einer Umgewichtung zugunsten
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Abbildung 3.5: Gesamtzahl der Spriinge (links) und relativer Anteil der fiktiven Spriinge
(rechts) im Fall des DSA fiir den Kern Kj.
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Abbildung 3.6: Anteil erfolgloser Versuche zur Erzeugung eines Kollisionsclusters.

grofler Cluster und somit zu einer Verstiarkung des in Abbildung 3.5 beobachteten Ef-
fekts. Aus diesem Grund setzen wir unsere Untersuchungen zum Laufzeitverhalten im
néchsten Abschnitt ohne weitere Betrachtung der Maximummajorante fort.

Effizienz
Ein Konfidenzintervall fiir den Erwartungswert von ¢V ist asymptotisch durch

Var &N

_ _ Var &N
[f%—xp S B,

R

gegeben, wobei A, das Quantil der Standardnormalverteilung zum Konfidenzniveau p sei.
Analog 13t sich ein Konfidenzintervall fiir den Erwartungswert von &V konstruieren.

Abbildung 3.8 zeigt Konfidenzbénder zum Niveau p = 0.999 fiir verschiedene Summen-
funktionale (3.17). Die linke und rechte Spalte sind das Ergebnis einer DSA- bzw. MFA-
Simulation fiir den Kern K3 unter Verwendung der linearen Majorante. Dabei wurden
N = 10° bzw. N = 10 Anfangsmonomere verwendet und die Zahl der Wiederholungen
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Abbildung 3.7: Mittlere Rechenzeit.

R = 100 bzw. R = 490 wurde so gewéhlt, dass beide Algorithmen auf dem Beobach-
tungsintervall [0, 8] etwa gleiche Rechenzeit beanspruchen. Die Abbildung verdeutlicht
die Varianz reduzierenden Eigenschaften des MFA - diesmal unter Beriicksichtigung der
Laufzeit.

Wir wollen nun das Verhéltnis zwischen Rechenaufwand und Varianz im Detail klaren. Die
Effizienz beider Algorithmen 148t sich danach bemessen, wieviel Rechenzeit zur Appro-
ximation des Funktionals I bei vorgegebener Genauigkeit aufgebracht werden mufl. Zur
Beantwortung dieser Frage sei zunéchst € > 0 und N, N geniigend grof3, so dass die sy-
stematischen Fehler des DSA und MFA ungeféhr gleich € sind. Um ein Konfidenzintervall
der Breite 2¢ zu erzeugen, sind

€

A\ - M\ cR
R =~ (—p) Var &V bzw. R =~ (—p) Var &V
€

Wiederholungen notwendig. Unter Verwendung der mittleren Rechenzeit NV =N (t) bzw.

iV = V(1) zur Erzeugung einer Trajektorie bis zur Zeit t erhalten wir die Rechenzeit R 1"

im Fall des DSA und R# im Fall des MFA. Der Quotient

Var ¥

Var N 7N

bringt somit den zeitlichen Gewinnfaktor des MFA gegeniiber dem DSA bei der Appro-
ximation des Funktionals I zum Ausdruck.

Da sich die Varianzen und die mittleren Rechenzeiten asymptotisch proportional zu N1
bzw. N verhalten, ist es nach den obigen Ausfiithrungen sinnvoll, einen Effizienzvergleich
anhand der Grofle

K = '%(Spat) = /fvar(govt) "'{eﬁ”(t) (326)

vorzunehmen, wobei der Varianzkoeffizient ky..(p,t) gemaf (3.25) definiert ist und der
Laufzeitkoeffizient

limpy oo N71rN(2)
lima o N-17N (1)

/ﬁ;eff(t) = (327>
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