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Zusammenfassung

Sei V' ein holomorphes Vektorbiindel iiber einer ¢g-konvexen Mannigfaltigkeit X.
Die Andreotti-Grauert-Theorie sagt, daf dim H"(X,V) < oo fiir > ¢, wobei
die Kohomologie verschwindet, falls X ¢-vollstdndig ist. Ist £ — X ein holo-
morphes Banachbiindel, dann ist bekannt, dalt H"(X, E) = 0 fiir » > 1, falls X
Steinsch ist.

Kapitel I gibt einen ausfiihrlichen Uberblick iiber die Arbeit.

In Kapitel II wird gezeigt, dafs es holomorphe Hilbertbiindel iiber 1-konvexen
Mannigfaltigkeiten gibt, fiir die die erste Kohomologie nicht Hausdorffsch ist.
In Kapitel IIT wird folgender Endlichkeitssatz gezeigt: Ist E ein holomorph tri-
viales Banachbiindel oder ein holomorphes Banachbiindel von kompaktem Typ
mit kompakter Approximationseigenschaft iiber einer g-konvexen Mannigfaltig-
keit X, und ist V' — X ein holomorphes Vektorbiindel mit H9(X, V) = 0, dann
gilt dim H9(X,V ® F) < oco. Ist X g-vollstdndig, dann gilt H"(X,V ® E) =0
fiir » > ¢. Fiir r > ¢ kann dies auch fiir beliebige holomorphe Banachbiindel F
gezeigt werden. Im Anhang wird skizziert, wie der Ansatz der L?-Methode im
Fall r = ¢ fiir Hilbertbiindel zu einem Verschwindungssatz fiihren konnte.

Schlagworter:
holomorphe Banachbiindel, ¢g-konvexe Mannigfaltigkeiten, Kohomologie,
Hausdorft-Eigenschaft



Abstract

Let V' be a holomorphic vector bundle over a g-convex manifold X.

The Andreotti-Grauert theory says that dim H"(X,V) < oo for r > ¢, and the
cohomology is vanishing if X is g-complete. If E — X is a holomorphic Banach
bundle, it is known that H"(X, E) = 0 for r > 1 if X is Stein.

Chapter I gives a detailed overview of the work.

In chapter II it is shown that there are holomorphic Hilbert bundles over 1-convex
manifolds such that the first cohomology of the bundle is not Hausdorft.

In chapter III the following finiteness theorem is shown: If E' is a holomorphically
trivial Banach bundle or a holomorphic Banach bundle of compact type with the
compact approximation property over a g-convex manifold X, and if V' — X is
a holomorphic vector bundle with H7(X, V) =0, then dim H4(X,V ® F) < occ.
If X is g-complete, then H"(X,V ® E) = 0 for r > q. If r > ¢, this is shown also
for arbitrary holomorphic Banach bundles £. In the appendix it is sketched how
for r = ¢ the L? method could yield a vanishing theorem for Hilbert bundles.

Keywords:
holomorphic Banach bundles, ¢-convex manifolds, cohomology, Hausdorff

property
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Kapitel 1

Einleitung

Unter einem holomorphen Banachbiindel versteht man ein topologisches Vek-
torbiindel, dessen charakteristische Faser ein komplexer Banachraum ist und
dessen Struktur durch einen Kozyklus holomorpher Ubergangsfunktionen mit
Werten in der Automorphismengruppe der charakteristischen Faser definiert ist
(vgl. [Bun68]). Die Dimension der charakteristischen Faser heifst auch Rang des
Biindels. Im folgenden werden holomorphe Banachbiindel endlichen Rangs wie
iiblich als holomorphe Vektorbiindel bezeichnet.

Sei nun £ — X ein holomorphes Banachbiindel iiber der komplexen Mannig-
faltigkeit X . Mit H"(X, OF) oder kurz H"(X, E) werden die Cech-Kohomologie-
gruppen der Garbe OF der Keime holomorpher Schnitte in E bezeichnet. Sie
sind isomorph zu den Dolbeault-Kohomologiegruppen H" (X, E). Fiir holomor-
phe Vektorbiindel V' — X, d.h. Banachbiindel mit endlichem Rang, gilt nach der
OKA-CARTAN-Theorie auf Steinschen Mannigfaltigkeiten

H'(X,V)=0 wenn X Steinsch und r > 1.

Die offenen Riemannschen Fliachen sind Steinsch, und jedes holomorphe Vektor-
biindel iiber einer offenen Riemannschen Fléche ist holomorph trivial [For99].
Der Endlichkeitssatz von KODAIRA sagt

dim H"(X,V) < oo wenn X kompakt und r >0 .

Beides zusammen ist enthalten in der ANDREOTTI-GRAUERT-Theorie [AG62].
Eine komplexe Mannigfaltigkeit der Dimension n heifst g-konvex, 1 < ¢ < n,
wenn es eine kompakte Menge K C X und eine C*°-Ausschopfungsfunktion o
von X gibt, so dak die Levi-Form von g auf X \ K mindestens n — ¢+ 1 positive
Eigenwerte hat. Kann man dabei K = () wihlen, so heifit X ¢-vollstandig. Dabei
ist 1-vollstéindig gleichbedeutend mit Steinsch. Eine komplexe Mannigfaltigkeit
heifst 0-konvex, wenn sie kompakt ist. Kompakte komplexe Mannigfaltigkeiten



sind trivialerweise 1-konvex (aber nicht 1-vollstédndig). Ist nun V' ein holomorphes
Vektorbiindel iiber X, dann wird in der ANDREOTTI-GRAUERT-Theorie gezeigt:

Ist X g-konvex, ¢ > 0, dann gilt dim H"(X,V) <oo fir r > ¢, und
ist X g-vollstindig, ¢ > 1, dann gilt dim H"(X,V)=0 fir r>gq.

Ist nun £ ein holomorphes Banachbiindel {iber einer Steinschen Mannig-
faltigkeit X, dann gilt immer noch H"(X,FE) = 0 fiir » > 1, und auch das
OKA-GRAUERT-Prinzip tibertragt sich (siehe [Bun68]). Banachbiindel tiber offe-
nen Riemannschen Flachen miissen nicht trivial sein, da die Automorphismen-
gruppe eines Banachraums nicht zusammenhéngend sein muf [Dou65|. Dafiir
gilt fiir Hilbertblindel unendlichen Rangs, dafs sie iiber Steinschen Mannigfal-
tigkeiten trivial sind, was (mit dem OKA-GRAUERT-Prinzip) daraus folgt, dafs
die Automorphismengruppe eines unendlich-dimensionalen Hilbertraums zusam-
menziehbar ist [Kui65, Bun68|. (Hilbertbiindel sind Banachbiindel, deren charak-
teristische Faser ein Hilbertraum ist.)

Der Endlichkeitssatz von KODAIRA fiir kompakte Mannigfaltigkeiten gilt fiir Hil-
bertbiindel unendlichen Rangs nicht mehr. Fiir die Linienbtindel Op: (k) iiber der
Riemannschen Sphire P! gilt

dim H°(P', Op:1 (k) = { ; B
K+l k>0

dim H'(P*, Op: (k) = { ’ =l
k-1, k<-1.

Zum Beispiel gilt fir k= —2: dim H(P', Op(-2)) =1.
Ist nun B ein unendlich-dimensionaler Banachraum, dann sind

B(k) := Opi (k) ® (P! x B)

holomorphe Banachbiindel. Die Fasern, die in Op:(—2) isomorph zu C waren,
werden in B(—2) noch mit B tensoriert. Daher ist dim H'(P!, B(—2)) = oo. Be-
trachtet man allerdings holomorphe Banachbiindel iiber P!, die durch Ubergangs-
funktionen der Form id+ K definiert sind, wobei die Werte von K kompakte Ope-
ratoren sind, so dndert sich die Situation: [Lei04] folgend werden solche Biindel
Banachbiindel von kompaktem Typ genannt. In [Goh64] und [GL73| wird
gezeigt, daR ein solches holomorphe Banachbiindel E iiber P! spaltet in eine
endliche Summe von Linienbiindeln und ein triviales Banachbiindel. Folglich gilt
dann dim H'(P!, F) < oo. Fiir den Fall von holomorphen Vektorbiindeln ist dies
der Spaltungssatz von GROTHENDIECK.



Fiir holomorphe Banachbiindel E iiber P! von kompaktem Typ ist H' (P!, F)
trivialerweise Hausdorffsch (da endlich-dimensional). Aber auch fiir die Biindel
B(k) hat H'(P', B(k)) die Hausdorff-Eigenschaft, auch wenn fiir & < —2 die
Dimension nicht endlich ist. Der Quotientenraum H'(P!, B(k)) ist genau dann
Hausdorffsch, wenn der Raum der exakten 1-Koketten (Kordnder) topologisch
abgeschlossen ist im Raum der geschlossenen 1-Koketten (Kozykel).

In Kapitel II wird gezeigt, daR es holomorphe Hilbertbiindel E iiber P! gibt,
so da H'(P', F') nicht Hausdorffsch ist. Kompakte Mannigfaltigkeiten sind tri-
vialerweise 1-konvex. Blist man den Ursprung in C? zu P! auf, erhilt man die
1-konvexe Mannigfaltigkeit Op1(—1), die weder kompakt noch Steinsch ist. Liftet
man ein Biindel F {iber P!, fiir das H!(P', F') nicht Hausdorffsch ist, auf Op: (—1),
so wird in Kapitel II noch gezeigt, dak dann auch H' des gelifteten Biindels nicht
Hausdorffsch ist. Diese Ergebnisse sind bereits in der Arbeit [Era03] des Verfas-
sers dieser Dissertation enthalten.

Ist X eine ¢g-konvexe Mannigfaltigkeit und V' — X ein holomorphes Vektor-
biindel iiber X, dann wird in [AG62| (Cech-Kohomologie) oder auch in [HLSS]
(Dolbeault-Kohomologie) die Hausdorff-Eigenschaft von HY(X, V) gebraucht,
um die Injektivitdt der Einschrankungsabbildung H(X,V) — HY(D,V) zu zei-
gen, wenn X ¢-konvexe Erweiterung eines relativ kompakten streng ¢-konvexen
Gebietes D ist. Die Surjektivitét ibertréagt sich auch auf Banachbiindel, da aber
Banachbiindel die Hausdorff-Eigenschaft im allgemeinen nicht haben, gelingt es
auch nicht, mit der GRAUERT-Methode das Verschwinden der Kohomologie im
Fall g-vollstdndiger Mannigfaltigkeiten zu beweisen.

Fiir Banachbiindel von kompaktem Typ iiber P! ist die erste Kohomologie-
gruppe endlich-dimensional. Es wird vermutet, dafs dies auch allgemein fiir kom-
pakte Mannigfaltigkeiten X der Fall ist, wenn dort H*(X,O) = 0 gilt. Fiir den
Beweis wird zur Zeit noch eine Approximationseigenschaft fiir die Fasern des
Banachbiindels vorausgesetzt, siche [Lei04].

In Kapitel III wird gezeigt, wie die Methode von [Lei04] auf kompakte Teil-
mengen libertragen werden kann, die einen streng g-konvexen Rand haben. Damit
wird dann folgendes bewiesen:

Sei V' ein holomorphes Vektorbiindel tiber einer q-konvexen Mannigfaltigkeit X
mit H1(X,V) = 0. Ist E — X ein holomorphes Banachbindel von kompaktem
Typ mit Approzimationseigenschaft, dann gilt dim H1(X,V ® E) < oc.

Sei nun X eine ¢-vollstandige Mannigfaltigkeit. Fiir ein beliebiges holomor-
phes Banachbiindel £ — X kann mit der GRAUERT-Methode gezeigt werden,
dak H"(X,FE) = 0 fur r > ¢ gilt. Fiir den Fall » = ¢ allerdings kann mit der
GRAUERT-Methode allein die Hausdorff-Eigenschaft und somit das Verschwinden
der Kohomologie auf g-vollstandigen Mannigfaltigkeiten nicht gezeigt werden.



Im Anhang wird skizziert, wie die L?-Methode aus [Dem97] fiir Hilbertbiindel
formuliert werden kann. Der Ansatz dabei ist, auf Faser-Koordinaten fiir das
Biindel zu verzichten.

In [Dem97] wird gezeigt, daf fiir holomorphe Vektorbiindel auf g-vollstén-
digen Mannigfaltigkeiten die ¢-te Kohomologiegruppe verschwindet. Eine not-
wendige Voraussetzung fiir das Verschwinden ist die Abgeschlossenheit des Bild
des 0-Operators. In der ANDREOTTI-GRAUERT-Theorie fiir holomorphe Vektor-
biindel folgte die Abgeschlossenheit mit dem Satz von ASCOLI. In der L2-Theorie
wird ein Skalarprodukt auf dem Raum der quadratisch integrierbaren Formen mit
Werten in dem Vektorbiindel eingefiihrt, das diesen Raum zu einem Hilbertraum
macht. Auf diesem Hilbertraum wird nun der 0-Operator betrachtet und die
Abgeschlossenheit des Bildes mit Hilfe des adjungierten Operators beurteilt.

Im unendlich-dimensionalen Fall von holomorphen Banachbiindeln kann der
Satz von ASCOLI nicht verwendet werden, weswegen die Beulenmethode der
ANDREOTTI-GRAUERT-Theorie fiir g-vollstdndige Mannigfaltigkeiten nicht ohne
weiteres auf holomorphe Banachbiindel ibertragen werden kann. Auf Hilbertbiin-
deln kann man jedoch wie im Fall von Vektorbiindeln (endlichen Rangs) Hilber-
triume einfiihren, in denen man nach Losungen fiir die 9-Gleichung suchen kann.
Mit der rahmenfreien Formulierung (d.h. ohne Faser-Koordinaten) sieht man,
daf sich fiir Hilbertbiindel die Bedingungen fiir die Losbarkeit nicht vom Fall
endlichen Rangs unterscheiden. Damit soll gezeigt werden, daf fiir holomorphe
Hilbertbiindel £ iiber g-vollstandigen Mannigfaltigkeiten X auch HY(X, E) =0
gilt.



Kapitel 11

Hausdorfl-Eigenschaft der
Kohomologie

Sei X eine komplexe Mannigfaltigkeit und E ein holomorphes Banachbiindel
iiber X. Die j-te éech—Kohomologiegruppe der Garbe OF der Keime holomorpher
Schnitte in £ wird mit H’ (X, OF) oder kurz mit H?(X, E) bezeichnet. Ist U eine
Uberdeckung von X mit Steinschen Mengen, dann ist H7(X, F) = H' (U, E).

Sei P! die Riemannsche Sphire mit der Uberdeckung U = {U,,U_}, wobei
U, =P"\oound U_ = P'\0. Sei V' — P! ein holomorphes Vektorbiindel iiber P!.
Da jede offene Riemannsche Fliche Steinsch ist, gilt H/ (P!, V) = H/(U,V), und
iber Uy ist V trivial. Seien T’y : Vi, — Uy xC"und T : Viy_ — U_ x C" die Tri-
vialisierungen, und g, : Uy NU_ — GL(r) mit (z,g, (2)) = (T4 o T-") |z3xcr
die Ubergangsmatrix. Mit O(k) = Op: (k) wird das Linienbiindel iiber P! bezeich-
net, das durch die Ubergangsmatrix g,_(z) = z* definiert ist. Der Spaltungssatz
von GROTHENDIECK besagt, daf V' — P! isomorph ist zu O(ky) @ --- @ O(k,)
mit eindeutig bestimmten ganzen Zahlen ky > ... > k, . (|Gro57|, siehe auch
[Lei90].) Dabei gilt

0 , k>-—1
dim H*(P*, O(k)) = {

—k—1 , k< —1.
Insbesondere ist also dim H*(P!, O(—2)) = 1. Tensoriert man O(—2) mit einem
unendlich-dimensionalen Banachraum B bzw. mit dem trivialen Banachbiindel
X x B, dann ist dim H'(P!,O(-2) ® B) = co. Der Raum H(P!, O(-2) ® B)
bleibt aber immer noch Hausdorffsch. Dies bedeutet folgendes: Ist £ — P! ein
holomorphes Banachbiindel und U C P! eine offene Teilmenge, dann wird der
Raum der holomorphen Schnitte O(U, E) als Fréchetraum betrachtet mit der
Topologie der gleichméfkigen Konvergenz auf den kompakten Teilmengen von U.
Der Raum der 1-Kozykel ist dann ZY(U, E) = O(Uy NU_, E). Der Unterraum



der 1-Korander B' (U, E) = O(U,, E) — O(U_, E) besteht aus all den Schnitten
feOoULnNU_, E), die als Differenz zweier Schnitte f, — f_ dargestellt werden
kénnen, wobei fi € O(U,, F) und f- € O(U_, E). Dann ist

OU,NU_,E)
OU,,E)—O(U_,E) ’

H'(P',E) =

und die (Faktor-)Topologie von H!(P!, E) ist Hausdorffsch genau dann, wenn
OUy4, E) — O(U_, E) topologisch abgeschlossen ist in O(U; NU_, E).

Fiir einige Biindel kann die Kohomologie recht leicht berechnet werden. Sei
UcCPund g: U, NU_ — GL(B) die Ubergangsfunktion von E. Ein Schnitt
f € O(U, E) kann dann auch mit dem Paar (f*, f~) identifiziert werden, wobei
ffeoUnUy,B), feOUNU_,B)und ft(z) = g(2)f (2) fuir z € UN
U, NU_. Dies bedeutet (z, f*(2)) = Ty o f(2) und (2, f~(2)) = T_ o f(2) fir
die Trivialisierungen 7'y und 7_ iiber U, und U_. Holomorphe Schnitte iiber
U, =C,U_=P'\0und U NU_ = C* kénnen so mit Hilfe von Laurent-Reihen
untersucht werden. Ein Schnitt f = (f*, f7) € O(U; NU_, E) hat z.B. eine
Laurent-Reihe fiir f*: C* — B,

H(z) = Z a;2) | a; €B.

j=—o00

Ein Schnitt h = (h™,h™) € O(U4, E) hat fiir h™ : C — B die Laurent-Reihe
h(z)=) b2, bE€B.
=0

Ein Element in H°(P', E) = Z°(U, E) ist ein globaler holomorpher Schnitt A :
P! — FE mit seinen Darstellungen A" und h~ iiber U, und U_. Ein Element
f € BYU,E) ist Bild des Korandoperators § eines Elementes u € C°(U, E),
d.h. Differenz zweier holomorpher Schnitte u, : Ux — FE. Fiir die Gleichung
f = 6u = uy —u_ konnen wieder die Laurent-Reihen in den Trivialisierungen
betrachtet werden. Fiir die Linienbiindel O(k) mit den Ubergangsfunktionen
g(z) = 2* erhilt man durch Koeffizientenvergleich die erste Kohomologiegruppe.
Dazu betrachtet man fir (f*, f7) € O(UL NU_,O(k)) die Laurent-Reihe von
fr:C*—=C,

wobei ¢T und —¢F die Aufteilung in Nebenteil und Hauptteil darstellt.
Wechselt man zu f~, erhilt man f~(2) = 27" f7(2) = 27%¢L(2) — 27%¢T(2).

6



Definiert man ¢ (z) = 27 *¢1(2), so ist ¢ = (¢1, ;) € O(UL, O(k)).
Sei ¢~ (2) = 27 %¢*(2), dann gilt

-1 —k-1
¢ (2) = —=27" Z a;z = — Z aj k2 .
P j=—o0

Fiir k > —1 definiert ¢_ = (¢, ¢_) einen Schnitt in O(U_, O(k)). Somit gehort
f=¢.—¢_zuBY(U, E), und das bedeutet H'(P', O(k)) =
Ist £ < —1, so gibt es by,...,b_;_1 € C mit

—k—1

fH(2) = ¢5(2) +sz]*’“,

so dak ¢, = (61,07) € OU;, O)) und & = (3+,47) € O, O(k)). So
sieht man, daf dann dim H'(P!, O(k)) = —k —1 .

Fiir das triviale Linienbiindel verschwindet also H!, und die gleiche Rechnung
liefert H'(P!, B) = 0 fiir jedes holomorph triviale Banachbiindel B — P!.

Eine weitere Klasse von holomorphen Banachbiindeln iiber P! bilden die
vom kompakten Typ. Dies sind Banachbiindel, fiir die die Werte der Ubergangs-
funktion die Form g, (z) = id + K(z) haben, wobei K(z) : B — B kompakte
Operatoren sind. Fiir diese Biindel gilt der Spaltungssatz von GOHBERG, der be-
sagt, dafs ein solches Biindel spaltet in eine endliche Summe von Linienbiindeln
und ein triviales Banachbiindel (siche [Goh64| und |GL73|). Dies ist eine Ver-
allgemeinerung des Spaltungssatzes von GROTHENDIECK. Insbesondere ist die
erste Kohomologiegruppe endlich-dimensional und somit Hausdorffsch.

Sei nun Fy — P! das Vektorbiindel vom Rang 2, das definiert ist durch die Uber-
220

Aoz?

Fir A =0ist [y = O(2) ® O(—2). Ist A # 0, dann lakt sich g, _ faktorisieren,

s0=(5 B)=(5 0 )6 M) meee,

wobei g, : Uy — GL(2). Dies bedeutet, daf F) fiir A # 0 holomorph trivial ist
und somit H' (P!, F\) =0.Ist f = (f*, f7) € O(U NU_, Fy),soist f = ¢, —¢_
mit ¢+ = (¢ia ¢J_r) S O(U+7F)\) und ¢— = (Qsta ¢:) < O(U—vF)\)'

Nun hat f: C* — C? die Laurent-Reihe

o0 o0 a(l)
= E a;z’ = E (a{2)> 2

j=—00 j=—o0

gangsmatrix ¢, _(z) =



Dann definiert zum Beispiel

a(? e ) a(_21) —1 A
Pi(z) = <—?> z+ Zajzj . o(2) = <_0T) z— Z a;z’
§=0 j=—o0
eine Losung fiir f = d¢. Man kann zeigen, daf alle weiteren Losungen den glei-
chen Koeflizienten erster Ordnung haben miissen. Diese Losungen werden nun
immer schlechter, je kleiner A wird. Was passiert nun, wenn A — 0 7
Sei A\; — 0 eine Nullfolge mit A; # 0. Zum einen gilt also H'(P', F),) = 0,
jedoch ist HY(P!, Fy) # 0. Sei Vy = F\, & -+ @ F\,. Im folgenden soll nun
das Hilbertbiindel betrachtet werden, das als Grenzwert & = lim Vy definiert
wird. Die Unterbiindel Vy haben verschwindende erste Kohomologie. Es wird
gezeigt, dal die erste Kohomologie des Hilbertbiindels E nicht verschwindet und
die Topologie sogar nicht-Hausdorff ist. Liftet man dieses Biindel iiber IP’lﬁvauf die
1-konvexe Mannigfaltigkeit X = O(—1), erhélt man ein Hilbertbiindel £ — X,
fiir das H(X, F) nicht Hausdorffsch ist, wobei die 1-konvexe Mannigfaltigkeit
X weder kompakt noch Steinsch ist.

II.1 Ein Hilbertbiindel iiber P!

22

A\ 202) des Biindels F) lafst sich auch mit
Hilfe der linearen Abbildungen P, S : C?> — C?,

Pl =) o) =)

beschreiben, ndmlich g, (z) = 2*(id— P)+ 2 2P+ S.Ist A # 0und z € Uy NU_,
dann ist g;1(z) = 27%(id — P) + 2*P — S das Inverse zu g, (2).

Das Hilbertbiindel, das die Biindel F) als Unterbiindel haben soll, wird nun
analog definiert. Sei dazu ¢? der Hilbertraum der quadrat-summierbaren komple-
xen Folgen (d.h. Folgen {xz;}32, mit 7 |z;]* < oo) und GL(£*) die Gruppe der
invertierbaren stetigen linearen Isomorphismen von 2.

Sei A = {\}22, € % eine Folge mit Ay # 0 fiir alle k (z.B. \, = 1/k). Da \ € (2,
ist {\} insbesondere beschriinkt. Sei nun ¢ € 2, dann definiert

Die Ubergangsfunktion g, (z) =

, Kk ungerade
(SO =
Aej2&k—1 5, Kk gerade

einen stetigen linearen Operator S : ¢2 — (2.
Ebenso ist die Projektion P : £2 — (2 stetig, die definiert ist durch

0 , k ungerade
(PE)k =
&,k gerade .

8



Sei

g(z) = 22(id = P)+ 2 *P+ S fir 2eU.NU-
Nun sind $? = 0, SP = 0 und PS = S, und somit ist g(z) invertierbar fiir alle
z € Uy NU_ mit der Inversen g'(2) = 27%(id — P) + 22P — S. Dabher ist g
eine holomorphe Operatorfunktion auf U, NU_ mit Werten in GL(/?) und somit
Ubergangsfunktion eines holomorphen Hilbertbiindels F — P'.

Satz I1.1.1. Es gilt: O(U,,E)— O(U_,E) liegt dicht in O(U, NU_,E)

jedoch O(U,,E)-O(U_,E) & OU,NU_,E)

Insbesondere ist O(Uy, E)—O(U_, E) nicht abgeschlossen in O(U; NU_, E) .
Daher ist H' (P, E) nicht-Hausdorff.

Beweis.
1. Behauptung: O(U;, E) — O(U_, E) liegt dicht in O(U; NU_,E) .
Sei (3 der 2-dimensionale Unterraum von ¢?, der aus all den Elementen ¢ € (2
besteht mit & = 0 fiir & ¢ {2N — 1,2N}, N = 1,2,... . Aus der Definition
von g : Uy NU_ — GL(£?) folgt, daf g(2)¢3 = (%. Dies definiert wiederum die
Unterbiindel Fy = F), von E, die dadurch charakterisiert sind, dafs ein Schnitt
f=(f",f) € OU,E) iiber einer offenen Menge U C P! genau dann ein Schnitt
in O(U, Fy) ist, wenn die Werte von f und f~ in £3 liegen. Da die lineare Hiille
aller O(U, NU_, Fy), N =1,2,..., dicht liegt in O(U, NU_, F), geniigt es zu
zeigen, dak O(UL NU_, Fy) C O(Uy, Fy) — O(U_, Fy), d.h.
HY(P', Fy) =0 fiir alle N .
2

Dies folgte aber daher, daf Fy durch die Ubergangsmatrix <Z

0 .
Ay 2_2) definiert

wird, die wegen Ay # 0 faktorisiert werden kann.
2. Behauptung: O(U,,E) - O(U_,E) & O(U,NU_,E) .
Sei n € £? definiert durch
0 , k ungerade
e =
Akj2 Kk gerade

und bezeichne f = (f*, f~) den Schnitt in O(U; NU_, E) definiert durch
1
f+(Z):;77 s ZEU_;_QU_

Es reicht zu zeigen, dak f ¢ O(Uy, E) — O(U_, E) . Angenommen, es gibe
Schuitte ¢ = (¢T,¢7) € O(U4, E) und ¢_ = (¢7,¢7) € O(U_, E) so, dak
f=6y—¢_,dh

0= 05() — () = 65(2) ~ 9(2)0=(z) = U,NU.
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Da ¢ holomorph ist in U und ¢~ holomorph in U_, haben die Laurent-Reihen
die Form

0i(z) =D (¢1),2" wd  ¢2(z)= D (¢0),%"

Nun ist n konstant in z und

L ) - (G- P+ P 8) 67(2).

Somit folgt durch Koeffizientenvergleich

n=—(id=P)(62)_,—5(é2)_, -

Mit den Definitionen von P und S erhilt man

(Ga-P)(o2)_,) = { ((69)),

k ungerade

0 , k gerade
und
0 , k ungerade
S (¢- =
< (0 )_1>k A2 ((gb:)_l)k_l , k gerade
Zusammen ergibt dies also
- <(¢:)_3)k , k ungerade

Mk = (—(id ~P)(¢2)_, - S (¢:)71>k - /2 ((Qﬁ:), > , k gerade .

Andererseits ist 1, = Ao fiir gerade & (und 7, = 0 fiir ungerade k). Jedoch
wiirde

N2 = 1 = — Ay ((¢:)_1>k_1 fir k=2,4,6,...

bedeuten, daf
<(¢:)71) — 1 fir k=24,6,... ,
k—1

im Widerspruch dazu, dafs (gbj)il zu (? gehoren soll. m
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I1.2 Das Biindel iiber Opi(—1)

Seien X und Y komplexe Mannigfaltigkeiten und p : X — Y eine holomorphe
Abbildung. Sei 7 : £ — Y ein holomorphes Banachbiindel iiber Y. Dann ist
die Zurtckzichung p*E = {(z,e) € X x E | p(z) = 7(e)} ein holomorphes
Banachbiindel iiber X. Ist & = {U,} eine Uberdeckung von Y, dann ist V =
{V;} == {p~*(U;)} Uberdeckung von X.

Lemma I1.2.1. Besitzt p : X — Y ein holomorphes Rechtsinverses, dann st
die induzierte Abbildung p* : HY (U, E) — H*(V, p*E) injektiv.

Beweis. Sei h € H'(U, F) représentiert durch den Kozyklus h,s € O(U,NUg, E).
Angenommen p*h = 0.

Dann ist p*has = hag © p = ho — hg mit hy € O(V,, p*E) und hg € O(Vs, p*E).
Sei o : Y — X holomorphes Rechtsinverses von p. Setzt man h,, := iLa oo, erhalt
man Schnitte hq € O(U,, E), so dak hy — hg = (ha —hg) 00 = hagopoo = hug.
Daraus folgt h = 0. O

Ist p: X — Y ein holomorphes Vektorbiindel, dann ist der Null-Schnitt ein
holomorphes Rechtsinverses von p. Da die induzierte Abbildung p* : Z'(U, E) —
ZY(V, p*E) stetig ist, folgt daraus

Lemma I1.2.2. Sei p : X — Y ein holomorphes Vektorbindel und E — Y
ein holomorphes Banachbiindel. Ist H(Y, E) nicht-Hausdorff, dann ist auch
HY(X, p*E) nicht-Hausdorff.

Seinun X = {(p,2) € P! x C?* | z € p} die 1-konvexe Mannigfaltigkeit, die
man erhilt, wenn man in C? den Ursprung zu P! aufblist. Sei p : X — P! die
Projektion auf die erste Komponente. Dann ist X gleich dem universellem Lini-
enbiindel Op:1(—1) iiber P!. Ist nun F — P! das Hilbertbiindel aus Satz I1.1.1,
dann ist p*E — X ein holomorphes Hilbertbiindel iiber der 1-konvexen Mannig-
faltigkeit X, fiir das H'(X, p*F) nicht Hausdorffsch ist.
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Kapitel 111

Endlich-dimensionale
Kohomologie

In |Lei04] wird fiir kompakte Mannigfaltigkeiten X folgendes gezeigt:

Sei E ein holomorphes Banachbiindel tiiber der kompakten Mannigfaltigkeit X und
V' — X ein holomorphes Vektorbiindel mit HY(X,V') = 0. Ist E von kompaktem
Typ mit kompakter Approxzimationseigenschaft, dann gilt dim H4(X, V®FE) < oc.

Dabei ist ein Banachbiindel von kompaktem Typ, wenn es durch Ubergangs-
funktionen der Form id 4+ K definiert ist, wobei die Werte von K kompakte
Operatoren sind, und es hat die kompakte Approximationseigenschaft, wenn die
Fasern die kompakte Approximationseigenschaft besitzen. Die meisten bekannten
Banachrdume haben die kompakte Approximationseigenschaft, es gibt allerdings
auch welche, die diese nicht haben [LT96]. Hilbertraume jedoch haben diese Ei-
genschaft. Ist X die Riemannsche Sphére, so kann sogar auf die Approximations-
eigenschaft verzichtet werden (siehe |[GL73]).

Hier soll nun das Ergebnis von |Lei04| auf kompakte Gebiete tibertragen wer-
den, die einen C'*-Rand haben, der streng ¢g-konvex ist. Ist nun X eine g-konvexe
Mannigfaltigkeit, dann gibt es ein relativ kompaktes streng g-konvexes Gebiet mit
glattem Rand, so dals X streng ¢g-konvexe Erweiterung von D ist. Es wird gezeigt,
dafk analog zu den kompakten Mannigfaltigkeiten dim H%9(D,V ® E) < oo fiir
diese Biindel gilt. Mit der Beulenmethode von GRAUERT kann nun gezeigt wer-
den, dak die Einschrinkungsabbildung H%¢(X,V ® E) — H%(D,V ® E) ein
Isomorphismus ist und somit auch dim H%4(X,V®E) < oo gilt. Da fiir holomor-
phe Banachbiindel auch der Dolbeault-Isomorphismus H"(X, E) = H"(X, E)
gilt, bedeutet dies dim H/(X,V ® F) < 0.
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III.1  Approximation in Banachbiindeln

Sei £ — X ein holomorphes Banachbiindel iiber einer komplexen Mannigfaltig-
keit X der Dimension n. Die Karten von X werden mit ¢y, : V,, — C" bezeichnet,
die Trivialisierungen von F mit ®; : By, — U; X B, wobei B ein Banachraum ist.
Man kann annehmen, dafs Uy = Vj, fiir einen Atlas (¢, Vi) und eine trivialisie-
rende Uberdeckung {Uy}. Sei 2 eine kompakte Teilmenge von X. K, C {2 seien
kompakte Teilmengen von €2, so daf K, CC V|, fiir eine Karte ¢, : V, — C"
und £ iiber V), trivial ist, ®, : By, — V,, x B. Da () kompakt ist, gibt es endlich
viele K, so dafs K U...U K = ). Die Halbnormen

7 — -1 — B -1
Pu(f) = 12ufen lreux max max, 1D7®,.fe," |l

erzeugen die Topologie von C"(€2, E).
Sei nun 0 < o < 1 und

D'® )= Drd —1
Lz+a(f> — sup || uf@u ( ) - MfSO,u, (y)H
zyepn(Ky) 7 —yl

7Y

Die Halbnormen in dem Hoélder-Raum C™"*(Q), E') werden definiert durch

P (f) = max (p,(f), L7 (f))

Da die Uberdeckung { K} von § endlich ist, definieren p(f) := max, p,.(f) bzw.
p'(f) = max, p;**(f) Normen in C"(§2, E) bzw. C™"*(Q, ). Zu einer Familie
von Halbnormen (bzw. Norm) gehort also immer eine (endliche) Uberdeckung
{K,}. Mit dem Begriff Fasernorm auf £ wird eine C'*°-Funktion ||- || bezeichnet,
deren Einschrankung auf die Faser E, eine Norm ist, die die Topologie von FE,
definiert.

Sei von nun an D CC X ein relativ kompaktes Gebiet mit C*-Rand. Dabei
meint Gebiet eine offene Menge, die im Gegensatz zur Funktionentheorie einer
Verénderlichen nicht unbedingt zusammenhéngend sein muf.

Lemma IIL.1.1. Sei f € C"(D, E), p € 9D und ¢ > 0. Dann gibt es eine
Umgebung U, von p und ein F, € C"(U,, E), so daff
H(I)MFPSD;:l - (I)ufSO,:l”r,%(Umeu) <e Vpe{l,...,M}

Beweis. Sei V,, eine kleine Umgebung von p, fiir die eine Karte ¢ : V, — C"
existiert und eine Trivialisierung ® : Ey, — V,, x B. Sei V, == ¢(V,) und D, :=
o(V, N D), und S, := ¢(V, N dD) C dD,. Weiter sei p := o(p) und v, der
(nach auken gerichtete) Einheitsnormalenvektor in $ an 0D,. Wenn v(z) den
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Einheitsnormalenvektor in z € S’p bezeichnet, wahle eine relativ offene Umgebung
K, von p in S,, in der [(v(2),v,)] < 7/3 Vz € K, gilt und mit K, cC V,.
Sei K,(t) = {# +tv, | » € K,}, und wihle ¢, > 0 so, dal sowohl L, :=
{K,(t)| —to <t <0} C Dyalsauch {K,(t) | —to <t < to} C V,.Fiir0 <7, <t
definiere U, := {z + 1, | 2 € Ly}, U, == ¢ (U,), und T)(2) := z — r,v,
T, = ¢*1Tp<p, wofiir T,(U,) C V, N D gilt. Sei f, := pry®f : V,N D — B und
f, = f,T, : U, — B, dann definiert F,(z) := &~ (z,fp(z)>, F, € C"(U,, E),

einen von f etwas verschobenen Schnitt. Da f in V, N D gleichmiifig C"-stetig
ist, kann man 7, so klein wahlen, daf§

||<I)qug0;1 o (I)#fgo;:lHr,gou(UpﬁKu) <é v 2 S {17 . 7M}
[l

Bemerkung: Wenn 0 < ¢’ < &, dann kann man U, C U, so wéhlen, dak U/ND =
Up N D, indem man 7, < r, geeignet wihlt, und dann das neue U, mit U,
schneidet.

BiLD 1. Die Umgebung Up in einer Karte.

Satz II1.1.2. Sei f € C"(D,E) und & > 0. Dann gibt es eine Umgebung U von
D und ein F € C"(U, E), so daff

p(F—f)<e Vpe{l,... M}
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Beweis. Sei ¢ > 0. Nach Lemma III.1.1 kann man endlich viele offene Mengen

Ui, ..., Uy finden, die D iiberdecken, und dazu F, € C"(U,, E) mit
12uFv ey = @t e lrpu@oniy <€ VY ue{l,..., M}

Setze Uy := D, Fy := f, und wihle zu {U,}Y eine Zerlegung der Eins {y,}Y,
Xv € C*(U,), supp x, CC U, Zf/\[:o Xv|5 = 1. Definiere

N
Fe= wh,
v=0
Dann gilt
N
pL(F —f) < Z Cr,VHXVSO;:lHr,%(UmKu) q)quSO,:l - (I)Mf(p;;l”r,gou(UVOKu)
v=1
<C,-e
wobei
CT = - max max CT,Z/HXVSO;Zl Hr,(,pu(ﬁVﬂKM)

pe{l,... M} ve{l,..,N}

Wegen der Bemerkung zu_I;emma I11.1.1 kann man auch eine Uberdeckung
{U/}Y finden mit F, € C"(U,, ), fiir die

1PuFe,t = @uf o, pu@onr,) <€/Cr Y ue{l,...,M}

gilt. Da U/’ N D = U, N D, kann man (in D) die y, beibehalten, so da® sich
C, nicht andert. Fir F := E,]/V:o Xy I, erhélt man also pj(F — f) < e. Setze
U:=UU...UUy, dann ist D C U und F € C"(U, E). O

II1.2 Faserweise kompakte Operatoren

Seinun V' — X ein Vektorbiindel iiber X vom Rang m mit den Trivialisierungen

: Vy, — U, x C™. Ist B ein Banachraum, dann hat das Banachbiindel
= V ® B die Trivialisierungen &, = &)u ®idg : (V@ B)y, = U, xC"®
B =U, x B™, wobei B" = Bx...x B.Dh ist v®b € V& B, dann gilt
¢, (v®b) = &%(v) ® b. Seien wieder D CcC X mit C'-Rand und der endlichen
Uberdeckung {K,}, Po(f) = 120 f e, (k) die Halbnormen von C"(D,V®B)

und o, (f) = ||&)uf90;1||nw(m) die analogen Halbnormen von C”(D, V). Da die

P,
E

kompakten Mengen K, eine endliche Uberdeckung von D bilden, definieren p :=
max,, p,, bzw. ¢ := max, 0, auch Normen in den jeweiligen Funktionenrdumen.
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Satz I11.2.1. C>®(D,V)® B C C"(D,V ® B) liegt dicht bzgl. der C"-Topologie.

Beweis. Aus Satz I11.1.2 folgt, da® ein Schnitt aus C"(D, V ® B) durch Schnitte
approximiert werden kann, die in einer Umgebung von D definiert sind. Fiir
offene Mengen aber ist Satz I11.2.1 wohlbekannt, siehe [Lei04, Prop.2.1]. [

Sei nun f € C"(D,V)® B. Dann lift sich dieser Schnitt als endliche Summe
f =72, i ®b; schreiben, wobei f; € C"(D,V) und b; € B. Ist {vy,...,v,,} ein
Rahmen von V iiber U C X, dann laft sich ein Schnitt f € C"(U,V ® B) als
f= Z;”:l v; ® f; schreiben, wobei f; € C"(U, B). Da D kompakt ist, kann man
so jeden Schnitt aus C™(D, V ® B) als endliche Summe darstellen. Fiir ein stetiges
lineares Funktional ¥ : B — Cund f = . v;® f; bezeichne Wy f := 3, W(f;)v;.
Es gilt

Sei nun V'’ ein weiteres Vektorbiindel iiber X und 0 < o < 1. Die Halbnor-
men p}, ** und ¢/, in den Holder-Réumen C"+*(D, V' ® B) bzw. C" (D, V")
seien definiert beziiglich der Trivialisierungen ®, und @,. Seien p’ und o' die
Normen von C"+%(D,V’' ® B) bzw. C"**(D,V"). Ebenso gilt dann p/(f) =
supjg =1 &' (Vv f)-

Satz I11.2.2. Zum stetigen linearen Operator
A:C"(D,V)— C"+(D,V")
gibt es einen eindeutig bestimmten stetigen linearen Operator
Ap:C"(D,V®B) — C"**(D,V' ® B)
mat o
Ap=A®id auf C"(D,V)® B

Beweis. Man zeigt, daf A ® id auf C"(D,V) ® B stetig ist bzgl. p und p’. Da
C"(D,V)® B C C"(D,V ® B) dicht liegt, gibt es dann auch eine stetige Fort-
setzung Ap. Der Beweis von [Lei04, Prop.2.2] kann fiir X = D {ibernommen
werden, wobei man fiir das kompakte D eine endliche Uberdeckung wy, = K,
p€{1,..., M}, von D nehmen kann. Die Aussagen von [Lei04] lassen sich dann
mit Hilfe der Normen p, p’ und p, ¢’ schreiben: Es wird gezeigt, daf

p(f) = ”i}ﬁgl o(Vy f) und Uy (A®id)f = AUy f

Daraus folgt
(Uvi(A®id)f) = o (AVvf) < Co(Tv f)
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und

P((A®id)f) = sup o'(Vv(A®id)f)

[W]=1

< C sup o(Vyf)=Cp(f)

V=1

]

Im Fall 7 = 0 kann man auf die Voraussetzung, daff D einen C'-Rand haben mus,
verzichten, wenn man den Fortsetzungssatz von TIETZE anwendet. Demnach
gibt es eine Umgebung U von D, so daf fiir jedes stetige f € C°(D,V ® B) ein
F € C°(U,V ® B) existiert mit F|5 = f.

Definition I11.2.3. Sei () eine kompakte Teilmenge eines metrischen Raumes
und B ein Banachraum. Sei F eine Teilmenge von C°(Q), B).

Dann heifst F gleichgradig stetig, wenn gilt: Fiir jedes £ > 0 gibt es ein § > 0
mit

[z —yl <o = [[f(x) - fWll<e VfeF

Satz II1.2.4. (AScoLI) Sei Q) eine kompakte Teilmenge eines metrischen Raum-
es und B ein Banachraum. Sei F eine Teilmenge von C°(Q, B). Dann gilt:
F ist relativ kompakt genau dann, wenn:

(i) F ist gleichgradig stetig, und
(i1) fir jedes x € Q ist F(x) :={f(x) | f € F} relativ kompakt.
Der Beweis findet sich in [Lan93|. Mit dem Satz von ASCOLI folgt folgendes

Lemma II1.2.5. Sei ) eine kompakte Teilmenge einer komplexen Mannigfaltig-
keit X, E — X ein Banachbiindel und {f;} eine beschrinkte Folge in C*(Q, E),
0<a<l. Sei B' — X ein weiteres Banachbindel und T : Q — Hom(E, E') ei-
ne stetige Operatorfunktion. Fir jedes z € Q sei {Tf;(z)} relativ kompakt. Dann
hat {T'f;} eine gleichmdfig konvergente Teilfolge {T'f;, }.

Beweis. Die Uberdeckung K; U. ..U K = Q mit kompakten Mengen sei wieder
so gewahlt, dafl I iber K, trivial ist und daf Karten existieren, die K, in den C"
abbilden. Man kann also annehmen, daff K, C C* und f; € C*(K,, B), wobei
B ein Banachraum ist. Weiter kann man annehmen, daf 7' : K,, — Hom(B, B’),
wobei B’ ein weiterer Banachraum ist.

Lo(f) = sup L ZTWIL oy e (141, Zat)
Ay
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bezeichnen die Holderkonstante bzw. die Holdernorm in C*(K,, B). Da {f;}
beschrénkt ist in C*(K,, B), kann man annehmen, daf || f;|l. < 1, also auch
L,(f;) < 1. Dann gilt fiir [x —y| <9

1f5(x) = fiW)ll < [z —y|*La(f;) < 6

Sei € > 0. Wihlt man § < e, sieht man, daf {f;} in K, gleichgradig stetig ist.
Da T stetig ist, ist auch {T'f;} gleichgradig stetig, denn:

IT(x) f(x) = T(y) ;)| < I T(2) f3(x) = T() f5@)l + 1T(w) f3(2) = T) ;)]
< |TC) =TI 5@+ 1T ) = F@)]

Sei ||T|| = maxyeg, [|[T(x)|. Wéhle 6, > 0 so, dak ||T'(z) — T'(y)|| < ¢/2 fiir
|z —y| <01, und &3 > 0 so, dak |[f;(z) — fi(y)|| < g7y fiir [z —y[ <02 VjeN.
Dann gilt fiir 6 := min{dy, d2}

v -yl <o = [Tf(x) -Tfiyl <e VjeN

Betrachtet man nun wieder {7'f;} in C°(Q, E’), folgt mit AscoLl, daR eine Teil-
folge existiert, die in K konvergiert. Diese Teilfolge hat eine Teilfolge, die in Ko,
also auch in Ky U Ky konvergiert. So gelangt man zu einer Teilfolge, die in €2
konvergiert. O]

Definition II1.2.6. Seien E und F' Banachbiindel iiber X und U C X. Ein
Schnitt K : U — Hom(FE, F') heift faserweise kompakt, wenn K (() fiir jedes

¢ € U ein kompakter Operator zwischen den Fasern E, und F, ist. (|Lei04,
Def.2.3|)

Lemma II1.2.7. Seien E und E' Banachbiindel iber X, und sei K : X —
Hom(FE, E') stetig und faserweise kompakt. Weiter sei || -|| eine Fasernorm in E.
Dann st fir jedes kompakte Q) CC X die Menge

{K(Qu | CeQue kv <1}
pra-kompakt in E’.

Beweis. Dies ist [Lei04, Lemma 2.4]. Der Vollstandigkeit wegen wird der Beweis
wiederholt.

Da €) kompakt ist, gibt es endlich viele Teilmengen U; C X, die €2 iiberdecken,
so dak fiir jedes U; eine Karte in den C" existiert und zudem E und E’ {iber U;
trivial sind. Indem man jedes U; betrachtet, kann man auch annehmen, dafs X
eine offene Teilmenge des C" ist, £ = X x B und £’ = X x B’ triviale Biindel
sind und K : X — Hom(B, B’). Bezeichne nun || - || die Norm in B und B’. Dann
mufs gezeigt werden, daf

{K(Qv | CeveB, (v <1}
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pra-kompakt in B’ ist. Sei € > 0 gegeben. Da die Werte von K kompakt sind,
gibt es fiir jedes n € X eine endliche Menge A(n) € B’, so dal

{K(nv |ve B vl <1}
enthalten ist in einer £/2-Umgebung von A(n). Da K stetig ist, gibt es zudem
eine Umgebung U(n) von n € X, so daf
€ .
15£(6) = K(n)ll < 5 fiar alle ¢ € U(n) .

Also auch || K(¢)v—K(n)v|| < § fiir alle v € B mit |Jv]| < 1. Daher ist die Menge
{K(Qu|¢eUln),veB v <1}

enthalten in einer e-Umgebung von A(n). Da Q kompz}‘kt ist, gibt es endlich viele
Punkte ny,...,ny € Q, sodak U(ny),...,U(nxy) eine Uberdeckung von €2 bilden.
Dann ist

N
UAE(Gv [ ¢ e Uly) v e B vl < 1}
j=1

enthalten in einer e-Umgebung der endlichen Menge A(n,) U... U A(ny). Insbe-

sondere ist somit

(K| CeueB, v <1}
in der e-Umgebung dieser endlichen Menge enthalten. n

Satz II1.2.8. Seien E, E', E" Banachbiindel iber X und D CC X eine kom-
pakte Teilmenge von X. Sei

K : D — Hom(E', E")
stetig und faserweise kompakt, und sei
A:C°%D,E)— C*(D,E)
ein stetiger linearer Operator. Dann ist
KA:C°D,E)— C°(D,E")
ein kompakter Operator.

Beweis. siehe |Lei04, Prop.2.5]. o
Sei {f;} eine beschrinkte Folge in C°(D, E). Dann ist {Af;} eine beschrinkte
Folge in C*(D, E’). Da D kompakt ist, folgt aus Lemma I11.2.7, dafs

A= {(KAf;)(¢()|¢eD, jeN}

pria-kompakt in E” ist. Somit folgt mit AscOLI/Lemma II1.2.5, dak diese Folge
eine gleichmiRig konvergente Teilfolge besitzt, d.h. KA : C°(D, E) — C°(D, E")
ist kompakt. O]
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Lemma II1.2.9. Sei V — X ein Vektorbindel tiber einer Mannigfaltigkeit X,
B ein Banachraum und F' ein Unterraum von B. Weiter sei || -|| eine Fasernorm
auf V® B und ¢ > 0.

Ist DC X und f: D —V ® B ein stetiger Schnitt mit

inf —wl|| < ir alle ( € D,
Lnt Q) =l <& i alie €

dann gibt es einen stetigen Schnitt f. - D — V @ F, so dafs

I£(O) = f-(O|l < e fiir alle ¢ € D.

Beweis. siche [Lei04, Lem.2.6].

Sei ¢ € D. Dann gibt es einen Vektor v € (V & F)¢ mit || f(¢) —v¢| < e. Nimmt
man einen stetigen Schnitt f; : D — V ® F mit f;(¢) = v, dann gibt es eine
Umgebung U, von ¢ mit || f(n) — fc(n)|| < € fiir alle n € U. Da X lokal kompakt
ist, gibt es eine Familie von Punkten {(;}cs, (; € D, stetige Schnitte fe; und
Umgebungen {U¢, }jer, die eine lokal-endliche Uberdeckung von D bilden, so daf
If(n) = fe,(m)|| < € fiir alle n € Ug,. Sei {x;};jer eine Zerlegung der Eins bzgl.
dieser Uberdeckung. Dann ist f.(n) := jer Xi(m) f¢;(n) der gesuchte Schnitt. [

Lemma I11.2.10. Sei V — X ein Vektorbiindel, B ein Banachraum und ||-|| eine
Fasernorm auf V @ B. Weiter sei D CC X und S eine kompakte Teilmenge des
Totalraums V & B|p. Dann gibt es zu jedem € > 0 einen endlich-dimensionalen
Unterraum F' von B mit
inf |lv—w|| <e firale¢e€DundveQnN (Ve B)
we(VRF),
Beweis. siehe [Lei04, Lem.2.7].
Sei K1U...UKy = D eine endliche Uberdeckung von D mit kompakten Mengen,
so dak jedes K, C U, in einer Trivialisierung 9, : V|y, — U, x C" enthalten
ist. ©, = Y, ®idp : (V® B)|ly, — U, x B" definiert dann Trivialisierungen
fir (V@ B)|p. Sei ©,(QN(V® B)) = x Qy, d.h. Qy CC B". Dann gibt es
endlich viele by,...,b, € B", so dak )y enthalten ist in einer J-Umgebung der
Punkte {b;}7". Sei F, der endlich-dimensionale Unterraum von B, der durch die
Vektoren b;, € B, j € {1,...,m}, v € {1,...,r}, aufgespannt wird. Sind nun
(e K, ve (VeB)und w e (V& F,) dann gilt (mit den Bezeichnungen
O.(v) = (¢,0), v € B" und ©,(w) = (¢, w), w € F}):
lv —wl| = |0, ¢(7) = O, ¢(@)]| < max €] 0 — @]
CeK,
Nun ist aber F), so gewéhlt, daf es auch ein w’ € (V®F),), gibt mit ||0—@'|| g < 6.
So kann man fiir jedes K, einen endlich-dimensionalen Unterraum F) von B
finden, so dat F' = F} & ... & F); die gewiinschte Eigenschaft besitzt: Fiir jedes
(e Dund v e (V& B) gibt es ein w € (V@ F)¢ mit ||[v —w| <e. O
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Satz II1.2.11. SeienV/, V' und V" Vektorbindel iber X, B ein Banachraum und
D CcC X. Weiter sei der stetige Schnitt K : D — Hom(V ® B, V'® B) faserweise
kompakt, und zu dem stetigen linearen Operator A : C°(D,V') — C*(D, V") sei

Ap :C°(D,V'® B) — C*(D,V" @ B)

ein stetiger linearer Operator mit Ag = A®idp auf C°(D, V') ® B. Dann ist
ApK : C°(D,V ® B) — C"(D,V" ® B)

ein kompakter Operator.

Beweis. siehe |[Lei04, Prop.2.8|.
Die Fasernorm in V ® B, V' ® B und V" ® B wird jeweils mit || - || bezeichnet.
Sei nun {f;} eine beschrinkte Folge in C°(D,V ® B) und

C:= sup [[fi(Q)]| < o0
jENCED
Sei € > 0. Es geniigt zu zeigen, daf eine Folge {f]'} in C%D,V" ® B) existiert
mit

max |[ApK f;(C) — f{ ()| <e VjeN |

ceD
so dak {f]'} eine gleichmiRig konvergente Teilfolge besitzt.
Sei ||Ap|| die Operatornorm von Ag : C°(D,V' ® B) — C°(D,V" ® B),
wobei in C°(D, V' ® B) bzw. C°(D, V" ® B) die Maximumnorm bzgl. der oben
gewihlten Fasernormen betrachtet wird. Nach Lemma II1.2.7 ist

Q= {K()f;(¢) | ¢€ D,j e N}

pra-kompakt in V' ® B. Nach Lemma II1.2.10 gibt es also einen endlich-dimen-
sionalen Unterraum F' von B, so dak

€ —
inf K ; —w|| < —— furalle( € D und 7 € N.
we(V’@F)C || (C)f](C> || ||AB|| C .7

Daher gibt es nach Lemma I11.2.9 eine Folge {f/} in C°(D,V’ ® F), so dak

max | K(Q)f5(Q) = F(Qll < o fiir alle j € .
¢eD [ Ag||

Fir f}' = Apf} gilt also max,5 ||AsK f;(¢) — f{(Q)| < e. Da F endlich-
dimensional ist, ist Ap = A ® id auf C°(D,V’ ® F), und folglich ist das Bild
Ap(C°(D,V'®F)) enthalten in C%(D, V" ®F). Daher ist Ap ein stetiger Opera-
tor von C°(D, V'® F') nach C%(D,V"®F). Da K stetig ist und {f;} beschrinkt,
so ist auch { f/} beschréinkt in C°(D,V'®F). Somit ist die Folge { f}'} beschréinkt
in C*(D,V" ® F), und da V" ® F endlichen Rang hat, folgt mit AScoLI, daf
{f'} eine gleichmiRig konvergente Teilfolge besitzt. O
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I11.3 Banach-wertige (p, ¢)-Formen

Sei E ein holomorphes Banachbiindel iiber der komplexen Mannigfaltigkeit X.
Dann bezeichne AP4T% das Vektorbiindel der (p, ¢)-Formen auf X . Tensoriert mit
E bekommt man das Banachbiindel der E-wertigen (p,q)-Formen. Der Raum
der C"-Schnitte in diesem Biindel wird mit C} (X, E) = C"(X,A\MTy ® E)
bezeichnet. Sei U C X eine offene Menge, so daf iber U ein Rahmen {dz;AdZ s},
fiir AP9TY existiert. Eine (p, ¢)-Form w € C (U, E) likt sich dann schreiben als
w=>,wrydzr NdzZ;, wobei wy; € C"(U, E) die Koeflizienten von w sind. Fiir
eine Abbildung H : C"(U, E) — C*(U, E) sei definiert

Hw = Z(HW[J)dZ[ A\ dEJ
1J

Definition III.3.1. Sei U C C" eine offene Teilmenge des C" und B ein Ba-
nachraum. Ist f € C} (U, B), dann heikt Of stetig, falls ein g € C) (U, B)
existiert mit

Jouns=c1 [ wng  VoeDU0)
U U

wobei D,,_pn—q-1(U, C) die Schnitte in C° (U, C) bezeichnet, die kompak-
ten Tréger in U haben. Die Form g ist dann eindeutig bestimmt und wird mit
df bezeichnet. Weiter sei C) (U, B) := {f € C) (U, B) | Of ist stetig }.

Somit ist d ein abgeschlossener Operator zwischen den Fréchetriumen C’g,q(U , B)
und C° ., (U, B) mit @?,q(U’ B) als Definitionsbereich.

p,g+1
Lemma II1.3.2. Sei U C C" eine offene Teilmenge des C" und B ein Banach-
raum. Fir f € C) (U, B) gilt:

(i) Ist x € C>(U,C), dann ist xf € 527Q(U, B) und O(xf)=0x A f+x0f.
(ii) Ist H : U — End(B) holomorph, dann ist Hf € ng(U, B) und OH f = HOf.

Dies wird in |Lei04, Kapitel 3| gezeigt. So kann man 0 fiir E-wertige Formen
einfithren mit den gewohnten Eigenschaften.

Definition III.3.3. Sei E ein holomorphes Banachbiindel tiber der komplexen
Mannigfaltigkeit X. Sei f € ng(X, E). Dann heifft 0f stetig, falls ein g €
C;?,q (X, E) existiert, so daf 0®f = ®g fiir jede holomorphe Trivialisierung
®:Ey—UxB. - -

Man setzt wieder f = g und C) (X, E) := {f € C) (X, E) | Of ist stetig }.
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Sei nun wieder D CC X ein relativ kompaktes Gebiet mit C'-Rand. Wie in
Lemma III.1.1 kann man einen Schnitt f € C’gq(ﬁ, E) in einer Umgebung U,
von p, € 0D mittels T, verschieben. Sei ¢, , = pryo ®, . : £, — B. Mit

~

Tu_l(z) = gb'_,,l,z¢‘,,,Ty(z) tEr,) — B,
definiert )
F (2):=H,f(z) =T, foT,(2)

den stetigen Schnitt F,, € Cg,q(Ul,, E) wie in Lemma II1.1.1. Dann gilt H,f — f
fir T, — id, und OH,f = H,0f, denn fiir ¢u: By, — B ist ¢u¢j_ul :U,nNU, —
GL(B) holomorph und

5 (gb/i,ngj_y%ngjl,,Ty(z)f © TV) (’Z) = qbu,ngzl,zg(qﬁjy,']ﬂu(z)f © TV)(Z)
= qbp,quj_,,l,ng',,,Tu(z)af © TV(Z)

Da Of stetig ist, ist somit auch 0F, = 0H,f = H,0f stetig und OF, — Of.
Somit ist auch ) x,F), stetig.

Satz I11.3.4. Sei f € @?ﬂ(b, E) und € > 0. Dann gibt es eine Umgebung U von
D und ein F € égq(U, E), so daf fiir alle p € {1,..., M} gilt:

|0, F — @,fllk, <& und |®,0F —®,0f|x, <¢

Beweis. Sei f € C9,(D,E) und F =¥, X, F, € C (U, E) wie in Satz IIL.1.2,
so dah ||®,F — ®,f|k, <e Vwpe{l,...,M}. Dann gilt

N
OF =Y x,0F, +0x, N F,

v=0

Da beim Verkleinern von U die x,, beibehalten werden, bleibt auch |10x. || gleich,
so daf man mit einem eventuell kleinerem U auch ||®,0F — ®,0f||k, < ¢ fiir
alle 1 < pu < M erreichen kann. O

Daraus folgt

Satz I11.3.5. Zu jedem f € 537(1(5, E) gibt es eine Folge {f,} in Cﬁ(ﬁ, E), so
daf f, — f und Of, — Of.

Beweis. Fiir Schnitte, die auf einer offene Umgebung von D definiert sind, ist das
Ergebnis wiederum bekannt ([Lei04, Prop.3.5]). Analog zu Satz I11.2.1 kann man
auch hier einen Schnitt aus CN’Z?,q(E, E) durch Schnitte, die in einer Umgebung
von D definiert sind, annéhern. O
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II1.4 Globale Homotopieformel

Sei U eine Teilmenge einer komplexen Mannigfaltigkeit X und £ — X ein
Banachbiindel. Dann bezeichne Z) (U, E) == {f € C} (U, E) | 9f = 0} und
B) (U E) := 9C° (U, E). Weiter sei H?4(U, E) := 2z (U, E)/B) (U, E).

p,g—1

1I1.4.1 ¢-Konvexitat

Sei X eine n-dimensionale komplexe Mannigfaltigkeit, und sei o : X — R eine
C?-Funktion. Ein Punkt p € X heifit kritischer Punkt von p, falls do(p) = 0
ist. Ein kritischer Punkt heifst nicht-degenerierter kritischer Punkt, falls die
Matrix der zweiten Ableitungen

( 8%0(p) )
&rjc?xk k=1

invertierbar ist, wobei {z1, ..., xs,} reelle Koordinaten in einer Umgebung von
p sind. Andernfalls heifft der Punkt degeneriert.

Slnd {z1,...,2,} holomorphe Koordinaten in einer Umgebung von p, dann ist
T , der holomorphe Tangentialraum in p, der durch {-2- Borr %} aufgespannt
erd Die Levi-Form L,(p) auf dem holomorphen Tangentlalraum ist definiert
durch

Po(p) +
57,0

Lg(p)5 =

J.k=1

LG fir &= Z@a (n) €Ty,

eine hermitesche Form, die unabhéngig ist von der Wahl der holomorphen Ko-
ordinaten. Sei nun 1 < ¢ < n. Eine C?-Funktion ¢ : X — R heifit ¢-konvex in
p € X, falls ihre Levi-Form n—qg+1 positive Eigenwerte in p besitzt. Sie heiftt
Ausschopfungsfunktion fiir X, falls fiir jedes o < sup,.x o(2) die Menge
{z € X | 0o(2) < a} relativ kompakt in X ist. X heift ¢-konvex, falls es eine
kompakte Menge K CC X und eine Ausschopfungsfunktion ¢ in X gibt, so dafs
0 in jedem Punkt von X \ K g¢-konvex ist. Falls K = () gewéhlt werden kann,
heifst X auch ¢-vollstindig.

Die 1-konvexen Funktionen werden auch streng pseudokonvex genannt, und
die 1-konvexen Mannigfaltigkeiten heifsen auch pseudokonvexe Mannigfaltig-
keiten. Die 1-vollstandigen Mannigfaltigkeiten sind genau die Steinschen Man-
nigfaltigkeiten. Zudem sollen als 0-konvexe Mannigfaltigkeiten die kompakten
Mannigfaltigkeiten bezeichnet werden.

Ein relativ kompaktes Gebiet D CC X heilst streng g¢-konvex, falls es eine
g-konvexe Funktion g in einer Umgebung U von 9D gibt, so dak DNU = {z €
U | o(z) < 0}. D heift nicht-degeneriert, falls o ohne degenerierte kritische
Punkte in U gewahlt werden kann.
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111.4.2 Homotopieformel

Ist V' ein holomorphes Vektorbiindel tiber X und D C X. Dann gibt es lokal
kleine Umgebungen U C D, in denen fiir Schnitte f € ZJ (D,V) auch eine

Losung u € C’Sq (U, V) existiert, die du = f|y 16st. Ist nun D CC X ein
nicht-degeneriertes streng g-konvexes Gebiet und » > ¢ > 1, dann kann man die
lokalen Losungsoperatoren so zusammenfiigen, dafs man einen globalen Operator
erhilt, der bis auf einen kompakten Teil global in D lést. Dies fithrt zu dem Er-
gebnis dim HP"(D, V) < oo, d.h. BY,(D,V) ist ein abgeschlossener Unterraum
von Z0 (D, V) von endlicher Codimension. [HL8S|

Ist nun zusitzlich H?9(D,V) = 0, so kann man auch global eine Homotopie-
formel erhalten, die fiir f € Z9 (D,V) eine Losung u € C’f,q (D, V) findet,
die Ou = f (in D) erfiillt. Diese Homotopie-Operatoren sind sogar Holder-stetig
mit Exponent 1/2. Die Homotopieformel gilt auch weiter, wenn man Schnitte

betrachtet mit Werten in V' ® B, wobei B ein Banachraum ist.

Lemma III.4.1. Sei X ein Vektorraum und seien x),...,z,, € X' linear un-
abhdngige Funktionale. Dann gibt es linear unabhingige x1,...,x, € X mit

i(;) = bij.

Beweis. Beweis durch Induktion. (n = 1 ist klar.)
(n=2):
Zu ) € X' gibt es 1 € X mit 2(Z1) = 1, da 2] # 0. Suche 25 € Ker z]
mit z4(xy) = 1. Dazu betrachte Hy(x) = x — 2 (z)Z1. Hy : X — Ker 2/, denn
vy (H(2)) = 2y (2 — 2y (2)71) = 2y (2) — (21 2) 7 (2) =0 Ve X,
Angenommen Ker 2] C Ker 2, d.h. z4(x) =0 V x € Ker 2/, dann ist insbeson-
dere 24(Hi(z)) =0 Ve X, also0=a)(H(x)) = xh(x) —ah(Z1)x)(z) Ve
X, also x4, = z4(%1)2} - im Widerspruch dazu, daf {z,x}} linear unabhéngig
sind. Also gibt es xo € Ker 2} mit z4(x2) = 1. Sei nun z4(Z;) =: p, dann de-
finiere z1 := 1 — pxe. Dann gilt xh(xy) = x4(%1) — pah(xe) = p— p = 0 und
(1) = 2} (21) — pa(x2) = 1. Zusammen z}(z;) = 0;;, 1 < 4,5 < 2.
(n—1) — (n)
Gelte nun fir Zy,...,%,-1 € X: 24(%;) = 0 1
ﬂ?:_llKerx;,H:XﬁNHx::x—Z x(
gibt es x,, € N mit 2} (z,) = 1, denn sonst wére 316
-1

<i,j<n-—1 Sei N
)Z;. Analog zu (n = 2)
'(r) =0V z € N, insbe-
sondere z,(Hr) = 0V z € X, also a,(z) = > /7 2,(%;)2}(r) Vo € X, dh.
xl = Znﬂl x,,(7;)x; im Widerspruch dazu, dak {},...,z,} linear unabhé,ngig
sind. Also w(ry) = lund 7(x,) =0,j <n(dawx, € N) Definiere 2, (%;) =: p;,
Jj<n,xj:=21; —u]xn Dann gilt @/ (x;) = «,,(Z;) — p;x),(x,) = pj — p; = 0 und
¥(5) = T(E5) — iy (n) = TUE3) = By 0] < .
Da z{(3_7_, Ajz;) = Ai, miissen die {z1, ..., x,} auch linear unabhéngig sein. [
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Sei V' ein Vektorbiindel iiber der Mannigfaltigkeit X und V* das duale Biindel,
dann bezeichnet D(X, V*) die glatten Schnitte in V* mit kompakten Trager in
X.

Lemma II1.4.2. Seien fi,..., fm € C°(X,V) linear unabhingig. Dann gibt es
linear unabhdngige @1, ..., om € D(X,V*) mit

/ fiNpj =03
X
Bewezs.

Wenn {fi,..., fi} linear unabhéngig sind, dann auch Ty,,..., T}, € D'(X,V*)
definiert durch

Ty,(#) ;:/ fine
b
Also gibt es linear unabhéngige @1, ..., ¢, € D(X,V*) mit

/Xfi Npj =05, dh Ty(p;) =6
]

Satz I11.4.3. Sei X eine komplexe Mannigfaltigkeit und V- — X ein holomor-
phes Vektorbiindel. Weiter sei D CC X ein nicht-degeneriertes streng q-konvexes
Gebiet und ¢ > 1 so, daf

H>(D,V)=0
Dann gibt es stetige lineare Operatoren (Ap41 :=0)
A G DV) = CL(D,V)  r=gq+l
mat _ _ o
OAf + Agi0f = f fiir alle  f € CQ,(D,V)
Beweis.

Theorem 11.2 in [HL88| besagt, dak es fiir ¢ > 1 stetige lineare Operatoren
T,:C.(D,V) — G2 (D,V) wnd K,:C3,.(D,V)— Cyl*(D,V)
fiir r > ¢ gibt, so dafs
I f+Top0f = f+K.f  fivalle feC (D, V), r>q.
Sei also ¢ > 1. Dann folgt

0K, f = K, 10f fir alle f € 5&(57 V), r>gq,
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denn einerseits
of +K,)f =001, f + T,110f) = 0T,:10f
aber andererseits wenn man Of statt f betrachtet
Of + Kry10f = 01,10 4 T,4200f = 01,110 f

Setze B, = By.(D,V), Z, := 20,.(D,V) und D, := 6&(5, V). Firr > ¢
ist B, ein abgeschlossener Unterraum von Z, von endlicher Codimension, d.h.
dim Z,/B, = dim H*"(D,V) < oo.

Da H>(D,V) =0, ist B, =2, = 5Dq,1. Sei N, die Einschriankung von id + K.
auf B,., und seien Ker N, = {f € B, | N,f = 0} und Im N, = N,(B,) Kern
bzw. Bild von N,. Da K,(B,) C B,, gilt auch Im N, C B,. Nun ist K, stetig

zwischen B, und C'&/TQ (D, V), also nach ASCOLI ein kompakter Endomorphismus
von B,.. Somit ist N, ein Index-0 Fredholm-Operator in B,. Daher hat Im N,

endliche Codimension m, in B, und m, = dim Ker N,. Sei {hY), e h%l} eine
Basis von Ker N,, und die Formen gy), e gS{Z € B, seien so gewahlt, dak B,
durch Im N, U {¢\",..., ¢} aufgespannt wird. Da C§o_1(D, V) dicht liegt in
D,_1 bzgl. der Graphennorm (Satz II1.3.5), kann man annehmen, daf gy " ¢
0Cg_1(D,V). Zu den ¢ gibt es Formen u " € C§o_1(D, V) mit oul Y =

gﬁ”’. Sei V* das duale Biindel zu V und D,,,,_.(D, V*) der Raum der V*-wertigen

C°°-Formen vom Grad (n,n — r) mit kompakten Tréger in D. So gibt es Formen

ngr)7 sty 907(72 G DH,TL—T(Ev V*> mlt

[ n et =610
D

Definiere folgende stetige lineare Operatoren mit endlichen Rang

Sy : Co,(D, V) = Cii(D,V)
K/,K!:Cy,.(D,V)— C3.(D,V)

durch
u’(/rfl)

&sz;(Awa@

)
K f= i (/ fA so(f)) g
/.

K// o p+r+1 Z ( f A agp (r+1) )

)
Y
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Fiir f € D, folgt K'f = 0S,f und mit STOKES K"f = S,.10f. Setze
A =T, +8,:C0,.(D,V) = Cg)2,(D,V)
Dann gilt
QA f + Ap10f = f+ (K, + K. + K')f fir feD,
Setze M, :=id + K, + K/ + K". Wenn man nun f und Jf in
OAf + AaDf = M, f

einsetzt, ergibt sich

oM, | = 5(5;{7‘]0 + *Zr-&-lgf) = 0A,10f + A4200f = My, Of

Die Einschriankung M, |, ist ein Isomorphismus, da K” = S,.,0 auf Z, ver-
schwindet und so M,|g, = N, + K!|s,, wobei K/ den Kern von N, isomorph auf
ein Komplement von Im N, in B, abbildet. Weiter gilt

MT’(ZT’) = B’I‘ 5
denn
(id+ K,)(Z,) c B, und K.(Z,)C B,
Sei nun H" ein ¢ endlich—dimegsionales Komplement von B, in Z,, H" & B, = Z,,
und Q, : C9,.(D,V) — C§,.(D, V) eine stetige Projektion mit
Im Q,=H" und Ker Q, D B,
Dann gilt _ _
0Q,f=0 und Q,10f=0
Definiere - - -
M, :== M, +Q, : Cy .(D,V) — C{,.(D,V)
Auf Z, ist J\/ZT| z, ein Isomorphismus und es gilt

5]\//-77«f = ]\/Zrﬂgf fir f € D,

Es gilt M,(D,) = D,
Wegen 0K, f = K,,10f gilt K.(D,) C D,. Ebenso gilt Im Q. C Z, C D,. Die
Werte von K/ und K liegen sogar in C§%.(D, V). Somit gilt M,(D,) C D,.

Fiir 72" sei f € D,, also 0f € B,,1. Da ]\/4\7~+1’B ein Isomorphismus ist, folgt

r+1
of = ]\Zﬂgu fiir ein u € D,
= 0M,u
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Somit ist 8(f M, u) =0, also f — M,u € Z,. Da auch M, |z, ein Isomorphismus
ist, folgt f — M,u = M,v fiir ein v € Z,, also f = M(u—i—v)

M, : C3,.(D,V) — C3,.(D,V) ist zudem ein Index-0 Fredholmoperator, da K, :
Co,.(D,V) — Céf(ﬁ, V) und die Einbettung Céf(ﬁ, V) — C3.(D,V) nach
AscoLr kompakt ist, und da die Operatoren K/, K und @), endlichen Rang
haben. Da D, C C{,(D,V) dicht liegt, ist M, : Cy,.(D,V) — C§,.(D,V) ein
Isomorphismus.

Setze nun

Ay =AM = (T, + S) (M, + Q,) !
Fir f € D, und r > q ergibt dies
OAf + AraDf = A M f + A1 MO
= 52{7“]/\4\;1][‘ + A/T’—ﬁ-laMr f
= MM f = (M = Q)M f
= f— QM 'f
Nach Voraussetzung ist H? = 0, d.h. Qq . f=0. O

Bemerkung: (i) Insbesondere erhélt man also fiir r > ¢
H""(D,V)=0 = 0Af+ A, 0f = f

Dies ist auch klar, da g-Konvexitét (¢ + 1)-Konvexitat impliziert. -
(ii) Sei nun D CC X ein nicht-degeneriertes 1-konvexes Gebiet und H*°(D, V) =
0. Dann gilt A 0f = f:
Da M1| B, = Mji|p, ein Isomorphismus ist, gilt auch M '0f € By, und so
QM '9f =0
Daraus folgt
FADf =0f —QM['Of =3f

dh. A0f — f € Zy = H*(D,V) = 0. Setzt man Ay := 0, erhiilt man fiir den
1-konvexen Fall

H""(D,V)=0 = 0A f+ A, 0f = f r>0

(iii) Ist X eine kompakte Mannigfaltigkeit, dann gibt es fiir r > 1und 0 < a < 1
stetige lineare Operatoren

T.: CY(X,V) = Co_(X,V) wnd K,:C(X,V)—Cs.(X,V),
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so daf B B B
I f+Tndf = f+K,f firalle feCp.(X,V).

Man erhélt also wie in (ii)
(X, V)=0 =  9Af+Andf=f , r>0

Satz I11.4.4. Se: V — X ein holomorphes Vektorbiindel und B ein Banachraum.
Weiter sei D CC X ein relativ kompaktes Gebiet mit C'-Rand, 0 < a < 1 und
q > 0. Sind

A, Cg}r(ﬁ, V) — C((]l,r71<ﬁ7 |78 r=gq,q+1
stetige lineare Operatoren mit

A f + Agndf = f firalle feCS,(D,V) |
dann gibt es stetige lineare Operatoren

Af:C’&AE,V@B)—>Cg‘ﬂ_1(ﬁ,V®B) , r=q¢,q+1
mat _
EAfo + Af+15f =f fiir alle [ € C’qu(ﬁ, V ® B)

Beweis. |Satz 111.2.2; Satz I11.2.1, Satz I11.3.5]
Fiir B=C ist AP = A,. Ist B nun ein beliebiger komplexer Banachraum, dann

folgt aus Satz I11.2.2, daR es stetige lineare Operatoren AZ : CS’T(E, V®B)—
Cs_1(D,V © B) gibt mit

N N
A?ij(ng:ZAT’(f])@b] fiir fj EC(()),T(E7V)7 bj € B.
=1 =1

Ist f € 687q(E,V ® B), dann gibt es nach Satz I11.3.5 und Satz I11.2.1 eine
Folge f, € C35(D,V) ® B, so dak f, — f und df, — Jf. Da fiir die f, die
Homotopieformel dAZf, + AP 0f, = f, gilt und die AZ stetig sind, folgt die
Behauptung, wenn man zum Grenzwert iibergeht. O]

I11.4.3 Endlichkeitssatz

Definition 111.4.5. Ein Banachraum B hat die kompakte Approximations-
eigenschaft, wenn es fiir jede kompakte Menge I' CC B und jedes £ > 0 einen
kompakten Operator K : B — B gibt mit ||z — Kz|| < ¢ fiir alle x € I.

Ein Banachbiindel hat die kompakte Approximationseigenschaft, wenn die
Fasern die kompakte Approximationseigenschaft haben.

Ein Banachbiindel ist von kompaktem Typ, wenn die Ubergangsfunktionen
die Form id + K annehmen, wobei die Werte von K an jeder Stelle kompakte
Operatoren sind.
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Satz I11.4.6. Set V. — X ein holomorphes Vektorbiindel und D cC X en
nicht-degeneriertes streng q-konvezes Gebiet mit C*-Rand und H* (D, V) = 0.
Sei E ein holomorphes Banachbiindel tiber X .

(i) Ist E holomorph trivial, dann ist H*4(D,V @ E) =0 .

(i1) Ist E von kompaktem Typ mit kompakter Approzimationseigenschaft,
dann gilt dim H*(D,V @ E) < oo .

Zusatz: Ist D CC X ein nicht-degeneriertes streng 1-konvexes Gebiet mit
H(D,V) =0, dann gilt ebenso

(i) H°(D,2V® E)=0 bzw. (i) dim H*°(D,V ® F) < o .

Ist X eine kompakte Mannigfaltigkeit und ¢ > 0, dann gilt analog:

(i) Ist E holomorph trivial, dann ist H*(X,V @ E) =0 .

(i1) Ist E von kompaktem Typ mit kompakter Approximationseigenschaft, dann
gilt dim H*(X,V ® E) < oo .

Bemerkung:

Ist eine Mannigfaltigkeit (oder ein relativ kompaktes Gebiet) (streng) g-konvex,
dann natiirlich auch (g + 1)-konvex. Ist D CC X streng ¢-konvex, dann ist dies
eine Eigenschaft des Randes. Wenn also D = X eine kompakte Mannigfaltigkeit
ist, dann ist X zum einen eine 1-konvexe Mannigfaltigkeit mit K = X (sie ist
nach Definition sogar 0-konvex), zum anderen ist X auch ein streng 1-konvexes
Gebiet, da 90X = (). Dies sind Zusatz (i) und (ii).

Fiir den Beweis von Satz 111.4.6 wird noch folgendes Lemma benétigt.
Lemma I11.4.7.

(i) Seien V. C U Unterriume des Banachraums X. Ist V' abgeschlossen und
dim X/V < oo, dann ist auch U abgeschlossen.

(i1) Ist T : X — Y Fredholm-Operator zwischen den Banachriumen X und Y
und U abgeschlossener Unterraum von X, dann ist das Bild T(U) abge-
schlossen.

Beweis.

(i) Sei w : X — X/V die Quotientenabbildung. Das Bild w(U) ist abgeschlossen
in X/V, da dimw(U) < dim X/V < co. DaV C U, gilt U = w™'w(U), und da
w stetig ist, ist U abgeschlossen in X.

(i1) Da T Fredholm-Operator ist, ist Ker T endlich-dimensional und Im 7' =
T(X) abgeschlossen. Die Quotientenabbildung w : X — X/Ker T ist stetig und
offen. Sei T : X/Ker T — Im T die Abbildung mit 7 = Tw. Da Im T abgeschlos-

sen ist, ist T ein Isomorphismus. Nach Definition der Quotiententopologie ist eine
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Menge V' C X/Ker T genau dann abgeschlossen, wenn w™'(V') abgeschlossen in
X ist. Nun ist w'w(U) = U+Ker T. Da Ker T endlich-dimensional ist, hat auch
der Unterraum U N Ker T' = Z endliche Dimension, und es gibt einen endlich-
dimensionalen Unterraum W mit Ker T'= W @ Z. Daher ist U N W = {0} und
U+Ker T =U®W = w(U) abgeschlossen. Da T Isomorphismus ist, ist auch
T(U) = T\w(U ) abgeschlossener Unterraum. O

Beweis von Satz 111.4.6.
(1) Dies folgt aus Satz I11.4.3 und Satz I11.4.4.
(#1) Die Norm in B und die Fasernormen in den Biindeln werden jeweils mit || - ||

bezeichnet. Wihle endliche Uberdeckungen {U;, ..., Uy} und {U],..., Uk} von
D mit U; CC Uj, so dak E iiber U} trivial ist. Da £ von kompaktem Typ ist,
gibt es holomorphe Trivialisierungen

;: By — Ul x B

so dafd
L= q)jq),gl —id : Uj{ NU, — X x End(B)

faserweise kompakt ist. Dann folgt mit Lemma II1.2.7, dafs die Menge
I' .= {ijb | be (UJ ﬂUk) X B, ||b|| = 1}
relativ kompakt in (U; NU}) x B ist.
Sei ¢ > 0. Da B die kompakte Approximationseigenschaft besitzt, gibt es einen
kompakten Operator () : B — B, so daf
|lr — Qx| <e furallex eT.
Sei P :=id — Q. Dann gilt | PT;b|| < ¢|b|| fiir alle b € (U; N U}) x B.
Die mit idy tensorierten Operatoren in V' ® B bzw. V ® E werden wieder mit
P, Q, T, ® bezeichnet. Da
q)jq);l = idV@B + ij auf UJI N U]::,
gilt dort auch
O P(®; — B) = ;' P(0;0," — idyigp)Pr = O PT ;D

Nun kann man £ > 0 so klein wahlen, dafs fiir f € ng(ﬁ, V ® FE) gilt

1 _
|95 PEwifll < SIfIl auf U0 Uy
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Wihle nun C*-Funktionen y; : X — [0,1], so dak \; = X? eine Zerlegung der
Eins fiir Uy, -+, Uy bzgl. D bilden, also mit der Eigenschaft

N
D Alp=1 .
j=1

Definiere stetige lineare Operatoren

.17 Cp.(D.V® E) - Cy, «(D,VOE) , r=gqq+1,
durch
N
T;f = Z )\](I)j_lAqu)k)\kf s
gk=1
N
T'f = x; @7 AQPx;f .
j=1
wobel
A CY,.DVeB) —C(D.VeB) , r=qq+l |

DAgf + AgnDf = | fiwalle feC,(D.V®B) .

die Operatoren aus Satz I11.4.3 bzw. Satz 111.4.4 sind.
Dann ergeben sich mit den Bezeichnungen

N N
Sf.=— Z )\j<I>;1Pij(I)k>\kf = - Z (I);lprjkq)k)‘j)‘kf )

jk=1 jk=1

N N
K'f = 0NASTAPONS , L'f == NO A POONAf

Jik=1 gk=1

N N
K”f = ZEX] AN (I)J_IAqQCI)JX]f s L”f = — Z chbj-_lAq+1Q(Dj5Xj A f s

j=1 j=1
fir f e 58,(1(?, V ® E) die Bezichungen

N
T f + Ty, 0f = (K + L) f+ > N®; POALS
G.k=1
N
=(K'+L'+8)f+>_ \O;'Pd;f

Jj=1
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und
_ _ N
OT) f+ T 0f = (K" + L") f+ > x(9;'Q0; f
j=1

Da P+ @ =1id, gilt also fiir 7, :=T,+ 1T :
I, f +Tyidf = f+Sf+(K'+ L+ K"+ L") f , feCl(D.V®E)

Behauptung:
Fiir die Operatoren S, K', L', K", L" gilt:

id+1tS: Cqu(ﬁ, VeFE)— C’gﬂ(ﬁ, V ® E) ist Isomorphismus V ¢t € [0, 1] ,

K' LI',K",L":C3,(D,V®E)— Cj,(D,V®E) sind kompakte Operatoren.

Denn:

Die Operatornorm von ¢S ist [[tS|| < t/2, da H(IDJ-_lPij(I)ka < 1|f]l, und daher
ist id + ¢S invertierbar.

Da @ als Schnitt in V ® B faserweise kompakt ist, folgt mit Satz I11.2.11, daf
AQ:CY (D,V®B) — Cf,_(D,V®B) ein kompakter Operator ist, und somit
ist auch K" kompakt. Ebenso folgt die Kompaktheit von L”.

Da ;' =&, — &', in U; NU, und Y_ A, =1, 32 9X; = 0, folgt

N
K'f =) 0M\A® A POALS

jk=1

N
= ) NONA (D =B+ @A PDALS

V7j7k:1

N N N
== Y NONAQTTAPONS + > > N AND, T APOALS

v,j,k=1 vk=1 j=1

J/

-0
Mit Satz I11.2.8 folgt nun, daf K’ kompakt ist.
Analog folgt mit &, = &, — '), Py, dalt

N
L'f= Y XN 'Ap PTu@\ 0N A f

v,j,k=1

womit nach Satz I11.2.11 auch die Kompaktheit von L’ folgt.
Folglich ist fiir jedes ¢ € [0, 1]

M) =id+t(S+ K +L + K"+ L")
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Fredholm-Operator in C’g’q(ﬁ, V®E). DadT,+T,10 = M(1), ist Zqu(ﬁ, VQFE)
ein invarianter Unterraum von M (1) und so auch von M (1) — id. Daher ist

N(t) := M(t)|28’q(5,V®E)

ein Endomorphismus von Z{ (D,V ® E) fiir alle ¢ € [0, 1]. Da M (t) Fredholm-
Operator ist, ist der Kern von N(t) endlich-dimensional und das Bild von N(t)
topologisch abgeschlossen. Es gilt N(0) = id, und da N(t) stetig von ¢ abhéngt,
hat N (t) fiir jedes t € [0, 1] endliche Codimension in Z{ (D, V ®E). Insbesondere
hat auch
V=(G(d+S+K+L+K'+L"(Z3,D,V®E))

endliche Codimension in Z§ (D,V @ E). Fiir (=01ist Y =0 und) ¢ > 1ist ¥
enthalten in B (D,V ® E) = 9CY,_(D,V @ E), so dak auch BS (D,V ® E)
von endlicher Codimension in Z&q(ﬁ, V ® E) ist, d.h.

dim H*(D,V ® E) < 0o
O

Bemerkung: Aus dem Beweis folgte, dak N(t) : 27 — 29 Index-0 Fredholm-
Operator ist fiir alle ¢ € [0, 1]. Das gleiche folgt auch fiir N(¢t) = N(t)|gs : B —
B9. Da N(1) =0T mit T : B¢ — C,_; und 9 : éq_l — B9, und B? Banachraum
ist, zeigt das folgende Lemma, dafs es auch einen stetigen Operator T:B"— —1
gibt mit T = id auf B.

Lemma II1.4.8. Seien E, F Banachriume und 0 : E — F ein abgeschlossener

linearer Operator mit dom(0) C E. Angenommen folgendes sei erfiillt:
(i) O(dom(0)) = F, d.h. O ist surjektiv (folglich offen).

(i) Es gibt einen beschrinkten linearen Operator T : F — E mit T(F) C
dom(0), so dafs OT ein Index-0 Fredholm-Operator ist.

Dann gibt es einen beschrinkten linearen Operator T :F — E mit T(F) C
dom(9) und OT = id.

Beweis. Seien M, N C F' abgeschlossene Unterrdume mit F' = Ker (OT)® M =
Im (0T) @ N. Dann gilt dim N' = dim Ker (97) < oo, und es gibt eine lineare
Abbildung S : Ker (0T) — E mit 0(S(Ker (0T))) = N. So ist 05 injektiv.
Definiere
Tr, zeM
Bzx := —
{ Sz, x e Ker (0T)

Dann ist OB bijektiv und abgeschlossen, also ist (0B)~! sogar stetig.
Definiere T := B(0B)™* O
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ITI1.5 ¢-konvexe Erweiterung

Sei X eine n-dimensionale komplexe Mannigfaltigkeit und n > ¢ > 1. Um Er-
gebnisse auf g-konvexen Mannigfaltigkeiten zu erhalten, wird folgende Methode
benutzt, die auf GRAUERT zuriickgeht: Die Mannigfaltigkeit wird durch relativ
kompakte streng g-konvexe Gebiete D, = {p¢ < a} einer Ausschépfungsfunktion
o0 ausgeschopft, wobei Dy streng g-konvexe Erweiterung von D, fiir # > « ist.
Diese Erweiterung wird mittels endlich vieler kleiner Beulen erreicht, durch die
bestimmte Eigenschaften der Kohomologie auf das etwas erweiterte Gebiet {iber-
tragen werden konnen. Folgende Definitionen stammen aus [HL8S].

Definition III.5.1.
a) Sei D C X ein Gebiet. X heifit g-konvexe Erweiterung von D, falls:
(i) 0D ist kompakt.

(ii) Es gibt eine g-konvexe Funktion ¢ : U — R in einer Umgebung U von X\ D,
sodafs DNU = {z € U | o(2) < 0}, und fiir jedes 0 < a < sup{o(z) | z € U}
ist die Menge {z € U | 0 < o(2) < a} kompakt.

Falls die Funktion p in (ii) so gewéhlt werden kann, daf sie in U keine degene-

rierten kritischen Punkte besitzt, dann heifst X nicht-degenerierte ¢-konvexe
Erweiterung von D.

b) Seien D C G C X zwei Gebiete in X. Dann heifft G streng ¢-konvexe Er-
weiterung von D in X, falls G ¢g-konvexe Erweiterung von D ist, so daf zudem
G \ D relativ kompakt in X ist und folgendes gilt:

(ii)" Es gibt eine g-konvexe Funktion ¢ : U — R in einer Umgebung U von
G\ D,sodal DNU ={z€ U |o(z) <0}und GNU ={z € U | p(2) < 1}.

Falls die Funktion p in (ii)’ so gewahlt werden kann, daf sie in U keine degene-
rierten kritischen Punkte besitzt, dann heift G nicht-degenerierte ¢-konvexe
Erweiterung von D in X.

Sei W C C" eine offene Menge und o : W — R eine C?-Funktion. Dann heifit

Fy(z, Z aw]awk — w;) (2 — wg)
fir w € W, z € C" das Levi-Polynom von p.
Die Funktion p heiftt normalisierte ¢g-konvexe Funktion, falls sie streng pseudo-
konvex (d.h. 1-konvex) bzgl. 21, ..., 2,_41 ist und falls es Konstanten 8 > 0 und
C < oo gibt, so dafs
n—q+1
Re Fy(z,w) = o(w) "’ﬁz jwj — 2" = CZ ;= 2l

Jj=n—q+2
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Definition I11.5.2.

a) [W, 0, ¢, D] heift g-konvexe Konfiguration, falls folgende Bedingungen er-
fillt sind:

(i) W ist konvexes Gebiet im C", und ¢ : W — R ist eine konvexe C?*-
Funktion, so daf das Gebiet {z € W | p(z) < 0} nicht leer und relativ
kompakt in W ist.

(ii) o: W — R ist eine normalisierte g-konvexe Funktion, die héchstens einen
kritischen Punkt besitzt, und falls ein solcher Punkt y € W existiert, dann
ist ¢(y) < 0 und y ist nicht-degenierter kritischer Punkt von p, in dem p
kein lokales Minimum annimmt.

(ili) do(z) Adp(z) # 0 fiir alle z € W mit o(z) = p(z) = 0.
(iv) D={z€e W |o(z) <0,0(2) <0} und 0 # D # {z € W | p(z) < 0}.

b) Seien Ay, As und U Gebiete in X, so dalk A; C Ay und A, \ Ay CC U CC X.
Dann heiflt [A;, A2, U] ¢-konvexes Erweiterungselement in X, falls es ¢-
konvexe Konfigurationen [W, o, ¢;, D;], 7 € {1,2}, im C™ gibt mit einer biholo-
morphen Abbildung h, die W auf eine Umgebung von U abbildet, so daf

U=h({zeW |e(z)<0}) und VNA =hD;), j=12

c) Fiir zwei Gebiete A; C A in X sagt man, A, geht aus A; mittels ¢-
konvexen Erweiterungselements in X hervor, falls es ein Gebiet U C X
gibt, so dak [Ay, Ay, U] g-konvexes Erweiterungselement in X ist.

Bemerkung: Im Anschluf an die Definition wird in [HL88] noch folgendes ge-
zeigt: Sei [Ay, Ag, U] g-konvexes Erweiterungselement in X, dann gibt es zu je-
der kompakten Menge K CC U ein Gebiet U’ mit K cC U’ cC U, so dak
[A1, As, U'] ebenfalls g-konvexes Erweiterungselement in X ist.

Folgendes Lemma fakt zwei Ergebnisse aus Kapitel 12 in [HL88| zusammen.

Lemma II1.5.3. Sei V — X ein holomorphes Vektorbiindel iiber der komplexen
Mannigfaltigkeit X .

(i) Ist [A1, A2, U] ein g-konvexes Erweiterungselement in X, so dafs V' iiber
einer Umgebung von U holomorph trivial ist, dann ist die Einschrankungs-
abbildung HP"(Ag, V) — HP" (AL, V), r > q, ein Isomorphismus.

38



(i1) Ist X eine q-konvere Erweiterung eines streng q-konvexen Gebietes D CC
X, dann ist die Einschrinkungsabbildung HP" (X, V) — HP"(D,V), r > gq,
ewn Isomorphismus.

Sei £ — X ein Banachbiindel. Ist 0 CC X kompakt, dann ist Cl?jq(Q,E)
ein Banachraum. Sei M C X eine Teilmenge, die enthalten ist im Abschluf
ihrer inneren Punkte. Dann wird Cp (M, E) als Fréchetraum betrachtet mit der
Topologie der gleichméfkigen Konvergenz auf den kompakten Teilmenge von M.
Da dem Beweis von [HL88, Cor.12.5| Integraloperatoren zu Grunde liegen, 14fst
sich der skalare Fall fiir den Fall Banach-wertiger Formen iibernehmen:

Lemma II1.5.4. Sei [Ay, Ao, U] ein q-konvezes Erweiterungselement in X und
B ein Banachraum.

(i) Es gibt stetige lineare Operatoren

79 2% (4,00, B) - C2 (A,NUB), r>q,

p,r—1
so daf OT? f = f auf A; N U fir alle f € Z0,(A;NU,B).
(i1) Die Einschrinkungsabbildung
2 (UB)— Z) (A4,NUB), r>q—1,
hat dichtes Bild.

Das zentrale Lemma 12.4 in [HL88| kann teilweise fiir holomorphe Banachbiindel
iibernommen werden.

Satz II1.5.5. Sei [A1, Ay, U] ein q-konvezes Erweiterungselement in X und
E — X ein holomorphes Banachbiindel iber X, das tber einer Umgebung von
U holomorph trivial ist.

(i) Sei U C U eine Umgebung von As \ Ay und r > q.
Dann, gibt es zu jedem fi € Z0 (A1, E) ein fy € Z0 (Ay, E) mit fi — fo €
BS,T(ZLE) und fi = fa anZ1 \U".

(ii) Fiirr > q gilt:
Ist f € 20 (A, E) mit flz, € BY,. (A1, E), dann ist f € BY . (Ay, E).

Bewezs.

(i) Sei f1 € Z0,(Ay, E). Nach Lemma IIL5.4(i) gibt es ein u € CY._, (A, NU, E)

mit fi|4,,y = Ou. Sei x € C*(X) mit supp x CC U’ und y = 1 auf A, \ A;.

Dann hat _ .
F f1—0(xu) auf A,
2 0 auf zg \Zl s
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die gewiinschten Eigenschaften.

(i) Sei f € Z0,.(A2, E) mit fl5, € BY,. (A1, E). So gibt es uy € C), (A1, E)
mit Ou; = f|z,. Nach Lemma II1.5.4(i) gibt es auch uy € C2, _ (A, N U, E)
mit dus = flgz,~y- Sei U CC U eine Umgebung von A, \ Ay, so dak auch

[A1, Ay, U'] ein g-konvexes Erweiterungselement in X ist. Da d(u; — ug) = 0 auf
ANTU', dh uy —ug € 20, (A NU,E) gibt es wieder mit Lemma I11.5.4(i)

ein v € CY, (A1 N U,E) mit v = u; — uy auf A; NU’. Sei y € C®(X) mit
supp x CC U’ und x = 1 auf 4\ A;. Da — d(xv) = ug + A((1 — x)v) auf
AlﬂU,, ist

u; — O(xv) auf A,
u = _ o
us + 9((1 — x)v) auf As\ A,
auf ganz A, wohldefiniert und erfiillt u = f. m

Satz II1.5.6. Sei [Ay, Ay, U] ein q-konvexes Erweiterungselement in X und
E — X ein holomorphes Banachbiindel iiber X, das tiber einer Umgebung von

U holomorph trivial ist. Ist B}?’q(zg, E) = Bqu(ZQ, E) topologisch abgeschlossen,
dann gilt:

(i) Ist f € Z0 (A, E) mit f|z, € BY (A1, E), dann ist f € BS (A;, E).

(it) Ist f € 20, (A1, E), dann gibt es eine Folge f; € Z0 1 (Ay, E) mit

Beweis. _ _
(i) Sei f € 20 (A3, E) mit flz € BY (A1, E). So gibt es uy € C), (A1, E)
mit Ju; = f|7,. Nach Lemma IIL5.4(i) gibt es auch u, € €9, (4, N U, E)

mit Juy = fla,ap- Sei nun x € C*°(X) mit supp x CC U und x = 1 auf
Ay \ Ar. Nun st uy —up € 20 (A NU, E) und 14kt sich nach Lemma IIL.5.4(ii)
durch vy, € Zgjq_l(U, E) approximieren, d.h. v; — u; — uy auf A; N U. Definiere
wy = (1 — x)ur + x(ug + v;) € 50 (A2, E). Dann gilt Ow, € B (A, E)
und dw, — f. Da BY (43, E) = B, (A3, E) nach Voraussetzung topologisch
abgeschlossen ist, folgt f € M(AQ,E)

(ii) Sei f € 20, (A, E) und x € C®(X) mit supp x CC U und x = 1
auf einer Umgebung von A, \ A;. Dann gibt es nach Lemma II1.5.4(ii) wieder

€20 (AaNU,E), so daf

p,q—1

Hf - Uj”z1ﬂsupp X — 0
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Dann ist
Ox A (f — vj) € O]()),q(ZQ,E) und  ||Ox A (f — v;)||lz, — O
Zudem gilt _ _ _
OX A (f —v;) = 0(x(f — ;) = xO(f = v))
Da O(f —v;) = 0 auf Ay, ist dx A (f — v;) ein Element in BY (A;, E). Zudem ist

I(XO(f —v;)) = Ox NO(f —v;) = 0 auf Ay, da Iy = 0 auf A, \ A;. Also gilt auch
OX A (f —v;) € 22 (Az, E). Somit gibt es nach (i) auch w; € C9,_,(A,, F) mit

Ow; = O A (f —vy)

Da 527(1(22, E) topologisch abgeschlossen und 0 : 6’27(1_1(22,13) N Bqu(zm E)

ein abgeschlossener und surjektiver Operator ist, kann man die w; so wéhlen,
dak [|w;llz, < k[|Ow;]|4, fiir eine Konstante & < oo.

Defniere .

£ [ =x(f —vj) +w, auf A,

T ’Uj—f—’LUj auf ZQ\Zl .
Dann gilt

af; =

af — (x(f —v)) + Ow, auf A,
E’Uj + gwj auf ZQ \Zl .

Daraus folgt df; = 0, also f; € Z,_,(As, E), und

f=fi=x(f—v)—w; =0 auf A, dh. ||f— filz, =0

Das folgendes Lemma findet man in [HL88, Lem.12.3].

Lemma II1.5.7.

Sei G eine nicht-degenerierte streng q-konvexe Erweiterung von D in X.
(DNU ={z€U|p(z) <0}, GNU ={2€U | o(z) <1}, wobei U D G\ D.)
Zudem habe die definierende q-konvexe Funktion o kein lokales Minimum in U.
Dann gibt es endlich viele Gebiete

D=ACA C..CAN=G ,

so dafy A; aus Aj_y mittels g-konvexen Erweiterungselements in X hervorgeht.
Die Beulen Aj \ Aj_1 kénnen beliebig klein und ohne kritische Punkte auf 0A;
gewdhlt werden.
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Lemma III.5.8.
Sei 0 : U — R q-konvex ohne degenerierte kritische Punkte, und sei y € U ein

Punkt, in dem o sein globales Minimum annimmt. Dann gibt es € > 0, so daf
By, (De, E) = 23,(De, E) fiir alle r > 1, wobei D, :={z € U | o(z) < o(y) +¢}.

Bemerkung: Dieses Lemma behandelt den Fall, wenn ein Minimum angetroffen
wird, siehe [HL88, Lem.12.6|. Interessant ist die Zusammenhangskomponente,
in der das (lokale) Minimum angenommen wird. Deshalb kann man auch ein
globales Minimum betrachten. Ist nun y der Punkt, in dem p sein Minimum
annimt (ein strenges Minimum, da o nicht-degeneriert ist), gibt es ein kleines
e > 0, so dak D, streng pseudokonvex ist.

Lemma I11.5.9. Sei X eine g-konvexre Mannigfaltigkeit. Dann gibt es ein relativ
kompaktes streng q-konvexes Gebiet D CC X mit C*°-Rand, so daf§ X eine nicht-
degenerierte q-konvere Erweiterung von D ist. Weiterhin gibt es eine C'*°-Aus-
schopfungsfunktion o : X — R, die in einer Umgebung von X \ D q-konvez ist
und dort keine degenerierten kritischen Punkte besitzt. Die nicht-degenerierten
kritischen Punkte liegen diskret. Zudem kann man annehmen, daf$ auf jedem
Level {0 = t} héchstens ein solcher kritischer Punkt existiert. Fir die nicht-
degenerierten streng q-konveren Gebiete Dy := D, Dy = {0 < k} CC X,
k=1,2,..., gilt, daf$ jedes Dy.1 nicht-degenerierte streng q-konvere Erweiterung
von Dy, ist, und die Vereinigung der Dy, tiberdeckt X .

Bemerkung: Dies ist eine wohlbekannte Eigenschaft von ¢-konvexen Mannig-
faltigkeiten, siche [HL88, Obs.4.15, Prop.0.5 App.B, Lem.5.7].

II1.6 Endliche Dimension auf ¢-konvexen

Mannigfaltigkeiten
Sei I ein holomorphes Banachbiindel iiber der komplexen Mannigfaltigkeit X.
Mit H™(X, E) := H"(X, OF) wird die r-te Cech-Kohomologiegruppe der Garbe

OF der holomorphen Schnitte von E bezeichnet.
Aus [Lei04, Th.3.7] folgt der Dolbeault-Isomorphismus H" (X, F) & H*" (X, E).

Theorem III.6.1.
Sei V. — X ein holomorphes Vektorbiindel tiber einer q-konveren Mannigfaltig-
keit X mit H(X,V) =0 und E — X ein holomorphes Banachbiindel.

(i) Ist E holomorph trivial, dann gilt H4(X,V @ E) = 0.

(11) Ist E von kompaktem Typ mit kompakter Approzimationseigenschaft,
dann gilt dim HY(X,V ® F) < oo .
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Beweis. Ist X 0-konvex, d.h kompakt, dann ist dies der Zusatz zu Satz I11.4.6.
Sei nun ¢ > 1. Aus Lemma II1.5.9 folgt, dal es ein streng ¢-konvexes Gebiet
D cC X mit C*°-Rand gibt, so daft X eine nicht-degenerierte ¢g-konvexe Erwei-
terung von D ist. Da wegen Lemma I11.5.3 H%¢(D, V) = 0, folgt aus Satz I11.4.6
dim H*(D,V®FE) < oo . Es ist also zu zeigen, daf die Einschrinkungsabbildung

H*(X,V®E) — H*(D,V®E) injektiv
ist, d.h. dak
By (X, V®E)=Z,(X, Ve E)NB,(D,V&E)

Sei also f € Z§(X,V ® E) mit fl5 € B (D,V ® E) gegeben. Sei Dy =
D, Dy, D,,... die Ausschopfung von X aus Lemma II1.5.9. Wenn es zwischen
Djy1 und D; kein lokales Minimum von g gibt, dann folgt mit Lemma III.5.7,
dafs D;y1 aus D; durch Erweiterung mit endlich vielen g-konvexen Beulen ent-
steht. Angefangen bei A; = D, sei [A;, As, U] das erste Erweiterungselement, so
daR V ® E iiber einer Umgebung von U trivial ist. Da H%(A,,V) = 0, sind
die Voraussetzungen von Satz II1.5.6 erfiillt, wobei (i) besagt, daf fiir f|;, €
Z0 (A2, V @ E) mit flz, € BY (A1, V ®E) auch fly, € By (A3, V ® E) gilt. Sei
also flz, = Ovy und flz, = Ovs, dann ist v1 — vy € 20, (A1, V ® E), das nach
Satz I11.5.6(ii) beliebig genau durch o € Z{,_,(A,,V ® E) approximiert werden
kann. Also kann 0y = vy +0 € 58,(1_1(X2, VRE), 0 =f |4, 0 gewdhlt werden,
dak ||Dy — v1||, beliebig klein wird. So gelangt man in endlich vielen Schritten

Zu
By ,(Dj41,V ® E) = 20 (Dj1,V @ E)N BY(D;,V ® E)

mit f|5 = Ou, fiir u, € 687(1_1(57“,‘/ Q@ E), r=7j,7+1, und |lu;11 — u;|| <277,
Gibt es allerdings ein v € [7,7+1), so dak o(y) = = ein lokales Minimum ist,
dann ist D, g-konvexe Erweiterungen von D;, die durch endlich viele g-konvexe
Erweiterungselemente entsteht. (Man kann annehmen, daf ~ das kleinste lokale
Minimum in [j,j+1) ist.) Um aber iiber den kritischen Punkt y zu springen,
kann nun Lemma III1.5.8 benutzt werden: Seien W; und W, disjunkte offene
Umgebungen von ﬁ,y bzw. y, die keine weiteren kritischen Punkte enthalten.
Dann gibt es ein € > 0, so daf

D, . ={zeX\{y}|oz) <v+e}C Wy ,

Dzﬂz{zeX\E7 | o(z) <y +e} CW,

D, kann nach D}, _ wieder mit Lemma IIL5.7 durch endlich viele Beulen in W)

erweitert werden, so dafs 15’87(1(51 VRE) = Z&q(bl VQE)NB (D, VQE)

y+e? y+e?
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gilt und Schnitte in Z§,_,(D,,V ®E) durch solche in Z§,_,(D.,,.,V®E) appro-
ximiert werden konnen. Nach Lemma IT1.5.8 ist Dg 1o sogar streng pseudokonvex
mit BY,(D.,.. V& E) = 20,(D.,..V®E). Da D, .. = D}, UD2,_ eine disjunk-

te Vereinigung ist, kénnen Schnitte in Z&q_l(ﬁff 1,V ® E) trivialerweise nach

Zg’q_l(ﬁwg, V ® E) fortgesetzt werden. Daher gilt auch
By (Dyie, V@ E) =20 (Dyye, VR EYNBY (D}, V ® E)

mit der gewiinschten Approximierbarkeit.

So erhélt man u; € CY,_,(D;,V®FE) mit flp, = Ou; und luj1—usll5, < 27 fiir
alle j € N, d.h. u; — u konvergiert gleichmafig auf den kompakten Teilmengen
von X, und der Grenzwert 16st Ou = f auf X. O

Ist X g-vollstandig, dann ist X ¢-konvexe Erweiterung der leeren Menge. Fiir ho-
lomorphe Vektorbiindel verschwindet somit die g-te Kohomologiegruppe. Sei nun
E ein holomorphes Banachbiindel und D CC X ein nicht-degeneriertes streng
g-konvexes Gebiet, so dafs dieses X nicht-degenerierte g-konvexe Erweiterung
von D ist. Mit Satz II1.5.5 folgt, daf fiir r > ¢ die Einschrinkungsabbildung
H%(X,E) — H°"(D,E) ein Isomorphismus ist. Ist o € C*(X) eine g-konvexe
Ausschopfungsfunktion fiir X und p,, := miny o, dann gibt es ¢ > 0, so dak
Xo := {0 < 0m + €} Steinsch ist, also 1-vollstindig. Somit ist H*(X,, E) = 0.
Ist [A;, Ay, U] g-konvexes Erweiterungselement mit H%(A;, E) = 0, dann gilt

HY(Ay, E) — H™(A}, E) ist injektiv < Bg,q(ZQ, E) ist abgeschlossen .

Allgemein liegt Bqu(ZQ, E) C ngq(Zg, FE) dicht. Fiir holomorph triviale Banach-
biindel oder solche von kompaktem Typ mit kompakter Approximationseigen-
schaft folgt jedoch auch die Abgeschlossenheit. Damit ist gezeigt:

Theorem II11.6.2.

Sei V. — X ein holomorphes Vektorbiindel und X eine komplexe Mannigfaltig-
keit, die q-vollstindig ist. Ist E — X ein holomorphes Banachbiindel, dann ist
H(X,2V®E)=0 firr>q.

Falls E holomorph trivial ist oder von kompaktem Typ mit kompakter Approxi-
mationseigenschaft, dann gilt HI(X,V @ E) =0 .
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Mit Satz II1.5.5 und Satz I11.5.6 kann man auch folgende Sdtze wie in [HL88|
zeigen.

Satz 111.6.3. Set V — X ein holomorphes Vektorbiindel tiber einer q-konvexen
Mannigfaltigkeit X mit HY(X,V) = 0 und E — X ein holomorphes Banach-
biindel tiiber X, das holomorph trivial ist oder von kompaktem Typ mit kompakter
Approzimationseigenschaft. Sind D CC G CC X mnicht-degenerierte streng q-
konvexe Gebiete, so daf$ G nicht-degenerierte streng q-konvexe Erweiterung von
D in X ist, dann qilt:

(i) Fiir jedes fp € ngr(ﬁ, V ® E) und jede Umgebung U von 0D gibt es eine
Form f¢ € 2§,(G.V ® E) mit fp — fe € By (D, V ® E) und fp = fg in
D\U, r>gq.

(i) By, (G VeOE)=2).(GVeE)NB,.(D,VRE), r>q.
(i4i) Das Bild der Finschrinkungsabbildung
Z0,1(G,V®E)— 27, (D,V®E)
liegt dicht in Z§,_(D,V @ E).

Satz II1.6.4. Sei V — X ein holomorphes Vektorbiindel tiber einer q-konvexen
Mannigfaltigkeit X mit HY(X,V) = 0 und E — X ein holomorphes Banach-
biindel tiber X, das holomorph trivial ist oder von kompaktem Typ mit kompakter
Approzimationseigenschaft. Ist D CC X nicht-degeneriertes streng q-konvexes
Gebiet, so dafs X nicht-degenerierte q-konvexe Erweiterung von D ist, dann gilt:

(i) Fir jedes fp € Z5,(D,V @ E) und jede Umgebung U von 0D gibt es eine
Form fx € Z(?’T(X,V®E) mit fp — fx € 687T(E,V® E) und fp = fx in
D\U, r=q.

(i) BY (X, V@E)=Z) (X, VoE)NB),(D,V®E) .
(i4i) Das Bild der Finschrinkungsabbildung
2y, (X, VoE)— 2], (D,V®E)
liegt dicht in Z§,_(D,V @ E).
Bemerkung: Satz 111.6.4(1) sagt aus, daf die Einschrankungsabbildung
H(X,V®FE)— H*(D,V ® E)

surjektiv ist fiir > ¢. Satz I11.6.4(ii) zeigt, daf sie fir r = ¢ auch injektiv ist,
also ein Isomorphismus.
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Satz I11.6.5. Set V — X ein holomorphes Vektorbiindel iber einer q-konvezxen
Mannigfaltigkeit X mit HY(X,V) = 0 und E — X ein holomorphes Banach-
biindel iber X, das holomorph trivial ist oder von kompaktem Typ mit kompakter
Approximationseigenschaft. Ist D CC X nicht-degeneriertes streng q-konvexes
Gebiet, so daff X nicht-degenerierte q-konvexe Erweiterung von D ist, dann gilt:
Die Finschrinkungsabbildung

H*"(D,V®E)— H*"(D,V®E), r>gq,
st ein Isomorphismus.

Satz 111.6.6. Set V — X ein holomorphes Vektorbiindel tiber einer q-konvexen
Mannigfaltigkeit X mit H9(X,V) = 0 und E — X ein holomorphes Banach-
biindel tiber X, das holomorph trivial ist oder von kompaktem Typ mit kompakter
Approximationseigenschaft. Ist D CC X streng q-konvexes Gebiet, so daff X
etne q-konvexe Erweiterung von D ist, dann ist die Einschrinkungsabbildung

H*(X,V @ E) — H*(D,V @ E)

ewn Isomorphismus.
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Anhang A

Die L?-Methode fiir
Hilbertbundel

Die L*-Methode zur Losung der 0-Gleichung geht im Fall kompakter Mannig-
faltigkeiten im wesentlichen zuriikk auf KODAIRA und NAKANO (1954) und fiir
offene Mannigfaltigkeiten auf ANDREOTTI/VESENTINI [AV65] und HORMAN-
DER [Hor65] (1965) (siehe auch das Buch [Hér90]). Den Zugang, die d-Gleichung
durch Dualisierung zu 16sen, gibt es in vielen Varianten. Bei der L2-Methode be-
trachtet man Hilbertraume quadratisch integrierbarer Formen. Der Vorteil dabei
liegt darin, dafs diese Hilbertrdume zu sich selbst dual sind. Eine umfangreiche
Ubersicht iiber die L2-Methode bietet DEMAILLY [Dem97], wo viele Weiterent-
wicklungen vorgestellt werden. Dieser Anhang folgt dem Weg von [Dem97|. Es
soll ein Programm skizziert werden, wie die L2-Methode fiir Hilbertbiindel for-
muliert werden kann. Der Ansatz ist eine Formulierung ohne Faser-Koordinaten.
Dabei werden folgende Punkte vorgestellt:

e Definition eines Skalarprodukts auf einem Hilbertbiindel, das das Biindel
zu einem Hilbertraum macht.

e Begriffe der Differentialgeometrie wie Zusammenhang und Krimmung fiir
Hilbertbiindel. Eine besondere Rolle spielt der Chern-Zusammenhang fiir
holomorphe Hilbertbiindel.

e Die Bochner-Kodaira-Nakano (BKN) Identitit, und wie sie als Hilfsmittel
zur Losung der 0-Gleichung dient.

e Hilbertraum-Erweiterung des 0-Operators und des adjungierten Operators
auf vollstandigen Mannigfaltigkeiten.

e Modifizierung der Metrik des Biindels und wie sie auf g-vollstandigen Man-
nigfaltigkeiten eine Abschétzung der BKN-Ungleichung erlauben und zu
einer Losung der 0-Gleichung fithren soll.
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Hierbei beschrankt sich die Darstellung auf Kéhler-Mannigfaltigkeiten. In
[Dem97| wird auch die allgemeinere Situation behandelt, in der noch ein zu-
satzlicher Torsionsterm in die BKN-Identitdt hinzukommt.

e Hilbertbiindel

Sei £ — X ein holomorphes Hilbertbiindel iiber einer komplexen Mannigfaltig-
keit X der Dimension n. Auf E sei die hermitesche Metrik (-, -) g definiert. Dann
definiert

<u,w>L2(X7E):/X<u,w)EdV

ein Skalarprodukt auf dem Hilbertraum L?(X, F) der mefbaren Schnitte in E,
u: X — F, fiir die [, (u,u),dV < oo. Analog sind die Hilbertraume L2 (X, E)
definiert.

Faltung: Sei p das euklidische Maf im R™ und ¢ € L'(R™). Ist B ein Banach-
raum und f : R™ — B mit [p,, ||f]|dp < oo eine integrierbare Banachraum-
wertige Funktion, dann ist die Faltung definiert als

prf@) = [ o= 9)f(w) duy).

Sei p € C*°(R™) mit ¢(z) =0 fiir [x| > 1 und [ dp=1.

Weiter sei ¢.(x) = e ™p(x/e) und T.f = @. «f. Wegen ||T.f — f||zz — 0 kann
man zeigen, daf D(X, E) C L*(X, E) dicht liegt. Ein wichtiges Lemma, das die
Existenz von Losungen der 0-Gleichung liefern soll, ist folgendes

Lemma A.1. Ist T : Hy — H, dicht definiert und abgeschlossen, dann gilt

{(f,a)| < C ||T*«| YV a€dom T*

0

JdgedomT: ||g| <C, Tg=f

e Chern-Zusammenhang und Kriimmung
Wenn f,g € CY(X, E) und 0 € C°(X, AP4T%), 7 € C%(X,A™*T%), dann sei

{foo,g27te={(f9)roc AT .

Ein Zusammenhang D : C (X, E) — €&, (X, E) ist ein hermitescher oder
metrischer Zusammenhang, wenn fiir u € C3% (U, E) und v € CXS(U, E) gilt

d{u,v}p = {Du,v}r + (1) {u, Dv}p .
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Man kann D aufteilen in D = D" + D", wobei D' : C3%(X, E) — C%, (X, E)
ein 9-Zusammenhang und D" : C35(X, E) — €3, (X, E) ein §-Zusammenhang
ist. D* = ©(F) € CY3(X,End(E)) ist die Kriimmung.

Lokal gilt: D ~d+T,und D' ~ 9 +1’', D" ~ 9 +TI".

Ist £ ein holomorphes Hilbertbiindel mit hermitescher Metrik (-, -) g, dann gibt
es genau einen hermiteschen Zusammenhang, fiir den D” ~ 9 gilt in jeder ho-
lomorphen Trivialisierung. Dieser Zusammenhang heifst Chern-Zusammenhang.
Sei ¢ : Ely — U x F eine holomorphe Trivialisierung. Fiir w,v € L*(U, F) gilt
(o™, 070V = (¢ V0, 0)p. Sei H = o~ p~!. Dann gilt fiir den Chern-
Zusammenhang D' ~ § + H *0H und O(E) ~ 0(H '0H).

e normalisierte Trivialisierung

Fiir jeden Punkt a € X gibt es eine Umgebung U und eine holomorphe Trivia-
lisierung ¢ : E|y — U x F, so dak fiir holomorphe Koordinaten z = (z1,..., z,)
mit z(a) = 0 gilt

H(z)=id+ Y 27:Cu+O(|2]) .
k=1

Die holomorphe Trivialisierung heifft dann normalisiert im Punkt a. Die Chern-
sche Kriimmungsform ©(F) € C79(X, End(F)) hat in a die Form

O(F), = Z Cjk dzj NdZ, wobei Cj: E— E
k=1

Somit gilt Cjj, = ;' Cjxa , und wegen H = H* gilt 5;‘k = Cyy -

e DBochner-Kodaira-Nakano Identitat

Sei X eine Kéahler-Mannigfaltigkeit und w die Kéhler-Form. Sei D = D" + D"
der Chern-Zusammenhang, fiir den lokal in einer Umgebung U gilt

D'u = Z Diu dz, und D"u= Z Diu dzy, .

k=1 k=1

Dann erhélt man fiir u,v € C*(U, F)

a / 1

_(%k (u,v)g = (Dyu,v)g + (u, Div)g
a 1 /

A (u,v)p = (Dyu,v)g + (u, Djv) g
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Seinun w € Dy, (U, E), u =Y, ur; dz; Ndz;. Es gilt

DIUZZD;U/[J de/\dZ[/\dEJ s D”UZZD;CIUIJ dzk/\dZ[/\dE].

1Jk e
Definiere
0
/! . 17 -
U—%;DkUIJT (dzy NdZy) PU—%;DkUIJa_ZkJ(dZ[/\dZJ),

Satz A.2. Sei X eine Kdihler-Mannigfaltigkeit und a € X. Sei z = (z1,...,2,)
ein in eimmer Umgebung U von a definiertes holomorphes Koordinatensystem mit
z(a) =0, das im Punkt a normalisiert ist. Dann gilt

D"u=—Pu+0(z]) und D"u=—-P'u+0(z]) .

Beweis. Sei dV = ¢dS, wobei dS = dz; ---dz, (und ¢ ~ 1+ O(|z]?)).
Fir f,g € D(U, E) gilt

0
0= | 2= (gl rIno)ds
0
— [ -t eV + [ 9)e (0. mn0) 07V
Daher folgt fiir v € D, ,(U, E) und u € D, 441(U, E) durch partielle Integration

(00" )2 = (D0, = [ (D"0,0)pendV
U

_Z/ kU]J,UKL> <d—k/\d21/\dZJ,dZK/\dZL>AdV
IJk

KL
=—h—1
mit
[1 Z/ Vrj, kuKL> <d2k/\d21/\dZJ,dZK/\dZL>AdV y
IJk
Ig Z/ ’U]],’LLKL (<d_k/\dZ]/\d—J,dZK/\dZL>A¢)¢_1dV
IJk
Nun gilt

(dzp Ndzr Ndzy , dzg NdzZp ) = (dzr ANdzy (dzg NdzZL) + Uiy )

K
0%
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mit 5, = O(]z[*), und daher
I = /(U,P’u+ O(12]*)) pordV = (v, P'u+ O(|z*)) 2
U

Fiir I, gilt I, = (v, 0(|2])) 2. Somit folgt

(v, D" u)p2 = (D"v,u)p2 = —I; — I, = —(v, P'u+ O(|2])) 2
also D""u= —P'u+ O(]z|) , und analog folgt D"*u = —P"u+ O(|z|) .
Sei L der Operator definiert durch Lu = w A w und A = L*.
Satz A.3. Sei X kdihlersch. Dann gilt [D"*, L) =D’ .

Beweis. Es gilt
"0
g 8zk 1 (dzj NdZj) = —dz,

und
0 _ _ 0
a—zk _I (de/\de/\dZK/\dZL) = azk (dZJ/\dZ])/\dZK/\d_L
0
+ dZJ N d_ N — (dZK A dEL)
(9Zk

Daraus folgt

P(w/\u ZDkuIJ T (dZ]/\dE])/\dZ]/\dEJ
IJk]
0
+ = Z Dyury dz; A dz; A 7 3 (dzr Adzp) + O(2)
IJkg
1
= —5 ZD;U[J de A dZ[ A dEJ
1Jk
9 _
+wA ;D;uu 77 - (dzr Ndzy) + O(|z])

- —%D’u +wA Plu+0(|2])

und somit ,
D" (wAu)—wAD"u= %D'u + O()z])
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Satz A.4. Sei X kihlersch. Dann gilt [D", L] = —iD" .

Beweis. Nun gilt
0 _ —
E a—Zk _ (dZ] A dZJ) = de

j=1
Daraus folgt .
P"wAu) = %D"u +wAP'u+0(z])

D*(wAu) —wA D u= —%D”u +0(2))

Die formal adjungierten Gleichungen lauten

[A,D”]:—%D’* und  [A, D’]:%D”*.

Definiere die Laplace-Beltrami-Operatoren
A=[D,D, A'=[D,D7], A"=[D",D"].
Ist D der Chern-Zusammenhang, dann folgt mit der Jacobi-Identitét
A=A+A" und A"=A"+1[2i0,4A].

Sei weiter A, = [2i0, A]|ararsor - So gilt fiir u € D, 4(X, F)

@l + 1Buly > [ (A av

e Differentialoperatoren

Sei X eine m-dimensionale Mannigfaltigkeit,
P:C*(X,E) - C*(X,F)
ein Differentialoperator und ® : £y — U x H eine Trivialisierung. Dann ist

Pu= ) 0,87'0a(®u), ou(z):E—F,

laf<r

lal=a1+ ... +ay, 0,= i i '
dz, 0T,
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Dazu gibt es den formal adjungierten Operator P*, fiir den gilt

(Pu, U)L?(X,F) = <U>P*U>L2(X,E)

fir alle w € D(U, E) und v € D(U, F).

Ist P ein Differentialoperator, dann kann man (lokal) L2-Fortsetzung betrachten,
indem man Pu im Sinne der Distributionstheorie ausrechnet (schwache Ablei-
tung in L?). Diese Erweiterung Py : L*(X,E) — L*(X, F) heit Hilbertraum-
Erweiterung und der dazu adjungierte Operator (P )* Hilbertraum-adjungierter.
Zudem gibt es den adjungierten Operator P* und seine Erweiterung (P*).

— Die Hilbertraum-Erweiterung Py eines dicht definierten Differentialopera-
tors P ist abgeschlossen (und dicht definiert).

= (Pr)” C (P)n
— Ist T ein dicht definierter abgeschlossener Operator, so ist T** = T.

Seien T : Lyg1(X, E) — Lpo(X, E) und S: L, (X, E) — Lyg1(X, E) die
Hilbertraum-Erweiterungen von 0,_1 : Dy ,_1(X, E) — D, (X, E) bzw. 0, .

Lemma A.5 (Hopf-Rinow).

Ist (X,w) eine vollstindige Mannigfaltigkeit, dann gibt es eine Ausschipfung
von X mit kompakten Mengen K, und cut-off-Funktionen 1, mit 1, = 1 auf
K,, supp ¢, C K41 und |dip,|, < 1.

Lemma A.6 (Andreotti- Vesentini).
Ist X eine vollstindige Mannigfaltigkeit, so liegt D, (X, E) C domS N dom T*
dicht bzgl. der Graphennorm. Weiter folgt (Py)* = (P*)x.

Damit kann die BKN-Ungleichung auf Lf),q (X, F) ausgedehnt werden.
Satz A.7. Ser X eine Kdihler-Mannigfaltigkeit und Ap, >0 .
Sei fe L2 (X,E) mit Of =0 und

Cz/(An;f,ﬁ aV < oo .

Dann gibt es ein w € L2, (X, E) mit du=f und |ulj2 <VC .

p,q—1

Der Operator A, , ist selbstadjungiert, und wenn (A, ,f, f) positiv ist, d.h. 4,
ist positiv definit, dann ist A, , invertierbar (und hat auch eine Wurzel). Der
Beweis geht wie in [Dem97|.
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e Nakano-Form

Sei E — X ein holomorphes Hilbertbiindel iiber einer komplexen Mannigfaltig-
keit X der Dimension n. Sei a € X.
Die Chernsche Kriimmungsform ©(F) € C79(X, End(E)) hat in a die Form

G(E)a = Z Cjk de A dz, wobei Cjk B, — E,
J,k=1

Ist X eine Kéahler-Mannigfaltigkeit, so findet man in jedem Punkt normalisierte
holomorphe Koordinaten, mit denen fiir die Kéhler-Form w gilt

w= %;dzj/\dij .
Sei L der Operator definiert durch Lu = w A u, A = L*, und sei
Apq = [Qi@aA”AP’qT;}@E .
Fiir die (p, q)-Form w =) u,, dzy A dZk , wobei J € T, und K € Z,, gilt
JK

Ap,qu < Z Z ij(U]K) dZ] VAN d?K
JK

J

0
+ ZZCjk(UJK) de A (a—Zk _ dZJ) /\de

jk JK
0
+ZZCjk(UJK) dZJ/\dzk N (a—zj | de)

ik JK

Ist L ein Linienbiindel, dann lift sich die Kriimmung schreiben als ©(L) = 99y
fiir eine Ausschopfungsfunktion ¢ : X — R. Sind 13 < ... < =, die Eigenwerte
der Levi-Form i0d¢ von ¢ im Punkt a, dann gibt es holomorphe Koordinaten in
einer Umgebung von a, so daf

é—Zdzj/\dz] und O(L Z% dz; Ndz; .

Jj=1 Jj=1

Daraus folgt

pqu Z’yj ZUJKdZJ/\dZK"i_ZZ'Y]UJKdZJ/\dZK
7=1

JK jeJ
+ZZ’VkUJK dzy N dZg
JK keK

o4



und

(Apqu, 1), (Z’m - Z %) [lla -

Jj=p+1
Seien z = (z1, ..., z,) holomorphe Koordinaten in einer Umgebung von a, so daf
a a a 8 . o . .
(3—21, B Ber E) in a eine Orthonormalbasis von T, X bilden.

Statt geordneter Indizes K € Z, seien nun alle ¢-Tupel |K| = ¢ zugelassen,

U5y = asgn(sl, 3 8q) UL(sy,sy) 5 UK = g sgn(s1, ..., 8q) Us;,...sy 5
’ SjEK

u = E UdezJ: E ﬁ,Kd?K
KeZ, IK|=q

Dann gilt fiir die (n,q)-Form u = dz A Y. ux dZg

KeIg

(Agu,w), = (q Z Z i (ts), ukS>Ea

|S| =q—1j,k=1

e Kriimmung und Metrik
Sei h die Metrik von E und h = e~ eine weitere Metrik. Dann gilt
O;(F) = O,(E) + 00¢ ® idg
und B
2i0;,(E), A] = [2i0,(E), A] + [2100p, A] ® idp .
Somit
([210;,(E), Au,u); = e 7 ([2i0;(E), Alu,u),
= e 7 ([2i04(E), Alu,u), + e {[2i00p, A] @ idp u, u), .
Fiir (n, ¢)-Formen gilt
B q
([2i000, A @idp u,u), > > 5 lull; -
j=1

Sei X g-vollstédndig und v die g-konvexe Ausschopfungsfunktion. Wahlt man w
geeignet, so gilt —e <y <...<q,=1 mit ¢<1/q, dh.

YA 7 >0.
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Wiéhlt man p geeignet, so dakk @ = e”w vollstandig ist, so sind die neuen Eigen-
werte 7y, = e P;. Ist ¢ = x 01, so wird

O5,(E) = Oh(E) + (X' 0 ¢) 00 ® idp + (X" 0 ¥)) 0 A Oy ® id .

Es gilt _
([2i0¢ N O, A] @ idg u,u), >0 .

Fiir geeignetes y ist x’ > 0 und x” > 0, und

(X" o) ([2i00¢, A] @ idp u,u), > (X o) e (v + ... +7) (u,u),
> ([2i04(E), Alu, u),, .

Sei f € O (X, E) mit Of = 0. Dann ist f lokal quadratisch integrierbar,
f € L. Weiter sei ¢ : X — R die g-konvexe Ausschépfungsfunktion und

loc*
h = {(-,-)g eine Metrik auf E. Nun kann y : R — R konvex und monoton

wachsend gewéhlt werden, dafs

/ (fi flne XY dV <oo.
X
Weiter kann y so gewahlt werden, daf

(Apu,u), + (X o) e P(m+...+7) (w,u), >0, u#0,

und auch so, dafs

<Ahu7 u>h + (X, © 77D> €—p<71 +.o+ '7Q) <U’7 u>h > <u7 u>h :

Dann ist (Aju,u), > (u,u), . Da A selbstadjungiert ist, hat A; eine Wurzel
und ist invertierbar. Es gilt HA;L/QuHh > ||ul], und HA;/Qth < ||v||p, . Damit

ist A; > 0 und <A}~:1f,f> < {f, f);- Also gibt es u € L2 _,(X, E) mit

3 n,q—1

/X<U,U>g dVS/X<Aglf,f>ﬁ dVS/XU’f);‘ dV < oo

und Ju = f. Wegen der Regularitit von 0 ist u € C®° (X, E).

n,q—1
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