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Kapitel 1

Einfiihrung

Die nichtparametrische Schéitzung der Regressionsfunktion hat sich seit vie-
len Jahren empfohlen, wenn es darum geht, den Zusammenhang zwischen ei-
ner FEinfluBgrée und einer abhéngigen Variable zu beschreiben. Wird dieser
Zusammenhang durch eine unbekannte Funktion f dargestellt, so hiangt die
Schitzung von f von einem Parameter h (Bandbreite oder Modelldimension)
ab. Er wird im allgemeinen als Glattungsparameter bezeichnet. In der nichtpa-
rametrischen Regressionsfunktionsschétzung kontrolliert dieser Parameter die
Glattheit der Schitzung. Eine groBe Bandbreite fithrt zu einer Ubergléttung
von f. Man wird eine Schitzung mit grofler Verzerrung bekommen. Dagegen
liefert eine zu kleine Bandbreite eine Schétzung mit grofler Variabilitdt. Aus
diesem Grund spielt die Wahl des Glédttungsparameters eine wichtige Rolle
(siche Wand und Jones (1995), Hirdle (1990) und Silverman (1986)). Fiir
praktische Probleme ist es wiinschenswert, die Bandbreite adaptiv, d.h. da-
tenabhingig, zu wéhlen. Zu dieser Problematik sind bereits eine ganze Reihe
von Arbeiten erschienen. Ruppert, Sheather und Wand (1995) konstruieren ei-
ne Plug-In Schitzung von h fiir die lokal lineare Regression mit der Rate n=2/7,
wobei n der Stichprobenumfang ist. Hall, Sheather, Jones und Marron (1991)
entwickelten eine n~'/2-konsistente Bandbreite fiir die Dichteschétzung, in-
dem sie den Bias hoherer Ordnung der Dichteschitzung aufschreiben und da-
zu eine n~Y2-konvergente Schitzung fiir das Integral iiber das Quadrat der
zweiten Ableitung der Dichtefunktion konstruieren. Eine Zusammenfassung
der Methoden zur Wahl der Bandbreite bei der Dichteschédtzung findet man
in Jones, Marron und Sheather(1996). In der Arbeit von Hdirdle, Hall und
Marron (1988) wird fiir die nichtparametrische Regression bewiesen, daf§ die
aus automatischen Methoden resultierenden Bandbreiten die gleiche Konver-
genzrate von n~ Y10 besitzen. Eine dhnliche asymptotische Aquivalenz im
Sinne der Gleichheit der Risiken zweiter Ordnung der adaptiven Schitzungen
der Regressionsfunktion beweist Neumann (1992) fiir eine feste Anzahl von



Versuchspunkten und grof§ werdende Anzahl von Wiederholungen an jedem
Versuchspunkt bzw. klein werdende Varianz der Beobachtungen.

Da die adaptiven Schétzungen der Regressionsfunktion nicht mehr linear
in den Beobachtungen sind, wird in dieser Arbeit ihre Giite dadurch vergli-
chen, daf ihre Risiken verglichen werden. Fiir grole Stichprobenumfinge sind
die Risiken zweiter Ordnung der adaptiven Schéatzungen gleich den Risiken
zweiter Ordnung der Plug-In Schétzung. Um einen Unterschied der adaptiven
Schéitzer quantifizieren zu konnen, ist es notig, ihre Risiken héherer Ordnung
zu vergleichen. Die Berechnung der Risiken hoherer Ordnung ist zum Beispiel
in Huang (1999) ein Ausweg, um eine Antwort auf das ,, Even-Odd“-Phdnomen
bei der Schiatzung des Medians einer Stichprobe zu geben.

In dieser Dissertation werden (unter Annahme von normalverteilten Beob-
achtungen) verschiedene Kriterien zur Wahl der Bandbreite miteinander ver-
glichen, indem der Vergleich der Risiken hoherer Ordnung der entsprechenden
adaptiven Schétzungen der Regressionsfunktionen durchfiihrt wird. Dies wird
bei fester Anzahl von Versuchspunkten und wachsender Anzahl von Wieder-
holungen an jedem Versuchspunkt gemacht. Ein neues Kriterium (Full Cross-
validation genannt, siehe Droge (1996) und Bunke, Droge und Polzehl (1999)),
das gute Eigenschaften bei der Problematik der Modellwahl in der linearen und
nichtlinearen Regression aufweist (Droge (1999)), wird auch hier zur Wahl der
Bandbreite in Betracht gezogen.

Diese Arbeit ist wie folgt gegliedert: zunéchst wird das Modell beschrieben
und es werden alle Voraussetzungen aufgefiihrt, die fiir die asymptotischen Ent-
wicklungen notwendig sind. Danach werden die Schédtzungen der unbekannten
Regressionsfunktion sowie die Kriterien zur Wahl der Bandbreite vorgestellt.
Im zentralen Teil der Arbeit geht es um den asymptotischen Vergleich der
verschiedenen adaptiven Schétzer der Regressionsfunktion. Dazu werden die
asymptotischen Resultate zweiter Ordnung, die in der Literatur zu finden sind
angegeben. Es wird auch den Fall behandelt, dal die zu schétzende Funkti-
on ,sehr glatt® ist. Anschliefend wird ein Schétzer der Regressionsfunktion
angegeben, dessen Risiko zweiter Ordnung kleiner als das Risiko zweiter Ord-
nung des Plug-In Schétzers ist. In einer Simulationsstudie werden die Risiken
der adaptiven Schitzer verglichen. Es folgt ein Kapitel, das zur Untersuchung
im Falle einer wachsenden Anzahl von Versuchspunkten dient. Am Ende der
Arbeit sind Hilfssidtze und Beweise enthalten.



Kapitel 2

Das Modell und die
Voraussetzungen

2.1 Das Modell

Wir betrachten ein Regressionsmodell der Form
yzj:f(l'l)—f-g” z:l,,m jzl,,nz (21)

Die n; Beobachtungen (Wiederholungen) v;; (j = 1,...,n;) sind Realisie-
rungen von ZufallsgréBen Y;;. Die Anzahl m der Versuchspunkte ist fest. Die
Versuchspunkte x; (i =1,...,m) sind nichtzufillige Punkte aus IRP, p > 1.

Die Fehler ¢;; haben den Erwartungswert 0 und homogene Varianz ¢ und
seien paarweise unkorrelliert.

Im Regressionsmodell (2.1) sind sowohl die Funktion f als auch die Varianz
o? unbekannt. Solche Modelle kommen Beispielsweise in der Analyse von
Feldexperimenten vor. Auf Seite 10 wird der Faktorplan von Green, Jennison
and Seheult (1985) als Beispiel angegeben.

Das Ziel ist, den Vektor f := (fi,...,fw)" = (f(@1),..., f(zn))" zu
schiatzen. Die erste Schiatzung, die man vorschlagen kann, ist die kleinste
Quadratschétzung

Vi= (Vi V)T mit Vo=t YV
j=1

In dieser Arbeit werden wir lineare Schiitzungen (linear in V') von f der Gestalt

A~ —

fn=K(n,h)Y (2.2)



betrachten. Die Glattungsmatrix K(n,h) ist eine m x m-Matrix, die von
n und einem Parameter h € H = [0, hnae] (Rmee < 00) abhidngt, wobei
n := > n; die Gesamtzahl der Beobachtungen ist. Die Schitzung (2.2) ist
i=1

nicht mehr erwartungstreu. Dagegen gibt es, wie wir spéter sehen werden,
eine Menge Hy C H so, daB der mittlere quadratische Fehler von f;, kleiner
ist als der von Y fiir alle h € H.

Es wird fiir die Konstruktion adaptiver (datenabhéngiger) Schitzungen von
f eine Varianzschiitzung 62 verwendet, die auf

o= (= m) YD (s~ ) (2.3)

beruht. Die Giite einer Schiatzung der Form (2.2) wird beurteilt durch ihren
mittleren quadratischen Fehler

M(h) := MSE(f) = E|l fa — fI*, (2.4)
wobei ||z := ix? , € IR™.
Fiir die Sch;:t;ung (2.2) ist
M(h) = || [Ln — K(n,h)] f||* + o*tr[K(n, )T K(n, h)M,] , (2.5)

wobei M,, = Diag(ni*,...,n; ') die m x m-Matrix mit den Elementen n;*
auf der Hauptdiagonale und Nullen sonst ist.

2.2 Die Voraussetzungen

Um eine asymptotische Entwicklung des Glattungsparameters und der mittle-
ren quadratischen Fehler der Schétzungen von f herleiten zu kénnen, miissen
einige Voraussetzungen an die Glattungsmatrix und die wachsenden Stichpro-
benumfinge n; = n;(n) gemacht werden.

V1 K(n,h) ist stetig in h € H fiir jedes n >n (7 >m) .

V2 K(n,0) = I,



V3 Es existiert ein hy < Ay s0, dal K(n, h) fiinfmal stetig differenzierbar

V4

V5

V6
V7

V8

auf [0, hy] ist. Wir fithren die folgenden Bezeichnungen ein:

0K (n,h)

P, = —7’) 2.6
oh h=0 (26)

0*K(n, h)
= (2 —17’) 2.7
@Qn = (2!) M2 o (2.7)

P K(n,h)
=Nt 2.

Hn (3) Oh3 ’h:O (28)

0K (n, h)
T, = (4! —17’) 2.9
(41) I o (2.9)

Es existieren Matrizen P, ), R und T so, daf

lim ||P, — P||*=0 (2.10)
lim [[Qn — Q|I* =0 (2.11)
lim ||R, — R||*=0 (2.12)
lim ||T,, = T|*=0. (2.13)

Fiir eine Matrix A ist [|A|| := v/ Mz (AT A): A\pas (AT A) ist der maxi-
(

male Eigenwert von AT A.)

Die Diagonalelemente P, ;; sind grofler oder gleich 0 und es existiert
mindestens ein j € {1,...,m} so, da§ P;; > 0.

IPfl>0. (= 3ne>0 :||P,f|l >0 Vn>ny).

T}Lrgonin’l = >0 i=1,...,m.

g ~ N(0,0%) i=1,....m;j=1,...,n;.



Deutung der Voraussetzungen:

Nach der ersten Voraussetzung braucht die Glattungsmatrix K(n,h) in h
nur ab einem gewissen Stichprobenumfang n stetig zu sein. Sie ist schwécher
als die Forderung, dafl die Matrizen K (n,h) fiir jedes n > m stetig sein
sollen. Die zweite Voraussetzung ist eine natiirliche Voraussetzung, die be-
sagt, dafl nicht gegléittet wird, wenn die Bandbreite 0 ist. Fiir A = 0 ist die
Schétzung von f im Punkt z; gleich dem Mittelwert der Wiederholungen an
dem Punkt. Die Voraussetzung V3, zusammen mit den Voraussetzungen V1
und V2, ermoglicht es, die Glattungsmatrix K (n,h) durch ein Polynom in A
zu approximieren (Taylorentwicklung im Punkt h = 0). Die 4. Voraussetzung
V4 gibt die Grenzwerte der Matrizen P, ,Q,, R, und T, an wenn n sehr
grofl wird. Die fiinfte Voraussetzung V5 sichert, wie wir spater sehen werden,
daB der optimale Gldttungsparameter echt positiv ist. Die Tatsache, daf§ der
optimale Gléttungsparameter h,y, echt positiv ist, ist notwendig dafiir, daf3
die Schétzung fhom besser ist als Y. Durch die Voraussetzung V6 werden sol-
che Funktionen geschétzt, die nicht zum Nullraum von P bzw. P, fiir grofie
n gehoren. Der Nullraum von P, steht fiir Regressionsfunktionen, die sehr
glatt sind. Eine Funktion f ist sehr glatt, falls K(n,h)f = f Vh € H,
d. h. eine Glattung von ihr mit einer beliebigen Bandbreite nichts dndert. Aus
K(n,h)f = f Yh € H folgt, daB P,f = 0. Wenn die Glattungsmatrix
die Gestalt K(n,h) = (I, + hP,)~" hat, (siche die Beispiele 2, 3 und 5 auf
Seite 8 bis 10), dann entspricht der Nullraum von P, genau den sehr glat-
ten Funktionen. Allgemein werden wir unter einer glatten Funktion diejenige
verstehen, die der Ungleichung ||[,, — K(n,h)]f]|* < ¢ , (¢ > 0 klein vor-
gegeben) geniigt. Die in Voraussetzung V7 erwihnten Stichprobenumfinge
n; wachsen so an, daf} fir groBe n; der Quotient m;/n gegen eine bestimm-
te, echt positive Konstante konvergiert. Im Spezialfall n; = ... = n,, ist
¢ =...= ¢y = 1/m. Mit der Voraussetzung V8 erhalten die asymptotischen
Entwicklungen des mittleren quadratischen Fehlers der adaptiven Schatzungen
eine etwas einfachere Form. Damit wird ein Vergleich unter ihnen erméoglicht.

Beispiel 1 Normalkerndichtematriz (vgl. Neumann (1992))

Wir betrachten eindimensionale dquidistante Versuchspunkte x; = x;—1 + A
i=2,....m (x; =0,A >0) und wir schitzen f mit der Nadaraya-
Watson Kernschitzung mit der Bandbreite b (b € (0,00) ). Die Kernfunktion
sei hierbei die Dichte der Standardnormalverteilung. Mit der Transformation



h = exp(—A?/2b%), wobei jetzt h € (0,1), hat die Kernglittungsmatriz die
Form

pli—il?
K(n,h) = —_— h €10,1].
Zh\j—kP
k=1 ij=1,...m
Daraus ergibt sich
0K (n,h)
P, -
Oh  Ih=0
1 -1 0 . . . 0
—1 2 -1 .
0 -1 2 -1
. 0
-1 2 -1
0 0 -1 1
0?K(n, h)
n o= ()Tl /=
@ ) Oh? h=0
1 =2 0 . . . 0
-1 4 =2 .
0 -2 4 =2
- .0
-2 4 =2
-2 4 -1
0 0 -2 1
PK(n,h)
R, —(3n~! -
(3) oh3  |h=0



1 .
T 6 .0
—4 8 —4

4 8 -1

0 0 —4 1

Beispiel 2 Gewichtete kleinste Quadratschitzung mit Straffterm (vgl. Green
and Silverman (1994))

Hierbei schitzt man die Regressionsfunktion f durch Minimierung (beziglich

f ) der Grofle
S() =D > Yy~ fiP +nfrAf,
i=1 " j=1

wober A eine symmetrische und positiv semidefinite Matriz ist, die die Un-

glattheit von f bestrafft. Die Losung fh von %;f) i =0 ist
=Jh

fo=(I+0A)'Y .
Somit ist

K(n,h) = (I+hA)™

_ 0K(n,h) B
Po = - oh )h:O -
_,0?°K(n,h)
@n (21 Oh? ’h:O 4
L OPK(n,h)
—  _(qn—1Z A\ — A3
Fo (31 Oh3 ’h:O A

Ist der Straffterm durch das Quadrat der euklidischen Norm des (m — 1)-
dimensionalen Differenzenvektors fO := (fo — f1,..., fm — fm-1)" gegeben,
so entspricht die Matriz A der Matriz P, von Beispiel 1.



Beispiel 3 Fortsetzung von Beispiel 2

Wenn diesmal der Straffterm durch das Quadrat der euklidischen Norm des
(m — 2)-dimensionalen Vektors der Differenzen zweiter Ordnung

f@ .= (f2(1) — 1(1), cee fr(nl)_1 — ffilQ)T gegeben ist, so hat die Glattungsmatriz
K(n,h) immer noch dieselbe Gestalt K(n,h) = (I, + hB)™'. Hierbei sind

1 -2 1 0 . . . 0
2 5 -4 1 0
1 -4 6 -4 1
0
P, = = B,
. 0
1 -4 6 -4 1
1 -4 5 -2
0 0o 1 -2 1

Qn:Bza Rn:B3

Beispiel 4 Ridge Schitzung mit Projektionsmatriz (vgl. Bunke (1999))

Es sei P eine m x m-Projektionsmatrixz. Wir schétzen f mait
fo=cPY +(I,-P)Y , 0<c<l. (2.14)

Diese Schitzung hat die Gestalt einer Ridge Schditzung mit Parameter
a:=(1—-c)/c (falls ¢ >1/2), denn

(In+oP)™ = L,+) (-1)fa/PF
k=1

k=1
«

m

1+«
o
= (I,—P 1-— P
( )+( 1+a)
1
= (I,— P
( )+1—|—oz

= ([n,—P)+cP fir a:=(1-c¢)/c.

9



Die Schitzung (2.14) kann umbeschrieben werden in die folgende Gleichungen:
fo = Y+(c—1)PY (2.15)

= [[,—(1-¢P]Y (2.16)
Hierber sind P, =P, Q, =R, =T, =0.

Beispiel 5 Analyse von Feldexperimenten (vgl. Green, Jennison and Seheult

(1985))

In diesen Feldexperimenten geht es um die Schitzung der Effekte verschiedener
Diingemittel (m insgesamt) und verschiedener Feldtypen (1 insgesamt) auf den
Ertrag. Es seien n=lm die Gesamtzahl der Felder,

nx1 Vektor der Ertrdge

nxm Designmatriz fiir die Diingemitteleffekte

mx1 Vektor der Diingemitteleffekte

nx1 Vektor, der die Feldeffekte enthdlt

nx1 Fehlervektor.

S m o U

Green, Jennison und Seheult gehen von folgendem Modell aus:
y=Dr+&+1n.

Die wichtigste Annahme in ihrer Betrachtung ist, dafl die Funktion & glatt ist.
Mit anderen Worten soll der Unterschied der Feldeffekte benachbarter Felder
des gleichen Typs klein sein. Das wird in folgenden Gleichungen ausgedriickt:

§iv1 — 26+ &1 = 0. (2.17)

oder in der Matrizschreibweise A& ~ 0 , wobei A eine [m(1-2)]xn Tridiago-
nalmatriz ist.

Sie definieren Schditzungen fir T und & durch Minimierung (beziglich T und £)
von

ly — D7 — €] + MAT(AE) ,  A>0.

Der Term (A&)T(AE) ist der Ausdruck, der die Unglattheit von & (Gleichung
(2.17)) bestrafft. Je grofler X ist, desto glatter ist die Schditzung von &. Unter
gegebenen Effekte T schdtzt man & durch

§= (I, + \ATA) ' (y — D7) .
Die Matriz Sy := (I, + \ATA)™! erfiillt die Voraussetzungen V1 bis V5 vom
Abschnitt 2.2.

10



Bemerkung 2.2.1

Beispiele fiir glatte Regressionsfunktionen im Beispiel 1, d. h. fiir die P,f ~ 0
gilt, sind die konstanten Funktionen und die Geraden mit kleinem Anstieg;
denn ist

fi=ax;+0b, sogilt fir 2<i<m-—1

[Pufli = 2fi— fie1 — fin
= 2(ax; +b) — (ax;—1 +b) — (ax;y1 + b)

= 2a(xi1 +A) —ax; 1 — a(z;_1 + 24A)
= 0

und fir 1 =1 oder i =m

Also ist P,f =0 fir a=0 und fiir sehr kleines a ist | P,f|| =~ 0.

11



Kapitel 3

Die Schétzer der
Regressionsfunktion

3.1 Glattung mit der optimalen Bandbreite

Wir fithren weitere Bezeichnungen ein:

C := Diag(ci',...,c;}) = nll_{rolon]\/[n (3.1)
A=tr(PC) = T}LngontT(PnMn) An = tr(P,M,) (3.2)
§:=tr(PTPC) = lim n tr(PYP,M,) 6, :=tr(PIP,M,) (3.3)
p:=tr([PTP+2Q]0) = Jirgontr([PnTPn +2Q,])M,,) (3.4)
pn = tr([PL P, +2Q,])M,) (3.5)
w:=fIPTPf = Tim frPIpP,f = lim w, (3.6)
vi=fTPQf = lim f'P Quf = lim v, (3.7)

Es sei hopt = hop(f,0%,n) = arginilr}M(h), wobei M(h) durch (2.5) gege-
S

ben ist. Da f und o? unbekannt sind, ist M(h) und demzufolge auch hgy
unbekannt. Der folgende Satz gibt die asymptotischen Entwicklungen der op-
timalen nichtzufalligen Bandbreite und des mittleren quadratischen Fehlers
der Schétzung mit dieser Bandbreite an.

12



Satz 3.1.1 (Ilouga(1994))
Unter den Voraussetzungen V1 bis V7 und den Bezeichnungen (5.1) bis (3.7)
qilt:

a’X  o*hp o\ 4 9
1) hopt = R R 3 +o(o"n7) (3.8)
4y2 62 63
o oN* oA lopP 4% 6 _3
2)  M(hopt) = o*tr(M,) — S, T s T 2 Y +o(c”n™") . (3.9)

Der Beweis dieses Satzes wurde in Ilouga(199/4) erbracht. Er geht aus von der
Gleichung M'(hopt) = 0 und basiert auf einem iterativen Verfahren zur Null-
stellenbestimmung von Polynomen vom Grad grofler oder gleich 3. Das Verfah-
ren wurde zum Beispiel in Barndorff-Nielsen(1988), Seite 44, fiir die Berech-
nung von Maximum-Likelihood-Schitzungen in parametrischen statistischen
Modellen verwendet. Eine @hnliche Methode wird benutzt, um die Cornisch-
Fischer Entwicklung von Quantilen stetiger Verteilungen in Abhéngigkeit von
den entsprechenden Quantilen der Standardnormalverteilung und umgekehrt
zu bekommen (vgl. Patel und Read (1996), Seiten 172-173).

Bemerkung 3.1.1 Mit den Bezeichnungen

M (o) = o?tr(M,,) (3.10)
ot )\?
M2(hopt) = Ml(hopt> - 2w (311)
und
aX2p oS\
MB(hopt) = MZ(hopt) + n3 w2 -2 77,3 w3

konnen wir das optimale Risiko M (heyt) in der folgende Form darstellen:

Moo(hopt) = M (hopt)
= M;(hopt) +o(c®n™1)
= My (hopt) + o(o'n™?)
= M;(hopt) + 0(c°n?)

Damit stellen My (hopt), Ma(hopt) und Ms(hoyt) Approzimationen erster, zwei-
ter und dritter Ordnung des optimalen Risikos dar.

13



Bemerkung 3.1.2

Zwei Arten von Asymptotiken sind an dieser Stelle denkbar. Zum Finen konnte
die Anzahl n; der Wiederholungen im Versuchspunkt x; grofi sein. Zum An-
deren, wenn die Anzahl der Wiederholungen im Versuchspunkt x; nicht grofs
ist, so kinnte o* klein sein. Eine Asymptotik fir o> — 0 kénnte in diesem
Fall betrieben werden. Im Satz 3.1.1 liegt eine Asymptotik fiir v* := o?/n — 0
vor, die fiir beide o.q. Fille giiltig ist. In dieser Arbeit wird es um die Asym-
ptotik fir groffe n; (bzw. n ) gehen.

3.2 Die adaptiven Schitzungen der Regressions-
funktion

3.2.1 Der Plug-In Schitzer

In diesem Abschnitt wird A,y geschétzt. In der Gleichung (3.8) schéitzen wir
die Approximation zweiter Ordnung der optimalen Bandbreite (d. h. die ersten
drei Glieder auf der rechten Seite von (3.8)), indem wir die Unbekannten f und

0% durch erwartungstreue Schiitzer f := Y und 62 := s? ersetzen. Dadurch
erhalten wir die sogenannte Plug-In Schéitzung fiir die Bandbreite

N C[($2A st s*\2p,

hy—i == mln{ o 2 +3 o hm(w} , (3.12)

wobel @, := YTPnTPnY und 7, := YTPnTQnY. Der Plug-In Schétzer fiir die
Regressionsfunktion lautet dann

~

foi = K(n, hy )Y (3.13)

Bemerkung 3.2.1

Es gelte E(ejy) < oo, i=1,...,m (V8 ist nicht notwendigerweise erfiillt)
und es sei €:=Y — f. Dann ist:

1. Nach Anwendung des Satzes von Abschnitt 27.2 in Cramér (1946), Sei-
te 345-346
On = wp + 0,(nV2) sowie B, = v, + O,(n"Y?), denn
Var(®,) = EQE'P'P,f+&"P'P,z—0%,)”
= 40*f'PTP,M, PP, f +4E(E" PP, f - " PIP,2)
+E(E"PIPe)* + O(n™?)
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< Ao*fTP P M, Py P f + A fIIE ElE]P
+ P Elg]* + O(n~?)
= O(n1).

Ebenso ist Var(p,) = O(n™!).

2. 2 =02+ 0,(n"Y?) und s*=0*+0,(n"1?).

Somit ist, falls ﬁp_i < Nopaz (dies gilt dbrigens mit einer Wahrscheinlichkeit,
die fiir grofie n gegen 1 konvergiert),
(0> + O0p(n 2NN (0" + Op(n ) Nupn
Wy, + O, (n=1/2) (wn + Op(n=1/2))2
(0! + Op(n~ )N (v + Op(n™'7?))
(Wn + Op(n=1/2))?

hpfi -

+3

_ o\, B a* M\ pn N 304)\%%

W, w? w3

+ Op(n_3/2) )

Demzufolge ist wegen (3.8)

hpfi - hopt

= 0,(n""?). (3.14)
hopt

3.2.2 Die anderen adaptiven Schéitzer

Bei den folgenden Adaptationsverfahren wird so vorgegangen, dafl man die
Funktion M(h) der Gleichung (2.5) schiitzt und diese Schitzung minimiert.
Ist also M (h) ein Schétzer fir M(h) und ist

he arg%réilglj\}[(h) ={h: M(h) =min M(.)},
so definiert man die entsprechende adaptive Schétzung durch

fi = K(n,h)Y. (3.15)
Die Menge arg gél[r{l M (h) ist nicht leer und es kann nach dem Lemma 2 von

Jennrich (1969) h, : R" — [0, Apnaz| als meBbare Funktion gewihlt werden,
denn mit y = (Y11, Yingy---- - - Yl -+ Ymn, ). € IR™ haben wir die
Eigenschaften:
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1. M(h) = M(h,y) ist eine reellwertige Funktion auf [0, Aymqqe] X R" ;
2. V€0, hma) ist M(h,y) eine meBbare Funktion in v ;
3. Yy e R" ist M(h,y) stetigin h.

In dieser Arbeit werden wir die folgenden Schétzer fiir M (h) betrachten:

1- C),-Schétzer (vgl. Mallows (1973))
= [ — K(n, )Y |[* + s%r {[2K (n, h) — L,]M,} (3.16)

Unter der Annahme normalverteilter Fehler ist Mcp(h) die beste erwar-
tungstreue Schétzung fir M(h) (vgl. Bunke und Droge (1984)).

2- Cross-validation Schétzer (vgl. Efron und Tibshirani (1993))
m 1 n; e
DR DD S (3.17)
i=1 " j=1

wobei f,;” das i — te Element des m-dimensionalen Vektors
7 =K(n—1,h)Y Y ist und

Y falls ki
—ij _
BTSN - Zm falls k=i (3.18)
l#y

3- Full Cross-validation Schétzer (1. Version)

Mfcvl Z Z ig = J;Z] 5 (319)

wobei f;” das ¢ — te Element des m-dimensionalen Vektors
= K(n,h)Y T ist und fiir k =1,...,m

Y falls & i

i _ i )
N = n ' (Y Yy +Y;) falls k=i (3.20)

I#j
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4- Full Cross-validation Schétzer (2. Version)
. L, i
Myepo(h) == Z o Z(Yzj — ;;2])2 )
i=1 " j=1

Arij

wobei f,.* wie oben, und fiir k =1,...,m ist
Y falls & # i
Veax VI n; ~
VU= nf (Va4 [K(n, h)Y),) falls k=i (3.21)
=1
I#j

Bemerkung 3.2.2

Statt, wie bei Cross-validation eine Beobachtung y;; wegzulassen und die weg-
gelassene Beobachtung ,vorherzusagen®, ersetzt man bei Full Cross-validation
die weggelassene Beobachtung y;; durch den Mittelwert aller Beobachtungen im
Punkt x; (1. Version) oder durch die Schitzung der Regressionsfunktion f im
Punkt z; (2. Version) (vgl. Bunke, Droge und Polzehl (1999)).

Bemerkung 3.2.3

Wir verwenden hier eine gewichtete Modifizierung vom wurspringlichen Full
Cross-validation von Bunke, Droge und Polzehl (1999) aus folgenden Grinden:
1. In der Situation, in der man Wiederholungen hat, bildet man die Mit-
telwerte der Quadrate der ,Full Cross-validierten® Residuen Y;; — A;riij
an jedem Versuchspunkt x;. Wenn man die so gebildeten Mittelwerte
summiert, fihrt das dazu, dafi die Residuen an jedem Versuchspunkt die
gleiche Grofsenordnung im Full Cross-validation Score (3.19) haben, un-
abhdngig davon, ob sich die Stichprobenumfinge n; moglicherweise stark
voneinander unterscheiden kénnen. Falls n; = n; fir alle ¢ und j,
ergibt (3.19) den Full Cross-validation Score von Bunke, Droge und Pol-

zehl (1999).

2. Die Grifsen (Y;—f,;“(ycl))2 , i =1,...,m, sind Schitzungen des quadrati-
schen Vorhersagefehlers SEP; (square error of prediction) einer Regressions-
funktion f im Versuchspunkt x;, wenn keine Wiederholungen vorliegen.
Hat man aber n; Wiederholungen y;; (j = 1,...,n;) tm Punkt z;, so
wird man SE P; mit

BB, = it SO (Y — fi)

J=1

schdtzen.
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Kapitel 4

Asymptotischer Vergleich der
adaptiven Schéitzer

4.1 Asymptotische Resultate 2. Ordnung

Dieser Abschnitt dient dazu, einen Uberblick iiber die Ergebnisse 2. Ordnung
zu geben, die in der Literatur zu finden sind. In Neumann (1992) wurde be-
wiesen, daf} die Risikenapproximationen 2. Ordnung der adaptiven Schiatzung
(3.15), (wobei h durch Minimierung von (3.16) entsteht) und der Plug-In
Schétzung gleich sind. Der folgende Satz gibt die Gestalt der optimalen Band-
breite bei der Schitzung von f sowie die Risikoapproximation 2. Ordnung der
Schétzung mit der optimalen Bandbreite an.

Satz 4.1.1 (Neumann (1992))

Unter den Voraussetzungen V1, V2, V5 V6, V7, den Gleichungen (2.6),
(2.10), (3.1), (3.2) und (3.6) gilt :

o\ B
1) hopt = m -+ 0(02n 1) (41)
oi\?
2)  M(hopt) = o’tr(M,) — o +o(c'n™?) . (4.2)

Somit definieren wir die Plug-In Schéatzung der Regressionsfunktion durch

foi = K(n,hy )Y (4.3)
wobei
2
hp_i == min {&,hmax} . (4.4)
On

Im Satz 4.1.2 werden Approximationen 2. Ordnung des Risikos der Plug-In
Schitzung von f angegeben. Es sei k := fT PTPCPFf.
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Satz 4.1.2 (Neumann (1992))

Unter den Voraussetzungen V1, V2, V5 V6, V7, V8 den Gleichungen (2.6),
(2.10), (3.1), (3.2) und (3.6) gilt :

452 432
A s o o) 0Nk _g
Blfyi—fIP = oPr(My) = T 4472 o o(n?) (1.5)
452 432
- o oA 0 NR
My(hy,—;) = o°tr(M,) — o St (4.6)

Das Glied 404\?kn2w=? ist der Preis, den man zahlen mufl, wenn man f mit
der Plug-In Bandbreite ﬁp,i statt mit der optimalen Bandbreite h,y,; schétzt.
Fiir die Beispiele 1, 2, 3, 4 und 5 ist k > 0. Also sind fiir diese Beispiele
die Risiken 2. Ordnung der Plug-In Schitzung grofler als die Risiken zweiter
Ordnung der Schitzung mit der optimalen Bandbreite.

Es seien ﬁcp, izcv, iszl, ﬁfcvg die Bandbreiten, die man durch Minimierung
der Schiitzer Me,(h), Meuy(h), Mfei(h), Mjen(h) als meBbare Funktion in den
Beobachtungsvektor erhélt.

Es seien auflerdem

fcp = K(n, ilcp)Y

fcv = K(n, ilcv)f/
ffcvl = K(na ilfcvl)}7 und
ffCUQ = K(TL, ilfch)Y

die entsprechenden adaptiven Schétzungen von f. Es gilt der folgende

Satz 4.1.3

Unter den Voraussetzungen von Satz 4.1.2 und den Gleichungen (3.16) bis
(321) ngt fﬁ?“ f € {fcp7 fcva ffcvla ffch}

E|lf = fI* = Ell fo-i = fI* + o(n?) . (4.7)

Fir f = f., ist (4.7) bereits von Neumann (1992) bewiesen worden. Die
Beweise dieser Aussage fiir die anderen adaptiven Schétzer sowie alle anderen
Beweise findet man im Kapitel 10.2.

4.2 Asymptotische Resultate 3. Ordnung

Die Aussagen des Abschnitts 4.1 stellen eine gewisse ,asymptotische Aqui-
valenz“ der Adaptationsverfahren fiir groffle Stichprobenumfinge dar. Wenn
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aber die Stichprobenumfanginge nicht so grofl sind, kénnen sich die Risiken
der adaptiven Schétzungen unterscheiden.

Um die Unterschiede zwischen den Risiken der verschiedenen adaptiven
Schétzer quantifizieren zu konnen (und somit einen noch préziseren Vergleich
der Adaptationen vollfiihren zu koénnen) ist es notwendig, die Risiken 3. Ord-
nung jeder der adaptiven Schatzungen zu berechnen. Wir werden den Vergleich
der adaptiven Schéatzungen so durchfiihren, dafl wir ihre Risiken 3. Ordnung
mit den Risiken 3. Ordnung der Plug-In Schitzung vergleichen. Die explizite
Darstellung der Formel fiir die Risiken 3. Ordnung der Plug-In Schéitzung wird
spater im Satz 4.2.5 angegeben.

Der Satz 4.2.1 vergleicht die Risiken 3. Ordnung der Plug-In Schétzung mit
den Risiken 3. Ordnung der C,-Schétzung von f.

Satz 4.2.1 (Illouga (1994))
Unter den Voraussetzungen V1 bis V8, den Bezeichnungen (3.1) bis (3.7),
den Gleichungen (3.12), (3.13) und (3.16) gilt:

80 /\5/{

Ellfep = FI? = Ellfpmi = FI? + +o(n™) (4.8)

- - 8a\dk

M3 (hep) = Mz(hp—i) + (4.9)

n3w?
Bemerkung 4.2.1 FEine Aussage, welche die bessere dieser beiden Adaptati-
onsmethoden ist, hangt vom Vorzeichen von k ab. Ist K(n,h) die Glattungsmatric
der Nadaraya-Watson Kernschdtzung mit Normalkern, so ist k > 0, denn al-

le Figenwerte der Matriz P, in Beispiel 1 sind in diesem Fall griffer oder
gleich 0. Diese Behauptung gilt ebenfalls fiir die gewichtete kleinste Qua-
dratschdtzung mit Straffunktional, falls der Straffterm durch das Quadrat der
euklidischen Norm des (m — 1)-dimensionalen Vektors der Differenzen 1. Ord-
nung fY = (fo—fi,..., fm— fm1)" oder des (m — 2) dimensionalen Vektors
der Differenzen 2. Ordnung f? = (f2(1) — (1 . f f o) gegeben ist
(vgl. Beispiele 2 und 3). Fiir die Beispiele 4 und 5 gilt ebenfalls k> 0. Folg-
lich ist die Plug-In Adaptation besser als die Adaptation durch Minimierung
von Mcp fuir diese genannten Beispiele.

Der nachfolgende Satz vergleicht die Risiken von fp,i und fcv. Wir definieren
zunéchst folgende Groflen:

Rn = fTPTPnMnPnf

m 2
Tin = Z nii Vi 1) (TL - m)_l (Z Pnﬂlnz_l)

i=1
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m
— E —2
Yon T 4/'€n Pn,mnz
=1

o= 2 {Z Pic;? — )\2}
i=1

Yo = 4/{21%0;2 .
i=1

Satz 4.2.2

Unter den Voraussetzungen V1 bis V8, den Bezeichnungen (3.1) bis (3.7),
den Gleichungen (3.16), (3.17) und (3.18) gilt:

4
SR S S 40 e -3
Bllfor = FI? = Ellfor = fI? + 55 (2 +55) +on™?) (4.10)
7 2 ot
My(her) = My(hy) + 25 (L4 22 . (4.11)

Korollar 4.2.1
Unter den Voraussetzungen der Sdtze 4.2.1 und 4.2.2 gilt:

80Nk ot (ﬂ ¥

R . ) _3

Echv_fH _Epr—z_fH + n3w3 ng w —I—E>—|—0(n )(412)
5 - 80O\dk ot v M

My(her) = My(lp-s) + = + <Z v E) . (4.13)

Bemerkung 4.2.2

Aus Lemma 10.1.3 folgt, daf$ v1 und o grifer oder gleich 0 sind. Aus diesem
Grund ist die Adaptation mit Cross-validation in dritter Ordnung schlechter als
die Plug-In Adaptation (Gleichung (4.13)) und schlechter als die Adaptation
mit dem C,-Kriterium (Gleichung (4.11)), falls k positiv ist.

Der folgende Satz vergleicht die Adaptation durch Cross-validation mit der
Adaptation durch Full Cross-validation (1. Version).
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Satz 4.2.3

Unter den Voraussetzungen V1 bis V8, den Bezeichnungen (3.1) bis (3.7),
den Gleichungen (3.17) bis (3.20) gilt:

4
0 72

Bl fren = 12 = Ellfoo = 117 = Z2% 4 o(n™?) (114)
2 7 0472
MB(hfcvl) - M3(hcv) - n3w? (415)
Korollar 4.2.2
Unter den Voraussetzungen der Sdtze 4.2.2 und 4.2.3 gilt:
; 2 ; 2 o'm -3
Bl fren — fIIF = Ellfep — fIIF + Bw +o(n™?) (4.16)
7 7 o'y
M3(hfcv1) = Mg(hcp) + n3w . (417)

Aus der Gleichung (4.15) ist ersichtlich, daf8 die Adaptation mit Cross-valida-
tion (in dritter Ordnung) schlechter ist als die Adaptation mit Full Cross-
validation (1. Version), die ihrerseits wiederum schlechter ist als die Adap-
tation mit dem C,-Kriterium (Gleichung (4.17)), falls es ein Paar (i,7) gibt
(¢, € {1,...,m}) mit P, ;; # P, ;; oder n; # n;. Sind alle Diagonalelemente
von P, gleich und n; = n; V (i, ), so ist 71, = 0 und die Risiken 3.0rdnung
der adaptiven Schéitzung mit Full Cross-validation (1.Version) wiirden gleich
den Risiken 3. Ordnung der adaptiven Schétzung mit dem C,-Kriterium sein.
Eine Situation, in der 7, = 0 ist, kommt beispielsweise vor, wenn die Re-
gressionsfunktion f mit Schitzungen der Form f, :=cY, ¢ € (0,1] geschétzt
wird. Dabei ist P, gleich der m-dimensionale Einheitsmatrix 7,,, . Im Kapitel 6
werden wir ausfiihrlich dieses Beispiel behandeln.

Wodurch sich die Risiken 3. Ordnung der beiden Full Cross-validation Va-
rianten unterscheiden, zeigt der

Satz 4.2.4

Unter den Voraussetzungen V1 bis V8, den Bezeichnungen (3.1) bis (3.7) und
den Gleichungen (3.19) bis (3.21) gilt:

E"ffcv2 - fH2 = EHffcvl - f”2 + chv + 0(7173) (418)
M3(ilfcv2) = MB(ﬁfcvl) + Tfew (4.19)
wobes

chv -

8o\ (2 fTPTPCPffTP"CPf

n3w?

» ffrtcpcr f) : (4.20)
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Bemerkung 4.2.3
Hat man ny =...=ny,, =:n, so sind C:=ml,, \=mtr(P),
=m fTPTPPf. Damit ist
8o* \k 8ottr(P )fTPTPPf

! n3w? n3w?

fur die Beispiele 1, 2, 3 , 4 und 5. Demzufolge ist fir diese Beispiele die
Adaptation mit Full Cross-validation (2. Version) in dritter Ordnung besser als
die Adaptation mit der ersten Version.

Beim Vergleich der Adaptation durch Full Cross-validation (2. Version) mit
der Adaptation durch dem C),-Kriterium kann keine allgemeingiiltige Aussage
getroffen werden wie bei den anderen Vergleichen. Es gilt ndmlich

4
om

MB(thUZ) - M3(hcp) - chv + 3w .

Aber es liefern einige spezielle Situationen noch spezielle Ergebnisse.

Korollar 4.2.3
Es seiny = ... = n, = n. Unter den Bedingungen von Korollar 4.2.2 und

Satz 4.2.4 gilt:

804\ 4
AL ) (4.21)

E||ffcv2 - f||2 - EHpr - f”2 -

n3w? n3w

8oi\ 4
oA LT (4.22)

My(hyess) = Ma(hep) —

n3w? n3w

wobei vy, die Gestalt

M =2 (ZPQ—m sz‘z‘)2>

annimt und X\ bzw k die spezielle Form wie in der Bemerkung 4.2.3 haben.

Aus Gleichung (4.22) sieht man, da das Vorzeichen von — 87;‘;% + %

dariiber entscheidet, welche der beiden Adaptationen in dritter Ordnung bes-
ser ist. Sind alle Diagonalelemente von P, und alle Stichprobenumfinge n;
gleich, dann ist ;3 = 0. In diesem Fall ist die Full Cross-validation Adaptation
(2. Version) besser als die C,-Adaptation. Wie schon bemerkt, werden wir im
6. Abschnitt ein Beispiel mit «; = 0 betrachten.

23



Korollar 4.2.4

Es setny = ... = n, = n. Unter den Bedingungen von Satz 4.2.1 und
Korollar 4.2.3 gzlt

A 5 804)\/{ ) oty B
Bl 11 = Bl = 1P+ S22 (20 = 1) 4+ T o) 423)

- ~ S8o* \k (026 ot
My (hges) = My(hy_i) + <— - 1) I (4.24)

n3w?

Das Korollar 4.2.4 gibt an, welchen Preis man zu zahlen hat, wenn man an-
stelle der Plug-In Schéitzung (deren Bandbreite die Konvergenzgeschwindigkeit
n~1/2 hat) die Full Cross-validation Adaptation (2. Version) fiir die Schitzung
von f verwendet. Damit die Schiatzung mit der Full Cross-validation Adapta-
tion (2 .Version) besser wird als die Plug-In Schitzung von f, ist es notwendig
(aber nicht hinreichend), da§ ¢ < w/d (falls £ positiv ist).

An dieser Stelle wird der Satz angegeben, in dem die Risiken 3. Ordnung
der Plug-In Schétzung von f berechnet werden.

Wir bezeichnen die (mymg X ning)-Matrix A ® B := (a;;B) als das Ten-
sorprodukt der (m; xn;)-Matrix A = (a;;) und der (mq X ny)-Matrix B = (by)
und mit W, die Matrix der vierten Momente einer m-dimensionalen standard-
normalverteilte Zufallsgrofie Z .

(Z ~ Np(0,1,) Vo:=E(ZZT ® 2Z7)).

Es seien weiterhin:

1zl¢ = z'cz
Q = (C®C)2T(C®C0):

Ty = tr[(P"P® P)Q]

Ty = tr[(PTPff"P"P® P)Q)

Tyy = tr[(P"PffTP" @ PTP)Q)

Ty = tr[(PTPff"P"P@ PTPffTP)Q).
Dann gilt:
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Satz 4.2.5
FEs seien die Voraussetzungen V1 bis V8 erfillt. Dann gilt fir die Schatzung (3.13)

: )
Elfpi — fI? = UQtT(Mn)—U——+4U h_o

n? w n2w? nd w?

2t N A NIPTIE  so A

* n’(n—m)w  n? w3 n3 w3
205 A 86 A 160 A
—BETl 55 (lop + Tp) + — JTM
200 0%y 209N 40% N . o . .
-t —— —7/2
e i e e T PT(3CP" +2PC)Qf + O(n~"*)
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Kapitel 5
Der Fall Pf =0

In vorangegangenen Kapiteln haben wir stets angenommen, dafl die Regres-
sionsfunktion f nicht zum Nullraum von P, gehort. Fiir solche Funktionen
galten die asymptotischen Entwicklungen, die in den S&tzen der Kapitel 3 und
4 gegeben sind. Fiir die ,sehr glatten Regressionsfunktionen f (d. h. fiir die
Pf =0 gilt) sind die Risikoapproximationen der Schétzer in den Kapiteln 3
und 4 nicht mehr geeignet, denn die Voraussetzung V6 wird verletzt. Somit ist
der Nenner der in den Formeln vorkommenden Ausdrucke gleich 0. Die Risi-
koapproximationen sind ebenfalls ungeeignet, wenn die quadratischen Formen
fTPTPf sehr klein sind.

In diesem Abschnitt wird ein Schétzer angegeben, mit dem man diese
Schwierigkeit umgeht. Wir nehmen an, dafl die Stichprobenumféange alle gleich
sind, d. h. ny =---=n,, =n.

Es seien R(P) der Bildraum und A, der Nullraum von P. Wir bezeichnen
mit P die Projektionsmatrix auf R(P), d. h. P> = IP, IPf =f Vf €
R(P) und IPf := arg geig(fp){ﬂg — f|I}. Hier ist die Projektion beziiglich

der euklidischen Norm in IR™ zu verstehen. Wenn man sicher wiifite, daf§ die
wahre Regressionsfunktion zum Nullraum von P gehért, dann wiirde man f
beispielsweise mit der kleinsten Quadratschétzung unter linearer Restriktion

fo=(In+ M,PTP)"'Y (5.1)

schitzen oder einen anderen Schétzer verwenden, der unter der Restriktion
Pf = 0 gute Eigenschaften aufweist. In der Praxis weil man anhand der
Beobachtungen y;; jedoch nicht, ob die zu schitzende Funktion f zum Raum
Ny gehort oder nicht, wobei aber eine Vermutung vorliegen konnte, dafl die
Regressionsfunktion sehr glatt ist, also f € Ny gilt. Fiir eine derartige Si-
tuation wird in Bunke (1999) der folgende Schiitzer fiir f vorgeschlagen:

fo=cPY +(I,—IP)Y , 0<c<1. (5.2)
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Mit h:=1—c ist

fn=,—hIP)Y | hel01]. (5.3)
Sei :=tr(lP) =m—dim(Ny) und he, = arg hlél[ggll} M(h) , wobei M(h) das
quadratische Risiko der Schétzung (5.3) ist. Es gilt der
Satz 5.0.6
Fiir die Schatzung (5.3) gilt:
hopt = [L+n|Pf|?/(c2)] (5.4)
M(hopt) = om o - (5.5)

n n2(|Pf]?+nto2)
Falls f € Ny, so sind

2
hopt =1 und M (hop) = U—(m — 1) wunabhingig von f.
n

5.1 Adaptive Schitzungen

Selbst unter der Vermutung, dafl die unbekannte Regressionsfunktion in N
liegt, miifte man die Bandbreite datenabhéngig wihlen. Es werden hier zwei
adaptive Schéitzungen gebildet.

Durch Schétzung des Minimums h,, von M (h) in (5.4) erhalt man die
, Plug-In“ Bandbreite

s = [L4+ | PY /(820" (5.6)
die echt kleiner als 1 ist. Die entsprechende adaptive Schéatzung ist
fomi = (L — hyiP)Y . (5.7)

Anderseits erhdlt man durch Minimierung der Schétzung (3.16) von M (h)
die Schétzung der Bandbreite

LA : (5.8)
n|[PY|[>
die gréBer als 1 sein kann. Man wéhlt deshalb
hep = min(1, h) (5.9)
und
fop = (L — ey P)Y (5.10)
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Bemerkung 5.1.1
Wenn man bei der Bildung der Plug-In Schdtzung von (5.4) die erwartungs-

treue Schitzung |[IPf||? = [[IPY|]* —n~'s?l fir |[IPf||* einsetzt, erhdlt man
hy_i = h.

Bemerkung 5.1.2
Unter der Voraussetzung V8 gilt:

2

s

Yy :=m(n— 1); ~ an(nq) (5.11)
n _

Yy = EHPYH2 ~ X(2l,na—2fT1Pf) ) (5.12)

wobei X3 und X%k,,\) die zentrale Chi-quadratverteilung mit k Freiheitsgraden
bzw. die nichtzentrale Chi-quadratverteilung mit k Freitheitsgraden und Nicht-
zentralitdtsparameter X\ bezeichnen. Yi und Yy sind stochastisch unabhdngig
und es gilt

poo oL
n|[PY|[?
o2l m(n — 1)s*/o?

m(n — 1) n=1o2n||IPY||2/(n"10?)

—}q/m(n — 1) ~ F —2¢T
Yz/l m(n—1),1, (0,ne=2fTIPf) >

wobel  Fy, ky, (0, 2)  die doppeltnichtzentrale F-Verteilung mit ki und ks
Freiheitsgraden und Nichtzentralititsparametern \; und Mo ist. FEs gilt fir
[>3

E(h)=1/1-2)>1, fals ||IPf||*=0, (5.13)

~

und E(h) hédngt nicht von n ab.

Fliir beliebige Werte von ||IPf||* erhalten wir (Thrum (1999))
- l
Eh) = F| =
0= ()
- l
= 2)2) 5.14
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wobei 7% := no || P f|]? ist, und pp(N) := %Te*’\ die Wahrscheinlichkeit fiir k

bei einer Poisson Verteilung mit Parameter A ist. Die Gleichung (5.13) folgt
aus der Gleichung (5.14), wenn der Nichtzentralititsparameter no 2| IP f||*
gleich 0 gesetzt wird.

Die Verteilungsfunktion F von ich = min(ﬁ, 1) ist gegeben durch

F(z) = 0, falls <0
F(z) = 1, fallsxz>1.

und
F(z) = P(he <)
= Plhgy<z,h<1)+Plhegy<xz,h>1)
= P(h<zx)
- r(i=1)
hoox
= 1_P(T< >

- 1_f?l,m(n—l),(nU*QfTPf,O)(x_l)7
fir 0 <z <1.

—_
SHE

>

Wir bezeichnen die ZufallsgroBe L(h) = | f, — f||* als den quadratischen
Verlust der Schétzung (5.3) von f.

Satz 5.1.1
Es sei IPf = 0. Dann gilt fiir alle Beobachtungsvektoren y
L(hy—;) > L(hep) - (5.15)

Bemerkung 5.1.3 (mit Beweis)

Im Fall ||IPf]| = 0 st die Risikofunktion der Schitzung (5.3) monoton
fallend auf [0,1] (denn ihre Ableitung M'(h) = —20%1(1 — h)/n ist negativ)
und es gilt M'(1) =0 (Satz 5.0.6).

Aus den Gleichungen (5.6) und (5.8) folgt, daf8 jede Realisierung der Zu-
fallsgrafse lAzp,i nicht nur kleiner als 1 ist, sondern auch kleiner als die ent-
sprechende Realisierung von h ist. Daraus folgt, daf pr_Z- < ich. Somit ist
M(ﬁcp) < M(ﬁp_i) fiir alle Stichprobenumfinge n. Dies gilt dann auch fir
alle Funktionen einer gewissen e-Umgebung (e = e(n,o) > 0 geniigend klein)

No={feR":|Pf| <e¢} des Nullraumes von IP.
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Aus Satz 5.1.1 ist schluBBzufolgern, dafl die adaptive Schétzung von f durch
Minimierung des Kriteriums (3.16) zu verwenden ist, falls vermutet wird, daf
die unbekannte Regressionsfunktion glatt ist. Die Plug-In Schétzung, die fiir
den Fall unglatter Funktionen am besten war wird hier schlechter als der C,-
Schétzer.

5.2 Eine k-stufige Plug-In Schitzung

In diesem Abschnitt werden wir eine k-stufige Plug-In Schétzung der opti-
malen Bandbreite h,,: (Gleichung (5.4)) konstruieren.

Im Abschnitt 5.1 hatten wir die unbekannte Regressionsfunktion f der
Gleichung (5.4) mit Y und die Varianz o? mit s? geschiitzt, um die Plug-In
Schitzung (5.6) zu definieren. Wir fithren die Bezeichnungen

by =0 =Y (5.16)

so ein, daf die Plug-In Schitzung der Bandbreite in der Gleichung (5.6) ge-
schrieben werden kann als

ﬁ;l_)l = s2l/ <n ||Pf1§(i)i||2 + s2l) (5.17)
- s2l/[nHPYH2+32l] . (5.18)

Die entsprechende adaptive Schétzung von f wird
£ = (Im - IES_)Z-JP>Y . (5.19)

Die 2-stufige Plug-In Schitzung von f wird dadurch gebildet, dall man das
unbekannte f in der Gleichung (5.4) mit flgl_)i schitzt. Man erhélt demnach

i = s/ (n Hzpfzfl_)i g 1) (5.20)
= s1/[n H]P (1 = 2P) Y/H2 + 5| (5.21)
_ 325/ [n (1 - ﬁ;?i)Z Pyl + 32z] (5.22)
und
12 = (= B2 P)Y (5.23)
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Aus Gleichung (5.22) folgt
W, > s2l/ [n |PY| + 525] — A, (5.24)

denn 0 < ﬁf}_)z < 1 und demzufolge 0 < (1 —lAzg_)i)Q <1 gilt. Es gilt ebenfalls
aus Gleichung (5.22), da8 lAzz(i)Z < 1.

Wir kénnen also rekursiv eine Folge {izl()k)

—1

} von Plug-In Bandbreiten
k>1

wie folgt definieren:

R, = 0. Fir k>1ist
Flk—1) 7 (k—1) ¥,
FED = (1= P) Y
~ ~ 2
i = s (o] PRV s (5.25)

IPYH2 + sﬂ , (5.26)

- (i

2

denn es gilt
. . 12
i = o (i)

_ 2 (k-1)\? || oo 12
= (=R Py

Diese Folge hat folgende Eigenschaften:

P—1
(5.26) und der Konstruktionsvorschrift.

(1) {A () } ist monoton wachsend. Dies folgt aus den Gleichungen (5.24),
k>1

(44) {A(k) }k ist nach oben beschrénkt: ﬁ;k)i <1 Vk>1 (Gleichung (5.26)).
>1

p—i -

(7ii) 1 ist die kleinste obere Schranke von {izl(f_)z} , falls ||Pf]| = 0.
k>1
Beweis: angenomen sei, 3 c€ (0,1) : Vk> 1 izgi)l <c.

Esseid=1—¢>0. Aus (5.6) und (5.8) gilt erstmal die Darstellung

~

hp—i =h/(1+h).
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7). <c = ﬁp,i < ¢, (denn {ﬁgi)l} ist monoton wachsend)
E>1

= h/(1+h)<c

= h<c/(l—c)=1/6—1
d.h. EL € (0,1/6 —1). Das steht in Widerspruch mit der Tatsache,
da h eine zentrale F-Verteilung mit (I, m(n — 1)) Freiheitsgraden

besitzt, falls [[[Pf|| = 0. Die Realisierungen einer solchen Zufallsgrofie
liegen némlich auf der ganzen positiven reellen Achse (0, 00).

Aus (7) bis (i) folgt, dafl
p— lim WP =1 = hop . (5.27)

Es folgt aus dem Beweis von Satz 5.1.1 (L(h) ist monoton fallend, falls
Pf = 0), da8

LWy < LYYy fso Vk>1 (5.28)
und wegen der Stetigkeit von L(h) in h, daf
: > (k
P _/}1—{20 L(h;)i) =L(1). (5.29)

Aus der Gleichung (5.28) folgt, dafl ab einer gewissen Anzahl ky von Plug-In
Stufen die Schétzung f;’j(;.) besser wird als die Schétzung f.,, falls die Regres-
sionsfunktion sehr glatt ist. Mit einem Argument, daf auf dieselbe Uberlegun

basiert existiert eine Anzahl k. von Plug-In Stufen, so daf§ die Schatzung fzf’jl

besser ist als die C, Schitzung, falls f € N, ist (e = €(n, o) sehr klein).
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Kapitel 6

Die Stauchung des
Mittelwertvektors

Wir leiten dieses Kapitel mit dem Beispiel der Messung einer Naturkonstante
ein. Es sei eine unbekannte gréfle u, die zu schétzen ist. Hat man dafiir eine

Stichprobe (Messungen) {Y;} vom Umfang n und setzt man das Modell
Yi=pu+e; 1=1,...,n Ee; =0 Vare, =o°

voraus, dann erhélt man mit der kleinsten Quadrat Methode die schitzung
p=Y:=n">"Y (6.1)
i=1

fiir .
Wenn aber der unbekannte Parameter p in einem Intervall der Form
B, = {’5’2 < a} liegt, dann ist die Schétzung

. an - _
fla =17 anY =cY (6.2)

fiir 4 minimax in der Klasse B, und linear in Y. Die Konstruktion solcher
minimax lineare Schéitzungen in multivariaten Regressionsmodellen unter Pa-
rameterrestriktionen in Form von Ellipsoiden wird in Bunke (1999) ausfiihrlich
vorgestellt und diskutiert.
Das Ziel dieses Kapitels ist die datenabhéingige Wahl die Konstante bei einer
Stauchung.

Wir betrachten jetzt im Regressionsmodell (2.1) die Stauchungen des Mit-
telwertvektors der Gestalt:

for=¢Y | wobei 0<c¢<1. (6.3)
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6.1 Schitzung mit dem optimalen Parameter

Es sei ¢, das (wahre nicht zufillige und unbekannte) ¢ € (0, 1] mit
Copt = arg min M (c), wobei

c€(0,1]
M(e):=E|fe— 117, (6.4)
und es sei t, = tr(M,). Die folgende Aussage gibt die Form von ¢, und
M (¢copt) an.

Aussage 6.1.1

1) copp=1— ot (fT f + Uztn)_l (6.5)

O ot (O
n(Tf 202 R (fTf+ Zur(C))?

2)  M(copt) = 0%t |1 — (6.6)

Wir sehen, daf der Ausdruck in eckigen Klammern kleiner oder gleich 1
fiir grosse n ist. Demzufolge verbessert f., , die kleinste Quadratschétzung Y.
Damit wir die Bezeichnungen méglichst vereinheitlichen, setzen wir:

h == 1—c¢, hej0,1)
o’t,
frf+ ot

frn= (I — hI,)Y . (6.8)

(6.7)

hOpt = 1- Copt =

h wird weiterhin als Glattungsparameter bezeichnet und die Matrix I,,, — h1,,
als Glattungsmatrix.

6.2 Die adaptiven Schitzungen

1. Der Plug-In Schétzer

Wir schétzen die optimale Bandbreite h,, in (6.7) dadurch, dal wir f
durch Y ersetzen. Die Varianz wird mit

62 =as’ +9Y'I,Y  ac(0,1] und 7>0 (6.9)
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geschétzt, wobei I',, eine m x m-Matrix bezeichnet, die symmetrisch
und positiv semidefinit ist. Die minimax-FEigenschaften solcher Vari-
anzschitzungen in der Klasse aller quadratischen bedingt erwartungs-
treuen Schéitzungen von o? wurden in Bunke (1999) diskutiert. Ist
namlich die Regressionsfunktion sehr glatt im Sinne von I',,f = 0, so
ist die Schitzung (6.9) besser als s? fiir a € (0,1) (besser im Sinne des
mittleren quadratischen Fehlers). Wir definieren jetzt

- 5%t

by = = 6.10
P HY”Q + 62, ( )

fpfi = [[m - ilpfz[m]? . (611)

Analog zum Abschnitt 3.2.2 werden folgende Schétzer M (h) betrachtet:

2. Cp-Schitzer

M (h) = R*|Y||* + 6%(1 — 2h)t,, (6.12)

3. Cross-validation Schéatzer

. LA I i
Mey(h) = Z n Z(Yw — Jhi ])2 (6.13)
i=1 " j=1

wobei fh_Z” das i-te Element des m-dimensionalen Vektors

~

fi7 =1 —h)Y "9 ist und

A falls k£
Y,V = (n; —1)~1 f: Y, falls k=i (6.14)
=1
15

4. Full Cross-validation Schétzer (1. Version)

. mo1 X i
MMW:Z;Z%_yﬂ (6.15)
i=1 " j=1
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wobei f;” das i-te Element des m-dimensionalen Vektors
T = (1 —h)Y* ist und fir k=1,...,m

Y} falls k #1i
V=4 a0 Ve + V) falls k=i (6.16)
=1

[

5. Full Cross-validation Schétzer (2. Version)

Wie die 1.Version aber diesmal

Y falls &k #1i
V=0 n S Ya b (1= h)Y)] falls k=i (6.17)
=1
I#j

Die folgenden Aussagen sind Schlufifolgerungen aus den Sétzen von Kapi-
tel 4, denn die Glattungsmatrix I, — hl,, ist ein Spezialfall der Matrix K (n, h)
aus Kapitel 2.2. Die Bezeichnungen haben hierbei eine spezielle Gestalt:

wn = w=f1f w=f1Cf
p = A=t:= lim nt,

7= 2r(C) == >0 p=4tr(C*)f'Cf=1>0.

In der Aussage 6.2.1 werden die Risiken der Plug-In und der C),-Schéitzun-
gen verglichen. Sei

I, e
wi= |1t

Aussage 6.2.1

Es sei f # 0. Unter den Voraussetzungen V7, V8 und den Gleichungen (6.9),
(6.10), (6.11), (6.12) gilt:

. - 202052 [4fTCf
1) Ms(h,—;) = Ms(he,) — — (1 =a)tr(C
) Mally) = Mallg) = i | = (= )
max {n;}
1<i<m e : o
2) Ist ———— <m/4 (gilt beispielsweise, wenn die Sichproben-
min {n;}

1<i<m
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umfinge n; alle gleich sind und m >5 ist) so gilt :

Mg(ﬁp,i) < Mg(ihcp) Yo € [OlO = [Oéo, 1] .

3) arg m?x{Mg(iLCp) — My(hy_i} =1 und fir o=1 st
ac aq
8oSt2 fTC'f
n?|f1°

Die nichsten Aussagen werden demzufolge fiir 62 = s* angegeben. In (6.9)
setzen wir also a = 1 und v = 0, und erhalten damit Terme, deren Deutung
einfacher ist.

M3(iLCP} = M3(ilp—i) +

2

Aussage 6.2.2

Es sei f # 0. Unter den Voraussetzungen V7, V8 und den Gleichungen (6.8)
und (6.10) bis (6.17) sind:

~ R 8 6t2fTCf 4

. 4
= My(ho) + 7 ( 7yt (f?f)Q)
A R otry
2) Malhjen) = Malheo) = 5rer s
R otr
= Mg(hcp) + n3fo

X X 4 T g2
3) My(hpens) = My(hgent) — —o2 (2<f ¢/ —fTC2f)

nd(f1f)? frf
; - ot 8ot 2(fTC F)2 )
4 Mlhsen) = Malhey) = S5pms = n3(le})z ( (ffT ff) - frers )

~ N 0,4 C TC 02 C
9 =3 O (0 )
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Bemerkung 6.2.1

Fallsny, = ... = n, = n so sind C =ml, , n =0, t=m?> und
Ty = 4m* fT f . Damit haben wir
. N 4mot
1)/ M3(hcv) = Mg(hcp) + W
2) Ms(hjen) = Ms(hep)
. A S8mo?
3 Ms(hfews) = Ms(hjep1) — ——m
) 3( f 2) 3( f 1) n3fTf
. - 8mo?
4)" Mz(hjen) = Mz(hep) — T
- ~ 8ot o’m?
5), M3(hfcv2) - M3(hp—i) + n3(fo)2 ( fo - 1) ’

In dieser Situation sind die Risiken 3. Ordnung der Schatzung mit der Full
Cross-validation Adaptation (2. Version) kleiner als die Risiken 3. Ordnung
des C,-Schdtzers, und diese sind gleich den Risiken 3. Ordnung der Schditzung
mit der Full Cross-validation Adaptation (1. Version). Zur Gleichung 5)” ist
folgendes zu bemerken:

Ist 0% < m72fTf, so ist die Full Cross-validation Adaptation (2. Version)
besser als die Plug-In Adaptation. Ist dagegen die Varianz der Beobachtungen
Lgroff “ (o > m72fTf) soist die Plug-In Adaptation besser.

Analog zum Satz 4.2.5 seien

Ty = tr[Q]
Ty = trl(ff7 1,00
Tyy tr((ff" @ ff1)Q).

Awussage 6.2.3

Sei f # 0. Unter den Voraussetzungen V7, V8 und der Gleichung (6.10) gilt
fir die Schétzung (6.11):
R 4 t2 0.4 thCff 0.6 t3
Ms(h,_;) = ot Mn—g—— 4— - —
Wos) = o) = g (w7

204 t2 oS 2 fTCf o® ot

R R N TRV A FE e
6 ¢ 6 ¢
= 16%WT2f+16%WT3f.
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Kapitel 7

Verbesserung des Risikos
zweiter Ordnung

In diesem Kapitel werden wir eine adaptive Schiatzung fiir f angeben, welche
die Approximation zweiter Ordnung des Risikos der bisher definierten adapti-
ven Schétzungen unter normalverteilten Beobachtungsfehlern verbessert.

Im Abschnitt 4.1, Satz 4.1.3 wurde bereits erwahnt, daf§ die Risiken 2. Ord-
nung der Schitzung fp_l- und die Risiken 2. Ordnung der Schétzung fcp gleich
sind.

Der neue Plug-In Schétzer

Um den Plug-In Schétzer der Regressionsfunktion zu konstruieren, setzen

wir in (4.4) eine Varianzschétzung der Form (6.9) mit v =0 ein:
?=as?. (7.1)

o

Diese Varianzschitzung ist zwar verfélscht, aber ihr mittlerer quadratischer

Fehler ist (fiir gewisse Werte «) kleiner als die Varianz von s* (vgl. Bun-
ke (1999)). Es seien
ho = min{@;  as® A, Panax (7.2)
fo = K(n, ho)Y (7.3)
Die Berechnung des Risikos von fa ergibt:
2 42 4y2 4
x 9 9 afo* )\ 200"\ dactAk L
E|fo— f|7 = o%tr(M,) + T + 2 +o(n™%) (7.4)
_ 2 4)\2 2 4)\2 4 4)\
My(he) = o2tr(M,) + 224 229 a7 An (7.5)

n’w n’w n2w?
Dadurch sieht man Folgendes:
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1. Ist @ zu klein (d. h. liegt a in der Nihe von 0), so gibt (7.5) das Risiko
von Y an. Dieses Risiko ist grofler als das der adaptiven Schétzung.

2. Ist @ zu grof (d. h. liegt o in der Ndhe von 1), so gibt (7.5) das Ri-
siko zweiter Ordnung (Gleichung (4.6)) an, das gerade mit Hilfe von o
verkleinert werden soll.

Wir nehmen also das ,,asymptotisch optimale“ «, das (7.5) minimiert,

gt = 1 — i—z (7.6)

und schétzen o durch
S _

o= 1= S o
Wir definieren nun

ﬁ&n = min{@, '@, 5%\, Punax } (7.8)
und

fdn = K(n, ﬁan> . (7.9)

Bemerkung 7.0.2

Firni=...=n,, =n ist
2YTPTP,P,Y
tr(P) | BY |2

Q, =

Ist jetzt P, die Matriz von Beispiel 1, so folgt aus dem Kreisesatz von Gersgorin
(vgl. Kielbasinski und Schwetlick (1988), Seite 39), daf§ die Eigenwerte X; , i =
1,...,m, von P, auf einem der Kreise

Ki={\: |A=-1] <1} oder
Ko:={N: |N=2| <2}
liegen, d. h. Apaz(Py) < 4. Somit ist

2YTPTP,P,Y 2YTPTP,P,Y
sup = = sup _
v Py tr(BPn) || PRY |2 v Payz0 2(m — D[ PY |2

= 7 <1 genau dann, wenn m > 5.

In diesem Fall liegen die Realisierungen von &, zwischen 0 und 1.
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Fiir die adaptive Schitzung fdn gilt der

Satz 7.0.1

Es sei 2k < Aw . Unter den Voraussetzungen V1, V2, V5 bis V8 und den
Gleichungen (2.6) und (2.10) ist:

~ ~

My(ha,) < My(hy_;) . (7.10)

Bemerkung 7.0.3

Fiir m > 5 erfiillen die Nadaraya-Watson Kernschitzung und die gewich-
tete kleinste Quadratschitzung mat Straffunktional die Bedingung 2k < Aw
(siehe Bemerkung 7.0.2). Nach dem Satz 4.1.3 gilt fir grofie n, dafl
MQ(ﬂp,i) = Mg(ﬁcm), wobei hey eins der Kriterien (3.16) bis (3.21) mini-

~ ~

miert. Somit gilt auch Ms(ha,) < Ma(hepit). Fir ausreichend grofie Stichpro-

~

benumfinge (so grof , daf My(hy_s) ~ Ms(h,_;)), wird somit auch

~ ~

Mg(hdn) < Mg(hp_z‘) sein.
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Kapitel 8

Numerische Resultate

8.1 Der Fall glatter Funktionen

Hier werden wir untersuchen, wie sich der Plug-In, der C,, die k-stufigen
Plug-In (k = 2,3) als adaptive Schéitzungen und im Vergleich auch der nicht-
geglitete Projektionsschétzer einer glatten Regressionsfunktion f fiir kleine
bis mittlere Stichprobenumfinge verhalten. Wir untersuchen zugleich wie sich
diese Schétzer verhalten, wenn der Abstand der zu schéitzende Regressions-
funktion zur Menge der sehr glatten Funktionen langsam vergrofert (Abbil-
dungen 8.4 bis 8.16).

Dafiir betrachten wir die Matrix P von Beispiel 1 und bezeichnen mit /P die
Projektionsmatrix auf dem Bildraum von P. Aus der Bemerkung 2.2.1 wissen
wir, daf} sehr glatte Funktionen beziiglich P die konstanten Funktionen sind,
und die glatten Funktionen sind Geraden f(z) = ax + b, wobei a klein und
b eine beliebige reelle Zahl sind. Demzufolge sind die Funktionen f, fiir die
IPf =0 ist, ebenfalls konstante Funktionen.

Die Anzahl der Versuchspunkte ist m = 10. Diese 10 Versuchspunkte sind
Aquidistant im Intervall [0,1]. Die Varianz o2 ist gleich 1. Die Stichprobe-
numfinge ny = ... =mnyp =n sind von n =20 bis n = 130 mit der Schritt-
weite 10. Die Regressionsfunktionen f sind Geraden f(z) = ax + 1, wobei
der Anstieg a langsam erhoht wird, um zu sehen, wie sich die entsprechen-
den Schitzungen verhalten. Die Erhohung des Anstiegs a bedeutet die Ver-
grosserung der Umgebung N, der Menge N, der sehr glatten Funktionen. Es
werden die Regressionsfunktionenmit a =0, 1/8, 2/8 , 3/8, 4/8, 5/8, 6/8
8/8, 12/8 und 16/8 betrachtet.

Das Ziel ist die Schiitzung der GroBe D, := E ||f — fH2/M(hOpt) fiir

verschiedene n, wobei f jeweils fiir die Schiatzungen fp_l- , fcp , die Projek-
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tionsschitzung f, die Schitzungen fﬁ)l- (k =2,3) steht (vgl. Kapitel 5). Die
Berechnung dieser Grofle D,, hat als Ziele, die adaptiven Schéatzungen unter-
einander zu vergleichen und gleichzeitig der Vergleich der adaptiven Schatzung
mit der optimalen Schétzung zu vollfithren. Die Anzahl der Simulationen fiir
die Berechnung von D,, ist N;, = 5000. Die Ergebnisse der Simulation sind
in den Abbildungen 8.3 bis 8.16 dargestellt. Dabei kennzeichnen pi, cp proj,
pi2s und pi3ds die Groe D, fiir die Plug-In Schétzung, die C), Schétzung, den
Projektionsschitzer, die 2-stufige bzw. 3-stufige Plug-In Schétzung von f. Die
GroBe glat in den Abbildungen ist ||[IPf||*. Ab der Abbildung 8.7 (a =1/2)
ist die Kurve fiir die Projektionsschitzung nicht mehr aufgetragen, da die Wer-
te D, dabei sehr grofl werden. In den Tabellen 8.1 und 8.2 stehen bei a = 0
bzw. a =1/8 die Werte von D,,, wenn f die kleinste Quadrat Schitzung Y
(Ise), der Projektionsschétzer (proj) oder f einer der oben erwihnten adapti-
ven Schétzer ist.

Die folgenden Bemerkungen sind zu machen:

1. Fiir a = 0 ist der Projektionsschétzer gleichméfig besser als die adap-
tiven Schétzer. Der C,-Schétzer ist seinerseits besser fiir alle n als der
Plug-In und 2-stufige Plug-In Schétzer, aber schlechter als der 3-stufige
Plug-In Schétzer (Abbildung 8.3). Fiir a = 1/8 bleibt der Projektions-
schitzer immer noch gut und die 3-stufige Plug-In adaptive Schéatzung
wird etwas besser (Abbildung 8.4).

2. Ab a = 1/4 ist der Projektionsschitzer nicht mehr geeignet. Er wird
sogar schlechter fiir grofler werdende n (Abbildungen 8.5 und 8.6). Die

Schétzung f o
Abbildung 8. 6)

wird zunehmend schlechter als fp,i und ff_)z (ab der

3. Je grofer a wird, d. h. je unglatter die Regressionsfunktion wird, de-
sto besser wird die Schatzung fp ; im Vergleich zur Schétzung fcp bei
wachsenden n (Abbildungen 8.6 und 8.7) und desto schlechter werden
die k-stufigen Plug-In Schéitzungen (k > 1). Ab a =5/8 ( f un-
glatt) ist der Plug-In Schétzer gleichméflig besser als der C), -Schétzer
(Abbildungen 8.8 bis 8.12).

4. Bei wachsender Unglattheit der Regressionsfunktion werden die C,
und Plug-In Kriterien besser (d.h. die Werte von D, ndhern sich an
die 1). Die Schétzung fp,i wird dabei besonders geeigneter, sobald
die Unglattheit der Regressionsfunktion zunimt (Abbildungen 8.13 und
8.14).
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Abbildung 8.1: Kerndichteschétzungen auf Grundlage von 1500 simulierten
Bandbreiten lAzp,i, ich, lAzf_)Z und lAzf’_)Z bei a =0 und n = 30. Die Bandbreiten
dieser Dichteschétzungen mit Epanechnikovkern wurden mit der rule-of-thumb
Methode mit Normalkern als Referenzdichte gew#hlt. Die vertikale Linie zeigt
die Position der optimalen Bandbreite h,,; an.
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Abbildung 8.2: Kerndichteschétzungen auf Grundlage von 1500 simulierten
Bandbreiten ﬁp_i, ich, ﬁﬁ)z , und ﬁgz bei a = 2 und n = 30. Die Bandbreiten
dieser Dichteschétzungen mit Epanechnikovkern wurden mit der rule-of-thumb
Methode mit Normalkern als Referenzdichte gew#hlt. Die vertikale Linie zeigt

die Position der optimalen Bandbreite h,y, an.
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Krit. || n=20 | n=30 | n=40 | n=50 | n=60 | n=70 | n=80 | n= 100 | n=120 | n=130
Ise 9.930 | 9.943 | 9.916 | 9.998 | 9.935 | 10.023 | 9.994 | 9.993 | 10.059 | 10.007
proj || 1.001 | 0.993 | 0.992 | 0.999 | 1.003 | 1.025 | 0.993 | 0.998 | 0.997 | 0.999
pi 3.567 | 3.568 | 3.543 | 3.596 | 3.553 | 3.623 | 3.501 | 3.574 | 3.634 | 3.585
cp 1.659 | 1.655 | 1.619 | 1.656 | 1.618 | 1.679 | 1.644 | 1.617 | 1.689 | 1.641
pi2s || 1.781 | 1.776 | 1.751 | 1.787 | 1.746 | 1.811 | 1.776 | 1.752 | 1.808 | 1.765
pi3s || 1.242 | 1.231 | 1.214 | 1.241 | 1.195 | 1.261 | 1.229 | 1.202 1.242 | 1.207

Tabelle 8.1: Werte von D,, fiir die entsprechenden Schétzungen bei a = 0.

Dn

a=0

glat=0

Abbildung 8.3: Quotient der Risiken der adaptiven Schétzungen und der op-
timalen Schitzung in Abhéngigkeit von n .
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Krit. || n=20 | n=30 | n=40 | n=50 | n=60 | n=70 | n=80 | n= 100 | n=120 | n=130
Ise 7.665 | 6.922 | 6.257 | 5.781 | 5.396 | 4.980 | 4.718 | 4.226 | 3.893 | 3.724
proj || 0.999 | 1.032 | 0.998 | 1.041 | 1.057 | 1.045 | 1.061 | 1.093 | 1.109 | 1.144
pi 2.879 | 2.661 | 2.423 | 2.299 | 2.190 | 2.031 | 1.961 | 1.812 1.726 | 1.669
cp 1.506 | 1.461 | 1.374 | 1.373 | 1.355 | 1.295 | 1.290 | 1.264 | 1.265 | 1.243
pi2s || 1.558 | 1.495 | 1.388 | 1.374 | 1.347 | 1.274 | 1.260 | 1.219 | 1.209 | 1.186
pi3s || 1.170 | 1.164 | 1.101 | 1.127 | 1.126 | 1.089 | 1.093 | 1.094 | 1.110 | 1.104

Tabelle 8.2: Werte von D,, fiir die entsprechenden Schétzungen bei a = 1/8.

Dn

2.5

2.0

15

1.0

a=1/8 glat=0.01

Abbildung 8.4: Quotient der Risiken der adaptiven Schétzungen und der op-
timalen Schitzung in Abhéngigkeit von n .
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a=2/8 glat=0.06
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Abbildung 8.5: Quotient der Risiken der adaptiven Schédtzungen und der op-
timalen Schétzung in Abhéngigkeit von n .

a=3/8 glat=0.143
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Abbildung 8.6: Quotient der Risiken der adaptiven Schétzungen und der op-
timalen Schétzung in Abhéngigkeit von n .
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a=1/2  glat=0.254
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Abbildung 8.7: Quotient der Risiken der adaptiven Schétzungen und der op-
timalen Schétzung in Abhéngigkeit von n .
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Abbildung 8.8: Quotient der Risiken der adaptiven Schétzungen und der op-
timalen Schétzung in Abhéngigkeit von n .
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a=3/4 glat=0.573
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1.05
|

Abbildung 8.9: Quotient der Risiken der adaptiven Schétzungen und der op-
timalen Schétzung in Abhéngigkeit von n .
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Abbildung 8.10: Quotient der Risiken der adaptiven Schiatzungen und der
optimalen Schétzung in Abhéngigkeit von n .
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a=15 glat=2.291
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Abbildung 8.11: Quotient der Risiken der adaptiven Schétzungen und der
optimalen Schétzung in Abhéngigkeit von n .
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Abbildung 8.12: Quotient der Risiken der adaptiven Schiatzungen und der
optimalen Schétzung in Abhéngigkeit von n .
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Abbildung 8.13:  Verhalten des C, Kriteriums bei wachsendem a in
Abhdngigkeit von n.
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Abbildung 8.14: Verhalten des Plug-In Kriteriums bei wachsendem a in
Abhdngigkeit von n.
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Abbildung 8.15: Verhalten des 2-stufigen Plug-In Kriteriums bei wachsendem
a 1 Abhdngigkeit von n.
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Abbildung 8.16: Verhalten des 3-stufigen Plug-In Kriteriums bei wachsendem
a 1 Abhdngigkeit von n.
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8.2 Der Fall unglatter Funktionen

In diesem Abschnitt untersuchen wir, wie sich die Risiken der verschiedenen
adaptiven Schétzungen von den Risiken der optimalen Schétzung fiir kleine
bis mittlere Stichprobenumfinge unterscheiden. Wir betrachten dabei 2 ver-
schiedene Regressionsfunktionen f im Modell:

ym:f(xz)_'_gz] €ZJNN(O,1), zzl,m,jzl,,n

N =...=MNy =n; IT; = TfL:ll. Der Vektor f := (fi,..., fm)? ist durch
relativ unglatte nichtlineare Regressionsfunktionen gegeben, die in Hurvich et
al. (1998) fiir Simulationsvergleiche nichtparametrischer Schétzungen betrach-
tet wurden.

Beispiel 1:
f(z) = (1 — 48z + 218z — 3152° + 1452%) /2

Beispiel 2:

f(l') = 6171/3]1[071/3) (l’) + 672(171/3)]1[1/371] (l‘) .

Es wurden m =5, m = 10 und m = 15 Versuchspunkte festgelegt. Die
Stichprobenumfange sind n = 15, 20, 25, 30, 40, 50. Die Glattungsmatrix
ist K(n,h) = I, — hl,, (die Schitzungen entsprechen dabei eine Stauchung
der kleinsten Quadratschitzung). Da f und o? gegeben sind, kann man die
exakten Werte fiir Aope, M (hop) und die Risiken 3. Ordnung der Schétzung mit
der optimalen Bandbreite Mj(h,p:) berechnen (Gleichungen (6.5) und (6.6)).
Die zwei Grofien

| Ry, — M (hopt)| wmd B | Ry, — Ms(hopt)|

B ) M (opr)

wurden ebenfalls berechnet. Dabei steht R fiir folgende Risiken:

1. Risiko der kleinsten Quadratschitzung Y (bezeichnet mit Ise in den
Tabellen)

2. Risiko 2. Ordnung der Schiatzung von f mit der Plug-In Adaptation
(Gleichung (4.6)) (bezeichnet mit pil ).

3. Risiko 3. Ordnung der Schéatzung von f mit der Plug-In Adaptation
(Satz 4.2.5) (bezeichnet mit pi2 ).

4. Risiko 2. Ordnung der Schiatzung von f mit der ,,a-Plug-In*“ Adaptation
(Gleichung (7.5)) (bezeichnet mit alp ).
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5. Risiko 3. Ordnung der Schitzung von f mit der C, Adaptation (Satz4.2.1)
(bezeichnet mit cp ).

6. Risiko 3. Ordnung der Schéatzung von f mit der Full Cross-validation
Adaptation (2. version) (Korollar 4.2.4) (bezeichnet mit fcv2 ).

7. Risiko 3. Ordnung der Schétzung von f mit der Cross-validation Adap-
tation (Korollar 4.2.1) (bezeichnet mit cv ).

Es ist zu bemerken, dafl in dieser Situation die C,, Adaptation und die Full
Cross-validation Adaptation (1. version) dasselbe ergeben (denn v; = 0). Die
Werte in den Tabellen stehen fiir 100R bzw. 100R .

Die Abbildungen 8.17 und 8.18 zeigen die Funktionen der Beispiele 1 und 2.
Alle adaptiven Schitzungen sind erstmal besser als die kleinste Quadratschét-
zung. Im den Beispielen 1 und 2 kann die kleinste Quadratschétzung die feinen
Strukturen der wahren Regressionsfunktion nicht wiederspiegeln. Bei festem
n bleibt sie fast genauso schlecht fiir m = 5, m = 10 und m = 15, wihrend
die adaptiven Schitzungen besser werden mit wachsendem m. Aus den Abbil-
dungen 8.21 und 8.24 ist zu sehen, daf} fiir m = 15 die Plug-In Adaptationen
eindeutig besser als die anderen Adaptationen sind und dies besonders fiir klei-
nere n. Aus diesen Beispielen konnte man sagen: je mehr feine Strukturen die
Funktion hat, desto schlechter bleibt die kleinste Quadratschiatzung und desto
geeigneter werden die Plug-In Adaptationen im Vergleich zu den automati-
schen Kriterien (C), , Cross-validation und Full Cross-validation Kriterien) bei
kleinen n. Aus den Werten der sechs Tabellen sieht man, daf3 der Mittelwert-
vektor aus dem Beispiel 1 etwas schwieriger zu schétzen ist als der Vektor aus
dem 2. Beispiel. Das Gemeinsame an den zwei Beispielen ist:

1. Die Risiken 2. Ordnung der ,,a-Plug-In* Schétzung sind nicht nur kleiner
als die Risiken 2. Ordnung der Plug-In Schétzung, sondern auch kleiner
als die Risiken dritter Ordnung der anderen adaptiven Schitzungen.

2. Die kleinsten Risiken sind immer entweder die Risiken 3. Ordnung der
Plug-In Schétzung oder die Risiken 2. Ordnung der ,,a Plug-In“ Schitzung.

3. Von allen automatischen Kriterien liefert immer die Full Cross-validation
Adaptation (2. Version ) die kleinsten Risiken.
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n= 1~5 n= 2~0 n= 2~5 n= 3~0 n= 5~0
Krit. R R R R R R R R R R
Ise 19.663 18.903 | 14.748 14.427 | 11.798 11.634 | 9.832 9.737 | 5.899 5.878
pil 14.957 14.197 | 11.363 11.042 | 9.160 8.996 | 7.672 7.577 | 4.650 4.629
alp 11.193 10.432 | 8.655 8.335 7.050 6.885 | 5.944 5.849 | 3.650 3.630
pi2 7.916 7.156 7.559 7.238 6.786 6.621 | 6.0561 5.956 | 4.086 4.066
cp 15.319 14.559 | 11.552 11.231 | 9.275 9.111 | 7.750 7.655 | 4.676 4.655
fevl || 15.319 14.559 | 11.552 11.231 | 9.275 9.111 | 7.750 7.655 | 4.676 4.655
fcv2 | 12.809 12.049 | 10.198 9.877 8.431 8.267 | 7.174 7.079 | 4.476 4.455
cv 16.574 15.814 | 12.229 11.908 | 9.698 9.533 | 8.038 7.943 | 4.776 4.755

Tabelle 8.3: Beispiel 1 m=>5

n= 1~5 n= 2~0 n= 2~5 n= 3~0 n= 5~0
Krit. R R R R R R R R R R
Ise 18.006 17.422 | 13.505 13.258 | 10.804 10.678 | 9.003 8.93 | 5.402 5.386
pil 5.257 4.673 4.308 4.061 3.621 3.495 | 3.115 3.042 | 1.986 1.970
alp 4.407 3.823 3.694 3.448 3.142 3.016 | 2.722 2.649 | 1.758 1.742
pi2 3.901 3.318 3.971  3.325 3.160 3.034 | 2.799 2.726 | 1.875 1.860
cp 6.962 6.378 5.227  4.981 4.195 4.069 | 3.506 3.433 | 2.122 2.106
fevl 6.962 6.378 5.227 4.981 4.195 4.069 | 3.506 3.433 | 2.122 2.106
fcv2 5.829 5.245 4.614 4.368 3.812  3.685 3.245 3.172 | 2.030 2.015
cv 7.529 6.945 5.534  5.287 4.386 4.260 | 3.637 3.564 | 2.167 2.151

Tabelle 8.4: Beispiel 1 m=10

o6




n= 1~5 n= 2~0 n= 2~5 n= 3~0 n= 5~0
Krit. R R R R R R R R R R
Ise 18.448 17.821 | 13.836 13.571 | 11.069 10.933 | 9.224 9.146 | 5.53 5 5.518
pil 2.424  1.796 2.286 2.021 2.053 1.918 1.836 1.757 | 1.251 1.234
alp 2.035 1.407 2.006 1.741 1.835 1.699 1.657 1.578 | 1.147 1.130
pi2 2.543 1.915 2.348 2.083 2.091 1.956 1.862 1.783 | 1.260 1.243
cp 4.693 4.065 3.510 3.246 2.817 2.682 2.357 2279 | 1432 1.415
fevl 4.693 4.065 3.510 3.246 2.817 2.682 2.357 2279 | 1432 1.415
fcv2 3.916 3.288 3.090 2.826 2.555 2419 | 2.178 2.100 | 1.370 1.353
cv 5.081 4.453 3.720 3.456 2.948 2813 | 2447 2.368 | 1.464 1.447

Tabelle 8.5: Beispiel 1 m=15

n= 1~5 n= 2~0 n= 2~5 n= 3~0 n= 5~0
Krit. R R R R R R R R R R
Ise 15.637 15.255 | 11.728 11.567 | 9.382 9.300 | 7.819 7.771 | 4.691 4.681
pil 12.021 11.638 | 9.107 8.946 | 7.330 7.247 | 6.133 6.085 | 3.709 3.699
alp 9.128 8.745 7.011 6.849 | 5.688 5.605 | 4.784 4.736 | 2.923 2.913
pi2 8.311 7.928 7.086 6.925 | 6.062 5.979 | 5.264 5.216 | 3.405 3.394
cp 12.835 12.452 | 9.545 9.383 | 7.602 7.520 | 6.318 6.270 | 3.773 3.763
fevl || 12.835 12.452 | 9.545 9.383 | 7.602 7.520 | 6.318 6.270 | 3.773 3.763
fcv2 | 10.906 10.524 | 8.496 8.335 | 6.945 6.863 | 5.869 5.821 | 3.616 3.606
cv 13.799 13.417 | 10.069 9.908 | 7.931 7.848 | 6.543 6.495 | 3.852 3.841

Tabelle 8.6: Beispiel 2 m=>5
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n= 1~5 n= 2~0 n= 2~5 n= 3~0 n= 5~0
Krit. R R R R R R R R R R
Ise 14.436 14.135 | 10.827 10.70 | 8.662 &8.597 | 7.218 7.180 | 4.331 4.323
pil 4.524 4.223 3.627 3.501 | 3.014 2.950 | 2.575 2.537 | 1.620 1.612
alp 3.863 3.562 3.147  3.021 | 2.638 2.573 | 2.265 2.227 | 1.439 1.431
pi2 3.773  3.473 3.216 3.089 | 2.756 2.691 | 2.397 2.359 | 1.557 1.549
cp 5.681 5.380 4.256 4.129 | 3.408 3.343 | 2.844 2.806 | 1.714 1.706
fevl 5.681 5.380 4.256 4.129 | 3.408 3.343 | 2.844 2.806 | 1.714 1.706
fcv2 4.800 4.499 3.776  3.649 | 3.107 3.042 | 2.637 2.600 | 1.642 1.633
cv 6.122 5.821 4.496 4.369 | 3.558 3.493 | 2.947 2.909 | 1.750 1.742

Tabelle 8.7: Beispiel 2 m=10

n= 1~5 n= 2~0 n= 2~5 n= 3~0 n= 5~0
Krit. R R R R R R R R R R
Ise 14.421 14.121 | 10.816 10.689 | 8.653 8.588 | 7.211 7.173 | 4.326 4.318
pil 2.321 2.021 2.026  1.900 1.758 1.694 | 1.542 1.504 | 1.016 1.008
alp 2.027 1.727 1.813 1.687 1.591 1.526 | 1.404 1.367 | 0.936 0.928
pi2 2.543 2.244 2.146  2.020 1.833 1.768 | 1.592 1.555 | 1.034 1.026
cp 3.813 3.513 2.838 2.711 2.267 2202 | 1.890 1.852 | 1.138 1.130
fevl 3.813 3.513 2.838 2.711 2.267 2202 | 1.890 1.852 | 1.138 1.130
fev2 3.226  2.926 2.518 2.392 2.066 2.002 | 1.752 1.715 | 1.090 1.082
cv 4.106 3.806 2.997 23871 2.367 2302 | 1.958 1.921 | 1.162 1.154

Tabelle 8.8: Beispiel 2 m=15
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Abbildung 8.19:

Die normierten Risiken der adaptiven Schditzungen in

Abhdngigkeit von n
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Beispiel 1 m=10
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Abbildung 8.20:

Die normierten Risiken der adaptiven Schditzungen in

Abhdngigkeit von n
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Beispiel 1 m=15
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Abbildung 8.21: Die normierten Risiken der adaptiven Schditzungen in
Abhdngigkeit von n
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Beispiel 2 m=5
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Abbildung 8.22:
Abhdngigkeit von n
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Beispiel 2 m=10
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Abbildung 8.23: Die normierten Risiken der adaptiven Schdtzungen in
Abhdngigkeit von n
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Beispiel 2 m=15
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Abbildung 8.24: Die normierten Risiken der adaptiven Schditzungen in
Abhdngigkeit von n
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Kapitel 9

Anwendung auf die Regression
mit wachsender Anzahl von
Versuchspunkten

Bisher haben wir feste Versuchspunkte x; betrachtet. In diesem Kapitel sind
die Versuchspunkte zuféllig und ihre Verteilung ist durch eine Dichte beschrie-
ben. Wir untersuchen jetzt eine Asymptotik, bei der die Anzahl n der Ver-
suchspunkte gegen unendlich geht und es keine Wiederholungen in den Ver-
suchspunkten gibt. Es wird das Analogon zum Satz 3.1.1 angegeben, sowie
die Konvergenzgeschwindigkeit der Approximation zweiter Ordnung der opti-
malen Bandbreite. Die ersten Resultate sind in dieser Richtung von Fan und
Huang (1997) erziehlt worden, wobei sie keine explizite Form wie in der Glei-
chung (3.8) angegeben haben. Dadurch erhielten sie (statt eine etwas schnel-
lere O(n~*/°), wie in dieser Dissertation) nur die O(n~?/°) Konvergenzrate der
Approximation erster Ordnung der optimalen Bandbreite.

Um eine Verwechslung mit der Bezeichnung der Dichte zu vermeiden, wer-
den wir in diesem Kapitel die Regressionsfunktion mit m und die Dichte der
ZufallsgroBle X mit f bezeichnen.

Wir betrachten unabhéngig, identisch verteilte Zufallsgrofien (Xi,Y7),. ..
.., (X5, Y,) . Die X; sind die erkldrenden Variablen mit einer positiven Dichte
f und nehmen Werte in einem abgeschlossenen und endlichen Intervall X an.
Die Variablen Y; sind eindimensional und sind die abhé&ngigen Variablen.

Das Ziel ist die Schétzung der bedingten Erwartung m(z) = E(Y|X = x)
fiir jeden Punkt x € X. Wir konnen dieses Problem mit Hilfe des Modells

Y, =m(X;) +o?(X) %,  i=1,...n (9.1)

ausdriicken, wobei o?(x) = Var(Y|X = z) die bedingte Varianz von Y unter
X = zx ist. Die Zufallsgrofien Xy,..., X, ,e1,...,&, sind dabei unabhéngig,
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wobei X; die Dichte f hat und die Fehler ¢; identisch verteilt sind mit
E(e1)=0 Var(e;)=1.
Die Funktionen
m : X — IR und o> X — R

sind die unbekannten Regressions- bzw. Varianzfunktion.
Sei K(.) eine Kernfunktion 2. Ordnung d. h.

/ 2K (z)dz =0 und / 2K (2)dz £ 0 |

Die Schitzung von m(x) ist hier die Nadaraya-Watson Kernschitzung mit der

Bandbreite h, die durch

LT = S — 92)

iK(Xim

definiert ist. Ein Untersuchungsziel ist asymptotische Entwicklungen der For-
men (3.8) und (3.9) anzugeben.

Fiir die Beurteilung der Giite einer Schitzung "V werden wir das ,ak-
tuelle Risiko“ also den bedingten mittleren integrierten quadratischen Fehler
M (h) verwenden, in Anlehnung an Fan und Huang (1997).

K52y,
=1

M) = E(/[m;yW(x)—m(x)]zf(x)dx\xl,...,xn) (9.3)

2

_ /(E[thW(x)|X1,...,Xn]—m(w)) f (@)da

+/E{(m5yW(x> — E[m" (@)|X.,.... X))

= IBias*(m)" (2)|X1,..., X,)
+ IVar(mp™ ()| Xy, .., X,)

wobei IBias®*(m)V (z)|X1,...,X,) und IVar(myV(z)|Xy,...,X,) fir das
Integral des Quadrates des bedingten Bias und das Integral der bedingten Va-
rianz der Schitzung (9.2) im Punkt x stehen. Die ,aktuelle” optimale Band-
breite ist durch h,, = arg mhin M (h). Damit man eine Entwicklung hoherer
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Ordnung von h,,; herleiten kann, ist es wichtig, Bias(m)" (z)| X1, ...

und Var(my'V (z)| X1, ..., X,) in der Form
Bias(my ¥ (z)| X1, ..., X,) = Wby (z) — hiby(x)

und
Var(mi™(z)|X1,...,X,) ~ n'h o (x) +n tu()

—  n thoy(x)

=
=
X

hiB; — hSBy + n 'h™ 'V + n~ Wy — nthlh

= / by ()2 f (2)dx — h° / by (2)bs() f (2)dx
+nth / v (@) f(@)de +n ! / vo() f (x)dx

—n"'h / vo(x) f(z)dx

, Xn)

(9.4)

(9.5)

darzustellen. Man braucht deshalb einige Voraussetzungen iiber die Regressions-

funktion, die dichte f, die Varianzfunktion und die Kernfunktion.

vl Die Regressionsfunktion m sei viermal stetig differenzierbar auf X.

v2 Die Dichte f sei dreimal stetig differenzierbar und nehme nur positive

Werte auf X an.

v3 Die Varianzfunktion o2

sei zweimal stetig differenzierbar auf X.

v4 K sei ein Kern 2. Ordnung und eine Wahrscheinlichkeitsdichte, die sym-

metrisch um 0 ist.

v5 h = h(n) und fir n — oo konvergieren h — 0, nh — oo,
Es seien
Vi Va 6.8,
Al =—— Ay i=— A =——.
YTaB, P 4B, YT 4B
Satz 9.0.1
Unter den Voraussetzungen v1 bis v5 gilt:
A A
1) hope = (A ™)V + (572 + f’) (AP +0(n™")
1
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hopt - hO

T O(n=) (9.9)

wobei

A A
o —1\1/5 2 3 —1\3/5
ho := (Ain=")"/° + <5A1 + E ) (Ain=)>"" . (9.10)

Im Satz 2 von Fan und Huang (1997) wird die Rate O(n=%°) in der
Gleichung (9.9) erreicht. Der Grund ist, da8 sie statt die Entwicklung 2. Ord-
nung (9.8) die Entwicklungen 1. Ordnung hey = (A0~ )Y +0,(n3/%) sowie
ho := (A;n~ ") verwendet haben.

Wir werden jetzt fiir die Nadaraya-Watson Kernschétzung die Entwicklun-
gen fiir den Bias und die Varianz in einem Punkt z angeben, mit denen man
die Approximationen (9.8) und (9.9) herleitet. Fiir den lokal linearen Schétzer
sind diese Ausdrucke in Fan und Huang (1997) angegeben. Wir bezeichnen
mit:

Wi = /z"K(z)dz Vi = /ziKQ(z)dz i=0,1,2,... und

g(z) = f(z)o*(2) .

Satz 9.0.2
Unter den Voraussetzungen v1 bis v5 gilt:

1) Bias(my " ()| X1, ..., X)) = huq (

4M2f”() 1
- el (f<> <>+2m<>f<x>)

( 3'ff (lef (95)) +0(h4)+0p(n*1/2h1/2)
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Mit Hilfe dieses Satzes erhalt man die Groflen A;, Ay und Az,

Satz 9.0.1 vorkommen. Aus (9.6) sind namlich:

Bo— [ (HO %m”(x))Qf(x)d:v

B = i [ (L9 L) s

o (552 )
(ML) | WSS,

i = /1/002(x)d:p

V= = [ (2L s 0)0w)) 1) s

Diese Konstanten A;, A und Az lauten:

fz/oa
43 [ 1 (@)m!(z)/ f (= )+m”(w)/2]2f(3f)dw

Ay =

_ o f"(x)0%(x) — g"(x)12/2] f(x) 'dx
43 [ [f'(z)m! ()] f(x) +m"(x) /2] f(z)dz

2

und

4y~ S P @ @) ) +m(@)/2 S () do
2 [[f(@)m!(2)/ f(2) + m"(2) /2] f(z)de

_ 3#4][ (x)m’(x)/ (z) +m" () /2] [f" (x)m/ (x)/3!] dx
]" f(x)

[f/(x)ym! (x)/ f () +m"(x) /2] f(z)dx

- 3u4f[ ()’ () / f (2 )+m"( )/ 2 [m" () f" () f () /4] dx
(

pa [ [f/(@)mi (2) ) f () +m"(2)/2)" f(2)dz
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Beispiel

Die Varianzfunktion sei konstant, d. h. o?(x) = ¢ und die Versuchspunkte
seien gleichverteilt auf [0, 1]. Die Ausdrucke fiir A;, As und Aj vereinfachen
sich und sind:

V00'2

Alz 1 s AQZO und A3:O
M%Of [m"(2))” dz

Das heif}t, bei gleichverteilten Versuchspunkten und konstanter Varianz bringt
fiir mittlere bis grofle n die Entwicklung 2. Ordnung, also das Glied der Ord-
nung O(n~%°) in der asymptotischen Entwicklung (9.8) keinerlei Verbesse-
rungen gegeniiber der Entwicklung 1.0Ordnung.

Fiir den lokal linearen Schétzer (vgl. Wand and Jones (1995)) erhélt man
(sieche Fan und Huang (1997)):

1/00'2

A= —
u%of [m"(2)]* dz

u40f1m”(x)m(4) (x)

1

4/12{ [m” (x)]? da

AQZO und Agz—

und die optimale Bandbreite ist

1/5

1
2 pa [ " (@)m (z)
Vyo 0
hopt - 1 - 1 X
npd [ [m”(x)]? dx 20y [ [m”(z)]? dz
0 0
3/5
V00'2 1
X +0(n™)
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Bemerkung 9.0.1

Die von Ruppert, Sheather und Wand (1995), Seite 1266 bemerkte Tatsache,
wonach die Hinzunahme des Gliedes der Ordnung n=3/° bei der Konstruktion
einer Plug-In Schdtzung der Dichte (Hall et al. (1991)) in einer Simulations-
studie keine Verbesserung gebracht hat, wird auch fiir die Schéitzung der Regres-
stonsfunktion in dieser letzten Formel ersichtlich. Um ndmlich die schnellere
~12 bei der Plug-In Schitzung von (9.10) zu erzielen, muf
=3/5 gut geschitzt werden. Das bedeutet, die

Konvergenzrate n

das zweite Glied der Ordnung n
1

Grife [ [m"(x)]> dz mup mit der Rate n="/? geschitzt werden und die Grife
0

1
[m"(x)ym@W (z)dz  darf mit der schlechteren Rate n~'/1° geschitzt werden.

0
Andernfalls ist die Konvergenzrate der Summe der Plug-In Schétzungen der
ersten zwei Glieder von hey dieselbe wie die von der Plug-In Schitzung des

O(n='/°)-Gliedes von Popt-

71



Zusammenfassung:

Mit asymptotischen Entwicklungen héherer Ordnung haben wir verschie-
dene adaptive Schétzungen der Regressionsfunktion in einem nichtparametri-
schen Modell mit Wiederholungen an den Versuchspunkten untereinander ver-
glichen. Da die Risiken zweiter Ordnung aller adaptiven Schétzungen gleich
sind, ist es notwendig gewesen, ihre Risiken dritter Ordnung zu berechnen um
die Adaptationsverfahren der Giite nach anzuordnen. Die expliziten Ausdrucke
fiir die Differenz der Risiken dritter Ordnung von den Risiken zweiter Ordnung
der adaptiven Schétzungen konnten wir berechnen. Dadurch sahen wir, dafl
fiir die Nadaraya-Watson Kernschéitzung mit Normalkern die Adaptation mit
Hilfe des Cross-validation Kriteriums am schlechtesten war. Fiir Schiatzungen
von f der Form cY ist die beste Adaptation entweder die Plug-In oder die
Full Cross-validation (2. Version) (Bemerkung 6.2.1). Auflerdem haben wir
einen Schétzer der Regressionsfunktion durch Unterschétzen der Varianz kon-
struiert, dessen Risiken zweiter Ordnung kleiner sind als die Risiken zweiter
Ordnung der adaptiven Schétzungen.

Im letzten Teil der Arbeit haben wir die Methodik auf die Situation mit
wachsender Anzahl von zufélligen Versuchspunkten angewandt. Es ist aber
zunédchst nicht gelungen, die Risiken dritter Ordnung der adaptiven Schétzun-
gen in diesem Fall zu berechnen und eine Risikoapproximation zweiter Ord-
nung fiir Kernschéitzungen abzuleiten. Ahnlich wie bei der in den fritheren
Kapiteln untersuchten Asymptotik fiir adaptive Schéitzer wire nun der néchste
Schritt das bisjetzt in dieser Dissertation noch offen gelassene, aber durchaus
noch schwierigere Problem einer Asymptotik hcherer Ordnung fiir adaptive
Schétzungen und ihr Vergleich mit der aktuell optimalen Schitzung np,,
zu untersuchen. Fiir die Risikoapproximationen fiir adaptive Schétzungen ist
es ndmlich wichtig, explizite Ausdrucke fiir die Entwicklung zweiter Ordnung
der Bandbreiten zu erarbeiten, welche die Kriterien minimieren, um sie letzt-
endlich in einer Entwicklung hoherer Ordnung fiir den Bias und die Varianz
einzusetzen. Die Vermutung, dafl fiir eine wachsende Anzahl von Versuchs-
punkten die Full Cross-validation Adaptation moglicherweise besser ist als die
Cross-validation Adaptation fiir kleine bis mittlere Stichprobenumfinge, be-
darf ebenfalls weitere Untersuchungen.
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Kapitel 10

Hilfssatze und Beweise

10.1 Hilfssatze

Es seien
Yoy = (Yit,oo o Yin,oonnn Yo, Yo )Y (nx 1 Vektor)
Em) = (€115 s Emysennnns S Emly -+ s Emmy ) (n x 1 Vektor)
D = E(em) ®emEin)
Ve, = E(g(n)ea) ® 5(,05?;1)) :

Lemma 10.1.1 (Humak Band 3, Seite 323)
Fiir beliebige n x n Matrizen A und B und beliebigen Vektor a € IR™ gilt:

E(ea)aga)Ag(n)) = tr [(aT ® A)Cb%)}

E(ehyAcetyBew) = tr[(A® BV, ]

Lemma 10.1.2

Fiir eine bedingt (uzzter der Bedingung T, f = 0 ) erwartungstreve Varianzschit-
zung 62 = as? +yYIT,Y der Form (6.9) (wobei die Zufallsvariablen Y;; nicht
notwendigerweise normalverteilt sind aber endliche vierte Momente besitzen)
gilt:

s2 — 62 =0,(n"?), (10.1)

wobei  s7 = (n; — 1)) (V; = Y;)? ist.
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Beweis:

Za zeigen ist, dafl
E(s?—6%)?=0(m"), da fir 6§>0

2

P(n'?(s? —5%) > 6) < 6%)?

52 E(s;
durch Anwendung der Tschebycheffsche Ungleichung.
E(si =6 = E(s; —0" = (6" —0%))’
= E(s; — 0%+ Var(6®) — 2E [(s} — 0°)(6% — 0°)]
= O(n; ') +Var(6?) —2E [(s —o?)(6* - 02)}

Wir haben also jetzt zu zeigen, dafi Var(6?) = O(n™'). Danach wird der
gemischte Term

28 [(7 - 0)(0* ~ )] < 2/Blst —o2pVEE - 07

= O(n; "0 =0(n™)

2

durch Anwendung der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung. Mit den Bezeich-
nung

G, = Diag(1,,,...,1,, ) (n X m matrix) ,

wobei 1,,, := (1,...,1)" ein n;-dimensionaler Vektor ist, haben wir
Y = M G Y(n Somlt ist

WIT,Y = AV GM, Ly M,GY

= Yy nYm, wobei Q,:=~G,M,l,M,Gy

ist.
Mit €, =y, +Qa, , WO
Qi = =2 (I, — Diag[n;'1,, 17 ... 01, 1T 1) ist, konnen wir
oa— ﬁg)QnY(n) schreiben. Es gelten die folgenden Beziehungen:
Gra, = M;*
HGnH = )‘max(Gz;Gn>
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HGZ:H = )‘maw(GnGg)

= \/)\maz(Dlaglgzgm[]]-m]lgz]) = nax (nl) :

i=1,....m
Da (n — m)Q ,/a eine Projektionsmatrix ist, ist [|Q,] = O(n™1).
= O(n H*0()vn [ max (n;) =O0(n').

=1,..., m

Also ist ||| =O(n™).
Es ist

Var(6?) = Var(26a)Qnan + 661)9”8(”))

= 20 fTGTOTQ, G f + Var(eh Quegn)
+ QCOU(Qgg;)Qnana 5%;)9716(”))
= H+@2)+03).

(1) < 20%|QlPIG.f]1?

= 207 )* Y nis?
i=1

IN
2
S
N
=
o
"
—~—
g
[N}
—
S
I
S
3I

.....

2) < ||]*Var (Z ei-)

i=1 j=1

= O(n?)0Mm)=0(n1).

(3) = 4E{eyQuGnf.lefn)nem) — o?tr(Q)]}
= 4E(€%;L)Qnan.6a)Qn€(n))

< Il E(l) Gaf lnEm)

= 4|Q,|*tr [((an)T ®In)<1>e(n)] = (x) .
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Nach einer Berechnung erhélt man

tr[(Gaf)T @ L)®e,)| = fiBh +. .+ fiBe,

= (x) = O(n™') und dies ergibt Var(6?) = O(n™1) .

Lemma 10.1.3

Fiir alle Vektoren x € IR™ und alle m-Tupel (ny,...,ny,) € IN™ mit n; > 2
qilt:

NE

2
x? 1 >
L > - 10.2
1n?(ni—1)_n—m<;ni> ’ (10.2)

m
wobei n =Y n; ist.
i=1

(2

Beweis:

Seien a:= (v/n1 —1,...,v/n, —1)7 und
T = ([ — 1) ey, [/ nm — 1]_1xm)T. Es gilt durch Anwendung

der Cauchy-Schwarz-Ungleichung;:

(E —Z> = |a" 7
- n;
i=1

lall?[1 2]

m

= (n—m) Z 77%2(::’_ ok

i=1

IN
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10.2 Beweise

Beweis von Satz 4.2.2

Aus den Voraussetzungen V1, V2 und V3 gilt gleichméBig auf Hy := [0, hy
die folgende Entwicklung fiir die Glattungsmatrix:

K(n,h) = I, — hP, + h*Q,, — h*R,, + h*T, + O(h®) . (10.3)

(vgl. Hairer and Wanner, S. 252). Der Term O(h®°) steht hier fiir 58 g}(l” h)|
_ h=h
wobei h zwischen 0 und h liegt. Es sei
T
Y .=|Y,....V ZYZl, et Y | (10.4)
1#7
Wir definieren
m 1 ng -
=y — K(n—1,h)Y 7). (10.5)
n

i=1 " ]=1

Wir werden jetzt CV'(h) in eine etwas einfachere Gestalt bringen, mit der wir
nachher arg Elnllgl CV (h) berechnen werden.
S

CV(h) = > ni > (Y- [K(n—1L,h)Y], + [K(n—1,h)Y],

P LS - K107
xl(_EK(n]ill, WY], = [K(n—1,n)Y7])

+ i%i([K(n—l,h)Y} — [K(n—1,n)V~1] )"

_ ;11+ ;21+ Sy

77



Seien K@ (n—1,h) die i-te Zeileund K(n—1,h); das i-te Diagonalelement

von K(n—1,h).

Sy = Z%Z[K@(n—m) (V —v9)]"
=1 =1
m 1 n; B o
_ Z; [K(n—1,h))* [V — (Y79),]7,
i=1 " j=1
Y -Y™ = (0,...,0,Y; — (Y™9);,0,...,0)".

Es gilt die folgende Nebenrechnung;:

n;
E Yir
k=1

_ _ 1 & 1
Vi— (V) = =) Ya-
" k=1

k#j
1 1 1 , .
= —iYij+n—iT,j—ni_1T,j wobei T ::;Yik
k5
1 n; — 1 n; — 1
_ 7 le 7 T . T .
7’LZ—1< T; ]_'_ T; J ]>
1 1 1
= ni—1<Y” ZYm n_iT_j)
1 _
= Y — Y,
nl—l( J )
Also ist
m 1 ng ) 1 B 2
S3 = Zn_ [K(n—1,h)] n—l(YZ] Yi)
i=1  j=1 t
- 11 1 & _
= ) [Kn—1n)]" — Y - Y3)?
S it {3 -
=1 7j=1
S K= 1)l — e LS -
= n—1,h) mit s; = i — Y
i1 z(nz_]-) ni—ljzl J
m 1 n; B 1 ~
i=1 " j=1 )
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— 2;%2{Kj—}7i+([[m—K(n—l,h)]Y)i} X

1 _
R D L BT ALY MRS
- ; n; — n; — 1 iJ 7 n 5 i1
+2 )y — [Im — K(n—1,h)]Y). x
25 2 )
xK(n—1,h)y 1_1 (Vi - Y))
m 2 n
= QZK(n - 1,h)“~i , denn Z(YU -Y;) =0
i=1 g =1

s

2
Il
3|H

i=1 " j=1
_ Ziz%_;+g_[f((n_1,h>?] )’
i:lnzjzl
m 1 n _ m 1 ng _ 9
= —» (Yy=Y) +) —>» (Yi—[K(n-1hY]
N X
m 1 n; B _
+2 — Yii=Y)(Y;— |K(n—1,h)Y
> 2 0 =) (7= [K (= L))
m 1 n; _ m 1 9

i=1 j=1
m : _1
— Zn s?—k“[[m—K(n—l,h)]YHz
=1 i
Wegen llm P, =P, llm @, = Q, llm R, = Rund lim 7,, = T kann die

n—oo

Norm der Differenz K (n h)—K(n— N h) fiir groBe n beliebig klein gemacht
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werden. Das heifit,
Vne>0,3N=N(n) : [|[K(n,h) = K(n—1h)|| <n Vn>N.

m

Da der Term > n;'(n; —1)s? von h nicht abhingt, lautet das Kriterium,
i=1

das zu minimieren ist

m 2
cV(h) = ||[[Im—Kn,h Y| + 22 n—iK(n, h)ii
=1
. (10,6
i1 nz(nz — 1) ’
Es seien
on, = Y'P'PY 0, =Y"PQ,Y

Py = (Poi) Qni=(Qni) BRni=(Rnu).
Die Gleichungen (10.6) und (10.3) ergeben

CV(h) = h*Q, —2h°0, + R*YT(QFQ, +2PTR,)Y

m 2
S
2y L1 —P, ..h h?— R, .h® Kt 10.
+ ZZI n; [ n,1 +Qn,zz Rn,zz +O( )} ( 0 7)
m 82 2
+z~1ni(ni—1)[ i+ G, al+ O]
+0,(h°)

CV'(h) = 2hi, — 6h%0, + 40°YT(QTQ, + 2PTR,)Y

%- i h — 2 3
+2; ni [~ Pris + 2Qnih = 3R ih” + O(h7)] (10.8)
L
+ p nz(nl _ 1)2 { [1 Pn,zzh + Qn,nh Rnﬂh -+ O(h )} X

X [=Po i + 2Qn,iih — 3Ry, iih* + O(h®)] } + O, (h*)
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CV'(h) = 20, — 12h0, + 120°Y7(QTQ, + 2PTR,)Y

m. 9
+2 Z » [QQn i — 6 Ry 5h + O(hz)}

=1 Z

[~ Poiih + 2Q k" — 3R, ih* + O(h*)]*

— P, ih + Qn,iih2 — Rn,iih3 + O(h4)} X

"2
R IrrY
[QQW-h — 6RW-h +O(h?)]} + O, (h?)

m 2
CV"(h) = —120, +24hYT(QIQn + 2PI R,)Y +2) 5 [—6Rn + O(h))]

=1 T
3 i ’ h— 72 3
+ zzl mfs { [_Pn,m + QQNKMh 3Rn,uh + O(h )} X
[2Qn iih — 6R,,ih+ O(h?)] }
i Z ni(ni — 1) — 5 2{[1 = Puish + Qual® = Raish® + O(1*)]

[_6Rn,ii + O(h)]} + Oy (h?)

cvW(n) = 24Y7(QTQ, +2PTR,) Y+Z o

=1 i

m 2
" Zﬁ [2Qu,ii — 6Rp b+ O(h?)]

+ Z n; (nl _ 1 —— 38 {[ n,ii + QQn zzh 3Rn ”h2 + O(h?’)}

i=1
X [ n i+ O(h)]}
m 2
S°
——— 2 [1 — Pyjih+ Qnih® — Ry uh® + O(h*)] O(1
t 2 a2 L P+ Qu ah® + 0(h")] (1)
p(h) -
Um die Nullstellen von C'V’(h) zu approximieren, wenden wir eine Metho-
de, die in Lawley (1956) oder in Barndorff-Nielsen (1988) zur approximativen

(2

+
S
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Berechnung von wahren Parametern in statistischen Modellen angewandt wur-
de. ) . 5
Es sei ndmlich h,, € arg 2111}{1 CV(h) ={h:CV(h) =minCV(h)}.
€

Man schreibt CV(he,) = 0 und macht eine Taylorentwickung im Punkt
h=0.

0 = CV'(he)
CV'(0) + CV"(0) hey + 1/2CV"(0) B2,

+1/6 CVD(0) h3 + O,(h")

wobei h zwischen 0 und izcv liegt.
Es folgt daraus

hew = —[CV"(0)] {(JV'(O) +1/202,0V"(0) (10.9)
+1/673,CV@(0) + Op(i}“)} .

Ein sukzessives Einsetzen der Formel (10.9) in sich hat als Folge

hew = Ag + Ay + Ag + . .. (10.10)
wobei

Ay = —[CV"(0)]'CV'(0)

A = —1/2[CV"(0)] 3V (0)[CV'(0))2

Ay = 1/6[CV"(0)] V(@) (0)[CV'(0)
Es gilt (vgl. Barndorff-Nielsen (1988), Seite 44)
A, = op(n’(”*lw) v>3
und demzufolge ist A3 + Ay + ... = 0,(n"?) . Wir haben

2 m 2
CV/ —22_2 - nu Zlﬁ(_Pn,m)

m

2 m 2
T i=1 "

i=1

m 2
" = —120, +2 E 5
cv™(0) Un + n; (6Ryii)

=1

57
+2 121 m (_6Pn,iiQ(n,ii) — 6Rn,ii)
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CVW(0) = 0,(1) .

Zur Berechnung von Ajy, A; und A, wenden wir die folgende Entwicklung

an:
1 1 ( 1 1)
— — + -
T+ a x x4+ a x
B 1 a
oz z(rta)
B 1 a n a?
or 22 2z ta)’
L m 2
i=1 i=1
AO == — m

Qa)n + 2 Z (2Qn u) + 2 Z (n _1) (Pg i + ZQn,u)

s2

mo mo o mo o m
> w P (Z n—’ZPnu) {Z w2Qni + ) (n _1) (P2, + QQn,ii)}




. =1 i=1 _ i=1 1
Wn, :
m
y e p
ni(n;—1) n,un 2
i=1 S;
+ - + O, | max  —=
Wn, 1<i<m | n; wg

2
—5/2 i
+0, <n + @agfn {n?dﬂ }) )

wobei  pu, = tr(Q,M,)

Wir haben in dieser letzten Gleichung Lemma 10.1.2 mit v =0 und o =1
angewandt. Das Lemma 10.1.2 werden wir auch in der néchsten Berechnung
anwenden.

X

1
2 R mo m 2 ) 3
8 lwn+ Z n_i(ZQ”v“) +2 =) (Pnu + QQn,ii)
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0,010, ( (st}

1<i<m

~4
Wy

Y
= 0O, ( max 314 )
1<i<m | ndw}

Auf Seite 90 werden wir zeigen, dafl h., € arg 2111[51 Mcp die asymptotische
€

Beziehung

s Anptn  35*A\20,

o 2 R 0,(s°n7%) + 0,(s*n"?) (10.11)

geniigt. Aus (10.10) und (10.11) erhélt man:

7 7 1 - (812 — 82) 32 - Pn,ii -9

= hep +ar +as +o,(n?) .

Echv - f”2 = EHK(TL, hcv) - f||2

R . N _ 2
— B[t = ooy + 12,00+ 0,03)] ¥ — |

_ E H [Im — hepPo+ h2Qn + OP(if;,)] v — f”2
B || [~(a1 + a2 + 0 (n72) P + 201 + az + 0p(n %))y @ +
F(ar+ar o 2)2Qu] V][ +
+2F { [g — hepPaY + 12,Q.Y + op(ﬁgv?ﬂ T
x| =@ + s + 0p(n2) P+ 2a1 + a2 + 0,0 2)hepQut
+ (ay +as + op(n—2))2Qn} Y/}
— Vi+V2+V3.

Es gilt:
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Vi

£ [z
E| for -

denn aus (10.12) gilt A, =

Op(ﬁcv) = Op(i%p) .

Vs

&
3w

E>|

— hopPu+ 12,00+ O (2| Y

fIF

n;

ich +O,(n

(515

E{ai|PY|*} +O(n™)

p .

+ (a1 +az + op(n_Q))

2

denn die anderen Terme sind von kleinerer Ordnung.

a

S—S

TZZ’L

i,j=1

i#]

Dabei ist, da s? fiir ¢ # k unabhéngig von s7 ist

~3/2) und demzufolge ist

E H [_(al +ag + 0,(n"?)) P, + 2(a1 + ag + op(n*Q))]}Can +

@7

IP.Y|]> 3 +O(n™?)
+0(n™),
PT%%’L
TEE(s] - 5)?
Pn uPn 37 2 2
LU LNy 2 )
B (sl = )5 = o)

E(si —0*)? + BE(s* — 0%)? —2E(s7 — 0°)(s* — 0?)

20* 204

7 + c —2F (s — o2

20 204 =1

7 + ? —2n E[(S?—a
n—1 n—m n—m

(nj o 1>Sj2 )



E(sf — 32)(33 — 32) = E(s2

Deshalb ist

[on

E(&y) = wy + 020, .

Insgesamt ist

‘/'2:

n—1 n—m

—E'(s?—aQ)(s2 )+ B(s* — 0%)?
2 2 2 2 oy 1
= E(sj —0°)E(sj —0°) = E |(s; —07)
1 m
-F (s? - 02)n — ;(nk —1)si| + Var(s?)
n; — 1 n 1
= 0— ——FE|(s—0cH)s| — L—FE|[(s? -
p—— [(sZ O')SJ p—— [(sj o
204 204 204
n—-m n—m n-—m
B 204
 on—m’

TL’L’L

m P2
nu
Z: n (nz—l -

n—m s
i,)=1
i#]

204 ) . i PriiPn,jj 204

n—m

Wn
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Fiir die Berechnung von V3 ist zu beachten (Patel und Read (1996), Sei-

te 85), daB :

g und s?

K
& und 3
gund s?
£und s?

Vs =

4y =

sind unabhéangig.
sind unabhéngig i # j.

sind unabhéngig.
sind unabhéngig.

zE{ T(ay + as) P, Y + 272(ay + a2)hey@nY

+ hep(PY) (a1 + a2) P,Y + o(n™?)

2 .2 ~
lwpmz] 5Tpny}

2
—iPmi] 5TPn17} +2F {
n;

SRS

=1

&
&
—
€>|}_L
]z
—
VA

38



s2eTP,Y

On

denn die Funktionen g,(s?,TP,Y,,) : und
92(s%,ETPY &) = SELY

(0%, 0% N, wn + 02 0,) .

haben dieselbe Taylorentwicklung im Punkt

m

52 P .. _
Zy = —2ES — e ETRY
= S er ]
s?2eT'P, f s2ETPE ] o= P
— —2 E - E s
e R e I 9
= 2{0)+ @)

0.2

. {‘m@%f — )" PIP.f + " PI P2 — 0%5,)

+0,(n7%) |

204 fT PT P, M, P, f

(Wn n 025n)2 + O(n—3/2) .

ot
) I L
(2) (wn + 02%0,) +0

Insgesamt ist

(n=*?).

m

204 f'PTP,M,P,f %\ P, i 7
. ntn ntn . n n,u — /2
22_2{ - . }Z—n oMy
. r 1 S [(s2 =) _
Zy = 2EX hy(P,Y)T L " pu|l PY
= 0.
.82 =12 = Pn,ii
Z, = 2F hcpwnHPnYH ; .
2N 52) <~ P, .
— 2E n n,u O —4
) 2 g+ 0™
o\, <~ P, .
— 2 n n,u O —4 )
P (e
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Also ist

404 TPTP M,P, » .
v, = 2ot fz 3)

44TPTP P
_ O'f szpu )

n3w?

Aus Lemma 10.1.3 folgt V5 > 0. Zusammen hat man:
Ellfos = fII* = Ell fop — fI? + Vo + Vs +0(n%) . (10.13)

Das Korollar 4.2.1 folgt aus den Sétzen 4.2.1 und 4.2.2.

Beweis von (10.11)

Aus der Gleichung (3.16) haben wir
My(h) = ||l — K(n, W)Y ||* + s%r {[2K (n, k) — L,,]M,}
= h*Q, — 20%D, + s°tr(M,,) — 25%h),
+282h2 1, 4 O, (s8R || My, || 4+ RH|Y %) -

Die Ableitungen von Mcp im Punkt 0 sind:

ML(0) = [2h&, — 6h%0, — 25° N, + 48>hyt, + Op(s*h2|| M, || + B3|V ||%)]
= —25°)\,

|h=0

ME(0) = [20 — 1200y + 4%, + Op(S*h|| Mo || + B2V )],

= 20, + 45% 1y,
MD0) = [—120, + 451, + Op(s*|| M| + A Y[|?)]
= —120, + O,(n"'s?)

|h=0

M) = O(IY]*) .

R M/ 0 1 M/// 0 M/ 0)12
= hcp = - Aif)( ) - 5 cp(A)/[ cpg )] +0p(n*234)
MCP(O) [Mcp(())]
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_ 2\, N 334)\?[19” + 0,(n1s%)] T o) (n-%sY)
Wn + 282 1y (O + 282 41)?

2\, 28t 35420,
— SA _ S I + S ARV +Op(n*3s6)+0p(n*284).

W, w? w3

Beweis von Satz 4.1.3

Der Beweis dieses Satzes folgt aus dem Beweis des Satzes 4.2.2. Alle Band-
breiten haben dieselbe asymptotische Entwicklung, ndmlich

hep = in—i‘f‘Op(”_l)
hew = hep+o0p(n7h)
hfer = hey +0p(n7")
iLfcv2 = iLfcvl—l_Op(n_l)'

Analog wie auf der Seite 85 erhélt man die Gleichheit der entsprechenden
Risiken.

Beweis von Satz 4.2.3

Die Idee zum Beweis von Satz 4.2.3 ist dieselbe wie beim Beweis von Satz 4.2.2.
Es sei

FCV1(h) = ii 3 (Yi; — [K(n, n)Y+9] )* (10.14)

n; 4 ‘
wobei
S i _ _ N _ _\T
LV ) — - g —
Y™ = <Y1,...,E,l,YJrij,)/;Jrl,...,Ym) y Z—l,...,m,j—l,...,ni,
mit

. 1 [ & _
Yiij = - Z Yie +Y;
¢ k=1

k£
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FCvVih) = Y ii: (Y = [K(n, W)Y], + [K(n, W)Y], = [K(n, )Y 7] )"

=1 j=1
m 1 n; ) ,
= > > (V- [KnmY])
i=1 j=1
5 1 . \/ > ..
2y (Y = K Y] ([K(n Y], = [K(n, )Y +9])
i=1 " j=1
S 1 - > ..
+ S =S (K )Y, = [K (k)Y )
i=1 " j=1
= Sl + 52 + Sg .
Es sei K®(n,h) die i-te Zeile von K(n, h).
Sy = Z ni Z [K(i)(m h) (1‘/ _ Y/+z‘j)]2
i=1 i j=1
m 1 ng ) - X - 5
SID D IR A ] I
i=1 " j=1

denn Y — Y14 = (O,...,O,Yi—Y*ij,O,...,O)T. Es gilt:

Y, -y = %Z’Ym_% ZZYQIH-?Z‘
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1 & _ 1 _
Sy = 23 —> (Y- [K(n,h)Y],) K(n,h); {;(YU - }Q)}
i=1 " j=1 ¢
m 1 n; B B B 1 B
= 2> (- W Y K 0Y]) Kb {00 - ¥ |
i=1 ' j=1 v
= 2> —Kn,h)y— ) (Vi —Y) +0
i=1 7j=1
= 2 Z nln_2 1K(n, h)mS?
=1 i
1= > (Vy=¥) 4 |ln - K, m)] Y|
i=1 ' j=1

Das zu minimierende Kriterium lautet:

— i n; — 1
FCVL() = |[[Im—K(n, b)) Y| +2 ; 2 K(n, h)is;
+ Z (K (n, b)) nln; 18? : (10.15)
=1 ?

Es gilt:

n; — 1 @—1
FCV1(0) = QZan 2(—=Pysi) +QZ” — P

n; " on,—1
FCV1"(0) = 20, +2 : 2(2Qn.41) : 2 (P2 +2Qn
(0) w+Z (2Q ;n 57 (P2 s + 2Qunii)
FCV1"(0) = —12, (=6Ry.)
2ong—1
+ ; 7 7 (= Pp.iiQn, i)

FOVIWO) = 0,(1).
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Analog zum vorigen Beweis 148t sich A fev1 € arg glIII{l FCV1(h)
€

hpen = Ao + Ay + Ay + 0,(n2)  darstellen, wobei

in der Form

L _FCVI()
° FCV1"(0)
Z n;—;lszzpn,“ (Z nilzlsgpn,u) (Z '_1 2 2Qn zz))
_ i=1 ! - =1 o =1
- o o2
n;_slszZPn,z‘z‘
i=1 " 3
e T Onlmax n)
_i=l =l i=1 _3
R o2 +Op(max n;”)
s2\ I < [(s? —s%) 254\ 1 5
— n i N nHn —5/2 —
= o T Zl [7% Pn,u:| Tz + 0, (n + Zax n
4 - _1LECVI™(0)[FCVT'(0)]?
T [FCV17(0))
2
- 30, m n,—1 , 5
- (ZT P) + Opl e )
3o, (st
_ Sip 3
-3 (Z nP> +Oulme )
35'\20,
= = A;V + O, (n_5/2—|— max 7; 3)
Wy 1<i<m
A 1 FOV1W(0)[FCV1(0)])?
T 6 [FCV17(0)]*
_ 3
= Ol )
. A, 1 K [(s2 -5 254\ 1
= Dpen = — - ———Puii| — —5— 10.16
feol W, * Wn, ; l n; ’ } w? ( )
35T\ 1,
+SA7:;U+Op (n_5/2+ max n; 3) .
wy 1<i<m

94

)



Mit den Gleichungen (10.11) und (10.12) erhalten wir

o = oo 3 P00 1017
cv - cw T A Op(M .
fevl on - nzz D

= Doy — bpy + o,(n7?),
wobel b, 1= % > PZQ” ist

2

Bl fren = FI7 = B||[Tn = hjen P+ B Qu+ Ople)| ¥ = f

2

E H |:Im - ﬁcvpn + ilzv@n + Op(ﬁ?‘cvl)] Y — f

s~ 2haha@s~120.] 7

+2F { [5 — heoPY + B2,Q,Y + Op(fz:}wl?)_ X
X |:bcvpn - chvﬁchn - vaQn] Y}

= U, +U2+U3.

Ui = E|| fo = I + 0(n”?) .

U, = E%|PY|?)+0(n™)
= O(n™.

U; = 2F [éTbchnY = 2T by QY — (PnY)TﬁcvbchnY] LOomY

= Z1 +ZQ+Z3+O(TL_4) .

Zy = 2E ("0, P.Y)

m

27TP 27TP =T P ..
:2E<S€A nf_'_SZ‘fAng)Z n,ii

On On n?

i=1 ¢

—4a* fTPT P, M, P.f  20*°\,\ <= Phii B
- ( " +— )Z S+ o(n?)
n n i=1 1
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2\
Zy = —AE (2200, v
P ()Y
= —4E( E'Qut )ZAn
i=1
= O(n’4)
2N, 82\ =P
Zy = —2E((PY)"—"—P, o
L = T
= 2\, F il
(2%
o* My = P i _
S Z n? O(n™)
i=1 i
Somit ist
—40* TPTP M,P, . id
by == Ly L
und
7 2 ; 2
EHffcvl_fH - E”fcv_f” -

_4)

40*fTPTPCPf &

n3w?

Z Pic;* +o(n™?
=1

Das Korollar 4.2.2 folgt unmittelbar aus den Satzen 4.2.2 und 4.2.3.

Beweis von Satz 4.2.4

m n;

Yot und

FCV2(h) =Y — (Yij — [K(n, h)YH]]Z)
im1 J=1
mit
Yyt .— (}71’ . ,}71;1, }7+z'j7 Yit1, ...
Yoy = nit [ D Yt [K(n.n)Y],
oy
wobei
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FOVaR) = 303 (¥ - [KhY])
" 22%2{1@] (K(n. )Y} x

=1 7
= S1+5+S5;s.
Es gilt
Y, -V, = nflzym—n Zsz-F h)Y].

k#7

= n; 'Yy —n; ' [K(n,h)Y],

3 3

= n; ' (Vi — K(n, h)(i)l_/) :
Aus dieser Nebenrechnung folgt die Umrechnungvon S3 und Ss:

Sy = Z ZKnh“ {n' (Yi; — K(n,h)@Y)}*

ZZZ’

= Zn; (n; — 1)K (n, h)%5 ,  wobei
=1

ng

§ = (m—1)7" Z [Y;; — K(n, h)(i)l_/}z ist .

j=1

Sy = QZ%E{YU—[K(n,h)Y]i}{K(n,h)im [Vij — K(n,h)9Y]}

= i nhMZ{YU K(n,h)Y] }’
=1
i=1 j=1
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Sl:zn

Das Kriterium, das zu minimieren ist, lautet:

FCV2(h) =

FCV2(0) =

(L — K (n, )] Y| + 22 fi

i

—|—Qan2Knh” I — K(n,h)] Y}

=1

mn
7 22
+E K(n,h);s; .
n

i=1 v

-9 Z i —
—9 Z i —
-9 Z

i=1

nzzs +Z Z 2Pnzz

: s?+2 g 3 s?

98
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K (n, h)is?
K, )

E : 2
nzzs + nm n; Si

(10.18)



FCV2"(0)

. Zm 2Qn.ii 5 Zm PEM 2 Zm 1 12
i=1 v i=1 L i=1 "

m 1 ~ -
+2Y LAY +0, (max (o))
i=1 i ==

_ 194 1
= —120,+ 0O, (1I£lza<)7(n{n }>
= 0,(1).
Rfevo € arg 1;ln111} FCV2(h) hat die Gestalt
€

FCV2"(0)

FCV2¥(0)

hiwa = Ao+ A+ Ay +o0,(n72) mit
L _Feva()
© T FCV2/(0)

2% Pong 's? 4+ Op(n™?)
_ i=1

20, + 23 2Qn7iin;13? +4> ni_l[PnY]? + Op(n
i=1 i=1

_2)
Z Pn,iini_lszz (Z Pn mn_l 2) (Z QQn mn_l 2)
=1 i=1

7
Wn

(g e

=1

A2

2 ) +O0y(n~*)
—SFCV2"(0)[FCV2 (0)P[FCV2'(0)]

2
30, _
_ :3 (}:n n; — 1) 2Pm> +0,(n7?)

m

— d;” (Z ni_ls?anizA) + 0, (max {n; })

1<i<
3N2sD,
= 3 +0, (

n

T g )
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A2 = Op(n_3) .
Mit den Gleichungen (10.11), (10.12) und (10.16) erhélt man

2 (z nP) (z n;l[PnYJ%)
=1 =1

~2
Wy

hpevz = hpeot — +o,(n2) . (10.19)

. . . . _ 2
E||ffcv2 - f||2 = F H |:Im — hfcv2Pn + h?‘cv2Qn + Op(h:jfcv2):| Y — fH
. . . _ 2
_E H [ = et P+ 1300 Qu + Oyl | ¥ = £ + By
= T+ Th+T;,
wobei

2 (z nP) (z n:l[PnY]?)
Ry = —= = PY

~2
Wy

2 (z nP) (z 0[BT
_thcvl =l

~ ~ ~ _ 2
T = E|[In = hran Pa+ W0nQu + Opliiend) | ¥ = |

N 2
- EHffcvl—fH +o(n? .
T, = E|| Ry = O(n ™).

Ty, = 2E { [g — gt PY + 120, QuY + Op(izj’zm)ﬂ .Rf}

= 2F |2 (Z nilpn,iis?> (Z nil[PnY]?> w0, 2" PY
L \i=1 i=1

[ m 2 m
— 2E |4 <Z n;lpn,iis?> (Z n;l[PnY]?> o3TQ,Y
i=1 i=1
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m 2 m
— 2E |2 <Z n;anJis?) (Z n;l[PnY]?> OBPY || +o(n?)
i=1 i=1
= T+ T+ T3+ 0(n?)
denn der erste Summand von A se, ist &5t S n s P .
i=1
Ty = (anlpn,iiﬁ) (Z n; ' [PY): ) O % P, f
i=1
+4E (Znilpm-is?> (Znil[PnY]Z?) 02T P
i=1 i=1
— 4 |@;%"P Prissi p y
3 ot o (P
2,7=1
P
HAE |25 Pye i [P,Y2
“— n;n;
i,7=1
Nebenrechnungen: Sei e; die j-te Spalte der Einheitsmatrix 1,,,.
TP fsI[PY ]2 A4 fTPTP M Pof . oy
d)r% = - wi [Pnf]]
204e’ P, M, P, f 3
L R+ O )
e'P,zs?P,Y)? o*An _
% ) - 2 [Pnf]? +o(n7t).
Also ist
ot TPTP M, P, P,
T31 - —1 f f Z P f
3,7=1 in
04 - nzzePnMnPnf 0'4)\ “ an[Pnf]Q
8— —J P,f]; +4—" : J -3
8 ”21 o Pl 4 jZl A
ot TPTP M, P,
- TR BT
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0'4)\n " eanMnPnf U4Ai - [ nf]] _3
T8t ) e B AT ) e o).
noog=1 7j=1
T32 = O(n77/2)
o g N 5 sPn“Pn]J[P Y)?
T33 = 4E (wn Z nznjnk
i,5,k=1
™ GAP PP f]2
= 47 Z 0" Pii P i [P fTi +Op(n_7/2)
4 nin;ng
i,5,k=1
— [P f]; -
= —404/\2%:2 [nik-FO n~7?) .
n ; n p( )
Insgesamt ist:
EHfAfcv2 - fH2 = EHffcvl - f”2 + TfCU + 0(7173) )
wobel
N, fTPTP.M,P, " [P, f]?
Ty = —167 200 Fn Sy~ [Pl
w = 7’Lj
Zm: TP M, P, f[P f]
Es gilt
Z[ M _ fTPIM, P, f
— n;
J=1
und
" el P,M,P, [P,
— n;
J=1
Damit ist
4 T pT TpT N P
w% W,
T pT TPT P
- g7 2/ P PCPIF P CP) — fTPTCPCPf)+0(n™).
n3w2 w
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Ny =N ist

o' \y o op

n
oc*\k

— _8
n3w?

+0(n™*)

und —82;%2‘)’; < 0 fiir die Nadaraya-Watson Kernschétzung.

Die Korollare 4.2.3 und 4.2.4 folgen direkt aus den Sétzen 4.2.1 bis 4.2.4.
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Beweis von Satz 5.0.6

Fiir die Schiatzung (5.3) gilt:
M(h) = Ellfy— fI?
= E|(In — hP)Y — f||*
= E||(I,, — hIP)z — hIPf|]?
= KW Pf|? + o*n " tr{(I,, — hIP)(I,, — hIP)}
= R} Pf||*+o*n ' (m — 2hl 4+ R?l) , wobei [:=tr(IP).

M'(R) = 2h||PfI* + 0*In~ (h — 1) und

1
L+ ()| Pf>

M'(h) > 0 Vhel01].

M/(hopt) = O <~ hopt =

Es gilt also hg =1, falls  [|[[Pf]| = 0.

o’m o2
M(h, — d
Gow) = = = PP v o) ™
2
o
M(hgpt) = ;(m—l), falls ||Pf||=0 .

Beweis von Satz 5.1.1

Aus der Gleichung (5.6) folgt, daB8 h,_; < 1. AuBerdem folgt aus (5.6) und
(5.8), dafl

~ ~

hpi =h(1+h)"t<h.

Also gilt fiir einen beliebigen n-dimensionalen Vektor von Beobachtungen, daf

~ ~ ~

hy—i < min(1,h) = he, . (10.20)

L(h) = |Ifw—fIP
= H(Im_hlp)ff—f”2

2

:HmewY—ﬁ+Pm—mY—ﬂ

104



= ||t~ P - p) g |0~ mpy —IPfH2

= ||t = YT = || + h - RAPVP s

—2(1 - h)YTIPf .
L'(h) = 2(h—1)|PY||*+2Y"Pf (10.21)
L'(h) = 2PY|*>0. (10.22)
- - YTIPf
L/(ho)ZO@ h0:1—7,
[1PY[[?

Falls IPf = 0 ist, gilt hg = 1. Aus der Gleichung (10.22) folgt, daBl die
Verlustfunktion L(h) streng konvex in h ist.
Diese Aussage zusammen mit der Gleichung (10.20) fiithren zu

L(h,_;) > L(hy) .

Beweis der Bemerkung 5.1.3

Die Funktion M(h) = h?|[IPf||* + o*n~'(m — 2hl 4 h?l) ist konvex auf
[0,1]. Drei Falle sind moglich: entweder h < hgp oder hgy < h < 1 oder

~

h>1.

Im ersten Fall ist M(h) < M(h,_;), da hyy = arg hm[in] M(h)
efo1

und hy_; = (1 +h)~" < h ist.

Zweiter Fall:  hgp < h < 1. Seien € > 0,
Ne={fe R": |Pf|® < ¢}
und 7 :=¢/(e + n"to?l). Es gilt
1—7 = 1—¢/(e+nto?)
n1lo?l
e+n-to?l
n~to?l
IPf>+n-to?l’
hopt

A

falls f € N,
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d. h. mit einer solchen Konstruktion von 7 erhalten wir die Ungleichung
1—7 < hyp < h<1, von der die Ungleichung

h— hopr < 7 folgt .
Eine Taylorentwicklung im Punkt A, ergibt:

M(h) = M(hopt) + M (hopt) (b = hopt) + Op((h = hpt)?)

— M(hop) + Op(7?)

< M(hyi) +0,(r)
— M) + Oyl (e + 0 a?1)?)

M(h,_;), falls e geniigend klein gewshlt wird.

Dritter Fall: A > 1. In dieser Situation ist A, = min(h, 1) =1.
Im Fall [[[Pf|| =0 ist hy =1 und es gilt

M(hy—i) > M(hgp) = M(1) = 0*(m — 1)/n

Es existiert eine monotone Nullfolge {eg}r>1 positiver reeler Zahlen und ein
ko > 1 so, daf3

M(hy—) > o*(m—=1)/n+e Yk>k
> o*(m—1)/n+||[Pf||*, falls [Pf]|* < €.
h

= dKy> ko : ifnfM( oi) > 0i(m—1)/n+||Pf|*, falls |IPf|? < ex,.

d. h. 1fnf]\/[(h ) > M(1) = M(hg,) fir feNg,.

Beweis der Aussage 6.1.1

M(c) = E|fo— fI? (10.23)

= (1=’ fTf+Fo’t, .

M'(c) = 2(c—1f"f+2co’,
= Copt = arg rr%m} M (c)=1—c*t,(fTf+ot,)"" .
ce(0,1
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2
M(copt) = (L) / f"‘(i) oty

fTf+o%t frf 4+ o%t

_ oy, [0 (foF]
L TS 4 oRt)?
_ 2y [T 40— [T 0% — o'
= O 1y (fo+02tn)2 :|

[ o’t, o2
— thn 1-— W}‘ f— W}
Ly L

n (f1f + Str(0))? n? (fTf + Ztr(C))?

< o’t, = M(1) fiir grofie n .

Beweis der Aussage 6.2.1
Essei M,,(h) durch die Gleichung (6.12) gegeben und h, = arg min M,,(h).

helo,1)
Dann folgt (aus (6.12))
5 ot
Bep = —=
TP
und
- o’t,  o't]
h—i: _n_ _”+O(n_3)
" e
R A4t2
hep — 4 + O,(n7?) fiir grofie n . (10.24)
Blfyi = fI? = B [tn—hy-iln] ¥
R 5442 B 2
= F H {Im — (hcp — W + Op(n?’)) [m} Y — fl| +o(n7?)
= EHpr — fIP+ Rpi +0(n™)
mit

A4t2

R,; = QE{[é—hcpY}T[|TY||4+O( )] }+O( 4
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S402 2TV 5613
(a tze'y ot}

T ||Y||4) O

Es sei of := E(6?). Dann ist 02 = ac? + O(n™1).

~442 =T 9 9

. (guﬁj) = F {m“ —~a)(Ef - 0)
4

_Gf%ggfﬁwz—ﬁxﬂf—®@§7+5%—a%n}+om4)

42 2 .6 TMn 3
_ tna(;T§)3 f+0(n 4)

olt2eTe t2ojoty, L oMY
i = — n
Dk (f7f +0%tn)?

3 20.6
= GO0

6613 38
E _ n — n-0 —4
(W) T+ o o)

3 30.6
= Ge O

Also ist

Ry =~

202052 {4fTMnf
VAV AN |

. 20642 .
Sei g(a) := —2(fo)t2" [4f;7]}§"f —tn(1 — a)]. Es gilt:

AfTM, f
fffty

tn(1 — a)] +0(n™) .

g(a) <0 genau dann, wenn a > o :=1—

Damit ay € (0,1] muB 4;;%? < 1 sein. Eine hinreichende bedingung dafiir
ist
e il
— <m/4, (10.25)
in {n:}
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denn ist (10.25) giiltig, so ist
it
m 1glgnm{nl}
et o, g
m frf
AfT M, f
FTf__m
f T )
T
AT
Tt

m

weil ¢, = tr(M,) = > n;' > m[max {n;}]"".

v

Y f£0

>0,

gd(@)=0 fir a= 300 -

Fiir o > 2ag ist ¢'(a) < 0. Also ist g auf I, := (o, 1] fallend und es gilt:
arg m}n gla)=1.
ae

@0

862 TC
ﬁm:—ﬁé%?l<o.

Die Behauptungen der Aussage 6.2.2 folgen aus den Séitzen des vorigen Kapi-
tels, wobei die Glattungsmatrix K(n,h) = I,, — hl,, zu setzen ist.

Beweis der Aussage 6.2.3

. 2
Sei Eg_i =E||fp-i — fH . Fiir grole n ist
. _ 2
B, = EW1—%4Y—f
s%t, — 42 _|1°
= Elle— ==Y+ —=2Y| +0(n™"
e

sit? s%t,
:m§a+E(_")—2EGT_”Y)
Y2 Y]1?



2B (20 7Y _op (7750 %) 1 o(n-4
TE\ S et ) TO

= Ti+...+Ts+0(n™?).

T, = E(&"8) = o*tr(M,,) .

Fiir die Berechnung der Ausdrucke 75 bis Ty wenden wir einen Satz iiber die
Taylorentwicklung einer Funktion mehrerer Verdnderlichen an (siehe Hairer
and Wanner (1996), Seite 319).

stt?
(@
Y2

4 2 22 4
— £F { fo‘jr e ﬁf +22)tn + i T (267 f + &7 — 02tn)2}
+0(n™)

B ot Var(s?) 400 fT M, f -
= tF { frf+o%t,  fff+o%,  (fTf+ a2tn>3} +0™)

oit? obt3 2042 4205 fT M, f —4
_ n n n n 0]

FE U eyt g o)

ott? o%¢3 2042 4205 fTCf

+0(n™)

WZTF T (TR w2 (n—m) [T ()

s%t, -
T, = —2F <5T "Y)
1Y)
2-T 2-T=
— 9,E (g) 9, E (LQ
1Yl 1Yl
= T3 + Tz
2
g _ _T_ _
o? T T 2, \2/=T
+W(25 f+ee—o*t,) (e f—0)
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2
(TS . o S EE o) E S - O)}
2t,0° 2t,0°
= e M G (U T 8 1) 04
+% 4%, fro’ M, f
(foQi_UQt )4 8tr [(ffT ® ffT) '\IIE’] + O(n74)

4ot fTOf 802 fFICf 8 o5t
B 7;(fo)2 - ZB(fo)B _nB(J?Tf)gtr[(ffT(@[m) 9
8062 f1Cf 16 0%¢
BUTRE BT

tr[(fff@ )9 +0m™),

denn lim n?0*¥.= Q.

s?els
re = -2 (5
2 2 2
= =2t ,F {fT(Tf i Z;tn — 777 i PETIE (2e f + 75 — o%t,) (87 e — o*ty)
T (02T 4 e %) (5 o)
(fo+ 2t ) 15 8 g g S g
o P 2 2
‘f‘m(&ff—l—g E—0 )( E—0 )
+ﬂ(2&1f—|—5 g—o’t,)? }+O( )
(fo + UQtn)
204 t2 20%t, 2093
= T ron, T (o U @ In) Vel = s
Lé}tr [(f fT® 1,). W] + O(n™)
(fTf +o%,)? e
204 2 200t 806t

A
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4t2

T, = QE(g‘TS "Y)

halh
4-T i
= ztiE(” L2l 5)
s e
02 40 fTo’ M, f 2093 + O
= — n
n (FTf+ 02,3 (fTf + o2t,)?

8 6fTOf 250 #3 B
= g e T Oe

6 +3
T. = —2E <YT S_t”6Y>
1Y

6
= —2tiE( i 4)
Y]

20°t? 7
- —W—FO(H 4).

Die Summe 77 + ...+ T5 fiihrt zur Behauptung des Satzes.

Beweis von Satz 7.0.1

Aus der Gleichungen (7.5), (3.10) und (3.11) schreibt man

My(ha) = Ma(ho) + gula)  a €[0,1] (10.26)
wobei
T 4
gn(@) = 7 An (0 =20+ 1) + omn} ael0,1]. (10.27)
Wn L Wn
Es gilt
) 4
gu(c) = 220 1200 — 2, + i}
Wn Wn
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gda) = 0 & a=1-2k,Aw,) " = ano
g(a) < 0 & a<am
g(a) > 0 & a>ay.

204 )\2
"(a) = >0 = ap,0= min ¢, () .
gn(ar) o, Q0 argae[gll]g ()

Fiir den Schétzer «, gilt:
E(&,) = ano+0(n1) und  Var(a,) =0(n™1).

Fiir grofle n ist also
2

Elfa - = E”é—ﬁannY+Op(hdn)
4/\2 _
= E@E8+E (@,352” Hmfﬂ?)

2)\n B
—2F (dnSA— gTPnY) +o(n?)

n

= U +Us+Us.

U1 = Uth(Mn)

Uy, = AzE(—diS4>

= s + O(n™®), wobei ap:= lim a,g=1-2k(Aw)"".
n-w n—00
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_(Oén,O + O(n_l))UZ T T TpTp = 2 T
Uy = (o T o%. ) E{(2e" P, P,f +&" P P,c —0°5,) (' Pof — 0)}
+ O(nfl)
—20% kK, o .
ST
otk

= 20— -1
aonw2—|—o(n )

4
Uy = —m0? 2n
52 Wy, + 020, +oln™)

agoi)

= +o(n7h).

nw

Insgesamt ist:

_ 4)\2 4)\ 4)\2
Aé(hdn)::02ﬁxﬂ4ﬁ)%-aga +44a002 Z —'QQQJ
n<w nw

n2w

Da die Risiken 2. Ordnung von fo—i aus der Gleichung (4.6) den Risiken

Ms(hs) mit a =1 entsprechen und da arg m(in] gn(@) = a0, ist
ac(0,1

My(hs,) < Ma(hy ).

Beweis von Satz 9.0.1

Betrachten wir die Darstellung (9.6). Sei hgp die 16sung von M’'(h) = 0.
Dann gilt:

4h3

opt

B, — 6k

opt

By—n'h2Vi—nV,=0.

opt

Die Multiplikation dieser Gleichung mit hgp

Vo =0 (10.28)

. ergibt:
Ah}

opt

By —n 'V — n7th?

opt

By —6h7

opt
und es fofgt daraus

nVy  nT, 65
RS = h? —= AT
ot = 4B, T 4B, ' 1B, o

Wir erhalten die implizite Gleichung
n 'V, n, 6B,
hopt = h? —=
Pl ( 1B, 1B, ' IR

(10.29)

1/5
hgpt) (10.30)
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= (n_lAl —f- TL_IAQ hgpt —|— Ag h7

opt

) (10.31)

wobei A =4 Ay:=-2 A= 632 . Der Gleichung (10.31) ergibt

1B, 1B,
A, As 1/
Ropt = (n—1A1)1/5 (1 + i hgpt m tht) (10.32)
= (07" AL+ w(hop)) '
wobei 2(hopt) = 42 h2, + G2 nhl,, .

Falls nh” = o(1) dann ist x(hey) = O(n~%*%). Eine Taylorentwickung im
Punkt x(h) =0 ergibt:

1 2
1+ 2(m)]'® =14 za(h) — S=a(h)* + ox(h)?) ; (10.33)
=
1 2
b = (07 A0 [t L) — Sl + o)
- Ay As
= (n7tA)Yo {1 += [A he s + a ”tht]
2 [A Ay 2
25 lAQ ot + A, ”tht} +o(n 4/5)}
A As
- (n1A1>1/5{1+ 5 [AZ oo + A, tht] O(n4/5)} :
denn
2 A A 2
%5 [ A? hopt + A_j ntht:| = O(ht, +nhd, +nhs)

= O(n™°).
Aus (10.33) ist

2 3
e = 407 (14 Zal) = Sl + ofahn)?))

= (n'A)Y (1+0(n2)
Mo = (7' A (14 0(7)) .
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Also ist

_ 1A _
hopt = (n 1A1)1/5{1+——hgpt+gA—jntht+O(n 4/5)}

= ) {1 S A (14 0)
1

+ 51473 n(n~'A)7P(14+0(n %) + O(n_4/5)}
1

A A
_ 14 3\1/5 —14 3/5 %2 . A3

A A
_ -1 1/5 -1 3/5 2 3 -1
(n"A) P 4+ (n"Ay) (5A1 + 5A1) +0(n ).

n(n_lAl)g/5 +0(n™)

Beweis von Satz 9.0.2

Es seien m := (m(Xy),...,m(X,))?, Y :=(Y,...,Y,)T,

Wi(z) := diag (K(X; — 2)/h),;,, und 1, :=(1,...,1) ein n-dimensionaler
Vektor. Es ist o

() = (1 Wa(e) 1,) 7 L W) Y
Elm"(2)|X1,..., X, = (1EW,(2)1,) 1 W, (2)m
Bias[rny "V ()| X1, ..., Xo] = (1 Wi(2) 1,) 7M1 Wi(z) (m — 1, m(x))
= (LZWy(z) 1) "1 Wy (2) R, 1 (2) ,(10.34)
wobei  Rnq(z) = (m(Xy) —m(x),...,mX,) —m(z)" .

Die Taylorentwicklung von m im Punkt z ergibt:
m//(x)
2

(WL W, (x) 1,,)) = nh fu(z) , wobei fu(z) die Kernschiitzung der Designdichte
ist. Aus Silverman (1986) Abschnitt 3.5.1 gilt

m(X;)—m(z) = m'(x)(X;—x)+ (Xj—2)*+o ((X; —2)%) j=1,...,n.(10.35)

E(fa(x)) = f(x) + % pa f"(x) + % pa f4 () + o(h*) . (10.36)
Nach dem Gesetz der groflen Zahlen ist
(nh)2 [ fu(w) = B(fa(@))] = 0p(1) (10.37)
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Eine weitere Taylorentwicklung ist
1 1 1

F T B B P B

+ 0 ([he) - BG])

wobei |fu(2) = E(fu())] < |fu(x) = E(fu(x))] .
Mit (10.37) folgt
1 1

z = ~ O, ((nh -1/
@~ By HOemT)
1

- a 0, ((nh)=1/?
F() + % pa ) + B e JO() o) ((n) ™)

I T R € I e i €)
- fu>{1 2 1) T A ) (10.38)
+ %u% ?;%)2 +0(h4)} + O, ((nh)™?%) .
1
17W,(2) 1,) "t = (nh) ™' = 10.39
= (1, Wi(2) 1,) ()fh(x) ( )
Aus (10.35) gilt
T . / m” ()

1, Wh(x)Rpa1(z) = {m () Spa(z) + —5 Sna(x) + O(sz(l'))}

mit S, ; = (X; — 2y K((X; —2)/h) .

i=1

In Fan und Huang (1997) wird es gezeigt, dafl :

Sp1 = nh? {hf'(«f)/w + %f(B)(x)/M]f + 0(h3) + Op((nh)_lﬂ)}

Sua = | Foha + O + o(17) + 0, (uh) )

Sus = (S (@)a +o(h))
0(S,3) = o(nh®) .
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Mit der Bezeichnung bYW (z) := Bias[mV (z)| X1, . .., X, ist

V() = [fa)] {m’<x> [h?f’( ia + SO >u4+o<h>+0p<nl/2hl/2>]

"

s ) [h?fmug St (@t olh) + 0p<n-1/2h3/2>]

* %'(37) [h4f'(x),u4 + o(h*) + Op(n_1/2h5/2)} }

Mit der Gleichung (10.38) folgt:

- o2, =
Uy e
B f/g;) {m(x;{ (z) Lm (lef () Lm (fg)!f (33)]}

+o(h*) + O, (n~1/2h}/?) .

= (12 Wy (2) 1) 1T W (2) 2y Wi ()1, (12 Wy (2) 1,,) 7

wobel
Yy = diag (02(Xi))1<i< und Ry (2 ZK2 —a)/h)a*(Xi) .

Es sei g(x + hz) := 0%(z + hz) f(x + hz). Eine Standardberechnung ergibt

E(Ry2(7)) = nE[(K*((X) —x)/h)) o*(X3)]

=[5 () ) sy

= nh/K2 g(x + hz)d
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= nh /KQ(z) {g(x) + ' (v)hz + @(m)? + 0((hz)2)] dz
= nh lyo g(x) +hvg'(x) + hQVQQ + 0(h2)} : (10.40)

Analog zeigt man, dafl Var(R,2(x)) = O(nh).
Nach dem Gesetz der groflen Zahlen gilt deshalb:

Rya(z) = nh lw + Op((nh)l/Q)] : (10.41)

Die Gleichungen (10.38), (10.39), (10.40) und (10.41) ergeben

1 V0‘72($)

f(x) f(@)?

— 7 e (@) a) -

vy (z) = (nh)

+o(n'h) + Op((nh)’3/2) )
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BEZEICHNUNGEN

m Anzahl der Versuchspunkte.

n; Anzahl der Beobachtungen im Versuchspunkt z; .

n:= Z n; Gesamtzahl der Beobachtungen.
i=1

fi = f(x;) Wert der unbekannten Regressionsfunktion

im Punkt z; .

fo=0n s f)t Mittelwertvektor .
Y, = ni_l v Y Mittelwert der Beob. im Punkt z; .
j=1
Y= Y,..., V)" Vektor der Mittelwerte der Beobachtungen .
E=Y —f Vektor der Mittelwerte der Fehler .
fn = K(n,h)Y Schitzung des Mittelwertvektors durch

Glattung mit der Bandbreite h .

uz

£ = (- 1)y (Y, - V)

j=1
2o e S
i=1 j=1
62 = as’+Y'T,Y
|z|| == VaTx Euklidische Norm des Vektors z.
Amax (A) Maximaler Eigenwert der Matrix A.
| A] :== v/ Amax (AT A) Spektralnorm der Matrix A.
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Es seien {A,},>1 eine Folge reellwertiger Matrizen und {b,},>; eine Folge
reeller positiver Zahlen.

| An |

n

A, =0(b,) ©psIC <00 :

A, =o0(b,) ©pes lim —HAnH

n—00 bn

<(C fir n— oo.

= 0.

Es seien { X, },>1 eine Folge zufilliger reellwertiger Matrizen und {y,},>1 eine
Folge reellwertiger positiver Zufallsgrofien.

| X

Xy = Op(tn) SpesVe>0,3IM,IN : P<—>M)§5 Vn> N.
Yn

Xy
Xy =0p(Yn) ©peyf Ve>0, lim P (u > €> =0.

n—oo Yn

Matrizen und Vektoren

1, m X m — dimensionale Einheitsmatrix .
1, m — dimensionaler Vektor mit (1,,); =1 Vie{l,...,m}.
€; j — te Spalte der Einheitsmatrix .
K(n,h) Glattungsmatrix mit der Bandbreite h .
M, = diag (nl_l, cen nr_nl)
¢; = lim M 1=1,...,m; C:= lim nMn:diag(cl_l,...,c;l)
n—oo N n—oo
b= (Puih<ijem 5 Pi= (Bi)lsi,ﬁm:gﬂlo P
Qn = (@Quijhcijem Q= (Qij)icijom = S Q-
Ry = (Boij)icijem 3 B= (Rijigijom = S F
A® B Tensorprodukt der Matrix A mit der Matrix B .
Uy, :=EB(Z®2Z") Matrix der 3. Momente des Zufallsvektors Z .
b, =FE(z72" 222" Matrix der 4. Momente des Zufallsvektors Z .
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Spuren

A i=tr(P,M,) 5 A= lim n\, =tr(PC).

n—oo

W = tr(QnM,) ; p:= lim np, =tr(QC) .

6p = tr(PTP,M,) ; §:= lim nd, = tr(PTPC) .

n—oo

P =0n+ 20, 5 p:=lim np, =0+ 2u .

n—oo

tp :=tr(M,) ; t:=tr(C)= lim nt, .

n—oo

Quadratische Formen

w, = fTPIP.f ; w:=f"P'Pf ; &, :=YPIPY.
vo = [TRLQuf ; vi=fTPTQf 5 0 =YP Q.Y .
kn = fTP'P,M,P,f ; k:=f"P'PCPf= lim nk, .

Weitere Bezeichnungen

i Zentrale Chi-quadrat Verteilung mit k& Freiheitsgraden .

Xi A\ Nichtzentrale Chi-quadrat Verteilung mit k& Freiheitsgraden

und Nichtzentralitdtsparameter A .
Fry ko Zentrale F-Verteilung mit ky und ky Freiheitsgraden .

Fry ko, (000) Doppeltnichtzentrale F-Verteilung mit k; und ky Freiheitsgra-

den und Nichtzentralitdtsparametern A\ und A, .

Fe ko, 0a00) () Verteilungsfunktion einer doppeltnichtzentralen F-Verteilten
ZufallsgroBe mit ky und ko Freiheitsgraden und Nichtzen-

tralitdtsparametern A\; und As .
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L(h) Verlust der Schitzung f), (Seite 29) .

M(h) Mittlerer quadratischer Fehler der Schitzung fj, .
SEP Quadratischer Vorhersagefehler .

Ms(h) Risiken 2. Ordnung der Schiitzung f, (Seite 13) .

M;(h) Risiken 3. Ordnung der Schétzung f, (Seite 13) .

L ::/ziK(z)dz DU ::/z"KQ(z)dz, i=0,1,2,...

1 2
K(u) = NGT: e /2 Normalkern
3
K(u) = 2 (1 — w®) Lypu<1y Epanechnikovkern
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