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Zusammenfassung

Es sei X eine das statistische Experiment (X, B, Py|0 € ©) beschreibende Zufallsvariable. Ein zentrales
Problem der Mathematischen Statistik ist, mit Hilfe einer Beobachtung X = x den Parameter 6§ € ©
bzw. einen abgeleiteten Parameter ¢(0) € T' zu schiitzen. Im Fall einer dominierten Verteilungsfamilie
{Py |6 € O} ist es moglich, das Maximum-Likelihood-Prinzip (MLP) anzuwenden. Eine Alternative
zu der Konstruktion einer Maximum-Likelihood-Schitzung (MLS) stellt ein Bayesscher Ansatz dar.
Unter Regularitatsbedingungen erweist sich nun, dass die MLS mit dem Grenzwert einer Folge von
Bayesschen Schitzungen (Bunke et al. (1976)) iibereinstimmt. Damit ist der Grenzwert unabhéingig
von der a priori Gewichtung. Ferner kann eine Bayessche Schéitzung auch in einer nicht dominier-
ten Verteilungsfamilie definiert werden, was eine Mdoglichkeit zur Erweiterung des MLPs auf nicht
dominierte Verteilungsfamilien liefert. Auflerdem werden die bereits existierenden Ansétze einer ver-
allgemeinerten MLS (vMLS) von Kiefer und Wolfowitz (1956) sowie Gill (1989) vorgestellt. Basierend
auf diesen bekannten Ergebnissen definieren wir einen selbstinformativen Grenzwert und a posteriori
Tréger. Insbesondere kann der selbstinformative Grenzwert als Beschreibung einer nichtinformativen
Schiitzung auf der Grundlage eines Bayesschen Ansatzes und als eine mogliche Verallgemeinerung des
MLPs betrachtet werden. Im Spezialfall einer dominierten Verteilungsfamilie geben wir hinreichen-
de Bedingungen an, unter denen die Menge der MLSen einem selbstinformativen a posteriori Trager
oder, falls die MLS eindeutig ist, einem selbstinformativen Grenzwert entspricht. Das Ergebnis fiir
den selbstinformativen a posteriori Tréger wird dann auf ein allgemeineres Modell ohne dominierte
Verteilungsfamilie erweitert. Insbesondere wird gezeigt, dass die Menge der vMLSen nach Kiefer und
Wolfowitz ein selbstinformativer a posteriori Trager ist. Weiterhin wird der selbstinformative Grenz-
wert bzw. a posteriori Tréger in einem Modell mit nicht identifizierbarem Parameter bestimmt. In
dem Spezialfall eines normalen linearen Modells entspricht dann der selbstinformative Grenzwert einer
MLS. Im Mittelpunkt dieser Arbeit steht ein multivariates semiparametrisches lineares Modell. Da-
zu betrachten wir zuerst ein nichtparametrisches Modell, wobei die bekannte vMLS nach Kiefer und
Wolfowitz sowie nach Gill die empirische Verteilungsfunktion ist. Wir weisen nach, dass unter der a
priori Annahme eines Dirichlet Prozesses der selbstinformative Grenzwert existiert und der empirischen
Verteilungsfunktion entspricht. Anschliefend untersuchen wir das multivariate semiparametrische li-
neare Modell und bestimmen die vMLSen nach Kiefer und Wolfowitz oder Gill sowie unter der a
priori Annahme eines Dirichlet Prozesses und einer Normal-Wishart-Verteilung den selbstinformativen
Grenzwert. Im Allgemeinen sind die so erhaltenen Schétzungen verschieden. Sowohl die vMLSen nach
Kiefer und Wolfowitz als auch die vMLSen nach Gill sind nur in Spezialfillen, der selbstinformative
Grenzwert dagegen immer eindeutig. Weiterhin ist der selbstinformative Grenzwert immer eine vMLS
nach Gill, aber nur in Spezialfillen eine vMLS nach Kiefer und Wolfowitz. AbschlieBend gehen wir
dann auf den Spezialfall eines semiparametrische Lokationsmodell ein, in dem die vMLSen nach Kiefer
und Wolfowitz sowie Gill und der selbstinformative Grenzwert wieder identisch sind.
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Einleitung

Beobachtungen sind die Grundlage eines jeden Experiments. Basierend auf diesen Daten ist das Ziel
einer statistischen Analyse, Schlussfolgerungen iiber das beobachtete Objekt zu erzielen. Dazu werden
die zu beobachtenden Daten als ,zufillig® aufgefasst. Mit ,,zuféllig“ beschreiben wir eine Situation,
in der wir nicht die zugrunde liegenden Mechanismen kennen. Diese Zufallsabhéingigkeit modellieren
wir mathematisch mit Hilfe der Begriffsbildung der Wahrscheinlichkeitstheorie (z.B. Bauer (1991)). In
diesem Sinn fassen wir die Beobachtung = als Realisierung einer Zufallsvariable X auf und unterstel-
len somit, dass sich die zugrunde liegenden Mechanismen mit Hilfe einer Wahrscheinlichkeitsverteilung
P beschreiben lassen. Das Ziel der Mathematischen Statistik ist nun, mit Hilfe einer Beobachtung =
Schlussfolgerungen iiber die unbekannte Verteilung P zu erzielen. Ein erster Schritt einer statistischen
Analyse ist die Beschreibung und somit die Wahl einer geeigneten Familie von Verteilungen F, in der
die unbekannte Verteilung P enthalten ist oder deren Elemente die Verteilung P zumindest hinreichend
gut approximieren. Wahlen wir eine , kleine“ Familie F, ist also nur zwischen ,,wenigen“ Verteilungen
zu entscheiden, so lisst sich im Allgemeinen mit der in einer Beobachtung enthaltenen , Information*
eine genauere Aussage treffen. Jedoch ist der Wert der Aussage gering, wenn die unbekannte Verteilung
P nicht annihernd durch ein Element der Verteilungsfamilie & approximiert wird. Somit kommt der
Verteilungsannahme, der Wahl der Verteilungsfamilie &F, eine grundlegende Bedeutung zu.

Im Allgemeinen sind wir nicht an der Kenntnis der unbekannten Verteilung, sondern nur an einem
abgeleiteten Parameter y(P) € I', wie z.B. Erwartungswert, Median oder Varianz der unbekannten
Verteilung P, interessiert. An Hand einer Beobachtung der unbekannten Verteilung P mochten wir
nun den Parameter v(P) spezifizieren (schétzen), also einen Wert 4 € T' wihlen. Auf Grund der
Zufalligkeit unserer Beobachtung wird mit Ausnahme von wenigen Spezialfillen der geschiitzte Wert 4
nicht dem gesuchten Parameter (P) entsprechen, so dass Kriterien benétigt werden, die eine ,,optima-
le“ Schitzung des Parameters y(P) charakterisieren. Die Untersuchung von Optimalitétskriterien und
diesbeziiglich konstruierter optimaler Schétzungen 4 € I' an Hand einer Beobachtung sind die wesentli-
chen Bestandteile der Schétztheorie in der Mathematischen Statistik (vgl. Schmetterer (1966), Witting
(1985), Strasser (1985)). Eine hiufig angewandte und ebenso héufig auch kritisierte Konstruktionsme-
thode einer Schiitzung ist das Maximum-Likelihood-Prinzip (MLP). Eine zentrale Voraussetzung fiir
die Anwendbarkeit des MLP ist die Wahl einer dominierten Verteilungsfamilie &, d.h., fiir alle Elemente
der Verteilungsfamilie F existiert ein dominierendes o-endliches Mafl. Jedoch ist diese Einschrankung
in einer Vielzahl von Situationen nicht sinnvoll. Ein klassisches Beispiel ist das nichtparametrische
Modell, d.h. es liegt keine Information iiber die Struktur der unbekannten Verteilung P vor, so dass
wir die Familie P aller Verteilungen wihlen. Somit stellt sich die Frage, ob das MLP auch auf Situa-
tionen in denen die Verteilungsfamilie nicht dominiert ist, iibertragen werden kann. Alternativ zu der
frequentistischen Konstruktion von Schitzungen, wie dem MLP, kann auch ein Bayesscher Ansatz be-
trachtet werden. Auf der grundlegenden Annahme einer a priori Gewichtung der Werte v € I werden
mit Hilfe einer Beobachtung die Gewichte der Werte v € I angepasst und an Hand dieser a posteriori
Gewichtung eine Bayessche Schétzung konstruiert. Damit kénnen auf eine elegante Weise neben der
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Beobachtung auch vorhandene Informationen iiber den Wert v(P) in die Schétzung einfliefen. Insbe-
sondere ist die Konstruktion einer Bayesschen Schitzung auch moglich, wenn die Verteilungsfamilie
nicht dominiert ist. Andererseits ist die Annahme einer a priori Gewichtung ein zentraler Kritikpunkt
des Bayesschen Ansatzes, da diese eine Vorinformation iiber die Werte v € I" voraussetzt. Somit besteht
das Interesse an der Beschreibung einer Bayesschen Schétzung in einer Situation ohne Vorinformation.

Uberblick

Zum besseren Verstéindnis der Zusammenhénge der in den folgenden Kapiteln vorgestellten Resultate
werden wir jetzt die grundsitzlichen Ideen im Uberblick darstellen.

Im Kapitel 1 werden grundlegende Begriffe und Definitionen der Mathematischen Statistik vorge-
stellt. Insbesondere wird der Bayessche Ansatz detailliert dargelegt. Der Spezialfall einer dominier-
ten Verteilungsfamilie wird im Kapitel 2 betrachtet. In dieser Situation existiert dann unter Regula-
ritdtsbedingungen eine Maximum-Likelihood-Schiitzung (MLS). Weiterhin werden wir den Bayesschen
Ansatz untersuchen und eine Moglichkeit der Konstruktion einer Bayesschen Schéitzung in einer Situa-
tion ohne Vorinformation angeben. Dazu wéhlen wir eine spezielle Folge von Bayesschen Schéitzungen,
wobei der Grenzwert dieser Folge, falls er existiert, eine Situation ohne Vorinformation charakterisiert.
Insbesondere entspricht dieser Grenzwert unter Regularitdtsbedingungen der MLS in dieser Vertei-
lungsfamilie (Bunke et al. (1976)) und ist somit offensichtlich unabhiingig von der a priori Gewichtung.
Dieses Ergebnis ist der zentrale Ausgangspunkt fiir die weiteren Ausfithrungen. Zum einen liefert die
Betrachtung des Grenzwertes der Folge von Bayesschen Schidtzungen eine mogliche Charakterisierung
einer Situation ohne Vorinformation. Zum anderen héngt die Definition der Bayesschen Schétzung nicht
von der einschrinkenden Annahme einer dominierten Verteilungsfamilie ab, so dass ein moglicher An-
satz zur Ubertragung des MLP’s auf nicht dominierte Verteilungsfamilien besteht. In den vergangenen
Jahren wurde eine Vielzahl an alternativen Ansétzen einer Verallgemeinerung des MLP’s in der Litera-
tur diskutiert, wie z.B. die ,Methode der Sieves“ (Grenander (1981)), ,,Penalized Likelihood“ (Geman
und Hwang (1982)) oder ,Empirical Likelihood“ (Owen (2001)). Diese Arbeit hat nicht das Ziel,
einen vollstindigen Uberblick iiber die verschiedenen Methoden und Ansitze zu geben. Wir méchten
vielmehr das alternative Verfahren eines Grenzwertes einer Folge von Bayesschen Schitzungen zwei
bekannten Konzepten der Verallgemeinerung des MLP’s gegeniiberstellen. So werden wir zuerst im
Kapitel 3 den Ansatz von Kiefer und Wolfowitz (1956) sowie von Gill (1989) einer Verallgemeinerung
des MLP’s vorstellen. Fiir eine ausfiihrliche Diskussion dieser Konzepte verweisen wir auf die zugrun-
de liegenden Arbeiten. Beide Konzepte definieren fiir eine fixierte Beobachtung eine verallgemeinerte
Maximum-Likelihood-Schétzung (vMLS) und unterscheiden sich somit von den benannten Alternati-
ven einer Verallgemeinerung des MLP’s, die auf der Basis einer mit dem Stichprobenumfang wach-
senden Verteilungsfamilie Folgen von Schétzungen konstruieren. Insbesondere entspricht eine vMLS
nach Kiefer und Wolfowitz und unter Regularitidtsbedingungen eine vMLS nach Gill der MLS, falls
diese existiert. Ferner weisen wir nach, dass unter Regularitétsbedingungen eine vMLS nach Kiefer und
Wolfowitz auch eine vMLS nach Gill ist. Anschlieend charakterisieren wir im Kapitel 4 die Folge der
Bayesschen Schétzungen mittels einer iterativen Prozedur. Konvergiert nun die Folge der zugehorigen
Bayesschen Schitzungen, so wird der erhaltene Grenzwert als selbstinformativer Grenzwert bezeichnet
(Bunke (2002)). Wir werden die in der Arbeit von Bunke und Johannes (2002) weiter spezifizierten
Ideen hier detailliert darlegen. So wird unter anderem der Begriff eines schwachen selbstinformativen a
posteriori Tragers eingefiihrt. Ferner untersuchen wir drei Spezialfille. Wir werden hinreichende Bedin-
gungen fiir die Existenz eines selbstinformativen Grenzwertes und eines schwachen selbstinformativen
a posteriori Trégers unter der Annahme einer dominierten Verteilungsfamilie angeben. Insbesondere
ist die Menge der MLS unter Regularitdtsbedingungen ein schwacher selbstinformativer a posteriori
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Tréger. Weiterhin geben wir fiir eine nicht dominierte Verteilungsfamilie hinreichende Bedingungen
fiir die Existenz eines schwachen selbstinformativen a posteriori Trigers an, wobei dann unter Regula-
ritdtsbedingungen die Menge der vMLS nach Kiefer und Wolfowitz einen schwachen selbstinformativen
a posteriori Tréger darstellt. Abschlieflend betrachten wir den Spezialfall eines nicht identifizierbaren
Parameters, der einen weiteren Einblick in die Struktur des selbstinformativen Grenzwertes sowie des
schwachen selbstinformativen a posteriori Tragers gewahrt. Wir verzichten hier auf die Darstellung der
Ergebnisse fiir den Fall der Schétzung einer Hazardfunktion auf der Basis zensierter Daten (vgl. Bunke
und Johannes (2002)) und bemerken nur, dass unter Regularitétsbedingungen der selbstinformative
Grenzwert der vMLS nach Gill entspricht. Dagegen werden wir detailliert auf ein multivariates semi-
parametrisches lineares Modell eingehen. Dazu betrachten wir zuerst im Kapitel 5 den klassischen Fall
eines nichtparametrischen Modells. Wir nehmen an, dass die unbekannte Verteilung P in der Familie
aller Verteilungen P variiert. Im Allgemeinen ist diese Verteilungsfamilie P nicht dominiert, so dass die
MLS nicht definiert ist. Insbesondere ist die vMLS, die empirische Verteilungsfunktion der Beobachtun-
gen, nach Kiefer und Wolfowitz (1956) sowie Gill (1989) bekannt. Wir werden nachweisen, dass unter
der Annahme eines Dirichlet Prozesses der selbstinformative Grenzwert ebenfalls der empirischen Ver-
teilungsfunktion entspricht und somit eine von der a priori Annahme unabhéngige Schéitzung darstellt.
Abschlieflend untersuchen wir im Kapitel 6 ein multivariates semiparametrisches lineares Modell und
bestimmen die vMLS nach Kiefer und Wolfowitz oder Gill sowie den selbstinformativen Grenzwert. Im
Allgemeinen sind die so erhaltenen Schitzungen verschieden. So ist die vMLS nach Kiefer und Wolfo-
witz sowie nach Gill nur in Spezialfillen, der selbstinformative Grenzwert dagegen immer eindeutig.
Weiterhin ist der selbstinformative Grenzwert immer eine vMLS nach Gill, aber nur in Spezialfillen
nach Kiefer und Wolfowitz. Am Ende dieses Kapitels gehen wir dann auf den Spezialfall eines semi-
parametrischen Lokationsmodells ein, in dem die vMLS nach Kiefer und Wolfowitz sowie Gill und der
selbstinformative Grenzwert wieder identisch sind. Abschlielend geben wir einen Ausblick auf offene
Fragen und Variationen der Modellannahmen (Kapitel 7).

RegelméBig benutzte Symbole und Abkiirzungen werden im Anschluss an die Einleitung zusammen-
gefasst.

Mein besonderer Dank gilt meinem Betreuer, Herrn Professor Dr. O. Bunke, fiir die vielen wertvollen
Hinweise und anregenden Diskussionen, die den Fortgang meiner Arbeit wesentlich beeinflussten, so-
wie meiner Familie und meinen Freunden fiir ihre intensive Unterstiitzung und ihr Verstédndnis in den
vergangenen Jahren. Vor allem danke ich meiner Schwester fiir den Riickhalt und die Kraft, die sie
mir in vielen Gesprichen gab. Fiir ihre Ruhe und Gelassenheit auch nach etlichen Stunden intensiver
Befragung mdochte ich Dr. R. Thrum und Dr. B. Droge danken.



Notationen

Die Bezeichnungen folgen den gewdhnlichen Konventionen. Die benutzten mathematischen sowie spe-

zielle im Text auftretende Symbole werden in der folgenden Tabelle zusammengefasst.

Mit der Ausnahme von Annahmen, sie werden getrennt nummeriert und es steht ein A vor der Ka-

pitelnummer, wird innerhalb eines Kapitels fortlaufend nummeriert. Ferner zeigt das Symbol O das

Ende eines Beweises, einer Bemerkung bzw. eines Beispiels an.

Symbolverzeichnis

A:=B
ACB

AC

[(Z?b]’ (a7 b)

X, 9,y

A, B, D
£, Lp gnxp
X'x06
BRCE

xn

:Z:,TL

1! @
Ly V
wXv
PP P

P, Py, PX
P, Y p
PX\Y:y
O

FI’VL

A ist definiert durch B

A ist enthalten in B

Komplement einer Menge A

abgeschlossenes, offenes Intervall von a nach b
{1,2,...}, {0,1,2,...}

(—OO, 00)7 [03 OO)

k-dimensionaler euklidischer Raum

Menge der n x p Matrizen

offene Kugel mit Radius € > 0 um =
abgeschlossene Kugel mit Radius € > 0 um z
Parameterraum, Menge der Beobachtungen,
Menge der abgeleiteten Parameter
Zufallsvariable mit Werten in X, 0,
o-Algebra iiber Q, X, 0,T

Borel-o-Algebra iiber R, RP, R"*P
kartesisches Produkt von X und ©
Produkt-o-Algebra iiber X x ©

n-faches kartesisches Produkt X x --- x X
Vektor (z1,...,2y,) in X"

Vektor (z,...,z) in X"

o-endliche Mafle

Produktmaf

Menge aller Verteilungen, mit endlichem zweiten Moment,
mit Erwartungswert Null und endlichem zweiten Moment
Wahrscheinlichkeitsverteilungen

schwache Konvergenz der Mafle P,, gegen P
bedingte Wahrscheinlichkeitsverteilung
Punktmafl an der Stelle x

empirische Verteilung der Werte 1, ..., x,
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multivariate Normalverteilung auf R™*P
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Dirichlet Prozess mit Parameter o« und p
Erwartungswert, Kovarianzmatrix von X
bedingte Erwartung unter P? 17

Schatzung fiir p, 02, B, 3, ¢

k-dimensionaler Einsvektor, k x k Einsmatrix,
k x k Einheitsmatrix

Transponierte, Spur, Rang, Determinante von A
Inverse, Moore-Penrose Inverse von A

Kern, Bild einer linearen Abbildung M
Projektionsmatrizen

Kroneckerprodukt

Diagonalmatrix



Kapitel 1

Schitzproblem

1.1 Statistisches Experiment

Der Ausgangspunkt unserer Untersuchungen ist eine Beobachtung z, die wir immer als eine Rea-
lisierung einer Zufallsvariable X auffassen. Analog sind die Beobachtungen z1,...,z, Realisierun-
gen von Zufallsvariablen X,..., X,,. Ferner werden wir héufig die Beobachtungen zi,...,z, zu
einem Vektor z" = (x1,...,x,) zusammenfassen und z" als eine Realisierung der Zufallsvariable
X" = (X4,...,X,) ansehen. Wir schreiben dann abkiirzend X = x oder X™ = 2™. Die Menge der
Beobachtungen bezeichnen wir generell mit X oder X™ dem n-fachen kartesischen Produkt X x --- x X.
Wir werden im Folgenden annehmen, dass die Menge X mit einer Metrik dy versehen sei, und dass der
metrische Raum (X, dx) vollstindig und separabel (polnisch) sei. Die induzierte Borel-o-Algebra auf
X bezeichnen wir mit 9B. Die induzierte Borel-o-Algebra 8" auf dem polnischen Raum X" entspricht
dann dem n-fachen Kartesischen Produkt 9B x - - - x B der Borel-o-Algebra B (vgl. Billingsley (1968),
S. 224). Weiterhin fassen wir 0.B.d.A. die Zufallsvariable X als eine messbare Abbildung von dem
Wahrscheinlichkeitsraum (2,2, P) in den messbaren Raum (X,%B) auf. Die Zufallsvariable X indu-
ziert dann eine Wahrscheinlichkeitsverteilung PX auf %8 mit PX(B) = P(X € B) fiir B € B. Die
Verteilung PX ist uns unbekannt und mit Hilfe einer Beobachtung x der Zufallsvariable X mochten
wir nun Riickschliisse auf die zugrunde liegende Verteilung PX ziehen. Dazu nehmen wir weiterhin an,
dass die unbekannte Verteilung PX in einer Familie F von Verteilungen auf X enthalten ist. Wir spre-
chen dann von einer adéiquaten Verteilungsannahme. Aquivalent dazu kénnen wir auf dem messbaren
(©,2) eine Familie von Wahrscheinlichkeitsverteilungen annehmen, so dass & dann die Menge der von
X induzierten Verteilungen auf X darstellt. Die Familie der Verteilungen F werden wir 0.B.d.A. immer
als parametrisiert F = {Fy |0 € O} annchmen. Die Menge © heifit Parameterraum und kénnte zum
Beispiel die Menge F selbst sein. Wir sprechen von einer parametrischen Verteilungsfamilie, falls der
Parameterraum © als eine Teilmenge des k-dimensionalen euklidischen Raumes RF gewiihlt werden
kann. Ist dies nicht der Fall, so bezeichnen wir die Verteilungsfamilie als nichtparametrisch. Zusam-
menfassend nennen wir (X,B, Py |6 € O) ein statistisches Experiment und schreiben abkiirzend, dass
die Zufallsvariable X das statistische Experiment (X,B, Py |6 € O) beschreibt.

1.2 Schitzung eines abgeleiteten Parameters

Héufig mochten wir mit Hilfe einer Beobachtung X = z nur auf spezielle Eigenschaften der zugrunde
liegenden unbekannten Verteilung X ~ Py, # € O schlieflen. Dazu nehmen wir an, dass iiber der
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Menge © eine o-Algebra € gegeben ist und betrachten eine messbare Funktion ¢ von (6, €) in den
messbaren Raum (I, D). Fiir ein 6 € O heifit ¢(0) € T' abgeleiteter Parameter. Unser Interesse ist
nun, mit Hilfe einer Beobachtung x der Zufallsvariable X ~ Py (6 € ©) den abgeleiteten Parameter
p(0) € I' zu schétzen. Eine mogliche Schétzung fiir p(0) ist dann jeder Wert « € I'. Damit erhalten
wir auf natiirliche Weise das Problem der Wahl eines Wertes ~, € I fiir eine Beobachtung X = z.

Bemerkung 1.1 Ein mogliches Maf fiir die Qualitét einer Schétzung ist die Risikofunktion. Dazu
betrachten wir eine messbare Funktion ¢ von (X, %) nach (T', D). ¢ bezeichnen wir als Schitzfunktion.
Eine Schitzung @(z) € T ist somit der Funktionswert von ¢ an der Stelle . Eine nichtnegative
Funktion L(v1,72) auf der Menge I' x I' bezeichnen wir als Verlustfunktion. Fiir eine Realisierung
x der Zufallsvariable X mit der Verteilung Py (6 € ©) spiegelt L(¢(x),p(#)) dann den Verlust fiir
die Wahl von ¢(z) € T wieder. Das beziiglich der Verteilung Py von X gewichtete Mittel der Werte
L(@(x), p(0)) iiber alle moglichen Beobachtungen x € X,

Ri(5.0(6)) = / L(@(a), 9(0)) Po(de),
X

heifit nun Risikofunktion. Insbesondere nennen wir eine Schéitzfunktion @, gleichméflig beste Schétz-
funktion in einer Klasse D von Schitzfunktionen ¢ fiir den abgeleiteten Parameter ¢, falls fiir alle
0 €6 und ¢ e D gilt Ri(3.,0(0)) < Ru(p,0(0)). 0

1.3 Bayessches Modell

Die zentrale Idee des Bayesschen Modells ist es, den Parameter 6 als eine Realisierung einer Zufallsva-
riable 1 anzusehen. Unter der Bedingung 1 = € beschreibt nun die Zufallsvariable X das statistische
Experiment (X,B, Py |0 € ©). Insbesondere nehmen wir an, dass der Parameterraum © mit einer
Metrik dg versehen und der metrische Raum (0, dg) polnisch sei. € bezeichnet dann die induzierte
Borel-o-Algebra iiber ©. Der Bayessche Ansatz bedeutet nun, auf dem messbaren Raum (O, €) eine
a priori Verteilung anzunehmen und die statistischen Aussagen {iber den Parameter mit Hilfe der a
posteriori Verteilung, die aus der a priori Verteilung und einer Realisierung der Zufallsvariable X be-
stimmt wird, zu gewinnen.

Wir gehen wie bisher von einem messbaren Raum (€, 2) aus und fassen 0.B.d.A. X und 9 als messbare
Abbildung von Q nach X bzw. © auf. Die a priori Verteilung der Zufallsvariable 9 auf € bezeichnen wir
mit II. Insbesondere sehen wir nun eine Verteilung Py, aus der Familie der Verteilungen {Py |6 € O}
als bedingte Verteilung PX19=% von X unter der Bedingung 9 = 6 an. Mittels der Familie der be-
dingten Verteilungen {Py |6 € O} und der a priori Verteilung II definieren wir eine Verteilung P auf
dem messbaren Raum (€2,2() durch

P(X'(B)n 9} (C)) = /Pg(B)H(d@) fiir alle B € B, C € €.
C

Insbesondere ist die Borel-o-Algebra auf dem polnischen Raum (X x ©) dann das Kartesische Pro-
dukt B x € (vgl. Billingsley (1968), S. 224) und der zufiillige Vektor (X, ) induziert nun auf dem
messbaren Raum (X x ©,%B x €) eine Verteilung PX-?. Die a priori Verteilung I von 9 entspricht
der Randverteilung bzgl. der gemeinsamen Verteilung PX-? von (X, ), so dass wir sie auch mit P?
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bezeichnen. Die Randverteilung PX von X ergibt sich aus

PX(B)=P(X ' (B)n9 '(0)) = /PG(B)Pﬂ(do) fiir alle B € B.
(S)

Eine regulire bedingte Verteilung P?1X=% (vgl. Bellach et al. (1978), S. 112, Definition 1) von %
gegeben eine Beobachtung X = x heifit a posteriori Verteilung. Ferner existiert eine regulire bedingte
Verteilung, wenn ©, wie hier angenommen, ein polnischer Raum ist (vgl. Ash (1972), S. 265, Satz 6.6.5
und 6.6.6, Bellach et al. (1978), S. 113, Satz 2). Des weiteren ist die a posteriori Verteilung nur bis auf
PX_Nullmengen eindeutig bestimmt, so dass die folgenden Aussagen immer fiir eine Festlegung der a
posteriori Verteilung gelten.

Es sei eine Beobachtung # von X unter der Bedingung ¥ = 6 und eine Festlegung P?1X=* der
a posteriori Verteilung gegeben. Eine mit Hilfe von P?!X=% konstruierte Schitzung ¢(z) fiir den
abgeleiteten Parameter () bezeichnen wir als Bayessche Schitzung. Ist es zum Beispiel moglich den
Erwartungswert von ¢(9) bzgl. der a posteriori Verteilung P? | X=2 u definieren, so wiire

p(a) = [ o(6) P X=x(ap) (1)
e
eine mogliche sensible Schétzung fiir ¢(0).

Bemerkung 1.2 Fiir eine gegebene Verlustfunktion L und a priori Verteilung II untersuchen wir
basierend auf der vorgestellten Risikofunktion (vgl. Bemerkung 1.1) das Bayessche Risiko

mmm:/m@mmmm (12)
(€]

als ein Maf} der Qualitédt einer Schéatzfunktionen ¢ fiir den abgeleiteten Parameter ¢ im Bayesschen
Kontext. Wir bezeichnen eine Schitzfunktion ¢, als Bayessche Schatzfunktion in einer Klasse D von
Schétzfunktionen ¢ fiir den abgeleiteten Parameter ¢, falls Rp[p,,II] < Rp[®,II] fir alle ¢ € D
gilt. Offensichtlich beeinflusst die Verlustfunktion und die a priori Verteilung direkt die Struktur einer
Bayesschen Schitzfunktion. Insbesondere lésst sich das Bayessche Risiko in der Form

mmm:/mmwmmm
=//Mwmwmm@mwm
e X
://i@@xwmw“XﬂmeHM>
X e

darstellen. Der Ausdruck

Rep[p(x), PP1X="] = /L(sﬁ(w),@(@))l’ﬁ'x:m(d@) (1.3)
©

wird als a posteriori Risiko bezeichnet. Die Minimierung des Bayesschen Risikos kann somit auf die
Minimierung des a posteriori Risikos fiir festes € X zuriickgefiihrt werden. Insbesondere wére die
Minimierung des a posteriori Risikos Ry [v, poIX =7] fiir alle v € T ein Kriterium fiir die Wahl einer
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Bayesschen Schitzung ¢, (z) € T fiir eine Beobachtung x € X. Wihlen wir nach diesem Kriterium
fiir jedes x € X eine Bayessche Schétzung ¢, (x) und ist die so definierte Abbildung ¢, : X — T
messbar, so ist ¢, eine Bayessche Schitzfunktion bzgl. des Bayesschen Risikos Ry [@,II] in der Klasse
aller Schatzfunktionen ¢ fiir den abgeleiteten Parameter ¢. Natiirlicher Weise hat die a priori Ver-
teilung im Allgemeinen einen nicht unwesentlichen Einfluss auf die Bayessche Schatzfunktion. Die a
priori Verteilung kann als eine Gewichtung der Parameter bzgl. einer Vorinformation iiber dem Para-
meterraum aufgefasst werden. Diese Abhéngigkeit ist auch ein zentraler Kritikpunkt am Bayesschen
Ansatz, da in vielen Fillen keine Vorinformation vorhanden ist. Trotz dieser Einschrankung kann in
einer Vielzahl von Situationen unter Regularitéitsbedingungen nachgewiesen werden, dass die resultie-
renden Bayesschen Schétzfunktionen eine gute Alternative zu Schitzfunktionen des frequentistischen
Ansatzes darstellen. Fiir eine ausfiihrliche Diskussion sei auf die zahlreiche Literatur zu diesem Thema
verwiesen (z.B. DeGroot (1970), Ibragimov und Khas'minskij (1981), Hartigan (1983), Box und Tiao
(1992) oder Bernardo und Smith (1994)). O

Beispiel 1.3 Es sei die Menge I' der abgeleiteten Parameter eine Teilmenge des R* und mit der
Borel-o-Algebra £* versehen. II sei eine a priori Verteilung auf I' mit [ || ¢(6)||*II(dd) < oo und fiir
die Verlustfunktion gelte

Lo y2) = llm =22l

wobei || - || die euklidische Norm im R ist. Dann minimiert der a posteriori Erwartungswert

p(o)i= [ oo (at)
e
das Bayessche Risiko Ry, [, II] fiir alle v € I" (vgl. Anderson (1984), S.83). Weiterhin ist der a posteriori

Erwartungswert eine messbare Funktion von X nach T' (vgl. Bellach et al. (1978), S.101), so dass ¢
eine Bayessche Schatzfunktion fiir ¢ in der Klasse aller Schatzfunktionen ist. a



Kapitel 2

Dominierte Verteilungsfamilie

2.1 Modellannahmen

Es sei X eine das statistische Experiment (X, B, Py |8 € ©) beschreibende Zufallsvariable. Wir nehmen
weiterhin an, dass ein o-endliches Maf} p auf ®B existiere, so dass fiir alle § € © das Mafl Py absolut stetig
beziiglich des Mafles u sei, d.h. u(B) = 0 impliziert Pp(B) = 0. Die Verteilungsfamilie {Py |0 € O}
heifft dann dominiert bzgl. u. In diesem Fall liefert der Satz von Radon-Nikodym die Existenz einer
Dichte p(z, 8) bzgl. p, d.h. p(z,8) = (dPy/dp)(z) und fiir alle B € B gilt

Py(B) = /B pla, 0)u(d).

Des weiteren nehmen wir an, dass p(x, ) eine messbare Funktion des Variablenpaares (x,0) ist, d.h. p
ist eine messbare Abbildung von (X x 0,8 ® €) auf die reelle Achse (R, £).

Bemerkung 2.1 Falls die o-Algebra B abzihlbar erzeugt ist, kann die Dichte p(x, ) immer messbar
in (x,0) gewdhlt werden (vgl. Strasser (1985), S. 17, Lemma 4.1 und S. 18, Lemma 4.6). Weiterhin
ist die Wahl des dominierenden Mafles fiir die statistische Auswertung unerheblich. Sind p; (z, ) und
p2(x,8) Dichten bzgl. zwei verschiedener dominierender Mafle p1 und po, dann unterscheiden sich pq
und py nur durch einen nicht von 6 abhéngenden multiplikativen Faktor. Es gilt fiir [ 4 po]-f.a. 2 € X

dPy dpy dpo (2)
d(pr + p2) d(p + p2) d(pa + p2)
(vgl. Tbragimov und Khas'minskij (1981), S. 11 und Strasser (1985), S. 2, Lemma 1.7). Da aber sowohl

p1 als auch py nur bis auf pi- bzw. po-Nullmengen eindeutig sind, ist im Allgemeinen die statistische
Auswertung von der Festlegung der Radon-Nikodym-Dichten abhiingig. O

((E) :p1($,9) (‘r) :p2(x70)

Im Folgenden werden wir zunéchst ein statistisches Experiment (X,%, Py |6 € ©) betrachten, dessen
Verteilungsfamilie {Py | @ € ©} durch ein o-endliches Mafl i dominiert ist. Ziel dieser Arbeit ist es, die
aus der Literatur bekannten Ergebnisse der nichsten beiden Abschnitte auf statistische Experimente,
deren Verteilungsfamilie nicht dominiert sind, zu {ibertragen.

2.2 Maximum-Likelihood-Methode

Es sei X eine das statistische Experiment (X, B, Py | 0 € ©) beschreibende Zufallsvariable. Des weiteren
gelten die Annahmen des Abschnittes 2.1. Es sei € X fixiert. Dann bezeichnen wir die Funktion

10
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L, : © — [0,00] gegeben durch
L.(6) = plz,0) (2.1)

als Likelihood-Funktion. Eine Schitzung (z) fiir den Parameter 6 wird Maximum-Likelihood-Schitzung
genannt, falls gilt

L(0(z)) > L(9), fiir alle f € ©. (2.2)

Ist die Losung der Ungleichung 2.2 nicht eindeutig, so bezeichnen wir jede Losung als Maximum-
Likelihood-Schéitzung. Weiterhin heifit eine Schitzung @ (z) fiir den abgeleiteten Parameter ¢ Maximum-
Likelihood-Schéatzung, falls gilt

plz) = p(8(2)), (2.3)

wobei é(w) eine Maximum-Likelihood-Schétzung fiir den Parameter # ist. Betrachten wir nun die
Abbildung 0(z), die jedem z eine Maximum-Likelihood-Schéitzung 6(x) zuordnet und ist die Abbildung

0 : X — © messbar, so bezeichnen wir sie als Maximum-Likelihood-Schétzfunktion.

Die Wahl der Festlegung der Radon-Nikodym Dichte p(z, 8) hat einen entscheidenden Einfluss auf die
Existenz einer Maximum-Likelihood-Schiitzung (vgl. Bemerkung 2.1). Das folgende Beispiel soll dies
veranschaulichen (vgl. Pfanzagl (1969)).

Beispiel 2.2 Essei X = [0,2), £x die Borel-o-Algebra und Ay die Einschrinkung des Lebesgue-Mafles
auf X. Die Familie der Wahrscheinlichkeitsverteilungen {Py |6 € [1,2)} ist durch ihre Dichten bzgl. des
Lebesgue-Mafles Ay
1 ) 1
po(x) = 51[0,9](3«")7 oder pj(z) == 51[0,0)(3«")7 reX, #€ll,2)

gegeben. 1p ist die Indikatorfunktion auf der Menge B € B. Offensichtlich sind py und pj; Radon-
Nikodym Dichten von Py bzgl. des Lebesgue-Mafles Ay fiir alle 6 € [1, 2). Betrachten wir die Dichten py,
0 € [1,2), so ist #(x) = max(1,z) eine Maximum-Likelihood-Schétzung fiir eine Beobachtung X = z.
Dagegen existiert fiir die Dichten pj, 6 € [1,2) keine Maximum-Likelihood-Schétzung. a

Damit ist die Definition einer Maximum-Likelihood-Schétzung bzgl. einer beliebigen Version der Radon-
Nikodym-Dichte nicht sinnvoll, sondern es werden Regularitdtsbedingungen fiir die Dichten angenom-
men. Nehmen wir zum Beispiel an, dass © eine kompakte Teilmenge des euklidischen Raumes RF ist
und die Abbildung 6 — pg(z) stetig bzgl. der gewshnlichen Topologie auf dem euklidischen Raum © fiir
alle x € X, so ist die Existenz einer Maximum-Likelihood-Schiitzfunktion gesichert (vgl. Schmetterer
(1966), S.375, Lemma 3.3). Allgemeinere Regularititsbedingungen fiir die Existenz einer Maximum-
Likelihood-Schétzfunktion werden zum Beispiel in Pfanzagl (1969) angegeben.

2.3 Grenzwert einer Folge Bayesscher Schitzungen

2.3.1 Modellannahmen

Der zufillige Parameter besitze die a priori Verteilung IT und unter der Bedingung 9 = 6 beschreibe
die Zufallsvariable X das statistische Experiment (X, B, Py |6 € ©) (vgl. Abschnitt 1.3). Weiterhin sei
die Verteilungsfamilie {Py |¢ € ©} durch ein o-endliches Mafl 1 dominiert (vgl. Abschnitt 2.1) und
besitze die Verteilung II eine Dichte 7 bzgl. des o-endlichen Mafles v. Insbesondere nehmen wir an,
dass der Parameterraum © eine Teilmenge des RF ist.
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2.3.2 Bayessche Schitzung

Wir definieren eine messbare Funktion p : © — [0, co] durch

p(x) = /p(x79)7r(9)l/(d9). (2.4)

S}

Nehmen wir weiterhin an, dass p(z) < co u-f.ii. gilt. Dann ist p eine Dichte der Randverteilung PX
von X bzgl. u. Definieren wir nun fiir alle € X eine messbare Funktion 7, : © — [0, o] durch

p(z,0)(6) .
ﬂm(H):{ : 0<p(z) <0

p(z)

, 2.5
0 : sonst (25)

so ist m, fiir PX-fa. x € X die Dichtefunktion bzgl. v eines Wahrscheinlichkeitsmafies I, auf ©.
Insbesondere ist die Abbildung g : €xX — [0, 1] mit g(z, C') = II,(C) eine regulire bedingte Verteilung
(vgl. Bellach et al. (1978), S.112). Damit entspricht I, einer Festlegung der a posteriori Verteilung von
¥ unter der Bedingung X = z. Fiir eine Beobachtung X = x wihlen wir als eine Bayessche Schétzung
fiir den Parameter  den a posteriori Erwartungswert (vgl. Beispiel 1.3)

0(z) == / O, (0)v(db). (2.6)
(S)

2.3.3 Grenzwert einer Folge Bayesscher Schitzungen

Das folgende Ergebnis beruht auf einer Arbeit von Bunke et al. (1976), dieses Ergebnis bildet den
Ausgangspunkt fiir die in dieser Arbeit vorgestellten Untersuchungen.

Wir definieren eine Folge von messbaren Funktionen p, : © — [0, oo fiir € N durch

po(o)i= [ ot 0)"w(0)v(d0). @)

e
Es sei z € X mit p,(z) < oo fiir alle r € N fixiert.

Analog zu (2.5) definieren wir eine messbare Funktion 7% : © — [0, oo] durch

[p(=.0)]"7(0) .
7“(9);:{ D 0<pr(z) <0

0 : sonst
und bezeichnen mit II’, das Wahrscheinlichkeitsmafl mit der Dichtefunktion 7}, bzgl. v.

Annahme A.2.1
1. Es existiert eine Mazimum-Likelihood-Schitzung 0y (x) fiir 0.
2. Es existiert ein §g > 0, so dass fir alle 0 < § < &g ein € > 0 existiert mit

sup  p(z,0) < _inf  p(x,0) mit Kg(0a(x)) = O\Ks(Oar(x)).
0K (Onr (2)) 0K (00 ()

3. Fir alle e > 0 ist (K. (0p(z))) positiv.

K. (0) ist die abgeschlossene Kugel mit Radius € > 0 um 0 € ©.
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Bemerkung 2.3 Mit 1. und 2. fordern wir somit, dass die Maximum-Likelihood-Schitzung eindeutig
ist. Die Annahme 2. ist erfiillt, falls die Dichtefunktionen p(z, ) in 6 stetig sind und © kompakt ist.
Die Annahme der Kompaktheit kann dabei durch lokale Kompaktheit und die Eigenschaft

olirn po(x) =0

ersetzt werden, falls wir die Dichtefunktionen p(z, #) zu stetigen Funktionen auf dem kompaktifizierten
Raum O erweitern konnen. 6j7(x) ist dann die eindeutige Maximum-Likelihood-Schétzung in ©°,
falls 0.B.d.A. eine 6 € © mit p(x, ) > 0 existiert. O

Satz 2.4 (Bunke et al. (1976))
Es gelte die Annahme A.2.1. Dann konvergiert fiir r — oo die Folge der Verteilungen II7, schwach
gegen das Punktmaf 5éM(m) :

HT—>59 1 (2) fiir r — oo.

Bemerkung 2.5 Eine Folge P;, Ps,... von Wahrscheinlichkeitsmafien auf dem messbaren Raum
(0, €) konvergiert schwach gegen das Wahrscheinlichkeitsmafl P fiir n — oo, wenn fiir alle beschrénkten
stetigen Funktionen f: ©® — R (vgl. Billingsley (1968), S. 11, Satz 2.1)

lim f . (dB) / f(o
gilt. Wir schreiben dann abkiirzend P, ﬁ P fiir n — oc. a

Weiterhin wéhlen wir den ,,a posteriori“ Erwartungswert

- @/ OIT” (d6)

als Schéitzung fiir den Parameter . Dann minimiert é,(m) das ,,a posteriori“ Risiko

R 00),117] = [ Lo(6(2).0)1T;(a0)

bzgl. der quadratischen Verlustfunktion L (vgl. Beispiel 1.3), falls gilt [ ||0|[*I1(d¢) < oo. Im Kapitel 4
werden wir eine alternative Beschreibung der Konstruktion der Folge der Schitzungen (6,(z))ren
angeben und zeigen, dass die Schitzung 6,.(z) eine Bayessche Schitzung bzgl. einer speziellen Wahl
der a priori Verteilung ist (vgl. Beispiel 4.1).

Annahme A.2.2 Es existiert ein T < 0o, so dass gilt

1. lim  sup  ||0— On(x)|75(0) = 0.
" 0K (0 (@)
2. liminf [ «L(0)7(0)v(df) >0
T R (O (@)
Satz 2.6 (Bunke et al. (1976))
Es gelten die Annahmen A.2.1 und A.2.2. Dann konvergiert die Folge der Bayesschen Schitzungen
0,(x) gegen die Mazimum-Likelihood-Schiitzung Oy (x:):
lim ||0,(z) — Op(2)]| = 0.

T—00



14 KAPITEL 2. DOMINIERTE VERTEILUNGSFAMILIE

Bemerkung 2.7 Unter den Regularitidtsbedingungen A.2.1 und A.2.2 konvergiert die betrachtete Fol-
ge von Bayesschen Schitzungen gegen die Maximum-Likelihood-Schéiitzung. Der Grenzwert ist dann
offensichtlich unabhéngig von der Wahl der a priori Verteilung und dieser Grenziibergang somit eine
Moglichkeit der Konstruktion sensibler Schétzungen in ,nicht informativen“ Situationen. Auflerdem
kann eine Bayessche Schétzung auch definiert werden, wenn die Verteilungsfamilie {FPy |6 € ©} nicht
dominiert ist. Es stellt sich somit die Frage, ob dieser Grenziibergang eine mogliche Verallgemeine-
rung der Maximum-Likelihood-Methode darstellt. Im Kapitel 4 werden wir auf der Grundlage dieses
Grenziiberganges den selbstinformativen Grenzwert definieren und nachweisen, dass dieses Konzept
auch in Situationen in denen die Maximum-Likelihood-Schitzung nicht eindeutig ist, ein wesentlicher
Bestandteil der Annahme A.2.1, sinnvolle Ergebnisse liefert. Des weiteren werden wir in den folgenden
Kapiteln den selbstinformativen Grenzwert mit einer Auswahl verallgemeinerter Maximum-Likelihood-
Schétzungen vergleichen. O



Kapitel 3

Verallgemeinerungen des
Maximum-Likelihood-Prinzips

Aus einer Vielzahl alternativer Ansitze einer Verallgemeinerung des Maximum-Likelihood-Prinzips
auf Situationen, in denen die Verteilungsfamilie nicht dominiert ist, stellen wir zwei Konzepte vor. Der
erste Ansatz geht auf eine Arbeit von Kiefer und Wolfowitz (1956) zuriick und der zweite stammt von
Gill (1989). Beide Konzepte bieten im Gegensatz zur ,,Methode der Sieves* (Grenander (1981)), der
,Penalized Likelihood“ (Geman und Hwang (1982)) oder der ,,Empirical Likelihood“ (Owen (2001))
fiir einen festen Stichprobenumfang und ohne Einschrankung der Verteilungsfamilie eine Verallgemei-
nerung des Maximum-Likelihood-Prinzips an.

Wir nehmen an, dass eine Zufallsvariable X das statistische Experiment
(X,B,Py |0 €0O)

beschreibt. Die Verteilungsfamilie {Py |6 € ©} ist nicht als dominiert vorausgesetzt.

3.1 Ansatz von Kiefer und Wolfowitz

Existiert kein dominierendes Maf, so ist die Likelihood-Funktion und damit auch die MLS nicht defi-
niert. Andererseits ist fiir zwei Wahrscheinlichkeitsverteilungen P und @ auf (X,8) die Verteilungsfa-
milie { P, Q} immer dominiert durch das Maf} [P+ Q]. Nehmen wir nun an, dass p bzw. ¢ Versionen der
Radon-Nikodym Dichte von P bzw. @ bzgl. [P + Q] seien, so kénnen wir an Hand einer Beobachtung
X = x die Mafle P und @ mit Hilfe der Werte p(x) bzw. g(x) ihrer Dichten bzgl. P+ @ an der Stelle z
vergleichen. Die Wahl des dominierenden Mafles beeinflusst den Vergleich nicht (vgl. Bemerkung 2.1).
Dagegen sind die Versionen der Radon-Nikodym Dichten bzgl. des dominierenden Mafies [P + Q] nur
bis auf [P 4+ @Q]-Nullmengen eindeutig bestimmt, so dass im Allgemeinen die Wahl der Festlegung der
Radon-Nikodym-Dichte den Vergleich beeinflusst. Ausfiihrlich wird das Problem der Wahl einer Ver-
sion der Radon-Nikodym Dichte in Scholz (1980) diskutiert.

Ferner bezeichnen wir fiir 6,65 € © eine Version der Radon-Nikodym Dichte von Py, bzgl. [Py, + Pp,]

. dPy,
mit Py, T Poy]"

15
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Definition 3.1 (Kiefer und Wolfowitz (1956))
Es sei eine Beobachtung X = = gegeben. Dann heifst 0(x) € © wverallgemeinerte Mazimum-Likelihood-
Schitzung (vMLS), falls fir alle 8 € © gilt
dP; dP,
P (@) 2 ST ().
d[Py + Pyl d[Pp + Py

Bemerkung 3.2 Wir nehmen zusétzlich an, dass die Verteilungsfamilie {Py |0 € ©} durch ein o-
endliches Maf3  dominiert sei. Fiir alle § € © bezeichnen wir eine Version der Radon-Nikodym-Dichten

von Py bzgl. p mit
dP,
po(x) := d—:(m‘), fir z € X. (3.1)
Existiert weiterhin eine MLS 0 (z) fiir eine Beobachtung X = z und withlen wir insbesondere fiir alle
01,02 € © und alle z € X die Festlegung

dPy, z) = W%If(;)z@) : (po, +po,)(z) >0
d[P91 +P92} 0 : (p91 —|—p92)(1’) =0

der Radon-Nikodym-Dichte von Py, bzgl. [Py, +Py,], so ist 6/ () auch eine verallgemeinerte Maximum-
Likelihood-Schiitzung nach Kiefer und Wolfowitz fiir diese Festlegung der Radon-Nikodym-Dichten. In
diesem Sinn ist dann das Konzept von Kiefer und Wolfowitz eine Verallgemeinerung des Maximum-
Likelihood-Prinzips. O

3.2 Ansatz von Gill

Im Folgenden wird die Idee der Likelihood-Gleichungen verallgemeinert. In dem hier zugrunde liegen-
den Modell existieren im Allgemeinen die Likelihood-Funktionen nicht. Kénnen wir aber Likelihood-
Gleichungen fiir eine Auswahl von Teilmengen ©; C ©, h € H angeben und ist f eine Losung der
Gleichungen fiir alle h € H mit 8 € Oy, so ist dies eine natiirliche Verallgemeinerung des Prinzips
der Likelihood-Gleichungen. Die Menge H kann dann interpretiert werden als Menge der zugelassenen
Richtungen, in denen die Verteilung P; mit anderen Elementen der Verteilungsfamilie verglichen wird.

Annahme A.3.1 Es ezistiert eine Abbildung
Y :OxHXR—O, (32)
so dass fiir alle 8 € © und h € H folgende Bedingungen erfillt sind:
1. Es gilt ¥(6,h,0) = 4.

2. Es existiert ein o-endlich Maf$ 1u(0,h), so dass die Verteilungsfamilie {Pygp.c)|c € R} bzgl.
w(0, h) dominiert ist.

3. Die Likelihood-Funktion L, (c,0,h) = %(m) ist fir alle v € X differenzierbar in ¢ an der
Stelle c = 0.

Fiir eine Beobachtung X = & betrachten wir nun die Likelihood-Gleichungen

Uy (0, h) := aa (1og La(c,0, h)) fiir alle 6 € ©, h € H. (3.3)

C

c=0
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Definition 3.3 (Gill (1989))
Es sei eine Beobachtung X = x gegeben. Dann heifst 0(x) € © wverallgemeinerte Mazimum-Likelihood-
Schitzung (vMLS), falls fiir alle h € H gilt

U (0(z),h) = 0.

Diese Definition héngt offensichtlich von der Wahl der Abbildung 1) ab. Weiterhin liefern die Likelihood-
Gleichungen in einem klassischen dominierten Verteilungsmodell nur eine notwendige aber keine hin-
reichende Bedingung fiir ein Maximum der Likelihood-Funktion. Diese Einschriankung tibertrigt sich
natiirlich auch auf diese Verallgemeinerung der Likelihood-Gleichungen.

Bemerkung 3.4 Nehmen wir erneut an, dass die Verteilungsfamilie { Py |§ € ©} durch ein o-endliches
MafB p dominiert ist (vgl. Bemerkung 3.2) und sind insbesondere fiir alle z € X, § € ©, h € H und
c1,c2 € R die Aussagen

L.’I: (Cla 07 h) > L?L'(CQv 9, h) und pz/)(g,h,cl)(z) > pw(Q,h,Cz)(I) (34)

fiir die gewahlte Festlegung pg der Radon-Nikodym-Dichte von Py bzgl. u dquivalent. Dann ist fiir eine
Beobachtung X = z eine MLS 6y,(z) auch eine vMLS nach Gill, da fiir alle h € H die Likelihood-
Funktion L,(c, 0p(2), h) ein Maximum an der Stelle ¢ = 0 besitzt. O

3.3 Vergleich der Anséitze

Es sei X eine das statistische Experiment (X,B, Py |60 € ©) beschreibende Zufallsvariable. Ferner
sei eine Abbildung ¢ (vgl. Annahme A.3.1) gegeben und es existiere fiir die Beobachtung X = =z

eine vMLS é(m) nach Kiefer und Wolfowitz. Dann erfiillen die gewéahlten Festlegungen 0”15187% der
Radon-Nikodym-Dichten fiir alle h € H und ¢ € R die folgende Ungleichung
APy(0(x).1.0) AP0 (a).h.c) () (3.5)

(z) >
APy oy n0) T Loy ne) APy o) ney T Poa)no)

Nehmen wir weiterhin an, fiir alle b € H und ¢ € R sei die Likelihood-Funktion Ly (c, f(z), k) durch

Lo(e.0(x). ) = APy(6(x).hc) (x)d[Pw(é(m,h,og*Pw(éu),h,c)](x). (3.6)
APy o)) T Lo no) dp(6(), h)

gegeben. So erfiillt auch die Likelihood-Funktion Ly (c,0(z),h) fiir alle h € H und ¢ € R die Unglei-
chung

Ly(0,0(x),h) = Ly (c,0(x), h) (3.7)
und (x) ist eine vMLS nach Gill.

Bemerkung 3.5 Die Gleichheit in (3.6) gilt nur fiir u(6(z), h)-f.a. z € X (vgl. Bemerkung 2.1). Damit
gilt (3.6) natiirlich nicht fiir eine beliebige Version der Radon-Nikodym-Dichten d[Ifgilijé] und somit ist
eine vMLS nach Kiefer und Wolfowitz nicht notwendig eine vMLS nach Gill.

Die Gleichheit in (3.6) gilt insbesondere, wenn die Wahrscheinlichkeit Py, ({«}) positiv ist. Dann ist
eine vMLS nach Kiefer und Wolfowitz immer auch eine vMLS nach Gill. Insbesondere ist nun die vMLS
nach Kiefer und Wolfowitz nicht eindeutig bestimmt, so ist auch die vMLS nach Gill nicht eindeutig
bestimmt. a



Kapitel 4
Selbstinformativer Grenzwert

Das Bayessche Prinzip setzt die Idee um, eine vor der Entnahme einer Stichprobe vorhandene In-
formation iiber das zugrunde liegende statistische Modell als eine a priori Gewichtung der Parameter
aufzufassen. Dieser hiufig beschriebene Vorteil ist gleichzeitig ein einschneidender Nachteil, wenn keine
a priori Information vorhanden ist. In der Literatur wurden verschiedene Konzepte der Wahl einer a
priori Verteilung in der Situation, dass keine a priori Information {iber den Parameter vorhanden ist,
vorgestellt (vgl. Hartigan (1983) sowie Box und Tiao (1992)). Ein alternativer Ansatz ist die Beschrei-
bung einer nichtinformativen Situation nach Bunke (2002). Die dort vorgestellte Konstruktion basiert
auf der Idee, in einem gewissen Sinn infinitesimal wachsendes Gewicht der in der Beobachtung enthal-
tenen Information im Vergleich zur a priori angesetzten Gewichtung des Parameters zu geben. Dazu
wird die iterative Prozedur betrachtet, die in jeder Iteration die a posteriori Verteilung der vorherigen
Iteration als a priori Verteilung auffasst und die zugehorige a posteriori Verteilung berechnet. Kon-
vergiert nun die Folge der zugehorigen Bayesschen Schéitzungen, so wird der erhaltene Grenzwert als
selbstinformativer Grenzwert bezeichnet (Bunke (2002)). In der Arbeit von Bunke und Johannes (2002)
wird diese Idee weiter spezifiziert. Das dort vorgestellte Konzept wird im folgenden detailliert dargelegt.

4.1 Modellannahmen

Wir betrachten das in Abschnitt 1.3 vorgestellte Bayessche Modell. Die Zufallsvariable (X,) mit
der gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsverteilung PX-? auf der Borel-o-Algebra B x ¢ nehme Werte in
dem polnischen Raum X x © an. Unter der Bedingung ¥ = 0 beschreibe die Zufallsvariable X das
statistische Experiment (X, 2, Py |6 € ©) und die a priori Verteilung von 9 sei II.

4.2 Iterative Prozedur

Fiir einen festen Wert « € X betrachten wir folgendes iteratives Verfahren. 1J; sei eine Zufallsvariable
mit Werten in (©,€) und der a priori Verteilung II. Unter der Bedingung ¢, = 6 beschreibe die
Zufallsvariable X ; das statistische Experiment {X, B, Py |6 € ©}. Im ersten Schritt bestimmen wir mit
Hilfe der a priori Verteilung II von 19 und der bedingten Verteilung Py der Zufallsvariable X; unter der
Bedingung 9; = 0 die a posteriori Verteilung von 9; unter der Bedingung X; = . Mit II bezeichnen
wir eine Festlegung der a posteriori Verteilung von 19; unter der Bedingung X; = . In der r-ten

18
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Iteration (r > 2) sei 9, eine Zufallsvariable mit der a priori Verteilung I~ und unter der Bedingung
9, = 6 beschreibe die Zufallsvariable X, das statistische Experiment {X, B, Py |0 € ©}. Wir berechnen
mit Hilfe der a priori Verteilung I17~! und der bedingten Verteilung Py der Zufallsvariable X, unter
der Bedingung ¥, = 6 die a posteriori Verteilung der Zufallsvariable 1, unter der Bedingung X, =z
und wéhlen eine Festlegung II7, der a posteriori Verteilung.

AbschlieBend erhalten wir mit Hilfe der vorgestellten iterativen Prozedur eine Folge IIL,TI2, ... von a
posteriori Verteilungen auf (0, €).

Beispiel 4.1 Wir betrachten das in Abschnitt 2.3 vorgestellte Bayessche Modell einer dominierten
Verteilungsfamilie. Der zufillige Parameter 9 besitze die a priori Verteilung IT mit der Dichte =
bzgl. v und unter der Bedingung ¥ = 6 beschreibe die Zufallsvariable X das statistische Experi-
ment (X, B, Py |6 € ©), wobei die Verteilungsfamilie { Py | # € ©} dominiert und © eine Teilmenge des
RF sei.

Ferner sei x € X mit p,(z) := [[p(x,0)]"7(8)r(df) < o fiir alle r € N fixiert.

In der ersten Iteration sei ¥, ein zufélliger Parameter mit der a priori Verteilung II und unter der
Bedingung ¥, = 6 beschreibe die Zufallsvariable X; das statistische Experiment (X,B, Py |0 € ©).
Wir wihlen nun die durch die Dichte (vgl. (2.6) im Abschnitt 2.3)

7‘-{13
0 : sonst

p(z,0)m(0) .
0 ::{ e D 0<pi(z) <0 (41)
bzgl. v festgelegte Version I1L der a posteriori Verteilung von ¥ unter der Bedingung X; = z. In der
zweiten Iteration sei 95 eine Zufallsvariable mit der a priori Verteilung II. und unter der Bedingung
U2 = 0 beschreibe X5 das statistische Experiment (X,%, Py|60 € ©). Analog zur ersten Iteration
wéhlen wir die durch die Dichte

ﬂ—x
0 : sonst

p(z,0)m,(6) .
2(9) = { m@ - 0<p(r) <o (4.2)
bzgl. v festgelegte Version 112 der a posteriori Verteilung von 95 unter der Bedingung X, = z.
Fithren wir dieses iterative Verfahren fort, so erhalten wir die in Abschnitt 2.3 vorgestellte Folge von
Verteilungen (I17),en- O

Explizite Darstellung der Festlegung der a posteriori Verteilung nach r Iterationen

Mit Hilfe des vorgestellten Algorithmus erhalten wir eine Folge I1%, 112, ... von Festlegungen von a po-
steriori Verteilungen, wobei die Festlegung II7, von der Wahl der Festlegung der a posteriori Verteilung
II7 (1 <j <) in jeder vorherigen Iteration und der a priori Verteilung II im ersten Schritt abhéngt.
Im Folgenden werden wir basierend auf dem néchsten Satz eine explizite Darstellung dieser iterativen
Prozedur angeben.

Annahme A.4.1 Es sind 9,91,92 und X1, X2,Y1,Y s Zufallsvariablen mit Werten in © bzw. X.
1. Die a priori Verteilung von ¥ und 91 ist I1.

2. Py ist die bedingte Verteilung von Y1 unter der Bedingung Y1 = 0 und von X1 bzw. Xo unter
der Bedingung ¥ = 0. Die bedingte Verteilung des Vektors (X1, X3) unter der Bedingung ¥ = 0
ist das Produktmafl Py x Py.



20 KAPITEL 4. SELBSTINFORMATIVER GRENZWERT

3. Es ist 1, eine Festlegung der a posteriori Verteilung P! Y=y yon 9, unter der Bedingung
Y =y und &, ., eine Festlegung der a posteriori Verteilung PO Xa=21,X2=22 4on 9 unter der
Bedingung X1 = x1, X2 = xo.

4. Die bedingte Verteilung Q,, von (Ya,Y2) unter der Bedingung 91 = 61,Y1 = y1 ist gegeben
durch
le(BXC):/Pg( )L, (d6), fir alle B € B,C € €.
c

5. Bsist1,, ,, eine Festlequng der bedingten Verteilung P2 |91=01,Y1=y1,Y2=y>

Bedingung 91 = 01,Y1 =y1,Y 2 = ys.

von V9 unter der

Bemerkung 4.2 Die Festlegung der bedingten Verteilung von (Y 2, 95) ist unter der Annahme A.4.1.4
unabhéngig von 1, so dass auch die Festlegung der bedingten Verteilung von 5 in der Annah-
me A.4.1.5 unabhéngig von 9, gewahlt werden kann. |

Satz 4.3 Es seien 9,91,92 und X1, X2,Y1,Yo Zufallsvariablen mit Werten in © bzw. X und es
gelte die Annahme A.4.1. Dann ist die Randverteilung von (X1, Xs) und (Y'1,Y3) identisch und es
gilt

P(£X17X2(C):HX1,X2(C)):17 fUT alle C € €.

BEWEIS : Die Randverteilungen von (X1, X5) und (Y'1,Y3) sind identisch, falls fiir jede beschréinkte
messbare Funktion f: (X x X, 8 @ B) — (R, £) gilt (vgl. Billingsley (1968), S. 9, Satz 1.3)

Ef(X1,X2)=Ef(Y1,Y3).

Sei also f eine beliebige beschréinkte messbare Funktion. Dann folgt

Ef(Xl,XQ) = / f(!,Cl,xg)dPX17X2(d(1'1,$2))
XxX

:// _/f(ylayz)sz(dyQ) Po, (dy1)I1(d0s)

X _

[ e
X o

@

I
—

/ FW1,92)Qy, (d(0a,y2)) PY * (dy1)

X OxX

:// (y1,y2) PY2 1Y 159 (dyo ) PY 1 (dyy )
X X

=Ef(Y1,Y2).

Folglich sind die Randverteilungen von (X1, X5) und (Y'1,Y5) identisch, wobei die zweite und drit-
te Identitdt aus den Annahmen A.4.1.1-A.4.1.3 und die vierte und fiinfte Identitdt aus der Annah-
me A.4.1.4 folgt.

Der zweite Teil des Satzes folgt aus dem Satz von Radon-Nikodym, falls II,, ,, eine Festlegung der
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bedingten Verteilung P?|X1=v1.X2=v2 igt Insbesondere ist TI,, ,, auf Grund der identischen Rand-
verteilungen von (X1, X3) und (Y1,Y5) eine Festlegung der bedingten Verteilung P? ! X1=y1,X2=y2
falls I, 4, die Integralgleichung

/ I, ,, (C)PXX2(d(y1,y2)) = P?*1%2(C x By x By)

Bl X32

fiir alle By, B € 9B, C € € erfiillt. Es seien also beliebige By, Bs € 9B, C € € gegeben, dann gilt fiir die
Indikatorfunktion Icx g, x B, in Analogie zum Beweis des ersten Teiles

PPX0X2 (0 x By x By) = / / / Tew s, 3, (6, 91 y2) Po (dyz) P (dy)TI(d6)
e X X

Lo w B, x B, (0, Y1, Y2) Po(dy2)T1,, (dO) PY* (dy,)

®\
R\

Lo By x B, (0, Y1, Y2)Qy, (d(8,y2)) (d0) PY * (dy1)
Ox

/]

= Hy1,yz (C)PX1’X2 (d(ylay2))
Bl ><B2

IoxB, xB. aaylva) Y1, yz(dQ)PY2|Y1 v (dy )PYI (dyl)

a\ gL R\
O S

und somit die Behauptung, wobei fiir die vorletzte Identitit 5. der Annahme A.4.1 benutzt wurde.
O

Betrachten wir nun die in Abschnitt 4.2 vorgestellte iterative Prozedur, so kénnen wir mit Hilfe des
Satzes 4.3 eine explizite Darstellung der Festlegung II’, der a posteriori Verteilung nach r Iterationen
angeben.

Fiir 7 € N seien der zuféllige Vektor X" = (X1,..., X,) auf (X",B") und die Zufallsvariable ¢ auf
(©,€) mit der a priori Verteilung II gegeben, wobei jede Zufallsvariable X; (i = 1,...,r) unter der
Bedingung ¢ = 6 die Verteilung Py und der Vektor X" unter der Bedingung ¥ = 6 das Produkt-
mall Py X --- X Py besitze, d.h. unter der Bedingung ¥ = 0 seien die Zufallsvariablen X4,..., X,
unabhéngig und identisch Pp-verteilt. Setzen wir in jedem Schritt der iterativen Prozedur nicht den
gleichen Wert € X ein, sondern wéhlen jeweils einen Wert z; € X (i = 1,...,r), so erhalten wir eine
Folge II! IT;,  von Festlegungen der a posteriori Verteilung. Insbesondere ist nun mit Satz 4.3
die Festlegung II}, der a posteriori Verteilung in der r-ten Iteration eine Festlegung der bedingten
Verteilung PP/ X" =*" yon 9 unter der Bedingung X" = z", falls IT; = eine Borel-messbare Funktion
in 2" = (x1,...,2,) ist. Fiir x € X und r € N betrachten wir nun den Spezialfall, r-mal den Wert
x beobachtet zu haben. Fiir diese Beobachtung (z,...,z) € X" schreiben wir abkiirzend 1. ® x, wo-
bei 1, der r-dimensionale Einsvektor und ® das Kroneckerprodukt ist. Wéhlen wir eine Festlegung
der bedingten Verteilung POIX"=1.82 yon 9 unter der Bedingung X" = 1! ® z, dann ist dies eine

T10°

Festlegung der a posteriori Verteilung II’, nach r Iterationen und somit eine alternative nicht iterative
Beschreibung der vorgestellten Prozedur. Wir werden im Folgenden nur noch diese Beschreibung der
a posteriori Verteilung nach r Iterationen benutzen.
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Beispiel 4.4 Wir betrachten die im Beispiel 4.1 vorgestellte Folge (II7),cn von iterativen Festlegun-
gen der a posteriori Verteilungen in einem Bayesschen Modell (vgl. Abschnitt 2.3) mit dominierter
Verteilungsfamilie { Py | 6 € ©}. Zusiitzlich nehmen wir fiir r € N an, dass unter der Bedingung 9 = 6
die gemeinsame Verteilung des Vektors X" = (X1, ..., X ) das r-fache Produkt Py x - - - x Py sei und
definieren eine messbare Funktion p, : X" — [0, co] durch

pr(a”) = / [ (i, 0)x(0)v(do) fir 2" = (z1,....2,) (4.3)
) i=1

Unter der Annahme, dass fiir p-f.a. 2 € X" gilt p,.(2") < oo, ist p, nun eine Dichtefunktion bzgl. u
der Randverteilung PX" auf (X", 8") und fiir PX -f.a. 2" € X" definiert

ljlp(wiﬁ)ﬂ(@)
Tor(0) =8 Ty — ¢ 0<pr(a") <0 (4.4)
0 : sonst

eine Dichtefunktion bzgl. v einer Verteilung II”, auf (0, €). II7, entspricht dann einer Festlegung der
a posteriori Verteilung von ¥ unter der Bedingung X" = 2"

Nehmen wir nun weiterhin an, dass z € X mit p, (1! ® z) < oo fiir alle r € N fixiert sei. So entspricht
die Festlegung IIj, o der a posteriori Verteilung von ¥ unter der Bedingung X "= 1! @ z der in
Beispiel 4.1 vorgestellten r-ten iterativen Festlegung II7, der a posteriori Verteilung. ]

Eindeutige Festlegung der a posteriori Verteilung nach r Iterationen

Eine Festlegung der bedingten Verteilung P?!X"=*" von @ unter der Bedingung X" = z” ist im
Allgemeinen nicht eindeutig, da mit Ausnahme von einigen Spezialfillen die Menge

B i={ll®z|xecX}

eine Nullmenge bzgl. der Randverteilung von X" ist. Wir werden im Folgenden einen Grenziibergang
fiir » — oo betrachten und sind somit an einer eindeutigen Festlegung der a posteriori Verteilung II,
nach r Iterationen fiir alle x € X interessiert. Eine Mo6glichkeit ist die Beschrankung auf eine Festlegung
der bedingten Verteilung PP X =" die stetig in " € X" ist, so dass auch die bedingte Verteilung
POl X"=1.82 oindeutig festgelegt ist.

Annahme A.4.2 Die Zufallsvariable X nimmt Werte im euklidischen Raum X = RP an. Die Ver-
teilung von X ldsst sich als endliche Mischung

PX =) "kQ:, |T] < oo. (4.5)
teT
von Verteilungen Q¢ mit positiven Gewichten k; darstellen. Die Verteilungen @, sind konzentriert auf
messbaren Teilmengen X, von X, wobei {X, |t € T} eine Partition von X bildet, d.h.
QX)) =1, X=Xy, X;NX,=0, t#s, t,seT.
teT

Die Mengen X, sind enthalten in linearen Unterrdumen Ly des RP und jede Verteilung Qy besitzt eine
positive stetige Dichte q; bzgl. des Lebesgue Mafles Ay auf L.

Satz 4.5 Fs sei (9, X) eine Zufallsvariable mit Werten in © x X und es gelte fiir die Randverteilung
von X die Annahme A.4.2. Des weiteren sei f : © — R eine messbare Funktion mit E|f(9)] < oc.
FEine in x stetige Festlequng, falls sie existiert, des bedingten Erwartungswertes E(f(9)| X = x) ist
dann eindeutig.
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BEWEIS : Es seien g(xz) und h(xz) zwei stetige Festlegungen des bedingten Erwartungswertes
E(f(9)| X = z). Es ist zu zeigen, dass fiir alle z € X
g9(x) = h(x)

gilt. Dazu sei € X nun beliebig fixiert. Mit der Annahme A.4.2 ist {X; |t € T'} eine Partition von X,
so dass genau ein t € T existiert mit € X;. Des weiteren sei fiir alle € > 0

Ki(z) ={y € L¢| dx(y,z) < e} (4.6)

die offene Kugel im linearen Unterraum L; mit Radius € um z. Auf der Borel-o-Algebra 9B tiber X
definieren wir zwei Mafle ;¢ und v bzgl. der Randverteilung ) von X durch

u(B) = / 9(2)Q(dz), v(B) = / h(z)Q(dz), fiir alle B € B. (@7)
B

B

Da g und h Festlegungen des bedingten Erwartungswertes sind, sind die Mafle u und v identisch und
es gilt speziell fiir die messbare Kugel K5 ()

u(K; () = v(K (x)) (4.8)
fiir alle € > 0. Weiterhin gilt mit Annahme A .4.2 fiir alle € > 0
n(KE (x)) = ke / 9W)a(y)Ai(dy) = ki / h(y)a:(y) Ai(dy) = v(K5 (2)), (4.9)
K& (z) K§ (=)

wobei ¢;(y) stetig in y und \; das Lebesgue-Mafl auf dem linearen Unterraum L; ist. Die Stetigkeit
von g und h in x liefert somit

pEE (@) _ o V()

k =1i = ————= =kh . 4.10
Unter der Annahme A.4.2 sind nun k; und ¢:(z) positiv und es folgt die Behauptung,. O

Bemerkung 4.6 Insbesondere ist © eine Teilmenge des R* und existiert eine in z stetige Festlegung
des bedingten Erwartungswertes E[ | X = z], so ist diese unter den Annahmen des Satzes 4.5 eindeutig
bestimmt. Ferner bezeichnen wir eine Festlegung P?!X=? der bedingten Verteilung von ¥ unter der
Bedingung X = x als stetig in z, falls fiir alle beschrankten stetigen Funktionen f : ©® — R der
bedingte Erwartungswert

ELf(9)| X =] = [ (6)P?1 X (a0) (4.11)
S

eine stetige Funktion in z ist. Existiert nun eine in z stetige Festlegung P?!¥=? und ist die Annah-
me A.4.2 erfiillt, so ist diese Festlegung eindeutig. Dazu betrachten wir zwei in x stetige Festlegungen
Pl19 [ X= ind P; ' X= Dann geniigt es zu zeigen, dass fiir alle beschrénkten stetigen Funktionen
f:0 — R (vel. Billingsley (1968), S. 9, Satz 1.3)

hy() ::/f(H)Pl’S‘X:z(dG):/f(e)Pf‘X:x(de) e
© ©

fir alle € X gilt. Da die Funktionen h;(z) und gf(z) nach Voraussetzung stetig in x sind, folgt
hy(x) = gs(x) fur alle 2 wegen Satz 4.5 und somit die Behauptung. O
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4.3 Definition des selbstinformativen Grenzwertes

Im Folgenden wéhlen wir den a posteriori Erwartungswert

0,1t ® z) := /OPﬁ‘XT:]li@”(dﬁ) fir r € N,
e

falls dieser existiert, als Bayessche Schitzung und untersuchen fiir die Folge 0;(z),05(14 ® ), ... der

Bayesschen Schiitzungen und die Folge P9 !X lzx,Pﬂ‘X 2=15®‘”7 ... der Festlegungen der a posteriori

Verteilungen den Grenziibergang fiir r — co. Dabei méchten wir nicht nur den Fall der Existenz eines
Grenzwertes betrachten sondern auch das Verhalten von nicht konvergenten oder fluktuierenden Folgen
beschreiben.

Definition 4.7 (Selbstinformativer Grenzwert)
Existiert fir ein x € X der Grenzwert

lim 0,(1! ® z) = 0, € O,

r—00

so heifst 0, selbstinformativer Grenzwert.

Definition 4.8 (Schwacher selbstinformativer a posteriori Triger)
Eine Teilmenge ©, von © heift schwacher selbstinformativer a posteriori Triger, falls fir alle Umge-
bungen U von ©, (offene Mengen U mit ©, C U)

lim P?IX"=Ler () = |

T—00

gilt.
Wir bezeichnen fiir alle T' C © den Abstand von 6 € © zu T mit

del0,T] = Jnf de(0,0),

dabei ist dg die Metrik auf ©.

Definition 4.9 (Selbstinformative Grenzmenge)
Eine Teilmenge ©, von © heifit selbstinformative Grenzmenge, falls

lim de[f,(z),0,] =0

T—00
gilt.

Definition 4.10 (Selbstinformativer a posteriori Tréger ¢-ter Ordnung)
Eine Teilmenge ©, von © heifst selbstinformativer a posteriori Triger q-ter Ordnung, falls

lim [ delf,©,]7P?! X =187 (49) = 0

(C]

gilt.
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Bemerkung 4.11 Insbesondere ist eine einelementige Menge ©,, = {6, } eine selbstinformative Grenz-
menge, so ist 6, ein selbstinformativer Grenzwert. Weiterhin ist offensichtlich die Menge © immer ein
schwacher a posteriori Tréger sowie ein selbstinformativer a posteriori Tréger beliebiger Ordnung. Neh-
men wir andererseits an, dass eine abgeschlossene Teilmenge O, # © von O ein selbstinformativer a
posteriori Triger ¢-ter Ordnung (¢ € N) sei. Fiir jede offene Menge U # © mit ©, C U ist dann
Opre 1= Q%Engc de (0, 0,) positiv und

[Bpe]2P? 1 X =18 () < / [de (0, ©,)]7P? | X" =107 ().
e
Somit ist ©, auch ein schwacher a posteriori Triager. Im Gegensatz dazu sei ©, # © nun offen, § ein
Randpunkt von ©, und die Folge der a posteriori Verteilungen fiir alle r € IN das Punktmafl an der

Stelle 8. Dann ist O, offensichtlich ein selbstinformativer a posteriori Tréager g-ter Ordnung und kein
schwacher a posteriori Tréger. a

4.4 Dominierte Verteilungsfamilie

Wir untersuchen nun den Spezialfall des vorgestellten Bayesschen Modells (Abschnitt 4.1), in dem die
Verteilungsfamilie {Py |6 € ©} durch ein o-endliches Maf} @ dominiert ist.

Der zufillige Parameter 1 besitze die a priori Verteilung II und unter der Bedingung 1 = 6 beschreibe
die Zufallsvariable X das statistische Experiment (X, B, Py |6 € ©). Ferner sei p(x, ) eine Dichte von
Py bzgl. p.

Beispiel 4.12 Es sei zusitzlich © eine Teilmenge des R* und 7 eine Dichte der a priori Verteilung IT
bzgl. v (vgl. Kapitel 2). Insbesondere sei x € X mit

0< /[p(w,Q)]rﬂ(Q)u(dQ) < oo firallereN
@

fixiert. Dann ist durch die Dichte

t _ [p(z,0)]"7(6)
TSN = T B @D

bzgl. v eine Festlegung H]Tltr w2 der a posteriori Verteilung von 9 unter der Bedingung

X" = 1L ® z gegeben (vgl. Beispiel 4.4). Nehmen wir weiterhin an, dass eine eindeutig festgelegte
Maximum-Likelihood-Schétzung éM(x) existiere und die Annahmen A.2.1 und A.2.2 des Abschnit-
tes 2.3 erfiillt seien. Dann ist {fy ()} ein schwacher selbstinformativer a posteriori Triiger (vgl.
Satz 2.4). Wihlen wir die Festlegung

0r(1ta) = / 07,(0, 1% © 2)0(d0)
€]

des a posteriori Erwartungswert als eine Bayessche Schiitzung fiir 6, dann ist {6/ ()} eine selbstinfor-
mative Grenzmenge und somit 6/ (x) ein selbstinformativer Grenzwert (vgl. Satz 2.6). O
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Dem Beispiel 4.4 folgend sei x € X mit

0< /[p(x,Q)}TH(dQ) < oo firaller e N (4.12)
e
fixiert und die Festlegung
[p(z,0)]" .
I = | —— 11 fiir all 4.1
=(C) C/ﬂp(x,ﬁ)]rﬂ(dﬁ) (df), fiir alle C € € (4.13)
o)

der a posteriori Verteilung von 9 unter der Bedingung X" = 1% ® z gewéhlt.
Annahme A.4.3 Fir eine abgeschlossene Teilmenge ©, von © gilt:

1. Fir jede Umgebung U # © von O, existiert eine Umgebung V von O, mit V. C U und

0 inf ).
sup p(,6) < jof p(z.0)

2. Fiir jede Umgebung U von O, gilt TI(U) > 0.

Bemerkung 4.13 Nehmen wir an, dass eine Maximum-Likelihood-Schétzung éM(a:) existiere und
bezeichnen wir die Menge aller Maximum-Likelihood-Schétzungen mit

O(z) = {6 € O |py(z) = glelgpg(x)}a (4.14)

so erfiillt ©(z) offensichtlich die Annahme A.4.3.1, falls die Funktion p(x, 6) fiir festes € X in 6 stetig
ist und © kompakt ist. Die Annahme der Kompaktheit kann auch hier durch lokale Kompaktheit und
die Eigenschaft

Glim po(x) =0

ersetzt werden, wenn wir die Dichtefunktionen p(x,#) dann zu stetigen Funktionen auf dem kompak-
tifizierten Raum ©°° erweitern kénnen. Nehmen wir nun 0.B.d.A. an, dass ein € © mit p(z,0) > 0
existiere, so dndert sich die Menge der Maximum-Likelihood-Schétzungen é(x) beim Ubergang zu dem
kompaktifizierten Raum ©°° nicht und ist offensichtlich kompakt. O

Satz 4.14 Es gelte fiir eine Menge O, die Annahme A.4.3. Dann ist ©, ein schwacher selbstinfor-
mativer a posterior:y Triger.

BEWEIS : Es ist zu zeigen, dass fiir alle Umgebungen U von ©,

lim IT(U) =1
gilt. O.B.d.A. sei ©, # O und U # O eine beliebige Umgebung von O, (vgl. Bemerkung 4.11). Dann
existiert unter der Annahme A.4.3 eine Umgebung V von ©, mit V C U, II(V) > 0 und p(z,0) > 0
fir alle § € V. Weiterhin sei U{ C U¢, so dass fiir alle § € U¢ gilt p(z,0) > 0. Insbesondere folgt dann
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die Behauptung direkt, falls II(U$) = 0 ist. Somit sei II(U$) > 0 und wir erhalten

rorey [ lp@ 0"
(U7 = U/ g[pu,own(dmﬂ(d”

Damit folgt unter Beriicksichtigung der Annahme A.4.3.1 die Behauptung. a

Bemerkung 4.15 Es gelten die Annahmen der Bemerkung 4.13. Dann erfiillt die Menge der Maximum-
Likelihood-Schiitzungen ©(x) (vgl. (4.14)) die Voraussetzungen des Satzes 4.14 und ist somit ein
schwacher selbstinformativer a posteriori Triger. Insbesondere verzichten wir auf die Annahme der
Eindeutigkeit der Maximum-Likelihood-Schétzung und fordern nur noch ihre Existenz. a

Annahme A.4.4 (0,]|-||lo) ist ein Banachraum und es gilt
/||9Hq@H(d9) < o0 (4.15)
©

fiir ein g in N.

Satz 4.16 Es gelte fiir eine beschrinkte Menge O, die Annahme A.4.3 und A.4.4. Dann ist ©, ein
selbstinformativer a posteriori Triger q-ter Ordnung. Insbesondere ist 0, ein selbstinformativer Grenz-
wert, wenn ©, = {0,} eine einelementige Teilmenge von O ist.

BEWEIS : Wir zeigen zuerst, dass

lim | del0,0,)II",(df) = 0

T—00

e

gilt. Es sei ©, # O (vgl. Bemerkung 4.11) und 6y € ©, fixiert. Da O, beschrinkt ist, existiert eine
positive Konstante K < oo, so dass

q
del0,0]7 < <||9||e +[l0olle + Sup 16 — 00||(—>> < K([101]6 +1) (4.16)
ASIOP%

fiir alle # € O gilt. Sei nun £ > 0 beliebig fixiert, dann existiert eine Umgebung U. # © von O, so
dass gilt

sup del0, ©,]7 <
oeU.

(4.17)

Wl m
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Unter der Annahme A.4.3 und A.4.4 existiert eine Umgebung V von ©, mit V C U, und ein r. > 1,
so dass fiir alle r > r,

[ sup p(z,0)]
0eUe INUS) 5
IT,(UZ) < =<, (4.18)
olg‘f/p(:c 0) (V) — 3K
eseulI])C p(z,0)] . )
O||L1I” (dO) < - O||ATI(dF) < — 4.1
[ ot a) < D vy [ 10180 < 52 (1.19)

erfiillt ist. Fiir alle > r. folgt nun aus (4.16)-(4.19)

/d@[e,@x]qng(da) < /dg[&@m]qﬂg(de)+K/\|9||%H;(d9)+KH;(U§) <
e U, c

so dass ©, ein selbstinformativer a posteriori Tréger ¢g-ter Ordnung ist.

Falls ©, = {0,} ist, so bleibt zu zeigen, dass 6, ein selbstinformativer Grenzwert ist. Wir haben gezeigt,
dass unter den Annahmen A.4.3 und A.4.4 ©, = {6,} ein selbstinformativer a posteriori Tréger g-ter
Ordnung ist, d.h. es gilt

lim /||0z — 0||& 117, (df) = 0. (4.20)
Insbesondere existiert dann ein r¢g > 1 mit

/ 6]/ (d6) < oo fiir alle 7 > ro, (4.21)

so dass fiir alle r > ry das Bochner Integral
= /HH;(CZH) (4.22)
)
definiert und die Ungleichung (vgl. Da Prato und Zabczyk (1992), S. 20)

/ 16|11 (d6) > | / o117 (d60) |0 (4.23)
e ©

erfiillt sind. Somit erhalten wir zusammen mit der Ungleichung von Jensen fiir alle > rg
/He — 9|( 117 (d8) /||9 ~olleIt;(d6)]" > |19, - /9117" (d8)]1%. (4.24)

Die Behauptung
lim |6, — 0, (z)||le =0

folgt nun aus der Eigenschaft (4.20). m|
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Bemerkung 4.17 Viele der gewohnlich betrachteten Modelle fiir diskrete oder absolut stetige Zu-
fallsvariablen X mit stetiger Dichte in 6 erfiillen die Annahmen A.4.3 und A.4.4. Besitzt weiterhin
die a priori Verteilung ein erstes Moment, so ist die Menge der Maximum-Likelihood-Schitzungen ein
selbstinformativer a posteriori Tréger erster Ordnung und falls die Maximum-Likelihood-Schétzung
eindeutig ist, ist sie auch der selbstinformative Grenzwert. Damit ist offensichtlich in diesen Féllen der
selbstinformative Grenzwert unabhéngig von der Wahl der a priori Verteilung, so lange diese ein erstes
Moment besitzen und die Annahme 2. in A.4.3 erfiillen. Dass dies eine sinnvolle Voraussetzung fiir
die Beschreibung einer ,nicht informativen® Situation ist, sieht man sofort, wenn man den extremen
Fall eines Punktmafles an der Stelle 6, € © als a priori Verteilung betrachtet. Offensichtlich ist dann
unabhéngig von der Beobachtung X = x die a posteriori Verteilung in jeder Iteration wieder das
Punktma$ an der Stelle 6, so dass {6y} ein selbstinformativer a posteriori Tréger beliebiger Ordnung
und der selbstinformative Grenzwert ist. a

4.5 Nicht dominierte Verteilungsfamilie

Wir kehren nun, ohne die Dominierbarkeit der Verteilungsfamilie anzunehmen, zu dem vorgestellten
Bayesschen Modell (Abschnitt 4.1) zuriick.

Der zufillige Parameter 49 besitze die a priori Verteilung P? und unter der Bedingung 9 =  beschreibe
die Zufallsvariable X das statistische Experiment (X,B, Py |60 € ©). O.B.d.A. sei die Zufallsvariable
(X, 1) eine messbare Abbildung von dem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, 2(, P) nach (X x 0,98 x €) (vgl.
Abschnitt 1.3), wobei die Verteilung P auf 2 durch

P(X YB)n9 1)) = /PG(B)pﬂ(da) fiir alle B € B, C € €
C

gegeben sei. Betrachten wir fiir fixiertes C' € € das MaB P mit Po(B) = P(9~1(C) N X~ Y(B)) fiir
alle B € %B. Dann besitzt das Mafl Po eine Radon-Nikodym Dichte po(x) bzgl. der Randverteilung
PX von X. Unter der Annahme, dass © ein polnischer Raum sei, kénnen wir nun diese Dichte pc ()
als Funktion auf (X x €) so wihlen, dass sie die Bedingungen einer reguléren bedingten Verteilung
erfiillt (vgl. Ash (1972), S. 265, Satz 6.6.5 und 6.6.6). Damit ist mit dem Satz von Radon-Nikodym
gesichert, dass eine regulidre bedingte Verteilung existiert, aber es wird kein konstruktives Verfahren
zur Berechnung der a posteriori Verteilung geliefert. Im Folgenden wird eine aus der Literatur bekannte
Moglichkeit der Bestimmung der a posteriori Verteilung vorgestellt.

Es sei K.(z) := {y € X| dx(z,y) < €} die offene Kugel mit Radius € > 0 um = € X. Wir betrachten
fiir alle z € X, C € € und & > 0 mit PX (K. (x)) > 0 den Quotienten

PXP(K.(z) x C)
PX(K.(z))

wobei wir den Quotienten gleich Null setzten, falls K. (x) eine PX-Nullmenge ist. Das folgende Lemma
zeigt nun, dass fiir PX-fast alle z € X das MaB8 der Kugel K. (z) bzgl. PX fiir ¢ > 0 positiv ist.

Lemma 4.18 Die Menge
N :={z € X| PX(K.(x)) = 0 fiir ein ¢ > 0} (4.25)

ist Teilmenge einer PX-Nullmenge.
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BEWEIS : Es ist zu zeigen, dass eine Menge B € B existiert, so dass gilt N C B und PX(B) = 0. Wir
definieren eine abzihlbare Uberdeckung {N,, |n € N} von N durch

N, :={z € X| PX(K1(z)) =0} fiirneN.

Es sei n € N fixiert. Dann existiert unter der Annahme, dass X ein separabler metrischer Raum ist,
eine abzihlbare Uberdeckung mit disjunkten Mengen Uy, Us, ... von N, so dass fiir alle z € N,, ein
U; existiert mit x € U; C Ki(x) (vgl. ,Paving System“ Hahn und Rosenthal (1948), S. 254). Somit
gilt fiir geeignet gewahlte x; € N,, i€ N:

i>1 i>1

Die Behauptung folgt fiir B =J,,», Bn € B. O

Satz 4.19 (Hahn und Rosenthal (1948), S. 247 ff., Satz 17.2.2, 17.2.41 und 17.2.51)
Es sei X ein polnischer Raum und P,Q Wahrscheinlichkeitsmafle auf der induzierten Borel-o-Algebra
B. Dann ist die Funktion q : X — [0, co] mit

. Q(K:(x))

1) =P PR )
messbar, wobei wir den Quotienten fir P(K.(x)) = 0 gleich co bzw. 0 setzen, falls Q(K(z)) positiv
bzw. 0 ist. Fir P-fast alle x € X ist g(x) dann endlich und falls QQ absolut stetig bzgl. P ist, gilt
weiterhin

Q(B) = /q(x)P(d:c) fiir alle B € 8.
B

Satz 4.19 sichert, dass durch

X9
po(x) := limsup r (Ke(x) x C)

VT EX (Ko(a)) 0 U

eine Festlegung der Radon-Nikodym Dichte des MaBes Pc bzgl. der Randverteilung PX definiert wird,
da fiir alle B € ‘B gilt

[ peta) X (de) = Pe(B),

B
Andererseits wird fiir festes € X mit PX (K_(z)) > 0 fiir alle £ > 0 durch

PXA (K (z) x C
P..(C):= )(( () )
PX(Kc(z))

ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf € definiert. Ferner ist die Menge der Wahrscheinlichkeitsmafle auf einem

polnischen Raum bzgl. der schwachen Konvergenz vollstindig (vgl. Prohorov (1956)). Insbesondere
konvergiert nun fiir € | 0 die Folge von Wahrscheinlichkeitsmafien (P,.). schwach gegen ein Maf P,

fir C € € (4.26)

P, X p, fire |0,
so ist P, auch ein Wahrscheinlichkeitsmaf} auf €.

Satz 4.20 (Pfanzagl (1979))
Fiir PX-f.a. x € X und € | 0 konvergiert die Folge der Verteilungen (Pye)e (4.26) schwach gegen eine
Festlegung P! X=% der a posteriori Verteilung von 9 unter der Bedingung X = x:

p. X pPlX=e i | 0.
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Bemerkung 4.21 Wir bezeichnen eine Festlegung P?!X=* der bedingten Verteilung von 1 unter
der Bedingung X = x als stetig in x, falls fiir alle beschréinkten, stetigen Funktionen f : ©® — R der
bedingte Erwartungswert

EB[f(9)| X = o] = / F(6)P?1 %= (dg) (4.27)
®

eine stetige Funktion in z ist (vgl. Bemerkung 4.6). Insbesondere ist dann die Festlegung polX=e
eindeutig, wenn fiir die Randverteilung PX von X die Annahme A.4.2 erfiillt ist (vgl. Bemerkung 4.6).
O

Annahme A.4.5 Es ezistiert eine eindeutig bestimmte in x stetige Festlegung PP X=% der a poste-
riort Verteilung von 9 unter der Bedingung X = x.

Lemma 4.22 FEs gelte die Annahme A.4.5. Dann konvergiert fiir alle x € X\N (4.25) und € | 0 die
Folge der Verteilungen (Py.)e (4.26) schwach gegen die in x stetige Festlegung P?1X= der a posteriori
Verteilung von 9 unter der Bedingung X = x:

P X pPIX=r o | 0.

BEWEIS : Es sei x € X\N fixiert. Dann geniigt es zu zeigen, dass fiir alle beschriinkten stetigen
Funktionen f: © — R

hm/f VP (d0) /f (6)P?1X=%(dh) =: g;(x)

gilt. Es sei also eine beliebige beschriinkte stetige Funktion f gegeben. Da P?!X=% eine Festlegung
der bedingten Verteilung von 9 unter der Bedingung X = z ist, gilt nun

/f Preldl) = By //f (6)P?1 X=1(d9) PX (dy)

Zm / gf(y)PX(dy).

K. (z)

Insbesondere ist PX (K_(z)) positiv fiir alle ¢ > 0 und es folgt offensichtlich

it o) < [ FOPL) < swp gs(0)
S)

yEK.(z) yEK.(z)

Wegen Annahme A.4.5 ist gf(x) eine stetige Funktion in = und es folgt die Behauptung. a

Schwacher selbstinformativer a posteriori Triger

Fiir alle r € N seien der zufiillige Vektor X" = (X4,...,X,) auf (X",8") und die Zufallsvariable
9 auf (©,€) mit der a priori Verteilung P? gegeben, wobei jede Zufallsvariable X; (i = 1,...,7)
unter der Bedingung 9 = 6 die Verteilung Py und der Vektor X" unter der Bedingung ¢ = 6 das
r-fache Produktmafl Py x --- x Py besitze. Die gemeinsame Verteilung des Vektors (X", 9) fiir alle
B" =By x---x B, € 98" und C € € ist durch

PX'9(B"x () = / ﬁPg(Bi)Pﬂ(dG) (4.28)

gegeben.
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Lemma 4.23 FEs sei
Nr = {{,CT € xr |PXT(KE(.’L'1) X -+ X KE(xT)) =0 fu/r' ein € > 0} (429)
Fiir alle r € N und x € X\N gilt dann 1L @ x € X"\N,..

BEWEIS : Es sei z € X\N und r € N beliebig fixiert. Es ist zu zeigen, dass fiir alle ¢ > 0 die
Wahrscheinlichkeit PX" (K, (x) x --- x K.(z)) positiv ist, wobei mit (4.28) gilt

PX(K.(z) x --- x K.(z)) = /[Pg(Ks(x))]rPﬂ(dG).
e
Nehmen wir nun an, dass PX" (K, (x)x---x K.(z)) = 0 fiir ein ¢ > 0 ist. Damit folgt Py(K.(z)) = 0 fiir

PPfa. 0 € © und insbesondere PX (K. (z)) = [ Py(K.(z))dP? = 0. Dies steht aber im Widerspruch
zu der Annahme x € X\ N, so dass die Behauptung folgt. |

Weiterhin ist fiir alle 2" € X"\ N, und alle ¢ > 0

_ PX'O(K (2q) x -+ x K. (2,) x C)

P (C) = PE (K (1) % x K. (1)) firCec¢

ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf €. Existiert nun fiir alle r € N eine eindeutige in =" stetige Festlegung
PPIX"=2" der a posteriori Verteilung von 9 gegeben X" = z”, so gilt fiir alle 2" € X"\N, (vgl.
Lemma 4.22)

ps, W pPIXT=2" gy e | 0.

Insbesondere konvergiert mit Lemma 4.23 nun fiir alle z € X\N die Folge der Verteilungen Pii g,

t
=1,Qx

schwach gegen die in z stetige Festlegung P?!X" der a posteriori Verteilung von 19 unter der

Bedingung X" = 1! ® z.

Bemerkung 4.24 Wir werden im Folgenden annehmen, dass x € X\ N fixiert sei. Dann gilt fiir alle
r € N und

1. fiir alle offenen Mengen G € €:

lim inf Pf, . (G) = P?! X'=Le(q),

2. fiir alle abgeschlossenen Mengen F' € €

lim sup Py, (F) < pel XT:JlZ@ac(F)
cl0 "

(vgl. Billingsley (1968), S. 11, Satz 2.1). ]

Annahme A.4.6 Fliir eine abgeschlossene Teilmenge ©, von © gilt:
1. Fiir jede Umgebung U von ©, ist P°(U) positiv.

2. Fir jede Umgebung U # © von O, ezistiert eine Umgebung V' von ©, mit V C U und:
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(a) Fir alle e € (0,ey] mit ey > 0 und fir alle ® € U® und § € V gilt

By(K.(z)) < Py(Kc(2)).

b) Fiir eine Funktion f: X x © x © — [0,00] mit f(x,6,60) := limsup Po(Ke (@) gilt
Py(Ke ()
€l0 e

sup sup f(z,6,0) < 1.
0eU< eV

Bemerkung 4.25 Betrachten wir fiir alle 6, 8 € © eine Festlegung % der Radon-Nikodym Dichte
von Py bzgl. [Py + Py], dann gilt wegen Satz 4.19 fiir [Py + Pyl-fast alle x € X
dPy (.1?)

d[Pg-Q—Pﬂ

f(x,0,8) = (4.30)

P, :
L= ampyiey (7)
Somit definiert f(x,6,0) eine Festlegung der Radon-Nikodym Dichte von Py bzgl. [Py + Py, und die
Bedingung f(x,0,0) < 1 ist dann dquivalent zu %(x) < %
der Radon-Nikodym Dichte. Gilt weiterhin, dass ein 6 € © existiert mit f (z,0, é) <1 fiir alle 0 € O,
so ist 0 eine verallgemeinerte Maximum-Likelihood-Schétzung nach Kiefer und Wolfowitz. a

(z) fiir diese spezielle Festlegung

Beispiel 4.26 Wir betrachten den Spezialfall einer dominierten Verteilungsfamilie {Py |6 € ©} (vgl.
Abschnitt 4.4). Zusitzlich nehmen wir an, dass die Dichten p(x, ) gleichmiiflig stetig in z fiir alle 0
seien.

Es sei ein beliebiges € X\N (4.25) fixiert. Dann folgt pu(K.(x)) > 0 fiir alle ¢ > 0 und aus der
Stetigkeit in x
 Py(K(x))
z,0) =lim ——=
PO = K @)
fiir alle # € ©. Insbesondere ist dann die Annahme A.4.3.1 des Abschnittes A.4.3

.0) < inf p(z,0
eseu[}anp(x ) ngvp(x 0)

dquivalent zu der Annahme A.4.6.2.b

0
sup sup f(z,0,0) = sup sup p(x,0) <1
0cUe ocV geve oev p(x,0)
Weiterhin sei 0.B.d.A.

1 .
§= B esglgcp(x,é) —i—ng‘f/p(x,Q)]

Wegen der gleichméfigen Stetigkeit in x fiir alle § € © existiert nun ein ey > 0, so dass fiir alle § € U€,
6 € V und fiir alle y € X mit dy(x,y) < ep gilt p(y,0) <5 < p(y,d) und somit

Py(K.(x)) < Py(K.(x)) fure e (0,ep].

Abschliefend erhalten wir damit fiir ein € X\N (4.25) die Aquivalenz der Annahme A.4.3 des
Abschnittes 4.4 und der Annahme A.4.6 in dem vorgestellten Bayesschen Modell mit dominierter
Verteilungsfamilie und gleichméfig stetiger Dichte in . o
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Satz 4.27 FEs gelte fiir eine Menge ©, die Annahme A.4.6. Dann ist ©, ein schwacher a posteriori
Tréger.

BEWEIS : Es ist zu zeigen, dass fiir jede Umgebung U von O, gilt
lim PPIX"=1er () = 1, (4.31)

O.B.d.A. sei ©, # © und U # © eine Umgebung von ©, (vgl. Bemerkung 4.11). Dann ist U¢ abge-
schlossen und disjunkt zu ©,. Insbesondere existieren nun disjunkte offene Umgebungen W bzw. H
von U bzw. O,, da nach Voraussetzung ©, abgeschlossen und X ein metrischer Raum ist. Unter der
Annahme A.4.6.2 existiert zu der Umgebung H von O, eine Umgebung V' von ©, mit V' C H. Damit
ist die Annahme A.4.6.2 natiirlich auch fiir die Umgebung W von U¢ und die Umgebung V' von O,
mit V' C W€ erfiillt. Insbesondere gilt fiir die offene Menge W (vgl. Bemerkung 4.24):

P19 | XT:]15‘®I(W) S hml%)nf Pft ®I(w)
. :
fiir alle r € N, so dass fiir die Umgebung U von O, folgt:

lim P?IX =) < lim PPIX =L@ (1) < lim lim inf P, o, (W)

T—00 T—00 T—00

ey [ P
= pvl [

Nehmen wir an, es existiere ein g9 > 0 mit Py(K.(z)) = 0 fiir alle ¢ < g9 und 6 € W, so folgt
offensichtlich Py, o (W) = 0 fiir alle ¢ < g sowie r € N und damit die Behauptung (4.31). Es
existiere also 0.B.d.A. fiir alle ¢ > 0 ein § € W mit Py(K.(x)) > 0. Insbesondere ist dann unter der
Annahme A.4.6.2.a Py(K.(x)) positiv fiir alle ¢ > 0 und § € V. Weiterhin ist P?(V) auf Grund der

Annahme A.4.6.1 positiv und die Ungleichung von Jensen liefert

im PPl X =1tes im lim su 1 1 Py(K:(2)) Lo "o
A PSR < Jig Pﬁmvl (ot | o) 70

\4

Annahme A.4.6.2 fithrt dann zusammen mit dem Satz iiber die dominierte Konvergenz zu

lim P?1X"=U0([7) < lim — ! 1imsur>wpﬂ(dﬁ) P (d)
fitrf |

r—00 =09 Pﬁ(V)W clo - Po(Ke(x))
PP (W)
< ——= lim [sup sup f(x,0,0)]" =0,
- pﬂ(v) T*“[eevlg/gegf( )]
so dass die Behauptung (4.31) folgt. a

Bemerkung 4.28 Erfiillt die betrachtete Verteilungsfamilie {Py |6 € ©} die Regularitétsbeding-
ungen A.4.6.2 und die a priori Verteilung wie bisher die Annahme A.4.6.1, so ist die Menge der
verallgemeinerten Maximum-Likelihood-Schétzungen nach Kiefer und Wolfowitz ein schwacher selbst-
informativer a posteriori Triiger (vgl. Bemerkung 4.25). Nehmen wir weiterhin an, dass die vMLS ()
nach Kiefer und Wolfowitz eindeutig festgelegt sei, dann konvergiert die Folge P?1X "=1.0z
gegen das Punktmaf 6é( ) an der Stelle é(x) Unter zusétzlichen Regularitétsbedingungen konvergiert
dann die Folge der zugehorigen Erwartungswerte gegen den Erwartungswert des Punktmafes 5(9(1)
(z.B. Billingsley (1968), S. 32, Satz 5.4), so dass 0(z) auch der selbstinformative Grenzwert ist. Insbe-
sondere ist offensichtlich in diesen Fillen der selbstinformative Grenzwert unabhéngig von der Wahl
der a priori Verteilung. O

schwach
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4.6 Modell mit nicht identifizierbarem Parameter

Abschlieflend kehren wir zu dem Bayesschen Modell des Abschnittes 1.3 zuriick. Auf dem messba-
ren Raum (X, ) sei eine Familie {FPy |6 € O} von Wahrscheinlichkeitsverteilungen gegeben und das
statistische Experiment (X,B, Py |6 € O) durch die Zufallsvariable X beschrieben. In einem Bayes-
schen Ansatz, d.h. wir nehmen eine a priori Verteilung auf dem messbaren Raum (0, €) an, ist ein
moglicherweise nicht identifizierbarer Parameter 6 keine Einschriankung. Insbesondere ist es ohne wei-
teres moglich einen Parameter v € I', von dem die Verteilung Py nicht abhéngt, zu betrachten. Dazu sei
auf dem messbaren Raum (6 xI', €® D) eine a priori Verteilung definiert. Wenn fiir eine Beobachtung
X = z nun die a posteriori Verteilung auf € ® ® existiert, so konnen wir mit Hilfe dieser statistische
Riickschliisse auf 8 als auch ~ ziehen. Interessant ist dies zum Beispiel in einem Regressionsmodell in
dem sich die Koeffizienten in der Zeit &ndern, wir aber nur zu gewissen Zeitpunkten Beobachtungen
erheben konnen. Die Zufallsvariable X wird dann also nur von einigen Koeffizienten abhidngen. Wir
werden dieses Beispiel am Ende des Kapitels betrachten.

4.6.1 Bayessches Modell

Wir nehmen an, dass X, ©® und I" polnische Rdume mit den induzierten Borel-o-Algebren B, € und
® seien. Insbesondere ist dann die induzierte Borel-o-Algebra auf X x © x I' das kartesische Produkt
B x € x D (vgl. Billingsley (1968), S. 224). Weiterhin seien ¢ und - zufillige Parameter mit Werten
in (6,¢) und (I',®) und unter der Bedingung (9,v) = (6,7) beschreibe die Zufallsvariable X das
statistische Experiment (X, B, Py|0 € O).

A priori Annahmen

A priori sei auf dem messbaren Raum (© x I',&€ x D) eine Wahrscheinlichkeitsverteilung P?7 ge-
geben. Eine Wahrscheinlichkeitsverteilung Py, aus der Familie der Wahrscheinlichkeitsverteilungen
{Py |0 € ©} fassen wir als bedingte Verteilung von X unter der Bedingung (4,~) = (6o, v,) auf. Mit-
tels der Familie der bedingten Verteilungen {P |0 € ©} und der a priori Verteilung P% definieren
wir weiterhin die gemeinsame Verteilung des zufilligen Vektors (X, ,4) auf dem messbaren Raum
(XxOxIT'B x €xD) durch

PX3Y(Bx Cx D)= //PQ(B)Pﬂ’V(dQ,dy) fiir alle B € B, C € ¢, D € &.
c D

Somit ist die a priori Verteilung P%*Y von (¢9,~) die Randverteilung bzgl. der gemeinsamen Verteilung

PX:97 Weiterhin bezeichnet PX-? die Randverteilung von (X,4) und P? die Randverteilung von 9.

Dann ist Py auch eine reguldre bedingte Verteilung von X unter der Bedingung 1 = 0. Des weiteren

sei PY19=% eine regulire bedingte Verteilung von = unter der Bedingung ¥ = 6. Die Randverteilung

PX von X bzgl. der gemeinsamen Verteilung PX 97 ist wie bisher gegeben durch

PX(B) = / Py(B)P®7(df,dv) fiir alle B € 8.
e I

Auflerdem seien Ex |9, Ex |, und Ex |y durch die reguléren bedingten Verteilungen festgelegte
Versionen der bedingten Erwartungswerte.

Lemma 4.29 Fir alle beschrinkten messbaren Funktionen h : X — R gilt

Ex|g,h(X)] =Ex | g[h(X)]
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BEWEIS : Essei h: X — R eine beliebige beschrinkte messbare Funktion, dann folgt aus

/ / / h(x) Py(dx) P (df, dy) = / / h(z)Py(dz) P® (d6)
oI X 5

die Behauptung. O

A posteriori Verteilung
Wir bezeichnen nun mit P%7Y|X=2_ p9|X=2 sowie PY|X=% Festlegungen der a posteriori Verteilung
von (9,7), ¥ und ~ unter der Bedingung X = 2. Weiterhin seien Ey | x, Ey| x und E, | x bzgl. der

a posteriori Verteilungen definierte Versionen der a posteriori Erwartungswerte.

Lemma 4.30 Flir alle beschrdinkten messbaren Funktionen h: T' — R gilt

By x [h(3)] = Bo| x [Eq o[h(3)]]

BEWEIS : Esseien h:I' — R und g : X — R beliebige beschriankte messbare Funktionen.
Insbesondere gilt dann wegen Lemma 4.29

By [h(4) Ex |5 [9(X)]] = Eo [Eq o [1(0) Ex 0 4[9(X)]]| = Eo [Ey | o[B0)] Ext 0l9(X)]

und zusammen mit der folgenden Eigenschaft der bedingten Erwartungswerte fiir alle beschrankten
messbaren Funktionen f:0 — R

Ex [9(X) Eg | x[f(9)]] = Eo | f(0) Ex oh(X))]].

folgt nun die Behauptung

Ex [9(X) Ex x[h(7)]] = By [h(y) Ex |5 [9(X0)]| = Ex [9(X) Eg | x [E, o[k(7)]].

4.6.2 Selbstinformativer Grenzwert

Fiir alle » € N sei der zufillige Vektor X" = (X4,...,X,) mit Werten in (X",B") und der zufillige
Vektor (9,7) mit Werten in (© x T', € x D) gegeben. A priori besitze (19,7) die Verteilung P%-¥ und
jede Zufallsvariable X; (i = 1,...,r) unter der Bedingung (¢, ) = (6, ) die Verteilung Py. Weiterhin
sei die Verteilung des Vektors X" unter der Bedingung (9,~) = (0,7) das Produktmafl Py x --- x Py.
Dann ist die gemeinsame Verteilung des Vektors (X", 19,~) fiir alle B"=B; X --- x B, € B", C € €
und D € ® durch

PX OB x O x D) = / / T1 2o(B:) PP (d6, )
D ¢ =1

A X" =2

gegeben. Insbesondere bezeichnet P? , PPIX"=2" gowie PYIX"=2" ¢ine Festlegung der a po-

steriori Verteilung von (¢,7), ¥ bzw. v gegeben X" = z".

Annahme A.4.7 Die Festlegung PY!19=% der bedingten Verteilung von ~ unter der Bedingung 9 = 0
ist stetig in 0, d.h. fiir alle beschrdankten stetigen Funktionen h: T — R ist

Ey olh(v)]:© =R
eine beschrinkte stetige Funktion in ¥ (vgl. Bemerkung 4.6).
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Bemerkung 4.31 Im Folgenden werden wir annehmen, dass fiir ein € X beliebig fixiert, {#(z)} C ©
ein schwacher selbstinformativer a posteriori Tréger fiir ¥ sei. Dann gilt (vgl. Definition 4.7) fiir alle
Umgebungen U von 6(x)

pPIXT=Lew(r) = 1.

Insbesondere folgt somit
lim P?IX"=1097(0) = 5, (0)

fiir alle C' € € mit 5(;@)(80) =0, wobei dC den Rand von C bezeichnet. Damit konvergiert die Folge

der a posteriori Verteilungen schwach gegen das Punktmaf 6é(z) an der Stelle é(gc) und es gilt fiir alle
beschréinkten stetigen Funktionen f : © — R (vgl. Billingsley (1968), S.11, Satz 2.1):

lim Eg| xr=1:0:(f(9)] = f(O(x)).

T™—00

Satz 4.32 Es sei {é(m)} ein schwacher a posteriori Trager fir ¥ und es gelte die Annahme A.4.7 fiir
=1! @z

die a priori Verteilung P®Y. Dann konvergiert die Folge der a posteriori Verteilungen prIx’
schwach gegen die bedingte Verteilung PY19=%) yon ~ unter der Bedingung O = é(x)
pryIX'=t8z W py|9=0(z) fiir r — oo.
BEWEIS : Es ist zu zeigen, dass fiir alle beschrinkten stetigen Funktionen i : T' — R gilt
E7 | 9=0(z) [h(7)] = TILH;O Ey | xr=1,¢:[h(¥)].

Es sei also h : I' — R eine beliebige beschriankte stetige Funktion. Dann gilt wegen Lemma 4.30

T—00 ™ — 00

lim By xr—1, 00 [h(7)] = m Ep|x-—1500 Eqyjolh(+)]-

Nach Voraussetzung ist {6(z)} ein schwacher a posteriori Triiger (vgl. Bemerkung 4.31) und Eyoh(v)]:
© — R eine beschriinkte stetige Funktion (Annahme A.4.7), so dass die Behauptung folgt. ]

4.6.3 Multivariates normales lineares Modell
Wir nehmen ein multivariates normales lineares Modell fiir die zuféllige n x p Matrix X an
X ~ Npp(ZB, L ® A). (4.32)

Die n x k Matrix Z mit den Zeilen Z; besitze den Rang d < min(k,n) und sei fest vorgegeben. Die
n x n Matrix A wird als bekannt und positiv definit vorausgesetzt. Die k x p Matrix B und die positiv
definite p x p Matrix ¥ sind die unbekannten Parameter. Das multivariate normale lineare Modell
wurde in der Literatur intensiv studiert, ausfiihrliche Diskussionen unterschiedlichster Aspekte aus der
Bayesschen Sichtweise findet man in DeGroot (1970), Zellner (1971), Humak (1977), Anderson (1984)
sowie Box und Tiao (1992).

Ferner sind in diesem Modell fiir eine Beobachtung X = X Versionen der im Allgemeinen nicht
eindeutigen Maximum-Likelihood-Schétzungen fiir B und ¥ gegeben durch

B=B(X)=(Z'A"'2)*Z' A1 X, (4.33)

S =3(X)==(X-ZB)A"Y(X - ZB). (4.34)



38 KAPITEL 4. SELBSTINFORMATIVER GRENZWERT

Im Anschluss an diesen Abschnitt betrachten wir ein Modell mit von der Zeit abhéngigen Parametern.
Im Vorgriff werden wir hier zusétzlich zu dem moglicherweise nicht identifizierbaren Parameter B
einen Parameter U € R?*P, von dem die Zufallsvariable X nicht abhéngt, hinzufiigen. Insbesondere
bezeichnen wir mit A die (k + q) x p Matrix (B, U?)".

A priori Annahmen

Fiir den zufélligen Vektor (A, X) nehmen wir eine Normal-Wishart-Verteilung
(A7 2) ~ NW(k +q,p, l7 AOa FOa SO)

als a priori Verteilung an (vgl. Humak (1977), S. 491, A 2.38, Box und Tiao (1992), S.423, Abschnitt
8.2):
1. Die Randverteilung der zufilligen Matrix X! ist eine Wishart-Verteilung
ST~ Wl = (k+9),8),
wobei [ — k —q > p+ 1 und Sy eine positiv definite p x p Matrix ist.

2. Die bedingte Verteilung von A = (B*,U")* unter der Bedingung ¥ = ¥ ist eine
(k 4+ ¢) x p-dimensionale Normalverteilung

A|Z =% ~ Npyop(do, Z@T5H),

wobei Ag = (BE, U{)t eine (k+ q) x p Matrix und I’y eine positiv definite (k +¢q) x (k +¢) Matrix
ist.

Bezeichnen wir weiterhin mit M die n x (k + q) Matrix M = (Z:0), so ist fiir eine Realisierung
(A,3X) = (A, Y) die Verteilung von X gegeben durch

X ~ N,y (MA, S ® A). (4.35)

A posteriori Verteilung

Insbesondere bildet nun die Familie der Normal-Wishart-Verteilungen eine konjugierte Familie fiir das
multivariate normale lineare Modell (vgl. Humak (1977), S. 365, Kapitel 7). Bezeichnen wir zusétzlich
zu (4.33) und (4.34) mit

A=AX)=(MA'M)TMIAIX = (0F, BY)Y, (4.36)

[ =Ty+ MA M, (4.37)

A= A(X)=T"YTAy + M'A"'MA), (4.38)

g = g(X) = S()+TL2+A6F()A()+At(MtA_1M)A—Atf‘fi, ( )

so ist die a posteriori Verteilung von (A,3) unter der Bedingung X = X eine Normal-Wishart-

Verteilung NW (k + ¢,p,l + n, A,T,S) mit den a posteriori Erwartungswerten (vgl. Humak (1977),
S.489, A 2.19, Anderson (1984), S.270, Lemma 7.7.1)

E[A| X = X] = A(X),
1 -

BE|X =X = o 10X
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Selbstinformativer Grenzwert

Fir alle r € N betrachten wir nun r unabhéngige Wiederholungen des Modells (4.32), d.h. das erwei-
terte Modell mit den Beobachtungen X1,..., X, und

X;~Ny(ZB,Y), i=1,...,r

Weiterhin sei X" die rn xp Matrix (X%, ..., X%)* und Z, = 1,®Z. Dann erhalten wir mit M, = (Z,.:0)
analog zu (4.35) fiir eine Realisierung (A, X) = (4,%)

X" ~ Nppp (M, A, 2@ (I, ® A)).

Unter der a priori Annahme
(A? 2) ~ NW(k + q,DP, la A07 F07 SO)

ist eine Festlegung P4 X "=X") der a posteriori Verteilung von (A, X) unter der Bedingung X" = X"

eine Normal-Wishart-Verteilung NW (k+ ¢, p, [+ rn, A(X"),T,, S(X")), wobei sich die Parameter ana-
log zum Abschnitt 4.6.3 ergeben. Insbesondere sind die a posteriori Erwartungswerte
EA| X" = X'l = AX") wd E[E | X" = X'] = —gapmm=1o(X") Bayessche Schiitzungen
fiir die Parameter A und . Wéhlen wir nun die originale Beobachtung X des Modells 4.35 als einen
speziellen Wert X” = 1, ® X, so erhalten wir als eine Festlegung P(A4Z X "=1-8X) der a posteriori
Verteilung von (A, X) eine Normal-Wishart-Verteilung

(A, X" =1, X ~ NW(k+q¢,p,l +rn, A(1, ® X),T,, S(1, ® X)) (4.40)

und A(1, ® X) sowie (1t @ X) = WS(L ® X) als Bayessche Schétzungen fiir die Para-

meter A und X. Im Folgenden werden wir fiir die Folge (P(A-2)| X "=1.8X) _\ der a posteriori Vertei-
lungen und (A(Lf ® X)),en sowie (X(1%L ® X)),en der Bayesschen Schitzungen den Grenziibergang
fiir r — oo betrachten. Das néchste Lemma liefert nun den Ausgangspunkt fiir die weiteren Untersu-

chungen.

Lemma 4.33 Es sei (A1,X1), (Az, X2), ... eine Folge von Normal-Wishart-verteilten Zufallsvariablen
mit
(A, 2,) ~ NW(k,p,rn, A, rM, ', rS,)  firr € N.

Des weiteren existieren eine Matriz A und positiv definite Matrizen M und S mit

A= lim A,, M = lim M,, S = lim S,.

™00 T—00 T—00

Dann konvergiert die Folge der Zufallsvariablen (A,, X, )ren in Wahrscheinlichkeit gegen die Kon-
stante (A, S)

1
(Ar,2) 5 (A, =8) fiirr — oo.

—

BEWEIS : Es seien eine standardnormalverteilte Zufallsvariable 2 ~ Np(0,Ix,) und eine Folge
Wi, Wa,... von Wishart-verteilten Zufallsvariablen W, ~ W,(rn — k,0) fiir r € N gegeben. Dann
konvergiert wegen dem Gesetz der GroBen Zahlen die Folge (% W),cn fast sicher gegen die Einheits-
matrix I,

,er_“’,]p fiir r — oo.

Zusammen mit
1 1 -1 1 -1
W und ET = 757- WT WS’,

folgt dann die Behauptung. o

N
Nl

A'r:Ar"‘ M,- EE,_

%
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Im Folgenden nehmen wir eine Reparametrisierung des Modells vor, um die Voraussetzungen fiir das
Lemma 4.33 zu gewihrleisten. Wir bezeichnen mit M, die positiv semidefinite Matrix M'A~'M
und mit N(M,) den Kern sowie mit R(M,) das Bild der linearen Abbildung My. O.B.d.A. sei
{h1,...,hgrr} eine Orthonormalbasis des R**4, wobei {h1,...,hq} eine Orthonormalbasis des Bil-
des R(Mp) und {hgt1,...,hqtr} eine Orthonormalbasis des Kerns R(M,) darstelle. Insbesonde-
re sind dann hq,..., hy Figenvektoren zu den positiven reellen Eigenwerten Aq,...,A\q der Matrix
My. Ferner bezeichnen wir mit H;, die Matrix mit den Spalten hq,...,hq und mit Hs die Matrix
mit den Spalten hgi1,...,hr+q. Nun erhalten wir fiir den Parameter A € RF¥t9*? die Zerlegung
A=H HA+ HyH)A = Hi Ay + Hy Ay mit A; € R¥P und Ay € RFF-9XP wobei

HyHi = MMy bzw. HoHS = I, — MM, (4.41)

Projektionen auf die linearen Unterrdume R(Mp) bzw. N(My) sind. Mit Hilfe dieser Zerlegung gilt
dann

X" ~ Nppp(M,Hi A1, 2 @ (I, ® A)), (4.42)

so dass die Verteilung von X" unabhingig von dem Parameter As ist. Bezeichnen wir nun den Para-
meter (Aq,X) als § und den Parameter As als 7, dann befinden wir uns in dem im Abschnitt 4.6.1
vorgestellten Modell. Unter den a priori Annahmen (vgl. Abschnitt 4.6.3) ist (A,3) eine Normal-
Wishart-verteilte Zufallsvariable. Damit besitzt die Zufallsvariable ¥ mit den Werten 6 = (A1,%)
ebenfalls eine Normal-Wishart-Verteilung

NW(d,p,l — (k+q) +d, H{ Ao, (H{Tg " H1) ™", So). (4.43)
Ferner folgt v unter der Bedingung 9 = (A;,Y) einer Normalverteilung

Nktq—ayp(HsAo, X ® HIT g Hy), (4.44)

wobei diese Festlegung P7!9=% der bedingten Verteilung von ~ unter der Bedingung ¥ = 6 offen-

sichtlich stetig in 0 ist (vgl. Bemerkung 4.6). Ferner ist nun in dem Modell (4.42) mit der a priori

Annahme (4.43) eine Festlegung PP X =1-@X der a posteriori Verteilung von ¥ unter der Bedingung

X" =1, ® X eine Normal-Wishart-Verteilung
NW(d7p7 I — (k + q) + d + rn, AT‘&(X)7 frea STO(X))
mit den Parametern

T =7 Y(HITG Hy) ™ + HIMyH,,
Ao =T r Y(HIT  Hy) " HY Ay + HE My AJ,
grg So + my + ASF()AO + TAtMAA — TAfngfrgAre.

Lemma 4.34 Fir PX fast alle X konvergiert die Folge (PmXT:L@X)T@N der a posteriori Vertei-
lungen von ¥ unter der Bedingung X" = 1, ® X schwach gegen das Punktmafl 5(H}A.i)) an der Stelle
(HtA,%):

T_ W .
polIXT=1,0Xx 7, 5(H{A,2) fiir r — oo.
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BEWEIS : Unter der Voraussetzung (n — d) > p ist die Matrix Y fiir fast alle X € R™*P bzgl. des
Lebesgue MafBes positiv definit (vgl. Humak (1977), S. 482, A 1.43). Des weiteren erhalten wir fiir die
Parameter die Grenzwerte

N - 1~ A 1~
HiA = lim A,g, Diag[\i..., \q)= lim Ty, nX = lim —S,g,
T—00

r—oo T r—oo r

so dass die Behauptung wegen Lemma 4.33 folgt. a

Lemma 4.35 Fir PX-fast alle X konvergiert die Folge (P7|XT:13®X)T€1N der a posteriori Vertei-
lungen von = unter der Bedingung X" = 1, ® X schwach gegen die bedingte Verteilung P! O=(H{AD)
von ~ unter der Bedingung 9 = (H{A,Y):

prIxX’=nex W py|9=(HAZ) fiir r — oo.

BEWEIS : Aufgrund ihrer Konstruktion erfiillen die Zufallsvariablen 9 und ~ die a priori Annahmen
des Abschnittes 4.6.1. Insbesondere ist die gewihlte Festlegung PY!9=% stetig in 6 (vgl. (4.44)), d.h.
fiir jede beschrinkte stetige Funktion h ist der bedingte Erwartungswert I |g9—g[h(7)] eine stetige
Funktion in #. Weiterhin konvergiert nun wegen Lemma 4.34 die Folge (P? | X"=1-@X )ren schwach
gegen das PunktmaB 6 HIAS)" Somit ist {(H!A,3)} ein schwacher a posteriori Triger fiir 9 und es
folgt wegen Satz 4.32 die Behauptung. a

Betrachten wir nun das Modell
X ~ Nyp(MAE®A).

Wir sind an dem Grenzwert, falls er existiert, der Folge (P4* | X" =1,8X )ren der a posteriori Verteilun-

gen von (A, X)) unter der Bedingung X" = 1,,® X interessiert. Ferner haben wir bisher gezeigt, dass die
Folgen (P91 X"=1-8X) _\ und (P! X"=1-8X) _\ schwach konvergieren. Aufgrund der Konstruktion
von ¥ = (91,93) und v gilt insbesondere A = Hy 91 +Hay und X = 9s.

Lemma 4.36 Fir PX-fast alle X konvergiert die Folge (P2|X'r=]li®X)relN der a posteriori Vertei-
lungen von X unter der Bedingung X" = 1L ® X schwach gegen das Punktmaf s, an der Stelle
3

r_ w .
pEIXT=leXx 1, ds  fiir r — oo.

BEWEIS : Die Behauptung folgt direkt aus Lemma 4.34. a

Lemma 4.37 Fir PX-fast alle X konvergiert die Folge (PA! Xr:h@X)Te]N der a posteriori Vertei-
lungen von A unter der Bedingung X" = 1L ® X schwach gegen eine Normalverteilung:

pAIXT=10X W, Ny (A + HyHLAg, S ® HoHITy " Ho HY)  fiir r — o

BEWEIS : Die Folge der Verteilungen (P?1 X" =1-8X) .\ konvergiert schwach gegen das Punktmafl
5Hf14 (vgl. Lemma 4.34) und die Folge (PY!X"=1-8X) _\ schwach gegen die bedingte Verteilung
PYI9=(HIAD) yon ~ unter der Bedingung 9 = (H!A, $) (vgl. Lemma 4.35), wobei P7| 9=(H{AD) giner
Normalverteilung Ny, a(HaAg, ¥ ® H5T; Hy) entspricht (vgl. (4.44)). Es sei nun E eine Zufallsvaria-
ble mit der Verteilung P! ?=(HiA2) Dann konvergiert die Folge (PH1 91 +H2 Y| X"=1,0X) _\ schwach
gegen die Verteilung PH1HIA+H2E (er Zufallsvariable H,H! A+ H,E (vgl. Billingsley (1968), S. 27, Satz
4.4), wobei PHHHIATHE offensichtlich ciner Normalverteilung Ny o(A+ Hy HY Ay, S Hy HLTy ' Hy HY)
entspricht. o
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Ferner ist unter der Annahme X ~ N,,,(MA,¥®A) die Menge der Maximum-Likelihood-Schétzungen
fiir A der affine Raum (vgl. (4.33))

O4(X) = {A(X) +v|veNMy)} = {(B(X[)]+ B> |U € R¥”P, ZB =0, B € R¥*?} (4.45)
und fiir ¥ die einelementige Menge (vgl. (4.34))
B(X) = {S(X)}. (4.46)

Satz 4.38 Fiir PX-fast alle X ist die Menge ©O(X) = © 4(X) x Ox(X) ein schwacher selbstinforma-
tiver a posteriori Trédger.

BEWEIS : Die Behauptung folgt direkt aus der schwachen Konvergenz der Folge der a posteriori Ver-
teilungen (PAZ1X"=1-2X) 0 von (A,X) unter der Bedingung X" = 1, ® X gegen die Verteilung
der Zufallsvariable (3, A) (vgl. Lemma 4.36 und 4.37), wobei die Verteilung von A wegen Lemma 4.37
cine auf dem affinen Raum © 4 konzentrierte Normalverteilung ist. |

AbschlieBend betrachten wir nun den Grenziibergang fiir die Folgen (A(1, ® X)),ex und
(2(1, ® X)),en der Bayesschen Schétzungen fiir die Parameter A und .

Satz 4.39 Die selbstinformativen Grenzwerte der Bayesschen Schitzungen fir A und % sind

o 5 _(FtA=L1\+ 7t A1 o .
A(X) = <B(X)+(I;C (Z AU Z)H(ZEA Z))Bo) und T(X) = 5(X).

0

_1 1

BEWEIS : Es sei G die Matrix I'y > MaI'y *. Dann ist G positiv semidefinit und besitzt den Rang d.
Ferner seien vy, . .., vq orthonormale Figenvektoren zu den positiven Eigenwerten x1, .. ., kg der Matrix
G und 0.B.d.A. bilden diese mit den orthonormalen Vektoren vgi1,...,vr+q €ine Orthonormalbasis
des R¥*4. Insbesondere gilt nun fiir die Parameter (vgl. (4.40)):

r! ( To+ Mp)~ 7I‘0 % ;U] —|—Z (r~' 4+ ki) vivf)I‘g%,
i=d+1
A, =Al, @ X) =T} (1r0A0+MAA)
i a d rvivf ~1 A
=T,° lzd;lw +Z r TyAg + Ty (;Hml) o ZMyA),

S, =81, ®X) =Sy +rnS+ AgroAO +rA'MyA — rA'T, A,

Insbesondere folgt nun wegen

-

lim A, =T, *(I,4x — GTQT, “IT0Ag + T, 2G+F 2MAA) (I — My My)Ag + A,
T—00
lim S, = ny

T—00

die Behauptung. O
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4.6.4 Multivariates normales zeitabhingiges lineares Modell

Fiir jeden Punkt ¢ in dem Intervall [a,b] C R sei Y (t) eine Zufallsvariable mit Werten im R?. Des

weiteren seien Funktionen f; : [a,b] — R, k; € N, j=1,...,m, mit
Y () =D Z;(t) f; () + o elty),
j=1

fiir jede endliche Menge T := {t¢i,...,t,} von Punkten ¢; € [a,b], i = 1,...,n, gegeben. Weiterhin
seien die ¢ x k; Matrizen Z;(¢;) bekannt und der zufillige Vektor e(T) = (e(t1),. .., e(t,)")" normal-
verteilt mit Erwartungswert Null und bekannter Kovarianzmatrix A. Die Funktionen f1,..., f;, und
der Parameter ¢ > 0 sind nun die unbekannten Parameter.

A priori Annahmen

In einem Bayesschen Ansatz fassen wir die Funktionen fi,..., f,, als Realisierung zufélliger Funk-
tionen fi,...,f,, und o2 als Realisierung einer Zufallsgrofie o auf. Insbesondere nehmen wir an,
dass unter der Bedingung o2 = o2 die zufilliger Funktionen f,..., f,, unabhiingig und normalver-

teilt seien, d.h. fiir jede endliche Menge T' = {t1,...,t,} von Punkten t; € [a,b] seien die Vektoren
£;(T) = (f;t)", ..., f;(ta)")", 4 = 1,...,m, unabhingig und normalverteilt. Unter der Bedingung
0? = ¢? ist dann die a priori Verteilung der zufilligen Funktion f ; eindeutig durch ihre Erwartungs-
wertfunktion E f; = f](J und die Kovarianzfunktion Cov f; = 0229 fir j =1...,m, bestimmt. A priori
sei weiterhin der Zufallsvektor €(7) unabhéingig von dem zufilligen Vektor f(7') und der Zufallsgrofie

o?. Insbesondere ist nun fiir j = 1,...,m, der Vektor f;(T) normalverteilt mit
E £5(T) = f(T) = (f(0).... £2(6,)')' und Cov £,(T) = ?59(T) = o* (S0t 1)

Bezeichnen wir weiterhin den Vektor (f,(7)%, ..., f1(7)")* mit f(T). Dann ist f(7') unter der Bedin-

gung o2 = 02 normalverteilt mit

Ef(T) = f(T) = (fA(T)',.... fu(D))" und  ¥%(T) == 0 Diag[3}(T),..., X0, (T)].

Des weiteren ist nun die bedingte Verteilung des Zufallsvektors Y (T') = (Y (t1)%,...,Y (t,)")! durch

Y (T)| £(T),0” ~ Nug(D_ DiaglZ;(tr),. .., Z;(tn)) £5(T),” A)

=1

gegeben. Bezeichnen wir auerdem mit Z;(T) die Matrix Diag[Z;(t1),...,Z;(t,)] und mit Z(T') die

Matrix (Z1(T): - - - :Zpm(T)), dann erhalten wir unter der Bedingung 6> = ¢ das normale lineare Modell
F(T)0® ~ Nui(f2(T),0* 2(T))  fir k=Y k), (4.47)
j=1
Y (D) £(T), 0% ~ Nug(Z(T) £(T),0% A). (4.48)
Definieren wir analog fiir eine endliche Menge S := {s1,..., sq} von Punkten s; € [a,b] mit SNT =0

den zufilligen Vektor f(S). Dann hat offensichtlich der Vektor f(S) keinen Einfluss auf die Verteilung

von Y (T'), d.h.
pY (DI F(TD),0% _ pY (D) £(T).£(5),07
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Insbesondere ist nun unter der Bedingung o2 = o2 die gemeinsame Verteilung des Vektors

F(T,S) = (f(T), £(S)")" eine Normalverteilung mit

Ef(T,8) = f(T,8) = (f*(1)", f°()")" und Cov £(T,8) = o*2%(T, ).
AbschlieBend besitze nun die Zufallsgréfie o2 als a priori Verteilung eine Inverse-Gamma-Verteilung
(vgl. Humak (1977) S.491, A 2.38)

w—nk—dk _,
T %

wobei eine reellwertige Zufallsvariable der Gammaverteilung Ga(b, p) mit den Parameter b > 0 und

o~ ? ~ Gaf( ), mit w > nk+dk+2und o9 >0, (4.49)

p > 0 geniigt, wenn sie die Dichte

bP —1,—bx .
@) = IR x>0,
0 <0

bzgl. des Lebesgueschen Mafles besitzt (vgl. Miiller (1991)). Dabei bezeichnet I' die Gamma-Funktion

mit
oo

I'(z) = /tz_le_tdt, x> 0.
0
Insbesondere befinden wir uns nun in dem Spezialfall p = 1 des in Abschnitt 4.6.3 vorgestellten

Bayesschen Modells.

Selbstinformativer Grenzwert

In dem hier vorgestellten Modell 4.48 sind fiir eine Beobachtung Y (T') = Y (T') Versionen der im
Allgemeinen nicht eindeutigen Maximum-Likelihood-Schiitzungen fiir f(7) und o>

J(T) = (Z(T)' A~ 2(D)* Z(T) A Y (1), (4.50)
#H(T) = - (V(T) = Z(T)FD) A (Y (T) = ZT)HD)). (4.51)

Weiterhin seien die einelementige Menge
6,2(Y (1)) = {6%(T)} (4.52)

und der affine Raum

O 1) (Y (T)) = {(f (T}@{ m) |£(S) € R™, Z(T)f(T) =0, f(T) e R™}  (4.53)

gegeben.

Korollar 4.40 Fiir PYT)_fast alle Y (T) ist O(Y (T)) = (:)f(T,S)(Y(T)) X O,2(Y(T)) ein schwacher
selbstinformativer a posteriori Trager fir f(T,S).

BEWEIS : Die Behauptung folgt direkt aus Satz 4.38. ]

Korollar 4.41 Die selbstinformativen Grenzwerte der Bayesschen Schitzungen fiir f(T,S) und o
sind

7 <f(T) + (I = (Z(T) AT Z(T)H(Z(T) A1 Z(T)) fo(T)

f(T,S) = 1o(S) > und o2(T) = 6%(T).
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BEWEIS : Die Behauptung folgt direkt aus Satz 4.39 O

Bemerkung 4.42 Nehmen wir zusétzlich an, dass die Matrix Z(T') den Rang nk besitze. Dann ist die
MLS f(T) fiir f(T') eindeutig bestimmt und offensichtlich gilt fiir die selbstinformativen Grenzwerte
der Bayesschen Schétzungen fiir f(7,.5)

(T, S) = (ﬁ(?)) and  o%(T) = 62(T).

Damit entspricht fiir alle Punkte ¢ € T' der selbstinformative Grenzwert f(¢) der Maximum-Likelihood-
Schitzung f(¢) und fiir alle Punkte s ¢ T der a priori Annahme fo(s). Weiterhin ist der affine Unter-
raum

O 1) (Y (1) = {(jﬁ@) | £(S) € RO,

ein schwacher a posteriori Tréger fiir den zufiilligen Vektor f(T,.S). a



Kapitel 5

Nichtparametrisches Modell

5.1 Modellannahmen

Wir betrachten unabhiingige Zufallsvariablen X1, ..., X,, mit Werten in dem messbaren Raum (X, 2B)
und identischer Randverteilung P auf 8. Das n-fache Produktmafl P" = Px---x P auf 8" sei somit die
gemeinsame Verteilung des Vektors X" = (X,..., X, ). Die Randverteilung P einer Zufallsvariable
X,;, i = 1,...,n sei unbekannt und variiere in der Menge aller Wahrscheinlichkeitsverteilungen P.
Zusammenfassend wird das statistische Experiment (X", 8", P"|P € P) durch die Zufallsvariable X"
beschrieben. Insbesondere ist im Allgemeinen die Menge der Wahrscheinlichkeitsverteilungen P nicht
dominiert. Im Folgenden wird gezeigt, dass die bekannte empirische Verteilungsfunktion

. 1 &
Fxn:ﬁgdlu 'Tn:(xh’x") (51)

einer Beobachtung X™ = 2™ die verallgemeinerte Maximum-Likelihood-Schétzung im Sinn von Kiefer
und Wolfowitz oder von Gill sowie der selbstinformative Grenzwert einer Bayesschen Schétzung ist.

46
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5.2 Ansatz von Kiefer und Wolfowitz

Die Eigenschaft, dass die empirische Verteilungsfunktion E,n fiir eine Beobachtung X" = z” in dem
vorgestellten nichtparametrischen Modell eine verallgemeinerte Maximum-Likelihood-Schitzung ist,
wurde zuerst von Kiefer und Wolfowitz (1956) notiert. Basierend auf dieser Notiz wurden verschiedene
Kriterien einer Definition einer nichtparametrischen MLS angegeben. Eine Moglichkeit ist die Definition

einer ,,Likelihood-Funktion“
n

i=1
fir 2 € X" und P € P (vgl. Owen (2001)). Das folgende Lemma besagt nun, dass die empirische
Verteilungsfunktion die eindeutig bestimmte nichtparametrische MLS bzgl. der , Likelihood-Funktion“
Lwn ist.

Lemma 5.1 (Owen (2001), S. 8, Satz 2.1)
Es sei x™ € X™ gegeben. Dann ist Fyn die eindeutig bestimmte Lisung der Gleichung

Lypn(Fyn) = r}IDlea% Ly (P).
Wir werden aus zwei Griinden das bekannte Ergebnis, dass die empirische Verteilungsfunktion die ein-
deutig festgelegte verallgemeinerte Maximum-Likelihood-Schétzung im Sinn von Kiefer und Wolfowitz
ist (vgl. Definition 3.1), im Folgenden beweisen. Zum einen wurde in der Literatur auf diesen Beweis
verzichtet und zum anderen werden wir die Beweisidee auf ein semiparametrisches lineares Modell
(Kapitel 6) iibertragen.

Satz 5.2 FEs sei X" = z™ eine Beobachtung mit X ~ P™ und P € P. Die eindeutig bestimmte verall-
gemeinerte Mazimum-Likelihood-Schitzung P(x™) von P nach Kiefer und Wolfowitz ist die empirische
Verteilung Fyn.

BEWEIS : Es sei 2™ = (z1,...,2,) € X" fest vorgegeben. Es ist zu zeigen, dass fiir alle Verteilungen
P € P eine Festlegung der Radon-Nikodym-Dichten von P und Fy» bzgl [P+ an] mit

Ay ()
d([(wa)” + Pn] d[(an)n + Pn]

existiert. Zunichst gilt fiir alle Py, P, € P, dass PJ*+ P} durch das o-endliche Ma$ (P; + P>)™ dominiert
ist. Somit existiert eine Radon-Nikodym Dichte von Pj* + P bzgl. [Py + P»]™ mit

, =12
P+ Py d[P+ B"  d[Py + Pyl d[P+ Py

ﬁ ap; _ adbp AP} d[P! 4 P§
L[

Diese Gleichheit gilt fiir beliebige Reprisentanten jeweils bis auf [P} + P5]"-Nullmengen. Kénnen wir

aber zeigen, dass fiir alle P € P die Radon-Nikodym Dichte [}, % an der Stelle 2" eindeutig

festgelegt und positiv ist, erhalten wir die Behauptung.

Nun ist fiir alle P € P eine Version der Radon-Nikodym Dichte von Fjn bzgl. [an + P] durch

n

dF,n 1 1

Bk p T S I.y(y), VyeX
i+ 7] n; PGy ]) 1 PUayy) W e




48 KAPITEL 5. NICHTPARAMETRISCHES MODELL

gegeben, da fiir alle B € 9B gilt

n

Z Mf‘jﬂwmﬂdwz B/ jlg P {%}Hp({x]}) Lo,y () Fun (dy)
:ié OISR (B){%/_} For ()
ii {x:;){fiz{%}f (B) und weiterhin

Somit gilt fiir alle P € P und B € B, dass

dFy

dFn
an-f—Pd /Aia: zﬂd +/A7
dFIn+P y)[ J(dy) = (y) Fin (dy) y
B B
1
n

ist. Da [Fyn +P]({x;}) positiv fiir i = 1,...,n ist, ist die Radon-Nikodym Dichte von Fyn bzgl. Fyn + P
eindeutig bestimmt und festgelegt durch

dFlv"L Fm'” Z
—— (1) = = (2:}) firi=1,...,n.
d[Fyn + P] Fyn({z:}) + P({z:})
Weiterhin ist mit
dEn dP
1=

. +— :
d[Fen +P] d[Fen + P

die Radon-Nikodym Dichte von P bzgl. Fyn + P ebenfalls durch

L(ml) = — Plzi}) firi=1,...,n
d[Fyn + P] Fyn({2:}) + P({2:}) s
festgelegt. Es bleibt daher zu zeigen, dass
};11: Fyn {xl}) z E Fon {xz )+P({$ })

oder dquivalent dazu

z” a:” = H {l‘, Z

gilt. Lemma 5.1 liefert nun die Behauptung, da die Radon-Nikodym Dichte Hl 17 IffF jr 7] an der Stelle

z" eindeutig festgelegt und positiv ist. O

P({zi}) = Lon(P)

ﬂ::]:
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Bemerkung 5.3 Damit charakterisiert die vorgestellte , Likelihood-Funktion® L, (P) den zentralen
Bestandteil der Radon-Nikodym-Dichte von P bzgl. [P + Fn| ausgewertet an der Stelle 2, so dass
die Aussagen des Lemmas 5.1 und des Satzes 5.2 in dem vorgestellten nichtparametrischen Modell
dquivalent sind. O
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5.3 Ansatz von Gill

Das folgende Ergebnis ist der Arbeit von Gill (1989) entnommen. Der dort dargestellte Beweis wird
hier noch einmal nachvollzogen, vor allem um den Beweis im Fall eines semiparametrischen linearen
Modells, der im Kapitel 6 dargestellt wird und nicht mehr auf der Arbeit von Gill beruht, zu motivieren.

Wir betrachten das in Abschnitt 5.1 vorgestellte nichtparametrische Modell.

Satz 5.4 Fs sei X" = ™ eine Beobachtung mit X" ~ P™ und P € P. Die eindeutig bestimmite
verallgemeinerte Maximum-Likelihood-Schitzung P(z™) von P nach Gill ist die empirische Vertei-
lungsfunktion Fyn.

BEWEIS : Wir identifizieren den Parameterraum © mit der Menge aller Wahrscheinlichkeitsverteilun-
gen P und geben eine Abbildung

P PxC(X,B) xR — P
an, die die geforderten Eigenschaften (vgl. Annahme A.3.1):
1. fiir alle P € P und h € Cy(X,B) gilt ¥(P, h,0) = P,

2. fiir alle P € P und h € Cp(X,B) existiert ein o-endliches MaB u(P, h), so dass die Familie der
Wahrscheinlichkeitsverteilungen {¢)(P, h,c)|c € R} durch das Mafl p(P, h) dominiert ist,

3. fiir alle z € X ist die Radon-Nikodym Dichte %(@ in ¢ an der Stelle ¢ = 0 differenzierbar,

erfiillt, wobei Cp (X, B) die Menge aller beschriinkten stetigen Funktionen auf (X, 9B) sei. Des weiteren

seien
“ d(P, h, c
an (C, P7 h) = H d((Ph))(Z'Z),
i=1 HAE
0
Uan (P,h) = 5 (log Lan(c, P, h)) .

Eine Schitzfunktion P (z™) heifit nun verallgemeinerte Maximum-Likelihood-Schitzung nach Gill, falls
gilt (vgl. Definition 3.3)

Vh e Cy(X,B) : Upn(P(z™),h) = 0.

Wir betrachten die durch

dp(P.he) T 1 + ch(x:)
Y 1;[1 f(l—i—ch(x)) P(dx)
X

?

definierte Abbildung . Dabei erfiillt ¢ die geforderten Eigenschaften, falls ¢ hinreichend nahe an 0

gewihlt wird. Sei P € P und h € Cy,(X, B) fest gegeben und ¢ hinreichend nahe an 0. Dann ist 14 ch(z)

nicht negativ fiir alle 2 € X und das Integral [ 1+ ch(z)dPp(z) endlich. Damit ist % die Dichte-
X

funktion eines Wahrscheinlichkeitsmafles bzgl. P. Des weiteren gilt offensichtlich, dass ¢(P, h,0) = P
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ist und dass die Dichte %ﬁh’c)(x) fiir alle z € X in ¢ differenzierbar ist. Insbesondere folgt nun

L 1+ ch(x;)
Lyn(c, P,h) = H J(1+ ch(z))P(dz)’
X

n

log Lyn (¢, Pyh) = Z log(1 + ch(x;)) — Z log /(1 + ch(z))P(dx),

=1 i=1 X
U (P.h) = " h(zs) —n / h(z)P(dz).
=1 X

Eine Schétzfunktion P (z™) ist somit eine verallgemeinerte Maximum-Likelihood-Schétzung nach Gill,
falls gilt

i=1

X

so dass P(z") = 1

1.3). O

S 4, folgt und P(z™) eindeutig bestimmt ist (vgl. Billingsley (1968), S.9, Satz
i=1
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5.4 Selbstinformativer Grenzwert

Es sei eine das statistische Experiment (X",8B" P"|/P € ©P) beschreibende Zufallsvariable
X" = (X1,...,Xn) gegeben (vgl. Abschnitt 5.1). Die Randverteilung P einer Beobachtung X
(i = 1,...,n) ist der unbekannte Parameter und variiert in der Menge aller Wahrscheinlichkeitsver-
teilungen P. Im Bayesschen Sinn nehmen wir an, dass die Randverteilung P selbst Realisierung einer
Zufallsvariable P ist. Dann bezeichnen wir P als ein zufilliges Mafl und unter der Bedingung P = P
beschreibt X" das statistische Experiment (X™, 8", P"|P € P). Dazu ist es notwendig, auf der Menge
der Wahrscheinlichkeitsverteilungen P eine a priori Verteilung zu definieren. Ein hiufig angewendetes
Konzept ist der von Ferguson (1973) vorgestellte Dirichlet Prozess. Zum Dirichlet Prozess alterna-
tive Konzepte werden zum Beispiel in Dubins und Freedman (1963), Kraft und van Eeden (1964),
Kraft (1964), Dubins und Freedman (1967) untersucht. Eine detaillierte Beschreibung der Eigenschaf-
ten des Dirichlet Prozesses sowie dessen Anwendung in den unterschiedlichsten Modellen findet man
zum Beispiel in Blackwell und MacQueen (1973), Fabius (1973a), Fabius (1973b), Korwar und Hollan-
der (1973), Doksum (1974), Antoniak (1974), Ghorai und Rubin (1982), Lo (1984) und Rolin (1992).
Da der Dirichlet Prozess ein wesentlicher Bestandteil dieser Arbeit ist, wird er im Abschnitt 5.4.2

ausfithrlicher eingefiihrt.

5.4.1 Zufilliges Wahrscheinlichkeitsmaf

Es sei (X, B) wie bisher ein polnischer Raum mit der induzierten Borel-o-Algebra, ein Wahrscheinlich-
keitsmafl P auf B ist dann ein Element der Menge [0, 1]® aller Abbildung von B in das Intervall [0, 1].
Mochten wir das zufillige Withlen eines Elementes aus der Menge P C [0,1]® aller Wahrscheinlich-
keitsmafle auf B beschreiben, so ist es notig, eine o-Algebra auf P zu definieren.

o-Algebra bzgl. der Zylindermengen

Fiir einen beliebigen messbaren Raum (£2,2) und eine nichtleere Indexmenge T' definieren wir den
Raum Q7 aller Funktionen f : 7' — . Fiir jede endliche Teilmenge {t1,...,t,}nen C T ist Q" das
kartesische Produkt xj ;2 und A" die zugehérige Produkt-o-Algebra @] ;2. Eine Untermenge von
QT der Gestalt {f € QT : (f(t1),..., f(t,)) € A}, wobei n € N, ty,...,t, € T und A € A" ist, nennt
man Zylindermenge in Q7. Die durch die Zylindermengen in Q7" erzeugte o-Algebra bezeichnen wir

mit A7, Betrachten wir andererseits fiir alle n € N und ¢y,...,t, € T die natiirlichen Projektionen
74,1, von QT nach Q™ mit 7, o (f) == (f(t1),..., f(tn)), dann ist AT die kleinste o-Algebra, so
dass fiir alle n € N und t1,...,t, € T die Abbildung 7,. ¢, von QT nach Q" eine A7-2A"-messbare

Funktion ist. Nehmen wir weiterhin an, dass ) ein separabler metrischer Raum und 2 die induzierte
Borel-o-Algebra sei. Dann ist die zugehorige Produkt-o-Algebra 20" das n-fache kartesische Produkt
A x -+ x A fiir alle n € N (vgl. Billingsley (1968), S. 224). Damit lisst sich jede Zylindermenge in Q7
als N {f € QT : f(t;) € A;} darstellen, wobei n € N, ty,...,t, € T und A" = A; x --- X A, € A"
ist. A7 entspricht somit der kleinsten o-Algebra, so dass fiir alle t € T die Abbildung m¢(f) = f(t)
von Q7 nach Q eine A7-A-messbare Funktion ist. Fiir eine Teilmenge F C Q7 ist weiterhin die Spur
AL == AT N F die durch die Zylindermengen in F erzeugte o-Algebra und fiir alle ¢t € T ist die
Abbildung m;(f) = f(t) von F nach Q eine AL-2A-messbare Funktion.

Bemerkung 5.5 Alternativ zu dem vorgestellten Konzept der Definition einer o-Algebra bzgl. der
Zylindermengen ist es auch moglich, die induzierte Borel-o-Algebra bzgl. der schwachen bzw. starken
Topologie zu betrachten. Die o-Algebra bzgl. der Zylindermengen ist dagegen im Allgemeinen nicht
durch eine Topologie induziert, so dass im Allgemeinen die Existenz einer reguliren bedingten Ver-
teilung auf der bzgl. der Zylindermengen induzierten o-Algebra nicht gesichert ist. Ist dagegen die
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schwache bzw. starke Topologie metrisierbar und der metrische Raum P weiterhin polnisch, dann ist
zu mindestens die Existenz einer reguldren bedingten Verteilung auf der induzierten Borel-o-Algebra
gesichert.

Borel-o-Algebra bzgl. der starken Topologie: Fiir zwei Mafle P,Q € P definiert

dy (P, Q) := sup |P(B) — Q(B)| (5.2)
Be®B

eine Metrik auf P. dy wird Variationsabstand genannt. Es gilt offensichtlich 0 < dy (P, Q) < 1 fur
alle P,@ € P. Falls eine Folge Pi, P,,... von Wahrscheinlichkeitsmaflen nun im Variationsabstand
gegen ein Wahrscheinlichkeitsmafl P konvergiert, so heifit sie stark konvergent. Weiterhin bezeichnet
Ty bzw. By die durch den Variationsabstand dy induzierte starke Topologie bzw. Borel-o-Algebra
auf P. Insbesondere ist der metrische Raum (P, dy) genau dann separabel, wenn P dominiert und 98B
abzihlbar erzeugt ist (Strasser (1985), S. 98, Satz 21.3).

Borel-o-Algebra bzgl. der schwachen Topologie: Fiir € > 0 und B € B sei
B :={y e X|dx(z,y) <e, fiir ein z € B},
dann definiert fiir zwei Mafle P,Q € P
dp(P,Q) = g%{s | P(B) < Q(B®)+¢, fiiralle B e B} (5.3)

eine Metrik auf P, falls X separabel ist (vgl. Billingsley (1968), S. 236 ff.). dp wird Prohorov Abstand
genannt und fiir alle P,Q € P gilt 0 < dy(P,Q) < 1 (vgl. Dudley (1989)). Weiterhin bezeichnet
Tp bzw. Bp die durch dp induzierte Topologie bzw. Borel-o-Algebra auf P. Ferner sei Cp,(X,B) der
Vektorraum aller beschriankten, stetigen, reellen Funktionen auf X. Dann heift eine Folge Py, Ps,. ..
von Wahrscheinlichkeitsmaflen schwach konvergent gegen ein Wahrscheinlichkeitsmafl P, falls gilt

nh—>H<>lo fdP, = /fdP, fiir alle f € Cp(X, B).
Die zugrunde liegende Topologie auf der Menge P bezeichnen wir als Topologie der schwachen Kon-
vergenz. Ferner sei X ein separabel metrischer Raum. Dann ist (P, dp) ein separabel metrischer Raum
und Tp ist die Topologie der schwachen Konvergenz (vgl. Billingsley (1968), S. 236 ff.). Nehmen wir
zusétzlich an, dass X ein vollstdndiger metrischer Raum sei. Dann ist die Menge aller Wahrscheinlich-
keitsmafle P auf X vollstdndig bzgl. dp (vgl. Prohorov (1956)). O

Betrachten wir nun die Menge [0, 1]® der Abbildungen von der Borel-o-Algebra B iiber dem polnischen
Raum X in das Intervall [0, 1], wobei das Intervall [0, 1] mit der Borel-o-Algebra £ versehen sei. Eine
endliche Teilmenge N = {By,...,B,,} von B ist dann eine endliche Folge von Mengen By, ..., B,
aus B. Insbesondere hat nun eine Zylindermenge fiir A € £ die Gestalt

{Pec[0,1]®|(P(By),...,P(By)) € A}.

Die durch die Zylindermengen auf [0, 1]® erzeugte o-Algebra bezeichnen wir mit £%. Der Raum [0, 1]
versehen mit dem euklidischen Abstand ist ferner separabel, so dass £% schon als die kleinste o-
Algebra, fiir die die Abbildung P(B) von [0,1]® nach [0,1] fiir alle B € B eine £¥-L-messbare
Funktion ist, eindeutig definiert. Fiir eine Menge Py von Wahrscheinlichkeitsmafen Py C [0,1]® und
die Spur E% = 2P NPy von £% in Py charakterisieren wir nun die Verteilung P einer Zufallsvariable
P, mit Werten in (T07£%§0).
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Es sei Q ein polnischer Raum und 2 die induzierte Borel-o-Algebra. Ferner sei f eine Zufallsvaria-
ble mit Werten in dem messbaren Raum (Q7, A7) und der Verteilung P auf A7 Insbesondere ist
fiir alle t € T die Abbildung 7(f) = f(t) von F nach € eine 2AZ-2A-messbare Funktion. Wir kénnen
somit f auch als Familie {f(¢) := m(f)|t € T} von Zufallsvariablen mit Werten in  auffassen.
f ={f(t)|t € T} bezeichnen wir als zuféllige Funktion oder stochastischen Prozess. Fiir eine Teil-
menge {t1,...,tntnenxn von T bezeichnen wir das Mafl Py, ¢ (A) := P(ﬂt_l_l_tn (A)) fir A € A™ als
Projektion oder endlich dimensionale Verteilung des Mafles P auf (2™,2"). Von zentraler Bedeutung
fiir das Studium der zufilligen Funktion f ist die Familie {P;, ¢ |t1,...,tn € T,n > 1} der endlich
dimensionalen Verteilungen, insbesondere geniigen sie den Vertraglichkeitsbedingungen des folgenden
Satzes von Kolmogoroff.

Satz 5.6 (Kolmogoroff (1933))
Sei () ein vollstandiger separabler metrischer Raum, T' eine beliebige nichtleere Indexmenge und Py, . .,

n € N, ti,...,t, € T, eine Familie von Wahrscheinlichkeitsmaflen auf den messbaren Rdumen
(Q™, ™), die den Bedingungen

1. (Vertraglichkeit)
Ptl,“. t

e (

AxQ™) =P, 1. (A), Aea”

2. (Symmetrie)
P4, (A1 x - x A,) =P,

ti(1)s-sti(n)

(Aiay x - X Aimy),
fiir beliebige n € N, t1,...,t, €T, Ay,..., A, € A und jede Permutation (i(1),...,i(n))

geniigen. Dann existiert genau ein Wahrscheinlichkeitsmafi P auf (QT,4T), so dass fiir jede endliche
Teilmenge {t1,...,t,} von T die Projektion von P auf (Q™,A™) mit Py, 4, tbereinstimmt.

n

Existieren das erste und zweite Moment der endlichdimensionalen Verteilungen, so bezeichnen wir ei-
ne Abbildung E f von T nach 2 als Erwartungswertfunktion, wenn IE f(¢) = E[f(¢)] fiir alle ¢t € T gilt,
und eine Abbildung Covf von T x T mnach RV als Kovarianzfunktion, falls
Cov f(t,s) = Cov(f(t), f(s)) fir alle t,s € T gilt.

Kehren wir nun zu dem vorgestellten messbaren Raum ([0,1]%, £%) zuriick. Der Satz von Kolmo-
goroff zeigt, dass eine Verteilung P auf £% eindeutig durch eine Familie von endlich dimensionalen
Verteilungen festgelegt ist, falls diese die vorgestellten Regularititsbedingungen erfiillt. Insbesondere
interessieren wir uns nicht fiir eine beliebige zufillige Funktion f mit Werten in ([0, 1]%, £%), sondern
wir mochten ein zufélliges Wahrscheinlichkeitsmafl charakterisieren, d.h. eine zuféllige Funktion P mit
Werten in ([0,1]®, £%) und einer Verteilung PP auf £%, die konzentriert ist auf £3.

Definition 5.7 (Ferguson (1973), Doksum (1974), Simar (1984))
Eine zufillige Funktion P mit Werten in ([0,1]%,£%) und der Verteilung PY auf £F heift zufilliges
Wahrscheinlichkeitsmafs, falls

1. P(X) =1 PP-fs. gilt.
2. Fiir jede fallende Folge messbarer Mengen (By)nex mit lim B, = () gilt lim P(B,) =0 P¥-fs.
n—oo n—oo

3. Die Verteilung des zufilligen Vektors (P(By),..., P(By)) entspricht der Verteilung des zufilligen
Vektors (3 P(Bu,i),...,» P(Bky)), wobei

e Bi,..., By eine messbare Partition von X,

® Bj1,...,Bjk, eine messbare Partition von By fir alle j =1,...,k ist.
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Andererseits sei {P(B)|B € B} eine Familie von Zufallsvariablen P(B) mit Werten in [0, 1] fiir alle
B € ‘B, die die Bedingungen 1.-3. der Definition 5.7 erfiillt. So existiert eine eindeutig bestimmte
Verteilung PP auf £, so dass P eine zufillige Funktion mit der Verteilung PF ist (vgl. Ferguson
(1973)).

5.4.2 Dirichlet Prozess
Dirichletverteilung

Es sei (X,B, 1) ein Wahrscheinlichkeitsraum mit Borel-o-Algebra B und Wahrscheinlichkeitsma$ .
Ferner seien « eine positive reelle Zahl sowie {By,..., Bi} (k € IN) eine messbare Partition von X, so
dass Zle w(B;) =1 gilt. Fiir jedes i = 1,..., k definieren wir eine gammaverteilte Zufallsvariable

n; ~ Ga(]-v a/J(Bl))v

wobei eine reellwertige Zufallsvariable der Gammaverteilung Ga(b, p) mit den Parameter b > 0 und
p > 0 geniigt, wenn sie die Dichte

I'(p)

' _gp—le=bz . 2>,
0 <0

bzgl. des Lebesgueschen Mafles besitzt (vgl. Miiller (1991)). Dabei bezeichnet I' die Gamma-Funktion
mit -
I(z) = /tzfle*tdt, x> 0.
0
Eine Ga(1,0)-verteilte Zufallsgrofe ist per Definition degeneriert bei Null. Fiir alle ¢ = 1,. .., k gilt da-
mit En, = au(B;) und Varn, = au(B;). Weiterhin nehmen wir an, dass die Zufallsgréfien 0, ..., n;,
unabhéingig sind und definieren die Zufallsgréfie

k
n:= me
i=1

Die Zufallsgrofle n ist dann gammaverteilt mit n ~ Ga(1,«), da eine abzéhlbare Summe von un-
abhéingigen gammaverteilten Zufallsgrofien mit Parametern (b, p;) gammaverteilt mit den Parametern
(b, ;~1 pi) ist. Somit sind der Erwartungswert und die Varianz von n gleich a. Es sei auerdem eine
Folge von reellwertigen Zufallsvariablen &, ..., &, durch

go=l fiwi=1,...k
n

definiert. Die ZufallsgroBen n, &4, ..., &, sind dann unabhéngig und es gilt offensichtlich

Die Zufallsgrofien &, sind auf dem Intervall [0, 1] betaverteilt
&, ~ Beta(au(B;),ap(BS)) mit Bf = X\B;
fiir allei = 1,..., k. Dabei heifit eine Zufallsgrofie betaverteilt Beta(p, ¢) mit den Parameter p > 0 und

q > 0 auf dem Intervall [a, b], wenn sie die Dichte

B(p,q)

@) = (bma)’r7e (x—a)P"H(b—2)T"t : a<xz<b,
0 <0
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bzgl. des Lebesgueschen Mafles besitzt (vgl. Miiller (1991)). B bezeichnet hierbei die Beta-Funktion
mit

1
B(p,q) = /tp’l(l —t)?tdt, p>0, ¢>0.
0
Per Definition ist eine Beta(p,0)- bzw. Beta(0, ¢)-Zufallsgrofle degeneriert bei Eins bzw. Null. Damit
gilt fir 1 <i<j<k

(Bi)(1 — p(Bi))
1+a

B¢ =u(B),  Varg="- o

und  Cov(§;,§;

Die gemeinsame Verteilung der Zufallsgrofen &4, .. ., &, bezeichnen wir als Dirichletverteilung

D(Oé,U/(Bl), ceey O[/J,(Bk)),

wobei ein Zufallsvektor (X1, ..., X}) der Dirichletverteilung D(p1, ..., px) mit den positiven Parame-

k
tern (p1,...,pr) geniigt, wenn » X, = 1 gilt und die Verteilung des (k — 1)-dimensionalen Zufalls-
i=1

vektors (X1,...,X_1) die Dichte

F(_Zk pi) k=1 k=1 k-1
) T2 )Pt s 0< @, T, p @ <1
flan,. k1) = Il T(ps) i=1 i=1 i=1
i=1

sonst

bzgl. des Lebesgueschen Mafes auf dem R*¥~! besitzt (vgl. Miiller (1991)). Zusitzlich sei die Zufalls-
grofe X ; degeneriert an der Stelle 0, falls der zugehorige Parameter p; = 0 ist.

Dirichlet Prozess

Die im Folgenden definierte Familie { P(B) | B € 9B }von ZufallsgréBen P(B) mit Werten in [0, 1] fiir alle
B € B erfiillt die Bedingungen 1.-3. der Definition 5.7 eines zufilligen Wahrscheinlichkeitsmafes (vgl.
Ferguson (1973)). Somit definiert die Familie { P(B) | B € B} eine eindeutig bestimmte Verteilung P¥
auf £P. Insbesondere ist P dann eine zufillige Funktion (stochastischer Prozess) mit der Verteilung
PP,

Definition 5.8 (Dirichlet Prozess)

Es sei « eine positive reelle Zahl und p ein Wahrscheinlichkeitsmaf$ auf (X,B). Ein Familie von
Zufallsgrofien {P(B) | B € B} wird Dirichlet Prozess

P~D,,

mit Parameter au genannt, falls fiir jede messbare Partition By, ..., B, k € N, von X der zufillige
Vektor
(P(B1),...,P(By) ~ D(au(B), ..., au(By))

dirichletverteilt mit den Parameter (au(Bi),...,au(By)) ist.

Sei P ein Dirichlet Prozess auf (X, ) mit den Parameter o und g. Dann gilt fiir die Erwartungswert-
funktion E P(B) = u(B) fiir alle B € B und die Kovarianzfunktion Cov P ist fiir alle By, Bz € B
gegeben durch Cov P(By, By) = “E08B2) falls By £ By baw. Cov P(By, By) = MELB) fa)
By, = B; (vgl. Ferguson (1973)).
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5.4.3 Bayessche Schitzung

Wir betrachten nun das vorgestellte nichtparametrische Modell (vgl. Abschnitt 5.1). Dazu sei P ein
zufilliges Wahrscheinlichkeitsmaf3 und unter der Bedingung P = P beschreibe die Zufallsvariable X™
das statistische Experiment (X", 8", P*|P € P). A priori sei P ein Dirichlet Prozess P ~ D,,,, wobei
« positiv und p ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf X sei.

Satz 5.9 (Ferguson (1973))
Es sei eine Beobachtung X™ = x™ gegeben. Dann ist das zufillige Wahrscheinlichkeitsmafi P unter
der Bedingung X" = z" ein Dirichlet Prozess mit

P|X"=2"~Dqp.

n

o Fun 1st.

wobei o, = +n undunzﬁwuﬁ-

Als Bayessche Schitzung fiir die unbekannte Verteilung P betrachten wir die a posteriori Erwartungs-
wertfunktion E[P| X" = z"].

Satz 5.10 (Ferguson (1973))
Es sei eine eine Beobachtung X" = x™ gegeben. Dann ist die Bayessche Schiitzung

« n
P(z") = —Fpn.
(a:) a—i—n'u—i_a—i—n

Bemerkung 5.11 Wihlen wir die quadratische Verlustfunktion

Lq(P,P) = sup (P(B) - P(B))?,

dann wird das a posteriori Risiko

E[Lq(P, P)| X" = a"] = sup E[(P(B;) — P(B,))’| X" = z"]
BeB
durch die a posteriori Erwartungswertfunktion E[P | X™ = z"| minimiert, falls die Zufallsvariablen
P(B)| X™ = a" fiir alle B € B ein endliches zweites Moment besitzen. O

5.4.4 Selbstinformativer Grenzwert

Im Folgenden werden wir die im Kapitel 4 vorgestellte iterative Prozedur anwenden. Es sei P ein
zufilliges Wahrscheinlichkeitsmafl und unter der Bedingung P = P seien die Zufallsvariablen X7, ..., X7
unabhingig und jede Zufallsvariable X' beschreibe das statistische Experiment

(X", 98", P"|P € P).

Insbesondere beschreibt somit unter der Bedingung P = P der Vektor X" = (X7,...,X) das
statistische Experiment (X", B" P"™|P € P). A priori nehmen wir weiterhin an, dass P ein Dirichlet
Prozess mit

P~D,,

sei, wobei « eine positive Zahl und p ein Wahrscheinlichkeitsmaf ist. Damit ergibt sich direkt aus

dem Satz 5.9, dass die a posteriori Verteilung PP !X™"=2"" yon P unter der Bedingung X" = 2™

durch einen Dirichlet Prozess mit den Parametern a + rn und S 2—pu+ 27

ot zrn beschrieben wird.
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Fiir eine Beobachtung X' = z"™ bezeichnen wir mit Fpen die empirische Verteilung der Werte
2™ = (x1,..., % ). Weiterhin ergibt sich aus dem Satz 5.10 die Bayessche Schétzung

o « rm -
P(z™) = Flrn
(x ) a—i—rn'u+ a—+rn v

von P. Nehmen wir nun an, dass r-mal der Vektor 2" € X™ beobachtet wurde

X" =1 @z"=(2",...,2"),

so ist die a posteriori Verteilung PP X "=1,©2" yon P durch einen Dirichlet Prozess Da, p, mit den
Parametern a,. := o+ rn und p, := ——p + ——F;n beschrieben und die Bayessche Schiitzung

a+rn a+r
P,(1t ® 2™) von P ist gegeben durch

P.(1t @ 2"™) = a uw+ m Fyn.
a—+rn a—+rn

Satz 5.12 Fir alle " € X™ ist die empirische Verteilung Fyn der selbstinformative Grenzwert der
Folge der Bayesschen Schiitzungen Py(z™), Py(15 @ 2™), .. ..

BEWEIS : Offensichtlicher Weise gilt die punktweise Konvergenz

Fyn(B) = lim P.(1% @ 2™)(B) fiir alle B € B.

Weiterhin folgt aus
. . o . e
sup |P. (1L ® 2™)(B) — Fyn(B)| = su B)+ F,»(B) <2
sup |P(1: @ ")(B) = Fon (B)] = = sup [n(B) + Fon(B)] < 22—

die gleichméfige Konvergenz fiir alle ™ im Variationsabstand. O



Kapitel 6

Semiparametrisches lineares Modell

6.1 Modellannahmen

Es seien Xi,...,X, unabhingige Zufallsvariablen mit Werten in dem messbaren Raum
(RP, £P), wobei £P die Borel-o-Algebra iiber RP bezeichnet. Die Vektoren X,..., X, fassen wir
als Zeilenvektoren auf, deren Randverteilung durch

]EXZ':ZZ‘B, (DOVXZ‘:Z, XiNPi, Z'Zl,...ﬂ’b, (61)

festgelegt sei. Die n x k Matrix Z mit den Zeilen Z; besitze den vollen Spaltenrang k < n und sei
fest vorgegeben. Weiterhin enthalte der Spaltenraum R(Z) den n-dimensionalen Einsvektor 1,,. Ferner
bezeichnen wir mit X die zufillige n x p Matrix (X%, ... ,Xfl)t. Die k x p Matrix B, die p x p Matrix
>} und die Randverteilungen P, ..., P, auf £” sind unbekannt.

In den néchsten beiden Abschnitten werden wir die vMLS nach Kiefer und Wolfowitz sowie nach Gill
bestimmen. Dazu wéhlen wir die folgende Parametrisierung

XZ:ZZB-FUZ furz:L,n

Die p-dimensionalen Zufallsvariablen Uy, ..., U, seien unabhéngig mit identischer Randverteilung G
auf £P. Die Verteilung G variiert in der Menge T(j_ aller Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf %6 mit
Erwartungswert 0 und endlichem zweiten Moment. Offensichtlich ist fiir ¢ = 1, ..., n die Randverteilung
von X; eindeutig durch den Parameter § = (B,G) und den Vektor Z; bestimmt, so dass wir die
Randverteilung der Zufallsvariable X; mit Py z, fiir i = 1,...,n und die Verteilung der Zufallsvariable
X mit Py z =[], Py.z bezeichnen. Der Parameterraum ist dann gegeben durch © = RF*? x P9
und die zufallige Matrix X beschreibt das statistische Experiment

(R™*P,B"*P Py 5|6 € O). (6.2)

Weiterhin sind wir an dem unbekannten Parameter ¥ interessiert. Wahlen wir die vorgestellte Para-
metrisierung 6 € O, so ist X ein abgeleiteter Parameter

Y =¢(0).

Existiert insbesondere eine vMLS @ im Sinne von Kiefer und Wolfowitz bzw. Gill, so ist durch

S = p(0) (6.3)

eine vMLS fiir X festgelegt.

59
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Bemerkung 6.1 Das semiparametrische lineare Modell ist im Allgemeinen kein Spezialfall des im
Kapitel 5 vorgestellten nichtparametrischen Modells, da die gemeinsame Verteilung H;L=1 Py 7, des
Vektors X = (X1,..., X" sich mit Ausnahme einiger Spezialfille nicht mehr als Produkt []_, P
identischer Randverteilungen P darstellen lisst. Somit ist ein Ubertragen der im Kapitel 5 erzielten
Ergebnisse nicht direkt moglich. Einen Spezialfall in dem das semiparametrische lineare Modell eine
Verteilungsfamilie definiert, die in der Verteilungsfamilie des nichtparametrische Modells enthalten ist,
betrachten wir im Abschnitt 6.5. a

6.2 Ansatz von Kiefer und Wolfowitz

Es sei X eine das statistische Experiment (vgl. Abschnitt 6.1)

(R™*P, 8" T] Po.z0 € ©)

i=1
beschreibende zufillige n x p Matrix.

In Analogie zum nichtparametrischen Modell (vgl. Abschnitt 5.2) definieren wir fiir alle
x=(x},...,2)" € R"*? durch

L.(B,G) = [[G{x: — Z:B}) fir B € R¥*” und G € P
=1

eine , Likelihood-Funktion“. Wir werden nachweisen, dass é(x) € O genau dann eine eine vMLS nach
Kiefer und Wolfowitz ist, wenn gilt

La(0(x)) = max Ly (0).

Ferner bezeichnen wir fiir alle z € R™®*P und B € RF*P mit FB -« die empirische Verteilung der Werte

(z1— Z1B,...,xn — Z,B) sowie mit z = Za:lundZ %Z

Lemma 6.2 Fiir alle z € R™*? ist 0(z) = G) € © genau dann eine Losung der Gleichung

(B,
Lo(6(x)) = max L, 6),

wenn gilt

1. L‘T(B’FB L) = maX{Lw(B7ﬁ‘B7w) |T=7ZB, B¢ kap};

2. G ist die empirische Verteilung FB » der Residuen (x1 — ZiB,.. .z, — ZnB)
BEWEIS : Es sei x = (zf,...,2!)" € R™™? beliebig fixiert. Fiir alle § = (B,G) € © gilt nun mit

rn

Lemma 5.1
L,(B,Fpy) > Ly(B,G), (6.4)

wobei die Gleichheit nur fir G = F B, erfillt ist. Im Allgemeinen ist F B,z nicht in der Menge fPS_
enthalten. Insbesondere gilt offensichtlich F' Ba € Tg genau dann, wenn 7 = ZB gilt. O.B.d.A. sei
T # Z B, dann folgt ¥ = ZB fiir B = B+ (Z2'Z)~'Z'1,,(T — ZB) und weiterhin

L.(B,Fg x) = L.(B,Fp,) > L.(B,QG), (6.5)

wobei die Gleichheit nur fiir (B, G) = (B, 5..) gilt. Damit folgt die Behauptung. O
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Satz 6.3 Es sei eine Beobachtung X = x mit X ~ Pyz und 0 € © gegeben. Eine Schditzung
0(z) = (B(z),G(x)) ist genau dann eine verallgemeinerte Mazimum-Likelihood-Schitzung nach Kiefer
und Wolfowitz, wenn sie die folgenden Bedingungen erfillt:

1. Lo(B(2), Fg,,) = max{L.(B, Fp.) | T = ZB, B € R"?},

2. G(x) ist die empirische Verteilung FB( ),z der Residuen (z1 — Z1\B(x),...,x0 — ZnB(2)).

BEWEIS : Esseiz = (zf,...,2!)" beliebig fixiert und es gelten fiir 9( ) die 1. und 2. Bedingung, dann
ist fiir alle 8 € © zu zeigen (vgl. Definition 3.1)

dP;
0(x),2 S dPy z

x x).
d(Pé(w),Z + Py z) - d(Pé(a:),Z + Pgﬁz)( )

In Analogie zum Beweis des Satzes 5.2 geniigt es zu zeigen, dass fiir alle § € ©

“ APy (), z, ﬁ APy, z, (z2)
i A0y 2, + Prz) i1 A B0y 7, + FPo.2,)

. . . . . n dpé(m))zi . .
gilt, wenn fiir alle # € © die Radon-Nikodym Dichte [],_, WPy, AP 2] an der Stelle x eindeutig
festgelegt und positiv ist.

Nun ist fiir ¢ =1,...,n und alle § € ©
APy, 7. 1 & L, 25 By (W)
0(x),Z: y) = = Z (=2, B@)+Z:i B()} _ fiir alle y € R?
U Py0),2, + Fo.2.) " [Py, 2, + Po.zl({xj — Z;B(z) + Z:B(x)})

eine Festlegung der Radon-Nikodym Dichte von Py, , bzgl. [P; @)z T Fo, 2,). Weiterhin ist
[Po(2),z; + Po,z;]({x;}) positiv und somit die Radon-Nikodym Dichte an der Stelle 2 eindeutig durch
Py (), z, Pyay.z,({2:})
(z:) =
A[Py(z) 2, + Fo,2.] Pyay,z.({xi}) + Po,z,({zi})

firallei=1,...,n

festgelegt. Es bleibt daher zu zeigen, dass fiir alle § € ©

Py(ay,z. {xi}) ﬁ Po,z,({x:})
Poy.z.{xi}) + Po.z,({i}) — -5 Py z,({@i}) + Po,z, ({:})

i=1

oder dquivalent dazu

LI(B(x),FB(E)J) > L (0)
gilt. Die Behauptung folgt somit direkt aus Lemma 6.2. a

Korollar 6.4 Es sei 0(z) = (B, Q) fiir eine Beobachtung X = x eine vMLS nach Kiefer und Wolfo-
witz. Dann gilt

Pé($)7z({1}}) >0
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BEWEIS : Zusammen mit .,
Py, z({z}) = HG({%‘ — Z;B})
i=1

folgt die Behauptung aus Satz 6.3. m]

Bemerkung 6.5 Nehmen wir an, dass die Beobachtung = im Spaltenraum R(Z) von Z enthalten ist,
dann erhalten wir eine eindeutig definierte Losung durch

By(x) = (2t2)"' 2t

Offensichtlich erfiillt éq (z) die Bedingung = = ZBQ(.T) und ist das eindeutig bestimmte Maximum von
L,(0) fiir alle § € ©. Andererseits fiir z ¢ R(Z) ist im Allgemeinen die Losung nicht eindeutig und
entspricht nicht der Kleinsten Quadrate Losung Bq(x). Betrachten wir zum Beispiel ein Zweistichpro-

benmodell mit p =1, n =4,
]].2 0 bl
Z = d B=
< 0 12) " <b2> ’

sowie die Beobachtung 2! = (1;—1;—2;2). Die Kleinste Quadrate Losung ist By(z) = (0;0)* und
fithrt zu der Menge {1; —1; —2; 2} der Residuen z; — Zqu(x), t=1,...,4. Das Maximum der Funktion
Lm(B,FB@) fir B € R* wird zum Beispiel von B; = (0.5,—0.5) mit der Residuenmenge
{0.5; —1.5; —1.5; 1.5} oder By = (—0.5,0.5) mit der Residuenmenge {1.5;—0.5; —2.5;1.5} aber nicht
von B,(x) angenommen, da

1 - 1

674 = L(BlaFB1,:v) = Iggﬂzf LI(B7FB,:E) > Lz(Bq($)7F]§Q(m)’w) = %
T=ZB

gilt. Analoge Situationen kann man auch fiir andere Beobachtungen = ¢ R(Z) angeben. O
6.3 Ansatz von Gill

Es sei X eine das statistische Experiment (vgl. Abschnitt 6.1)

(R™P, 8P T P20 € ©)
i=1
beschreibende zufillige n x p Matrix. Weiterhin sei fiir ¢ = 1,...,n und alle B € R**?P die messbare

Abbildung
Tz,p(x) =2+ Z;B fiir alle z € RP

definiert. Dann gilt fiir alle § = (u,G) € © und alle C € B
Pyz,(C) = G(T55(C)).

Wir geben nun eine Abbildung ¢ an, die die geforderten Eigenschaften (vgl. Annahme 3.2) erfiillt und
bestimmen mit Hilfe der Abbildung v die verallgemeinerte Maximum-Likelihood-Schétzung nach Gill.
Ferner haben wir in dem Satz 6.3 gezeigt, dass im Allgemeinen keine eindeutig definierte vMLS nach
Kiefer und Wolfowitz existiert (vgl. Bemerkung 6.5). Somit kénnen wir auch keine eindeutig definierte
vMLS nach Gill erwarten (vgl. Bemerkung 3.5 und Korollar 6.4).
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Annahme A.6.1 Wir bezeichnen mit Cy,(IRP, £P) die Menge aller beschrinkten stetigen Funktionen
auf RP und definieren fir alle § = (B,G) € ©, h € Cy,(IRP, £P) sowie ¢ € R nahe genug an Null durch

-1
APy pe) 7 (. L+ch (TziB(x)) 1+ ch(z — Z;B)

0Py, W)= ] 1+ (1550 | drty) [ [1+ k)] Glan) (6.6)

RP

die Abbildung 1.
Lemma 6.6 Es gelte die Annahme A.6.1, dann ist ¥(0,h,c) € © und die Annahme 3.2 ist erfiillt.

BEWEIS : Es seien 6 = (u,G) € © und h € Cy(R?, £P) beliebig fixiert und ¢ hinreichend nahe an 0
gewiihlt. Nun ist 1 + ch(z) nicht negativ fiir alle 2 € R? und das Integral [ 1+ ch(z)G(dx) endlich.
Rp

Ferner definiert
1+ ch(x)

I [1 + ch(x)] G(dz)

RP

f@) =

eine Dichtefunktion eines Wahrscheinlichkeitsmafles F' bzgl. des dominierenden Mafles G. Weiterhin
besitzt G und somit auch F' ein endliches erstes und zweites Moment. Wir bezeichnen mit pup € R?
den Erwartungswert von F und B + (Z'Z)~1Z'1,,ur mit B. Dann gilt

Py(o.ne).2,(C) = F(T; 5(C)) = FTor (T, (C)) firalle C € Bund i =1,...,n

i

und somit ¢(0, h,c) € ©. Offensichtlich ist (6, h,0) = 6 und die Dichte dmﬁ#( ) fiir alle z € R?
in ¢ an der Stelle ¢ = 0 differenzierbar. O

Des weiteren sind fiir z = (z},...,2L)" € R"*?, h € C,(RP, £P) und 6 € O die Likelihood-Funktion
bzw. Likelihood-Gleichung (vgl. (3 3)) durch

n

1+ ch(zi — Z:B)
0,h,2)
(e, 1_[1f1+ch )G (dy)’

Upn (0,h) = / Z‘;W 7B dy)*n/h(y)G(dy)

RP RP

gegeben.

Satz 6.7 Es sei eine Beobachtung X = x mit X ~ Py z und 0 € © gegeben. Eine Schitzung
0(x) = (B(x),G(x)) ist eine verallgemeinerte Mazimum-Likelihood-Schitzung nach Gill, falls sie die
folgenden Bedingungen erfiillt:

1. Es gilt T = ZB(x).
2. G(x) ist die empirische Verteilung der Residuen (x1 — Z1B(x), ..., x, — ZnB(x)).

BEWEIS : Es sei z = (zf,..., )" € R"*? beliebig fixiert. Eine Schiitzung 0 ist eine vMLS nach Gill,
falls sie Losung der Likelihood-Gleichungen (vgl. Definition 3.3)

Vh € Cy(RP, £P) /h <Z5(m123 )(dy)—ﬂ

ist. Unter der Bedingung Ge Tg_ folgt nun die Behauptung des Satzes. a
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Bemerkung 6.8 Die Menge der vMLS nach Kiefer und Wolfowitz ist wie erwartet eine Teilmenge der
Menge der vMLS nach Gill. Betrachten wir den Fall, dass die Beobachtung x im Spaltenraum R(Z)
der Matrix Z liegt. Dann ist die vMLS fiir B und somit auch fiir G und ¥ nach Kiefer und Wolfowitz
eindeutig bestimmt und entspricht der Kleinsten Quadrate Losung Bq (vgl. Bemerkung 6.5). Dagegen
ist im Allgemeinen die vMLS nach Gill auch fiir 2 € R(Z) nicht eindeutig. Andererseits ist die Kleinste
Quadrate Losung Bq fir B immer eine vMLS nach Gill aber nur in speziellen Féllen eine vMLS von
Kiefer und Wolfowitz (vgl. Bemerkung 6.5). Natiirlich ist dieser Vergleich nicht ganz fair, da eine besser
geeignete Abbildung 1) existieren kénnte, fiir die mindestens die Gleichheit beider Konzepte folgt. Im
Abschnitt 6.5 werden wir den Spezialfall eines Lokationsmodells betrachten und sehen, dass die hier
vorgestellte Abbildung 1 in dem Lokationsmodell eine eindeutige Losung liefert. |

6.4 Selbstinformativer Grenzwert

6.4.1 A priori Annahmen

Es sei X eine das semiparametrische lineare Modell beschreibende Zufallsvariable (vgl. Abschnitt 6.1).
Unter der Annahme, dass die Zufallsvariablen X7, ..., X, einer Normalverteilung folgen und a priori
der Parameter (B,Y) eine Normal-Wishart-Verteilung besitzt, sind die Bayesschen Schitzungen fiir
B und ¥ bekannt (vgl. Abschnitt 4.6.3). Ausgehend von diesem Ergebnis werden wir annehmen, dass
die unbekannte Verteilung der Zufallsvariablen X,..., X, durch eine Realisierung eines Dirichlet
Prozesses und einer Normal-Wishart-Verteilung festgelegt sei. Der Dirichlet Prozess P ~ D, (vgl.
Abschnitt 5.4.2) wird durch den Parameter € R™ und das Wahrscheinlichkeitsmaf} p auf (RP, £P)
festgelegt. Insbesondere besitzen D,,-fast alle Realisierungen P des Dirichlet Prozesses ein endliches
zweites Moment, falls das zweite Moment von p endlich ist. (vgl. Ferguson (1973), Hartigan (1983),
Simar (1984)).

Wir nehmen an, dass fiir die Zufallsvariablen X, ..., X, gelte
X, =ZA+UA"2 firi=1,...,n. (6.7)
Die p-dimensionalen Zufallsvariablen Uy, ..., U, seien unabhéngig und identisch G-verteilt. Mit Hilfe

der Parameter A, A und G ist die Verteilung der Zufallsvariable X; fiir i = 1,...,n festgelegt. A priori
fassen wir 8 = (A, A) und G als Realisierung der unabhiingigen Zufallsvariablen ¥ und P auf. Die
Zufallsvariable ¥ sei Normal-Wishart-verteilt (vgl. Abschnitt 4.6.3)

ﬁNNW(kap7laAOaMO7SO); (68)

wobei [ —k > p, Ag € RF*P, My bzw. Sy eine positiv definite k x k bzw. p x p Matrix sei. Das zufillige
Maf P sei ein Dirichlet Prozess (vgl. Abschnitt 5.4.2)

P ~Dun,,1,) (6.9)

dabei sei a eine positive reelle Zahl und N, (0, I,) die Standardnormalverteilung auf IR”.

Bemerkung 6.9 Im Allgemeinen besitzt eine Realisierung G des Dirichlet Prozesses nicht den Er-
wartungswert Null und die Einheitsmatrix als Kovarianzmatrix, so dass hier eine Reparametrisierung
vorgenommen wird. Die Parameter A, A und die Verteilung G legen mit Gleichung (6.7) die Vertei-
lung P; = P;(A, A, G) der Zufallsvariable X; fiir i = 1,...,n fest. Die interessierenden Parameter des



6.4 Selbstinformativer Grenzwert 65

Modells (6.1) ergeben sich dann als
B=A+Z 1ugh >, S =A"2CgA 2, (6.10)

wobei s der Erwartungswert, Cq die Kovarianz von G und Z+ = (Z'Z)~1Z! ist. Natiirlich sind damit
A und A im Allgemeinen nicht identifizierbar. Dies ist aber keine Einschrinkung fiir einen Bayesschen
Ansatz (vgl. Kapitel 4.6). Ferner sind wir nicht an A und A sondern nur an den identifizierbaren
urspriinglichen Parametern B und ¥ interessiert. a

6.4.2 Bayessche Schitzungen

In Bunke (2002) werden die im Folgenden dargestellten Bayesschen Schétzungen bestimmt. Wir werden
nachweisen, dass fiir diese Festlegung der Bayesschen Schétzungen der vorgestellte selbstinformative
Grenzwert existiert und den bekannten Kleinste Quadrate Losungen fiir die Parameter B und ¥ sowie
der empirischen Verteilung der Residuen entspricht.

Es sei N1y, ..., Njyj, ein Partition v der Menge N = {1,...,n}. Die Menge aller Partitionen v sei
D. Der (i,j) Eintrag der Inzidenzmatrix K, einer Partition v ist 1, falls ¢,j in einem Segment der
Partition v liegen und in allen anderen Fillen gleich 0. Die Anzahl der Elemente in einem Segment
N, sei nj, und 0.B.d.A. gelte nqy, > -+ > Njy|y- Die Partition mit nur einelementigen Segmenten sei
%, d.h. nj, =1firi=1,--- ,n. Dann ist

K,.=1,.

Fiir alle Partitionen v € D\{x} existiert 0.B.d.A. ein ¢, € N mit

Vi=1,...,qp :njp,>1lundVj=gq,+1,...,]v| :nj, =1

qv

Des weiteren seien n, := »_ n;, und B, = Diag[l,,,,..., 1y, ]. Dann existiert eine n x n, Matrix
i=1

C,, deren Spalten Einheitsvektoren des R™ sind mit CtC, = I,,, und

K,=1,+C,(B,B. ~1,,)C". (6.11)

Lemma 6.10 Es sei M eine positiv definite k X k Matrixz, Z eine n x k Matrix mit Rang k. Dann gilt:

Rang|[ZMZ' + K,)=n & Rang[(C!Z:B,)] = n,.

BEWEIS : Offensichtlich gilt Rang|ZM Z* + K,] = n genau dann, wenn
t
Rang [(ZtC’U|Zth)tM(ZtCU|ZtCU)+ ( BUOBU , 0 )] —n

gilt, wobei C, durch 61,675 =1, — C,C! definiert sei. Insbesondere ist damit

CctZ B, 0
—t =N
c'z 0 I,

dquivalent zu Rang[ZM Z! + K,] = n, so dass die Behauptung folgt. O

Rang
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Bemerkung 6.11 Eine zufillige £ x p Matrix B besitzt eine verallgemeinerte t-Verteilung
B~ GMt(Ua k7p7 MOa SO) BO)a

wenn die Dichte bzgl. des Lebesgue Mafes im R¥*P gegeben ist durch (vgl. Humak (1977), S.491, A
2.39, Box und Tiao (1992), S.441)

li[ [v z+1]
ﬁ NEES)

[N

v—k
f(By=7"7 |Mo| = |S5 25 | Mo + (B — Bo)'Sy Y(B — By)|~

mit den reellwertigen Parametern v, k, p > 1, einer k x p Matrix By, sowie positiv definiten p x p und
k x k Matrizen My und Sy, wobei I' die Gammafunktion ist. O

Annahme A.6.2 Fiir alle X € R"*P definieren wir die Parameter

|v]

— t — @
Oy = ZMyZ + K, o 1= T Hn
D := {v € D| Rang[Q,] = n}, A, = Ay + My 2P (X — ZAO),
—_— 1 - -
A;l = msv, S’U = SO+(X_ZAO)tQ;1(X_ZAO)’
A, == My — My Z'Q; 1 Z Mo, P = sp[Av(th 7).
n

hiv = ZZAUZf, hijv = (Zz — ZJ)AU(ZZ — Zj)t,

und die Verteilungen Fy, bzw. Gy, auf £P. Die Verteilung F;, ist eine verallgemeinerte

t-Verteilung GMt(n +1 — k,1,p, hiyy + 1 S'U,Z A v)- Die Verteilung Gij, ist eine verallgemeinerte t-
Verteilung GMt(n + 10—k, 1,p, ”U,SU,X +(Z; — Zj)Av), falls hij, positiv ist und in allen anderen
Fillen das Punktmaf 5Xj+(zifzj)Au-

Satz 6.12 (Bunke (2002)) FEs sei eine Beobachtung X = X gegeben. Dann sind
B=> k,B,, =Y kX, P=)Y kpP, firi=1,...,n
veED veD veED

Bayessche Schitzungen von B, ¥, Py, ..., P,, wobei mit der Annahme A.6.2 gilt:

| Q| 5|8,
> |yl 2|51\J+é -
leD

Bv = Afu + LZJF]]—n(Y_?A’U)a
a+n

- 1
Piu:LFiv+ n [*ZGiij

a+n a+n nj:1
=~ a+np, 7=
T a4+n+1"
1 ~ ~ n? — = — ==
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Bemerkung 6.13 In Bunke (2002) wird gezeigt, dass die Randverteilung PX des zufilligen Vektors
X unter den a priori Annahmen (6.7) - (6.9) fiir 9 und P eine endliche Mischung von Verteilungen

pPX
=Y kP
veD

ist. Die Verteilungen PX sind konzentriert auf Mengen X,,, d.h., es gilt

v

Insbesondere sind die Mengen X,, disjunkt und in linearen Unterrdumen L, des R™*? enthalten. Jede
Verteilung PX ist weiterhin absolut stetig bzgl. des Lebesgue Mafles \, auf L,. Weiterhin sind die
vorgestellten Bayesschen Schétzungen Festlegungen der bedingten Erwartungswerte. Insbesondere sind
wegen Satz 4.5 die Festlegungen der bedingten Erwartungswerte eindeutig, da wir in der Beobachtung
X = X stetige Festlegungen gewihlt haben. a

6.4.3 Selbstinformativer Grenzwert

Fiir » € N betrachten wir r unabhanglge Wlederholungen des linearen Modells, d.h. das erweiterte
lineare Modell mit rn Zufallsvariablen X1 Yo 7X und der Regressmnsmatrlx Z,=1,®Z. In diesem
Modell ergeben sich die Bayesschen Schitzungen B,, ,, P;,. direkt aus Satz 6.12. Wihlen wir die
originale Beobachtung X des Modells (6.1) als einen speziellen Wert X" = 1, ® X in dem Modell
mit r Wiederholungen, so erhalten wir eine Festlegung B(,n), E(T), PZ(T) der Bayesschen Schétzung
nach r Iterationen. Mit Bemerkung 6.13 ist diese Festlegung eindeutig, wenn wir nur stetige Versionen
betrachten. Im Folgenden werden wir zeigen, dass die Folgen (B(r))T@N, (fl(r))relN, (ﬁi(r))relN konver-
gieren und somit der selbstinformative-Grenzwert existiert.

Die Bayesschen Schitzungen sind nach Satz 6.12 gegeben durch

ér: Z kuTBvM ir: Z kvrivﬂ 151'7": Z kUTPi'UT'

vr€Dy v €Dy v €Dy

Zuerst werden wir zeigen, dass eine von r unabhiingige Menge [D] existiert, so dass fiir die Bayesschen
Schiitzungen mit dem speziellen Wert X™ = 1, ® X gilt

By = ke By + Y ke Buges Sy = ke Se 4 D ki e Piy = ke, Py Y kg P
[v]€lD] [v]€[D] [v]€lD]

Im Anschluss daran werden wir nachweisen, dass fiir alle [v] € [D] die Folgen (ks )ren, (B, )rens
(Zs,)rens (P )ren wnd (kpjr)rens (Bpjr)rens(Eppr)rens (Pipjr)ren fiir 7 — 0o konvergieren. Ab-
schliefend werden wir dann dle selbstinformativen Grenzwerte bestimmen.

Es sei r € N fixiert und D, bezeichne die Menge aller Partitionen von {1,...,rn}. Die Partition mit
einelementigen Segmenten bezeichnen wir mit *,. Ferner existieren fiir alle Partitionen v, € D, \{*,}
Matrizen

B, = Diag[ly,, ;... 1n,, , | und C, =(e,....e; ),

71 9 Tny,.

wobei e} den i-ten Einheitsvektor des R"™ bezeichnet, mit

Ky, = L+ Cy (B, B!, —1I,, )C! .

Ur
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Nun definieren wir fiir alle v, € D, \{*,} mit C, = (e} ,...,ef ) eine n x n, Matrix

O[UT]T = (e[il]r7 Tt e[inv,,.]T)7 (6.12)

dabei ist ef;), der [j],-te Einheitsvektor des R™ mit

[]r :=dmod re{l,...,n}, Vjie{l,...,rn}. (6.13)
Insbesondere gilt dann fiir den speziellen Wert X = 1, X und Z, =1, 72

Ci Zr=C}, 1. Z wd C, X"=C},, X. (6.14)

[UT]T

Definition 6.14 Zwei Partitionen v,, 0, € D, \{*,} sind dquivalent (v, ~ 0,), falls gilt
By, = B;, und Cp,, = Cl,,-

Des weiteren sei D, C D, die Menge aller Partitionen v, mit Rang[Z, MyZ! + K,,] = rn und [D,] die
Menge aller Aquivalenzklassen D,.(v,) bzgl. ~ in D,\{#,}.

Lemma 6.15 Es sei X" = 1, ® X, dann gilt fir alle Partitionen v, einer Aquivalenzklasse D, (v,)
mit v, € Dp\{*,}

kﬁvar:BﬁaSv :EﬁMPiDTZPWT firi=1,...,n.

T s T

ke
Die Anzahl #D,.(v,.) der Partitionen in einer Aquivalenzklasse D, (v,) ist

#DT(UT) = Tan dvT mit lim dvr =1.

T™—00

BEWEIS : Es seien v, € D, \{*,} und 9, € D, (v,) beliebig fixiert. Dann besitzen ¢, und v, die gleiche
Anzahl an Segmenten und die gleiche Anzahl an Indizes pro Segment, so dass aj,. = a,, gilt. Auf
Grund der Aquivalenz von @, und v, (vgl. (6.14)) folgt mit X, = 1 ® X

B,, = Bs,, Cf,,,,Zr = CngT und C{},,,Xr = C;:;TXT. (6.15)
Insbesondere gilt nun Q' = P, ' + P, C,H'CLP, " fiir alle v € D, \{*,} mit

Pg,.l =Irp — Zr(Mt;l + ZﬁZT)_lZﬁ,
H,=C}Z,(My*' + Z}2,)"' Z;C, + B, Diag[(1 —n;) '] By.

Wegen (6.15) folgt dann H,, = Hj, und somit auch
X0, Xy = XX, X0, 2, = X005 2y, 20,1 2, = 20905 1 2,
Weiterhin gilt unter der Annahme A.6.2 nun
Av, = A5, Su, =85, Ap, =45, pu, =P,
Des weiteren existieren Matrizen C, —und Cj mit (C,.:C,, )" = (C,.:C, )t sowie
(C5,:C5,) "t = (C3,.:C3,)t und éZTZT = 62TZT bzw. 6;“)(} = C-X,, so dass auch

|Q'ur| = |(Cvr36vr)t9vr(c'ur:cvr)| = |(Cﬁr:Cﬁ7’)tQT)r(Cﬁr;€f}r)| = |Qf)r‘ (616)
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folgt. Damit folgt der erste Teil der Behauptung. Mittels kombinatorischen Abzéhlens lisst sich die
Anzahl #D,(v,) der Partitionen in der Aquivalenzklasse D, (v,) bestimmen. Die zur Matrix Clo,,
zugehorige Aufteilung der Indexmenge sei Nipy, ), - -, Ny, [v,],- Die Anzahl der Indizes in dem Segment
Nilv,), sei Ny, , dabei kénnen Indizes in dieser Aufteilung mehrfach auftreten. Es seien nun ¢4,... %,
die paarweise verschiedenen Indizes mit Haufigkeiten hq, ..., h,, in der Menge T' = f;q Ni[v,)- Gesucht
ist die Anzahl von Aufteilungen der Indexmenge N, = {1,...,rn} in Segmente Ny,,, .., Ny, v,, wobei
die Anzahl der Indizes pro Segment erneut n,, ist und kein Index mehrfach auftreten kann. Zu jedem
Index t; € T existieren r Indizes [ in der Menge N, mit [I], = t;. Aus diesen r Indizes werden h;
verschiedene ausgewihlt, dafiir gibt es r(r — 1) --- (r — h; + 1) Moglichkeiten. Da dies fiir jeden Index
t1,...,tn gilt, existieren insgesamt

h 1 j
[Ta-2)

0

m -1 m
#Dr) =T TI =) =r"]]

1=1 j=0 J

Moglichkeiten der Aufteilung. a

Zu jeder Aquivalenzklasse D,.(v,.) existieren Matrizen B und C mit (vgl. Definition 6.14)
B=B; und C=Cp,, firalled, € D.(v,).

Wir fassen nun [v] = (B,C) als einen Repriisentanten der Aquivalenzklasse D, (v,) auf und geben
ein vollstindiges Représentantensystem [D] an, welches unabhéngig von r ist, aber natiirlich von der
Matrix Z abhéngt. Das folgende Lemma liefert die zentrale Voraussetzung fiir die darauf folgende
Definition des vollstdndigen Reprasentantensystems.

Lemma 6.16 Fir alle Partitionen v, € D, \{*.} gilt

Qo

Znivr </€+qu, qq)r<k7 Ny, <k fﬁT’iZl,...,qu.
1=1

BEWEIS : Wegen Lemma 6.10 gilt Rang[C?, Z,:B,,] = n,, fiir alle Partitionen v, € D,\{*}. O.B.d.A.
seien Z11,..., Zinys -+, Zgn, die Zeilen einer n x k Matrix Z mit Rang[Z] = kundn; > 1,i=1,...,q
sowie Y7 | n; = n. Weiterhin liege der Einsvektor 1,, im Spaltenraum R(Z) von Z und insbesondere
gelte

[ Z11 1 0\
Z11 1 0 Zio—2711 O 0
Zin, 1 0 Zin, — 211 0 0
n = Rang = Rang : :
Zg 0 1 Zq1 0 1
: : : Zgp—Zqg O
'\ Zgn, O 1/ ] ;
L\ Zgn, =21 O 0/
Somit sind die n — q Zeilenvektoren
Zyg = Z1ty oy Ziny — 211y Lq2 — Zgty -+ s Lang — Zgi (6.17)

linear unabhéngig. Wir werden zeigen, dass die Behauptungen

n<k+g, g<k n;<k firi=1,...,q
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aus der Annahme der Unabhingigkeit der n — g Zeilenvektoren (6.17) folgt.

O.B.d.A. sei {Z1,...,Zx} eine linear unabhiéngige Teilmenge der n Zeilenvektoren von Z. Dann ldsst
k
sich jede Zeile als Linearkombination Z;; = > ¢;jmZm, darstellen. Ferner sind die n— g Zeilenvektoren
m=1

in (6.17) unabhéngig, falls die Gleichung

nq k q n;
0= Z Zaij(zij —Zn) = Z [Z Zaij(cijm — Citm) | Zm
i=1 j=2 m=1 i=1 j=2
nur die triviale Losung oder dquivalent dazu die k x n — ¢ Matrix
(0121 - 0111) te (anql - an)
M = :
(ci2k —c11k) -+ (Cqngk — Cqik)

den Rang n — ¢ besitzt. Unter der Annahme, dass der Einsvektor 1,, im Spaltenraum R(Z) enthalten
ist, folgt 0 = Zk (Cijm — ciam) fir i = 1,...,¢, so dass die Zeilen der Matrix linear abhéngig sind.

m=1
Damit folgt die Behauptung n < k + ¢. Nehmen wir nun an, dass ¢ > k ist, dann gilt n — ¢ > ¢ > k,
dan; > 1firi=1,...,q ist, was aber im Widerspruch zur Annahme das Rang[M] = n — ¢ steht,
so dass die Behauptung g < k folgt. Wéhlen wir schliefllich 0.B.d.A. ¢ = 1, so folgt aus n < k + ¢ die
Behauptung n; < k firi=1,...,q. a

Wir bezeichnen mit B die Menge aller Matrizen

B = Diag[ly,,...,1,,, ] (6.18)
mp

mit ny > -+ > ngyy, > 1, mp,n1,.. . Ny, € N und np := > n;. Weiterhin definieren wir fiir alle
i=1

B € B die Menge C(B, Z) aller n x np Matrizen C' = (e;,, ..., ¢€;, ) mit

Rang[C'Z:B] = np. (6.19)
Insbesondere sei nun By, die Menge aller Matrizen B € B mit
mp < k, ng < k+mp, np<k firi=1,...,mp (6.20)

und
[D] :={[v] = (B,C)|C e C(B,Z), B € By} (6.21)

Lemma 6.17 Fir alle r > k ist [D] ein vollstindiges Reprisentantensystem fiir die Menge [D,] der
Aquivalenzklassen D,.(v,.).

BEWEIS : Es sei r > k fixiert. Fiir alle Partitionen v, € D, \{*,} existiert nun mit Lemma 6.16 ein
[v] = (B,C) € [D] mit B = B,, und C = CY,,),. Andererseits kénnen wir zu jedem [v] = (B, C) € [D]
eine Partition v, € D, \{*,} mit

B=B, ud C=C(,,),
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konstruieren. Dazu sei B € By mit den Konstanten mp,ng,n1p,...,Mmzp und C € C(B,Z) mit
C = (e,-- .,einB) beliebig fixiert. Wir betrachten nun die Spalten e;,,...,¢;,,  der Matrix C' und
definieren die Mengen

Jj—1 Jj—1
N; = {ig | anB+1§k§anB+njB}a j=1...,mp
=1 =1

der Indizes der Einheitsvektoren e;,. Insbesondere gilt dann #N; = n,p. Definieren wir nun fiir
j=1,...,mp die Mengen

NI = {i+(j—nlie N} C{(j - Dn+1,...,jn},

dann gilt NT NN = 0 fiir j #  und # N7 = n;p. Insbesondere gilt mp < k (vgl. Definition By, (6.20)),

so dass
mp

N7 ::ZN]-T c{l,...,rn} firaller >k
j=1

folgt. Damit ist
mp
Uy ZNJ-TJr Z{i}:{l,...,rn}
j=1 igNT

eine Partition aus D, \{*,} mit den zugehorigen Matrizen B, und C,,_, wobei nach Konstruktion
B=5B, ud C=C,),
gilt. a

Betrachten wir somit eine Aquivalenzklasse D, (v,) fiir v, € D,\{*,}. So kénnen wir diese mit dem
zugehorigen Element [v] € [D] identifizieren. Weiterhin sind fiir den Wert X” = 1,® X mit Lemma 6.15
die zugehorigen Parameter fiir alle Elemente der Aquivalenzklasse D,.(v,) identisch, so dass wir sie
ab jetzt mit B[v]r, i[v]T und pi[v]T bezeichnen. Die Gewichte ];;[v]r ergeben sich dann ebenfalls aus
Lemma 6.15 mit

. R o N e S
k[v]r = [r]n+l7k v u v rntl—k ° (622)

@, |, 7215 [T+
[l]e[D

]z[:]rn[l]d[l]ra[l]r‘g[l]’"rg|§mr‘7 ’

Im Folgenden gehen wir nun zur der angekiindigten Darstellung

B(r) = k*’V‘B*’I‘ + Z k[v]rB[v]m E(r) = k*rz*r + Z k[v]rz[v]ra P, = k*rpi*r + Z k[v]rpi[v]r
[v]€[D] [v]€[D] [v]€[D]

iiber und zeigen, dass die auftretenden Folgen konvergieren. Insbesondere bendtigen wir die folgende
Eigenschaft der verallgemeinerten t-Verteilung.

Lemma 6.18 Es  sei  (Fy)penN eine  Folge von  verallgemeinerten t- Verteilungen
GMt(nhp,1,p,n"td,, nBy,,c,) fiirn € N, wobei fiir die Parameter gelte:

1. (Bn)nen sei eine Folge positiv definiter p X p Matrizen mit dem Grenzwert By und sp[Bo] > 0,
2. (¢n)nen sei eine Folge von Vektoren c,, € RP mit dem Grenzwert ¢y € RP,

3. (hn)nen und (dp)nen seien positive Folgen mit den Grenzwerten hg > 1 und dy > 0, wobei
hyn > £ fiir alle n € N gelte.

Dann konvergiert die Folge (Fp,)nen schwach gegen das Punktmaf$ 8., an der Stelle cy

w .
F, — dq, fiirn — oo.
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BEWEIS : Wir zeigen mit Hilfe des Satzes von der dominierten Konvergenz, dass fiir das Komplement
jeder Kugel B.(co) mit Radius € > 0 um den Punkt ¢q gilt

lim F,(B(co)) = 0.

n—oo

Es sei ¢ > 0 fixiert und (f,)nen die Folge der zugehorigen Dichtefunktionen (vgl. Bemerkung 6.11).
Wir werden zeigen:

1. fiir alle y € BS(cp) gilt lim f,(y) =0,
n—oo
2. es existiert eine integrierbare Majorante g : BS(cg) — [0, 00] mit |f,| < g,
so dass die Behauptung aus dem Satz von der dominierten Konvergenz folgt.

Mittels algebraischer Umformungen erhalten wir die folgende Abschétzung fiir die Dichte f,, einer
verallgemeinerten t-Verteilung GMt(nhy,1,p,n"td,, c,,nB,) (vgl. Bemerkung 6.11):

C

_r nhn — P . _p _ _ _nhp
faly) <7 QH(T +1)(sp[Bnldn) " (14 p~" (sp[Buldn) " [ly — ealF) 72",
i=1
wobei ¢ € N mit ¢ > £ ist. Nach Voraussetzung sind a, := 78 15, (e + 22;”) > 0 und

b, = sp[B,|d, > 0 konvergente Folgen mit den Grenzwerten ag > 0, by > 0 und es gilt

_P nhnp
Faly) < nanbn® (14 (pba) " ly — eal )72
Fiir alle y € BS(cp) existieren dann Konstanten ¢ > 1 und M < oo, so dass fir alle n > ng gilt

fa(y) < Mnfq3.

Insbesondere gilt somit der erste Teil der bendtigten Voraussetzungen. Andererseits existiert eine Kon-
stante M < oo, so dass fiir alle n > ng gilt

M

) < el =2

oz =:g(y) fiir alle y € B(co).

Damit folgt der zweite Teil, da die Majorante g integrierbar ist. Somit sind die Voraussetzungen fiir
den Satz von der dominierten Konvergenz erfiillt und es folgt die Behauptung. o

Es sei M ein k x [ Matrix mit Rang[M] = [. Wir bezeichnen mit Pg(ys) die Projektion M(M!M)=tM?
auf den Bildraum R(M) und mit Py die Projektion I, —M (M*M)~' M" auf den Nullraum N(M) der
linearen Abbildung M. Des weiteren bezeichnen wir mit M+ die Moore-Penrose Inverse (M*M)~!M*
von M.

Lemma 6.19 Es sei X € R"*P gegeben. Dann gilt

B, = lim B, =Z"X,

T—00

< 1
lim Z*T = 7XtPN(Z)X.
n

T—00

!
[
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BEWEIS : Unter den Voraussetzungen des Satzes 6.12 gilt
Sy, = 8o+ (Xy = Z,A0)' QN (X, — Z, Ay),
Ay, = Ao+ MoZIQTH (X, = 2, Ag),

A., = My — MoZI ! Z, M,

77

r

~ 1
5o = splA, (— 227, —
per = sp| *(rn T a4

Die umfangreichen algebraischen Berechnungen, die zu den Grenzwerten

S, = lim r7'S, = X'Pyz)X,

T—00
A, =lim A, =Z"X,
A, = lim rA, = (Z2'2)7",

1 L
5, = lim rp,, = sp[A.(=2'Z — Z'7))
n

fithren, werden im Lemma 6.25 im Anschluss an diesen Abschnitt dargelegt. In Lemma 6.25 zeigen wir
auBerdem Z A, = X und S, = (X — ZA,)"(X — ZA,) fiir

Insbesondere folgt nun mit lim A, 1 %g* und

B, = lim B, = lim A, + lim ZF— " 1,,(X, - Z,A, )= A, = Z*X,
r—eo r—00 r—00 a+rn
¥, = lim f)*r
~ o 2 ~ o . ~
i 2P p T g (rn) (X, — Z A (X, — Z,A..)
rocoa+rn+1 " rooo (at+rn)(at+rn+1) " !

1 . N
lim —— (X, — Z, A, )'(X, — Z, A,
+ngoa+m+1( BN )

1 — _
= ﬁ(X —ZANNX - ZA,) = XtPN(Z)X
die Behauptung. a

Lemma 6.20 FEs sei X € R"*P gegeben. Dann gilt
By = lim By, = 2% X + 2% Cp) Doy Py By Dot Ol Pre2) X

_ . 1
Spe) = MmN = —X* Pz I + Cro) D) Py, B Dot Ol Pr ) X,

mit D) = (C[tv]Z(ZtZ)_lth[v] + B[U]B[tv])_% fir alle [v] = (C[U],B[U]) € [D].

BEWEIS : Es sei [v] = (Cpy, Byy)) € [D] fixiert und fiir alle 7 € N sei v, ein Element der zugehérigen
Aquivalenzklasse. Unter den Voraussetzungen des Satzes 6.12 gilt

S, = So + (Xy — Z,A0)' QN (X, — Z, Ag),

v

A, = Ao+ My ZO (X, — Z, Ay),

%,

A, = My — MyZ!Q, !} 7, M,

s vr

m —

Z.7,)).

-1
Oy, = A, (—2Zt7, —
P = 51| T(T’/l " a+rn
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Die umfangreichen algebraischen Berechnungen, die zu den Grenzwerten

g[v] = lim r—ls’m = XtPN(Z)(In + C[v]D[v]PN(D[U]B[U])D[v]C[ty])PN(Z)X7

T—00

Z[U] = lim Ayr =7ZtX + Z+C[v]D{u]PN(DMB[U])D[v]cfv]PN(Z)Xa

Apy = lim &, = Z%(In = Oy Dyt oy 51) Pl Clap) 2

_ . - — 1 St=
Pl = rlggo TPor = Sp[A[v](ﬁZtZ —Z Z)]

mit Dy, = (C},,Z(2'2)~' Z*Cy,) + By B[tv])_% fithren, werden im Lemma 6.26 im Anschluss an diesen

Abschnitt  dargelegt. In Lemma 6.26 zeigen wir auflerdem 7Z[v] = X und
Si) = (X — ZAy,)) (X — ZA},). Insbesondere folgt nun mit lim Ay' = 2., und
= s o . oo = i —
B, = lim B, = lim A, + lim ZM (X = Z:Ay,) = Aps
T—00 r—00 r—oo a + 1n
i[v] = lim iv,,.
T—00
~ N 2 . o ~ o o -
— im 2P fov gy (rn) (X, - Z, A )X, — Z, A, )
rmoa+rn+1 " rooo (a+rn)(a+rn+1) " v
1 - -
m —— (X, — Z,A, (X, — Z,. A,
+ Jim o D ")
1 — _
= E(X - ZA[U})t(X - ZA[U])
die Behauptung. O
Im Folgenden bezeichnen wir fiir jedes i = 1,...,n und fiir alle X € R"*?, B € R¥*P mit F]%’X die

empirische Verteilung der Werte (X3 — Z1B+ Z;B, ..., X,, — Z,B + Z;B).

Lemma 6.21 Es sei X € R™*? mit | X' Py 2 X| > 0 gegeben. Dann gilt firi=1,....n

P, ﬁf’%ﬂX fiir v — oo
und fir alle [v] € [D]
Pm, w, F%[va fiir r — oo.

BEWEIS : Es sei [v] = (Cl,, Bpy)) € [D] fixiert und fiir alle 7 € N sei v, ein Element der zugehérigen
Aquivalenzklasse. Unter den Voraussetzungen des Satzes 6.12 gilt fiir i = 1,...,n

™

~ ra 1 ™m 1
Pivr = [*er] + [ Z Gijvr]~

a+rnr a+rnrn

Jj=1

Wobei unter der Annahme X, = 1, ® X und Z, = 1, ® Z in der zweiten Summe die ersten n
Summanden r-mal auftreten, da unter der Annahme A.6.2

Gy — OX,—(2;~2:) A, 5 higy, =0
PjUy GMt(Tn—l—l—k,l,p,hiijSvMXj _(Z] _Zi)A'ur) . hijvr > 0.
gilt. Wegen Lemma 6.26 existieren nun fiir alle [v] € [D] die Grenzwerte

Z[U] = lim A[v]r, g[v] = lim T_ls[v]r, Z[v] = lim TA[U]T,

r—00 —00 r—00
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wobei Z[w] eine positiv semidefinite und g[v] =Y, +H [v] fiir eine geeignet gewéhlte positiv semidefi-
nite Matrix Hv] (vgl. Beweis des Lemmas 6.26) nach Voraussetzung eine positiv definite Matrix ist.
Zusammen mit der a priori Annahme [ — k& > p sind damit die Voraussetzungen fiir das Lemma 6.18
erfiillt und es folgt fiir 7 = 1,...,n die schwache Konvergenz

6Xj+(Zi*Zj)z[v] = lim 5Xj+(Zi*Zj)A[v]r’

™00

Oy (A = T GME(rn L=k 1oy~ (Mg, )s 7 ), Xy + (2 = Z) A ).

T—00

Insbesondere folgt nun die Behauptung mit

. w 1< )
PiMT - n Z‘SX,A—(Zi—Zj)ZM fiir  — oo.
j=1

Analoge Schritte fithren auf Grund der Existenz der Grenzwerte der auftretenden Folgen (vgl. Lem-

ma 6.25) zu der Behauptung P;., — I:% « firr — oo 0

*

Lemma 6.22 Es sei X € R™*? mit | X' Py 2 X| > 0 gegeben. Dann gilt
lim k. =k, €[0,1] und lim ky) = kg € [0,1]

T—00 T—00

fiir alle [v] € [D]. Insbesondere gilt fiir alle [v] € [D]

k[v] >0 = g[v] =5,.

BEWEIS : Es sei [v] = (C[y), Byy)) € [D] fixiert und fiir alle r € N sei v, ein Element der zugehérigen
Aquivalenzklasse. Wir betrachten fiir X, = 1, ® X und Z, = 1, ® Z das Gewicht (vgl. (6.22))

P Qs 1 |Q[v]r‘ 5 |S[v]r| =t
k vlr — = = + 1+
. L‘[vlr T dp)r ( €2, | )'( S, | )

-1
P
2

(|§[u]r|>”+2’"

r'idy, ope (1)
+ _ il
2 ( 2, ) S|

webngen " e Ol
Insbesondere zeigen wir im Lemma 6.28 am Ende dieses Abschnittes

|Q*T| = Tk:h,*r und |Q[’U]7“ = T-k'f(’ﬂ[v]fq['v])h[v]r

fiir positive Folgen h., und hf,), mit den positiven Grenzwerten h, und hf,. Weiterhin gilt nun (vgl.
Annahme A.6.2) )

qu
— a9 I (ni[l] —1)!
o] =[] 1]
e = q ]a wnd S = ;[7]1 fiir alle [I] € [D].
Ay : A1yl v
[v] 'Ul(ni[v] — 1)' [v] Q™ —an 1:[1(77‘1[11] _ 1)|

Ferner existieren dann positive reellwertige Folgen g, (*, [v]) und g.([]], [v]) mit den positiven Grenz-
werten g(*, [v]) und g([!], [v]) fir alle [I] € [D], so dass der erste Teil der Behauptung aus

rntl—k

)2+1+

; 1 |Sporr|
ke = |97 (% [v]) (3

el (e =4 E \ |G, |

-1

rnt+l—k

rru+ (g —ay)

[Spirl\ =5
+ Z g-([1], [“])Tn[uﬁ(n[v]—q[v])% <§[l] |>
[elDN\{[v]} '
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und der Eigenschaft g[v] =S, +H (v fiir eine geeignet gewihlte positiv semidefinite Matrix Hy, (vgl.
Beweis des Lemmas 6.26) folgt, wobei S, = n¥, nach Voraussetzung positiv definit ist. Insbesondere
gilt lim kp,j, = E[v] =0 fiir |§[v]| > |S.], so dass der zweite Teil der Behauptung folgt. ]

T—00

Satz 6.23 Fs sei X € R™*P mit |XtPN(Z)X\ > 0 gegeben. Dann sind die selbstinformativen Grenz-
werte B, 3, P; der Bayesschen Schitzungen der Parameter B, ¥ und der Verteilung P; firi =1,...,n:

B = (Z'2)7'7'x,

- 1

Y = —XYI,-2(Z'2)7'ZH)X,
n

P, =

1 n
— 1) =.
n Z Xj—(Z;—-2)B
Jj=1
BEWEIS : Die Bayesschen Schitzungen fiir B,% und P, i = 1,...,n, sind (vgl. Satz 6.12)
Br = Z vaBvT7 i'r = Z k’vri’vrﬂ pir = Z k’Urjji’Ur'
v €Dy vr €D, vr €D,

Dann existiert eine von r unabhéngige Menge [D] (vgl. Lemma 6.15 und 6.17), so dass fiir die Bayes-
schen Schétzungen mit dem speziellen Wert X™ =1, ® X

By = ke, By + > kg Buges Sy = ke, Tap Y ke Py = R Po + D K Py
[v]€[D] []elD] [v]€[D]

gilt. Weiterhin existieren wegen Lemma 6.19 - 6.22 fiir  — oo die Grenzwerte der Folgen (k. )ren,

(B*T)TGIN?(E*T)TGIN7 (E*T)TEIN und (];[U]T‘)T‘EIN7 (B[’U]’I")T’GNV(S['D]T)TGIN7 (pi[v]r)TG]N fiir alle ['U] € [D] und
es folgt

lim BT = lim Z vaBUT ZE*E* + Z E[U]E[v],

el " veD, [v]€[D]

lim ir = lim Z kvrivr = k.2, + Z E[v]i[v]v

e T veD, [v]€[D]

lim Py = lim Y ko P, =k Fp o+ Y Ryl o
e " eD, [w]e[D]

[+ fiir F[v] =S, (vgl. Lemma 6.26). Falls E[v] positiv ist,

) i[v] = i[*], FL =F und somit die Behauptung.

Insbesondere gilt fiir alle [v] € [D] nun By,
] Bl X B X
O

folgt wegen Lemma 6.22 dann By, = B,

Bemerkung 6.24 Die selbstinformativen Grenzwerte fiir die Parameter B und ¥ entsprechen somit
den MLS’en bzw. Kleinste Quadrate Losungen in einem multivariaten normalen linearen Modell (vgl.
Abschnitt 4.6.3). Damit sind die selbstinformativen Grenzwerte fiir B und ¥ in dem semiparametri-
schen linearen Modell unabhéngig von der Wahl der a priori Parameter der Normal-Wishart-Verteilung.
Dagegen wéhlten wir als einen a priori Parameter fiir den Dirichlet Prozess eine Normalverteilung, was
fiir eine Abhéngigkeit von der a priori Verteilung des Dirichlet Prozesses spricht. Andererseits ist der
selbstinformative Grenzwert der unbekannten Randverteilung immer eine vMLS nach Gill (vgl. Bemer-
kung 6.8) und in einigen Fillen auch eine vMLS nach Kiefer und Wolfowitz (vgl. Bemerkung 6.5), so
dass wir keine Aussage zum Einfluss der Wahl der a priori Parameter fiir den Dirichlet Prozess geben
konnen. Im néchsten Abschnitt betrachten wir abschliefend das semiparametrische Lokationsmodell,
in dem die drei vorgestellten Ansétze eine identische Losung liefern. O
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Algebraische Berechnungen
Lemma 6.25 Fir alle r € N seien (vgl. Annahme A.6.2)
S.. = S0+ (X, — Z,A0)' QN (X, — Zr Ao),
A, = Ag+ MoZIQ (X, — Z, Ag),
A, =My — MyZ!Q; ' Z, My,
< 1., mo ot

5. = splA, (— 287, — 7. 7.)].
Pr,. = sp[ v(m , P )

Dann existieren die Grenzwerte

S, == lim 15, = Xthxr(z)X7

r—00

A, = lim A, =Z"X,

T —00

A, = lim T‘A*T = (Z'SZ)fl7

r—00

1 e
p. = lim rp., = splA(-2'7Z - 7'7))
n

und es gilt ZA, = X sowie S, = (X — ZA,) (X — ZA.). Weiterhin ist A, eine positiv definite Matriz.
BEWEIS : Fiir die Matrix Q. := Z,,MOZ;S + Ly gitmit X, =1, X und 2, =1, 7
XL X, = X! (L — Z,(My ' + 282,) 1 21X,
=r(X'X - X'Z(r My + 2t 2)7 2 X).

Insbesondere folgt dann mit Py (z) :=I,, — Z(Z'Z)"'Z" wnd Z* = (Z2'Z)~* Z*

X'PyX = lim r ' XIOTX,
My'ZtX = lim ZIQ]'X,,
My* = lim Z!Q;'Z,,

(2'2)7" = lim r[My — MoZ!, ' Z, Mo).

Zusammen mit
rtS,, =17 Sy + X, — Z,40) QX — Z,Ag)
=r 1Sy +r AL ZIQ N 2 A — T XIQ T 2, Ag — r TP AV ZEO T X + T XX

A, = Ao+ Mo ZIQTH (X, — Z,Ag) = Ao — MoZEQ 1 Z, Ao + Mo ZIQ 1 X,
A,, = My — MyZ!Q 1 Z, My,
- 1 ™M —=t—
pe, = splrA,, (—ZLZ, — Z, 7,
s, = sp[rBs, (— 2, s )]

folgt nun der erste Teil der Behauptung. Unter der Voraussetzung Rang[Z] = k ist die Matrix
A, = (Z'Z)~! positiv definit. Weiterhin folgt wegen 1,, € R(Z)

nZA, =174, =122t X = 1) X = nX,

und aus der Eigenschaft Py (z) = Pn(z)Px(z) der Projektionsmatrix Py(z)

5. = X'Prnz)X = X' Pz Py X = (X — ZA.)H(X - ZA,)

der zweite Teil der Behauptung. o
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Lemma 6.26 Es sei [v] € [D] beliebig fiziert und fiir alle r € N sei v, ein Element aus der Aquivalenz-
klasse mit dem Reprisentanten [v]. Weiterhin seien (vgl. Annahme A.6.2)

Sy, = So + (X, — Z,40)' 0 (X, — Z, Ao),
/L,r = AO + MOZiQ'Erl(XT - ZTAO)’
A'Ur = My — MOZ;EQ;TIZT’MO’
- 1 ™m —=t=
by, = sp|A, (—ZZ, — 7.7,
Pv, = sp| (rn , P )l

Dann existieren die Grenzwerte

g[v] = lim r*1§UT = XtPN(Z)(In + C[v]D[v]PN(D[U]B[,U])D[u]c[tv])PN(Z)Xa

T—00

Ay = lim A, =ZTX + Z 7" Co) D1 Px(Dyyy B Pt Clo P2 X,

T—00

Apy = lim 1A, = Z*(In = Cy Dy P(py 5, P Cl) (21",
Py = lm rpy, = sp[zm(%ztz ~7'7)]
mit D) = (C’fv]Z(ZtZ)’thC[U] + By B[tv])’%, Weiterhin ist A, eine positiv semidefinite Matriz und
es gilt ZAp) =X, Sy = (X — ZAp) (X — ZAy,) sowie Sp) = S, & Apy = A,
BEWEIS : Dazu betrachten wir die Matrix
Q, = Z,MoZ; + Ko, = ZMoZy + I + Co, (By, By, — I, )C,, .
Es sei nun W, = B,, B}, —1I,, und J, die ¢ x ¢ Eins-Matrix. Dann gilt

W’L):l = Dmg[(nlvr - 1)_1Jn1vra cee (n(Iurv'r‘ - 1)_1an,,ﬂr} - Invr~

Ferner gilt Q. = Z,MyZ! + I,.,, so dass wegen (A~ +CB~1C") "1 = A— AC(C'AC + B)~1C*A (vgl.
Humak (1977), S. 480, A 1.21)

O, =0 -1, (Cy Q1 C,, + W IO O
= '+ 'c, H'CE o)t

folgt, wobei H,, = Ct Z.(My ' + 2t 2,)"' ZLCy, + By, Diag[t——, ..., 7=~——|B! ist. Insbesondere
folgt nun wegen C’fv}Z =C} Z, und By, = By,

H ' =r[Cl Z(r My + 2'2)~' 2'Cy,) — By, Diag|
: [v] 0 [v] = Bl] R — 1 Mgyte] — L

= r[Qpjr — Bp) L By ™

wobei die Matrizen

1
Quuir 1= ClyZ(- Mg + 2'2)7 2" Cyyy + By By,
T

Ly}, = 14 + Diag] ey
! M =17 ng e — 1
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fir alle » € N und Qp := C’fv]Z(ZtZ)*thC[U] + B[U]B[tv] auf Grund der Eigenschaft
Rang(C[tv]ZEB[v]) = Ny (vgl Lemma 6. 10) und der Annahme n;p, > 1, @ = 1,...,q[), positiv de-
finit sind. Ferner gilt nun Q[ = hm Q . und 0 = hm L[ - Damit folgt

Jim 7™ 'H, N = = lim Q) — Qpup Bl [Bl Qg Bro) — Lig, )™ B @y,

= Q) — Q' By (BLQ;} Bl lBt]QM

Fiir D[U] = Q[v

Nl=

§ und Pxog, ) = 1 = Dio) B (Bl D D By )~ By Dy silt somit

. —17r7—1
lim r H’Ur = D[v]PN(D[v]B[v])D[”]'

AuBerdem folgt nun wegen My 'Z+C,; = lim rZ!Q;1C,, und C[tv]PN(Z)X = lim C} Q7'X, (vgl
T—00 T—00
Lemma 6.25)

lim 7' X1 X, = X'Py2)X + X' Px(2)Clo) D) Pix KDMBM)D[U]C[tv]P[N](Z)X,

lim Z30, X, = My 25X + Mg 27 Clo Dy Prpy, 1) P Cloy Pr2) X
lim Z:Q,'Z, = M,
lim T[MO — M()Zf,Q;TlZTMo] = (ZtZ)71 — ZJFC[,U}D[U]PN(D[U]B[V])D[U]CFU](ZJr)t.

T—00

Zusammen mit

1S, = Sy +r YAV ZEO 2, Ag — r T X N 2, Ag — r TP ARZEQ T X+ r T XX
Ay, = Ao+ MoZLQ N (X, — ZoAo) = Ao — MoZL0, M Z, Ao + Mo ZEQ 1 X,
A, =My — MoZ!Q,  Z, My,
5 - 1 ™M o —=t—
TPv, = Sp[TAvT(EZf-Zr T o _’_TanZr)]

folgt dann der erste Teil der Behauptung. Weiterhin ist Z[v] positiv semidefinit, da fiir alle » € N die
Matrizen A[v],. positiv semidefinit sind. Unter der Voraussetzung 1,, € R(Z) folgt
nZ Ap) = 1,2Aw) = 1,227 X + 1,227 Cla) Dio) Pr(py 81 Pt Ol Prn X
= ]lt X + 1! C[U]D PN(D[U]BU])D[U]CEEU Py Z)X
= ]]_t X + ]].t U]B[U]D PN(D[v]B ])D[’U]C['U]PN Z)X = ]]. X = TLX

wobei die zweite Identitit wegen ILRM =C'l, = BUILqM gilt. Weiterhin folgt

Sty = X" Px(z)(In + Co)Dpu) Px(Dy,y By Do) Clag) P 2) X

= X" Pr(z)(In + Clo) Dpu) (D4, Bi) P Do Dio) (D1 By P Clag ) P2y X
= X' Pr(z)(In + Co) Do) P01y By 1ot (Dp] = Bioy Bl Do) P01y By 1wt Clay) P2y X
= X"Px(z)(In + Clo) D1 Px(Dy,: B1y) D1 Cloy P 2) Clo) D1 Pr(Dy By ) D1 Clog) Pz X

= (X - ZAu) (X - ZAy),

wobei die zweite Identitdt aus der Eigenschaft PN(D[v]B[v]) = PN(D[U]B[U])PN(D[U]B[U]) der Projekti-

onsmatrix Px(py, B,,,), die dritte Identitdt wegen Dy, By, € N(DyyBpyy), die vierte Identitét wegen

[v]
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D;Q = Cépgg(z)cv +BUBf) mit PiR(Z) = ZZ* und die fiinfte Identitit wegen PiR(Z) = PiR(Z)PiR(Z) und
Px(z)Px(z) = 0 folgt. Insbesondere folgt

5., = 5.
< X"Pyy(2) Clo) D) Px (1,1 B,y P Cloy P2y X = 0
& X" Poi(2)Cl) Dio) Px(pyy 810p) Pt Coy Pri2) Pr(2) O Do) P (D 31y P iy Pz X = 0
< Pr(2)Cro) D) Pu (D1, B,y P Ol Pr(2) X = 0
< 27 C Dy Px(Dyy By Ppo) Oy P X =0
& Ay = A,
dabei gilt die erste und letzte Aquivalenz wegen Lemma 6.25 sowie die zweite Aquivalenz in Analogie

zu der vorherigen Betrachtung. Die Matrix in der dritten Zeile ist positiv semidefinit, so dass die dritte
Aquivalenz folgt. Die vierte Aquivalenz gilt nun mit Rang(Z) = k. |

Lemma 6.27 Es sei Z eine n X k Matriz mit r[Z] = k < n und M eine positiv definite k X k Matriz.
Dann gilt fir aller e N mit Z, =1, ® Z

Lo + Z,MZ,.| = |1, + 7ZMZ"|.
BEWEIS : Der Beweis erfolgt mittels vollstandiger Induktion nach r, wobei

L 1yn + Zr i MZ] 44|

=\Ion + Z,MZ (I, + ZMZ") — ZM Zt (I, + Z, M Z') "' Z, M Z"|

=L+ Z,MZ||I, + Z(M ™ +rZ2'Z)"' 2|

=L, +7ZMZ|I, + Z(M ™' +r2t2)"* 2%

= (I, +Z(M ™ +r2'2) ' 21, +rZMZ"))

=L, +rZMZ" + ZMM Y (M~ +rZ'2) ' 2t + ZMrZ' Z(M ™ +rZ'Z) "1 21|
=L, +rZMZ' + ZMZ'| = |I, + (r + 1) ZM 7).

der Induktionsschritt von r nach r + 1 ist. O

Lemma 6.28 Es sei [v] € [D] beliebig fiziert und fiir alle v € N sei v, ein Element aus der Aquivalenz-
klasse mit dem Reprisentanten [v]. Weiterhin seien (vgl. Annahme A.6.2)

O, = Z,MoZ! + I und Q= Z,MoZl + K, .

Dann existieren konvergente positive Folgen (hy, )ren, (Rjr)ren mit den positiven Grenzwerten h.,
bzw. hp, und
|Q*T‘ = h*rrk sowie |er| = h[v]rrki(n[v]iq[v])-

BEWEIS : Es seien \q,. .., \; die positiven Eigenwerte der positiv semidefiniten Matrix ZMyZ!. Dann
folgt der erste Teil der Behauptung wegen Lemma 6.27

k k
Q.| =, +rzMzt =1 D=r"TTE=+N).
Q.| = I+ rZMoZ"| = T](1 + r)i) TH(TH)

i=1 i=1
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Ferner gilt fiir alle » > k mit Z; = 1; ® Z fiir alle l € N (vgl. (6.16))

@, | = (ZkMOZ};—kak ZuMoZt_, )
vt Zr_ Mo Z} Zr i MoZ!_ )+ Tiiyn ) |

Insbesondere folgt dann

|QUT‘ = ‘I(rfk)n + ZT'—kMOZ:_k|
|[(U,c + Z;CM()Z}C — ZkM0Z:7k(I(r,k)n + ZT,kM0Z:7k)_IZT,kMoz]€|.

Es sei nun M, = My + (r — k) Z*Z mit lim rM ' = (Z!Z)~', dann folgt

Ko, + ZeM7 ZE| = | Ky, + ZMoZ), — ZyMoZE_(Lip—yyn + Ze—kMoZt_}) ™' Z,_ s Mo Z},|

und somit [, | = [Qu, || Ky, + ZeM,; 1 Z}|. Weiterhin gilt

)

Ky, + ZiM; 2| = ‘(Cf”“z’“Mr_ 1Z{Co, + BB, CLZMVZIT,, )

C, ZM 1 ZLC,, Co Zk M ZEC oy + Ty,

L= =t —t = . .
wobei C,, C,, = I, — C,, C}, und C,, Cy, = Ijn_p,,, ist. Ferner seien nun

Q[v],« = CFU]ZTMr_lth[U] + B[U]B[tv],
Hiyy = ClyZM Z'Clyy + B By = 77 (Qpyr + (r — 1) By Bl

—t _ J—
Glojr = Tkn—quy + Cu, ZLMV ZEC,, — (Cy, 2, M1 ZLC,, ) H win(Co ZkM T Z(T ).

Dann folgt
‘err-‘ = |Q*r7k||H[7J]T||G[’U}T|)

wobei in Analogie zum Beweis des Lemmas 6.26 die Matrizen Q| fiir aller € N positiv definit sind und
lim r~ Q[U]T Q[ ] sowie lim r~ H[_]lr = Dy, ]PN(DMB ])D[U] mit Dy, Q[ ] gilt. Weiterhin folgt

T™—00 T— 00

damit lim G}, = Ign— n[ .- s selen nun A7 )\ZM die positiven Elgenwerte der positiv semidefiniten

r—00

Matrix QMT [U]B[U]Q[v]r' Dann folgt

-

[ Hje| = 170 Qpuir 1T + (r = 1)@, By By 1Q[v1r|’
q[v]
1 -1,
— ,',,(I[U]—n[v] |Q[’U]T“ H(; + " r )\I;)
i=1
r—k

Zusammen mit lim G, = Ign— "y und Q. . = rk Hf:1(% +

r—00

—= ;) fiir die positiven Eigenwerte
A1, ..., A, der positiv semidefiniten Matrlx ZMOZt, folgt nun wegen

q[o)

k
—k;
e [+ 0 TG+

i=1 i=1

1 .
r>|Q[v]r| |G[v]r|

‘va- =

der zweite Teil der Behauptung. a
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6.5 Semiparametrisches Lokationsmodell

Es seien X1,...,X, unabhingige Zufallsvariablen mit Werten in R” und identischer unbekannter
Randverteilung P iiber (RP, £F). Des weiteren nehmen wir an, gelte

EX,=u CovX;=3% i=1,...,n.

Der Vektor u € R? sowie die p x p Matrix ¥ sind unbekannt. Insbesondere ist dies nun der Spezialfall
Z = 1,, des multivariaten semiparametrischen linearen Modell (vgl. Abschnitt 6.1).

Satz 6.29 Es sei eine Beobachtung X = x mit X ~ Py und 0 € © gegeben. Die eindeutig festgelegte
verallgemeinerte Mazimum-Likelihood-Schitzung 0(z) = (i(z), G(z)) nach Kiefer und Wolfowitz ist
gegeben durch

1 n
Zml und G fz wi—fi(x) fiir 2t = (24, ... 2t).

n

BEWEIS : fi(x) ist die einzige Losung der Gleichung 7 = Zy fiir p € R? und Z = 1,, (vgl. Bedingung
1 im Satz 6.3). Somit folgt mit Satz 6.3 die Behauptung. a

Satz 6.30 Es sei eine Beobachtung X = x mit X ~ Py und 6 € © gegeben. Die eindeutig festgelegte
verallgemeinerte Mazimum-Likelihood-Schitzung 0(z) = (i(x), G(x)) nach Gill ist gegeben durch

sz und G Zéﬂ () fu'ra:tz(xﬁ,...,a:fl).

BEWEIS : fi(x) ist die einzige Losung der Gleichung T = Zu fiir p € R? und Z = 1,, (vgl. Bedingung
1 im Satz 6.7). Somit folgt mit Satz 6.7 die Behauptung. m]

Bemerkung 6.31 In dem vorgestellten Lokationsmodell ist die gemeinsame Verteilung Py' des Vek-
tors X = (X1,...,X,,) das Produkt identischer Randverteilungen Py. Wéhlen wir hier als Parame-
trisierung, dass die Randverteilung P einer Zufallsvariable X; unbekannt ist und in der Menge aller
Wahrscheinlichkeitsverteilungen P, mit endlichem zweiten Moment variiert, so beschreiben wir offen-
sichtlich auch das vorgestellte Lokationsmodell. Insbesondere ist nun die Menge P eine Teilmenge der
Menge P aller Wahrscheinlichkeitsverteilungen. Fiir jede Beobachtung z™ = (zf,...,z%)t € R"*? ist
die eindeutig bestimmte vMLS in der Menge P nach Kiefer und Wolfowitz sowie Gill die empirische
Verteilung (vgl. Kapitel 5)

Damit ist Fyn auch in P, die eindeutig festgelegte vMLS nach Kiefer und Wolfowitz oder Gill, da Fyn
auch in der Menge P liegt. Weiterhin sind dann (u, ) abgeleitete Parameter (u,X) = ¢(P) und die
vMLS (71,3) = ¢(Fy») im Sinne von Kiefer und Wolfowitz sowie Gill entspricht dann den bekannten
Kleinste Quadrate Losungen. O
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Satz 6.32 Es sei X € R"*P mit |XtPN(LL)X| > 0 gegeben. Dann sind die selbstinformativen Grenz-
P;

werte [, 3, der Bayesschen Schitzungen der Parameter p, 3 und der Verteilung P; firi=1,...,n:
B 1 n . 1 n ., B o 1 n
“:ﬁth Z:gZ(Xi—M) (X; —n), PZgZ(SXr
i=1 i=1 i=1

BEWEIS : Die Behauptung folgt direkt aus dem Satz 6.23 und entspricht dem Ergebnis von Bunke
(2002). O



Kapitel 7

Ausblick

Im Mittelpunkt dieser Arbeit steht der selbstinformative Grenzwert als eine Moglichkeit der Konstruk-
tion sensibler Schitzungen auf der Grundlage Bayesscher Schitzungen in Situationen ohne Vorliegen
einer Vorinformation sowie als eine Verallgemeinerung des Maximum-Likelihood-Prinzips. Wir ha-
ben gezeigt, dass unter Regularitdtsbedingungen in einer Vielzahl gewdhnlich betrachteter Modelle fiir
diskrete oder absolut stetige Zufallsvariablen mit stetiger Dichte im unbekannten Parameter der selbst-
informative Grenzwert unabhéngig von der Wahl der a priori Verteilung ist und einer MLS, falls diese
existiert, entspricht. Des weiteren konnten wir erste Einblicke in das Verhalten des selbstinformativen
Grenzwertes in Modellen mit nicht dominierter Verteilungsfamilie gewinnen. Jedoch ist bisher eine
Allgemeinheit der Aussagen in Analogie zu dominierten Verteilungsfamilien sowohl in der Frage der
Abhéngigkeit von der a priori Verteilung als auch des Zusammenhanges zu bekannten verallgemeiner-
ten Maximum-Likelihood-Schéitzungen nicht erreicht. So basieren die vorgestellten selbstinformativen
Grenzwerte auf der a priori Annahme eines Dirichlet Prozesses als zufélliges Wahrscheinlichkeitsmaf,
wobei die Abhéngigkeit von dieser a priori Annahme z.B. in dem vorgestellten semiparametrischen
linearen Modell nicht geklért ist. Ebenso ist die Existenz eines nicht trivialen selbstinformativen a po-
steriori Trégers fiir die Folge der a posteriori Verteilungen unter der a priori Annahme eines Dirichlet
Prozesses ungeklirt. Alternativ zum Dirichlet Prozess erscheint die Betrachtung einer a priori Gewich-
tung auf dem messbaren Raum (P, B p) vielversprechend (vgl. Bemerkung 5.5). Da unter der Annahme,
dass X polnisch ist, auch der Raum P versehen mit dem Prohorovabstand dp polnisch ist. Insbesondere
ist dann die Existenz einer a posteriori Verteilung auf B p gesichert. Weiterhin basieren die betrachte-
ten Modelle auf der Annahme, dass die zugrunde liegenden Zufallsvariablen unabhéngig sind. Dies ist
aber in vielen Situationen nicht gegeben. Haufig ist davon auszugehen, dass eine Abhéngigkeit zwischen
den einzelnen Zufallsvariablen vorliegt, was zum Beispiel mit Hilfe der Zeitreihentheorie beschrieben
werden kann. Es stellt sich natiirlich die Frage, in wie weit die Methode des selbstinformativen Grenz-
wertes als auch die vorgestellten verallgemeinerten Maximum-Likelihood-Methoden {ibertragen werden
koénnen.
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