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1 Einleitung

In der vorliegenden Arbeit beschéftigen wir uns mit der Charakterisierung der Losungen
von Gleichungen der Form f(z) = y, wobei f eine Lipschitzstetige, nicht notwendigerweise
differenzierbare Funktion ist. Speziell sind wir an Aussagen iiber die topologische Struktur
der Urbildmengen f~!(y) interessiert, wenn z und y dieselbe endliche Dimension besitzen.
Dabei geht es vorrangig um die (fiir Verfahren und Struktur wichtige ) Isoliertheit von
Nullstellen - fiir solche Funktionen noch nicht studiert und im Gegensatz zum glatten
Fall hier nichttrivial. Bisher war bekannt, daf} fast alle Bildpunkte nur isolierte Urbilder
besitzen konnen und daf dies in relevanten Spezialfillen auch fiir simtliche Bildpunkte
gilt.

Um die Inversen zu studieren, werden gewisse Lipschitz-Eigenschaften der Multifunktion
f~! vorausgesetzt. Sie bilden eine Abschwiichung der bekannten strengen Regularitit im
Sinne von Robinson (siehe [36]) bzw. der Regularitit in Clarke’s Inversen-Satz ([7]).
Hinreichende und notwendige Bedingungen fiir diese abgeschwéchte Regularitit kann man
auf spezielle Problemklassen anwenden (z.B. auf die sog. Kojima-Funktion, deren Null-
stellen die kritischen Punkte eines Optimierungsproblems charakterisieren).

Die Beschreibung der Losungen einer Gleichung der Form f(z) = y wurde von sehr vielen
Autoren auf unterschiedlichsten Verallgemeinerungsebenen behandelt. Das wahrscheinlich
dlteste Regularitidtsergebnis stammt von Graves und Lyusternik (dazu siehe [15]):

Es sei f: X — Y eine stetig differenzierbare Funktion zwischen den Banachriumen X
und Y. Dann existieren Lésungen der Gleichung f(x) = y fir y "nahe an f(Z)”, falls
Df(z) surjektiv ist.

Der Beweis bildet auch heute das allgemeine Schema fiir Regularitéitsaussagen, obwohl
mit viel schwécheren Forderungen an Differenzierbarkeit und Eindeutigkeit operiert wird.

Unser wichtigster Begriff ist die Pseudo-Regularitét einer Abbildung. Wir definieren ihn
als die Pseudo-Lipschitz Eigenschaft des inversen Operators.

Diese Eigenschaft (die letzlich die Surjektivitit einer linearen Abbildung lokal und nicht-
linear verallgemeinert) wurde von Aubin in [2] und [3] eingefiihrt. Sie hat viele Na-
men in der Literatur: Metrische Regularitét (in [35] von Robinson zur Beschreibung des
Lipschitz-stetigen Verhaltens von zuldssigen Mengen in parametrischer Optimierung be-
nutzt); Aubin-Eigenschaft (siehe [11]); Offenheit mit linearer Rate. Die Aquivalenz zwi-
schen der metrischen Regularitidt und der Offenheit mit linearer Rate wurde in [9] und [17]
gezeigt. Die Aquivalenz zwischen der metrischen Regularitit und der Pseudo-Regularitit
wurde relativ spédt bekannt (wahrscheinlich zum ersten Mal in [6] und [32]).

Im Hinblick auf die Optimierung ist interessant, daf} diese Regularititsbegriffe im glatten
Fall gleichbedeutend sind mit gewissen constraint qualifications fiir die entsprechenden
Mengen der zulédssigen Punkte (siehe [35]). Weitere Ergebnisse zu den Beziehungen zwi-
schen den oben aufgefiihrten Begriffen findet man in [8], [10], [29], [30] und [31].



Im ersten Kapitel der Arbeit werden die grundlegenden, hier benutzen Definitionen an-
gegeben und die wichtigsten Eigenschaften der benétigten Begriffe zusammengefafit.

Im zweiten Abschnitt wird die Pseudo-Regularitit dquivalent mit Hilfe von zwei verschie-
denen Richtungsableitunskonzepten charakterisiert. Das geschieht in der Form einer Sur-
jektivitdtsbedingung fiir sog. Contingent-Ableitungen bzw. einer Injektivitdtsbedingung
fiir sog. Co-Ableitungen. Dabei erweist sich das bekannte Ekeland’sche Variationsprinzip
als sehr hilfreich. Auflerdem definieren wir mehrere “Kategorien” der Pseudo-Regularitit.
Die Zugehorigkeit zu einem "Typ” wird durch die Gestalt der Funktion z(y) gegeben,
die eine Losung = (von mehreren moglichen Losungen) der Inklusion y € F(x) als eine
Funktion von y beschreibt. Wir geben einige Beispiele als Vertreter dieser Kategorien an.

Der Anfang des dritten Abschnitts ist einigen Eigenschaften von verallgemeinerten Rich-
tungsableitungen (Contingent-Ableitungen, siehe [1] und Thibault-Mengen, [45]) gewid-
met. Insbesondere sind wir an Kettenregeln und Formeln fiir partielle Ableitungen inter-
essiert, die z.B. bei Anwendungen auf die Kojima-Funktion von Nutzen sind.

Als néchstes studieren wir die Unterschiede der beiden Regularititskonzepte (strenge Re-
gularitéit und Pseudo-Regularitit) fiir lokale Lipschitz-Funktionen in endlichen Dimensio-
nen. Einen wichtigen Spezialfall bilden in diesem Zusammenhang stiickweise glatte Funk-
tionen wegen ihrer leicht zu handhabenden Gestalt. Unser Hauptanliegen konzentriert
sich auf die Formulierung von Bedingungen, die die lokale Endlichkeit der Urbildmengen
sichern.

Fiir den Fall beliebiger Lipschitz Funktionen wird dabei eine Art Dimensionslemma eine
wichtige Rolle spielen, das die Dimensionsgréfien des Urbildraumes und des Bildraumes
in Beziehung bringt. Im Falle gleicher Dimensionen werden wir als ein Hauptergebnis er-
halten, dafl - bei Richtungsdifferenzierbarkeit - die Nullstellen pseudo-reguldrer Lipschitz-
Funktionen isoliert sind.

Die Ergebnisse aus Kapitel 3 werden im vierten Kapitel auf die Kojima-Funktion zu einem
Optimierungsproblem iibertragen. Sind die Gradienten der eingehenden Funktionen lokal
Lipschitz und richtungsdifferenzierbar, kann man dann die Nebenbedingungen der Null-
Lagrange-Multiplikatoren streichen, ohne den Zusammenhang von strenger Regularitit
und Pseudo-Regularitit zu storen. Auflerdem untersuchen wir einen Newton-&hnlichen
Algorithmus fiir pseudo-reguldre Gleichungen.

An dieser Stelle mochte ich Prof. Dr. B. Kummer fiir die intensive Unterstiitzung und
zahlreiche Diskussionen wiahrend der Erarbeitung der Dissertation herzlich danken. Fiir
hilfreiche Bemerkungen bin ich dankbar Prof. Dr. D. Klatte (Universitit Ziirich) und W.
Gomez Bofill (Humboldt-Universitiat zu Berlin). Nicht zuletzt gilt mein Dank dem Land
Berlin (Promotionsstipendium gem. NaF6G) und dem Graduiertenkolleg ‘Geometrie und
nichtlineare Analysis’ der HUB fiir die finanzielle Unterstiitzung.



1.1 Grundlegende Definitionen und Beziehungen

Der Gegenstand unserer Untersuchungen sind Multifunktionen (auch mengenwertige Ab-
bildungen genannt). Im weiteren Verlauf dieses Abschnittes sollen X und Y Banachrdume
bezeichnen. Man sagt, dafl die Abbildung F': X — Y eine Multifunktion ist, wenn fiir
alle v € X gilt: F(z) C Y. Der Graph Gph F von F und die Urbildmengen F~!(y) zu
einem y € Y seien wie folgt definiert:

Gph F:={(z,y) e X x Y|y € F(x)},
Fi(y)={reXl|yeF(z)}

Wir nennen eine Multifunktion F' abgeschlossen, wenn der Graph Gph F' abgeschlossen
ist. Ein wichtiges Beispiel einer Multifunktion ist die inverse Abbildung f~! zu einer Funk-
tion f. Sie unterscheidet sich von allgemeinen Multifunktionen nur durch die Eigenschaft,
daf} ihre Bilder paarweise disjunkt sind.

Ahnlich wie bei Funktionen, spielen auch bei Multifunktionen ihre Stetigkeitseigenschaften
eine wichtige Rolle. Die néchste Definition stellt einige der wichtigsten Stetigkeitsbegriffe
fiir mehrwertige Abbildungen vor.

Definition 1.1 Es sei F': X — 'Y eine Multifunktion.

Man sagt, daf$ die Abbildung F' unterhalb stetig in einem Punkt 2° ist, wenn fiir jede
offene Menge Q C'Y mit F(2°) N Q # 0 eine Umgebung U von z° (U C X ) existiert, so
dafs gilt:

Flz)NnQ#0  Vrel.

Man sagt, daff die Abbildung F oberhalb stetig in einem Punkt 2° ist, wenn fiir jede
offene Menge Q C'Y mit F(x°) C Q eine Umgebung U von z° (U C X ) existiert, so dafs
gilt:

F(z)cQ Vo e U.

Eine Abbildung, die in einem Punkt x° unter und oberhalb stetig ist, nennen wir stetig

in 0.

Mit diesen Definitionen folgten wir C. Berge. Eine stirkere Version der Stetigkeit ist im
Falle einer Funktion durch die bekannte lokale Lipschitzstetigkeit gegeben. Wir mochten
diesen Begriff auf Multifunktionen iibertragen. Dazu gibt es mehrere Moglichkeiten.

Definition 1.2 FEs sei F : X — Y eine Multifunktion mit abgeschlossenen Bildern F(x)
fiir alle x € X. Man nennt die Abbildung F Lipschitz auf einer Menge U (U C X ), falls
eine Konstante L > 0 existiert, so daf$ gult:

d(F(z1), F(xs)) < L|xy — 23 Vo, 22 € U. (1.1)
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Die Konstante L heifst dann Modul der Lipschitzstetigkeit oder die Lipschitz-Konstante
von F'.

Dabei bezeichnet d(A;, As) den Hausdorff-Abstand d(A;, A3) der Mengen A; und A,
(Al, A2 C X)

d(Al,Az) = inf{e Z 0 | Al C Az —|—8BX, A2 C Al —|—€]BX},

wobei By die abgeschlossene Einheitskugel im Raum X ist und die Summe von Mengen
punktweise (im Minkovski-Sinne) zu verstehen ist. Der Hausdorff-Abstand eines Punktes
(aufgefafit als einelementige Menge) und einer Menge ist der gewohnliche Punkt-Menge
Abstand.

Wenn es keine Mifiverstéindnisse geben kann, lassen wir den Index des Raumes im Zu-
sammenhang mit dem Abstand weg. Ferner benutzen wir die Bezeichnungen IB° fiir die
offene Einheitskugel und S fiir die Sphére (im jeweiligen Raum).

Auflerdem definieren wir den Durchmesser diam A einer Menge A C X wie iiblich als:

diam A := sup{|z; — z2| | x1, 22 € A}.

Eine dquivalente Formulierung der Bedingung (1.1) lautet dann unter Benutzung des
Punkt-Menge Abstandes:

F(.Z'l) C F(I’Q) + L”.Z'l — I’Q”B Vxl,acg eU. (12)

Wenn F' eine Funktion ist, fallt die Lipschitz-Eigenschaft aus Definition 1.2 mit der lokalen
Lipschitzstetigkeit fiir Funktionen zusammen.

Sind die Bildmengen F'(z) nicht beschriankt, birgt die Definition 1.2 eine ziemlich starke
Beschriinkung in sich. Man stelle sich folgende Multifunktion F : IR — IR? vor: zu jedem
t € IR sei das Bild F(t) durch den Strahl gegeben, der im Nullpunkt beginnt und mit
der z-Achse im Bildraum den Winkel ¢ bildet. Die Abbildung F' ist nicht mal stetig im
Sinne des Hausdorff-Abstandes der Bilder, obwohl wir sie als "stetig” empfinden. Um
diese Diskrepanz zu eliminieren, wurde von Aubin in [2] der Begriff der pseudo-Lipschitz-
stetigen Abbildung definiert:

Definition 1.3 Essei F : X — Y eine Multifunktion und (z°,vy°) € Gph F. Wir nennen
F pseudo-Lipschitz in (x°,y°), falls es Umgebungen U von x°, V wvon y° und eine
Konstante L > 0 gibt, so daf§ gilt:

F(z1)NV C F(x3) + L|z1 — x2| B Vi, 29 € U. (1.3)
Ein anderer Name fiir solche Abbildungen wurde in [11] eingefiihrt. Man sagt dann, die
Multifunktion F' erfiillt die Aubin-Eigenschaft. Ein Vergleich mit (1.2) ergibt, daf es

sich hier um eine Stetigkeit, lokal eingeschrankt im Bildraum handelt.
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In [40] finden wir folgende Charakterisierung der pseudo-Lipschitz Eigenschaft:

Eine Multifunktion F' : IR" — IR™ mit abgeschlossenen Bildern ist pseudo-Lipschitz in
einem Punkt (z°,4°) € Gph F genau dann, wenn die Funktion f(z,y) := d(y, F(x)) lokal
Lipschitz in dem Punkt (z°,4°) ist.

Diese Beschreibung ist aber nicht geeignet, um die Pseudo-Lipschitz Eigenschaft der In-
versen F'~! von F' zu untersuchen.

Bemerkung 1.4 Wir erhalten zunéchst einige einfache Folgerungen aus dem Fakt, dafl
F in einem Punkt (z°,9°) pseudo-Lipschitz ist:

(i)

(i)

(iii)

Es gibt eine Umgebung U von z°, so dafl F(z) NV # 0 Vz € U.

Dazu sei V = 4° 4 eB® die Umgebung aus der Definition 1.3. Wir definieren dann
UalsU:= (:(:0 + %BU) N U. Aus der Definition 1.3 folgt:

y’ € F(x) + L|jz — 2°| B Vr e U.
Fiir 2 € U erhalten wir die Existenz eines y € F'(z) mit
ly =4’ < Llw — 2" <«
und es gilt y € F(z)NV.

Es gibt eine Umgebung W C X x Y von (2% 4°), so dafl F' pseudo-Lipschitz in
jedem Punkt (z,y) € W N Gph F ist (mit derselben Konstante L).

Fiir y° € F(2°) NV gilt:
d(y°, F(z)) < L|2° — x| Vr e U.

Dann sagt man, dafl F' Lipschitz unterhalb stetig im Punkt (2°, 3°) ist (vergleiche
mit Definition 1.1).

In der Definition 1.3 kann man die Bedingung (1.3) durch folgende &Aquivalente
Bedingung (mit z; aus X) ersetzen:

F(z) NV C F(as) + Llz1 — 2| B Vas €U Yy € X. (1.4)

Aus (1.4) folgt sofort (1.3). Umgekehrt: die Umgebungen aus (1.3) seien gegeben
durch U = 2° + 0IB° und V = 4° + ¢IB°. Wir definieren neue Umgebungen U’ und
V" wie folgt: U’ := 2° +6'B°, V' := y* + ¢IB° mit 0 < ¢’ < 6,0 < & < ¢ und
206" + &' < L4. Fiir ; € U und x5 € U’ folgt die gewiinschte Inklusion aus (1.3).
Wir untersuchen den Fall z; € X \ U. Es gilt: y° € F(z3) + L|z° — z3| B, also
erhalten wir



Fle))NnV'CV' =y’ +e'B° C F(xs) + (L' +€') B C F(x2) + (L6 — Ld')B C

C F(z2) + L|x1 — x2| B,

weil |z, —xo| > |21 —2°|—|zo—2°| > 6—0¢'. Mit anderen Worten: Der Punkt z; ist so
weit von x5 entfernt, dafl die ganze Umgebung V' in die Menge F(z2)+ L|z1 — z2| B
hineinpaft.

Beispiel 1.5 Wir betrachten folgendes Optimierungsproblem:
P(y) min f(z,y) mit z € F(y)

wobei F' eine mengenwertige Abbildung und y ein Parameter ist. Wenn F' in einem Punkt
(2°,9%) pseudo-Lipschitz ist, konnen wir Abschitzungen fiir Optimalwerte angeben, ins-
besondere besitzt die Abbildung ¥, die die Losungsmenge ¥(y) von P(y) beschreibt, auch
gewisse Lipschitz-Eigenschaften (siehe [43], [44]). Dies ist wichtig z.B. im Fall eines Zwei-
Ebenen-Problems (d.h. die Losungen von P(y) bilden die Eingangsdaten fiir ein zweites
Optimierungsproblem). Allerdings ist ¥ nur unter sehr einschrinkenden Voraussetzungen
(Lipschitz) unterhalb stetig.

Definition 1.6 Es sei eine Multifunktion F : X — Y gegeben und (z°,y°) € Gph F.
Dann heift F pseudo-regulir in einem Punkt (z°,4°) € Gph F, falls F~' pseudo-
Lipschitz in dem Punkt (y°,z°) ist.

Wenn zusditzlich die Mengen F~(y) NV fiir alle y € U einelementig sind (dabei sind
U und V die entsprechenden Umgebungen aus der Definition 1.3), dann nennen wir F
streng regulir in (x°,y°).

Wenn F' eine Funktion ist, kiirzen wir die Schreibweise ab, indem wir die Abbildung F
pseudo- bzw. streng requlir in x° nennen (anstatt in (2°, F(2°))).

Eine Charakterisierung der pseudo-Regularitét fiir Abbildungen mit abgeschlossenem und
konvexem Graphen ist durch den bekannten Robinson-Ursescu-Satz gegeben (bewiesen
unabhingig von Robinson in [35] und Ursescu in [46]):

Es sei FF : X — Y eine abgeschlossene Multifunktion mit konvexem Graphen und
(2%, 9°) € Gph F. Dann gilt: F ist pseudo-reguliir in (z°,y°) genau dann, wenn

y° € core Im F.
Dabei bezeichnet Im F' das Bild von F', und der core einer Menge A C X ist die Menge
aller Punkte x, so daf} gilt: Vz € X, z # x gibt es einen Punkt y, der auf der (offenen)

Strecke (z,z) liegt, so daB fiir die (abgeschlossene) Strecke [z,y] gilt: [z,y] C A. Zum
Beispiel ist der core der C'-Funktionen im Raum aller stetigen Funktionen leer.

Sehr interessant ist folgende Eigenschaft pseudo-reguldrer Multifunktionen:
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Satz 1.7 ([26])

Es sei F': X — Y eine abgeschlossene Multifunktion, die pseudo-requldr im Punkt
(2°,9°) € Gph F mit der Konstante L ist. OBdA seien die Umgebungen aus (1.3) durch
U=19y"4+6B° und V = 2° + 6IB° gegeben, § < 1. Ferner sei g : X — Y eine lo-
kale Lipschitz-Funktion mit der Lipschitz-Konstante L, und |g| < ﬁ (wobei man
|g| := max{sup |g(z)|, Ly} definiert). Dann gilt:
zeV

Die Abbildung F + g ist pseudo-requlir mit der Konstante 2L im Punkt (z,°), falls gilt
z € 2+ 2B° und (z,y°) € Gph (F + g) . Die entsprechenden Umgebungen sind dann

beschrieben durch Vg =z + $IB® und Uy = y° + ¢B° mit 0 < ¢ < min{$, ﬁ}

Hierbei handelt es sich um eine Verallgemeinerung des Satzes 2.1 aus [8]. Derselbe Fakt ist
aus den Arbeiten von Robinson zur strengen Regularitéit wohlbekannt. Letztere bedeutet:
Die Abbildung F~! ist lokal eindeutig und Lipschitz. Der Begriff der strengen Regula-
ritdt wurde in [36] eingefiihrt. Robinson zeigte in seinem Artikel, daf} die Losungen einer
Variationsungleichung sich beziiglich des Parameters streng regulér verhalten, wenn dies
nur fiir die "linearisierte” Variationsungleichung richtig ist.

Definition 1.8 Es sei F': X — Y eine Multifunktion und (2°,4°) € Gph F. Dann heifit
F metrisch regulir in (x° y9%), wenn es Umgebungen U von z°, V von y° und eine
Konstante L > 0 gibt, so daf$ gilt:

d(z, F~*(y)) < Ld(y, F(x)) VeeU VyeV. (1.5)

Eine einfache Interpretation ist in dem Fall moglich, wenn F'(z) die Menge der zuléssigen
Punkte zu einem Optimierungsproblem bezeichnet. Der Term d(y, F(z)) mifit die Un-
zuléissigkeit des Punktes y im Bildraum von F'. Der zweite Term ist dann die Grofle der
"Unzuléssigkeit” von z im Urbildraum X.

Beispiel 1.9 In [35] beschiftigte sich Robinson mit den Mengen der Gestalt M (a,b) :=
{x € R"|g(x) < a, h(zr) =b}, wobei g : IR" — IR™, h : IR" — IR stetig differenzierbare
Funktionen sind. Es sei ein Punkt 2° gegeben mit g(z°) < 0 und h(z°) = 0. Die Abbildung
M~ ist metrisch regulir in (2, (0,0)) genau dann, wenn die folgenden zwei Bedingungen
erfiillt sind (siehe [35]):

.....

(ii) es gibt einen Vektor u € IR", so daf gilt:

Dh;(z°)u =0 Vi=1,...,k,
Dgi(z%u <0  VielI(z®) :={ie{l,...,m}|g(2°) =0} (1.6)



Sind die Bedingungen (i) und (ii) erfiillt, sagt man, dafi die Mangasarian-Fromovitz
Constraint Qualification (kurz MFCQ) gilt.

Falls die Menge der Gradienten {Dh;(x°)};=1,...x U{Dgi(2°)}ic1(w0) linear unabhéngig ist,
sagt man, daf} die Linear Independence Constraint Qualification (LICQ) erfiillt ist.

Definition 1.10 Essei F : X — Y eine Multifunktion und (z°,y°) € Gph F. Dann heifit
F offen mit linearer Rate in (2%, y?), falls Umgebungen U von x°, V von y° und eine
Konstante L > 0 existieren, so dajf$ gilt:

(F(x) +eB)NV C F(x + LeIB) Vo e U Ve > 0. (1.7)

Der folgende Satz summiert die Beziehungen zwischen den bis jetzt definierten Begriffen
(dazu siehe auch [6], [9], [17], [32] und [41] , wo meistens noch allgemeinere Aussagen
bewiesen werden):

Satz 1.11 FEs seien eine abgeschlossene Multifunktion F' : X — 'Y und ein Punkt
(2%, 9°) € Gph F gegeben. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
(i) F ist pseudo-requlir in (z°,y°) (d.h. F~1 ist pseudo-Lipschitz in (y°,2°))
(ii) F ist metrisch reguldr in (z°,y°)
(iii) F ist offen mit linearer Rate in (z°,y°)
Beweis: (i) < (ii): Aus der Bemerkung 1.4 (iv) folgt, dafl folgende Aussage zur Aussage

(i) dquivalent ist:
Es gibt Umgebungen U von z°, V von %° und eine Konstante L > 0 mit

F'yYnU c F'(y)+ L|ly — y|B VyeV Vy eY. (1.8)

In anderen Worten: Es seien Punkte ¢/ € Y, 2/ € F~'(y/) N U und y € V gegeben. Wir
finden einen Punkt z € F~(y), so daf§ gilt:

|«" — ] < Ly’ — yl. (1.9)
Das ist dquivalent zu
d(=', F*(y)) < L|y — v Vo' e UVy' € F(a!) Vy e V. (1.10)

(aus (1.9) folgt d(2', F~(y)) < |z’ — z| < L|y' — y|. Umgekehrt, wihle z € F~!(y) so,
da |2’ — z|| = d(2', F~'(y)) und (1.9) gilt.)
Die Minimierung der rechten Seite in (1.10) iiber ' € F(x') ergibt

d',F '(y) < Ld(y, F(2')) Va'eUVyeV. (1.11)
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(ii) = (iii): Aus (1.11) folgt:

Vel e UVy eV :
d(y, F(2')) <e=d(a',F'(y)) < Le

oder anders ausgedriickt:
Vo' e U Ve >0 (F(z") +eB)NV C F(z' + LeB).

(iii) = (ii): Wir wéhlen 2’ € U, y € Vund e := d(y, F(z')) > 0 (d.h. y € (F(2")+eB)NV).
Aus (iii) erhalten wir y € F(z' + LeIB), also gilt: d(2', F~(y)) < Le = Ld(y, F(z')).
7
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2 Eigenschaften pseudo-regulirer Multifunktionen

Im folgenden Abschnitt charakterisieren wir pseudo-reguldre Multifunktionen mit Hilfe
von sogenannten verallgemeinerten Ableitungen fiir mehrwertige Abbildungen. Es wur-
den relativ viele Konzepte fiir die Differentiation von Multifunktionen entwickelt; fiir un-
sere Zwecke benutzen wir die von Aubin definierten Contingent-Ableitungen und stellen
die von Mordukhovich eingefiihrten Co-Ableitungen vor. Im zweiten Teil des Abschnitts
werden pseudo-regulére Abbildungen in Kategorien eingeteilt; das Kriterium dafiir ist die
lokale Gestalt der Funktion z(y), die eine Losung z (der mehreren moglichen Losungen)
der Inklusion y € F'(x) beschreibt.

2.1 Ableitungen fiir Multifunktionen

Mit X und Y bezeichnen wir im Folgenden Banachriume. Um die gewiinschten Ablei-
tungskonzepte definieren zu kénnen, brauchen wir zunéchst die entsprechenden Kegel:

Definition 2.1 FEs sei C' C X, 2° € C. Man definiert den Contingent-Kegel Tc(x?)
zu C in 1¥ als

k0
Te(20) = {u € X |3t} of e O, 2F = 2, It} b O, T u} (2.1)
k
und einen Normalenkegel N¢(x°) zu C in z° als
Ne(2°) = {w eX"|w= klirn wk, (2.2)
—00

Hak}, oF e 0, 2F = 2 <wf iz -2t ><o(|r —2"|) Vo € C’}

wobei es sich in (2.2) um die schwache Konvergenz im dualen Raum X* handelt. Die
Funktion o(.) darf dabei von den Folgen der x* abhingen.

Man erkennt leicht, dal Te(2°) und Ne(2°) tatséichlich Kegel sind. Mit ihrer Hilfe lassen
sich folgende verallgemeinerte Ableitungen fiir Multifunktionen erkléren:

Definition 2.2 FEs sei F': X — Y eine Multifunktion, (z° y°) € Gph F. Man definiert
die Contingent-Ableitung C((x° y%);u) im Punkt (2°,9°) in Richtung v € X als

CF((2°y");u) = {v € Y| (u,v) € Topmr(a®,y°)} (2.3)
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und die Co-Ableitung D*F((x°,y°); w) im Punkt (z°,y°) in Richtung w € Y* als
D*F((2° y");w) = {z € X" | (2. —w) € Napnr(z°.3°)}. (2.4)

Wenn F' eine Funktion ist, benutzen wir eine vereinfachte Schreibweise: Statt
CF((z° y°);u) schreiben wir CF(z° u), und an Stelle von D*F((2°,y°); w) analog
D*F(2°, w).

Die Contingent-Ableitung wurde von Aubin in [1] eingefiihrt. Grundlegende Untersu-
chungen hierzu kann man in [4] und [5] finden. Die obigen Co-Ableitungen wurden (ba-
sierend auf dem Begriff sogenannter approximate Fréchet Normalen) von Mordukhovich
entwickelt und zur Analyse der Pseudo-Regularitit in seinen Arbeiten [28], [29], [30],[31]
angewandt. Ein wichtiger Unterschied zwischen beiden Ableitungskonzepten ist die Tat-
sache, dafl es sich bei den Contingent-Ableitungen um eine primale und bei den Co-
Ableitungen um eine duale Information handelt: Wihrend C'F((z°,4°);.) von X nach YV
abbildet, ist D*F((z°,4°);.) eine mehrwertige Abbildung vom Typ Y* — X*. Aulerdem
existiert zu dem Kegel N¢(z°) im allgemeinen kein entsprechender Tangentenkegel.

Bemerkung 2.3

(i) Wenn man die Definition 2.1 beriicksichtigt, bekommt man fiir die Contingent-
Ableitung folgende Gestalt:

CF(("y")iu) = {veX|3{t}, t 0, Hu'}, uf —u, (2.5)
y* —
I {y*}, v* € F(2 + tpu®) : ; —>v}
k

Ist F eine Funktion und ist die Menge C'F(z°, u) einelementig, sagen wir, da§ F
richtungsdifferenzierbar ist. Mit F'(z° u) bezeichnen wir die Richtunsablei-
tung; dann ist F'(2° u) = v & CF(2°% u) = {v}. Ein allgemeinerer Typ der Rich-
tungsdifferenzierbarkeit ist die sog. B-differenzierbarkeit, die von Robinson in
[37] eingefithrt wurde. Fiir endlichdimensionale Lipschitz-Funktionen fallen diese
Begriffe allerdings zusammen.

(ii) Aus der Tatsache, dafl
(u,v) € Tepnr(2°,y°) & (v,u) € Tapnr-1(y°, 2°)

erhalten wir folgende Symmetrie-Eigenschaft fiir Contingent-Ableitungen:
v e CF((z°,9°);u) & ue CF (Y’ 2°);v). (2.6)
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(iii) Es sei F' eine lokale Lipschitz-Funktion. Dann kénnen wir in der Darstellung (2.5)
die Folge {u*} konstant setzen (u* := u) und erhalten

CF(2° u) = {v € X | Hix}, tr N0, % [F(xo + tpu) — F(aco)] — v}, weil

1

o [F(xo + tpu®) — F (2% + tku)] H < L|u* — u| — 0 fiir u* — u gilt.

k

(iv) Fiir stetig differenzierbare Funktionen reduziert sich die Contingent-Ableitung bzw.
Co-Ableitung auf die Fréchet-Ableitung bzw. die konjugierte Abbildung dazu.

Definition 2.4 Es sei F' : X — Y eine lokale Lipschitz- Funktion. Wir definieren die
Thibault-Menge TF(z°, u) (auch Thibault’sche Richtungsableitung genannt) als

TF,u) = {veXE{xk} o = 3t} b N0 [ (xk+tku)—F(:(;k)]—>v}
(2.7)

Das erste Mal wurden diese Mengen von Thibault in [45] benutzt. Eine Zusammenfassung
der Eigenschaften der Thibault-Mengen hat Kummer in [23] gegeben. Der wesentliche Un-
terschied zwischen Contingent-Ableitungen und Thibault-Mengen besteht bei Lipschitz-
Funktionen darin, daB nun auch der FuBpunkt z* des Differenzenquotienten variieren
darf. Folgendes Beispiel illustriert die definierten Richtungsableitungen auf einer einfa-
chen Lipschitz-Funktion f:

Beispiel 2.5 Die Funktion f : IR — IR sei gegeben durch f(z) = x fiir £ > 0 und
f(x) = 2z fiir < 0. Im Punkt z° = 0 erhalten man dann:

Cf(0,u) ={u} fir « >0, (0 u) = {2u} fir w<0
D*f(0,w) = {w,2w} fir w>0, D*f(0,w)=[2w,w] fir w <0 und
Tf(0,u) = [u,2u] fir « >0, (O,u) = [2u, u] fir w<0.

Es ist bekannt, daf} die Richtungsableitung F’(x, .) einer richtungsdifferenzierbaren lokalen
Lipschitz-Funktion F' auch Lipschitz ist. Das nichste Lemma erweitert dieses Ergebnis
auf Multifunktionen und ihre Contingent-Ableitungen (in endlichen Dimensionen).

Lemma 2.6 Es sei F : IR" — IR™ eine Multifunktion, (2°,y°) € Gph F, und F sei
pseudo-Lipschitz in (2°,y°). Dann ist die Contingent-Ableitung CF((z°,4°),.) Lipschitz
mit derselben Lipschitz-Konstante.

Beweis: Um die Schreibweise zu vereinfachen, setzen wir: G(u) := C'F((2°,9°),u). Mit U

bzw. V bezeichnen wir die entsprechenden Umgebungen von z° bzw. y° wie in Definition

1.3. Nun seien folgende Punkte gegeben: uy, us € IR™ und vy € G(uq), d.h. vy = klim ok,
—00
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1
v'fzﬁ(y’f—yo), yr € F(z® +tgul),  uf — ug, t \0.

Daraus folgt |y — y°| = t|vF] . 0 (weil die Folge {vi} beschriinkt ist). Fiir hinreichend
grofe k erhalten wir 2° + tjuf € U und y} € V.

Wir setzen uf := uy + (u¥ —u;) und gegebenenfalls vergrofern wir k, damit 2° +t,ul € U
gilt. Aus der pseudo-Lipschitzstetigkeit von F' in (z°,4°) folgt die Existenz eines Punktes
yy € F(2° + tpub) mit

ly = w2l < Ltefui — uz] = Ltnfur — us). (2.8)

Wenn wir jetzt v} := i(y’g — yY) setzen, ergibt das

1
[of — v3]l = ally'f — 5| < Lllux — us].

Wir kénnen annehmen, daf§ eine Teilfolge von {v5} existiert, die gegen ein geeignetes v,
konvergiert. Damit gilt vo € G(uz2) und |ve — vy | < L|ug — uq]. #

Korollar 2.7 Es sei f: IR" — IR" lokal Lipschitz und pseudo-regulér in 2°. Dann sind
die Abbildungen G und G' beide Lipschitz, wobei G(u) := C f(x° u) ist.

Beweis: Die Behauptung folgt sofort aus Lemma 2.6 (angewendet auf die Funktion f
und die Multifunktion f~') zusammen mit der Symmetrie-Eigenschaft (2.6) #

2.2 Pseudo-Regularitit und Ableitungen von Multifunktionen

Mit Hilfe der Contingent-Ableitungen oder der Co-Ableitungen kann man die Pseudo-
Regularitdt von Multifunktionen auf eine kompakte Art und Weise charakterisieren. Al-
lerdings bekommt man eine dquivalente Umformulierung in beiden Féllen nur bei endli-
cher Dimension des Bild- und Urbildraumes. Man erhélt eine Surjektivitdtsbedingung fiir
Contingent-Ableitungen und eine Injektivitdtsbedingung fiir Co-Ableitungen.

Satz 2.8 (/3] [25], [29], [30]. [31])

Es sei F : IR" — IR™ eine abgeschlossene Multifunktion, (2°,y°) € Gph F. Dann sind
folgende Aussagen dquivalent:

(i) F ist pseudo-requlir in (2°,y°)
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(ii) es gibt eine Umgebung W von (x°,4°) und eine Konstante o > 0 mit

Bc |J CF((z,y);u) V(z,y) € WNGphF

Jul<a

(iii) 0 € D*F((2°,4°);w) = w=0

Wir zeigen nur die Aquivalenz zwischen (i) und (i), da wir mit den Co-Ableitungen nicht
mehr arbeiten werden.

Die Bedingung (ii) (siehe [25]) ist eine vereinfachte Version der Bedingung, die Au-
bin/Ekeland in [3] benutzt haben. Die Injektivitdtsbedingung (iii) stammt von Morduk-
hovich. Urspriinglich hat er die Aquivalenz zwischen (iii) und der Offenheit mit linearer
Rate gezeigt.

Auf den ersten Blick scheint die Bedingung (iii) geeigneter zu sein, um die Pseudo-
Regularitiat von F' zu iiberpriifen (sie sieht wie eine ”Punkt-Bedingung” aus, dagegen
muf} (ii) auf einer ganzen Umgebung von (z°,¢°) erfiillt sein). Andererseits, wenn man
die Definition des Normalkegels bedenkt, ist dies auch eine Bedingung auf einer ganzen
Umgebung.

Die Bedingung (iii) bildet eine Briicke zu vielen anderen Gebieten. Andererseits ist sie
ziemlich schwer zu handhaben. Eine Hilfe dabei sind einige Kettenregeln und Rechenregeln
fiir Co-Ableitungen (siehe z.B. [29], [30], [31]).

Bevor wir den Satz 2.8 beweisen, formulieren wir ein wichtiges Hilfsmittel fiir Untersu-
chungen in diesem Zusammenhang: Das Ekeland’sche Variationsprinzip ([12]). Die Idee,
es in diesem Kontext zu nutzen, stammt von Aubin und Ekeland (siehe [3]). Ein typisches
Beispiel ist der Beweis von Satz 4 in Abschnitt 7.5 in [3]. Den Beweis von Satz 2.9 fiihren
wir nicht auf; man findet ihn z.B. in [3] oder [7].

Satz 2.9 (Das Fkeland’sche Variationsprinzip)

Es sei X ein vollstindiger metrischer Raum und f : X — IR U {400} ein unterhalb
stetiges Funktional (d.h. die Niveau-Mengen {x € X |f(x) < a} sind abgeschlossen),
das von unten beschrinkt ist. Weiter seien €,0 > 0 und ein T € X gegeben, so dafs
f(z) < irg}ff(x) + ¢ gilt.

Dann ezistiert ein x* € X mit folgenden Eigenschaften:

dz*,z) < 0
fla®) < f(2)
f(z) + %d(m, ) > f(z") Ve e X



Beweis von Satz 2.8 (i) & (ii):
(i) = (ii): Die Umgebungen U,V und die Konstante L seien wie in der Definition 1.3, d.h.

F'(y) NV C F (y2) + L|y1 — vo| B Vyi,y2 € U.

Wir definieren W := V x U und a := L wobei U die Umgebung aus der Bemerkung
1.4(i) ist. Nun sei (z,y) € W N Gph F und ein v € B gegeben. Fiir ¢ hinreichend klein ist
y+tveUund Fl(y+tv)NV #0, dh. es existiert ein z(t) € F(y+tv) NV und es
gilt |z(t) — z| < at|v|. Wir setzen

und erhalten dadurch |u(t)| < awv. Fiir eine beliebige Folge {t;}, tx ~\, 0 bekommen wir
einen Haufungspunkt u der Folge {u(t;)}. Nun sieht man leicht, dafl v € CF((x,y); u)
gilt (da y + tv € F(z + tu(t))).

(ii) = (i): Es seien W und « wie in (ii) gegeben. Wir wéhlen ein 7 > 0 mit r < m.
Der Beweis erfolgt indirekt. Angenommen, es existieren Folgen {x*}, {y*}, {z*}, 2% — 29,

y*, 2¥ — ¢° mit der Eigenschaft, da y* € F(z*) und
d(z®, F7H (%) > kv — 2F| VE € IN. (2.9)

Nun sei & so gewihlt, daB k > L ist. Fiir dieses k definieren wir ein ¥ als e* := |y* — 2*|
und betrachten ein Funktional f : (IR" x IR™) N Gph F — IR, definiert durch

fo.y) = rle— 2" + [y — 2]

Damit ergibt sich f(z",y*) = ¥, so daf} gilt:

k k < . k‘
fz®y") < (x,y)lencfpth(fv,y) +e

Wir setzen 6 := % und wenden das Ekeland’sche Variationsprinzip auf die Funktion f
und den vollstdndigen metrischen Raum Gph F' an. Dadurch erhalten wir einen Punkt
(z*,y*) = (z*(k),y*(k)) € Gph F mit folgenden Eigenschaften:

o —a*| + |y — ¥ < o (2.10)

Flaty') = rla® —a*[+ |y — ] < flat,yb) = (2.11)
fay)+rlle—a |+ ly—y'l) > rla” ="l +1y' =] V(z,y) € Gph F

(2.12)

Wir setzen v := 2% —y*. Wire jetzt v = 0, wiirde (2.10) und 2* = y* € F(z*) implizieren:
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k
o 0h > ot — o] > d(a", F YY) > ket
T

was aber im Widerspruch zur Wahl von k steht. Also ist v # 0.

OBdA sei (z*,y*) € W (wir kénnen k so groff machen, dafi (z*,y*) beliebig nahe an
(9% riickt, weil Jo* — 2] + [y* — 3] < 8 + 2" — 2% + Jy* — ¢°] = 0).

Aus (ii) erhalten wir fiir eine bestimmte Folge {¢/}, t, "\, 0 Punkte (x(¢,),y(t;)) € Gph F
und eine Richtung u mit

l’(t() =z* + tgu + Ox(tg)
y(te) =y" +tw+oy(te)  und  fuf <afol,

Daraus folgt:

l(te) = 2% = [tew + 0n(t)| < 2te]ul < 2t,fv] — und
ly(te) = 251 = lly™ + tev + oy (te) — 2] < (1= to) o] + oy (£o)]-

Zusammen mit (2.12) ergibt das
rla(te) — 2*1 = telol + loy(t)] + r(2atelv] + telv] + loy(te)[) = rla® — 2]
Mit Hilfe von
rla(te) — o*| < rla(t) — o] + rla” — 2¥ < 2rteafo] + rla” — 2"
bekommen wir
2rteafv] = telvl + oy (t)] + r(2ate|o] + tefv] + loy(c)]) = 0.

Division durch t,|v| ergibt

t
2rao — 14 2ra+r+ (1+7“)||Oy( ol >0
telv)
Fiir ¢ N\, 0 ergibt das einen Widerspruch, weil 4r(« 4+ 1) < 1 angenommen wurde. #

Wenn wir die Forderung nach endlicher Dimension der Rdume fallen lassen, erhalten wir
nur partielle Aussagen, z.B. reicht fiir die Richtigkeit der Implikation (i) = (ii), daf§ der
Urbildraum X endlichdimensional ist; die Implikation (ii) = (i) bekommen wir sogar fiir
beliebige Banachrdume X, Y.

Die Charakterisierung der Pseudo-Regularitit via Satz 2.8 (ii) ergibt folgende Aussage:

Korollar 2.10 FEs sei F': IR" — IR™ eine abgeschlossene Multifunktion,
(2%, 9°) € Gph F. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
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(i) F ist pseudo-Lipschitz in (z°,1°)

(ii) es existiert eine Umgebung W wvon (x°,4°) und eine uniforme Konstante L > 0,
so daf$ F' Lipschitz unterhalb stetig in jedem Punkt (z,y) € W N Gph F mit der
Lipschitz-Konstante L ist.

Beweis: (i) = (ii): siehe Bemerkung 1.4 (ii).

(ii) = (i): Die Multifunktion F' sei Lipschitz unterhalb stetig in einem Punkt

(z,9) € WNGph F, d.h. fiir x hinreichend nahe an Z erhalten wir d(y, F'(z)) < L|Z —z|.
Nun definieren wir Punkte z(t) := Z + tv mit |v| < 1. Wir bekommen Losungen y(t) von
y(t) € F(z(t)), so daf} gilt:

ly(t) =gl _ Liz(t) — z]
i WOy,
also besitzt die Folge {&t—g} einen Haufungspunkt « mit |u| < L|v|. Daraus folgt:
v € CFY((y,7%);u) und F~! ist pseudo-reguliir in (y°,z°%) (nach Satz 2.8). #

2.3 7”Arten” der Pseudo-Regularitit

Bisher haben wir uns mit theoretischen Aussagen iiber die Pseudo-Regularitit beschéftigt.
Nun mochten wir uns einem praktischen Gesichtspunkt dieser Eigenschaft zuwenden. Es
sei F': X — Y eine in dem Punkt (z°,9°) pseudo-regulire Multifunktion. Wie findet man
Losungen = = x(y) von y € F(z) unter der Voraussetzung, daf y hinreichend nahe an 7°
liegt? Dabei soll = als eine Funktion von y eine der mdéglicherweise mehreren Losungen
beschreiben. Je nach dem, welche Moglichkeiten wir fiir die (einfachste) Gestalt von z(y)
erhalten, unterscheiden wir zwischen mehreren " Typen ”"der Pseudo-Regularitit.

Wichtig bei diesen Uberlegungen ist Folgendes: Obwohl wir die Gestalt der Lésungen
in der Form z = z(y, z° y°) schreiben, kann man diesen Ansatz in jedem Punkt (Z,7)
machen, der sich hinreichend nahe an (2°,¢") befindet. Dann bekommen wir zwar eine
andere Funktion z = z(y, Z, 9), jedoch die Gestalt soll die gleiche bleiben. In diesem Fall
liefert die Pseudo-Regularitéit sogar eine uniforme Beschranktheit der Parameter, die in
die Formel fiir z(y) einflieflen.

Typ 1:

Es existiert eine Richtung u, so daf}

w(y) =2° + |y — y°Ju+ o(Jly — 4°|) (2.13)
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eine Losung von y € F(z) ist. Es liegt also eine (bis auf o(|y — ¢°||)) eindimensionale
Variation der Losungen vor.

Beispiel 2.11 Essei F': IR" — IR™ eine Multifunktion, K C IR" ein konvexer Kegel mit
nichtleerem Innern. Weiter erfiille /' folgende Monotoniebedingung:

yeFx)und ke K =y e F(x+ k) fiir alle (z,y) nahe an (2°,°).

Dann ist F' pseudo-regulir in (z°,1°) < es gibt eine Richtung u € int K und eine Umge-
bung W von (2%, ¢°) mit:

V(z,y) e WNGphF Vy' naheany:y € F(z+ |y — y|u).

Beweis: (<) ist klar.

(=): Wir nehmen ein k£ € intK und finden ein A > 0, so da Ak + B C K ist. Die
Abbildung F ist pseudo-regulér in (x°,y%), d.h. fiir alle (z, y) nahe an (z°, ") und fiir alle
y’ nahe an y° gibt es ein 2’ € F~'(y') mit

|=" — =] < LIy -yl
fiir ein geeignetes L > 0. Wir definieren u := LAk € intK und
C=y —ylutz -2
Das bedeutet:
te Ly —y|Me + Ly = y|B = Ly — yl(\k + B) C K
und wir erhalten
yeF()=y eF(r'+10) =F(x+ |y —y|u).

Beispiel 2.12 Es sei f : IR" — IR™ eine Funktion, K := clIRY" und f erfiille die Bedin-

gung
y<f(zx), ke K =y < f(zx+k).

Die Multifunktion F': IR" — IR™ sei definiert durch

y € F(r) &y < f(x).
Dann ist F pseudo-regulér in (2°,4°) & 3¢ >0 Vt € (0,¢) V(z,y) € Gph F nahe an
(2%, 9°) gilt:

yi +te < fi(z + tu”) Vi=1,...,m wobei u* = (1,...,1) ist.
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Beweis: (=): Es ist «* + B C K und mit Hilfe der vorherigen Aussage erhalten wir

v < fle+ly —ylLu).

Nun setzt man ' := y + L™'v mit |v| = 1. In der i—ten Gleichung sei v := ¢’ (der i—te
Einheitsvektor), so daf wir fiir ¢ hinreichend klein bekommen

y + L < filz+tu*) Vi=1,...,m.
Die Definition ¢ := L' liefert die Behauptung.

(<): Es sei ein Punkt 3’ gegeben durch y' =y + tev, |v| = 1. Das ergibt:

u* :
yézyﬁtsviSyi+ts§fi(x+tU*)=fi<x+||y’—y||;> Vi=1,..,m. #

Beispiel 2.13 Wir betrachten die Multifunktion M : IR™ — IR", gegeben durch

M(a) :={x € R | g(z) < a}, wobei g : IR" — IR™ eine stetig differenzierbare Funktion
ist, g(z°) < 0. Wir haben bereits erwéhnt, dafl unter MFCQ die Abbildung M~! pseudo-
regulér in (z°,0) ist (siehe [35]). Hierbei handelt es sich ebenfalls um Typ 1.

Beweis: Es sei ein v € R" mit Dg;(2°)u < 0 fiiri € I(2°) := {i € {1,...,m} | g:(z°) =0}
und ein a € IR™ nahe am Nullpunkt gegeben, a # 0. Unser z(a) definieren wir als

z(a) := 2° + |a]u.
Wir sehen:
gi(z(a)) = gi(2°) + Dg;(2°)(x — 2°) + o(|x — 2°|) = Dgi(2°)ula] + o([a]) Vi€ I(z")

und erhalten dadurch
wol@) _ py oy ool

lal

lal

fiir @ nahe am Nullpunkt und 7 € I(z°).
Fiir ¢ ¢ I(2°) (d.h. g;(z°) < 0) konnen wir gegebenenfalls |a| verkleinern, so daf g;(z) < 0
erfiillt bleibt. i

Typ 2: ”Lineare” Abhdngigkeit

es existiert eine lineare Abbildung A : Y — X, so daf

w(y) = 2"+ Ay — y°) + o(ly — 4°|) (2.14)

eine Losung der Inklusion y € F'(x) beschreibt. Als einen Vertreter dieses Typs koénnen
wir die Situation erwédhnen, in der die Voraussetzungen des klassischen Satzes iiber die
implizite Funktion erfiillt sind:
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Es sei f: IR" — IR™ eine stetig differenzierbare Funktion, f(z°) = ¢°, die Matrix D f(z°)
habe vollen Rang. Nach Einfiigen zusétzlicher Gleichungen, die das System zu einer re-
guldren (IR", IR™)-Gleichung machen, beschrieben als F(z) = z, folgt die Behauptung
aus

2(z) =2° + [DF(2°)] *(z — 2°) + o(]z — 2°)).

Jetzt geben wir ein Beispiel an, wo eine Mischung von Typ 1 und Typ 2 vorliegt:

Beispiel 2.14 Wir betrachten eine Multifunktion M : IR™ x IR* — IR" der Form
M(a,b) := {z € R"|g(x) < a, h(z) = b} , wobei g € C*(IR", IR™), h € C*(IR", IR"),
2 € M(0,0). Wir wissen, dal unter MFCQ die Abbildung M ! pseudo-regulir in
(29, (0,0)) ist.

Behauptung: Es existieren eine Matrix A und eine Richtung «, so daf (eine Inverse) x(a, b)
folgende Gestalt hat

w(a,b) = 2° + Ab+ (Jaf + [b])u + o(la] + [b]). (2.15)
Beweis: Durch I(2°) := {i € {1,...,m}|g;(2°) = 0} definieren wir die aktive Index-

menge. Aus MFCQ folgt, dafl £ < n sein muf}. Im Falle der Gleichheit definieren wir die
Matrix D := Dh(x°). Falls k < n gilt, finden wir noch n — k Vektoren dj,1,...,d, aus

IR", so daf} die Matrix
j=k+1,...,n

reguldr ist und D! existiert. Jetzt streichen wir in D~! die Spalten k + 1,...,n und
bezeichnen die auf diese Weise entstandene Matrix mit A. Nun betrachten wir folgende
Funktion: F' : IR x IR* x IR" — IR"

Fi(t,b,r) = hi(z"+ Ab+tu+r)—b; i=1,...,k
Fj(t,b,r) = dj(Ab+r) j=k+1,...,n

wobei v die MFCQ-Richtung sei. Zusétzlich erfiille u die folgende Bedingung:
1 .
51Dgi(")ul > [A||Dgi(=")] Vi€ I()

(wenn w sie nicht erfiillt, finde ein A > 0, so da8 Au es tut).

Wegen F'(0,0,0) = 0 und D, F(0,0,0) = D kann der Satz iiber implizite Funktionen
angewendet werden und ergibt: Es existiert eine lokal eindeutige Funktion r(¢,b) mit
F(t,b,r(t,b)) = 0. AuBlerdem erhélt man

Dr(0,0) = =D Y(D,F(0,0,0), D,F(0,0,0)).
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Wenn wir noch in Betracht ziehen, daf}
(0
DF(0,0,0) = ( Dhi(a")u ) =0

und

D 'DyF(0,0,0) = D! <DA— < ]f)’c )) = A— D < ]f)’c ) =A—A=0,

(wobei Ej, die k-dimensionale Einheitsmatrix bezeichnet), so bekommen wir Dr(0,0) = 0,
d.h. 7(¢,b) = o(t + |b]), falls die betrachtete Norm die Maximumnorm ist.
Setzt man nun ¢ := |la| + |b] , erhédlt man Punkte

v(a,b) = 2" + Ab+ (lal + [b])u + r(Ja] + [b]. )

und eine Gestalt wie in (2.15). Daraus folgt:
h(z(a,b)) =b und
gi(x(a,b)) = Dgi(x")[Ab + (la] + [0])u + o(la] + [bI)] + o(|=(a, b) — 2°]), i € I(z°).

Mit Hilfe der Gestalt von z(a,b) ergibt das:
gi(x(a,b)) = Dg;(2°)[Ab + (lal + [b])u] + o(|a] + [b]).

Wir teilen durch |a| + |6 und erhalten:

0:((a, 1)) b o oflal <o)
9@ ) _ po (@) A—"— 4 Dgi(a®)u + 2UAF DD
]+ 1o [+ T ol + 161
Nun ist aber
HDgxx“)AL < 1D IA] < L1Dgi(a)u)
[l + T 2

und damit folgt g;(x(a,b)) < 0 fiir (a,b) nahe Null und 7 € I(z?).

Fiir Indizes ¢ ¢ I(x°) ergibt sich g;(x(a,b)) < 0 aus Stetigkeitsgriinden. Deshalb liegt
z(a,b) in M(a,b) und hat die verlangte Form (2.15). #

Typ3: ”Stiickweise lineare ” Abhdngigkeit

es existieren endlich viele lineare Abbildungen A;,..., Az : Y — X, so daf}

z(y) eine (nicht notwendigerweise stetige) Auswahlfunktion der Funktionen
zi(y) = 2"+ Ai(y — ") + oi(Jly — ¢°|) (2.16)
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ist und z(y) € F1(y) gilt. Im dritten Abschnitt werden wir zeigen: Ist f : IR" — IR" eine
stiickweise glatte pseudo-regulére Funktion, erhalten wir eine Gestalt vom Typ 3.

Typ 4

es existieren endlich viele positiv homogene (aber nicht notwendigerweise stetige) Abbil-
dungen A,..., Ay Y — X, so daf§

(eine Inverse) x(y) eine (nicht notwendigerweise stetige) Auswahlfunktion der Funktionen
zi(y) = 2"+ Ai(y — ") + oi(Jly — ¥°|) (2.17)
ist.

Im Abschnitt 3 werden wir zeigen, dafl eine grofle Klasse von lokal Lipschitz-stetigen
Funktionen f : IR" — IR", die pseudo-reguldr sind, diese Eigenschaft besitzen.

Zuletzt mochten wir ein Beispiel von B. Kummer angeben, das in keine der bis jetzt
beschriebenen Gruppen einzuordnen ist. Gleichzeitig illustriert es ein kompliziertes Ver-
halten, das durch die unendliche Dimension des Urbildraumes zustande kommt.

Beispiel 2.15 Es sei f : {5 — IR eine Funktion, definiert durch f(z) = sup xy, wobei /5
den Hilbert’schen Folgenraum bezeichnet. Unser x° sei als 29 = —% gegeben, und es sei
f(z°) = 0. Wir definieren die zu untersuchende Multifunktion F : ¢y — IR auf folgende
Weise: y € F(z) < y < f(z). Die Abbildung F' ist pseudo-regulir in (z°,0), was man wie
folgt sieht:

Seien s,t € IR hinreichend nahe am Nullpunkt und z(¢t) € F~1(¢). Ist s < ¢, so konnen
wir z(s) = x(t) setzen und erfiillen alle Bedingungen.

Andernfalls nutzt man Folgendes:

Fiir jedes ¢ > 0 muf es ein k& = k(e) geben mit @y (t) > t —e. Wir wihlen jetzt ein
spezielles ¢ < s —t und finden das entsprechende k(e). Unser z(s) konnen wir dann
definieren als:

xk(g)(s) = xk(g)(t) +2(s—1t)
zr(s) = w(t) Vk #k(e).

Man sieht:
Tpe)(s) >t—e+2(s—t)=s+(s—t—¢)>s,

also ist tatsichlich f(z(s)) > s und z(s) € F*(s). Aulerdem erhélt man
() = z(s)] < 2[s —t].

Als néichstes behaupten wir, daf} es keine feste Richtung u gibt mit x(¢) = z° + tu + o(t),
z(t) € F~(t). Angenommen, so eine Richtung existiert; dann miifite gelten:

[tu + o(t)] = |a(t) — 2°| < Lt
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fiir eine geeignete Konstante L > 0. Durch den Grenziibergang ¢ — 0 liefert dies |u| < L.

Jetzt sei t > 0 gegeben. Fiir z(t) soll f(z(t)) > t gelten, also gibt es ein k = k(t) mit
Tty (t) > L. Das wiirde ergeben:

1
—w + tuk(t) + O(t) >

Wir erhalten wyy > % (fiiv ¢ hinreichend klein) einerseits und k(f) — oo fiir ¢ — 0
andererseits. In anderen Worten, je mehr sich ¢ der Null ndhert, um so mehr Komponenten

k(t) von u miissen grofer als 3 sein und es folgt |u| = oco. Eine weitere Analyse des
Beispiels zeigt, dafl dessen Pseudo-Regularitit weder mittels Contingent-Ableitungen noch
mittels Co-Ableitungen erkannt werden kann. #
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3 Lipschitz-Funktionen f : IR" — IR"

Im ersten Unterabschnitt untersuchen wir einige niitzliche Eigenschaften von verschiede-
nen Arten von Richtungsableitungen (B-Ableitungen, Contingent-Ableitungen, Thibault-
Mengen). Von besonderem Interesse fiir uns sind Kettenregeln und Formeln fiir partielle
Ableitungen zu diesen Ableitungskonzepten.

Der wichtigste Teil dieses Kapitels ist den Untersuchungen der topologischen Struktur der
Urbildmengen f~!(y) gewidmet, wobei f eine lokale Lipschitz-Funktion ist. Insbesondere
sind wir an Aussagen iiber die Isoliertheit der Urbilder interessiert. Zu diesem Zweck
untersuchen wir die Regularititseigenschaften derartiger Funktionen. Als ein wichtiger
Spezialfall werden stiickweise glatte Funktionen behandelt.

Unter zusétzlichen Bedingungen an die Richtungsdifferenzierbarkeit von f und f'(z,.)
kénnen wir zeigen, dafl die Pseudo-Regularitit von f zur Gestalt vom Typ 4 fithrt. Als
ein wichtiges Hilfsmittel wird sich eine Art Dimensionslemma erweisen. Es schliefit fiir
Lipschitz-Funktionen aus, daf die Dimension der Bildmenge hoher als die der Urbildmenge
ist.

3.1 Kettenregeln fiir Richtungsableitungen

Im Folgenden erwidhnen wir ein paar niitzliche Eigenschaften von (verallgemeinerten)
Richtungsableitungen, die wir fiir unsere spéteren Untersuchungen brauchen werden. Das
nichste Lemma erhalten wir sofort aus der Definition der Contingent-Ableitung fiir Funk-
tionen:

Lemma 3.1 Ist g : IR™ — IR" eine positiv homogene Funktion, so gilt:

Cyg(au,w) = Cg(u,w) Va > 0.
Nun untersuchen wir die Frage, inwiefern sich die Differenzierbarkeitseigenschaften einer
Funktion auf ihre Richtungsableitungen iibertragen lassen. Dazu sei eine lokale Lipschitz-

Funktion f gegeben, die richtungsdifferenzierbar ist. Unter welchen Bedingungen ist dann
die Richtungsableitung f'(z,.) selber richtungsdifferenzierbar?

Das folgende Beispiel zeigt, dafl dies im allgemeinen nicht der Fall ist.

Beispiel 3.2 Zunichst definieren wir eine Funktion A : [0, 1] — [0, 1] durch
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1 1 S —

51‘—'—2—” ful" 1'6 |:2n+172n—1:|7 nGZZV
he)={ de—gla M we[hogle] ne N

0 fir 2 =0.

Fiir x € [—1,0] setzen wir h(—x) := h(x). Wir sehen: A ist im Nullpunkt nicht richtungsdif-
ferenzierbar. Man kann leicht die Contingent-Ableitung von h berechnen: Ch(0,1) = [1, Z].
Nun definieren wir eine Funktion g(z,y) auf der Menge A := {(z,y) € R?||y| < z} wie

folgt:

9(L,y) == h(y)
und ( )
) zh (1,2 falls 2 #0
9@, y) = { 0 falls 2 =0.

Ahnlich wie die Funktion A, ist ¢ auch nicht richtungsdifferenzierbar in allen Punkten
(z,0) mit = > 0. Mit Hilfe von ¢ erkldren wir jetzt die Funktion f zunéchst auf der
Menge A:

(2 fir (z,y) € A, —2® <y < 2?
flz,y) = 202 + (1 _ %2) g(z,y) fiir (x,y) €A, y> 2?2 oder y < —a2.

Diese Funktion setzen wir auf den ganzen Raum IR? durch die Vorschriften
f(=z,y) == f(z,y) und f(y,z) := f(x,y) fort.

Wir untersuchen f auf Richtungsdifferenzierbarkeit. Probleme kénnte es nur im Nullpunkt
geben, aber dort gilt (fiir eine Richtung v = (ug, u,) mit u| =1 und v # (1,0)):

lim S £ () = tim 26202 + (1= 2 tg(up )] = glunsy) = glu)
im—f(tu) = lim - U — Ug, Uy ) | = g(Ug, uy) = g(u
N0 ¢ N0 ¢ ¢ tu, g Y g v =9

und f'((0,0);(1,0)) = 0. D.h., f ist richtungsdifferenzierbar, f'(0,u) = g(u) und die
Richtungsableitung ist selber nicht richtungsdifferenzierbar. #

Wir erhalten aufgrund des Beispiels eine positive Aussage nur unter einer Zusatzbedin-
gung. Die nachstehende ist aber ziemlich einschrdnkend. Es handelt sich hierbei um eine
hinreichende, aber nicht notwendige Bedingung.

Definition 3.3 Es sei f : IR™ — IR" lokal Lipschitz und richtungsdifferenzierbar. Wir
sagen, f ist streng B-differenzierbar in 2°, falls es fiir jedes € > 0 eine Umgebung U
vom Nullpunkt gibt, so daf die Funktion

ro(u) = f(2° +u) — f(2°) — f'(2°,u)
auf U Lipschitz mit der Konstante ¢ ist.
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Bemerkung: Der Buchstabe B bezieht sich auf den Namen Bouligand-Ableitungen, (eine
andere Bezeichnung fiir Richtungsableitungen) der von Robinson in [37] eingefiihrt wurde.
Die strenge B-differenzierbatkeit definierte er in [39], um eine ”strenge” Approximation
der zugrundeliegenden Funktion zu erhalten.

Lemma 3.4 FEs sei f : IR™ — IR"™ lokal Lipschitz und richtungsdifferenzierbar. Wei-
terhin sei f streng B-differenzierbar in 2°. Dann ist auch die Funktion g(.) := f'(2°,.)
richtungsdifferenzierbar.

Beweis: Der Einfachheit halber schreiben wir im Folgenden r anstatt r,0. Es sei ein
v € Cg(u,w) gegeben, d.h. es existiert eine Folge {t;}, t; ~\ 0 mit

o1
v = tlku\no & [9(u + trw) — g(u)].

Den Term in der eckigen Klammer kénnen wir schreiben als
f@® 4+ u+tyw) — r(u+tpw) — f(2° + u) + r(u).

Das heiflt, es existiert der Limes

1
I . - _
v = tlklg}) t [r(u + trw) — r(u)]

und es ist v = f'(2° + u,w) — v'. Wir erhalten dadurch
Cg(u,w) = f'(2° + u,w) — Cr(u,w) = {f'(2° + u,w) —v'[v' € Cr(u,w)}.

Insbesondere gilt diam Cg(u,w) = diam Cr(u,w) Vu Yw. Angenommen, Cg(u,w) ist
nicht einelementig, d.h. diam Cg(u,w) > 0. (OBdA sei |w| = 1.) Wir definieren

e := 5 diam Cg(u, w). Fiir dieses e bekommen wir eine Umgebung U (e) des Nullpunktes,
so dafl r auf U(e) Lipschitz mit der Konstante ¢ ist. Man kann daher ein o > 0 mit
au € int U(e) finden.

Nun betrachten wir die Menge Cg(au, aw). Die Funktion g ist positiv homogen, deshalb
gilt:
diam Cg(au, aw) = diam aCg(u,w) = a diam Cg(u, w).

Weiterhin nehmen wir uns ein beliebiges v' € Cr(au, aw) her. Fiir hinreichend grofle
Indizes k gilt au + tyaw € U(e) und wir erhalten |v'| < eafw|.

Wir diirfen daher schreiben:
a diam Cg(u,w) = diam Cg(au,aw) = diam Cr(au, aw) < 2eafw| =

2
= 3 diam Cg(u,w).
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Das bedeutet aber: diam Cg(u,w) = diam Cr(u,w) = 0, und g ist richtungsdifferen-
zierbar. #

In [23] hat Kummer einige Kettenregeln fiir Thibault-Mengen bewiesen. Die Ergebnisse
sind in folgender Aussage zusammengefaft:

Proposition 3.5 Es seien f : R™ — IR, g : IR™ — IR™ lokal Lipschitz und h := f(g(.)).
Dann gilt:

(4) Thiz,u)c J Tflg(x),v)

vETg(2,u)

Ch(z,u) < U Cfg(),v)

veCy(au)

(ii) Ist f oder g richtungsdifferenzierbar, gilt

Ch(z,u)= |J Cflg(z),v)

veCy(x,u)
(iii) Ist f stetig differenzierbar, gilt

Th(z,u)= |J Df(g(z))

veTg(w.u)

1

(iv) Ist g stetig differenzierbar und g~ unterhalb stetig in (g(z),x), gilt

Th(z,u) =Tf(g9(x), Dg(w)u)

Beweis: (i): Es sei w € Th(z,u), d.h. w = limw",

k ].

w’ = —
7%

[fg(a® + tu)) = flg(2*)]

fiir geeignete Folgen ¢, \, 0 und 2% — 2. Die Folge
1
ok = - l9(a" + tyu) — g(a")] (3.1)

ist beschrénkt (da g Lipschitz ist) und wir kénnen annehmen, daf v* gegen ein
v € Tg(z,u) konvergiert. Mit (3.1) haben wir

w* = = [Flg) + )~ F(g(a"))]
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und w € T'f(g(z),v)
Wenn wir z¥ := x festhalten, bleiben unsere Argumente richtig und liefern die Behauptung
fiir Contingent-Ableitungen.

(ii) Die Funktion g sei richtungsdifferenzierbar, und es sei ein w € C'f(g(x),v) gegeben,
d.h. ¢'(z,u) = v und
o1
w = lim > [f(9(z) + trv) — flg(x))]

fiir eine geeignete Folge {t;}, tx “\, 0. Wir haben dann
g(x + tpu) = g(x) + trv + o(ty)

und fiir w ergibt das

w= Jimy = [f(gfe + tew) — o(ts)) ~ f{g(@))] € Chlz. )

(wegen Bemerkung 2.3(iii)).
Nun sei f richtungsdifferenzierbar, v € Cg(z,u) und w = f'(g(z),v). Fiir eine bestimmte
Folge {tx}, tx "\, 0 erhélt man somit

g(z + tyu) = g(z) + tpv + o(ty,). (3.2)
Schreiben wir weiter w mit Hilfe von (3.2) um, erhalten wir analog zu oben w € Ch(z, u).

(iii) Nun sei w = Df(g(z))v und v € Tg(z,u). Dann gilt v = lim v*,

o = - o(e + t) — g(a")] (33

fiir bestimmte Folgen 2* — x und ¢, \, 0. Die Funktion f ist stetig differenzierbar.
Zusammen mit (3.3) ergibt das

w= tlkigloi [£(9(a") + tev) = F(g(a"))] = gkig})% [£(9(a* + i) = f(9(a"))] € Thiz, u).

(iv) Es sei v = Dg(z)u und w € T'f(g(z),v), d.h.

w = tlkiglo% [f(ylc + trv) — f(yk)}

fiir ¢, \, 0 und y* — g(z). Wegen der Unterhalbstetigkeit von ¢! in (g(z), ) finden wir
eine Folge {z*}, z¥ — z und y* = g(a*). Das ergibt

w= Jim = [f(g(a") + teo) ~ F(gla))]
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Wegen v = Dg(x)u kénnen wir schreiben
g(z®) + tpv = g(z" + tru) + o(ty,)
und erhalten w € Th(z,u). #

Aus dem Korollar 2.10 folgt, dafl die Pseudo-Regularitit einer Funktion die Unterhalbst-
etigkeit ihrer Inversen zur Folge hat. Dies ist interessant im Hinblick auf die Aussage (iv)
aus Proposition 3.5.

Nun untersuchen wir das Problem partieller Ableitungen: Es sei f : IR" x IR™ — IRP eine
lokale Lipschitz-Funktion, f = f(z,y). Wir sind interessiert an Formeln folgender Gestalt
fiir partielle Contingent-Ableitungen und Thibault-Mengen:

Tf((z,y); (w,0)) = Tof((2,y);u) + T, f((z,y);0) :
Cf((z); (w,0)) = Cof((z,y);0) + Cyf((2,9); ) (3:5)

wobei T, T, bzw. C,, C, die partiellen Richtungsableitungen bezeichnen sollen, z.B.:
T.f((z,y);u) = Tf(.,y)(z,u). Diese Formeln sind im allgemeinen nicht richtig (siehe
folgendes Beispiel):

Beispiel 3.6 Die Funktion f : IR? — IR sei gegeben durch

0 fir z <0
flz,y) =1 = fir  0<az<|y|
|y fir [yl <w

Wie man leicht sieht, ist C’f((O 0);(1,1)) = {
T:f((0,0);1) = T, £((0,0); 1) = C: £((0,0); 1) =

(1,1)), andererseits ist

7+ € T((0,0);
Cyf(( {0} #

}
yf((0,0);1)

In [23] findet man eine hinreichende Bedingung fiir die Giiltigkeit obengenannter Formeln.
Auf analoge Art und Weise kann man eine Aussage auch fiir Contingent-Ableitungen
erzielen. Als Ergebnis erhalten wir ein zu [23] dhnliches, aber schérferes Lemma:

Lemma 3.7 FEs sei f : IR" x R™ — IRP, f = f(x,y) lokal Lipschitz und stetig differen-
zierbar beziiglich y.

(i) Dyf(.,0) sei lokal uniform Lipschitz fir 0 nahe an y° und x nahe an x°, d.h. es
existiert eine Konstante L > 0 mit: Yoy, x5 € 2° + L71IB YO € 4y + L~ 1]B :

| Dy f(1,0) = Dy f(22,0)] < L]zy — 2.
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Dann gilt:

Tf((=°y"); (. v)) = To f (2", 4°);u) + Dy f(2°, y°)v.
(ii) Dy, f(.,0) sei gleichmdipig stetig fiir 0 nahe an y° und x nahe an 1°, d.h. es existiert
eine Konstante L > 0 mit: Vo1, 20 € 2° + L 'BY0 € y* + L 1B :
Ve>030>0: |z1—a2| <= |Dyf(r1,0) — Dyf(xs,0)] < e .
Dann gilt:

Cf((z°9°); (u,v)) = Cof ((2°,4°); u) + Dy f(2°, y°)o.

Beweis: (7): Die Inklusion (C). Wir sehen uns die Formel néher an. Die linke Seite besteht
aus allen Limita von

ak = ti [f(xk + lru, yk + tkv) - f(xkv yk)] ’ (xkv yk) — (I,O, yO)
k

und die rechte Seite aus allen Limita von

v = aik [f(z’C + o, y°) — f(2F, 0)]

o [ 0+ o) = ).

wobei (2%, w") — (29, 4°). Jetzt sei die Folge {a*} gegeben, a* — a. Unser Ziel ist es, die
Folge {b*} zu finden, so daf b* — a. Dazu setzt man oy, = 3, = ty, 2" = 2%, w* = " und
rechnet die Differenz c* = a* — b* aus.

Um die Schreibweise abzukiirzen, setzen wir & := 2* +t,u, n* := y* + t,v, und erhalten:

P 1 ko k k0 ok v o
F o= AU = ] = [ ) - )]}

Den Term in der ersten geschweiften Klammer kann man schreiben als

&= [ (DA 0) — D)) G )i

wobei 8 = y° + 7(nF — y°). Wir erhalten:
il < LIE® — a*n* — y°| = Ltx]ul|n* — o°|
und N 0, da n* gegen 3° konvergiert. Analoge Abschiitzung bekommen wir fiir c§.
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(4i): Die Inklusion (C). Hier ist die Situation einfacher, da z* = 2% und y* = 4° gilt. Mit
denselben Substitutionen wie vorher ergibt das:

eil < eln® = 4" = etelvl
fiir ¢ |u| < 6. Analog die zweite Abschitzung.

(4) und (44): Die Inklusionen (D): Jetzt sei die Folge {b*} gegeben,

b = ai [FGF + ) = F(4,07)] + gi [F@ 0t o) = [ )] (36)
wobei (2%, w*) — (29, y°).

Wir kénnen versuchen, den zweiten Term auf der rechten Seite in (3.6) zu ersetzen durch

1
Pt = - (% i + anw) = (i), 0 — o,

Da die Funktion f in der zweiten Variable stetig differenzierbar ist, konnen wir das tun
und es ist [pF — 05| — 0. Wir setzen t, = g, 2¥ = 2%, ¢* = p* und & konvergiert
gegen Null wie friither. Bei den Contingent-Ableitungen erfolgt der Beweis analog, nur das

Argument fiir die Konvergenz von c* ist jetzt anders. #

Die Forderung, die Funktion f sei in der zweiten Variable stetig differenzierbar, ist sehr
stark. Wir konnen sie auf folgende Art und Weise umgehen: Wir definieren eine neue
Funktion F(z, z) := f(x, g(2)) (wobei f stetig differenzierbar in der zweiten Variable ist).
Fiir bestimmte Abbildungen g kénnen die Formeln nun auch auf F' iibertragen werden
(dabei ist F' nicht differenzierbar in z).

Definition 3.8 FEine lokale Lipschitz-Funktion g : IR* — IR™ nennen wir simpel in 2°,

wenn fiir jede Folge {ty}, tr, \, 0 und fiir jedes Paar (v,w) mit v € Tg(z°, w) eine Folge
{2F}, 28 — 20 existiert, so daf gilt:

1
v st ein Hiufungspunkt der Folge {t_ [g(zk + trw) — g(zk)} } )
k

Lemma 3.9 Fs sei f: R" x R™ — IRP, f = f(x,y) lokal Lipschitz und stetig differen-
zierbar beziiglich 1.

(i) Zusdtzlich erfillle f die Voraussetzungen von Lemma 3.7 (i) und die Funktion g :
IR* — IR™ sei simpel in 2° € g7(3°).
Dann gilt fir die Funktion F(z,z) := f(x,g(2)) folgende Formel:

TF((2°,2%); (v,w)) = Tof ((2°,9(z"));u) + U Dyf(a®,9(°))v.

vETg(=0,w)
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(ii) Zusdtzlich erfille fdie Voraussetzungen von Lemma 3.7 (ii) und die Funktion g :
IR* — IR™ sei richtungsdifferenzierbar in 2° € g~ 1(y°).

Dann gilt fir die Funktion F(z,z) = f(x, g(2)) folgende Formel:
CF((2,2%); (u,w)) = Cof (2%, 9(2°));0) + Dy f (2, 9(2°) g (2°, w).

Beweis: (i) Proposition 3.5 (i) hat folgende Inklusion zur Folge:

TF((2",2"); (u,w)) C Tof (2%, 9(2"))iw) + U Dyf(a® g(z"))v.

vET9(20w)

Nun sei ein b gegeben, b = by + by, by € T, f((2°,9(2°));u), bo = D, f(z° ¢(z°))v und
v € Tg(z°, w). Demnach koénnen wir b; schreiben als den Limes der Folge

1t gl - £ )]

fiir bestimmte Folgen ¢, \, 0 und 2% — 2°. Die Funktion ¢ ist simpel, deshalb kénnen wir
annehmen, daf} v ein Haufungspunkt der Folge

{2 00" + ) — ()]}

k

fiir eine geeignete Folge 2% — 20 ist. Das ergibt:
g(2" 4+ tpw) = g(2*) + trv + o(ty). (3.7)
Nun kénnen wir by mit Hilfe der Folge {¢;} umschreiben: Wir setzen

1

b= - [£(0% 9(2") + v) = F(a® g())]

und erhalten b5 — by. Die linke Seite definieren wir via

a* = % [f(xk + tru, g(2%) + tyv) — f(xk,g(zk))} :

Eine geeignete Teilfolge von {a*} konvergiert gegen ein a und wir erhalten zusammen mit
(3.7):

o L k k N
o = lim— [f(@* + tru, g (F + tw) — (2, 9(2))] =
1
= lim — [F(ac’c + tru, 2 + tw) — F (2, zk)] € TF((z°,2°); (u,w)).
tr\O T,

Analoge Integralabschéitzungen wie in Beweis von Lemma 3.7 (i) ergeben die Behauptung.

(i1) folgt sofort aus Proposition 3.5 (ii). #
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3.2 Strenge Regularitit und Pseudo-Regularitit

Folgendes Beispiel beschreibt eine stiickweise lineare Funktion, die gleichzeitig pseudo-
reguldr, jedoch nicht streng reguldr im Nullpunkt ist:

Beispiel 3.10 Wir definieren eine Funktion f : IR? — IR%. Die erste Komponente f; von
f sei gegeben durch

y fiir ly| < x
- T fiir lz] <y
—x fiir lz| < —y

Jetzt bezeichne r : IR*> — IR? die lineare Transformation, die den Punkt (z,y) um den

Winkel —% dreht, d.h. r(z,y) = g(y + 2,y — ). Nun sei die zweite Komponente f> von

[ definiert als fo(x,y) := fi(r(z,y). Die explizite Gestalt von f, ist dann

2(—z +y) fir ~ 2>0,y>0
foly) = ?(1:+y) fiir r<0,y>0
2 ?(x—y) fiir <0, y<0

g(—x—y) fiir x>0, y<0

Man sieht leicht, dafl f pseudo-regulir in jedem Punkt ist. Auflerdem hat jeder Bildpunkt
c = (a,b) # (0,0) genau zwei Urbilder: f~!(c) = {z(c), —z(c)} und f~1((0,0)) = {(0,0)}.
#

Néchste Aussage vergleicht die Kriterien fiir strenge bzw. Pseudo-Regularitiat von loka-
len Lipschitz-Funktionen. Die Aussage (i) findet man in [23], die Aussage (ii) ist eine
Umformulierung des Satzes 2.8.

Satz 3.11 Es sei f: IR" — IR" lokal Lipschitz.

(i) f ist streng requlir in z° < 0 & Tf(2% u) Yu # 0.

(ii) [ ist pseudo-requlir in z° < Ja >0: BC J Cf(z,u) vz €2’ +a 'B.

Jul<a

Bemerkung 3.12 f € C'(IR"IR") und f sei pseudo-regulir in z°. Dann ist f streng

reguldr in 2°.

Beweis: Wenn man bedenkt, dal T'f (z%)u = C' f(2°,u) = {Df(2°)u}, bekommt man aus
der Pseudo-Regularitit von f, dal Df(z°) regulir ist. Damit ist f streng regulér. #
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3.3 Pseudo-Regularitit fiir stiickweise glatte Funktionen

Eine wichtige Klasse von Lipschitz-Funktionen bilden die stiickweise glatten Funktionen.
Derartige Abbildungen haben sehr "gute” Eigenschaften (im Vergleich zu einer beliebi-
gen Lipschitz-Funktion), so dal man viele wichtige Aussagen iiber stetig differenzierbare
Funktionen auf stiickweise glatte Funktionen erweitern kann.

Definition 3.13 Wir nennen eine Funktion f : IR — IR" stiickweise glatt oder eine
PC-Funktion, wenn endlich viele C*- Funktionen f; : IR® — IR™, i = 1,...,p existie-
ren, so daf f eine stetige Auswahlfunktion von fi, ..., f, ist, d.h. f ist stetig und

flx) e {fix),.... folx)}  VoelR"

Zu einem beliebigen Punkt z € IR" definieren wir die entsprechende aktive Indexmenge
als Iy(z) == {e¢|i € {1,...,p}, f(z) = fi(z)}. Aus Stetigkeitsgriinden koénnen auf einer
geeigneten Umgebung eines Punktes 2° nur die Funktionen f; mit ¢ € I;(2°) aktiv werden.
Wir sagen, die Funktion f; ist in z° wesentlich aktiv, falls z° € cl int{z | f(z) = fi(z)}
gilt. OBdA konnen wir jetzt annehmen, daf alle Funktionen f;, i € I;(2°) wesentlich
aktiv sind.

Andernfalls gibt es eine Umgebung U von z° und ein Index i € I;(z°) mit der Eigenschaft,
daB U nint{z | f(xz) = fi(x)} = 0 gilt. Deshalb kann es in U keinen Punkt Z geben, in
dem nur die Funktion f; aktiv wére, sonst gidbe es eine Umgebung von Z, wo das auch
der Fall ist. Wir erhalten, da§ f auf U eine Auswahlfunktion von f;, i € I;(2?) \ {i} ist.

Aus Sicht unserer Untersuchungen ist der Ubergang von C'- Funktionen zu PC*'- Funk-
tionen sehr interessant: wihrend fiir C'-Funktionen Pseudo-Regularitéit zugleich strenge
Regularitit bedeutete, ist dies bei PC'-Funktionen anders (siehe Beispiel 3.10). Deshalb
sind PC'-Funktionen die Kandidaten mit einfachster Struktur, bei denen man die Unter-
schiede zwischen den Regularitéitsbegriffen studieren kann.

Um das Kriterium aus dam Satz 3.11 (ii) anwenden zu kénnen, brauchen wir eine Aussage
iiber Contingent-Ableitungen stiickweise glatter Funktionen. Diese wird vom néchsten
bekannten Lemma geliefert:

Lemma 3.14 (/27], [42])
Es sei f : IR® — IR" eine stetige Auswahlfunktion der C'-Funktionen f; : IR® — IR",
t=1,...,p. Dann ist f richtungsdifferenzierbar und es gilt:

(2 u) € {Dfi(a"yu]i € I¢(2")}.

Weiterhin benotigen wir einige niitzliche Eigenschaften stiickweise linearer Funktionen.
Wir sagen, f : IR" — IR" ist stiickweise linear, falls f eine stetige Auswahlfunktion
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einer endlichen Anzahl von linearen Funktionen f;(z) = A;z, ¢ = 1,..., pist. Insbesondere
sind Richtungsableitungen von stiickweise glatten Funktionen stiickweise linear.

Unter einer Kegelzerlegung C von IR" verstehen wir eine Familie von n-dimensionalen
(konvexen) polyhedralen Kegeln, so daf sich je zwei Kegel der Familie in einer gemein-
samen Seite schneiden und die Vereinigung aller Kegel den ganzen Raum IR" bildet.
Zwei Kegel der Kegelzerlegung heifien adjazent, wenn ihr Durchschnitt eine (n — 1)-
dimensionale Seite ist. Die Vereinigung aller k-dimensionaler Seiten bezeichnen wir mit

skel;C.

Man iiberlegt sich leicht, daf fiir eine beliebige stiickweise lineare Funktion f : IR™ — IR"
eine Kegelzerlegung C von IR" existiert, so da8 fiir jeden Kegel C' € C eine Matrix A(C')
existiert mit fic(z) = A(C)x. Wir sagen dann, dafl f stiickweise linear bzgl. C ist.

Definition 3.15 Es sei f : IR" — IR" stiickweise linear bzgl. einer Kegelzerlegung C von
IR". Wir nennen f koherent orientiert, falls alle Matrizen A(C), C € C regulir sind
und thre Determinanten dasselbe Vorzeichen besitzen.

Das néchste Lemma (siehe [22]) charakterisiert die koherente Orientierung:

Lemma 3.16 FEs sei f : IR" — IR™ stiickweise linear bzgl. einer Kegelzerlequng C von
IR™. Die Funktion f ist koherent orientiert genau dann, wenn das Bild jedes Kegels der
Kegelzerlegung C wieder ein Kegel ist und adjazente Kegel auch adjazente Bilder besitzen.

Die Surjektivitit ist eine notwendige Bedingung fiir Pseudo-Regularitit. Wir werden
spater sehen, daf} in diesem Zusammenhang folgendes Lemma wichtig ist:

Lemma 3.17 (/22])
Es sei C eine Kegelzerlegung von IR" und f : IR" — IR" eine bzgl. C stiickweise lineare
Funktion. Wenn f koherent orientiert ist, so ist f surjektiv.

Beweis: Zuerst zeigen wir, daf3 die Funktion f folgende Eigenschaft besitzt:

Ist die Menge A C IR" abgeschlossen, so ist auch ihr Bild f(A) abgeschlossen. Es sei
also eine Folge {a,} C A gegeben und die Folge {f(a,)} konvergiere gegen ein y. Die
Funktion f sei eine stetige Auswahlfunktion der Funktionen f;, i = 1,...,p. Die Men-
ge {f(a,)}so,; U {y} ist kompakt. Da f koherent orientiert ist, sind auch alle Mengen
it f(an)}¥ee, U {y}) kompakt. D.h., auch die Menge f~1({f(a,)}>, U {y}) ist kom-
pakt und {a,} konvergiert gegen ein a mit a € A (A ist abgeschlossen). Wir erhalten so
fla) =y € f(A), d.h. f(A) ist abgeschlossen. Daraus folgt: f(IR") ist ebenfalls abge-
schlossen.

Die Funktion f erhélt nach Lemma 3.16 die Adjazenz von Kegeln. Daraus folgt, f ist ein
lokaler Homdomorphismus in jedem Punkt x € X := R"\ f~!f(skel, 2C) (d.h., es gibt
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Umgebungen U von x und V von f(z), so daf fiy : U — V bijektiv ist). Da X offen ist,
erhalten wir dadurch, dafl auch f(X) offen ist.

Daraus folgt, dafi der Rand von f(IR") in der Menge f(IR") \ f(X) = f(skel,—2C) ent-
halten ist. Diese Menge ist wiederum (n — 2)-dimensional, d.h. sie trennt IR™ nicht, und
das bedeutet f(R") = IR". #

Folgender Satz charakterisiert die Pseudo-Regularitit von stiickweise glatten Funktionen:

Satz 3.18 Es sei f : IR® — IR" eine stetige Auswahlfunktion der C'-Funktionen f; :
R" — IR", i=1,...,p. . OBdA seien alle f; in einem Punkt 2° wesentlich aktiv.

(i) Wenn alle Matrizen D f;(z°) regulir sind und ihre Determinanten dasselbe Vorzei-
0

chen besitzen, dann ist f pseudo-requldr in z°.
(ii) Wenn die Funktion f pseudo-regulir im Punkt z° ist, so ist die Richtungsableitung
f'(z°,.) koherent orientiert.

Beweis: (i): OBdA konnen wir annehmen, daf§ alle Determinanten detD f;(z°) positiv
sind. Aus Stetigkeitsgriinden gibt es eine Umgebung U von z°, wo dies erhalten bleibt
und I;(z) C I;(2°) Vo € U, d.h. f'(x,.) ist koherent orientiert und damit surjektiv
Vz € U. Weiter gilt:
. . 0
i, min |Dfi(«")u] >0

(wobei S die Einheitssphére bezeichnet) und es existiert eine Konstante ¢ > 0 mit

min min |Df;(x)u| > ¢  VreU.
iEIf(;UO) ues

Nun setzen wir o := ¢ ! und es sei ein v € IB gegeben. Wegen der Surjektivitiit gibt es

fiir jedes x € U eine Richtung « mit v = f'(z,u) und

o,
f(’HW)

Damit gilt: B C | f'(z,u) Vz € U. Gegebenenfalls vergroBern wir o und erhalten die
Jul<a

Jul
> fue = 1.
(0%

[ol = 17"z, w)| = Jul

Behauptung.

(ii): Wir definieren X; := {z| f(z) = fi(x)}. Der Satz 3.11 (ii) angewendet auf Punkte
r € intX; N (2% + a1 IB) ergibt |Dfi(x) | < a. Mit anderen Worten:

. . 1
min [Dfi()u] > o

d.h. insbesondere sind alle Matrizen Df;(2°), i € I;(2°) regulidr. Weiter verfahren wir
indirekt.
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Die Funktion g := f'(2°,.) ist stiickweise linear, d.h. es gibt eine Kegelzerlegung C =
{Ci}icr 0y von IR", so dafl auf dem Kegel C; die Abbildung g;(u) = D f;(z°)u aktiv ist.
Angenommen, es existieren Indizes i,j € I;(2") mit det Df;(z°) < 0 < det Df;(z°).
OBdA konnen wir voraussetzen, dafl C; und C; adjazent sind (sonst bilden wir eine Kette
von adjazenten Kegeln C; = A;,..., Ay = C; und es miissen zwei Kegel in der Kette
mit der gewiinschten Eigenschaft existieren). Wir wéhlen einen Punkt u € C; N C; \ {0}
beliebig nahe am Nullpunkt. Da det Df;(z°) < 0 < det Df;(2) ist, sind die Mengen

Co,C) = | Cola,w)
weC;
und Cyg(@,C;) im denselben Halbraum enthalten. D.h., die Abbildung Cg(%,.) ist nicht
surjektiv. Aus Satz 3.11(ii) folgt damit, da§ g nicht pseudo-regulér im Punkt @ sein kann.
Schlief3lich ergibt Korollar 2.7 einen Widerspruch zur Pseudo-Regularitit von f. #

Korollar 3.19 FEs sei f : IR® — IR" eine stetige Auswahlfunktion der C*-Funktionen
fi:IR" — IR", i=1,...,p. . OBdA seien alle f; in einem Punkt x° wesentlich aktiv.

Ist f pseudo-requlir in einem Punkt 2°, dann liegt Pseudo-Regularitit vom Typ 3 vor.

Beweis: Aus der Pseudo-Regularitit von f folgt insbesondere, dafi f=! lokal durch re-
guldre Funktionen f; ', i € I;(z°) gegeben ist. D.h., fiir y hinreichend nahe an f(z°)
erhalten wir endlich viele, und zwar hochstens p Urbilder z € f!(y). Der Satz iiber die
implizite Funktion ergibt die Behauptung. #

In dem Fall, daf zur Bildung der Richtungsableitung f'(z°,.) alle Matrizen D f;(z°),
i € I;(2°) bendtigt werden, bekommen wir aus dem Satz 3.18 eine notwendige und hin-
reichende Bedingung:

Korollar 3.20 Es sei f: IR" — IR" stiickweise glatt und C sei die Kegelzerlegung, bzgl.
der f'(2°,.) stickweise linear ist. Zusditzlich existiere fiir jedes i € I;(x°) ein Kegel C; € C,
so dap f'(x° u) = Dfi(x®)u auf dem Kegel C; gilt.

Dann ist f pseudo-regulir in 2° genau dann, wenn alle Matrizen D f;(x°), i € I;(z)
requldr sind und ihre Determinanten dasselbe Vorzeichen besitzen.

Beweis: In diesem Fall ist die koherente Orientierung von f’(x°,.) dquivalent zu der
Bedingung, daf alle Matrizen D f;(2°), ¢ € I;(2°) regulér sind und dasselbe Determinan-
tenvorzeichen besitzen. #

In [34] sind Bedingungen aufgefiihrt, unter denen eine stiickweise glatte Funktion f streng
regulér ist. Es handelt sich dabei um die Bedigung (ii) aus Satz 3.18 mit zusétzlichen For-
derungen (Invertierbarkeit der Richtungsableitung oder Bedingungen an den Abbildungs-
grad von f bzw. f'(z,.)). AuBerdem sind positive Aussagen mit Hilfe der koherenten
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Orientierung in den Fillen moglich, wo die Mengen {z | f(z) = fi(z)} eine Kegelzerle-
gung von IR" bilden und die Anzahl der Kegel hochstens vier ist (dazu siehe [42]). In
diesem Spezialfall sind Pseudo-Regularitit und strenge Regularitit dquivalent.

Folgendes Beispiel zeigt, dafl im allgemeinen die koherente Orientierung der Richtungs-

ableitung f’(z°,.) nicht hinreichend fiir die Pseudo-Regularitit ist :

Beispiel 3.21 Es sei eine Funktion f : IR? — IR? definiert durch

(@ = VONVI+ /T v € VI VI+ (VI — V)]s e (0, 1)
fley) = o= (- 2)2 =) @€ |Vy+3(8-vy) ), e (0,1)

x sonst
fZ(xv y) =Y.

Man kann nachweisen, dafl f'((z,y);.) koherent orientiert ist fiir alle z nahe am Nullpunkt:

f'((z,y);u) € {Au, Asu, Agu}

z+1 —
w= (0 TR (2 )

Es ist f'((0,0);u) = Asu = u, jedoch ist f nicht pseudo-regulir in (0,0). #

3.4 Einige Eigenschaften von Lipschitz-Funktionen

In diesem Abschnitt beweisen wir das angekiindigte Dimensionslemma, das die Dimen-
sionen von Urbildmengen und Bildmengen bei Lipschitz-Funktionen vergleicht.

Die Peano-Abbildung ist ein bekanntes Beispiel einer Funktion, die das Einheitsintervall
[0,1] auf das Quadrat [0,1] x [0, 1] abbildet. Unser Ziel ist es zu zeigen, daf &hnliche (in
dem Sinne, dafi das Bild grolere Dimension als der Urbildraum hat) Abbildungen nicht
lokal Lipschitz sein kénnen.

Beispiel 3.22 (siehe [13], Beispiel 4.4.5) Wir erhalten die Peano-Abbildung als den Limes
einer Folge von Funktionen f, : [0,1] — [0, 1] x [0, 1]. Dazu teilen wir das Einheitsintervall
[0,1] in 9 gleiche Intervalle mit der Lange 1/9 und das Quadrat [0, 1] x [0,1] in 9 gleiche
Quadrate mit der Seitenldnge 1/3. Die Funktion f; sei gegeben durch:
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AO =00, A (5)=(55) £ =05 1()=(1) 1(3)=(
i@ =05 1G)=60) £()=G3) 1E)=(3) =0

und durch lineare Extrapolation im Innern der Intervalle.

Jetzt setzen wir voraus, dafl wir das Intervall [0, 1] bereits in 9" gleiche Intervalle und
das Quadrat [0,1] x [0,1] in 9™ gleiche Quadrate mit der Seitenldnge 37" geteilt haben
und daf eine stetige Funktion f, : [0,1] — [0,1] x [0,1] gegeben ist. Wir nehmen ein
beliebiges Intervall [a, b], das durch die Teilung des Intervalls [0, 1] entstanden ist und es sei
fn(a) = (xa,Ya)s fn(b) = (xp,yp). Der Vektor f,(b) — f,(a) gehore dem i-ten Quadranten
an und r sei die Rotationsabbildung, die eine Rotation um den Mittelpunkt des Quadrates
[0,1] x [0,1] um den Winkel  realisiert. Fiir ¢ mit a < ¢ < b definieren wir f, 1, wie folgt:

Fas1(t) = (Ta,ya) + 37" (f2(2))- (3:8)

Auf diese Weise erhalten wir eine stetige Abbildung f,.1 : [0,1] — [0,1] x [0, 1]. Die
Funktionenfolge {f,} konvergiert (punktweise) gegen eine stetige Funktion f : [0,1] —
[0,1] x [0,1] mit f([0,1]) = [0,1] x [0, 1] (siehe [13]).

Wir sehen: f(0) = 0 und f(97") = (37™,37") fiir alle n € IN und erhalten ( z = 0,

y=9"" und |.| ist die Maximumnorm):

) ol 50,
TEETI .

Mit anderen Worten, die Funktion f ist nicht lokal Lipschitz im Nullpunkt. #

Der Beweis des ndchsten Lemmas nutzt denselben Effekt: Wegen des Dimensionsunter-
schiedes kann die potentielle Lipschitz-Konstante nicht endlich sein.

Lemma 3.23 (Dimensionslemma)
Es sei f : C — IRF lokal Lipschitz, C C IR™ sei abgeschlossen und int f(C) # 0. Dann ist
n>k.

Beweis: Angenommen, n < k. Wir zerlegen den Urbildraum /R" durch affine Hyperebe-
nenx; =c¢, ¢t =1,...n, ¢c € Z in Wiirfel mit der Seitenldnge 1. Dann existiert ein Wiirfel
A mit A*(f(C' N A)) > 0, wobei A\* das Lebesgue-Ma$ in IR* bezeichnet. OBdA konnen
wir annehmen, dafi \*(f(C' N A)) = 1.

Jetzt zerlegen wir den Wiirfel A in 2" gleiche Wiirfel Ay, ... Ay» mit der Seitenlédnge 1/2.
Dann existiert ein Index ¢ € {1,...,2"}, so daf gilt:

M(HCNA)) > 5 (3.10)
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Wir definieren d := diam f(C'NA;) = sup{|ly1 — v2| | 1,92 € f(CNA;)} < 0o und finden
zwei Punkte yi,ys € f(C'NA;) mit |ys —y2| > d/2und z; € f(y;),z; € CNA;j=1,2.

Wir wissen: f(C'N A;) C y; + dIB und daraus folgt

M (fF(CNA)) < (2d)F. (3.11)
Zusammen mit (3.10) ergibt das
1
4= . (3.12)

1
Andererseits gilt: |27 — x| < 5 wegen 1, T € A;. Wir erhalten

|f (1) = [ ()] 1

>d> .
|z — 2o T T 2%t

(3.13)

Nun setzen wir diese Konstruktion induktiv fort. Es sei A}(l) := A; und angenommen, im
s-ten Schritt, haben wir einen Wiirfel Af@il) mit der Seitenlinge 2=~1 so daf gilt:

1
on(s—1)

MN(F(CNAGLY)) =
Jetzt zerlegen wir den Wiirfel A;?(*sil) in 2" gleiche Wiirfel A7, ..., A5, mit der Seitenldnge
27%. Es gibt einen Index i(s) € {1,...,2"}, so daf gilt:

V(O AL) = 5 (3.14)

Analog definieren wir d, := diam f(C'N Aj,)) und finden Punkte y, y5 € f(C'NAj,,)) mit
lyi — v3l > ds/2 und @5 € f~H(y3), 25 € C N A, j=1,2.

Ahnlich wie in (3.11) ergibt das M*(f(C'N A%,))) < (2d,)* und

1
d, > == (3.15)
Wegen o, 75 € Aj, gilt o] — 23] < 5 und
[£(z1) = F@)]  2°ds § gomss _ gsi-3)-2, (3.16)

Jet —3] 2

Nun betrachten wir die Folgen {z7} und {z3}. Aus 2] € A, C Af(iﬂ folgt

|2 — 257 <



o
so dafl beide Folgen gegen den Punkt x* € ﬂ Aj,) konvergieren.

s=1
Wenn wir uns daran erinnern, dafl wir n < k£ angenommen haben, sehen wir, daf§ der
rechte Term in (3.16) gegen oo konvergiert (fiir s — co). D.h., f ist nicht lokal Lipschitz

in x*. #

Die folgenden Uberlegungen werden angestellt, um zu zeigen, da$ die von uns benutzten
Standard-Transformationen nicht aus der Klasse der lokalen Lipschitz-Funktionen her-
ausfiihren.

Bemerkung 3.24

Ve,y € R", v,y #0: (3.17)

Il lyll = min{]2l, |y]}

. __H _lz=yl

OBdA sei |z| < |y|. Wir projezieren den Punkt y auf die Kugel B und erhalten aus der
Nichtexpansivitit der Projektionsabbildung: H i Lz H < |z —y]. #

Bemerkung 3.25 Inversion (siehe [13])

Es sei eine positive reelle Zahl r gegeben. Jedem Punkt z € IR™\ {0} entspricht genau ein
Punkt i(x), der auf der Halbgeraden liegt, die im Nullpunkt beginnt und durch z geht,
so daf gilt: ||i(z)||z| = r?. Wir setzen also i(z) = tz, ¢t € IRy und erhalten |tz||z]| = r?
und ¢ =y ;2 Das ergibt i(z) = "xﬁgx

Die Abbildung i : IR"\{0} — IR™\{0} wird Inversion in der Sphére mit dem Mittelpunkt
im Nullpunkt und mit Radius r genannt. Es handelt sich um eine bijektive Abbildung
R"\ {0} — IR™\ {0} mit i* = id. #

Bemerkung 3.26 Stereographische Projektion (siehe [13])

Es sei eine positive Zahl r gegeben. Wir betrachten die Sphéire S in IR"™ mit dem Mittel-
punkt (0,...,0,7) und dem Radius r. Mit H bezeichnen wir die Hyperebene, die durch die
Gleichung z,, = 2r definiert ist. Jede Gerade, die durch den Nullpunkt und durch einen
Punkt z € S\ {0} fiihrt, trifft A in genau einem Punkt, den wir mit s(x) bezeichnen. Um
s(x) zu bestimmen, setzen wir s(z) = tx, ¢t € IR,. Aus tx, = 2r erhalten wir ¢ = 2~ und

n

Die Abbildung s : S\ {0} — H wird stereographische Projektion der Sphire S aus
dem Pol 0 auf die Hyperebene H genannt.

Den Durchschnitt der Sphére S und des Halbraumes, der durch die Ungleichung z,, > r
definiert ist, bezeichnen wir mit 7'. Nun schrinke man die Abbildung s auf die Menge T’
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ein. Wir mochten zeigen, daf8 s),. lokal Lipschitz und Lipschitz invertierbar ist (d.h. s‘_T1
ist eine lokale Lipschitz-Funktion). Dazu betrachten wir die Inversion 4, in der Sphére
mit dem Mittelpunkt im Nullpunkt und mit Radius 2r eingeschrénkt auf die Menge T'. Es
sei z € T, dann gilt: |z — (0,...,0,7)|> = r?, d.h. |z|> = 2z,r + 72 = r*> und |z|* = 2z,
Wir erhalten:

, At 2

iy (z) = W:L’ = Em = s,(x).

1

. — . .71 _ s
Daher gilt Sy = Uiy = Hsery-

Deshalb geniigt es zu zeigen, daf} i, ., lokal Lipschitz
18t.

Es seien Punkte z,y € TUs(T) gegeben, dann gilt r < |z| and r < |y|. AuBerdem haben
wir:

x Y x

=12 lyl? l? Tyl?
1

_|_
7 O ]

, 1 (1 1
< Alz|rilz -yl — 0 | Tl -yl <12z -y
[yl \ =zl vl
Nun sei r = 1 und wir setzen t(x) = (s1(z +e€,) — 2,..., 8, 1(x + e,) — 2) (wobei
en := (0,...,0,1) und s; die i-te Komponente von s ist). Wenn wir die Hyperebene H
mit IR"! identifizieren, erhalten wir dadurch eine bijektive Abbildung, die die "obere
Hilfte” der Einheitssphire S auf ¢(S) C IR"! abbildet und die in beiden Richtungen
lokal Lipschitz ist. #

g Y

7

2 + 472

li(z) —i(y)] = 4*

4lz|r [z =yl <

3.5 Urbildmengen von Lipschitz-Funktionen

Das Ziel dieses Abschnitts ist es, hinreichende Bedingungen fiir die Isoliertheit der Urbild-
mengen von lokalen Lipschitz-Funktionen zu formulieren. Dazu sei eine lokale Lipschitz-
Funktion f : IR® — IR™ gegeben, die in 2° pseudo-reguliir ist. Wann ist 2° ein isoliertes
Urbild von f(z°)?

Bemerkung 3.27 Angenommen, in z° hiiufen sich die Urbilder von f(z°), dann gibt es
eine Folge {z*}, die gegen 2° konvergiert und f(z*) = f(2°) Vk. Wenn wir die Richtungen

k_ .0
o T
k= 2]

definieren, kénnen wir annehmen, daf§ die Folge {u*} gegen ein geeignetes u°, |u’| = 1
konvergiert (mindestens als Teilfolge). Wir setzen #;, := |z*¥ — 2% und erhalten:

1 1

= [ + i) = F2°)] = - [f(&*) - F@")] =0

tk tlc
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und 0 € C'f (2%, u®).

Der folgende bekannte Satz charakterisiert die Differenzierbarkeitseigenschaften von lo-
kalen Lipschitz-Funktionen (siehe [14]). Mit der Formulierung ”fiir fast alle” ist gemeint,
daf} die Menge der Werte, die das nicht erfiillt, eine Nullmenge ist.

Satz 3.28 (Satz von Rademacher):
Es sei f: IR" — IR™ lokal Lipschitz. Dann ist f fast tiberall im IR™ differenzierbar.

Das néchste Lemma ist eine einfache Folgerung aus dem Satz von Rademacher:

Lemma 3.29 Es sei f : IR" — IR" lokal Lipschitz und pseudo-regulir in z°. Dann
ezistieren. Umgebungen U von z° und V von f(x°), so dap gilt:
fiir fast alle y € V sind die Mengen f~(y) NU endlich.

Beweis: Aus Bemerkung 1.4(ii) erhalten wir eine Umgebung U von z°, so daf} f pseudo-
reguldr in z fiir alle x € U ist. Wir setzen V := f(U).

Aus dem Satz von Rademacher folgt: Die Funktion f ist differenzierbar in fast allen Punk-
ten x € U. Wir bezeichnen mit U; die Menge aller Punkte x € U mit dieser Eigenschaft
und erhalten: Vo € Uy : Df(z) hat den vollen Rang (siehe Satz 3.11) und z ist ein
isoliertes Urbild von f(z) (sieche Bemerkung 3.27). Andererseits gilt \"(U \ Uy) = 0 und
A'(f(U\Uy)) = 0. (Man tiberdecke die Menge U \ U; durch eine Familie von Kugeln mit
kleinen Radien. Wir konnen leicht eine Lipschitz-Abschétzung fiir die Inhalte der Bilder
der Kugeln angeben; also ist die Menge f(U \ Uy) auch eine Nullmenge.)

Auf diese Weise haben wir gezeigt: Fiir fast alle y € V = f(U) gilt: f~(y) NU C Uy, d.h.
jedes z € f~1(y) N U ist ein isoliertes Urbild von y und die Menge f~!(y) N U ist endlich.

#

Nach diesem Lemma koénnen wir die rechte Seite der Gleichung f(z) = y so storen, dafi wir
isolierte Losungen erhalten. Unser Ziel ist aber eine allgemeine Aussage fiir alle moglichen
Bilder. Die Antwort gibt der folgende Satz:

Satz 3.30 Es sei eine lokale Lipschitz-Funktion f : IR™ — IR™ gegeben, die in 2° pseudo-
requldr ist. Unter der zusdtzlichen Voraussetzung, dafi f richtungsdifferenzierbar ist, exi-
stieren Umgebungen U von x° und V von f(x°), so daf8 gilt:

(i) Vu#0 YreU: f'(x,u)#0 (d.h. x ist ein isoliertes Urbild von f(z))
(ii)) Yy e V : die Mengen f~(y) NU sind endlich.
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Wire f'(z°,u) = 0 fiir ein u # 0, wiirde die Funktion f’(z°,.) auf dem ganzen Strahl
{tu|t > 0} den Wert Null annehmen. Man "spiirt” intuitiv, daff eine Dimension im
Bildraum ”fehlt”, um die angenommenen Eigenschaften aufrecht erhalten zu konnen.

Beweis: Um die Schreibweise abzukiirzen, schreiben wir g(u) = f'(z°% u). Wir nehmen
das Gegenteil der Behauptung (i) an, d.h. wir haben eine Richtung u° mit g(u®) = 0
und |u®| = 1. Wir wissen, (siche Korollar 2.7), da§ g bzw. ¢! ist eine Lipschitzstetige
Funktion bzw. Multifunktion ist. Mit L, bzw. L sollen die entsprechenden Lipschitz-
Konstanten bezeichnet werden. Wir definieren eine positive reelle Zahl r durch

1
- 2LL,

(3.18)

und betrachten folgende Menge:
A={ueR" |Ju—u']=r (u—u’)"u’=0}. (3.19)

Man sieht, dafl die Menge A der Durchschnitt der Sphire mit dem Mittelpunkt «° und
Radius 7 mit der (n — 1)-dimensionalen affinen Hyperebene H ist, die senkrecht zu der
Geraden steht, die durch u® und den Nullpunkt geht. Es sei eine feste positive Zahl
gegeben mit

Le < (3.20)

4+2r
Jetzt definieren wir die Menge

Ac={ueAllg(uw)|>c¢}. (3.21)
Wir unterscheiden weiter zwischen zwei Fallen.

1. Angenommen, die Menge A. ist nicht leer. Dann erkldren wir eine Funktion
h:A. —u’ — IR" durch ;
h(w) = 7g(u0 +w) :

lg(u® +w)]

Mit Hilfe von Bemerkung 3.24 kénnen wir schreiben: Vw;, ws € A, — u®

u +w u +w
[h(wn) = huws)] = 1 2 H

H lg(u® +w)] ||9 (u® + ws)|
Ly|wy — ws| -
min{g(u® +wi)], [g(u® +w2)|} ~

(3.22)

g ||w1 wy|.

Wir zeigen nun als wichtiges Zwischenergebnis: Es existiert ein Punkt v € R", |v| =1
mit v ¢ h(A. — u’). Angenommen, so ein v gibt es nicht, d.h. h(A. — u") iiberdeckt
die ganze Einheitssphire S™ in IR™. Wir wollen die stereographische Projektion auf die
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Mengen A und h(A. —u”) anwenden. Auf diese Weise wiirden wir eine Lipschitz-Funktion
von IR"? auf eine Teilmenge von IR" ! mit nichtleerem Inneren erhalten. Das wiirde
einen Widerspruch zu Lemma 3.23 bilden.

Dazu identifizieren wir die (n — 1)-dimensionale Hyperebene H mit R"™', so daf§ der
Punkt u° dem Nullpunkt in IR"~! entspricht. Den Durchschnitt der Menge h(A. — u°)
mit dem Halbraum, der durch die Ungleichung x,, > 0 in IR" definiert ist, bezeichne man
mit D. Wir untersuchen das Urbild h~}(D) in H = R"'. Wenn wir h~}(D) mit dem
Halbraum schneiden, der durch die Ungleichung z,_; > 0 bzw. x,_1; < 0 definiert ist,
erhalten wir Mengen C; bzw. Cs. Fiir mindestens eine von den beiden gilt: Thr Bild hat
ein nichtleeres Inneres beziiglich der Sphére S™ (eine Folgerung aus dem Baire’schen Satz).
Mit anderen Worten: 37 € {1,2} : intgnh(C;) # 0. OBdA sei i = 1. Dadurch erhalten
wir die Mengen C; C S" ! C IR"! bzw. h(Cy) C S" C IR", die wir auf IR" 2 bzw. R"!
stereographisch projezieren kénnen.

Die Abbildung t, beschreibe die Transformation aus der Bemerkung 3.26, wobei n die
Dimension des Urbildraumes der Projektionsabbildung bezeichnen soll. Nun definieren
wir:

hi=t,ohot,';, h:C:=t, ,(C;)C R"?— R" (3.23)

und A ist Lipschitz (siehe (3.22)). Wir wissen, daf8 t,(h(C1)) = h(C) und daB t, ein
Homo6omorphismus ist, also ergibt das: int (h(C)) # 0. Nach Lemma 3.23 kann die Funk-
tion h nicht existieren, wir erhalten also einen Widerspruch.

Daraus folgt in der Tat: Es gibt einen Punkt v € S™, v & h(A. — u").

Fiir dieses spezielle v konnen wir die folgende Menge definieren

K, :=={u € conv A| g(u) =~yv, v > 0} (3.24)

und erhalten:
K,NA. =0 (3.25)
2. Sei A. = 0. In diesem zweiten Fall wihlen wir einen beliebigen Punkt v, |v]| = 1

und definieren die entsprechende Menge K, wie oben. Trivialerweise erhalten wir auch in
diesem Fall die Beziehung (3.25).

Die Abbildung ¢! ist Lipschitz, also gibt es einen Punkt u € ¢ '(2¢v), so daf§ gilt
lu — u°|| < 2Le. Wir bestimmen diejenige Zahl oz > 0, mit der au in der Hyperebene H
liegt, d.h. (au — u®)Tu® = 0. Dies ist gerade a = (u”u®)~!. Wegen

(u—u®)Tu’ < Ju—u°| < 2Le
(weil |u®| = 1) erhalten wir:
1—2Le < |u’)? = (u° — u)Tu® = wPu’ < u| < |u®] + |Ju—u’| <1+ 2L (3.26)
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damit bekommen wir weiter

1 1 2Le
<a< d -1 < 3.27
1+2Le =~ “=1-20e ™ == 5 (3:27)
und
2Le 2Le 4Le
—40 < — 0 — 1’| < = 2
o =) < afu— ¥+ o — 1[0 € 7=+ T = s <7 (328)

wegen (3.20). Wir sehen so: au € K, und g(au) = 2aev.

Die Definition von K, impliziert, da} K, kompakt ist. Deswegen existiert das Maximum

ma lg(u)] und

2
max |g(u)] > |g(au)| = 206 > — = > ¢ (3.29)

ueK, — 14 2Le

(wegen (3.20)). Wir betrachten den Punkt u* € K,, wo das Maximum angenommen wird,
und zeigen als niichstes |u* —u°| < r. Angenommen, das ist nicht wahr, d.h. Ju* —u°| = r
und v* € K, N A . Dann hitten wir u* € K, N A. (weil |g(u*)| > €). Andererseits ist
K, N A, =0 (siehe (3.25)). Also gilt wirklich |u* — «°| < r und d(u*, A) > 0.

Wenn wir mit 7" den Kegel {tA | t > 0} bezeichnen, erhalten wir dadurch: d(u*,T") > 0.

Jetzt sei (3 eine feste Zahl mit 1 < 8 < 1+ d(u*,T). Wir studieren mogliche Urbilder u
fiir den Wert v* = Bg(u*).

Wieder unterscheiden wir zwischen zwei Féllen:
1. w e IR"\ conv T. Dies ergibt |u —u*| > 3 —1 , weil u* € conv T,
du*,T) > g —1.

2. u€convT.
Um dieselbe Abschétzung fiir |u—u*| zu bekommen, untersuchen wir die Projektion
p(u) des Punktes u auf die Gerade durch «° und den Nullpunkt. Es gilt:

w \_ ol _
p(ummn)‘ ] — "

Zusammen mit der Bedingung « € conv 7' erhalten wir

€ conv A.

[p(w)]

“ \_ 8
9 (np(u)n) = ™)

48

Wegen




ergibt das
u

Ip(w)]

€ K,

und

Hg (o) H = o) < max o) = o)

ue K,
Auf diese Weise haben wir gezeigt, daf |p(u)| > £ und

Ju = w*| = |p(w) = p(u*)| = [p(w)] - [p(u*)] = 5 -1 (3.30)

wie in Fall 1.

SchlieBlich erhalten wir fiir alle u € g~ *(v*):

> u — w*| -1 - 1 o 1 _
~1Bg(w*) = g(ui)| — (B —=Dlg(u)| = Lglu* —u°] = Lyr

wegen (3.18) und wir haben einen Widerspruch. #

2L (3.31)

Als eine wichtige Folgerung des Satzes 3.30 erhalten wir:

Korollar 3.31 FEs sei f : IR" — IR" lokal Lipschitz, pseudo-requlér in x°. Weiterhin sei

f richtungsdifferenzierbar und streng B-differenzierbar in x°.

Dann gilt: die Menge C f~((f(z°),2°);v) ist endlich Vv, |v| =1 und es liegt die Pseudo-
Regularitdt vom Typ 4 vor.

Beweis: Es sei ein v € S beliebig gegeben. Angenommen, es gibt eine Folge {u*} mit
paarweise verschiedenen Gliedern und f’(z°, u*) = v. Aus dem Satz 3.30 folgt: Es existiert
das Minimum ¢ := mig | f'(z°,u)| > 0. Das ergibt

ue

L= ol = [f'(=" u")] > Ju*le
also ist die Folge {u*} beschrinkt und hat oBdA einen Limes u*.

Wir wissen: Die Richtungsableitung g(.) := f'(z°,.) ist lokal Lipschitz und pseudo-regulér
tiberall (also auch in u*). Nach Lemma 3.4 ist g selber richtungsdifferenzierbar (wegen der
strengen B-differenzierbarkeit von f). Damit erfiillt g alle Voraussetzungen von Satz 3.30.
Das bedeutet wiederum, in einer gewissen Umgebung von u* kann es nur endlich viele
Losungen von g(u) = v geben, Widerspruch.

Insbesondere ist die Pseudo-Regularitit von f vom Typ 4. #

Unter den Bedingungen von Satz 3.30 gibt es fiir jedes y hinreichend nahe an f(z°) in einer
Umgebung von z° nur endlich viele Urbilder von y. Dies impliziert eine weitere Frage: Ist
diese Anzahl der Urbilder durch eine universelle Konstante nach oben beschréinkt?
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Man konnte sich folgende hypothetische Situation vorstellen: Im Bildraum sei die Folge
{yk}, v* — f(2°) gegeben. Wir betrachten die Mengen X* := f 1(y*). Fiir k& — oo ist
diam X* — 0 und card X* — oo bei Erhaltung der Abschitzung

d(z, X*) < L) f(2°) — ¢
Konnen wir diese Situation ausschlieffien?

Dies scheint im Moment noch ein offenes Problem zu sein. Obwohl man unter den Vor-
aussetzungen von Satz 3.30 einen Abbildungsgrad auf einer geeigneten Umgebung von
20 definieren kann und auch seine Endlichkeit bekommt, kennt der Autor im allgemeinen
keine Moglichkeit, wie man an der Groflie des Abbildungsgrades die Anzahl der Urbilder
ablesen konnte.

Folgendes Beispiel illustriert das beschriebene Phédnomen; es liegt aber keine Pseudo-
Regularitét vor (sonst hétten wir bereits ein Gegenbeispiel):

Beispiel 3.32 Wir definieren folgende Funktion g : [0,1] — IR:

T fir wel,=[% 5% ne N
g(x) := —%ij 22% fiir x € J, = [25%, 2%1] , neIN
0 fiir =0

Die Funktion ¢ hat in jedem Punkt a, := 2%1 ein lokales Minimum mit dem Wert 0 und
2
in jedem Punkt b, := 52+ ein lokales Maximum mit dem Wert (zn%) . Wir sehen auch,

dafl mit wachsendem n die lokalen Maximalwerte immer kleiner werden.

Nun definieren wir die Funktion f : [0,1] — IR als f(z) := g(z) + z°. Man iiberlegt
sich leicht, dafl die Funktion f richtungsdifferenzierbar ist. Wenn wir uns mit unseren
Untersuchungen auf das Intervall [0,1/2] einschrinken, bleiben die lokale Minima bzw.
Maxima (jetzt mit anderen Extremalwerten ) immer noch in den Punkten a, bzw. b,
erhalten (da die Ableitungen der Funktion x° hinreichend klein sind). Man sieht leicht:

@)+ ()~ s ()

Wir untersuchen die Anzahl der Urbilder zu den Werten

o= f (2%) — F(bon 1),

fiir n > 2.

In allen lokalen Maximalpunkten b, & < 2n — 1 nimmt die Funktion f einen grofleren
Wert als ¢, an, und in allen lokalen Minimalpunkten a; mit n < k < 2n — 1 nimmt f
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einen kleineren Wert als ¢, an. Das bedeutet: Die Gerade y = ¢, hat einen nichtleeren
Durchschnitt mit jedem der Intervalle intJ,, n < k < 2n—2und intly, n—1 <k < 2n—2.
Auflerdem schneidet sie das Intervall J, ; in einem seiner Endpunkte. Damit gibt es
mindestens 2n verschiedene Urbilder fiir den Wert ¢,,. Dabei bleibt jedoch die Anzahl der
Urbilder fiir jeden Wert endlich. #
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4 Einige Anwendungen

In diesem Kapitel moéchten wir die Ergebnisse aus dem letzten Abschnitt auf einige Pro-
bleme anwenden. Als erstes untersuchen wir die Kojima-Funktion, deren Nullstellen die
Karush-Kuhn-Tucker-Punkte (kurz KKT-Punkte) einer Optmierungsaufgabe beschrei-
ben. In diesem Kontext vergleichen wir strenge Regularitdt mit der Pseudo-Regularitét
und formulieren einige Folgerungen. Insbesondere sind wir dann in der Lage (unter zuséitz-
lichen Voraussetzungen) in einem Optimierungsproblem die Nebenbedingungen zu strei-
chen, deren entsprechende Lagrange-Multiplikatoren Null sind, und das Regularitétsver-
halten der Kojima-Funktion bleibt unverédndert.

Unsere zweite Anwendung betrifft einen Newton-dhnlichen Algorithmus zum Losen von
nichtglatten Gleichungen. Dieses Verfahren funktioniert unter zwei zusitzlichen Voraus-
setzungen. Als eine Folgerung von Satz 3.30 konnen wir die erste Bedingung im richtungs-
differenzierbaren Fall erfiillen.

4.1 Regularitit der Kojima-Funktion

Es sei ein Optimierungsproblem

(P)  min{f(z)[g(z) <0}

gegeben, dabei ist f € C*(IR", R), g € C*(IR", R™). (d.h., die Ableitungen D f(z) und
Dg(x) sind lokale Lipschitz-Funktionen). Wir definieren folgende Abbildung:

_ [ Df(z) + Eyy Dgi(r) )
wobei y;" := max{0, y;} und y; := min{0, y;} sei.

Die Nullstellen von F nennen wir kritische Punkte zum Problem (P). Die Abbildung
F wurde von M. Kojima in [20] eingefiihrt und ist unter dem Namen Kojima-Funktion
bekannt. Sie ist eng mit folgender verallgemeinerten Gleichung verbunden:

H(z,y) € Ne(z,y),  (2,y) €C,
wobei

Hiy) = ( Df(x) ;r(gg(x)Ty )
und C' = R™ x IR™ und

Ne(z,y) = {(0,7) € R" x IR™ |n; = 0 fiir y; > 0 und n; < 0 fiir y; = 0}.
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Die Losungen dieser verallgemeinerten Gleichung werden KKT-Punkte zum Problem (P)
genannt. Folgende einfache Beziehung ergibt sich zwischen den kritischen und den KKT-
Punkten:

(z,y) KKT-Punkt = (z,y +g(z)) kritischer Punkt,
(z,y) kritischer Punkt = (z,y") KKT-Punkt.

Wir definieren ein gestortes Problem P(a, b):
P(a,b): min{ f(z) — e’z | g(z) — bz < 0}.

Man sieht leicht, dafl die kritischen Punkte diese Problems den Losungen von F(z,y) =
(a,b)” entsprechen.

Wir sind an Aussagen interessiert, die charakteristisch fiir die strenge bzw. Pseudo-
Regularitit der Funktion F' sind. Dazu schreiben wir F' in folgender, leichter zu handha-
bender Gestalt:

Flo.y) = ( ?;E:(;y) ) _ ( Df(:)v) Dg(()x)T —OE ) ( y1+ ) — M(z)N(y).

z,Y) g(z

Y

Nun sei ein Punkt (2°,4°) gegeben, in dem wir F untersuchen. Wir brauchen die Mengen
TF((x° 4°); (u,v)) und CF((2°,y°); (u,v)). Schreibt man jetzt die Kojima-Fuktion F' in
der Form aus Lemma 3.9, erhélt man dadurch

TF((22,17); (1,0) = TM(22, w)N () + M) TN (5, 0), (42)
(weil die Funktion N(.) simpel ist, siehe [23]) und analog fiir Contingent-Ableitungen
CF((2".y"); (u,v)) = CM (2", u)N(y’) + M(2")CN (", v), (4.3)

da N richtungsdifferenzierbar ist. Dabei ist TN (y°, v) gegeben durch alle Vektoren
{(0, a, v — ) }, die folgende Bedingungen erfiillen: o; = r;v;, ¢ = 1,...,m und

r; = 1 fiir y? > 0; r; € [0,1] fiir ¥ = 0; r; = 0 fiir y) < 0,

und C'N(y° v) besteht aus allen Vektoren {(0,,v — «)} mit folgenden Bedingungen :
a; =1, 1 =1,...,mund

r; =1 fir y) >0 oder y?=0; v; >0,
r; =0 fir y) <0 oder y) =0; v; <O0.

Wir definieren die Indexmengen:
It ={i|y? >0}, 1°:={i|y) =0}, I~ :={i|y? <0}

Unter Verwendung der Substitutionen
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Q; = T4Vi, Bi = (1 - Ti)Uz'
und umgekehrt
vi =0y + B, 1=t firv; #£0, rp=1firv; =0

bekommen wir folgende Aussage (Teil (i) siehe [19], [25], Teil (ii) folgt aus dem Satz 3.30):

Satz 4.1 Es sei I die Kojima-Funktion zu dem Optimierungsproblem (P) mit
feC"(R", R), g € C*'(IR", R™).

0

(i) Die Funktion F ist streng regulir in x° < folgendes System hat nur die triviale

Lésung (u, o, ) = (0,0,0):
Qr(u) + Dg(z°)Ta > 0
Dg(z°)u — 8 =0
Ojiﬁi >0 (Z € [0)
=0 (iel)

Bi=0 (ieTI*).

(ii) Die Ableitungen Df und Dg seien zusditzlich richtungsdifferenzierbar, und F sei

pseudo-requlér in x°. Dann gilt:

(a) folgendes System hat nur die triviale Losung (u,a, 3) = (0,0,0):
Qc(u) + Dg(2%) T > 0
Dg(z")u — 3 =0
;3 =0, 3 <0< o (i €1
=0 (iel)
Bi=0 (iel").
(b) in einer geeigneten Umgebung U des Punktes (z°,y°) gibt es nur endlich viele
kritische Punkte zum Problem (P)

(¢c) fiir (a,b) hinreichend nahe am Nullpunkt gibt es in U nur endlich viele kritische
Punkte zum gestérten Problem P(a,b). Insbesondere bleibt die konvere Menge
der entsprechenden Lagrange-Vektoren stets einelementig.

Beweis: Man sieht leicht, daf§ die (v, 3) in (i) bzw. (ii) genau die Ableitungen T'N (y°, v)
bzw. CN(y°, v) sind. Der Rest bekommt man durch Anwendung des Satzes 3.11 und des
Satzes 3.30. #

Die folgenden Uberlegungen werden wir im Beweis des néichsten Lemmas brauchen:
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Bemerkung 4.2
(i) Es seien f : IR" — IR" eine stetige Funktion, U eine offene, beschrinkte Menge
im R" und h : U — IR" eine stetige Auswahlfunktion von f~! auf U. Dann gilt
Y y) N h(U) ={h(y)} Yy € U. (siehe [25]). Das bedeutet: f~! ist lokal eindeutig
und stetig in der Ndhe eines Punktes y € U.

(i) Es sei f : IR — IR™ pseudo-regulir in z° und z° sei ein isoliertes Urbild von
y° := f(2°). Dann hat die Multifunktion H(y) := f~*(y)N(2°+2L]y—1°|B) (wobei
L die pseudo-Lipschitz-Konstante ist) fiir y nahe an y° folgende Eigenschaften:
H hat kompakte Bilder, H(f(z°)) = {2°} und H ist stetig (d.h. unter und oberhalb
stetig) auf einer hinreichend kleinen Umgebung U von z°. (siehe [25])

Aus der nichsten Aussage (siehe [25]) geht hervor, dafl fiir die Beziehungen zwischen
beiden Regularitdtskonzepten die Lagrange-Multiplikatoren mit dem Wert 0 keine grofle
Rolle spielen.

Lemma 4.3 (/25]):

Es sei F die Kojima-Funktion zu dem Optimierungsproblem (P) ( f € CY'(IR" IR),
g € CYY(IR™, IR™)) und F sei pseudo-regulir in einem kritischen Punkt (z°,y°) mit y°, =
Gm(2°) = 0. Wir definieren F™) als die Kojima-Funktion zum Problem (P™)), das wir aus
(P) durch Streichen der letzten Bedingung gm(x) < 0 bekommen und 2° = (y9,...,y> ).
Dann gilt:

(i) (F™) ist pseudo-requlir in dem Punkt (z°, 2°).

(ii) Zusitzlich sei (z°,y°) ein isolierte Nullstelle von F. Dann gilt:

F st nicht streng reguldr in (2°,y°) = FU™) ist nicht streng requlir in (2°, 2°).

Beweis:

(i): Im Folgenden sei die Norm als die Maximum-Norm definiert. Die Funktion F' ist
pseudo-regulér in (z° 4°) und die entsprechenden Umgebungen aus Definition 1.3 seien
gegeben durch U = §B® und V = (2°,¢°) + eIB®, wobei ¢ so klein gewihlt wird, daf§ gilt:

J
|zt — 2% < e = gn(ah) < 3 (4.4)
AuBlerdem gibt es ein r € (0,9) mit der Eigenschaft, daf
J
|2* — 2% < e+ Lr = gn(2?) < 2 (4.5)

Jetzt seien zwei Punkte (a',b'), (a?,b%) € R"™™~! gegeben mit

r
[(a®, )1, 1(a®, )] < 3
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Wir fixieren einen Punkt (z!,y') € R"F™ 1
(") € (FU) 7!, 8Y) N [(a®,y°) +eB°).
Wir haben zu zeigen: Es existiert ein Punkt (22,4?) € (F™)71(a2,b%) mit
[, y") = (=% ") < L](a’,b") — (a®,0%)] (4.6)

fir ein geeignetes L > 0. Nun definieren wir zwei Vektoren (a',f'), (a?, %) € R™™
dadurch, daf wir ' := (b',2) und % := (b?, %) setzen. Man sieht:

[(a®, BY)], I(a®, 87)] < 0.
Wegen g,,,(z') < g < £ ist die m-te Ungleichung nicht aktiv in z'. Deshalb gilt:
(at,0") = (2", y", gu(2") — §) € F7}(a", BY).
Die Pseudo-Regularitét von F ergibt einen Punkt (22, n?) € F~!(a?, %) mit
[(a',0") = (@ 0*)| < L|(a". B") = (a*, %) = L[(a',0") — (a®,0°)[ < Lr.

Die Konstante 7 haben wir so gewéhlt (siehe (4.5)), daB g,,(z?) < 2. Deshalb wird die
m-te Komponente von n? gerade

)
n2, = gm(z®) — = < 0.

2
Durch das Streichen der letzten Komponente bekommen wir so aus dem Vektor (z2, %)
einen Vektor (z2,y?) € (F(™)~1 fiir den (4.6) gilt.

(ii) Wir benutzen die Multifunktion H aus Bemerkung 4.2(ii) und definieren folgende
Abbildung: M(a,b) := arg min{y,, | (z,y) € H(a,b)}. Angenommen, M (a,b) ist ist ein-
elementig auf einer Kugel rIB. Dann ist die Abbildung M (wegen der Eigenschaften von
H) eine stetige Auswahlfunktion von F~! und M (0,0) = {(°, y°)}. Die Bemerkung 4.2(i)
impliziert die strenge Regularitit von F' in (z°,4°).

D.h., M(a,b) muf fiir eine geeignete Folge (a,b) — (0,0) mehrwertig sein. Damit haben
wir zwei verschiedene Punkte (z',y'), (2%, y?) € M(a,b), und es gilt

(u,0) == (', y%) — (2%, 9%) # 0, (4.7)

sowie yt = y2 (wegen der Definition von M). Aulerdem erhalten wir (u,v) — (0,0) und
1 0
Ym = Ym =0

Wir untersuchen die Wirkung von (F(™))~1 auf die folgenden zwei Punkte:

pl = ( ( rln)+ng(x1)75)7
p2 = ( ( : )+ng($2),ﬂ),
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wobei 3 = (by,...,by,_1). Durch das Streichen der letzten Koordinate in den Vektoren
(z',yY), (22, y?) definieren wir Punkte (2',n'), (22, 7%) und es gilt: (27, ') € (F™)~1(p’),
¢ = 1,2. Wir wissen: v,,, =0, und das ergibt:

Pt =" = (U2) " Dgm(2®) — (yp,) Dgm(2") = (Yn) " [Dgim(z') — Dgpm (2?)].

Jetzt nehmen wir an, F(™ sei streng regulir in (2%, 2°). Mit einer Lipschitz- Konstante
K von Dg,, und (u,w) := (u,vq,. .., 0, 1) liefert das:

[(w, w)l < LIp* = p*| = L(yn) " |Dgim(2*) = Dgm(z)| < LK (y,,) *[ul-

Wegen y! — 0 folgt daraus: (u,w) = 0 und mit v,, = 0 auch (u,v) = 0. Das ist ein
Widerspruch zu (4.7). #

In [25] konnte Kummer folgenden Satz nur fiir stiickweise glatte Funktionen formulieren
(oder man benétigte explizit die Forderung, dafi (z°,¢°) ein isolierter kritischer Punkt
ist). Nun kénnen wir mit Hlife von Satz 3.30 die Aussage auf richtungsdifferenzierbare
Lipschitz-Funktionen erweitern:

Satz 4.4 Es sei f € CYY(IR", IR), g € C*'(IR™, IR™) und die Ableitungen Df, Dg seien
richtungsdifferenzierbar. Weiter sei (z°,y°) ein kritischer Punkt des Problems (P) und
It = {ily? > 0}. Wir definieren das reduzierte Problem (P"), indem wir in (P) alle
Bedingungen streichen, die zu einem i & I gehdren.

Wenn F pseudo-regulir, aber nicht streng regulir in (x°,y°) ist, so ist die Kojima-
Funktion F" von P" ebenfalls pseudo-reguldr, aber nicht streng requldr in dem Punkt
(29, 29). (den Punkt 2° bekommt man aus y° durch Streichen der Komponenten y;, i & I".)

Beweis: Die Funktion F erfiillt die Voraussetzungen von Satz 3.30 und damit ist (z°, y°)
ein isolierter kritischer Punkt. Nun folgt aus Lemma 4.3, daf§ wir nacheinander alle Re-
striktionen mit y) = 0 streichen kénnen. Der Punkt (z°, 2°) ist dann ein kritischer Punkt
von (P") mit den behaupteten Eigenschaften. #

Wenn wir mit C?- Funktionen arbeiten, erhalten wir auf diese Weise einen kritischen
Punkt, in dem die strikte Komplementaritéitsbedingung fiir (P") erfiillt ist. Das System
FT = 0 ist dann lokal eine C'*-Gleichung, und aus der Pseudo-Regularitit von F folgt so
die strenge Regularitit. Diese Aquivalenz beider Regularititen im C?- Fall ist ein Ergebnis
aus [11].

Beispiel 4.5 Wir konstruieren eine Funktion h € C'(IR2, IR), so daf§ die Ableitung Dh
stiickweise linear und pseudo-regulédr, aber nicht streng regulér (im Nullpunkt) ist.

Dazu nehmen wir uns die Funktion f aus dem Beispiel 3.10 her und setzen fiir einen
Punkt z = (v,9): h(2) := v2f1(2) f2(2). Nun schreiben wir z in Polarkoordinaten
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z = r(cos ¢, sing) und betrachten die Kegel C'(k) := {z|¢ € [(k — 1), k§]}, 1 <k < 8.
Dann bekommen wir folgende Darstellungen:

yly — x) falls  (z,y) € C(1)uC(5)

Wz y) = r(y — ) falls  (z,y) € C(2) UC(6)

24 2(y + ) falls  (z,y) € C(3) UC(T)

—y(y + ) falls  (z,y) € C(4) UC(8)
(—y,2y — ) falls  (z,y) € C(1)UuC(5)
Dh(z.y) = (—2z +y, ) falls  (z,y) € C(2)UC(6)
»Y = (27 + y, z) falls  (z,y) € C(3)UC(T)
(—y, —2y — ) falls  (z,y) € C(4)UC(8)

Mit einfachen Mitteln erhdlt man die Stetigkeit und die Pseudo-Regularitdt von Dh.
AuBerdem kann man zeigen, daf fiir jedes a € IR?\ {0} genau drei Lésungen z von
Dh(z) = a existieren. #

4.2 Ein Newton-dhnlicher Algorithmus fiir pseudo-regulére
Funktionen

In den letzten zehn Jahren wurden - beginned mit einer Arbeit von Kojima und Shindoh
[21] zahlreiche Konzepte fiir Newton-Verfahren zum Losen nichtglatter Gleichungen ent-
wickelt. Der folgende Ansatz stammt aus [24]:

Die Gleichung f(z + u) = 0 wird mittels verallgemeinerter Richtungsableitungen appro-
ximiert. Als mogliche Ableitungskonzepte werden u.a. klassische Richtungsableitungen,
Contingent-Ableitungen, Thibault-Mengen genutzt. Der Algorithmus funktioniert unter
zwei Bedingungen: eine uniforme Injektivitdtsbedingung in Bezug auf die benutzten Ablei-
tungen und eine Approximationsbedingung. Mit Hilfe der Resultate aus Abschnitt 3 sind
wir unter Pseudo-Regularitit in der Lage, die Injektivitdtsbedingung zu erfiillen, wenn
klassische Richtungsableitungen als Approximationsansatz benutzt werden. Die zweite
(ziemlich abstrakte) Bedingung kann man fiir viele der betrachteten Ableitungskonzepte
auf eine einfachere Bedingung reduzieren, die allerdings recht stark auch in der Klasse
aller richtungsdifferenzierbaren Lipschitz-Funktionen bleibt (in [33] als semismoothness
bezeichnet). Wir formulieren die Konvergenzaussage fiir den Fall endlicher Dimension.

Es sei eine lokale Lipschitz-Funktion f : IR"™ — IR™ gegeben. Mit x* bezeichnen wir die
Nullstelle von f, die wir finden mochten.

Weiter sei F': IR" x IR" — IR™ eine Multifunktion, die jedem Paar (x,u) eine nichtleere
Menge F(z,u) C R" zuordnet und F(z,0) = {0} Yz € IR™ erfiille. Wir studieren den
iterativen Prozess ALG(«):
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Zu z* finde man eine Losung v von
ALG () [f(@*) + F(a*, u)] nalf(z*) | B # 0

und setze xFtl = 2% 4+ .

Definition 4.6 Das Tripel (f,z*, F) heiffe zuliissig, wenn fir jedes ¢ > 0 Konstanten
a,r > 0 existieren, so daf§ der Algorithmus ALG () eine unendliche Folge {x*} generiert
mat

o —a*| < el — 2] fir 2" -2t <

Die Definition beinhaltet u.a., dafl jedes Unterproblem l6sbar ist.

Satz 4.7 ([24])
Das Tripel (f,x*, F) ist zuldssig, wenn eine Umgebung 2 von x*, eine Konstante ¢ > 0
und eine Funktion o(.) existieren, so dajf$ gilt:

VereQ VYue R":

(CI) clul < inf{Jv][[v e F(z,u)}
(CA) f(z)+ F(z,u) C F(z,u+2—2")+o|r — z*|)B.

Nun betrachten wir eine richtungsdifferenzierbare lokale Lipschitz-Funktion f : IR™ — IR"
und setzen F(x,u) := f'(x,u).

Beide Bedingungen zusammen implizieren, daf§ x* eine isolierte Nullstelle von f ist. Letz-
teres wird nach Satz 3.30 durch die Pseudo-Regularitdt von f in z* gesichert. Auflerdem
bekommt man zugleich f'(x,u) # 0 fiir alle u # 0 und z € €2, denn die Pseudo-Regularitét
iibertragt sich von x* auf eine Umgebung. Damit wissen wir, daf} fiir jedes x € €2 die Zahl

c(r) := min | f'(z, u)]| (4.8)

positiv ist. Allerdings verlangt die Bedingung (CI) eine positive untere Schranke c fiir alle
c(r) in x € Q.

Die zweite Bedingung kann im vorliegenden Fall F'(z,u) = f'(z, u), durch eine vereinfachte
Forderung (CA*) dquivalent ersetzt werden (siehe[24]). Die Bedingung (C'A*) verlangt eine
o(.)-Approximation von f durch die Richtungsableitung in x auf allen Strahlen, welche
die (unbekannte) Losung 2* mit x verbinden. Sie sichert, daf§ die Richtung v = z* —z die
Hilfsaufgabe 16st, aber sagt nichts {iber das lokale Verhalten von f in anderen Richtungen.

Dadurch erhalten wir insgesamt als eine hinreichende Bedingung:
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Korollar 4.8 Es sei f : IR" — IR" eine lokale Lipschitz-Funktion, f(z*) = 0. Zusdtzlich
sei [ richtungsdifferenzierbar und pseudo-regulir in x*. Dann ist das Tripel (f,z*, f')
zuldssig, wenn eine Umgebung Q2 von x* und eine Funktion o(.) existieren, so daf gilt:

VeeQ VYue X:
(CA") flx) + f'(z, 2" —x) Co(|z —z*|) B.

Beweis: Wir zeigen, dafl die Bedingung (CI) aus dem Satz 4.7 erfiillt ist. Angenom-
men, die positive untere Schranke aus (CT) existiert nicht, d.h., es existiert eine Folge
{2*}, ¥ — 2* und eine Folge {u*}, u* € S, so daB gilt:

[£'(@", u®)| = min | f'(z",u)] = c(z") = 0 (" = 2").

OBdA koénnen wir annehmen, daf} die Folge {u*} gegen ein geeignetes u € S konvergiert.
Da die Richtungsableitung f’(z,.) lokal Lipschitz mit der Konstante Ly fiir jedes x ist
(wenn L; die Lipschitz-Konstante von f bezeichnet), konvergiert auch die Folge | f'(z*, u)||
gegen Null. Nun mo6chten wir die Funktion f mit Hilfe von Satz 1.7 so storen, dafl wir auf
diese Weise eine im Punkt 2* pseudo-regulire Funktion mit der Richtungsableitung Null
erhalten. Das wére ein Widerspruch zu Satz 3.30.

Man kann OBdA annehmen, daf} die Funktion f pseudo-regulér in x* mit einer geeigneten
Konstante L und den entsprechenden Umgebungen V = z* + 0IB° und U = 6IB°, 0 < 1
ist. Das bedeutet, f ist pseudo-regulér in allen Punkten z, falls x € V und f(x) € U gilt.
Wir kénnen auch die entsprechenden Umgebungen V(z) und U(x) bestimmen:

V(g) =2+ (0 = |v — 2*)B° und U(z) = f(x) + (6 — Ly|z — 27| ) B°

Nun definieren wir

0(z) :=min{d — & — 27,0 — Lylz — 2"[}
und finden einen Punkt ¥ € z* + min{J, L%}]BO (d.h. ¥ € V und f(2%) € U) mit

§(x")

LT (4.9)

1f (=", w)] <

Das ist moglich dank der Gestalt von §(.) und der Tatsache, da$§ | f'(z", u)| gegen Null
konvergiert. Insbesondere ist f pseudo-reguldr in 2 mit den entsprechenden Umgebungen
V =aF 4+ §(2*)B° und U = f(2*) + §(2*)BO.

Die Funktion g : IR" — IR" sei erklart als
o(z) = —lx — 2¥1 (2" ).
Die Lipschitz-Konstante von ¢ ist ||f'(z*, u)| und es gilt:

sup lg(x)] < o)1 f' (", w) ] < 1f (" w)l.
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Dadurch erhalten wir

gl = maxfsup lg(@)], Ly} < I )] < 52 (4.10)

zeV (L—|— ]_)

Damit haben wir alle Voraussetzungen von Satz 1.7 erfiillt. Als Ergebnis bekommt man,
daf die Funktion (f + g) pseudo-regulér im Punkt z* ist.

Andererseits gilt fiir die Richtungsableitung (f + g)'(z*, u):
(f +9)' (" u) = f'(2",u) + ¢' (2", u) = f'(2",u) = f'(a*,u) =0,
was im Widerspruch zum Satz 3.30 steht. #

Im Folgenden beschreiben wir typische Situationen, die bei den meisten Anwendungen
auftreten.

(i) Die Funktion f ist stiickweise glatt. Dann ist die Bedingung (C'A*) automatisch
erfiilllt (wir haben zur Verfiigung die Approximation fiir alle Auswahlfunktionen,
die in z* wesentlich aktiv sind).

(ii) Die Funktion f ist mit Hilfe von sog. NCP-Funktionen erklirt, die zur Beschreibung
von nichtlinearen Komplementaritidtsproblemen benutzt werden.

NCP-Funktionen sind gewohnlich definiert als positiv homogene Funktionale auf
IR?, die genau die beiden nichtnegativen Koordinatenachsen als Nullstellen besitzen
und auf IR? \ {0} stetig differenzierbar sind. Insbesondere ist g damit iiberall rich-
tungsdifferenzierbar.

Es sei g : IR? — IR so ein Funktional, dann 148t sich ein Komplementarititsproblem

u;(z) >0, x; >0, wi(x)x; =0 Vi=1,...,n, w e CHIR", IR")

in der Form
fi(x) == g(ui(z), z;) =0 Vi=1,...,n

schreiben. Man kann sich leicht iiberlegen, dafi die Bedingung (C'A*) in diesem Fall
erfiillt ist.

(iii) Point Based Approximations (dazu siehe [38]).
In diesem Fall wird die Existenz einer Konstante K > 0 gefordert, so daf} gilt:

|f(z +u) = f(a) = fi(w,u)] < gHUIIZ-

Wenn man u := z* — x setzt, erhilt man die Giiltigkeit von (C'A*).
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