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Abstract

This dissertation deals with geometric algorithms for solving real multivariate poly-
nomial equation systems, that define a reduced regular sequence (cf. subsection 2.2).
Real solving means that one has to find at least one real point in each connected
component of a real compact and smooth variety V := W N IR"™.

The main point of this thesis is the use of a complex symbolic geometric algorithm,
which is designed for an algebraically closed field and was published in the papers
[GHM 98] and [GHH97]. The models of computation are straight-line programms
and arithmetic Networks with parameters in (). Let the polynomials be given by
a division—free straight-line programm of size L. A geometric solution for the sys-
tem of equations given by the regular sequence consists in a primitiv element of the
ring extension associated with the system, a minimal polynomial of this primitive
element and a parametrization of the coordinates. This representation has a long
history going back to Leopold Kronecker [Kro82]. The time-complexity of our al-
gorithms turns out to be linear in L and polynomial with respect to n,d,d or ¢,
respectively. Here n denotes the number of variables, d is an upper bound of the
degrees of the polynomials involved in the system, ¢ and ¢" are geometric invariants
representing the maximum of the affine (geometric) degree of the system under con-
sideration and the affine (geometric) degree of suitable polar varieties (cf. [Hei83]
for the (geometric) degree).

The application of an algorithm running in the complex numbers to solve poly-
nomial equations in the real case becomes possible by the introduction of polar
varieties (cf. [BGHM97]). The polar varieties introduced for this purpose prove to
be the corner—stone and the preliminary tool for the efficient use of the geometric
algorithm mentioned above. An incremental algorithm is designed to find at least
one real point on each connected component of the zero set defined by the input
under the assumption that the given semialgebraic set V' = W N IR" is a bounded,
smooth (local) complete intersection manifold in IR™. The increment of the new
algorithm is the codimension of the polar varieties under consideration. The main
theorems are Theorem 17 on page 39 for the hypersurface case, and Theorem 27 on
page 69 for the complete intersection as well as the statement in the introduction of
this thesis on page 6.

Keywords:
affine (geometric) degree, geometric algorithm, straight-line program and arithmetic
network, polar variety.



Zusammenfassung

Diese Arbeit beinhaltet geometrische Algorithmen zur Losung reeller polynomialer
Gleichungssysteme mit rationalen Koeffizienten, wobei die Polynome eine reduzierte
regulére Folge bilden (vgl. Abschnitt 2.2). Unter reellem Losen verstehen wir hier die
Bestimmung eines Punktes in jeder Zusammenhangskomponente einer kompakten
glatten reellen Varietit V := W N R".

Im Mittelpunkt steht die Anwendung des fiir den algebraisch abgeschlossenen Fall
ver6ffentlichten symbolischen geometrischen Algorithmus nach [GHM7'98] und
[GHH*97]. Die Berechenungsmodelle sind Straight—Line Programme und arithmeti-
sche Netzwerke mit Parametern in ). Die Input—Polynome sind durch ein Straight—
Line Programm der Grofle L gegeben. Eine geometrische Losung des Input—Glei-
chungssystems besteht aus einem primitiven Element der Ringerweiterung, welche
durch die Nullstellen des Systems beschrieben ist, aus einem mininalen Polynom die-
ses primitiven Elements, und aus den Parametrisierungen der Koordinaten. Diese
Darstellung der Losung hat eine lange Geschichte und geht mindestens auf Leopold
Kronecker [Kro82| zuriick. Die Komplexitét des in dieser Arbeit begriindeten Algo-
rithmus erweist sich als linear in L und polynomial beziiglich n, d, d bzw. § ', wobei
n die Anzahl der Variablen und d eine Gradschranke der Polynome im System ist.
Die Groflen ¢ und § ' sind geometrische Invarianten, die das Maximum der Grade
des Inputsystems und geeigneter polarer Varietiten représentieren (bzgl. des (geo-
metrischen) Grades vgl. [Hei83]).

Die Anwendung eines Algorithmus iiber den komplexen Zahlen auf das Losen von
polynomialen Gleichungen im Reellen wird durch die Einfiirung polarer Varietéiten
moglich (vgl. [BGHM97]). Die polaren Varietéiten sind das Kernstiick und das vor-
bereitende Werzeug zur effizienten Nutzung des oben erwidhnten geometrischen Al-
gorithmus. Es wird ein inkrementelles Verfahren zur Auffindung reeller Punkte in
jeder Zusammenhangskomponente der Nullstellenmenge des Inputsystems abgelei-
tet, welches einen beschrinkten glatten (lokalen) vollstdndigen Durchschnitt in IR
beschreibt. Das Inkrement des Algorithmus ist die Kodimension der polaren Va-
rietdten. Die Hauptsétze sind Satz 17 auf Seite 39 fiir den Hyperflichenfall, und
Satz 27 auf Seite 69, sowie die Aussage in der Einfiihrung dieser Arbeit, Seite 6 fiir
den vollstdndigen Durchschnitt.

Schlagworter:
affiner (geometrischer) Grad, geometrischer Algorithmus, Straight-Line Programm
und arithmetisches Netzwerk, polare Varietit.



How to Solve It

“ It would be a mistake to think that solving problems is a purely “intel-
lectual affair ”; determination and emotions play an important role.
Lukewarm determination and sleepy consent to do a little something
may be enough for a routine problem in classroom. But, to solve a
serious scientific problem, will power is needed that can outlast years
of toil and bitter disappointments. ”

G. Polya A New Aspect of Mathematical Method, Princeton University Press

Je dédie ce Document a ma Famille, ma tante Ernestine Nnemele Zom-
bou, ma grande mere Anne Ngamga, ma maman Jacqueline Ngahane
Nguele mon Papa Pierre Lebel Nguele et mon oncle Charles Zombou.
IIs m’ont soutenu pendant mon long séjour a Berlin.

A Michel Emmanuel Abata, Marie-Solange Oyama et a tous ceux des
miens qui m’ont quitté pendant la rédaction de ce chef d’oeuvres.

Blues On The Bayou

“ In the case you're interested, my favorite is “ I'll Survive, ” a Song I
wrote back in the Fifties. I sang it then, but I'm not sure I understood
it.

Now I know the meaning of survival. ”

B. B. King as told to David Ritz
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Kapitel 1

Einfiihrung

Im Mittelpunkt dieser Dissertation stehen die reellen Lésungen eines multivariaten
polynomialen Gleichungssystems mit rationalen Koeffizienten. Die Losungsmenge
eines Systems polynomialer Gleichungen wird eine affine algebraische Varietit ge-
nannt. Wir benutzen die kurze Form Varietit, da wir stets in affinen Ridumen IR"
oder €™ und ausschliellich mit Polynomen arbeiten.

Entscheidend zur Bestimmung reeller Losungen von Gleichungen und Ungleichun-
gen war das von Sturm 1829 in [’Academie Royale des Sciences formulierte Theo-
rem, [Stu35]. Das Theorem gibt ein auf dem euklidischen Algorithmus basierendes
Verfahren zur Aufzihlung reeller Nullstellen eines univariaten Polynoms in einem
vorgegebenen Intervall an. Das Sturm’sche Verfahren generierte seiner Zeit einen
von Sylvester genannten ,, Zyklus von Sturm’schen Ideen “. Das sind Folgen auf
dem Sturm’schen Theorem basierender Arbeiten, die von berithmten Gelehrten, wie
Sylvester, Cayley, Hermite und spéter Kronecker verfalt wurden. Die algebraische
Deutung des Beweises von Sturm hat sich historisch gesehen auf drei verschiede-
nen Wegen vollzogen. In erster Linie zeigten Hermite, [Her53] und Sylvester, [Syl53]
eine Verallgemeinerung des Sturm’schen Theorems auf multivariate Gleichungen,
indem sie die Beziehung zwischen der algebraischen Eliminationstheorie und der
Theorie der quadratischen Formen zeigten. In zweiter Linie gab die durch Artin und
Schreier, [AS26] dargestellte Konstruktion reeller Kérper eine allgemeine algebrai-
sche Grundlage der Theorie der Gleichungen und Ungleichungen. Drittens verallge-
meinerte Tarski das Sturm’sche Theorem auf ein gemischtes System von Gleichun-
gen und Ungleichungen und definierte die Methode der Quantorenelimination fiir
die elementare Theorie geordneter Korper reeller Zahlen und reeller abgeschlossener
Korper. Erst nach dem Resultat von A. Robinson konnte der Parallelismus zwischen
reell abgeschlossenen Korpern und algebraisch abgeschlossenen Korpern gezeigt wer-
den. Das Sturm’sche Theorem im reell abgeschlossenen Korper wurde mit diesem
Resultat das Analogon des Hilbert’schen Nullstellensatzes in algebraisch abgeschlos-
senen Korpern. Dieser mehr als ein Jahrhundert bestehende Parallelismus zeigt, daf3
sich Methoden zum Ld6sen algebraischer Gleichungen in algebraisch abgeschlossenen
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Korpern nur mit erheblichen Schwierigkeiten auf das Reelle anwenden lassen.

Mit dieser Arbeit wird versucht eine direkte Anwendung eines im algebraisch ab-
geschlossenen Fall aufgebauten geometrischen Losungsalgorithmus auf die Bestim-
mung von reellen Nullstellen eines polynomialen Gleichungssystems zu begriinden.
Die Grundidee fiir diese Anwendung ist in der Arbeit in [GHM 98] gelegt worden.

Unter geeigneten Voraussetzungen, die spiter erklirt werden, bauen wir einen in-
krementellen Algorithmus auf, welcher ausgehend von einem System gegeben durch
eine reduzierte regulire Folge (vgl. Abschnitt 2.2)

fl,...,fp E@[Xl,...,Xn],pgn (].].)

einen reellen repriasentativen Punkt in jeder Zusammenhangskomponente der Va-
rietat

V(fi,.. ., fp) NIR" :={x € R"|fi(z) =...= f(z) =0} (1.2)
findet.

Unser Verfahren besteht aus zwei Hauptschritten: einem Vorbereitungsschritt und
einem symbolisch geometrischen Losungsalgorithmus.

1. Der Vorbereitungsschritt besteht aus dem Aufbau gewisser polarer Varietdten,
welche das Hinzufligen gewisser Polynome, p—Minoren M, ... M,_; der Ja-
cobimatrix J(fi,..., fp), zu dem System fi,..., f, ermdglichen, so daf§ die
entstehende Folge

fla"'afpaMpa"-aMnfl (13)

eine transversale Folge auflerhalb der Vereinigung
V(m)U Sing V(fi,..., fp) (1.4)

der Hyperfliche V(m) := {z € €| m(x) = 0} mit der Menge der singuléren
Punkten SingV'(fi,..., f,) in V(f1,..., f,) ist, wobei m € Q[X4,...,X,] ein
gewisser (p — 1)—Minor der Jacobimatrix J(fi,..., f,) ist (vgl. Definition 4).

2. Eine geometrische Losung des Systems (1.3) auerhalb
V(m) U Sing V(fi,..., fp)

bestimmt die Parametrisierung von mindestens einem Punkt in jeder Zusam-
menhangskomponenten der Varietét

V(fi,--oy [,)\ (V(m)U Sing V(fi,..., f,) (vgl. Satz10).

Dieser Vorbereitungsschritt ermoglicht dann die Anpassung der in den Arbeiten
[GHMP95], [GHM 98], [GHH*97] veroffentlichten Algorithmen an den reellen Fall.
Der resultierende Algorithmus ist dann von wesentlichem Typ, was heiflen soll,
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dal die Methode zwischen semantischen und syntaktischen Eigenschaften des Ein-
gangssystems unterscheiden kann und dadurch eine Verbesserung der Komplexitéts-
abschétzungen gegeniiber , klassischen “Verfahren moglich wird (vgl. z.B. [Her26],
[Sei74], [Buc70], [HW75], [Hei83], [Laz77], [Laz81], [CG83], [CGHSY], [DFGSI1],
[Can88|, [GHI93], [KP94], [KP96], [Chi95]). Die Semantik beinhaltet die Deutung
(den Sinn) der Losung des Problems und die Syntax die Darstellung und die Hand-
habung der mathematischen Objekte (das Bild): das Sinnbild und das symbolische
Rechnen entsprechen einander.

Im Fall einer Hyperfliche (vgl. Kapitel 3) besteht der Vorbereitungsschritt aus einem
schrittweisen Aufbau einer transversalen reduzierten Folge auflerhalb einer Hyper-
fliche

V(A) :={z € C" A(z) =0}; (1.5)
die Folge besteht dann aus einem Polynom f mit rationalen Koeffizienten und seinen
partiellen Ableitungen (vgl. BGH'95], BGHM97]). Sei f €®[X, ..., X,] quadrat-
frei und vom Grad d. Das Polynom f sei eine regulére Gleichung der reellen Varietét

V(f) N R", d.h. der Gradient von f verschwindet nicht auf V' (f) N IR". Die reelle
Varietidt V(f) N IR™ ist mit dieser Annahme, eine Hyperfliche. Seien weiterhin die

Variablen Xi,..., X, generisch gewihlt. Dann ergéinzen wir das aus f bestehende
System Schritt fiir Schritt mit den partiellen Ableitungen %, 0<i:<n-—1.Sei

A(z) ::jﬁjl (%&?)2' (1.6)

Wir bestimmen in jedem Schritt ¢z, 0 < ¢ < n — 1, eine geometrische Losung des
Systems (vgl. Abschnitt 2.2)

of of
f, a—AXl, sy a—‘X,i, (]_.7)
auflerhalb der Hyperfliche
V(A) :={z € C"|A(x) = 0}. (1.8)

Diese Losung wird mit den Methoden in [GHMP95], [GHM 98], [GHH'97] beschrie-
ben und ist eine parametrische Darstellung der positiv dimensionalen :—ten polaren
Varietét, die mit dem @)-Zariski—Abschlufl

0f () 0f ()
=y :...:a—Xi:o,A(x)#o} (1.9)

fo e enl s

tibereinstimmt. Die geometrische Losung des zur (n — 1)—ten polaren Varietét
gehorenden Gleichungssystems gestattet es fiir jede Zusammenhangskomponente der
reellen Varietéit {z € IR"| f(x) = 0} einen reprisentativen reellen Punkt anzugeben.
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Die Vorgehenweise im Hyperflichenfall 148t sich auf den Fall eines vollstindigen
Durchschnittes verallgemeinern. Seien fi,...,f, € Q[X1,...,Xy], p < n Poly-
nome, die eine reduzierte Folge bilden (vgl. (1.1)). Wir wéhlen einen beliebigen
(p — 1)—Minor m € @[Xy,...,X,] der Jacobimatrix J(fi,..., f,). Zu diesem (p —
1)—Minor kénnen wir eine aus n — p vielen Polynomen, das sind maximale Minoren
von J(fi,...,f), bestehende Folge konstruieren, die das Startsystem fi,..., f, zu
einer transversalen regulidren Folge auflerhalb V(m) U Sing V(fi,..., f,) ergénzen
(wie es z.B. in (1.3) der Fall ist fiir den Minor m). Das neu entstehende System be-
schreibt einen lokalen null-dimensionalen vollstdndigen Durchschnitt, auf welchen
die geometrische Eliminationsmethode angewendet werden kann. Es gibt p(pfl) vie-
le Moglichkeiten, einen (p—1)—Minor in J(f, ..., f,) festzulegen, mit welchem eine
lokaler vollstdndiger Durchschnitt generiert wird.

Unter der Voraussetzung, daf§ die reelle Varietdt V := V(fi, ..., f,) NIR"™ beschrénkt
und nur aus (f1,..., f,)—glatten Punkte besteht (vgl. Definition 2), lassen sich re-
priasentative Punkte in der Varietéit V' mit der geometrischen Losungen aller entste-
henden, null-dimensional lokalen vollstdndigen Durchschnitte parametrisieren. Diese
Parametrisierung wurde neuerlich von den Autoren in [GHH"97], [Mat97], [Mor97]
und [Hdg98] als eine Variante des im Jahre 1882 von Kronecker entworfenen Elimi-
nationsverfahrens erkannt (vgl. [Kro82] [Zar95]).

Seien X1,..., X, generische Koordinaten im affinen Raum €". Wir setzen ohne
Einschrankung der Allgemeinheit voraus, daf die Polynome fi,..., f,, p < n, wie
in (1.1) gegeben sind. Das Kronecker’sche Eliminationsverfahren generiert eine pa-
rametrische Darstellung der Varietét

V(fi,.. oy fp) ={z e C" filz) =...= f(x) =0}

und definiert die Dimension der im Verfahren auftretenden Varietéten, (vgl. [Bou84],
[Sev47], [Zar95]). Das Eliminationsverfahren 148t sich folgendermaflen zusammenfas-
sen (vgl. [Kro82], [Bou84]): zur Lésung des Systems f; =0,...,f, =0,1 < p < n,
kénnen wir durch einen linearen Koordinatenwechsel die Polynome fi,..., f, so dar-
stellen, dafl in jedem Polynom f;,;1 < i < p, der Term mit héchstem Grad in X; die
Form ¢; X7" hat, wobei ¢; # 0 eine Konstante ist. Indem wir alle Polynome durch
ihren grofiten gemeinsamen Teiler dividieren, kdnnen wir weiterhin voraussetzen,
dal die Polynome fi,..., f, keinen gemeinsamen Faktor besitzen. Wir betrachten
nun fiir die neuen 2p Unbestimmten A;, B;, 1 < i < p, die Polynome

p p
i=1 =1

als Polynome in X;. Wir bilden die Sylvester-Resultante beziiglich der Variable X},
welche ein Polynom in A; und B; mit Koeffizienten in Q[X5, ..., X,] ist. Indem wir
diese Koeffizienten zu Null setzen, erhalten wir ein System von Gleichungen, dessen
Losungen (3, . . ., x,) genau die Projektion der gemeinsamen Nullstellen (21, . . ., z,)
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der Polynome fi,..., f, ist. Wir setzen diesen Schritt induktiv fort, bis die Variable
X,, eliminiert ist.

Das Verfahren geht von einer reduzierten reguléren Folge f1, ..., f, aus und generiert
eine endliche Anzahl von irreduziblen algebraischen Varietiten, die jeweils so para-
metrisiert sind, daf} gewisse Koordinaten frei, und andere algebraische Funktionen
dieser freien Variablen sind. Die Anzahl der freien Koordinaten in der Parametri-
sierung einer irreduziblen Komponente heiffit dann die Dimension der irreduziblen
Komponente. Die Methode von Kronecker ist in dieser Form nicht effizient, und
nahezu unpraktisch. Diese Tatsache hat viele Autoren in der Algebraischen Geo-
metrie [Weid6], [Bou84], [Van58] und in der Computeralgebra dazu gefiihrt, diese
Methode in Vergessenheit geraten zu lassen und was das Eliminieren eines ideenrei-
chen Eliminationsverfahrens zur Folge hatte. Francesco Severi (1879-1961) zeigte in
[Sev47], anhand von Beispielen einer Raumkubik, die auf Oskar Perron (1880-1975)
zuriickgeht, wie die Kronecker’sche Eliminationstheorie in der Schnitttheorie und
damit auch auf dem Gebiet der Singularitétstheorie leistungstark sein kann. Seien
die Polynome

f1(X1, Xy, X3, Xy) = X1 X3 — X2 (1.11)

und
f2(X1,X2,X3,X4) = X1X2—2X2X3X4+X§) (]_]_2)

gegeben. Die Kubik C3 sei in homogenen Koordinaten [z, x9, 3, 24] parametrisiert:

Cs := {[x1, T2, 73, 74) € PC?| 2, = 0°, 19 = 0’0, 13 = 00%, 14 = 0°, 0,0 € T}
(1.13)
Severi zeigte mit Hilfe der Kronecker’schen Eliminationstheorie, dafl die einfach
gezdahlte Kurve nicht der vollstindige Schnitt der zwei Flichen

{[x1, 2, 73, 24] € PC®| f1(21, 79, 3, 74) = 0} (1.14)

und
{[$1,$2,$3,$4] S P@3|f2($1,$2,$3,$4) = 0} (1-15)

ist. Der Schnitt dieser Flichen ergibt genau zwei mal die Kubik C5: Der Schnitt ist
von der Vielfachheit 2.

2Cs = {[x1, T2, T3, 74] € PC?| 21203 — 25 = 1127 — 2297374 + 25 = 0}. (1.16)

Er beantwortete damit die Frage positiv, ob die allgemeine Eliminationstheorie
(hiermit ist die Kronecker’sche gemeint) die Hilfsmittel zur Feststellung der Viel-
fachheit der Losungen in allgemeinen Schnittproblemen liefert. Severi’s Antwort auf
diese Frage in [Sev47] ist die folgende: ,, In der Tat liefert die von Kronecker begriinde-
te Eliminationstheorie, wenn sie aufmerksam angewandt wird, von selbst alle
Losungen mit der ithnen zukommenden Vielfachheit. ©
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Diese Aufmerksamkeit findet sich den Publikationen [KP96], [GHMP95], [GHM™98],
[GHH™97], [Mat97], [Mor97], [H&g98|, [BGH95] und [BGHMO97], welche die Kronec-
ker’sche Eliminationstheorie erst recht so entwickeln haben, daf sie heutzutage ein
effizientes Verfahren zum Loésen von Systemen polynomialer Gleichungen ist. Wovon
Severi damals fest iiberzeugt war, ist heute mit dieser Reihe von Veréffentlichungen
Wirklichkeit geworden (vgl. [Sev4T7], Seite 100 & 101): ,, Die algebraische Geometrie
st ganz auf dem Vielfachheitsbegriff der Losungen aufgebaut. Wenn man es unterldaft
nachzuprifen, wie dieser Begriff in die Probleme, die sich von Fall zu Fall in der
algebraischen Geometrie ergeben, hineinspielt, so verkennt man seine Bedeutung fiir
unsere Erkenntnis. Denn nur auf Grund einer strengen Fassung des Multiplizititsbe-
griffes hat unsere Geometrie Allgemeingiltigkeit und Durchschlagskraft und verlduft
sich nicht in der Unterscheidung einer Unzahl von Fdillen und Unterfdllen. ... Ich
glaube, daf$ in der algebraischen Eliminationstheorie die Ausschaltung des Multi-
plizititsbegriffes bei den Losungen, deren Ermittlung ja doch der Hauptzweck ist,
dem Verzicht auf eine vollstindige Losung des Problems gleichkommt. “Eine weite-
re Darstellung des Kronecker’schen Eliminationsverfahren zur Losung polynomialer
Gleichungssysteme findet man in der Arbeit [GLS99).

Die Rechenmodelle in unserem Algorithmus sind Straight-Line Programme und
arithmetische Netzwerke mit Parametern in @ (vgl. Definition 5). Unser Haupt-
algorithmus basiert auf einem symbolisch geometrischen Verfahren, das vollstindi-
ge Durchschnitte im komplexen Raum effizient parametrisiert. Bei der Aufzihlung
arithmetischer Operationen in ) mit einheitlichen Kosten waren die besten bekann-
ten Komplexitdtsschranken zur Losung eines Gleichungssystems in IR™, proportio-
nal zu d°™ (see [GV88], [Gri88], [Sol89], [HRS89b], [HRS89a], [HRS90], [Cans8],
[Ren88a], [Ren88b], [BPRI4]). Diese Schranke wurde zum ersten Mal in [BGH'95]
und [BGHMO7] fiir den Hyperflichenfall, unter Beriicksichtigung geometrischer In-
varianten verbessert.

Seien die Polynome fi,..., f, € Q[X,..., X,] mit Gradschranke d, eine durch ein
Straight-Line Programm 3 der Grofle L und nichtskalaren Tiefe ¢ gegebene re-
duzierte reguliire Folge. Sei die reelle Varietdt V' := V(fy,..., f,) N IR™ nichtleer,
beschriankt und (fy,..., f,)—glatt, d.h. J(f1,..., f,) hat den maximalen Rang p in
jedem Punkt von V' (vgl. Definition 2). Dann 148t sich das Hauptergebnisse dieser
Arbeit folgendermaflen formulieren:

Es gibt ein arithmetisches Netzwerk auf @, mit der Gréfe (pfl)L(ndé "o welches
startend mit 3 ein Straight—Line Programm erzeugt, das mindestens einen reprisen-
tativen Punkt in jeder Zusammenhangskomponente von V' kodiert. Die Invariante
6" ist das Mazximum aller geometrischen Grade der im Verfahren erzeugten polaren
Varietdten, die zu fi, ..., f, assoziiert sind.

Die Groe des Netzwerks (pfl)L(ndé NOM) beinhaltet den maximalen geometri-

schen Grad ¢ ' gewisser zum polynomialen System fi, ..., f, assoziierten komplezen
polaren Varietéten, (vgl. [Hei83], [GHM*98], und [GHH'97]). Die Kombinatori-
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sche Zahl p( ") < n( ") driickt die verschiedenen Moglichkeiten zur Wahl eines
p—1 p—1

(p — 1)-Minores m der Jacobimatrix J(fi, ..., f,) aus, der eine lokal Beschreibung
der Determinantenvarietdt 1W,,_, ermdglicht.

Die Antwort auf das algorithmische Problem ist hiermit vollstdndig gegeben. Was
die Grofle des Netzwerks angeht, so ist das nicht der Fall, da diese Grofle, aufler
n, d, und L noch die Invariante § ' beinhaltet, die nicht nur die reellen, sondern
auch die komplexen Losungen reflektiert. Im Fall einer Hyperfliche kann man eine
Schranke angeben, die polynomial beziiglich eines geeignet definierten reellen Grades
der assoziierten polaren Varietéiten ist, und somit die reellen Losungen reflektiert.
Das ist der Inhalt eines weiteren Komplexitétsergebnisses.

Diese Komplexititsresultat ist mit zwei algorithmischen Voraussetzungen verkniipft,
die sehr stark in der Theorie sind, aber keine Einschrinkung der Allgemeinheit be-
deuten. Wir setzen dazu voraus, dafl eine Prozedur zur Faktorisierung univariater
Polynome mit rationalen Koeffizienten vorhanden ist, die eine polynomiale Zeit-
komplexitét in einem bestimmten Sinn hat (z.B. die arithmetischen Operationen in
® werden mit einheitlichen Kosten gezihlt). Wir setzen weiterhin voraus, dafl wir
mittels eines zeitpolynomialen Verfahrens Regionen lokalisieren kénnen, in denen
ein gegebenes multivariates Polynom endlich viele reelle Losungen besitzt, wenn
es solche Losungen iiberhaupt gibt. Die zweite Prozedur 148t sich durch die fol-
gende ersetzen, die zwar theoretisch, aber leicht formulierbar ist: Wir nehmen an,
da wir in polynomialer Zeit entscheiden kénnen, ob ein multivariates polynomiales
System eine reelle Nullstelle besitzt, ohne diese Nullstelle auszurechnen. Wir nen-
nen ein Netzwerk erweitert, wenn es von den eben beschriebenen zwei Subroutinen
Gebrauch macht.

Seien die Bezeichnungen und Voraussetzungen wie vorhin. Wir setzen weiterhin vor-
aus, daf$ das Polynome [ quadratfrer und eine requlire Gleichung der nicht-leeren
glatten und beschrinkten reellen Varietit V := V(f) N IR™ beschreibt. Sei f durch
ein Straight-Line Programm (3 der Griffe L gegeben. Dann existiert ein erweiter-
tes arithmetisches Netzwerk mit Parametern in @, welches die Grife L(nds*)°™)
hat, und ein Straight-Line Programm in®@[X1, ..., X,] erzeugt, welches mindestens
einen reprdasentativen Punkt in jeder Zusammenhangskomponente von V' kodiert.
Die Grofe dieses Straight-Line Programms ist L(nd§*)°M), wobei §* der geeignet
definierte, maximale reelle Grad gewisser zu f assozierter polarer Varietdten ist.

Vergleichbare Komplexitétsergebnisse wurden ausgehend von den Arbeiten [SS93al,
[SS93b], [SS93c], [SS96] (siehe auch [Ded97], [Ded95]), vom numerischen Standpunkt
zur Losung polynomialer Gleichungssysteme in [SS94| erzielt. Der Fall der diinnen
Besetzheit ist in [CE95] und [Emi96] geschildert. Wir verweisen auf [Par95] und
[GHH'97] und die dort zitierte Literatur fiir einen Vergleich zwischen den drei Mo-
dellen.

Seien die Polynome fi,..., f, € ®[Xy,...,X,] durch ein Straigth-Line Programm
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gegeben, welches den Platzbedarf S und die Zeitkomplexitit 7 hat.

Unter Beriicksichtigung der neuen Resultate in [HMW99] und in [GLS99] kann man
einen Algorithmus mit Platzbedarf

( " )O(Sdn(é "2) (1.17)

p—1

und Zeitkomplexitit

(p B 1)0((7’0(712 +n°)(6 )2 log*(6 ') log® log(5 ")) (1.18)

aufbauen, welcher eine geometrische Losung der algebraischen Varietét

V(fi,..-, fp) N IR"

liefert. Die wiahrend des Algorithmus entstehenden Polynome werde mit einem Vor-
gang der Spezialisierung freier Variablen gespeichert (vgl. [GLS99]).

Da in den relevanten praktischen Féllen der geometrische Grad 0 ' grofler als S, T
und n ist, besitzt das neue Verfahren einen quadratischen Raumbedarf und eine
kubische Zeitkomplexitit.

Unter den Name ,, Kronecker “(vgl. [GLS99]) wird von Grégoire Lecerf im Labo-
ratorium GAGE der Ecole Polytechnique, Paris—Palaiseau unter Leitung von Marc
Giusti ein geometrischer, Grobner— Basis—{reier Losungsalgorithmus mit dieser Kom-
plexitit entwickelt. Der Prototyp lauft unter MAGMA 2.4 — 6.

Der Aufbau von reduzierten transvervalen Folgen im Vorsschritt unseres Losungsal-
gorithmus setzt voraus, dafy die Variablen X, ..., X, in generischer Position sind.
Seien X = (Xy,...,X,) und Y = (Y},...,Y,) Vektoren von Variablen. Wir be-
schreiben fiir den Fall einer Hyperfliche, ein Verfahren, welches den Parametervek-
tor z € d)w auBerhalb einer gewissen Diskriminante €2 in i bestimmt, so
daf die neuen Variablen Y3, ...,Y, nach dem Koordinatenwechsel X = A(2)Y eine
transversale Folge
FAG@), 0f4® . af A=)
ayi a)/n—l
bilden, dabei ist f4®*)(y) := f(A(2)(y)) = f(z). Die Diskriminante 148t sich lokal
durch eine Hyperfliche beschreiben, und die Wahl des Vektors z € @@ muf
auflerhalb dieser Hyperfliche erfolgen. Man erhilt dann das Ergebnis:

(1.19)

Seien n,d, D, L nichtnegative ganze Zahlen. Sei ein nichtkonstantes quadratfreies
Polynom f € Q[ X, ..., X,] vom Grad d > 2 durch ein Straight-Line Programm 3
in@®[Xy,...,X,] der Grife L und nichtskalaren Tiefe { gegeben. Dann gibt es ein
arithmetisches Netzwerk mit Parametern in @, welches die Grife (ndDL)°") und
die nichtskalaren Tiefe O(n(log(dD)+()) hat, und aus (3, ein Netzwerk erzeugt, das
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eine durch ihre Koeffizienten gegebene requlire Matriz A(z) generiert. Die Variablen
(Xy,...,X,) werden mit der Transformation X = A(z)Y in die neuen Variablen
(Y1,...,Y,) dberfihrt, so daff die Folge

A(z) afA(z) afA(z)

f ) 8)/—1 "”’8Yn,1

(1.20)

eine reduzierte transversale Folge ist.

Zur Noether—Normalisierung verweisen wir auf [Mor97], [GHH"97], [KP96]. Ei-
ne Realisierung in Maple der Noether-Normalisierung wurde zum ersten Mal in
[GHL*98] unter einem Noether—Paket zur Berechnung der Dimension einer pro-
jektiven Varietit veroffentlicht. Hieraus folgte die Implementierung in Magma vom
Prototyp ,, Kronecker “(siehe [GLS99]).

Die vorliegende Arbeit ist in fiinf Kapitel unterteilt. Das erste Kapitel ist diese
Einfiihrung und fafit die erzielten Hauptergebnisse zusammen. Im zweiten Kapitel
prazisieren wir den Begriff des Algorithmus und beschreiben das Rechenmodell. In
diesem Kapitel werden die Grundbegriffe zusammengefafit, welche zum Aufbau un-
seres Verfahrens von Bedeutung sein werden. Anhand der Arbeiten [GHMP95] und
[GHHT97] erértern wir, was wir unter einer geometrischen Losung, einer (simulta-
nen) Noether—Normalisierung, einem Lifting—Punkt sowie einer Lifting—Faser ver-
stehen. Das dritte Kapitel basiert auf dem in [BGH"95], [BGHM97] veroffentlichten
Algorithmen zur Auffindung reeller Punkte in jeder Zusammenhangskomponente ei-
ner reellen beschrinkten glatten Hyperfliche. Das vierte Kapitel behandelt den Fall
eines vollsténdigen Durchschnittes und ist eine Verallgemeinerung des Hyperflichen-
falls. Im letzten fiinften Kapitel geben wir eine effiziente Methode zur Darstellung
der Koordinaten in generischer Position. Dieses Verfahren 148t sich auch fiir den Fall
eines vollstdndigen Durchschnittes anwenden.



Kapitel 2

Zeitpolynomiale Algorithmen zur
geometrischen Losung

In diesem Kapitel sollen die in den letzten 5 Jahren entwickelten Algorithmen
([GHMP95], [GHM 98], [GHH97]) zur geometrischen Losung affiner algebraischer
Varietdten in ihren Grundziigen beschrieben werden, welche wir bei den zu ent-
wickenden Methoden fiir das Auffinden reeller Losungen algebraischer Gleichungen
systematisch anwenden.

Ein Merkmal von zentraler Bedeutung fiir diese Algorithmen ist der konsequen-
te Gebrauch problemangepafiter Datenstrukturen, ndmlich arithmetische Netzwerke
und Straight—Line Programme.

Die Zeitkomplexitit dieser Algorithmen hingt polynomial von der Ldinge des Inputs
(gegeben durch ein Straight-Line Programm) und einer wesentlichen geometrischen
Invarianten, dem adédquat definierten geometrischen Grad des Gleichungssystems

ab.

Auf die Beweise der Sétze, die die Algorithmen begriinden, verzichten wir, da sie u.a.
in den Arbeiten [GHM 98], [GHH*97] und [Mor97] zu finden sind. Die Darstellung
in diesem Kapitel folgt im wesentlichen der Beschreibung der Sachverhalte in [Mor97]
und [GS99].

Im Hinblick auf die Anwendung auf das reelle Losen algebraischer Gleichungen
kénnen wir uns auf Polynome mit rationalen Koeffizienten beschrinken.

2.1 Bezeichnungen und Grundbegriffe

Mit IN und Z werden die Mengen der natiirlichen und ganzen Zahlen bezeich-
net. Die Symbole @, IR und €' stehen fiir die Korper der rationalen, reellen und
komplexen Zahlen. Die affinen Riume iiber diesen Korpern werden entsprechend

mit ®", IR" und €™ bezeichnet. Den Raum (€™ versehen wir mit der () —Zariski—
Topologie, in welcher abgeschlossene Mengen die gemeinsamen Nullstellen endlicher

10
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polynomialer Systeme mit rationalen Koeffizienten sind. Sei W C €™ eine abge-
schlossene Menge beziiglich dieser Topologie und W = C} U ... U (s ihre Zerlegung
in irreduzible Komponenten beziiglich dieser Topologie. Die Mengen W, (Y, ..., C;
sind dann (Q—definierbare algebraische Teilmengen von (€".

Wir betrachten einige spezifische geometrische Invariante der Varietdt . Dann
bezeichnen wir mit dim C' die Krull-Dimension des Koordinatenringes einer irredu-
ziblen Komponente C' = Cj, von W, fiir ein k, 1 < k < s. Der Grad von C, den wir
mit deg C' bezeichnen, ist die Anzahl der Schnitte von C' mit dim C' vielen generi-
schen affinen Hyperebene in ¢'". Wir definieren nun die Dimension der Varietit W
durch

dim W := max{dim Cy| 1 < k < s} (2.1)
Man nennt die abgeschlossene Menge W dquidimensional, falls alle ihre irreduziblen

Komponenten (7, ..., von der gleichen Dimension sind.

Der geometrische Grad von W ist durch

degW := deg Cy (2.2)
k=1

definiert. Dieser ehe unkonventionelle Begriff des Grades erfiillt die Bézout-Unglei-
chung und ist unabhéngig vom Typ des Durchschnittes, den in W auftritt (vgl.
[Hei83]).

Sei ein System fi,..., f, € Q[X1,..., X,] gegeben. Unter dem geometrischen Grad
dieses Systems verstehen wir das Maximum aller geometrischen Grade der Varietiten

V(fla"'afi)) 1 SZSP
Variable (Unbestimmte) bezeichnen wir mit Xy,..., X, bzw. Yj,...,Y],. Seien von
nun an die Zahlen p < n € IN beliebig fixiert.

Definition 1
FEine Folge fi,..., f, € Q[X1,...,X,] heifst eine regulire Folge in Q[X1,...,X,],
wenn die folgenden Bedingungen erfillt sind:

[ ] (fl;---afp)@[Xla---aXn] §£ @[XI,---;Xn];

o fiir jeden Index i, 2 <1 < n, ist das Bild von f; im Faktorring

Bi_1 :=Q[Xy,..., X,)/(f1,-.-. fic1)
kein Nullteiler.

Mit dieser Definition ist die Homothetie n, : B,_1 — B;_1, h — f;h, welche eine
Restklasse h € B; | der Restklasse f;h in B; ; zuordnet eine injektive Abbildung.

Seien die Polynome fi,...,f, € Q[X1,...,X,], 1 < p < n, mit beschrinktem
Grad deg fr < d, d > 2, Vk, 1 < k < p. Wir setzen voraus, dafl die Folge
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fi,. .., fp eine regulédre Folge in @[ X, ..., X,] ist, und daf das von den Polynomen
fi,--y fi» 1 < i < p erzeugte Ideal (f1,..., f;) radikal ist. Dieses Ideal &8t sich
folgendermaflen beschreiben:

(fla---;fi) = \/(fl,...,fi) = {f E@[Xl,...,Xn” ElS - W,fs - (fl;afz)}
Aus dem Hilbert’schen Nullstellensatz erhalten wir die Gleichung (fi,..., f;) =
=I1(V((f1,.--, f1) ={f €Q[X1,..., X,]| f(x) =0Vz € V((f1,..., [i))}

Mit X := (X,...,X,) wird der Variablenvektor und z := (z1,...,2,) € C" ein
Punkt im affinen Raum €™ bezeichnet.

sei V(fi,..., fp) die von den gemeinsamen Nullstellen der Polynome fi, ..., f, defi-
nierte affine Varietét, d.h.

V(fi,.... fp) ={z € C"|fi(z) =... = fy(xz) = 0}.

Die entsprechende Jacobimatrix ist durch

J = =
vt = (G0)

1<j<n
gegeben und

J(frs s (@) = (a—Xj(jO sy

bezeichnet die Jacobimatrix an der Stelle 2 € C".

Definition 2
Sei der Index i, 1 < i < p beliebig aber fest. Ein Punkt T € V(f1,...,f;) heift
(f1,..., fi)—glatt, falls die Jacobimatriz J(fi,..., f;)(T) mazimalen Rang hat, d.h.

die durch die Polynome fi,..., f; beschriebenen Hyperflichen schneiden sich in T
transversal.
Falls keine Mif3verstéinisse entstehen, wird ein (fi,..., fi)—glatter Punkt einfach-

heitshalber nur glatt genannt.

Bemerkung 1

Die Definition eines glatten Punktes einer Komponente C, ist folgendermafen zu
interpretieren: Fin Punkt ist glatt in C.., wenn der Tangentialraum von C,. in diesem
Punkt die Dimension (n — i) hat, oder, genauer gesagt, wenn die durch die Poly-
nome fi,..., f; beschriebenen Hyperflichen sich in diesem Punkt in €™ transversal
schneiden.

Definition 3

FEin System von Polynomen fi,...,f; € Q[X1,...,X,], i < n heifit ein regulires
Gleichungssystem der algebraische Menge V (f1, ..., f;)NIR™, wenn der Jacobimatriz
J(f1,- .-, fi)(x) mazimaler Rang in jedem Punkt in V(f1,..., f;) N IR"™ hat.
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2.2 Geometrische Losung eines affinen vollstéindi-
gen Durchschnittes

Zunichst soll die Definition einer geometrischen Lisung einer affinen, dquidimensio-
nalen Varietdt in Erinnerung gerufen werden. Es sei hier bemerkt, dafl der Begriff
der geometrischen Losung eine lange Geschichte hat. Bei Komplexititsiiberlegun-
gen wurde er wohl zuerst in [CG83] und [GM89] benutzt, doch geht die Definition
mindestens auf Kronecker zuriick, (vgl. [Kro82]).

Im Hinblick auf die Betrachtung von Varietéiten, die einen vollstindigen Durch-

schnitt darstellen, konnen wir uns darauf beschrénken, daf die Polynome fi,..., f,,
die die Varietét V(f1,..., f,) beschreiben, eine regulire Folge in ®[X1,...,X,] bil-
den und die Dimension von V' (fi,..., f,) daher r :=n — p ist.

Man sagt, dafl die Variablen X1, ..., X, in Noether—Position beziglich V sind, falls
die Abbildung @Q[Xi,...,X,] = @[X1,...,X,]/(f1,..., fp) injektiv ist und eine
ganze Ringerweiterung beschreibt. Vom geometrischen Standpunkt heifit das, daf
die Projektion 7, : V. — (" auf die ersten r Variablen X;,...,X,, die freien
Variablen , surjektiv und endlich ist. Die Variablen X,,q,..., X,, werden abhdingig
genannt.

Eine Folge fi1,..., f, wird reduziert genannt, falls es einen linearen Koordinatenwech-
sel (Xq,...,X,) — (Y1,...,Y,) gibt, so daB fiir jedes 7, 1 < i < p, die Variablen
Yi,...,Y,_; in Noether—Position beziiglich der Varietét V(fi,..., f;) sind, und die
Determinante der Jacobimatrix J(fi, ..., f;) kein Nullteiler modulo (f1,..., f;) ist.

Die Reduziertheit einer reguldren Folge fi,..., f, in®@[X}, ..., X, ] ist dquivalent zu
der Forderung, daf} alle Zwischenideale (fi,..., f;), 1 <i < p, radikal sind.

Fiir lokale Betrachtungen, d.h. auflerhalb einer Hyperfliche in €™, wollen wir die
folgende Definition treffen.

Definition 4 (Transversale Folge (suite sécante))

Sei V(g) == {x € C"|g(x) = 0} eine Hyperfiiche in Cm, die durch ein Poly-
nom g € Q[Xy,...,X,] definiert ist. Wir nennen eine reduzierte Folge fi,..., f, in
®[X1,...,X,] eine transversale Folge (suite sécante) auflerhalb von V(g), falls fir
jedes i, 1 < i < p, alle irreduziblen Komponenten der affinen Varietdat V(f1,..., f;),
welche nicht vollstiandig in der Hyperfliche V (g) enthalten sind, die Dimension n—i
haben.

Wir werden auch hier annehmen, daf} die Folge fi,..., f, reguldr ist, obwohl die
resultierenden Cohen—Macaulay—-Eigenschaften fiir unsere Uberlegungen nicht ent-
scheidend sind.

Geometrisch beinhaltet die Definition einer transversalen Folge dann, daf} sich fiir
jedes i, 1 < i < p die Hyperflichen V(f;),...,V(f;) auBerhalb der Hyperfliche
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V(g) transversal schneiden, oder anders gesagt, die Polynome fi,..., f; definieren
fiir jedes i, 1 < i < p, auBlerhalb von V(g) einen reduzierten lokalen vollstindigen
Durchschnitt der Kodimension <.

Unter diesen Begriffsbildungen und Voraussetzungen besteht eine geometrische Lo-
sung in folgendem:

e Einem linearer Koordinatenwechsel (X,...,X,) — (Y7,...,Y},) derart, daB
die Polynome in Noether—Position beziiglich der neuen Variablen sind.

e Einer Linearform U = A\, ;1 X, + ... + A\, X, mit Koeffizienten \,.,1,..., A,
in Z, welche ein primitives Element u von

@[K?""Yr] _>@D/17"'7YTL]/(f17"'7fp)

mit einem Minimalpolynom ¢, € Z[U] erzeugt. Im null-dimensionalen Fall
ist © dann und nur dann ein primitives Element, wenn U(P) # U(Q) fiir alle
verschiedenen Punkte P und ) von V gilt. Mit dieser Eigenschaft heifit u se-
parierend. Der Grad von g, ist gleich dem Rang von Q[Y1,...,Y,]/(fi,..., fp)
als freier @Q[Y1,...,Y,|-Modul.

e Einer Menge von Parametrisierungen p;y; — v;(u) fiir i = r+1,...,n, wobei p;
bzw. v;(u) Polynome in Z[Y1,...,Y;] baw. Z[Y1,...,Y,][U] sind. Sie hingen
von der Wahl von u ab. Mit p = Ilp; ist die Menge der Punkte z von V'
auflerhalb von p~'(0) durch ¢,(u) = 0, p;y; — v;(u) = 0 gegeben.

Dieses so definierte Objekt, geometrische Ldsung, ist unseren Bediirfnissen wohl
angepaft. Das Minimalpolynom ¢, des primitiven Elements ist unser fragliches Eli-
minationsobjekt.

In einem Punkt v, der keine Nullstelle dieses Polynoms ist, liefert die Parametri-
sierung die Werte der gebundenen Variablen. Grob gesagt,bedeutet das: wenn man
annimmt, daf} sich v auf einem Wege auerhalb der Diskriminantenvarietit p='(0)
einem vy mit g, (vo) = 0 annéhert, so nihern sich die Werte der Parametrisierung den
Koordinaten der Losung vy an. Diese Werte lassen sich dann als Approximationen
einer gewissen Losung ansehen.

Eine geometrische Losung 148t sich vermoge eines Grobner—Basis—Algorithmus be-
rechnen (den Zusammenhang liefert das sogenannte Shape Lemma), jedoch die Me-
thode, welche in den Arbeiten [GH93], [KP96], [GHMP95], [GHM 98], [GHH'97]
entwickelt wurde, liefert weitaus effektivere Algorithmen zur Berechnung einer geo-
metrischen Losung.

Die dieser Methode zugrunde liegende Idee besteht darin, anstelle der iiblichen
Rewriting—Verfahren einem iterativen Schnitt—Prozef§ zu folgen. Die entsprechenden
Algorithmen haben eine Zeitkomplexitit, die sowohl in der Berechnungskomplexitit
der Input—Polynome als auch in wesentlichen geometrischen Invarianten der durch
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die Input—Polynome definierten Varietit polynomial ist.

Wir beschreiben jetzt die Merkmale dieser Algorithmen.

2.3 Kodierung der Polynome

Wenn Polynome ,,gute Berechnungseigenschaften “ besitzen, so kann man auch

relativ leicht eine geometrische Losung finden. Was damit gemeint sein soll, zeigt
das folgende Beispiel.

Die Determinante einer quadratischen Matrix A = [a;;] der Ordnung n ist nach der
Leibniz-Formel ein Polynom in den Elementen a;; mit n! Monomen. Jedoch, gibt
es Polynomialzeitalgorithmen, welche den Wert der Determinante fiir eine beliebige
Wahl der a;; berechnen, ohne die Entwicklungsformel zu benutzen. Die Determinante
als Polynom besitzt, so sagt man, gute Berechnungseigenschaften.

Der entscheidende Punkt besteht darin, ein Polynom als Funktion von (€™ nach
¢ anzusehen, anstatt es als ein Element des Vektorraumes €[Xq,...,X,] zu
betrachten.

Vom praktischen Standpunkt bedeutet das, ein Polynom nicht als Liste seiner Ko-
effizienten gemifl der Monombasis in €'[X;, ..., X,]| zu speichern sondern als eine
Funktion mittels eines Auswertungsverfahrens. Als solche werden Straight-Line Pro-
gramme benutzt. Grob gesagt, berechnet ein Straight-Line Programm Werte von
Polynomen in beliebigen Punkten eines Grundraumes, d.h. einer Potenz eines effek-
tiven Korpers, z.B. in Punkten aus ®".

Wir geben die Definitionen sowie kurze Beschreibungen von einem arithmetischen
Netzwerk und einem Straight-Line Programm an.

Definition 5 (Arithmetisches Netzwerk)

Ein gerichteter azyklischer Graph mit ausschlieflich arithmetischen und booleschen
Operationen sowie Auswahlen auf Grund von Tests auf Gleichheit mit Null (ggf auch
Positivitatstests) an inneren Knoten sowie Ein— und Ausgangen (Input/Output) in
einem effektiven Korper (z.B. @) an externen Knoten wird ein arithmetisches Netz-
werk genannt.

Eine besondere Rolle spielen solche arithmetischen Netzwerke, die weder Verzwei-
gungen noch Divisionen aufweisen, d.h. an internen Knoten werden nur Additionen
und Multiplikationen ausgefiihrt. Derartige Netzwerke sind gut geeignet zur Kodie-
rung von Polynomen.

Definition 6 (Straight-Line Programm (SLP))
FEin Straight-Line Programm ist eine Computer—Prozedur, welche die Werte eines
arithmetischen Netzwerkes ohne Verzweigungen und Divisionen berechnet.
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Der Ubergang von einem arithmetischen Netzwerk ohne Verzweigungen und Divi-
sionen zu einem Straight-Line Programm ist einer Kompilation d&hnlich. Auf Einzel-
heiten soll hier jedoch nicht eingegangen werden.

Der Umfang eines Straight-Line Programms wird in zwei Groflen gemessen: seiner
Ldinge L und seiner nicht—skalaren Tiefe £. Die Lénge ist nichts weiter als die Anzahl
der Knoten, und die nicht-skalare Tiefe bezeichnet die Linge des lingsten Weges
im Graphen, wobei nur nicht-skalare Operationen gezihlt werden.

Unter nicht—skalaren Operationen versteht man Multiplikationen von Polynomen
positiven Grades. Lineare arithmetische Operationen haben auf die nicht—skalare
Tiefe keinen Einfluf3.

Wihrend die Linge die sequentielle Berechnungszeit des SLP bestimmt, ist die
nicht-skalare Tiefe eine wesentliche Grofle fiir die Abschidtzungen von Graden und
Hoéhen, d.h. fiir die Bitkomplexitét, und sie bestimmt andererseits auch die parallele
Berechnungszeit des SLP.

Da man SLPs als Funktionen ansehen kann, lassen sich die iiblichen Operationen der
Addition, Multiplikation und Zusammensetzung von Polynomen leicht durch SLPs
ausfithren. Bei anderen Operationen ist das weniger offensichtlich.

Eine natiirliche Frage ist die nach dem Test, ob eine Grofie gleich Null ist, d.h. Gleich-
heitstest. Wenn z.B. zwei SLPs auf einer hinreichend groflen Menge von Punkten
dieselben Werte berechnen, so kodieren sie die gleichen Polynome. Dieses Faktum
158t sich im Begriff der korrekten Testfolgen formalisieren.

Definition 7 (Korrekte Testfolge)

Sei W(n, D, L) eine Menge von Polynomen aus ®[X1,...,X,] von einem Grade
hochstens D, die sich durch ein Straight-Line Programm mit einer Linge hochstens
L kodieren lassen. Eine Menge von Punkten G = {v1,...,Ym} in @™)™ heifit eine
korrekte Testfolge fiir W(n, D, L) falls jedes Polynom, welches auf G verschwindet,
tdentisch Null ist.

Der Grad D der Polynome in W (n, D, L) in vorstehender Definition ist beschréinkt
durch 2¢, wobei ¢ die nicht-skalare Tiefe des SLP ist:

D <2t < of (2.3)

Der folgende Satz gibt eine Schranke fiir die Anzahl korrekter Testfolgen in einer
gegebenen Menge aus @™ (vgl. [HS82]).

Satz 8 (Heintz-Schnorr)
Sei T eine Teilmenge von @ mit 2L(D+1)? Elementen, und seim = 6(L+n)(L+n+
1). Die Anzahl T von Teilmengen korrekter Testfolgen in (T™)™ geniigt der folgenden

Ungleichung
7> D" (1 T|7%).
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Dieser Satz besagt, dafl die Wahrscheinlichkeit dafiir, dal eine Folge in I keine
korrekte Testfolge ist, kleiner als 1/262144 ist.

Die niichste Behauptung driickt die Existenz einer korrekten Testfolge fiir W(n, L, ()
aus, die eine angemessene Linge besitzt [KP96], [GHH'97].

Behauptung 9 (Krick-Pardo) Seien natirliche Zahlen n,L, ¢, mit L > n + 1
gegeben.

Seien r:= (241 — 2)(2¢ + 1)% und t := 6(¢L)?* definiert.

Dann enthilt die endliche Menge {1,...,r}™ C Z™ mindestens r™(1 — r="/%) kor-
rekte Testfolgen der Linge t fir W(n, L, (). Insbesondere ist die Menge der korrekten
Testfolgen fiir W(n, L, ) mit der Linge t, die nur Punkte aus {1,...,r}" enthalten,
nicht-leer.

Es ist kein deterministischer Algorithmus bekannt, der korrekte Testfolgen in einer
Zeit finden kann, die polynomial in (n, D, L) ist. Die Algorithmen dieser Arbeit
benutzen Nulltests und werden daher von nichtuniformer Komplexitét sein, fiir die
man vorbestimmte korrekte Testfolgen benotigt. Mit anderen Worten, wir werden
es mit probabilistischen Algorithmen zu tun haben, die zufillig gewéhlte korrekte
Testfolgen benutzen.

2.4 Der geometrische Losungsalgorithmus

Wir rekapitulieren einen Satz von Giusti, Heintz, Morais, Morgenstern, Pardo (1995)
[GHM™*98], der einen Algorithmus zur lokalen geometrischen Losung charakteri-
siert und dessen Zeitkomplexitit ein Polynom in der Linge der SLP-Kodierung des
Input—Gleichungssystems und seines (affinen) geometrischen Grades ist.

Satz 10 ([GHM™"98])

Seien fi,..., f, eine reguldre Folge und g ein weiteres Polynom in @[X.,...,X,)]
mit der Eigenschaft, dafs fi,..., f, eine reduzierte transversale Folge auflerhalb der
Hyperfliche V (g) bilden. Ferner sei d eine Gradschranke der Polynome. Die Po-
lynome fi,..., fp, g seien durch ein Straight-Line Programm der Linge L und der
nicht—skalaren Tiefe ¢ gegeben. Ferner sei mit & der geometrische Grad des Glei-
chungssystems f1 = ... = f, = 0 bezeichnet.

Dann gibt es ein arithmetisches Netzwerk, welches eine geometrische Lésung derje-
nigen affinen Varietat berechnet, die durch den Zariski—Abschlufs

V(fiso s )\ VI(9)
darstellbar ist. Die Zeitkomplexitit der Berechnung ist L(nd§)°M.

Bemerkung 2 (Bemerkungen zum Algorithmus)

e Der Algorithmus berechnet sukzessiv geometrische Losungen der Varietdten
V(fi,---, fi), 1 <i<p, auferhalb der Hyperfliche V(g).
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e Der Algorithmus arbeitet mit vorher bestimmten korrekten Testfolgen.

e In jedem Schritt lifit sich testen, ob das System reduziert ist. Daher wird kein
falsches Ergebnis ausgegeben, falls das nicht der Fall ist.

e Fiir die lokale Berechnung auflerhalb einer Hyperfliche kann der affine Grad
kleiner sein als 6, (Komponenten im Unendlichen beeinflussen nicht die Kom-
plexitit der affinen Lisung).

e Die Qutput Polynome, welche die geometrischen Ldésungen beschreiben, sind
durch ein Straight-Line Programm gegeben.

e Im Fall p = n lafst sich der Algorithmus gemdff [HMW99] effektiver gestalten
und es lassen sich explizite Schranken angeben.

Um den induktiven Schritt des Algorithmus zu erkldren, benétigen wir noch den
Begriff des Lifting-Punktes fiir V(f1,..., f;) Mit seiner Hilfe wird der Ubergang
von einer geometrischen Ldsung einer null-dimensionalen Varietit zu einer von ei-
ner Varietét positiver Dimension vorgenommen. Wir beschréinken uns hier auf den
globalen Fall; fiir den lokalen Fall (d.h. auBerhalb einer Hyperfliche) erhdlt man
analoge Sachverhalte.

Auf Grund der Voraussetzungen sind die Zwischenvarietiten V(fi,..., fi), 1 <
i < p alle vollstindige Durchschnitte auferhalb von V(g), und der Algorithmus
berechnet fiir jede der Varietéiten V' (f,..., f;) eine geometrische Losung.

Wir nehmen an, dafl wir im Schritt ¢ angelangt sind, eine geometrische Losung der
Varietéit V;_; vorliegt, und daf§ die Variablen beziiglich V' (f1,..., f;) in Noether—
Position sind.

Sei m; : V(fi,...,f;) — €™ die Projektion auf die ersten n — i (die freien)
Koordinaten. Ein Punkt P; € ®@"* wird Lifting-Punkt fiir V(fy, ..., f;) beziiglich
der Projektion 7; genannt, falls

e die O—dimensionale Faser Vp, := 7; '(P;) genau D; Punkte enthilt, wobei die
GroBe D; := Rang @[Xy,...,X,|/(f1,..., fi) definiert ist, und

e diese alle (fi,..., fi)—glatte Punkte von V'(f,..., f;) sind.

Die Faser Vp, wird Lifting—Faser fiir V(f1,..., f;) genannt.

Die Bedingung, daf} alle Punkte der Lifting-Faser Vp, glatt sind, bedeutet, daf die
Jacobimatrix (beziiglich der gebundenen Variablen) der Polynome f,. .., f; in allen
Punkten der Faser Vp, regulér ist. Das ist dquivalent dazu, dafl das absolute Glied
des charakteristischen Polynoms der Homothetie, welche durch diese Jacobimatrix
in@[V(fi,..., fi)] definiert ist, in P; nicht Null wird (vgl. z.B. [Mor97], Proposition
28]).
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Lifting—Punkte haben die Eigenschaft, dafl die Kenntnis der geometrischen Losung
von Vp, ausreicht, um eine geometrische Losung der ganzen Varietdt V(f1,..., f;) zu
gewinnen, was iiber eine kohirente Anwendung einer symbolischen Newton-Hensel
Iteration erreicht wird. In diesem Kontext besteht der iterative Schritt des Algorith-
mus in folgenden zwei Teilen:

e Bestimme eine geometrische Losung von V(fy, ..., f;) ausgehend von P;, die
Noether—Normalisierung von V(fi,..., f;) und die geometrische Losung der
Faser Vp,, dieser Teil benutzt eine symbolische Newton-Hensel Iteration.

e Bestimme eine Noether-Normalisierung von V;, 1, bestimme einen neuen Lifting—
Punkt P41 und berechne eine geometrische Losung der Faser Vp,,, zu diesem
Punkt, was ein null-dimensionales Problem ist.

Seien die Polynome fi,..., f, €®Q[Xy,...,X,] durch ein Straight-Line Programm in
®1X1,...,X,] gegeben, welches den Raumbedarf S und Zeitkomplexitét 7 bendtigt.
Unter Beriicksichtigung der neuen Resultaten in [HMW99] und die in [GLS99] ausge-
hende Implementierung kénnen wir einen Algorithmus mit einer Raumkomplexitét

( " 1>O(Sdn(52)

und einer Zeitkomplexitét

( " 1)0((7’dn2 +n°)5% log® 6 log? log 6)
p J—

aufbauen, welcher eine geometrische Losung der algebraischen Varietidt V' (fi,..., f,)
liefert. Da in den relevanten praktischen Fillen der geometrische Grad wesentlich
grofler als §, 7 und n ist, besitzt das verbesserte Verfahren einen quadratischen
Raumbedarf und eine kubische Zeitkomplexitét.



Kapitel 3

Reelle Losungen, der
Hyperflichenfall

3.1 Polare Varietaten

Die Betrachtung gewisser polarer Varietiten einer gegebenen affinen Varietit be-
kannter Kodimension ermoglicht unter der Benutzung von Algorithmen im kom-
plexen Bereich in [GHM™98], [GHH"97], den Aufbau eines induktiven Verfahrens
zur Auffindung reeller Losungen eines gegebenen Gleichungssystems, [BGH195],
[BGHMO97|. Das Inkrement in diesem Verfahren wird die Kodimension der polaren
Varietéten sein.

Lemma 11 (Hauptemma)

Sei f €Q[X1, ..., X,] ein nichtkonstantes und quadratfreies Polynom und sei W :=
{z € C"|f(x) =0} die Menge aller komplexen Nullstellen der Gleichung f(x) = 0.
Wir betrachten fir jeden festen Indezx i,0 < i < n, die komplexe Varietit

= 0f () 0f ()
W,; = e =————=...=——=0;.
fi e ovipi = 2 Ji
(Unter W verstehen wir W.) Seien die Variablen generisch beziiglich des Polynoms
[ gewdhlt. Dann ist jeder Punkt in W;, der in W glatt ist, auch ein glatter Punkt von

W;. In so einem Punkt hat die Jacobimatriz des Systems f = %f,—\(’ml) =...= %f—)(fi) =
0 einen mazimalen Rang, und die durch die Polynome f, (%(Ll, ey (%é, definierten

Hyperflichen schneiden sich transversal in diesem Punkt.

Beweis:
Sei 1 € IN,1 <1 < n, fest gewéhlt, und seien durch

ZidA 0y or Dy ey Lidlyine s Lni

20
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(n — 1)7 Unbestimmte betrachtet, die wir in Matrixform

Ziv1g - Zipii
Z=|: (3-1)
Tt oo T

darstellen. Ferner erkléren wir eine folgendermaflen strukturierte, regulidre Matrix

AD = A7) .= ( ; (j)_z’”fz ) , (3.2)

wobei [, die entsprechende k X k Einheitsmatrix fiir & = ¢,n — 4, und 0;,,_,; die
i X (n — i) Nullmatrix ist. Wenn wir Z zu a spezialisieren, d.h.

Ai+1,1 -+ Gig1g

a:=| L , (3.3)

so schreiben wir fiir die regulire Matrix A®(a). Fiir einen festen Index k € IV, 1 <
k <i < n, definieren wir das Polynom

of of (z)
Fy = VA X, Z
FS 9, +]§1 e c®X, Z].
Die Jacobimatrix von Fiy, ..., F; beziiglich der Variablen Z sei mit

OF,
J2(Fi) = (azk

bezeichnet und fiir ihre Eintrédge erhédlt man die Gleichheit

oF,  Of
0Z., 0X,

>1<k<i, i+1<r<n, 1<s<i

Wir betrachten die folgende Koordinatentransformation X = A®)(q)Y". Die Darstel-
lung des Polynoms f € @[Xl, oo, Xp] in den neuen Koordinaten Yi,...,Y, ergibt
ein neues Polynom g(Y7,...,Y,) := f(A®(a)Y). Damit 148t sich die Hyperfache

= {z € " f(x) = 0} in den neuen Koordinaten Yi,...,Y, ausdriicken:

W

W= {y € €| f(AD(a)y) = 0}.

Die durch A®(a) gegebene Koordinatentransformation induziert einen Morphismus
affiner Riume ®; : €" x €™ 9" — "+ definiert durch

®; (Xy,...,X,,0) = ( 6X1+ Z ]1 . aX ﬂaX)

Jj=i+1 ] Jj=i+1
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Sei
o= (Oﬂa R Oén-l—(n—i)i) = (Xl, RN Xn, Aip1,1s - s an,i) c " x @(n—z)z

gegeben. Dann hat die Jacobimatrix J(®;)(«) von ®; in « die folgende Gestalt:

d d
8_)?1 a)gn 0 e 0 cee e D
_of of :
s@e = | T e T e
. . '8" . 5
K .- % [ T 8Xif+1 a)gn

Sei ein Punkt o = (X?,..., X0 al,,,,...,al,) der Faser ®;'(0) gegeben und sei
(X?,...,X?) ein Punkt der Hyperfliiche TV, in welchem das Polynom f regulir ist
(d.h. wir setzen voraus, dal mindestens eine partielle Ableitung von f in diesem
Punkt nicht verschwindet). Sei ¢ die Zariski-offene Umgebung von (X?,..., X?)
mit folgender Eigenschaft: Ein Punkt von ¢ ist genau dann in &/, wenn mindestens
eine partielle Ableitung von f in diesem Punkt nicht verschwindet. Wir behaupten

nun, dafl die Restriktion der Abbildung ®; auf ¢ x ¢ ?
O U x ¢ — !

transversal zum Ursprung 0 = (0,...,0) von ! ist. Zum Beweis dieser Be-
hauptung betrachten wir einen beliebigen Punkt o = (Xy,..., Xy, Gi1.1,-- -, )
in U x @ der der Gleichung ®;(a) = 0 geniigt. Da der Punkt (X;,...,X,)
in der Zariski-offenen Menge U N W liegt, befindet er sich auf der Hyperfliche
W und seine reguldre Gleichung ist durch f gegeben. Wir zeigen indirekt, daf die
Jacobimatrix von ®; den maximalen Rang ¢ + 1 in « hat. Ist das nicht der Fall, so
verschwinden die partiellen Ableitungen —2(— AL im Punkt (X4,...,X,). Die

OXi31' " OX,
Beziehung ®;(«) = 0 impliziert auch das Verschwinden der partiellen Ableitungen
L (X, LX),

Das steht aber im Widerspruch zur Tatsache, dafl das Polynom f eine regulire
Gleichung in diesem Punkt ist. Damit hat die Jacobimatrix von ®; den maximalen
Rang in «, d.h. dal der Punkt « ein regulirer Punkt von ®; ist. Da aber der Punkt
a beliebig auf dem Durchschnitt ®;(0) N (U x € 9)%) gewiihlt war, folgt unsere
Behauptung. Die Anwendung einer algebraisch—geometrischen Form des schwachen
Thom-Sard’s Theorems (vgl. [Dem89], [GG86]) auf das Diagramm

OO N (U x ¢ D) S @rox @)

T \¢ 1 pry
d:f(n—z)z

fiihrt zu der SchluBfolgerung, daf die Menge der Matrizen (ay), ;; € R™ %, fiir
die die Transversalitit gilt, Zariski-dicht in €™~ ist. Genauer gesagt: Der affi-
ne Raum Q""" enthilt eine nicht-leere Zariski-offene Menge von Matrizen A®,
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deren entsprechende Koordinatentransformation X = A®(a)Y" zu der gewiinschten
Glattheitseigenschaft von W; in glatten Punkten von W fiihrt. [

Der Beweis von Lemma 11 kann auch mit einer generisch nichtsinguldren n x n
Matrix an Stelle einer trianguliren Matrix erzielt werden. Die hier benutzte Trans-
formation hat den Vorteil, daf sie die fiir den Algorithmus wiinschenswerte diinn—
besetzte Gleichungen ergibt, und geniigend generisch fiir den Beweis von Lemma 11
ist.

Sei das Polynom f € ®[Xy,..., X,] nichtkonstant, quadratfrei und sei W := {x €
C™|f(z) = 0} die durch f definierte Hyperfliche. Sei A € Q[X1,..., X,] das Poly-

n 2

nom A := ) (%) . Wir betrachten die reelle Varietdt V' := W N IR™ und setzen
j=1 N0

voraus, dafl

o die Varietdt V' nicht—leer und beschrdnkt ist, und somit kompakt ist;

e der Gradient von f in jedem Punkt von V wvon null verschieden ist
(d.h., V' ist eine glatte Hyperfliche in IR, und f = 0 ist ihre requldre Glei-
chung);

e die Variablen X1,..., X, beziglich f generisch gewdhlt sind.

Wir koénnen mit diesen Voraussetzungen die folgende angepafite Definition einer

polaren Varietdit, die konsistent mit der allgemeinen Definition ist, einfiihren (vgl.
[LT81]).

Definition 12
Sei 0 < i < n. Wir betrachten den linearen Unterraum X in €™ definiert durch die
linearen Formen X;i1,...,X,, d.h.,

X'={reC"X;(r)=...= X,(z) =0} ={zr € C"|2;y, = ... = 3, =0},

Dann heifit die algebraische Varietit W; von C", die durch den Zariski—Abschluf
der Menge

{z € C"|f(z) = ag)((f) — = ag)((f) — 0, A(z) £ 0}

gegeben ist, die zum linearen Unterraum X° von €™ assoziierte (komplexe) polare
Varietit von W. Die entsprechende reelle Varietit V; == W; N IR™ heifit die zum
linearen Unterraum X° N IR™ von IR™ assoziierte reelle polare Varietit von V. Die
Varietit Wy ist der Zariski-Abschlufs der Menge {x € €| f(z) = 0,A(z) # 0},
und Vy entspricht V.
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Bemerkung 3

Da nach Voraussetzung die relle Varietat V' eine nicht-leere und kompakte Hyper-
fliche des IR™ ist, und die Variablen X1,..., X, generisch gewdhlt sind, konnen wir
aus der Morse Theorie (wie in [Mil64]) sicherstellen, daf die reelle polare Varietit
V; nicht-leer und glatt fiir jeden Index 0 < i < n ist. Insbesondere ist die komplezre
Varietat W; nicht-leer und die durch die Polynome f, 88—){1, ey 38—)’; definierten Hy-
perflichen in €™ schneiden sich transversal in einer Zariski—offenen und dichten
Teilmenge von W; (man bemerke hierzu, daf jedes Element in {z € C"| f(x) =

0,A(z) # 0} ein glatter Punkt von W ist, und man wende Lemma 11 an).

Wir wollen den Begriff des reellen Grades eines dquidimensionalen Varietét einfiihren.
Diese geometrische Invariante ist ein Verfahren zur Auffindung reeller Losungen ei-
nes Gleichungssystem besser als der geometrische Grad angepafit. da sie nicht nur
kleiner als dieser ist, sondern auch die reelle Losungen des Systems widerspiegeln. Sei
eine Zariski—abgeschlossene Teilmenge des €™ Z der Dimension n — i, ¢« < n druch
ihre reguldre Gleichungen fi,..., f; €Q[X1,...,X,] gegeben, und sei 7 := 7, C;
die Darstellung von Z in irreduziblen Komponenten.

Definition 13
Fiir jeden Index j, 1 < j < s, heifit die irreduzible Komponente C; eine reelle

Komponente von Z, falls die reelle Varietit C; N IR" einen glatten Punkt in C);
enthdlt. Sei

I'={jeIN|1 <j<s, C; ist eine reelle Komponente von Z}.
Dann heifit die (komplexe) affine Varietit Z* = |J C; der reelle Teil von Z. Wir

jEI
bezeichnen mit deg” Z = deg Z* = Y_ degC; den reellen Grad der algebraischen

jE€I
Menge Z.

Bemerkung 4
Der reelle Grad deg” Z der Varietit Z ist stets kleiner als der geometrische Grad
von Z. deg® 7 ist genau dann null, wenn der reelle Teil Z* von Z leer ist.

Mit der Glattheitsvoraussetzung an die reelle Varietéit V' erhalten wir die folgende
mengentheoretische Darstellung der reellen polaren Varietit
_Of(x) _ Of(x)

Vi={z e R"| f(z) = X, T oX, =0}

fiir jeden Index 0 < ¢ < n.

Satz 14
Sei f € Q[X4,...,X,]| ein nichtkonstantes quadratfreies Polynom und sei A :=
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n 2

'21 (86—)’(:) . Sei W= {x € €"|f(x) =0} die durch das Polynom f gegebene Hyper-
j’ic’ich@ von C". Wir setzen weiterhin voraus, daf die reelle Varietit V .= W N IR"
nicht-leer ist und eine glatte und beschrinkte Hyperfliche des IR™ mit reguldrer Glei-
chung f darstellt. Seien die Variablen Xy, ..., X, generisch beziiglich f. Fiir jeden
Index i, 0 < i < n, sei die komplexe polare Varietit W; von W mat ihrer reellen

polaren Varietit V; von V wie oben definiert. Mit dieser Schreibweise erhalten wir:
(i) Vo C Wy C W, mit Wy =W genau dann, wenn f und A teilerfremd sind;

(i) W; ist eine nicht-leere dquidimensionale affine Varietit der Dimension n —
(1 + 1), die glatt in allen Punkten ist, die glatte Punkte von W sind;

(iii) der reelle Teil W} der komplexen polaren Varietit W; stimmt mit dem Zariski—
AbschlufS in €™ der reellen polaren Varietdt

\/;:{xERﬂf(x):aaf—)((xl):...:aaf—)(?:O},

tiberein;

(iv) das Ideal (f, 3%(%, ce %)A ist radikal.
Beweis:
Die erste Behauptung ist klar, da sich die Varietédt W, als Vereinigung iiber alle irre-

duziblen Komponenten von W, in denen A nicht identisch verschwindet, darstellen
1aB3t.

Wir zeigen nun die zweite Behauptung. Sei ein Index i, 0 < ¢ < n, fixiert. Dann
ist nach Bemerkung 3 die polare Varietdt W, nicht—leer. Die durch die Polynome
fs 83—)?1, cee 8)?5_1 definierten Hyperflichen von €™ schneiden jede irreduzible Kom-
ponente von W, transversal in einer Zariski—offenen Menge. Diese Tatsache hat zur
Folge, dafi die Varietdt W; eine nicht—leere dquidimensionale Varietdt der Dimension
n—(i+1) ist, und die Polynome f, 3—3XL1, el a_)?,% eine regulire Folge im lokalen Ring
bilden, der durch Lokalisierung von @[X7,...,X,] mit dem Polynom A entsteht.
Das Polynom A verschwindet nicht identisch auf jeder irreduziblen Komponente
von W;, d.h. f, ;—;1, e g)—gi, ist eine regulidre Folge in @[X1,..., X,|a. Mit Lem-
ma 11 schluifolgern wir, dafl die Varietdt W; glatt in allen ihren Punkten ist, die
glatt in der Hyperfliche W sind, und somit auch, daf} sich die von den Polynomen

f, 86—)?1, ey ;—)’;, definierten Hyperflichen transversal in diesen Punkten schneiden.

Wir gehen nun zum Beweis der Aussage (7i7) tiber. Der Zariski-Abschluf} von V; in
C™ ist in W enthalten (dies ist eine Folge der Glattheit von V;). Die umgekehrte
Inklusion erhalten wir folgendermafien: Sei z* € W* ein beliebiger Punkt, und sei C

eine irreduzible Komponente von W, die z* enthélt. Da C eine reelle Komponente
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von W; ist, ist der Durchschnitt C' N IR™ nicht-leer und in W; enthalten. Die polare
Varietédt W; ist in der algebraischen Menge

= 0f (z) 0f (z)

W; = e =——=...=——=0

o e eriro) = 28 s

enthalten. Wir haben demzufolge C NV; # (. Weiterhin schneiden die durch die
Polynome f, -2 3X Yy 3X definierten Hyperflichen von IR" eine dichte Teilmenge
des Durchschnittes C' N V; transversal. Somit erhalten wir

—(i+1) =dimp(CNV;) =dimpR(CNV;) =

(R(C' N'V;) steht fiir die Menge der glatten Punkte in C' N V; und (C N V;)" fiir
die Komplexifizierung von C'N'V;.) Nach diesen Gleichungen gilt dimq¢(C' NV;) =
dimgC = n — (i + 1), und somit auch C = (C'NV;)". Weiterhin ist die Komplexifi-
zierung (C' N'V;)' im Zariski-Abschlufl von V; in €™ enthalten. Dies impliziert, daf
C im Zariski-Abschluf3 von V; enthalten ist, und somit auch x*.

Zum Schlufl beweisen wir die letzte Aussage. Wir betrachten wiederum die algebrai-
sche Menge
0f (x) 0f (x)

Wi::{x€$"|f(x): X T N :0},

die die polare Varietét WW; enthélt. Sei C' eine beliebige irreduzible Komponente von
W;. Dann ist C” auch eine irreduzible Komponente von W;. Weiterhin verschwindet
das Polynom A nicht identisch auf C’. Nach Bemerkung 3 existiert ein glatter Punkt
z* in Wi, der in C’ enthalten ist, und in welchem sich die durch die Polynome

fs A RRRE aX 9L definierten Hyperflichen transversal schneiden.

Sei x* = (x7,...,x;) € €™ auf diese Weise fixiert. Wir betrachten den lokalen Ring
OVT/- .~ des Punktes z* in der Varietét Wl (d.h., (’)W_ . 1st der Ring der Keime rationa-

ler Funktionen auf W;, die im Punkt z* definiert sind). Wir erhalten den lokalen Ring
Oy x* algebraisch, indem wir den polynomialen Ring €'[X7, ..., X,] mit dem Ideal

(f ; 8—X1 e W) das die algebraische Menge W, definiert, faktorisieren und dann in

dem durch z* = (z3,...,2}) induzierten maximalen Ideal (X; — z7,..., X, — z})

lokalisieren. Die Anwendung von Standard-Argumenten der kommutativen Algebra
und algebraischen Geometrie (vgl. [Kun80]) impliziert unter Benutzung der Tatsa-
che, daf} sich die durch die Polynome f, ai( e aX beschriebenen Hyperflichen
in x* transversal schneiden, dafl der Ring (’)~ Wi o ein reguldrer lokaler Ring, somit

auch ein Integritétsbereich, ist. Da der Ring (’)~4 .~ ¢in Integrititsbereich ist, gibt es

genau eine irreduzible Komponente von Wl, die den glatten Punkt z* enthélt (dies
gilt sowohl fiir die €'—Zariski-Topologie, als auch fiir die in dieser Arbeit betrach-
tete @—Zariski-Topologie). Der Punkt z* ist folglich in genau einer irreduziblen
Komponente C' von W; (und von ;) enthalten.
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Da der lokale Ring Oy, . einen Intergrititsbereich definiert, ist sein Verschwin-

dungsideal ein Primideal. Damit erzeugen die Polynome f, 88—)?1, ceey g—)é ein Prim-
ideal im lokalen Ring €[ X1, ... aXn](Xl—:v{,...,Xn—xtL)- Die isolierte Primirkomponente
des Ideals (f, %, ce %) in ®[Xy,...,X,], welche der irreduziblen Komponente
C'" entspricht, ist selbst ein Primideal. Da dies aber fiir jede irreduzible Komponen-
te von W; gilt, ensteht die Varietdt W; aus der Varietit W; durch Streichung aller
in der Hyperfliche {x € €"|A(x) = 0} eingebetteten irreduziblen Komponenten.
Wir schlieflen daraus, dafi das Ideal (f, a—a)é, ce %(L)A in@[X,...,X,]a ein Durch-
schnitt von Primidealen ist und somit radikal sein mu8.

Bemerkung 5
Unter den Voraussetzungen von Theorem 14 gelten fiir jeden Index i, 0 < i < n, die
folgenden Inklusionen zwischen den bis jetzt eingefiihrten verschiedenen nicht—leeren
Varietdten, -
VicVundV,C W CW; CW,.
Die reelle Varietdt V' beschreibt eine beschrdinkte und glatte reelle Hyperfliche. Die
Varietiten Wi und V; sind die in Definition 12 eingefiihrten polaren Varietiten, W
st der reelle Teil von W; wie in der Definition 13, und W; ist die im Lemma 11 ein-
gefiihrte kompleze affine Varietit. Die Voraussetzungen und Theorem 14 implizieren
die folgenden Gleichungen n — (i + 1) = dim¢W,; = dimeW; = dimgV;. Unter
der Glattheitannahme und der generischen Wahl der Koordinaten erhalten wir die
folgenden Inklusionen zwischen den entsprechenden Mengen glatter Punkte:

Vi = R(V;) C R(W;) C R(W;) C R(W), (3.4)

wobei R(V;), R(W;), R(W;), und R(W) in der aufsteigenden Kette (3.4) die Menge
der entsprechenden requldren Punkte in V;, W;,, W; und W sind, und die Varietdt
W die affine Hyperfliche W = {x € C™|f(x) =0} in €™ ist.

3.2 Der algorithmische und komplexitatstheore-
tische Aspekt des Hyperflichenfalls

Die Betrachtung von polaren Varietdten erlaubt nun die Formulierung eines ersten
Komplexititsresultats:

Sei f € ®[Xy,...,X,] ein quadratfreies Polynom vom Grad d > 2, welches eine
regulidre Gleichung der reellen beschrinkten algebraischen Menge

Vi=WnNIR"={reR"| f(x)=0}
definiert, d.h. der Gradient von f verschwindet nicht in jedem Punkt der kompak-

ten reellen Hyperflache V. Seien die Koordinaten X, ..., X, generisch beziiglich f

2
gewdhlt. Sei mit A das Polynom »77 (%) bezeichnet.
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Fiir jeden Index 7, 0 < i < n sei W; der Zariski-Abschlufl der Menge

Of (x) Of (x)
cr = =...= =0,A 0}.
W; ist die zum linearen Unterraum X°:= {x € C"|z;,,; = ... =z, = 0} assoziierte

polare Varietét der Hyperfliche W.
Unter diesen Voraussetzungen haben wir im Theorem 14 gezeigt, daf3

of s
oxX," T oX;

f,

eine transversale Folge aufierhalb der Hyperfliche {z € €™ A(z) = 0} im Sinne der
Definition 4 ist.

Sei 9; der geometrische Grad der polaren Varietéit W;, 0 < i < n. Dann besteht eine
geometrische Losung des Systems

of of
—_— ... 3.9
f) aXl Y Y aXn_l ( )
im Sinne von Abschnitt 2.2 aus:
e cinem linearer Koordinatenwechsel (Xi,...,X,) — (Y1,...,Y,) derart, daB

die Polynome in Noether—Position beziiglich der neuen Variablen sind;

e ciner Linearform U = A\ X; + ... 4+ A\, X,, mit Koeffizienten A\{,..., \, in Z,
welche ein primitives Element u von

of of

® —Q[Y1,...,Y,]/(f, 8X1""’8Xn_1)

mit einem Minimalpolynom ¢ € Q[U] erzeugt;

e ciner Menge von Parametrisierungen p;y; — p;(u) fiir i = 1,...,n. Die p; bzw.
pi(u) sind Polynome in Z[Y1,...,Y;]| bzw. Z[Y1,...,Y,][U], und hingen von
der Wahl von u ab.

T {(plp(f‘),...,p;(“% € 0" qu)=0,pi=Tlp £0}.  (36)

Satz 15
Seien n,d, 0, L nichtnegative ganze Zahlen. Unter den obigen Voraussetzungen gibt

es ein arithmetisches Netzwerk N auf @ im Sinne der Definition 5, mit der Grife
(nd§L)°M) und nichtskalaren Tiefe O(n(log(ds) + £)), so dafi folgendes gilt:

Sei das Polynom f € @[X,...,X,] durch ein divisionsfreien Straight-Line Pro-
gramm 3 in Q[Xy,...,X,] der Grifle L und nichtskalaren Tiefe £ gegeben. Dann
erzeugt das Netzwerk N aus dem Schaltkreis (3 die Koeffizienten einer reguliren
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Matriz, die die Koordinaten X = (Xi,...,X,) in die neuen Koordinaten ¥ =
(Y1,...,Y,) dberfihrt, so daf die gewinschte Noether—Position und Transversalitit
in jedem Iterationsschritt i, 0 < i <n — 1, erfillt ist.

Der durch das arithmetische Netz N erzeugte Algorithmus testet, startend mit (3,
ob die komplexe algebraische Menge W, 1 null-dimensional ist. Wenn dies der Fall
ist, so erzeugt das arithmetische Netzwerk N ein Straight—Line Programm der Grifle
(ndSL)°WY und nichtskalarer Tiefe O(n(log(dd) + £)) mit Parametern in @, welches
die Koeffizienten der n+ 1 univariaten Polynome q,p1,...,p, € QU] berechnet. Die
Polynome haben die folgenden Eigenschaften:

(1) deg(Q) = 6n71 = deg Wi
(2) max{deg(p;)|1 < j < n} <y
(8) Wy = (212, 220y € @, q(u) = 0}

Der dem arithmetischen Netzwerk N unterliegende Algorithmus testet, ob die semi—
algebraische Menge W, 1 N IR™ nicht-leer ist. Wenn dieser Fuall eintritt, erzeugt
das Netz N héchstens 6,y Vorzeichenbedingungen in {—1,0,1}°-1  die die reellen
Nullstellen des Polynoms q & la Thom kodieren, [CR88]. Das Netz N beschreibt mit
dieser Kodierung die Parametrisierung der nicht-leeren Menge W, _; N IR".

Wir erhalten mit dem Output dieses Algorithmus folgende Informationen:

e Wenn die komplexe Varietdt W, ; keine null-dimensionale Varietét ist, oder
wenn W, _; null-dimensional aber W,,_; N IR" leer ist, so konnen wir schluf}fol-
gern, daf} die reelle Varietdt V' keine kompakte glatte Hyperfliche in IR" mit
einer reguldren Gleichung f ist.

e Falls die Varietdt V' eine kompakte glatte Hyperfliche in IR™ mit einer re-
guldren Gleichung f ist, so ist der Durchschnitt W, _; N IR"™ nicht-leer und
enthilt fiir jede Zusammenhangskomponente in V' mindestens einen Punkt,
den das Netzwerk A im Sinne von Thom durch eine reelle Nullstelle des mi-
nimalen Polynoms ¢ parametrisiert.

Bemerkung 6

Wir leiten aus dem Satz von Bézout die folgende Abschitzung iber den geome-
trischen Grad (vgl. [Hei83], nimlich max{§;|0 < i < n} < d(d —1)"! < d"
ab. Das Polynom f laft sich durch ein divisionsfreies Straight-Line Programm in
QX1 ..., X,] evaluieren. Bei fiziertem 6 := d(d — 1)"! und L := d™ erhalten wir
im obigen Satz, fir den Fall einer kompakten, durch ein regulires Polynom wvon
Grad d gegebenen, glatten Hyperfliche in R™, eine worst case Abschditzung, welche
die Hauptkomplexititsresultate in [GV88], [Gri88], [HRS8Ib], [HRS89a], [HRSI0],
[Can88], [Ren88a], [Ren88b], und [BPRI4] beinhaltet. Die Bedeutung von Theorem
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15 besteht darin, daff zu erwarten ist, dafl in vielen praktisch relevanten Fillen der
geometrische Grad § wesentlich kleiner als die Bézout Zahl d(d — 1)"', und die
Grifie L kleiner als d"™ sein werden.

Beweis des Satzes:

Sei das Polynom f durch ein Straight-Line Programm [ der Lidnge L und Tiefe
¢ gegeben. Unter einer einfachen Anwendung der Leibniz Regel, zur Differentiation
eines Produkts konnen wir ein Straight—Line Programm in Q[X7, ..., X, ], der Linge
(2n+ 1)L und nichtskalaren Tiefe ¢+ 1 ableiten, welches alle partiellen Ableitungen
von f evaluiert. Wir konnen ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, dafl
das Straight-Line Programm [3, welches das Polynom f evaluiert, auch das Polynom
A représentiert, da sich die partiellen Ableitungen von f aus dem Straight—Line
Programm [ in einer in n und L linearen Komplexitétszeit auswerten lassen (vgl.
[BS82] und [Mor84]).

Eine Anwendung der simultanen Noether-Normalisierung im Theorem 5, [KP96]
finden wir eine regulére (n x n)—Matrix, die die Koordinaten X7, ..., X,, in Noether—
Position beziiglich den polaren Varietdten Wy, Wy, ..., W, ; darstellt. Wir finden
unter Benutzung des der Proposition 18, [GHM*98], zugrunde liegenden Algorith-
mus mit der im Theorem 31, [GHH'97], eingefiihrten Modifizierung (siehe auch
Theorem 19 und dessen Beweis) ein arithmetisches Netzwerk A/' mit Parametern in
@ von der GroBe (nd§L)°("), welches entscheidet, ob die Polynome f, aa—)fl, ce a)?f,l
transversal auflerhalb der durch A definierte Hyperfliche sind. Dies ist genau dann
der Fall, wenn die Varietdt W, _; eine null-dimensionale Varietét ist.

Wir setzen nun voraus, daf die Polynome (f, aa—)fl, ceey 8)?5_1) transversal auflerhalb
der durch A definierte Hyperfliche sind. Unter Anwendung der Proposition 18 in
[GHM 98] und des Theorems 31 in [GHH"97] auf die Polynome f, aa—){l, ce a)?f,l
und A erhalten wir ein arithmetisches Netzwerk N”. Dieses Netzwerk N’ erzeugt ein
die Koeffizienten der Polynome ¢, p1, . .., p, € ®[X,] reprisentierendes Straight—Line
Programm in @. Die Polynome ¢, p1, ..., p, € ®[X,] charakterisieren den Teil W,,_,
der komplexen Varietiit W,_; := {x e C"f(x)= %f—)(fl) =...= % = 0} , der die
Hyperfliche {x € €™|A(z) = 0} meidet. Die Ausgabe ¢, p,...,p, des Netzwerks

N erfiillt dann die Bedingungen (1), (2), (3) im Theorem 15.

Das Netzwerk N’ 18t sich durch die Anwendung des korrekten Algorithmus in
[BOKRS86] (vgl. auch [RS90] fiir eine Verfeinerung) erweitern, indem geeignete kom-
primierte Knoten addiert werden, die testen, ob eine rationale Zahl positiv ist.
Das resultierende Netzwerk A entscheidet nun, ob das Polynom ¢ irgendeine re-
elle Losung besitzt und es hat eine Grofe, die asymptotisch gleich (nd§L)°(M ist.
Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit kénnen wir annehmen, dafl das Netzwerk N
jede existierende Nullstelle des Polynoms ¢ im Sinne von Thom (vgl. [CR88], [RS90])
kodiert. Die Einschrankung der letzten Koordinate X,, auf eine irreduzible Kompo-
nente der kompakten reellen Varietit V := W N IR™ nimmt das Maximum auf dieser
Komponente an, welches in V,, | := W, | N IR" liegt. Damit kodiert das arithme-
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tische Netzwerk N mindestens einen Punkt in jeder irreduziblen Komponente von
V. Der Beweis folgt. [

Das arithmetische Netzwerk N im Beweis des obigen Satzes startet mit der Aus-
gabe von [ und berechnet in jeder Zusammenhangskomponente von V' mindestens
einen reprisentativen Punkt, falls f € ®[Xy,..., X,] eine regulire Gleichung einer
beschrinkten glatten Hyperfliche V' in IR™ ist. Die Groe des Netzwerks N hiingt
polynomial von der Anzahl n der Variablen, vom Grad d des Polynoms f, von der
Liange L des f auswertenden Straight-Line Programms, und vom Grad § gewisser
zu f assoziierter komplexer polarer Varietdten W;,0 < ¢ < n, ab.

Das Netzwerk A gibt somit eine Antwort auf das algorithmische Problem, repriisen-
tative Punkte auf irreduziblen Komponenten einer kompakten glatten reellen Va-
rietéit zu kodieren. Die Komplexitit des zugrunde liegenden Algorithmus hingt vom
geometrischen Grad 0 abhéngt, welcher mehr komplexen Losungen als den reellen
von f assoziiert ist.

Es ist wiinschenswert, ein Netzwerk aufzubauen, dessen Gréfle direkt von einer geo-
metrischen Invarianten abhéngt, die reelle Wurzeln vom Polynom f entspricht. Als
eine solche Invariante erweist der in Definition 13 eingefiihrte reelle Grad der be-
trachteten polaren Varietiten W; ist 0 < i < n. Wir werden durch einen zweiten
Algorithmus zeigen, daf} es ein Netzwerk gibt, dessen Grofle polynomial vom reellen
Grad abhéngt. Der Preis, den wir dafiir in Kauf nehmen miissen, ist relativ hoch:

e Die zweite Prozedur ist nicht mehr in der Lage zu entscheiden, ob ein Polynom
f eine regulidre Gleichung einer beschrinkten glatten Hyperfliche V' des IR"
ist, sondern wir miissen das voraussetzen. Weiterhin setzen wir voraus, dafl
die reelle Gleichung f = 0 konsistent ist, d.h. es gibt mindestens eine reelle
Losung. Wir benutzen dann diese Prozedur, um die reelle Gleichung f = 0
zu l6sen, wobei wir mit Ldésen meinen, dafl der Algorithmus mindestens einen
reprasentativen Punkt in jeder irreduziblen Komponente von V' erzeugt.

e Fiir unseren neuen Algorithmus benétigen wir zwei ,, &uflere Subroutinen, de-
ren theoretische Komplexititsschranken nicht direkt ins Kalkiil gezogen wer-
den, obwohl ihre praktische Komplexitéit als polynomial anzusehen ist:

— Die erste benotigte Subroutine ist ein Faktorisierungsalgorithmus fiir uni-
variate Polynome in ). Wihrend die Komplexitit der Faktorisierung ei-
nes Polynoms iiber @ im Bitkomplexitidtsmodell polynomial ist ([LLL82]),
ist sie im hier betrachteten arithmetischen Modellen komplizierter (vgl.
[vzGS91]). Im erweiterten Komplexititsmodell werden wir die Kosten der
Faktorisierung eines univariaten Polynoms vom Grad D iiber @ mit D)
ansetzen.

— Die zweite Subroutine verwirft die komplexen irreduziblen Komponenten
der polaren Varietét, die keinen glatten reellen Punkt enthalten. Diese
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zweite Subroutine startet mit einem Straight-Line Programm (3 fiir ein
einziges Polynom in @[X, ..., X,] als Eingabe und entscheidet, ob das
Polynom eine glatte reelle Nullstelle besitzt (ohne diese Nullstelle zu fin-
den, falls eine solche existiert). Die Kosten dieses Verfahrens werden in
unserer Methode polynomial ansetzen.

e Wir nennen ein arithmetisches Netzwerk iiber @) erweitert, falls es neue Knoten
enthélt, welche der ersten und zweiten Subroutine entsprechen.

Wir fassen jetzt Voraussetzungen und Bezeichnungen, die wir im folgenden, den
zuvor beschriebenen Sachverhalt betreffenden Lemma 16 benutzen.

Seien die natiirliche Zahlen n,d, ¢* und L fixiert. Wir setzen voraus, daf} ein divi-
sionsfreies Straight-Line Programm ( in ®[Xi,..., X,] mit Grofie L derart ge-
geben ist, so dafl 3 ein nichtkonstantes Polynom f € @®[Xi,...,X,] mit Grad-

n 2
schranke d auswertet. Seien wieder A := > (%) und das Polynom f eine re-
=10

guldre Gleichung der nicht-leeren beschrinkten glatten Hyperfliche V in IR™. Fer-
ner sei W := {x € C"; f(z) = 0} die durch f in €™ definierte komplexe Hy-
perfliche, und es seien die Variablen X,..., X,, in generischer Position beziiglich
f. Ein Index 7, 0 < 7 < n, sei beliebig fixiert. Die zum linearen Unterraum
Xt:={z € C"xiy1 =0,...,7, = 0} assoziierte polare Varietéit W; ist der Zariski—
Abschlufl in €™ der Menge

0f () 0f ()

{r e C"|f(z) = X, T X, =0,A(x) # 0}.

Sei V; := W;NIR" die zur reellen Hyperfliche V" assoziierte polare Varietit. Sei §; der
reelle Grad der polaren Varietét WW;, d.h., der geometrische Grad von W;* (vgl. Defini-
tion 13). Nach Theorem 14 ist die Grofle 0] auch den geometrischen Grad des Zariski-
Abschlusses der reellen polaren Varietdt V; in €', d.h., der Komplexifizierung von
Vi. Sei r := n — (i + 1). Da die Variablen X7,..., X}, generisch beziiglich unserer
geometrischen Daten gewihlt sind, sind sie auch in Noether—Position beziiglich der
komplexen Varietéit W;, wobei die Koordinaten X1, ..., X, frei sind (vgl. [GHMP95],
[GHM™98]). Ferner sei 0* > max{d;|0 < i < n}.

Mit diesen Bezeichnungen und Annahmen erhalten wir im folgenden Lemma eine
reelle Version von Proposition 17 in [GHM98|:

Lemma 16

Sei i ein fest gewdhlter Index mit 0 < i <n und sei r :==n — (i + 1). Dann ezistiert
ein erweitertes arithmetisches Netzwerk N mit Parametern in @ von der Grife
(id6*L)°D) | welches aus dem Straight-Line Programm 3 in®[X,, ..., X,] ein divisi-
onsfreies Straight-Line Programm 3; in@[X, ..., X,] erzeugt. Dieses Straight-Line
Programm (3; reprdsentiert ein Polynom o € ®[X1,..., X,], welches nicht identisch
Null ist, sowie die Koeffizienten gewisser Polynome

q;Pr+15---5,Pn E@[Xla s 7XT7XT—|—1]
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beziiglich X, 1. Die Polynome 0,q,py11,...,Pn haben die folgenden Eigenschaften:

(i) Das Polynom q hat den Leitkoeffizienten eins und ist in X,1, vom Grade
degq =degy, ,, ¢ =0; = deg W < 4"

(i) Das Polynom o ist die Diskriminante von q beziiglich der Variablen X, und
sein Grad lift sich durch deg o < 2(6F)* abschitzen.

(iii) Die Grade der Polynome py,...,p, genigen den Ungleichungen
max{degy , pr|l <k <n} <,
max{deg pi|1 < k < n} =2(57)°.

(iv) Das Ideal
(Qa QXT‘+1 — DPr41y- -0, 0X, — pn)ga

das in der Lokalisierung

R Xy,. .., X.],

durch die Polynome q, 0X,11 — Prit, ..., 0X, — Pn erzeugt wird, beschreibt das
Verschwindungsideal der affinen Varietat (W), = {x € W}|o(x) # 0}. Fer-
ner ist (W}), eine dichte Zariski-offene Teilmenge der komplezen Varietdt

Wir.

)

(v) Die Straight-Line Programms [3; ist von der Grife (idé* L)WM,

Beweis:

Der Beweis dieses Lemma folgt den allgemeinen Linien des Beweises von Theorem
14 und basiert wiederum auf Algorithmen, die der Proposition 18 [GHM*98] und
dem Theorem 31 in [GHH"97] zugrunde liegen. Wir wissen aus Theorem 14, daf} die
Polynome f, 33—)£ e 3)?f_1, auflerhalb der in €™ durch A definierte Hyperfliche
eine transversale Folge bilden. Somit 148t sich der auf dem Theorem 10 basierende
Algorithmus zur geometrischen Losung (vgl. [GHM 98], Abschnitt 3, anwenden.

Zunichst konnen wir mit dem Ergebnissen aus den Arbeiten [BS82] und [Mor84]
das Straight-Line Programm [, welches das Eingangspolynom f evaluiert, so modi-
fizieren, dafl auch entsprechende partielle Ableitungen von f evaluiert werden. Die
entstehenden Kosten sind linear in L. Wir kénnen also ohne Einschriankung der All-
gemeinheit voraussetzen, dafl das Straight-Line Programm [ sowohl f als auch A
reprasentiert.

Wir zeigen Lemma 16, indem wir unter der Voraussetzung, dafl die beiden ein er-
weitertes Netzwerk definierenden Subroutinen zur Verfiigung stehen, eine in 7, 0 <
1 < n, rekursive Prozedur aufbauen.

Sei zuerst der Index 7 := 0, und sei 3, das Straight-Line Programm g, das die
Polynome f und A darstellt. Da die Variablen X1,..., X,, in generischer Position
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sind, lassen sich die Polynome f und A mit Leitkoeffizienten eins in X,, darstellen,
und diese Polynome geniigen den Bedingungen d > deg f = degy f und 2d >
deg A = degy A.

Sei Ry := ®[Xq,...,X,_1], und wir betrachten die Polynome f und A mit Leit-
koeffizienten eins und Koeffizienten in Ry. Durch Interpolation in 2d + 1 beliebi-
gen, voneinander verschiedenen rationalen Punkten erhalten wir ein divisionsfreies
Straight-Line Programm in Ry =®[X,. .., X, 1], das die Koeffizienten von f und
A beziiglich X,, darstellt. Dieses Straight-Line Programm hat die Linge Ld°(.

Wir erhalten den groiten gemeinsamen Teiler von f und A in Ry[X,,] durch die An-
wendung vom Lemma 8 in [GHM™98]. Dieser grofite gemeinsame Teiler hat den Leit-
koeffizienten eins in Ry[X,,], und seine Koeffizienten beziiglich X, lassen sich durch
ein divisionsfreies Straight—Line Programm in Ry =®[X1, ..., X,,_| darstellen. Sei
qd € Ry[X,] =@Q[Xy,...,X,] der Quotient von f und dem groBten gemeinsamen
Teiler von f und A. Dann lassen sich die Koeffizienten von ¢ beziiglich X,, durch
ein divisionsfreies Straight-Line Programm f; in R, darstellen. Das Polynom ¢ ist
quadratfrei, da f quadratfrei ist, den Leitkoeffizienten eins beziiglich X,, hat und f
teilt. Wir haben weiterhin eine Beschreibung der Varietit Wy = {z € €"|g(x) = 0}.
Das Polynom ¢ ist das minimale Polynom der Hyperfliche W} in €. Der Grad des
Polynoms ¢ geniigt den Gleichungen deg g = degy. ¢ = deg .

Das Straight-Line Programm f3;, welches die Koeffizienten des Polynoms ¢ beziiglich
der Variablen X, darstellt, hat die Linge (dL)°"). Um die Beschreibung der Re-
kursion fiir # = 0 zu beenden, geniigt es, den Faktor ¢ des minimalen Polynoms ¢
zu finden, welcher den reellen Teil W der Varietdt W, beschreibt. Dazu betrachten
wir die Projektionsabbildung €™ — @€"!, die jedem Punkt in €™ seine ersten
n — 1 Koordinaten zuordnet. Da die Variablen X,,..., X, generisch gegeben sind,
induziert diese Projektion einen endlichen surjektive Morphismus 7 : Wy, — €.
Wir wiihlen einen generischen Lifting Punkt t = (t1,...,t, 1) € @' mit rationa-
len Koordinaten ?1,...,%,_;. Der Punkt ¢ ist ein generischer Punkt in @™ ! fiir die
Hyperfliche Wy vom Morphismus 7. Die null-dimensionale Faser 7—1(t), die Lifting
Faser, besteht nur aus in W, glatten Punkten.

Die irreduziblen Komponenten von Wy sind die Hyperflichen in €, die durch die
(@—irreduziblen Faktoren ¢y, ..., qs von ¢ beschrieben sind.

Ohne Einschrankung der Allgemeinheit konnen wir annehmen, daf fiir Indizes 1 <
m < s die irreduziblen Polynome ¢y, ..., ¢, die reellen irreduziblen Komponenten
von W, definieren. Hieraus folgt, dafl der gesuchte Faktor ¢ des minimalen Poly-
noms ¢ durch q := ¢, . ..q,, darstellbar ist. Dann miissen alle irreduziblen Faktoren
q1,---,qs von q gefunden und die Faktoren g, 1, ..., qs gestrichen werden.

Wir geben im folgenden eine Methode zur Auffindung aller irreduziblen Polyno-
me qi,...,qs von ¢ an. Wir spezialisieren in ¢ die Variablen Xi,..., X, _; durch
die Koordinaten ti,..., t,_; des rationalen Lifting Punktes ¢ € @™ ! und erhal-
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ten ein univariates Polynom ¢(¢, X,) := q(t1,...,tn_1,Xy) € ®[X,], das sich in
q(t, X)) = q1(t, Xy) - .. qs(t, X)) in Q@[ X,] zerlegen 148t. Da der Lifting Punkt ¢ ge-
nerisch in Q™! gewihlt war, impliziert der Hilbertsche Irreduzibilititssatz (vgl.
[Lan62]), daf die Polynome ¢, (¢, X,),...,qs(t, X,) irreduzibel in ) sind. Eine Spe-
zialisierung der Variablen X1, ..., X,,_; im Straight-Line Programm f; auf die Werte
t1,...,tn_1 ergibt ein arithmetisches Netzwerk in @, das die Koeffizienten des uni-
variaten Polynoms ¢(t, X,,) darstellt. Die Anwendung der erste Subroutine liefert
die Koeffizienten der Polynome ¢ (¢, X,), ..., qs(t, X,,). Die Anwendung der Lifting
Prozedur (aus dem Algorithmus zur geometrischen Losung) auf diese Polynome lie-
fert ein divisionsfreies Straight-Line Programm in @[X}, ..., X, ] mit der Grofie
(dL)°M | welches die Koeffizienten der Polynome qi,...,q, beziiglich der Variable
X, darstellt (vgl. [GHH'97]).

Um den Schritt ¢ = 0 zu beenden, muf eine algorithmische Identifizierung der Poly-
nome ¢y, . . ., ¢m, die die irreduziblen reellen Komponenten von W, und somit auch
W* definieren erfolgen. Das Produkt ¢ = ¢; ...q, ist dann leicht zu erhalten. Wir
bemerken nochmals, dafl ¢ das minimale Polynom der Hyperfliche Wy ist. Wir er-
halten die Gleichung V, = Wi N IR" = Wy N IR" aus der Glattheit der Varietét
V = W N IR™. Die Polynome ¢ und ¢ sind auch regulidre Gleichungen der reellen
Hyperfliche V', denn nach Voraussetzung gilt das fiir f und die Polynome ¢ und
q sind Faktoren von f. Damit muf} jedes Polynom in der Folge ¢, ..., qs, welches
eine reelle Nullstelle x € IR™ hat, einen im Punkt z nichtverschwindenden Gradient
haben. Dies hat zur Folge, dafl jede der Polynom ¢, ..., ¢; mit reellen Nullstellen in
der Folge ¢, ..., ¢, vorkommen mufl. Durch Aufruf der zweiten Subroutine findet
man Polynome ¢y, ..., ¢,, und somit auch das Produkt ¢ =¢q; ... ¢u.

Wir erweitern nun das divisionsfreie Straight-Line Programm, das die Polynome
¢, - .., qs darstellt, zu einem Straight-Line Programm in @[X1,..., X,] der Grifle
(dL)O(l), welches das Polynom ¢ = ¢, ...q,, ausrechnet. Wir interpolieren das Po-
lynom ¢ in der Variablen X,, wie oben beschrieben, und erhalten ein Straight-Line
Programm £, in Q[X1, ..., X,] mit der Groe (dL)°™M), welches die Koeffizienten
des Polynoms ¢ beziiglich der Variable X,, darstellt. Das Straight-Line Programm
1 1Bt sich ohne Anderung in der Komplexitéit zu einen divisionsfreien Straight—
Line Programm in Q[X7,..., X, ;] erweitern, welches die Diskriminante ¢ von ¢
beziiglich der Variablen X,, und die Polynome 0X1,..., 0X,_; berechnet.

Sei das Polynom p, := 90X, €Q[X;, ..., X,_1, X,] definiert. Dann erfiillen die Poly-
nome 9 €QR[Xy,..., X, 1] und ¢,p, €Q[X1,..., X,_1,X,] die Bedingungen (i) - (iv)
im Lemma 16 fiir ¢« = 0. Weiterhin ist ; ein divisionsfreies Straight-Line Programm
in Q[X,,...,X, 1] der GroBe (dL)°M), welches o und die Koeffizienten der Poly-
nome ¢, p, beziiglich der Variablen X, berechnet. Die Ausgabe des Straight—Line
Programms (3 148t sich aus dem Straight-Line Programm [ durch ein erweitertes
arithmetisches Netzwerk mit Parametern in @ der GroBe (dL)°™) erzeugen. Damit
ist der Beweis des ersten Schrittes unserer rekursiven Prozedur erbracht.
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Wir betrachten nun den Fall 0 < ¢ < n und setzen r := n — (i + 1). Wir neh-
men an, dafl ein divisionsfreies Straight—Line Programm ;1 in Q[X7, ..., X, ]
der Grofle A; ; gegeben ist, welches das von Null verschiedene Polynom o ' €
®[X1,...,X,4+1] und die Koeffizienten gewisser Polynome ¢ ';p,i2 ',...,pn ' €
®1X1,..., Xri1, X, 2] beziiglich der Variablen X, ., darstellt. Diese Polynome ha-
ben die folgenden Eigenschaften: ¢ ' hat den Leitkoeffizienten eins, ist beziiglich
X;42 separiert und erfiillt die Gradbedingung degq ' = degy ,, ¢ " = 6;_;. o'
ist die Diskriminante von ¢ ' beziiglich X,,5, und die Polynome p, o ;... ,p, '
haben die Gradsschranke max{degy ., pr 'Ir +2 < k < n} < 0;. Das Ideal
(¢'0'Xos2 —pria 'y, 0 ' Xy —pn '), der Lokalisierung @[ X1, ..., X,], ist das
Verschwindungsideal der affinen Varietét (W, ), . Wir bemerken, daf§ (W} ), ei-
ne Zariski—offene und dichte Teilmenge von (W} ) ist. Sei Z der Zariski-Abschluf}
in @™ von {x € Wi ,|%2 = 0,A(x) # 0}. Wir haben W} € Z C W; und Z
enthdlt die Vereinigung aller reellen irreduziblen Komponenten von W;. Insbeson-

dere sind alle irreduziblen Komponenten von Z auch irreduzible Komponenten von
W;. Auflerdem gilt die Ungleichung deg Z < df;_;.

Um eine explizite Beschreibung der algebraischen Menge

of(x)
0x; 0}

{r e W]

erzeugen zu kénnen, wenden wir auf die Straight—Line Programme 3;_; und 3, welche
0',q",pry2’, ..., pp und Baf_)(gri) reprisentieren, eine Prozedur an, welche die Aussage
von Proposition 18 in [GHM 98] zugrunde liegt.

Vermogen dieses Algorithmus sind wir in der Lage, irreduzible Komponenten von
{z € Wi*_1|aaf)(§) = 0}, die in der Hyperfliche {x € C"|A(z) = 0} liegen, zu eli-
minieren. Wir erhalten dadurch ein divisionsfreies Straight-Line Programm [ in
®X1, ..., X,] der GroBe i(L + A;_1)(dd;_;), welches das von Null verschiedene Po-
lynom g € Q[X,,...,X,] und die Koeffizienten gewisser Polynome ¢, p,y1,...,P, €

®X1, ..., X,41] beziiglich der Variablen X, darstellt.

Letztere Polynome haben die folgenden Eigenschaften: ¢ hat den Leitkoeffizienten
eins, ist beziiglich X, i, separiert und erfiillt die Gradbedingung deg g = degy ¢ =
deg Z. Das Polynom p ist die Diskriminante von ¢ beziiglich X, ,, und die Polynome
Drits---,Dn geniigen der Gradsschranke

max{degy . prlr +1 <k <n} <degZ.

Das Ideal (G, 0X,+1 — Pri1,---,0Xn — Dn)p ist in der Lokalisierung Q[ X1, ..., X,];
das Verschwindungsideal der affinen Varietét Z;. Wir bemerken weiterhin, daf} Z;
eine Zariski—offene und dichte Teilmenge von Z beschreibt.

Man findet nun (vgl. [GHM™98], insbesondere Proposition 15) ein arithmetisches

Netzwerk AN; mit Parametern in @ der GroBe i(ds; [ LA;_1)°"), welches aus 3,
und 3 das oben angefiihrte Straight-Line Programm j erzeugt.
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Seien qi,...,qs € @[X1,...,X,11] die @-irreduziblen Faktoren von g. Da das Po-
lynom ¢ den Leitkoeffizienten eins hat und beziiglich X, separiert ist, gilt ¢ =
q1---qs. Da die Variablen Xy, ..., X, generisch gewihlt sind, kénnen wir schluf3fol-
gern, daf} jede irreduzible Komponente der algebraischen Varietdt Z durch exakt
eines der irreduziblen Polynome ¢y, ..., q; dargestellt wird. Dies bedeutet, daf} die
Varietit Z aus s irreduziblen Komponenten hat, seien es C', ..., (s, so daf fiir jeden
Index 1 <[ < s, die irreduzible Komponente C; identisch mit dem Zariski—Abschluf
in ¢ der folgenden Menge ist:

{l’ = (X17 - 7Xn) € d:m| @(Xla .. -aXT)XTJrl _ﬁrJrl(Xla . -aXrJrl) - 07

@(Xla - '7X7‘)Xn _ﬁn(Xla s 7X7‘+1) =Y,
ql(Xl, N 7X1") = 0, @(Xla N 7X1") 7£ 0}

Wir nehmen an, daf$ die reellen irreduziblen Komponenten von Z (und folglich
auch die von W;) auf diese Weise durch die Polynome ¢y, ..., ¢, gegeben sind, und
es sei ¢ := q1...¢n. Das Polynom ¢ hat den Leitkoeffizienten eins, ist in X,
separiert und geniigt der Gradsschranke degq = degy . ¢ = ;. Wir haben ferner
Wr=CiU...uUCy,.

Wir suchen nun nach einem Straight-Line Programm g, dessen Lénge von der
Ordnung (idé;L)°™) ist (und somit unabhingig von GroBe A;_; des Straight-Line
Programms (3; ; ist), welches die Koeffizienten der Polynome ¢,...,qs, und da-
mit das Polynom ¢ darstellt. Wir erweitern das arithmetische Netzwerk N; um
(id6r LA;—1)°M) viele zusitzliche Knoten und finden (wie im Beweis von der Proposi-
tion 33 in [GHH"97]), einen ,geniigend generischen “Lifting—Punktt = (ty,...,t.) €
@" fiir die algebraische Varietéit Z. Durch die generische Wahl des Punktes ¢ konnen
wir mit dem Hilbertschen Irreduzibilitdtstheorem schlufifolgern, dal die Polyno-
me q1(t, X;41),-..,qs(t, X;41) irreduzible Polynome in ®[X, ] sind. Damit stellt
die Identitdt q(t, X;1) = q1(t, Xpa1) - .. qs(t, X;41) eine Zerlegung des Polynoms
q(t, Xr11) €Q[X,11] in seine irreduziblen Faktoren dar.

Wenn wir nun im Straight-Line Programm p die Variablen Xy, ..., X, auf die Wer-
te t1,...,t, spezialisieren, so erhalten wir ein arithmetisches Netzwerk in @, das die
Koeffizienten des univariaten Polynoms ¢(¢, X, ) darstellt. Wir fiigen dem Netz-
werk einige Sonderknoten hinzu, ohne seine Grofle asymptotisch zu verdndern, und
kénnen dann ohne Einschrinkung der Allgemeinheit voraussetzen, dal N; die von
Null verschiedene rationale Zahl p(¢) und die Koeffizienten der univariaten Polyno-
me q(t, Xo11), Pro1(ty Xpg1)s - -+, Pu(t, X;41) darstellt. Wir bemerken weiterhin, daf3
degq(t, X;41) = degy, ,, ¢ = degq < dé; | gilt. Damit sind wir in der Lage, die
irreduziblen Faktoren ¢ (¢, X;11),...,qs(t, X;4+1) von ¢(t, X, ;1) durch einen Aufruf
der erste Subroutine zu finden. Dieser Aufruf bringt Kosten (dd} ,)°™) mit sich.

Eine solche Erweiterung des Netzwerks A; um Sonderknoten ohne Anderung sei-
ner asymptotischen Grofe, versetzt uns in die Lage vorauszusetzen, dafl N fiir je-



3. Reelle Losungen, der Hyperflichenfall 38

den Index 1 < I < s die rationale Zahl p(¢) und die Koeffizienten der Polynome
a (ta X?"—l—l)a]jr—l—l(ta XT—I—l)a s 7]§n(t7 XT—I—I) darstellt.

Man beachte, dafl AV; nun ein erweitertes arithmetisches Netzwerk ist.

Fiir einen fixierten Index [, 1 < [ < s, ist die Menge C; N ({t} x €™ ") die Lif-
ting Faser des Punktes ¢ in der irreduziblen Komponente C; von Z. Die Polynome
q(t, X, 11), ﬁﬁrﬂ(t, Xpg1)s-ens ﬁﬁn(t, X, 1) stellen eine geometrische Losung der
Lifting Faser dar. Dies bedeutet, daf3 die folgende Identitét gilt:

Cin({t} x ¢v ) = {(tl, . ..,tr,p”gl((f)’ u ..,png(é)“)> ue @ qt,u) = 0}

Wendet man jetzt den Algorithmus, den das Theorem 31, [GHH"97] liefert auf den
Input

ﬁa = (tla s tr)a @(t)a QZ(ta XT+1)7137‘+1(t7 Xr+1)7 s 7ﬁn(t7 Xr+1)

an, so erhilt man ein divisionsfreies Straight-Line Programm in ®[X1,..., X,] der
GroBe (id deg CL)°M) | welches die Koeffizienten des Polynoms ¢; beziiglich der Va-
riablen X, darstellt. Wir wiederholen dieses Vorgehen fiir jeden Index [, 1 < < s,
und miissen stets einige Sonderknoten zum arithmetischen Netzwerk N hinzufiigen,
ohne jedoch seine asymptotische Grofie zu dndern. Damit konnen wir annehmen, daf
N ein divisionsfreies Straight—Line Programm in ®[X1, ..., X,] erzeugt, welches die
Koeffizienten der Polynome ¢, ...qs beziiglich der Variablen X, darstellt. Wie im
Fall 7 = 0 konnen wir durch Aufruf der zweiten Subroutine Polynome ¢, 1, ..., ¢s
streichen, die keine Nullstelle in [R™ haben. Aus den iibriggebliebenen Polynomen
q1,---,qm erzeugen wir das Polynom ¢ = ¢ ...q,. Die durch das Streichen von
Gmi1s- - -5 Qs und die Erzeugung von ¢ hinzugekommenen Kosten sind von der Ord-
nung (Y5, iddeg C,L)°" = (iddeg ZL)°W = (ids7 ,L)°". Damit kdnnen wir
ohne Einschrinkung der Allgemeinheit annehmen, dafl das erweiterte arithmetische
Netzwerk N; ein divisionsfreies Straight-Line Programm in @[X7, ..., X,] der Grofle

s o(1)
(Z id deg C’lL> = (ido; ,L)°W

=1

erzeugt, welches die Koeffizienten des Polynoms ¢ beziiglich der Variablen X, dar-
stellt. Wir bemerken, dal der Punkt ¢ € @" auch Lifting Punkt der algebraischen
Varietdat W = Uj_, C) ist. Damit ist die Lifting Faser von ¢ in W/ durch die rationale
Zahl p(t) und die Koeffizienten folgender Polynome

Q(t, X?"-i—l) und ﬁr-}-l (ta X?"-i—l)a s 7ﬁn(t7 XT—I—I)

charakterisiert, die prinzipiell schon vom arithmetischen Netzwerk N ausgerechnet
wurden. Eine erneute Anwendung obiger Methode auf den Input

/87 = (tla s 7t7")7 @(t)a Q(t, X?"—l—l)aﬁr-i—l(ta X?"-i—l)a s 7ﬁn(t7 Xr—l—l)
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ergibt ein divisionsfreies Straight—Line Programm f; in ®[ X1, ..., X,] von der Grifle
A; = (id§fL)°M). Dieses Straight-Line Programm f3; repriisentiert ein von Null
verschiedenes Polynom o € @Q[X7,...,X,]| und die Koeffizienten des Polynoms ¢
beziiglich der Variablen X, sowie gewisse Polynome p,.1,...,p, im polynomialen
Ring ®[X1, ..., X,, X,11], welche die Eigenschaften (i) - (iv) im Lemma 16 erfiillen.

Das erweiterte arithmetische Netzwerk A; in @, das diese Ausgabe (3; aus dem Input
B;_1 und B erzeugt, hat die GroBe (idd? | LA;_1)°W.
Man bemerke, dafl die Linge A; des Straight—Line Programms ; unabhingig von
der Linge A;_; von 3;_; ist. Genauer gesagt, haben wir A; = (idd} L)°(Y). Wegen der
Ungleichung 67 < d&} , und der Gleichung A;_; = ((i — 1)d&;_,L)°") konnen wir
schluf3folgern, dafi die Grofle des erweiterten arithmetischen Netzwerks N, das aus
den Input B;_; und 8 den Output 3; erzeugt, von der Ordnung (ids}L)°(") ist. Indem
wir die Netzwerke N, ..., N; nacheinander in dieser Reihenfolge verkniipfen, erhal-
ten wir ein erweitertes arithmetisches Netzwerk N in @, welches das Straight—Line
Programm 3; aus dem Input 3 erzeugt. Das Netzwerk A hat die GréBe (idd* L)WM,
]

Mit Lemma 16 erhilt man das folgende eigentliche Hauptergebnis fiir den Fall einer
beschrinkten reellen glatten Hyperfliche. Es préazisiert die Komplexitéitsschranke
des Theorem 15 in dem Sinne, dafl anstelle des komplexes Grades § des jeweiligen
Gleichungssystems der reelle Grad 6* der assoziierten polaren Varietdten tritt (6* <

5).

Satz 17

Seien n,d, 0", L ganzzahlige Grofien. Dann gibt es ein erweitert arithmetisches Netz-
werk N in @ der Grife (nds*L)°"), das die folgenden Eigenschaften besitzt:

Sei f € ®Q[Xq,...,X,] ein nichtkonstantes Polynom mit einer Gradschranke d,
welches durch ein divisionsfreies Straight—Line Programm ( in ®[X,,...,X,] der
Grifie L gegeben ist. Seien

n 2
A::Z<8f> , W={zeC"|f(x) =0}, V:=WnNIR"
= \0X;

und seien die Variablen Xy, ..., X, generisch gewdhlt.
Wir setzen weiterhin voraus, daf die reelle Varietdt V' eine nicht-leere, beschrinkte
und glatte Hyperfliche des IR™ mit requldrer Gleichung f darstellt.
Fir 0 <i < n sei die Varietit W; der Zariski—-Abschluf$ der Menge
0 0

{z € C"|f(x) :g—)(é) :...:g—)((xi):(),A(x) £0} und W} :=W,nR"
Sei 67 = deg" W, := deg W der reelle Grad der komplezen Varietit W; und wir
setzen voraus, dafi die Ungleichung 6* > max{6}|0 < i < n} gilt.
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Der durch das erweiterte arithmetische Netzwerk N dargestellte Algorithmus startet
mit dem Straight-Line Programm 3 als Input und erzeugt ein Straight-Line Pro-
gramm, in @ der Grife (ndd*L)°M). Dieses Straight-Line Programm stellt die Ko-
effizienten der n + 1 univariaten Polynome q,p1,...,pn € ®[X,] dar, welche die
folgenden Bedingungen erfiillen:

(i) degq =90,
(i7) max{degp;|l <i<n} < _,

(11i) Jede Zusammenhangskomponente der reellen Hyperfliche V' besitzt mindestens
einen Punkt in der Menge

S=A{(p(u),...,pa(u))|u € R, q(u) = 0}.

Das erweiterte algorithmische Netzwerk N kodiert jede reelle Nullstelle u des Poly-
noms q (und somit auch die Elemente der null-dimensionalen reellen Varietit S) a
la Thom.

Beweis:

Wir wenden das Lemma 16 auf den Schritt ¢ := n — 1 an. Damit ergibt sich der Be-
weis des Theorems 17, denn die restlichen Aussagen erhélt man analog zum Beweis
des Theorems 15 sind. ]

3.3 Generische Koordinatenwahl

Der Algorithmus im vorstehenden Abschnitt benutzt zwei generischen Koordinaten-
transformationen, eine zur Auffindung transversaler Richtungen zu den betrachteten
polaren Varietiten, und eine andere zur Darstellung der Koordinaten in Noether—
Position. Wir verfahren Schritt fiir Schritt mit wachsendem Index 2,0 < i <n — 1,
und erzeugen regulére rationale (n x n)—Matrizen, die im Sinne des Algorithmus

1. die Noether—Normalisierung und

2. die Glattheit der polaren Varietiten

sichern.

Sei f € ®@[X1,...,X,] ein nichtkonstantes quadratfreies Polynom. Wir betrachten
die Hyperfliche {z € €"|f(xz) = 0}. Im Vektorraum €™ betrachten wir zwei Basen

{e',... €e") mit €' := (O,...,i,...,()) und {v',---,v"} mit v*, 1 < ¢ < n lineare
unabhéngige Vektoren in €. Fiir einen Punkt z € €™ gilt

X = XEX].@%’ = kz YioP, (3.7)
= =1
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Der Ubergang von der kanonischen Basis {e!,...,e"} zu einer Basis {v',...,v"}
wird durch die linearen Abbildung ¢ : €™ — €™, mit ¢(e') = v, realisiert.

Seii e IN,1 <1 < n, fest gewihlt, und seien durch
Zirts s Doty oy Ziris s Zon (3.8)
(n — i)i Unbestimmte bezeichnet, die wir in Matrixform

Zi-i—l,l s Zi-l—l,i
Zoi oo T

darstellen. Wir betrachten regulire Matrizen der Gestalt

i i) (7 I Ojn
AW = A~ )(Z()) = ( 70 1 ) , (3.10)
wobei [}, die entsprechende & x k Einheitsmatrix fir & = 7,n — ¢ und 0;,_; die
i X (n — i) Nullmatrix ist.

Sei das Polynom g(y) := f(ADy) € Q[X1,..., Xn, Ziy11,-- -, Zni] gegeben. Dann
wird die Hyperfliche W = {x € €| f(x) = 0} in €' mittels der Koordinatentrans-
formation X = A®Y in die Hyperfliche W(Z) = {y € €"| g(y) = 0} transformiert.
Da AW eine regulire Matrix ist, sind durch diese Transformation die irreduziblen
Komponenten der Hyperflichen eineindeutig zugeordnet. Das Polynom g ist linear in
den Variablen Z;111,..., Z,,; und hat den gleichen Grad in den Variablen Y7,...,Y),
wie f in Xy,...,X,. Ein Punkt x € €™ liegt genau dann in der Hyperfliche W,
wenn sein Urbild (A®)~!z in W (Z) liegt.

Die zum linearen Unterraum Y := {y € €| y;41 = ... = y, = 0} assoziierte polare
Varietdt W; ist der Zariski-Abschlufl der Menge

{y €T g(y) = aag_g) S ag}(g) —0, kﬁ: (aag(yi)> ”] 0}. (3.11)

Sei Fy(z) := f(x) gegeben. Fiir Indizes k € IN,1 < k < i < n—1, definieren wir die

Polynome
of - of
Fy = —— Zijp——r X, 7). 12
FE o, + j;rl ]kan € QX 7] (3.12)

Die polare Varietéit W; ist eine Teilmenge der durch die Polynome Fy, Fi,...,F;
definierten Varietiit.

Bemerkung 7

Falls die Polynome Fy,...,F;,0 < i < n, eine transversale Folge auflerhalb der
Hyperfliche {x € €™ A(x) = 0} bildet, so lafit sich die simultane Noether-
Normalisierung in [KP96] anwenden.
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Wir kénnen unsere Betrachtungen daher auf die Erzeugung solcher Parameter Z,, i+
1<r<mn,1<s<i+1,in der Matrix A® (i ist der Schrittindex 0 < i < n — 1)
beschriinken, so daf die zum linearen Raum X' = {z € €"| 25,2 = ... =z, = 0}
assoziierte polare Varietét

W, :={z€ 0" Fy(@) = @) = - = Fi(z) = 0,A@) 20} (3.13)

den linearen Raum X! = {z € €"| z;,5 = ... = 1,, = 0} transversal schneidet.

3.3.1 Die Resultante eines Polynoms und eines homogenen
Ideals

Die Resultante eines homogenen Polynoms g € @[X,, X1, ..., X,,] mit einem unge-
mischten homogenen radikalen Ideal J C @[Xo, X7, ..., X,] wird durch das folgende
Lemma gegeben

Lemma 18 ([GHM'98], Lemma 16)
Sei J ein ungemischtes homogenes radikales Ideal in®[ Xy, X1, ..., X,], und sei der
kanonische Morphismus

¢ :Q[Xo, X1, ..., Xn_i] = Q[Xo, X1,..., Xp]/J
eine ganze Ringerweiterung. Dann hat das minimale Polynom
my € Q[Xo, X1,..., Xp_i, T
eines homogenen Polynoms g € Q[ Xy, X1, ..., X,] die Form
T+ ag TN+ ..+ ay,

wobei d < degJ ist, und die Koeffizienten a;,€ Q[Xo,...,Xn—),0 < j < d—-1
entweder Null, oder ein homogenes Polynom vom Grad (d — j) deg(g) ist.

Die gleiche Schluf$folgerung gilt, wenn wir das minimale Polynom mg durch das
charakteristische Polynom x, vom Polynom g ersetzen. Weiterhin ist das minimale
Polynom quadratfrei, falls der Morphismus ¢ generisch unramifiziert ist, d.h. die zu
¢ assoziierte endliche Korpererweiterung separabel ist. In diesem Fall haben wir die

Ungleichung d < deg V' (J).

Bemerkung 8
Falls das Polynom g € Q[Xo, X1, ..., X,| kein Nullteiler modulo dem Ideal J ist,
so ist sein konstantes Glied ay € ®[ Xy, X1,..., X, ;] ein homogenes Polynom vom
Grad ddeg(g).
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3.3.2 Die Diskriminante einer Abbildung

Sei 7,0 < ¢ < n fest gewédhlt. Wir betrachten die Koordinatentransformation X =
ADY mit A® nach (3.10). Die zur Varietiit

{r e C": Fy(z) = Fi(z) =...= Fj(x) =0},

wobei die Polynome Fy, ..., F; gem#f (3.12) und Fy(z) = g(APz) = f(z) definiert
sind assoziierte Abbildung ®; ist gegeben durch ®; : €™ x ¢ — !
q)i (Xl, e ,Xn, Zi-l—l,la ey Zn,l; ey Zi-l-l,i? ey Zn,z) ==

(Fo(Xy,..., X)), Fi(Xy, ..., X,), ..., Fi(Xy, ..., X,)),

wobei die Polynome F}, ..., F; gem#f (3.12) und Fy(z) = g((AD)"'2) = f(z) defi-
niert sind Das zur Faser ®; '(0) assoziierte kommutative Diagramm hat die Gestalt

O7LH0) N (R(W) x ¢im=D) <& @ x i)
Ti ¢ 1 pry : (3.14)
i)
wobei m; = pry 01, ist. Sei zuerst
o= (o, oy Onpin—i)) == (X1, 0, X0, Ziga0, -5 Zny) € O X i)

Die tangentiale Abbildung von ®; ist genau dann eine Submersion, wenn die Pa-
rameter Z;y11,...,Zn; nicht in der Diskriminante (); von ®; liegen. Damit ist
®; transversal zu {0}¢i+1, und die Jacobimatrix Jx 4o ®;(a) in den Koordinaten
(X1,..., X,, AD) hat maximalen Rang, nimlich i + 1. Nach der algebraischen Ver-
sion des impliziten Funktionentheorems ist ®; *(0) eine Untervarietit in €™ x ¢*"~?
und die Diskriminante €);, die eine strikt positive Kodimension besitzt, ist vom Maf}
null, (vgl. [GG86], [Dem89]). Die Jacobimatrix Jx 4i)(®;)(«) der Abbildung ®; in
« hat die Form

) F)
a_)é ﬁ% 0 e 0 cee e 0
of of :
%11 1 ‘ 0--- : 0
Txa0 (@) () = | S M o ; o |
: : .8.. -0

wobei die Sterne in den Eintrdgen *,,, 1 < r <14, 1 < s < n, dieser Matrix die
folgende Gestalt haben:

a2f n aZf
= Lip .
i anax, 2 Draxax,

=i+1
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Die Jacobimatrix Jx 4 (®;)(cr) von ®; ist eine Matrix mit 41 Zeilen und n+i(n—1)
Spalten.

Wir betrachten die folgende ((¢ + 1) x n)—Teilmatrix der Jacobimatrix Jy 4 (®;) :

1 n
* e *
Jx@)=| " " (3.15)
¥y o k6)n

Sei ¥; der kritische Ort von ®;. &; ist der Durchschnitt der Faser ®; (0) und der
Determinantenvarietét

{(z,aD) € @™ x €| M(ky, ..., kip1)(z,aPD) =0, 1 <k <...<kipx <n},
(3.16)
wobei M (ki,. .., kis1)(x,a®) der aus den Spalten ki, ..., ki1 bestehende (i + 1)—
Minor der Matrix Jx (®;)(x,a®) ist. Die Diskriminante der Abbildung ®; ist durch
die Menge
Q; o= mi(%) = {a® € I M(ky, ..., kig1)(@,a?) =0,

1<k <...<kip <nfiir alle (x,a(i)) € @;1(0)} (3.17)

definiert. Sie ist die Projektion von ¥; auf den Parameterraum ¢“"~%. Der kritische
Ort ¥; von ®; wird auf der Faser ®;'(0) durch alle (i + 1)—Minoren in Jx (®;)
definiert, und hat in der Faser ®;*(0) die Kodimension

codimg-14) (i) = (i +1 -+ 1) +1)(n—(i+1)+1)=n—i. (3.18)

Der kritische Ort ¥; ist eine Determinantenvarietéit und wird lokal durch i+14+n—¢ =
n + 1 Polynomiale Gleichungen in @[ X, ..., X, Zit1,1, .- ., Zn,] definiert.

Unter Benutzung eines effektiven Bertini—Verfahrens (vgl. [KP96]) finden wir eine
((n—1) x (ifl))—l\/[atrix von Parametern

Al’l e Aly(zil)
A= ... , (3.19)
)\n—z,l e ATL*Z,(ZII)
so daf} die Gleichungen
Fo,...,F;,,Gy,...,Gp (3.20)

die Diskriminante ¥; definieren, wobei

(&)
Jj=1



3. Reelle Losungen, der Hyperflichenfall 45

gilt, und M;, 1 <j < (zfl) die verschiedenen (i + 1)—Minoren der Matrix Jx (®;)
sind. Die n ersten Gleichungen

Foroo ' 3, Ghy o G i (3.22)

bilden ein null-dimensionalen System.

Sei D; der Grad des Systems 3.22. Aus der Bézout—Ungleichung erhalten wir, (vgl.
[Hei83)):

D; < d(d—1)(d —1) +i(d — 2)]"~ D < (5 4 1)n~EHDgn (3.23)

Ein Verfahren zur Darstellung der Variablen Xj,..., X, in generischer Position
beziiglich W; ist dadurch gegeben, indem wir eine geometrische Losung des Systems
(3.22) bestimmen, und damit die Parameter in der Matrix A®) so wihlen, daf§ die
Resultante Resy(J, (i), Gy_;) des Ideals

Jn(l) = (F07 . '7F1ia Gla . '7Gn—(i+1))

und des Polynoms G,,_; nicht verschwindet.

Wir verzichten auf dieses Verfahren und verweisen auf [KP96] fiir eine effektive Wahl
der neuen Parametermatrix A. Die Komplexitétsschranke eines solchen Verfahrens
erweist sich als polynomial in (7 + 1)" " 1d"*! und somit die worst—case des Algo-
rithmus im Kapitel 3 ergibt.

Der Nachteil dieser Methode ist die Einfiihrung einer kombinatorischen Anzahl von
Parametern

Akl,1§k§z‘+1,1§ls<." )
’ 7+ 1

deren Hohe von der Ordnung d°™ ist.

Wir geben im Kapitel 5 eine effektivere Methode zur Bestimmung generischer Ko-
ordinaten an, welche die Beschreibung der Determinantenvarietiten im Abschnitt
4.1 des Kapitels 4 benutzen wird. Dieses Verfahren vermeidet die Einfiihrung neuer
Parameter wie im obigen Verfahren a la Bertini.



Kapitel 4

Der vollstandige Durchschnitt

Seien die Polynome fi,..., f, €Q[X1,..., Xy, 1 < p < n, mit beschrianktem Grad
deg fr < d, d>2, Vk, 1 <k <p. Wir setzen voraus, dafy die Variablen Xy,... , X,
in generischer Position sind, und daf} die Folge fi,..., f, eine reduzierte regulére
Folge in Q[X1,...,X,] bildet.

Sei X := (Xy,...,X,) der Variablenvektor.

Sei W die von den gemeinsamen Nullstellen der Polynome fi, ..., f, definierte affine
Varietét, d.h.

W =V(f,...,f,) ={r e C"|filz)=...= f,(x) =0} (4.1)

ist nach Voraussetzung eine reduzierte vollstdndige Durchschnittsvarietét, insbeson-
dere bedeutet, dafl die Varietdt V(fi1,...,f;), 1 < i < p durch radikale Ideale
(f1,--., fi) beschrieben werden.

Die entsprechende Jacobimatrix sei durch

0
J(fiee i o) = <—a)f(k->
j /) 1<k<p

1Zj<n
gegeben und
O fk
J(f1,-- -, z):=|=—(x
Uiveees o) o= (@)
1Zj<n

bezeichnet die Jacobimatrix an der Stelle x € €.
Wie schon im Falle einer reellen Hyperfliche soll in diesem Kapitel gezeigt werden,
daf} sich die Algorithmen zur geometrischen Lésung polynomialer Gleichungssysteme

zur Auffindung eines reprisentativen reellen Punktes in jeder Zusammenhangskom-
ponenten einer affinen vollstdndigen Durchschnittsvarietdt anwenden lassen.

Bindenglied zwischen dem komplexen und dem reellen Fall wird wiederum die De-
finition geeigneter polarer Varietéiten sein.

46
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Den Algorithmus, den wir ableiten wollen, wird wiederum seine Polynomialitéit in
der Gréfle des die Polynome kodierenden Straight-Line Programms und dem affinen
geometrischen Grad des mittels der polaren Varietédt erhaltenen Gleichungssystems
sein.

Definition 19

Fiir jeden Index i, 1 < i < n — p, bezeichne A; die Determinantenvarietit der
gemeinsamen Nullstellen aller bis zur Spalte {1, ..., i+p—1} aufgebauten p— Minoren
der Jacobimatriz J(fi,..., fp), d-h. A; ist durch alle p—Minoren der Untermatriz
Jf“’*l(fl, ..., fp) definiert, die durch die Spalten {1,...,i+p—1} der Jacobimatriz
J(f1,..., fp) gebildet werden kinnen.

Die gemeinsamen Nullstellen aller p—Minoren der Jacobimatriz J(fy,. .., f,) sei die
durch A,_,11 bezeichnete Determinantenvariett.

Wir definieren die affine Varietit
W, =W nNA,. (4.2)

Bemerkung 9 Die affinen Varietiten Wi, 1 <1 < n—p werden hier eine dhnliche
Rolle spielen, wie die gleichbezeichneten Varietit im Fall einer Hyperpliche (p = 1).

Der Index ¢ entpricht der zu erwartenden Kodimension der affinen Varietét W/Z in
W, d.h. codim W; = p + 1.

Wie schon friither wollen wir Glattheit im folgenden Sinne verwenden.

Ein Punkt © € W =V (f,..., fp) heifit (fi,..., fp)—glatt, wenn der Rang der Ja-
cobimatrix in x maximal ist. Andernfalls ist der Punkt x ein (f1, ..., f,) ~singuldrer
Punkt. Wenn es nicht zu Mifiverstindnissen fiihrt, sprechen wir einfach von glatten
bzw. singuldren Punkten.

Bemerkung 10

o Wennx e W ein (fi,..., fp)-glatter Punkt ist, schneiden die Hyperfiichen
{re @ fi(z) =0},....{zr € €] fp(z) = 0}
den Punkt x transversal.
e Die algebraischen Mengen W;, 0 < i < n — p, bilden eine absteigende Folge

WOW,D---DW;D---D>W,_, D Sing W, (4.3)

wobei Sing W die Menge der (fi,..., f,)-singuldren Punkte in W reprdisen-
tiert. Es gilt die Gleichung Sting W = Wy_pi1 =W N Ap_pi1.
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e Die algebraischen Mengen Sing W und VT/i, 1 <@ < n—p, hingen von der
Beschreibung durch die Polynome fi,..., f, und von der Lage der Variable
Xi,..., X, ab. Unter der Voraussetzung , daff das Ideal (fy,..., f,) radikal
ist, stimmt Sing W mit der Menge der singuldren Punkte von W im Sinne
der Geometrie tberein.

In Analogie zum Hyperfldchenfall definieren wir polare Varietiten W;, 1 <i < n—p,
zum vollstdndigen Durchschnitt W.

Definition 20 Sei fi,..., f, € Q[X1,...,Xy,] eine reduzierte regulire Folge. Sei i
beliebig fest, 1 < i < n — p, und sei W; die oben eingefihrte affine Varietat, dann
heifst

W, == W, \ Sing W (4.4)
die zum linearen Unterraum X?Y 1= {z € C"| xpy; = ... = x, = 0} assoziierte
i—te polare Varietit.

Wir werden in den néfichsten zwei Abschnitten zeigen, dafl die polaren Varietdten
W; auflerhalb gewisser, angebbarer Hyperflichen entweder leer sind oder einen lokal
vollstindigen glatten Durchschnitt der Kodimension p+ 7 darstellen, fiir welchen wir
eine lokal reguldre transversale Folge angeben konnen.

4.1 Lokale Beschreibung der Determinantenvarie-
taten

Wir benutzen im folgenden Abschnitt ein Lemma, das bestimmte Beziehungen zwi-
schen den Minoren einer Matrix darstellt (vgl. [GHS80]).

Sei A eine (p x n)-Matrix mit Eintrégen a;; aus einem kommutativen Ring. Seien [

und £ natiirliche Zahlen, mit [ < n und k& < min{p, [}. Ferner sei I}, := (iy, ..., i)
eine geordnete Folge von k verschiedenen Elementen einer endlichen Menge natiirli-
cher Zahlen {1,...,l}, die wir auch als eine geordnete Indexmenge {iy,...,ix}

auffassen kann. Sei C'(l,k) die Menge der geordneten k—Tupel in {1,---,[}. Sei
Ma (I) :== Ma(iy, ..., i) der aus den ersten k Zeilen und Spalten iy, ..., i, beste-
hende k-Minor der Matrix A. Falls kein Miflverstiandnis auftritt, so schreiben wir
My (Ix) = My, . . ., i)

Lemma 21 (Wechsellemma)
Seien die Indizes | und k wie oben gewdhlt. Fir jede Matriz A und fiir je zwei

Indexmengen Iy = (i1, ..., i) und Iy_y = (j1, ..., jek—1) mit nichtleerem Durchschnitt
gilt die Gleichung
MI)MT)= Y & MENGHMT0GY,  (@5)
JELN\Ik—1

wobei ¢; die Werte {—1,1} annimmdt.
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Beweis:
Wir betrachten die folgende aus A aufgebaute ((2k — 1) x (2k — 1))-Matrix

Ly(Iy)
@) :
Ly—1(1x)
L(I) == ,
Ly (Ix-1) Ly(Ix)
Lk([.kfl) Lk(‘[k)

wobei fiir jeden Index j, 1 < j <k, L; (I;) und L; (I;_;) Vektoren mit Eintrégen in
der j—ten Zeile der Matrix A bezeichnen, deren Elementen in den Spalten i, ...,
bzw. ji,...,jk—1 von A liegen.

Wir erhalten die gewiinschte Gleichung, indem wir die Determinante der obige Ma-
trix ((2k — 1) x (2k — 1))-Matrix auf zwei verschiedene Weisen nach Laplace ent-
wickeln.

Sei 0 = (i1,---,ix_1) € C(2k — 1,k — 1) eine Permutation von k& — 1 Elementen in
{k,---,2k — 1}, wobei k < i; < --- < ip 1 < 2k — 1. Das Komplement von o in
{1,...,2k—1}ist 6 :={1,...,2k— 1} \ o0 € C(2k — 1, k).

Unter Beriicksichtigung der Permutation (k,---,2k — 1) und ihres Komplements
(1,---,k — 1), erhalten wir nach Laplace:

det(L(I)) = Y. e(rT)M(L(I):)M(L(I);) = eMa(Iy) Ma(Iy-1),  (4.6)

TEC(2k—1,k)

wobei die Permutation 7 € C(2k — 1, k) in der Formel die Zeilen in L(I) angibt, die
zum Aufbau der Matrix L(I), dienen: Sei z. B. 1o = (k,...,2k — 1) € C(2k — 1, k).
Dann gilt

Ly (Iy)

L(I)To = '

Lok—1(Ik)

Andererseits gilt:

det(L(I)) = Y e(lo)Ma(Ix\{i & 0})Ma(ln 1 U{i}) =

oeC(k,k—1)

= Z 5iMA(Ik \ {Z}) X MA(Ik—l U {Z})

i€I;\Ig
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Wir bezeichnen mit m € @[X;, ..., X,] den aus den ersten (p—1) Zeilen und Spalten
bestehenden (p — 1)-Minor der Jacobimatrix J(fi,..., f,), d.h.

Ofk
=det | —=— . 4.
mn ¢ (an>l<k<p—l ( 7)
1<5<p—1

Dam €®[Xy,...,X,],ist {zx € €| m(x) = 0} eine Hyperfliche in €. Wir betrach-
ten die Determinantenvarietit A; auflerhalb dieser Hyperfliche und bezeichnet mit

(A;), die Lokalisierung der Determinantenvarietdt A; auflerhalb der Hyperfliche
{z € ¢"|m(x) =0}, d.h.

(A))p = {z € C"|z € A;, m(x) # 0}.
Sei

M(fr, ..oy fo)(iny v yip) i= M(iy, ..., i0p)

der durch alle p Zeilen und die Spalten iy,...,i, der Jacobimatrix J(fi,...,f,)
definierte p—Minor in @[ X7, ..., X,]| und sei

M(fla Ceey fp)(ila A ,Zp)(af) = M(il, ceey Zp)(x)
die Spezialisierung dieses p—Minors im Punkt x € €.

Behauptung 22
Sei i, 1 < 1 < n — p, beliebig fiziert, und sei m der oben definierte
(p — 1)-Minor. Dann ist die Determinantenvarietit A; lokal, auferhalb der Hy-
perfliche {x € €™ m(x) = 0}, durch die folgenden i polynomialen Gleichungen
beschrieben

Mp - Mp+1 = ... = pt+i—1 - 0, (48)

d.h.
(Aj)m :={z € C"| m(x) #0,M,(z) =0,s € {p,...,p+i—1}},

wobes
Mg :=M(1,...,p—1,s) (4.9)

den aus den ersten (p — 1) Spalten und der Spalte s, (s < p+1i — 1) bestehenden
p—Minor der Jacobimatriz J(fi,..., f,) bezeichnet.

Bewelis.

Wir zeigen nur die Inklusion

(A)m D {z e €| m(x) #0,M(1,....p—1,8) =0,s € {p,...,i+p—1}},
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da die andere Inklusion aus der Definition von A; folgt. Sei ein Punkt z* € €™ so
gewdhlt, da m(x*) #0und M(1,...,p—1,s)(z*) =0,s € {p,...,i+p— 1} gelten.
Wir zeigen, dafl die Gleichungen

M iy, ..., i,)(2") = 0 fiir alle (4y,...,4y) in {1,...,i4+p—1}
gelten. Wir erhalten die Gleichung
m(x* )M (iy, ..., i0,)(x") =
= > gj M ({in, i3 \{7}) (@) M(L,....p = 1,5)(z7),
GE{i1senip \{Lyeep— 1}
indem wir die Polynome M (Iy_1) =m = M(1,...,p—1)und M (1) = M (iy,...,i,)
auf der rechten Seite der Gleichung (4.5) des Wechsellemmas 21 substituieren und
die daraus entstehende Gleichung im Punkt z* beriicksichtigen. Der Punkt x* liegt

dann in (A;),,, da die Ungleichung m(z*) # 0 gilt und die Gleichungen M(1,...,p—
1,7)(z*) =0 fir alle j € {p,...,i+p— 1} realisiert sind.

Bemerkung 11

e Behauptung 22 hat zur Folge, daf$ die Kodimension der Varietdt A; aufSerhalb
der Hyperfliche {x € C"| m(x) = 0} hdchstens i sein kann.

e Behauptung 22 ist auch fiir den Index 1 = n — p+ 1 richtig. Die Determinan-
tenvarietit A, _pi1, lQft sich auferhalb der Hyperfliche {x € €| m(x) = 0},
durch die folgenden n — p + 1 polynomialen Gleichungen beschreiben

(Ap—pii)m ={z e C"|M1,....p—1,s)(x) =0, s {p,...,n}}. (4.10)

e Die Argumentation tber die Lokalisierung beziglich des (p — 1)—Minors m
bleibt bei entsprechender Notation fir jeden beliebigen (p — 1)— Minor der Ja-
cobimatriz J(fi1,..., fp) giltig, so daff die Behauptung 22 sinngemafs fir einen
beliebigen (p — 1)—Minor von J(fi,..., f,) gilt.

4.2 Lokale Beschreibung der Varietiten

Das Ziel dieses Abschnittes besteht darin, zu zeigen daf} die folgende Aussage gilt:

Falls die Variablen Xi,..., X, in generischer Position beziiglich der Folge f1,..., f,
sind, und m ein beliebiger (p — 1)-Minor der Jacobimatrix J(fi,..., f,) ist, dann
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bildet jede polare Varietit W;, 1 < i < n —p, auflerhalb der abgeschlossenen Menge
(Sing W)U {z € €™ | m(xz) = 0} einen lokal glatten vollstandigen Durchschnitt.

Wir kénnen eine lokal reguléire transversale Folge angeben, welche die polare Varietét
W;, 1 <1 <n — p, aullerhalb von

(Sing W)U {z € €"| m(x) = 0}

beschreibt.
Seim € ®[X4,...,X,] der aus den ersten (p—1) Zeilen und Spalten der Jacobimatrix
J(f1,---, fp) bestehende (p — 1)—Minor.

Sei A eine regulire (n x n)—Matrix. Wir betrachten den Koordinatenwechsel X =
AY, wobei Y := (Y7,...,Y,) der aus den neuen Variablen bestehende Vektor ist.
Wir fiihren neue Polynome

a(Y) = fi(AY),...,g,(Y) = f,(AY),
ein. Thre Jacobimatrix beziiglich den neuen Koordinaten ist

9
J(g1, ..\ gp) = la—i’f] = J(fi,..., [,)A.
jligk<o

1<j<n

Wir bezeichnen mit

M(il,...,ip) = M(gl;---agp)(ila---aip)

den p~Minor der transformierten Jacobimatrix J(gy,...,gy,), und schreiben Mj fiir
den aus den ersten p — 1 Spalten der Jacobimatrix J(gi,...,g,) und der Spalte
j €{p,...,n}, bestehenden p—Minor M(1,...,p—1,7).

Sei
1 0 0 0]
Zp+1,p 1
2= Zpvicip Zpriciprn 0 1 ;o (411)
Zp+i,p Zp+i,p+1 e Zp+i,p+i—1 1
0
L Zn:p Zn,P+1 e Zn,erifl Zn,p+i Zn,p+i+1 e 1 J

eine (n—p+1) x (n—p+1)-Matrix von Parametern Z, ;. Wir bilden nun eine von Z
abhéngige regulire (n x n)—Matrix A := A(Z), die zum Beweis unsere Behauptung
geeignet ist.
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Sei der Index 7, 1 < i < n—p, fixiert. Wir betrachten die Varietét ﬁ/, auflerhalb der
Hyperfliche {x € €™ | m(z) = 0}. In bezug auf den Index i zerlegen wir die Matrix
Z in (4.11) folgendermafien

ZY) Oi,nfpfz'Jrl

Z = 40 20 : (4.12)
wobei Z(®) in (4.12) durch
Zptip -+ Lpripti-i
Z9.=1 ,
Zoy e Znpri

definiert ist, und Zfi) und Zéi) untere Dreiecksmatrizen sind.O ist eine Null-Matrix
entsprechender Grofie ist. Wir definieren die folgende regulére (n x n)—Matrix

[pfl Opfl,i Opfl,nfpfiJrl
A=A(Z) = Oipt ZD Oppepoisr | (4.13)
On-pitip-1 2% Z)

wobei I und O in (4.13) entsprechende Einheits— und Null-Matrizen sind, Z®, Z0,

und Z{ bilden die in (4.12) eingefiihrten Matrix von Parametern Z. Wie die Matrix
Z enthilt die Matrix A in (4.13)

(n—pn-—p+1)
2

Parameter Z, ;. Die Spezialisierung dieser Parameter ergibt einen Punkt z im affinen
Raum C°.

Wir betrachten den durch X = AY gegebenen Koordinatenwechsel, wobei A :=
A(Z) gilt. Wir berechnen die Jacobimatrix J(gy, - .., g,) der neuen Polynome gy, ..., g,
beziiglich der neuen Variablen Yj,... Y, .

In bezug auf die Struktur der Matrix A = A(Z) fiir einen festen Index i, 1 < i < n—p,

S =

zerlegen wir die Jacobimatrix J(fy,..., f,) in drei Teilmatrizen
J(fl,-.-,fp)z[U % W], (4.14)
wobei
U:i=|— Vi=|=- W= |-+
[aX]] 1<k<p ’ [GX] 1<k<p ’ an 1<k<p ’

1<<p-1 p<j<p+i—1 p+i<j<n
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in (4.14) gelten. Da J(g1,...,9p) = J(f1,..., fp) A ist, hat die neue Jacobimatrix
die Form

) . _ .
J@u~ﬁmﬁ=b%Lq<={U vz s wz® wzd . (4.15)
j <k<p

155<n

Wir sind an der lokalen Beschreibung der Varietit W/Z = W N A, aulerhalb der
Hyperfliche {z € €™ | m(z) = 0} interessiert, wobei der fixierte (p — 1)—Minor m
aus der Teilmatrix U durch Streichen der letzten Zeile entsteht. Da die Teilmatrix
U konstant bleibt bei der Koordinatentransformation X = AY’, bleibt der Minor
m unter dieser Transformation auch unverdndert. Durch die Behauptung 22 weif3t
man, daf} die Lokalisierung (A;),, durch die folgenden i Gleichungen beschrieben ist:

My(z) = -+ = Mpyi—1(z) = 0; (4.16)
Wir haben hier
Mj(z) =M(@1,....,p—1,7)(x), j=p,...,p+i—1

gesetzt. Die p—Minoren M, ..., M, ;_i, die diese Gleichungen definieren, sind aus
dem Teil [U V] der Jacobimatrix J(fi,..., f,) aufgebaut. Da dieser Teil in die
Teilmatrix

(U vz +wz9], (4.17)
von J(gi,...,g,) transformiert wird, sind die p—Minoren M,,..., M,;, ; in die
p—Minoren - .

Mp7 R Mp+i717

aus der Matrix in (4.17) transformiert, daf§ die folgende Matrizenidentitit gilt:

My, ..., Myiia] = [My, ..., Myiia] 200+ My, ..., M) 20 (4.18)

Die Koordinatentransformation X = A(Z)Y induziert fiir jeden gewihlten Index
1, 1 <i<n—p, einen Morphismus affiner Ridume

B, " x C° — C° x (",

definiert durch

(x,2) — D;(z, 2) := ( f@), . fo(@), My(z,2), ..., Myyi i (z, 2) ) :
Die Nullfaser ®;'(0) dieses Morphismus enthilt die Menge

wobei A? die durch alle p—Minoren der Teilmatrix [U VZ9(2) + WZ(i)(z)] der
Jacobimatrix J(gi, ..., gp) spezialisiert in einem beliebig gewéhltem z € €'* ist.
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Anders gesagt, fiir ein beliebiges gewihltes z € €' enthilt die Nullfaser ®;'(0) des
Morphismus ®; die transformierte Varietit W;? ausgedriickt in den alten Koordina-
ten auBerhalb der Hyperfliche {z € €"| m(x) = 0}.

Wir miissen nun den Rang der Jacobimatrix des Morphismus ®; untersuchen. Unter
Benutzung der Zerlegung der Parametermatrix Z in die drei Teile Z®, 2" und Z{"
konnen wir die Jacobimatrix J(®;) des Morphismus ®; symbolisch in der Form

0v;, 09 oe;, 09,
T(®:) = @ 7,0 5,0 (4.20)
2 QAL VA VA
schreiben, und es gilt
J(fla R fp) Op,n—p—i—l—l e Op,n—p—i—l—l
oM, oM,
0% 0%; | _ * [3Zp+i,p’ e m] O1n—p-it1
0X 070 | :
31\7[p i—1 3]\7117 i—1
L i OLnpit1 3Zp+i;+i—1 T 3Zn,::-_i-i—l

wobei die Spalten dieser Teilmatrix durch die partiellen Ableitungen von ®; beziiglich
der Variablen

X17 R Xn7 Zp+i,p7 R Zn,p7 T Zp-l—i,p-i—i—h R Zn,p+i—1

in dieser Reihenfolge gegeben sind. Die Eintrége O, ; bezeichnen Null-Matrizen ent-
sprechender Grofle. Die durch ,, x “ bezeichneten Zeilenmatrizen stellen die partiellen
Ableitungen der Minoren Mp, . ]\7,,+i_1 beziiglich der Variablen X,..., X, dar,
welche fiir unsere Untersuchungen irrelevant sind.

Wir haben weiterhin

Opzlfl Opa272 e 0
0Zpy1,p’ """ 0Zpyia p:| Ol’l72 0
_ OMpi1 oM,
[ 09, _ Ori [3Zp+z,p+1’ T 0Zptic1p1 0
AR
1
) . 3Mp+i_1
Ol,zfl 0177/*2 |:3Zp+i—l,p+i—2:|
O1,i—1 O1,i—2 e 0

0P, . : .

und die letzte Teilmatrix [W] von J(®;) in der Zerlegung (4.20) dieser Jacobi-
2 — —~—

matrix ist eine Null-Matrix, da die p—Minoren M, ..., M,,; ; unabhéngig von den

Parametern Z,, sind, die in der Teilmatrix Zéi) zusammengefaflt sind.
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Wir konnen nun schlufifolgern, da§ die Jacobimatrix J(®;) von vollem Rang p + i
ist, wenn die Teilmatrix

~ 0P; 09,
J(P;) = | == —= 4.21
)= |5 ap0 (1.21)
in (4.20) den maximalen Rang p + ¢ hat.
Fiir die i Zeilenmatrizen in J(®;) erhalten wir mit (4.18) die Identitit
oM; oM,
— [ M, .... M,]. 4.2
S ] =My M (1.22)
Hiermit haben wir die Darstellung
J(fla R fp) Op,nfp7i+1 e Op,nfp7i+1
_ « My My oo Oy
J(®;) = . My ‘ | T (4.23)
L * Ol,n—p—i—i—l e [Mp-i-ia SRR Mn] ]

Da alle BEintriige in (4.23) der Teilmatrix .J(®;) von J(®;) zu@[X1, . .., X,,] gehoren,
héngt der Rang von J(®;) im Punkt (z,z) € €™ x €* tatséchlich nur von der Wahl
von x € ¢ ab.

Geméf unserer Lokalisierung auflerhalb von {z € €"| m(z) = 0} betrachten wir
einen (fi,..., f,)—glatten Punkt Z € W =V (f1,..., fp), so da m(z) # 0 ist.

Angenommen, die Matrix J(®;)(Z) ist nicht von vollem Rang, d.h.
rk J(®;)(F) < p+ . (4.24)

Diese Ungleichung in (4.24) ist dann und nur dann richtig, falls alle p—Minoren
Myii, ..., M, der Jacobimatrix J(f,..., fp,) in & verschwinden. Sei z € €* be-
liebig gewiihlt, so daB8 das Paar (7,Z) in der Faser ®;'(0) des Morphismus ®;
liegt. Dann miissen die p—Minoren Mp, cee Mp+,~_1 der transformierten Jacobima-
trix J(gi,...,gp) alle in (Z, Z) verschwinden und mit der Gleichung (4.18) heifit das

0, 0] = [My (), ., Myyi 1(3)] 21 (2), (4.25)

wobei Z\”(%) besagt, daB die Matrix Z\” im Punkt () € €° spezialisiert ist. Da
die Teilmatrix Zfz) eine untere Dreiecksmatrix mit lauter Eins auf der Diagonal
ist (vgl. 4.12), gilt die letztere Matrizenidentitit genau dann, wenn die folgenden

Gleichungen gelten
Mpyia(Z) = --- = Mp(Z) = 0.
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Damit implizieren unsere Voraussetzungen an  und 2
m(Z) # 0, M,(z) =--- = M, (%) = 0. (4.26)

Mit der Gleichung (4.10) in der Bemerkung 11 heifit dies, dal die Jacobimatrix
J(f1,..., fp)(Z) singulédr ist. Damit kann der Punkt = kein glatter Punkt in der
Varietéit W sein, d.h., £ € Sing W, was unserer Annahme widerspricht.

Sei nun ein Punkt (7,z) € €™ x €* in der Faser ®; '(0) gegeben. Dann liegt der
Punkt z in W. Wir setzen weiterhin voraus, daf x ein glatter Punkt von W auflerhalb
der Hyperfliche {z € €™|m(z) = 0} ist. Sei U eine Zariski-offene Umgebung von
Z, welche aus allen glatten Punkten von W besteht, die nicht in der Hyperfliche
{z € €™ m(x) = 0} liegen, d.h.,

U:=¢"\ (Sing WU {z € € m(z) =0}). (4.27)
Wir zeigen, daf} die Einschrinkung des Morphismus
d;: C"x C° — C° x C"
auf U x €* transversal zum Ursprung 0 € € x € ist.

Sei also (z, z) ein beliebiger Punkt in U x €'*, der die Gleichung ®;(z, z) = 0 erfiillt.
Nach Definition der Umgebung U in (4.27) liegt der Punkt z in UNW, und ist somit
ein glatter Punkt in W, der auflerhalb der Hyperfliche {x € €"| m( ) = 0} liegt.
Unsere Untersuchung iiber den Rang der Jacobimatrix J(®;) zeigt, dafi der Rang
dieser Matrix in (z,z) maximal ist, also der Punkt (z, z) ein regulirer Punkt von
®; ist. Da aber der Punkt (z,z) beliebig in der Faser ®;1(0) N (U x ) gewshlt
war, ist die gewiinschte Transversalititseigenschaft bewiesen.

Wir wenden nun das schwache Transversalitéitstheorem von Thom-Sard (vgl. [Dem89],
[GG86]) auf das Diagramm

O 0N (U x €%) — O x C*
¢ U
@s

an und finden eine residuelle dichte Menge €2; von Parametern z € €', in welcher
die Transversalitit erhalten bleibt. Dies impliziert, daf fiir jedes z € €2; die Menge
der glatten Punkte der transformierten lokalisierten :—ten Varietét

W2\ ((Sing W)U {z € €™ | m(z) = 0}) (4.28)

entweder leer oder ein lokal glatter vollstdndiger Durchschnitt der Kodimension p+1
ist, der durch die Gleichungen

(i oo fo M 2), o, Myia (%)) (4.29)
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beschrieben ist, wobei die Varietiit W7 in (4.28) durch
W7 =Wn{ze | M(i,...ip)(cz2) =0 fir 1<i<...<i,<p+i—1}.

gegeben ist. Unsere Betrachtungen wurden bis jetzt nur fiir einen Koordinatenwech-
sel bei beliebig festern Index i, 1 < i < n—p gepriift. Wenn wir jedoch Q := N=F Q;
betrachten, finden wir eine residuelle dichte Menge von Parametern in €*, aus wel-
cher wir einen Koordinatenwechsel fiir alle 7, 1 < ¢ < n — p wihlen konnen. Fiir
jede Wahl des Parameters z € 2 ist die transformierte Varietit W7 auflerhalb der
abgeschlossenen Menge

(Sing W)U {z € €" | m(z) = 0}

entweder leer oder ein lokal vollstandiger Durchschnitt, welcher durch die in (4.29)
angegebene regulire Folge beschrieben ist. Genauer gesagt, der affine Raum IR’
enthélt eine nicht-leere residuelle dichte Menge von Parametern z, so dafl die Ko-
ordinatentransformation X = A(z)Y zur gewiinschten Transversalitét fiihrt. Da die
rationalen Zahlen in IR dicht liegen, konnen wir ohne Beschrankung der Allgemein-
heit die Parameter z in ° wéihlen.

Damit haben wir das folgende Theorem bewiesen:

Satz 23
Seien die Polynome fi,..., f, € Q[X1,...,X,] so gegeben, dafs die affine Varietit
W =V(fi,...,[fp) ein reduzierter vollstandiger Durchschnitt ist. Seien weiterhin die

Variablen X1, ..., X, in generischer Position beziglich dem Ideal (fy, ..., f,) und sei
m der (p—1)—Minor der Jacobimatriz J(fi,..., f,), welcher aus den ersten (p—1)
Zeilen und Spalten dieser Matriz besteht. Dann ist jede Varietdt VT/i, 1<i<n—p,
entweder leer oder ein lokal glatter vollstindiger Durchschnitt der Kodimension p+1.
Falls sie nicht leer ist, so lifit sich diese Varietdt durch die folgende lokal (auferhalb
der Hyperfliche {x € €| m(x) = 0}) glatte regulire Folge beschreiben

fl;---afpaMpa"'aMp+i717

wobei M;, p < j < p+i—1, der p—Minor der Jacobimatriz J(fi,..., f,) ist, der
aus den Spalten 1,...,p— 1,7 besteht.

Bemerkung 12

Da die Argumentation iber die Lokalisierung beziiglich eines festen (p—1)—Minor m
mutatis mutandis fir jeden beliebegen (p — 1)—Minor der Jacobimatriz J(fi, ..., fp)
angewendet werden kann, ldfit sich Theorem 23 bis auf Umordnung von Zeilen und
Spalten der Jacobimatriz J(fy,..., fp), fir jeden beliebigen (p — 1)—Minor formu-
lveren.
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Wir sind jetzt in der Lage den Hauptsatz dieses Kapitel zu formulieren:

Satz 24 (Hauptsatz)

Seien die Polynome fi,..., f, € Q[ Xy1,...,X,] so gegeben, daff die affine Varietdit
W =VI(fi,...,[,) ein reduzierter vollstindiger Durchschnitt ist. Seien die Variablen
Xi,..., X, in generischer Position beziglich W und die reelle Varietat W N IR™
nichtleer, beschrinkt und (fi, ..., f,)—glatt. Sei weiterhin m der (p —1)—Minor der
Jacobimatriz J(fi,..., f,), welcher aus den ersten (p — 1) Zeilen und Spalten dieser
Matriz besteht. Sei V(m) die durch m beschriebene Hyperfliche, d.h. V(m) := {z €
C"m(z) = 0}.

Dann ist fir jeden Index i, 1 <1i < n — p, die polare Varietdt

Wi =W\ ((Sing W) UV (m)) (4.30)

ein lokal glatter vollstindiger Durchschnitt der Kodimension p+1, welcher sich durch
die glatte requldre Folge

fl;---afpaMpa"'aMp+i717

auferhalb der Varietdt (Sing W) U V(m) beschreiben laft, wobei M;, p < j <
p+i— 1, der p—Minor der Jacobimatriz J(fi,...,f,) ist, der aus den Spalten
1,...,p—1,7 besteht.

Der Beweis des Hauptsatzes 1dft sich aus dem vom Theorem 23 ableiten, da die
polaren Varietiten W;, 0 < ¢ < n, unter den Voraussetzungen vom Hauptsatz
nichtleer sind.

4.3 Die Existenz glatter reeller Punkte in den po-
laren Varietiten

Wir setzen wieder voraus, daf die Polynome fy,..., f, € Q[X,..., X,] eine redu-
zierte regulire Folge bilden. W sei V'(fi, ..., f,) und wir betrachten die Teilvarietit

Vi=WnR"

von der wir voraussetzen, dafl sie nichtleer und beschrénkt ist. Dariiberhinaus soll V'
nur (f1,..., fp)—glatte Punkte enthalten (d.h. V" wird als glatte Teilvarietit von IR"
vorausgesetzt). Die Variablen X,..., X, sollen beziiglich fi,..., f, in generischer
Position sein. Mit VT/i, 1 <4 < n — p, bezeichnen wir dieselben affinen Varietdten
wie zuvor. Dann gilt der folgende

Satz 25
Falls die reelle Varietit V.= W N IR™ nichtleer, beschrinkt und (fi,..., f,)—glatt
iwst, und falls die Variablen Xq,...,X, in generischer Position sind, dann ist jede
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affine Varietdt Wi nichtleer, lokal (fi, ..., f,)—glatt und von der Dimension n—p—i.
Jede Varietit W; enthdlt einen reellen Punkt. Ferner ist W; \ Sing W ein nichtleerer
lokaler vollstindiger Durchschnitt, der einen reellen Punkt enthdlt.

Beweis des Satzes 25:

Sei (' eine Zusammenhangskomponente von V = W N IR" und sei
b= (ay,...,qp—1,0p,...,0n_1,a,) € WNIR"

ein lokal maximaler Punkt in C' beziiglich der letzten Koordinate X,. Die Exi-
stenz eines Maximums in jeder Zusammenhangskomponente einer kompakter Va-
rietdt V ist gewihrleistet, da die Komponenten kompakt sind. Ohne Einschrinkung
der Allgemeinheit konnen wir annehmen, daf§ der (p — 1)—Minor m, gebildet aus
den ersten p — 1 Zeilen und Spalten der Jacobimatrix J(fi,..., fp) in b nicht ver-
schwindet. Nach unseren Voraussetzungen muf} ein solcher Minor existieren, da b ein
(f1,..., fp)—glatter Punkt ist. In jeder lokalen Parametrisierung von V' im Punkt b
kann die Variable X,, nur eine abhéngige Variable sein, da X,, einen lokal maximalen
Wert in b annimmt (a,, ist dieses Maximum). Wir konnen daher ohne Einschrénkung
der Allgemeinheit annehmen, dafl sich im Punkt b die Varietdt V' folgendermaflen
parametrisieren 1a83t.

Es gibt eine den Punkt a := (ay, ..., a,_1) enthaltende offene Menge ¢/ C IR"? und
eine stetig differenzierbare Abbildung

Qp:u_>Rp7<10:: (9017"'7901)—178077,)7 (431)

so dafl in jedem Punkt (z,,...,7,—1) in U gilt:

T = @l(xpa s 7xn—1)7 .- '7xp—1 = @p—l(xpa s 7xn—1)7

Tn = Son(xpa tet 7xn—1)-

Diese Parametrisierung der Polynome f;, 1 < k < p, erzeugt die reell- wertigen
Funktionen

fk(xp, P ,ZUn,l) =
Tre(o1(@p, oy @n1)y ey @p1(Xpy oy B 1)s Ty e oy Ty, P (X« o oy T1))-

Fiir jeden Index k, 1 < k < p, und jeden Index j, p < j < n — 1, gilt in der offenen
Menge U

Ofc _ 0fc | 0fc Opr  Ofi Oppr | Ofi Dpu _ (432)
0X;  0X; 0X,0X; 0X, 1 0X; = 0X,0X; '

Wir definieren die folgende (p x p)—Matrix
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of1 df dfi
ox, T oX,, 0X,

B :: ---------------------- )
Oy 0fy O
ox, 90X, oX,

welche reguldr in ¢/ ist, und erhalten aus der Gleichung (4.32) die Giiltigkeit der
Gleichung

OOt (o) Of 4y
aX] D> »n— aX]
— det B(z) = (Adj B)(z) (4.33)
a(,Opfl 8fp71
I, (Tpy .oy Tno) X, (x)
a@n afp
Ix, (py .oy Tp1) ox, (x)

in U, wobei (Adj B) die adjungierte Matrix der Matrix B ist. Da b ein lokal maxi-
maler Punkt der Funktion X, ist, gilt

O
0X;

(a) =0

gilt fiir jeden Index j, p < j < n — 1. Damit impliziert die Gleichung (4.33) die
Gleichheit

8fl 8fp
X, X,
fiir jeden Index j, p < j < n — 1, wobei B(n, k), 1 < k < p, der Eintrag der
adjungierten Matrix (Adj B) im ,, Kreuzpunkt “ der k—ten Spalte und letzten Zeile

ist. Unter Beachtung der Struktur der Matrix B erhalten wir aus der Gleichung
(4.34), dafl

B(n,1) (b) 2L (b) + -+ + B(n,p) (b) =L (b) =0 (4.34)
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Ofr

x ® s ® 53O
det | =0 (4.35)

afp afp afp

LI e U o0

fiir jeden Index j, p < j < n — 1 gelten muB. Die Gleichung (4.35) hat zur Fol-
gerung, dafl die folgenden p—Minoren der Jacobimatrix J(fi,..., f,) im Punkt b
verschwinden:

M,....p=1,p)(b)=...=M(1,....,p—1,n—1) (b) =0,

diese Minoren haben wir im vorstehenden Abschnitt mit M,, ..., M,_; bezeichnen.
Da wir m(b) # 0 annehmen konnten, leiten wir aus Behauptung 22 die Folgerung
ab, daf8 b in der Lokalisierung (A,_,),, der Determinanten Varietdt A,_, auflerhalb
von {x € C"| m(x) = 0} liegt. Also gehort der reelle Punkt b zu W N (A,—p)m. Was
aber mit den Bezeichnungen aus dem Abschnitt 4.1 heifit b € Wn,p. Die Varietét
W,,—p ist somit nichtleer und enthélt den reellen Punkt b.

]

Bemerkung 13 Der Beweis des Satzes 25 beinhaltet die folgende Aussage:

Sei C' eine Zusammenhangskomponente von V=W NIR™ und b ein lokal maximaler
Punkt der linearen Form X, in C, so daf$ der (p — 1)—Minor m in b nicht Null ist.
Dann liegt b in W,,_,. Mit anderen Worten, jede Zusammenhangskomponente von
V' enthdlt mindestens einen Punkt von Wy,_, N IR™\ (Sing W UV (m)).

4.4 Ein Algorithmus fiir den vollstindigen Durch-
schnitt

Seien die Polynome fi,...,f, € Q[X1,...,Xy],p < n so gegeben, dafl sie eine re-
duzierte reguldre Folge bilden. Sei W := V'(fi,..., fp). Sei m der wie bisher fixier-
te (p — 1)—Minor der Jacobimatrix J(fy,..., f,). Wir finden zu m, n — p viele
p—Minoren

M,,...,M,_; €Q[Xy,...,X,], (4.36)

so daf} die Folge
fla"'afpaMpa"-aMnfl (437)

entweder die leere Menge beschreibt, oder transversal aufierhalb (Sing W)UV (m)
ist (vgl. Theorem 23). Sei A;, 1 < i < n—p+1, wieder die Determinantenvarietét, die
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durch alle p—Minoren der Untermatrix der Jacobimatrix J(fi, ..., f,) beschrieben
ist, welche aus den ersten Spalten {1,...,p+ i — 1} gebildet wird.

Seien die Variablen Xj,..., X, generisch beziiglich W.

In der Lokalisierung auflerhalb der Hyperfliche V(m) = {z € ™| m(z) = 0}, hat
die Menge der singulére Punkte von W die folgende Beschreibung, (vgl. Bemerkung
11, Abschnitt 4.1):

(Sing W)\ V(m) = Wi _pia \ V(m) =

—{r e Cfi(2)=...= f,(z) = My(x) = ... = My(zx) = 0,m(z) #0}. (4.38)

e Der Algorithmus in [GHM"98] und [GHH'97] kann entscheiden, ob die Va-
rietdt W, 1 \ ((Sing W) U V(m)) null-dimensional ist, und somit auch en-
scheiden, ob die Folge

Fiaosfo My, oo My, (4.39)
auBerhalb der Varietit (Sing W) UV (m) eine reduzierte regulére Folge ist.

e Ein Verfahren zur Darstellung der Variablen in generischer Position beziiglich
W geben wir im Kapitel 5.

Wir wissen, dafl vorstehende Bemerkungen mutatis mutandis richtig sind fiir jeden
(p — 1)—Minor aus der Jacobimatrix J(fi, ..., f,). Unter den Voraussetzungen des
Satzes 25 gibt es einen (p — 1)—Minor m € @[ X1, ..., X,], fiir welchen die Folge aus
den ersten p — 1 Zeilen und Spalten der Jacobimatrix J(f1,..., f,) besteht, sei nun
so gewahlt, dafl die Folge

fiooo s fpo My, oo, My,

eine transversale reduzierte Folge auflerhalb von (Sing W) U V(m) ist, dabei ist
V(m) die durch m beschriebene Hyperfléche.

Sei 0;,_,(m) der geometrische Grad des Gleichungssystems (4.39) auflerhalb der Hy-
perfliche V(mM,). Mit V(mM,) sei das Produkt der Polynome m und M, :=
M(1,...,p— 1,n) bezeichnet.
V(mM,) :=V(m)UV(M,) =

{z e C"|m(x)} U{z e C"| M(1,...,p— 1n)(z) = 0}. (4.40)
Dann ist
6)_,(m) = max <1r£1]a<xp & | Jmax 5p+,~_1> , (4.41)
wobei

6;- =degV(f1,..., f;) \ V(mM,), (4.42)
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und

Op+i—1 = max deg W1 \ V(mM,). (4.43)

1<i<n—p
7 _, ist der geometrische Grad des Systems (4.39) auBerhalb V (mAf,).
Sei

6" = max{d,_,(m)| alle (p—1)—Minor m in J(fi,...,[ )} (4.44)
Aus der Bezout—Ungleichung folgt die Ungleichungen (vgl. [Hei83])
Oy—i(m) < 8" < dP[p(d — 1)*P < pPd”, (4.45)

Unter dieser Voraussetzungen von Satz 25 sind wir in der Lage, ein Komplexitétsre-
sultat beziiglich der geometrischen Losung der transversalen glatten Folge in (4.39)
zu formulieren.

Satz 26
Seien die Polynome fi,..., f, €Q[X1,..., X,] mit mazimalem Grad d > 2 gegeben,
so daf$ sie eine reduzierte regulire Folge in @Q[Xy,...,X,] bilden. Seien die Va-

riablen Xy, ..., X, generisch beziglich der Varietit W =V (fi,..., f,). Wir setzen
weiterhin voraus, daf die reelle Teilvarietdt V := W N IR™ nichtleer, beschrdinkt und

Seien n,d,d', L, nichtnegative ganze Zahlen, mit d > 2. Sei m wie zuvor gewdhlt,

8! _1(m) der geometrische Grad der transversale Folgen

fiooo s fpo My, oo, My,

auferhalb (Sing W)UV (m), mit §,,_,(m) < &'. Ferner seien die Polynome fi,..., f,
durch ein Straight—Line Programm ( in®[X, ..., X,] der Grifle L und nichtskala-
ren Tiefe [ gegeben.

Dann gibt es ein arithmetisches Netzwerk N mit Parametern in @, welches die
Grife L(nds' )Y hat, das Straight-Line Programm (3 auswertet und die geometri-
schen Lésungen der null-dimensionalen transversalen Folge

fla"'afpaMpa"'aMnfl

aufSerhalb der Hyperfliche V(mM,) generiert.

Der dem arithmetischen Netzwerk unterliegende Algorithmus testet, ob die polare
Varietdt Varietdt
Wa1 \ ((Sing W) UV (m))

null-dimensional ist. Wenn das der Fall ist, so erzeugt das arithmetische Netz-
werk N ein Straight-Line Programm der Gréfie L(nds')°V) und nichtskalaren Tiefe
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O(n(log(dd") + £)) mit Parametern in @, welches die Koeffizienten der n+ 1 univa-

riaten Polynome q(m),pgm), ..., p'™ € @Q[X,] darstellt. Diese Polynome beschreiben
die geometrischen Lisung der Lokalisierung der null-dimensionalen polaren Varietdt

Woe)ms, =V (froooos oo My, ...y My—y) \ (V(m) UV (M,)) (4.46)

und haben die folgenden Figenschaften:
(1) deg(q™) =6, (m) = deg(Wo—1)mn,
(2) max{deg(p™ |1 < j < n} <8y (m)
(3) (Wort)mar, = {0 (w), .., 0§ ()] € @, q"™ (u) = 0}.

Der dem arithmetischen Netzwerk N unterliegende Algorithmus erzeugt hichstens
6!, (m) Vorzeichenbedingungen in {—1,0,1} (™) die die reellen Nullstellen des Po-
lynoms q a la Thom kodieren, [CR88]. (Andernfalls wiren die Punkte der kompakten
reellen Varietat V' nicht (fy,..., f,)—glatt.)

Das Netz N beschreibt mit dieser Codierung die Parametrisierung der nicht-leeren
reellen polaren Varietdt (Wy, _1)m, N IR™.

Beweis des satzes:

Seien die Polynome fi,..., f, durch ein Straight-Line Program der Lénge L und
Tiefe ¢ gegeben. Unter einer einfachen Anwendung der Leibniz Regel, zur Differen-
tiation eines Produkts, leiten wir aus [ ein Straight-Line Program [, der Lénge
(2n + 1)L und nichtskalaren Tiefe ¢ + 1 in @[X1,...,X,] ab, das die partiellen
Ableitungen der Polynome fi,..., f, evaluiert (vgl. Lemma 25, [GHH'97]). Da
die Determinante einer Matrix im konstanten Glied ihres charakteristischen Po-
lynoms auftritt, wenden wir die verbesserte Variante des (gut—parallelisierbaren)
Algorithmus von Berkowitz [Abd97] zur Berechnung der Koeffizienten des charak-
teristischen Polynoms einer (n x n)—Matrix an, um startend mit (3, ein Straight—
Line Program 5 in®[X, ..., X,] der Gréfe O(n*log, n)L und nichtskalaren Tiefe
O(logy(n) + log, log, n) + ¢ abzuleiten, das alle partiellen Ableitungen der Polyno-
me fi,..., fp, sowie alle (p — 1)— und p—Minoren der Jacobimatrix J(fi,..., f,)
auswertet.

Die Varietdt Sing W wird in der Lokalisierung auflerhalb der Hyperfliche V' (m)
durch die Varietdt W,,_,;; beschrieben.

(Sing W)\ V(m) = Wi_pi1 \ V(m) (4.47)

Unter Benutzung des der Behauptung 18 [GHM*98] zugrunde liegenden Algorith-
mus mit der im Theorem 31, [GHH'97], eingefiihrten Modifizierung (siehe auch
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Theorem 19, [GHH'97] und dem Beweis davon), finden wir ein arithmetisches Netz-

werk V™ mit Parametern in @ von der GroBe L(nds")°M, welches entscheidet, ob
die Folge
fl,...,fp,Mp,...,Mn,l,mMn (448)

eine transversale Folge auflerhalb der Hyperfliche V(mM,,) beschreibt, wobei die
Polynome
M =M1,....p—=110),p<l<n (4.49)

jeweils aus den Spalten 1,...,p — 1,1 der Jacobimatrix J(fi,..., f,) bestehende
p—Minoren sind. Die Folge (4.48) ist genau dann eine transversale Folge auferhalb
der Hyperfliche V (mM,,), wenn die Varietét

(Wn—l)mMn = V(fl, ey fp, Mp, ey Mn—l) \ V(mMn) (450)

eine null-dimensionale Varietat beschreibt.

Da wir mit den Algorithmen in [GHM™*98], und [GHH"97] die Dimension der Va-
rietdt (W), 1)mar, berechnen konnen, setzen wir nun voraus, daf§ die Polynome in
(4.48),

flv"'afpaMpa"'aMn—l
transversal auerhalb der Hyperfliche V/(mM,) sind.

Sei
RO I:@[Xl,...,Xn_l]. (451)

Wir betrachten die Polynome f; und m = M(1,...,p—1) mit dem Leitkoeffizienten
eins und Koeffizienten in Ry. Durch Interpolation in pd 4+ 1 beliebigen, voneinan-
der verschiedenen rationalen Punkten erhalten wir ein divisionsfreies Straight—Line
Programm in Ry =®[X1,..., X, 1], das die Koeffizienten von f; und m beziiglich
X, darstellt. Dieses Straight-Line Programm hat die Linge L(nd)°®).

Wir erhalten den grofiten gemeinsamen Teiler von f; und mM,, in Ry[X,] durch
Anwendung vom Lemma 8 in [GHM™98]. Dieser grofite gemeinsame Teiler hat den
Leitkoeffizienten eins in Ry[X,], und seine Koeffizienten beziiglich X,, lassen sich
durch ein divisionsfreies Straight-Line Programm in R, darstellen. Sei

3™ € Ry[X,] =@Q[X1, ..., X,] (4.52)

der analog zur Noether—Normalisierung in [GHM™98] erhaltene Quotient von f; und
dem groften gemeinsamen Teiler von f; und mM,,. Die Koeffizienten beziiglich X,
lassen sich durch ein divisionsfreies Straight-Line Programm [, in R, darstellen.
Das Polynom (j(()m) ist quadratfrei, da wir ausschlieflich mit dem quadratfreien Teil
des Polynoms f; rechnen. (j(()m) hat den Leitkoeffizienten eins beziiglich X,, und es
teilt f;. Wir haben weiterhin eine Beschreibung der Varietét

WO = {z e ¢"¢™ () = 0}. (4.53)
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Da die Koordinaten Xi,..., X, generisch gewéhlt sind, sind sie auch in Noether—
Position beziiglich der Varietdt V(f;) und das Polynom q(()m) ist das zur Ringerwei-

terung
Ry = Ro[Xn]/(f1) (4.54)

assozierte minimale Polynom mit primitivem Element wu,, welches das Bild eines
trennbaren Elements

Up = A X, (4.55)

ist. Da das minimale Polynom ¢{™ auf V' f;) verschwindet, erhalten wir die vollstéindi-

ge Parametrisierung der Varietit W indem wir die Gleichung (jém)()\n,T) nach
dem Parameter A, ableiten (vgl. [Macl6], [GLS99]):

935" s T) _ 0g5™ (M, T)

. X (4.56)

Wir erhalten die Identitét

wO .= {(ml, ey T, Un(un)) € dJ"|q§m)(un) = 0} , (4.57)

n

wobei p, € R, die Diskriminante des minimalen Polynoms q_(()m) ist. Der Grad des

Polynoms g™ geniigt den Gleichungen

deg g™ = degy @™ = deg W, (4.58)

Das Straight-Line Programm 3, welches die Koeffizienten des Polynoms (j(()m) bezii-
glich der Variablen X,, darstellt, hat die Linge L(nd)°().

Damit ist der Schritt ¢ = 0 bewiesen, welcher aus der Elimination der Variable X,
besteht. Es handelt sich um die Beschreibung einer Projektion 7, : V(f;) — €™ !,
die durch die Gleichung

w(z) = (x1,...,201), fir z€V(f) (4.59)

definiert ist.

Wir setzen unter Benutzung der Proposition 18 in [GHM™98], sowie der Proposition
33 in [GHH"97], die Rekursion fiir die Elimination der Variablen X,,_4, ..., X; fort.

Im Schritt ¢ = n — 1 angelangt, finden wir ein Netzwerk /\/’Q(m), welches ein die
Koeffizienten der Polynome

_T(LT)I = q(m)apgznj)l,l = pgm)a s 7p£Ln1)1,n = p’S’Lm) € @[T] (460)

reprisentierendes, Straight-Line Programm in () erzeugt. Diese Polynome charak-
terisieren den Teil (W,,_1)mn, der null-dimensionalen komplexen polaren Varietit

(Wn—l)mMn = n—1 \ V(mMn), (461)
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deren Komponenten auflerhalb der Hyperfliche {x € C™|m(z)M,(z) = 0} liegen.

Die Ausgabe q(m),pgm), ...,p™ des Netzwerks /\/’Q(m) erfiillt dann die Bedingungen
(1), (2), (3) im Theorem 26.

Das Netzwerk N3™ 188t sich durch Anwendung des in [BOKR86] veréffentlichen kor-
rekten Algorithmus erweitern, indem geeignete komprimierte Knoten addiert wer-
den, die testen, ob eine rationale Zahl positiv ist oder nicht (vgl. auch [RS90] fiir eine
Verfeinerung). Das resultierende Netzwerk A(™ entscheidet nun, ob das Polynom
q"™ eine reelle Losung besitzt. Es hat eine Grofe, die asymptotisch gleich L(nd§")°
ist. Ohne Einschrankung der Allgemeinheit konnen wir annehmen, dafl das Netz-
werk N™ jede existierende Nullstelle des Polynoms ¢ im Sinne von Thom (vgl.
[CR88], [RS90]) kodiert. Fiir jede Zusammenhangskomponente K C (W,_1)mas,
finden wir einen Punkt ¢ € K und einen Parameter 7 € IR, so daf}

g™ (1) =0 und ¢ = (pi(7),...,pu(7)). (4.62)

Der Punkt ( ist ein isolierter kritischer Punkt der auf die Komponente K einge-
schrinkten Projektion der letzten Koordinate

X, K > R. (4.63)

Diese Einschrinkung auf eine irreduzible Komponente einer kompakten reellen Teil-
varietit K C V := W N IR"™ nimmt das Maximum auf dieser an, welches in
(Vn—l)mMn = (Wn—l)mMn N IR" liegt.

Bemerkung 14

Die allgemeine Aufgabe besteht darin fir eine reduzierte Folge von p Polynome
fioooosfp €QIXy, ..., X,],p < n durch n — p Polynome,die p—Minoren der Ja-
cobimatriz J(f1,..., fp) sind, so zu erginzen, daf die entstehende Folge transversal
auflerhalb einer gewissen abgeschlossenen Menge ist.

Wir wollen diese Bemerkung kommentieren.
Man wihle wirkiirlich einen (p — 1)—Minor m aus

p( ﬁ 1) vielen aus  J(f1,..., f») (4.64)

Sei m ohne Einschrinkung der Allgemeinheit aus den (p — 1) ersten Zeilen und
Spalten der Jacobimatrix J(f, ..., f,). Dann hat man zu entscheiden, ob die Folge

fla"'afpaMla"'aMnfl (465)

eine transversale Folge aufierhalb der Hyperfliche V (mM(1,...,p — 1,n)) ist. Falls
dies der Fall ist, so wendet man das im Satz 26 beschriebene Verfahren an. Im
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andern Fall wihlt man einen anderen (p — 1)—Minor aus J(fy,..., f,) neu aus und
wiederholt die Prozedur.

Wir erzeugen durch eine Vorrechnung lokale Beschreibungen von polaren Varietéten,
indem wir zu jedem festen gewéihlten (p — 1)—Minor m € ®[ Xy, ..., X,,] der Jacobi-
matrix J(fi,..., f,), zuerst eine transversale regulire Folge

fla"'afpaMpa"'aMnfl

auBerhalb der Hyperfliche V(mM,) := {z € €"| m(x)M,(x) = 0} aufbauen, wenn
dies moglich ist. Fiir einen solchen (p—1)—Minor m kénnen wir mit dem Satz 26, ein
Netzwerk A (™) konstruieren, welches entscheidet, ob die polare Varietiit (Wo1)mr,,
null-dimensional ist. Wenn dies der Fall ist, wird diese Varietét (W,,_1)ma, durch
eine transversale null-dimensionale Folge auBerhalb der Hyperfliche V(m,) be-
schrieben. Das arithmetische Netzwerk N™ im Beweis des Satzes 26 kodiert die
Punkte dieser Varietéit. Wir vervollstindigen diese Methode, indem wir das Verfah-
ren im Satz 26 fiir jeden (p — 1)—Minoren in der Jacobimatrix J(fi,..., f,) laufen
lassen. Die entstehenden Netzwerke A'™ hintereinander verknupfen: Wir erhalten
damit ein Netzwerk N, welche mindestens einen Punkt in jeder irreduziblen Kom-
ponente von V := W N IR™ kodiert. Die Grofle dieses Netzwerkes ist

(p " 1) L(nds")°W. (4.66)

Wir haben nun das folgende Theorem bewiesen

Satz 27
Seien die Bezeichnungen und Voraussetzungen wie vorhin. Wir setzen weiterhin vor-
aus, dafs die Polynome f1,..., f, ein reduzierte Folge bilden und die reelle Varietit

V i=WnNIR" beschrinkt und (fi, ..., f,)—glatt ist. Dann existiert ein arithmetisches
Netzwerk mit Parametern in @), welches mindestens einen reprdsentativen Punkt in
jeder Zusammenhangskomponente der reellen Varietit V' findet. Die Grofle dieses
Netzes ist (pfl)L(nd(S’)O(l), wobei ' der geeignet definierte, mazimale Grad aller im
Verfahren auftretenden transversalen Folge ist.

Bemerkung 15 Offensichtlich erhdlt man das erste Komplexititsergebnis fiir den
Hyperflichenfall, indem man p =1 setzt.



Kapitel 5

(GGenerische Koordinaten

Im Abschnitt 3.3 hatten wir ein auf dem Satz von Bertini beruhendes Verfahren
zur Transformation der Variablen in generische Position beziiglich einer Hyperfliche
beschrieben. Wir wollen jetzt eine von der Komplexitit her effektivere Methode
dafiir beschreiben.

Wir werden hier eine Methode ableiten, die auch auf der geometrischen Losung
einer affinen Varietit aulerhalb einer gewissen Hyperfldche beruht. Die Komplexitét
dieser Methode wird von gleicher Struktur sein wie die der Algorithmen im Kapitel
3, die Gesamtkosten der Algorithmen nicht vergréfert.

Wir entwickeln die Methode fiir den Hyperflichenfall, fiir den vollstéindigen Durch-
schnitt kann man eine analoge Methode beschreiben.

Wir setzen zunéchst voraus, daBl f € @[X, ..., X,] ein quadratfreies Polynom ist,
das eine regulidre Gleichung einer reellen Hyperfliche beschreibt. Gesucht ist ein
Koordinatenwechsel X = AY, so daf sich die Hyperflichen definiert durch

afA of4
A
... 5.1
f Y an? Y aK ( )
fiir jedes 7, 1 <1¢ < n — 1 transversal schneiden. Dabei ist

F(Xy,.. ., X)) = FAY) = fA(V, .. ). (5.2)

Wir betrachten einen Koordinatenwechsel X = A(Z)Y, wobei die Transformations-
matrix A(Z) fiir jedes i, 1 < i < n — 1, dieselbe Parametermatrix ist, und zwar
wihlen wir A(Z) nach (4.11), d.h.

1 0 0
Za 1 1 0 0
Az)=| P Ze2 (1) , (5.3)
anl,l . anl,n72 1 0
Zn 1 . Zn,n—l 1

70
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Dabei haben wir die Bezeichnung Z := (Z1, ..., Z,n—1) fiir die Parameter benutzt.

afA(Z) af

1<k<i,1<i<n-1. 5.4
oY, aX,fL]zk:+1 ’“aX shshistsn (5.4)
Sei die Bezeichnung
ofAZ) ofAZ)
Fy = F = 9.9
0 f7 1 85/1 ) ) aifz ( )
eingefiihrt.
Dann interessiert uns der Morphismus
n nnl) i+1
q)z' O X ¢ = C (5 6)
(z,2) — ®;(x, 2), '
wobei
Di(z,2) = (o), Fi(),..., Fi(x)).
Die Jacobimatrix Jx z(®;) von ®; ist durch
om,  OR OR  _oR
; ((I) ) (aq) aq) > 3)‘(1 3)‘(71 3Z‘2,1 3Zn:n—1
X,Z : : : :
aX aZ OF; OF; OF; oF;
X, ' 90Xy 0Zzg " 0Zpn1
gegeben.
Mit der Definition der F} sowie obiger Ableitungen erhalten wir
0 0
8_)?1 3}5 03 ()a e e 0 0 0
*11 e ki a_)é 3)gn 0o --- 0 0 0 5.7
: L0 00 0|’
0 0
¥@1 0 Kam 0000 0o 0- 37@% TX% 0 0

wobei die Sterne #,, 1 <7 <i, 1 <s<mn,in (5.7) die folgende Gestalt haben:

e 92 f
e = ox ox, | Z " IX,0X,’

Jj=r+1

Die Jacobimatrix Jy (®;) ist eine (i + 1) x (n + ") _Matrix.

Mit Jx(®P;) bezeichnen wir die ((i4 1) x n)—Tellmatrlx der Jacobimatrix Jx z(®;)),
welche aus den ersten partiellen Ableitungen der Polynome Fy, ..., F;nach Xy,..., X,
besteht, d.h.
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o

X1 Xn

Tx(®) = | 0 R (5.8)
*(l)l PR PR *(l)n

Sei A(®;) die gemeinsamen Nullstellen aller nicht identisch verschwindenden (i +
1)—Minoren der Teilmatrix Jy(®;). Das aus aller (i + 1)—Minoren der Teilmatrix
Jx (®;) erzeugende Ideal J7'(Z) ist das Verschwindungsideal von A(®;):

A(®:) = V(J1'(2)) (5.9)

Sei P C JP*(Z) ein mininales Primideal mit der Komponenten C' C A(®;). Dann ist
die Hohe von P kleiner oder gleich n — (i 4+ 1) +1 = n — i (vgl. [Mat94]). Damit gilt

dimW —dimC <n —i. (5.10)

Hieraus folgt
dimC > dim W —n + . (5.11)

Die Kodimension des Ideals J"(®;) ist hochstens n — ¢ und das Ideal wird von

hochstens n —4 Polynomen erzeugt, welche eine regulére Folge bilden. Mit ¥; sei der

Durchschnitt in €™ x ¢*“5 der Phaser ®;'(0) mit A(®;), d.h.

Ei = {(1‘,2) - (I)Z_I(O)| M(jl, .. .,ji+1)(]},2) = 0, 1< jl < ... < ji-l—l < n}, (512)

wobei M (j1,...,ji+1) der aus den Spalten j; ... j;+1 bestehende (i + 1)—Minor von
Jx (®;) ist. Dann ist die Diskriminante €2; des Morphismus ®; die Projektion von ¥;

. n(n—1)
in den Parameterraum €'~z :

n(n—1)

Qi={zeC 7 |(z,2)€y;, firein ze€C"} (5.13)

Bezeichnet man mit m denjenigen i—Minor von Jx z(®;), der aus den ersten i Zeilen
und Spalten von Jy z(®;) gebildet ist, so soll ¥; auBerhalb der Hyperfliche

Vim) = {(z,2) € € x €| m(x, 2) = 0} (5.14)
mit
(S), =5\ V(m) = 1(0) N (A(P;))m (5.15)

bezeichnet werden.

Analog wie beim Beweis von Behauptung 22 erhalten wir mit dem Wechsellemma
21 (%) =

{(z,a) € ®1(0)| m(z,a) £ 0, M(L,...,i,))(z,@) =0, € {i+1,...,n}}, (5.16)
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wobei M(1,...,4,1) den aus den ersten i Spalten und der Spalte [ bestehenden
(i + 1)—Minor der Teilmatrix Jx (®) der Jacobimatrix J(®) bezeichnet.

Die Varietit 3; ist auflerhalb der Hyperﬂéiche

{(z,2) e "

(z,2) = 0},
durch die Polynome

n

+Z Xz

l I=i+1

Fo=fF =
0 fa 1 — aXl—i_lzl—:l_l Xl

und
M(,...;0,i+1)=M(1,...,i,i+2)=...=M(1,...,i,n) =0,

beschrieben.

Unter der Voraussetzung, dafl die reelle Varietéit V := W N IR™ beschriankt ist, ist

die Projektion
1V x RM=D/2 _y prn-1)/2 (5.17)

echt , d.h. das Urbild 7' (K) einer kompakten Menge K von Parametern in [R™"~1)/2
ist in V' x IR™™=1)/2 kompakt. Wir finden nach dem Hauptlemma 11 im Kapitel 3, eine
offene und dichte Menge U; C IR™"~D/2 yon Parametern, so daf§ die Einschrinkung
des Morphismus in (5.17) auf V' x U; den maximalen Rang n(n — 1)/2 hat. Die
Einschrankung des Morphismus 7 auf V' x U; bestimmt also eine Fibration, (vgl.
Ehreshman’s Lemma [BRI0])

7r*1(2/{,~) - V x U
AWV 3 . (5.18)
U
Die Diskriminante
Qi = 7m(%) (5.19)
ist abgeschlossen.
Da der Index i beliebig fest gewéhlt war, konnen wir fiir die Indizes 1,...,n — 1
offene und dichte Menge von Parametern
U,... .U c R (5.20)

finden, so daf3 die Einschrinkung des Morphismus 7 auf
V x (Lﬁ ﬂZ/[Q Nn... ﬂL[n_l) (521)
den maximalen Rang n(n — 1)/2 hat und eine Fibration induziert

' U) - V x U

. . (5.22)
U
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wobei U :=U; N ...NU,_, gesetzt ist.
Sei

n(n—1)

TV xU— R 7 (5.23)

die Einschrankung des Morphismus 7 auf V' x U, wobei
U:=UNUy NN Up—r)

ist.

Seien der Index 1 < i < n —1 fixiert und Fy, := M(1,...,i,k) firk =i+ 1,...,n
gesetzt.

Bemerkung 16
Unter den Voraussetzungen, daf$ die reelle Varietit

V=WnR"={zc R f(z) =0}

nichtleer und glatt ist, konnen wir ohne Einschrinkung der Allgemeinheit nach dem
Hauptlemma 11 schlufSfolgern, daff wir eine residuelle Menge von Parametern z €
o finden kénnen, so daff aus der Koordinatentransformation X = A(z)Y

nichtleere komplexe polare Varietiten

Wiy={xe " Fy(z)=...=F(z,2) =0, rkJx(Fp,....,F;)=i+1} (5.24)
aufgebaut werden.

Die Koordinatentransformation X = AY impliziert die folgende Gleichung der Ja-
cobimatrizen

afA(z) afA(z) af af
A(2) — L
JY (f y ale goaey 8Y; JX f, 8X1 goaey 8;I,‘Z A(Z) (525)

Eine Deutung des Hauptlemmas 11 im Kapitel 3 auf (5.25) lautet nun

n(n—1)

Fiir eine generische Wahl der Parameter z € (' ist der Rang der Matrix

A(z)
JY (f ) ayvl Yty a)/l

maximal und gleich i 4+ 1. Unter Beachtung der Gleichung (5.25) ist demzufolge der
Rang der Jacobimatrix
of of )

JX (f,a—)(l,,aXl

maximal gleich ¢ + 1.

Die Bestimmung einer residuelle Menge wie in Bemerkung 16 wird durch die Ver-
meidung einer Hyperfliche in e erfolgen, welche die Diskriminante 2; des
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Morphismus ®; beschreibt. Diese Diskriminante 148t sich unter den Voraussetzungen
in der Bemerkung 16 mit den symbolisch geometrischen Algorithmus in [GHH97]
parametrisieren (vgl. [GS99] zur Losung parametrischer iiberbestimmter Systeme).

Wir finden mit dem Hauptlemma 11 in Kapitel 3 eine residuelle Menge U; von
n(n—1)

Parametern in €'~ 2z, so daf} der singulidre Ort des Morphismus ®; eingeschrinkt
auf €™ x U;, durch die transversale Folge

Fo,....Fy,Fipr, .. Fy (5.26)

auflerhalb der Hyperflache

n(n—1)

V(m)={(z,2) € " x €~ = | m(z,z) =0}

beschrieben wird.

Sei
U =N (5.27)

Wir betrachten von nun an nur die Einschrankung des Morphismus ®; auf €™ x U.

Die Folge Fy, ..., F;, Fi1q,..., F, bildet also eine transversale Folge von Polynomen
in QXy,...,Xn, Zo1,..., Znn—1] auBerhalb der Hyperfliche

n(n—1)

V(m):={(z,2) € C"* = | m(z,2) = 0}.

Mit D]@ bezeichnen wir den affinen Grad der transversalen Folge
Fo, ..., F;

auflerhalb der Hyperfliche V (m), fiir 0 < j <.
Mit | |
D = max{D\| 1 < j <n} (5.28)

bezeichnen wir den affinen Grad der transversalen Folge
Fo,....,F;,Fiiq1,..., F,
auflerhalb der Hyperfliche V (m). Sei
D :=max{DV|1< i< n}. (5.29)
Aus der Bezout-Ungleichung erhalten wir eine Schranke fiir D® und D:
DO < @ (i +1)(d— )] < (i + 1) ldn (5.30)

D:=max{DP|1<i<n—-1} < max (k" gntt, (5.31)
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Sei der Index ¢ beliebig und fest 1 < ¢ < n — 1. Mit m bezeichnen wir wie oben den
aus den ersten i Zeilen und Spalten der Jacobimatrix Jx (Fp, ..., F;) bestehenden
(1)—Minor. Unter den Voraussetzungen in Bemerkung 16 bilden die Polynome

Fo,...,Fi,Fipr,...,F, €Q[Xy,..., X0, Zo1,..., Zpn-1]

eine transversale Folge aulerhalb der Hyperfliiche V' (m), und beschreiben den sin-
guldren Ort ¥; := Sing ;.

Wir fassen im folgenden Theorem das Ergebnis iiber die generische Darstellung der
Koordinaten X1, ..., X, beziiglich einer Hyperfliche {x € €"|f(z) = 0} zusammen.
Dieses Verfahren ist eine Anpassung des in [GS99] veréffentlichten Algorithmus zur
Lésung iiberbestimmter polynomialer Systeme.

Satz 28 (Generische Koordinaten)

Seien n,d, L nichtnegative ganze Zahlen. Wir setzen voraus, dafS ein divisionsfreies
Straight-Line Programm [ in @Q[X1,..., X, mit Grifle L derart gegeben ist, daf$ 3
ein nichtkonstantes quadratfreies Polynom f € ®[Xy,. .., X,] von der Gradschranke
d darstellt. Dann gibt es ein arithmetisches Netzwerk mit Parametern in @), und der
Grife (ndDL)°WM | welches aus dem Straight-Line Programm (3 ein arithmetisches
v Netzwerk erzeugt. Das Netzwerk v hat eine Grofe (ndDL)°Y) und erzeugt eine
requldre untere (n X n)— Dreiecksmatriz

1 0o ... e ... 0
22,1 1 0 ce C 0
Az) = | B0 om2 L0 (5.32)
Zn—1,0 v eev Zn—1m—2 1 0
Zpd e e e Zpp—1 1

Die Koordinatentransformation X = A(2)Y mit A(z) nach 5.32 bewirkt, daff die

Variablen Yy, ..., Y, in generischer Position beziiglich der Varietdt
~ 0f P (y) 0" (y)
W, = C" APy = P = = et =0 5.33
{ye € () v, o } (5.33)
sind.
Beweis:

Sei der Index 7, 1 <7 < n—1 beliebig aber fest. Da der Morphismus ®; eingeschrénkt
auf €™ x U ist, bildet die Folge

FU:"':E:E+17"'7FTL
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eine transversale Folge aulerhalb der Hyperfliche V' (m).
Wir wollen die Parameter der reguldr Matrix A(z) auflerhalb der Diskriminante €;,
der Abbildung ®; bestimmen.

1. Im ersten Schritt des Beweises geben wir eine geometrische Losung der trans-
versalen Folge von Polynomen

Fo,...,F;,Fii1,..., Fy,, (5.34)
auferhalb der Hyperfliche V(m) = {(z,2) € €™ "Y/2| m(z,z) = 0} an.
Der singuléire Ort SingW; 148t sich als eine Hyperfliche in i parametri-
sieren.

2. Im zweiten Schritt bestimmen wir die Parameter Z5,,..., 7, ,_1 auflerhalb

der Vereinigung U} 'Q);.

Die auf diese Weise gewiihlten Parameter z € €™ /2 liegen nicht in der Diskri-
minante 2;, da fiir jedes x € €™ mit ®;(z, z) = 0 der Punkt (z, 2) keine Losung des
Systems

Fo(z,z) =...=Fi(z,2) = Fiyi(z,2) = ... = Fp(z,2) =0

n(n—1)

ist, welches ¥; auflerhalb der Hyperfliche {(z,2) € €™ x €= | m(z,2) = 0}
beschreibt.

Sei

n(n—1)

T VXU C (5.35)

die Einschrankung des Morphismus 7 auf €™ x U, wobei
Uu:.= (Z/{l ﬂZ/IQH...ﬂZ/{n,l)

ist. Wir wollen diese Projektion mit einer Eliminationsprozedur beschreiben und
damit auch eine Prozedur zur Vermeidung der Diskriminante €2; aufbauen:

Bemerkung 17

Der Morphismus 7 : €™ x @™"=D/2 — ©™=1/2 st allgemein nicht echt, und die
Diskriminante €0 allgemein nicht abgeschlossen. Wenn wir in diesem Fall von den
definierenden Gleichungen der Diskriminanten sprechen, so meinen wir die Glei-
chungen, die den Zariski—Abschluf$ von §2 definieren.

Da nach Bemerkung 16 die komplexe polare Varietit W; fiir jeden Index i,1 <1 <
n — 1 nichtleer ist und die Projektion 7 : €™ x U — ¢™5 die Einschriankung

n(n—1)

von 7 auf " x € beschreibt, konnen wir die ersten Variablen Xi,..., X,
eliminieren, indem wir das System

Fo,...,Fypy (5.36)
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auflerhalb der Hyperfliche {(z, z) € €™ x ¢ | m(x, z) = 0} losen (vgl. Satz 26).
Wir finden ein arithmetisches Netzwerk mit Parametern in @(Z), welches die Grofie
(ndLD)°M hat. Das Netzwerk erzeugt ein Straight-Line Programm, welches eine
geometrische Losung der transversalen Folge in (5.36) kodiert. Diese Losung besteht
aus

e dem primitiv minimalen Polynom des primitiven Elementes X,
q S @[Xna Z?,l) ey Zn,n—l];

e der Diskriminante p € ®[Z21,. .., Zn 1] Vo1 ¢
e den Polynomen vy,...,v, € Q[ Xn, Zo1, .-, Zpn-1]-
Diese Polynome haben die folgenden Eigenschaften:

1. Der Grad des minimalen Polynoms ¢ in der Variable X, ist

degy, q= DD,

2. Die Grade der Polynome vy, ..., v, in der Variable X, sind nach oben durch
D® beschréinkt: max{degy v;| 1 <j<n} < DO,

3. (F07 By Fi, Fn—l)mg = (‘J(xn)a Ul(xn)a e avn(xn))mg-

Eine Anwendung des Lemmas 18 zur Bestimmung der Resultante des Ideals
(Fo,.., Fiy Fivqy oo o Fy)m

und des Polynoms F), ergibt die gewiinschte Wahl der Parameter auflerhalb der
Diskriminante €2;. Das Polynom

F, = F,( ) (5.37)

liegt in @[T, Zs,1, ..., Znpn—1] und ist Nichtnullteiler in der Algebra
B, = Ro|Zos,. .. Zumsl/(Foy ..., FoFie, ..., Fuy), (5.38)

wobei Ry als Ry :=@Q[X}, ..., X,] definiert ist. Das Konstantenglied
e QZs,- .., Znni] (5.39)

der Homothetie 7z , welche durch die Multiplikation mit F,, in B, definiert ist, hat
den Grad

deg CS) = DD < @+ [(i + 1)(d — D] < (i + 1)" i (5.40)
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Unter Benutzung der Behauptung 9 finden wir Parameter
a2,1,--+,0pn-1 E@

mit der Eigenschaft, dafl der Wert von C’éi) in diesen Parametern von Null verschie-
den ist.

Cag1, .-, ann_1) #0. (5.41)

Eine Schranke der Hohe dieser Parameter ist durch die Zahl
max{ht(ap))|i +1 <k <mn, 1 <1 <i} <2+ —2)(2" +1)? (5.42)
gegeben, wobei die Ungleichung
"< (n+1)logyd+ (n—i)log,(i +1) (5.43)

gilt.

Eine lokale Beschreibung der Diskriminante des Morphismus ®; erreichen wir, indem

wir zuerst eine regulidre untere ("("2*1) X ”("2*1))—Dreieckmatrix B mit rationalen

Koeffizienten finden, welche die Parameter

72,1 Z2,1
7 = : =B : =: BZ" (5.44)
7n,n—l Zn,n—l

in Noether—Position bzgl. des Zariski-Abschlufes

V(F(), ey Fn—l) \ V(m) U SZTLg W =

t_ nt,_ _ _ n(n—1 _
(20, 2D 7, Z) e x 0 a0 =0} )
0

0

darstellen, und eine geometrische Losung des Systems (5.34) auflerhalb der Hyper-
fliche V(m) bestimmen (vgl. [GS99]). Diese geometrische Lsung besteht aus

e dem primitiv minimalen Polynom des primitiven Elementes Zs ;,

q ,(72,1) € @[73,1, coes L [T

e der Diskriminante o0 € Q[Z31,..., Zpn 1] von q
e den Polynomen v, /,...,v," € Q[Z31,..., Znn-1][T).
Diese Polynome haben die folgenden Eigenschaften:

1. Der Grad des minimalen Polynoms ¢ in der Variable X, ist

degz, ¢ = (i+1)(d—1)DY.
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2. Die Grade der Polynome v; ', ..., v, " in der Variable Z, ; sind nach oben durch
(i+1)(d—1)D" beschriinkt: max{deg, v;'|1<j <n} < (i+1)(d—1)D®.

3. (F(), ceey E, F1i+17 Caeey Fn)mg = (q ,(7271), () ,(22,1), .y Up 1(72,1))771@-

Bemerkung 18 Die Pa@meter 291,y Znn—1 lassen sich mit der inverse Matriz
B~ berechnen Z! = B~'Z.

Da der Grad des minimalen Polynoms q ' in Zyy kleiner als D ist, finden wir

unendlich viele Punkte 2z, € @ mit q '(221) # 0, und somit auch unendlich viele
n(n—1)

Punkte z = (221,...,2n—1n) €Q~ 2z  auferhalb urs ;. n

Satz 29 (generische Koordinaten)

Sei der Index i,0 < i < n — 1 fest gegeben. Seien n,d, D, L nichtnegative ganze
Zahlen. Wir setzen voraus, daff ein divisionsfreies Straight—Line Programm (3 in
R X1, ..., X, mit Grofle L und Tiefe ¢ gegeben ist, welches die reduzierte Folge von
Polynomen fi,..., f, €Q[Xy,..., X,] mit der Gradschranke d auswertet. Dann gibt
es ein arithmetisches Netzwerk mit Parametern in @, und der Grife L(ndD®)0M),
welches die Koordinaten Xy, ..., X, in generischer Position beziiglich

Wi=WnA;, 1<i<n—p

darstellt, wobei A; die durch alle p—Minoren der Untermatriz der Jacobimatriz
J(f1,-.., fp) definiert ist, die aus den Spalten {1, ..., i+p—1} dieser Matriz besteht.
Das Netzwerk wertet das Straight—Line Programm (3 aus und erzeugt ein Straight—
Line Programm der Grife L(ndD®)°0) welcher eine requlire (n x n)— Unterdrei-
ecksmatrix

1 0 ... . .. 0
02,1 1 0 e e 0
A(E) = as3,1 as,2 1 0 ce , (546)
. ' 1 ' .
ap-11 -+ «++ Qp_1p-—2 1 0
Qn,1 e e C Gpon—1 1

generiert. Diese Matriz ist zur koordinaten Transformation X = A(@)Y assoziert,
und die Variablen Xy,..., X, sind in generischer Position beziiglich der algebrai-
schen Menge W;, 1 <1 < n — p dargestellt.

Dieser Satz ist die Verallgemeinerung des im Kapitel 5 bewiesenen Satzes 28 fiir den
Hyperflachenfall. Sein Beweis 148t sich bis auf einigen technischen Umformungen,
wie den des Satzes 28 durchfiihren.
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bzgl. beziiglich

d.h. das heif}t

vgl. vergleich[e]

z.B. zum Beispiel

0 leere Menge

N Menge der nicht negativen ganzen Zahlen

Z Menge der ganzen Zahlen

® Menge der rationalen Zahlen

R Menge der reellen Zahlen

R n-dimensionaler Euklidischer Raum

¢ Menge der komplexen Zahlen

(e n-dimensionaler komplexer Raum

X, ..., X, Koordinaten

Z[Xy,...,X,] Polynomialer Ring mit ganzen Koeffizienten

R X1, ..., X,] Polynomialer Ring mit rationalen Koeffizienten

R[X,,...,X,] Polynomialer Ring mit reellen Koeffizienten

CXy, ..., X,] Polynomialer Ring mit komplexen Koeffizienten.

fioooos fp Polynome in Q[X7,...,X,]

d maximaler Grad der Polynome fi,..., f,

) geometrischer Grad

0 reeller Grad

J(frs--s fp) Jacobimatrix von fi,..., f,

m,m (p — 1)—Minoren in J(fi,..., f,)

M(iy, ..., i) der aus den Spalten iy,...,7,) bestehende p—Minor von
J(fry--oy o)

V(m) die durch m beschriebene Hyperfliche

W :=V(fi,..., fp) | dievon fi,..., f, definierte Varietit

(fio-os fp) das von fi,..., f, erzeugte Ideal

\/(fl, e o) das radikale Ideal von (fy,..., fp)

Sing W die Menge der singuldren Punkte in W

(X der lineare Raum {z € C"| z;11 = ... =z, = 0}




Symbole ii

A; die Determinanten Varietédt, welche durch p—Minoren der
Spalten 1,...,p+i—1in J(fi,..., f,) beschrieben ist

(A))m (A)\V(m) 1<i<n-—p

W; Wna 1<i<n-—p

W; die zum linearen Raum X' assoziierte polare Varietit
W; \ Sing W

Vi die zum linearen Raum X' assoziierte reelle polare Varietit
W, N R"

U,u primitives Element einer polynomialen Ringerweiterung

q minimales Polynom des primitiven Elementes u

0:=1I/— 0 Diskriminante des minimalen Polynoms ¢

Vi, .oy Up Polynome in @[T]

o] arithmetischer Schaltkreis

L Grofle von

l nichtskalare Tiefe von (3

N arithmetisches Netzwerk

ad/f,i partiellen Ableitung nach X;, 1 <i<mn
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