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Abstract

This dissertation deals with geometric algorithms for solving real multivariate poly-

nomial equation systems, that de�ne a reduced regular sequence (cf. subsection 2:2).

Real solving means that one has to �nd at least one real point in each connected

component of a real compact and smooth variety V := W \ IR
n.

The main point of this thesis is the use of a complex symbolic geometric algorithm,

which is designed for an algebraically closed �eld and was published in the papers

[GHM+98] and [GHH+97]. The models of computation are straight{line programms

and arithmetic Networks with parameters in lQ. Let the polynomials be given by

a division{free straight{line programm of size L. A geometric solution for the sys-

tem of equations given by the regular sequence consists in a primitiv element of the

ring extension associated with the system, a minimal polynomial of this primitive

element and a parametrization of the coordinates. This representation has a long

history going back to Leopold Kronecker [Kro82]. The time{complexity of our al-

gorithms turns out to be linear in L and polynomial with respect to n; d; � or �0,

respectively. Here n denotes the number of variables, d is an upper bound of the

degrees of the polynomials involved in the system, � and �0 are geometric invariants

representing the maximum of the a�ne (geometric) degree of the system under con-

sideration and the a�ne (geometric) degree of suitable polar varieties (cf. [Hei83]

for the (geometric) degree).

The application of an algorithm running in the complex numbers to solve poly-

nomial equations in the real case becomes possible by the introduction of polar

varieties (cf. [BGHM97]). The polar varieties introduced for this purpose prove to

be the corner{stone and the preliminary tool for the e�cient use of the geometric

algorithm mentioned above. An incremental algorithm is designed to �nd at least

one real point on each connected component of the zero set de�ned by the input

under the assumption that the given semialgebraic set V = W \ IR
n is a bounded,

smooth (local) complete intersection manifold in IR
n. The increment of the new

algorithm is the codimension of the polar varieties under consideration. The main

theorems are Theorem 17 on page 39 for the hypersurface case, and Theorem 27 on

page 69 for the complete intersection as well as the statement in the introduction of

this thesis on page 6.

Keywords:

a�ne (geometric) degree, geometric algorithm, straight{line program and arithmetic

network, polar variety.



Zusammenfassung

Diese Arbeit beinhaltet geometrische Algorithmen zur L�osung reeller polynomialer

Gleichungssysteme mit rationalen Koe�zienten, wobei die Polynome eine reduzierte

regul�are Folge bilden (vgl. Abschnitt 2.2). Unter reellem L�osen verstehen wir hier die

Bestimmung eines Punktes in jeder Zusammenhangskomponente einer kompakten

glatten reellen Variet�at V := W \ IR
n.

Im Mittelpunkt steht die Anwendung des f�ur den algebraisch abgeschlossenen Fall

ver�o�entlichten symbolischen geometrischen Algorithmus nach [GHM+98] und

[GHH+97]. Die Berechenungsmodelle sind Straight{Line Programme und arithmeti-

sche Netzwerke mit Parametern in lQ. Die Input{Polynome sind durch ein Straight{

Line Programm der Gr�o�e L gegeben. Eine geometrische L�osung des Input{Glei-

chungssystems besteht aus einem primitiven Element der Ringerweiterung, welche

durch die Nullstellen des Systems beschrieben ist, aus einem mininalen Polynom die-

ses primitiven Elements, und aus den Parametrisierungen der Koordinaten. Diese

Darstellung der L�osung hat eine lange Geschichte und geht mindestens auf Leopold

Kronecker [Kro82] zur�uck. Die Komplexit�at des in dieser Arbeit begr�undeten Algo-

rithmus erweist sich als linear in L und polynomial bez�uglich n; d; � bzw. � 0, wobei

n die Anzahl der Variablen und d eine Gradschranke der Polynome im System ist.

Die Gr�o�en � und �
0 sind geometrische Invarianten, die das Maximum der Grade

des Inputsystems und geeigneter polarer Variet�aten repr�asentieren (bzgl. des (geo-

metrischen) Grades vgl. [Hei83]).

Die Anwendung eines Algorithmus �uber den komplexen Zahlen auf das L�osen von

polynomialen Gleichungen im Reellen wird durch die Einf�urung polarer Variet�aten

m�oglich (vgl. [BGHM97]). Die polaren Variet�aten sind das Kernst�uck und das vor-

bereitende Werzeug zur e�zienten Nutzung des oben erw�ahnten geometrischen Al-

gorithmus. Es wird ein inkrementelles Verfahren zur Au�ndung reeller Punkte in

jeder Zusammenhangskomponente der Nullstellenmenge des Inputsystems abgelei-

tet, welches einen beschr�ankten glatten (lokalen) vollst�andigen Durchschnitt in IR
n

beschreibt. Das Inkrement des Algorithmus ist die Kodimension der polaren Va-

riet�aten. Die Haupts�atze sind Satz 17 auf Seite 39 f�ur den Hyper
�achenfall, und

Satz 27 auf Seite 69, sowie die Aussage in der Einf�uhrung dieser Arbeit, Seite 6 f�ur

den vollst�andigen Durchschnitt.

Schlagw�orter:

a�ner (geometrischer) Grad, geometrischer Algorithmus, Straight{Line Programm

und arithmetisches Netzwerk, polare Variet�at.
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How to Solve It

\ It would be a mistake to think that solving problems is a purely \ intel-

lectual a�air "; determination and emotions play an important role.

Lukewarm determination and sleepy consent to do a little something

may be enough for a routine problem in classroom. But, to solve a

serious scienti�c problem, will power is needed that can outlast years

of toil and bitter disappointments. "

G. Polya A New Aspect of Mathematical Method, Princeton University Press

Je d�edie ce Document �a ma Famille, ma tante Ernestine Nnemele Zom-

bou, ma grande m�ere Anne Ngamga, ma maman Jacqueline Ngahane

Nguele mon Papa Pierre Lebel Nguele et mon oncle Charles Zombou.

Ils m'ont soutenu pendant mon long s�ejour �a Berlin.

�A Michel Emmanuel Abata, Marie-Solange Oyama et �a tous ceux des

miens qui m'ont quitt�e pendant la r�edaction de ce chef d'oeuvres.

Blues On The Bayou

\ In the case you're interested, my favorite is \ I'll Survive, " a Song I

wrote back in the Fifties. I sang it then, but I'm not sure I understood

it.

Now I know the meaning of survival. "

B. B. King as told to David Ritz
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Kapitel 1

Einf�uhrung

Im Mittelpunkt dieser Dissertation stehen die reellen L�osungen eines multivariaten

polynomialen Gleichungssystems mit rationalen Koe�zienten. Die L�osungsmenge

eines Systems polynomialer Gleichungen wird eine a�ne algebraische Variet�at ge-

nannt. Wir benutzen die kurze Form Variet�at, da wir stets in a�nen R�aumen IRn

oder lCn und ausschlie�lich mit Polynomen arbeiten.

Entscheidend zur Bestimmung reeller L�osungen von Gleichungen und Ungleichun-

gen war das von Sturm 1829 in l'Academie Royale des Sciences formulierte Theo-

rem, [Stu35]. Das Theorem gibt ein auf dem euklidischen Algorithmus basierendes

Verfahren zur Aufz�ahlung reeller Nullstellen eines univariaten Polynoms in einem

vorgegebenen Intervall an. Das Sturm'sche Verfahren generierte seiner Zeit einen

von Sylvester genannten
"
Zyklus von Sturm'schen Ideen \. Das sind Folgen auf

dem Sturm'schen Theorem basierender Arbeiten, die von ber�uhmten Gelehrten, wie

Sylvester, Cayley, Hermite und sp�ater Kronecker verfa�t wurden. Die algebraische

Deutung des Beweises von Sturm hat sich historisch gesehen auf drei verschiede-

nen Wegen vollzogen. In erster Linie zeigten Hermite, [Her53] und Sylvester, [Syl53]

eine Verallgemeinerung des Sturm'schen Theorems auf multivariate Gleichungen,

indem sie die Beziehung zwischen der algebraischen Eliminationstheorie und der

Theorie der quadratischen Formen zeigten. In zweiter Linie gab die durch Artin und

Schreier, [AS26] dargestellte Konstruktion reeller K�orper eine allgemeine algebrai-

sche Grundlage der Theorie der Gleichungen und Ungleichungen. Drittens verallge-

meinerte Tarski das Sturm'sche Theorem auf ein gemischtes System von Gleichun-

gen und Ungleichungen und de�nierte die Methode der Quantorenelimination f�ur

die elementare Theorie geordneter K�orper reeller Zahlen und reeller abgeschlossener

K�orper. Erst nach dem Resultat von A. Robinson konnte der Parallelismus zwischen

reell abgeschlossenen K�orpern und algebraisch abgeschlossenen K�orpern gezeigt wer-

den. Das Sturm'sche Theorem im reell abgeschlossenen K�orper wurde mit diesem

Resultat das Analogon des Hilbert'schen Nullstellensatzes in algebraisch abgeschlos-

senen K�orpern. Dieser mehr als ein Jahrhundert bestehende Parallelismus zeigt, da�

sich Methoden zum L�osen algebraischer Gleichungen in algebraisch abgeschlossenen

1
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K�orpern nur mit erheblichen Schwierigkeiten auf das Reelle anwenden lassen.

Mit dieser Arbeit wird versucht eine direkte Anwendung eines im algebraisch ab-

geschlossenen Fall aufgebauten geometrischen L�osungsalgorithmus auf die Bestim-

mung von reellen Nullstellen eines polynomialen Gleichungssystems zu begr�unden.

Die Grundidee f�ur diese Anwendung ist in der Arbeit in [GHM+98] gelegt worden.

Unter geeigneten Voraussetzungen, die sp�ater erkl�art werden, bauen wir einen in-

krementellen Algorithmus auf, welcher ausgehend von einem System gegeben durch

eine reduzierte regul�are Folge (vgl. Abschnitt 2:2)

f1; : : : ; fp 2 lQ[X1; : : : ; Xn]; p � n (1.1)

einen reellen repr�asentativen Punkt in jeder Zusammenhangskomponente der Va-

riet�at

V (f1; : : : ; fp) \ IR
n := fx 2 IR

njf1(x) = : : : = fp(x) = 0g (1.2)

�ndet.

Unser Verfahren besteht aus zwei Hauptschritten: einem Vorbereitungsschritt und

einem symbolisch geometrischen L�osungsalgorithmus.

1. Der Vorbereitungsschritt besteht aus dem Aufbau gewisser polarer Variet�aten,

welche das Hinzuf�ugen gewisser Polynome, p�Minoren Mp : : :Mn�1 der Ja-

cobimatrix J(f1; : : : ; fp); zu dem System f1; : : : ; fp erm�oglichen, so da� die

entstehende Folge

f1; : : : ; fp;Mp; : : : ;Mn�1 (1.3)

eine transversale Folge au�erhalb der Vereinigung

V (m) [ Sing V (f1; : : : ; fp) (1.4)

der Hyper
�ache V (m) := fx 2 lC
nj m(x) = 0g mit der Menge der singul�aren

Punkten SingV (f1; : : : ; fp) in V (f1; : : : ; fp) ist, wobei m 2 lQ[X1; : : : ; Xn] ein

gewisser (p� 1)�Minor der Jacobimatrix J(f1; : : : ; fp) ist (vgl. De�nition 4).

2. Eine geometrische L�osung des Systems (1:3) au�erhalb

V (m) [ Sing V (f1; : : : ; fp)

bestimmt die Parametrisierung von mindestens einem Punkt in jeder Zusam-

menhangskomponenten der Variet�at

V (f1; : : : ; fp) n (V (m) [ Sing V (f1; : : : ; fp) (vgl. Satz10):

Dieser Vorbereitungsschritt erm�oglicht dann die Anpassung der in den Arbeiten

[GHMP95], [GHM+98], [GHH+97] ver�o�entlichten Algorithmen an den reellen Fall.

Der resultierende Algorithmus ist dann von wesentlichem Typ, was hei�en soll,
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da� die Methode zwischen semantischen und syntaktischen Eigenschaften des Ein-

gangssystems unterscheiden kann und dadurch eine Verbesserung der Komplexit�ats-

absch�atzungen gegen�uber
"
klassischen \Verfahren m�oglich wird (vgl. z.B. [Her26],

[Sei74], [Buc70], [HW75], [Hei83], [Laz77], [Laz81], [CG83], [CGH89], [DFGS91],

[Can88], [GH93], [KP94], [KP96], [Chi95]). Die Semantik beinhaltet die Deutung

(den Sinn) der L�osung des Problems und die Syntax die Darstellung und die Hand-

habung der mathematischen Objekte (das Bild): das Sinnbild und das symbolische

Rechnen entsprechen einander.

Im Fall einer Hyper
�ache (vgl. Kapitel 3) besteht der Vorbereitungsschritt aus einem

schrittweisen Aufbau einer transversalen reduzierten Folge au�erhalb einer Hyper-


�ache

V (�) := fx 2 lC
nj �(x) = 0g; (1.5)

die Folge besteht dann aus einem Polynom f mit rationalen Koe�zienten und seinen

partiellen Ableitungen (vgl.[BGH+95], [BGHM97]). Sei f 2 lQ[X1; : : : ; Xn] quadrat-

frei und vom Grad d. Das Polynom f sei eine regul�are Gleichung der reellen Variet�at

V (f) \ IRn, d.h. der Gradient von f verschwindet nicht auf V (f) \ IRn. Die reelle

Variet�at V (f) \ IR
n ist mit dieser Annahme, eine Hyper
�ache. Seien weiterhin die

Variablen X1; : : : ; Xn generisch gew�ahlt. Dann erg�anzen wir das aus f bestehende

System Schritt f�ur Schritt mit den partiellen Ableitungen @f

@Xi
; 0 � i � n� 1. Sei

�(x) :=
nX

j=1

 
@f(x)

@Xj

!2
: (1.6)

Wir bestimmen in jedem Schritt i; 0 � i � n � 1; eine geometrische L�osung des

Systems (vgl. Abschnitt 2:2)

f;
@f

@X1

; : : : ;
@f

@Xi

; (1.7)

au�erhalb der Hyper
�ache

V (�) := fx 2 lC
nj�(x) = 0g: (1.8)

Diese L�osung wird mit den Methoden in [GHMP95], [GHM+98], [GHH+97] beschrie-

ben und ist eine parametrische Darstellung der positiv dimensionalen i�ten polaren

Variet�at, die mit dem lQ{Zariski{Abschlu�(
x 2 lCnj f(x) =

@f(x)

@X1

= : : : =
@f(x)

@Xi

= 0; �(x) 6= 0

)
(1.9)

�ubereinstimmt. Die geometrische L�osung des zur (n � 1)�ten polaren Variet�at

geh�orenden Gleichungssystems gestattet es f�ur jede Zusammenhangskomponente der

reellen Variet�at fx 2 IRnj f(x) = 0g einen repr�asentativen reellen Punkt anzugeben.
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Die Vorgehenweise im Hyper
�achenfall l�a�t sich auf den Fall eines vollst�andigen

Durchschnittes verallgemeinern. Seien f1; : : : ; fp 2 lQ[X1; : : : ; Xn]; p � n Poly-

nome, die eine reduzierte Folge bilden (vgl. (1:1)). Wir w�ahlen einen beliebigen

(p � 1)�Minor ~m 2 lQ[X1; : : : ; Xn] der Jacobimatrix J(f1; : : : ; fp). Zu diesem (p �

1)�Minor k�onnen wir eine aus n� p vielen Polynomen, das sind maximale Minoren

von J(f1; : : : ; fp); bestehende Folge konstruieren, die das Startsystem f1; : : : ; fp zu

einer transversalen regul�aren Folge au�erhalb V ( ~m) [ Sing V (f1; : : : ; fp) erg�anzen

(wie es z.B. in (1:3) der Fall ist f�ur den Minor m). Das neu entstehende System be-

schreibt einen lokalen null{dimensionalen vollst�andigen Durchschnitt, auf welchen

die geometrische Eliminationsmethode angewendet werden kann. Es gibt p
�

n

p�1

�
vie-

le M�oglichkeiten, einen (p�1)�Minor in J(f1; : : : ; fp) festzulegen, mit welchem eine

lokaler vollst�andiger Durchschnitt generiert wird.

Unter der Voraussetzung, da� die reelle Variet�at V := V (f1; : : : ; fp)\IR
n beschr�ankt

und nur aus (f1; : : : ; fp)�glatten Punkte besteht (vgl. De�nition 2), lassen sich re-

pr�asentative Punkte in der Variet�at V mit der geometrischen L�osungen aller entste-

henden, null{dimensional lokalen vollst�andigen Durchschnitte parametrisieren. Diese

Parametrisierung wurde neuerlich von den Autoren in [GHH+97], [Mat97], [Mor97]

und [H�ag98] als eine Variante des im Jahre 1882 von Kronecker entworfenen Elimi-

nationsverfahrens erkannt (vgl. [Kro82] [Zar95]).

Seien X1; : : : ; Xn generische Koordinaten im a�nen Raum lCn. Wir setzen ohne

Einschr�ankung der Allgemeinheit voraus, da� die Polynome f1; : : : ; fp; p � n; wie

in (1:1) gegeben sind. Das Kronecker'sche Eliminationsverfahren generiert eine pa-

rametrische Darstellung der Variet�at

V (f1; : : : ; fp) := fx 2 lC
nj f1(x) = : : : = fp(x) = 0g

und de�niert die Dimension der im Verfahren auftretenden Variet�aten, (vgl. [Bou84],

[Sev47], [Zar95]). Das Eliminationsverfahren l�a�t sich folgenderma�en zusammenfas-

sen (vgl. [Kro82], [Bou84]): zur L�osung des Systems f1 = 0; : : : ; fp = 0; 1 � p � n;

k�onnen wir durch einen linearen Koordinatenwechsel die Polynome f1; : : : ; fp so dar-

stellen, da� in jedem Polynom fi; 1 � i � p; der Term mit h�ochstem Grad in X1 die

Form ciX
mi
1 hat, wobei ci 6= 0 eine Konstante ist. Indem wir alle Polynome durch

ihren gr�o�ten gemeinsamen Teiler dividieren, k�onnen wir weiterhin voraussetzen,

da� die Polynome f1; : : : ; fp keinen gemeinsamen Faktor besitzen. Wir betrachten

nun f�ur die neuen 2p Unbestimmten Ai; Bi; 1 � i � p; die Polynome

pX
i=1

Aifi und
pX

i=1

Bifi (1.10)

als Polynome in X1. Wir bilden die Sylvester{Resultante bez�uglich der Variable X1,

welche ein Polynom in Ai und Bi mit Koe�zienten in lQ[X2; : : : ; Xn] ist. Indem wir

diese Koe�zienten zu Null setzen, erhalten wir ein System von Gleichungen, dessen

L�osungen (x2; : : : ; xn) genau die Projektion der gemeinsamen Nullstellen (x1; : : : ; xn)
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der Polynome f1; : : : ; fp ist. Wir setzen diesen Schritt induktiv fort, bis die Variable

Xn eliminiert ist.

Das Verfahren geht von einer reduzierten regul�aren Folge f1; : : : ; fp aus und generiert

eine endliche Anzahl von irreduziblen algebraischen Variet�aten, die jeweils so para-

metrisiert sind, da� gewisse Koordinaten frei, und andere algebraische Funktionen

dieser freien Variablen sind. Die Anzahl der freien Koordinaten in der Parametri-

sierung einer irreduziblen Komponente hei�t dann die Dimension der irreduziblen

Komponente. Die Methode von Kronecker ist in dieser Form nicht e�zient, und

nahezu unpraktisch. Diese Tatsache hat viele Autoren in der Algebraischen Geo-

metrie [Wei46], [Bou84], [Van58] und in der Computeralgebra dazu gef�uhrt, diese

Methode in Vergessenheit geraten zu lassen und was das Eliminieren eines ideenrei-

chen Eliminationsverfahrens zur Folge hatte. Francesco Severi (1879{1961) zeigte in

[Sev47], anhand von Beispielen einer Raumkubik, die auf Oskar Perron (1880{1975)

zur�uckgeht, wie die Kronecker'sche Eliminationstheorie in der Schnitttheorie und

damit auch auf dem Gebiet der Singularit�atstheorie leistungstark sein kann. Seien

die Polynome

f1(X1; X2; X3; X4) := X1X3 �X
2
2 (1.11)

und

f2(X1; X2; X3; X4) := X1X
2
4 � 2X2X3X4 +X

3
3 (1.12)

gegeben. Die Kubik C3 sei in homogenen Koordinaten [x1; x2; x3; x4] parametrisiert:

C3 := f[x1; x2; x3; x4] 2 IP lC
3j x1 = %

3
; x2 = %

2
�; x3 = %�

2
; x4 = �

3
; %; � 2 lCg

(1.13)

Severi zeigte mit Hilfe der Kronecker'schen Eliminationstheorie, da� die einfach

gez�ahlte Kurve nicht der vollst�andige Schnitt der zwei Fl�achen

f[x1; x2; x3; x4] 2 IP lC
3jf1(x1; x2; x3; x4) = 0g (1.14)

und

f[x1; x2; x3; x4] 2 IP lC
3jf2(x1; x2; x3; x4) = 0g (1.15)

ist. Der Schnitt dieser Fl�achen ergibt genau zwei mal die Kubik C3: Der Schnitt ist

von der Vielfachheit 2.

2C3 = f[x1; x2; x3; x4] 2 IP lC
3
j x1x3 � x

2
2 = x1x

2
4 � 2x2x3x4 + x

3
3 = 0g: (1.16)

Er beantwortete damit die Frage positiv, ob die allgemeine Eliminationstheorie

(hiermit ist die Kronecker'sche gemeint) die Hilfsmittel zur Feststellung der Viel-

fachheit der L�osungen in allgemeinen Schnittproblemen liefert. Severi's Antwort auf

diese Frage in [Sev47] ist die folgende:
"
In der Tat liefert die von Kronecker begr�unde-

te Eliminationstheorie, wenn sie aufmerksam angewandt wird, von selbst alle

L�osungen mit der ihnen zukommenden Vielfachheit. \
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Diese Aufmerksamkeit �ndet sich den Publikationen [KP96], [GHMP95], [GHM+98],

[GHH+97], [Mat97], [Mor97], [H�ag98], [BGH+95] und [BGHM97], welche die Kronec-

ker'sche Eliminationstheorie erst recht so entwickeln haben, da� sie heutzutage ein

e�zientes Verfahren zum L�osen von Systemen polynomialer Gleichungen ist. Wovon

Severi damals fest �uberzeugt war, ist heute mit dieser Reihe von Ver�o�entlichungen

Wirklichkeit geworden (vgl. [Sev47], Seite 100 & 101):
"
Die algebraische Geometrie

ist ganz auf dem Vielfachheitsbegri� der L�osungen aufgebaut. Wenn man es unterl�a�t

nachzupr�ufen, wie dieser Begri� in die Probleme, die sich von Fall zu Fall in der

algebraischen Geometrie ergeben, hineinspielt, so verkennt man seine Bedeutung f�ur

unsere Erkenntnis. Denn nur auf Grund einer strengen Fassung des Multiplizit�atsbe-

gri�es hat unsere Geometrie Allgemeing�ultigkeit und Durchschlagskraft und verl�auft

sich nicht in der Unterscheidung einer Unzahl von F�allen und Unterf�allen. : : : Ich

glaube, da� in der algebraischen Eliminationstheorie die Ausschaltung des Multi-

plizit�atsbegri�es bei den L�osungen, deren Ermittlung ja doch der Hauptzweck ist,

dem Verzicht auf eine vollst�andige L�osung des Problems gleichkommt. \Eine weite-

re Darstellung des Kronecker'schen Eliminationsverfahren zur L�osung polynomialer

Gleichungssysteme �ndet man in der Arbeit [GLS99].

Die Rechenmodelle in unserem Algorithmus sind Straight{Line Programme und

arithmetische Netzwerke mit Parametern in lQ (vgl. De�nition 5). Unser Haupt-

algorithmus basiert auf einem symbolisch geometrischen Verfahren, das vollst�andi-

ge Durchschnitte im komplexen Raum e�zient parametrisiert. Bei der Aufz�ahlung

arithmetischer Operationen in lQ mit einheitlichen Kosten waren die besten bekann-

ten Komplexit�atsschranken zur L�osung eines Gleichungssystems in IR
n
; proportio-

nal zu dO(n) (see [GV88], [Gri88], [Sol89], [HRS89b], [HRS89a], [HRS90], [Can88],

[Ren88a], [Ren88b], [BPR94]). Diese Schranke wurde zum ersten Mal in [BGH+95]

und [BGHM97] f�ur den Hyper
�achenfall, unter Ber�ucksichtigung geometrischer In-

varianten verbessert.

Seien die Polynome f1; : : : ; fp 2 lQ[X1; : : : ; Xn] mit Gradschranke d, eine durch ein

Straight{Line Programm � der Gr�o�e L und nichtskalaren Tiefe ` gegebene re-

duzierte regul�are Folge. Sei die reelle Variet�at V := V (f1; : : : ; fp) \ IRn nichtleer,

beschr�ankt und (f1; : : : ; fp)�glatt, d.h. J(f1; : : : ; fp) hat den maximalen Rang p in

jedem Punkt von V (vgl. De�nition 2). Dann l�a�t sich das Hauptergebnisse dieser

Arbeit folgenderma�en formulieren:

Es gibt ein arithmetisches Netzwerk auf lQ, mit der Gr�o�e
�

n

p�1

�
L(nd� 0)O(1); welches

startend mit � ein Straight{Line Programm erzeugt, das mindestens einen repr�asen-

tativen Punkt in jeder Zusammenhangskomponente von V kodiert. Die Invariante

� 0 ist das Maximum aller geometrischen Grade der im Verfahren erzeugten polaren

Variet�aten, die zu f1; : : : ; fp assoziiert sind.

Die Gr�o�e des Netzwerks
�

n

p�1

�
L(nd� 0)O(1) beinhaltet den maximalen geometri-

schen Grad �
0 gewisser zum polynomialen System f1; : : : ; fp assoziierten komplexen

polaren Variet�aten, (vgl. [Hei83], [GHM+98], und [GHH+97]). Die Kombinatori-
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sche Zahl p
�

n

p�1

�
< n

�
n

p�1

�
dr�uckt die verschiedenen M�oglichkeiten zur Wahl eines

(p� 1){Minores m der Jacobimatrix J(f1; : : : ; fp) aus, der eine lokal Beschreibung

der Determinantenvariet�at Wn�p erm�oglicht.

Die Antwort auf das algorithmische Problem ist hiermit vollst�andig gegeben. Was

die Gr�o�e des Netzwerks angeht, so ist das nicht der Fall, da diese Gr�o�e, au�er

n, d, und L noch die Invariante � 0 beinhaltet, die nicht nur die reellen, sondern

auch die komplexen L�osungen re
ektiert. Im Fall einer Hyper
�ache kann man eine

Schranke angeben, die polynomial bez�uglich eines geeignet de�nierten reellenGrades

der assoziierten polaren Variet�aten ist, und somit die reellen L�osungen re
ektiert.

Das ist der Inhalt eines weiteren Komplexit�atsergebnisses.

Diese Komplexit�atsresultat ist mit zwei algorithmischen Voraussetzungen verkn�upft,

die sehr stark in der Theorie sind, aber keine Einschr�ankung der Allgemeinheit be-

deuten. Wir setzen dazu voraus, da� eine Prozedur zur Faktorisierung univariater

Polynome mit rationalen Koe�zienten vorhanden ist, die eine polynomiale Zeit-

komplexit�at in einem bestimmten Sinn hat (z.B. die arithmetischen Operationen in

lQ werden mit einheitlichen Kosten gez�ahlt). Wir setzen weiterhin voraus, da� wir

mittels eines zeitpolynomialen Verfahrens Regionen lokalisieren k�onnen, in denen

ein gegebenes multivariates Polynom endlich viele reelle L�osungen besitzt, wenn

es solche L�osungen �uberhaupt gibt. Die zweite Prozedur l�a�t sich durch die fol-

gende ersetzen, die zwar theoretisch, aber leicht formulierbar ist: Wir nehmen an,

da� wir in polynomialer Zeit entscheiden k�onnen, ob ein multivariates polynomiales

System eine reelle Nullstelle besitzt, ohne diese Nullstelle auszurechnen. Wir nen-

nen ein Netzwerk erweitert, wenn es von den eben beschriebenen zwei Subroutinen

Gebrauch macht.

Seien die Bezeichnungen und Voraussetzungen wie vorhin. Wir setzen weiterhin vor-

aus, da� das Polynome f quadratfrei und eine regul�are Gleichung der nicht{leeren

glatten und beschr�ankten reellen Variet�at V := V (f) \ IRn beschreibt. Sei f durch

ein Straight{Line Programm � der Gr�o�e L gegeben. Dann existiert ein erweiter-

tes arithmetisches Netzwerk mit Parametern in lQ, welches die Gr�o�e L(nd��)O(1)

hat, und ein Straight{Line Programm in lQ[X1; : : : ; Xn] erzeugt, welches mindestens

einen repr�asentativen Punkt in jeder Zusammenhangskomponente von V kodiert.

Die Gr�o�e dieses Straight{Line Programms ist L(nd��)O(1), wobei �� der geeignet

de�nierte, maximale reelle Grad gewisser zu f assozierter polarer Variet�aten ist.

Vergleichbare Komplexit�atsergebnisse wurden ausgehend von den Arbeiten [SS93a],

[SS93b], [SS93c], [SS96] (siehe auch [Ded97], [Ded95]), vom numerischen Standpunkt

zur L�osung polynomialer Gleichungssysteme in [SS94] erzielt. Der Fall der d�unnen

Besetzheit ist in [CE95] und [Emi96] geschildert. Wir verweisen auf [Par95] und

[GHH+97] und die dort zitierte Literatur f�ur einen Vergleich zwischen den drei Mo-

dellen.

Seien die Polynome f1; : : : ; fp 2 lQ[X1; : : : ; Xn] durch ein Straigth{Line Programm
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gegeben, welches den Platzbedarf S und die Zeitkomplexit�at T hat.

Unter Ber�ucksichtigung der neuen Resultate in [HMW99] und in [GLS99] kann man

einen Algorithmus mit Platzbedarf 
n

p� 1

!
O(Sdn(� 0)2) (1.17)

und Zeitkomplexit�at 
n

p� 1

!
O((T dn2 + n

5)(� 0)3 log3(� 0) log2 log(� 0)) (1.18)

aufbauen, welcher eine geometrische L�osung der algebraischen Variet�at

V (f1; : : : ; fp) \ IR
n

liefert. Die w�ahrend des Algorithmus entstehenden Polynome werde mit einem Vor-

gang der Spezialisierung freier Variablen gespeichert (vgl. [GLS99]).

Da in den relevanten praktischen F�allen der geometrische Grad � 0 gr�o�er als S; T

und n ist, besitzt das neue Verfahren einen quadratischen Raumbedarf und eine

kubische Zeitkomplexit�at.

Unter den Name
"
Kronecker \(vgl. [GLS99]) wird von Gr�egoire Lecerf im Labo-

ratorium GAGE der �Ecole Polytechnique, Paris{Palaiseau unter Leitung von Marc

Giusti ein geometrischer, Gr�obner{ Basis{freier L�osungsalgorithmus mit dieser Kom-

plexit�at entwickelt. Der Prototyp l�auft unter MAGMA 2:4� 6.

Der Aufbau von reduzierten transvervalen Folgen im Vorsschritt unseres L�osungsal-

gorithmus setzt voraus, da� die Variablen X1; : : : ; Xn in generischer Position sind.

Seien X = (X1; : : : ; Xn) und Y = (Y1; : : : ; Yn) Vektoren von Variablen. Wir be-

schreiben f�ur den Fall einer Hyper
�ache, ein Verfahren, welches den Parametervek-

tor z 2 lQ
n(n�1)

2 au�erhalb einer gewissen Diskriminante 
 in lC
n(n�1)

2 bestimmt, so

da� die neuen Variablen Y1; : : : ; Yn nach dem Koordinatenwechsel X = A(z)Y eine

transversale Folge

f
A(z)

;
@f

A(z)

@Y1
; : : : ;

@f
A(z)

@Yn�1
(1.19)

bilden, dabei ist fA(z)(y) := f(A(z)(y)) = f(x). Die Diskriminante l�a�t sich lokal

durch eine Hyper
�ache beschreiben, und die Wahl des Vektors z 2 lQ
n(n�1)

2 mu�

au�erhalb dieser Hyper
�ache erfolgen. Man erh�alt dann das Ergebnis:

Seien n; d;D; L nichtnegative ganze Zahlen. Sei ein nichtkonstantes quadratfreies

Polynom f 2 lQ[X1; : : : ; Xn] vom Grad d � 2 durch ein Straight{Line Programm �

in lQ[X1; : : : ; Xn] der Gr�o�e L und nichtskalaren Tiefe ` gegeben. Dann gibt es ein

arithmetisches Netzwerk mit Parametern in lQ; welches die Gr�o�e (ndDL)O(1) und

die nichtskalaren Tiefe O(n(log(dD)+ `)) hat, und aus �, ein Netzwerk erzeugt, das
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eine durch ihre Koe�zienten gegebene regul�are Matrix A(z) generiert. Die Variablen

(X1; : : : ; Xn) werden mit der Transformation X = A(z)Y in die neuen Variablen

(Y1; : : : ; Yn) �uberf�uhrt, so da� die Folge

f
A(z)

;
@fA(z)

@Y1
; : : : ;

@fA(z)

@Yn�1
(1.20)

eine reduzierte transversale Folge ist.

Zur Noether{Normalisierung verweisen wir auf [Mor97], [GHH+97], [KP96]. Ei-

ne Realisierung in Maple der Noether{Normalisierung wurde zum ersten Mal in

[GHL+98] unter einem Noether{Paket zur Berechnung der Dimension einer pro-

jektiven Variet�at ver�o�entlicht. Hieraus folgte die Implementierung in Magma vom

Prototyp
"
Kronecker \(siehe [GLS99]).

Die vorliegende Arbeit ist in f�unf Kapitel unterteilt. Das erste Kapitel ist diese

Einf�uhrung und fa�t die erzielten Hauptergebnisse zusammen. Im zweiten Kapitel

pr�azisieren wir den Begri� des Algorithmus und beschreiben das Rechenmodell. In

diesem Kapitel werden die Grundbegri�e zusammengefa�t, welche zum Aufbau un-

seres Verfahrens von Bedeutung sein werden. Anhand der Arbeiten [GHMP95] und

[GHH+97] er�ortern wir, was wir unter einer geometrischen L�osung, einer (simulta-

nen) Noether{Normalisierung, einem Lifting{Punkt sowie einer Lifting{Faser ver-

stehen. Das dritte Kapitel basiert auf dem in [BGH+95], [BGHM97] ver�o�entlichten

Algorithmen zur Au�ndung reeller Punkte in jeder Zusammenhangskomponente ei-

ner reellen beschr�ankten glatten Hyper
�ache. Das vierte Kapitel behandelt den Fall

eines vollst�andigen Durchschnittes und ist eine Verallgemeinerung des Hyper
�achen-

falls. Im letzten f�unften Kapitel geben wir eine e�ziente Methode zur Darstellung

der Koordinaten in generischer Position. Dieses Verfahren l�a�t sich auch f�ur den Fall

eines vollst�andigen Durchschnittes anwenden.



Kapitel 2

Zeitpolynomiale Algorithmen zur

geometrischen L�osung

In diesem Kapitel sollen die in den letzten 5 Jahren entwickelten Algorithmen

([GHMP95], [GHM+98], [GHH+97]) zur geometrischen L�osung a�ner algebraischer

Variet�aten in ihren Grundz�ugen beschrieben werden, welche wir bei den zu ent-

wickenden Methoden f�ur das Au�nden reeller L�osungen algebraischer Gleichungen

systematisch anwenden.

Ein Merkmal von zentraler Bedeutung f�ur diese Algorithmen ist der konsequen-

te Gebrauch problemangepa�ter Datenstrukturen, n�amlich arithmetische Netzwerke

und Straight{Line Programme.

Die Zeitkomplexit�at dieser Algorithmen h�angt polynomial von der L�ange des Inputs

(gegeben durch ein Straight{Line Programm) und einer wesentlichen geometrischen

Invarianten, dem ad�aquat de�nierten geometrischen Grad des Gleichungssystems

ab.

Auf die Beweise der S�atze, die die Algorithmen begr�unden, verzichten wir, da sie u.a.

in den Arbeiten [GHM+98], [GHH+97] und [Mor97] zu �nden sind. Die Darstellung

in diesem Kapitel folgt im wesentlichen der Beschreibung der Sachverhalte in [Mor97]

und [GS99].

Im Hinblick auf die Anwendung auf das reelle L�osen algebraischer Gleichungen

k�onnen wir uns auf Polynome mit rationalen Koe�zienten beschr�anken.

2.1 Bezeichnungen und Grundbegri�e

Mit IN und ZZ werden die Mengen der nat�urlichen und ganzen Zahlen bezeich-

net. Die Symbole lQ; IR und lC stehen f�ur die K�orper der rationalen, reellen und

komplexen Zahlen. Die a�nen R�aume �uber diesen K�orpern werden entsprechend

mit lQn; IRn und lCn bezeichnet. Den Raum lCn versehen wir mit der lQ�Zariski{

Topologie, in welcher abgeschlossene Mengen die gemeinsamen Nullstellen endlicher

10
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polynomialer Systeme mit rationalen Koe�zienten sind. Sei W � lC
n eine abge-

schlossene Menge bez�uglich dieser Topologie und W = C1 [ : : : [ Cs ihre Zerlegung

in irreduzible Komponenten bez�uglich dieser Topologie. Die Mengen W;C1; : : : ; Cs

sind dann lQ�de�nierbare algebraische Teilmengen von lC
n.

Wir betrachten einige spezi�sche geometrische Invariante der Variet�at W . Dann

bezeichnen wir mit dimC die Krull{Dimension des Koordinatenringes einer irredu-

ziblen Komponente C = Ck; von W , f�ur ein k; 1 � k � s. Der Grad von C, den wir

mit degC bezeichnen, ist die Anzahl der Schnitte von C mit dimC vielen generi-

schen a�nen Hyperebene in lCn. Wir de�nieren nun die Dimension der Variet�at W

durch

dimW := maxfdimCkj 1 � k � sg (2.1)

Man nennt die abgeschlossene Menge W �aquidimensional, falls alle ihre irreduziblen

Komponenten C1; : : : ; Cs von der gleichen Dimension sind.

Der geometrische Grad von W ist durch

degW :=
sX

k=1

degCk (2.2)

de�niert. Dieser ehe unkonventionelle Begri� des Grades erf�ullt die B�ezout{Unglei-

chung und ist unabh�angig vom Typ des Durchschnittes, den in W auftritt (vgl.

[Hei83]).

Sei ein System f1; : : : ; fp 2 lQ[X1; : : : ; Xn] gegeben. Unter dem geometrischen Grad

dieses Systems verstehen wir das Maximum aller geometrischen Grade der Variet�aten

V (f1; : : : ; fi); 1 � i � p:

Variable (Unbestimmte) bezeichnen wir mit X1; : : : ; Xn bzw. Y1; : : : ; Yn. Seien von

nun an die Zahlen p � n 2 IN beliebig �xiert.

De�nition 1

Eine Folge f1; : : : ; fp 2 lQ[X1; : : : ; Xn] hei�t eine regul�are Folge in lQ[X1; : : : ; Xn],

wenn die folgenden Bedingungen erf�ullt sind:

� (f1; : : : ; fp) lQ[X1; : : : ; Xn] 6= lQ[X1; : : : ; Xn];

� f�ur jeden Index i; 2 � i � n; ist das Bild von fi im Faktorring

Bi�1 := lQ[X1; : : : ; Xn]=(f1; : : : ; fi�1)

kein Nullteiler.

Mit dieser De�nition ist die Homothetie � fi
: Bi�1 ! Bi�1; h 7! fih; welche eine

Restklasse h 2 Bi�1 der Restklasse fih in Bi�1 zuordnet eine injektive Abbildung.

Seien die Polynome f1; : : : ; fp 2 lQ[X1; : : : ; Xn]; 1 � p � n; mit beschr�anktem

Grad deg fk � d; d � 2; 8k; 1 � k � p: Wir setzen voraus, da� die Folge
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f1; : : : ; fp eine regul�are Folge in lQ[X1; : : : ; Xn] ist, und da� das von den Polynomen

f1; : : : ; fi; 1 � i � p erzeugte Ideal (f1; : : : ; fi) radikal ist. Dieses Ideal l�a�t sich

folgenderma�en beschreiben:

(f1; : : : ; fi) =
q
(f1; : : : ; fi) := ff 2 lQ[X1; : : : ; Xn]j 9s 2 IN; f

s 2 (f1; : : : ; fi)g:

Aus dem Hilbert'schen Nullstellensatz erhalten wir die Gleichung (f1; : : : ; fi) =

= I(V ((f1; : : : ; fi))) := ff 2 lQ[X1; : : : ; Xn]j f(x) = 0 8x 2 V ((f1; : : : ; fi))g

Mit X := (X1; : : : ; Xn) wird der Variablenvektor und x := (x1; : : : ; xn) 2 lC
n ein

Punkt im a�nen Raum lC
n bezeichnet.

sei V (f1; : : : ; fp) die von den gemeinsamen Nullstellen der Polynome f1; : : : ; fp de�-

nierte a�ne Variet�at, d.h.

V (f1; : : : ; fp) := fx 2 lC
njf1(x) = : : : = fp(x) = 0g:

Die entsprechende Jacobimatrix ist durch

J(f1; : : : ; fp) :=

 
@fk

@Xj

!
1�k�p
1�j�n

gegeben und

J(f1; : : : ; fp)(~x) :=

 
@fk

@Xj

(~x)

!
1�k�p
1�j�n

bezeichnet die Jacobimatrix an der Stelle ~x 2 lCn.

De�nition 2

Sei der Index i; 1 � i � p beliebig aber fest. Ein Punkt ex 2 V (f1; : : : ; fi) hei�t

(f1; : : : ; fi)�glatt, falls die Jacobimatrix J(f1; : : : ; fi)(ex) maximalen Rang hat, d.h.

die durch die Polynome f1; : : : ; fi beschriebenen Hyper
�achen schneiden sich in ex
transversal.

Falls keine Mi�verst�anisse entstehen, wird ein (f1; : : : ; fi)�glatter Punkt einfach-

heitshalber nur glatt genannt.

Bemerkung 1

Die De�nition eines glatten Punktes einer Komponente Cr ist folgenderma�en zu

interpretieren: Ein Punkt ist glatt in Cr, wenn der Tangentialraum von Cr in diesem

Punkt die Dimension (n � i) hat, oder, genauer gesagt, wenn die durch die Poly-

nome f1; : : : ; fi beschriebenen Hyper
�achen sich in diesem Punkt in lC
n transversal

schneiden.

De�nition 3

Ein System von Polynomen f1; : : : ; fi 2 lQ[X1; : : : ; Xn]; i � n hei�t ein regul�ares

Gleichungssystem der algebraische Menge V (f1; : : : ; fi)\IR
n, wenn der Jacobimatrix

J(f1; : : : ; fi)(x) maximaler Rang in jedem Punkt in V (f1; : : : ; fi) \ IRn hat.
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2.2 Geometrische L�osung eines a�nen vollst�andi-

gen Durchschnittes

Zun�achst soll die De�nition einer geometrischen L�osung einer a�nen, �aquidimensio-

nalen Variet�at in Erinnerung gerufen werden. Es sei hier bemerkt, da� der Begri�

der geometrischen L�osung eine lange Geschichte hat. Bei Komplexit�ats�uberlegun-

gen wurde er wohl zuerst in [CG83] und [GM89] benutzt, doch geht die De�nition

mindestens auf Kronecker zur�uck, (vgl. [Kro82]).

Im Hinblick auf die Betrachtung von Variet�aten, die einen vollst�andigen Durch-

schnitt darstellen, k�onnen wir uns darauf beschr�anken, da� die Polynome f1; : : : ; fp,

die die Variet�at V (f1; : : : ; fp) beschreiben, eine regul�are Folge in lQ[X1; : : : ; Xn] bil-

den und die Dimension von V (f1; : : : ; fp) daher r := n� p ist.

Man sagt, da� die Variablen X1; : : : ; Xr in Noether{Position bez�uglich V sind, falls

die Abbildung lQ[X1; : : : ; Xr] ! lQ[X1; : : : ; Xn]=(f1; : : : ; fp) injektiv ist und eine

ganze Ringerweiterung beschreibt. Vom geometrischen Standpunkt hei�t das, da�

die Projektion �p : V �! lC
r auf die ersten r Variablen X1; : : : ; Xr, die freien

Variablen , surjektiv und endlich ist. Die Variablen Xr+1; : : : ; Xn werden abh�angig

genannt.

Eine Folge f1; : : : ; fp wird reduziert genannt, falls es einen linearen Koordinatenwech-

sel (X1; : : : ; Xn) 7! (Y1; : : : ; Yn) gibt, so da� f�ur jedes i; 1 � i � p; die Variablen

Y1; : : : ; Yn�i in Noether{Position bez�uglich der Variet�at V (f1; : : : ; fi) sind, und die

Determinante der Jacobimatrix J(f1; : : : ; fi) kein Nullteiler modulo (f1; : : : ; fi) ist.

Die Reduziertheit einer regul�aren Folge f1; : : : ; fp in lQ[X1; : : : ; Xn] ist �aquivalent zu

der Forderung, da� alle Zwischenideale (f1; : : : ; fi); 1 � i � p; radikal sind.

F�ur lokale Betrachtungen, d.h. au�erhalb einer Hyper
�ache in lCn, wollen wir die

folgende De�nition tre�en.

De�nition 4 (Transversale Folge (suite s�ecante))

Sei V (g) := fx 2 lCnjg(x) = 0g eine Hyper
�ache in lCn, die durch ein Poly-

nom g 2 lQ[X1; : : : ; Xn] de�niert ist. Wir nennen eine reduzierte Folge f1; : : : ; fp in

lQ[X1; : : : ; Xn] eine transversale Folge (suite s�ecante) au�erhalb von V (g), falls f�ur

jedes i; 1 � i � p, alle irreduziblen Komponenten der a�nen Variet�at V (f1; : : : ; fi),

welche nicht vollst�andig in der Hyper
�ache V (g) enthalten sind, die Dimension n� i

haben.

Wir werden auch hier annehmen, da� die Folge f1; : : : ; fp regul�ar ist, obwohl die

resultierenden Cohen{Macaulay{Eigenschaften f�ur unsere �Uberlegungen nicht ent-

scheidend sind.

Geometrisch beinhaltet die De�nition einer transversalen Folge dann, da� sich f�ur

jedes i; 1 � i � p die Hyper
�achen V (f1); : : : ; V (fi) au�erhalb der Hyper
�ache
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V (g) transversal schneiden, oder anders gesagt, die Polynome f1; : : : ; fi de�nieren

f�ur jedes i; 1 � i � p; au�erhalb von V (g) einen reduzierten lokalen vollst�andigen

Durchschnitt der Kodimension i.

Unter diesen Begri�sbildungen und Voraussetzungen besteht eine geometrische L�o-

sung in folgendem:

� Einem linearer Koordinatenwechsel (X1; : : : ; Xn) 7! (Y1; : : : ; Yn) derart, da�

die Polynome in Noether{Position bez�uglich der neuen Variablen sind.

� Einer Linearform U = �r+1Xr+1 + : : : + �nXn mit Koe�zienten �r+1; : : : ; �n

in ZZ, welche ein primitives Element u von

lQ[Y1; : : : ; Yr]! lQ[Y1; : : : ; Yn]=(f1; : : : ; fp)

mit einem Minimalpolynom qu 2 ZZ[U ] erzeugt. Im null-dimensionalen Fall

ist u dann und nur dann ein primitives Element, wenn U(P ) 6= U(Q) f�ur alle

verschiedenen Punkte P und Q von V gilt. Mit dieser Eigenschaft hei�t u se-

parierend. Der Grad von qu ist gleich dem Rang von lQ[Y1; : : : ; Yn]=(f1; : : : ; fp)

als freier lQ[Y1; : : : ; Yr]{Modul.

� Einer Menge von Parametrisierungen �iyi� vi(u) f�ur i = r+1; : : : ; n, wobei �i
bzw. vi(u) Polynome in ZZ[Y1; : : : ; Yr] bzw. ZZ[Y1; : : : ; Yr][U ] sind. Sie h�angen

von der Wahl von u ab. Mit � = ��i ist die Menge der Punkte x von V

au�erhalb von �
�1(0) durch qu(u) = 0; �iyi � vi(u) = 0 gegeben.

Dieses so de�nierte Objekt, geometrische L�osung, ist unseren Bed�urfnissen wohl

angepa�t. Das Minimalpolynom qu des primitiven Elements ist unser fragliches Eli-

minationsobjekt.

In einem Punkt v, der keine Nullstelle dieses Polynoms ist, liefert die Parametri-

sierung die Werte der gebundenen Variablen. Grob gesagt,bedeutet das: wenn man

annimmt, da� sich v auf einem Wege au�erhalb der Diskriminantenvariet�at ��1(0)

einem v0 mit qu(v0) = 0 ann�ahert, so n�ahern sich die Werte der Parametrisierung den

Koordinaten der L�osung v0 an. Diese Werte lassen sich dann als Approximationen

einer gewissen L�osung ansehen.

Eine geometrische L�osung l�a�t sich verm�oge eines Gr�obner{Basis{Algorithmus be-

rechnen (den Zusammenhang liefert das sogenannte Shape Lemma), jedoch die Me-

thode, welche in den Arbeiten [GH93], [KP96], [GHMP95], [GHM+98], [GHH+97]

entwickelt wurde, liefert weitaus e�ektivere Algorithmen zur Berechnung einer geo-

metrischen L�osung.

Die dieser Methode zugrunde liegende Idee besteht darin, anstelle der �ublichen

Rewriting{Verfahren einem iterativen Schnitt{Proze� zu folgen. Die entsprechenden

Algorithmen haben eine Zeitkomplexit�at, die sowohl in der Berechnungskomplexit�at

der Input{Polynome als auch in wesentlichen geometrischen Invarianten der durch
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die Input{Polynome de�nierten Variet�at polynomial ist.

Wir beschreiben jetzt die Merkmale dieser Algorithmen.

2.3 Kodierung der Polynome

Wenn Polynome
"
gute Berechnungseigenschaften \ besitzen, so kann man auch

relativ leicht eine geometrische L�osung �nden. Was damit gemeint sein soll, zeigt

das folgende Beispiel.

Die Determinante einer quadratischen Matrix A = [aij] der Ordnung n ist nach der

Leibniz{Formel ein Polynom in den Elementen aij mit n! Monomen. Jedoch, gibt

es Polynomialzeitalgorithmen, welche den Wert der Determinante f�ur eine beliebige

Wahl der aij berechnen, ohne die Entwicklungsformel zu benutzen. Die Determinante

als Polynom besitzt, so sagt man, gute Berechnungseigenschaften.

Der entscheidende Punkt besteht darin, ein Polynom als Funktion von lCn nach

lC anzusehen, anstatt es als ein Element des Vektorraumes lC[X1; : : : ; Xn] zu

betrachten.

Vom praktischen Standpunkt bedeutet das, ein Polynom nicht als Liste seiner Ko-

e�zienten gem�a� der Monombasis in lC[X1; : : : ; Xn] zu speichern sondern als eine

Funktion mittels eines Auswertungsverfahrens. Als solche werden Straight-Line Pro-

gramme benutzt. Grob gesagt, berechnet ein Straight-Line Programm Werte von

Polynomen in beliebigen Punkten eines Grundraumes, d.h. einer Potenz eines e�ek-

tiven K�orpers, z.B. in Punkten aus lQn.

Wir geben die De�nitionen sowie kurze Beschreibungen von einem arithmetischen

Netzwerk und einem Straight-Line Programm an.

De�nition 5 (Arithmetisches Netzwerk)

Ein gerichteter azyklischer Graph mit ausschlie�lich arithmetischen und booleschen

Operationen sowie Auswahlen auf Grund von Tests auf Gleichheit mit Null (ggf auch

Positivit�atstests) an inneren Knoten sowie Ein{ und Ausg�angen (Input/Output) in

einem e�ektiven K�orper (z.B. lQ) an externen Knoten wird ein arithmetisches Netz-

werk genannt.

Eine besondere Rolle spielen solche arithmetischen Netzwerke, die weder Verzwei-

gungen noch Divisionen aufweisen, d.h. an internen Knoten werden nur Additionen

und Multiplikationen ausgef�uhrt. Derartige Netzwerke sind gut geeignet zur Kodie-

rung von Polynomen.

De�nition 6 (Straight-Line Programm (SLP))

Ein Straight-Line Programm ist eine Computer{Prozedur, welche die Werte eines

arithmetischen Netzwerkes ohne Verzweigungen und Divisionen berechnet.
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Der �Ubergang von einem arithmetischen Netzwerk ohne Verzweigungen und Divi-

sionen zu einem Straight-Line Programm ist einer Kompilation �ahnlich. Auf Einzel-

heiten soll hier jedoch nicht eingegangen werden.

Der Umfang eines Straight-Line Programms wird in zwei Gr�o�en gemessen: seiner

L�ange L und seiner nicht{skalaren Tiefe `. Die L�ange ist nichts weiter als die Anzahl

der Knoten, und die nicht{skalare Tiefe bezeichnet die L�ange des l�angsten Weges

im Graphen, wobei nur nicht{skalare Operationen gez�ahlt werden.

Unter nicht{skalaren Operationen versteht man Multiplikationen von Polynomen

positiven Grades. Lineare arithmetische Operationen haben auf die nicht{skalare

Tiefe keinen Ein
u�.

W�ahrend die L�ange die sequentielle Berechnungszeit des SLP bestimmt, ist die

nicht{skalare Tiefe eine wesentliche Gr�o�e f�ur die Absch�atzungen von Graden und

H�ohen, d.h. f�ur die Bitkomplexit�at, und sie bestimmt andererseits auch die parallele

Berechnungszeit des SLP.

Da man SLPs als Funktionen ansehen kann, lassen sich die �ublichen Operationen der

Addition, Multiplikation und Zusammensetzung von Polynomen leicht durch SLPs

ausf�uhren. Bei anderen Operationen ist das weniger o�ensichtlich.

Eine nat�urliche Frage ist die nach dem Test, ob eine Gr�o�e gleich Null ist, d.h. Gleich-

heitstest. Wenn z.B. zwei SLPs auf einer hinreichend gro�en Menge von Punkten

dieselben Werte berechnen, so kodieren sie die gleichen Polynome. Dieses Faktum

l�a�t sich im Begri� der korrekten Testfolgen formalisieren.

De�nition 7 (Korrekte Testfolge)

Sei W (n;D; L) eine Menge von Polynomen aus lQ[X1; : : : ; Xn] von einem Grade

h�ochstens D, die sich durch ein Straight-Line Programm mit einer L�ange h�ochstens

L kodieren lassen. Eine Menge von Punkten G = f
1; : : : ; 
mg in (lQn)m hei�t eine

korrekte Testfolge f�ur W (n;D; L) falls jedes Polynom, welches auf G verschwindet,

identisch Null ist.

Der Grad D der Polynome in W (n;D; L) in vorstehender De�nition ist beschr�ankt

durch 2`, wobei ` die nicht{skalare Tiefe des SLP ist:

D � 2` � 2L (2.3)

Der folgende Satz gibt eine Schranke f�ur die Anzahl korrekter Testfolgen in einer

gegebenen Menge aus lQn (vgl. [HS82]).

Satz 8 (Heintz-Schnorr)

Sei � eine Teilmenge von lQ mit 2L(D+1)2 Elementen, und sei m = 6(L+n)(L+n+

1). Die Anzahl � von Teilmengen korrekter Testfolgen in (�n)m gen�ugt der folgenden

Ungleichung

� � j�jnm(1� j�j�
m
6 ):
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Dieser Satz besagt, da� die Wahrscheinlichkeit daf�ur, da� eine Folge in �nm keine

korrekte Testfolge ist, kleiner als 1=262144 ist.

Die n�achste Behauptung dr�uckt die Existenz einer korrekten Testfolge f�urW(n; L; `)

aus, die eine angemessene L�ange besitzt [KP96], [GHH+97].

Behauptung 9 (Krick-Pardo) Seien nat�urliche Zahlen n; L; `; mit L � n + 1

gegeben.

Seien r := (2`+1 � 2)(2` + 1)2 und t := 6(`L)2 de�niert.

Dann enth�alt die endliche Menge f1; : : : ; rgnt � ZZnt mindestens rnt(1� r�t=6) kor-

rekte Testfolgen der L�ange t f�urW(n; L; `). Insbesondere ist die Menge der korrekten

Testfolgen f�ur W(n; L; `) mit der L�ange t, die nur Punkte aus f1; : : : ; rgn enthalten,

nicht{leer.

Es ist kein deterministischer Algorithmus bekannt, der korrekte Testfolgen in einer

Zeit �nden kann, die polynomial in (n;D; L) ist. Die Algorithmen dieser Arbeit

benutzen Nulltests und werden daher von nichtuniformer Komplexit�at sein, f�ur die

man vorbestimmte korrekte Testfolgen ben�otigt. Mit anderen Worten, wir werden

es mit probabilistischen Algorithmen zu tun haben, die zuf�allig gew�ahlte korrekte

Testfolgen benutzen.

2.4 Der geometrische L�osungsalgorithmus

Wir rekapitulieren einen Satz von Giusti, Heintz, Morais, Morgenstern, Pardo (1995)

[GHM+98], der einen Algorithmus zur lokalen geometrischen L�osung charakteri-

siert und dessen Zeitkomplexit�at ein Polynom in der L�ange der SLP{Kodierung des

Input{Gleichungssystems und seines (a�nen) geometrischen Grades ist.

Satz 10 ([GHM+98])

Seien f1; : : : ; fp eine regul�are Folge und g ein weiteres Polynom in lQ[X1; : : : ; Xn]

mit der Eigenschaft, da� f1; : : : ; fp eine reduzierte transversale Folge au�erhalb der

Hyper
�ache V (g) bilden. Ferner sei d eine Gradschranke der Polynome. Die Po-

lynome f1; : : : ; fp; g seien durch ein Straight{Line Programm der L�ange L und der

nicht{skalaren Tiefe ` gegeben. Ferner sei mit � der geometrische Grad des Glei-

chungssystems f1 = : : : = fp = 0 bezeichnet.

Dann gibt es ein arithmetisches Netzwerk, welches eine geometrische L�osung derje-

nigen a�nen Variet�at berechnet, die durch den Zariski{Abschlu�

V (f1; : : : ; fp) n V (g)

darstellbar ist. Die Zeitkomplexit�at der Berechnung ist L(nd�)O(1).

Bemerkung 2 (Bemerkungen zum Algorithmus)

� Der Algorithmus berechnet sukzessiv geometrische L�osungen der Variet�aten

V (f1; : : : ; fi); 1 � i � p, au�erhalb der Hyper
�ache V (g).
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� Der Algorithmus arbeitet mit vorher bestimmten korrekten Testfolgen.

� In jedem Schritt l�a�t sich testen, ob das System reduziert ist. Daher wird kein

falsches Ergebnis ausgegeben, falls das nicht der Fall ist.

� F�ur die lokale Berechnung au�erhalb einer Hyper
�ache kann der a�ne Grad

kleiner sein als �, (Komponenten im Unendlichen beein
ussen nicht die Kom-

plexit�at der a�nen L�osung).

� Die Output Polynome, welche die geometrischen L�osungen beschreiben, sind

durch ein Straight-Line Programm gegeben.

� Im Fall p = n l�a�t sich der Algorithmus gem�a� [HMW99] e�ektiver gestalten

und es lassen sich explizite Schranken angeben.

Um den induktiven Schritt des Algorithmus zu erkl�aren, ben�otigen wir noch den

Begri� des Lifting{Punktes f�ur V (f1; : : : ; fi) Mit seiner Hilfe wird der �Ubergang

von einer geometrischen L�osung einer null-dimensionalen Variet�at zu einer von ei-

ner Variet�at positiver Dimension vorgenommen. Wir beschr�anken uns hier auf den

globalen Fall; f�ur den lokalen Fall (d.h. au�erhalb einer Hyper
�ache) erh�alt man

analoge Sachverhalte.

Auf Grund der Voraussetzungen sind die Zwischenvariet�aten V (f1; : : : ; fi); 1 �

i � p alle vollst�andige Durchschnitte au�erhalb von V (g), und der Algorithmus

berechnet f�ur jede der Variet�aten V (f1; : : : ; fi) eine geometrische L�osung.

Wir nehmen an, da� wir im Schritt i angelangt sind, eine geometrische L�osung der

Variet�at Vi�1 vorliegt, und da� die Variablen bez�uglich V (f1; : : : ; fi) in Noether{

Position sind.

Sei �i : V (f1; : : : ; fi) ! lCn�i die Projektion auf die ersten n � i (die freien)

Koordinaten. Ein Punkt Pi 2 lQn�i wird Lifting{Punkt f�ur V (f1; : : : ; fi) bez�uglich

der Projektion �i genannt, falls

� die 0{dimensionale Faser VPi := �
�1
i (Pi) genau Di Punkte enth�alt, wobei die

Gr�o�e Di := Rang lQ[X1; : : : ; Xn]=(f1; : : : ; fi) de�niert ist, und

� diese alle (f1; : : : ; fi){glatte Punkte von V (f1; : : : ; fi) sind.

Die Faser VPi wird Lifting{Faser f�ur V (f1; : : : ; fi) genannt.

Die Bedingung, da� alle Punkte der Lifting{Faser VPi glatt sind, bedeutet, da� die

Jacobimatrix (bez�uglich der gebundenen Variablen) der Polynome f1; : : : ; fi in allen

Punkten der Faser VPi regul�ar ist. Das ist �aquivalent dazu, da� das absolute Glied

des charakteristischen Polynoms der Homothetie, welche durch diese Jacobimatrix

in lQ[V (f1; : : : ; fi)] de�niert ist, in Pi nicht Null wird (vgl. z.B. [Mor97], Proposition

28]).
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Lifting{Punkte haben die Eigenschaft, da� die Kenntnis der geometrischen L�osung

von VPi ausreicht, um eine geometrische L�osung der ganzen Variet�at V (f1; : : : ; fi) zu

gewinnen, was �uber eine koh�arente Anwendung einer symbolischen Newton-Hensel

Iteration erreicht wird. In diesem Kontext besteht der iterative Schritt des Algorith-

mus in folgenden zwei Teilen:

� Bestimme eine geometrische L�osung von V (f1; : : : ; fi) ausgehend von Pi, die

Noether{Normalisierung von V (f1; : : : ; fi) und die geometrische L�osung der

Faser VPi ; dieser Teil benutzt eine symbolische Newton-Hensel Iteration.

� Bestimme eine Noether{Normalisierung von Vi+1, bestimme einen neuen Lifting{

Punkt Pi+1 und berechne eine geometrische L�osung der Faser VPi+1
zu diesem

Punkt, was ein null-dimensionales Problem ist.

Seien die Polynome f1; : : : ; fp 2 lQ[X1; : : : ; Xn] durch ein Straight{Line Programm in

lQ[X1; : : : ; Xn] gegeben, welches den Raumbedarf S und Zeitkomplexit�at T ben�otigt.

Unter Ber�ucksichtigung der neuen Resultaten in [HMW99] und die in [GLS99] ausge-

hende Implementierung k�onnen wir einen Algorithmus mit einer Raumkomplexit�at 
n

p� 1

!
O(Sdn�2)

und einer Zeitkomplexit�at 
n

p� 1

!
O((T dn2 + n

5)�3 log3 � log2 log �)

aufbauen, welcher eine geometrische L�osung der algebraischen Variet�at V (f1; : : : ; fp)

liefert. Da in den relevanten praktischen F�allen der geometrische Grad wesentlich

gr�o�er als S; T und n ist, besitzt das verbesserte Verfahren einen quadratischen

Raumbedarf und eine kubische Zeitkomplexit�at.



Kapitel 3

Reelle L�osungen, der

Hyper
�achenfall

3.1 Polare Variet�aten

Die Betrachtung gewisser polarer Variet�aten einer gegebenen a�nen Variet�at be-

kannter Kodimension erm�oglicht unter der Benutzung von Algorithmen im kom-

plexen Bereich in [GHM+98], [GHH+97], den Aufbau eines induktiven Verfahrens

zur Au�ndung reeller L�osungen eines gegebenen Gleichungssystems, [BGH+95],

[BGHM97]. Das Inkrement in diesem Verfahren wird die Kodimension der polaren

Variet�aten sein.

Lemma 11 (Hauptemma)

Sei f 2 lQ[X1; : : : ; Xn] ein nichtkonstantes und quadratfreies Polynom und sei W :=

fx 2 lCnjf(x) = 0g die Menge aller komplexen Nullstellen der Gleichung f(x) = 0.

Wir betrachten f�ur jeden festen Index i; 0 � i < n, die komplexe Variet�at

fWi :=

(
x 2 lC

njf(x) =
@f(x)

@X1

= : : : =
@f(x)

@Xi

= 0

)
:

(Unter fW0 verstehen wir W .) Seien die Variablen generisch bez�uglich des Polynoms

f gew�ahlt. Dann ist jeder Punkt in fWi, der in W glatt ist, auch ein glatter Punkt vonfWi. In so einem Punkt hat die Jacobimatrix des Systems f =
@f(x)

@X1
= : : : =

@f(x)

@Xi
=

0 einen maximalen Rang, und die durch die Polynome f;
@f

@X1
; : : : ;

@f

@Xi
, de�nierten

Hyper
�achen schneiden sich transversal in diesem Punkt.

Beweis:

Sei i 2 IN; 1 � i < n, fest gew�ahlt, und seien durch

Zi+1;1; : : : ; Zn;1; : : : ; Zi+1;i; : : : ; Zn;i

20
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(n� 1)i Unbestimmte betrachtet, die wir in Matrixform

Z :=

0BB@
Zi+1;1 : : : Zi+1;i

... : : :
...

Zn;1 : : : Zn;i

1CCA (3.1)

darstellen. Ferner erkl�aren wir eine folgenderma�en strukturierte, regul�are Matrix

A
(i) := A

(i)(Z) :=

 
Ii 0i;n�i
Z In�i

!
; (3.2)

wobei Ik die entsprechende k � k Einheitsmatrix f�ur k = i; n � i; und 0i;n�i die

i� (n� i) Nullmatrix ist. Wenn wir Z zu a spezialisieren, d.h.

a :=

0BB@
ai+1;1 : : : ai+1;i
... : : :

...

an;1 : : : an;i

1CCA ; (3.3)

so schreiben wir f�ur die regul�are Matrix A(i)(a). F�ur einen festen Index k 2 IN; 1 �

k � i < n; de�nieren wir das Polynom

Fk :=
@f

@Xk

+
nX

j=i+1

Zjk

@f(x)

@Xj

2 lQ[X;Z]:

Die Jacobimatrix von F1; : : : ; Fi bez�uglich der Variablen Z sei mit

JZ(Fk) =

 
@Fk

@Zr;s

!
1�k�i; i+1�r�n; 1�s�i

bezeichnet und f�ur ihre Eintr�age erh�alt man die Gleichheit

@Fk

@Zr;s

=
@f

@Xr

:

Wir betrachten die folgende Koordinatentransformation X = A
(i)(a)Y . Die Darstel-

lung des Polynoms f 2 lQ[X1; : : : ; Xn] in den neuen Koordinaten Y1; : : : ; Yn ergibt

ein neues Polynom g(Y1; : : : ; Yn) := f(A(i)(a)Y ). Damit l�a�t sich die Hyperf�ache

W := fx 2 lCnj f(x) = 0g in den neuen Koordinaten Y1; : : : ; Yn ausdr�ucken:

W := fy 2 lCnj f(A(i)(a)y) = 0g.

Die durch A(i)(a) gegebene Koordinatentransformation induziert einen Morphismus

a�ner R�aume �i : lC
n � lC

(n�i)i �! lC
i+1 de�niert durch

�i (X1; : : : ; Xn; a) =

0@f; @f

@X1

+
nX

j=i+1

aj1
@f

@Xj

; : : : ;
@f

@Xi

+
nX

j=i+1

aji
@f

@Xj

1A :



3. Reelle L�osungen, der Hyper
�achenfall 22

Sei

� := (�1; : : : ; �n+(n�i)i) := (X1; : : : ; Xn; ai+1;1; : : : ; an;i) 2 lC
n � lC

(n�i)i

gegeben. Dann hat die Jacobimatrix J(�i)(�) von �i in � die folgende Gestalt:

J(�i)(�) =

0BBBBBB@

@f

@X1
� � �

@f

@Xn
0 � � � 0 � � � � � � 0

� � � � �
@f

@Xi+1
� � �

@f

@Xn
0 � � �

... 0
...

...
. . .

. . . 0 � � �
. . . 0

� � � � � 0 � � � 0 � � � � � �
@f

@Xi+1
� � �

@f

@Xn

1CCCCCCA (�):

Sei ein Punkt �0 = (X0
1 ; : : : ; X

0
n
; a0

i+1;1; : : : ; a
0
n;i
) der Faser ��1

i (0) gegeben und sei

(X0
1 ; : : : ; X

0
n
) ein Punkt der Hyper
�ache W , in welchem das Polynom f regul�ar ist

(d.h. wir setzen voraus, da� mindestens eine partielle Ableitung von f in diesem

Punkt nicht verschwindet). Sei U die Zariski{o�ene Umgebung von (X0
1 ; : : : ; X

0
n
)

mit folgender Eigenschaft: Ein Punkt von lC
n ist genau dann in U , wenn mindestens

eine partielle Ableitung von f in diesem Punkt nicht verschwindet. Wir behaupten

nun, da� die Restriktion der Abbildung �i auf U � lC
(n�i)i

�i : U � lC
(n�i)i �! lC

i+1

transversal zum Ursprung 0 = (0; : : : ; 0) von lCi+1 ist. Zum Beweis dieser Be-

hauptung betrachten wir einen beliebigen Punkt � = (X1; : : : ; Xn; ai+1;1; : : : ; an;i)

in U � lC
(n�i)i, der der Gleichung �i(�) = 0 gen�ugt. Da der Punkt (X1; : : : ; Xn)

in der Zariski{o�enen Menge U \ W liegt, be�ndet er sich auf der Hyper
�ache

W und seine regul�are Gleichung ist durch f gegeben. Wir zeigen indirekt, da� die

Jacobimatrix von �i den maximalen Rang i + 1 in � hat. Ist das nicht der Fall, so

verschwinden die partiellen Ableitungen @f

@Xi+1
; : : : ;

@f

@Xn
im Punkt (X1; : : : ; Xn). Die

Beziehung �i(�) = 0 impliziert auch das Verschwinden der partiellen Ableitungen
@f

@X1
; : : : ;

@f

@Xi
in (X1; : : : ; Xn).

Das steht aber im Widerspruch zur Tatsache, da� das Polynom f eine regul�are

Gleichung in diesem Punkt ist. Damit hat die Jacobimatrix von �i den maximalen

Rang in �, d.h. da� der Punkt � ein regul�arer Punkt von �i ist. Da aber der Punkt

� beliebig auf dem Durchschnitt ��1
i (0) \ (U � lC(n�i)i) gew�ahlt war, folgt unsere

Behauptung. Die Anwendung einer algebraisch{geometrischen Form des schwachen

Thom-Sard's Theorems (vgl. [Dem89], [GG86]) auf das Diagramm

��1
i (0) \ (U � lC(n�i)i)

{

,! lCn � lC(n�i)i

�i & # pr2
lC(n�i)i

f�uhrt zu der Schlu�folgerung, da� die Menge der Matrizen (akl)n�i;i 2 IR(n�i)i; f�ur

die die Transversalit�at gilt, Zariski{dicht in lC(n�i)i ist. Genauer gesagt: Der a�-

ne Raum lQ(n�i)i enth�alt eine nicht{leere Zariski{o�ene Menge von Matrizen A(i),



3. Reelle L�osungen, der Hyper
�achenfall 23

deren entsprechende Koordinatentransformation X = A
(i)(a)Y zu der gew�unschten

Glattheitseigenschaft von fWi in glatten Punkten von W f�uhrt.

Der Beweis von Lemma 11 kann auch mit einer generisch nichtsingul�aren n � n

Matrix an Stelle einer triangul�aren Matrix erzielt werden. Die hier benutzte Trans-

formation hat den Vorteil, da� sie die f�ur den Algorithmus w�unschenswerte d�unn{

besetzte Gleichungen ergibt, und gen�ugend generisch f�ur den Beweis von Lemma 11

ist.

Sei das Polynom f 2 lQ[X1; : : : ; Xn] nichtkonstant, quadratfrei und sei W := fx 2

lCnjf(x) = 0g die durch f de�nierte Hyper
�ache. Sei � 2 lQ[X1; : : : ; Xn] das Poly-

nom � :=
nP

j=1

�
@f

@Xj

�2
. Wir betrachten die reelle Variet�at V := W \ IRn und setzen

voraus, da�

� die Variet�at V nicht{leer und beschr�ankt ist, und somit kompakt ist;

� der Gradient von f in jedem Punkt von V von null verschieden ist

(d.h., V ist eine glatte Hyper
�ache in IRn; und f = 0 ist ihre regul�are Glei-

chung);

� die Variablen X1; : : : ; Xn bez�uglich f generisch gew�ahlt sind.

Wir k�onnen mit diesen Voraussetzungen die folgende angepa�te De�nition einer

polaren Variet�at, die konsistent mit der allgemeinen De�nition ist, einf�uhren (vgl.

[LT81]).

De�nition 12

Sei 0 � i < n. Wir betrachten den linearen Unterraum X i in lCn de�niert durch die

linearen Formen Xi+1; : : : ; Xn, d.h.,

X
i := fx 2 lC

njXi+1(x) = : : : = Xn(x) = 0g = fx 2 lC
njxi+1 = : : : = xn = 0g:

Dann hei�t die algebraische Variet�at Wi von lCn, die durch den Zariski{Abschlu�

der Menge

fx 2 lC
njf(x) =

@f(x)

@X1

= : : : =
@f(x)

@Xi

= 0;�(x) 6= 0g

gegeben ist, die zum linearen Unterraum X i von lCn assoziierte (komplexe) polare

Variet�at von W . Die entsprechende reelle Variet�at Vi := Wi \ IRn hei�t die zum

linearen Unterraum X i \ IRn von IRn assoziierte reelle polare Variet�at von V . Die

Variet�at W0 ist der Zariski{Abschlu� der Menge fx 2 lC
nj f(x) = 0;�(x) 6= 0g,

und V0 entspricht V .
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Bemerkung 3

Da nach Voraussetzung die relle Variet�at V eine nicht{leere und kompakte Hyper-


�ache des IRn ist, und die Variablen X1; : : : ; Xn generisch gew�ahlt sind, k�onnen wir

aus der Morse Theorie (wie in [Mil64]) sicherstellen, da� die reelle polare Variet�at

Vi nicht{leer und glatt f�ur jeden Index 0 � i < n ist. Insbesondere ist die komplexe

Variet�at Wi nicht{leer und die durch die Polynome f;
@f

@X1
; : : : ;

@f

@Xi
de�nierten Hy-

per
�achen in lC
n schneiden sich transversal in einer Zariski{o�enen und dichten

Teilmenge von Wi (man bemerke hierzu, da� jedes Element in fx 2 lCnj f(x) =

0;�(x) 6= 0g ein glatter Punkt von W ist, und man wende Lemma 11 an).

Wir wollen den Begri� des reellen Grades eines �aquidimensionalen Variet�at einf�uhren.

Diese geometrische Invariante ist ein Verfahren zur Au�ndung reeller L�osungen ei-

nes Gleichungssystem besser als der geometrische Grad angepa�t. da sie nicht nur

kleiner als dieser ist, sondern auch die reelle L�osungen des Systems widerspiegeln. Sei

eine Zariski{abgeschlossene Teilmenge des lCn Z der Dimension n� i; i � n druch

ihre regul�are Gleichungen f1; : : : ; fi 2 lQ[X1; : : : ; Xn] gegeben, und sei Z :=
S
s

i=1Ci

die Darstellung von Z in irreduziblen Komponenten.

De�nition 13

F�ur jeden Index j; 1 � j � s, hei�t die irreduzible Komponente Cj eine reelle

Komponente von Z, falls die reelle Variet�at Cj \ IR
n einen glatten Punkt in Cj

enth�alt. Sei

I := fj 2 IN j1 � j � s; Cj ist eine reelle Komponente von Zg:

Dann hei�t die (komplexe) a�ne Variet�at Z� :=
S
j2I

Cj der reelle Teil von Z. Wir

bezeichnen mit deg� Z := degZ� =
P
j2I

degCj den reellen Grad der algebraischen

Menge Z.

Bemerkung 4

Der reelle Grad deg� Z der Variet�at Z ist stets kleiner als der geometrische Grad

von Z. deg� Z ist genau dann null, wenn der reelle Teil Z� von Z leer ist.

Mit der Glattheitsvoraussetzung an die reelle Variet�at V erhalten wir die folgende

mengentheoretische Darstellung der reellen polaren Variet�at

Vi = fx 2 IR
nj f(x) =

@f(x)

@X1

= : : :
@f(x)

@Xi

= 0g

f�ur jeden Index 0 � i � n.

Satz 14

Sei f 2 lQ[X1; : : : ; Xn] ein nichtkonstantes quadratfreies Polynom und sei � :=
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nP
j=1

�
@f

@Xj

�2
. Sei W := fx 2 lC

njf(x) = 0g die durch das Polynom f gegebene Hyper-


�ache von lC
n. Wir setzen weiterhin voraus, da� die reelle Variet�at V := W \ IR

n

nicht{leer ist und eine glatte und beschr�ankte Hyper
�ache des IRn mit regul�arer Glei-

chung f darstellt. Seien die Variablen X1; : : : ; Xn generisch bez�uglich f . F�ur jeden

Index i, 0 � i < n, sei die komplexe polare Variet�at Wi von W mit ihrer reellen

polaren Variet�at Vi von V wie oben de�niert. Mit dieser Schreibweise erhalten wir:

(i) V0 � W0 � W , mit W0 =W genau dann, wenn f und � teilerfremd sind;

(ii) Wi ist eine nicht{leere �aquidimensionale a�ne Variet�at der Dimension n �

(i+ 1), die glatt in allen Punkten ist, die glatte Punkte von W sind;

(iii) der reelle Teil W �
i
der komplexen polaren Variet�at Wi stimmt mit dem Zariski{

Abschlu� in lCn der reellen polaren Variet�at

Vi =

(
x 2 IR

njf(x) =
@f(x)

@X1

= : : : =
@f(x)

@Xi

= 0

)
;

�uberein;

(iv) das Ideal
�
f;

@f

@X1
; : : : ;

@f

@Xi

�
�
ist radikal.

Beweis:

Die erste Behauptung ist klar, da sich die Variet�atW0 als Vereinigung �uber alle irre-

duziblen Komponenten von W , in denen � nicht identisch verschwindet, darstellen

l�a�t.

Wir zeigen nun die zweite Behauptung. Sei ein Index i; 0 � i < n; �xiert. Dann

ist nach Bemerkung 3 die polare Variet�at Wi nicht{leer. Die durch die Polynome

f;
@f

@X1
; : : : ;

@f

@Xn�1
de�nierten Hyper
�achen von lCn schneiden jede irreduzible Kom-

ponente von Wi transversal in einer Zariski{o�enen Menge. Diese Tatsache hat zur

Folge, da� die Variet�atWi eine nicht{leere �aquidimensionale Variet�at der Dimension

n�(i+1) ist, und die Polynome f; @f

@X1
; : : : ;

@f

@Xn�1
eine regul�are Folge im lokalen Ring

bilden, der durch Lokalisierung von lQ[X1; : : : ; Xn] mit dem Polynom � entsteht.

Das Polynom � verschwindet nicht identisch auf jeder irreduziblen Komponente

von Wi, d.h. f;
@f

@X1
; : : : ;

@f

@Xi
, ist eine regul�are Folge in lQ[X1; : : : ; Xn]�. Mit Lem-

ma 11 schlu�folgern wir, da� die Variet�at Wi glatt in allen ihren Punkten ist, die

glatt in der Hyper
�ache W sind, und somit auch, da� sich die von den Polynomen

f;
@f

@X1
; : : : ;

@f

@Xi
, de�nierten Hyper
�achen transversal in diesen Punkten schneiden.

Wir gehen nun zum Beweis der Aussage (iii) �uber. Der Zariski{Abschlu� von Vi in

lCn ist in W �
i
enthalten (dies ist eine Folge der Glattheit von Vi). Die umgekehrte

Inklusion erhalten wir folgenderma�en: Sei x� 2 W �
i
ein beliebiger Punkt, und sei C

eine irreduzible Komponente von W �
i
, die x� enth�alt. Da C eine reelle Komponente
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von Wi ist, ist der Durchschnitt C \ IR
n nicht{leer und in Wi enthalten. Die polare

Variet�at Wi ist in der algebraischen Menge

fWi :=

(
x 2 lC

n
jf(x) =

@f(x)

@X1

= : : : =
@f(x)

@Xi

= 0

)

enthalten. Wir haben demzufolge C \ Vi 6= ;. Weiterhin schneiden die durch die

Polynome f;
@f

@X1
; : : : ;

@f

@Xi
de�nierten Hyper
�achen von IRn eine dichte Teilmenge

des Durchschnittes C \ Vi transversal. Somit erhalten wir

n� (i + 1) = dimIR(C \ Vi) = dimIRR(C \ Vi) =

= dim lCR((C \ Vi)
0) � dim lCC = n� (i+ 1):

(R(C \ Vi) steht f�ur die Menge der glatten Punkte in C \ Vi und (C \ Vi)
0 f�ur

die Komplexi�zierung von C \ Vi.) Nach diesen Gleichungen gilt dim lC(C \ Vi)
0 =

dim lCC = n� (i + 1), und somit auch C = (C \ Vi)
0. Weiterhin ist die Komplexi�-

zierung (C \ Vi)
0 im Zariski{Abschlu� von Vi in lC

n enthalten. Dies impliziert, da�

C im Zariski{Abschlu� von Vi enthalten ist, und somit auch x�.

Zum Schlu� beweisen wir die letzte Aussage. Wir betrachten wiederum die algebrai-

sche Menge

fWi :=

(
x 2 lC

njf(x) =
@f(x)

@X1

= : : : =
@f(x)

@Xi

= 0

)
;

die die polare Variet�atWi enth�alt. Sei C
0 eine beliebige irreduzible Komponente von

Wi. Dann ist C 0 auch eine irreduzible Komponente von fWi. Weiterhin verschwindet

das Polynom � nicht identisch auf C 0. Nach Bemerkung 3 existiert ein glatter Punkt

x� in fWi, der in C 0 enthalten ist, und in welchem sich die durch die Polynome

f;
@f

@X1
; : : : ;

@f

@Xi
de�nierten Hyper
�achen transversal schneiden.

Sei x� = (x�1; : : : ; x
�
n
) 2 lCn auf diese Weise �xiert. Wir betrachten den lokalen Ring

O eWi;x
�
des Punktes x� in der Variet�at fWi (d.h.,O eWi;x

�
ist der Ring der Keime rationa-

ler Funktionen auf fWi, die im Punkt x� de�niert sind). Wir erhalten den lokalen Ring

O eWi;x
�
algebraisch, indem wir den polynomialen Ring lC[X1; : : : ; Xn] mit dem Ideal

(f; @f

@X1
; : : : ;

@f

@Xi
); das die algebraische Menge fWi de�niert, faktorisieren und dann in

dem durch x� = (x�1; : : : ; x
�
n
) induzierten maximalen Ideal (X1 � x�1; : : : ; Xn � x�

n
)

lokalisieren. Die Anwendung von Standard{Argumenten der kommutativen Algebra

und algebraischen Geometrie (vgl. [Kun80]) impliziert unter Benutzung der Tatsa-

che, da� sich die durch die Polynome f;
@f

@X1
; : : : ;

@f

@Xi
beschriebenen Hyper
�achen

in x� transversal schneiden, da� der Ring O eWi;x
�
ein regul�arer lokaler Ring, somit

auch ein Integrit�atsbereich, ist. Da der Ring O eWi;x
�
ein Integrit�atsbereich ist, gibt es

genau eine irreduzible Komponente von fWi, die den glatten Punkt x� enth�alt (dies

gilt sowohl f�ur die lC�Zariski{Topologie, als auch f�ur die in dieser Arbeit betrach-

tete lQ�Zariski{Topologie). Der Punkt x� ist folglich in genau einer irreduziblen

Komponente C 0 von fWi (und von Wi) enthalten.
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Da der lokale Ring O eWi;x
�
einen Intergrit�atsbereich de�niert, ist sein Verschwin-

dungsideal ein Primideal. Damit erzeugen die Polynome f; @f

@X1
; : : : ;

@f

@Xi
ein Prim-

ideal im lokalen Ring lC[X1; : : : ; Xn](X1�x
�

1;:::;Xn�x
�

n)
. Die isolierte Prim�arkomponente

des Ideals (f; @f

@X1
; : : : ;

@f

@Xi
) in lQ[X1; : : : ; Xn], welche der irreduziblen Komponente

C
0 entspricht, ist selbst ein Primideal. Da dies aber f�ur jede irreduzible Komponen-

te von Wi gilt, ensteht die Variet�at Wi aus der Variet�at
fWi durch Streichung aller

in der Hyper
�ache fx 2 lCnj�(x) = 0g eingebetteten irreduziblen Komponenten.

Wir schlie�en daraus, da� das Ideal (f; @f

@X1
; : : : ;

@f

@Xi
)� in lQ[X1; : : : ; Xn]� ein Durch-

schnitt von Primidealen ist und somit radikal sein mu�.

Bemerkung 5

Unter den Voraussetzungen von Theorem 14 gelten f�ur jeden Index i, 0 � i < n, die

folgenden Inklusionen zwischen den bis jetzt eingef�uhrten verschiedenen nicht{leeren

Variet�aten,

Vi � V und Vi � W
�
i
� Wi �

fWi:

Die reelle Variet�at V beschreibt eine beschr�ankte und glatte reelle Hyper
�ache. Die

Variet�aten Wi und Vi sind die in De�nition 12 eingef�uhrten polaren Variet�aten, W �
i

ist der reelle Teil von Wi wie in der De�nition 13, und fWi ist die im Lemma 11 ein-

gef�uhrte komplexe a�ne Variet�at. Die Voraussetzungen und Theorem 14 implizieren

die folgenden Gleichungen n � (i + 1) = dim lCWi = dim lCW
�
i
= dimIRVi. Unter

der Glattheitannahme und der generischen Wahl der Koordinaten erhalten wir die

folgenden Inklusionen zwischen den entsprechenden Mengen glatter Punkte:

Vi = R(Vi) � R(Wi) � R(fWi) � R(W ); (3.4)

wobei R(Vi); R(Wi); R(
fWi), und R(W ) in der aufsteigenden Kette (3:4) die Menge

der entsprechenden regul�aren Punkte in Vi; Wi;
fWi und W sind, und die Variet�at

W die a�ne Hyper
�ache W = fx 2 lCnjf(x) = 0g in lCn ist.

3.2 Der algorithmische und komplexit�atstheore-

tische Aspekt des Hyper
�achenfalls

Die Betrachtung von polaren Variet�aten erlaubt nun die Formulierung eines ersten

Komplexit�atsresultats:

Sei f 2 lQ[X1; : : : ; Xn] ein quadratfreies Polynom vom Grad d � 2; welches eine

regul�are Gleichung der reellen beschr�ankten algebraischen Menge

V := W \ IR
n = fx 2 IR

nj f(x) = 0g

de�niert, d.h. der Gradient von f verschwindet nicht in jedem Punkt der kompak-

ten reellen Hyper
�ache V . Seien die Koordinaten X1; : : : ; Xn generisch bez�uglich f

gew�ahlt. Sei mit � das Polynom
P

n

j=1

�
@f

@Xj

�2
bezeichnet.
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F�ur jeden Index i; 0 � i < n sei Wi der Zariski{Abschlu� der Menge

fx 2 lC
njf(x) =

@f(x)

@X1

= : : : =
@f(x)

@Xj

= 0;�(x) 6= 0g:

Wi ist die zum linearen Unterraum X i := fx 2 lCnjxi+1 = : : : = xn = 0g assoziierte

polare Variet�at der Hyper
�ache W .

Unter diesen Voraussetzungen haben wir im Theorem 14 gezeigt, da�

f;
@f

@X1

; : : : ;
@f

@Xi

eine transversale Folge au�erhalb der Hyper
�ache fx 2 lC
nj �(x) = 0g im Sinne der

De�nition 4 ist.

Sei �i der geometrische Grad der polaren Variet�atWi; 0 � i < n. Dann besteht eine

geometrische L�osung des Systems

f;
@f

@X1

; : : : ;
@f

@Xn�1

(3.5)

im Sinne von Abschnitt 2:2 aus:

� einem linearer Koordinatenwechsel (X1; : : : ; Xn) 7! (Y1; : : : ; Yn) derart, da�

die Polynome in Noether{Position bez�uglich der neuen Variablen sind;

� einer Linearform U = �1X1 + : : : + �nXn mit Koe�zienten �1; : : : ; �n in ZZ,

welche ein primitives Element u von

lQ! lQ[Y1; : : : ; Yn]=(f;
@f

@X1

; : : : ;
@f

@Xn�1

)

mit einem Minimalpolynom q 2 lQ[U ] erzeugt;

� einer Menge von Parametrisierungen �iyi � pi(u) f�ur i = 1; : : : ; n. Die �i bzw.

pi(u) sind Polynome in ZZ[Y1; : : : ; Yr] bzw. ZZ[Y1; : : : ; Yr][U ], und h�angen von

der Wahl von u ab.

Wn�1 := f(
p1(u)

�1
; : : : ;

pn(u)

�n
) 2 lC

nj q(u) = 0; � := ��i 6= 0g: (3.6)

Satz 15

Seien n; d; �; L nichtnegative ganze Zahlen. Unter den obigen Voraussetzungen gibt

es ein arithmetisches Netzwerk N auf lQ im Sinne der De�nition 5, mit der Gr�o�e

(nd�L)O(1) und nichtskalaren Tiefe O(n(log(d�) + `)); so da� folgendes gilt:

Sei das Polynom f 2 lQ[X1; : : : ; Xn] durch ein divisionsfreien Straight{Line Pro-

gramm � in lQ[X1; : : : ; Xn] der Gr�o�e L und nichtskalaren Tiefe ` gegeben. Dann

erzeugt das Netzwerk N aus dem Schaltkreis � die Koe�zienten einer regul�aren
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Matrix, die die Koordinaten X = (X1; : : : ; Xn) in die neuen Koordinaten Y =

(Y1; : : : ; Yn) �uberf�uhrt, so da� die gew�unschte Noether{Position und Transversalit�at

in jedem Iterationsschritt i; 0 � i < n� 1; erf�ullt ist.

Der durch das arithmetische Netz N erzeugte Algorithmus testet, startend mit �,

ob die komplexe algebraische Menge Wn�1 null{dimensional ist. Wenn dies der Fall

ist, so erzeugt das arithmetische Netzwerk N ein Straight{Line Programm der Gr�o�e

(nd�L)O(1) und nichtskalarer Tiefe O(n(log(d�)+ `)) mit Parametern in lQ, welches

die Koe�zienten der n+1 univariaten Polynome q; p1; : : : ; pn 2 lQ[U ] berechnet. Die

Polynome haben die folgenden Eigenschaften:

(1) deg(q) = �n�1 = degWn�1

(2) maxfdeg(pj)j1 � j � ng < �n�1

(3) Wn�1 = f(p1(u)
�1

; : : : ;
pn(u)

�n
)j u 2 lC; q(u) = 0g.

Der dem arithmetischen Netzwerk N unterliegende Algorithmus testet, ob die semi{

algebraische Menge Wn�1 \ IR
n nicht{leer ist. Wenn dieser Fall eintritt, erzeugt

das Netz N h�ochstens �n�1 Vorzeichenbedingungen in f�1; 0; 1g�n�1, die die reellen

Nullstellen des Polynoms q �a la Thom kodieren, [CR88]. Das Netz N beschreibt mit

dieser Kodierung die Parametrisierung der nicht{leeren Menge Wn�1 \ IR
n.

Wir erhalten mit dem Output dieses Algorithmus folgende Informationen:

� Wenn die komplexe Variet�at Wn�1 keine null{dimensionale Variet�at ist, oder

wenn Wn�1 null{dimensional aber Wn�1\IR
n leer ist, so k�onnen wir schlu�fol-

gern, da� die reelle Variet�at V keine kompakte glatte Hyper
�ache in IRn mit

einer regul�aren Gleichung f ist.

� Falls die Variet�at V eine kompakte glatte Hyper
�ache in IRn mit einer re-

gul�aren Gleichung f ist, so ist der Durchschnitt Wn�1 \ IRn nicht{leer und

enth�alt f�ur jede Zusammenhangskomponente in V mindestens einen Punkt,

den das Netzwerk N im Sinne von Thom durch eine reelle Nullstelle des mi-

nimalen Polynoms q parametrisiert.

Bemerkung 6

Wir leiten aus dem Satz von B�ezout die folgende Absch�atzung �uber den geome-

trischen Grad (vgl. [Hei83], n�amlich maxf�ij0 � i < ng � d(d � 1)n�1 < dn

ab. Das Polynom f l�a�t sich durch ein divisionsfreies Straight{Line Programm in

lQ[X1; : : : ; Xn] evaluieren. Bei �xiertem � := d(d � 1)n�1 und L := dn erhalten wir

im obigen Satz, f�ur den Fall einer kompakten, durch ein regul�ares Polynom von

Grad d gegebenen, glatten Hyper
�ache in Rn, eine worst case Absch�atzung, welche

die Hauptkomplexit�atsresultate in [GV88], [Gri88], [HRS89b], [HRS89a], [HRS90],

[Can88], [Ren88a], [Ren88b], und [BPR94] beinhaltet. Die Bedeutung von Theorem
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15 besteht darin, da� zu erwarten ist, da� in vielen praktisch relevanten F�allen der

geometrische Grad � wesentlich kleiner als die B�ezout Zahl d(d � 1)n�1, und die

Gr�o�e L kleiner als dn sein werden.

Beweis des Satzes:

Sei das Polynom f durch ein Straight{Line Programm � der L�ange L und Tiefe

` gegeben. Unter einer einfachen Anwendung der Leibniz Regel, zur Di�erentiation

eines Produkts k�onnen wir ein Straight{Line Programm in lQ[X1; : : : ; Xn]; der L�ange

(2n+1)L und nichtskalaren Tiefe `+1 ableiten, welches alle partiellen Ableitungen

von f evaluiert. Wir k�onnen ohne Beschr�ankung der Allgemeinheit annehmen, da�

das Straight{Line Programm �, welches das Polynom f evaluiert, auch das Polynom

� repr�asentiert, da sich die partiellen Ableitungen von f aus dem Straight{Line

Programm � in einer in n und L linearen Komplexit�atszeit auswerten lassen (vgl.

[BS82] und [Mor84]).

Eine Anwendung der simultanen Noether{Normalisierung im Theorem 5, [KP96]

�nden wir eine regul�are (n�n)�Matrix, die die KoordinatenX1; : : : ; Xn in Noether{

Position bez�uglich den polaren Variet�aten W0; W1; : : : ;Wn�1 darstellt. Wir �nden

unter Benutzung des der Proposition 18, [GHM+98], zugrunde liegenden Algorith-

mus mit der im Theorem 31, [GHH+97], eingef�uhrten Modi�zierung (siehe auch

Theorem 19 und dessen Beweis) ein arithmetisches Netzwerk N 0 mit Parametern in

lQ von der Gr�o�e (nd�L)O(1), welches entscheidet, ob die Polynome f; @f

@X1
; : : : ;

@f

@Xn�1

transversal au�erhalb der durch � de�nierte Hyper
�ache sind. Dies ist genau dann

der Fall, wenn die Variet�at Wn�1 eine null{dimensionale Variet�at ist.

Wir setzen nun voraus, da� die Polynome (f; @f

@X1
; : : : ;

@f

@Xn�1
) transversal au�erhalb

der durch � de�nierte Hyper
�ache sind. Unter Anwendung der Proposition 18 in

[GHM+98] und des Theorems 31 in [GHH+97] auf die Polynome f; @f

@X1
; : : : ;

@f

@Xn�1

und � erhalten wir ein arithmetisches Netzwerk N 0. Dieses Netzwerk N 0 erzeugt ein

die Koe�zienten der Polynome q; p1; : : : ; pn 2 lQ[Xn] repr�asentierendes Straight{Line

Programm in lQ. Die Polynome q; p1; : : : ; pn 2 lQ[Xn] charakterisieren den Teil Wn�1

der komplexen Variet�at fWn�1 :=
n
x 2 lC

njf(x) =
@f(x)

@X1
= : : : =

@f(x)

@Xn�1
= 0

o
; der die

Hyper
�ache fx 2 lCnj�(x) = 0g meidet. Die Ausgabe q; p1; : : : ; pn des Netzwerks

N 0 erf�ullt dann die Bedingungen (1); (2); (3) im Theorem 15.

Das Netzwerk N 0 l�a�t sich durch die Anwendung des korrekten Algorithmus in

[BOKR86] (vgl. auch [RS90] f�ur eine Verfeinerung) erweitern, indem geeignete kom-

primierte Knoten addiert werden, die testen, ob eine rationale Zahl positiv ist.

Das resultierende Netzwerk N entscheidet nun, ob das Polynom q irgendeine re-

elle L�osung besitzt und es hat eine Gr�o�e, die asymptotisch gleich (nd�L)O(1) ist.

Ohne Einschr�ankung der Allgemeinheit k�onnen wir annehmen, da� das Netzwerk N

jede existierende Nullstelle des Polynoms q im Sinne von Thom (vgl. [CR88], [RS90])

kodiert. Die Einschr�ankung der letzten Koordinate Xn auf eine irreduzible Kompo-

nente der kompakten reellen Variet�at V := W \ IRn nimmt das Maximum auf dieser

Komponente an, welches in Vn�1 := Wn�1 \ IR
n liegt. Damit kodiert das arithme-
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tische Netzwerk N mindestens einen Punkt in jeder irreduziblen Komponente von

V . Der Beweis folgt.

Das arithmetische Netzwerk N im Beweis des obigen Satzes startet mit der Aus-

gabe von � und berechnet in jeder Zusammenhangskomponente von V mindestens

einen repr�asentativen Punkt, falls f 2 lQ[X1; : : : ; Xn] eine regul�are Gleichung einer

beschr�ankten glatten Hyper
�ache V in IRn ist. Die Gr�o�e des Netzwerks N h�angt

polynomial von der Anzahl n der Variablen, vom Grad d des Polynoms f , von der

L�ange L des f auswertenden Straight{Line Programms, und vom Grad � gewisser

zu f assoziierter komplexer polarer Variet�aten Wi; 0 � i < n; ab.

Das Netzwerk N gibt somit eine Antwort auf das algorithmische Problem, repr�asen-

tative Punkte auf irreduziblen Komponenten einer kompakten glatten reellen Va-

riet�at zu kodieren. Die Komplexit�at des zugrunde liegenden Algorithmus h�angt vom

geometrischen Grad � abh�angt, welcher mehr komplexen L�osungen als den reellen

von f assoziiert ist.

Es ist w�unschenswert, ein Netzwerk aufzubauen, dessen Gr�o�e direkt von einer geo-

metrischen Invarianten abh�angt, die reelle Wurzeln vom Polynom f entspricht. Als

eine solche Invariante erweist der in De�nition 13 eingef�uhrte reelle Grad der be-

trachteten polaren Variet�aten Wi ist 0 � i < n. Wir werden durch einen zweiten

Algorithmus zeigen, da� es ein Netzwerk gibt, dessen Gr�o�e polynomial vom reellen

Grad abh�angt. Der Preis, den wir daf�ur in Kauf nehmen m�ussen, ist relativ hoch:

� Die zweite Prozedur ist nicht mehr in der Lage zu entscheiden, ob ein Polynom

f eine regul�are Gleichung einer beschr�ankten glatten Hyper
�ache V des IRn

ist, sondern wir m�ussen das voraussetzen. Weiterhin setzen wir voraus, da�

die reelle Gleichung f = 0 konsistent ist, d.h. es gibt mindestens eine reelle

L�osung. Wir benutzen dann diese Prozedur, um die reelle Gleichung f = 0

zu l�osen, wobei wir mit L�osen meinen, da� der Algorithmus mindestens einen

repr�asentativen Punkt in jeder irreduziblen Komponente von V erzeugt.

� F�ur unseren neuen Algorithmus ben�otigen wir zwei
"
�au�ere Subroutinen, de-

ren theoretische Komplexit�atsschranken nicht direkt ins Kalk�ul gezogen wer-

den, obwohl ihre praktische Komplexit�at als polynomial anzusehen ist:

{ Die erste ben�otigte Subroutine ist ein Faktorisierungsalgorithmus f�ur uni-

variate Polynome in lQ. W�ahrend die Komplexit�at der Faktorisierung ei-

nes Polynoms �uber lQ im Bitkomplexit�atsmodell polynomial ist ([LLL82]),

ist sie im hier betrachteten arithmetischen Modellen komplizierter (vgl.

[vzGS91]). Im erweiterten Komplexit�atsmodell werden wir die Kosten der

Faktorisierung eines univariaten Polynoms vom GradD �uber lQmitDO(1)

ansetzen.

{ Die zweite Subroutine verwirft die komplexen irreduziblen Komponenten

der polaren Variet�at, die keinen glatten reellen Punkt enthalten. Diese
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zweite Subroutine startet mit einem Straight{Line Programm � f�ur ein

einziges Polynom in lQ[X1; : : : ; Xn] als Eingabe und entscheidet, ob das

Polynom eine glatte reelle Nullstelle besitzt (ohne diese Nullstelle zu �n-

den, falls eine solche existiert). Die Kosten dieses Verfahrens werden in

unserer Methode polynomial ansetzen.

� Wir nennen ein arithmetisches Netzwerk �uber lQ erweitert , falls es neue Knoten

enth�alt, welche der ersten und zweiten Subroutine entsprechen.

Wir fassen jetzt Voraussetzungen und Bezeichnungen, die wir im folgenden, den

zuvor beschriebenen Sachverhalt betre�enden Lemma 16 benutzen.

Seien die nat�urliche Zahlen n; d; �� und L �xiert. Wir setzen voraus, da� ein divi-

sionsfreies Straight{Line Programm � in lQ[X1; : : : ; Xn] mit Gr�o�e L derart ge-

geben ist, so da� � ein nichtkonstantes Polynom f 2 lQ[X1; : : : ; Xn] mit Grad-

schranke d auswertet. Seien wieder � :=
nP

j=1

�
@f

@Xj

�2
und das Polynom f eine re-

gul�are Gleichung der nicht{leeren beschr�ankten glatten Hyper
�ache V in IRn. Fer-

ner sei W := fx 2 lCn; f(x) = 0g die durch f in lCn de�nierte komplexe Hy-

per
�ache, und es seien die Variablen X1; : : : ; Xn in generischer Position bez�uglich

f . Ein Index i; 0 � i < n; sei beliebig �xiert. Die zum linearen Unterraum

X i := fx 2 lCnjxi+1 = 0; : : : ; xn = 0g assoziierte polare Variet�at Wi ist der Zariski{

Abschlu� in lCn der Menge

fx 2 lC
njf(x) =

@f(x)

@X1

= : : : =
@f(x)

@Xi

= 0;�(x) 6= 0g:

Sei Vi := Wi\IR
n die zur reellen Hyper
�ache V assoziierte polare Variet�at. Sei ��i der

reelle Grad der polaren Variet�atWi; d.h., der geometrische Grad vonW
�
i
(vgl. De�ni-

tion 13). Nach Theorem 14 ist die Gr�o�e ��i auch den geometrischen Grad des Zariski{

Abschlusses der reellen polaren Variet�at Vi in lCn, d.h., der Komplexi�zierung von

Vi. Sei r := n � (i + 1). Da die Variablen X1; : : : ; Xn generisch bez�uglich unserer

geometrischen Daten gew�ahlt sind, sind sie auch in Noether{Position bez�uglich der

komplexen Variet�atWi, wobei die KoordinatenX1; : : : ; Xr frei sind (vgl. [GHMP95],

[GHM+98]). Ferner sei �� � maxf��
i
j0 � i < ng.

Mit diesen Bezeichnungen und Annahmen erhalten wir im folgenden Lemma eine

reelle Version von Proposition 17 in [GHM+98]:

Lemma 16

Sei i ein fest gew�ahlter Index mit 0 � i < n und sei r := n� (i+ 1). Dann existiert

ein erweitertes arithmetisches Netzwerk N mit Parametern in lQ von der Gr�o�e

(id��L)O(1), welches aus dem Straight{Line Programm � in lQ[X1; : : : ; Xn] ein divisi-

onsfreies Straight{Line Programm �i in lQ[X1; : : : ; Xr] erzeugt. Dieses Straight{Line

Programm �i repr�asentiert ein Polynom % 2 lQ[X1; : : : ; Xr]; welches nicht identisch

Null ist, sowie die Koe�zienten gewisser Polynome

q; pr+1; : : : ; pn 2 lQ[X1; : : : ; Xr; Xr+1]
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bez�uglich Xr+1. Die Polynome %; q; pr+1; : : : ; pn haben die folgenden Eigenschaften:

(i) Das Polynom q hat den Leitkoe�zienten eins und ist in Xr+1, vom Grade

deg q = deg
Xr+1

q = ��
i
= degW �

i
� ��.

(ii) Das Polynom % ist die Diskriminante von q bez�uglich der Variablen Xr+1 und

sein Grad l�a�t sich durch deg % � 2(��
i
)3 absch�atzen.

(iii) Die Grade der Polynome p1; : : : ; pn gen�ugen den Ungleichungen

maxfdegXr+1
pkj1 � k � ng < �

�
i
;

maxfdeg pkj1 � k � ng = 2(��
i
)3:

(iv) Das Ideal

(q; %Xr+1 � pr+1; : : : ; %Xn � pn)%;

das in der Lokalisierung

lQ[X1; : : : ; Xn]%

durch die Polynome q; %Xr+1� pr+1; : : : ; %Xn� pn erzeugt wird, beschreibt das

Verschwindungsideal der a�nen Variet�at (W �
i
)% := fx 2 W

�
i
j%(x) 6= 0g. Fer-

ner ist (W �
i
)% eine dichte Zariski{o�ene Teilmenge der komplexen Variet�at

W �
i
:

(v) Die Straight{Line Programms �i ist von der Gr�o�e (id��L)O(1).

Beweis:

Der Beweis dieses Lemma folgt den allgemeinen Linien des Beweises von Theorem

14 und basiert wiederum auf Algorithmen, die der Proposition 18 [GHM+98] und

dem Theorem 31 in [GHH+97] zugrunde liegen. Wir wissen aus Theorem 14, da� die

Polynome f; @f

@X1
,: : : ; @f

@Xn�1
; au�erhalb der in lCn durch � de�nierte Hyper
�ache

eine transversale Folge bilden. Somit l�a�t sich der auf dem Theorem 10 basierende

Algorithmus zur geometrischen L�osung (vgl. [GHM+98], Abschnitt 3; anwenden.

Zun�achst k�onnen wir mit dem Ergebnissen aus den Arbeiten [BS82] und [Mor84]

das Straight{Line Programm �, welches das Eingangspolynom f evaluiert, so modi-

�zieren, da� auch entsprechende partielle Ableitungen von f evaluiert werden. Die

entstehenden Kosten sind linear in L. Wir k�onnen also ohne Einschr�ankung der All-

gemeinheit voraussetzen, da� das Straight{Line Programm � sowohl f als auch �

repr�asentiert.

Wir zeigen Lemma 16, indem wir unter der Voraussetzung, da� die beiden ein er-

weitertes Netzwerk de�nierenden Subroutinen zur Verf�ugung stehen, eine in i; 0 �

i � n; rekursive Prozedur aufbauen.

Sei zuerst der Index i := 0; und sei �0 das Straight{Line Programm �, das die

Polynome f und � darstellt. Da die Variablen X1; : : : ; Xn in generischer Position
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sind, lassen sich die Polynome f und � mit Leitkoe�zienten eins in Xn darstellen,

und diese Polynome gen�ugen den Bedingungen d � deg f = deg
Xn

f und 2d �

deg� = degXn
�.

Sei R0 := lQ[X1; : : : ; Xn�1]; und wir betrachten die Polynome f und � mit Leit-

koe�zienten eins und Koe�zienten in R0. Durch Interpolation in 2d + 1 beliebi-

gen, voneinander verschiedenen rationalen Punkten erhalten wir ein divisionsfreies

Straight{Line Programm in R0 = lQ[X1; : : : ; Xn�1], das die Koe�zienten von f und

� bez�uglich Xn darstellt. Dieses Straight{Line Programm hat die L�ange LdO(1).

Wir erhalten den gr�o�ten gemeinsamen Teiler von f und � in R0[Xn] durch die An-

wendung vom Lemma 8 in [GHM+98]. Dieser gr�o�te gemeinsame Teiler hat den Leit-

koe�zienten eins in R0[Xn], und seine Koe�zienten bez�uglich Xn lassen sich durch

ein divisionsfreies Straight{Line Programm in R0 = lQ[X1; : : : ; Xn�1] darstellen. Sei

�q 2 R0[Xn] = lQ[X1; : : : ; Xn] der Quotient von f und dem gr�o�ten gemeinsamen

Teiler von f und �. Dann lassen sich die Koe�zienten von �q bez�uglich Xn durch

ein divisionsfreies Straight{Line Programm ��1 in R0 darstellen. Das Polynom �q ist

quadratfrei, da f quadratfrei ist, den Leitkoe�zienten eins bez�uglich Xn hat und f

teilt. Wir haben weiterhin eine Beschreibung der Variet�atW0 = fx 2 lCnj�q(x) = 0g.

Das Polynom �q ist das minimale Polynom der Hyper
�ache W0 in lCn. Der Grad des

Polynoms �q gen�ugt den Gleichungen deg �q = deg
Xn

�q = degW0.

Das Straight{Line Programm ��1, welches die Koe�zienten des Polynoms �q bez�uglich

der Variablen Xn darstellt, hat die L�ange (dL)O(1). Um die Beschreibung der Re-

kursion f�ur i = 0 zu beenden, gen�ugt es, den Faktor q des minimalen Polynoms �q

zu �nden, welcher den reellen Teil W �
0 der Variet�at W0 beschreibt. Dazu betrachten

wir die Projektionsabbildung lCn ! lCn�1, die jedem Punkt in lCn seine ersten

n � 1 Koordinaten zuordnet. Da die Variablen X1; : : : ; Xn generisch gegeben sind,

induziert diese Projektion einen endlichen surjektive Morphismus � : W0 ! lC
n�1.

Wir w�ahlen einen generischen Lifting Punkt t = (t1; : : : ; tn�1) 2 lQn�1 mit rationa-

len Koordinaten t1; : : : ; tn�1: Der Punkt t ist ein generischer Punkt in lQn�1 f�ur die

Hyper
�ache W0 vom Morphismus �. Die null{dimensionale Faser ��1(t), die Lifting

Faser, besteht nur aus in W0 glatten Punkten.

Die irreduziblen Komponenten von W0 sind die Hyper
�achen in lCn, die durch die

lQ{irreduziblen Faktoren q1; : : : ; qs von �q beschrieben sind.

Ohne Einschr�ankung der Allgemeinheit k�onnen wir annehmen, da� f�ur Indizes 1 �

m � s die irreduziblen Polynome q1; : : : ; qm die reellen irreduziblen Komponenten

von W0 de�nieren. Hieraus folgt, da� der gesuchte Faktor q des minimalen Poly-

noms �q durch q := q1 : : : qm darstellbar ist. Dann m�ussen alle irreduziblen Faktoren

q1; : : : ; qs von �q gefunden und die Faktoren qm+1; : : : ; qs gestrichen werden.

Wir geben im folgenden eine Methode zur Au�ndung aller irreduziblen Polyno-

me q1; : : : ; qs von �q an. Wir spezialisieren in �q die Variablen X1; : : : ; Xn�1 durch

die Koordinaten t1,: : :, tn�1 des rationalen Lifting Punktes t 2 lQn�1 und erhal-
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ten ein univariates Polynom �q(t; Xn) := �q(t1; : : : ; tn�1; Xn) 2 lQ[Xn], das sich in

�q(t; Xn) = q1(t; Xn) : : : qs(t; Xn) in lQ[Xn] zerlegen l�a�t. Da der Lifting Punkt t ge-

nerisch in lQ
n�1 gew�ahlt war, impliziert der Hilbertsche Irreduzibilit�atssatz (vgl.

[Lan62]), da� die Polynome q1(t; Xn);: : : ;qs(t; Xn) irreduzibel in lQ sind. Eine Spe-

zialisierung der VariablenX1; : : : ; Xn�1 im Straight{Line Programm ��1 auf die Werte

t1; : : : ; tn�1 ergibt ein arithmetisches Netzwerk in lQ, das die Koe�zienten des uni-

variaten Polynoms �q(t; Xn) darstellt. Die Anwendung der erste Subroutine liefert

die Koe�zienten der Polynome q1(t; Xn); : : : ; qs(t; Xn). Die Anwendung der Lifting

Prozedur (aus dem Algorithmus zur geometrischen L�osung) auf diese Polynome lie-

fert ein divisionsfreies Straight{Line Programm in lQ[X1; : : : ; Xn�1] mit der Gr�o�e

(dL)O(1); welches die Koe�zienten der Polynome q1; : : : ; qs bez�uglich der Variable

Xn darstellt (vgl. [GHH+97]).

Um den Schritt i = 0 zu beenden, mu� eine algorithmische Identi�zierung der Poly-

nome q1; : : : ; qm, die die irreduziblen reellen Komponenten von W0 und somit auch

W
� de�nieren erfolgen. Das Produkt q = q1 : : : qm ist dann leicht zu erhalten. Wir

bemerken nochmals, da� �q das minimale Polynom der Hyper
�ache W0 ist. Wir er-

halten die Gleichung V0 = W
�
0 \ IR

n = W0 \ IR
n aus der Glattheit der Variet�at

V = W \ IRn. Die Polynome �q und q sind auch regul�are Gleichungen der reellen

Hyper
�ache V , denn nach Voraussetzung gilt das f�ur f und die Polynome �q und

q sind Faktoren von f . Damit mu� jedes Polynom in der Folge q1; : : : ; qs, welches

eine reelle Nullstelle x 2 IRn hat, einen im Punkt x nichtverschwindenden Gradient

haben. Dies hat zur Folge, da� jede der Polynom q1; : : : ; qs mit reellen Nullstellen in

der Folge q1; : : : ; qm vorkommen mu�. Durch Aufruf der zweiten Subroutine �ndet

man Polynome q1; : : : ; qm, und somit auch das Produkt q = q1 : : : qm.

Wir erweitern nun das divisionsfreie Straight{Line Programm, das die Polynome

q1; : : : ; qs darstellt, zu einem Straight{Line Programm in lQ[X1; : : : ; Xn] der Gr�o�e

(dL)O(1), welches das Polynom q = q1 : : : qm ausrechnet. Wir interpolieren das Po-

lynom q in der Variablen Xn wie oben beschrieben, und erhalten ein Straight{Line

Programm �1 in lQ[X1; : : : ; Xn] mit der Gr�o�e (dL)O(1), welches die Koe�zienten

des Polynoms q bez�uglich der Variable Xn darstellt. Das Straight{Line Programm

�1 l�a�t sich ohne �Anderung in der Komplexit�at zu einen divisionsfreien Straight{

Line Programm in lQ[X1; : : : ; Xn�1] erweitern, welches die Diskriminante % von q

bez�uglich der Variablen Xn und die Polynome %X1; : : : ; %Xn�1 berechnet.

Sei das Polynom pn := %Xn 2 lQ[X1; : : : ; Xn�1; Xn] de�niert. Dann erf�ullen die Poly-

nome % 2 lQ[X1; : : : ; Xn�1] und q; pn 2 lQ[X1; : : : ; Xn�1; Xn] die Bedingungen (i) - (iv)

im Lemma 16 f�ur i = 0. Weiterhin ist �1 ein divisionsfreies Straight{Line Programm

in lQ[X1; : : : ; Xn�1] der Gr�o�e (dL)
O(1), welches % und die Koe�zienten der Poly-

nome q; pn bez�uglich der Variablen Xn berechnet. Die Ausgabe des Straight{Line

Programms �1 l�a�t sich aus dem Straight{Line Programm � durch ein erweitertes

arithmetisches Netzwerk mit Parametern in lQ der Gr�o�e (dL)O(1) erzeugen. Damit

ist der Beweis des ersten Schrittes unserer rekursiven Prozedur erbracht.
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Wir betrachten nun den Fall 0 < i < n und setzen r := n � (i + 1). Wir neh-

men an, da� ein divisionsfreies Straight{Line Programm �i�1 in lQ[X1; : : : ; Xr+1]

der Gr�o�e �i�1 gegeben ist, welches das von Null verschiedene Polynom %
0 2

lQ[X1; : : : ; Xr+1] und die Koe�zienten gewisser Polynome q 0; pr+2
0; : : : ; pn

0 2

lQ[X1; : : : ; Xr+1; Xr+2] bez�uglich der Variablen Xr+2 darstellt. Diese Polynome ha-

ben die folgenden Eigenschaften: q 0 hat den Leitkoe�zienten eins, ist bez�uglich

Xr+2 separiert und erf�ullt die Gradbedingung deg q 0 = deg
Xr+2

q
0 = �

�
i�1. %

0

ist die Diskriminante von q 0 bez�uglich Xr+2, und die Polynome pr+2
0; : : : ; pn

0

haben die Gradsschranke maxfdegXr+2
pk

0jr + 2 � k � ng < ��
i�1: Das Ideal

(q 0; % 0Xr+2 � pr+2
0; : : : ; % 0Xn � pn

0)% 0 der Lokalisierung lQ[X1; : : : ; Xn]% ist das

Verschwindungsideal der a�nen Variet�at (W �
i�1)% 0 . Wir bemerken, da� (W �

i�1)% 0 ei-

ne Zariski{o�ene und dichte Teilmenge von (W �
i�1) ist. Sei Z der Zariski{Abschlu�

in lCn von fx 2 W �
i�1j

@f(x)

@Xi
= 0;�(x) 6= 0g. Wir haben W �

i
� Z � Wi und Z

enth�alt die Vereinigung aller reellen irreduziblen Komponenten von Wi. Insbeson-

dere sind alle irreduziblen Komponenten von Z auch irreduzible Komponenten von

Wi. Au�erdem gilt die Ungleichung degZ � d��
i�1.

Um eine explizite Beschreibung der algebraischen Menge

fx 2 W
�
i�1j

@f(x)

@Xi

= 0g

erzeugen zu k�onnen, wenden wir auf die Straight{Line Programme �i�1 und �, welche

% 0; q 0; pr+2
0; : : : ; pn

0 und
@f(x)

@Xi
repr�asentieren, eine Prozedur an, welche die Aussage

von Proposition 18 in [GHM+98] zugrunde liegt.

Verm�ogen dieses Algorithmus sind wir in der Lage, irreduzible Komponenten von

fx 2 W
�
i�1j

@f(x)

@Xi
= 0g; die in der Hyper
�ache fx 2 lC

nj�(x) = 0g liegen, zu eli-

minieren. Wir erhalten dadurch ein divisionsfreies Straight{Line Programm �� in

lQ[X1; : : : ; Xr] der Gr�o�e i(L + �i�1)(d�
�
i�1), welches das von Null verschiedene Po-

lynom �% 2 lQ[X1; : : : ; Xr] und die Koe�zienten gewisser Polynome �q; �pr+1; : : : ; �pn 2

lQ[X1; : : : ; Xr+1] bez�uglich der Variablen Xr+1 darstellt.

Letztere Polynome haben die folgenden Eigenschaften: �q hat den Leitkoe�zienten

eins, ist bez�uglich Xr+1 separiert und erf�ullt die Gradbedingung deg �q = deg
Xr+1

�q =

degZ. Das Polynom �% ist die Diskriminante von �q bez�uglich Xr+1, und die Polynome

�pr+1; : : : ; �pn gen�ugen der Gradsschranke

maxfdegXr+1
�pkjr + 1 � k � ng < degZ:

Das Ideal (�q; �%Xr+1 � �pr+1; : : : ; �%Xn � �pn)�% ist in der Lokalisierung lQ[X1; : : : ; Xn]�%
das Verschwindungsideal der a�nen Variet�at Z�%. Wir bemerken weiterhin, da� Z�%

eine Zariski{o�ene und dichte Teilmenge von Z beschreibt.

Man �ndet nun (vgl. [GHM+98], insbesondere Proposition 15) ein arithmetisches

Netzwerk Ni mit Parametern in lQ der Gr�o�e i(d��i�1L�i�1)
O(1), welches aus �i�1

und � das oben angef�uhrte Straight{Line Programm �� erzeugt.
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Seien q1; : : : ; qs 2 lQ[X1; : : : ; Xr+1] die lQ-irreduziblen Faktoren von �q. Da das Po-

lynom �q den Leitkoe�zienten eins hat und bez�uglich Xr+1 separiert ist, gilt �q =

q1 : : : qs. Da die Variablen X1; : : : ; Xn generisch gew�ahlt sind, k�onnen wir schlu�fol-

gern, da� jede irreduzible Komponente der algebraischen Variet�at Z durch exakt

eines der irreduziblen Polynome q1; : : : ; qs dargestellt wird. Dies bedeutet, da� die

Variet�at Z aus s irreduziblen Komponenten hat, seien es C1; : : : ; Cs; so da� f�ur jeden

Index 1 � l � s, die irreduzible Komponente Cl identisch mit dem Zariski{Abschlu�

in lCn der folgenden Menge ist:

fx = (X1; : : : ; Xn) 2 lC
nj �%(X1; : : : ; Xr)Xr+1 � �pr+1(X1; : : : ; Xr+1) = 0;

: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :

�%(X1; : : : ; Xr)Xn � �pn(X1; : : : ; Xr+1) = 0;

ql(X1; : : : ; Xr) = 0; �%(X1; : : : ; Xr) 6= 0g:

Wir nehmen an, da� die reellen irreduziblen Komponenten von Z (und folglich

auch die von Wi) auf diese Weise durch die Polynome q1; : : : ; qm gegeben sind, und

es sei q := q1 : : : qm. Das Polynom q hat den Leitkoe�zienten eins, ist in Xr+1

separiert und gen�ugt der Gradsschranke deg q = deg
Xr+1

q = ��
i
. Wir haben ferner

W
�
i
= C1 [ : : : [ Cm.

Wir suchen nun nach einem Straight{Line Programm �, dessen L�ange von der

Ordnung (id��
i
L)O(1) ist (und somit unabh�angig von Gr�o�e �i�1 des Straight{Line

Programms �i�1 ist), welches die Koe�zienten der Polynome q1; : : : ; qs, und da-

mit das Polynom q darstellt. Wir erweitern das arithmetische Netzwerk Ni um

(id��
i
L�i�1)

O(1) viele zus�atzliche Knoten und �nden (wie im Beweis von der Proposi-

tion 33 in [GHH+97]), einen
"
gen�ugend generischen \Lifting{Punkt t = (t1; : : : ; tr) 2

lQ
r f�ur die algebraische Variet�at Z. Durch die generische Wahl des Punktes t k�onnen

wir mit dem Hilbertschen Irreduzibilit�atstheorem schlu�folgern, da� die Polyno-

me q1(t; Xr+1); : : : ; qs(t; Xr+1) irreduzible Polynome in lQ[Xr+1] sind. Damit stellt

die Identit�at �q(t; Xr+1) = q1(t; Xr+1) : : : qs(t; Xr+1) eine Zerlegung des Polynoms

�q(t; Xr+1) 2 lQ[Xr+1] in seine irreduziblen Faktoren dar.

Wenn wir nun im Straight{Line Programm �� die Variablen X1; : : : ; Xr auf die Wer-

te t1; : : : ; tr spezialisieren, so erhalten wir ein arithmetisches Netzwerk in lQ, das die

Koe�zienten des univariaten Polynoms �q(t; Xr+1) darstellt. Wir f�ugen dem Netz-

werk einige Sonderknoten hinzu, ohne seine Gr�o�e asymptotisch zu ver�andern, und

k�onnen dann ohne Einschr�ankung der Allgemeinheit voraussetzen, da� Ni die von

Null verschiedene rationale Zahl �%(t) und die Koe�zienten der univariaten Polyno-

me �q(t; Xr+1); �pr+1(t; Xr+1); : : : ; �pn(t; Xr+1) darstellt. Wir bemerken weiterhin, da�

deg �q(t; Xr+1) = deg
Xr+1

�q = deg �q � d��
i�1 gilt. Damit sind wir in der Lage, die

irreduziblen Faktoren q1(t; Xr+1); : : : ; qs(t; Xr+1) von �q(t; Xr+1) durch einen Aufruf

der erste Subroutine zu �nden. Dieser Aufruf bringt Kosten (d��
i�1)

O(1) mit sich.

Eine solche Erweiterung des Netzwerks Ni um Sonderknoten ohne �Anderung sei-

ner asymptotischen Gr�o�e, versetzt uns in die Lage vorauszusetzen, da� Ni f�ur je-
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den Index 1 � l � s die rationale Zahl �%(t) und die Koe�zienten der Polynome

ql(t; Xr+1); �pr+1(t; Xr+1); : : : ; �pn(t; Xr+1) darstellt.

Man beachte, da� Ni nun ein erweitertes arithmetisches Netzwerk ist.

F�ur einen �xierten Index l, 1 � l � s; ist die Menge Cl \ (ftg � lC
n�r) die Lif-

ting Faser des Punktes t in der irreduziblen Komponente Cl von Z. Die Polynome

ql(t; Xr+1);
1

�%(t)
�pr+1(t; Xr+1); : : : ;

1

�%(t)
�pn(t; Xr+1) stellen eine geometrische L�osung der

Lifting Faser dar. Dies bedeutet, da� die folgende Identit�at gilt:

Cl \ (ftg � lC
n�r) =

( 
t1; : : : ; tr;

�pr+1(t; u)

�%(t)
; : : : ;

�pn(t; u)

�%(t)

!
ju 2 lC; ql(t; u) = 0

)

Wendet man jetzt den Algorithmus, den das Theorem 31, [GHH+97] liefert auf den

Input

�; t = (t1; : : : tr); �%(t); ql(t; Xr+1); �pr+1(t; Xr+1); : : : ; �pn(t; Xr+1)

an, so erh�alt man ein divisionsfreies Straight{Line Programm in lQ[X1; : : : ; Xr] der

Gr�o�e (id degClL)
O(1), welches die Koe�zienten des Polynoms ql bez�uglich der Va-

riablen Xr+1 darstellt. Wir wiederholen dieses Vorgehen f�ur jeden Index l, 1 � l � s,

und m�ussen stets einige Sonderknoten zum arithmetischen Netzwerk Ni hinzuf�ugen,

ohne jedoch seine asymptotische Gr�o�e zu �andern. Damit k�onnen wir annehmen, da�

Ni ein divisionsfreies Straight{Line Programm in lQ[X1; : : : ; Xr] erzeugt, welches die

Koe�zienten der Polynome q1; : : : qs bez�uglich der Variablen Xr darstellt. Wie im

Fall i = 0 k�onnen wir durch Aufruf der zweiten Subroutine Polynome qm+1; : : : ; qs

streichen, die keine Nullstelle in IR
n haben. Aus den �ubriggebliebenen Polynomen

q1; : : : ; qm erzeugen wir das Polynom q = q1 : : : qm. Die durch das Streichen von

qm+1; : : : ; qs und die Erzeugung von q hinzugekommenen Kosten sind von der Ord-

nung (
P

s

l=1 id degClL)
O(1)

= (id degZL)O(1) = (id��
i�1L)

O(1). Damit k�onnen wir

ohne Einschr�ankung der Allgemeinheit annehmen, da� das erweiterte arithmetische

Netzwerk Ni ein divisionsfreies Straight{Line Programm in lQ[X1; : : : ; Xr] der Gr�o�e 
sX
l=1

id degClL

!O(1)

= (id��
i�1L)

O(1)

erzeugt, welches die Koe�zienten des Polynoms q bez�uglich der Variablen Xr dar-

stellt. Wir bemerken, da� der Punkt t 2 lQr auch Lifting Punkt der algebraischen

Variet�atW �
i
= [s

l=1Cl ist. Damit ist die Lifting Faser von t inW
�
i
durch die rationale

Zahl �%(t) und die Koe�zienten folgender Polynome

q(t; Xr+1) und �pr+1(t; Xr+1); : : : ; �pn(t; Xr+1)

charakterisiert, die prinzipiell schon vom arithmetischen Netzwerk Ni ausgerechnet

wurden. Eine erneute Anwendung obiger Methode auf den Input

�; t = (t1; : : : ; tr); �%(t); q(t; Xr+1); �pr+1(t; Xr+1); : : : ; �pn(t; Xr+1)
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ergibt ein divisionsfreies Straight{Line Programm �i in lQ[X1; : : : ; Xr] von der Gr�o�e

�i = (id��
i
L)O(1). Dieses Straight{Line Programm �i repr�asentiert ein von Null

verschiedenes Polynom % 2 lQ[X1; : : : ; Xr] und die Koe�zienten des Polynoms q

bez�uglich der Variablen Xr+1, sowie gewisse Polynome pr+1; : : : ; pn im polynomialen

Ring lQ[X1; : : : ; Xr; Xr+1]; welche die Eigenschaften (i) - (iv) im Lemma 16 erf�ullen.

Das erweiterte arithmetische Netzwerk Ni in lQ, das diese Ausgabe �i aus dem Input

�i�1 und � erzeugt, hat die Gr�o�e (id��i�1L�i�1)
O(1).

Man bemerke, da� die L�ange �i des Straight{Line Programms �i unabh�angig von

der L�ange �i�1 von �i�1 ist. Genauer gesagt, haben wir �i = (id��
i
L)O(1). Wegen der

Ungleichung ��
i
� d��

i�1 und der Gleichung �i�1 = ((i � 1)d��
i�1L)

O(1) k�onnen wir

schlu�folgern, da� die Gr�o�e des erweiterten arithmetischen Netzwerks Ni, das aus

den Input �i�1 und � den Output �i erzeugt, von der Ordnung (id�
�
i
L)O(1) ist. Indem

wir die Netzwerke N1; : : : ;Ni nacheinander in dieser Reihenfolge verkn�upfen, erhal-

ten wir ein erweitertes arithmetisches Netzwerk N in lQ, welches das Straight{Line

Programm �i aus dem Input � erzeugt. Das Netzwerk N hat die Gr�o�e (id��L)O(1).

Mit Lemma 16 erh�alt man das folgende eigentliche Hauptergebnis f�ur den Fall einer

beschr�ankten reellen glatten Hyper
�ache. Es pr�azisiert die Komplexit�atsschranke

des Theorem 15 in dem Sinne, da� anstelle des komplexes Grades � des jeweiligen

Gleichungssystems der reelle Grad �� der assoziierten polaren Variet�aten tritt (�� �

�).

Satz 17

Seien n; d; ��; L ganzzahlige Gr�o�en. Dann gibt es ein erweitert arithmetisches Netz-

werk N in lQ der Gr�o�e (nd��L)O(1), das die folgenden Eigenschaften besitzt:

Sei f 2 lQ[X1; : : : ; Xn] ein nichtkonstantes Polynom mit einer Gradschranke d,

welches durch ein divisionsfreies Straight{Line Programm � in lQ[X1; : : : ; Xn] der

Gr�o�e L gegeben ist. Seien

� :=
nX
i=1

 
@f

@Xi

!2
; W := fx 2 lC

njf(x) = 0g; V :=W \ IR
n
;

und seien die Variablen X1; : : : ; Xn generisch gew�ahlt.

Wir setzen weiterhin voraus, da� die reelle Variet�at V eine nicht{leere, beschr�ankte

und glatte Hyper
�ache des IRn mit regul�arer Gleichung f darstellt.

F�ur 0 � i < n sei die Variet�at Wi der Zariski{Abschlu� der Menge

fx 2 lC
njf(x) =

@f(x)

@X1

= : : : =
@f(x)

@Xi

= 0;�(x) 6= 0g und W
�
i
:=Wi \ IR

n
:

Sei ��
i
:= deg�Wi := degW �

i
der reelle Grad der komplexen Variet�at Wi und wir

setzen voraus, da� die Ungleichung �� � maxf��
i
j0 � i < ng gilt.
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Der durch das erweiterte arithmetische Netzwerk N dargestellte Algorithmus startet

mit dem Straight{Line Programm � als Input und erzeugt ein Straight{Line Pro-

gramm in lQ der Gr�o�e (nd��L)O(1). Dieses Straight{Line Programm stellt die Ko-

e�zienten der n + 1 univariaten Polynome q; p1; : : : ; pn 2 lQ[Xn] dar, welche die

folgenden Bedingungen erf�ullen:

(i) deg q = ��
n�1

(ii) maxfdeg pij1 � i � ng < ��
n�1

(iii) Jede Zusammenhangskomponente der reellen Hyper
�ache V besitzt mindestens

einen Punkt in der Menge

S := f(p1(u); : : : ; pn(u))ju 2 IR; q(u) = 0g:

Das erweiterte algorithmische Netzwerk N kodiert jede reelle Nullstelle u des Poly-

noms q (und somit auch die Elemente der null{dimensionalen reellen Variet�at S) �a

la Thom.

Beweis:

Wir wenden das Lemma 16 auf den Schritt i := n� 1 an. Damit ergibt sich der Be-

weis des Theorems 17, denn die restlichen Aussagen erh�alt man analog zum Beweis

des Theorems 15 sind.

3.3 Generische Koordinatenwahl

Der Algorithmus im vorstehenden Abschnitt benutzt zwei generischen Koordinaten-

transformationen, eine zur Au�ndung transversaler Richtungen zu den betrachteten

polaren Variet�aten, und eine andere zur Darstellung der Koordinaten in Noether{

Position. Wir verfahren Schritt f�ur Schritt mit wachsendem Index i; 0 � i � n� 1;

und erzeugen regul�are rationale (n� n)�Matrizen, die im Sinne des Algorithmus

1. die Noether{Normalisierung und

2. die Glattheit der polaren Variet�aten

sichern.

Sei f 2 lQ[X1; : : : ; Xn] ein nichtkonstantes quadratfreies Polynom. Wir betrachten

die Hyper
�ache fx 2 lCnjf(x) = 0g. Im Vektorraum lCn betrachten wir zwei Basen

fe1; : : : ; en) mit ei := (0; : : : ;
i

1; : : : ; 0) und fv1; � � � ; vng mit vi; 1 � i � n lineare

unabh�angige Vektoren in lCn. F�ur einen Punkt x 2 lCn gilt

X =
nX
i=1

Xje
i =

nX
k=1

Ykv
k
: (3.7)
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Der �Ubergang von der kanonischen Basis fe1; : : : ; eng zu einer Basis fv1; : : : ; vng

wird durch die linearen Abbildung � : lCn �! lC
n, mit �(ei) = v

i, realisiert.

Sei i 2 IN; 1 � i < n, fest gew�ahlt, und seien durch

Zi+1;1; : : : ; Zn;1; : : : ; Zi+1;i; : : : ; Zn;i (3.8)

(n� i)i Unbestimmte bezeichnet, die wir in Matrixform

Z
(i) :=

0BB@
Zi+1;1 : : : Zi+1;i

... : : :
...

Zn;1 : : : Zn;i

1CCA (3.9)

darstellen. Wir betrachten regul�are Matrizen der Gestalt

A
(i) := A

(i)(Z(i)) :=

 
Ii 0i;n�i
Z(i) In�i

!
; (3.10)

wobei Ik die entsprechende k � k Einheitsmatrix f�ur k = i; n � i und 0i;n�i die

i� (n� i) Nullmatrix ist.

Sei das Polynom g(y) := f(A(i)y) 2 lQ[X1; : : : ; Xn; Zi+1;1; : : : ; Zn;i] gegeben. Dann

wird die Hyper
�ache W = fx 2 lC
nj f(x) = 0g in lC

n mittels der Koordinatentrans-

formation X = A(i)Y in die Hyper
�ache W (Z) = fy 2 lCnj g(y) = 0g transformiert.

Da A(i) eine regul�are Matrix ist, sind durch diese Transformation die irreduziblen

Komponenten der Hyper
�achen eineindeutig zugeordnet. Das Polynom g ist linear in

den Variablen Zi+1;1; : : : ; Zn;i und hat den gleichen Grad in den Variablen Y1; : : : ; Yn
wie f in X1; : : : ; Xn. Ein Punkt x 2 lCn liegt genau dann in der Hyper
�ache W ,

wenn sein Urbild (A(i))�1x in W (Z) liegt.

Die zum linearen Unterraum Y i := fy 2 lCnj yi+1 = : : : = yn = 0g assoziierte polare

Variet�at Wi ist der Zariski{Abschlu� der Menge8<:y 2 lC
nj g(y) =

@g(y)

@Y1
= � � � =

@g(y)

@Yi
= 0;

nX
k=1

 
@g(y)

@Yk

!2

6= 0

9=; : (3.11)

Sei F0(x) := f(x) gegeben. F�ur Indizes k 2 IN; 1 � k � i � n� 1; de�nieren wir die

Polynome

Fk :=
@f

@Xk

+
nX

j=i+1

Zjk

@f

@Xj

2 lQ[X;Z]: (3.12)

Die polare Variet�at Wi ist eine Teilmenge der durch die Polynome F0; F1; : : : ; Fi

de�nierten Variet�at.

Bemerkung 7

Falls die Polynome F0; : : : ; Fi; 0 � i < n; eine transversale Folge au�erhalb der

Hyper
�ache fx 2 lCnj �(x) = 0g bildet, so l�a�t sich die simultane Noether{

Normalisierung in [KP96] anwenden.
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Wir k�onnen unsere Betrachtungen daher auf die Erzeugung solcher Parameter Zrs; i+

1 � r � n; 1 � s � i + 1; in der Matrix A
(i) (i ist der Schrittindex 0 � i < n � 1)

beschr�anken, so da� die zum linearen Raum X
i+1 = fx 2 lC

nj xi+2 = : : : = xn = 0g

assoziierte polare Variet�at

Wi := fx 2 lCnjF0(x) = F1(x) = � � � = Fi(x) = 0;�(x) 6= 0g (3.13)

den linearen Raum X i+1 = fx 2 lCnj xi+2 = : : : = xn = 0g transversal schneidet.

3.3.1 Die Resultante eines Polynoms und eines homogenen

Ideals

Die Resultante eines homogenen Polynoms g 2 lQ[X0; X1; : : : ; Xn] mit einem unge-

mischten homogenen radikalen Ideal J � lQ[X0; X1; : : : ; Xn] wird durch das folgende

Lemma gegeben

Lemma 18 ([GHM+98], Lemma 16)

Sei J ein ungemischtes homogenes radikales Ideal in lQ[X0; X1; : : : ; Xn]; und sei der

kanonische Morphismus

� : lQ[X0; X1; : : : ; Xn�i]! Q[X0; X1; : : : ; Xn]=J

eine ganze Ringerweiterung. Dann hat das minimale Polynom

mg 2 Q[X0; X1; : : : ; Xn�i; T ]

eines homogenen Polynoms g 2 lQ[X0; X1; : : : ; Xn] die Form

T
d + ad�1T

d�1 + : : :+ a0;

wobei d � deg J ist, und die Koe�zienten aj;2 lQ[X0; : : : ; Xn�i]; 0 � j � d � 1

entweder Null, oder ein homogenes Polynom vom Grad (d� j) deg(g) ist.

Die gleiche Schlu�folgerung gilt, wenn wir das minimale Polynom mg durch das

charakteristische Polynom �g vom Polynom g ersetzen. Weiterhin ist das minimale

Polynom quadratfrei, falls der Morphismus � generisch unrami�ziert ist, d.h. die zu

� assoziierte endliche K�orpererweiterung separabel ist. In diesem Fall haben wir die

Ungleichung d � deg V (J):

Bemerkung 8

Falls das Polynom g 2 Q[X0; X1; : : : ; Xn] kein Nullteiler modulo dem Ideal J ist,

so ist sein konstantes Glied a0 2 lQ[X0; X1; : : : ; Xn�i] ein homogenes Polynom vom

Grad d deg(g):
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3.3.2 Die Diskriminante einer Abbildung

Sei i; 0 � i < n fest gew�ahlt. Wir betrachten die Koordinatentransformation X =

A
(i)
Y mit A(i) nach (3:10). Die zur Variet�at

fx 2 lC
n : F0(x) = F1(x) = : : : = Fi(x) = 0g;

wobei die Polynome F1; : : : ; Fi gem�a� (3:12) und F0(x) = g(A(i)
x) = f(x) de�niert

sind assoziierte Abbildung �i ist gegeben durch �i : lC
n � lCi(n�i) �! lCi+1

�i (X1; : : : ; Xn; Zi+1;1; : : : ; Zn;1; : : : ; Zi+1;i; : : : ; Zn;i) =

(F0(X1; : : : ; Xn); F1(X1; : : : ; Xn); : : : ; Fi(X1; : : : ; Xn));

wobei die Polynome F1; : : : ; Fi gem�a� (3:12) und F0(x) = g((A(i))�1x) = f(x) de�-

niert sind Das zur Faser ��1
i (0) assoziierte kommutative Diagramm hat die Gestalt

��1
i (0) \ (R(W )� lCi(n�i))

{i
,! lCn � lCi(n�i)

�i & # pr2

lCi(n�i)

; (3.14)

wobei �i = pr2 � {i ist. Sei zuerst

� := (�1; : : : ; �n+i(n�i)) := (X1; : : : ; Xn; Zi+1;1; : : : ; Zn;i) 2 lC
n � lC

i(n�i)
:

Die tangentiale Abbildung von �i ist genau dann eine Submersion, wenn die Pa-

rameter Zi+1;1; : : : ; Zn;i nicht in der Diskriminante 
i von �i liegen. Damit ist

�i transversal zu f0g lCi+1; und die Jacobimatrix JX;A(i)�i(�) in den Koordinaten

(X1; : : : ; Xn; A
(i)) hat maximalen Rang, n�amlich i+ 1. Nach der algebraischen Ver-

sion des impliziten Funktionentheorems ist ��1
i (0) eine Untervariet�at in lCn� lCi(n�i)

und die Diskriminante 
i, die eine strikt positive Kodimension besitzt, ist vom Ma�

null, (vgl. [GG86], [Dem89]). Die Jacobimatrix JX;A(i)(�i)(�) der Abbildung �i in

� hat die Form

JX;A(i)(�i)(�) =

0BBBBBB@

@f

@X1
� � � @f

@Xn
0 � � � 0 � � � � � � 0

�11 � � � �1n
@f

@Xi+1
� � �

@f

@Xn
0 � � �

... 0
...

...
. . .

. . . 0 � � �
. . . 0

�(i)1 � � � �(i)n 0 � � � 0 � � � � � �
@f

@Xi+1
� � �

@f

@Xn

1CCCCCCA (�);

wobei die Sterne in den Eintr�agen �r;s; 1 � r � i; 1 � s � n, dieser Matrix die

folgende Gestalt haben:

�r;s :=
@2f

@Xr@Xs

+
nX

j=i+1

Zjr

@
2
f

@Xj@Xs

:
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Die Jacobimatrix JX;A(i)(�i)(�) von �i ist eine Matrix mit i+1 Zeilen und n+i(n�i)

Spalten.

Wir betrachten die folgende ((i+ 1)� n)�Teilmatrix der Jacobimatrix JX;A(i)(�i) :

JX(�i) :=

0BBBB@
@f

@X1
� � � @f

@Xn

�11 � � � �1n
...

. . .
...

�(i)1 � � � �(i)n

1CCCCA (3.15)

Sei �i der kritische Ort von �i. �i ist der Durchschnitt der Faser �
�1
i (0) und der

Determinantenvariet�at

f(x; a(i)) 2 lC
n � lC

i(n�i)jM(k1; : : : ; ki+1)(x; a
(i)) = 0; 1 � k1 < : : : < ki+1 � ng;

(3.16)

wobei M(k1; : : : ; ki+1)(x; a
(i)) der aus den Spalten k1; : : : ; ki+1 bestehende (i + 1)�

Minor der Matrix JX(�i)(x; a
(i)) ist. Die Diskriminante der Abbildung �i ist durch

die Menge


i := �i(�i) =
n
a
(i) 2 lC

i(n�i)jM(k1; : : : ; ki+1)(x; a
(i)) = 0;

1 � k1 < : : : < ki+1 � n f�ur alle (x; a(i)) 2 ��1
i
(0)
o

(3.17)

de�niert. Sie ist die Projektion von �i auf den Parameterraum lC
i(n�i). Der kritische

Ort �i von �i wird auf der Faser ��1
i (0) durch alle (i + 1)�Minoren in JX(�i)

de�niert, und hat in der Faser ��1
i (0) die Kodimension

codim�
�1
i

(0)(�i) = (i+ 1� (i+ 1) + 1)(n� (i+ 1) + 1) = n� i: (3.18)

Der kritische Ort �i ist eine Determinantenvariet�at und wird lokal durch i+1+n�i =

n+ 1 Polynomiale Gleichungen in lQ[X1; : : : ; Xn; Zi+1;1; : : : ; Zn;i] de�niert.

Unter Benutzung eines e�ektiven Bertini{Verfahrens (vgl. [KP96]) �nden wir eine

((n� i)�
�

n

i+1

�
)�Matrix von Parametern

� :=

0BB@
�1;1 : : : �

1;( n
i+1)

: : : : : : : : :

�n�i;1 : : : �
n�i;( n

i+1)

1CCA ; (3.19)

so da� die Gleichungen

F0; : : : ; Fi; G1; : : : ; Gn�i (3.20)

die Diskriminante �i de�nieren, wobei

Gk :=

( n
i+1)X
j=1

�k;jMj (3.21)
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gilt, und Mj; 1 � j �
�

n

i+1

�
die verschiedenen (i + 1)�Minoren der Matrix JX(�i)

sind. Die n ersten Gleichungen

F0; : : : ; Fi; G1; : : : ; Gn�(i+1) (3.22)

bilden ein null{dimensionalen System.

Sei Di der Grad des Systems 3:22. Aus der B�ezout{Ungleichung erhalten wir, (vgl.

[Hei83]):

Di � d(d� 1)i[(d� 1) + i(d� 2)]n�(i+1) � (i+ 1)n�(i+1)dn (3.23)

Ein Verfahren zur Darstellung der Variablen X1; : : : ; Xn in generischer Position

bez�uglich fWi ist dadurch gegeben, indem wir eine geometrische L�osung des Systems

(3:22) bestimmen, und damit die Parameter in der Matrix A(i) so w�ahlen, da� die

Resultante ResU(Jn(i); Gn�i) des Ideals

Jn(i) := (F0; : : : ; Fi; G1; : : : ; Gn�(i+1))

und des Polynoms Gn�i nicht verschwindet.

Wir verzichten auf dieses Verfahren und verweisen auf [KP96] f�ur eine e�ektive Wahl

der neuen Parametermatrix �. Die Komplexit�atsschranke eines solchen Verfahrens

erweist sich als polynomial in (i + 1)n�i�1dn+1 und somit die worst{case des Algo-

rithmus im Kapitel 3 ergibt.

Der Nachteil dieser Methode ist die Einf�uhrung einer kombinatorischen Anzahl von

Parametern

�k;l; 1 � k � i + 1; 1 � l �

 
n

i + 1

!
;

deren H�ohe von der Ordnung dO(n) ist.

Wir geben im Kapitel 5 eine e�ektivere Methode zur Bestimmung generischer Ko-

ordinaten an, welche die Beschreibung der Determinantenvariet�aten im Abschnitt

4:1 des Kapitels 4 benutzen wird. Dieses Verfahren vermeidet die Einf�uhrung neuer

Parameter wie im obigen Verfahren �a la Bertini.



Kapitel 4

Der vollst�andige Durchschnitt

Seien die Polynome f1; : : : ; fp 2 lQ[X1; : : : ; Xn]; 1 � p � n; mit beschr�anktem Grad

deg fk � d; d � 2; 8k; 1 � k � p: Wir setzen voraus, da� die Variablen X1; : : : ; Xn

in generischer Position sind, und da� die Folge f1; : : : ; fp eine reduzierte regul�are

Folge in lQ[X1; : : : ; Xn] bildet.

Sei X := (X1; : : : ; Xn) der Variablenvektor.

SeiW die von den gemeinsamen Nullstellen der Polynome f1; : : : ; fp de�nierte a�ne

Variet�at, d.h.

W := V (f1; : : : ; fp) := fx 2 lC
njf1(x) = : : : = fp(x) = 0g (4.1)

ist nach Voraussetzung eine reduzierte vollst�andige Durchschnittsvariet�at, insbeson-

dere bedeutet, da� die Variet�at V (f1; : : : ; fi); 1 � i � p durch radikale Ideale

(f1; : : : ; fi) beschrieben werden.

Die entsprechende Jacobimatrix sei durch

J(f1; : : : ; fp) :=

 
@fk

@Xj

!
1�k�p
1�j�n

gegeben und

J(f1; : : : ; fp)(x) :=

 
@fk

@Xj

(x)

!
1�k�p
1�j�n

bezeichnet die Jacobimatrix an der Stelle x 2 lCn.

Wie schon im Falle einer reellen Hyper
�ache soll in diesem Kapitel gezeigt werden,

da� sich die Algorithmen zur geometrischen L�osung polynomialer Gleichungssysteme

zur Au�ndung eines repr�asentativen reellen Punktes in jeder Zusammenhangskom-

ponenten einer a�nen vollst�andigen Durchschnittsvariet�at anwenden lassen.

Bindenglied zwischen dem komplexen und dem reellen Fall wird wiederum die De-

�nition geeigneter polarer Variet�aten sein.

46
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Den Algorithmus, den wir ableiten wollen, wird wiederum seine Polynomialit�at in

der Gr�o�e des die Polynome kodierenden Straight{Line Programms und dem a�nen

geometrischen Grad des mittels der polaren Variet�at erhaltenen Gleichungssystems

sein.

De�nition 19

F�ur jeden Index i; 1 � i � n � p; bezeichne �i die Determinantenvariet�at der

gemeinsamen Nullstellen aller bis zur Spalte f1; : : : ; i+p�1g aufgebauten p�Minoren

der Jacobimatrix J(f1; : : : ; fp), d.h. �i ist durch alle p�Minoren der Untermatrix

J
i+p�1
1 (f1; : : : ; fp) de�niert, die durch die Spalten f1; : : : ; i+p�1g der Jacobimatrix

J(f1; : : : ; fp) gebildet werden k�onnen.

Die gemeinsamen Nullstellen aller p�Minoren der Jacobimatrix J(f1; : : : ; fp) sei die

durch �n�p+1 bezeichnete Determinantenvariet�at.

Wir de�nieren die a�ne Variet�at

fWi :=W \�i: (4.2)

Bemerkung 9 Die a�nen Variet�aten fWi; 1 � i � n� p werden hier eine �ahnliche

Rolle spielen, wie die gleichbezeichneten Variet�at im Fall einer Hyperpl�ache (p = 1):

Der Index i entpricht der zu erwartenden Kodimension der a�nen Variet�at fWi in

W , d.h. codim fWi = p+ i:

Wie schon fr�uher wollen wir Glattheit im folgenden Sinne verwenden.

Ein Punkt x 2 W = V (f1; : : : ; fp) hei�t (f1; : : : ; fp){glatt, wenn der Rang der Ja-

cobimatrix in x maximal ist. Andernfalls ist der Punkt x ein (f1; : : : ; fp){singul�arer

Punkt. Wenn es nicht zu Mi�verst�andnissen f�uhrt, sprechen wir einfach von glatten

bzw. singul�aren Punkten.

Bemerkung 10

� Wenn x 2 W ein (f1; : : : ; fp)-glatter Punkt ist, schneiden die Hyper
�achen

fx 2 lC
nj f1(x) = 0g; : : : ; fx 2 lC

nj fp(x) = 0g

den Punkt x transversal.

� Die algebraischen Mengen Wi; 0 � i � n� p; bilden eine absteigende Folge

W � fW1 � � � � � fWi � � � � � fWn�p � Sing W; (4.3)

wobei Sing W die Menge der (f1; : : : ; fp)-singul�aren Punkte in W repr�asen-

tiert. Es gilt die Gleichung Sing W = fWn�p+1 := W \�n�p+1:
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� Die algebraischen Mengen Sing W und fWi; 1 � i � n � p, h�angen von der

Beschreibung durch die Polynome f1; : : : ; fp und von der Lage der Variable

X1; : : : ; Xn ab. Unter der Voraussetzung , da� das Ideal (f1; : : : ; fp) radikal

ist, stimmt Sing W mit der Menge der singul�aren Punkte von W im Sinne

der Geometrie �uberein.

In Analogie zum Hyper
�achenfall de�nieren wir polare Variet�atenWi; 1 � i � n�p;

zum vollst�andigen Durchschnitt W .

De�nition 20 Sei f1; : : : ; fp 2 lQ[X1; : : : ; Xn] eine reduzierte regul�are Folge. Sei i

beliebig fest, 1 � i � n � p; und sei fWi die oben eingef�uhrte a�ne Variet�at, dann

hei�t

Wi :=
fWi n Sing W (4.4)

die zum linearen Unterraum Xp+i�1 := fx 2 lCnj xp+i = : : : = xn = 0g assoziierte

i{te polare Variet�at.

Wir werden in den n�achsten zwei Abschnitten zeigen, da� die polaren Variet�aten

Wi au�erhalb gewisser, angebbarer Hyper
�achen entweder leer sind oder einen lokal

vollst�andigen glatten Durchschnitt der Kodimension p+ i darstellen, f�ur welchen wir

eine lokal regul�are transversale Folge angeben k�onnen.

4.1 Lokale Beschreibung der Determinantenvarie-

t�aten

Wir benutzen im folgenden Abschnitt ein Lemma, das bestimmte Beziehungen zwi-

schen den Minoren einer Matrix darstellt (vgl. [GH80]).

Sei A eine (p� n)-Matrix mit Eintr�agen aij aus einem kommutativen Ring. Seien l

und k nat�urliche Zahlen, mit l � n und k � minfp; lg. Ferner sei Ik := (i1; : : : ; ik)

eine geordnete Folge von k verschiedenen Elementen einer endlichen Menge nat�urli-

cher Zahlen f1; : : : ; lg, die wir auch als eine geordnete Indexmenge fi1; : : : ; ikg

au�assen kann. Sei C(l; k) die Menge der geordneten k�Tupel in f1; � � � ; lg. Sei

MA (Ik) := MA(i1; : : : ; ik) der aus den ersten k Zeilen und Spalten i1; : : : ; ik beste-

hende k-Minor der Matrix A. Falls kein Mi�verst�andnis auftritt, so schreiben wir

MA (Ik) = M(i1; : : : ; ik):

Lemma 21 (Wechsellemma)

Seien die Indizes l und k wie oben gew�ahlt. F�ur jede Matrix A und f�ur je zwei

Indexmengen Ik = (i1; : : : ; ik) und Ik�1 = (j1; : : : ; jk�1) mit nichtleerem Durchschnitt

gilt die Gleichung

M (Ik�1)M (Ik) =
X

j2IknIk�1

"j M (Ik n fjg)M (Ik�1 [ fjg) ; (4.5)

wobei "j die Werte f�1; 1g annimmt.
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Beweis:

Wir betrachten die folgende aus A aufgebaute ((2k � 1)� (2k � 1))-Matrix

L(I) :=

0BBBBBBBBBBBBBBB@

L1(Ik)

O
...

Lk�1(Ik)

L1(Ik�1) L1(Ik)
...

...

Lk(Ik�1) Lk(Ik)

1CCCCCCCCCCCCCCCA
;

wobei f�ur jeden Index j; 1 � j � k; Lj (Ik) und Lj (Ik�1) Vektoren mit Eintr�agen in

der j�ten Zeile der Matrix A bezeichnen, deren Elementen in den Spalten i1; : : : ; ik
bzw. j1; : : : ; jk�1 von A liegen.

Wir erhalten die gew�unschte Gleichung, indem wir die Determinante der obige Ma-

trix ((2k � 1) � (2k � 1)){Matrix auf zwei verschiedene Weisen nach Laplace ent-

wickeln.

Sei � = (i1; � � � ; ik�1) 2 C(2k � 1; k � 1) eine Permutation von k � 1 Elementen in

fk; � � � ; 2k � 1g, wobei k � i1 < � � � < ik�1 � 2k � 1: Das Komplement von � in

f1; : : : ; 2k � 1g ist �� := f1; : : : ; 2k � 1g n � 2 C(2k � 1; k):

Unter Ber�ucksichtigung der Permutation (k; � � � ; 2k � 1) und ihres Komplements

(1; � � � ; k � 1), erhalten wir nach Laplace:

det(L(I)) =
X

�2C(2k�1;k)

"(� �� )M(L(I)� )M(L(I)�� ) = "MA(Ik)MA(Ik�1); (4.6)

wobei die Permutation � 2 C(2k� 1; k) in der Formel die Zeilen in L(I) angibt, die

zum Aufbau der Matrix L(I)� dienen: Sei z. B. �0 = (k; : : : ; 2k� 1) 2 C(2k � 1; k).

Dann gilt

L(I)�0 =

���������
Lk(Ik)
. . .

L2k�1(Ik)

��������� :

Andererseits gilt:

det(L(I)) =
X

�2C(k;k�1)

"(�)MA(Ik n fi 62 �g)MA(Im�1 [ fig) =

=
X

i2IknIq

"iMA(Ik n fig)�MA(Ik�1 [ fig):
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Wir bezeichnen mitm 2 lQ[X1; : : : ; Xn] den aus den ersten (p�1) Zeilen und Spalten

bestehenden (p� 1){Minor der Jacobimatrix J(f1; : : : ; fp), d.h.

m := det

 
@fk

@Xj

!
1�k�p�1
1�j�p�1

: (4.7)

Dam 2 lQ[X1; : : : ; Xn], ist fx 2 lCnj m(x) = 0g eine Hyper
�ache in lCn. Wir betrach-

ten die Determinantenvariet�at �i au�erhalb dieser Hyper
�ache und bezeichnet mit

(�i)m die Lokalisierung der Determinantenvariet�at �i au�erhalb der Hyper
�ache

fx 2 lCnjm(x) = 0g, d.h.

(�i)m := fx 2 C
njx 2 �i; m(x) 6= 0g:

Sei

M(f1; : : : ; fp)(i1; : : : ; ip) := M(i1; : : : ; ip)

der durch alle p Zeilen und die Spalten i1; : : : ; ip der Jacobimatrix J(f1; : : : ; fp)

de�nierte p�Minor in lQ[X1; : : : ; Xn] und sei

M(f1; : : : ; fp)(i1; : : : ; ip)(x) =M(i1; : : : ; ip)(x)

die Spezialisierung dieses p�Minors im Punkt x 2 lC
n.

Behauptung 22

Sei i; 1 � i � n � p; beliebig �xiert, und sei m der oben de�nierte

(p � 1){Minor. Dann ist die Determinantenvariet�at �i lokal, au�erhalb der Hy-

per
�ache fx 2 lCnj m(x) = 0g; durch die folgenden i polynomialen Gleichungen

beschrieben

Mp = Mp+1 = : : : = Mp+i�1 = 0; (4.8)

d.h.

(�i)m := fx 2 lC
nj m(x) 6= 0;Ms(x) = 0; s 2 fp; : : : ; p+ i� 1gg;

wobei

Ms := M(1; : : : ; p� 1; s) (4.9)

den aus den ersten (p � 1) Spalten und der Spalte s; (s � p + i � 1) bestehenden

p�Minor der Jacobimatrix J(f1; : : : ; fp) bezeichnet.

Beweis.

Wir zeigen nur die Inklusion

(�i)m � fx 2 lC
nj m(x) 6= 0;M(1; : : : ; p� 1; s) = 0; s 2 fp; : : : ; i+ p� 1gg;
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da die andere Inklusion aus der De�nition von �i folgt. Sei ein Punkt x� 2 lC
n so

gew�ahlt, da� m(x�) 6= 0 und M(1; : : : ; p�1; s)(x�) = 0; s 2 fp; : : : ; i+p�1g gelten.

Wir zeigen, da� die Gleichungen

M(i1; : : : ; ip)(x
�) = 0 f�ur alle (i1; : : : ; ip) in f1; : : : ; i+ p� 1g

gelten. Wir erhalten die Gleichung

m(x�)M(i1; : : : ; ip)(x
�) =

=
X

j2fi1;:::;ipgnf1;:::;p�1g

"j M (fi1; : : : ; ipg n fjg) (x
�)M(1; : : : ; p� 1; j)(x�);

indem wir die PolynomeM (Ik�1) = m = M(1; : : : ; p�1) undM (Ik) =M(i1; : : : ; ip)

auf der rechten Seite der Gleichung (4:5) des Wechsellemmas 21 substituieren und

die daraus entstehende Gleichung im Punkt x� ber�ucksichtigen. Der Punkt x� liegt

dann in (�i)m, da die Ungleichung m(x�) 6= 0 gilt und die GleichungenM(1; : : : ; p�

1; j)(x�) = 0 f�ur alle j 2 fp; : : : ; i+ p� 1g realisiert sind.

Bemerkung 11

� Behauptung 22 hat zur Folge, da� die Kodimension der Variet�at �i au�erhalb

der Hyper
�ache fx 2 lC
nj m(x) = 0g h�ochstens i sein kann.

� Behauptung 22 ist auch f�ur den Index i = n� p+ 1 richtig. Die Determinan-

tenvariet�at �n�p+1, l�a�t sich au�erhalb der Hyper
�ache fx 2 lC
nj m(x) = 0g;

durch die folgenden n� p+ 1 polynomialen Gleichungen beschreiben

(�n�p+1)m := fx 2 lC
njM(1; : : : ; p� 1; s)(x) = 0; s 2 fp; : : : ; ngg: (4.10)

� Die Argumentation �uber die Lokalisierung bez�uglich des (p � 1)�Minors m

bleibt bei entsprechender Notation f�ur jeden beliebigen (p� 1)�Minor der Ja-

cobimatrix J(f1; : : : ; fp) g�ultig, so da� die Behauptung 22 sinngem�a� f�ur einen

beliebigen (p� 1)�Minor von J(f1; : : : ; fp) gilt.

4.2 Lokale Beschreibung der Variet�aten

Das Ziel dieses Abschnittes besteht darin, zu zeigen da� die folgende Aussage gilt:

Falls die Variablen X1; : : : ; Xn in generischer Position bez�uglich der Folge f1; : : : ; fp
sind, und fm ein beliebiger (p � 1){Minor der Jacobimatrix J(f1; : : : ; fp) ist, dann
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bildet jede polare Variet�at Wi; 1 � i � n� p; au�erhalb der abgeschlossenen Menge

(Sing W ) [ fx 2 lC
n j fm(x) = 0g einen lokal glatten vollst�andigen Durchschnitt.

Wir k�onnen eine lokal regul�are transversale Folge angeben, welche die polare Variet�at

Wi; 1 � i � n� p; au�erhalb von

(Sing W ) [ fx 2 lC
nj fm(x) = 0g

beschreibt.

Seim 2 lQ[X1; : : : ; Xn] der aus den ersten (p�1) Zeilen und Spalten der Jacobimatrix

J(f1; : : : ; fp) bestehende (p� 1)�Minor.

Sei A eine regul�are (n � n)�Matrix. Wir betrachten den Koordinatenwechsel X =

AY; wobei Y := (Y1; : : : ; Yn) der aus den neuen Variablen bestehende Vektor ist.

Wir f�uhren neue Polynome

g1(Y ) := f1(AY ); : : : ; gp(Y ) := fp(AY );

ein. Ihre Jacobimatrix bez�uglich den neuen Koordinaten ist

J(g1; : : : ; gp) :=

"
@gk

@Yj

#
1�k�p
1�j�n

= J(f1; : : : ; fp)A:

Wir bezeichnen mit

fM(i1; : : : ; ip) :=
fM(g1; : : : ; gp)(i1; : : : ; ip)

den p{Minor der transformierten Jacobimatrix J(g1; : : : ; gp); und schreiben fMj f�ur

den aus den ersten p � 1 Spalten der Jacobimatrix J(g1; : : : ; gp) und der Spalte

j 2 fp; : : : ; ng; bestehenden p�Minor fM(1; : : : ; p� 1; j):

Sei

Z :=

266666666666666666664

1 0 0 � � � 0

Zp+1;p 1

...
...

. . . O ...

Zp+i�1;p Zp+i�1;p+1 � � � 1

Zp+i;p Zp+i;p+1 � � � Zp+i;p+i�1 1
...

...
...

...
. . . 0

Zn;p Zn;p+1 � � � Zn;p+i�1 Zn;p+i Zn;p+i+1 � � � 1

377777777777777777775

; (4.11)

eine (n�p+1)�(n�p+1){Matrix von Parametern Zr;t. Wir bilden nun eine von Z

abh�angige regul�are (n�n)�Matrix A := A(Z), die zum Beweis unsere Behauptung

geeignet ist.
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Sei der Index i; 1 � i � n�p; �xiert. Wir betrachten die Variet�at fWi au�erhalb der

Hyper
�ache fx 2 lC
n j m(x) = 0g. In bezug auf den Index i zerlegen wir die Matrix

Z in (4:11) folgenderma�en

Z =

264 Z
(i)

1 Oi;n�p�i+1

Z(i) Z
(i)

2

375 ; (4.12)

wobei Z(i) in (4:12) durch

Z
(i) :=

2666664
Zp+i;p : : : Zp+i;p+i�1

: : : : : : : : :

Znp : : : Zn;p+i�1

3777775 ;

de�niert ist, und Z
(i)

1 und Z
(i)

2 untere Dreiecksmatrizen sind.O ist eine Null{Matrix

entsprechender Gr�o�e ist. Wir de�nieren die folgende regul�are (n� n)�Matrix

A := A(Z) :=

2666664
Ip�1 Op�1;i Op�1;n�p�i+1

Oi;p�1 Z
(i)

1 Oi;n�p�i+1

On�p�i+1;p�1 Z
(i)

Z
(i)

2

3777775 ; (4.13)

wobei I und O in (4:13) entsprechende Einheits{ und Null{Matrizen sind, Z(i); Z
(i)

1 ;

und Z
(i)

2 bilden die in (4:12) eingef�uhrten Matrix von Parametern Z. Wie die Matrix

Z enth�alt die Matrix A in (4:13)

s :=
(n� p)(n� p+ 1)

2

Parameter Zr;t. Die Spezialisierung dieser Parameter ergibt einen Punkt z im a�nen

Raum lC
s.

Wir betrachten den durch X = AY gegebenen Koordinatenwechsel, wobei A :=

A(Z) gilt.Wir berechnen die Jacobimatrix J(g1; : : : ; gp) der neuen Polynome g1; : : : ; gp
bez�uglich der neuen Variablen Y1; : : : ; Yn .

In bezug auf die Struktur der MatrixA = A(Z) f�ur einen festen Index i; 1 � i � n�p;

zerlegen wir die Jacobimatrix J(f1; : : : ; fp) in drei Teilmatrizen

J(f1; : : : ; fp) =

�
U V W

�
; (4.14)

wobei

U :=

"
@fk

@Xj

#
1�k�p

1�j�p�1

; V :=

"
@fk

@Xj

#
1�k�p

p�j�p+i�1

; W :=

"
@fk

@Xj

#
1�k�p

p+i�j�n

;
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in (4:14) gelten. Da J(g1; : : : ; gp) = J(f1; : : : ; fp) A ist, hat die neue Jacobimatrix

die Form

J(g1; : : : ; gp) :=

"
@gk

@Yj

#
1�k�p
1�j�n

=

�
U V Z

(i)

1 +WZ
(i)

WZ
(i)

2

�
: (4.15)

Wir sind an der lokalen Beschreibung der Variet�at fWi = W \ �i au�erhalb der

Hyper
�ache fx 2 lCn j m(x) = 0g interessiert, wobei der �xierte (p� 1)�Minor m

aus der Teilmatrix U durch Streichen der letzten Zeile entsteht. Da die Teilmatrix

U konstant bleibt bei der Koordinatentransformation X = AY , bleibt der Minor

m unter dieser Transformation auch unver�andert. Durch die Behauptung 22 wei�t

man, da� die Lokalisierung (�i)m durch die folgenden i Gleichungen beschrieben ist:

Mp(x) = � � � = Mp+i�1(x) = 0; (4.16)

Wir haben hier

Mj(x) :=M(1; : : : ; p� 1; j)(x); j = p; : : : ; p+ i� 1

gesetzt. Die p�Minoren Mp; : : : ;Mp+i�1; die diese Gleichungen de�nieren, sind aus

dem Teil [ U V ] der Jacobimatrix J(f1; : : : ; fp) aufgebaut. Da dieser Teil in die

Teilmatrix h
U V Z

(i)

1 +WZ
(i)
i
; (4.17)

von J(g1; : : : ; gp) transformiert wird, sind die p�Minoren Mp; : : : ;Mp+i�1 in die

p�Minoren fMp; : : : ;
fMp+i�1;

aus der Matrix in (4:17) transformiert, da� die folgende Matrizenidentit�at gilt:h fMp; : : : ;
fMp+i�1

i
= [Mp; : : : ;Mp+i�1] Z

(i)

1 + [Mp+i; : : : ;Mn] Z
(i) (4.18)

Die Koordinatentransformation X = A(Z)Y induziert f�ur jeden gew�ahlten Index

i; 1 � i � n� p; einen Morphismus a�ner R�aume

�i : lC
n � lC

s ! lC
p � lC

i
;

de�niert durch

(x; z) 7�! �i(x; z) :=
�
f1(x); : : : ; fp(x);

fMp(x; z); : : : ;
fMp+i�1(x; z)

�
:

Die Nullfaser ��1
i (0) dieses Morphismus enth�alt die Menge

(W z

i
)
m
:= W \ (�z

i
)
m
; (4.19)

wobei �z

i
die durch alle p�Minoren der Teilmatrix

h
U V Z

(i)

1 (z) +WZ(i)(z)
i
der

Jacobimatrix J(g1; : : : ; gp) spezialisiert in einem beliebig gew�ahltem z 2 lCs ist.
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Anders gesagt, f�ur ein beliebiges gew�ahltes z 2 lC
s enth�alt die Nullfaser ��1

i (0) des

Morphismus �i die transformierte Variet�at W
z

i
ausgedr�uckt in den alten Koordina-

ten au�erhalb der Hyper
�ache fx 2 lC
nj m(x) = 0g:

Wir m�ussen nun den Rang der Jacobimatrix des Morphismus �i untersuchen. Unter

Benutzung der Zerlegung der Parametermatrix Z in die drei Teile Z(i)
; Z

(i)

1 und Z
(i)

2

k�onnen wir die Jacobimatrix J(�i) des Morphismus �i symbolisch in der Form

J(�i) =

"
@�i

@X

@�i

@Z(i)

@�i

@Z
(i)

1

@�i

@Z
(i)

2

#
(4.20)

schreiben, und es gilt

"
@�i

@X

@�i

@Z(i)

#
=

266666666664

J(f1; : : : ; fp) Op;n�p�i+1 � � � Op;n�p�i+1

�

�
@ eMp

@Zp+i;p
; : : : ;

@ eMp

@Znp

�
� � � O1;n�p�i+1

...
...

. . .
...

� O1;n�p�i+1 � � �

�
@ eMp+i�1

@Zp+i;p+i�1
; : : : ;

@ eMp+i�1

@Zn;p+i�1

�

377777777775
;

wobei die Spalten dieser Teilmatrix durch die partiellen Ableitungen von �i bez�uglich

der Variablen

X1; : : : ; Xn; Zp+i;p; : : : ; Zn;p; : : : ; Zp+i;p+i�1; : : : ; Zn;p+i�1

in dieser Reihenfolge gegeben sind. Die Eintr�age Or;t bezeichnen Null{Matrizen ent-

sprechender Gr�o�e. Die durch
"
�\ bezeichneten Zeilenmatrizen stellen die partiellen

Ableitungen der Minoren fMp; : : : ;
fMp+i�1 bez�uglich der Variablen X1; : : : ; Xn dar,

welche f�ur unsere Untersuchungen irrelevant sind.

Wir haben weiterhin

"
@�i

@Z
(i)

1

#
=

26666666666666666664

Op;i�1 Op;i�2 � � � 0�
@ eMp

@Zp+1;p
; : : : ;

@ eMp

@Zp+i�1;p

�
O1;i�2 � � � 0

O1;i�1

�
@ eMp+1

@Zp+2;p+1
; : : : ;

@ eMp

@Zp+i�1;p+1

�
� � � 0

...
...

. . .
...

O1;i�1 O1;i�2 � � �

�
@ eMp+i�1

@Zp+i�1;p+i�2

�
O1;i�1 O1;i�2 � � � 0

37777777777777777775

;

und die letzte Teilmatrix

"
@�i

@Z
(i)

2

#
von J(�i) in der Zerlegung (4:20) dieser Jacobi-

matrix ist eine Null{Matrix, da die p�Minoren fMp; : : : ;
fMp+i�1 unabh�angig von den

Parametern Zr;t sind, die in der Teilmatrix Z
(i)

2 zusammengefa�t sind.
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Wir k�onnen nun schlu�folgern, da� die Jacobimatrix J(�i) von vollem Rang p + i

ist, wenn die Teilmatrix eJ(�i) :=

"
@�i

@X

@�i

@Z(i)

#
(4.21)

in (4:20) den maximalen Rang p+ i hat.

F�ur die i Zeilenmatrizen in eJ(�i) erhalten wir mit (4:18) die Identit�at"
@ fMj

@Zp+i;j

; : : : ;
@ fMj

@Zn;j

#
= [ Mp+i; : : : ;Mn] : (4.22)

Hiermit haben wir die Darstellung

eJ(�i) =

26666666664

J(f1; : : : ; fp) Op;n�p�i+1 � � � Op;n�p�i+1

� [Mp+i; : : : ;Mn] � � � O1;n�p�i+1

...
...

. . .
...

� O1;n�p�i+1 � � � [Mp+i; : : : ;Mn]

37777777775
: (4.23)

Da alle Eintr�age in (4:23) der Teilmatrix eJ(�i) von J(�i) zu lQ[X1; : : : ; Xn] geh�oren,

h�angt der Rang von J(�i) im Punkt (x; z) 2 lCn� lCs tats�achlich nur von der Wahl

von x 2 lC
n ab.

Gem�a� unserer Lokalisierung au�erhalb von fx 2 lCnj m(x) = 0g betrachten wir

einen (f1; : : : ; fp)�glatten Punkt ex 2 W = V (f1; : : : ; fp); so da� m(x) 6= 0 ist.

Angenommen, die Matrix eJ(�i)(ex) ist nicht von vollem Rang, d.h.

rk eJ(�i)(ex) < p+ i: (4.24)

Diese Ungleichung in (4:24) ist dann und nur dann richtig, falls alle p�Minoren

Mp+i; : : : ;Mn der Jacobimatrix J(f1; : : : ; fp) in ~x verschwinden. Sei ~z 2 lC
s be-

liebig gew�ahlt, so da� das Paar (~x; ~z) in der Faser ��1
i (0) des Morphismus �i

liegt. Dann m�ussen die p�Minoren fMp; : : : ;
fMp+i�1 der transformierten Jacobima-

trix J(g1; : : : ; gp) alle in (~x; ~z) verschwinden und mit der Gleichung (4:18) hei�t das

[0; : : : ; 0] = [Mp(~x); : : : ;Mp+i�1(~x)] Z
(i)

1 (~z); (4.25)

wobei Z
(i)

1 (~z) besagt, da� die Matrix Z
(i)

1 im Punkt (~z) 2 lCs spezialisiert ist. Da

die Teilmatrix Z
(i)

1 eine untere Dreiecksmatrix mit lauter Eins auf der Diagonal

ist (vgl. 4:12), gilt die letztere Matrizenidentit�at genau dann, wenn die folgenden

Gleichungen gelten

Mp+i�1(~x) = � � � = Mp(~x) = 0:
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Damit implizieren unsere Voraussetzungen an ~x und ~z

m(~x) 6= 0;Mp(~x) = � � � = Mn(~x) = 0: (4.26)

Mit der Gleichung (4:10) in der Bemerkung 11 hei�t dies, da� die Jacobimatrix

J(f1; : : : ; fp)(~x) singul�ar ist. Damit kann der Punkt ~x kein glatter Punkt in der

Variet�at W sein, d.h., ~x 2 Sing W , was unserer Annahme widerspricht.

Sei nun ein Punkt (�x; z) 2 lC
n � lC

s in der Faser ��1
i (0) gegeben. Dann liegt der

Punkt �x inW . Wir setzen weiterhin voraus, da� �x ein glatter Punkt vonW au�erhalb

der Hyper
�ache fx 2 lC
njm(x) = 0g ist. Sei ~U eine Zariski{o�ene Umgebung von

�x, welche aus allen glatten Punkten von W besteht, die nicht in der Hyper
�ache

fx 2 lCnj m(x) = 0g liegen, d.h.,

eU := lC
n n (Sing W [ fx 2 lC

nj m(x) = 0g) : (4.27)

Wir zeigen, da� die Einschr�ankung des Morphismus

�i : lC
n � lC

s ! lC
p � lC

i

auf ~U � lCs transversal zum Ursprung 0 2 lCp � lCi ist.

Sei also (x; z) ein beliebiger Punkt in ~U � lC
s, der die Gleichung �i(x; z) = 0 erf�ullt.

Nach De�nition der Umgebung eU in (4:27) liegt der Punkt x in ~U\W , und ist somit

ein glatter Punkt in W , der au�erhalb der Hyper
�ache fx 2 lCnj m(x) = 0g liegt.

Unsere Untersuchung �uber den Rang der Jacobimatrix J(�i) zeigt, da� der Rang

dieser Matrix in (x; z) maximal ist, also der Punkt (x; z) ein regul�arer Punkt von

�i ist. Da aber der Punkt (x; z) beliebig in der Faser ��1
i (0) \ ( ~U � lCs) gew�ahlt

war, ist die gew�unschte Transversalit�atseigenschaft bewiesen.

Wir wenden nun das schwache Transversalit�atstheorem von Thom{Sard (vgl. [Dem89],

[GG86]) auf das Diagramm

��1
i (0) \ ( ~U � lC

s) ,! lC
n � lC

s

& #

lCs

;

an und �nden eine residuelle dichte Menge 
i von Parametern z 2 lCs, in welcher

die Transversalit�at erhalten bleibt. Dies impliziert, da� f�ur jedes z 2 
i die Menge

der glatten Punkte der transformierten lokalisierten i�ten Variet�at

fW z

i
n ((Sing W ) [ fx 2 lC

n j m(x) = 0g) (4.28)

entweder leer oder ein lokal glatter vollst�andiger Durchschnitt der Kodimension p+i

ist, der durch die Gleichungen�
f1; : : : ; fp;

fMp(:; z); : : : ;
fMp+i�1(:; z)

�
(4.29)
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beschrieben ist, wobei die Variet�at fW z

i
in (4:28) durch

W
z

i
:= W \ fx 2 lC

nj fM(i1; : : : ; ip)(x; z) = 0 f�ur 1 � i1 < : : : < ip � p+ i� 1g:

gegeben ist. Unsere Betrachtungen wurden bis jetzt nur f�ur einen Koordinatenwech-

sel bei beliebig festem Index i; 1 � i � n�p gepr�uft. Wenn wir jedoch 
 :=
Tn�p

i=1 
i

betrachten, �nden wir eine residuelle dichte Menge von Parametern in lC
s, aus wel-

cher wir einen Koordinatenwechsel f�ur alle i; 1 � i � n � p w�ahlen k�onnen. F�ur

jede Wahl des Parameters z 2 
 ist die transformierte Variet�at fW z

i
au�erhalb der

abgeschlossenen Menge

(Sing W ) [ fx 2 lC
n j m(x) = 0g

entweder leer oder ein lokal vollst�andiger Durchschnitt, welcher durch die in (4:29)

angegebene regul�are Folge beschrieben ist. Genauer gesagt, der a�ne Raum IRs

enth�alt eine nicht{leere residuelle dichte Menge von Parametern z, so da� die Ko-

ordinatentransformation X = A(z)Y zur gew�unschten Transversalit�at f�uhrt. Da die

rationalen Zahlen in IR dicht liegen, k�onnen wir ohne Beschr�ankung der Allgemein-

heit die Parameter z in lQs w�ahlen.

Damit haben wir das folgende Theorem bewiesen:

Satz 23

Seien die Polynome f1; : : : ; fp 2 lQ[X1; : : : ; Xn] so gegeben, da� die a�ne Variet�at

W = V (f1; : : : ; fp) ein reduzierter vollst�andiger Durchschnitt ist. Seien weiterhin die

Variablen X1; : : : ; Xn in generischer Position bez�uglich dem Ideal (f1; : : : ; fp) und sei

m der (p� 1)�Minor der Jacobimatrix J(f1; : : : ; fp), welcher aus den ersten (p� 1)

Zeilen und Spalten dieser Matrix besteht. Dann ist jede Variet�at fWi; 1 � i � n� p;

entweder leer oder ein lokal glatter vollst�andiger Durchschnitt der Kodimension p+i.

Falls sie nicht leer ist, so l�a�t sich diese Variet�at durch die folgende lokal (au�erhalb

der Hyper
�ache fx 2 lCnj m(x) = 0g) glatte regul�are Folge beschreiben

f1; : : : ; fp;Mp; : : : ;Mp+i�1;

wobei Mj; p � j � p + i � 1; der p�Minor der Jacobimatrix J(f1; : : : ; fp) ist, der

aus den Spalten 1; : : : ; p� 1; j besteht.

Bemerkung 12

Da die Argumentation �uber die Lokalisierung bez�uglich eines festen (p�1)�Minor m

mutatis mutandis f�ur jeden beliebegen (p� 1)�Minor der Jacobimatrix J(f1; : : : ; fp)

angewendet werden kann, l�a�t sich Theorem 23 bis auf Umordnung von Zeilen und

Spalten der Jacobimatrix J(f1; : : : ; fp), f�ur jeden beliebigen (p � 1)�Minor formu-

lieren.
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Wir sind jetzt in der Lage den Hauptsatz dieses Kapitel zu formulieren:

Satz 24 (Hauptsatz)

Seien die Polynome f1; : : : ; fp 2 lQ[X1; : : : ; Xn] so gegeben, da� die a�ne Variet�at

W = V (f1; : : : ; fp) ein reduzierter vollst�andiger Durchschnitt ist. Seien die Variablen

X1; : : : ; Xn in generischer Position bez�uglich W und die reelle Variet�at W \ IRn

nichtleer, beschr�ankt und (f1; : : : ; fp)�glatt. Sei weiterhin m der (p� 1)�Minor der

Jacobimatrix J(f1; : : : ; fp), welcher aus den ersten (p� 1) Zeilen und Spalten dieser

Matrix besteht. Sei V (m) die durch m beschriebene Hyper
�ache, d.h. V (m) := fx 2

lC
njm(x) = 0g.

Dann ist f�ur jeden Index i; 1 � i � n� p; die polare Variet�at

Wi =
gWi n ((Sing W ) [ V (m)) (4.30)

ein lokal glatter vollst�andiger Durchschnitt der Kodimension p+i, welcher sich durch

die glatte regul�are Folge

f1; : : : ; fp;Mp; : : : ;Mp+i�1;

au�erhalb der Variet�at (Sing W ) [ V (m) beschreiben l�a�t, wobei Mj; p � j �

p + i � 1; der p�Minor der Jacobimatrix J(f1; : : : ; fp) ist, der aus den Spalten

1; : : : ; p� 1; j besteht.

Der Beweis des Hauptsatzes l�a�t sich aus dem vom Theorem 23 ableiten, da die

polaren Variet�aten Wi; 0 � i < n; unter den Voraussetzungen vom Hauptsatz

nichtleer sind.

4.3 Die Existenz glatter reeller Punkte in den po-

laren Variet�aten

Wir setzen wieder voraus, da� die Polynome f1; : : : ; fp 2 lQ[X1; : : : ; Xn] eine redu-

zierte regul�are Folge bilden. W sei V (f1; : : : ; fp) und wir betrachten die Teilvariet�at

V := W \ IR
n
;

von der wir voraussetzen, da� sie nichtleer und beschr�ankt ist. Dar�uberhinaus soll V

nur (f1; : : : ; fp)�glatte Punkte enthalten (d.h. V wird als glatte Teilvariet�at von IRn

vorausgesetzt). Die Variablen X1; : : : ; Xn sollen bez�uglich f1; : : : ; fp in generischer

Position sein. Mit fWi; 1 � i � n � p; bezeichnen wir dieselben a�nen Variet�aten

wie zuvor. Dann gilt der folgende

Satz 25

Falls die reelle Variet�at V = W \ IRn nichtleer, beschr�ankt und (f1; : : : ; fp)�glatt

ist, und falls die Variablen X1; : : : ; Xn in generischer Position sind, dann ist jede
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a�ne Variet�at fWi nichtleer, lokal (f1; : : : ; fp)�glatt und von der Dimension n�p�i.

Jede Variet�at fWi enth�alt einen reellen Punkt. Ferner ist Wi n Sing W ein nichtleerer

lokaler vollst�andiger Durchschnitt, der einen reellen Punkt enth�alt.

Beweis des Satzes 25:

Sei C eine Zusammenhangskomponente von V =W \ IRn und sei

b := (a1; : : : ; ap�1; ap; : : : ; an�1; an) 2 W \ IR
n

ein lokal maximaler Punkt in C bez�uglich der letzten Koordinate Xn. Die Exi-

stenz eines Maximums in jeder Zusammenhangskomponente einer kompakter Va-

riet�at V ist gew�ahrleistet, da die Komponenten kompakt sind. Ohne Einschr�ankung

der Allgemeinheit k�onnen wir annehmen, da� der (p � 1)�Minor m; gebildet aus

den ersten p � 1 Zeilen und Spalten der Jacobimatrix J(f1; : : : ; fp) in b nicht ver-

schwindet. Nach unseren Voraussetzungen mu� ein solcher Minor existieren, da b ein

(f1; : : : ; fp)�glatter Punkt ist. In jeder lokalen Parametrisierung von V im Punkt b

kann die VariableXn nur eine abh�angige Variable sein, da Xn einen lokal maximalen

Wert in b annimmt (an ist dieses Maximum). Wir k�onnen daher ohne Einschr�ankung

der Allgemeinheit annehmen, da� sich im Punkt b die Variet�at V folgenderma�en

parametrisieren l�a�t.

Es gibt eine den Punkt a := (ap; : : : ; an�1) enthaltende o�ene Menge U � IRn�p und

eine stetig di�erenzierbare Abbildung

' : U ! IR
p
; ' := ('1; : : : ; 'p�1; 'n); (4.31)

so da� in jedem Punkt (xp; : : : ; xn�1) in U gilt:

x1 = '1(xp; : : : ; xn�1); : : : ; xp�1 = 'p�1(xp; : : : ; xn�1);

xn = 'n(xp; : : : ; xn�1):

Diese Parametrisierung der Polynome fk; 1 � k � p; erzeugt die reell{ wertigen

Funktionen
~fk(xp; : : : ; xn�1) :=

fk('1(xp; : : : ; xn�1); : : : ; 'p�1(xp; : : : ; xn�1); xp; : : : ; xn�1; 'n(xp; : : : ; xn�1)):

F�ur jeden Index k; 1 � k � p; und jeden Index j; p � j � n� 1; gilt in der o�enen

Menge U

@ ~fk

@Xj

=
@fk

@Xj

+
@fk

@X1

@'1

@Xj

+ � � �+
@fk

@Xp�1

@'p�1

@Xj

+
@fk

@Xn

@'n

@Xj

= 0: (4.32)

Wir de�nieren die folgende (p� p)�Matrix
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B :=

0BBBBBBBBBBBBB@

@f1

@X1

: : :
@f1

@Xp�1

@f1

@Xn

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

@fp

@X1

: : :
@fp

@Xp�1

@fp

@Xn

1CCCCCCCCCCCCCA
;

welche regul�ar in U ist, und erhalten aus der Gleichung (4:32) die G�ultigkeit der

Gleichung

� detB(x)

0BBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

@'1

@Xj

(xp; : : : ; xn�1)

...

@'p�1

@Xj

(xp; : : : ; xn�1)

@'n

@Xj

(xp; : : : ; xn�1)

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCA

= (Adj B)(x)

0BBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

@f1

@Xj

(x)

...

@fp�1

@Xj

(x)

@fp

@Xj

(x)

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCA

(4.33)

in U , wobei (Adj B) die adjungierte Matrix der Matrix B ist. Da b ein lokal maxi-

maler Punkt der Funktion Xn ist, gilt

@'n

@Xj

(a) = 0

gilt f�ur jeden Index j; p � j � n � 1: Damit impliziert die Gleichung (4:33) die

Gleichheit

B(n; 1) (b)
@f1

@Xj

(b) + � � �+B(n; p) (b)
@fp

@Xj

(b) = 0 (4.34)

f�ur jeden Index j; p � j � n � 1; wobei B(n; k); 1 � k � p; der Eintrag der

adjungierten Matrix (Adj B) im
"
Kreuzpunkt \ der k�ten Spalte und letzten Zeile

ist. Unter Beachtung der Struktur der Matrix B erhalten wir aus der Gleichung

(4:34); da�
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det

0BBBBBBBBBBBBB@

@f1

@X1

(b) : : :
@f1

@Xp�1

(b)
@f1

@Xj

(b)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

@fp

@X1

(b) : : :
@fp

@Xp�1

(b)
@fp

@Xj

(b)

1CCCCCCCCCCCCCA
= 0 (4.35)

f�ur jeden Index j; p � j � n � 1 gelten mu�. Die Gleichung (4:35) hat zur Fol-

gerung, da� die folgenden p�Minoren der Jacobimatrix J(f1; : : : ; fp) im Punkt b

verschwinden:

M(1; : : : ; p� 1; p) (b) = : : : = M(1; : : : ; p� 1; n� 1) (b) = 0;

diese Minoren haben wir im vorstehenden Abschnitt mit Mp; : : : ;Mn�1 bezeichnen.

Da wir m(b) 6= 0 annehmen konnten, leiten wir aus Behauptung 22 die Folgerung

ab, da� b in der Lokalisierung (�n�p)m der Determinanten Variet�at �n�p au�erhalb

von fx 2 lC
nj m(x) = 0g liegt. Also geh�ort der reelle Punkt b zu W \ (�n�p)m: Was

aber mit den Bezeichnungen aus dem Abschnitt 4:1 hei�t b 2 fWn�p. Die Variet�at

Wn�p ist somit nichtleer und enth�alt den reellen Punkt b.

Bemerkung 13 Der Beweis des Satzes 25 beinhaltet die folgende Aussage:

Sei C eine Zusammenhangskomponente von V =W \IRn und b ein lokal maximaler

Punkt der linearen Form Xn in C, so da� der (p� 1)�Minor m in b nicht Null ist.

Dann liegt b in Wn�p. Mit anderen Worten, jede Zusammenhangskomponente von

V enth�alt mindestens einen Punkt von Wn�p \ IRnn (Sing W [ V (m)):

4.4 Ein Algorithmus f�ur den vollst�andigen Durch-

schnitt

Seien die Polynome f1; : : : ; fp 2 lQ[X1; : : : ; Xn]; p < n so gegeben, da� sie eine re-

duzierte regul�are Folge bilden. Sei W := V (f1; : : : ; fp). Sei m der wie bisher �xier-

te (p � 1)�Minor der Jacobimatrix J(f1; : : : ; fp): Wir �nden zu m; n � p viele

p�Minoren

Mp; : : : ;Mn�1 2 lQ[X1; : : : ; Xn]; (4.36)

so da� die Folge

f1; : : : ; fp;Mp; : : : ;Mn�1 (4.37)

entweder die leere Menge beschreibt, oder transversal au�erhalb (Sing W )[ V (m)

ist (vgl. Theorem 23). Sei �i; 1 � i � n�p+1; wieder die Determinantenvariet�at, die
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durch alle p�Minoren der Untermatrix der Jacobimatrix J(f1; : : : ; fp) beschrieben

ist, welche aus den ersten Spalten f1; : : : ; p+ i� 1g gebildet wird.

Seien die Variablen X1; : : : ; Xn generisch bez�uglich W .

In der Lokalisierung au�erhalb der Hyper
�ache V (m) = fx 2 lC
nj m(x) = 0g; hat

die Menge der singul�are Punkte von W die folgende Beschreibung, (vgl. Bemerkung

11, Abschnitt 4:1):

(Sing W ) n V (m) = fWn�p+1 n V (m) =

= fx 2 lC
n
jf1(x) = : : : = fp(x) = Mp(x) = : : : = Mn(x) = 0; m(x) 6= 0g: (4.38)

� Der Algorithmus in [GHM+98] und [GHH+97] kann entscheiden, ob die Va-

riet�at Wn�1 n ((Sing W ) [ V (m)) null{dimensional ist, und somit auch en-

scheiden, ob die Folge

f1; : : : ; fp;Mp; : : : ;Mn�1; (4.39)

au�erhalb der Variet�at (Sing W ) [ V (m) eine reduzierte regul�are Folge ist.

� Ein Verfahren zur Darstellung der Variablen in generischer Position bez�uglich

W geben wir im Kapitel 5.

Wir wissen, da� vorstehende Bemerkungen mutatis mutandis richtig sind f�ur jeden

(p� 1)�Minor aus der Jacobimatrix J(f1; : : : ; fp): Unter den Voraussetzungen des

Satzes 25 gibt es einen (p� 1)�Minor m 2 lQ[X1; : : : ; Xn], f�ur welchen die Folge aus

den ersten p� 1 Zeilen und Spalten der Jacobimatrix J(f1; : : : ; fp) besteht, sei nun

so gew�ahlt, da� die Folge

f1; : : : ; fp;Mp; : : : ;Mn�1;

eine transversale reduzierte Folge au�erhalb von (Sing W ) [ V (m) ist, dabei ist

V (m) die durch m beschriebene Hyper
�ache.

Sei �0
n�1(m) der geometrische Grad des Gleichungssystems (4:39) au�erhalb der Hy-

per
�ache V (mMn): Mit V (mMn) sei das Produkt der Polynome m und Mn :=

M(1; : : : ; p� 1; n) bezeichnet.

V (mMn) := V (m) [ V (Mn) =

fx 2 lC
nj m(x)g [ fx 2 lC

njM(1; : : : ; p� 1n)(x) = 0g: (4.40)

Dann ist

�
0
n�1(m) = max

�
max
1�j�p

�
0
j

; max
1�i�n�p

�p+i�1

�
; (4.41)

wobei

�
0
j
:= deg V (f1; : : : ; fj) n V (mMn); (4.42)
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und

�p+i�1 := max
1�i�n�p

degWp+i�1 n V (mMn): (4.43)

�
0
n�1 ist der geometrische Grad des Systems (4:39) au�erhalb V (mMn):

Sei

�
0 := maxf�0

n�1(fm)j alle (p� 1)�Minor fm in J(f1; : : : ; fp)g (4.44)

Aus der Bezout{Ungleichung folgt die Ungleichungen (vgl. [Hei83])

�
0
n�1(m) � �

0 � d
p[p(d� 1)]n�p � p

n�p
d
n
: (4.45)

Unter dieser Voraussetzungen von Satz 25 sind wir in der Lage, ein Komplexit�atsre-

sultat bez�uglich der geometrischen L�osung der transversalen glatten Folge in (4:39)

zu formulieren.

Satz 26

Seien die Polynome f1; : : : ; fp 2 lQ[X1; : : : ; Xn] mit maximalem Grad d � 2 gegeben,

so da� sie eine reduzierte regul�are Folge in lQ[X1; : : : ; Xn] bilden. Seien die Va-

riablen X1; : : : ; Xn generisch bez�uglich der Variet�at W = V (f1; : : : ; fp): Wir setzen

weiterhin voraus, da� die reelle Teilvariet�at V := W \ IRn nichtleer, beschr�ankt und

(f1; : : : ; fp)�glatt ist.

Seien n; d; �
0
; L; ` nichtnegative ganze Zahlen, mit d � 2. Sei m wie zuvor gew�ahlt,

�0
n�1(m) der geometrische Grad der transversale Folgen

f1; : : : ; fp;Mp; : : : ;Mn�1;

au�erhalb (Sing W )[V (m); mit �0
n�1(m) � �0. Ferner seien die Polynome f1; : : : ; fp

durch ein Straight{Line Programm � in lQ[X1; : : : ; Xn] der Gr�o�e L und nichtskala-

ren Tiefe ` gegeben.

Dann gibt es ein arithmetisches Netzwerk N mit Parametern in lQ; welches die

Gr�o�e L(nd�0)O(1) hat, das Straight{Line Programm � auswertet und die geometri-

schen L�osungen der null{dimensionalen transversalen Folge

f1; : : : ; fp;Mp; : : : ;Mn�1

au�erhalb der Hyper
�ache V (mMn) generiert.

Der dem arithmetischen Netzwerk unterliegende Algorithmus testet, ob die polare

Variet�at Variet�at

Wn�1 n ((Sing W ) [ V (m))

null{dimensional ist. Wenn das der Fall ist, so erzeugt das arithmetische Netz-

werk N ein Straight{Line Programm der Gr�o�e L(nd�0)O(1) und nichtskalaren Tiefe
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O(n(log(d�0) + `)) mit Parametern in lQ, welches die Koe�zienten der n+ 1 univa-

riaten Polynome q(m); p
(m)

1 ; : : : ; p(m)
n

2 lQ[Xn] darstellt. Diese Polynome beschreiben

die geometrischen L�osung der Lokalisierung der null-dimensionalen polaren Variet�at

(Wn�1)mMn
:= V (f1; : : : ; fp;Mp; : : : ;Mn�1) n (V (m) [ V (Mn)) (4.46)

und haben die folgenden Eigenschaften:

(1) deg(q(m)) = �
0
n�1(m) = deg(Wn�1)mMn

(2) maxfdeg(p
(m)

j )j1 � j � ng < �
0
n�1(m)

(3) (Wn�1)mMn
= f(p

(m)

1 (u); : : : ; p(m)
n

(u))ju 2 lC; q(m)(u) = 0g.

Der dem arithmetischen Netzwerk N unterliegende Algorithmus erzeugt h�ochstens

�
0
n�1(m) Vorzeichenbedingungen in f�1; 0; 1g�

0(m), die die reellen Nullstellen des Po-

lynoms q �a la Thom kodieren, [CR88]. (Andernfalls w�aren die Punkte der kompakten

reellen Variet�at V nicht (f1; : : : ; fp)�glatt.)

Das Netz N beschreibt mit dieser Codierung die Parametrisierung der nicht{leeren

reellen polaren Variet�at (Wn�1)mMn
\ IRn.

Beweis des satzes:

Seien die Polynome f1; : : : ; fp durch ein Straight{Line Program der L�ange L und

Tiefe ` gegeben. Unter einer einfachen Anwendung der Leibniz Regel, zur Di�eren-

tiation eines Produkts, leiten wir aus � ein Straight{Line Program �1 der L�ange

(2n + 1)L und nichtskalaren Tiefe ` + 1 in lQ[X1; : : : ; Xn] ab, das die partiellen

Ableitungen der Polynome f1; : : : ; fp evaluiert (vgl. Lemma 25, [GHH+97]). Da

die Determinante einer Matrix im konstanten Glied ihres charakteristischen Po-

lynoms auftritt, wenden wir die verbesserte Variante des (gut{parallelisierbaren)

Algorithmus von Berkowitz [Abd97] zur Berechnung der Koe�zienten des charak-

teristischen Polynoms einer (n � n)�Matrix an, um startend mit �1, ein Straight{

Line Program �2 in lQ[X1; : : : ; Xn] der Gr�o�e O(n
4 log2 n)L und nichtskalaren Tiefe

O(log2(n) + log2 log2 n) + ` abzuleiten, das alle partiellen Ableitungen der Polyno-

me f1; : : : ; fp; sowie alle (p � 1)� und p�Minoren der Jacobimatrix J(f1; : : : ; fp)

auswertet.

Die Variet�at Sing W wird in der Lokalisierung au�erhalb der Hyper
�ache V (m)

durch die Variet�at Wn�p+1 beschrieben.

(Sing W ) n V (m) = Wn�p+1 n V (m) (4.47)

Unter Benutzung des der Behauptung 18 [GHM+98] zugrunde liegenden Algorith-

mus mit der im Theorem 31, [GHH+97], eingef�uhrten Modi�zierung (siehe auch
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Theorem 19, [GHH+97] und dem Beweis davon), �nden wir ein arithmetisches Netz-

werk N
(m)

1 mit Parametern in lQ von der Gr�o�e L(nd�0)O(1), welches entscheidet, ob

die Folge

f1; : : : ; fp;Mp; : : : ;Mn�1; mMn (4.48)

eine transversale Folge au�erhalb der Hyper
�ache V (mMn) beschreibt, wobei die

Polynome

Ml := M(1; : : : ; p� 1; l); p � l � n (4.49)

jeweils aus den Spalten 1; : : : ; p � 1; l der Jacobimatrix J(f1; : : : ; fp) bestehende

p�Minoren sind. Die Folge (4:48) ist genau dann eine transversale Folge au�erhalb

der Hyper
�ache V (mMn); wenn die Variet�at

(Wn�1)mMn
:= V (f1; : : : ; fp;Mp; : : : ;Mn�1) n V (mMn) (4.50)

eine null{dimensionale Variet�at beschreibt.

Da wir mit den Algorithmen in [GHM+98], und [GHH+97] die Dimension der Va-

riet�at (Wn�1)mMn
berechnen k�onnen, setzen wir nun voraus, da� die Polynome in

(4:48);

f1; : : : ; fp;Mp; : : : ;Mn�1

transversal au�erhalb der Hyper
�ache V (mMn) sind.

Sei

R0 := lQ[X1; : : : ; Xn�1]: (4.51)

Wir betrachten die Polynome f1 und m =M(1; : : : ; p�1) mit dem Leitkoe�zienten

eins und Koe�zienten in R0. Durch Interpolation in pd + 1 beliebigen, voneinan-

der verschiedenen rationalen Punkten erhalten wir ein divisionsfreies Straight{Line

Programm in R0 = lQ[X1; : : : ; Xn�1], das die Koe�zienten von f1 und m bez�uglich

Xn darstellt. Dieses Straight{Line Programm hat die L�ange L(nd)O(1).

Wir erhalten den gr�o�ten gemeinsamen Teiler von f1 und mMn in R0[Xn] durch

Anwendung vom Lemma 8 in [GHM+98]. Dieser gr�o�te gemeinsame Teiler hat den

Leitkoe�zienten eins in R0[Xn], und seine Koe�zienten bez�uglich Xn lassen sich

durch ein divisionsfreies Straight{Line Programm in R0 darstellen. Sei

�q
(m)

0 2 R0[Xn] = lQ[X1; : : : ; Xn] (4.52)

der analog zur Noether{Normalisierung in [GHM+98] erhaltene Quotient von f1 und

dem gr�o�ten gemeinsamen Teiler von f1 und mMn. Die Koe�zienten bez�uglich Xn

lassen sich durch ein divisionsfreies Straight{Line Programm ��2 in R0 darstellen.

Das Polynom �q
(m)

0 ist quadratfrei, da wir ausschlie�lich mit dem quadratfreien Teil

des Polynoms f1 rechnen. �q
(m)

0 hat den Leitkoe�zienten eins bez�uglich Xn und es

teilt f1. Wir haben weiterhin eine Beschreibung der Variet�at

W
(0) := fx 2 lC

nj�q
(m)

0 (x) = 0g: (4.53)
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Da die Koordinaten X1; : : : ; Xn generisch gew�ahlt sind, sind sie auch in Noether{

Position bez�uglich der Variet�at V (f1) und das Polynom q
(m)

0 ist das zur Ringerwei-

terung

R0 ! R0[Xn]=(f1) (4.54)

assozierte minimale Polynom mit primitivem Element un; welches das Bild eines

trennbaren Elements

Un := �nXn (4.55)

ist. Da das minimale Polynom �q
(m)

0 auf V (f1) verschwindet, erhalten wir die vollst�andi-

ge Parametrisierung der Variet�at W (0), indem wir die Gleichung �q
(m)

0 (�n; T ) nach

dem Parameter �n ableiten (vgl. [Mac16], [GLS99]):

@�q
(m)

0 (�n; T )

@�n
=

@�q
(m)

0 (�n; T )

@Un

Xn: (4.56)

Wir erhalten die Identit�at

W
(0) :=

( 
x1; : : : ; xn�1;

vn(un)

%n

!
2 lC

nj�q
(m)

0 (un) = 0

)
; (4.57)

wobei %n 2 R0 die Diskriminante des minimalen Polynoms �q
(m)

0 ist. Der Grad des

Polynoms �q
(m)

0 gen�ugt den Gleichungen

deg �q
(m)

0 = deg
Xn

�q
(m)

0 = deg fW (0)
: (4.58)

Das Straight{Line Programm ��2, welches die Koe�zienten des Polynoms �q
(m)

0 bez�u-

glich der Variablen Xn darstellt, hat die L�ange L(nd)O(1).

Damit ist der Schritt i = 0 bewiesen, welcher aus der Elimination der Variable Xn

besteht. Es handelt sich um die Beschreibung einer Projektion �n : V (f1)! lC
n�1

;

die durch die Gleichung

�(x) = (x1; : : : ; xn�1); f�ur x 2 V (f1) (4.59)

de�niert ist.

Wir setzen unter Benutzung der Proposition 18 in [GHM+98], sowie der Proposition

33 in [GHH+97], die Rekursion f�ur die Elimination der Variablen Xn�1; : : : ; X1 fort.

Im Schritt i = n � 1 angelangt, �nden wir ein Netzwerk N
(m)

2 ; welches ein die

Koe�zienten der Polynome

�q
(m)

n�1 =: q
(m)

; p
(m)

n�1;1 =: p
(m)

1 ; : : : ; p
(m)

n�1;n =: p
(m)
n

2 lQ[T ] (4.60)

repr�asentierendes, Straight{Line Programm in lQ erzeugt. Diese Polynome charak-

terisieren den Teil (Wn�1)mMn
der null{dimensionalen komplexen polaren Variet�at

(Wn�1)mMn
:= Wn�1 n V (mMn); (4.61)
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deren Komponenten au�erhalb der Hyper
�ache fx 2 lC
njm(x)Mn(x) = 0g liegen.

Die Ausgabe q(m); p
(m)

1 ; : : : ; p(m)
n

des Netzwerks N
(m)

2 erf�ullt dann die Bedingungen

(1); (2); (3) im Theorem 26.

Das Netzwerk N
(m)

2 l�a�t sich durch Anwendung des in [BOKR86] ver�o�entlichen kor-

rekten Algorithmus erweitern, indem geeignete komprimierte Knoten addiert wer-

den, die testen, ob eine rationale Zahl positiv ist oder nicht (vgl. auch [RS90] f�ur eine

Verfeinerung). Das resultierende Netzwerk N (m) entscheidet nun, ob das Polynom

q(m) eine reelle L�osung besitzt. Es hat eine Gr�o�e, die asymptotisch gleich L(nd�0)O(1)

ist. Ohne Einschr�ankung der Allgemeinheit k�onnen wir annehmen, da� das Netz-

werk N (m) jede existierende Nullstelle des Polynoms q(m) im Sinne von Thom (vgl.

[CR88], [RS90]) kodiert. F�ur jede Zusammenhangskomponente K � (Wn�1)mMn

�nden wir einen Punkt � 2 K und einen Parameter � 2 IR; so da�

q
(m)(�) = 0 und � = (p1(�); : : : ; pn(�)): (4.62)

Der Punkt � ist ein isolierter kritischer Punkt der auf die Komponente K einge-

schr�ankten Projektion der letzten Koordinate

Xn : K ! IR: (4.63)

Diese Einschr�ankung auf eine irreduzible Komponente einer kompakten reellen Teil-

variet�at K � V := W \ IR
n nimmt das Maximum auf dieser an, welches in

(Vn�1)mMn
:= (Wn�1)mMn

\ IRn liegt.

Bemerkung 14

Die allgemeine Aufgabe besteht darin f�ur eine reduzierte Folge von p Polynome

f1; : : : ; fp 2 lQ[X1; : : : ; Xn]; p � n durch n � p Polynome,die p�Minoren der Ja-

cobimatrix J(f1; : : : ; fp) sind, so zu erg�anzen, da� die entstehende Folge transversal

au�erhalb einer gewissen abgeschlossenen Menge ist.

Wir wollen diese Bemerkung kommentieren.

Man w�ahle wirk�urlich einen (p� 1)�Minor ~m aus

p

 
n

p� 1

!
vielen aus J(f1; : : : ; fp) (4.64)

Sei fm ohne Einschr�ankung der Allgemeinheit aus den (p � 1) ersten Zeilen und

Spalten der Jacobimatrix J(f1; : : : ; fp). Dann hat man zu entscheiden, ob die Folge

f1; : : : ; fp;M1; : : : ;Mn�1 (4.65)

eine transversale Folge au�erhalb der Hyper
�ache V (fmM(1; : : : ; p� 1; n)) ist. Falls

dies der Fall ist, so wendet man das im Satz 26 beschriebene Verfahren an. Im
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andern Fall w�ahlt man einen anderen (p� 1)�Minor aus J(f1; : : : ; fp) neu aus und

wiederholt die Prozedur.

Wir erzeugen durch eine Vorrechnung lokale Beschreibungen von polaren Variet�aten,

indem wir zu jedem festen gew�ahlten (p� 1)�Minor m 2 lQ[X1; : : : ; Xn] der Jacobi-

matrix J(f1; : : : ; fp), zuerst eine transversale regul�are Folge

f1; : : : ; fp;Mp; : : : ;Mn�1

au�erhalb der Hyper
�ache V (mMn) := fx 2 lC
nj m(x)Mn(x) = 0g aufbauen, wenn

dies m�oglich ist. F�ur einen solchen (p�1)�Minorm k�onnen wir mit dem Satz 26, ein

Netzwerk N (m) konstruieren, welches entscheidet, ob die polare Variet�at (Wn�1)mMn

null{dimensional ist. Wenn dies der Fall ist, wird diese Variet�at (Wn�1)mMn
durch

eine transversale null{dimensionale Folge au�erhalb der Hyper
�ache V (mMn) be-

schrieben. Das arithmetische Netzwerk N (m) im Beweis des Satzes 26 kodiert die

Punkte dieser Variet�at. Wir vervollst�andigen diese Methode, indem wir das Verfah-

ren im Satz 26 f�ur jeden (p� 1)�Minoren in der Jacobimatrix J(f1; : : : ; fp) laufen

lassen. Die entstehenden Netzwerke N ( ~m) hintereinander verknupfen: Wir erhalten

damit ein Netzwerk N , welche mindestens einen Punkt in jeder irreduziblen Kom-

ponente von V := W \ IRn kodiert. Die Gr�o�e dieses Netzwerkes ist 
n

p� 1

!
L(nd�0)O(1): (4.66)

Wir haben nun das folgende Theorem bewiesen

Satz 27

Seien die Bezeichnungen und Voraussetzungen wie vorhin. Wir setzen weiterhin vor-

aus, da� die Polynome f1; : : : ; fp ein reduzierte Folge bilden und die reelle Variet�at

V := W\IRn beschr�ankt und (f1; : : : ; fp)�glatt ist. Dann existiert ein arithmetisches

Netzwerk mit Parametern in lQ, welches mindestens einen repr�asentativen Punkt in

jeder Zusammenhangskomponente der reellen Variet�at V �ndet. Die Gr�o�e dieses

Netzes ist
�

n

p�1

�
L(nd�0)O(1), wobei �0 der geeignet de�nierte, maximale Grad aller im

Verfahren auftretenden transversalen Folge ist.

Bemerkung 15 O�ensichtlich erh�alt man das erste Komplexit�atsergebnis f�ur den

Hyper
�achenfall, indem man p = 1 setzt.



Kapitel 5

Generische Koordinaten

Im Abschnitt 3:3 hatten wir ein auf dem Satz von Bertini beruhendes Verfahren

zur Transformation der Variablen in generische Position bez�uglich einer Hyper
�ache

beschrieben. Wir wollen jetzt eine von der Komplexit�at her e�ektivere Methode

daf�ur beschreiben.

Wir werden hier eine Methode ableiten, die auch auf der geometrischen L�osung

einer a�nen Variet�at au�erhalb einer gewissen Hyper
�ache beruht. Die Komplexit�at

dieser Methode wird von gleicher Struktur sein wie die der Algorithmen im Kapitel

3, die Gesamtkosten der Algorithmen nicht vergr�o�ert.

Wir entwickeln die Methode f�ur den Hyper
�achenfall, f�ur den vollst�andigen Durch-

schnitt kann man eine analoge Methode beschreiben.

Wir setzen zun�achst voraus, da� f 2 lQ[X1; : : : ; Xn] ein quadratfreies Polynom ist,

das eine regul�are Gleichung einer reellen Hyper
�ache beschreibt. Gesucht ist ein

Koordinatenwechsel X = AY; so da� sich die Hyper
�achen de�niert durch

f
A
;
@fA

@Y1
; : : : ;

@fA

@Yi
(5.1)

f�ur jedes i; 1 � i � n� 1 transversal schneiden. Dabei ist

f(X1; : : : ; Xn) = f(AY ) =: fA(Y1; : : : ; Yn): (5.2)

Wir betrachten einen Koordinatenwechsel X = A(Z)Y; wobei die Transformations-

matrix A(Z) f�ur jedes i; 1 � i � n � 1; dieselbe Parametermatrix ist, und zwar

w�ahlen wir A(Z) nach (4:11); d.h.

A(Z) :=

0BBBBBBBBBB@

1 0 : : : : : : : : : 0

Z2;1 1 0 : : : : : : 0

Z3;1 Z3;2 1 0 : : :
...

... : : :
. . . 1

. . .
...

Zn�1;1 : : : : : : Zn�1;n�2 1 0

Zn;1 : : : : : : : : : Zn;n�1 1

1CCCCCCCCCCA
; (5.3)

70
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Dabei haben wir die Bezeichnung Z := (Z2;1; : : : ; Zn;n�1) f�ur die Parameter benutzt.

@f
A(Z)

@Yk
=

@f

@Xk

+
nX

j=k+1

Zj;k

@f

@Xj

; 1 � k � i; 1 � i � n� 1: (5.4)

Sei die Bezeichnung

F0 := f; F1 :=
@fA(Z)

@Y1
; : : : ;

@fA(Z)

@Yi
(5.5)

eingef�uhrt.

Dann interessiert uns der Morphismus

�i : lCn � lC
n(n�1)

2 ! lCi+1

(x; z) 7�! �i(x; z);
(5.6)

wobei

�i(x; z) := (F0(x); F1(x); : : : ; Fi(x)) :

Die Jacobimatrix JX;Z(�i) von �i ist durch

JX;Z(�i) =

 
@�i

@X

@�i

@Z

!
=

0BBB@
@F0

@X1
: : :

@F0

@Xn

@F0

@Z2;1
: : :

@F0

@Zn;n�1

...
...

...
...

@Fi

@X1
: : :

@Fi

@Xn

@Fi

@Z2;1
: : :

@Fi

@Zn;n�1

1CCCA
gegeben.

Mit der De�nition der Fk sowie obiger Ableitungen erhalten wir0BBBBB@
@f

@X1
� � �

@f

@Xn
0 � � � 0 � � � � � � 0 0 � � � 0

�11 � � � �1n
@f

@X2
� � �

@f

@Xn
0 � � � 0 0 � � � 0

...
... 0

. . .
. . .

. . .
. . . 0 0 � � � 0

�(i)1 � � � �(i)n 0 � � � 0 � � � 0 � � � @f

@Xi+1
� � �

@f

@Xn
0 � � � 0

1CCCCCA ; (5.7)

wobei die Sterne �r;s; 1 � r � i; 1 � s � n, in (5:7) die folgende Gestalt haben:

�r;s :=
@2f

@Xr@Xs

+
nX

j=r+1

Zjr

@2f

@Xj@Xs

:

Die Jacobimatrix JX;Z(�i) ist eine (i+ 1)� (n+
n(n�1)

2
)�Matrix.

Mit JX(�i) bezeichnen wir die ((i+1)�n)�Teilmatrix der Jacobimatrix JX;Z(�i)),

welche aus den ersten partiellen Ableitungen der Polynome F0; : : : ; Fi nachX1; : : : ; Xn

besteht, d.h.
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JX(�i) :=

0BBBBB@
@f

@X1
� � � � � �

@f

@Xn

�11
. . . � � � �1n

... � � � : : :
...

�(i)1 � � � � � � �(i)n

1CCCCCA : (5.8)

Sei �(�i) die gemeinsamen Nullstellen aller nicht identisch verschwindenden (i +

1)�Minoren der Teilmatrix JX(�i): Das aus aller (i + 1)�Minoren der Teilmatrix

JX(�i) erzeugende Ideal J
n

1 (Z) ist das Verschwindungsideal von �(�i):

�(�i) = V (Jn

1 (Z)) (5.9)

Sei P � Jn

1 (Z) ein mininales Primideal mit der Komponenten C � �(�i). Dann ist

die H�ohe von P kleiner oder gleich n� (i+1)+ 1 = n� i (vgl. [Mat94]). Damit gilt

dimW � dimC � n� i: (5.10)

Hieraus folgt

dimC � dimW � n+ i: (5.11)

Die Kodimension des Ideals J
n

1 (�i) ist h�ochstens n � i und das Ideal wird von

h�ochstens n� i Polynomen erzeugt, welche eine regul�are Folge bilden. Mit �i sei der

Durchschnitt in lC
n � lC

n(n�1)
2 der Phaser ��1

i (0) mit �(�i); d.h.

�i := f(x; z) 2 ��1
i
(0)jM(j1; : : : ; ji+1)(x; z) = 0; 1 � j1 < : : : < ji+1 � ng; (5.12)

wobei M(j1; : : : ; ji+1) der aus den Spalten j1 : : : ji+1 bestehende (i+ 1)�Minor von

JX(�i) ist. Dann ist die Diskriminante 
i des Morphismus �i die Projektion von �i

in den Parameterraum lC
n(n�1)

2 :


i := fz 2 lC
n(n�1)

2 j(x; z) 2 �i; f�ur ein x 2 lC
ng (5.13)

Bezeichnet man mitm denjenigen i�Minor von JX;Z(�i); der aus den ersten i Zeilen

und Spalten von JX;Z(�i) gebildet ist, so soll �i au�erhalb der Hyper
�ache

V (m) := f(x; z) 2 lC
n � lC

n(n�1)
2 j m(x; z) = 0g (5.14)

mit

(�i)m := �i n V (m) = ��1(0) \ (�(�i))m (5.15)

bezeichnet werden.

Analog wie beim Beweis von Behauptung 22 erhalten wir mit dem Wechsellemma

21 (�i)m =

f(x; a) 2 ��1(0)j m(x; a) 6= 0;M(1; : : : ; i; l)(x; a) = 0; l 2 fi+ 1; : : : ; ngg; (5.16)
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wobei M(1; : : : ; i; l) den aus den ersten i Spalten und der Spalte l bestehenden

(i+ 1)�Minor der Teilmatrix JX(�) der Jacobimatrix J(�) bezeichnet.

Die Variet�at �i ist au�erhalb der Hyper
�ache

f(x; z) 2 lC
n � lC

n(n�1)
2 j m(x; z) = 0g;

durch die Polynome

F0 = f; F1 =
@f

@X1

+
nX

l=i+1

Zl;1

@f

@Xl

; : : : ; Fi =
@f

@Xi

+
nX

l=i+1

Zl;i

@f

@Xl

und

M(1; : : : ; i; i+ 1) = M(1; : : : ; i; i+ 2) = : : : = M(1; : : : ; i; n) = 0;

beschrieben.

Unter der Voraussetzung, da� die reelle Variet�at V := W \ IR
n beschr�ankt ist, ist

die Projektion

� : V � IR
n(n�1)=2 ! IR

n(n�1)=2 (5.17)

echt , d.h. das Urbild ��1(K) einer kompakten MengeK von Parametern in IRn(n�1)=2

ist in V�IRn(n�1)=2 kompakt. Wir �nden nach dem Hauptlemma 11 im Kapitel 3, eine

o�ene und dichte Menge Ui � IRn(n�1)=2 von Parametern, so da� die Einschr�ankung

des Morphismus in (5:17) auf V � Ui den maximalen Rang n(n � 1)=2 hat. Die

Einschr�ankung des Morphismus � auf V � Ui bestimmt also eine Fibration, (vgl.

Ehreshman's Lemma [BR90])

��1(Ui) ! V � Ui

& #

Ui

: (5.18)

Die Diskriminante


i = �(�i) (5.19)

ist abgeschlossen.

Da der Index i beliebig fest gew�ahlt war, k�onnen wir f�ur die Indizes 1; : : : ; n � 1

o�ene und dichte Menge von Parametern

U1; : : : ;Un�1 � IR
n(n�1)

2 (5.20)

�nden, so da� die Einschr�ankung des Morphismus � auf

V � (U1 \ U2 \ : : : \ Un�1) (5.21)

den maximalen Rang n(n� 1)=2 hat und eine Fibration induziert

��1(U) ! V � U

& #

U

: (5.22)
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wobei U := U1 \ : : : \ Un�1 gesetzt ist.

Sei

� : V � U ! IR
n(n�1)

2 (5.23)

die Einschr�ankung des Morphismus � auf V � U ; wobei

U := (U1 \ U2 \ : : : \ Un�1)

ist.

Seien der Index 1 � i � n � 1 �xiert und Fk := M(1; : : : ; i; k) f�ur k = i + 1; : : : ; n

gesetzt.

Bemerkung 16

Unter den Voraussetzungen, da� die reelle Variet�at

V = W \ IR
n = fx 2 IR

nj f(x) = 0g

nichtleer und glatt ist, k�onnen wir ohne Einschr�ankung der Allgemeinheit nach dem

Hauptlemma 11 schlu�folgern, da� wir eine residuelle Menge von Parametern z 2

lC
n(n�1)

2 �nden k�onnen, so da� aus der Koordinatentransformation X = A(z)Y

nichtleere komplexe polare Variet�aten

Wi = fx 2 lCnj F0(x) = : : : = Fi(x; z) = 0; rk JX(F0; : : : ; Fi) = i+ 1g (5.24)

aufgebaut werden.

Die Koordinatentransformation X = AY impliziert die folgende Gleichung der Ja-

cobimatrizen

JY

 
f
A(z)

;
@f

A(z)

@Y1
; : : : ;

@f
A(z)

@Yi

!
= JX

 
f;

@f

@X1

; : : : ;
@f

@xi

!
A(z) (5.25)

Eine Deutung des Hauptlemmas 11 im Kapitel 3 auf (5:25) lautet nun

F�ur eine generische Wahl der Parameter z 2 lC
n(n�1)

2 ist der Rang der Matrix

JY

 
f
A(z)

;
@fA(z)

@Y1
; : : : ;

@fA(z)

@Yi

!

maximal und gleich i+1. Unter Beachtung der Gleichung (5:25) ist demzufolge der

Rang der Jacobimatrix

JX

 
f;

@f

@X1

; : : : ;
@f

@Xi

!
maximal gleich i+ 1.

Die Bestimmung einer residuelle Menge wie in Bemerkung 16 wird durch die Ver-

meidung einer Hyper
�ache in lC
n(n�1)

2 erfolgen, welche die Diskriminante 
i des
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Morphismus �i beschreibt. Diese Diskriminante l�a�t sich unter den Voraussetzungen

in der Bemerkung 16 mit den symbolisch geometrischen Algorithmus in [GHH+97]

parametrisieren (vgl. [GS99] zur L�osung parametrischer �uberbestimmter Systeme).

Wir �nden mit dem Hauptlemma 11 in Kapitel 3 eine residuelle Menge Ui von

Parametern in lC
n(n�1)

2 , so da� der singul�are Ort des Morphismus �i eingeschr�ankt

auf lCn � Ui; durch die transversale Folge

F0; : : : ; Fi; Fi+1; : : : ; Fn (5.26)

au�erhalb der Hyper
�ache

V (m) = f(x; z) 2 lC
n � lC

n(n�1)
2 j m(x; z) = 0g

beschrieben wird.

Sei

U := \n�1
i=1 Ui: (5.27)

Wir betrachten von nun an nur die Einschr�ankung des Morphismus �i auf lC
n �U .

Die Folge F0; : : : ; Fi; Fi+1; : : : ; Fn bildet also eine transversale Folge von Polynomen

in lQ[X1; : : : ; Xn; Z2;1; : : : ; Zn;n�1] au�erhalb der Hyper
�ache

V (m) := f(x; z) 2 lC
n+

n(n�1)
2 j m(x; z) = 0g:

Mit D
(i)

j bezeichnen wir den a�nen Grad der transversalen Folge

F0; : : : ; Fj

au�erhalb der Hyper
�ache V (m); f�ur 0 � j � i.

Mit

D
(i) := maxfD

(i)

j j 1 � j � ng (5.28)

bezeichnen wir den a�nen Grad der transversalen Folge

F0; : : : ; Fi; Fi+1; : : : ; Fn

au�erhalb der Hyper
�ache V (m). Sei

D := maxfD(i)j 1 � i � ng: (5.29)

Aus der Bezout{Ungleichung erhalten wir eine Schranke f�ur D(i) und D:

D
(i) � d

i+1[(i + 1)(d� 1)]n�i � (i+ 1)n�idn+1; (5.30)

D := maxfD(i)j 1 � i � n� 1g � max
1�k�n

(kn�k+1)dn+1: (5.31)
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Sei der Index i beliebig und fest 1 � i � n� 1. Mit m bezeichnen wir wie oben den

aus den ersten i Zeilen und Spalten der Jacobimatrix JX(F0; : : : ; Fi) bestehenden

(i)�Minor. Unter den Voraussetzungen in Bemerkung 16 bilden die Polynome

F0; : : : ; Fi; Fi+1; : : : ; Fn 2 lQ[X1; : : : ; Xn; Z2;1; : : : ; Zn;n�1]

eine transversale Folge au�erhalb der Hyper
�ache V (m); und beschreiben den sin-

gul�aren Ort �i := Sing �i:

Wir fassen im folgenden Theorem das Ergebnis �uber die generische Darstellung der

Koordinaten X1; : : : ; Xn bez�uglich einer Hyper
�ache fx 2 lCnjf(x) = 0g zusammen.

Dieses Verfahren ist eine Anpassung des in [GS99] ver�o�entlichten Algorithmus zur

L�osung �uberbestimmter polynomialer Systeme.

Satz 28 (Generische Koordinaten)

Seien n; d; L nichtnegative ganze Zahlen. Wir setzen voraus, da� ein divisionsfreies

Straight{Line Programm � in lQ[X1; : : : ; Xn] mit Gr�o�e L derart gegeben ist, da� �

ein nichtkonstantes quadratfreies Polynom f 2 lQ[X1; : : : ; Xn] von der Gradschranke

d darstellt. Dann gibt es ein arithmetisches Netzwerk mit Parametern in lQ, und der

Gr�o�e (ndDL)O(1); welches aus dem Straight{Line Programm � ein arithmetisches


 Netzwerk erzeugt. Das Netzwerk 
 hat eine Gr�o�e (ndDL)O(1) und erzeugt eine

regul�are untere (n� n)�Dreiecksmatrix

A(z) :=

0BBBBBBBBBB@

1 0 : : : : : : : : : 0

z2;1 1 0 : : : : : : 0

z3;1 z3;2 1 0 : : :
...

... : : :
. . . 1

. . .
...

zn�1;1 : : : : : : zn�1;n�2 1 0

zn;1 : : : : : : : : : zn;n�1 1

1CCCCCCCCCCA
: (5.32)

Die Koordinatentransformation X = A(z)Y mit A(z) nach 5:32 bewirkt, da� die

Variablen Y1; : : : ; Yn in generischer Position bez�uglich der Variet�at

fWi = fy 2 lC
nj fA(z)(y) =

@fA(z)(y)

@Y1
= : : : =

@fA(z)(y)

@Yi
= 0g (5.33)

sind.

Beweis:

Sei der Index i; 1 � i � n�1 beliebig aber fest. Da der Morphismus �i eingeschr�ankt

auf lCn � U ist, bildet die Folge

F0; : : : ; Fi; Fi+1; : : : ; Fn
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eine transversale Folge au�erhalb der Hyper
�ache V (m):

Wir wollen die Parameter der regul�ar Matrix A(z) au�erhalb der Diskriminante 
i,

der Abbildung �i bestimmen.

1. Im ersten Schritt des Beweises geben wir eine geometrische L�osung der trans-

versalen Folge von Polynomen

F0; : : : ; Fi; Fi+1; : : : ; Fn; (5.34)

au�erhalb der Hyper
�ache V (m) = f(x; z) 2 lCn+n(n�1)=2j m(x; z) = 0g an.

Der singul�are Ort SingWi l�a�t sich als eine Hyper
�ache in lC
n(n�1)

2 parametri-

sieren.

2. Im zweiten Schritt bestimmen wir die Parameter Z2;1; : : : ; Zn;n�1 au�erhalb

der Vereinigung [n�1
i=1 
i:

Die auf diese Weise gew�ahlten Parameter z 2 lCn(n�1)=2 liegen nicht in der Diskri-

minante 
i, da f�ur jedes x 2 lCn mit �i(x; z) = 0 der Punkt (x; z) keine L�osung des

Systems

F0(x; z) = : : : = Fi(x; z) = Fi+1(x; z) = : : : = Fn(x; z) = 0

ist, welches �i au�erhalb der Hyper
�ache f(x; z) 2 lCn � lC
n(n�1)

2 j m(x; z) = 0g

beschreibt.

Sei

� : V � U ! lC
n(n�1)

2 (5.35)

die Einschr�ankung des Morphismus � auf lCn � U ; wobei

U := (U1 \ U2 \ : : : \ Un�1)

ist. Wir wollen diese Projektion mit einer Eliminationsprozedur beschreiben und

damit auch eine Prozedur zur Vermeidung der Diskriminante 
i aufbauen:

Bemerkung 17

Der Morphismus � : lCn � lCn(n�1)=2 ! lCn(n�1)=2 ist allgemein nicht echt, und die

Diskriminante 
 allgemein nicht abgeschlossen. Wenn wir in diesem Fall von den

de�nierenden Gleichungen der Diskriminanten sprechen, so meinen wir die Glei-

chungen, die den Zariski{Abschlu� von 
 de�nieren.

Da nach Bemerkung 16 die komplexe polare Variet�at Wi f�ur jeden Index i; 1 � i �

n � 1 nichtleer ist und die Projektion � : lCn � U ! lC
n(n�1)

2 die Einschr�ankung

von � auf lCn � lC
n(n�1)

2 beschreibt, k�onnen wir die ersten Variablen X1; : : : ; Xn

eliminieren, indem wir das System

F0; : : : ; Fn�1 (5.36)
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au�erhalb der Hyper
�ache f(x; z) 2 lCn� lC
n(n�1)

2 j m(x; z) = 0g l�osen (vgl. Satz 26).

Wir �nden ein arithmetisches Netzwerk mit Parametern in lQ(Z); welches die Gr�o�e

(ndLD)O(1) hat. Das Netzwerk erzeugt ein Straight{Line Programm, welches eine

geometrische L�osung der transversalen Folge in (5:36) kodiert. Diese L�osung besteht

aus

� dem primitiv minimalen Polynom des primitiven Elementes Xn,

q 2 lQ[Xn; Z2;1; : : : ; Zn;n�1];

� der Diskriminante % 2 lQ[Z2;1; : : : ; Zn;n�1] von q

� den Polynomen v1; : : : ; vn 2 lQ[Xn; Z2;1; : : : ; Zn;n�1]:

Diese Polynome haben die folgenden Eigenschaften:

1. Der Grad des minimalen Polynoms q in der Variable Xn ist

degXn
q = D

(i)
:

2. Die Grade der Polynome v1; : : : ; vn in der Variable Xn sind nach oben durch

D(i) beschr�ankt: maxfdegXn
vjj 1 � j � ng � D(i):

3. (F0; : : : ; Fi; Fi+1; : : : ; Fn�1)m% = (q(xn); v1(xn); : : : ; vn(xn))m%:

Eine Anwendung des Lemmas 18 zur Bestimmung der Resultante des Ideals

(F0; : : : ; Fi; Fi+1; : : : ; Fn�1)m

und des Polynoms Fn ergibt die gew�unschte Wahl der Parameter au�erhalb der

Diskriminante 
i. Das Polynom

F n := Fn(
v1(T )

%1
; : : : ;

vn(T )

%n
) (5.37)

liegt in lQ[T; Z2;1; : : : ; Zn;n�1] und ist Nichtnullteiler in der Algebra

Bn := R0[Z2;1; : : : ; Zn;n�1]=(F0; : : : ; Fi; Fi+1; : : : ; Fn�1); (5.38)

wobei R0 als R0 := lQ[X1; : : : ; Xn] de�niert ist. Das Konstantenglied

C
(i)

0 2 Q[Z2; : : : ; Zn;n�1] (5.39)

der Homothetie �
Fn
, welche durch die Multiplikation mit F n in Bn de�niert ist, hat

den Grad

degC
(i)

0 = D
(i) � d

i+1[(i + 1)(d� 1)]n�i � (i + 1)n�idn+1: (5.40)
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Unter Benutzung der Behauptung 9 �nden wir Parameter

a2;1; : : : ; an;n�1 2 lQ

mit der Eigenschaft, da� der Wert von C
(i)

0 in diesen Parametern von Null verschie-

den ist.

C
(i)

0 (a2;1; : : : ; an;n�1) 6= 0: (5.41)

Eine Schranke der H�ohe dieser Parameter ist durch die Zahl

maxfht(ak;l)ji + 1 � k � n; 1 � l � ig � (2`
0+1 � 2)(2`

0

+ 1)2 (5.42)

gegeben, wobei die Ungleichung

`
0 � (n+ 1) log2 d+ (n� i) log2(i+ 1) (5.43)

gilt.

Eine lokale Beschreibung der Diskriminante des Morphismus �i erreichen wir, indem

wir zuerst eine regul�are untere (
n(n�1)

2
�

n(n�1)

2
)�Dreieckmatrix B mit rationalen

Koe�zienten �nden, welche die Parameter

Z
t
:=

0BB@
Z2;1

...

Zn;n�1

1CCA = B

0BB@
Z2;1

...

Zn;n�1

1CCA =: BZt (5.44)

in Noether{Position bzgl. des Zariski{Abschlu�es

V (F0; : : : ; Fn�1) n V (m) [ Sing W =( 
v1(t; �z)

%
; : : : ;

vn(t; �z)

%
; Z2;1; : : : ; Zn;n�1

!
2 lC

n � lC
n(n�1)

2 j q(t; �z) = 0

)
(5.45)

darstellen, und eine geometrische L�osung des Systems (5:34) au�erhalb der Hyper-


�ache V (m) bestimmen (vgl. [GS99]). Diese geometrische L�osung besteht aus

� dem primitiv minimalen Polynom des primitiven Elementes Z2;1,

q
0(Z2;1) 2 lQ[Z3;1; : : : ; Zn;n�1][T ];

� der Diskriminante % 2 lQ[Z3;1; : : : ; Zn;n�1] von q

� den Polynomen v1
0; : : : ; vn

0 2 lQ[Z3;1; : : : ; Zn;n�1][T ]:

Diese Polynome haben die folgenden Eigenschaften:

1. Der Grad des minimalen Polynoms q in der Variable Xn ist

deg
Z2;1

q
0 = (i+ 1)(d� 1)D(i)

:
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2. Die Grade der Polynome v1
0
; : : : ; vn

0 in der Variable Z2;1 sind nach oben durch

(i+1)(d�1)D(i) beschr�ankt: maxfdeg
Z2;1

vj
0j 1 � j � ng � (i+1)(d�1)D(i)

:

3. (F0; : : : ; Fi; Fi+1; : : : ; Fn)m% = (q 0(Z2;1); v1
0(Z2;1); : : : ; vn

0(Z2;1))m%:

Bemerkung 18 Die Parameter Z2;1; : : : ; Zn;n�1 lassen sich mit der inverse Matrix

B�1 berechnen Zt = B�1Z:

Da der Grad des minimalen Polynoms q 0 in Z2;1 kleiner als D ist, �nden wir

unendlich viele Punkte z2;1 2 lQ mit q 0(z2;1) 6= 0; und somit auch unendlich viele

Punkte z = (z2;1; : : : ; zn�1;n) 2 lQ
n(n�1)

2 au�erhalb [n�1
i=1 
i.

Satz 29 (generische Koordinaten)

Sei der Index i; 0 � i � n � 1 fest gegeben. Seien n; d;D(i); L nichtnegative ganze

Zahlen. Wir setzen voraus, da� ein divisionsfreies Straight{Line Programm � in

lQ[X1; : : : ; Xn] mit Gr�o�e L und Tiefe ` gegeben ist, welches die reduzierte Folge von

Polynomen f1; : : : ; fp 2 lQ[X1; : : : ; Xn] mit der Gradschranke d auswertet. Dann gibt

es ein arithmetisches Netzwerk mit Parametern in lQ, und der Gr�o�e L(ndD(i))O(1);

welches die Koordinaten X1; : : : ; Xn in generischer Position bez�uglich

Wi := W \�i; 1 � i � n� p

darstellt, wobei �i die durch alle p�Minoren der Untermatrix der Jacobimatrix

J(f1; : : : ; fp) de�niert ist, die aus den Spalten f1; : : : ; i+p�1g dieser Matrix besteht.

Das Netzwerk wertet das Straight{Line Programm � aus und erzeugt ein Straight{

Line Programm der Gr�o�e L(ndD(i))O(1), welcher eine regul�are (n� n)�Unterdrei-

ecksmatrix

A(a) :=

0BBBBBBBBBBB@

1 0 : : : : : : : : : 0

a2;1 1 0
. . . : : : 0

a3;1 a3;2 1 0 : : :
...

... : : :
. . . 1

. . .
...

an�1;1 : : : : : : an�1;n�2 1 0

an;1 : : : : : : : : : an;n�1 1

1CCCCCCCCCCCA
; (5.46)

generiert. Diese Matrix ist zur koordinaten Transformation X = A(a)Y assoziert,

und die Variablen X1; : : : ; Xn sind in generischer Position bez�uglich der algebrai-

schen Menge Wi; 1 � i � n� p dargestellt.

Dieser Satz ist die Verallgemeinerung des im Kapitel 5 bewiesenen Satzes 28 f�ur den

Hyper
�achenfall. Sein Beweis l�a�t sich bis auf einigen technischen Umformungen,

wie den des Satzes 28 durchf�uhren.
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Symbole

bzgl. bez�uglich

d.h. das hei�t

vgl. vergleich[e]

z.B. zum Beispiel

; leere Menge

IN Menge der nicht negativen ganzen Zahlen

ZZ Menge der ganzen Zahlen

lQ Menge der rationalen Zahlen

IR Menge der reellen Zahlen

IRn n-dimensionaler Euklidischer Raum

lC Menge der komplexen Zahlen

lCn n-dimensionaler komplexer Raum

X1; : : : ; Xn Koordinaten

ZZ[X1; : : : ; Xn] Polynomialer Ring mit ganzen Koe�zienten

lQ[X1; : : : ; Xn] Polynomialer Ring mit rationalen Koe�zienten

IR[X1; : : : ; Xn] Polynomialer Ring mit reellen Koe�zienten

lC[X1; : : : ; Xn] Polynomialer Ring mit komplexen Koe�zienten.

f1; : : : ; fp Polynome in lQ[X1; : : : ; Xn]

d maximaler Grad der Polynome f1; : : : ; fp
� geometrischer Grad

�
� reeller Grad

J(f1; : : : ; fp) Jacobimatrix von f1; : : : ; fp

m; ~m (p� 1)�Minoren in J(f1; : : : ; fp)

M(i1; : : : ; ip) der aus den Spalten i1; : : : ; ip) bestehende p�Minor von

J(f1; : : : ; fp)

V (m) die durch m beschriebene Hyper
�ache

W := V (f1; : : : ; fp) die von f1; : : : ; fp de�nierte Variet�at

(f1; : : : ; fp) das von f1; : : : ; fp erzeugte Idealq
(f1; : : : ; fp) das radikale Ideal von (f1; : : : ; fp)

Sing W die Menge der singul�aren Punkte in W

[X i der lineare Raum fx 2 lC
nj xi+1 = : : : = xn = 0g

i



Symbole ii

�i die Determinanten Variet�at, welche durch p�Minoren der

Spalten 1; : : : ; p+ i� 1 in J(f1; : : : ; fp) beschrieben ist

(�i)m (�i) n V (m) 1 � i � n� pfWi W \�i 1 � i � n� p

Wi die zum linearen Raum X i assoziierte polare Variet�atfWi n Sing W

Vi die zum linearen Raum X i assoziierte reelle polare Variet�at

Wi \ IR
n

U; u primitives Element einer polynomialen Ringerweiterung

q minimales Polynom des primitiven Elementes u

% :=
Q

n

i=1 %i Diskriminante des minimalen Polynoms q

v1; : : : ; vn Polynome in lQ[T ]

� arithmetischer Schaltkreis

L Gr�o�e von �

` nichtskalare Tiefe von �

N arithmetisches Netzwerk
@f

@Xi
partiellen Ableitung nach Xi; 1 � i � n
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zu lernen. Mein Aufenthalt vom 27.1. bis 7.2.'97 an der �Ecole Polytechnique in Paris

hat meine Arbeit sehr positiv beein
u�t. Viele Menschen haben mir bei diesem Un-

terfangen geholfen. Ich bin ihnen allen f�ur ihre Freundschaft und Ratschl�age zu Dank

verp
ichtet. Namentlich bedanke ich mich bei Herrn Professor Pablo Solern�o f�ur die

guten Ratschl�age und Hinweise. F�ur ihre Bemerkungen und Richtigstellungen meines

schwer verst�andlichen Deutsches danke ich Frau Jutta Kerger und Herrn Lutz Leh-

man. Ein besonderer Dank gilt der Familie Fr�omer f�ur ihre anregenden Ratschl�age

und ihre Sympathie. Ich bin der Gruppe Optimierung des Instituts f�ur Mathematik

der Humboldt{Universit�at sehr dankbar f�ur die guten Arbeitsbedingungen, die mir

�uber Jahre hinweg zur Verf�ugung standen. Meine zwei j�ahrige T�atigkeit als wissen-

schaftlicher Mitarbeiter bei Herrn Professor Bernd Bank hat dazu beigetragen, diese

Arbeit zu Ende zu schreiben. Zu guter Letzt geb�uhrt mein Dank meiner Familie f�ur

ihre motivierenden Unterst�utzungen aller Form, wie auch ihr Verst�andnis.
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