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Abstract

The focal point of this work is the investigation of a class of discretization methods for

nonlinear optimal control problems governed by ordinary differential equations with control

restrictions, as well as the implementation of some numerical experiments. The theoretical

investigations are based on a coupled parameterization-discretization pattern, a piecewise

linear parameterization representation of the control, and the application of a Runge-Kutta

method for the integration of the differential state equation. The order of convergence of the

solution is obtained with the help of regularity conditions and the second order optimality

conditions. Furthermore, we also present in this paper a possibility of the numerical compu-

tation of the gradients via numerical differentiation. Finally some numerical results are given

and their relationship to the theoretical convergence results are discussed.
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Zusammenfassung

Schwerpunkt dieser Arbeit ist die Untersuchung einer Klasse von Diskretisierungsmethoden

für nichtlineare optimale Steuerungsprobleme mit gewöhnlichen Differentialgleichungen

und Steuerungsbeschränkung sowie die Durchführung von numerischen Experimente.

Die theoretischen Untersuchungen basieren aus einem gekoppeltes Parametrisierungs-

Diskretisierungsschema aus stückweise polinomialen Ansatz für die Steuerung und einen

Runge-Kutta-Verfahren zur Integration der Zustands-Differentialgleichung. Die Konver-

genzordnung der L̈osung wird unter Reg̈ularitätsbedingung und Optimalitätsbedingung

2.Ordnung ermittelt. Außerdem wird eine Möglichkeit zur numerischen Berechnung der

Gradientenüber internen numerischen Differentiation erläutert. Schließlich werden einige

numerischen Resultate gegeben und die Abhängigkeiten zur den theoretischen Konvergenz-

resultate diskutiert.

Sclagẅorter:

Optimale Steuerungsprobleme, Diskretisierung, Runge-Kutta-Verfahren, Konvergenzord-

nung, Numerische Resultate
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Viele kritische Hinweise in Darstellung vonDr. Kengne Jean-Marie und sprachlich kriti-

sche Hinweise vonDr. Matthias Gelbrich haben dazu beigetragen, die Lesebarkeit des

Textes zu erḧohen.

Ich binFrau Heidemarie Lange (Sekretariat) und allen Kolleginnen und Kollegen der For-

schungsgruppe unter der Leitung vonProf. Dr. sc. nat. Werner Römisch für die vie-

len Diskussionen zu Dank verpflichtet.

Der TRAD.EST GmbH danke ich f̈ur ihre stete Hilfsbereitschaft, insbesondere bei Problemen
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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Optimale Steuerungsprobleme

Optimale Steuerungsprobleme bilden eine wichtige und interessante Gruppe von Optimie-

rungsproblemen. Ihre Besonderheit im Vergleich zu den einfachen Optimierungsproblemen

ist die Existenz eines dynamischen Systems in der Beschreibung des Problems, welches in

einem Funktionenraum (unendlich-dimensionalen Raum) formuliert ist. In der Natur finden

optimale Steuerungsprobleme unter anderem in folgenden Bereichen Anwendung: Förder-

und Transportanlagen (z.B. Container-Kran-Problem [94, 48]), Elektrotechnik (z.B. Tun-

neldiodenoszillator [75, 63]) und Luft- und Raumfahrt (z.B. Aufstieg eines Huperschall-

Raumtransporters [22]).

1.2 Untersuchung von optimalen Steuerungsproblemen

Generell sind optimale Steuerungsprobleme komplexe Optimierungsaufgaben und daher nur

numerisch l̈osbar. Die kennzeichnenden Merkmale der Komplexität solcher Aufgaben sind

u.a. die hohe Anzahl von nichtlinearen Gleichungs- und Ungleichungsrestriktionen, die zahl-

reichen Steuerungs- oder Zustandsbeschränkungen und das dynamische System von kom-

plizierten Prozessen. Die numerische Lösung von optimalen Steuerungsproblemen basiert

auf dem Ersatz des ursprünglichen Problems durch ein angenähertes Problem mittels Ap-

proximationsverfahren und der Lösung des angenäherten Problems. Einige der wichtigsten

Ziele der Anwendung von Approximationsverfahren sind die Konvergenz und die Konver-

genzgeschwindigkeit der Lösungen der diskreten Aufgaben zur Lösung der ursprünglichen

Aufgabe. Hierbei stellt die Stabilität der gesuchten L̈osung die fundamentale Voraussetzung

dar.
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1. Einleitung 2

Die Lösung von Steuerungsproblemen zieht die numerische Lösung des dynamischen Sy-

stems mit sich. Zur numerischen Lösung von Differentialgleichungen bietet die Literatur

zahlreiche Methoden an. Zu nennen wären das mehrfache Schießverfahren (
”
multiple shoo-

ting technique“) f̈ur die Lösung von nichtlinearen Randwertaufgaben [13, 16, 59]), das finite

Differenzen-Verfahren [118], das Integrationsverfahren. Diese Arbeit widmet sich unter an-

derem der Untersuchung eines allgemeinen Einschrittverfahrens.

Bereits in den siebziger Jahren wurde die Konvergenz der endlich-dimensionalen Approxi-

mation von optimalen Steuerungsproblemen mittels Integrationsverfahren untersucht. Siehe

beispielsweise die ArbeitenCullum [26], Budak, Berkovich, Solov’eva[15], Daniel [27],

Mordukhovich[81].

Malanowski[70] behandelt optimale Steuerungsprobleme mit konvexer Zielfunktion und li-

nearem (bez̈uglich der Steuerung) dynamischen System.Dontchev[30] f ührt eine Studie

für konvexe Probleme an. In diesenälteren Arbeiten stelle man die Anwendung derEuler-

Methode f̈ur die Diskretisierung der Differentialgleichung und die Betrachtung des gleichen

Gitters f̈ur die Steuerung und den Zustand fest.

Alt [3] stellt eine Studiëuber die Behandlung von nichtlinearen, beschränkten Steuerungs-

problemen unter Anwendung derEuler-Methode f̈ur die Diskretisierung der Differential-

gleichung dar und erzielt dabei eine Konvergenzrate mit der Ordnung1
2
.

Es gibt neben diesen Autoren einige, die sich mit Integrationsverfahren höherer Ordnung

bescḧaftigt haben.

In einer fr̈uheren Arbeit studierteHager [51] ein optimales Steuerungsproblem ohne Be-

schr̈ankung und stellte das Verhältnis zwischen den stetigen dualen Variablen und den ent-

sprechenden Lagrange-Multiplikatoren des diskreten Steuerungsproblems fest. Es wurde be-

obachtet, daß ein Integrationsverfahren der Ordnungq für Differentialgleichungen nicht im-

mer zu einen N̈aherungswert der Ordnungq in der optimalen Steuerung führte.

1.3 Motivation und Ziel der Untersuchung

Die Erforschung von Bedingungen für die bestm̈ogliche Konvergenz ist heute noch Ge-

genstand wissenschaftlicher Untersuchungen. Dabei spielen die verschiedenen Diskreti-

sierungsans̈atze eine besondere Rolle. Siehe unter anderem das Kollokationsverfahren

[105, 119, 10, 54], das Ritzsche Projektionsverfahren [40, 39, 38], das Runge-Kutta-

Verfahren bei der Abscḧatzung des Optimalwertes [117, 118, 106] bzw. der Optimall̈osung

[35, 53, 52], dasAdams-Bashforth-Verfahren undAdams-Multon-Verfahren [25], das Euler-

Verfahren [74, 31].

2



1. Einleitung 3

Betrachten wir Arbeiten̈uber die Approximation der optimalen Lösung mittels Integrations-

verfahren, so stellen wir folgendes fest:

Dontchevund Hager [33, 32] stellen eine allgemeine Theorie zur Untersuchung der Lip-

schitzstetigkeit von parametrisierten Optimierungsproblemen vor. Als eine der Anwendungs-

beispiele betrachten die Autoren die Diskretisierung optimaler Steuerungsprobleme mit

gewöhnlichen Differentialgleichungen ohne Zustandsbeschränkung und erreichen mit einer

optimalen Steuerungsfunktion von beschränkter Variation eine Konvergenzrate mit der Ord-

nung Eins. Beim Beweis der Stabilität der Optimaliẗatsbedingungen (vgl. [32], Lemma 11)

wird implizit die Steuerungsfunktion als stetig vorausgesetzt.

Malanowski, Büskensund Maurer [75] betrachten ein Problem mit Zustandsbeschränkung

und erzielen das gleiche Ergebnis wie in [32] mit einer stetigen optimalen Steuerung. Die

ganze Untersuchung basiert auf einer allgemeinen Approximationstheorie von Malanowski.

In beiden Arbeiten [32, 75] werden die Steuerung und der Zustand erneut auf demselben

Gitter diskretisiert, die Euler-Methode für die Diskretisierung des dynamischen Systems an-

gewendet und eine stückweise konstante Approximation für die Steuerung betrachtet.

Häufig werden f̈ur die numerische L̈osung von Differentialgleichungen Verfahren mit

höherer Konvergenzordnung für die Diskretisierung der Differentialgleichung verwendet.

Es wird beispielsweise die Runge-Kutta Diskretisierung in den Arbeiten [104, 109, 119] an-

gewendet. Jedoch wird oft bei der Konvergenzuntersuchung ([31, 32, 75, 72, 26, 15, 27, 81])

nur dieEuler-Methode angewendet.

Konvergenzresultate für Runge-Kutta-Diskretisierung von optimalen Steuerungproblemen

treten in einer minimalen Anzahl in der Literatur auf.

Schwartz und Polak [106] analysieren die Konsistenz der expliziten Runge-Kutta-

Approximation. In dieser Arbeit [106] wird eine Konvergenz f̈ur die globalen L̈osungen des

diskreten Problems zur globalen Lösung des stetigen Problems nachgewiesen. Außserdem

basiert die Analyse auf Runge-Kutta-Verfahren, deren Koeffizienten alle positiv sind.

Velio analysiert in [117] die Konvergenz des Optimalwertes. Er stellt einen Näherungswert

der OrdnungO(h2) für Steuerungsprobleme mit Beschränkungen und linearer Differenti-

algleichungen her, ohne eine Voraussetzungüber die Regulariẗat der optimalen Steuerung

anzunehmen. Dieses Resultat wird später in [118] auf Systeme ausgedehnt, die in Bezug auf

Zustandvariable nichtlinear sind.

In [53, 52] werden vonHager Bedingungen f̈ur die Koeffizienten eines Runge-Kutta-

Integrationsverfahrens berechnet, die eine erteilte Ordnung der Genauigkeit in der optimalen

Steuerung f̈ur Ordnungen bis zu vier sicherstellen. Insbesondere die Arbeit [53] konzentriert

3



1. Einleitung 4

sich auf Runge-Kutta-Diskretisierungen, dessen Koeffizienten im letzten Berechnungsphase

alle positiv sind.

Die Analyse in [53] nutzt die Baumstrukturen (
”
tree-based expansions“ [20]) und die Ord-

nungsvoraussetzungen, die von Butcher in [20] f ür geẅohnliche Differentialgleichungen ent-

wickelt wurden, und eine Transformation der notwendigen Optimalitätsbedingungen erster

Ordnung f̈ur das diskrete Steuerungsproblem.

Diese Transformation führt zu einer Runge-Kutta-Diskretisierung für die adjungierte Glei-

chung des optimalen Steuerungsproblems, die häufig zu der urspr̈unglichen Runge-Kutta-

Diskretisierung der Zustandsgleichung unterschiedlich ist. Die Diskrepanz zwischen der

primären und der dualen Diskretisierung führt zu zus̈atzlichen Bedingungen, die die Ko-

effizienten der Runge-Kutta-Diskretisierung erfüllen müssen, um die Dritte- oder Vierte-

Ordnungsgenauigkeit im Kontext der optimalen Steuerung zu erzielen. Unter Umständen

beobachten wir, daß die Fehlerabschätzung der diskreten Steuerung in (14) [53] nicht die

Fehlerabscḧatzung der diskreten Steuerung in der Lösung des diskreten Problems ausdrückt

(siehe Remark 2.2 [53]).

In [35] wird gezeigt, daß jede m̈ogliche Runge-Kutta-Diskretisierung zweiter Ordnung für

die Differentialgleichungen durch eine passende Deutung der diskreten Steuerung einen

Näherungswert in der optimalen Steuerung von der Ordnung zwei erbringt. Hier wird analog

wie in [53] und unter folgender Einschränkung vorgegangen. Die Autoren verringern die Di-

mension des diskreten Steurungsraumes, indem sie erfordern, daß die Zwischenschritte der

Steurungskomponenten identisch sind, wenn die Komponenten des dazugehörigen Teilvek-

tors gleich sind (siehe Seite 7 [35] f ür mehr Details).

Gegenstand dieser Arbeit ist die Untersuchung eines Integrationsverfahrens mit höherer Ord-

nung zur numerischen Behandlung von optimalen Steuerungsproblemen mit gewöhnlichen

Differentialgleichungen. Weiterhin wird ein Algorithmus zur numerischen Lösung solcher

Aufgaben unter Ber̈ucksichtigung des untersuchten Verfahrens implementiert. Die Ziele sind

dabei die Vorstellung einer Diskretisierung mit Verfahren höherer Ordnung, die Herleitung

von Voraussetzungen für die Regulariẗatsbedingungen sowie Optimalitätbedingungen diskre-

tisierter Aufgaben, die ausführliche Vorstellung einer effektiven Methode für die Berechnung

der Ableitungen, die Weiterentwicklung der Ergebnisse aus [32] zur Lipschitzkonvergenz

von diskretisierten Aufgaben und eine bessere Annäherung an die Praxis durch die Betrach-

tung des gleichen Verfahrens bei der Konvergenzuntersuchung und bei der Implementierung

des Verfahrens. Dazu betrachten wir:

• zwei ZerlegungenIh, Gh des Intervalls[0, 1] (vgl. Kapitel3),

4



1. Einleitung 5

• eine allgemeine Parametrisierung der Steuerung,

• ein Integrationsverfahren mit höherer Konsistenzordnung,

• die Methode der internen numerischen Differentiation.

Wir erwarten durch diesen Einsatz:

• eine ḧohere Konvergenzrate für die Lösung des approximierten Steuerungsproblems,

• eine bessere Verfolgung von Steuerungsfunktionen,

• ein effektives SQP-Verfahren (durch die genaue Berechnung der Gradienten mittels

der Methode der internen numerischen Differentiation).

1.4 Inhaltliche Struktur

Inhaltlich ist die Arbeit wie folgt gegliedert:

Das Kapitel2 beschreibt die Klasse von Aufgaben, die in dieser Arbeit betrachtet wird.

Zus̈atzlich werden Umformulierungsm̈oglichkeiten f̈ur andere Problemstellungen beschrie-

ben.

Das Hauptanliegen im Kapitel3 ist die Vorstellung einer Diskretisierung von Steuerungs-

problemen mit zwei Zerlegungen und einem allgemeinen Einschrittverfahren. Das Kapitel

beginnt mit einer kurzen Einführungüber die verschiedenen numerischen Optimierungsme-

thoden: direkte und indirekte Methode. Es werden einige Vor- und Nachteile aufgelistet und

die Erg̈anzung beider Methoden herauskristallisiert.

Es werden die unterschiedlichen Betrachtungsweisen bezüglich der Variablen aus der Lite-

ratur vorgestellt und verglichen. Anschließend wird die in dieser Arbeit betrachtete Opti-

mierungsvariable detailliert beschrieben. Zwei Zerlegungen werden eingeführt: ein Steue-

rungsgitter und ein Zustandsgitter. Bezüglich dem Steuerungsgitter wird einen Ansatzraum

für die Steuerung definiert, die Mengen der zulässigen Steuerungen sowie die ursprüngliche

Aufgabe entsprechend erneut formuliert. Für die entstandene Aufgabe werden die Vorausset-

zungen f̈ur die Regulariẗat eines Punktes getroffen, die notwendigen Optimalitätbedingungen

erster Ordnung und die Voraussetzungen für die notwendigen Optimalitätbedingungen zwei-

ter Ordnung eingeführt. Ans̈atze und Hinweisëuber die Methode der Parametrisierung der

Steuerung werden gegeben. Auf dem Zustandgitter wird ein allgemeines Einschrittverfahren

eingef̈uhrt und eine diskretisierte Aufgabe formuliert. Für die diskrete Aufgabe werden die

Regulariẗatsbedingungen eines Punktes beschrieben. Das Kapitel endet mit der Vorstellung

5



1. Einleitung 6

der Methode der internen numerischen Differentiation für die Berechnung der Gradienten

diskretisierter Funktionen im Fall eines allgemeinen Einschrittverfahrens. Speziell für das

Runge-Kutta-Verfahren werden die Implementierungsschritte für die Berechnung der Gradi-

enten angegeben.

Im Kapitel 4 wird eine Approximationstheorie vorgestellt. Diese Theorie basiert auf der

Störungstheorie zur Untersuchung von Optimierungsproblemen in Banach-Räumen und ori-

entiert sich an der Vorgehensweise vonDontchevundHager [33, 32]. Es folgen die Formu-

lierung von verallgemeinerten Gleichungen, die Formulierung und der Beweis des Konver-

genzsatzes unter Anwendung der vorgestellten Theorie. Anschließend wird der Konvergenz-

satz angewendet. Dabei werden sämtliche Voraussetzungen für Runge-Kutta-Diskretisierung

verifiziert.

Das Kapitel5 stellt einen kurzen̈Uberblick über ein Verfahren f̈ur die numerische L̈osung

endlich-dimensionaler Optimierungsaufgaben dar. Dabei geht es um eine Beschreibung des

Verfahrens der sukzessiven quadratischen Optimierung (SQP-Verfahren): die Struktur des

SQP-Verfahrens, das quadratische Teilproblem, die Bewertungsfunktion, die Approximation

der Hesse-Matrix, die Abbruchkriterien.

Die Implementierung eines Algorithmus für die numerische L̈osung der diskreten Aufgabe

wird im Kapitel 6 beschrieben. In diesem Algorithmus ist die Diskretisierung des Problems

mittels explizitem Runge-Kutta-Verfahren für den Zustand und spezieller stückweise linea-

rer Approximation (Abschnitt3.3.1) für die Steuerung durchgeführt. Der entwickelte Al-

gorithmus wird mitRINDOPT bezeichnet. Die Koeffizienten des eingesetzten Runge-Kutta-

Verfahrens werden bestimmt, der Grundaufbau desRINDOPT-Algorithmus wird skizziert.

Anschließend werden einige wichtige Komponenten desRINDOPT-Algorithmus beschrieben.

Zum Nachweis der Funktionsfähigkeit des entwickelten Algorithmus werden im Kapitel7

ein Erl̈auterungsbeispiel sowie die Testrechnungen für ausgeẅahlte Probleme im Bereich der

Luft- und Raumfahrt, Elektrotechnik und Förder- und Transportanlage ausgeführt.

Die im Rahmen dieser Arbeit erreichten Ergebnisse werden im Kapitel8 zusammengefaßt.

Hinweise zu weiterf̈uhrenden Arbeiten werden ebenfalls hier erläutert.
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Kapitel 2

Problemstellung

2.1 Formulierung eines Steuerungsproblems

Im diesem Abschnitt wird auf die zugrundeliegende Klasse von Problemen dieser Arbeit

näher eingegangen.

Es seieng0 eine Funktion vonIRn+do in IR, f eine beschr̈ankte und Lipschitz-stetige Funk-

tion vonIRn+r+do in IRn, Ua eine nichtleere, konvexe und abgeschlossene Menge inIRr, Va

eine nichtleere konvexe und abgeschlossene Menge inIRdo .

Wir formulieren ein Steuerungsproblem(P∗) durch:

min
x,u,v

g0(x(1), v) bzgl. (2.1)

ẋ(t) = f(x(t), u(t), v), 0 ≤ t ≤ 1, x(0) = x0(v), (2.2)

u(t) ∈ Ua, f.ü. t ∈ [0, 1], v ∈ Va. (2.3)

wobei der Zustandx(t) aus dem RaumW1,∞([0, 1], IRn) ist, die Steuerungu(t) zu dem

RaumL∞([0, 1], IRr) geḧort, die Differentialformẋ(t) aus dem RaumL∞([0, 1], IRn) ist,

der Parameterv zu dem RaumIRdo geḧort und die Startbedingung des Zustandesx0(v) eine

stetig differenzierbare Funktion vonIRdo in IRn ist. Der Parameterv ist vonx(t) undu(t) für

t ∈ [0, 1] unabḧangig. Wichtig an dieser Stelle ist zu vermerken, daß in der Aufgabe (2.1)-

(2.3) die Zielfunktiong0(x(1), v) als eine explizite Funktion der Steuerungu zu betrachten

ist. Der Zustandx ist als implizite Funktion vonu zu betrachten und nach dem dynami-

schen System (2.2) zu berechnen. F̈ur die bevorstehende Untersuchung setzen wir folgendes

voraus:

A 1 : Es existiere eine L̈osung(x∗, u∗, v∗) der Aufgabe(P∗).

7



2. Problemstellung 8

Bemerkung 1 Der Parameterv darf nicht als Sẗorungsparameter des optimalen Steue-

rungsproblems (vgl. Maurer, Augustin [4]) betrachtet werden. Der Parameterv in die-

ser Arbeit ist eine Optimierungsvariable und kann beispielsweise bei Problemen mit freier

Anfangs- bzw. Endzeit diese Randdaten beinhalten (siehe Abschnitt2.2).

2.2 Umformulierung anderer Problemstellungen

Optimale Steuerungsprobleme mit Zielfunktionen in Integralform können durch Hinzuf̈ugen

einer neuen Zustandsvariablen in die Form von (2.1) umgewandelt werden. Es seig eine

integrierbare Funktion. Bei der Minimierung einer Zielfunktion der Gestalt:

min
x,u,v

∫ 1

0
g(x(t), u(t), v) dt,

definieren wir mit Hilfe der Differentialgleichung:

ẋn+1(t) = g(x̄(t), u(t), v), xn+1(0) = 0

eine zus̈atzliche Zustandsvariablexn+1, wobeix̄ = (x, xn+1). Damit geht die Minimierungs-

aufgabe in die Form:

min
x,u,v

x̄n+1(1)

über.

Mit den Eins̈atzenẋn+1(t) = 1, xn+1(t) = t, undxn+1(0) = 0 verwandeln wir nichtautono-

me Differentialgleichungen in die autonome Form (2.2).

Aufgaben mit freier Anfangs- bzw. Endzeit werden durch die Einführung einer neuen Zeit-

funktion in Aufgaben mit fester Anfangs- bzw. Endzeitüberf̈uhrt. Es seito bzw. te die freie

Anfangs- bzw. Endzeit, undso bzw. se die fest gegebene Anfangs- bzw. Endzeit und eine

Zeitfunktion gegeben durch:

t = t(s) := to + (s− so)
te − to
se − so

, s ∈ [so, se].

Die urspr̈unglichen freien Anfangs- und Endzeiten können bei der Untersuchung in die Pa-

rameterliste vonv aufgenommen werden. Es entstehen die folgenden neuen Optimierungs-

variablen:

x̃(s) := x(t(s)), ũ(s) := u(t(s)), ṽ = (v, to, te).

Durch die Zeittransformation̈andert sich die Differentialgleichung (2.2) folgendermäsen um:

˙̃x(s) =
te − to
se − so

f(x̃(s), ũ(s), ṽ), s ∈ [so, se], x̃(so) = x(to) = x0(ṽ).

8



2. Problemstellung 9

Für tiefergehende Betrachtungenüber optimale Steuerungsprobleme sei auf [112, 1, 21] ver-

wiesen.

Bemerkung 2 : Die Überführung von Optimierungsproblemen in die Form von (2.1)-(2.3)

hat den Vorteil, daß im Fall einer Diskretisierung die gleiche Diskretisierungsmethode für

die Zielfunktion und f̈ur die Beschr̈ankungen eingesetzt wird.

9



Kapitel 3

Diskretisierung

3.1 Numerische Optimierungsmethoden

Auf Grund der Komplexiẗat von optimalen Steuerungsproblemen werden diese Aufgaben

gewöhnlich nur numerisch gelöst. Die Methoden f̈ur die numerische L̈osung von optimalen

Steuerungsproblemen werden in der Literatur in zwei Gruppen unterteilt: die direkte und die

indirekte Methode [93]. Bei der indirekten Methode wird das Steuerungsproblem als nicht-

lineare Randwertaufgabe betrachtet, welche aus den notwendigen Optimalitätsbedingungen

der urspr̈unglichen Aufgabe entstanden sind. Die direkte Methode dagegen behandelt das

Steuerungsproblem sofort als Optimierungsproblem in einem funktionalen Raum.

Durch die Anwendung des mehrfachen Schießverfahrens (
”
multiple shooting technique“)

für die Lösung von nichtlinearen Randwertaufgaben hat sich die indirekte Methode als sehr

effektiv erwiesen (vgl. [13, 16, 59]). Der Nachteil bei der indirekten Methode ist die Auffor-

derung bei jedem Optimierungsproblem einiger Kenntnisseüber das Verhalten des Problems

(z.B. die adjungierte Variablen, die Hamilton-Funktion, das Maximum-Prinzip). Außerdem

verlangt die Konvergenz des mehrfachen Schießverfahrens eine gute Startlösung, die jedoch

vor dem Start unbekannt ist. Die direkte Methode benötigt keine Information̈uber die ad-

jungierten Variablen und erfordert minimale Kenntnisseüber das Optimierungsproblem und

demzufolge kaum Vorbereitungen.

In dieser Arbeit wird die direkte Methode betrachtet. Diese kann als Vorbereitung für die

indirekte Methode zur Berechnung des Startwertes angesehen werden (vgl. [121]). Die di-

rekte Methode ist eine Zusammensetzung aus einer endlich-dimensionalen Approximation

und einem Optimierungsalgorithmus.

10



3. Diskretisierung 11

Die endlich-dimensionale Approximation verzweigt sich in eine endlich-dimensionale Ap-

proximation der Steuerung (falls die Steuerung als einzige Optimierungsvariable zu betrach-

ten ist) und eine endlich-dimensionale Approximation der Steuerung und des Zustandes (falls

die Steuerung und der Zustand als Optimierungsvariable zu betrachten sind). Bevor wir zur

eigentlichen Approximation des originalen Problems (2.1)-(2.3) kommen, wird zuerst ein

Vergleich beider Betrachtungsweisen der Optimierungsvariablen dargestellt.

3.2 Optimierungsvariable

Ein Weg f̈ur die endlich-dimensionale Approximation der Steuerung ist die Methode der

Elimination des Zustandes (vgl. [93, 58]). Dieser Weg setzt die Existenz eines Transforma-

tionsoperators voraus, welcher die Zustandsvariable nach der Steuerungsvariable ausdrückt

und anschließend in die Anfangswertaufgabe (2.2) einsetzt. Es entsteht ein Gleichungssy-

stem, das diskretisiert wird und das nur von der Steuerungsvariable abhängig ist.

Ein anderer Weg f̈ur die endlich-dimensionale Approximation der Steuerung ist die a priori

Parametrisierung der Steuerung (vgl. [48, 112, 66, 95]). Der Zustand, betrachtet als Funktion

der Steuerung, wird dann rekursiv durch Integrationsverfahren oder Kollokationsverfahren

berechnet. Dadurch verschwindet die Zustandsvariable aus der Liste der zu optimierenden

Variablen. Es ensteht eine Optimierungsaufgabe bezüglich der Steuerung.

Durch die endlich-dimensionale Approximation der Steuerung ensteht ein diskretes Problem

mit geringer Anzahl von Optimierungsvariablen, mit vollbesetzter Jacobi- und Hesse-Matrix.

Mit dieser Methode wurde bereits gute Resultate erzielt (vgl. [19]).

Die Methode der Approximation der Steuerung und des Zustandes betrachtet beide Variablen

als Optimierungvariablen (vgl. [3, 25, 26, 32, 37, 70]).

Diese Methode erzeugt zwar ein gros̈dimensioniertes Optimierungsproblem, hat aber den

Vorteil, daß die Jacobi- und Hesse-Matrizen im allgemeinen schwachbesetzt sind. Durch die

Anwendung von Methoden wie z.B. der Methode des strukturierten SQP-Verfahrens [108]

oder die Ausnutzung der Schwachbesetztheit der Matrizen mit der
”
direct transcription“-

Methode [7, 8], sind ebenfalls gute Resultate erzielt worden.

In den kommenden Abschnitten wird eine Diskretisierung durchgeführt. Dabei wird die

Steuerung durch die Methode der Parametrisierung approximiert und der Zustand mit Hilfe

eines allgemeinen Einschrittverfahrens angenähert.

11



3. Diskretisierung 12

3.3 Parametrisierung des Steuerungsraumes

Die Methode der Parametrisierung ermöglicht die Darstellung der Steuerungsfunktion auf

einer endlichen Anzahl von Teilintervallen bei gegebenen Basisfunktionen (u.a. konstante

Funktionen, Polynome). Die Basisfunktionen hängen ihrerseits von einer endlichen Menge

von Parametern (z.B. Randwerten der Steuerung, Steuerungsgitter) ab.

Es seiL ∈ IN\{0} gegeben. In dieser Arbeit beruht die Parametrisierung der Steuerung auf

dem Ersetzen der Menge der zulässigen Steuerungen:

{u ∈ U : u(t) ∈ Ua f.ü. t ∈ [0, 1]}, (3.1)

durch eine Menge gegeben durch:

{u(·, w) ∈ U : u(t, w) ∈ Ua, t ∈ [0, 1], w ∈ IRL}. (3.2)

Wir bezeichnen mitW die Teilmenge vonIRL, gebildet aus allen Parameternw, die die

Menge (3.2) beschreiben. Das heißt

W := {w ∈ IRL : u(t, w) ∈ Ua t ∈ [0, 1]}. (3.3)

Durch die Parametrisierung des Steuerungsraumes ist jedes Elementu(·, w) durch den

endlich-dimensionalen Parameterw ∈ W eindeutig bestimmt.

Für die Elementeu(·, w1) undu(·, w2) mit w1, w2 ∈ W folgt aus der Konvexiẗatseigenschaft

vonUa die Zugeḧorigkeit der Verbindungsstrecke1 u(t, w1)u(t, w2) von Elementenu(t, w1)

undu(t, w2) in die MengeUa. Es bleibt offen, Aussagen̈uber die Zusammenhänge zwischen

der Verbindungsstreckew1w2 der Elementew1 und w2 und der MengeW zu treffen, solange

die Funktionu(·, w) nicht eindeutig definiert ist.

Ansatzraum

Es seiUw ⊂ L∞([0, 1], IRr) die Menge aller Elemente, die sich nach dem Modell in (3.2)

mit w ∈ IRL darstellen lassen. Der RaumUw, ausgestattet mit der Norm desübergeordneten

RaumesU , ist wiederum linear normiert.

Im Vergleich zu den allgemeinen Optimierungsproblemen haben optimale Steuerungs-

probleme die besondere Charakteristik, daß die Steuerungsvariablen Sprünge aufweisen

1 Für zwei Elementew1, w2 aus der MengeW heißt die Menge:

w1w2 := {w = αw1 + βw1 : α, β reell, α ≥ 0, β ≥ 0, α+ β = 1}

Verbindungsstrecke der Elementew1 undw2 .
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3. Diskretisierung 13

können. Um solche Aufgaben sinnvoll behandeln zu können, ist es notwendig, bei der Pa-

rametrisierung des Steuerungsraumes, die eventuell auftretenden Sprünge der Steuerung

mit zu ber̈ucksichtigen. Ein m̈oglicher Methode zur Beẅaltigung dieses Problems ist die

Einführung von zwei Gittern bei der Diskretisierung, dem Steuerungs- und dem Zustands-

gitter.

Es seiM ∈ IN\{0} gegeben. Wir betrachten eine feste beliebige Zerlegung des Intervalls

I = [0, 1], gegeben durch:

Ih := {τ0, τ1, τ2, · · · , τM−1, τM}, τ0 := 0 < τ1 < τ2 < · · · < τM−1 < τM := 1. (3.4)

wobei der Indexh durch:

h := max
1≤i≤M

(τi − τi−1), (3.5)

definiert ist. Der Indexh wird im Abschnitt4.2 ab Seite38 als Parameter betrachtet. Die

MengeIh bezeichnet dasSteuerungsgitterauf dem IntervallI.

3.3.1 Ansatz der Parametrisierung der Steuerung

Dieser Abschnitt dient zu Formulierung des zugrundeliegenden Parameter dieser Arbeit.

Es seien die ZahlM , das IntervallI, das GitterIh und die Schrittweiteh gegeben wie in der

Definition von (3.4) und (3.5).Wir betrachten eine MengeW gegeben durch:

W :=
M
×

j=1
(Ua × Ua).

Die numerischen Experimente dieser Arbeit verwenden einen Parameterw mit der Darstel-

lung:

w := (u+
1 , u

−
1 , u

+
2 , u

−
2 , · · · , u+

M , u
−
M) ∈ W. (3.6)

Dabei bezeichnetu+
j bzw.u−j den rechten Grenzwert im Punktτj−1 bzw. linken Grenzwert

im Punktτj (j = 1, · · · ,M) der Funktionu(·, w), mit u(τj, w) = u+
j , j = 0, · · · ,M − 1

und u(τM , w) = u−M . Für die Approximationu(·, w) ∈ U betrachten wir eine spezielle

stückweise linear stetige Funktion der Gestalt:

u(t, w) :=
M∑

j=1

1

τj − τj−1

(u−j (t− τj−1) + u+
j (τj − t))χj(t), t ∈ [0, 1], (3.7)

wobei χj, j = 1, · · · ,M , die charakteristischen Funktionen auf den Teilintervallen

[τj−1, τj), j = 1, · · · ,M − 1 und[τM−1, τM ] sind. Die MengeW ist als Produkt von endlich

vielen konvexen Mengen ebenfalls eine konvexe Menge.

13



3. Diskretisierung 14

Bemerkung 3 Die Besonderheit für die Approximation der Steuerung durch die Formel

(3.7) ist die Flexibilität der sẗuckweise linearen Approximation. Sie ermöglicht die Wider-

spiegelung von sprunghaften Funktionsverläufen ebenso wie die Nachbildung von stetigen

Funktionsanteilen. Zum Beispiel, wenn es bekannt ist, daß die gesuchte Funktion auf einigen

Teilintervallen einfache Gestalt hat und auf anderen Teilintervallen eine komplizierte Ge-

stalt hat, dann kann die Funktion auf den Teilintervallen separat mit Funktionenu(·, w) aus

IPµ,Ih,η besser approximiert werden.

3.3.2 Andere Parametrisierungmethoden der Steuerung

Parametrisierung durch stückweise konstante Funktionen

Es seien erneutM , I, Ih undh gegeben als (3.4) und (3.5). Wir betrachten eine MengeW

und die Funktionu(·, w) gegeben durch:

W :=
M
×

j=0
Ua, L = (M + 1)r, und w := (u0, · · · , uM),

u(t, w) :=
M∑

j=1

ujχj(t), t ∈ [0, 1]. (3.8)

Die charakteristischen Funktionenχj, j = 1, · · · ,M sind bereits im Abschnitt3.3.1be-

schrieben. Die Funktionu(·, w), beschrieben durch (3.8), ist eine sẗuckweise konstante Funk-

tion auf dem SteuerungsgitterIh und die MengeW ist konvex.

Parametrisierung durch B-Spline

Ein anderer m̈oglicher Ansatz f̈ur die Diskretisierung der Steuerung durch die Methode der

Parametrisierung besteht in der Approximation der Steuerung durch B-Spline [110, 111]. Es

seienM, µ ∈ IN\{0}. Wir nehmen an: es existieren2µ zus̈atzliche Gitterpunkteτ−µ <

τ−µ+1 < · · · < τ0 und τM < τM+1 < · · · < τM+µ. Wir bezeichnen mitBµ,j den j-ten

B-Spline der Ordnungµ gegeben durch:

Bµ,j(t) := (τj+µ+1 − τj)[τj, τj+1, · · · , τj+µ+1][· − t]µ+, t ∈ IR, j = −µ, · · · ,M − 1,

wobei[τj, τj+1, · · · , τj+µ+1] die (µ+1)-te dividierte Differenz (
”
divided difference“) [28] ist

und [x]+ := max{x, 0}.
Der Parameterw und die stetige Approximation der Steuerungu(·, w) werden folgender-

mäsen definiert:

w := (u−µ, · · · , uM−1) ∈ W, W ⊂ IR(M+µ)r,

u(·, w) :=
M−1∑
j=−µ

ujBµ,j(·).
(3.9)

14



3. Diskretisierung 15

Die Ordnungµ wird je nach Gl̈atte der Steuerungsfunktion entsprechend festgelegt. Der

Einsatz von B-Spline f̈uhrt zu einem großen Optimierungsproblem. B-Spline bilden eine

Basis f̈ur den RaumIPµ,Ih,η und k̈onnen mittels der Rekursionsformel ([28], Satz 6c) effektiv

berechnet werden. Für jedesw ∈ W folgt aus der Nichtnegativität der B-Spline und der

Eigenschaft
∑M−1

j=−µBµ,j(t) = 1 die Zugeḧorigkeit vonu(t, w) zuUa (vgl. [28], Proposition

6b).

Hinweise und weitere Beschreibungenüber die Methode der Parametrisierung der Steuerung

sind auch in den Arbeiten [5, 6, 116, 112, 48, 49, 66, 95]) nachzulesen.

Durch die Parametrisierung des Steuerungsraumes geht die Aufgabe(P∗), definiert auf dem

RaumX ×U × IRd0 , in die Aufgabe(Pw) definiert auf dem RaumX × IRL× IRd0 über, mit

der Darstellung:

min
x,w,v

g0(x(1), v) bzgl. (3.10)

ẋ(t) = f(x(t), u(t, w), v), 0 ≤ t ≤ 1, x(0) = x0(v), (3.11)

u(t, w) ∈ Ua, t ∈ [0, 1], v ∈ Va, (3.12)

wobeix ∈ X undu(·, w) ∈ Uw.

Parametrisierungsforderung

Es sei diek-te Differenz (
”
kth difference“) der Funktionu mit der Schrittweiteh im Punktt

definiert durch:

∆k
hu(t) :=

k∑
i=0

(−1)i+k

(
k

i

)
u(t+ ih), ∆1

hu(t) := ∆hu(t) = u(t+ h)− u(t),

wobei (
k

i

)
=

k!

i!(k − i)!
, i = 0, · · · , k

die Binomialkoeffizienten sind.

Es seiωk(u, t; γ) das lokale Stetigkeitsmodul der Funktionu von der Ordnungk im Punkt

t ∈ [0, 1] definiert durch:

ωk(u, t; γ) := sup{|∆k
hu(s)| : s, s+ kh ∈ [t− kγ

2
, t+

kγ

2
]
⋂

[0, 1]} für γ ∈ [0,
1

k
],

undτk(u; γ) das mittlere Stetigkeitsmodul der Funktionu von der Ordnungk gegeben durch:

τk(u; γ) := ||ωk(u, ·; γ)||Le =
[∫ 1

0
(ωk(u, t; γ))

edt
] 1

e

, γ ∈ [0,
1

k
].

15



3. Diskretisierung 16

Es seiend(A,B)L1 := inf
a∈A, b∈B

‖a − b‖L1,
1

V
0

(u) die Variation2 der Funktionu auf dem

Intervall [0, 1]. Wir nehmen an:

A 2 : Es existiere eine Funktionε : [0, 1] → IR+, mit lim
h→0

ε(h) = 0, so daß

d(u∗,Uw)L1 ≤ ε(h). (3.13)

Die Ungleichung (3.13) setzt voraus, daß es ein Elementwo ∈ W mit u(·, wo) ∈ Uw gibt,

das gen

ügend nahe an der gesuchten optimalen Lösung liegt. Die MengeVa ist von der Parametri-

sierung unabḧangig und bleibt ẅahrend des ganzen Parametrisierungsprozesses unverändert.

Damit kannvo der entsprechende Parameter zuwo gleichv∗ gesetzt werden.

Realisierbarkeit von (3.13)

Die Frage der Realisierbarkeit von (3.13) besteht in der Untersuchung für welche Funktionen

die Bedingung (3.13) erfüllt werden kann.

Für u∗ aus der Menge der beschränkten meßbaren Funktionen auf dem Intervall[0, 1] ist

mit Hilfe von Spline-Funktionen (siehe Abschnitt3.3.2) ersten Grades eine Abschätzung der

Art:

d(u∗,Uw)L1 = τ2(u
∗;h)

erreichbar (siehe Theorem 4.4 [107]).

Falls zus̈atzlich die Ableitung∇u∗ existiert und eine Funktion von beschränkter Variation

ist, dann folgt aus den Eigenschaften (4); Seite 8 und (7); Seite 10 in [107] die Abscḧatzung:

τ2(u
∗;h) ≤ hτ1(∇u∗;h) ≤ h2

1

V
0

(∇u∗).

Unter der Voraussetzung, daß diek-te Ableitung∇(k)u∗ der Funktionu∗ existiert und von

beschr̈ankter Variation sei, kann mit Hilfe von Spline höherer Ordnung die Konvergenzge-

schwindichkeit von (3.13) verbessert werden. Es folgen aus Korollar 4.7 und 4.11 in [107]

folgende Abscḧatzungen:

d(u∗,Uw)L1 = O(h2
1

V
0

(∇(2)u∗)), k = 2, für quadratische Spline,

d(u∗,Uw)L1 = O(h3
1

V
0

(∇(3)u∗)), k = 3, für kubische Spline.

2 Die Variation (oder die vollsẗandige Variation) der Funktionu auf dem Intervall[0, 1] ist die obere Grenze

der Summe
∑M

k=0 ||u(τk+1)− u(τk)|| für eine beliebige Zahlenfolge{τk}mit τ0 := 0 < τ1 < τ2 < · · · <
τM−1 < τM := 1.
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3. Diskretisierung 17

3.4 Überführung des Steuerungsproblems in ein Optimie-

rungsproblem

Optimale Steuerungsprobleme sind Optimierungsprobleme in Banach-Räumen. Wir wollen

in diesem Abschnitt das Problem(Pw) als Optimierungsproblem im Banach-Raum formulie-

ren. Außerdem werden hinreichende Regularitätbedingungen eines Punktes untersucht, das

Pḧanomen der Zweinorm-Diskrepanz erläutert und das Minimum-Prinzip formuliert. Wir

betrachten zwei Banach-RäumeZ undY, gegeben durch:

Z = X × IRL × IRdo mit X := W1,∞([0, 1], IRn),

Y = L∞([0, 1], IRn)× IRn,

und versehen sie mit den Normen:

||(x,w, v)||Z = ||x||X + ||w||IRL + ||v||IRdo ,

||(a, b)||Y = ||a||L∞ + ||b||IRn ,

wobei(x,w, v) ∈ Z und(a, b) ∈ Y gilt.

Es seienK := {0}, die MengeW konvex und abgesclossen und die MengeC der zul̈assigen

Tupel(x,w, v), definiert durch:

C := {(x,w, v) ∈ X × IRL × IRdo mit x ∈ X , w ∈ W, v ∈ Va}.

Wir definieren im Punktz = (x,w, v) die AbbildungenF vonZ in IR undG vonZ in Y
durch:

F (z) := go(x(1), v),

G(z) := (ẋ(·)− f(x(·), u(·, w), v), x(0)− x0(v))

mit G(z) = 0. Nach den obigen Vereinbarungen kann das Steuerungsproblem(Pw) in das

folgende Optimierungsproblem̈uberf̈uhrt werden:

minF (z), z ∈ C, G(z) ∈ K. (3.14)

Um Zugang zu den Resultaten der Optimierungstheorie zu bekommen, nehmen wir an: Die

MengeK sei ein konvexer abgeschlossener Kegel inY. Für die Aufgabe (3.10)-(3.12) ist

die Konvexiẗat und die Abgeschlossenheit des Kegels leicht zuüberpr̈ufen, da der KegelK
aus einem einzigen Element0 besteht. Diese Voraussetzungen sind wichtig, denn allein die

Verletzung der Abgeschlossenheit des Kegels kann schon die Stabilität der L̈osungsmenge

gef̈ahrden (vgl. Beispiel in [65]).
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3. Diskretisierung 18

3.5 Notwendige stetige Optimaliẗatsbedingungen

In endlich-dimensionalen R̈aumen folgt aus den Beweistechniken der notwendigen und hin-

reichenden Optimalitätsbedingungen, daß sie sich nur durch das Ungleichungszeichen≥ (für

die notwendige Bedingung) und> (für die hinreichende Bedingung) unterscheiden (vgl.

[76]). Grund daf̈ur ist folgendes: Im Beweis wird die Kompaktheit der Einheitskugel im

endlich-dimensionalen Raum ausgenutzt. Somit haben die notwendigen und hinreichenden

Optimaliẗatsaussagen im endlich-dimensionalen Räumen die gleichen Voraussetzungen und

die gleichen Schlußfolgerungen.

In unendlich-dimensionalen Räumen ist eine analoge Untersuchung der notwendigen und

hinreichenden Bedingungenähnlich zum endlich-dimensionalen Fall unmöglich. Allein für

reflexive3 unendlich-dimensionale R̈aume ist die Einheitskugel schwach kompakt4 und ihr

Rand in einer schwachen Topologie5 im allgemeinen nicht abgeschlossen. Daher ist die obi-

ge Art und Weise des̈Ubergangs von notwendig zu hinreichend im unendlich-dimensionalen

Raum nicht m̈oglich (vgl. Gegenbeispiel in [79], Seite 105). In der Literatur werden an die-

ser Stelle zus̈atzliche Bedingungen gestellt. In [62], Seite 249-279, beschränken sich die

Autoren auf Aufgaben mit Gleichungsrestriktionen und geben eine andere Beweistechnik

(direkte Beweismethode) für die hinreichende Bedingung zweiter Ordnung an. Diese Arbeit

betrachtet eine Aufgabe mit Gleichungsrestriktionen. Daher ist der Beweis der folgenden

notwendigen stetigen Optimalitätsbedingungen auf den Beweis in [62] zurückzuf̈uhren.

Im folgenden wollen wir den Index bei den Normen in einigen Fällen weglassen, falls dies

zu keiner Verwechslung führt. Wir setzen folgende Differenzierbarkeitsbedingungen voraus:

3 Es seiX ein normierter Raum.X ist reflexiv, fallsX = (X∗)∗ gilt.

4 Eine Folge{xn} in einem normierten Raum konvergiert schwach gegenx̄, falls lim
n→∞

||x+(xn − x̄)|| = 0

für allex+ ∈ X∗ gilt.

Eine MengeM aus dem normierten RaumX heißt schwach kompakt, falls für jede Folge{xn} ⊂M , eine

gegenx̄ schwach konvergierte Teilfolge besitzt, mitx̄ ∈M .

5 Eine MengeM aus dem normierten RaumX heißt schwach abgeschlossen, falls für jede Folge{xn} ⊂M ,

die schwach gegen̄x konvergiert,̄x ∈M gilt.
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3. Diskretisierung 19

A 3 : Es existieren eine positive Zahlδ∗ und eine konvexe und abgeschlossene MengeC ⊂
X × IRL × IRdo mit den Eigenschaften:

(a) zo := (xo, wo, vo) ∈ C und ist L̈osung von(Pw),

(b) die Funktionf undg0 sind zweimal stetig Fŕechet-differenzierbar,

(c) d(zo, ∂C) ≥ δ∗,

wobei∂C den Rand vonC bezeichnet.

3.5.1 Pḧanomen der Zweinorm-Diskrepanz bei Steuerungsproblemen

Bei vielen Optimierungsproblemen (z.B. optimalen Steuerungsproblemen, Variationsglei-

chungen) k̈onnen die notwendigen Bedingungen erster und zweiter Ordnung für die Existenz

eines Optimums in der Norm, mit welcher die Aufgabe definiert ist, nicht immer erfüllt wer-

den. Grund daf̈ur ist die Zweinorm-Diskrepanz. Zur Erläuterung dieses Phänomens orientie-

ren wir uns an der Vorgehensweise in [76]. Wir bezeichnen mitg eine der FunktionenF , G

aus der Aufgabe (3.14) oder die FunktionL aus (3.21). Es sei ein Punktz = (x, u(·, w), v)

gesẗort vonε = (εx, u(·, εw), εv). Wir betrachten im Punktz+ ε folgende Taylorentwicklun-

gen:

g(z + ε) = g(z) +∇zg(z)ε+ r1(ε; g),

g(z + ε) = g(z) +∇zg(z)ε+ ε>∇2
zzg(z)ε+ r2(ε; g),

wobeiri(ε; g), i = 1, 2, die Restglieder der Taylorentwicklungen sind. Die Funktiong ist in

Y differenzierbar, und es gilt:

||ri(ε; g)|| = o([||u(·, εw)||L∞ + ||εv||]i), i = 1, 2.

Andererseits gelten die notwendigen Bedingungen für die Existenz eines Optimums nur in

der schwachenLp-Norm (p=1,2), wo die Gleichungen :

||ri(ε; g)|| = o([||u(·, εw)||Lp + ||εv||]i), i = 1, 2,

nicht immer erf̈ullt sind.

Das Problem der Zweinorm-Diskrepanz wird in der Literatur meistens durch die Einführung

von zwei Konvergenzen (vgl. [31]) oder durch die Einf̈uhrung von zwei Normen (vgl. [71,

76, 77, 61]) gelöst.

In [71] werden Einbettungsvoraussetzungen (vgl. Gleichung (2.2) in [71]) eingef̈uhrt, Lem-

ma 2.1 in [71] bewiesen und die Grenzwerte (3.5a)-(3.5c) und (3.7a)-(3.7c) in [71] voraus-

gesetzt.
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3. Diskretisierung 20

In [76] werden f̈ur die Lösung dieses Problems drei Grenzwertvoraussetzungen mit Hilfe

von zwei Normen (vgl. Seite 166 BedingungenC1 - C3 in [76]) eingef̈uhrt. In [61] wird das

Problem durch die Einführung von zwei Normen beẅaltigt.

In der vorliegenden Arbeit wird das Problem der Zweinorm-Diskrepanz durch die

Einführung von zwei Normen und den Vergleich beider Normen (vgl. Abschnitt4.3.1ab

Seite47) gelöst.

3.5.2 Hinreichende Regulariẗatsbedingungen eines Punktes

Wir wollen im folgenden, Regularitätsbedingungen für die Existenz der Lagrange-

Multiplikatoren (vgl. Theorem 3.1 in [125]) definieren und bez̈uglich der Aufgabe(Pw)

die Regulariẗat eines Punktes diskutieren.

Es seīz := (x̄, w̄, v̄) ein Element ausC. Wir definieren die NormalkegelabbildungNc[C] von

der MengeC in die MengeC∗ = X ∗ × IRL × IRd0 durch:

Nc[C](z̄):=




y = (yx, yw, yv) ∈ X ∗ × IRL × IRd0 :

yx(x− x̄) + 〈yw, w − w̄〉+ 〈yv, v − v̄〉 ≥ 0,

∀ z ∈ C

 : z̄ ∈ C,

∅ : z̄ /∈ C.

Definition 1 Der Punktzo := (xo, wo, vo) heißt regul̈ar, falls für alle a ∈ C, das einzige

Elementa, das die Gleichung

− a>∇zG(zo) ∈ Nc[C](zo) (3.15)

gen̈ugt, ista = 0.

Eine ähnliche Formulierung der Regularität eines Punktes (sog.
”
constraint qualification“)

ist in [91], 6.15 Korollar zu finden.

Im allgemeinen sind die Restriktionen bei Optimierungsproblemen durch endlich viele Glei-

chungen und Ungleichungen beschrieben. Falls dies für das Problem(Pw) zutrifft und

die Funktionen, die die endlich vielen Gleichungen und Ungleichungen beschreiben, stetig

Fréchet-differenzierbar sind, dann ist die Gleichung (3.15) ein Ausdruck der
”
Mangasarian-

Fromowitz Constraint Qualification“, das heißt:

• die Gradienten der Gleichungsrestriktionen im Punkt(xo, wo, vo) sind linear un-

abḧangig,
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• Es existiere ein Vektorb ∈ X ∗ × IRL+do so daß:

– das Skalarprodukt der Ableitung jeder aktiven Ungleichungsrestriktion im Punkt

zo mit b eine strikt negative (bei negativen Ungleichungen) oder eine strikt posi-

tive (bei positiven Ungleichungen) Zahl ergibt,

– das Skalarprodukt der Ableitung jeder Gleichungsrestriktion im Punktzo mit b

gleich Null ist.

Hinreichende Bedingungen für die Regulariẗat eines Punktes finden wir in [125, 88]. Für die

Aufgabe (3.14) ist die Definition1 äquivalent zu:

0 ∈ int{∇zG(zo) (C − zo)}. (3.16)

Die Bedingung (3.16) ist eine relativ starke Voraussetzung, denn in dem Raum, der in An-

wendung kommt, besitzt der KegelK im allgemeinen ein leeres Inneres (vgl. Theorem 2.1

in [124]).

Nach Lemma 2.3 in [79] ist die Voraussetzung (3.16) zu folgenden geschẅachten Vorausset-

zungäquivalent:

∇zG(zo) (C − zo) = Y . (3.17)

Die Gleichung (3.17) ist eine Ausdruck der Surjektivität des Operators∇zG(zo).

Für die Aufgabe(Pw) ist jeder zul̈assige Punkt regulär (vgl. Exemple 9.2 in [47]), und damit

ist die Surjektiviẗatsbedingung (3.17) erfüllt. Zus̈atzlich folgt aus der Regularität des Punk-

teszo die Beschr̈ankheit des entsprechenden Lagrange-Multiplikator (vgl. Theorem 4.1 in

[125]).

Die Regulariẗatsbedingung eines Punktes tritt in der Literatur verschieden auf. Eine allge-

meine Formulierung ist zuerst beiRobinson[90] gegeben.ZoweundKurcyusz[125] geben

hinreichende Bedingungen und benutzen dabei die Gleichheit von Mengen.Penot[85] und

Tröltzsch[114] bringen relativ einfacḧuberpr̈ufbare notwendige Bedingungen ein, wenn in

den betrachteten Mengen innere Punkte vorliegen.Maurer [76] stellt eine Variante f̈ur Pro-

bleme mit Gleichungs- und Ungleichungsrestriktionen dar.

3.5.3 Stetiges Minimum-Prinzip

In der Aufgabe (3.10) – (3.12) folgt die Abḧangigkeit der Funktionf (rechte Seite der Dif-

ferentialgleichung) vom Parameterw aus der Parametrisierung der Steuerung. Für die Wohl-

definiertheit des Problems soll die parametrisierte Steuerung,über die Stetigkeit hinaus, wei-

tergehende Differenzierbarkeiten aufweisen.
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A 4 (Wohldefiniertheit des Problems) Wir nehmen an:

u(t, ·) ∈ C2(W, IRr), für jedes t in [0, 1], (3.18)

∇wu(t, ·) ∈ L∞(W ), für jedes t in [0, 1], (3.19)

u(·, w) ∈ IPµ,Ih,η, µ ≥ 0, für jedes w in W. (3.20)

Die Voraussetzung (3.18) bedeutet, daß die parametrisierte Steuerungsfunktionen nach dem

Parameterw zweimal differenzierbar sei. Dies ermöglicht die Formulierung von Vorausset-

zungen f̈ur die Optimaliẗatsbedingungen. F̈ur die Fehlerabscḧatzung der Steuerung im Raum

L∞([0, 1], IRr) findet sp̈ater ab Seite50die Voraussetzung (3.19) Anwendung.

Die Voraussetzung (3.20) spielt eine grundlegende Rolle für die Konvergenz des Integrati-

onsverfahrens. Besonders an den Grenzüberg̈angen auf dem SteuerungsgitterIh hängt die

Glattheit des Zustandes von dem Verhalten der parametrisierten Steuerungu(·, w) ab.

Die in dieser Arbeit angesetzte Approximation der Steuerung (siehe (3.7)) sowie die anderen

vorgeschlagenen Approximationen (siehe (3.8) und (3.9)) erfüllen die Bedingung (3.18). Bei

(3.20) soll der Parameterµ in IPµ,Ih,η entsprechend geẅahlt werden.

Lagrange-Funktion der Aufgabe (Pw)

Es seiλ ∈ L∞([0, 1], IRn). Die Lagrange-FunktionLw der Aufgabe(Pw) wird gebildet

durch:

Lw(x,w, v, λ) = g0(x(1), v)− λ>(ẋ− f(x, u(·, w), v)). (3.21)
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3. Diskretisierung 23

Es seien die Matrizen̆a, p̆, q̆, w̆, r̆, s̆, v̆, l̆, ĭ, j̆, k̆, x̆, H definiert durch:

ă[t] := ∇xf(x, u(·, w), v)(t)|(xo,wo,vo),

p̆[t] := ∇uf(x, u(·, w), v)∇wu(·, w)(t)|(xo,wo,vo),

q̆[t] := ∇vf(x, u(·, w), v)(t)|(xo,wo,vo),

w̆[t] := [〈∇wu(·, w), λ>∇2
uuf(x, u(·, w), v)∇wu(·, w)〉

+〈∇uf(x, u(·, w), v),∇2
w,wu(·, w)〉](t)|(xo,wo,vo,λo)

r̆[t] := λ>∇2
u,vf(x, u(·, w), v)∇wu(·, w))(t)|(xo,wo,vo,λo),

s̆[t] := λ>∇2
v,uf(x, u(·, w), v)∇wu(·, w)(t)|(xo,wo,vo,λo),

v̆[t] := ∇2
v,vg0(x

o(1), vo) + λ>∇2
v,vf(x, u(·, w), v)(t)|(xo,wo,vo,λo),

x̆[t] := ∇2
x,xLw(x,w, v, λ)|(xo,wo,vo,λo)

= ∇2
x,xg0(x

o(1), vo) + 〈λ,∇2
x,xf(x(t), u(t, w), v)〉|(xo,wo,vo,λo),

j̆[t] := ∇2
x,vLw(x,w, v, λ)|(xo,wo,vo,λo)

= ∇2
x,vg0(x

o(1), vo) + 〈λ,∇2
x,vf(x(t), u(t, w), v)〉|(xo,wo,vo,λo),

l̆[t] := ∇2
v,xLw(x,w, v, λ)|(xo,wo,vo,λo)

= ∇2
v,xg0(x

o(1), vo) + 〈λ,∇2
v,xf(x(t), u(t, w), v)〉|(xo,wo,vo,λo),

k̆[t] := ∇2
w,xLw(x,w, v, λ)|(xo,wo,vo,λo)

= 〈λ,∇2
u,xf(x(t), u(t, w), v)∇wu(t, w)〉|(xo,wo,vo,λo),

ĭ[t] := ∇2
x,wLw(x,w, v, λ)|(xo,wo,vo,λo)

= 〈λ,∇2
x,uf(x(t), u(t, w), v)∇wu(t, w)〉|(xo,wo,vo,λo),

H[t] := ∇2
(x,w,v),(x,w,v)Lw(x,w, v, λ)|(xo,wo,vo,λo),

(3.22)

mit

ẋo(t) = f(xo(t), u(t, wo), vo), xo(0) = x0(v
o), (3.23)

λ̇o(t) = −(λo(t))>∇xf(xo(t), u(t, wo), vo), λo(1) = [∇xg0(x
o(1), vo)]>,(3.24)

wobei der entsprechende Lagrange-Multiplikatorλo, von dem es angenommen wird, daß er

existiert.

Die Berechnung der Operatoren∇(w,v)Lw|(xo,wo,vo,λo) undH[t] ergibt die Gleichungen:

∇(x,w,v)Lw|(xo,wo,vo,λo) =


∇xg0(x

o(1), vo) + (λo)>(t)ă[t]

(λo)>(t)p̆[t]

∇vg0(x
o(1), vo) + (λo)>(t)q̆[t]


>

,

H[t] =


x̆[t] ĭ[t] j̆[t]

k̆[t] w̆[t] k̆[t]

l̆[t] s̆[t] v̆[t]

 .
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3. Diskretisierung 24

Es seien die MengenY und K gegeben als im Abschnitt3.4 auf Seite17. Die Be-

schr̈ankungen der Aufgabe(Pw) beschreiben eine KegelK mit K = {0}. Es seiK+ eine

Teilmenge des dualen RaumesY∗ gegeben durch:

K+ := {λ ∈ Y∗ : (λ, y) ≥ 0, ∀y ∈ K} = Y∗.

Theorem 1 (Notwendige Optimaliẗatsbedingungen erster Ordnung) :

Es seizo = (xo, wo, vo) ein regul̈arer Punkt und es gelten die Voraussetzungen der Annahmen

A3-A4. Dann existiert ein Elementλo ∈ K+, so daß

−


∇xg0(x

o(1), vo) + 〈λo(t), ă[t]〉
〈λo(t), p̆[t]〉

∇vg0(x
o(1), vo) + 〈λo(t), q̆[t]〉


>

∈ Nc[C](zo). (3.25)

Für den Beweis des Theorems1 sei auf§ 2.4.2 in [62] verwiesen.

Das System gebildet aus (3.23), (3.24) und (3.25) wird in der Steuerungstheorie als ka-

nonisches System bezeichnet. Die Existenz vonλo wird durch die Regulariẗat von zo

geẅahrleistet (vgl. [67, 69]). Andere ausf̈uhrliche Beweise des Minimumprinzipes sind u.a.

in [47], Seite 83–89 oder [1], § 6.2.2 zu finden. Im Falle der linearen Aufgaben optimaler

Steuerung verweisen wir auf [14], § 2.2.2 –§ 2.2.5.

Andere Formulierungen und Anwendungen der notwendigen Optimalitätsbedingungen sind

beispielsweise in [57, 73, 96, 89, 79] vorhanden.

Koerzitivit ätsbedingung

A 5 Es existiere eine positive Konstanteα mit der Eigenschaft:
x

w

v


>

H[t]


x

w

v

 ≥ α(||x||2X + ||w||2IRL + ||v||2IRdo ), (3.26)

für alle t ∈ [0, 1], x = x1−x2, mitx1, x2 ∈ W1,2([0, 1], IRn),w = w1−w2, mitw1, w2 ∈ W ,

v = v1−v2, mitv1, v2 ∈ Va wobei die entsprechende parameternw undv und der zugeḧorige

Zustandx ∈ W1,2([0, 1], IRn) folgenden Gleichungen genügen:

ẋ(t) = ă[t]x(t) + p̆[t]w + q̆[t]v, x(0) = 0. (3.27)

Die Koerzitivitätsbedingung bringt nicht nur die hinreichenden Optimalitätsbedingungen

zum Ausdruck, sondern auch Lipschitz-Abhängigkeit der L̈osung und der Lagrange-

Multiplikatoren in Bezug auf Parameter (siehe [32, 33, 34]).
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3. Diskretisierung 25

3.6 Diskretisierung des Problems

3.6.1 Diskrete Aufgabe

Es seiN ∈ IN\{0} gegeben,h definiert durch die Gleichung (3.5), das Steuerungsgitter,

beschrieben durch (3.4). Wir betrachten ein festesZustandsgitter Gh aus dem IntervallI =

[0, 1] und die lokalen Schrittweitenhl gegeben durch:

Gh := {t0, t1, · · · , tN}, t0 := 0 < t1 < · · · < tN := 1, (3.28)

hl := tl − tl−1, l = 1, · · · , N. (3.29)

Für die Auswahl des GittersGh sind folgende technische Voraussetzungen notwendig:

A 6 : Das ZustandsgitterGh sei als eine Verfeinerung des SteuerungsgittersIh zu ẅahlen

(d.h. τj ∈ {t0, t1, · · · , tN}, j = 1, · · · ,M ) und die lokalen Schrittweiten sollen so gewählt

werden, daß die folgenden Bedingungen erfüllt werden:

hmin :=
c1
N
≤ hl ≤

c2
N

=: hmax, l = 1, · · · , N, (3.30)

wobeic1 undc2 geeignete positive Konstanten sind.

Die Bedingung (3.30) dient zur Vermeidung von numerischer Singularität. Das heißt, die

lokalen Schrittweitenhl, l = 1, · · · , N sollen die kleinste beliebig vorgeschriebene Schritt-

weite hmin nicht unterschreiten bzw. die größte beliebig vorgeschriebe Schrittweitehmax

nicht überschreiten.

Zur Formulierung des diskreten Problems soll eine Numerik für geẅohnliche Differential-

gleichungen zur Verf̈ugung gestellt werden (vgl. [55, 50]). Dabei wird der Zustandx ∈ X
nur in den diskreten Zeitpunktentl ∈ [0, 1], l = 0, 1, · · · , N , betrachtet. Speziell für die Dif-

ferentialgleichung (2.2) wird zuerst die Steuerungu(·) durch die parametrisierte Steuerung

u(·, w) ersetzt, und anschließend wird ein allgemeines nichtlineares Einschrittverfahren der

Form:

xl = xl−1 + hlϕl(xl, xl−1, w, v), x0 = x0(v), l = 1, · · · , N, (3.31)

angewendet. Die Funktionenϕl, l = 0, 1, · · · , N charakterisieren das Integrationsverfahren

und werden oft als Verfahrensfunktionen bezeichnet.

Wir formulieren die diskrete Aufgabe(Pwd):

min
x,w,v

g0(xN , v) bzgl. (3.32)

xl = xl−1 + hlϕl(xl, xl−1, w, v), l = 1, · · · , N, x0 = x0(v) (3.33)

x ∈ IR(N+1)n, w ∈ W, v ∈ Va. (3.34)
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3. Diskretisierung 26

Zus̈atzlich zu den Parameternw und v betrachten wir die maximale Schrittweite auf dem

Steuerungsgitterh als Parameter. Der Parameterh ist für die Sẗorung der Aufgabe(Pwd)

zusẗandig.

3.6.2 Minimum-Prinzip der diskreten Aufgabe

Es seien die GitterIh und Gh gegeben und(xh, wh, vh) mit x ∈ IR(N+1)n, ein zul̈assiger

Punkt der Aufgabe(Pwd). Wir bezeichnen mitCh die Menge definiert durch

Ch := R(N+1)n ×W × Va.

Regularitätsbedingungen eines Punktes

Es seienGh,l : R(N+1)n × IRL × IRdo → IRn, l = 0, · · · , N eine Folge von Funktionen

definiert durch:

Gh,0(x,w, v) := x0 − x0(v),

Gh,l(x,w, v) := xl − xl−1 − hlϕl(xl, xl−1, w, v), l = 1, · · · , N.

Definition 2 : Der Punktzh = (xh, wh, vh) heißt regul̈ar, falls für alle a = (a0, · · · , aN) mit

al ≥ 0 undal ∈ IR(N+1)n+L+do , l = 0, · · · , N , das einzige Elementa, das die Gleichung

−
N∑

l=0

a>l ∇(x,w,v)Gh,l(z
h) ∈ Nc[Ch](zh) (3.35)

gen̈ugt, ista = 0.

Diskrete Lagrange-Funktion

Es seiλ = (λ0, · · · , λN) ∈ IR(N+1)n, x = (x0, · · · , xN) ∈ IR(N+1)n. Die diskrete Lagrange-

FunktionLd für die Aufgabe(Pwd) wird gebildet durch:

Ld(x,w, v, λ) = g0(xN , v)−
N∑

l=1

λ>l (xl − xl−1 − hlϕl(xl, xl−1, w, v)). (3.36)

Die Formulierung von Optimalitätsbedingungen des diskretisierten Problems(Pwd) erfor-

dern zus̈atzliche Differenzierbarkeitsvoraussetzungen an die Verfahrensfunktionϕl, die in

folgender Annahme formuliert wird:

A 7 : Die Verfahrensfunktionenϕl, l = 1, · · · , N seien Lipschitz-stetig in allen Argumenten,

zweimal stetig differenzierbar in allen Argumenten.
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3. Diskretisierung 27

Die Lipschitz-Stetigkeit der Funktionenϕl, l = 1, · · · , N geẅahrleistet die Stabiliẗat des

Einschrittverfahrens (vgl. [123], 4.2.8 Satz). Es seienKh = {0}, K+
h = {λ ∈ IR(N+1)n :

〈λ, k〉 ≥ 0, ∀k ∈ Kh} = IR(N+1)n.

Theorem 2 Es seien(xh, wh, vh) ein regul̈arer Punkt und es gelten die Voraussetzungen von

AnnahmenA3 – A7. Dann existiert einen Vektorλh = (λh
1 , · · · , λh

N) ∈ K+
h , so daß folgendes

System erf̈ullt ist:

− ∇(w,v)

(
g0(xN , v) +

N∑
l=1

λ>l (hlϕl(xl, xl−1, w, v))

)∣∣∣∣∣
ph

∈ Nc[W × Va](w
h, vh), (3.37)

mit ph = (xh, wh, vh, λh) wobei der zugeḧorige Zustandxh und der entsprechende

Lagrange-Multiplikatorλh folgenden Gleichungen genügen

xl − xl−1 = hlϕl(xl, xl−1, w, v), x0 = x0(v)

l = 1, · · · , N,

 (3.38)

λl − λl+1 = hl[∇xl
ϕl(xl, xl−1, w, v)]

>λl

+hl+1[∇xl
ϕl+1(xl+1, xl, w, v)]

>λl+1,

l = N − 1, · · · , 0,
λN = ∇xg0(xN , v)

> + hN (∇xN
ϕN(xN , xN−1, w, v))

> λN .


(3.39)

Das Theorem2 ist ein Analogon von (1.1) in [125] bzw. Theorem 2.1 in [76] in endlich

-dimensionalen R̈aumen, denn die Aufgabe(Pwd) bzw. die zugeḧorigen Mengen haben eine

ähnliche Gestalt wie die Aufgabe(P) bzw. die zugeḧorigen Mengen in [125, 76].

Der n̈achste Abschnitt stellt ein Verfahren für die Berechnung von Gradienten der Zielfunk-

tion diskretisierter optimaler Steuerungsprobleme dar. Dabei spielt das Gleichungssystem

(3.39) eine besondere Rolle.

3.7 Gradientenberechnung diskretisierter Funktionen

Die numerische L̈osung von nichtlinearen optimalen Steuerungsproblemen durch Standard-

Methoden erfordert eine sorgfältige Berechnung der Ableitungen der Zielfunktion und der

Restriktionen. F̈ur die Berechnung von Ableitungen existiert eine Vielzahl von Methoden

aus der Literatur. Zu nennen sind beispielsweise die numerische Berechnung der Gradienten

durch finite Differenzen (vgl. [13, 66]), die numerische Approximation von stetigen Gradi-

enten durch Integration der dualen Gleichung (vgl. [49, 112]) oder die interne numerische

Differentiation (vgl. [5, 37, 92]).
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Diese Arbeit betrachtet die verallgemeinerten Resultate der internen numerischen Differen-

tiation von [5] f ür die Berechnung der Gradienten. Der Grund dafür ist die einmalige nu-

merische Integration der Differentialgleichung (3.33), die zu einer drastischen Senkung der

Rechenzeit f̈uhrt (vgl. [11, 12]).

Nun wollen wir das Verfahren der internen numerischen Differentiation für unsere Problem

kurz beschreiben und anschließend die Gradientenberechnung beim Runge-Kutta-Verfahren

ausf̈uhrlich vorstellen.

3.7.1 Die Methode den internen numerischen Differentiation

Es seien die Zielfunktiong0(xN , v) als eine explizite Funktion des Parametersw ∈ IRL (vgl.

Definition 3.6 auf Seite13) und des Parametersv ∈ IRdo betrachtet sowie die diskreten

Zustandsvariablenxl, l = 1, · · · , N durch das diskrete dynamische System (3.33) gegeben.

Es seienl(j) ∈ {0, · · · , N} mit tl(j) = τj, j = 0, · · · ,M , ϕl = ϕl(xl, xl−1, w, v). Wir

betrachten eine FunktionF gegeben durch:

F (z) = g0(xN , v), mit z = (w, v).

Lemma 1 Es seieng0, ϕl, undhl, betrachtet als Funktionen vonz , stetig differenzierbar

für alle l ∈ {1, · · · , N}. Falls die partiellen Ableitungen∇zk
xl, l = 1, · · · , N für ein k ∈

{1, · · · , L+ do} existieren, dann gilt:

∇wj
F =

l(j)∑
l=l(j−1)+1

[hlλ
>
l ∇wj

ϕl(xl, xl−1, w, v)] +∇wj
g0(xN , v), j = 1, · · · , L,(3.40)

∇vj
F =

N∑
l=1

[hlλ
>
l ∇vj

ϕl(xl, xl−1, w, v)] +∇vj
g0(xN , v), 1 ≤ j ≤ do, (3.41)

mit

λN = ∇xg0(xN , v)
> + hN (∇xN

ϕN)> λN , (3.42)

λl − λl+1 = hl[∇xl
ϕl]

>λl + hl+1[∇xl
ϕl+1]

>λl+1, (3.43)

l = N − 1, · · · , 0.

Die Behauptungen von Lemma1 folgen aus Theorem 3.1 in [5], mit den Ans̈atzenαl0 = 1,

αl1 = −1, kl = 1 für alle l = 1, · · · , L + do undαl,j = 0 für alle anderen Koeffizienten bei

der Anwendung des Einschrittverfahrens.
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Der Parameterv ist ein freier Parameter. Somit können auch die inneren Steuerungsgitter-

punkte (nur f ür numerische Zwecke) als Komponenten des Parametersv betrachtet werden.

Für vk = τj, 1 ≤ j ≤M − 1 gilt:

∇τj
F =

l(j+1)∑
l=l(j−1)+1

λ>l hl∇τj
ϕl + λ>l(j)ϕl(j) − λ>l(j)+1ϕl(j)+1 +∇τj

g0(xN , v) (3.44)

In den Teilintervallen[tl(0), tl(j−1)] und (tl(j+1), tl(M)] ist die Funktionϕl von Parametern

τj, j = 1, · · · ,M−1 unabḧangig. Damit ist die erste und letzte Summe folgender Gleichung

gleich Null:

∇τj
F =

N∑
l=1

λ>l
(
hl∇τj

ϕl + ∇τj
hl · ϕl ) +∇τj

g0(xN , v)

=
l(j−1)∑
l=1

λ>l hl∇τj
ϕl +

l(j)∑
l=l(j−1)+1

λ>l hl∇τj
ϕl +

l(j+1)∑
l=l(j)+1

λ>l hl∇τj
ϕl

+
N∑

l=l(j+1)+1

λ>l hl∇τj
ϕl + λ>l(j)ϕl(j) − λ>l(j)+1ϕl(j)+1 +∇τj

g0(xN , v).

Somit folgt die Gleichung (3.44).

Eine tiefgehende Gradientenberechnung im Falle des Runge-Kutta-Verfahrens und des im

Abschnitt3.3.1angesetzten Parameters wird im folgenden dargestellt.

3.7.2 Gradientenberechnung bei Runge-Kutta-Verfahren

Runge-Kutta-Verfahren sind effektive Verfahren für die numerische L̈osung von

gewöhnlichen Differentialgleichungen. Es seiq ∈ IN\{0}. Im Fall eines implizitenq-

stufigen Runge-Kutta-Verfahrens bekommt die Verfahrensfunktion die Gestalt (vgl. [123,

55, 20, 50]):

ϕl(xl, xl−1, w, v) :=
q∑

i=1

biKli, (3.45)

Kli = f(xl−1 + hl

q∑
j=1

αijKlj, u(tl−1 + cihl, w), v), i = 1, · · · , q, (3.46)

mit
q∑

i=1
bi = 1,

q∑
j=1

αij = ci, i = 1, · · · , q, wobei(αi,j), b = (b1, · · · , bq), c = (c1, · · · , cq) die

Parameter des Runge-Kutta-Schemas sind.

Bemerkung 4 Durch die explizite Beschreibung der Verfahrensfunktionϕl in den Gleichun-

gen (3.45) – (3.46) ist die Erf̈ullbarkeit vonA7 ohne zus̈atzliche Voraussetzung keine Trivia-

lit ät. Grund dazu ist die Gleichung (3.46), die eine implizite Funktion für die Berechnung der
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KomponentenKli, i = 1, · · · , q, und dies f̈ur jedesl = 1, · · · , N andeutet. F̈ur die Lösung

des Systems (3.46) werden der implizite Funktionssatz und die Bedingung h klein benötigt.

Aufgrund der Definition vonϕl in den Gleichungen (3.45)–(3.46) und der Voraussetzun-

gen von AnnahmenA3–A4 und für hinreichende kleine Schrittweiteh (siehe Bemerkung

4) erfüllt die Verfahrensfunktion bei Runge-Kutta-Verfahren die Voraussetzungen von An-

nahmeA7. Die Erfüllbarkeit der Bedingungen von AnnahmeA4 folgt ihrerseits von der

Definition der Steuerung in (3.7).

Für die Berechnung der Gradienten sind folgende Schritte erforderlich:

Eingangsdaten

L = 2Mr, (u+
1 , u

−
1 , · · · , u+

j , u
−
j , · · · , u+

M , u
−
M , v1, · · · , vdo)

> ∈ IR2Mr+do .

Erster Schritt

Berechnung der L̈osung des diskreten dynamischen Systems (3.33)-(3.34) für u(t) =

u(t, w). Das heißt die Berechnung von

x1, x2, · · · , xN .

Zweiter Schritt

Berechnung der L̈osung des diskreten dualen Systems:

λN = [∇xg0(xN , v)]
> + hN [∇xN

ϕN ]>λN , (3.47)

λl = λl+1 +
q∑

i=1

bi
(
hl(Y

a
l,i)

>λl + hl+1(Y
b
l+1,i)

>λl+1

)
, (3.48)

l = N − 1, · · · , 0,

mit

Y a
l,i = ∇xl

Kl,i = [∇xf |l,i] · [hl

q∑
j=1

αijY
a
l,j], i = 1, · · · , q, (3.49)

Y b
l+1,i = ∇xl

Kl+1,i = [∇xf |l+1,i] · [I + hl+1

q∑
j=1

αijY
b
l+1,j], i = 1, · · · , q, (3.50)

wobei für l = 1, · · · , N ; i = 1, · · · , q gilt:

[∇xf |l,i] = ∇xf(xl−1 + hl

q∑
j=1

αijKlj, u(tl−1 + cihl, w), v),

[∇uf |l,i] = ∇uf(xl−1 + hl

q∑
j=1

αijKlj, u(tl−1 + cihl, w), v).
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Dritter Schritt

Berechnung der Ableitung vonKli, l = 0, · · · , N − 1, i = 1, · · · , q, nach zk, k =

1, · · · , 2Mr + do.

Fall k ≤ 2Mr, t = tl−1 + cihl:

∇zk
Kli = ∇zk

f(xl−1 + hl

q∑
j=1

αijKlj, u(t, w), v)

= [∇xf |l,i] · [hl

q∑
j=1

αij∇zk
Klj] + [∇uf |l,i]∇zk

u(t, w).

Für t ∈ [τj−1, τj), zk ∈ {u+
j , u

−
j }, j = 1, · · · ,M − 1, gilt:

u(t, w) =
1

τj − τj−1

[u−j (t− τj−1) + u+
j (τj − t)],

∇zk
u(t, w) = ∇tu(t, w) · ∇zk

t+∇wu(t, w) · ∇zk
w,

∇zk
t = 0, für zk ∈ {u+

j , u
−
j }, j = 1, · · · ,M,

∇zu(t, w) = (0, · · · , 0, τj − t

τj − τj−1

,
t− τj−1

τj − τj−1

, 0, · · · , 0),

∇zk
w = 1k,

wobei 1k der k-te Einheitsvektor inIR2Mr+do ist. Bei j = M betrachten wir das Intervall

[τM−1, τM ].

Fall k > 2Mr, t = tl−1 + cihl:

∇vk
Kli = ∇vk

f(xl−1 + hl

q∑
j=1

αijKlj, u(t, w), v)

= [∇xf |li][hl

q∑
j=1

αij∇vk
Klj] + [∇vf |li]∇vk

v.

Im impliziten Fall bilden die Vektoren∇zk
Kli, i = 1, · · · , q ein lineares Gleichungssystem.

Beim expliziten Fall werden die Vektoren∇zk
Kli, i = 1, · · · , q rekursiv berechnet.

Vierter Schritt

Berechnung der Gradienten (3.40), (3.41) und (3.44).

Bemerkung 5 Für die Bestimmung der diskreten Vektorenλl ∈ IRn sollen die MatrizenY a
l,i

undY b
l+1,i für jedesi = 1, · · · , q bestimmt werden. Beim impliziten Runge-Kutta-Verfahren

führen diese Berechnungen zu der Lösung eines linearen Gleichungssystems mit2n2 Un-

bekannten f̈ur jedesi = 1, · · · , q. Beim expliziten Runge-Kutta-Verfahren verschwinden die

MatrizenY a
l,i, i = 1, · · · , q. Die MatrizenY b

l+1,i, i = 1, · · · , q werden rekursiv berechnet.
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3. Diskretisierung 32

Falls die inneren Steuerungsgitterpunkte als Komponenten des Parametersv betrachtet wer-

den, dann gelten für die Berechnung der AbleitungenKli, l = 0, · · · , N − 1, i = 1, · · · , q,
nachzk, k ∈ 2Mr + 1, · · · , 2Mr + do mit zk = τj, j = 1, · · · ,M − 1 folgende Fallunter-

scheidungen:

∇zk
Kli = ∇zk

f(xl−1 + hl

q∑
k=1

αikKlk, u(t, w), v)

= [∇xf |li]
[
[∇zk

hl]
q∑

k=1

αikKlk + hl

q∑
k=1

αik∇zk
Klk

]
+ [∇uf |li]∇zk

u(t, w).

Für t ∈ [τj−1, τj):

u(t, w) =
1

τj − τj−1

[u−j (t− τj−1) + u+
j (τj − t)],

∇zk
u(t, w) = ∇tu · ∇zk

t+∇wu · ∇zk
w,

∇tu =
u−j − u+

j

τj − τj−1

,

∇zk
t =

 ci , t = tl(j)−1 + ci(τj − tl(j)−1) d.h. t ∈ [tl(j)−1, τj)

0 , sonst.
,

∇zu = (0, · · · , 0,
(t− τj−1)(u

+
j − u−j )

(τj − τj−1)2
, 0, · · · , 0), mit zk = τj,

∇zk
w = 1k

Bei t = tl(j)−1 + ci(τj − tl(j)−1):

∇τj
hl =

 1 , t = tl(j)−1 + ci(τj − tl(j)−1) d.h. t ∈ [tl(j)−1, τj)

0 , sonst.
,

Für t ∈ [τj, τj+1) :

u(t, w) =
1

τj+1 − τj
[u−j+1(t− τj) + u+

j+1(τj+1 − t)],

∇zk
u(t, w) = ∇tu · ∇zk

t+∇wu · ∇zk
w,

∇tu =
u−j+1 − u+

j+1

τj+1 − τj
,

∇τj
t =

 1− ci , t = τj + ci(tl(j)+1 − τj) d.h. t ∈ [τj, tl(j)+1)

0 , sonst.
,

∇zu = (0, · · · , 0,
(τj+1 − t)(u+

j+1 − u−j+1)

(τj+1 − τj)2
, 0, · · · , 0), mit zk = τj,

∇zk
w = 1k.
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3. Diskretisierung 33

Bei t = τj + ci(tl(j)+1 − τj) :

∇τhl =

 −1 , t = τj + ci(tl(j)+1 − τj) d.h. t ∈ [τj, tl(j)+1)

0 , sonst.

Bei der Diskretisierung mit Kollokationsverfahren werden die Berechnungen der Gradienten

ungenau6 (vgl. [6]). Sie haben aber den Vorteil, daß diese Berechnungen relativ einfach sind.

Zur Verbesserung der Gradientenberechnung werden Optimierungsverfahren angewendet, in

dem die diskreten Zustände zur Liste der Optimierungsvariablen gehören.

Die vorliegende Arbeit betrachtet die Steuerung als einzige Optimierungsvariable. Dadurch

hat das Optimierungsverfahren keinen direkten Einfluß auf die diskreten Zustände. Somit

liegt die genaue Gradientenberechnung nur am angewandten Verfahren der internen numeri-

schen Differentiation an.

6 Die Ausdr̈ucke f̈ur die Berechnung der Gradienten beinhalten ungenaue diskrete Zustände. Dadurch ent-

steht die Ungenauigkeit bei der Berechnung von Gradienten.
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Kapitel 4

Konvergenzuntersuchung

Nach der Formulierung einer parametrisierten stetigen Aufgabe und dem Vorschlag einer

Diskretisierung m̈ochten wir in diesem Kapitel eine allgemeine Approximationstheorie vor-

stellen und anschließend diese Theorie für die Konvergenzuntersuchung der Lösungen der

diskreten Aufgaben gegen eine Lösung der stetigen Aufgabe anwenden.

4.1 Allgemeine Approximationstheorie

In der Literatur existieren verschiedene Ansätze f̈ur die Approximationstheorien. Zu nen-

nen seien: Eine Störungstheorie zur Untersuchung von Optimierungsproblemen in Banach-

Räumen (vgl.Alt [2, 3]) und eine Sẗorungstheorie basierend auf der Untersuchung von verall-

gemeinerten Gleichungen (Notwendige Optimalitätsbedingungen von Optimierungsproble-

men), (vgl.DontchevundHager [33, 32], Malanowski[75, 72]). Wir beschreiben an dieser

Stelle kurz eine Approximationstheorie und orientieren uns dabei an der Vorgehensweise in

[32].

Es seien ein metrischer RaumP (Parameterraum),p ein beliebiges Element ausP . In Ver-

bindung mitp seien ein Banach-RaumZp, ein normierter RaumYp und eine TeilmengeΩp

vonZp gegeben. Es seieTp eine Abbildung vonΩp in Yp, Fp eine Abbildung vonΩp in der

Potenzmenge2Yp und|| · ||p die Norm im entsprechenden parametrisierten Raum.

Wir betrachten ein festes Elementpo ausP . Ausgangspunkt f̈ur die Approximationstheorie

ist die Lösung folgender verallgemeinerter Gleichung:

Finde z ∈ Ωpo : Tpo(z) ∈ Fpo(z), (4.1)

wobei die entsprechenden MengenZpo , Ypo , Ωpo als ungesẗorte Mengen zu betrachten sind,

und die entsprechenden OperatorenTpo , Fpo für ungesẗorte Operatoren zu halten sind.
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4. Konvergenzuntersuchung 35

In den meisten F̈allen ist die Aufgabe (4.1) nicht einfach zu behandeln, insbesondere dann,

wenn die AbbildungTpo nicht gen̈ugend glatt ist. F̈ur die Ermittlung einer L̈osung von (4.1)

betrachten wir eine Familie parameterabhängiger Aufgaben, welche durch folgende verall-

gemeinerte Gleichungen definiert sind:

Finde z ∈ Ωp : Tp(z) ∈ Fp(z). (4.2)

Unsere Ziel ist, die Abḧangigkeit der optimalen L̈osung der Aufgabe (4.2) vom Parameterp

zu erforschen. Hauptsächlich geht es dabei um das Verhalten der Lösung von (4.2) für p in

einer nahe gelegenen Umgebung vonpo. Wir nehmen folgendes an:

Es existiere eine optimale Lösungzpo der Aufgabe (4.1).

Um Informationen zur L̈osung von (4.2) für verschiedene Werte des Parametersp zu gewin-

nen, betrachten wir folgende Familie von Hilfsaufgaben:

Finde z ∈ Ωp : Υp(z) + y ∈ Fp(z), (4.3)

wobeiΥp den RaumZp im RaumYp abbildet und der Parametery ein Element vonYp ist.

Die MengenZp, Yp bzw. Ωp resultieren aus einer Störung der MengenZpo , Ypo bzw. Ωpo .

Der OperatorTp bzw.Fp ensteht aus einer Störung des OperatorsTpo bzw.Fpo .

Nun interessieren uns zwei Fragen. Erstens ist die Existenz einer Lösung der Aufgabe (4.2)

zu überpr̈ufen und zweitens wollen wir einen Weg für die Approximation der L̈osung von

(4.1) finden. In [32] zeigen die Autoren folgendes: FallsTp durchΥp ”
gut“ approximiert

wird und die L̈osungsmenge von (4.3) bez̈uglich y gleichm̈aßig in p Lipschitz-stetig ist,

dann besitzt die L̈osungsmenge von (4.2) äquivalente Eigenschaften bezüglich p. Das f̈ur

diese Arbeit hinreichende Resultat wollen wir in folgendem formulieren.

Es seienzp ein Referenzpunkt undBβ(z) eine abgeschlossene Kugel um den Punktz und

mit Radiusβ. Wir definieren mit Hilfe der OperatorenΥp undTp die ParameterDβ, ∆β und

δ:

Dβ(p) = sup
y,z∈Bβ(zp)∩Ωp

y 6=z

||Tp(z)−Tp(y)−Υp(z)+Υp(y)||p
||z−y||p ,

∆β(p) = ∆β(p, zp) wobei ∆β(p, x) =
⋃

z∈Bβ(x)∩Ωp
{Tp(z)−Υp(z)},

δ(p) = ||Tp(z)−Υp(z)− yp||p.

(4.4)

Es seienA undB zwei Teilmengen vonZp. Wir bezeichnen mit||A − B| die einseitige

Definition des Abstands der Menge A zur Menge B definiert durch:

||A−B| := sup
b∈B

inf
a∈A

‖a− b‖.
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4. Konvergenzuntersuchung 36

Lemma 2 ([32], Corollary 1) Es seiψp eine Abbildung von einer Umgebung vonyp in die

Menge2Ωp mit folgenden Eigenschaften :

• zp ∈ ψp(yp), ψp(y) ist eine abgeschlossene, nichtleere Menge aus Lösungen von

(4.3) für alle y ∈ ∆θ(p), wobeiθ > 0, und

• es existieren positive Konstantenγ undα so, daß gilt :

‖ψp(y1) ∩Bα(zp)− ψp(y2)| ≤ γ‖y1 − y2‖p, y1, y2 ∈ ∆θ(p) ∪ {yp}. (4.5)

FallsDβ(p) undδ(p) gegen Null konvergieren, wennβ gegen Null geht undp gegenp0 geht,

dann besitzt die Inklusion (4.2) für alle γ+ > γ und f̈ur alle p hinreichend nahe anp0 eine

Lösungz so, daß

‖zp − z‖p ≤ γ+‖Tp(z)−Υp(z)− yp‖p, (4.6)

gilt.

Das Lemma2 vermittelt Bedingungen für die Existenz einer L̈osung von (4.2) für ver-

schiedene Werte vonp und bietet gleichzeitig eine M̈oglichkeit für die Approximation einer

Lösung von (4.1) an.

Die Aussagen̈uber die Konvergenz vonDβ(p) und δ(p) gegen Null, wennβ bzw. p gegen

Null bzw. p0 geht, garantieren die Approximation der Aufgabe (4.2) durch die Hilfsaufgabe

(4.3). Dies bedeutet f̈ur glatte Aufgaben (d.h. Aufgaben, bei denen die auftretenden Opera-

toren hinreichend glatt sind), daß die Hilfsaufgabe durch ihre Linearisierung ersetzt werden

kann und somit die KonvergenzbedingungenDβ(p) → 0 und δ(p) → 0 für β → 0 und

p → p0 automatisch erf̈ullt sind. Die Ungleichung (4.5) bedeutet, daß die Abbildungψp

”
pseudo“-Lipschitz ist. Wegen der einseitigen Definition des Abstandes ist die

”
pseudo“-

Lipschitzstetigkeit schẅacher als diëubliche Lipschitzeigenschaft.

Bemerkung 6 : Falls δ := δ(p) = 0 gilt, dann folgt aus der Definition vonδ(p) und der

Ungleichung (4.6) in Lemma2 die Gleichung

Tp(z) = Υp(z)− yp ∀ yp ∈ ∆ = ∆β(p).

Damit istzp eine L̈osung von (4.1). Außerdem gilt die Gleichheit in (4.6). Für δ > 0 soll der

Parameterp so nah anp0 geẅahlt werden, daß die Ungleichungen

σ ≥ β, γDβ(p) < 1, α ≥ β und γ+ >
γ

1− γDβ(p)
(4.7)

gelten.
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4. Konvergenzuntersuchung 37

Die Abbildungψp in Lemma2 soll eine kontrahierende1 Abbildung sein. Die Forderungen

in (4.7) ermöglichen die Anwendung von Theorem 1 in [32] f ür den Beweis von Lemma2,

denn in Theorem 1 in [32] werden kontrahierende Abbildungen eingesetzt.

1 Die Abbildungψp heißt auf einer UmgebungU(yh) vonyp kontrahierend, wenn es eine Konstanteα, (0 <

α < 1) existiert, so daß

||ψp(y1)− ψp(y2)|| ≤ α||y1 − y2|| für alle y1, y2 ∈ U(yp)
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4. Konvergenzuntersuchung 38

4.2 Parametrisierte Aufgaben

Hauptanliegen dieses Abschnittes ist die Anwendung der vorgestellten Approximationstheo-

rie.

4.2.1 Parametrisierte verallgemeinerte Gleichung

Es seien der Parameterp vom Abschnitt4.1mit der maximalen Schrittweite auf dem Steue-

rungsgitterh identifiziert und die R̈aumeZh undYh und die MengeΩh ⊂ Zh folgendermas-

sen definiert:

Zh := l∞(N, IRn)× IRL × IRdo × l∞(N, IRn),

Yh := IRL+do × l1(N, IRn)× l1(N, IRn),

Ωh := {(w, v, x, λ) ∈ Zh, w ∈ W, v ∈ Va, x ∈ l∞(N, IRn), λ ∈ l∞(N, IRn)}.

Es seienz = (x,w, v, λ) ∈ Zh undy = (y1, y2, y3) ∈ Yh. Wir betrachten in den diskreten

Räumen die Normen:

||z||Zh
:= ||x||l∞ + ||w||IRL + ||v||IRdo + ||λ||l∞ ,

||y||Yh
:= ||y3||l1 + ||y1||IRL+do + ||y2||l1 .

Es seien:

• zo = (xo, wo, vo, λo) der Referenzpunkt, wobei(xo, wo, vo) eine lokale optimale

Lösung der diskreten Aufgabe (3.10) - (3.12) ist undλo der zugeḧorige Lagrange-

Multiplikator zu (xo, wo, vo), von dem es angenommen wird, daß er existiert,

• zh = (xh, wh, vh, λh) ein Punkt, wobei(xh, wh, vh) eine lokale optimale L̈osung der

diskreten Aufgabe (3.32) - (3.34) ist undλh der zugeḧorige Lagrange-Multiplikator zu

(wh, vh), von dem es angenommen wird, daß er existiert,

• ϕl bzw. ϕo
l die Abkürzung vonϕl(xl, xl−1, w, v) bzw ϕl(x

o
l , x

o
l−1, w

o, vo), mit xo
l =

xo(tl), l = 0, · · · , N ,

• Bβ(z̄) := {z ∈ Zh : ||z − z̄||Zh
≤ β}, eine abgeschlossene Kugel umz̄ mit Radiusβ.

Wir betrachten eine AbbildungT h, definiert vonΩh in Yh und gegeben durch:

T h(z) :=


Th,1(z)

Th,2(z)

Th,3(z)

 ,
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4. Konvergenzuntersuchung 39

mit

Th,1(z) := ∇(w,v)

(
g0(xN , v) +

N∑
l=1

λ>l (hlϕl(xl, xl−1, w, v))

)
.

Der OperatorTh,2 umfaßt das diskrete prim̈are Gleichungssystem. Der OperatorTh,2 besitzt

N + 1 Komponenten jeweils mit der Darstellung:

Tl,2(z) := (Th,2)l(z) = xl − xl−1 − hlϕl(xl, xl−1, w, v), l = 1, · · · , N,
T0,2(z) := x0 − x0(v).

 (4.8)

Der letzte TeiloperatorTh,3 stellt die diskreten dualen Komponenten dar. Der Teiloperator

Th,3 kann inN + 1 Komponenten auseinander genommen werden. Diel-te Komponente

Tl,3 = (Th,3)l hat die Darstellung:

TN,3(z) := ∇xN
g0(xN , v)− λN + hNλ

>
N∇xN

ϕN(xN , xN−1, w, v)

Tl,3(z) := ∇xl

(
g0(xN , v)−

N∑
j=1

λ>j (xj − xj−1 − hjϕj(xj, xj−1, w, v))

)
= λl+1 − λl + hlλ

>
l ∇xl

ϕl + hl+1λ
>
l+1∇xl

ϕl+1,

l = N − 1, · · · , 0.


(4.9)

Wir betrachten f̈urFh eine Abbildung vonΩh in 2Yh, definiert durch:

Fh(z) :=

Nc[W × Va](w
h, vh), 0, · · · , 0︸ ︷︷ ︸

(N+1)n

, 0, · · · , 0︸ ︷︷ ︸
(N+1)n


>

,

Die Voraussetzungen für die Optimaliẗatsbedingungen erster Ordnung der Aufgabe (3.32)-

(3.34) und die zugeḧorigen prim̈aren und dualen Systeme werden im folgenden alsparame-

trisierte verallgemeinerte Gleichungformuliert:

Finde z ∈ Ωh : T h(z) ∈ Fh(z). (4.10)

Die Inklusionen (4.2) und (4.10) haben einëahnliche Struktur.

4.2.2 Approximierende verallgemeinerte Gleichung

Für die Formulierung der approximierenden verallgemeinerten Gleichung (vgl. (4.3)) wird

zuerst ein OperatorΥh derart konstruiert, daßΥh eine
”
sehr gute“ Approximation vonTh

darstellt. Die Grundgedanken für die Konstruktion vonΥh sind die folgenden. Die Inklu-

sion (4.10) entḧalt die notwendigen Optimalitätsbedingungen erster Ordnung der diskreten

Aufgabe (3.32)-(3.34). Es wird eine Familie von Aufgaben konstruiert, die eine passende
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4. Konvergenzuntersuchung 40

Approximation von (3.32)-(3.34) bilden. Anschließend werden die notwendigen Optima-

lit ätsbedingungen der entsprechenden Approximation von (3.32)-(3.34) in Form einer ver-

allgemeinerten Gleichung formuliert.

Es sei(xo, wo, vo) eine L̈osung vonPw, so daß die Komponentewo, die Voraussetzungen

von AnnahmeA2 erfüllt. Wir betrachten den Punktzo := (xo, wo, vo, λo) als Referenzpunkt.

Unter der Voraussetzung von von AnnahmeA7 führen wirähnlich zum stetigen Fall (vgl.

(3.22)) die Matrizenăl,1, ăl,2 p̆l, q̆l, w̆d, r̆d, s̆d, v̆d, x̆d, j̆d, l̆d, k̆d, ĭd,

für l = 1, · · · , N undHd ein:

ăl,1 := ∇xl
ϕl|(wo,vo,xo

l
,xo

l−1
),

ăl,2 := ∇xl−1
ϕl|(wo,vo,xo

l
,xo

l−1
),

p̆l := ∇wϕl|(wo,vo,xo
l
,xo

l−1
),

q̆l := ∇vϕl|(wo,vo,xo
l
,xo

l−1
),

w̆d := ∇2
w,wLd(x,w, v, λ)|(xo,wo,vo,λo),

r̆d := ∇2
w,vLd(x,w, v, λ)|(xo,wo,vo,λo),

s̆d := ∇2
v,wLd(x,w, v, λ)|(xo,wo,vo,λo),

v̆d := ∇2
v,vLd(x,w, v, λ)|(xo,wo,vo,λo),

x̆d := ∇2
x,xLd(x,w, v, λ)|(xo,wo,vo,λo),

j̆d := ∇2
x,vLd(x,w, v, λ)|(xo,wo,vo,λo),

l̆d := ∇2
v,xLd(x,w, v, λ)|(xo,wo,vo,λo),

k̆d := ∇2
w,xLd(x,w, v, λ)|(xo,wo,vo,λo),

ĭd := ∇2
x,wLd(x,w, v, λ)|(xo,wo,vo,λo),

Hd := ∇2
(x,w,v),(x,w,v)Lw|(wo,vo,xo

l
,xo

l−1
,λo).

(4.11)

Die Entwicklungen von̆wd, r̆d, s̆d, v̆d, x̆d, j̆d, l̆d, k̆d, ĭd undHd ergeben folgende Gleichun-

gen:

x̆d =



x̆0,0 x̆0,1 0 · · ·
x̆1,0 x̆1,1 x̆1,2 · · ·

0
... 0 0 0

... x̆N−2,N−2 x̆N−2,N−1 x̆N−2,N

x̆N−1,N−2 x̆N−1,N−1 x̆N−1,N

0 x̆N,N−1 x̆N,N


,
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wobei

x̆0,0 := λ>1 h1∇2
x0,x0

ϕ1,

x̆0,1 := λ>1 h1∇2
x0,x1

ϕ1,

x̆1,0 := λ>1 h1∇2
x1,x0

ϕ1,

x̆1,1 := λ>1 h1∇2
x1,x1

ϕ1 + λ>2 h2∇2
x1,x1

ϕ2,

x̆1,2 := λ>2 h2∇2
x1,x2

ϕ2,

x̆N−2,N−2 := λ>N−2hN−2∇2
xN−2,xN−3

ϕN−2,

x̆N−2,N−1 := λ>N−2hN−2∇2
xN−2,xN−2

ϕN−2 + λ>N−1hN−1∇2
xN−2,xN−2

ϕN−1,

x̆N−2,N := λ>N−1hN−1∇2
xN−2,xN−1

ϕN−1,

x̆N−1,N−2 := λ>N−1hN−1∇2
xN−1,xN−2

ϕN−1,

x̆N−1,N−1 := λ>N−1hN−1∇2
xN−1,xN−1

ϕN−1 + λ>NhN∇2
xN−1,xN−1

ϕN ,

x̆N−1,N := λ>NhN∇2
xN−1,xN

ϕN ,

x̆N,N−1 := λ>NhN∇2
xN−1,xN

ϕN ,

x̆N,N := ∇2
xN ,xN

go(xN , v) + λ>NhN∇2
xN ,xN

ϕN ,

ĭd =



λ>1 h1∇2
x0,wϕ1

λ>1 h1∇2
x1,wϕ1 + λ>2 h2∇2

x1,wϕ2

λ>2 h2∇2
x2,wϕ2 + λ>3 h3∇2

x2,wϕ3

...

λ>N−2hN−2∇2
xN−2,wϕN−2 + λ>N−1hN−1∇2

xN−2,wϕN−1

λ>N−1hN−1∇2
xN−1,wϕN−1 + λ>NhN∇2

xN−1,wϕN

λ>NhN∇2
xN ,wϕN


,

j̆d =



λ>1 h1∇2
x0,vϕ1

λ>1 h1∇2
x1,vϕ1 + λ>2 h2∇2

x1,vϕ2

λ>2 h2∇2
x2,vϕ2 + λ>3 h3∇2

x2,vϕ3

...

λ>N−2hN−2∇2
xN−2,vϕN−2 + λ>N−1hN−1∇2

xN−2,vϕN−1

λ>N−1hN−1∇2
xN−1,vϕN−1 + λ>NhN∇2

xN−1,vϕN

∇2
xN ,vgo(xN , v) + λ>NhN∇2

xN ,vϕN


,
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k̆d =



λ>1 h1∇2
w,x0

ϕ1

λ>1 h1∇2
w,x1

ϕ1 + λ>2 h2∇2
w,x1

ϕ2

λ>2 h2∇2
w,x2

ϕ2 + λ>3 h3∇2
w,x2

ϕ3

...

λ>N−2hN−2∇2
w,xN−2

ϕN−2 + λ>N−1hN−1∇2
w,xN−2

ϕN−1

λ>N−1hN−1∇2
w,xN−1

ϕN−1 + λ>NhN∇2
w,xN−1

ϕN

λ>NhN∇2
w,xN

ϕN


,

l̆d =



λ>1 h1∇2
v,x0

ϕ1

λ>1 h1∇2
v,x1

ϕ1 + λ>2 h2∇2
v,x1

ϕ2

λ>2 h2∇2
v,x2

ϕ2 + λ>3 h3∇2
v,x2

ϕ3

...

λ>N−2hN−2∇2
v,xN−2

ϕN−2 + λ>N−1hN−1∇2
v,xN−2

ϕN−1

λ>N−1hN−1∇2
v,xN−1

ϕN−1 + λ>NhN∇2
v,xN−1

ϕN

∇2
v,xN

go(xN , v) + λ>NhN∇2
v,xN

ϕN


,

w̆d :=
N∑

l=1

hlw̆l, w̆l := ∇2
w,wλ

>
l ϕl|(wo,vo,xo

l
,xo

l−1
,λo),

r̆d :=
N∑

l=1

hlr̆l, r̆l := ∇2
w,vλ

>
l ϕl|(wo,vo,xo

l
,xo

l−1
,λo),

s̆d :=
N∑

l=1

hls̆l, s̆l := ∇2
v,wλ

>
l ϕl|(wo,vo,xo

l
,xo

l−1
,λo),

v̆d := ∇2
v,vg0(x

o(1), vo) +
N∑

l=1

hlv̆l, v̆l := ∇2
v,vλ

>
l ϕl|(wo,vo,xo

l
,xo

l−1
,λo),

Hd =


x̆d ĭd j̆d

k̆d w̆d r̆d

l̆d s̆d v̆d

 .
Wir betrachten folgende modifizierte Lagrange-Funktion:

Ldm(x,w, v, λ) := 1
2


x

w

v


>

Hd


x

w

v


−

N∑
l=1

λ>l {xl − xl−1 − hl[ăl,1xl + ăl,2xl−1 + p̆lw + q̆lv]}.
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Die Ausrechnung der Ableitungen vonLdm ergibt:

Mh,1(z) := ∇(w,v)Ldm(w, v, λ) =
(
∇wLdm(w, v, λ),∇vLdm(w, v, λ)

)
mit

∇wLdm(w, v, λ) := 1
2
[x>ĭd + k̆dx+ r̆dv + vs̆d + 2w̆dw] +

N∑
l=1

hl(λl)
>p̆l

∇vLdm(w, v, λ) := 1
2
[x>j̆d + l̆dx+ wr̆d + s̆dw + 2v̆dv] +

N∑
l=1

hl(λl)
>q̆l

Wir definieren diel-te Komponente vonMh,2 bzw.Mh,3 durch:

(Mh,2)l(z) := xl − xl−1 − hl[ăl,1xl + ăl,2xl−1 + p̆lw + q̆lv],

l = 1, · · · , N,
M0,2(z) := x0 − x0(v).

 (4.12)

bzw.

MN,3(z) := ∇xN
g0(xN , v)− λN + hNλ

>
N∇xN

ϕN(xN , xN−1, w, v)

(Mh,3)l(z) := λl+1 − λl + hl(λl)
>ăl,1 + hl+1(λl+1)

>ăl+1,2,

l = N − 2, · · · , 0.

 (4.13)

Die OperatorenMh,1,Mh,2,Mh,3 fassen wir in den OperatorM zusammen:

M(z) :=


Mh,1(z)

Mh,2(z)

Mh,3(z)

 .
Mit Hilfe von M wird der HilfsoperatorΥh wie folgt definiert:

Υh(z) = M(z)−M(zo).

Für yh betrachten wir ein Element ausYh definiert durch:

yh :=

yh
1 , · · · , yh

L+do
, 0, · · · , 0︸ ︷︷ ︸

(N+1)n

, 0, · · · , 0︸ ︷︷ ︸
(N+1)n


>

,

wobei die einzelnen Komponenten vonyh wie folgt beschrieben sind:

yh
j :=∇w

(
N∑

l=1
λ̄>l (hlϕ

o
l )

)
1L

j , j = 1, · · · , L,

yh
L+j :=∇v

(
g0(x

o(1), vo) +
N∑

l=1
λ>l−1(hlϕ

o
l )

)
1do

j , j = 1, · · · , d0, mit,

wobei1L
j bzw.1d0

j derj-te Einheitsvektor inIRL bzw.IRd0 ist.

Schließlich formulieren wir folgendeapproximierende verallgemeinerte Gleichung:

Finde z ∈ Ωh : Υh(z) + yh ∈ Fh(z). (4.14)
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4.3 Konvergenzsatz

Eines der Ziele dieser Arbeit ist die Verbesserung der Konvergenz durch den Einsatz von

Integrationsverfahren höherer Ordnung. Die Anwendung solcher Verfahren erfordert zusätz-

liche Bedingungen, welche im folgenden zu erklären sind. Ẅahrend die erste Annahme Vor-

aussetzungen für die Optimaliẗatsbedingungen zweiter Ordnung bereitstellt, setzt die zweite

Annahme gewisse Abschätzungen der Ableitungen der Verfahrensfunktion voraus. Beide

Annahmen werden bei der Abschätzung des Diskretisierungsfehlers benötigt.

Vor der Erzeugung des SteuerungsgittersIh sind weder die Anzahl der m̈oglichen auftre-

tenden Sprungstellen der optimalen Steuerungu∗ noch ihre genaue Lage bekannt. Für die

gesuchte Funktionu(·, wo), die eine gute Approximation vonu∗ auf dem RaumUw darstellt

(siehe Ungleichung (3.13)), sind die Teilintervalle, auf denen die Funktionu(·, wo) stück-

weise stetig ist, durch die Vorgabe des GittersIh bekannt. Damit das Einschrittverfahren

eine Konsistenzordnung von mindestens Eins besitzen kann, ist neben der geeigneten Be-

stimmung vonϕl im allgemeinen erforderlich, daß die Funktionf aus (3.11) über die Stetig-

keit hinaus gewisse Differenzierbarkeitseigenschaften auf dem ganzen Segment[0, 1] besitzt.

Dies hat zur Folge, daß auch die Lösungu(·, wo) weitergehende Differenzierbarkeiten als die

Stetigkeit aufweist. Die Definitionen (3.7), (3.8) und (3.9) bieten je nach der geẅunschten

Glattheitsvoraussetzungen und den dazugehörigen Restriktionen drei Ansatzm̈oglichkeiten

für die Definition der Funktionu(·, wo) mit Hilfe von Funktionen aus dem RaumIPµ,Ih,η.

Somit ist die parametrisierte Funktionu(·, w) eine Zusammensetzung vonN Polynomen

vom Gradµ, die (µ − 1)-mal Fŕechet-differenzierbar sind. Die Funktionu(·.wo) selbst und

ihre (µ − 1)-ten Ableitungen besitzen an den Knotenτk, k = 1, · · · ,M − 1 keine Sprung-

stellen.

A 8 (Voraussetzung f̈ur diskrete Optimalit ätsbedingungen zweiter Ordnung) : Es exi-

stiere ein Skalarα > 0, unabḧangig vonN mit der Eigenschaft:


x

w

v


>

Hd


x

w

v

 ≥ α(||x||2 + ||w||2 + ||v||2), (4.15)

x = x1 − x2, mit x1, x2 ∈ l1,2(N, IRn), w = w1 − w2, mitw1, w2 ∈ W , v = v1 − v2, mit

v1, v2 ∈ Va und wobei die Folge der zugehörigen diskreten Zuständen{xl}N
l=0, die folgenden

Gleichungen gen̈ugen:

xl = xl−1 + hl(ăl,1xl + ăl,2xl−1 + p̆lw + q̆lv), x0 = 0, l = 1, · · · , N. (4.16)
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Wegen der Lipschitz-Stetigkeit der Verfahrenfunktionenϕl, l = 1, · · · , N (sieheA7) ist

das Einschrittverfahren (3.31) stabil. Damit die Konvergenz des Approximationsverfahrens

gesichert ist, sollen auch Konsistenzbedingungen vorhanden sein.

Definition 3 : Das Integrationsverfahren (3.31) heißt gleichm̈aßig konsistent (
”
uniformly

consistent“, vgl. [25]) von der Ordnungq ∈ IN\{0}, falls es eine Konstanteρ existiert, die

vom GitterIh unabḧangig ist, so daß

||γx
l (xp, w, v)|| ≤ ρ · hq, ∀ (w, v) ∈ W × Va, l = 1, · · · , N, (4.17)

γx
l (xp, w, v) :=

1

hl

(xp(tl)− xp(tl−1))− ϕl(xp(tl), xp(tl−1), w, v), (4.18)

wobeixp die Lösung des Anfangswertproblems (3.11) für das Parameterpaar(w, v) bezeich-

net.

Wir nehmen folgendes an:

A 9 : Es existiere zwei positive Konstantenc undκ mit 0 ≤ κ ≤ 1, so daß f̈ur die Lösung

(xo, wo, vo) der Aufgabe(Pw) und die L̈osungλo von (3.24) sowieλh Lösung des diskreten

dualen Systems (3.39), folgende Voraussetzungen erfüllen:

(a): das Integrationsverfahren (3.31) sei gleichm̈aßig konsistent von Ordnungq mit q ≥ 1

bez̈uglich des GittersGh,

(b): ||
tl∫

tl−1

(∇xl
ϕl(xl, xl−1, w, v)− κ∇xf(x(t), u(t, w), v))|(xo,wo,vo) dt|| ≤ c hl,

||
tl∫

tl−1

(∇xl−1
ϕl(xl, xl−1, w, v)− (1− κ)∇xf(x(t), u(t, w), v))

∣∣∣
(xo,wo,vo)

dt|| ≤ c hl,

(c): ||
tl∫

tl−1

(∇wϕl(xl, xl−1, w, v)−∇uf(x(t), u(t, w), v)∇wu(t, w))|(xo,wo,vo) dt|| ≤ c hl,

(d): ||
tl∫

tl−1

(∇vϕl(xl, xl−1, w, v)−∇vf(x(t), u(t, w), v))|(xo,wo,vo) dt|| ≤ c hl,

(e): max
l∈{1,···,N}

||λo(tl)− λh
l || = O(h).

Die BedingungenA9(b) – (d) beziehen sich auf die Teilintervalle[τk−1, τk), k = 1, · · · ,M .

Die gleichm̈aßige konsistente EigenschaftA9(a) ist auf dem Segment[0, 1] definiert.

Das in dieser Arbeit eingesetzte diskrete duale Gleichungssystem (3.39) resultiert aus dem

Differenzieren der diskreten Lagrange-Funktion (3.36). Folgt man den Beweisweg für die

Bestimmung der Ordnung beim Integrationsverfahren, so kann man folgendes beobachten.
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Die Ordnung der L̈osung des Integrationsverfahrens (3.31) ist nicht immer gleich der Ord-

nung einer N̈aherungsl̈osung des diskreten dualen Gleichungssystems (3.39). Dies begr̈undet

die VoraussetzungA9 (e). Für ein allgemeines explizites Runge-Kutta-Verfahren wollen wir

im folgenden Lemma die stets Erfüllbarkeit der VoraussetzungA9(e)nachweisen.

Lemma 3 Es seien(xo, wo, vo) bzw.(xh, wh, vh) ein regul̈arer Punkt. Es gelten die Voraus-

setzungen von AnnahmenA3, A4, A6, A7 und die Beschr̈ankheit von[∇xl
ϕl+1]. Es seienλo

Lösung des dualen Systems (3.23) mit λo ∈ W1,∞([0, 1], IRn), (xh, wh, vh) eine L̈osung von

(Pwd), λh Lösung des diskreten dualen Systems

λN = ∇xg0(xN , v)
>, λl − λl+1 = hl+1[∇xl

ϕl+1]
>λl+1, l = N − 1, · · · , 0, (4.19)

mit

ϕl(xl−1, w, v) :=
q∑

i=1

biKli, Kli = f(xl−1 + hl

i−1∑
j=1

αijKlj, u(tl−1 + cihl, w), v).

Dann gilt die Konvergenzaussage:

max
1≤l≤N

||λo(tl)− λh
l || = O(h). (4.20)

Beweis:

Das System (4.19) ist ein lineares Gleichungssystem bezüglichλ. Damit ist die Verfahrens-

funktion des Einschrittverfahrens (4.19) Lipschitz-stetig. Somit folgt aus 4.2.8 Satz in [123]

die Stabiliẗat des Einschrittverfahrens (4.19).

Zum Beweis der Konsistenz betrachten wir den folgenden lokalen Verfahrensfehler:

r(tl+1, hl+1, λ
o) :=

1

hl+1

(λo(tl)− λo(tl+1))− [∇xl
ϕl+1(x

o(tl+1), x
o(tl), w

o, vo)]>λo(tl+1)

Wegen der Lipschitz-Stetigkeitsvoraussetzungen inA3(b), die zugeḧorigkeit vonu(·, wo) zu

IPµ,Ih,η (siehe (3.20)) undλo ∈ W1,∞([0, 1], IRn) existiere eine allgemeine positive Konstan-

te c, so daß folgende Abschätzungskette gilt:

||r(tl+1, hl+1, λ
o)||

= || 1

hl+1

tl+1∫
tl

{∇xf(xo(t), u(t, wo), vo)>λo(t)

−[∇xl

q∑
i=1

bif(xo(tl) + hl+1

i−1∑
j=1

αijKl+1,j, u(tl + cihl+1, w
o), vo)]>λo(tl+1)}dt||

≤ c

hl+1

tl+1∫
tl

q∑
i=1

bi{||xo(t)− xo(tl) + hl+1

i−1∑
j=1

αijKl+1,j||
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+||u(t, wo)− u(tl + cihl+1, w
o)||+ ||λo(t)− λo(tl+1)||}dt

≤ c{ max
l∈{1,···,N}

||xo(t)− xo(tl)||+ hl+1 max
i∈{1,···,q}

i−1∑
j=1

αij||Kl+1,j||

+ max
i∈{1,···,q}
l∈{1,···,N}

||u(t, wo)− u(tl + cihl+1, w
o)||+ max

l∈{1,···,N}
||λo(t)− λo(tl+1)||}

≤ c · h.

Damit ist die VoraussetzungA9(e) für ein allgemeines explizites Runge-Kutta-Verfahren

sẗandig erf̈ullt✍

Wir wollen zwei Ungleichungen (4.25) und (4.26) beweisen. Diese Ungleichungen sind für

die Untersuchungen in dieser Arbeit von erheblicher Bedeutung. Sie werden später im Be-

weis des Konvergenzsatzes für denÜbergang von der schwachen Norm‖ · ‖l2 zur starken

Norm‖ · ‖l∞ ausgenutzt.

4.3.1 Normenvergleich

Dieser Abschnitt dient dem Vergleich von zwei Normen (siehe Definitionen (4.21), (4.22)).

Es seienN, M ∈ IN\{0}, [τl(k), τl(k+1)), k = 1, · · · ,M Teilintervalle auf [0, 1],

le(N, IRn), 1 ≤ e ≤ ∞ ein Raum aus stückweise stetigen Funktionen auf dem GitterGh.

Der Raumle(N, IRn) wird mit folgenden Normen versehen:

(||x||le)e :=
N∑

l=1

hl||xl||e, 1 ≤ e <∞, (4.21)

||x||l∞ := max
0≤l≤N

{||xl||}, (4.22)

wobeix = {xl}N
l=0. Die Steuerungsgitterpunkteτk, k = 0, 1, · · · ,M sind im Abschnitt3.3.1

eingef̈uhrt, die Indizesl(j), j = 0, 1, · · · ,M + 1 im Abschnitt3.7 definiert. Einfachheits-

halber betrachten wir ein̈aquidistantes Zustandsgitter (d.h.hl = h, l = 1, · · · , N ).

Lemma 4 Es sei{xl}N
l=0 eine L̈osung des diskreten Gleichungssystems:

xl = xl−1 + hl(ăl,1xl + ăl,2xl−1 + p̆lw + q̆lv), l = 1, · · · , N, x0 = 0, (4.23)

(vgl. Gleichungssystem (4.16) in der AnnahmeA8) für (w, v) = (w̄, v̄) und {λl}N
l=0 eine

Lösungsfolge der diskreten dualen Gleichungen:

λN = ∇xN
g0(xN , v) + hN [∇xN

ϕN(xN , xN−1, w, v)]
>λN

λl = λl+1 + hl+1(λ
>
l ăl,1 + λ>l+1ăl+1,2), l = N − 1, · · · , 1,

(4.24)
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für (w, v) = (w̄, v̄) und x = {xl}N
l=0 Lösung von (4.23). Dann existieren zwei positive

Konstantenc3 undc4, welche den Ungleichungen:

||xl|| ≤ c3(||w̄||+ ||v̄||) (4.25)

||λl|| ≤ c4(||w̄||+ ||v̄||), (4.26)

gen̈ugen.

Beweis:

Es seien{xl}N
l=0 ein Lösung von (4.23) fürw = w̄ undv = v̄, undx̄ die Lösung von

˙̄x(t) = ă[t]x̄(t) + p̆[t]w̄ + q̆[t]v̄, x̄(0) = 0, (4.27)

wobei die Matrizen̆a, p̆, und q̆ im Abschnitt3.3 definiert sind. Es seiyh eine sẗuckweise

konstante Erweiterung der Folge{yl} auf [tl−1, tl], l = 1, · · · , N mit yh(t) = yl−1 := x̄(tl−1)

für t ∈ [tl−1, tl), l = 1, · · · , N − 1 undyh(t) = yN−1 := x̄(tN−1) für t ∈ [tN−1, tN ]. Wir

betrachten eine Konstanteκ als gegeben in der AnnahmeA9. Die Integration von (4.27) auf

dem Intervall[tl−1, tl] ergibt:

yl = yl−1 + hl(ăl,1yl + ăl,2yl−1 + p̆lw̄ + q̆lv̄) + δx,l (4.28)

mit δx,l gegeben durch:

δx,l := −hlδăl,1yl − hlδăl,2yl−1 − δyl − hlδp̆lw̄ − hlδq̆lv̄,

δăl,1 := ăl,1 − κ
hl

tl∫
tl−1

ă[t]dt,

δăl,2 := ăl,2 − (1−κ)
hl

tl∫
tl−1

ă[t]dt,

δyl :=
tl∫

tl−1

ă[t](κyl + (1− κ)yl−1 − x̄(t))dt,

δp̆l := p̆l − 1
hl

tl∫
tl−1

p̆[t]dt,

δq̆l := q̆l − 1
hl

tl∫
tl−1

q̆[t]dt.

Aus den AnnahmenA7 und A9(b) existiert eine positive Konstantec0, so das folgende

Abscḧatzung von||δăl,1|| und||δăl,2|| gen̈ugt:

‖δăl,1‖ ≤ ||ăl,1 −
κ

hl

tl∫
tl−1

ă[t]dt|| ≤ c0hl, l = 1, · · · , N ′

‖δăl,2‖ ≤ ||ăl,1 −
(1− κ)

hl

tl∫
tl−1

ă[t]dt|| ≤ c0hl, l = 1, · · · , N.
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Analog werden die Termeδp̆l, δq̆l, l = 1, · · · , N mit Hilfe der AnnahmenA7 undA9(c)-(d)

von oben abgeschätzt.

Bei immer klein werdenden Schrittweitenhl, l = 1, · · · , N ist die Norm

||x̄(t) − (κyl + (1 − κ)yl−1)|| mit hilfe einer geeigneten Konstantec von oben durchc hl

abscḧatzbar. Somit existiert eine positive Konstantec1, so daß

||
tl∫

tl−1

ă[t](x̄(t)− (κyl + (1− κ)yl−1))dt|| ≤ c1 h
2
l , l = 1, · · · , N. (4.29)

Die Konstantec1 folgt aus der Stetigkeit von̆a[t], x̄ dem Teilintervall[tl−1, tl].

Das Subtrahieren der diskreten Differenzengleichung (4.23) von (4.28) ergibt die

Abscḧatzung:

||xl − yl|| ≤ c5
N∑

l=1

||δx,l||, (4.30)

mit einer passenden Konstantec5. Nach der Definition vonδx,l existiert eine Konstantec6, so

daß

||δx,l|| ≤ c6 hl(hl||yl||+ hl||w̄||+ hl||v̄||), l = 1, · · · , N. (4.31)

Aus der Differentialgleichung (4.27) folgt die Ungleichungskette:

‖yh‖l2 ≤ ‖yh‖l∞ ≤ ‖x̄‖L∞ ≤ c7 (||w̄||+ ||v̄||), (4.32)

wobeic7 eine vonh unabḧangige und geeignete Konstante für alleh gen̈ugend klein ist. Die

Ungleichung (4.32) folgt aus folgender̈Uberlegung:

Die Matrix-Funktionen̆a[t], p̆[t] undq̆[t] sind auf den Teilintervallen[τk−1, τk] ⊂ [0, 1], k =

1, · · · ,M stetig. F̈ur jede L̈osungx̄, w̄ und v̄ der Differentialgleichung (4.27) folgt aus§ I,

Theorem 11.1 in [55] die Abscḧatzung:

||x̄(t)|| ≤ exp

[
(

τk∫
τk−1

||ă[τ ]||dτ)
] ∫ t

τk−1

(
exp

[
−

τ∫
τk−1

||ă[s]||ds
]
||p̆[τ ]w̄ + q̆[τ ]v̄||

)
dτ

≤ c8

(
t∫

τk−1

(||w̄||+ ||v̄||)ds
)
, t ∈ [τk−1, τk],

(4.33)

wobeiexp die Exponentialfunktion bezeichnet undc8 eine passende positive Konstante ist.

Es folgt somit folgende Abschätzung auf dem ganzen Intervall[0, 1]

‖x̄‖L∞ ≤ max
t∈[τk−1,τk]

k∈{1,···,M}

||x̄(t)|| ≤ c9 (||w̄||+ ||v̄||).

Die Abscḧatzung‖yh‖l2 ≤ ‖yh‖l∞ folgt aus derÄquivalenz von Normen in endlich-

dimensionalen R̈aumen (vgl. [122], § 10, III. Hilfssatz).
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Es folgt aus den Ungleichungen (4.30) – (4.32) und der Ungleichungskette (3.30) die

Abscḧatzung:

||xl − yl|| ≤ 2c10 h
N∑

l=1
hl(||w̄||+ ||yl||+ ||v̄||) = 2c10 h(||y||l1 + ||w̄||+ ||v̄||)

≤ c11h(||w̄||+ ||v̄||).
(4.34)

Die Gleichung (4.34) verdeutlicht eine
”
gute“ Approximation von̄x durch die Folge{xl}N

l=0.

Wegen der Ungleichung (4.34) gen̈ugt auch die L̈osungsfolge von (4.23) für hinreichend

großeN einerähnlichen Ungleichung. Das heißt, es gilt die Ungleichung:

||xl|| ≤ c3(||w̄||+ ||v̄||). (4.35)

Es seien{λl}1
l=N ein Lösung von (4.24), λ̄ eine L̈osung von

˙̄λ(t) = −(λ(t))>ă[t], λ̄(1) = λN (4.36)

Wir betrachtenyh diesmal als eine stückweise konstante Erweiterung der Folge{yl} auf

[tl−1, tl], l = 1, · · · , N mit yh(tl) = yl := λ̄(tl). Wir betrachten

yl = yl+1 + hl+1(λ
>
l ăl,1 + λ>l+1ăl+1,2), l = N − 1, · · · , 1,

und definieren die Terme (analog wie in der Ggleichung (4.28)) δλ,l, δăl,1, δăl,2, δyl, l =

1, · · · , N .

Schließlich verfolgen wir die Beweisschritte wie bei dem Beweis von (4.25). Es folgt die

Abscḧatzung (4.26)✍

4.3.2 Abscḧatzung des Diskretisierungsfehlers

Lemma 5 : Es seien(xo, wo, vo) eine regul̈are Lösung der Aufgabe(Pw), λo der zugeḧorige

Lagrange-Multiplikator mitλo ∈ W1,∞([0, 1], IRn), l(k) ∈ {0, · · · , N} der Index von Zu-

standsgitterpunkten mit der Eigenschafttl(k) = τk, k = 0, · · · ,M sowieMk, k = 1, · · · ,M
die Anzahl der Unterteilung des Teilintervalls[τk−1, τk]. Es gelten die Voraussetzungen

der AnnahmenA3 - A9. Dann existieren f̈ur jedes gen̈ugend großeN ein lokales Mini-

mum(xh, wh, vh) der Aufgabe (3.32)-(3.34) sowieλh der diskrete zugeḧorige Lagrange-

Multiplikator und es gilt folgende Fehlerabschätzung zur L̈osung der parametrisierten Auf-

gabe (3.10)-(3.12):

max
l(k−1)≤l≤l(k)

|u(tl, wo)− uh
l | = O

(
h

Mk

)
, (4.37)

max
l(k−1)≤l≤l(k)

|xo(tl)− xh
l | = O

(
h

Mk

)
, (4.38)

max
l(k−1)≤l≤l(k)

|λo(tl)− λh
l | = O

(
h

Mk

)
, (4.39)

50



4. Konvergenzuntersuchung 51

für k = 0, · · · ,M .

Beweis:

Für den Beweis wenden wir das Lemma2 an. Es seien[τk−1, τk], k = 1, · · · ,M Teilin-

tervalle von[0, 1] mit τk−1, τk ∈ Ih undMk die Anzahl der Unterteilungen von[τk−1, τk].

Es seienza = (xa, wa, va, λa) und zb = (xb, wb, vb, λb) zwei Elemente ausBβ(zo), wo-

bei (wa, va) durch die Optimierung bestimmt werden,xa bzw. λa der zugeḧorige Zustand

bzw. Lagrange-Multiplikator ist. Dabei wird die Existenz vonλa angenommen. Die Kompo-

nentenwb, vb, xb, λb werden analog definiert. Wir definieren entsprechend in Lemma2 die

ParameterDβ, ∆β undδ durch:

Dβ(h) := sup
za,zb∈Bβ(zo)∩Ωh

za 6=zb

||T h(zb)− T h(za)−Υh(zb) + Υh(za)||Yh

||zb − za||Zh

(4.40)

∆β(h) := ∆β(h, zo) mit ∆β(h, x) =
⋃

z∈Bβ(x)∩Ωh

{T h(z)−Υh(z)}, (4.41)

δ(h) := ||T h(z)−Υh(z)− yh||Yh
. (4.42)

Konvergenz vonDβ(h)

Der Zähler auf der rechten Seite von (4.40) kann wie folgt umgeschrieben werden

||Eh(zb)− Eh(za)||Yh

wobei die FunktionEh(zb) den Fehler bei der Linearisierung vonT h(zb) im Punktzo ist,

d.h.:

Eh(zb) = T h(zb)−M(zb) +M(zo).

Für hinreichend kleineβ existiere eine Konstantec, die der Abscḧatzung:

Dβ(h) ≤ c β
O(zb − za)

||zb − za||Zh

gen̈ugt. Damit konvergiertDβ(h) gegen Null, fallsh undβ gegen Null konvergieren.

Konvergenz vonδ(h) im Punkt zo

Zu zeigen ist die Konvergenz vonδ(h) gegen Null, fallsβ undh gegen Null konvergieren.

Außerdem interessieren wir uns für die Konvergenzgeschwindigkeit vonδ(h).

||T h(zo)− yh||Yh
= ||Th,1(z

o)− yh,1||IRL+do + ||Th,2(z
o)− yh,2||l1 + ||Th,3(z

o)− yh,3||l1
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mit yh,1 ∈ IRL+do , yh,2 ∈ l1(N, IRn), yh,3 ∈ l1(N, IRn).

Für den ersten TeiloperatorTh,1(z) gilt:

||Th,1(z
o)− yh,1||IRL+do = ||∇w,v

(
N∑

l=1

hl((λ
o)>l − (λo)>l−1)(ϕl(x

o
l , x

o
l−1, w

o, vo))

)
||.

Ausλo ∈ W1,∞([0, 1], IRn) gilt die Abscḧatzung:

||(λo)>l − (λo)>l−1|| ≤ cλ hl,

mit cλ eine passende Konstante. Mit Hilfe der Ungleichung (3.30) von AnnahmeA6 ergibt

sich die Abscḧatzung:

||Th,1(z
o)− yh,1||IRL+do ≤ c

(
h

Mk

)
.

Der Term||Th,2(z
o)− yh,2||l1 wird mit Hilfe der AnnahmenA9 (a) undA6 folgendermaßen

abgescḧatzt:

||Th,2(z
o)− yh,2||l1 =

N∑
l=1

hl||xo(tl)− xo(tl−1)− hlϕl(x
o(tl), x

o(tl−1), w
o, vo)||

≤
N∑

l=1

c2
N
hl||γx

l (xo, wo, vo)||

≤ c2 ρ · hq+1

mit einer passenden positiven Konstantec2. Aus den AnnahmenA9(e) und A6 folgen die

Abscḧatzungen:

||Th,3(z
o)− yh,3||l1 =

N∑
l=1

hl||hlλ
o,>
l ∇xl

ϕo
l + hl+1λ

o,>
l+1∇xl

ϕo
l+1 + (λo

l − λo
l+1)||

≤
N∑

l=1
h c2

N

≤ c2 · h

mit einer passenden positiven Konstantec2.

Wegenq ≥ 1 konvergiertδ(h) gegen Null, fallsβ undh gegen Null konvergieren und es gilt

die Abscḧatzung:

δ(h) = O(

(
h

Mk

)min{q,1}

) = O

(
h

Mk

)
. (4.43)

Lipschitzeigenschaft der approximierend verallgemeinerten Aufgabe

Die vollsẗandige Anwendung von Lemma2 erfordert die Lipschitzeigenschaft für die Aufga-

be (4.14) bez̈uglich y ∈ ∆β(h) = ∆β(h, zo). Das heißt, es soll eine Konstanteγ existieren,

die der Ungleichung (4.5) gen̈ugt.
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Es sei der Parametery beschrieben durchy := ((yw, yv), yx, yλ) ∈ Yh mit yx :=

(y1,0, · · · , y1,N) und yλ := (y3,0, · · · , y3,N). Für den Beweis der Existenz dieser Konstante

betrachten wir folgende Aufgabe:

〈Mh,1(z) +

 yw

yv

 ,
 w − wh

v − vh

〉 ≥ 0, ∀ (w, v) ∈ W × Va

Mh,2(z) + yx = 0,

Mh,3(z) + yλ = 0


, (4.44)

Nun untersuchen wir, wie die L̈osung des Systems (4.44) vom Parametery :=

((yw, yv), yx, yλ) gesẗort werden k̈onnte. Das System (4.44) umfaßt die notwendigen Opti-

malitätsbedingungen des folgenden nichtlinearen Optimierungsproblems:

min
x,w,v

1
2


x

w

v


>

Hd


x

w

v

+ 〈(yx, yw, yv),


x

w

v

〉 bzgl.

xl − xl−1 = hl(ăl,1xl + ăl,2xl−1 + p̆lw + q̆lv)− yx,l, x0 = x0(v),

l = 1, · · · , N,
w ∈ W, v ∈ Va.

(4.45)

Es seien(xk, wk, vk, λk), k = 1, 2, die Lösungen von (4.44) bez̈uglich der Parameter

((yk
w, y

k
v ), yk

1 , y
k
3), k = 1, 2. Nach Lemma 4 in [32] haben die Aufgaben (4.44) und (4.45)

die gleiche L̈osung genau dann, wenn die Koerzitivitätsbedingung (4.15) aus der Annahme

A8 gilt. Außerdem, es existiere eine positine Konstantec, so daß

||w1−w2||IRL +||v1−v2||IRdo ≤ c [||(yw, yv)
1−(yw, yv)

2||IRL+do +||y1
x−y2

x||l2 +||y1
λ−y2

λ||l2 ].
(4.46)

Abschätzung der Lösung inL∞-Norm

Die Ungleichung (4.46) ist für optimale Steuerungsprobleme nicht stark genug, da die Funk-

tionen, die die Aufgabe beschreiben, im RaumL∞ definiert sind. Interessant wäre die Her-

leitung einer̈ahnlichen Ungleichung in dieL∞-Norm.

Die Funktionu(t, ·) ist stetig Fŕechet-differenzierbar nach dem Parameterw ∈ W (siehe

(3.18) in AnnahmeA4) mit beschr̈ankte erste Ableitung (siehe (3.19) in AnnahmeA4). Für

jedew1, w2 ∈ W existiert einwt, daß zwischenw1 undw2 liegt mit der Eigenschaft:

||u(t, w1)− u(t, w2)||L∞ ≤ sup
t∈[0,1]

|∇wu(t, wt)| ||w1 − w2||IRL , t ∈ [0, 1].
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Wegen (3.19) in AnnahmeA4 existiere eine positive Konstantec1 mit der Eigenschaft

‖u(·, w1)− u(·, w2)‖L∞ ≤ c1||w1 − w2||IRL (4.47)

Eine Kombination von (4.46) und (4.47) ergibt folgende Abscḧatzung inL∞-Norm:

‖u(·, w1)− u(·, w2)‖L∞ + ||v1− v2|| ≤ c1 c [||y1
2 − y2

2||IRL+do + ||y1
1 − y2

1||l2 + ||y1
3 − y2

3||l2 ].
(4.48)

Anschließend folgen aus (4.25) und (4.26) die strengen Abscḧatzungen

||x1 − x2||L∞ = max
1≤l<N

{|x1
l − x2

l |} ≤ c5(||w1 − w2||IRL + ||v1 − v2||IRdo ), (4.49)

||λ1 − λ2||L∞ = max
1≤l<N

{|λ1
l − λ2

l |} ≤ c6(||w1 − w2||IRL + ||v1 − v2||IRdo ), (4.50)

mit passenden Konstantenc5 undc6. Es folgt aus (4.46) und (4.48) die strenge Abscḧatzung:

||x1 − x2||L∞ + ||u(·, w1)− u(·, w2)||L∞ + ||λ1 − λ2||L∞ + ||v1 − v2||IRdo

≤ γ[||y1
1 − y2

1||IRL+do + ||y1
2 − y2

2||l2 + ||y1
3 − y2

3||l2 ].
(4.51)

Damit existiert eine Konstanteγ, die der Ungleichung (4.5) gen̈ugt.

Lokale Optimalit ät von (xh, wh, vh)

Wir betrachten folgende diskrete Aufgabe:

minF (x,w, v), (x,w, v) ∈ C bzgl. C(x,w, v) = 0, (4.52)

wobei die FunktionenF , C und die MengeC wie folgt gegeben sind:

C = IR(N+1)n ×W × Va,

F (x,w, v) =
1

2
(x,w, v)Hd (x,w, v)>

C(x,w, v) = (C0(x,w, v), · · · , CN(x,w, v))>mit

C0(x,w, v) = x0 − x0(v),

Cl(x,w, v) = xl − xl−1 − hl(ăl,1xl + ăl,2xl−1 + p̆lw + q̆lv), l = 1, · · · , N.

Die FunktionenF undC sind nach ihrer Herleitung zweimal stetig differenzierbare Funk-

tionen inC.

Es seien(x,w, v) ein zul̈assiger Punkt der Aufgabe (4.52), λ = (λ0, · · · , λN) ein Element

ausIR(N+1)n, L̄ die Lagrange-Funktion zur Aufgabe (4.52) gegeben durch:

L̄(x,w, v, λ) = F (x,w, v)− λ>C(x,w, v),
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undUc eine abgeschlossene Kugel um den Punkt(x,w, v) mit dem Radiusβ und eine Menge

Uc gegeben durch:

Uc := C ∩Bβ(x,w, v).

Die MengeUc ist konvex, abgeschlossen und beschränkt inIR(N+1)n× IRL× IRdo und somit

kompakt. Damit existiert eine lokale Lösung(x̄, w̄, v̄) für die Aufgabe (4.52) und es gilt die

Gleichung:

∇(x,w,v)L̄(x̄, w̄, v̄, λ̄) ∈ Nc[Uc](x̄, w̄, v̄). (4.53)

mit λ̄ Lösung von:

λl = λl+1 + hlλ
>
l ăl,1 + hl+1λ

>
l+1ăl+1,2, l = N − 1, · · · , 1,

λN = ∇xN
g0(xN , v̄) + hN [∇xN

ϕN(xN , xN−1, w̄, v̄)]
>λN .

Die Gleichung ist (4.53) ist eine Linearisierung von (3.37)-(3.37) im Punkt(xo, wo, vo) aus

der Umgebung vonUc. Folglich, es existiert einen Punkt(xh, wh, vh), der die Voraussetzun-

gen f̈ur die Optimaliẗatsbedingungen erster Ordnung (3.37) erfüllt. Die Voraussetzungen für

die Optimaliẗatsbedingungen zweiter Ordnung inA8 sind eine Folgerung von AnnahmeA5

und der Stabiliẗat der Bedingung zweiter Ordnung für kleine Sẗorung an den Matrizen̆al,1,

ăl,2 p̆l, q̆l, Hd für l = 1, · · · , N (siehe Gleichung (4.11)).

Im Abschnitt4.4.2werden Voraussetzungen zur Gewährleistung der Stabilität der Matrizen

in (4.11) für das Runge-Kutta-Verfahren formuliert und bewiesen. Damit ist die Existenz

und die lokale Optimaliẗat von (wh, vh) bewiesen und folglich das Lemma5 vollständig

bewiesen✍

4.3.3 Lipschitz-Stetigkeit der Lösung geẅohnlicher Differentialglei-

chungen bzgl. Parametern

Es seif auf IRn × IRr × IRdo stetig und existiere eine reelle positive ZahlLf mit der Eigen-

schaft:

||f(x1, u1, v1)− f(x2, u2, v2)|| ≤ Lf (||x1 − x2||+ ||u1 − u2||+ ||v1 − v2||),

∀ (xi, ui, vi) ∈ IRn × IRr × IRdo , i = 1, 2.

Die Aufgabe

ẋ(t) = f(x(t), u(t), v), x(0) = x0(v), t ∈ [0, 1].

besitze eine eindeutige Lösungx∗ für (u, v) = (u∗, v∗) mit x∗ ∈ W1,∞. In Verbindung mit

AnnahmeA2 sei mitu(·, wo) eine minimale Sẗorung vonu∗ gegeben. Wir f̈uhren folgende

gewöhnliche Differentialgleichung ein

ẋ(t) = f(x(t), u(t, wo), v), x(0) = x0(v), t ∈ [0, 1]. (4.54)
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Es seiλ∗ eine L̈osung der linearen Anfangswertaufgabe:

λ̇(t) = −λ>(t)∇xf(x∗(t), u∗(t), v∗), λ(1) = [∇xg0(x
∗(1), v∗)]>,

mit λ∗ ∈ W1,∞. λ∗ ist der assoziierte Lagrange-Multiplikator zu(x∗, u∗, v∗). Es seixo eine

Lösung von (4.54). Wir betrachten folgende gestörte Aufgabe:

λ̇(t) = −λ>(t)∇xf(xo(t), u(t, wo), v∗), λ(1) = [∇xg0(x
o(1), v∗)]>. (4.55)

Lemma 6 : Es sei die Funktionf in allen Argumenten Lipschitz-stetig. Es gilt die Annahmen

A1 – A3. Dann besitze die Differentialgleichung (4.54) bzw. (4.55) eine eindeutige L̈osung

xo bzw.λo und es gilt die Abscḧatzungen:

||x∗ − xo||L∞ ≤ co ||u∗ − u(·, wo)||L1 (4.56)

||λ∗ − λo||L∞ ≤ co ||u∗ − u(·, wo)||L1 , (4.57)

mit einer geeigneten positiven Konstanteco.

Beweis

Für den Beweis wird Lemma 3.11 in [24] angewendet. Es seif Lipschitz-stetig mit der

KonstanteLf . Die gesẗorte Gleichung (4.54) können wir folgendermaßen umformulieren:

ẋ(t) = f(x(t), u∗(t), v∗) + g(t) mit

g(t) = f(x(t), u(t, wo), v∗)− f(x(t), u∗(t), v∗).

Die Ungleichung (3.11) in [24] liefert für ε0 = 0, ε1 = 1 die Abscḧatzung:

||x∗(t)− xo(t)|| ≤
t∫

0

exp[(s− 0)Lf ] · ||f(x∗(s), u(s, wo), v∗)− f(x∗(s), u∗(s), v∗)||ds

≤ max
0≤t≤1

exp[(t− 0)Lf ]

t∫
0

||u(s, wo)− u∗(s)||ds

≤ exp[Lf ]

1∫
0

||u(s, wo)− u∗(s)||ds.

Somit existiert eine Konstanteco, die der Ungleichung (4.56) gen̈ugt. F̈ur den Beweis der

Eindeutigkeit vonxo, nehmen wir an, die Gleichung (4.54) besitze zwei unterschiedliche

Lösungenxo
1 undxo

2. Mit Hilfe der Dreieckungleichung gilt die Ungleichungskette

||xo
1 − xo

2|| ≤ ||xo
1 − x∗||+ ||x∗ − xo

2||

≤ 2co ||u∗ − u(·, wo)||L1

≤ 2co ε(h)
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mit lim
h→0

ε(h) = 0 (siehe AnnahmeA2). Dies widerspricht die Unterschiedlichkeit beider

Lösungen.

Für den Beweis von (4.57) betrachten wir die Gleichung

λ̇(t) = −(λ(t))>∇xf(x∗(t), u∗(t), v∗) + g(t) mit

g(t) = −(λ(t))>∇xf(xo(t), u(t, wo), v∗) + (λ(t))>∇xf(x∗(t), u∗(t), v∗).

Die Funktion∇xf ist nachA3(b) Lipschitz-stetig. Es seiL∇x die Lipschitz-Konstante von

∇xf . Mit Hilfe von (4.56) und [24], (3.11) gilt folgende Ungleichungskette:

||λ∗(t)− λo(t)|| ≤
t∫

0

exp[(s− 0)L∇x ] · ||(λ(s))>∇xf(xo(s), u(s, wo), v∗)

−(λ(s))>∇xf(x∗(s), u∗(s), v∗)||ds

≤ max
0≤t≤1

exp[(t− 0)L∇x ]

t∫
0

||xo(s)− x∗(s)||+ ||u(s, wo)− u∗(s)||ds

≤ c exp[L∇x ]

1∫
0

||u(s, wo)− u∗(s)||ds,

mit einer geeigneten Konstantec. Es folgt die Ungleichung (4.57). Die Eindeutigkeit vonλo

ist offensichtlich✍

Formulierung des Hauptsatzes

Theorem 3 : Es seienf auf IRn × IRr × IRdo Lipschitz-stetig,(x∗, u∗, v∗) eine optima-

le Lösung von(P∗). Es existiereλ∗ ∈ W1,∞ der zugeḧorige Lagrange-Multiplikator

zu (x∗, u∗, v∗). Es gelten die Voraussetzungen von AnnahmenA1 - A9 und die Regula-

rit ätsbedingung (3.35). Dann existieren f̈ur jedes gen̈ugend großeN ein lokales Minimum

(xh, wh, vh) der Aufgabe(Pwd) sowieλh der diskrete zugeḧorige Lagrange-Multiplikator

und es gilt folgende Fehlerabschätzung:

||u∗ − u(·, wh)||L∞ + ||v∗ − vh||+ ||x∗ − xh||L∞ + ||λ∗ − λh||L∞ = O(h) + ε(h), (4.58)

wobeih die maximale Schrittweite auf dem Steuerungsgitter bezeichnet und die Funktion

ε(·) in A2 definiert ist.

Beweis

Mit Hilfe der Parametrisierung des Steuerungsraumes (siehe Abschnitt3.3) und der L̈osbar-

keit der daraus entstandenen Aufgabe (siehe AnnahmeA3(a) sind wir in Lage, unter An-

wendung der Dreiecksungleichung folgende Ungleichung zu schreiben:
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||u∗ − u(·, wh)||L1 ≤ ||u∗ − u(·, wo)||L1 + ||u(·, wo)− u(·, wh)||L∞ .

Die AnnahmeA2 liefert die Abscḧatzung

||u∗ − u(·, wo)||L1 ≤ ε(h).

Aus Lemma5, (4.37) gilt der Diskretisierungsfehler

||u(·, wo)− u(·, wh)||L∞ = O(h).

Es folgt die Abscḧatzung

||u∗ − u(·, wh)||L1 ≤ O(h) + ε(h). (4.59)

Mit Hilfe von xo und der Dreiecksungleichung ist die folgende Zerlegung möglich

||x∗ − xh||L∞ ≤ ||x∗ − xo||L∞ + ||xo − xh||L∞ .

Wegen Lemma5, (4.38) und Lemma6, (4.56) sowie die Ungleichung (4.59) gilt die

Abscḧatzung

||x∗ − xh||L∞ ≤ O(h) + ε(h). (4.60)

Aus Lemma5, (4.39); Lemma6, (4.57) sowie die Ungleichungen (4.59) und (4.60) gilt die

Abscḧatzung

||λ∗ − λh||L∞ ≤ O(h) + ε(h). (4.61)

Damit ist der Theorem3 vollständig bewiesen✍

Bemerkung 7 Für Riemann-integrierbare Funktionenu∗ gilt der folgende Spezialfall (vgl.

Theorem 6 in [32]):

µ = 0, ε(h) = O(h1)L1 = τ1(u
∗, h), (4.62)

wobeiµ die Ordnung inIPµ,Ih,η in der AnnahmeA4 ist, der IndexL1 im AusdruckO(h1)L1

die Norm bezeichnet, mit welcher der Parametrisierungsfehler gerechnet wird.

Das Resultat von Theorem 6 in [32] gilt nur f ür Steuerungsfunktionen, die durch stückweise

konstante Funktionen approximierbar sind. Andersfalls wäre beispielsweise die Wahl des

Referenzpunktes ungeeignet.

Die Diskretisierung mit anderen Verfahren liefern auch erfolgreiche Ergebnisse. In [119]

wird nur die Konvergenz des Kollokationsverfahrens gezeigt. Diese Diskretisierungsmetho-

de erweist sich als sehr effektiv für die Lösung einiger grossen Problemen aus der Anwen-

dung [105, 119, 10, 54].
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Schließlich nennen wir die Arbeiten vonFelgenhauer[39, 38]. In [39] wird mit Hilfe von

Projektoren Konvergenz mit Ratek unter der Glattheitsvoraussetzungenx ∈ Ck+1, u ∈ Ck

erzielt. Durch die Freiheit bei der Auswahl von Projektionsräumen, k̈onnen in Abḧangig-

keit der Glattheit, Approximationsverfahren höherer Ordnung (Basisfunktionen höherer Ord-

nung) eingesetzt werden. In [38] wird das Ritzsche Verfahren erster Ordnung hergeleitet und

analysiert. Als Einsatzräume bei der Diskretisierung betrachtet die Autorin stückweise kon-

stante Funktionen für die Steuerung, stückweise lineare Funktionen für den Zustand und ein

gemeinsames Gitter für die Steuerungs- und Zustandsvariable. Die Anwendung der stabilen

Optimaliẗatbedingungen [75] ermöglichen hier eine Konvergenzrate Eins zu erreichen.

4.4 Anwendung des Konvergenzsatzes

4.4.1 Runge-Kutta-Verfahren

Das Ziel dieses Abschnittes besteht in derÜberpr̈ufung der VoraussetzungenA1 - A9 im

Falle der Approximation des dynamischen Systems durch das Runge-Kutta-Verfahren. Wir

betrachten erneut die Verfahrensfunktion, beschrieben durch ein explizites Runge-Kutta-

Verfahren (vgl. Gleichungen (3.45), (3.46)):

ϕl(xl−1, w, v) :=
q∑

i=1

biKli,

Kli = f(xl−1 + hl

i−1∑
j=1

αijKlj, u(tl−1 + cihl, w), v), i = 1, · · · , q.

Die VoraussetzungenA1 - A3 und A5 beziehen sich auf die ursprüngliche Aufgabe sowie

auf die parametrisierte Aufgabe und sind dadurch von jeder Diskretisierung unabhängig.

Für die angesetzte Methode der Parametrisierung der Steuerung (siehe Abschnitt3.3.1) so-

wie die anderen vorgeschlagenen Methoden der Parametrisierung im Abschnitt3.3.2sind

die Voraussetzung von AnnahmeA4 vollständig erf̈ullt.

Die AnnahmeA6 ist an die positiven Konstantenc1, c2 (siehe Ungleichungen (3.30)) gebun-

den. Diese Konstanten sollen so gewählt werden, daß keine numerische Singularität auftritt.

Die VoraussetzungA7 ist eine Folgerung vonA3. Es bleiben die AnnahmenA8 undA9 zu

verifizieren. Die Verifizierung vonA8 ist das Thema des Abschnittes4.4.2.
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Überpr üfung von Annahme A9

Wir betrachtenκ = 0. Es seiLf bzw. L∇x, L∇u und L∇v die entsprechende Lipschitz-

Konstante vonf bzw.∇xf , ∇uf und∇vf . Gem̈aß der Definition der Verfahrensfunktion

beim Runge-Kutta-Verfahren ergibt sich die Ungleichungskette:

||ϕo
l+1 −

1

hl+1

(xo
l+1 − xo

l )||

≤ 1

hl+1

tl+1∫
tl

|
q∑

i=1

biKl+1,i − f(xo(t), u(t, wo), vo)|dt

≤ 1

hl+1

tl+1∫
tl

|
q∑

i=1

bif(xo
l + hl+1

i−1∑
j=1

αijKl+1,j, u(tl + cihl+1, w
o), vo)− f(xo(t), u(t, wo), vo)|dt

≤ Lf
max1≤i≤q bi

hl+1

tl+1∫
tl

(|xo
l + hl+1

i−1∑
j=1

αijKl+1,j − xo(t)|+ |u(t, wo)− u(t, wo)|)dt

≤ Lf max
1≤i≤q

bi
[
hq

l+1 + hl+1

]
≤ c hl+1.

mit einer passenden positiven Konstantec. Damit ist die VoraussetzungA9(a) nachgewiesen.

Aus der Voraussetzung von AnnahmeA3 und der Eigenschaften der Parameter des Runge-

Kutta-Verfahrens und die Betrachtungκ = 0 folgt die Abscḧatzungskette:

||
tl+1∫
tl

(∇xϕ
o
l |(xo,wo,vo) −∇xf(xo(t), u(t, wo), vo))dt||

= ||
tl+1∫
tl

(
q∑

i=1

bi∇xf(xo
l−1 + hl

q∑
j=1

αijKl,j, u(tl−1 + cihl, w
o), v)|(xo,wo,vo)

−∇xf(xo(t), u(t, wo), vo))dt||

≤ L∇x

max1≤i≤q bi
hl+1

tl+1∫
tl

(||xo
l−1 + hl

q∑
j=1

αijKl,j − xo(t)||+ ||u(t, wo)− u(t, wo)||)dt

≤ c hl+1,

mit einer passenden Konstantec. Die erste Gleichung vonA9(b) verschwindet wegen dem

expliziten Verfahren. Es folgt somit die VoraussetzungA9(b).

Wegen AnnahmeA3(b) undA4, (3.19) gilt folgende Ungleichungskette

||
tl+1∫
tl

(∇wϕ
o
l |(xo,wo,vo) −∇uf(xo(t), u(t, wo), vo)∇wu(t, w

o))dt||
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≤ = ||
tl+1∫
tl

(
q∑

i=1

bi∇uf(xo
l−1 + hl

i−1∑
j=1

αijKl,j, u(tl−1 + cihl, w), v)∇wu(tl−1 + cihl, w
o)

−∇uf(xo(t), u(t, wo), vo)∇wu(t, w
o))dt||

≤ L∇u · max
t∈[tl,tl+1]

||∇wu(t, w)|| · max
1≤i≤q

bi ·
tl+1∫
tl

([||xo
l−1 + hl

i−1∑
j=1

αijKl,j − xo(t)||

+||u(tl−1 + cihl, w
o)− u(t, wo)||])dt

≤ c hl+1,

mit einer passenden Konstantec. Es folgt somit die VoraussetzungA9(c). Analog werden

die VoraussetzungenA9 (d) nachgewiesen.

Die VoraussetzungA9(e) ist in Lemma 3 für ein allgemeines explizites Runge-Kutta-

Verfahren ausf̈uhrlich bewiesen. Damit ist die AnnahmeA9 vollständigüberpr̈uft.

4.4.2 Stabile diskrete Koerzitivitätsbedingung

Wir wollen in diesem Abschnitt Voraussetzungen finden, so daß sich die diskreten Opti-

malitätsbedingungen zweiter Ordnung von AnnahmeA8 im Falle des impliziten Runge-

Kutta-Verfahrens aus der stetigen Voraussetzungen für die Optimaliẗatsbedingungen zweiter

Ordnung von AnnahmeA5 schlußfolgern lassen.

Wir betrachten erneut die Verfahrensfunktion beim Runge-Kutta-Verfahren (vgl. (3.45),

(3.46)):

ϕl(xl, xl−1, w, v) :=
q∑

i=1

biKli,

Kli = f(xl−1 + hl

q∑
j=1

αijKlj, u(tl−1 + cihl, w), v), i = 1, · · · , q.

Die Gleichung f̈ur die Bestimmung der KomponentenKli, i = 1, · · · , q, = 1, · · · , N stellt

eine implizite Funktion dar. F̈ur die Lösung dieses Systems wird der implizite Faunktionssatz

eingesetzt undh hinreichend klein angennomen.

Lemma 7 Es seienh die maximale Schrittweite auf dem Steuerungsgitter,e : [0, 1] → IR+

eine Funktion mitlim
t→0

e(t) = 0,w = w1−w2, mitw1, w2 ∈ W , undv = v1−v2, mitv1, v2 ∈
V . Es gelten die Voraussetzungen der AnnahmenA3-A6. Die Funktion∇2

((u,v),(u,v))f(x, ·, ·)
sei Lipschitz-stetig für alle x ∈ IRn und die Ableitung∇2

w,wu(t, ·) sei fastüberall beschr̈ankt

in [0, 1]. Dann gilt die Abscḧatzung

||(w, v)
1∫

0

(H[t]−Hd)dt(w, v)>|| ≤ e(h) (||(w, v)||2) (4.63)
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Beweis:

Es seien diĕw[t] bzw. w̆l definiert als in (3.22) auf Seite23, f ausIRn, und wir bezeichnet

mit fm, w̆[t]m bzw. w̆m
l diem-Komponente vonf , w̆[t] bzw. w̆l. Wir betrachten zuerst die

quadratische Terme bezüglich der Variablenw in (3.26) und (4.15)

||w̄>
1∫

0

(w̆[t]−
N∑

l=1

hlw̆l)dtw̄|| = ||
N∑

l=1

w̄>
tl∫

tl−1

δw̆l)dtw̄||, (4.64)

mit

δw̆l = (δ1w̆l, · · · , δnw̆l) δmw̆l = w̆[t]m − w̆m
l , m ∈ {1, · · · , n}

w̆[t]m = [〈∇wu(·, w), λ>∇2
uufm(x, u(·, w), v)∇wu(·, w)〉

+〈λ>∇ufm(x, u(·, w), v),∇2
w,wu(·, w)〉](t)|(wo,vo,xo,λo)

w̆m
l = 〈∇wu(tl−1 + cihl, w

o), λ>l

q∑
i=1

bi∇2
uufm(xo

l−1 +

hl

q∑
j=1

αijKlj, u(tl−1 + cihl, w
o), vo)∇wu(tl−1 + cihl, w

o)〉

+〈λ>l
q∑

i=1

bi[∇ufm(xo
l−1 + hl

q∑
j=1

αijKlj, u(tl−1 + cihl, w
o),

vo),∇2
w,wu(tl−1 + cihl, w

o)〉].

Aus (4.64) folgt die Ungleichung

||
N∑

l=1

w̄>
tl∫

tl−1

δw̆l)dtw̄|| ≤
n∑

m=1

N∑
l=1

||w̄>
tl∫

tl−1

δmw̆l)dtw̄||, (4.65)

Der (m, l)-te Term der Summe (4.65) ergibt:

||w̄>
tl∫

tl−1

δmw̆ldt · w̄||

≤ ||w||2 ·
tl∫

tl−1

||〈∇wu(·, wo), (λo)>∇2
uufm(xo, u(·, wo), vo)∇wu(·, wo)〉(t)−

〈∇wu(tl−1 + cihl, w
o), (λo

l )
>

q∑
i=1

bi∇2
uufm(xo

l−1 + hl

q∑
j=1

αijKlj, u(tl−1 + cihl,

wo), vo)∇wu(tl−1 + cihl, w
o)〉||dt

+||w||2 ·
tl∫

tl−1

||〈(λo)>∇ufm(xo, u(·, wo), vo),∇2
w,wu(·, wo)〉(t)−

〈(λo
l )
>

q∑
i=1

bi∇ufm(xo
l−1 + hl

q∑
j=1

αijKlj, u(tl−1 + cihl, w
o),

vo),∇2
w,wu(tl−1 + cihl, w

o)〉||dt.
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Es seienL∇2 die Lipschitz-Konstante von∇2
((u,v),(u,v))f(x, ·, ·),L∇u die Lipschitz-Konstante

von∇uf(x, ·, v), Lλ die Lipschitz-Konstante vonλo. Es seiencu undcu2 gegeben durch

cu := sup
t∈[0,1]

||∇w,wu(t, w
o)||, cu2 := sup

t∈[0,1]

||∇2
w,wu(t, w

o)||.

Wegenf sei zweimal stetig differenzierbar,λo ∈ W1,∞ und
∑q

i=1 bi = 1 folgen die Unglei-

chungen:

||w̄>
tl∫

tl−1

δmw̆ldt · w̄||

≤ ||w||2 ·
tl∫

tl−1

(c2u{Lλ||λo>(t)− (λo
l )
>||

+ max
i∈{1,···,q}

bi[L∇2(||xo(t)− xo
l−1 − hl

q∑
j=1

αijKlj||+ ||u(t, wo)− u(tl−1 + cihl, w
o)||)]}

+cu2{·Lλ||λo>(t)− (λo
l )
>||

+ max
i∈{1,···,q}

bi[L∇u(||xo(t)− xo
l−1 − hl

q∑
j=1

αijKlj||+ ||u(t, wo)− u(tl−1 + cihl, w
o)||)]})dt

≤ c h2
l .

mit c eine passende Konstante. Diese Abschätzung gilt f̈ur alle(m, l) Komponente mitm ∈
{1, · · · , n}, l ∈ {1, · · · , N}.
Aus der Ungleichung (3.30) von AnnahmeA6 ergibt sich die Abscḧatzung:

||w̄>
tl∫

tl−1

δw̆ldt · w̄|| ≤ e(h) · ||w||2. (4.66)

Analog zu (4.66) werden folgende Ungleichungen bewiesen

||v̄>
tl∫

tl−1

δv̆ldt · v̄|| ≤ e(h) · ||v||2. (4.67)

||w̄>
tl∫

tl−1

δr̆ldt · v̄|| ≤ e(h) · ||w||||v||. (4.68)

||v̄>
tl∫

tl−1

δs̆ldt · w̄|| ≤ e(h) · ||v||||w||. (4.69)

Schließlich ergeben die Dreiecksungleichung und die Ungleichungen (4.66), (4.67), (4.68),

(4.69) die Abscḧatzung (4.63). Damit ist die Ungleichung (4.63) gezeigt.
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Kapitel 5

Optimierungsverfahren

Nach der Diskretisierung der ursprünglichen Aufgabe entsteht eine endlich-dimensionale

Aufgabe, die mit angepaßten nichtlinearen Optimierungsverfahren (nonlinear programming

methods, vgl. [44, 6, 97, 98, 100, 101, 103]) gelöst werden kann.

In der vorliegenden Arbeit wird ein sequentielles quadratisches Programmierungsverfahren1

(
”
sequential quadratic programming“) angewendet. Das SQP-Verfahren hat sich durch sei-

ne Zuverl̈assigkeit und seine Effektivität als eine der besten Methoden für die Lösung von

Optimierungsproblemen mit stetigen und nichtlinearen Zielfunktionen und Beschränkungen

erwiesen (vgl. [102, 6, 93, 108, 112, 7, 8] 2). Im Vergleich mit anderen Optimierungsverfah-

ren ben̈otigt das SQP-Verfahren bemerkenswert wenig Auswertung der Problemfunktionen

und Gradienten, und konvergiert zu einer Lösung unter sehr milden Bedingungen bezüglich

des Problems (vgl. [93, 99, 98]). Weitere Arbeiten zum Thema SQP-Verfahren sind zum

Beispiel [9, 113].

Wir beschreiben an dieser Stelle kurz das SQP-Verfahren und orientieren uns dabei an

der Darstellung vonGill, Murray und Saunders[44]. Andere Beschreibungen des SQP-

Verfahrens sind zum Beispiel in [42, 100, 46, 95] zu finden.

Es seienF : IRn → IR eine lineare oder nichtlineare Funktion,C : IRn → IRm eine

Vektorfunktion mit den KomponentenCi(x), i = 1, · · · ,m. Die FunktionenF (x) undCi(x)

1 Der Ausdruck: sequentiell quadratisch Programmierungsverfahren wird nachfolgen mit dem Begrift SQP-

Verfahren abgek̈urzt

2 In diesen Literatur werden numerische Resultate für die meisten Probleme in der CUTE-Testansammlung

und für eine Anzahl von anderen Anwendungen, einschließlich der Flugbahnoptimierung in dem Luftfahrt

gegeben
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besitzen stetige zweite Ableitungen. Wir bezeichnen mitg(x) bzw.J (x) den Gradienten von

F bzw. die Jacobi-Matrix der FunktionC. Wir betrachten das Optimierungsproblem:

minF (x) x ∈ IRn bzgl. C(x) ≥ 0, (5.1)

und nehmen folgendes voraus:

Es existiere ein Punkt (der Karush-Kuhn-Tucker-Punkt)(x∗, λ∗), so daß die Optimalitätsbe-

dingungen erster Ordnung erfüllt sind:

C(x∗) ≥ 0, λ∗ ≥ 0, C(x∗)>λ∗ = 0, J (x∗)>λ∗ = g(x∗). (5.2)

5.1 Grundlegende Idee des SQP-Verfahrens

Die grundlegende Idee des SQP-Verfahrens ist die Formulierung und die Lösung eines qua-

dratischen Teilproblems (QP-Teilproblem) zur Bestimmung der Suchrichtung in jeder Itera-

tion. Das QP-Teilproblem minimiert ein Modell aus einer modifizierten Lagrange-Funktion

(vgl. [60, 87]) bez̈uglich der linearisierten Beschränkungen. Dabei wird eine gewisse Bewer-

tungsfunktion (G̈utefunktion) entlang jeder Suchrichtung verringert, um die Konvergenz von

irgendeinem Ausgangspunkt sicherzustellen. Die Grundstruktur des SQP-Verfahrens basiert

auf einer Major-Iteration und einer Minor-Iteration. Die Major-Iteration erzeugt eine Fol-

ge von Iterierten(xk, λk), die gegen(x∗, λ∗) konvergieren soll. Die Minor-Iteration löst mit

Hilfe einer iterativen Prozedur das QP-Teilproblem.

5.2 QP-Teilproblem

Es sei (xk, λk) die aktuelle Iterierte mit dem Indexk. Wir betrachten die modifizierte

Lagrange-Funktion:

L(x, xk, λk) = F (x)− (λk)>dL(x, xk), mit
dL(x, xk) = C(x)− CL(x, xk),

CL(x, xk) = C(xk) + J (xk)(x− xk).

Die erste und zweite Ableitung der modifizierten Lagrange-Funktion bezüglichx ergibt:

∇xL(x, xk, λk) = g(x)− (J (x)− J (xk))>λk, (5.3)

βk(x) = ∇2
xxL(x, xk, λk) = ∇2

xxF (x)−
m∑

i=1

(λk)i∇2
xxCi(x). (5.4)

Wir stellen fest: die Hesse-Matrixβk(x) der modifizierten Lagrange-Funktion unterschei-

det sich nicht von der Hesse-Matrix derüblichen Lagrange-Funktion. Außerdem haben die
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modifizierte Lagrange-Funktion und die Zielfunktion die gleichen Funktionswerte und die

gleiche erste Ableitung im Punktx = xk,

L(xk, xk, λk) = F (xk), ∇xL(xk, xk, λk) = g(xk).

Es seiQ die quadratische Approximation vonL im Punktxk, gegeben durch:

Q(x, xk, λk) = F (xk) + g(xk)(x− xk) +
1

2
(x− xk)>βk(x)(x− xk).

Wir betrachten ein QP-Teilproblem, beschrieben durch folgendes Problem:

minQ(x, xk, λk), x ∈ IRn, bzgl. CL(x, xk) ≥ 0. (5.5)

Falls (xk, λk) = (x∗, λ∗) gilt, dann haben die Aufgabe (5.5) und das Optimierungsproblem

(5.1) identische Optimaliẗatsbedingungen erster Ordnung. Aus der obigen Darstellung emp-

fiehlt sich folgendëUberlegung:

Wennβ̄k(xk) ein Näherungswert zuβk(xk) = ∇2
xxL(xk, xk, λk) am Punkt(xk, λk) ist, dann

kann eine verbesserte Schätzung der L̈osung durch den Punkt(x̂k, λ̂k) gefunden werden.

Dabei ist(x̂k, λ̂k) eine L̈osung des folgenden quadratischen Teilproblems

min
x∈IRn

F (xk) + g(xk)(x− xk) +
1

2
(x− xk)>β̄k(xk)(x− xk) bzgl. CL(x, xk) ≥ 0. (5.6)

Die Optimaliẗatsbedingungen des Teilproblems (5.6) ergeben:

g(xk) + β̄k(xk)(x̂k − xk) = J (x̂k)>λ̂k,

C(xk) + J (xk)(x̂k − xk) = ŝk, (λ̂k)> · ŝk = 0,

λ̂k ≥ 0, ŝk ≥ 0,

(5.7)

wobei ŝk ein Vektor der Schlupfvariablen (
”
slack variable“) f̈ur die linearisierten Be-

schr̈ankungen ist. Das Tripel(x̂k, λ̂k, ŝk) kann als Scḧatzung der L̈osung(x∗, λ∗, s∗) an-

gesehen werden, wo die nichtnegative Variables∗ der GleichungC(x∗) − s∗ = 0 gen̈ugt

(d.h.,s∗ ist der Vektor, der die UngleichungC(x∗) ≥ 0 in (5.2) in die GleichungC(x∗) = s∗

überf̈uhrt).

5.3 Bewertungsfunktion

Gleich nach der Bestimmung von(x̂k, λ̂k, ŝk) wird die neue Iterierte mittels der Liniensuch-

Methode mit einer gewissen Bewertungsfunktion bestimmt. Falls(xk, λk, sk) die aktuel-
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le Iterierte von(x∗, λ∗, s∗) ist, dann bestimmt die Liniensuch-Methode eine Schrittweite

αk, (0 < αk ≤ 1), so daß die neue Iterierte, durch:
xk+1

λk+1

sk+1

 :=


xk

λk

sk

+ αk


x̂k − xk

λ̂k − λk

ŝk − sk


gegeben wird und den Abstieg der betrachteten Bewertungsfunktion entlang jeder Suchrich-

tung geẅahrleistet. Es seiψk eine geeignete Straffunktion,(xk, λk, sk) die aktuelle Iterierte

von (x∗, λ∗, s∗) gegeben. Wir betrachten die Bewertungsfunktion:

Γ(αk) := ψk

[
xk + αk(x̂

k − xk), λk + αk(λ̂
k − λk), sk + αk(ŝ

k − sk)
]
.

Fallsαk (0 < αk ≤ 1) den Abstieg der eindimensionalen FunktionΓ(·) verursacht, dann

ist (xk+1, λk+1, sk+1) die neue Iterierte. In derNPSOL- bzw.SNOPT-Routine (siehe [43, 45])

oder NLPQL-Routine (siehe [101]) wird die Liniensuch-Methode für die Berechnung der

Schrittweite verwendet. F̈ur die Wahl der Straffunktionψk verweisen wir auf [41, 56, 86]

für nicht differenzierbarel1-Funktionen und auf [44, 99, 98] f ür differenzierbare erweiterte

Lagrange-Funktionen. Wir verweisen auch auf [82] f ür einige Bedingungen zur Konvergenz

der Liniensuch-Methode.

5.4 Approximation der Hesse-Matrix

Die Matrix βk(x) in (5.4) wird in jedem Iterationsschritt neu berechnet. Dies erfordert die

Berechnung der zweiten Ableitungen, die sehr rechen- und zeitaufwendig sind. Zur Vermei-

dung der Berechnung der zweiten Ableitungen und zum Erreichen einer dennochüberlinea-

ren Konvergenz des Verfahrens wird die Schätzungβ̄k der Hesse-Matrixβk vonLmeist nach

der Aufdatierungsformel vonBroyden, Fletcher, Goldfarb und Shanno(BFGS-Formel) er-

neuert (vgl. [93]). Die BFGS-quasi-Newton-Formel erzeugt eine Approximation der Hesse-

Matrix vonL für die n̈achste Iteration̄βk+1. Dabei ḧangt die Berechnung von̄βk+1 nur von

β̄k, von derÄnderungqk des Gradienten der Lagrange-Funktion bezüglich x und von der

Änderungpk in x zwischen zwei Integrationsschritten ab, das heißt:

qk := ∇xL(xk+1, γk)−∇xL(xk, γk), (5.8)

pk := xk+1 − xk, (5.9)

β̄k+1 := β̄k +
1

q>k pk

qkq
>
k −

1

(β̄kpk)>pk

β̄kpk(β̄kpk)
>. (5.10)
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Falls β̄k positiv definit undqkpk positiv ist, dann ist nach der Definition vonqk, pk und β̄k

auchβ̄k+1 positiv definit (vgl. [29]). Zur Eigenschaft positiv definit der Matrix̄βk schlagen

Gill, Murray undSaunderszwei Modifikationsm̈oglichkeiten vonpk undqk in [44] vor.

5.5 Abbruchkriterien

Das SQP-Verfahren endet mit Erfolg, falls die Folge der Iterierten{(xk, λk)} konvergiert

und der Grenzwert(x∗, λ∗) die Optimaliẗatsbedingungen (5.2) innerhalb einer bestimmten

Toleranz erf̈ullt. Das heißt in der Praxis, für δx = δP (1 + ||xk||) und δλ = δD(1 + ||λk||)
gelten die Abscḧatzungen:

Ci(x
k) ≥ −δx, λk

i ≥ −δλ,
Ci(x

k)λk
i ≤ δλ,

|di| ≤ δP ,

(5.11)

mit d = (d1, · · · , dn) = g(xk)− J (xk)>λk, wobeiδP undδD zwei gegebene kleine positive

Konstanten sind (Genauigkeiten des Optimierungsverfahrens). Diese Abschätzungen k̈onnen

nicht erf̈ullt werden, falls das Original-Problem keinen zulässigen Punkt besitzt. In diesem

Fall geht das SQP-Verfahren in einen elastischen Modusüber und f̈uhrt den gleichen Test für

das Problem

minF (x) + ρe>v, x ∈ IRn, bzgl. C(x) + v ≥ 0, v ≥ 0, (5.12)

mit e = (1, · · · , 1)> aus. Im elastischen Modus kommen folgende Bedingungen:

0 ≤ λi ≤ ρ, (Ci(x) + vi)λi = 0, vi(ρ− λi) = 0 (5.13)

zu den Optimaliẗatsbedingungen hinzu. Dabei ist die Bedingung‖λ‖ ≤ ρ für eine m̈ogli-

che L̈osung entscheidend für denÜbergang zum elastischen Modus, falls in der aktuellen

Iteration die Norm‖λk‖ den Strafparameterρ überschreitet.

Hinsichtlich der numerischen Lösung des Problems (5.6) bemerken wir, daß es für gewisse

xk und β̂k keine zul̈assige L̈osung geben muß, obwohl das Problem (5.1) lösbar ist. Grund

dafür ist die inkonsistente linearisierte Beschränkung. Zur Aufhebung des Mangels wird

eine zus̈atzliche Variable eingeführt. Dadurch ensteht ein (n+1)-dimensionales quadratisches

Teilproblem mit konsistenten Beschränkungen (vgl. [86, 99]).
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Kapitel 6

Implementierung des Algorithmus

6.1 Beschreibung des Algorithmus

Wie in der Einleitung erẅahnt, haben wir im diesem praktischen Teil dieser Arbeit einen

Algorithmus f̈ur die numerische L̈osung der diskreten Aufgabe implementiert. Der Algorith-

mus wirdRINDOPT genannt mit folgender Bedeutung:

R Runge-Kutta-Verfahren,

IND interne numerische Differentiation,

OPT Optimierung.

Speziell f̈ur diese Arbeit wird das Runge-Kutta-Merson-Verfahren mit den Koeffizienten in

der Tabelle6.1eingesetzt und welches in der NAG-RoutineD02PAF [68] implementiert sind.

Tabelle 6.1:Koeffizienten des Runge-Kutta-Merson-Verfahrens

C0 αi,j B0

0 0 0 0 0 0 1/6

1/3 1/3 0 0 0 0 0

1/3 1/6 1/6 0 0 0 0

1/2 1/8 0 3/8 0 0 2/3

1 1/2 0 -3/2 2 0 1/6

Die interne numerische Differentiation wurde ausführlich im Abschnitt3.7 dargestellt. F̈ur

die Optimierung wird die SQP-RoutineSNOPT verwendet. Vor dem Start der RoutineSNOPT

muß der Anwender die Routinenobjfun und confun bereitstellen. Der Grundaufbau für
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Abbildung 6.1: RINDOPT-Algorithmus

denRINDOPT-Algorithmus wird in der Abbildung6.1 dargestellt. Es seiwo die Startl̈osung

undwm diem-te Iterierte. Mit Hilfe der Routineobjfun werden die Zielfunktiong0 und ihre

ersten partiellen Ableitungen

∇wk
g0(xN), k = 1, · · · , 2M,

an der aktuellen Iteriertewm berechnet.

6.1.1 Gradientenberechnung bei explizitem Runge-Kutta-Verfahren

Die Berechnung der ersten Ableitung der Zielfunktion läuft über die Methode der inter-

nen numerischen Differentiation. Diese Methode erfordert die diskreten Zustandspunkte

xl, l = 1, · · · , N (vgl. Gleichung (3.33)), die diskreten Vektorenλl, l = 1, · · · , N (vgl.

Gleichungen (3.47)-(3.48)), die Funktionswerte vonϕl (vgl. (3.45)) in jedem Zustandsgitter-

punkt und die Ableitung vonKli, l = 1, · · · , N, i = 1, · · · , q (vgl. (3.46)). Die Berechnung

der Ableitung vong0 nach der Komponentewk mittels internen numerischen Differentiation

ergibt für explizite Runge-Kutta-Verfahren folgende vereinfachte Formeln, die rekursiv zu

berechnen sind.

Wir setzen f̈ur k ≤ 2M , wk = u∗j mit ∗ ∈ {+,−} und betrachten die Funktion

F (w) = g0(xN), w ∈ W.

Fürwk = u∗j , k ≤ 2M , ∗ ∈ {+,−}, j = 1, · · · ,M ,

∇u∗j
F =

l(j+1)∑
l=l(j)+1

λ>l hl∇u∗j
ϕl +∇u∗j

g0(xN), (6.1)
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ϕl =
q∑

i=1

biKli, mit Kli = f(xl−1 + hl

i−1∑
j=1

αijKlj, u(tl−1 + cihl, w), v), (6.2)

Yli = ∇xl−1
Kli = ∇xf |li

I + hl

i−1∑
j=1

αijYlj

 , i = 1, · · · , q. (6.3)

wobei für l = 1, · · · , N, i = 1, · · · , q,

∇xf |li = ∇xf(xl−1 + hl

i−1∑
j=1

αijKlj, u(tl−1 + cihl, w), v),

∇uf |li = ∇uf(xl−1 + hl

i−1∑
j=1

αijKlj, u(tl−1 + cihl, w), v).

Berechnung vonλl,

λN = [∇xg0(xN)]>, (6.4)

λl−1 = λl + hl

q∑
i=1

bi
(
Y >

li λl

)
, l = N, · · · , 1, (6.5)

Berechnung der Ableitung vonϕl, l = 1, · · · , N nachwk, k = 1, · · · , 2M

∇wk
ϕl =

q∑
i=1

bi∇wk
Kli.

Fall wk = u∗j , k ≤ 2M , ∗ ∈ {+,−}, j = 1, · · · ,M , t = tl−1 + cihl

∇wk
Kli = ∇xf |li ·

hl

i−1∑
j=1

αij∇wk
Klj

+∇uf |li · (∇wk
u(t, w), v).

Der Aufbau der Routineobjfun ist in der Abbildung6.2zu finden. Dabei spielen die Rou-

tinenpxfeld, plfeld, pphi die wesentliche Rolle.

pxfeld ist die Routine, mit deren Hilfe die diskreten Zustandspunkte berechnet werden,

plfeld berechnet die gesamten diskreten Vektorenλl, l = 1, · · · , N , und

pphi berechnet die diskreten Funktionenϕl, l = 1, · · · , N .

Der Ablaufplan der Routinepxfeld wird im folgenden Algorithmus f̈ur die implizite Be-

rechnung des diskreten Zustandes unter Berücksichtigung von zwei Zerlegungen ausführlich

beschrieben.
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objfun

plfeld

pxfeld

pphi

Abbildung 6.2: OBJFUN-Routine

6.1.2 Implizite Berechnung des Zustandes

Nach jeder Verbesserung der Optimierungsvariablen durch den Optimierungsalgorithmus

hat der Parameterw einen neuen Wert, und somit folgt ein neuer Verlauf der Steuerung

u(·, w). Diese neue Schätzung der Steuerung wird dann in das diskrete dynamische System

eingesetzt, und danach folgt die numerische Neubestimmung des Zustandes.

Es seien

M-1 die Anzahl der internen Steuerungsgitterpunkte,

t0(j) die Steuerungsgitterpunkte mitj = 1, · · · ,M+1, t0(1) = τ0 = 0, t0(j) = τj−1,

j = 2, · · · , τM undt0(M + 1) = τM = 1,

U0 ein Vektor mit der EigenschaftU0(2j − 1) = u+
j bzw. U0(2j) = u−j , j =

1, · · · ,M (siehe die Definition in (3.6)),

N+1 die Anzahl der Zustandsgitterpunkte,

tk die Zustandsgitterpunkte mitk = 1, · · · , N + 1,

{l(j)}M+1
j=1 eine ganzzahlige Folge mit der Eigenschafttl(j) = τj, j = 1, · · · ,M +1, tl(1) =

τ0 und tl(M+1) = τM (die Elemente der Folgel(j) ermöglichen zu erkennen,

welche Zustandsgitterpunkte Steuerungsgitterpunkte sind).

Es seij der Index f̈ur das Intervall[t0(j), t0(j + 1)]. Wir setzen f̈ur den Indexj:

tb = t0(j),

te = t0(j + 1),

ub = U0(2j − 1),

ue = U0(2j).

Mit diesen Ans̈atzen ist die Funktionu(t, w) im Intervall [tb, te] eindeutig bestimmt. Der

Anfangswert f̈ur das Integrationsverfahren im Intervall[tb, te] ist xStart = xl(j).
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Mit Hilfe eines expliziten Runge-Kutta-Verfahrens errechnen wir die Zustandswerte

xl(j)+1, · · · , xl(j+1) (6.6)

in den Zustandsgitterpunkten

tl(j)+1, · · · , tl(j+1) = t0(j + 1). (6.7)

Das Verfahren wird f̈ur j = 1, · · · ,M wiederholt durchgef̈uhrt.

Bei der Bestimmung diskreter Zustände (6.6) auf dem Teilintervall[t0(j), t0(j + 1)], j =

1, · · · ,M spielt die RoutineD02PAF [68] f ür die numerische L̈osung des dynamischen Sy-

stems die wesentliche Rolle. Dabei wird das Zustandsgitter (6.7) beim Iterationsverfahren

automatisch erzeugt. Eine Vielzahl technischer Optionen für die Minderung des Fehlers und

die Beschleunigung der Berechnungen wird in der RoutineD02PAF zur Verfügung gestellt.

Siehe beispielsweise Optionen für die Art der zu verwendenden Fehlertypsteuerung (ge-

mischter Fehlertest, absoluter Fehlertest und relativer Fehlertest), für die kleinste bzw. gr̈oßte

mögliche Schrittweite, f̈ur die Spezifikation der Ausgangsschrittweite, für die Ver̈anderung

bestimmter Konstanten, die in der Wahl der folgenden Schrittweite verwendet werden und

schließlich die Abbruchkriterien für die Unterbrechung endloser Berechnungen.

6.1.3 Interne Routinen

Die Routinenobjfun undconfun werden von folgenden Unterroutinen unterstützt:

fcn3.f Berechnung der rechten Seite des dynamischen Systems,

dpdgl.f Berechnung der Ableitung der rechten Seite des dynamischen Systems nach

dem Parameterv,

inputfile Übergabe der problemabhängigen Parameter,

pdklqt0lf.f Berechnung von∇τj+1
F für t ∈ (tl(k), tl(k+1)],

(d.h.t = tl, mit l ∈ {l(k), l(k + 1)}),

pdklqt0rf.f Berechnung von∇τj+1
F für t ∈ (tl(k+1), tl(k+2)],

(d.h.t = tl, mit l ∈ {l(k + 1), l(k + 2)}),

pdklqu0.f Berechnung von∇u∗j
F für ∗ ∈ {+,−}, j = 1, · · · ,M ,

pklq.f Berechnung vonKl,i, i = 1, · · · , q für einl ∈ {1, · · · , N},

lambda.f Berechnung vonλl für einl ∈ {1, · · · , N},

pmaty.f Berechnung vonY 1
l,i undY 2

l+1,i, i = 1, · · · , q für einl ∈ {0, · · · , N − 1},
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psklq.f Berechnung von
i−1∑
j=1

αijKlj, i = 1, · · · , q für einl ∈ {1, · · · , N},

psmatu.f Berechnung von
i−1∑
j=1

αij∇u∗j
Klj, i = 1, · · · , q für einl ∈ {1, · · · , N},

psmaty.f Berechnung von
i−1∑
j=1

αijYlj, i = 1, · · · , q für einl ∈ {1, · · · , N}.

Analog zu der Routineobjfun wird die Routineconfun aufgebaut. Die oben aufgeliste-

ten Routinen werden von anderen Hilfsroutinen aus der NAG-Library[68] untersẗutzt. Im

nächsten Abschnitt beschreiben wir kurz dieSNOPT-Routine und orientieren uns dabei an

[45, 44].

6.2 Beschreibung derSNOPT-Routine

Die RoutineSNOPT ist eine Implementierung eines SQP-Verfahrens für die Lösung von Op-

timierungsproblemen mit wenigen Freiheitsgraden1. Die Besonderheit vonSNOPT ist seine

Fähigkeit Probleme mit aufẅandigen Funktionen- und Gradientenberechnungen lösen zu

können (siehe Testbeispiele in [44]) und die Ausnutzung der Struktur von Problemen bei

dessen L̈osung (vgl. Abschnitt6.2.2Seite76). Die RoutineSNOPT ist eine Zusammenset-

zung von mehreren Routinen, welche inFORTRAN 77 geschrieben sind. F̈ur große Probleme

mit wenigen Freiheitsgraden existieren nebenSNOPT Routine wieCONOPT [36], MINOS [83].

CONOPT betrachtet eine verallgemeinerte Methode der reduzierten Gradienten (
”
generalized

reduced gradient method“).MINOS verwendet eine
”
projected Lagrangian or sequential li-

nearly constrained method“.

Für die Lösung von großen Problemen mit vielen Freiheitsgraden ist die RoutineLANCELOT

[23] empfehlenswert. Die RoutineLANCELOT verwendet die
”
sequential augmented Lagran-

gian method“.

1 Die Zahl Freiheitsgraden ergibt sich aus der Zahl der Variablen minus der Zahl aktiven constriants.
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6.2.1 Lösungsprozeß derSNOPT-Routine

Es seienF eine glatte skalare Funktion,bl undbu zwei konstante Vektoren,CL eine schwach

besetzte konstante Matrix undCN(x) ein Vektor glatter nichtlinearer FunktionenCN
i (x).Wir

betrachten die Aufgabe:

min
x∈IRn

F (x) bzgl. bl ≤


x

CN(x)

CLx

 ≤ bu, (6.8)

F ist die Zielfunktion,bl und bu sind die unteren und oberen Schranken,CLx bzw.CN(x)

ist der lineare bzw. nichtlineare Anteil der Beschränkungen.

Es seim die Anzahl der globalen (linearen und nichtlinearen) Beschränkungen. Im L̈osungs-

prozeß derSNOPT-Routine wird die Aufgabe zweimal transformiert. Zuerst wird das Problem

in ein Problem niedriger Dimension transformiert, indem die Zielfunktion in einen linearen

und einen nichtlinearen Anteil zerlegt wird. Dabei wird die Optimierungsvariable in linea-

re und nichtlineare Komponenten zerlegt. InSNOPT-Routine werden nur die nichtlinearen

Komponenten optimiert. Danach werden die globalen Beschränkungen durch Einführung ei-

ner Schlupfvariablens = (s1, · · · , sm)> in ein Gleichungssystem̈uberf̈uhrt. Die Aufgabe

erḧalt somit folgende Form:

min
x∈IRn

F (x) bzgl.

 CN(x)

CLx

−
 sN

sL

 = 0, bl ≤

 x

s

 ≤ bu, (6.9)

mit s = (sN , sL), wobeisN bzw.sL nichtlineare bzw. lineare Schlupfvariable sind.Ähnlich

wie beim SQP-Verfahren besitzt dieSNOPT-Routine eine Minor- bzw. Major-Iteration. Die

Major-Iteration generiert eine Folge von Iteriertenxk, die die lineare Beschränkung erf̈ullen.

Diese Folge konvergiert gegen einen Punkt, der den ersten Optimalitätsbedingungen genügt.

In jeder Iteration kommt f̈ur die Bestimmung der Suchrichtung zur nächsten Iteriertenxk+1

die Lösung eines quadradratischen Teilproblems (QP-Teilproblem) zur Anwendung. Das

QP-Teilproblem minimiert eine quadratische Approximation der modifizierten Lagrange-

Funktionq(x) bez̈uglich der linearen BeschränkungCLx − sL = 0 und der linearisierten

nichtlinearen Beschränkung:

∇xC
N(xk)x− xS = −CN(xk) +∇xC

N(xk)xk,

wobei∇xC
N(xk) die Jacobi-Matrix vonCN(x) im Punktxk unds die vonbl undbu gebun-

den sind.

75



6. Implementierung des Algorithmus 76

Es seiT einem× n-Matrix undb einn-dimensionaler Vektor, gegeben durch:

T =

 ∇xC
N(xk)

CL

 , b =

 −CN(xk) +∇xC
N(xk)xk

0

 . (6.10)

Das QP-Teilproblem kann dann wie folgt geschrieben werden:

min
x,s

q(x), x ∈ IRn, s ∈ IRm, bzgl. Tx− s = b, bl ≤

 x

s

 ≤ bu.

Die Lösung des QP-Teilproblems ist selbst eine iterative Prozedur, nämlich die untere

(Minor-) Iteration. In jeder unteren Iteration wird die lineare GleichungTx− s = b gem̈aß:

TBxB + TSxS + TNxN = b

zerlegt, wobei die Grundmatrix (
”
basic matrix“)TB quadratisch und nicht singulär ist. Die

TeilvektorenxB, xS bzw.xN bezeichnen die
”
basic“,

”
superbasic“ bzw.

”
nonbasic“ Optimie-

rungsvariablen. Bei einer L̈osung des QP-Teilproblems liegen die
”
basic“ und die

”
super-

basic“ Optimierungsvariablen zwischen den Schrankenbl und bu, während die
”
nonbasic“

Optimierungsvariablen an der oberen oder unteren Schranken hängen. Die Optimierungs-

variablexS wird in jeder Iteration als unabhängige Variable behandelt. Diese unabhängige

Optimierungsvariable wird ẅahrend des Optimierungsverfahrens in alle möglichen Richtun-

gen bewegt und besonders in die Richtung, die die Zielfunktion minimiert und der Gleichung

Tx − s = b gen̈ugt. Die Anzahl der
”
superbasic“ OptimierungsvariablennS bestimmt den

Freiheitsgrad. Im allgemeinen istnS ein Maß daf̈ur, wie nichtlinear ein Problem ist.

6.2.2 Erfassung der Jacobi-Matrix

Die Matrix T wird spaltenweise in derSNOPT-Routine mit Hilfe von drei Vektorena, ha und

ka eingegeben:

a(i) beinhaltet den Wert desi-ten nichtverschwindenden Elements in der MatrixT ,

ha(i) gibt den Index derjenigen Zeile in der MatrixT an, welche dasi-te nichtverschwin-

dende Element der MatrixT entḧalt,

ka(j) gibt den Index derjenigen Spalte in der MatrixT an, welche dasi-te nichtver-

schwindende Element der MatrixT entḧalt,

k−1
a (j) gibt den Indexk des nichtverschwindenden Elementsa(k) mit der Eigenshaft

ka(k) = j undha(k) ≤ ha(l) für allel mit ka(l) = j an.
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Zusammenfassung

Es seienTi,j, i ∈ {1, · · · ,m}, j ∈ {1, · · · , n}, die Eintr̈age der MatrixT undne die Anzahl

der nichtverschwindenden Elemente in der MatrixT . Mit der Verwendung der Vektorena,

ha undka bekommt die MatrixT folgende Muster-Darstellung:

T =



Tha(1),ka(1) 0

Tha(2),ka(1) Tha(3),ka(2)

0 Tha(4),ka(2)
...

...
... ∗ ... Tha(k−1

a (j)),ka(j) 0
...

...
... Tha(k−1

a (n)),ka(n)

Tha(k−1
a (3)−1),ka(2)

... Tha(k−1
a (j+1)−1),ka(j)

...

0 0 Tha(ne),ka(n)



.

Durch diese Eingabemethode werden nur die nichtverschwindenden Einträge eingegeben

und alle nichtverschwindenden Elemente vonT identifiziert, die ẅahrend des ganzen Opti-

mierungsverfahrens konstant bleiben.

Dieser Arbeit betrachtet die Methode der diskreten Approximation der Steuerung. Wegen des

Einsatzes einer speziellen Diskretisierung der Steuerung mittels einer Parametrisierungsme-

thode (vgl. Definition (3.7) auf Seite13) bekommt die Jacobi-MatrixJ folgende Struktur:

J =



J1,1 0 0

J1,2 J2,2
. ..

...
...

...
. .. 0

Jmn,1 Jmn,2 · · · Jmn,Nr

Jmn+1,1 · · · · · · Jmn+1,Nr

... · · · · · · ...

Jmn+d1,1 · · · · · · Jmn+d1,Nr



.

Dabei istmn die Anzahl der nichtlinearen Zustandsrestriktionen,d1 ist die Anzahl der End-

zustandsrestriktionen,Nr ist die Anzahl der nichtlinearen Optimierungsvariablen in den

nichtlinearen Restriktionen,Jij sind Blockmatrizen.Jij, i = 1, · · · ,mn bilden den Anteil

vonJ , erzeugt durch die Restriktionen im inneren des Intervalls.Jij, i = mn+1, · · · ,mn+d1

bilden den Anteil vonJ erzeugt durch die Endzustandsrestriktionen. Durch die strukturier-

te Speicherungsmethode vonSNOPT-Routine (vgl. MatrixT , Seite77) reduziert sich der

Speicherbedarf für Aufgaben mit Jacobi-Matriẍahnlich zuJ .
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6.2.3 Behandlung von nichtzul̈assigen Restriktionen durchSNOPT

Die SNOPT-Routine behandelt ausdrücklich die nichtzul̈assigen Restriktionen. Zunächst wer-

den die nichtzul̈assigen linearen Restriktionen ermittelt, in dem folgendes Problem gelöst

wird:
min
α,β

e>(α+ β) bzgl.

bl ≤

 x

CLx− α+ β

 ≤ bu, α ≥ 0, β ≥ 0,

(6.11)

mit e = (1, · · · , 1) ∈ Rmn. Dabei wird die Eins-Norm der̈Uberschreitungen aller linea-

ren Restriktionen bez̈uglich der Schranken minimiert. Falls es immer noch keine zulässigen

linearen Restriktionen gibt, dann endet dieSNOPT-Routine, ohne die nichtlinearen Restrik-

tionen zu betrachten.

Falls alle linearen Restriktionen erfüllt sind, dann bleiben sie für die restlichen Iterationen

immer erf̈ullt. Dabei wird bei der Betrachtung der linearen Restriktionen ein Bereich be-

stimmt, in dem die L̈osung gesucht wird.

Dann folgt die Betrachtung der nichtlinearen Restriktionen. Dabei wird das originale Pro-

blem in ein quadratisches Teilproblem transformiert, wobei die nichtlinearen Restriktionen

linearisiert werden. Falls das Teilproblem nichtzulässig wird (d.h. die linearisierten Restrik-

tionen die Randbedingungen nicht erfüllen oder der approximierte Lagrange-Multiplikator

für die nichtlinearen Restriktionen größer ist (vgl. die Ungleichung in (5.13)), dann geht die

SNOPT-Routine in einen Elastizitätsmodus̈uber, und l̈ost die folgende Aufgabe

min
x,α,β

f(x) + ρe>(α+ β), bzgl.

bl ≤


x

CN(x)− α+ β

CLx

 ≤ bu, α ≥ 0, β ≥ 0

(6.12)

mit einem nichtnegativen Straftermρ. Für sehr großeρ ist die Aufgabëaquivalent der Mini-

mierung der Eins-Norm der̈Uberschreitung der nichtlinearen Restriktionen.
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Kapitel 7

Testrechnung

7.1 Benutzung derRINDOPT-Routine

Die RINDOPT-Routine ist die Implementierung desRINDOPT-Algorithmus in der Program-

miersprache FORTRAN77.

7.1.1 Beschreibung von Abk̈urzungen und Arbeitsspeicher

Beschreibung von Abk̈urzungen

Zu den wichtigsten Abk̈urzungen derRINDOPT-Routine geḧoren folgende Zeichensätze:

N Anzahl der Zustandsgitterpunkte,

mc Anzahl der inneren Steuerungsgitterpunkte,

nf Anzahl der Komponenten in der Funktionf (rechte Seite des dynamischen Sy-

stems),

nx Dimension der Zustandsvariablen,

nu Dimension der Steuerungsvariablen,

np Anzahl des Optimierungsparametersv,

Nq Stufe des Runge-Kutta-Verfahrens,

U0 Vektor aus linken und rechten Grenzwerten der approximierten Steuerung

u(t,w) (Optimierungsvariable inRINDOPT),

t0 Vektor aus den Steuerungsgitterpunkten(τ0, · · · , τM+1) (mögliche Optimie-

rungsvariable inRINDOPT),
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tfeld Feld der Zustandsgitterpunkte,

lfeld Indizes aller Steuerungsgitterpunkte auf dem GitterGh (siehe Kapitel3),

wxf Feld der diskreten Zustände (L̈osung des diskreten, dynamischen Systems),

wlf Feld der diskreten Vektoren(λl, l = 1, · · · , N) (Lösung des diskreten Systems

(6.4)- (6.5)),

ltmax Maximale L̈ange des Feldestfeld,

TOLdgl Genauigkeit f̈ur die numerische L̈osung des dynamischen Systems,

tolopt Genauigkeit f̈ur die Optimierung,

tobj Zeit in Sekunden f̈ur die Berechnung der Zielfunktion und deren Gradienten,

tcon Zeit in Sekunden f̈ur die Berechnung der Restriktionen und deren Gradienten,

topt Zeit in Sekunden f̈ur die Optimierung,

optv Optimalwert,

mci Optionsparameter (erm̈oglicht eine restriktive Betrachtung der inneren Zu-

standsbeschränkungen),

istart Optionsparameter (erm̈oglicht die Anwendung der Resultate aus der alten

Ausführung vonRINDOPT bei der neuen Ausführung vonRINDOPT).

Arbeitsspeicher

Für ein Problem mitn = 2(mc + 1) + d0 Optimierungvariablen undm Gleichung- und

Ungleichungrestriktionen benötigt der Anwender vonRINDOPT mindestens500 ∗ 8 Byte für

die
”
character“-Variablen,10(n +m) ∗ 4 Byte für die

”
integer“-Variablen und20(n +m) ∗

4 Byte für die
”
real“-Variablen. Dies entspricht einen Speicherplatzbedarf von insgesamt

(500 ∗ 8 + 120 ∗ (n+m)) Byte RAM.

7.1.2 Numerische Auswertung der Konvergenzrate

Es seienhi, i = 1, 2, · · · eine Folge von Zahlen gegeben durch die Formel (3.5) (maximale

Schrittweite auf dem Steuerungsgitter) mithi+1 < hi, i = 1, 2, · · ·. Zur Vereinfachung der

Bezeichnungen betrachten wir für die Verfeinerung des Steuerungsgitters die Methode der

Halbierung (d.h.h1, h2 = h1/2, h3 = h2/2, · · ·).
Es seienρi, ci zwei positive Zahlen,u∗ eine exakte L̈osung eines Problems unduhi die

zugeḧorige N̈aherungsl̈osung mit der Schrittweitehi. Beim Übergang vom Gitter mit der
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Schrittweitehi zum Gitter mit der Schrittweitehi+1 läßt sich die numerische Konvergenz-

ordnung des Verfahrens aus einer Ungleichung der Form (7.1) gewinnen (vgl. [18] §10.4.2,

[75]).

||uhi − u∗||L∞ ≤ ci(hi)
ρi . (7.1)

Dabei soll der theoretische Wertρi = 1 (siehe Theorem3) mit dem numerischen Wert für

die verschiedene Schrittweite verglichen werden. Es ergibt sich bei einer Gitterverfeinerung

die Approximation:
||uhi − u∗||L∞
||uhi+1 − u∗||L∞

∼= 2ρi . (7.2)

Es folgen dann die Abschätzungen der Ordnungρi und der Konstanteci

ρi = log2

(
||uhi − u∗||L∞
||uhi+1 − u∗||L∞

)
, ci =

||uhi − u∗||L∞
(hi)ρi

. (7.3)

Die nächsten Abschnitte berichtenüber ein Erl̈auterungsbeispiel und einige Testrechnungen.

Diese Rechnungen werden auf einem Compute Server HP 9000 (780/J280) mit 180 MHz

Frequenz und 768 MByte RAM unter HP-UX 10.20 durchgeführt.

7.1.3 Erläuterungsbeispiel

Wir betrachten eine akademische Bahnoptimierungsaufgabe als erste Testrechnung. Mit

Hilfe dieses Beispiels wollen wir die Anwendung des implementierten Algorithmus

RINDOPT veranschaulichen. Zuerst betrachten wir eine restriktive Aufgabe mit Steuerungs-

beschr̈ankung, und danach fügen wir Zustandsrestriktionen hinzu.

Es sei eine KurveKy beschrieben durch die Gleichungy(t) = 2t(1− t), t ∈ [0, 1]. Das Ziel

der Aufgabe ist es, die bestmögliche Approximation vonKy durch eine Zustandsfunktionx

zu finden, so daß die Funktionx folgendem dynamischem System genügt:

ẋ(t) = u(t), x(0) = 0, |u(t)| ≤ 1, f.ü. t ∈ [0, 1]. (7.4)

Das heißt, es ist eine Funktionu zu finden, so daß die Funktiony durchx am besten appro-

ximiert wird. Die Aufgabe hat folgende mathematische Darstellung:

min
u

1∫
0

(x(t)− y(t))2dt bzgl.

 ẋ(t) = u(t), x(0) = 0

|u(t)| ≤ 1

 . (7.5)
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Die optimale L̈osungu∗ von (7.5) ist bekannt. Sie ist eine Zusammensetzung aus einer Bang-

Bang-Komponente1 und einem singulären Steuerungsanteil2. Die Steuerungu∗ und der

zugeḧorige Zustandx∗ haben die Darstellungen:

u∗(t):=


1 : t ∈ [0, 1/2),

2− 4t : t ∈ [1/2, 5/8],

−1 : t ∈ (5/8, 1],

x∗(t):=


t : t ∈ [0, 1/2),

y(t) : t ∈ [1/2, 5/8],

y(5/8)− (t− 5/8) : t ∈ (5/8, 1].

(7.6)

Der Optimalwert von (7.5) betr̈agt 4.60612e-03 und die graphische Darstellung von (7.6)

ergibt die Abbildungen7.1- 7.2.
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-0.5
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Abbildung 7.1: Optimale Steuerung, ohne

Zustandsrestriktion

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

Abbildung 7.2: Optimaler Zustand, ohne Zu-

standsrestriktion

Für die numerische L̈osung von (7.5) wandeln wir die Aufgabe in eine Aufgabe vom Mayer-

Typ um. Es ensteht durch die Einführung einer neuen Zustandsvariablen:

x1(t) =
t∫
0
(x(s)− y(s))2ds, x1(0) = 0, t ∈ [0, 1],

ẋ2(t) = u(t), x2(0) = 0,

1 Es seienu∗ ein regul̈ar lokales Minimum des Problems (7.5), x∗ bzw.λ∗ der entsprechende Zustand bzw.

Lagrange-Multiplikator. Die Steuerungu∗ erfülle das Bang-Bang-Prinzip, falls der Ausdruck

∇u

[
(λ∗)>(t)f(x∗(t), u∗(t))

]
auf keinem Teilintervall mit positivem Maß verschwindet.

2 Die Steuerungu∗ heißt singul̈ar, falls es f̈ur den zugeḧorigen Zustandx∗ und den entsprechenden Lagrange-

Multiplikator λ∗, folgende Gleichung gilt

∇u

[
(λ∗)>(t)f(x∗(t), u∗(t))

]
= 0, für alle t ∈ Ik,

wobeiIk ein Teilintervall ausI = [0, 1] ist.
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folgende Aufgabe

min
u
x1(1) bzgl.


ẋ1(t) = (x2(t)− y(t))2, x1(0) = 0

ẋ2(t) = u(t), x(0) = 0, x2(0) = 0

|u(t)| ≤ 1

 f.ü. t ∈ [0, 1] (7.7)

Der in dieser Arbeit entwickelte AlgorithmusRINDOPT erfordert vom Nutzer folgende Rou-

tinen:

inputfile Übergabe von Parametern,

fcn.f Berechnung der rechten Seite des dynamischen Systems,

dudgl.f Berechnung der Ableitung der rechten Seite des dynamischen Systems nachu,

dxdgl.f Berechnung der Ableitung der rechten Seite des dynamischen Systems nachx,

objfun.f Berechnung der Zielfunktion und deren Ableitungen,

confun.f Berechnung der Restriktionsfunktionen und deren Ableitungen.

Für die numerische L̈osung der Aufgabe (7.7) ist der Quellcode f̈ur die oben genannten

Routinen in FORTRAN 77 im Abschnitt7.1.4auf Seite87zu finden.

Die numerischen Ergebnisse für TOLdgl=1.0e-10 und verschiedene Werte vonmc sind in

der Tabelle7.1 dargestellt. Dabei ist der Nachweis der schnellen Konvergenz für die ersten

Verfeinerungen deutlich in der Tabelle7.2abzulesen. Zus̈atzliche Verfeinerungen führen zu

keiner Verbesserung. M̈ogliche Ursachen sind: die numerische Lösung liegt bereits sehr nah

an der exakten L̈osung oder die Formeln (7.3) für die Berechnung von Konstantenρi undci

sind nicht mehr angemessen. Die graphische Darstellung der numerischen Lösung ergibt f̈ur

Tabelle 7.1:Bahnoptimierung, ohne Zustandsrestriktion

mc tobj tconf topt tolopt optv

1 .32 .00 .18 3.3E-09 5.143629E-03

3 .92 .00 .58 1.2E-09 4.664928E-03

7 4.35 .00 3.17 4.7E-09 4.606120E-03

15 13.61 .00 9.45 3.7E-08 4.606120E-03

31 43.69 .00 26.65 1.0E-08 4.606121E-03

mc=20 die Abbildungen7.3- 7.4.
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Tabelle 7.2:Bahnoptimierung, Konvergenzrate I

mc i ||uhi − u∗||L∞ ρi ci

1 1 .562300202 -/- -/-

3 2 .391506407 .5223046 3.861282868

7 3 1.5164040E-03 8.012237 6.9+14

15 4 7.1978529E-02 -5.568840 8.0616E-16

31 5 -/- -/- -/-

Abbildung 7.3: Diskrete optimale Steuerung, ohne Zustandsrestriktion

Abbildung 7.4: Diskrete Zustandskomponenten, ohne Zustandsrestriktion
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Tabelle 7.3:Bahnoptimierung, mit Zustandsrestriktion

mc tobj tconf topt tolopt optv

3 6.63 17.28 23.11 1.2E-04 8.3510411155E-03

Tabelle 7.4:Bahnoptimierung, beliebiges Steuerungsgitter

mc tobj tconf topt tolopt optv

3 2.40 4.83 6.89 7.9E-03 1.174224E-02

6 4.52 14.15 17.76 6.3E-03 9.3588035E-03

12 29.68 169.48 196.51 1.2E-03 1.002415E-02

13 10.38 56.69 63.80 1.3E-03 8.612884E-03

Wir betrachten erneut die Aufgabe (7.7) und fügen eine Zustandsrestriktion hinzu:

x2(t)− 1 + t ≤ 0, f.ü. t ∈ [0, 1]. (7.8)

Die optimale L̈osung von (7.7)-(7.8) ist bekannt und hat die Gestalt:

u∗(t):=

 1 : t ∈ [0, 1/2),

−1 : t ∈ [1/2, 1].
, x∗(t):=

 t : t ∈ [0, 1/2),

−t : t ∈ [1/2, 1].
(7.9)

Durch die Betrachtung der Zustandsrestriktion (7.8) verschwindet der singuläre Anteil von

(7.6). Der Optimalwert von (7.7)-(7.8) betr̈agt 8.33333e-03. Der Quellcode für die Berech-

nung der Restriktion (7.8) in FORTRAN 77 ist in Abschnitt7.1.4auf Seite87zu finden.

Die numerischen L̈osung von (7.7)-(7.8) ergibt für die Optionenmc=3, istart=1,

TOLdgl=1.0e-10 und das Steuerungsgitter

Ih := {0.0, 0.5, 0.6, 0.7, 1.0}

das Resultat in der Tabelle7.3.

Die graphische Darstellung der numerischen Lösung von (7.7)-(7.8) ergibt für mc=3 die Ab-

bildungen7.5- 7.6.

Die Resultate von (7.7) - (7.8) werden f̈ur jede ungl̈uckliche Gitterverfeinerung nicht besser.

Grund daf̈ur ist der kritische Schaltpunktt = 0.5. Zur Veranschaulichung geben wir die

Tabelle7.4an.
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Abbildung 7.5: Diskrete optimale Steuerung, mit Zustandsrestriktion

Abbildung 7.6: Diskrete Zustandskomponenten, mit Zustandsrestriktion

Die graphische Darstellung der numerischen Lösung von (7.7)-(7.8) bei willkürlichen Steue-

rungsgitter ergibt f̈ur mc=13 die Abbildungen7.7- 7.8.

Es ist auch an der Tabelle7.4 durch den Parameterntobj, tconf und topt zu erkennen,

daß der Fallmc=12 derRINDOPT-Routine gr̈oßere Probleme als der Fallmc=13 bereitet. Eine

Erklärung daf̈ur ist, daß im Fallmc=12 der kritische Schaltpunktt = 0.5 nicht zur Menge

der Steuerungsgitterpunkte gehört.

Bemerkung 8 Heuristisch gesehen kann der Parameterv in (2.1)-(2.3) einige Steuerungs-

gitterpunkte beinhalten (d.h.v ∈ {τ1, τ2, · · · , τM−1}). Dadurch kann der Aufwand für man-

che Probleme erheblich reduziert werden. Für diesen Einsatz findet man in der Literatur

keine passende Theorie.

86



7. Testrechnung 87

Abbildung 7.7: Diskrete optimale Steuerung, willkürliches Steuerungsgitter

Abbildung 7.8: Diskrete Zustandskomponenten, beliebiges Steuerungsgitter

7.1.4 Nutzer-Quellcode f̈ur RINDOPT

inputfile

fcn.f

SUBROUTINE FCN(tl,xl,F)

c Berechnung von f(xl,u;v).

c Engabe: tl,xl

c tl diskrete Punkt

c xl Wert des Zustandes im Punkt tl

c Ausgabe: F(i) i=1,...,nx

c Letzte Aenderung: 25.1.98

c Letzte Aenderung: 17.06.98

implicit none

include ’inputfile3’
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integer j

double precision tl,xl(nx),F(nf)

double precision yt, ut

c .conputation of the function F

do 10 j=1,mc+1

if(t0(j).le.tl.and.tl.lt.t0(j+1)) then

ut=(U0(2*j)*(tl-t0(j))+U0(2*j-1)*(t0(j+1)-tl))/(t0(j+1)-t0(j))

endif

10 continue

if(tl.eq.t0(mc+2)) then

ut = U0(2*(mc+1))

endif

yt = 2*tl*(1-tl)

F(1) = (xl(2)-yt)**2

F(2) = ut

return

end

BLOCK DATA inputfile3

c unix version 03.07.97

c Letzte Aenderung: 17.06.98

c Aufruf von BLOCK DATA inputfile

integer mc, nf, nx, ltmax, nu, Nq, ndivise, istart

parameter ( mc = 3,

- nf = 2,

- nx = 2,

- nu = 1,

- ltmax = 1000,

- Nq = 5,

- ndivise = 20,

- istart = 1 )

double precision TOLdgl

parameter ( TOLdgl = 1.0e-10 )
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c .common parameter

double precision U0(2*(mc+1)), t0(mc+2),

+ tfeld(ltmax), wxf(nx,ltmax), wlf(nx,ltmax)

integer ltfeld(mc+2)

common/inputfile/ U0, t0, tfeld, wxf, wlf, ltfeld

*

data t0(1),t0(mc+2)/0.0d0, 1.0d0/

END

dudgl.f

SUBROUTINE DUDGL(tl, xl, dfdu)

c .Berechnung der Ableitung von f(x,u;v) nach u.

c .Eingabe: tl, nf

c .Ausgabe: dfdu(i) i=1,...,nf

implicit none

include ’inputfile3’

double precision tl, xl(nx), dfdu(nf,nu)

* .Executable statements

dfdu(1,1) = 0.0d0

dfdu(2,1) = 1.0d0

return

end

dxdgl.f

SUBROUTINE DXDGL(tl, xl, dfdx)

c .Berechnung der Ableitung von f(x,u;v) nach x.

c .Eingabe: nx

c .Ausgabe: dfdx(i,j) i=1,...,nf; j=1,...,nx

implicit none

include ’inputfile’

double precision tl, xl(nx), dfdx(nf,nx), yt

* .Executable statements

yt = 2*tl*(1-tl)

dfdx(1,1) = 0.0d0
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dfdx(1,2) = 2*(xl(2)-yt)

dfdx(2,1) = 0.0d0

dfdx(2,2) = 0.0d0

return

end

objfun.f

subroutine objfun( mode, nnObj,

+ x, fObj, gObj, nState,

+ cu, lencu, iu, leniu, ru, lenru )

c .see User’s guide for snopt 5.3( A fortran package for large-scale

c nonlinear programming) for more comment

implicit none

include ’inputfile3’

integer mode,nnObj, nState, j

double precision x(nnObj), fObj, gObj(nnObj)

integer lenru, leniu, lencu

double precision ru(lenru)

integer iu(leniu)

character*8 cu(lencu)

external FCN

* .Executable statements

c .update U0

do 30 j = 1, 2*(mc+1)

U0(j) = x(j)

30 continue

c .solve the differential equation

wxf(1,1) = 0.0d0

wxf(2,1) = 0.0d0

call pxfeld(FCN)

c .solve the adjoint equation

wlf(1,ltfeld(mc+2)) = 1.0d0

wlf(2,ltfeld(mc+2)) = 0.0d0

call plfeld(ltfeld(mc+2), FCN)

c .compute the objective function
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fObj = wxf(1,ltfeld(mc+2))

c .compute the gradients of the objective function

call dobjfun( nnObj, x, gObj, nState )

* end of objfun

return

end

confun.f

subroutine confun( mode, nnCon, nnJac, neJac,

+ x, fCon, gCon, nState,

+ cu, lencu, iu, leniu, ru, lenru )

c .see User’s guide for snopt 5.3( A fortran package for large-scale

c nonlinear programming) for more comment

implicit none

include ’inputfile3’

integer mode,nnCon,nnJac,neJac,nState,j

double precision x(nnJac),fCon(nnCon),gCon(nnCon,nnJac)

integer lenru, leniu, lencu

double precision ru(lenru)

integer iu(leniu)

character*8 cu(lencu)

external FCN

* .Executable statements

c .update U0

do 10 j = 1, 2*(mc+1)

U0(j) = x(j)

10 continue

c .solve the differential equation

wxf(1,1) = 0.0d0

wxf(2,1) = 0.0d0

call pxfeld(FCN)

c .computes the constraints functions

do 20 j = 1, mc+1
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fCon( j) = wxf(2,ltfeld(j+1)) + tfeld(ltfeld(j+1))

20 continue

c .computes the gradient of the constraints functions

call dconfun( nnCon, nnJac, gCon, nState )

* end of confun

return

end

7.2 Anwendungsbeispiele

7.2.1 Container-Kran-Problem

b1

b2

q2

T2

J2q1 T1 J1

X1=b1q1

f

X2=b2q2

m

M

Abbildung 7.9: Container-Kran-Problem

Das Container-Kran-Problem (CKP) untersucht die Beladung und die Entladung von Schif-

fen an dem Hafen von Kobe in Japan. Dabei sollen während des Transfers (Beladung oder

Entladung) von Schiffen die Schwingungen des Containers so schnell wie möglich mini-

miert werden. Wir betrachten der Container als eine Punktmasse und führen in der Tabelle

7.5einige Bezeichnungen ein.

Wir betrachtenθ1, θ2, φ als verallgemeinerte Koordinaten. Die Bewegungsgleichung des

Container-Kran-Problems (vgl. [80]) ergibt folgendes Gleichungssystem:

[J1 + (M +m)b21]θ̈1 +Mb1b2θ̈2 sinφ+Mb1b2θ2φ̈ cosφ+

Mb1b2(2θ̇2φ̇ cosφ− θ2φ̇
2 sinφ) = T1

Mb1b2θ̈1 sinφ+ (J2 +Mb22)θ̈2 −Mb22θ2φ̇
2 −Mgb2 cosφ = T2

b1θ̈1 cosφ+ b2θ2φ̈+ 2b2θ̇2φ̇+ g sinφ = 0.

(7.10)
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Tabelle 7.5:Container-Kran-Problem, Bezeichnungen

θ1 Rotationswinkel des Motors der Transportkarre

J1 = 3.75 kgm2, Trägheitsmoment des Motors der Transportkarre

b1 = 1.44×102 m, Radius der Trommel des Motors der Transportkarre

θ2 Rotationswinkel des Motors des Fahrstuhles

J2 = 78.75 kgm2,Trägheitsmoment des Motors des Fahrstuhles

b2 = 1.22×102 m, Radius der Trommel des Motors des Fahrstuhles

φ Schwingungswinkel der Punktmasse

m = 6 t, Gesamtmasse des Fahrstuhles und der Kabel

M = 42.5 t, Masse des Containers

T1 Drehmoment, verursacht durch den Motor der Transportkarre

T1,max = 1.03×103 Nm, maximales Drehmoment vonT1

T2 Drehmoment, verursacht durch den Motor des Fahrstuhles

T2,max = 1.09×104 Nm, maximales Drehmoment vonT2

x4,max = 2.5 ms−1, maximale Geschwindigkeit der Transportkarre

x5,max = 1 ms−1, maximale Geschwindigkeit des Fahrstuhles

g = 9.81 ms−2, Gravitationskonstante

Wir nehmen an: Der Schwingungswinkel der Punktmasse sei so klein, daß alle Terme mit

φαφβ, (α ≥ 0, β ≥ 0, α+β ≥ 2) zu vernachl̈assigen sind und die Approximationencosφ ∼=
1, sinφ ∼= φ gelten. Es seien die Zustandsvariablenx1, x2, x3 und die Steuerungsvariablen

v1, v2 gegeben durch:

x1 = b1θ1, x2 = b2θ2, x3 = φ, v1 =
b1T1

J1 +mb1
, v2 =

b2(T2 +Mb2g)

J2 +Mb22
.

Es seient1 die Endzeit undw1, w2 zwei positive Konstanten. Nach der ausführlichen Defi-

nition der Zustands- und Steuerungsvariablen wollen wir nun das Container-Kran-Problem

mathematisch formulieren:

min
u

1

2

t1∫
0

{w1x
2
3(t) + w2x

2
6(t)}dt (7.11)
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bez̈uglich des dynamischen Systems (erhalten aus (7.10))

ẋ1 = x4

ẋ2 = x5

ẋ3 = x6

ẋ4 = v1 − δ1x3v2 + δ1gx3

ẋ5 = −δ2x3v1 + v2

ẋ6 = − 1
x2

[v1 − δ1x3v2 + (1 + δ1)gx3 + 2x5x6],

(7.12)

wobei die Parameterδ1 undδ2 durch

δ1 =
Mb21

J1 +mb1
, δ2 =

Mb22
J2 +Mb22

(7.13)

gegeben sind. Die Zustands- und Steuerungsvariablen erfüllen folgende Beschränkungen:

Initial- und Endbedingungen:

x(0) = (0, l2, 0, 0,−x5,max, 0)>,

x(t1) = (d1, l3, 0, x4,max, 0, 0)>.
(7.14)

Steuerungsbeschränkungen:

|v1| ≤ v1,max,

v2,min ≤ v2 ≤ v2,max,
mit

v1,max = b1T1,max/(J1 +mb21),

v2,min = b2(T2,max −Mgb2)/(J2 +Mb22) < 0,

v2,max = Mgb22/(J2 +Mb22) > 0.

(7.15)

Zustandsbeschränkungen:

|x4| ≤ x4,max,

|x5| ≤ x5,max.
(7.16)

In [48] werden die Zustandsrestriktionen (7.16) als quadrierte Minimum-Funktion darge-

stellt. Die Endbedingungen in (7.14) werden quadriert. Danach werden die transformierte

Restriktionen der Zielfunktion hinzuaddiert.

Goh und Teo [48] erzielen mit 20 Gitterpunkten den optimalen Wert 5.3996E-03. Die gra-

phischen Darstellungen für die Zustandsvariablen stimmen mit der Abbildung7.11bis auf

das Bild mit derÜberschrift
”
CKP:Zustand x5“übereint. Nachteil beiGohundTeo ist der

Glattheitsverlust, der durch die Minimum-Funktionen (vgl. [48] Seite 15, Gleichungen 52b,

52c) auftritt.

SakawaundShindo[94] stellen nur die graphische Lösung dar. Es sind gewisseÄhnlichkei-

ten mit einigen Bilder im Abbildung7.11festzustellen.
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Tabelle 7.6:CKP, Numerische Resultate, Fall 1
mc tobj tconf topt istart tolopt optv

5 9.31 37.15 42.01 1 2.6E-06 5.360221E-03

10 21.48 71.31 80.81 1 2.6E-06 5.194515E-03

21 53.59 107.32 119.92 1 2.4E-06 5.161456E-03

43 167.27 149.52 162.60 1 4.6E-06 5.158099E-03

87 -/- -/- -/- 1 -/- -/-

In dieser Arbeit betrachten wir̈ahnlich wie die Autoren in [48, 94] die Bewegung in der

diagonalen Richtung. Es seien die Steuerungsvariablen auf folgender Weise umgewandelt

u1 = v1 − δ1x3v2, u2 = v2 − δ2x3v1. (7.17)

Das Gleichungssystems (7.12) bekommt somit eine neue Formulierung

ẋ1 = x4

ẋ2 = x5

ẋ3 = x6

ẋ4 = u1 + δ1gx3

ẋ5 = u2

ẋ6 = − 1
x2

[u1 + (1 + δ1)gx3 + 2x5x6].

(7.18)

Der Schwingungswinkel ist beschränkt durch:

|x3| ≤ γ, (7.19)

wobei β eine gescḧatzte Zahl ist. Durch die Umwandlung in (7.17) enstehen neue Be-

schr̈ankungen f̈ur die Steuerung:

|u1| ≤ u1,max

u2,min ≤ u2 ≤ u2,max

mit

u1,max = v1,max − δ1γmax{v2,max,−v2,min}
u2,min = v2,min + δ2γv1,max

u2,max = v2,max − δ2γv1,max.

(7.20)

Die entwickelteRINDOPT-Routine wird in folgendem Fall angewendet: Problem : (7.11),

(7.14), (7.18), (7.20),

Die numerischen Resultate für verschiedene Werte vonmc sind in der Tabelle7.6. Die gra-

phische Darstellung ergibt für mc=20 die Abbildungen7.10- 7.11.
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Abbildung 7.10: Container-Kran-Problem, Steuerungskomponenten

7.2.2 Flug eines Ḧangegleiters bei Aufwind

Wir betrachten einen Ḧangegleiter in der Vertikalebene (vgl. [17, 120, 121]). Hier soll der

Pilot eines Ḧangegleiters aus einer gegebenen Startposition eine vorgeschriebene Endpositi-

on erreichen. Dabei soll der Flugkörper so gesteuert werden, daß die horizontale Reichweite

maximiert wird. Die mathematische Formulierung des Problems in der Vertikalebene ergibt

folgendes Problem:

Es seienx die horizontale Reichweite,y die Flugḧohe,vx die absolute horizontale Geschwin-

digkeitskomponente vonx, vy die absolute vertikale Geschwindigkeitskomponente vony,

CL der Auftriebsbeiwert. Wir betrachten(x, y, vx, vy) als Zustandsvariable undCL als Steue-

rungsvariable. Das dynamische System der Aufgabe wird durch:

ẋ = vx

ẏ = vy

v̇x = (−L sin(η)−D cos(η))/m

v̇y = (L cos(η)−D sin(η)−mg)/m


(7.21)

beschrieben, und die Randbedingungen werden durch:

x(0) = 0[m],

y(0) = 1000[m],

vx(0) = 13.23[m/s],

vy(0) = −1.288[m/s],

,

x(tf ) = frei,

y(tf ) = 900[m],

vx(tf ) = 13.23[m/s],

vy(tf ) = −1.288[m/s]


(7.22)

gegeben. Die Daten und Funktionen des Hängegleiter-Problems sind in der Tabelle7.7dar-

gestellt.

Der Aufwind ist von der Reichweite abhängig und ist durch die Funktion

uA(x) = uA,max exp
(
−(
x− xA,0

R
)2
)(

1− (
x− xA,0

R
)2
)

(7.23)
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Abbildung 7.11: Container-Kran-Problem, Zustandskomponenten
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Tabelle 7.7:Daten und Funktionen des Hängegleiter-Problems

η Summe von Anstell- und Bahnneigungswinkel

g = 9.80665 [ms−2], Gravitationskonstante

m = 100 [kg], Masse von Pilot und Ḧangegleiter

k = 0.069662

CD0 = 0.034

CD = CD0 + kc2L

ρ = 1.13 [kg m−3], Luftdichte in einer Ḧohe

von 1000 müber dem Meeresspiegel

S = 14 [m2], Segelfl̈asche

vr =
√
v2

x + (vy−uA(x))

L(CL, x, vx, vy) = 0.5CLρSv
2
r , Luftauftriebskraft

D(CL, x, vx, vy) = 0.5CD(CL)ρSv2
r , Luftwiderstandskraft

R = 100 [m]

uA,max = 2.5 [m/s], Maximale Aufwindgeschwindigkeit

xA,0 = 350 [m] oder 250 [m]

CL,max = 1.4, Maximaler Auftriebsbeiwert

Tabelle 7.8:Hängegleiter, Numerische Ergebnisse,xA,0 = 250 [m]

mc tobj tconf topt istart tolopt optv

10 680.54 944.59 1611.06 1 -/- -/-

20 239.75 666.26 893.76 1 2.0E-07 -1.246176E+03

50 422.21 1206.68 1597.59 2 5.6E-07 -1.247180E+03

80 748.52 2058.82 2757.29 1 9.2E-05 -1.247206E+03

gegeben. Der Winkelη ist die Summe von Anstell- und Bahnneigungswinkel:

η = arctan(
vy − uA(x)

vx

) mit
sin(η) = (vy − uA(x))/vr,

cos(η) = vx/vr.

Für die numerischen Untersuchungen in dieser Arbeit setzen wirtf = 100 und betrachten

die Zielfunktion gegeben durch:

min
CL

−x(tf ). (7.24)

Die numerischen Ergebnisse für xA,0 = 250 [m] und verschiedene Werte vonmc sind in der

Tabelle7.8dargestellt. Die graphische Darstellung der numerischen Lösungen ergibt f̈ur die

OptionenxA,0 = 250 [m] undmc=50 die Abbildungen7.12- 7.13. Für xA,0 = 350 [m] und
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Abbildung 7.12: Hängegleiter, optimale

Steuerung

verschiedene Werte vonmc liefert die RINDOPT-Routine die Ergebnisse in der Tabelle7.9.

Dieses Problem wurde in [17] durch die Kombination von direkten und indirekten Metho-

de gel̈ost. Die Homotopie-Methode und das Mehrfachschießverfahren wurden angewendet.

Zudem wurde der Zeithorizont (Zeitachse) in drei Phasen eingeteilt und folgende Ergeb-

nisse erzielt: Optimale Zeittf = 98.380 [s], Maximale Reichweitex(tf ) = 1247.60 [m].

Die drei Phasen sind durch folgende Schaltpunkte der Steuerungsfunktiontein = 23.301 [s],

Abbildung 7.13: Hängegleiter, Zustandskomponenten
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Tabelle 7.9:Hängegleiter, Numerische Ergebnisse,xA,0 = 350 [m]

mc tobj tconf topt istart tolopt optv

10 44.90 118.56 156.53 2 5.2E-07 -1.241665E+03

20 421.76 1153.61 1562.85 1 2.1E-07 -1.246494E+03

50 -/- -/- -/- 1 -/- -/-

80 1012.48 2841.01 3802.84 1 9.9E-05 -1.246715E+03

Tabelle 7.10:Hängegleiter, Numerische Ergebnisse aus [120]

Phase xA,o[m] NG optv AERR AEST tf tein taus

3 250 19/15/51 1248.030 0.00041 0.000437 98.437 15.777 25.70998

3 350 21/17/47 1247.602 0.00151 0.00176 98.380 23.319 33.24129

taus = 33.250 [s] gekennzeichnet.

In [120] wurde mit dem AlgorithmusDIRCOL die Resultate aus Tabelle7.10erzielt. Dabei

ist tf die optimale Endzeit,tein der Aufsprungspunkt auf die Steuerungsbeschränkung,taus

der Absprungspunkt auf die Steuerungsbeschränkung,AERR der absolute Fehler im Ziel-

funktion, AEST der gescḧatzte absolute Fehler im Zielfunktion,NG die Anzahl der Gitter-

punkte beiDIRCOL. In beiden F̈allen sind die durchRINDOPT erzielten Resultaten schlech-

ter als beiDIRCOL, aberRINDOPT ben̈otigt keinen guten Startwert und keine Homotopie-

Transformation.

7.2.3 Tunneldiodenoszillator

Der Tunneldiodenoszillator stellt einen elektrischen Schaltkreis dar, deren Struktur in der

Abbildung 7.14gegeben ist. Die einfließenden Bezeichnungen der Abbildung7.14sind in

IC ID IR

C D R

U

t
U0

I

L

Abbildung 7.14: Tunneldiodenoszillator
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Tabelle 7.11:Tunneldiodenoszillator, Bezeichnungen

t Zeit

L Induktivität einer Spule

C Kapaziẗat eines Kondensators

R Widerstand

I Strom im System

U Spannung

Uo Spannung am Generator

D Tunneldiode

der Tabelle7.11erklärt. Es sei die Spannung I zum Zeitpunktt als Zustandsvariablex(t) und

die Spannung am GeneratorUo(t) als Steuerung betrachtet. Das Ziel der Aufgabe ist es, die

Gesamtspannung am Generator und den Gesamtstrom zu minimieren.

In [75, 18] wird das Tunneldioden-Problem ausführlich behandelt. Dort wird eine optima-

le Lösung(x∗, u∗) folgendermasse konstruiert. Zuerst wird das Problem mittels der Euler-

Methode mit sehr kleinen Schrittweite diskretisiert und gelöst. Daraus entsteht eine an-

gen̈aherte Struktur der optimalen Steuerung. Danach wird das Mehrfachschießverfahren auf

der Randwertaufgabe angewendet, welche aus der notwendigen Optimalitätsbedingungen

der diskreten Aufgabe entstanden ist. Dabei wird die approximierte Steuerung als Startlösung

benutzt. Die Ermittlung der genauen Lösung erfolgt durch die Anwendung der Routine

BNDSCO in [84] und ergibt numerische Resultate mit zehn korrekten dezimalen Ziffern

[75]. Die entstandene numerische Lösung erf̈ullt die BedingungenA3-A5 (vgl. Bedingun-

gen (II.1)-(II.6) von [75]).

Die mathematische Darstellung der Spannung am Generator ergibt folgende Bewegungsglei-

chung (
”
The controlled Rayleigh equation“, vgl. [75, 63, 64, 115])):

ẍ(t) = −x(t) + ẋ(t)(1.4− 0.14ẋ(t)2) + 4u(t) (7.25)

Für die numerische L̈osung des Problems führen wir folgende Zustandsvariablen ein:

x1(t) = x(t),

x2(t) = ẋ(t),

x3(t) =
∫ t
0(u(τ)

2 + x(τ)2)dτ
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Tabelle 7.12:Tunneldiode, Numerische Resultate, Variante 1
mc tobj tconf topt tolopt istart optv

7 76.78 134.11 210.13 4.9E-06 1 4.473077E+01

15 14.53 21.00 32.05 3.9E-06 1 4.472521E+01

31 32.95 38.94 59.11 3.4E-06 1 4.472212E+01

63 76.73 44.45 66.36 3.1E-06 1 4.472101E+01

127 301.40 79.30 115.77 1.1E-06 1 4.472097E+01

256 1542.86 125.75 170.94 2.8E-07 3 4.472094E+01

und betrachten das Problem:

min
u∈IR

x3(tf ) bzgl.

ẋ1(t) = x1(t),

ẋ2(t) = −x1(t) + x2(t)(1.4− 0.14x2(t)
2) + 4u(t),

ẋ3(t) = u(t)2 + x(t)2),

|u(t)| ≤ 1, f.ü. t ∈ [0, tf ].

(7.26)

Die RINDOPT-Routine ergibt f̈ur die Varianten:

Variante 1: tf = 4.5 undx1(tt) = 0,

Variante 2: tf = 2.5,

die Ergebnissen in folgenden Tabellen und graphischen Darstellungen:

7.2.3.1 Variante 1

Die numerischen Resultate für verschiedene Werte vonmc sind in der Tabelle7.12darge-

stellt. Die graphische Darstellung ergibt für mc=50 die Abbildungen7.15- 7.16.

Abbildung 7.15: Tunneldiode, optimale Steuerung, Variante 1
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Abbildung 7.16: Tunneldiode, Zustandskomponenten, Variante 1

Tabelle 7.13:Tunneldiode, Numerische Resultate, Variante 2
mc tobj tconf topt tolopt istart optv

1 .32 .00 .22 6.4E-12 1 4.284172E+01

3 .91 .00 .64 3.6E-08 1 4.282389E+01

7 11.76 .00 10.95 3.7E-10 1 4.280879E+01

15 13.27 .00 10.31 2.7E-10 1 4.280784E+01

31 23.55 .00 11.40 2.7E-10 1 4.280744E+01

63 68.10 .00 14.78 1.1E-10 1 4.280744E+01

127 298.82 .00 38.02 9.3E-11 1 4.280744E+01

7.2.3.2 Variante 2

Die numerischen Resultate für verschiedene Werte vonmc sind in der Tabelle7.13darge-

stellt. Die graphische Darstellung ergibt für mc=40 die Abbildungen7.17- 7.18.
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Abbildung 7.17: Tunneldiode, optimale Steuerung, Variante 2

Abbildung 7.18: Tunneldiode, Zustandskomponenten, Variante 2
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Tabelle 7.14:Tunneldiode, Konvergenzrate II

mc i ||uhi − u∗||L∞ ρi ci

1 1 .26937 - -

3 2 .31513 2.27662 173.70893

7 3 8.3606E-02 1.91428 63.60964

15 4 7.0345E-02 .24916 .19827

31 5 9.3878E-03 2.90559 12452.79352

63 6 7.0448E-03 .41422 7.00530E-02

127 7 6.9765E-08 16.62368 -/-
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Kapitel 8

Abschlußbemerkungen

Das Anliegen dieser Arbeit war die Erforschung von Bedingungen für die bestm̈ogliche Kon-

vergenz bei der numerischen Lösung von optimalen Steuerungsproblemen mit gewöhnlichen

Differentialgleichungen und die Entwicklung eines Algorithmus unter Berücksichtigung der

vorgeschlagenen Diskretisierung.

Diese Arbeit bietet eine allgemeine und flexible Diskretisierung für eine Klasse von Steue-

rungsproblemen und einen AlgorithmusRINDOPT für die numerische L̈osung von Steue-

rungsprobleme an. Die Diskretisierung ist das Resultat der Kombination von zwei Zerlegun-

gen (Steuerungsgitter und Zustandsgitter), der Parametrisierung der Steuerung und einem

allgemeinen Einschrittverfahren höherer Ordnung.

Das allgemeine Einschrittverfahren läßt sich bequem mit zwei Zerlegungen kombinieren. Im

Fall von bekannten Sprung- oder Knickstellen werden diese Stellen vom Verfahren eingehal-

ten und das Integrationsverfahren wird ohne jeglichen Informationsverlust weiter fortgesetzt.

Die Grundlage der Konvergenzuntersuchungen ist eine allgemeine Approximationstheorie,

basierend auf der Störungstheorie f̈ur verallgemeinerte Gleichungen, die sich am Konzept

von DontchevundHager [33, 32] orientiert. Mit Hilfe der notwendigen Optimalitätsbedin-

gungen werden parametrisierte verallgemeinerte Gleichungen formuliert. Im Abschnitt4.2.2

ist ein Grundgedanke für die Konstruktion von approximierend verallgemeinerten Gleichun-

gen dargestellt. Die Beweise für die Ungleichungen (4.25) und (4.26) sind im Abschnitt4.3.1

detailliert ausgef̈uhrt. Diese Ungleichungen finden im Beweis des Konvergenzsatzes für die

Aufhebung des Problems der Zweinorm-Diskrepanz Anwendung.

Der Gesamtfehler, entstanden aus der Parametrisierung und der Diskretisierung, wird im

Theorem3 formuliert. Dort wird folgende Abscḧatzung erzielt:

||u∗ − u(·, wh)||L∞ + ||v∗ − vh||+ ||x∗ − xh||L∞ + ||λ∗ − λh||L∞ = O(h) + ε(h), (8.1)
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wobeiε : [0, 1] → IR+ mit lim
h→0

ε(h) = 0. Die Gleichung (8.1) verdeutlicht die M̈oglichkeit

einer besseren Abschätzung, die durch Anwendung zweier Zerlegungen angeboten wird.

Durch die frei ẅahlbaren ParameterMk, k = 1, · · · ,M (siehe Lemma5) und den Parameter

v ist das Stabiliẗatsresultat (8.1) eine Verbesserung des Resultates aus [32, 38, 75]. Je nach

dem Problem und der Stelle der Steuerungsgitterpunkte, können wir die ZahlenMk, k =

1, · · · ,M groß oder klein ẅahlen, um die Fehlerabschätzung so klein wie m̈oglich zu halten.

Es handelt sich hier um eine weiterentwickelte Form der Stabilitätsresultate aus [32].

Für Runge-Kutta-Verfahren ist die diskrete Koerzitivitätsbedingung eine Folge der stetigen

Koerzitivitätsbedingung (siehe Abschnitt4.4.2). Auch der Umgang mit den diskreten Matri-

zen in (4.11) bereitet keine Schwierigkeiten als dies der Fall in [32] ist.

Eine Verbesserung der Konvergenzrate ist stark von der Diskrepanz zwischen der primären

und der dualen Diskretisierung belastet. Diese Diskrepanz führt zu zus̈atzlichen Bedingun-

gen, die in AnnahmeA9 gestellt sind. Damit wird klar, eine Konvergenzrate besser als eins

ist allein mit einem Integrationsverfahren der Ordnungq mit q ≥ 1 schwer erreichbar.

Obwohl in [53] ein aussichtsreicher Weg für die Aufhebung der Belastung der Diskrepanz

in der Diskretisierung angeboten wird, bleibt noch offen, dieses Problem für die tats̈achliche

diskrete optimale Steuerung zu untersuchen.

Eine weiterentwickelte Fassung für die Berechnung der Gradienten durch den Einsatz des

impliziten Runge-Kutta-Verfahrens und der Methode der internen numerischen Differentia-

tion wird im Abschnitt3.7.2vorgestellt. Einer der erheblichen Nachteile dieses Einsatzes

ist der Zeitaufwand f̈ur die numerische Berechnung von diskreten Gradienten. Dies ist an

verschiedenen Tabellen im Kapitel7 deutlich zu erkennen. Der Vorteil dieses Verfahrens ist

die genaue Berechnung der Gradienten.

Im Rahmen dieser Arbeit ist dieRINDOPT-Routine f̈ur die numerische L̈osung von Steue-

rungsproblemen implementiert worden. DieRINDOPT-Routine setzt sich zusammen aus dem

Runge-Kutta-Verfahren, der internen numerischen Differentiation und dem neuen SQP-

RoutineSNOPT. Die aktuelle Version derRINDOPT-Routine verwendet das explizite Runge-

Kutta-Verfahren. Durch den Einsatz von Verfahren höherer Ordnung k̈onnen Differential-

gleichungen mit hoher Genauigkeit gelöst werden. Das heißt, es werden in den Gleichungen

(3.40) und (3.41) fast die exakten Werte des Zustandes in den entsprechenden Diskretisie-

rungspunkten eingesetzt. Dies führt zu einer Steigerung der Genauigkeit von Gradienten

diskretisierter Funktionen. Die genaue Berechnung der Gradienten, welche die Effektivität

des SQP-Verfahrens erhöht und der Einsatz von zwei Zerlegungen, welche die Behandlung
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von möglichen Sprung- oder Knickstellen verbessern, ermöglicht eine bessere Verfolgung

von Trajektorien mit schlechten Verläufen.

Die RINDOPT-Routine ben̈otigt keinen guten Startwert und konvergiert relativ schnell. Bei

einer passenden Konstellation des SteuerungsgittersIh werden f̈ur eine gute numerische

Lösung zirka nur zwei bis drei Verfeinerungen des GittersIh erforderlich. Die Gr̈unde daf̈ur

liegen in der genauen Berechnung der Gradienten und der richtigen Zerlegung. Zusätzliche

Verfeinerungen des Steuerungsgitters führen zu keiner Verbesserung, da die resultierende

numerische L̈osung bereits nahe an der exakten Lösung liegt.

Die Schwierigkeit im Vorfeld des numerischen Lösungsprozesses besteht in der Bestimmung

eines angepaßten SteuerungsgittersIh. Bei der numerischen L̈osung von Steuerungsproble-

men entsteht die Komplexität im allgemeinen an den auftretenden Knick- oder Sprungstel-

len der Steuerungsfunktion (vgl. Tabelle7.4 und Abbildungen7.7 - 7.8). In den Testrech-

nungen der vorliegenden Arbeit wurde dieses Problem durch Beobachtungen gelöst. Das

Steuerungsgitter wird am Anfang beliebig gewählt und nach wiederholter Durchführung der

RINDOPT-Routine problemabḧangig geẅahlt. Eine systematischere Variante für die Ermitt-

lung des richtigen Steuerungsgitters wäre die folgende:

1. Generierung eines beliebigen Gitters,

2. Betrachtung dieses Gitters als Optimierungsvariable.

Außerdem bietet die Methode der internen numerischen Differentiation eine Möglichkeit

für die Gradientenberechnung von Funktionen an, die von diesen Optimierungsvariablen

abḧangig sind (siehe Gradientenberechnung ab Seite32). Dadurch k̈onnte der Aufwand f̈ur

einige Probleme erheblich reduziert werden. Für diesen Einsatz findet man in der Literatur

kaum eine passende Theorie.

Die aktuelle Version derRINDOPT-Routine ist f̈ur die Behandlung von allgemeinen Steue-

rungsproblemen mit steifen dynamischen Systemen noch nicht ausgereift. Die Erweiterung

des Algorithmus durch Einbeziehung vom impliziten Runge-Kutta-Verfahren ist ein denk-

barer Weg f̈ur numerische L̈osung dieser Gruppe von Aufgaben. Dabei ist für die Berech-

nung von Vektorenλl, l = 1, · · · , N die Bestimmung der MatrizenY a
l,i und Y b

l+1,i für je-

desi = 1, · · · , q erforderlich. Beim impliziten Runge-Kutta-Verfahren führen diese Berech-

nungen zu der L̈osung eines linearen Gleichungssystems mit2n2 Unbekannten f̈ur jedes

i = 1, · · · , q.
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1993.

[8] J. T. Betts. Issues in the direct transcription of optimal control problems to sparce non-

linear programms.International Series of Numerical Mathematics, 115, Birkhäuser
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