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Abstract

The focal point of this work is the investigation of a class of discretization methods for
nonlinear optimal control problems governed by ordinary differential equations with control
restrictions, as well as the implementation of some numerical experiments. The theoretical
investigations are based on a coupled parameterization-discretization pattern, a piecewise
linear parameterization representation of the control, and the application of a Runge-Kutta
method for the integration of the differential state equation. The order of convergence of the
solution is obtained with the help of regularity conditions and the second order optimality
conditions. Furthermore, we also present in this paper a possibility of the numerical compu-
tation of the gradients via numerical differentiation. Finally some numerical results are given
and their relationship to the theoretical convergence results are discussed.
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sults



Zusammenfassung

Schwerpunkt dieser Arbeit ist die Untersuchung einer Klasse von Diskretisierungsmethoden
fur nichtlineare optimale Steuerungsprobleme mit @ewichen Differentialgleichungen

und Steuerungsbesé@mkung sowie die Durchihrung von numerischen Experimente.
Die theoretischen Untersuchungen basieren aus einem gekoppeltes Parametrisierungs-
Diskretisierungsschema ausiskweise polinomialen Ansatiif die Steuerung und einen
Runge-Kutta-Verfahren zur Integration der Zustands-Differentialgleichung. Die Konver-
genzordnung der dsung wird unter Rdgaritatsbedingung und Optimaditsbedingung
2.0rdnung ermittelt. AuRerdem wird einedglichkeit zur numerischen Berechnung der
Gradienteniber internen numerischen Differentiationgerert. Schlief3lich werden einige
numerischen Resultate gegeben und dieakigigkeiten zur den theoretischen Konvergenz-
resultate diskutiert.

Sclagworter:
Optimale Steuerungsprobleme, Diskretisierung, Runge-Kutta-Verfahren, Konvergenzord-
nung, Numerische Resultate
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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Optimale Steuerungsprobleme

Optimale Steuerungsprobleme bilden eine wichtige und interessante Gruppe von Optimie-
rungsproblemen. Ihre Besonderheit im Vergleich zu den einfachen Optimierungsproblemen
ist die Existenz eines dynamischen Systems in der Beschreibung des Problems, welches in
einem Funktionenraum (unendlich-dimensionalen Raum) formuliert ist. In der Natur finden
optimale Steuerungsprobleme unter anderem in folgenden Bereichen Anwenduthey- F

und Transportanlagen (z.B. Container-Kran-Probl&# #8]), Elektrotechnik (z.B. Tun-
neldiodenoszillator 15, 63]) und Luft- und Raumfahrt (z.B. Aufstieg eines Huperschall-
Raumtransporter2p)).

1.2 Untersuchung von optimalen Steuerungsproblemen

Generell sind optimale Steuerungsprobleme komplexe Optimierungsaufgaben und daher nur
numerisch dsbar. Die kennzeichnenden Merkmale der Kompésblcher Aufgaben sind

u.a. die hohe Anzahl von nichtlinearen Gleichungs- und Ungleichungsrestriktionen, die zahl-
reichen Steuerungs- oder Zustandsbesakungen und das dynamische System von kom-
plizierten Prozessen. Die numerischésung von optimalen Steuerungsproblemen basiert
auf dem Ersatz des ursprglichen Problems durch ein angérwrtes Problem mittels Ap-
proximationsverfahren und deidkung des angé@herten Problems. Einige der wichtigsten
Ziele der Anwendung von Approximationsverfahren sind die Konvergenz und die Konver-
genzgeschwindigkeit derdsungen der diskreten Aufgaben zuidung der ursgmglichen
Aufgabe. Hierbei stellt die Stabiéit der gesuchtendsung die fundamentale Voraussetzung
dar.
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Die Losung von Steuerungsproblemen zieht die numeriséseihg des dynamischen Sy-
stems mit sich. Zur numerischerdbsung von Differentialgleichungen bietet die Literatur
zahlreiche Methoden an. Zu nenneéren das mehrfache SchielRverfahrgnuy(tiple shoo-

ting technique®) @ir die Losung von nichtlinearen Randwertaufgab&s [L6, 59)), das finite
Differenzen-Verfahrenl[1§, das Integrationsverfahren. Diese Arbeit widmet sich unter an-
derem der Untersuchung eines allgemeinen Einschrittverfahrens.

Bereits in den siebziger Jahren wurde die Konvergenz der endlich-dimensionalen Approxi-
mation von optimalen Steuerungsproblemen mittels Integrationsverfahren untersucht. Siehe
beispielsweise die ArbeiteGullum [26], Budak, Berkovich, Solov'’evd5], Daniel [27],
Mordukhovich81].

Malanowski[ 70] behandelt optimale Steuerungsprobleme mit konvexer Zielfunktion und li-
nearem (bexglich der Steuerung) dynamischen Syst&ontchev[30] fuhrt eine Studie

fur konvexe Probleme an. In diesalteren Arbeiten stelle man die Anwendung &erer-
Methode fir die Diskretisierung der Differentialgleichung und die Betrachtung des gleichen
Gitters fur die Steuerung und den Zustand fest.

Alt [3] stellt eine Studigiber die Behandlung von nichtlinearen, bescthten Steuerungs-
problemen unter Anwendung d&uler-Methode fir die Diskretisierung der Differential-
gleichung dar und erzielt dabei eine Konvergenzrate mit der Ordgung

Es gibt neben diesen Autoren einige, die sich mit Integrationsverfaliieerér Ordnung
besclaftigt haben.

In einer filuheren Arbeit studiertélager [51] ein optimales Steuerungsproblem ohne Be-
schiankung und stellte das Veihnis zwischen den stetigen dualen Variablen und den ent-
sprechenden Lagrange-Multiplikatoren des diskreten Steuerungsproblems fest. Es wurde be-
obachtet, daf3 ein Integrationsverfahren der Ordnufiig Differentialgleichungen nicht im-

mer zu einen [dherungswert der Ordnurgn der optimalen Steuerunglirte.

1.3 Motivation und Ziel der Untersuchung

Die Erforschung von Bedingungeiirfdie bestmgliche Konvergenz ist heute noch Ge-
genstand wissenschatftlicher Untersuchungen. Dabei spielen die verschiedenen Diskreti-
sierungsaritze eine besondere Rolle. Siehe unter anderem das Kollokationsverfahren
[105 119 10, 54], das Ritzsche ProjektionsverfahredAO[ 39, 38|, das Runge-Kutta-
Verfahren bei der Abs@tzung des Optimalwerted17, 118 106 bzw. der Optimalbsung

[35, 53, 52, dasAdams-Bashforttverfahren undAdams-Multorverfahren 5], das Euler-
Verfahren [/4, 31].
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Betrachten wir Arbeitefiiber die Approximation der optimalerdkung mittels Integrations-
verfahren, so stellen wir folgendes fest:

Dontchevund Hager [33, 32] stellen eine allgemeine Theorie zur Untersuchung der Lip-
schitzstetigkeit von parametrisierten Optimierungsproblemen vor. Als eine der Anwendungs-
beispiele betrachten die Autoren die Diskretisierung optimaler Steuerungsprobleme mit
gewohnlichen Differentialgleichungen ohne Zustandsbestkuing und erreichen mit einer
optimalen Steuerungsfunktion von besitikter Variation eine Konvergenzrate mit der Ord-
nung Eins. Beim Beweis der Stabditder Optimaliatsbedingungen (vgl3p], Lemma 11)

wird implizit die Steuerungsfunktion als stetig vorausgesetzt.

Malanowskj Buskensund Maurer [75] betrachten ein Problem mit Zustandsbeg&cikung

und erzielen das gleiche Ergebnis wie 82| mit einer stetigen optimalen Steuerung. Die
ganze Untersuchung basiert auf einer allgemeinen Approximationstheorie von Malanowski.
In beiden Arbeiten 32, 75 werden die Steuerung und der Zustand erneut auf demselben
Gitter diskretisiert, die Euler-Methodé@rfdie Diskretisierung des dynamischen Systems an-
gewendet und einei@tkweise konstante Approximatioarfdie Steuerung betrachtet.

Haufig werden iir die numerische @sung von Differentialgleichungen Verfahren mit
hoherer Konvergenzordnungirf die Diskretisierung der Differentialgleichung verwendet.
Es wird beispielsweise die Runge-Kutta Diskretisierung in den Arbeiteés 109, 119 an-
gewendet. Jedoch wird oft bei der Konvergenzuntersuch@®ig3p, 75, 72, 26, 15, 27, 81])

nur dieEuler-Methode angewendet.

Konvergenzresultatellf Runge-Kutta-Diskretisierung von optimalen Steuerungproblemen
treten in einer minimalen Anzahl in der Literatur auf.

Schwartz und Polak [10§ analysieren die Konsistenz der expliziten Runge-Kutta-
Approximation. In dieser Arbeitl]0g wird eine Konvergenziir die globalen Bbsungen des
diskreten Problems zur globalerd$éung des stetigen Problems nachgewiesen. Aul3serdem
basiert die Analyse auf Runge-Kutta-Verfahren, deren Koeffizienten alle positiv sind.

Velio analysiert in 117] die Konvergenz des Optimalwertes. Er stellt einehErungswert

der OrdnungO(h?) fur Steuerungsprobleme mit Besahkungen und linearer Differenti-
algleichungen her, ohne eine Voraussetziibgr die Regularét der optimalen Steuerung
anzunehmen. Dieses Resultat wirédtgy in [L18 auf Systeme ausgedehnt, die in Bezug auf
Zustandvariable nichtlinear sind.

In [53, 52] werden vonHager Bedingungen iir die Koeffizienten eines Runge-Kutta-
Integrationsverfahrens berechnet, die eine erteilte Ordnung der Genauigkeit in der optimalen
Steuerungiir Ordnungen bis zu vier sicherstellen. Insbesondere die Algikpnzentriert
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sich auf Runge-Kutta-Diskretisierungen, dessen Koeffizienten im letzten Berechnungsphase
alle positiv sind.

Die Analyse in p3] nutzt die Baumstrukturen,iree-based expansion2(Q]) und die Ord-
nungsvoraussetzungen, die von Butche®iij f ur gewdhnliche Differentialgleichungen ent-
wickelt wurden, und eine Transformation der notwendigen Optiétaliedingungen erster
Ordnung fir das diskrete Steuerungsproblem.

Diese Transformationihrt zu einer Runge-Kutta-Diskretisierungy fdie adjungierte Glei-
chung des optimalen Steuerungsproblems, difij zu der urspmglichen Runge-Kutta-
Diskretisierung der Zustandsgleichung unterschiedlich ist. Die Diskrepanz zwischen der
primaren und der dualen Diskretisierunghft zu zugtzlichen Bedingungen, die die Ko-
effizienten der Runge-Kutta-Diskretisierung igkén missen, um die Dritte- oder Vierte-
Ordnungsgenauigkeit im Kontext der optimalen Steuerung zu erzielen. Unteakhhbest
beobachten wir, daf? die Fehlerab&t@ung der diskreten Steuerung in (183][ nicht die
Fehlerabscaitzung der diskreten Steuerung in désung des diskreten Problems auisdtit

(siehe Remark 2.250)).

In [35] wird gezeigt, dal} jede dgliche Runge-Kutta-Diskretisierung zweiter Ordnuiig f

die Differentialgleichungen durch eine passende Deutung der diskreten Steuerung einen
Naherungswert in der optimalen Steuerung von der Ordnung zwei erbringt. Hier wird analog
wie in [53] und unter folgender Einscnkung vorgegangen. Die Autoren verringern die Di-
mension des diskreten Steurungsraumes, indem sie erfordern, daf3 die Zwischenschritte der
Steurungskomponenten identisch sind, wenn die Komponenten des dazggeeilvek-

tors gleich sind (siehe Seite 34] fur mehr Details).

Gegenstand dieser Arbeit ist die Untersuchung eines IntegrationsverfahreaserghOrd-
nung zur numerischen Behandlung von optimalen Steuerungsproblemen rahirgehen
Differentialgleichungen. Weiterhin wird ein Algorithmus zur numerischésung solcher
Aufgaben unter Bercksichtigung des untersuchten Verfahrens implementiert. Die Ziele sind
dabei die Vorstellung einer Diskretisierung mit Verfahréinérer Ordnung, die Herleitung
von Voraussetzungeiirf die Regularétsbedingungen sowie Optimalibedingungen diskre-
tisierter Aufgaben, die aushrliche Vorstellung einer effektiven Method& die Berechnung

der Ableitungen, die Weiterentwicklung der Ergebnisse & fur Lipschitzkonvergenz
von diskretisierten Aufgaben und eine besseregm@mung an die Praxis durch die Betrach-
tung des gleichen Verfahrens bei der Konvergenzuntersuchung und bei der Implementierung
des Verfahrens. Dazu betrachten wir:

e zwei Zerlegungef;, G;, des Intervallg0, 1] (vgl. Kapitel3),
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e eine allgemeine Parametrisierung der Steuerung,
¢ ein Integrationsverfahren mibherer Konsistenzordnung,

¢ die Methode der internen numerischen Differentiation.

Wir erwarten durch diesen Einsatz:
¢ eine bhere Konvergenzratéif die Losung des approximierten Steuerungsproblems,
e eine bessere Verfolgung von Steuerungsfunktionen,

¢ ein effektives SQP-Verfahren (durch die genaue Berechnung der Gradienten mittels
der Methode der internen numerischen Differentiation).

1.4 Inhaltliche Struktur

Inhaltlich ist die Arbeit wie folgt gegliedert:

Das Kapitel2 beschreibt die Klasse von Aufgaben, die in dieser Arbeit betrachtet wird.
Zusatzlich werden Umformulierungsiglichkeiten fir andere Problemstellungen beschrie-
ben.

Das Hauptanliegen im Kapitd ist die Vorstellung einer Diskretisierung von Steuerungs-
problemen mit zwei Zerlegungen und einem allgemeinen Einschrittverfahren. Das Kapitel
beginnt mit einer kurzen Eifthrungiiber die verschiedenen numerischen Optimierungsme-
thoden: direkte und indirekte Methode. Es werden einige Vor- und Nachteile aufgelistet und
die Erganzung beider Methoden herauskristallisiert.

Es werden die unterschiedlichen Betrachtungsweiseudbeh der Variablen aus der Lite-

ratur vorgestellt und verglichen. AnschlieRend wird die in dieser Arbeit betrachtete Opti-
mierungsvariable detailliert beschrieben. Zwei Zerlegungen werden ahmgregin Steue-
rungsgitter und ein Zustandsgitter. Beggich dem Steuerungsgitter wird einen Ansatzraum
fur die Steuerung definiert, die Mengen deraagigen Steuerungen sowie die uisgliche
Aufgabe entsprechend erneut formulieiir Bie entstandene Aufgabe werden die Vorausset-
zungen @ir die Regularit eines Punktes getroffen, die notwendigen Optidatddedingungen
erster Ordnung und die Voraussetzungamdie notwendigen Optimaétbedingungen zwei-

ter Ordnung eingéihrt. Ansatze und Hinweiséber die Methode der Parametrisierung der
Steuerung werden gegeben. Auf dem Zustandgitter wird ein allgemeines Einschrittverfahren
eingefihrt und eine diskretisierte Aufgabe formuliertirFdie diskrete Aufgabe werden die
Regulariitsbedingungen eines Punktes beschrieben. Das Kapitel endet mit der Vorstellung

5
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der Methode der internen numerischen Differentiationdie Berechnung der Gradienten
diskretisierter Funktionen im Fall eines allgemeinen Einschrittverfahrens. Speérielas
Runge-Kutta-Verfahren werden die Implementierungsschiittdie Berechnung der Gradi-
enten angegeben.

Im Kapitel 4 wird eine Approximationstheorie vorgestellt. Diese Theorie basiert auf der
Storungstheorie zur Untersuchung von Optimierungsproblemen in Banagiméh und ori-
entiert sich an der Vorgehensweise \ontchewndHager[33, 32]. Es folgen die Formu-
lierung von verallgemeinerten Gleichungen, die Formulierung und der Beweis des Konver-
genzsatzes unter Anwendung der vorgestellten Theorie. Anschliel3end wird der Konvergenz-
satz angewendet. Dabei werdé@mgliche VoraussetzungearfRunge-Kutta-Diskretisierung
verifiziert.

Das Kapitel5 stellt einen kurzetberblick iiber ein Verfahrenifr die numerische sung
endlich-dimensionaler Optimierungsaufgaben dar. Dabei geht es um eine Beschreibung des
Verfahrens der sukzessiven quadratischen Optimierung (SQP-Verfahren): die Struktur des
SQP-Verfahrens, das quadratische Teilproblem, die Bewertungsfunktion, die Approximation
der Hesse-Matrix, die Abbruchkriterien.

Die Implementierung eines Algorithmugrfdie numerische @sung der diskreten Aufgabe
wird im Kapitel 6 beschrieben. In diesem Algorithmus ist die Diskretisierung des Problems
mittels explizitem Runge-Kutta-Verfahreiirfden Zustand und spezielleiiskweise linea-

rer Approximation (AbschnitB.3.]) fur die Steuerung durchgdirt. Der entwickelte Al-
gorithmus wird mitRINDOPT bezeichnet. Die Koeffizienten des eingesetzten Runge-Kutta-
Verfahrens werden bestimmt, der Grundaufbauri@®0PT-Algorithmus wird skizziert.
AnschlieRend werden einige wichtige Komponentenrd@&®0PT-Algorithmus beschrieben.

Zum Nachweis der Funktiorghigkeit des entwickelten Algorithmus werden im Kapifel
ein Erlauterungsbeispiel sowie die Testrechnungembisgewhlte Probleme im Bereich der
Luft- und Raumfahrt, Elektrotechnik undFder- und Transportanlage ausgfet.

Die im Rahmen dieser Arbeit erreichten Ergebnisse werden im Kap#esammengefalit.
Hinweise zu weiteidhrenden Arbeiten werden ebenfalls hieaeatért.



Kapitel 2

Problemstellung

2.1 Formulierung eines Steuerungsproblems

Im diesem Abschnitt wird auf die zugrundeliegende Klasse von Problemen dieser Arbeit
naher eingegangen.

Es seieny, eine Funktion vonRkR"*% in IR, f eine beschinkte und Lipschitz-stetige Funk-
tion von IR"*7*4 in IR", U, eine nichtleere, konvexe und abgeschlossene Mend# jiv,

eine nichtleere konvexe und abgeschlossene Mengdin

Wir formulieren ein Steuerungsproble®..) durch:

min go(z(1),v)  bzgl. (2.1)
i(t) = F(@(t), u(t),v), 0 <t < 1, 2(0) = zo(v), (2.2)
u(t) eU,, fa.tel0,1], velV,. (2.3)

wobei der Zustand:(¢) aus dem RaumV'>([0, 1], IR") ist, die Steuerung.(t) zu dem
Raum £*>([0, 1], IR") gelort, die Differentialforms(¢) aus dem Raunt>([0, 1], IR"™) ist,

der Parameter zu dem Raumii?> getort und die Startbedingung des Zustandg®) eine
stetig differenzierbare Funktion vdR? in IR" ist. Der Parameterist vonx(t) undu(t) fur

t € [0,1] unablangig. Wichtig an dieser Stelle ist zu vermerken, daf3 in der Aufgalde (
(2.3 die Zielfunktiongy(x(1),v) als eine explizite Funktion der Steuerungu betrachten

ist. Der Zustandr ist als implizite Funktion von: zu betrachten und nach dem dynami-
schen Systen?(2) zu berechnen. i die bevorstehende Untersuchung setzen wir folgendes
voraus:

A1l : Es existiere eine @sung(z*, u*, v*) der AufgabgP.,).
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Bemerkung 1 Der Parameterv darf nicht als Sérungsparameter des optimalen Steue-
rungsproblems (vgl. Maurer, Augustii]) betrachtet werden. Der Parameter in die-

ser Arbeit ist eine Optimierungsvariable und kann beispielsweise bei Problemen mit freier
Anfangs- bzw. Endzeit diese Randdaten beinhalten (siehe AbstBhitt

2.2 Umformulierung anderer Problemstellungen

Optimale Steuerungsprobleme mit Zielfunktionen in Integralfotmren durch Hinziifgen
einer neuen Zustandsvariablen in die Form vari)(umgewandelt werden. Es sgieine
integrierbare Funktion. Bei der Minimierung einer Zielfunktion der Gestalt:

min /01 g(x(t),u(t),v)dt,

U,V

definieren wir mit Hilfe der Differentialgleichung:

in-&-l (t) = g(‘/i(t)a u(t)v U)v xn-i-l(O) =0

eine zuatzliche Zustandsvariable, . ,, wobeiz = (x, z,,,1). Damit geht die Minimierungs-
aufgabe in die Form:

min 7, (1)

uber.
Mit den Einsitzenz,,1(t) = 1, z,41(t) = ¢, undx,,1(0) = 0 verwandeln wir nichtautono-
me Differentialgleichungen in die autonome For2n2j.

Aufgaben mit freier Anfangs- bzw. Endzeit werden durch die &anfing einer neuen Zeit-
funktion in Aufgaben mit fester Anfangs- bzw. Endzélteriihrt. Es set, bzw. . die freie
Anfangs- bzw. Endzeit, und, bzw. s. die fest gegebene Anfangs- bzw. Endzeit und eine
Zeitfunktion gegeben durch:

t,—t,
t=t(s) ::to—i—(s—so)s — S € [So, Se)-

Die urspiinglichen freien Anfangs- und Endzeite@riken bei der Untersuchung in die Pa-
rameterliste vonr aufgenommen werden. Es entstehen die folgenden neuen Optimierungs-
variablen:

‘%(8) = x(t(s»’ {L(S) = u(t(s))v U= (Ua tmte)‘
Durch die Zeittransformatioandert sich die Differentialgleichung.@) folgenderm&en um:

H(s) = z - iif(j(s),a(s), B), 5 € [50, 50, #(50) = 2(ty) = (D).

8
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Fur tiefergehende Betrachtungéber optimale Steuerungsprobleme sei 4df 1, 21] ver-
wiesen.

Bemerkung 2 : Die Uberfiihrung von Optimierungsproblemen in die Form vari)-(2.3)
hat den Vorteil, dal3 im Fall einer Diskretisierung die gleiche Diskretisierungsmetlimde f
die Zielfunktion undifr die Beschankungen eingesetzt wird.



Kapitel 3

Diskretisierung

3.1 Numerische Optimierungsmethoden

Auf Grund der Komplexit von optimalen Steuerungsproblemen werden diese Aufgaben
gewdhnlich nur numerisch gést. Die Methodenifr die numerische @sung von optimalen
Steuerungsproblemen werden in der Literatur in zwei Gruppen unterteilt: die direkte und die
indirekte Methode33]. Bei der indirekten Methode wird das Steuerungsproblem als nicht-
lineare Randwertaufgabe betrachtet, welche aus den notwendigen Ogtishaiitingungen

der urspiinglichen Aufgabe entstanden sind. Die direkte Methode dagegen behandelt das
Steuerungsproblem sofort als Optimierungsproblem in einem funktionalen Raum.

Durch die Anwendung des mehrfachen Schiel3verfahrgnsl{iple shooting technique®)

fur die Losung von nichtlinearen Randwertaufgaben hat sich die indirekte Methode als sehr
effektiv erwiesen (vgl.13, 16, 59]). Der Nachteil bei der indirekten Methode ist die Auffor-
derung bei jedem Optimierungsproblem einiger Kenntnigss das Verhalten des Problems
(z.B. die adjungierte Variablen, die Hamilton-Funktion, das Maximum-Prinzip). Au3erdem
verlangt die Konvergenz des mehrfachen Schiel3verfahrens eine gutésstagtldie jedoch

vor dem Start unbekannt ist. Die direkte Methodediggt keine Informationiber die ad-
jungierten Variablen und erfordert minimale Kenntnigber das Optimierungsproblem und
demzufolge kaum Vorbereitungen.

In dieser Arbeit wird die direkte Methode betrachtet. Diese kann als Vorbereitundjef
indirekte Methode zur Berechnung des Startwertes angesehen werded 24pl. Die di-

rekte Methode ist eine Zusammensetzung aus einer endlich-dimensionalen Approximation
und einem Optimierungsalgorithmus.

10
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Die endlich-dimensionale Approximation verzweigt sich in eine endlich-dimensionale Ap-
proximation der Steuerung (falls die Steuerung als einzige Optimierungsvariable zu betrach-
tenist) und eine endlich-dimensionale Approximation der Steuerung und des Zustandes (falls
die Steuerung und der Zustand als Optimierungsvariable zu betrachten sind). Bevor wir zur
eigentlichen Approximation des originalen Problerisl)-(2.3) kommen, wird zuerst ein
Vergleich beider Betrachtungsweisen der Optimierungsvariablen dargestellt.

3.2 Optimierungsvariable

Ein Weg fur die endlich-dimensionale Approximation der Steuerung ist die Methode der
Elimination des Zustandes (vgP3, 58]). Dieser Weg setzt die Existenz eines Transforma-
tionsoperators voraus, welcher die Zustandsvariable nach der Steuerungsvarialiekausdr
und anschlieend in die AnfangswertaufgaB&)(einsetzt. Es entsteht ein Gleichungssy-
stem, das diskretisiert wird und das nur von der Steuerungsvariatdegighst.

Ein anderer Wegiir die endlich-dimensionale Approximation der Steuerung ist die a priori
Parametrisierung der Steuerung (vgB[112, 66, 95]). Der Zustand, betrachtet als Funktion

der Steuerung, wird dann rekursiv durch Integrationsverfahren oder Kollokationsverfahren
berechnet. Dadurch verschwindet die Zustandsvariable aus der Liste der zu optimierenden
Variablen. Es ensteht eine Optimierungsaufgabéigézh der Steuerung.

Durch die endlich-dimensionale Approximation der Steuerung ensteht ein diskretes Problem
mit geringer Anzahl von Optimierungsvariablen, mit vollbesetzter Jacobi- und Hesse-Matrix.
Mit dieser Methode wurde bereits gute Resultate erzielt (¢§)) [

Die Methode der Approximation der Steuerung und des Zustandes betrachtet beide Variablen
als Optimierungvariablen (vgl3[ 25, 26, 32, 37, 70)).

Diese Methode erzeugt zwar ein gdimensioniertes Optimierungsproblem, hat aber den
Vorteil, dal3 die Jacobi- und Hesse-Matrizen im allgemeinen schwachbesetzt sind. Durch die
Anwendung von Methoden wie z.B. der Methode des strukturierten SQP-Verfal@fjs [

oder die Ausnutzung der Schwachbesetztheit der Matrizen mifdiegct transcription”-
Methode [/, 8], sind ebenfalls gute Resultate erzielt worden.

In den kommenden Abschnitten wird eine Diskretisierung durditgéf Dabei wird die
Steuerung durch die Methode der Parametrisierung approximiert und der Zustand mit Hilfe
eines allgemeinen Einschrittverfahrens aréjent.

11
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3.3 Parametrisierung des Steuerungsraumes

Die Methode der Parametrisierung érghicht die Darstellung der Steuerungsfunktion auf
einer endlichen Anzahl von Teilintervallen bei gegebenen Basisfunktionen (u.a. konstante
Funktionen, Polynome). Die Basisfunktioneangen ihrerseits von einer endlichen Menge
von Parametern (z.B. Randwerten der Steuerung, Steuerungsgitter) ab.

Es seil € IN\{0} gegeben. In dieser Arbeit beruht die Parametrisierung der Steuerung auf
dem Ersetzen der Menge der ass$igen Steuerungen:

{uel : u(t)eU, fi. tel0,1]}, (3.1)
durch eine Menge gegeben durch:
{u(,w) €U : u(t,w) € U, t €10,1], w € R"}. (3.2)

Wir bezeichnen mit// die Teilmenge vonRY, gebildet aus allen Parameteun die die
Menge B.2) beschreiben. Das heifl3t

W ={we R" : u(t,w)eU, tel0,1]}. (3.3)

Durch die Parametrisierung des Steuerungsraumes ist jedes Elefgni durch den
endlich-dimensionalen Parameterc W eindeutig bestimmt.
Fur die Elemente(-, wy) undu(-, wy) mitwy, we € W folgt aus der Konvexitseigenschaft

von U, die Zugelirigkeit der Verbindungsstreckeu(t, w )u(t, w,) von Elementen(t, w;)
undu(t, wy) in die Mengel, . Es bleibt offen, Aussagdiber die Zusammerdmge zwischen
der Verbindungsstrecke;w; der Elementev; und w, und der MengéV’ zu treffen, solange
die Funktionu(-, w) nicht eindeutig definiert ist.

Ansatzraum

Es seitt, C L£>([0,1], R") die Menge aller Elemente, die sich nach dem Modell3r2)(

mit w € IR* darstellen lassen. Der Raur), ausgestattet mit der Norm débergeordneten
Raumesg/, ist wiederum linear normiert.

Im Vergleich zu den allgemeinen Optimierungsproblemen haben optimale Steuerungs-
probleme die besondere Charakteristik, dal3 die Steuerungsvariabléng8paufweisen

L Fur zwei Elementev;, w, aus der Mengé&l heil3t die Menge:
wiws = {w = aw; + Pw; : o, freell, « >0, 3>0,a+ =1}

Verbindungsstrecke der Elemente undws .

12
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konnen. Um solche Aufgaben sinnvoll behandeln aaren, ist es notwendig, bei der Pa-
rametrisierung des Steuerungsraumes, die eventuell auftretendéng8pter Steuerung

mit zu beficksichtigen. Ein raglicher Methode zur Be#ltigung dieses Problems ist die
Einfuhrung von zwei Gittern bei der Diskretisierung, dem Steuerungs- und dem Zustands-
gitter.

Es seiM € IN\{0} gegeben. Wir betrachten eine feste beliebige Zerlegung des Intervalls
I =[0,1], gegeben durch:

In:=A70, 71,70, s -1, Tm}, T =0< T <Tm<- <ty <Tyi=1 (3.4)

wobei der Index: durch:
h:= max (1, — T;_1), (3.5)

1<i<M
definiert ist. Der Index: wird im Abschnitt4.2 ab Seite38 als Parameter betrachtet. Die
MengeZ, bezeichnet daSteuerungsgitterauf dem Intervall.

3.3.1 Ansatz der Parametrisierung der Steuerung

Dieser Abschnitt dient zu Formulierung des zugrundeliegenden Parameter dieser Arbeit.
Es seien die Zahl/, das Intervalll, das GitterZ, und die Schrittweité. gegeben wie in der
Definition von @.4) und @.5.Wir betrachten eine Mendgé& gegeben durch:

M
W= x (U, x U,).
j=1
Die numerischen Experimente dieser Arbeit verwenden einen Parametdrder Darstel-
lung:

w = (uf,uf,uf,u;, T 7u]J\r/[7u]T/[) e W. (36)

Dabei bezeichnetj* bzw.u; den rechten Grenzwert im Punkt ; bzw. linken Grenzwert
im Punkt7; (j = 1,---, M) der Funktionu(-, w), mit u(rj,w) = uS, j = 0,---,M — 1
und u(7y, w) = u,,. FOr die Approximationu(-,w) € U betrachten wir eine spezielle
stiickweise linear stetige Funktion der Gestalt:

u(t,w) := Z ;(uj_(t —Tjo1) + u;“(Tj —1))x,(t), t €10,1], (3.7)

=175 = Tj-1

wobei x,, j = 1,---,M, die charakteristischen Funktionen auf den Teilintervallen
[Tj-1,75), j=1,---, M —1und[ry_1, 7a] sind. Die MengéV ist als Produkt von endlich
vielen konvexen Mengen ebenfalls eine konvexe Menge.

13
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Bemerkung 3 Die Besonderheitiir die Approximation der Steuerung durch die Formel
(3.7) ist die Flexibilitat der stickweise linearen Approximation. Sie émticht die Wider-
spiegelung von sprunghaften Funktions@efen ebenso wie die Nachbildung von stetigen
Funktionsanteilen. Zum Beispiel, wenn es bekannt ist, dal’ die gesuchte Funktion auf einigen
Teilintervallen einfache Gestalt hat und auf anderen Teilintervallen eine komplizierte Ge-
stalt hat, dann kann die Funktion auf den Teilintervallen separat mit Funktiofiem) aus

P, 1, ,, besser approximiert werden.

3.3.2 Andere Parametrisierungmethoden der Steuerung
Parametrisierung durch stiickweise konstante Funktionen

Es seien erneut/, I, 7, und h gegeben als3(4) und (.5). Wir betrachten eine Mengé”
und die Funktionu(-, w) gegeben durch:

M
X

W:=xU, L=(M+1)r, undw := (ug,---,un),
0

=

u(t, w) = %ujxj(t), t €[0,1]. (3.8)

Die charakteristischen Funktioney), j = 1,---, M sind bereits im AbschnitB.3.1 be-
schrieben. Die Funktion(-, w), beschrieben durcl3(8), ist eine sickweise konstante Funk-
tion auf dem Steuerungsgitt@&;, und die Mengél’ ist konvex.

Parametrisierung durch B-Spline

Ein anderer raglicher Ansatzifir die Diskretisierung der Steuerung durch die Methode der
Parametrisierung besteht in der Approximation der Steuerung durch B-Spliel[L1]. Es
seienM, p € IN\{0}. Wir nehmen an: es existierép zusatzliche Gitterpunkte—_, <
T_pp1 < - < ound7y < Ty < -+ < Tayyy. Wir bezeichnen mits, ; den j-ten
B-Spline der Ordnung gegeben durch:

Bﬂyj(t) = (Tj-l‘u-i-l - Tj)[Tj?Tj+l7 o 7Tj+u+1”' - ﬂ’iv te ZR> ] = My, M — 17

wobei[r;, 7j11, - -, Tj1,41] die (n+ 1)-te dividierte Differenz (divided difference”) P8] ist
und[z]; := max{z,0}.
Der Parameter und die stetige Approximation der Steuerumg, w) werden folgender-
masen definiert:

w = (u_p, - upy1) €W, W C RMHr

—1 3.9
o) = S B0 &9

14
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Die Ordnungyu wird je nach Ghtte der Steuerungsfunktion entsprechend festgelegt. Der
Einsatz von B-Splineithrt zu einem grof3en Optimierungsproblem. B-Spline bilden eine
Basis fir den RaumP, 7, ,, und kbnnen mittels der Rekursionsforme2§, Satz 6c) effektiv

berechnet werden.Uf jedesw € W folgt aus der Nichtnegatiat der B-Spline und der

M-1
J=—k

Eigenschaff’
6b).
Hinweise und weitere Beschreibungé@mer die Methode der Parametrisierung der Steuerung
sind auch in den Arbeiterd[ 6, 116, 112 48, 49, 66, 95]) nachzulesen.

B, ;(t) = 1 die Zugeldrigkeit vonu(t, w) zu U, (vgl. [28], Proposition

Durch die Parametrisierung des Steuerungsraumes geht die Ayi@abhelefiniert auf dem
RaumX’ x U x IR%, in die AufgabeP,,) definiert auf dem Rau¥’ x IR* x IR% tber, mit
der Darstellung:

grcnu%r% go(z(1),v) bzgl (3.10)
2(t) = f(z(t), u(t,w),v), 0 <t <1, 2(0) = zo(v), (3.11)
u(t,w) eU,, tel0,1], wvel, (3.12)

wobeiz € X undu(-,w) € U,.

Parametrisierungsforderung

Es sei diek-te Differenz (kth difference”) der Funktion: mit der Schrittweitéh im Punktt
definiert durch:

Afu(t) ==Y (-1)"** <k>u(t +ih),  Aju(t) := Apu(t) = u(t + h) — u(t),

i=0 L

k k! :

die Binomialkoeffizienten sind.

wobei

Es seiwk(u, t;y) das lokale Stetigkeitsmodul der Funktiarvon der Ordnung: im Punkt
t € [0, 1] definiert durch:

k k 1
wi(u, t;7) = sup{|Afu(s)| : 5,5 + kh € [t — 77, t+ 77] [0, 1]} fiir v € [0, %],

undry(u; ) das mittlere Stetigkeitsmodul der Funktiowon der Ordnung: gegeben durch:

o= [t tya) vend

Tr(u;y) = [|wi(u, 5 7)]

15



3. Diskretisierung 16

Es seiend(A, B),: = e}lngeB la — b|| 1, B}(u) die Variation? der Funktionu auf dem

Intervall [0, 1]. Wir nehmen an:
A 2 : Es existiere eine Funktion: [0, 1] — R, mit }llir% ¢(h) =0, so dafl3
d(u*,Uy)cr < €(h). (3.13)

Die Ungleichung 8.13 setzt voraus, dal3 es ein Elemerit € W mit u(-, w°) € U, gibt,
das gen

tgend nahe an der gesuchten optimalésung liegt. Die Mengé’, ist von der Parametri-
sierung unabhiingig und bleibt \ithrend des ganzen Parametrisierungsprozesseinoeet.
Damit kanmv® der entsprechende Parametern#ugleichv* gesetzt werden.

Realisierbarkeit von (3.13

Die Frage der Realisierbarkeit voB. {3 besteht in der Untersuchungriwelche Funktionen
die Bedingung .13 erfullt werden kann.
Fur «* aus der Menge der besémkten mef3baren Funktionen auf dem Inter{@lll] ist
mit Hilfe von Spline-Funktionen (siehe AbschritB3.2 ersten Grades eine Abstiizung der
Art:

d(u*,Uy) 1 = To(u*; h)
erreichbar (siehe Theorem 4X0[7)).

Falls zustzlich die AbleitungVu* existiert und eine Funktion von besénkter Variation
ist, dann folgt aus den Eigenschaften (4); Seite 8 und (7); Seite 10#hdie Absclatzung:

(U h) < hry (Vs h) < B2 \()}(vu*).

Unter der Voraussetzung, daR dige AbleitungV®v* der Funktionu* existiert und von
beschankter Variation sei, kann mit Hilfe von Splin@herer Ordnung die Konvergenzge-
schwindichkeit von §.13 verbessert werden. Es folgen aus Korollar 4.7 und 4.1107][
folgende Abschtzungen:

d(u* Uy = O(R? X}'(V(Q)u*)), k =2, fir quadratische Spline,

0

dw* Up) e = O(K? %}(v%*)), k=3, fiir kubische Spline.

2 Die Variation (oder die vollgindige Variation) der Funktion auf dem Intervall0, 1] ist die obere Grenze
der SummeZQiO [|u(Tr4+1) — u(7)|| fUr eine beliebige Zahlenfolger, } mit 7o :=0< 7 < T2 < -++ <

Tvm—1 < Tnm = 1.

16



3. Diskretisierung 17

3.4 Uberfuihrung des Steuerungsproblems in ein Optimie-
rungsproblem

Optimale Steuerungsprobleme sind Optimierungsprobleme in Bandcmé&h. Wir wollen

in diesem Abschnitt das Problef®,, ) als Optimierungsproblem im Banach-Raum formulie-
ren. Aul3erdem werden hinreichende Reguddoiedingungen eines Punktes untersucht, das
Phanomen der Zweinorm-Diskrepanz @itert und das Minimum-Prinzip formuliert. Wir
betrachten zwei BanachalmeZ und)’, gegeben durch:

Z = X x R x R% mit X := W'=([0,1], R,
Y = L£=([0,1], R") x IR",

und versehen sie mit den Normen:

|(z,w,0)llz = llzllx + [[w]lge + (|0l

[1(a, b)[ly = |lallz= + {10l |-,

wobei(z, w,v) € Z und(a,b) € Y gilt.
Es seieriC := {0}, die Mengel// konvex und abgesclossen und die Medgier zuhssigen
Tupel (z,w, v), definiert durch:

C:={(z,w,v) € X x R* x R mitz € X, we W, veV,}

Wir definieren im Punkt = (z,w,v) die Abbildungen/’ von Z in IR undG von Z in Y
durch:

F(z) = go(z(1),v),

G(z) = (@() = flz(),ul-,w),v),2(0) = 20(v))
mit G(z) = 0. Nach den obigen Vereinbarungen kann das Steuerungspr¢Bigimn das
folgende Optimierungsprobleibertihrt werden:

min F(z), ze€C, G(z)ek. (3.14)

Um Zugang zu den Resultaten der Optimierungstheorie zu bekommen, nehmen wir an: Die
MengeC sei ein konvexer abgeschlossener Kege)inFur die Aufgabe 8.10-(3.12) ist

die Konvexitat und die Abgeschlossenheit des Kegels leichiilzerpiifen, da der KegelC

aus einem einzigen Elemebesteht. Diese Voraussetzungen sind wichtig, denn allein die
Verletzung der Abgeschlossenheit des Kegels kann schon die Stiaddit Losungsmenge
gefahrden (vgl. Beispiel ing5]).

17



3. Diskretisierung 18

3.5 Notwendige stetige Optimaliatsbedingungen

In endlich-dimensionalen&imen folgt aus den Beweistechniken der notwendigen und hin-
reichenden Optimalittsbedingungen, daf3 sie sich nur durch das Ungleichungszeétctfign

die notwendige Bedingung) und (fur die hinreichende Bedingung) unterscheiden (vgl.
[7€6]). Grund dallir ist folgendes: Im Beweis wird die Kompaktheit der Einheitskugel im
endlich-dimensionalen Raum ausgenutzt. Somit haben die notwendigen und hinreichenden
Optimalitatsaussagen im endlich-dimensionaléuRen die gleichen Voraussetzungen und

die gleichen Schluf3folgerungen.

In unendlich-dimensionalen&men ist eine analoge Untersuchung der notwendigen und
hinreichenden Bedingungéihnlich zum endlich-dimensionalen Fall uagtich. Allein fur
reflexive® unendlich-dimensionale@ime ist die Einheitskugel schwach kompakind ihr

Rand in einer schwachen Topologiin allgemeinen nicht abgeschlossen. Daher ist die obi-
ge Art und Weise debergangs von notwendig zu hinreichend im unendlich-dimensionalen
Raum nicht ndglich (vgl. Gegenbeispiel in7P], Seite 105). In der Literatur werden an die-

ser Stelle zutzliche Bedingungen gestellt. 163], Seite 249-279, beschinken sich die
Autoren auf Aufgaben mit Gleichungsrestriktionen und geben eine andere Beweistechnik
(direkte Beweismethodeiif die hinreichende Bedingung zweiter Ordnung an. Diese Arbeit
betrachtet eine Aufgabe mit Gleichungsrestriktionen. Daher ist der Beweis der folgenden
notwendigen stetigen Optimaisbedingungen auf den Beweis @2] zuriickzufihren.

Im folgenden wollen wir den Index bei den Normen in einigexlén weglassen, falls dies

zu keiner Verwechslungihrt. Wir setzen folgende Differenzierbarkeitsbedingungen voraus:

3 Es seiX ein normierter Raumy ist reflexiv, fallsX = (X*)* gilt.

4 Eine Folge{z"} in einem normierten Raum konvergiert schwach gegefalls lim ||z*(z" — z)|| = 0
fur allez™ € X* gilt.

Eine MengeM aus dem normierten Raui heif3t schwach kompakt, falléifjede Folge{z"} C M, eine
gegenz schwach konvergierte Teilfolge besitzt, mit M.

5> Eine MengeM aus dem normierten Raui heilRt schwach abgeschlossen, fdlisjede Folggz"} C M,
die schwach gegenkonvergiertz € M qgilt.

18



3. Diskretisierung 19

A 3 : Es existieren eine positive Zah] und eine konvexe und abgeschlossene Ménge
X x IR* x IR% mit den Eigenschaften:

(@) 2°:= (x°,w°,v°) € C und ist Losung vor(P,,),
(b) die Funktionf undg, sind zweimal stetig echet-differenzierbar,
(€) d(z°,0C) > 6.,

wobeidC den Rand vog bezeichnet.

3.5.1 Phanomen der Zweinorm-Diskrepanz bei Steuerungsproblemen

Bei vielen Optimierungsproblemen (z.B. optimalen Steuerungsproblemen, Variationsglei-
chungen) Bnnen die notwendigen Bedingungen erster und zweiter Ordriunlyef Existenz
eines Optimums in der Norm, mit welcher die Aufgabe definiert ist, nicht immalienfer-
den. Grund dafr ist die Zweinorm-Diskrepanz. Zur Ewiterung dieses Rhomens orientie-
ren wir uns an der Vorgehensweise #6]. Wir bezeichnen miy eine der Funktionei’, G
aus der Aufgabe3(14) oder die FunktiorC aus @.21). Es sei ein Punkt = (x, u(-, w),v)
gesbrtvone = (g, u(-, £4), £,). Wir betrachten im Punkt + ¢ folgende Taylorentwicklun-
gen:

g(z+e) =g(z) +V.g9(z)e + ri(g;9),

g(z+e) =g(z) + V.g(2)e +£TVZ,g(2)e + 1a(es 9),
wobeir;(e; g), i = 1,2, die Restglieder der Taylorentwicklungen sind. Die Funkgast in
Y differenzierbar, und es gilt:

[Iri(es Il = o([llu-, ew)lle= + [leol]'), ¢ = 1,2.

Andererseits gelten die notwendigen Bedingungerdie Existenz eines Optimums nur in
der schwached?-Norm (p=1,2), wo die Gleichungen :

[Iri(z; 91 = o([l[ul-,ew)ller + [leull]), i =1,2,

nicht immer eriillt sind.

Das Problem der Zweinorm-Diskrepanz wird in der Literatur meistens durch diétturig
von zwei Konvergenzen (vgl3[]) oder durch die Eirihrung von zwei Normen (vgl.7,
76, 77, 61]) gelost.

In [71] werden Einbettungsvoraussetzungen (vgl. Gleichung (2.2)1}) gingeftihrt, Lem-
ma 2.1 in [/1] bewiesen und die Grenzwerte (3.5a)-(3.5¢) und (3.7a)-(3.7&ljvpraus-
gesetzt.
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3. Diskretisierung 20

In [76] werden fir die Losung dieses Problems drei Grenzwertvoraussetzungen mit Hilfe
von zwei Normen (vgl. Seite 166 Bedingung@h - C3in [76]) eingefihrt. In [61] wird das
Problem durch die Eitiflhrung von zwei Normen beadtigt.

In der vorliegenden Arbeit wird das Problem der Zweinorm-Diskrepanz durch die
EinfUhrung von zwei Normen und den Vergleich beider Normen (vgl. Abschrttl ab
Seite47) gelost.

3.5.2 Hinreichende Regulariitsbedingungen eines Punktes

Wir wollen im folgenden, Reguladtsbedingungenif die Existenz der Lagrange-
Multiplikatoren (vgl. Theorem 3.1 in125) definieren und bemlich der AufgabegP,,)
die Regularit eines Punktes diskutieren.

Es seiz := (z, w, v) ein Element au§. Wir definieren die Normalkegelabbildurg.|C] von
der MengeC in die MengeC* = X* x IR" x IR% durch:

y = (y%y* y’) € X* x RL x R% :
v (r—T)+ (y*,w—w) + (y*, v —0v) >0, p:Z€C,

NAE= |y ee

Definition 1 Der Punktz® := (z° w°,v°) heil3t regudr, falls fur alle a € C, das einzige
Elementa, das die Gleichung

—a'V.,G(2°) € N.[C](z°) (3.15)
gerugt, ista = 0.

Eine ahnliche Formulierung der Regulditeines Punktes (sogconstraint qualification®)
istin [91], 6.15 Korollar zu finden.

Im allgemeinen sind die Restriktionen bei Optimierungsproblemen durch endlich viele Glei-
chungen und Ungleichungen beschrieben. Falls diesdés ProblemP,,) zutrifft und

die Funktionen, die die endlich vielen Gleichungen und Ungleichungen beschreiben, stetig
Frechet-differenzierbar sind, dann ist die GleichuBd.§ ein Ausdruck der,Mangasarian-
Fromowitz Constraint Qualification®, das heif3t:

e die Gradienten der Gleichungsrestriktionen im Pufikt, w° v°) sind linear un-
abhangig,
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3. Diskretisierung 21

e Es existiere ein Vektar € X* x IRY*4 so daf:

— das Skalarprodukt der Ableitung jeder aktiven Ungleichungsrestriktion im Punkt
z° mit b eine strikt negative (bei negativen Ungleichungen) oder eine strikt posi-
tive (bei positiven Ungleichungen) Zahl ergibt,

— das Skalarprodukt der Ableitung jeder Gleichungsrestriktion im Puhktit b
gleich Null ist.

Hinreichende Bedingungeiiifdie Regularit eines Punktes finden wir id25 88]. Fur die
Aufgabe (.14 ist die Definitionl aquivalent zu:

0 € int{V.G(z°) (C — 2°)}. (3.16)

Die Bedingung 8.16) ist eine relativ starke Voraussetzung, denn in dem Raum, der in An-
wendung kommt, besitzt der Kegkl im allgemeinen ein leeres Inneres (vgl. Theorem 2.1
in[124).
Nach Lemma 2.3 inq9] ist die Voraussetzund@(16) zu folgenden geschiichten Vorausset-
zungaquivalent:

V.G(z°) (C—2°) = ). (3.17)

Die Gleichung 8.17) ist eine Ausdruck der Surjektivit des Operators ,G(z°).

Fur die AufgabeP,, ) ist jeder zudssige Punkt regat (vgl. Exemple 9.2 in47]), und damit

ist die Surjektiviatsbedingung3.17) erfullt. Zusatzlich folgt aus der Regulaét des Punk-
tesz° die Beschankheit des entsprechenden Lagrange-Multiplikator (vgl. Theorem 4.1 in
[123).

Die Regulariaitsbedingung eines Punktes tritt in der Literatur verschieden auf. Eine allge-
meine Formulierung ist zuerst bRBobinson90] gegebenZoweund Kurcyusz[ 125 geben
hinreichende Bedingungen und benutzen dabei die Gleichheit von MeAgeot[85] und
Troltzsch[114] bringen relativ einfacliiberpiifbare notwendige Bedingungen ein, wenn in
den betrachteten Mengen innere Punkte vorlieygaurer [76] stellt eine Varianteir Pro-
bleme mit Gleichungs- und Ungleichungsrestriktionen dar.

3.5.3 Stetiges Minimum-Prinzip

In der Aufgabe 8.10 — (3.12) folgt die Abhangigkeit der Funktiorf (rechte Seite der Dif-
ferentialgleichung) vom Parameteraus der Parametrisierung der Steuerurig.dte Wohl-
definiertheit des Problems soll die parametrisierte Steuetlay,die Stetigkeit hinaus, wei-
tergehende Differenzierbarkeiten aufweisen.
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3. Diskretisierung 22

A 4 (Wohldefiniertheit des Problems) Wir nehmen an:

u(t,-) € C*(W,IR"), fiirjedestin [0, 1], (3.18)
Vypu(t,-) € L2°(W), firjedestin [0,1], (3.19)
u(-,w) € IP,7,,, p>0, firjedeswinW. (3.20)

Die Voraussetzung3(18 bedeutet, daf’ die parametrisierte Steuerungsfunktionen nach dem
Parameterv zweimal differenzierbar sei. Dies eaglicht die Formulierung von Vorausset-
zungen {ir die Optimaliatsbedingungen.if die Fehlerabs@&tzung der Steuerung im Raum
L£>([0, 1], IR") findet sgater ab Seit®0 die Voraussetzundg3(19 Anwendung.

Die Voraussetzung3(20 spielt eine grundlegende Rollérfdie Konvergenz des Integrati-
onsverfahrens. Besonders an den Gidezrgangen auf dem Steuerungsgitigr hangt die
Glattheit des Zustandes von dem Verhalten der parametrisierten Steugrunpab.

Die in dieser Arbeit angesetzte Approximation der Steuerung (si&ig $owie die anderen
vorgeschlagenen Approximationen (sieBe3 und 3.9)) erfullen die Bedingung3.18. Bei

(3.20 soll der Parameter in P, 7, , entsprechend geanlt werden.

Lagrange-Funktion der Aufgabe (P,,)

Es sei\ € £>([0,1], R"). Die Lagrange-FunktiorC* der Aufgabe(P,,) wird gebildet
durch:
Ew(x,w,v, )‘) = go(x(l),v) o AT('%' - f(xa u(-,w),v)). (321)
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Es seien die Matrizes, p, g, W, T, §, ¥, 1, 1, j, k, X, H definiert durch:

aft] == Vaf(z,ul-,w), v)(t)](wowe .0,
plt] .= Vuf(z,u(-,w), v)Vyul, w)(t)|@e,we we),
alt] == Vof(z, ul,w), v)(E)|@owe ),
wt] = [(Vyu(,w), ATV, f(z, ( w), v)Vyu(-, w))
HVuf (@, ul(-,w),v), Vi ul- w)] ()] e we 00 00)
] = AV f(zu(-,w), )un(', W) (8)|(@o we,00,00),
st] : )\TVfwf(x,u(-,w),v)un(-,w)(t)\(zowo,vo’,\o),
V[t] == V3 ,g0(2°(1),0°) + ATV f (@, ule, w), 0)(1)] oo 00, 00);
x[t] := vz7x£w<x,w7v,)\)l(xoywoﬂ)a)\o)
= V2 490(z°(1),0°) + (A, V2, f(2(t), u(t, w), v))] o we w0,00);
j[t] = Vfwﬁw(x, W, 0, N)| (@0 ,w0,0010)
= V2.,90(2°(1),0%) + (A, V2, f(@(t), u(t, ), v))] o we,0000),
i[t] = Vg,mﬁw(x,w U, A) (20,0 00 20)
= V3 290(z°(1),v°) + (A, V3, f(2(2), u(t, w), 0)) | wouwo,00 00)
K[t] := Vo L2, 0,0, )| (@000 00 00)
= 0,V £ (), 0lt, 0), )Vl 0))
it] = vg7w£w($,w,'U,)\)|(xo,wo7vo’>\o)
= (A, V2 fz(t), u(t,w), v) Voult, w))|@o we we ),
H[t] ;= V{, .. xw’v)ﬁw(x,w,v,)\)](xo,womo,,\o),
mit
a°(t) = f(@°(t), u(t,w’),v%),  2°(0) = zo(v?),
Xo(t) = =(A(8) TV f (22(1), u(t, w®), 0%), A°(1) = [Vago(2°(1),

(3.22)

(3.23)

v9)]7,(3.24)

wobei der entsprechende Lagrange-Multiplikatdyvon dem es angenommen wird, daf3 er

existiert.

Die Berechnung der Operator&,, ,) L | (ze w0 o) UNdH[t] ergibt die Gleichungen:

Vago(2°(1),0°) + (0T (Daf] |
Viawn) L @owo wo rey = ()T (t)plt]
Vogo(2(1),0%) + (A)T (]

x[t] i[t] j[t]
HitY] = k[t] w[t] k]
11 st [
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Es seien die Menge) und K gegeben als im Abschnit8.4 auf Seitel7. Die Be-
schénkungen der Aufgab@P,,) beschreiben eine Kegé&l mit £ = {0}. Es seik™ eine
Teilmenge des dualen Rauni®s gegeben durch:

Kr={\eY" : (\y) >0, Vyek}=).

Theorem 1 (Notwendige Optimalititsbedingungen erster Ordnung):
Esseiz® = (2, w°,v°) ein regubirer Punkt und es gelten die Voraussetzungen der Annahmen
A3-A4. Dann existiert ein Element® € £, so dal3

Vago(z?(1),v°) + (A°(£), a[t])
- (A*(t), plt]) € N[C](2%). (3.25)
Vaugo(2°(1),v°) + (A°(£), q[t])
Fur den Beweis des Theorerhisei auf§ 2.4.2 in [62] verwiesen.

Das System gebildet au8.23, (3.24 und @.25 wird in der Steuerungstheorie als ka-
nonisches System bezeichnet. Die Existenz wdnwird durch die Regularit von z°
gewahrleistet (vgl. 7, 69]). Andere audihrliche Beweise des Minimumprinzipes sind u.a.
in [47], Seite 83—-89 oder]], § 6.2.2 zu finden. Im Falle der linearen Aufgaben optimaler
Steuerung verweisen wir aut4], § 2.2.2 -§ 2.2.5.

Andere Formulierungen und Anwendungen der notwendigen Optatsdiedingungen sind
beispielsweise ing7, 73, 96, 89, 79] vorhanden.

Koerzitivit atsbedingung

A 5 Es existiere eine positive Konstantenit der Eigenschatft:

B
T i
w | HI [ w | = allzlz +[[w][ke +[v][ge), (3.26)
(Y (Y

furallet [0, 1], T = T1—Tg, mitl’l, To € Wl’Q([O, 1], Bn>, w = W1 —wWa, mitwl, wy € W,
v = v1—9, Mitvy, vy € V, wobei die entsprechende parameternndv und der zugebrige
Zustandr € W'2([0, 1], IR") folgenden Gleichungen gégen:

() = altle(t) + pltlw + qltlv,  2(0) = 0. (3.27)

Die Koerzitivitatsbedingung bringt nicht nur die hinreichenden Optiratdliedingungen
zum Ausdruck, sondern auch Lipschitz-Abgigkeit der bsung und der Lagrange-
Multiplikatoren in Bezug auf Parameter (siet32[33, 34)).
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3.6 Diskretisierung des Problems

3.6.1 Diskrete Aufgabe

Es seiN € IN\{0} gegeben}. definiert durch die Gleichung(5), das Steuerungsagitter,
beschrieben durct8(4). Wir betrachten ein festedustandsgitter G;, aus dem Intervall =
[0, 1] und die lokalen Schrittweiteh;, gegeben durch:

g, = {to,tl,"',t]\[}, to=0<t; < - <ty:=1, (328)
hl = tl—tlfl,lzl,"',N. (329)

Fur die Auswahl des GitterG,, sind folgende technische Voraussetzungen notwendig:

A 6 : Das Zustandsgitteg;, sei als eine Verfeinerung des Steuerungsgitigrgu wahlen
(d.h.7; € {to,t1,---,tn}, j = 1,---, M) und die lokalen Schrittweiten sollen so géwt
werden, dal die folgenden Bedingungerikriverden:

hmin :%Shlggz hmaw; l:L"'aN: (330)
wobeic; undc, geeignete positive Konstanten sind.

Die Bedingung 8.30 dient zur Vermeidung von numerischer SingukaritDas heil3t, die
lokalen Schrittweiterk;, [ = 1,---, N sollen die kleinste beliebig vorgeschriebene Schritt-
weite h,,,;, nicht unterschreiten bzw. die @Bte beliebig vorgeschriebe Schrittweitg,,..
nicht iberschreiten.

Zur Formulierung des diskreten Problems soll eine Numankgewohnliche Differential-
gleichungen zur Veifgung gestellt werden (vgl55, 50]). Dabei wird der Zustand € X
nur in den diskreten Zeitpunkteépe [0,1], [ = 0,1,---, N, betrachtet. Speziellf die Dif-
ferentialgleichungZ.2) wird zuerst die Steuerung(-) durch die parametrisierte Steuerung
u(-, w) ersetzt, und anschlieRend wird ein allgemeines nichtlineares Einschrittverfahren der
Form:

T = 2 + lypi(w, 11, w,0), 19 = 20(V), I =1,---, N, (3.31)

angewendet. Die Funktionen, [ = 0,1,---, N charakterisieren das Integrationsverfahren
und werden oft als Verfahrensfunktionen bezeichnet.
Wir formulieren die diskrete Aufgab@.,q):

grﬁnll}r% go(zn,v) bzgl (3.32)
v = 21 + (@, -, w,v0), =1, N, 29 = 20(v) (3.33)
e RN weW, vel,. (3.34)
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Zusatzlich zu den Parametern und v betrachten wir die maximale Schrittweite auf dem
Steuerungsgitteh als Parameter. Der Parameteist fur die Sbrung der AufgabgP,,,)
zustindig.

3.6.2 Minimum-Prinzip der diskreten Aufgabe

Es seien die Gittef;, und G, gegeben undz", w",v") mit x € RW+H", ein zubssiger
Punkt der AufgabéP,,;). Wir bezeichnen mi€" die Menge definiert durch

Ch = RN « W x V,.

Regularitatsbedingungen eines Punktes

Es seienG),; : RVTU" x RE x R% — R, | = 0,---, N eine Folge von Funktionen

definiert durch:

Gho(z,w,v) == x9 — xo(v),

Ghi(z,w,v) =2 — ;-1 — hypy(x, 21, w,v), L =1,--- N.

Definition 2 : Der Punktz" = (2" w", v") heil’t regudr, falls fur alle a = (aq, - - -, ay) mit
a; > 0undg, € RN+Dn+Ltde 1 —( ... N, das einzige Element das die Gleichung
N
- @ V wwn)Gri(z") € NL[CM (") (3.35)

=0

gerugt, ista = 0.

Diskrete Lagrange-Funktion

Esseil = (A, -+, \y) € RV 2 = (20, -+, zx) € RNTU". Die diskrete Lagrange-
Funktion£? fur die AufgabeP,,) wird gebildet durch:

N
Ed(a:,w,v, A) = go(zn,v) — Z /\lT(xl —x_1 — hyp(z, 21, w,v)). (3.36)

=1
Die Formulierung von Optimabittsbedingungen des diskretisierten Probléis,) erfor-
dern zuétzliche Differenzierbarkeitsvoraussetzungen an die Verfahrensfunktjasie in
folgender Annahme formuliert wird:

A 7 : Die Verfahrensfunktioneq;, [ = 1,---, N seien Lipschitz-stetig in allen Argumenten,
zweimal stetig differenzierbar in allen Argumenten.
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3. Diskretisierung 27

Die Lipschitz-Stetigkeit der Funktionep;,, [ = 1,---, N gewahrleistet die Stabilit des
Einschrittverfahrens (vgl.1R23, 4.2.8 Satz). Es seieki;, = {0}, ;7 = {\ € RW+n .
(\E) >0, Vk € K} = RN+,

Theorem 2 Es seier(z", w", v") ein reguirer Punkt und es gelten die Voraussetzungen von
Annahmer\3 —A7. Dann existiert einen Vektor® = (A, ... \%) € K}, so daR folgendes
System eifllt ist:

e N [W x V,](w",v"), (3.37)

h

N
— Viww) (go(mf,v) + Z/\zT(hzwz(Il,m—hwaU)))

=1

p

mit p* = (2" wh v" \*) wobei der zugebrige Zustandz" und der entsprechende
Lagrange-Multiplikaton” folgenden Gleichungen gégen

Ty — Xj—1 = hz@z(xz, Tj—1, W, U), To = xo(”) (3 38)
l= 17 Ty N7 |

A=A = hl[vm@l(xlv Li—1, W, U)]T)‘l
+hl+1[vxl<ﬁl+1($l+1,$l,waU)]T)\Hlv (3.39)

[=N—1,---,0,
)\N == VxQO(xN7U>T + hN (VxN(pN(xNaxN*hw?v))T >\N'

Das Theoren?® ist ein Analogon von (1.1) in125 bzw. Theorem 2.1 in6] in endlich
-dimensionalen Rumen, denn die Aufgali® ;) bzw. die zugetirigen Mengen haben eine
ahnliche Gestalt wie die Aufgali®) bzw. die zugebirigen Mengen in125 76).

Der machste Abschnitt stellt ein Verfahreiwrfdie Berechnung von Gradienten der Zielfunk-
tion diskretisierter optimaler Steuerungsprobleme dar. Dabei spielt das Gleichungssystem
(3.39 eine besondere Rolle.

3.7 Gradientenberechnung diskretisierter Funktionen

Die numerische tisung von nichtlinearen optimalen Steuerungsproblemen durch Standard-
Methoden erfordert eine soggfige Berechnung der Ableitungen der Zielfunktion und der
Restriktionen. Er die Berechnung von Ableitungen existiert eine Vielzahl von Methoden
aus der Literatur. Zu nennen sind beispielsweise die numerische Berechnung der Gradienten
durch finite Differenzen (vgl.]3, 66]), die numerische Approximation von stetigen Gradi-
enten durch Integration der dualen Gleichung (v49, [L12)) oder die interne numerische
Differentiation (vgl. b, 37, 92)).
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3. Diskretisierung 28

Diese Arbeit betrachtet die verallgemeinerten Resultate der internen numerischen Differen-
tiation von B] fur die Berechnung der Gradienten. Der Grundidast die einmalige nu-
merische Integration der Differentialgleichur®y33, die zu einer drastischen Senkung der
Rechenzeitiihrt (vgl. [11, 12)).

Nun wollen wir das Verfahren der internen numerischen Differentiaiioruhsere Problem

kurz beschreiben und anschliel3end die Gradientenberechnung beim Runge-Kutta-Verfahren
austihrlich vorstellen.

3.7.1 Die Methode den internen numerischen Differentiation

Es seien die Zielfunktiony(zy, v) als eine explizite Funktion des Parameters R” (vgl.
Definition 3.6 auf Seite13) und des Parameters ¢ IR betrachtet sowie die diskreten
Zustandsvariablem;, [ = 1,---, N durch das diskrete dynamische Systeén88 gegeben.
Es seien(j) € {0,---, N} mitt;;y = 75, j = 0,---, M, ¢y = @i(@, 211, w,v). Wir
betrachten eine Funktiofl gegeben durch:

F(z) = go(xy,v), mit z=(w,v).

Lemma 1 Es seienyy, ;, undh,;, betrachtet als Funktionen von, stetig differenzierbar
furallel € {1,---, N}. Falls die partiellen AbleitungeVv ., x;, [ = 1,---, N fureink €
{1,---, L +d,} existieren, dann gilt:

1)

V'LU]'F - Z [hlA;rijSDl(xlaxl—lywvv)] +ij90(xN7U)a J= 177L(34O)
I=1(j—1)+1

N
vij = Z[hl)\l—rvngpl(mla Ty, W, U)] + VUjQO(xNa U), 1 S ] S dm (341)

=1

mit

Av = Vego(zn, U)T + hy (VxN90N>T AN, (3.42)
X=Xt = Voo "N+l [V A, (3.43)

I=N—1,--,0.

Die Behauptungen von Lemniafolgen aus Theorem 3.1 i], mit den Anstzena;, = 1,
anp =—1,k=1furallel=1,---,L +d, unde,;; = 0 fur alle anderen Koeffizienten bei
der Anwendung des Einschrittverfahrens.
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3. Diskretisierung 29

Der Parameter ist ein freier Parameter. Somibknen auch die inneren Steuerungsgitter-
punkte qur f ir numerische Zweckg als Komponenten des Parameteletrachtet werden.
Fiurv, =7, 1 <j <M —1qilt:

1(j+1)

Vo F =Y NhVoo+ Ny — Mm@+ + Ve goley, v) (3.44)

I=1(j—1)+1

In den Teilintervallen[t; oy, t;;—1)] und (t;;+1), tian)] ist die Funktiony, von Parametern
7;, 7 =1,---, M —1unablangig. Damit ist die erste und letzte Summe folgender Gleichung
gleich Null:

N
Vo F = YN (mVeo + Vohi-90) + Vo, go(an, v)

=1

1(—1) 1(j+1)
= Z )‘l hlVT]@l -+ Z )\lThlVT]«pl -+ Z )xlThlVTjgpl
I=l(j—-1)+1 1=1()+1
al T T T
+ Yo N Ve NGy — Mgy + Ve go(rn, v).
I=l(j+1)+1
Somit folgt die Gleichung3.44).

Eine tiefgehende Gradientenberechnung im Falle des Runge-Kutta-Verfahrens und des im
Abschnitt3.3.1angesetzten Parameters wird im folgenden dargestellt.

3.7.2 Gradientenberechnung bei Runge-Kutta-Verfahren

Runge-Kutta-Verfahren sind effektive Verfahrerurf die numerische @sung von
gewdhnlichen Differentialgleichungen. Es sei € IN\{0}. Im Fall eines impliziteng-
stufigen Runge-Kutta-Verfahrens bekommt die Verfahrensfunktion die Gestalt {aJ. [
55, 20, 50)):

q
oy, 1o, w,0) =Y biKy, (3.45)
=1

q
Kli = f(xlfl + hl Z ainlja U(tl,1 + cihla w)a U)a 1= 17 s, q, (346)

Jj=1

mit Z b =1, E a;=¢, i =1,---,q,wobei(a;;), b= (b1, - ,by), c= (c1, -, ¢q) die
Parameter des Runge Kutta-Schemas sind.

Bemerkung 4 Durch die explizite Beschreibung der Verfahrensfunkipm den Gleichun-
gen 3.49 — (3.46 ist die Erullbarkeit vonA7 ohne zuatzliche Voraussetzung keine Trivia-
litat. Grund dazu ist die Gleichun§.46), die eine implizite Funktioriif die Berechnung der
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3. Diskretisierung 30

Komponenterk;;, i = 1,---,¢, und diesir jedesl = 1,---, N andeutet. lar die Losung
des Systems8(46 werden der implizite Funktionssatz und die Bedingung h kleidgn

Aufgrund der Definition vony; in den Gleichungen3(45—(3.46 und der Voraussetzun-
gen von Annahmer3-A4 und fur hinreichende kleine Schrittweite (siehe Bemerkung

4) erfullt die Verfahrensfunktion bei Runge-Kutta-Verfahren die Voraussetzungen von An-
nahmeA7. Die Erfullbarkeit der Bedingungen von Annahndel folgt ihrerseits von der
Definition der Steuerung ir8(7).

Fur die Berechnung der Gradienten sind folgende Schritte erforderlich:

Eingangsdaten

_ T T T T 2Mr+d
L =2Mr, (ulaulv"'auj’uj7""7uMauM7U17""Udo> €R °

Erster Schritt

Berechnung der @&sung des diskreten dynamischen Systef83-(3.34) fur u(t) =
u(t, w). Das heif3t die Berechnung von

Ty, T2, ", TN-

Zweiter Schritt

Berechnung der @sung des diskreten dualen Systems:
Av = [szO(xN7 V)] + hn[Vayon] An, (3.47)
A= At Zb ( (Y5 T+ hia (V) )\H—l) (3.48)
l:Nii,---,O,
mit
Vi = VoK =[Vefli- hlzam Sli=1, g, (3.49)
Vi = VoK =[Vefliad - [+ b Zainlz—l,j]v i=1,---,q, (3.50)

J=1

wobeifurl=1,---,N; i=1,---,qqilt:

q
(Vaflil = Vof(zii+ D Ky, u(tiog + chy, w), v),
j=1
q
(Vufll = Vaf(mer + Y oKy, u(tiog + ¢ihy, w), v).

J=1
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3. Diskretisierung 31

Dritter Schritt

Berechnung der Ableitung vok;;,, [ = 0,---,N — 1, ¢« = 1,---,q, hachz,, k =
1,---,2Mr +d,.

Fall K <2Mr,t =t;_1 + ¢;hy:

q
Vz;c[(li = vzkf(xlfl + hl Z ainlja u(ta U)), U)

J=1

= [fo’l,i] : [hl Z aijvszlj] + [vuf‘l,i]vzku<t7w)'

j=1
Furt [’7']',1,7']‘), 2 € {U;_,U]_}, j = 1, . ',M - 1, gllt

1 _
u(t,w) = 7_7“[% (t = 7j1) +uj (7 = 1)),
J J—

V,u(t,w) = Vau(t,w)- -V, t+ Vyu(t,w) -V, w,
vzkt - 07 fﬁI‘ZkE{u;_,uj_}, j:17"'7M7
Tj —1 t— Tj—l

V.u(t,w) = (0,---,0,

) 707 T 0)7

Tj — Tj—l Tj — Tj—l
Vzkw = 1k7

wobei 1, der k-te Einheitsvektor inR?M"+% ist. Beij = M betrachten wir das Intervall

[TMA,TM]-

Fall k > 2Mr,t = t;_1 + ¢;hy:

q
Vo Kii = Ve f(zon + ) oKy, u(t,w),v)

j=1
q
= [Vaflulllu Y- iV, Kijl + [V flu] Vo, .
j=1
Im impliziten Fall bilden die VektoreV ., K;, i = 1,-- -, ¢ ein lineares Gleichungssystem.
Beim expliziten Fall werden die Vektoreévi,, K;;, i = 1, - - -, g rekursiv berechnet.

Vierter Schritt

Berechnung der Gradiente®.40, (3.41) und 3.44).

Bemerkung 5 Fur die Bestimmung der diskreten Vektorere /R" sollen die Matrizert;
undY}?, ; fur jedesi = 1,-- -, ¢ bestimmt werden. Beim impliziten Runge-Kutta-Verfahren
fuhren diese Berechnungen zu déislng eines linearen Gleichungssystems2mit Un-
bekannteniir jedesi = 1, - - -, ¢q. Beim expliziten Runge-Kutta-Verfahren verschwinden die

MatrizenY),i=1,---,q. Die MatrizenY,iU, i =1,---,qwerden rekursiv berechnet.

31



3. Diskretisierung
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Falls die inneren Steuerungsgitterpunkte als Komponenten des Paramigtérachtet wer-

den, dann gelteriif die Berechnung der Ableitungety;, [ = 0,---, N —

17 izla"'aq’

nachz,, k€ 2Mr +1,---,2Mr +d, mitz, = 7;, j = 1,---, M — 1 folgende Fallunter-

scheidungen:

vzk Kli

q
vzkf<xl—1 + hy Z i Ky, u(ta w)a U)

k=1

q q
= [Vaflul [[Vzl] Z i Ky, + g Z @ik Ve K| + [Vuflu] Ve u(t, w).

Furt [Tj—laTj>:

u(t, w)
V. u(t,w)

Vtu

V..t

2k

V.u
V., w

k=1 k=1

ol (= ) (1),
V-V, t+Vyu- -V, w,

u]_ — u;L

Tj — Tj—1

Y

Ci,t="1t-1+ Ci(Tj — tl(j)—l) dh.te [tl(j)_l,Tj)
0 , sonst.
(t =m0y — )
(75 = 7j-1)?

(07"'707 707"'70)7 mitzk:Tja

1y

Beit = tigy-1 + Ci(Tj — tl(j)_l)I

vTj hl = {

Furt e [Tj,Tj+1> .
u(t, w)
V. u(t,w)

Vtu

Lt =t +alm —tg-1)  dhot € [tyg-1, 75)

?
0, sonst.

1 _
7[“j+1(t — 7))+ U;r+1(7j+1 —t)],
Tj+1 =T

Viu-V,t+Vyu- -V, w,

Ui ~ Ui
Tl =T
{ l—ci,t=1+c(tigy —7) dht€rtgm)

9
0 , sonst.

(TjH —t) (ujil*l - ujjrl)

(Tj1 — 75)?

(07...707

,0,-++,0), mit 2, = 75,

1.
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3. Diskretisierung 33

Be|t =T; + Ci(tl(j)+1 — Tj) .

o — | Lt=ntatipn—n) dhte 5 tgn)
Tl
0 , sonst.

Bei der Diskretisierung mit Kollokationsverfahren werden die Berechnungen der Gradienten
ungenadtf (vgl. [6]). Sie haben aber den Vorteil, daR diese Berechnungen relativ einfach sind.
Zur Verbesserung der Gradientenberechnung werden Optimierungsverfahren angewendet, in
dem die diskreten Zughde zur Liste der Optimierungsvariablen gesn.

Die vorliegende Arbeit betrachtet die Steuerung als einzige Optimierungsvariable. Dadurch
hat das Optimierungsverfahren keinen direkten Einflul3 auf die diskreteargdestSomit

liegt die genaue Gradientenberechnung nur am angewandten Verfahren der internen numeri-
schen Differentiation an.

6 Die Ausdiicke fir die Berechnung der Gradienten beinhalten ungenaue diskret@ndasDadurch ent-
steht die Ungenauigkeit bei der Berechnung von Gradienten.
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Kapitel 4
Konvergenzuntersuchung

Nach der Formulierung einer parametrisierten stetigen Aufgabe und dem Vorschlag einer
Diskretisierung mchten wir in diesem Kapitel eine allgemeine Approximationstheorie vor-
stellen und anschliel3end diese Theoiiedie Konvergenzuntersuchung desdungen der
diskreten Aufgaben gegen einédung der stetigen Aufgabe anwenden.

4.1 Allgemeine Approximationstheorie

In der Literatur existieren verschiedene Atee fir die Approximationstheorien. Zu nen-

nen seien: Eine $tungstheorie zur Untersuchung von Optimierungsproblemen in Banach-
Raumen (vglAlt [2, 3]) und eine Sérungstheorie basierend auf der Untersuchung von verall-
gemeinerten Gleichungen (Notwendige Optingtibedingungen von Optimierungsproble-
men), (vgl.DontchewundHager[33, 32], Malanowski[75, 72]). Wir beschreiben an dieser
Stelle kurz eine Approximationstheorie und orientieren uns dabei an der Vorgehensweise in
[32].

Es seien ein metrischer Raufh(Parameterraum), ein beliebiges Element aus. In Ver-
bindung mitp seien ein Banach-Raud,, ein normierter Raury), und eine Teilmenge,
von Z, gegeben. Es seig, eine Abbildung vorf2, in ), F, eine Abbildung vor2, in der
Potenzmenge» und|| - ||, die Norm im entsprechenden parametrisierten Raum.

Wir betrachten ein festes ElementausP. Ausgangspunkiifr die Approximationstheorie
ist die Losung folgender verallgemeinerter Gleichung:

Finde 2z€Q,, : 7,(2) € F,(2), (4.1)

wobei die entsprechenden Menggp, J,,, (2,, als ungesirte Mengen zu betrachten sind,
und die entsprechenden Operatofgn F,, fur ungesbrte Operatoren zu halten sind.
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4. Konvergenzuntersuchung 35

In den meisten &llen ist die Aufgabe4.1) nicht einfach zu behandeln, insbesondere dann,
wenn die AbbildungdZ,, nicht geriigend glatt ist. Br die Ermittlung einer bsung von 4.1)
betrachten wir eine Familie parameterahbiger Aufgaben, welche durch folgende verall-
gemeinerte Gleichungen definiert sind:

Finde z€Q, : 7,(2) € Fy(2). (4.2)

Unsere Ziel ist, die Ab&ngigkeit der optimalendsung der Aufgabed(2) vom Parametep
zu erforschen. Haupishlich geht es dabei um das Verhalten désung von 4.2) fur p in
einer nahe gelegenen Umgebung ygnWir nehmen folgendes an:

Es existiere eine optimaledsungz,, der Aufgabe4.1).

Um Informationen zur bsung von 4.2) fur verschiedene Werte des Paramepezs gewin-
nen, betrachten wir folgende Familie von Hilfsaufgaben:

Finde z€9Q, : TYT,(2)+yeF,(2), (4.3)

wobei T, den Raumz, im Raum)/, abbildet und der Parametgrein Element vory, ist.
Die MengenZz,, ), bzw. (), resultieren aus einer &ung der Mengerg,, , ), bzw. <, .
Der Operatof7, bzw. 7, ensteht aus einer &ung des Operatorg, bzw. 7, .

Nun interessieren uns zwei Fragen. Erstens ist die Existenz eiseing der Aufgabed(2)

zu Uberpiifen und zweitens wollen wir einen Wegrfdie Approximation der fisung von
(4.1 finden. In B2Z] zeigen die Autoren folgendes: Fall§ durch Y, ,gut’ approximiert
wird und die Losungsmenge vort(3) beziglich y gleichmalig inp Lipschitz-stetig ist,
dann besitzt die tisungsmenge vord(2) aquivalente Eigenschaften liggich p. Das fur

diese Arbeit hinreichende Resultat wollen wir in folgendem formulieren.

Es seier, ein Referenzpunkt unés(z) eine abgeschlossene Kugel um den Punihd
mit Radius3. Wir definieren mit Hilfe der Operatoréefi, und7, die ParameteDs, Ag und

17p(2)=Tp (W)= Tp(z)+Tp(W)lln
llz=yllp ’

Dg(p) = sup
y,zEBﬁ(zP)ﬁQp
y#£z

Ap(p) = Ds(p,z) wobei Ap(p,2) = Usepyne, {T(2) = Tp(2)},  (4.4)

o) = 7p(2) = Tp(2) = vpllp-
Es seienA und B zwei Teilmengen vorgZ,. Wir bezeichnen mit|A — B| die einseitige
Definition des Abstands der Menge A zur Menge B definiert durch:

A — B| :=sup inf ||a — b]|.
4~ Bl = sup int la 1|
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4. Konvergenzuntersuchung 36

Lemma 2 ([32], Corollary 1) Es seiy, eine Abbildung von einer Umgebung vgnin die
Menge2» mit folgenden Eigenschaften :

e 2, € Yy(y,), ,(y) ist eine abgeschlossene, nichtleere Menge asuhgen von
(4.3 furalley € Ay(p), wobeif > 0, und

e es existieren positive Konstanteunda so, dald gilt :
[¥n(y1) N Balzp) = ¥p(y2)l < vllvr — v2llps y1,92 € Do(p) Uyt (4.5)

Falls Ds(p) undd(p) gegen Null konvergieren, werthgegen Null geht ung gegerp, geht,
dann besitzt die Inklusiort(2) fur alle v+ > ~ und fur alle p hinreichend nahe ap, eine
Losungz so, daf3

Hzp - Z”p < ’7+H7;>(Z) - Tp(z) - ypHpa (4.6)
gilt.

Das Lemma2 vermittelt Bedingungenilr die Existenz einer @&sung von 4.2) fur ver-
schiedene Werte vomund bietet gleichzeitig eine dylichkeit fur die Approximation einer
Losung von4.1) an.

Die Aussageruber die Konvergenz vofs(p) undd(p) gegen Null, wenrs bzw. p gegen

Null bzw. py geht, garantieren die Approximation der Aufgalde?( durch die Hilfsaufgabe
(4.3). Dies bedeutetiir glatte Aufgaben (d.h. Aufgaben, bei denen die auftretenden Opera-
toren hinreichend glatt sind), dal3 die Hilfsaufgabe durch ihre Linearisierung ersetzt werden
kann und somit die Konvergenzbedingungep(p) — 0 undé(p) — 0 fur 5 — 0 und

p — po automatisch eifllt sind. Die Ungleichung4.5) bedeutet, daf} die Abbildung,
»pseudo”-Lipschitz ist. Wegen der einseitigen Definition des Abstandes ispdeudo”-
Lipschitzstetigkeit schéacher als dig€ibliche Lipschitzeigenschatft.

Bemerkung 6 : Falls 6 := §(p) = 0 gilt, dann folgt aus der Definition vo#(p) und der
Ungleichung 4.6) in Lemma2 die Gleichung

T)(2) =Tp(2) —yp Yyp € A= Ag(p).

Damit istz, eine Losung von4.1). Auf3erdem gilt die Gleichheit id(6). Fur 6 > 0 soll der
Parameterp so nah arp, gewahlt werden, dal3 die Ungleichungen
g
o>08,vDs(p) <1, a>PBundy" > — " — (4.7)
o(p) 1 —vDs(p)
gelten.
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4. Konvergenzuntersuchung 37

Die Abbildungv,, in Lemmaz2 soll eine kontrahierendeAbbildung sein. Die Forderungen
in (4.7) ermbglichen die Anwendung von Theorem 1 B2] fur den Beweis von Lemm?2,
denn in Theorem 1 in32] werden kontrahierende Abbildungen eingesetzt.

! Die Abbildungy, heil3t auf einer Umgeburig(y;,) vony, kontrahierend, wenn es eine Konstante(0 <
a < 1) existiert, so daf

[Vp(y1) — ¥p(y2)l| < allyr — yol| fiir alle y1,y2 € U(yp)
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4. Konvergenzuntersuchung 38

4.2 Parametrisierte Aufgaben

Hauptanliegen dieses Abschnittes ist die Anwendung der vorgestellten Approximationstheo-
rie.

4.2.1 Parametrisierte verallgemeinerte Gleichung

Es seien der Parameterom Abschnitt4.1 mit der maximalen Schrittweite auf dem Steue-
rungsgitterh identifiziert und die RumeZz;, und), und die Mengé?, C Z, folgendermas-
sen definiert:

Z, = I®(N,R") x R" x R% x [*(N, R"),
yh = BLerO X ll(N, Bn> X ll(Na -an)v
Qh = {(w,v,:[;,)\) S Zhaw € W7 CIS Va’ T € ZOO(N’ Bn)’ >\ = lOO(N7 Rn)}

Es seiere = (z,w,v,\) € Z, undy = (y1,y2,¥y3) € V. Wir betrachten in den diskreten
Raumen die Normen:

12llz, =zl + [[wl|[ge + [[0]| g0 + [[A]]iee,
ylly, = sl + il mevao + [ly2l]i-
Es seien:
o 2° = (z°%w° v’ \°) der Referenzpunkt, wob€ix®, w°, v°) eine lokale optimale

Losung der diskreten Aufgab8.(0 - (3.12 ist und \° der zugebrige Lagrange-
Multiplikator zu (z°, w®, v°), von dem es angenommen wird, daf3 er existiert,

o 2l = (2" wh v" A\") ein Punkt, wobe{z", w", v") eine lokale optimale &isung der
diskreten Aufgabe3 32 - (3.34) ist und\" der zugebrige Lagrange-Multiplikator zu
(wh, v™), von dem es angenommen wird, daf er existiert,

e o bzw. ¢¢ die Abkiirzung vony;(z;, z;_1, w,v) bzw ¢;(zf, x¢ 1, w’,v°), Mit =¥ =
z°(t), 1 =0,---,N,

o Bs(z):={z € Z,: ||z —z||z, <[}, eine abgeschlossene Kugel amit Radiusg.
Wir betrachten eine Abbildung™, definiert vonQ, in ), und gegeben durch:

Th1(2)
T"(2) == | Tha(z) |,
Th3(2)
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4. Konvergenzuntersuchung 39

mit
N
Th1(2) == Viww <90($N, 0) + 3N (i, w11, w, U))) :
=1
Der Operatof7;, » umfaf3t das diskrete priame Gleichungssystem. Der Operafgr, besitzt
N + 1 Komponenten jeweils mit der Darstellung:

72,2(2) = (771,2)1(2) =T — Ty-1— hz@l(ﬂfl, Tj—1, W, U)a [=1,---,N,
(4.8)
To2(2) == xo — zo(v).

Der letzte Teiloperatof;, ; stellt die diskreten dualen Komponenten dar. Der Teiloperator
Tn3 kann in N + 1 Komponenten auseinander genommen werden./{déeKomponente
7,5 = (753); hat die Darstellung:

TN,3(2’) = VxN90($N,U) — AN + h/N)\;VxNSDN(Z'Na IN-1,W, U)
N

Ti3(z) =V (go(ﬂfNaU) ) A — x50 — hjgoj(:cj,le,w,v))>
]:

= Aiy1 — N A N Voo + i N Vi o,
I=N—1,---.0.

(4.9)

Wir betrachteniir 7" eine Abbildung vorf);, in 27+, definiert durch:

-
F'(z) = | NW x V] (w",2"),0,---,0,0,-- ,0] ,
—— ——

(N+1)n  (N+41)n

Die Voraussetzungeruf die Optimaliatsbedingungen erster Ordnung der Aufgah&3)-
(3.34 und die zugetrrigen prinéren und dualen Systeme werden im folgendepatame-
trisierte verallgemeinerte Gleichungformuliert:

Finde z€Q, : T"(z) e F'(2). (4.10)

Die Inklusionen ¢.2) und @.10 haben einéhnliche Struktur.

4.2.2 Approximierende verallgemeinerte Gleichung

Fur die Formulierung der approximierenden verallgemeinerten Gleichung &/@)) (ird
zuerst ein Operatdl';, derart konstruiert, daf¥,, eine,sehr gute* Approximation vor,
darstellt. Die Grundgedankefirfdie Konstruktion voriY';, sind die folgenden. Die Inklu-
sion @.10 enthalt die notwendigen Optimaéitsbedingungen erster Ordnung der diskreten
Aufgabe B.32-(3.34). Es wird eine Familie von Aufgaben konstruiert, die eine passende
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Approximation von 8.32-(3.34) bilden. AnschlieRend werden die notwendigen Optima-
litatsbedingungen der entsprechenden Approximation 3@9¢(3.34) in Form einer ver-
allgemeinerten Gleichung formuliert.

Es sei(x?, w?,v°) eine Lbsung vonP,,, so dall die Komponente®, die Voraussetzungen
von Annahm@eA2 erfullt. Wir betrachten den Punk? := (x°, w®, v°, \°) als Referenzpunkt.
Unter der Voraussetzung von von Annah@ fihren wirahnlich zum stetigen Fall (vgl.
(3.22) die Matrizena, 1, &2 P, qi, wé, ¥4, 87, v, x¢ _] 14, k9, id,

furi=1,---, N undH¢ ein:

a1 = Va1l wo e zo 20 )
ap = Vzl,1901|(wo,vo,x;',xl{1),
Pt = Vui|wo wo 20 20 ),
q = Vv@l\(wo,uo,zf,zl{l),
= Vfujwﬁd(m, W, 0, N)] (0,00 00,20),
= Vfuvvﬁd(x, W, U, A)|(z0 10,00 30)
= Vawﬁd(a:, W, U, A)|(z0,w0 00 10)
= V2 WL @, w, v, N)| (20w w0 20,
x4 =V2 L@, w0, 0, M) (20,0000 20)s
jd 4 WL 2w, v, N)| (20,0000 20)s
= V?wﬁd(:z:, W, U, A)|(z0 w0 00 10)
Rd = va,xﬁd(:ﬁ, W, U, A)| (20 w0 00 1)
1= V2 L@, 0,0, \)| (2o o 00 20),
V

(4.11)

£w| o o o o AO .
(z,w,v),(xz,w,v) (w02, 271 ,A°)

Die Entwicklungen vornw?, ¢, 87, v¢, x4, j2, 1, k¢, i und H? ergeben folgende Gleichun-
gen:

Xo0 Xo1 O

X10 X131 X192

g 0 3 0 0 0

: XN-2,N-2 XN-2N-1 XN-2N

XN-1,N—2 XN-1,N-1 XN-1,N

0 XN,N-1 XN.N
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wobei

X0,0

Xo,1

X1,0

X1,1

X12
XN_2,N-2
XN_2,N—1
XN_2,N
XN_1,N-2
XN_1,N-1
XN_1,N
XN, N-1

Y

XN,N

A V2 01

AIhlvio,xﬁOla

MV e

M MV2 o1+ A haVE L oo,

)\;—h@Vil,xQ(p%

AL_QhN_QViN72’xN73QON_2,

AN ohn-aVi o s oN—2+ AN AN VE L oN-,
ANothn Vi e (PN 1,
)\]—l\—fflh‘N*lviN_l,zN_ggpN*h

AN NV ON—1 F ANANYE o oN,
ANINVE PN

ANENVE PN

\Y go(x]\“U) +)\]—|\—7th3261\7,$]\,()0]\77

INTN

MV @1
Airh’lvf:l,wgpl + AQThQVil,wQDQ
A3 haV2, w02 + A3 hsV2, s

AN_ohn—aV2 L on—2+ Ay 1hno1iVE | LON-1
)\thN—lViN,l,wSON—l + /\}hNViN,I,w@N

MMV
Afhlvil,v% + )\;hzvazcl,v%
Ay haV2, oo + A3 hsV2, s

AN_ohn—aV2 oN—2+ Ay 1hn1 Vi s oN—1
AN thnaVa,  wen-1 + AVAN VI Jon
V2 v wdo(®n,v) + ANAN V2 on
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)\Thlvi,m@l
)\Th1V%U x1§01 -+ )\;hgvzj xlgOQ
)\Thgvz} m2g02 -+ )\ hng x2()03

k? =
AN_ohn-2Ve oo oN—2 + A _1hn AV PN
)‘ hN 1vsz 1PN 1+/\Nthsz 1PN
)‘Lthw,mngN
Airhlv’l%,xogpl
A hy V2 1t A;hgvgm(pg
Ay hoV3 00 + A3 hs V3 03
id _ .
ANohn-oVi o on—a + AN hva Vi, v
)\ hN 1vva 190N 1+>\Nthva 1PN
N
W :Zhlwlu Wl _v /\l (pl’wovoxl JTP_15A0)
=1
N
9 2
- Zhlrly V /\l Qpl’ wO,v0,x7,xf_1,A%))
=1
N
= Zhlélv v2 )\l Spl’ wo,w0,x?,xy 1 ,A°))
=1
N
V4=V 00(2°(1),0°) + D v, V= Vo N @il weweatar o)

LM (2, w, v, ) =

}vcd id jd

d > v v
H® = k¢ w¢
14 gt v

-
T x

1

5| w H? | w
v v

N
- l; MNAx —z21 — h&m + 8071 + Prw + Qo))
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Die Ausrechnung der Ableitungen vdlf™ ergibt:
M1 (2) = Vi L7 (w,0,3) = (VWL (w, 0, X), Vo L (w, v, \) )
mit

N 5 N
VoL (w, v, ) = LaTid + ko + 8 + vs? + 2whw] + 3 h(N) By

v ~ N
Vo L (w,v,A) == LaTi? + 1 + wid + 80w + 2v%0] + 3 l(N) ' &
=1

Wir definieren did-te Komponente voiM,, » bzw. M, 5 durch:

(Mpo)i(2) == o — -1 — [z + a2x-1 + piw + qo),
lzl)"'vN? (412)
Mosa(z) == x9 — x0(V).
bzw.

MN,3(Z) = V:pNgo(xN, U) — AN + hN)\LVzNSON(xN,JCN—l,U%U)
(Mps)i(z) == Agr — N+ b)) Ty + By (Ngr) T8 o, (4.13)
[=N-2---,0.

Die OperatoremM, 1, M, 2, M, 3 fassen wir in den Operatov! zusammen:

Mpa(2)
M(z) = th(z)
th,(Z)

Mit Hilfe von M wird der Hilfsoperatof(” wie folgt definiert:

Fur y;, betrachten wir ein Element ag$ definiert durch:

T

Yn = (y?a"'Jyﬁ+d0707"'70707"'70) )
—— Y——
(N+1)n  (N+1)n

wobei die einzelnen Komponenten vgnwie folgt beschrieben sind:
N _
y;Z =V <l§:1 )‘l—r(hl(p?)> 1]La J= 17"'>L>
N
y?ri-] = v’U (go(‘ro(l)’ UO) + lg:l )\l—r—l(hl(plo)> 1?07 j = 17 e ad()a mlt,

wobei1l bzw. 1 der j-te Einheitsvektor inR" bzw. R ist.
Schlie3lich formulieren wir folgendapproximierende verallgemeinerte Gleichung

Finde ze€Q, - Yh'z)+y, € F'(2). (4.14)
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4.3 Konvergenzsatz

Eines der Ziele dieser Arbeit ist die Verbesserung der Konvergenz durch den Einsatz von
Integrationsverfahrendinerer Ordnung. Die Anwendung solcher Verfahren erfordeétzes

liche Bedingungen, welche im folgenden zu érkin sind. Vithrend die erste Annahme Vor-
aussetzungeruf die Optimalitsbedingungen zweiter Ordnung bereitstellt, setzt die zweite
Annahme gewisse Absalzungen der Ableitungen der Verfahrensfunktion voraus. Beide
Annahmen werden bei der Absitaung des Diskretisierungsfehlers begt.

Vor der Erzeugung des Steuerungsgittéyssind weder die Anzahl der aglichen auftre-
tenden Sprungstellen der optimalen Steueruhgoch ihre genaue Lage bekanntirklie
gesuchte Funktion(-, w?), die eine gute Approximation vom* auf dem Raund/,, darstellt
(siehe Ungleichung3(13), sind die Teilintervalle, auf denen die Funktiof, w®) stick-
weise stetig ist, durch die Vorgabe des Gittérsbekannt. Damit das Einschrittverfahren
eine Konsistenzordnung von mindestens Eins besitzen kann, ist neben der geeigneten Be-
stimmung vony, im allgemeinen erforderlich, dal3 die Funktipaus 3.11) Uber die Stetig-
keit hinaus gewisse Differenzierbarkeitseigenschaften auf dem ganzen Ségrjdrgsitzt.
Dies hat zur Folge, daR auch diédungu(-, w°) weitergehende Differenzierbarkeiten als die
Stetigkeit aufweist. Die Definitioner8(7), (3.8) und @3.9) bieten je nach der gdimschten
Glattheitsvoraussetzungen und den daziggkn Restriktionen drei Ansataiglichkeiten
fur die Definition der Funktion(-, w®) mit Hilfe von Funktionen aus dem Rauifi, 7, ,.
Somit ist die parametrisierte Funktior{-,w) eine Zusammensetzung vay Polynomen
vom Grady, die (1 — 1)-mal Friechet-differenzierbar sind. Die Funktian-.«°) selbst und
ihre (1. — 1)-ten Ableitungen besitzen an den Knotgn & = 1,---, M — 1 keine Sprung-
stellen.

A 8 (Voraussetzung fir diskrete Optimalit atsbedingungen zweiter Ordnung): Es exi-
stiere ein Skalarv > 0, unabt&ngig vonN mit der Eigenschaft:

N
T T
w | B w [ = a(llo]]? [l + o], (4.15)
v (%

T =11 — Ty, Mitzy, o € [M3(N, R"), w = w; — wy, Mitwy, wy € W, v = vy — vy, Mit
vy, vy € V, und wobei die Folge der zugétigen diskreten Zuanden{z;} ,, die folgenden
Gleichungen geigen:

T =z + h(Qaz + a0 +pw+ qu), xo=0,1=1,---,N. (4.16)
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Wegen der Lipschitz-Stetigkeit der Verfahrenfunktionen [ = 1,---, N (sieheA7) ist
das Einschrittverfahrer8(31) stabil. Damit die Konvergenz des Approximationsverfahrens
gesichert ist, sollen auch Konsistenzbedingungen vorhanden sein.

Definition 3 : Das Integrationsverfahren3(31) heil3t gleichral3ig konsistent, uniformly
consistent’, vgl. R5]) von der Ordnung; € IN\{0}, falls es eine Konstanteexistiert, die
vom GitterZ;, unabléangig ist, so daf3

||7lx(l‘p7w7v)|| S p-hq,‘v’(w,v)GWxVa,l:1,~--,N, (417)
1
Y (@p, w,v) = E(xp(tl) —zp(ti-1)) — wi(zp(ty), wp(tio1), w,v), (4.18)

wobeiz, die Losung des Anfangswertprobler3si(]) fur das Parameterpaafw, v) bezeich-
net.

Wir nehmen folgendes an:

A9 : Es existiere zwei positive Konstantemndx mit0 < « < 1, so dalR @ir die Losung
(z°,w°,v°) der AufgabgP,,) und die lOsung\’ von @.24) sowie\" Losung des diskreten
dualen System8(39), folgende Voraussetzungenighén:

(a): das Integrationsverfahrer8(31) sei gleichnaRRig konsistent von Ordnungmitq > 1
beiglich des Gittersj,,

t
(b) ||t f (vwl@l(ﬂfb Ty—1,w, U) - Kvxf(l‘(t)7 U(t, U}), U))|(m07w071;0) dt” S c h17
1—1

| (Voo msio,0) = (U= 0 VoS (alt) ult,w) )

)dt“ S Chl,

(z°,weo,we

t
(C): ||t f (ngol(xl, Li—1, W, U) - vuf(x(t)7 u(t7 w)? U)ku(tv w))l(xo,wo,vo) dt“ <c hl’
-1

i
(d) Htf (vam(l'l,.%l,l, w, U) - va(m(t),u(t, w)? v))‘(zo,w",vo) dt” <c hl?

(e) max }H)\O(tl) — M| = 0(h).

1e{l,\N

Die Bedingungem\9(b) — (d) beziehen sich auf die Teilintervalle, 1, 7), k=1,---, M.
Die gleichnaflige konsistente Eigenschafd(a) ist auf dem Segmerid, 1] definiert.

Das in dieser Arbeit eingesetzte diskrete duale Gleichungssy8t@&9) (esultiert aus dem
Differenzieren der diskreten Lagrange-Funkti@i3@). Folgt man den Beweiswedgjf die
Bestimmung der Ordnung beim Integrationsverfahren, so kann man folgendes beobachten.
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Die Ordnung der bsung des Integrationsverfahre®s3Q) ist nicht immer gleich der Ord-
nung einer Mherungsisung des diskreten dualen Gleichungssyst@i3$§) Dies begindet
die Voraussetzung9 (e). Fur ein allgemeines explizites Runge-Kutta-Verfahren wollen wir
im folgenden Lemma die stets Etlbarkeit der Voraussetzumg9(e) nachweisen.

Lemma 3 Es seienz?, w?, v°) bzw.(z", w", v") ein regulirer Punkt. Es gelten die Voraus-
setzungen von Annahm@a3, A4, A6, A7 und die Besclinkheit VOI’{legle] Es seien\?
Losung des dualen Syster@s23 mit \> € W'>°([0, 1], IR"), (z", w", v") eine lbsung von
(P,q), A" Losung des diskreten dualen Systems

)‘N = VIQO(xva)Ta )‘l - /\H—l = hl-‘,—l[vml@l-&-l]—r)\l—i-l, =N — 17 T 70a (419)

mit
1—1

(21—, w, v) Zb Ki,  Ki= f(zimn+ Y i Ky, u(tiog + ey, w), v).

j=1
Dann gilt die Konvergenzaussage:

max [|A°(t;) — M| = O(h). (4.20)

1<i<

Beweis:

Das System4.19 ist ein lineares Gleichungssystem tigiich \. Damit ist die Verfahrens-
funktion des Einschrittverfahrend.(9 Lipschitz-stetig. Somit folgt aus 4.2.8 Satz P[]
die Stabiliit des Einschrittverfahreng.(9.
Zum Beweis der Konsistenz betrachten wir den folgenden lokalen Verfahrensfehler:
1
(b, i, A7) = F(/\O(t,) — N (t1)) = [V i (2% (tga), 2% (1), w?, o) A (14
+1
Wegen der Lipschitz-Stetigkeitsvoraussetzungeh3(b), die zugebrigkeit vonu(-, w°) zu
P, 1, , (siehe 8.20) und\° € Wh>([0, 1], IR") existiere eine allgemeine positive Konstan-
te ¢, so dal3 folgende Absétzungskette gilt:

7 (ti1s huga, A
1 o o o o
= Mgy [ (o0 ute w0, X0

-1

Vxl Z b; f tl + hl+1 Z alelJrl g (tl + Cihl+1, wo), UO>]T/\0<tl+1>}dtH

7=1

ti41

ti41

q i—1
/ > 0ulllo* (1) = () + s X s i |

=1

IA

+
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H[ut, w®) — u(t; + cihyer, w)|| + [|A2(t) — A (ti)| |}t

1—1
< Ot _ Ot h, y K '
< o max le(8) —2”(0)l] + z+1i€r{r11§>_fq};aj|y Lol

o Jult ) = ul o) + s [0 = )l

< c¢-h.

Damit ist die Voraussetzung9(e) fur ein allgemeines explizites Runge-Kutta-Verfahren
standig erfillt[]

Wir wollen zwei Ungleichungen4(25 und @.26 beweisen. Diese Ungleichungen sirinl
die Untersuchungen in dieser Arbeit von erheblicher Bedeutung. Sie werédtar 8p Be-
weis des Konvergenzsatzds fdenUbergang von der schwachen Nofim || zur starken
Norm || - ||, ausgenutzt.

4.3.1 Normenvergleich

Dieser Abschnitt dient dem Vergleich von zwei Normen (siehe Definitiodeti, (4.22).
Es seienN, M < IN\{0}, [nw), ik+1y), & = 1,---, M Teilintervalle auf [0, 1],
[°(N,IR"), 1 < e < oo ein Raum aus 8tkweise stetigen Funktionen auf dem Gitfgr
Der Raumi¢( NV, IR™) wird mit folgenden Normen versehen:

N

(||x]fe) = Zthlee, 1<e< oo, (4.21)
=1

el = ma (. @.22)

wobeiz = {z;}{,. Die Steuerungsgitterpunktg, k£ = 0,1, ---, M sind im Abschnit3.3.1
eingetfihrt, die Indized(j), j = 0,1,---, M + 1 im Abschnitt3.7 definiert. Einfachheits-
halber betrachten wir eiaquidistantes Zustandsgitter (dth.=h, [ =1,---, N).

Lemma 4 Es sei{x;}i¥, eine Llosung des diskreten Gleichungssystems:
v =21 + (a3 + a0 +Pw+qu), [=1,--- N, 29 =0, (4.23)

(vgl. Gleichungssystem (16 in der AnnahmeA8) fur (w,v) = (w,v) und {\;}¥, eine
Losungsfolge der diskreten dualen Gleichungen:

>\N - VmNg0<xN7U) +hN[VﬁNQON(xviN*hw?”)]T)\N

NS (4.24)
/\l - /\l+1 + hl—i—l()\l a1 + )\l+1al+172), [=N — ]_7 SN 1’
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fur (w,v) = (w,v) undz = {x;}I¥, Losung von 4.23. Dann existieren zwei positive
Konstanten:; undc,, welche den Ungleichungen:

[lzil| < es([[w]| + |[o]]) (4.25)

ML < eal[ll] + [[2])), (4.26)

gerigen.

Beweis:
Es seien{z;}, ein Losung von 4.23 fir w = @ undv = v, undz die LOsung von
z(t) = alt]z(t) + p[tjw + q[t]v, z(0) = 0, (4.27)

wobei die Matrizem, p, und g im Abschnitt3.3 definiert sind. Es sej” eine stickweise
konstante Erweiterung der Folge } auf(t, 1, t], [ = 1,---, N mity"(t) = y;_1 := z(t;_1)

furt € [t;_1,t), L =1,---,N —1undy"(t) = yny_1 1= Z(ty_1) fUrt € [tx_1,tn]. Wir

betrachten eine Konstanteals gegeben in der Annahm®. Die Integration von4.27) auf
dem Intervallit,_1, t;] ergibt:

= yi—1 + hi(ay + aoy-1 + Diw + Qo) + 0qy (4.28)

mit J,.; gegeben durch:

Opy = —hda 1y — hoa oy — oy — hidpyw — hyoqo,
t
(55[11 = Zuil’l — hﬁltf é[t]dt,
-1
P e N
a9 = a9 — th alt]dt,
-1
ty
oy = tf aft|(kyr + (1 — K)y—1 — Z(t))dt,
-1
17}
opr = Pi— h%tf pli]dt,
-1
t
oq = q - h%tf qltdt.
-1

Aus den Annahme®\7 und A9(b) existiert eine positive Konstani®, so das folgende
Abschatzung von|da, ;|| und||da; || geriigt:

]
o)l < llaws =5 [ altldell < coh, =1, N
l
ti—1

t
/ atldt]| < cohy, L =1,---, N.

ti—1

(1=r)

Sa| < A —
louall < flawy = ==
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Analog werden die Term&p;, dq;,[ = 1,---, N mit Hilfe der Annahmem®7 und A9(c)-(d)
von oben abgeséitzt.

Bei immer klein werdenden Schrittweitén [ = 1,---, N ist die Norm

l|z(t) — (kyr + (1 — k)y;—1)|| mit hilfe einer geeigneten Konstantevon oben durche i,
absclatzbar. Somit existiert eine positive Konstanteso daf3

17}
||tf aft](z(t) — (kyr + (1 = K)yi—1))dt]| < e b, I=1,---,N. (4.29)
-1
Die Konstante; folgt aus der Stetigkeit voalt], = dem Teilintervall[t, 1, ¢,].

Das Subtrahieren der diskreten Differenzengleichudg?3 von 4.28 ergibt die
Abschatzung:

N
o =yl < e5 3 110al, (4.30)
=1

mit einer passenden Konstamte Nach der Definition voi,, ; existiert eine Konstante;, so
daf
1022]| < c6 ha(hullyil| + Pal ]| + Ral[o[]), L =1,---, N. (4.31)

Aus der Differentialgleichungd(27) folgt die Ungleichungskette:
"2 < Nly* e < [|Z]2 < e (0] + [[0])), (4.32)

wobeic; eine vonh unablaingige und geeignete Konstante &lle 2 geriigend klein ist. Die
Ungleichung 4.32) folgt aus folgendetlberlegung:

Die Matrix-Funktionera[t], p[t] undq|t] sind auf den Teilintervallefr,_,, 7] C [0,1], k =
1,---, M stetig. Rar jede Losungz, w undv der Differentialgleichung4.27) folgt auss |,
Theorem 11.1 in35] die Abschatzung:

el < eon (T tatrllan)] £, (con| - T Yatsllas] ol + vl

Th—

t
< o f Qi +loas), ce ol
Tk—1
(4.33)
wobeiexp die Exponentialfunktion bezeichnet ungeine passende positive Konstante ist.
Es folgt somit folgende Absétizung auf dem ganzen Intervll 1]
|Zllz= < max [zl < e ([|o]| +[7]]).

tE[T 1T
ke{l,- M}

Die Abschatzung ||y"|l> < ||4"||i~ folgt aus derAquivalenz von Normen in endlich-
dimensionalen Rumen (vgl. 122, § 10, IIl. Hilfssatz).

49



4. Konvergenzuntersuchung 50

Es folgt aus den Ungleichunged.80 — (4.32 und der Ungleichungskette3.0 die
Abschatzung:
N
ller=wll < 2e10 h 3 Ma(ll]] + llgall +[[2]]) = 2e00 Alyllx + [lo]] + [[2]])
< cuh(|lo]| +[21]).

(4.34)

Die Gleichung 4.34) verdeutlicht einggute* Approximation vorx durch die Folggz; }7Y.,.
Wegen der Ungleichungd(34) gerigt auch die bsungsfolge von4.23 fir hinreichend
grol3eN einerahnlichen Ungleichung. Das heil3t, es gilt die Ungleichung:

|| < es(l[w]] + [o]])- (4.35)
Es seien(\;},_, ein Losung von 4.24), ) eine Losung von
A(t) = —(A(0)Talt], A1) = Aw (4.36)

Wir betrachteny” diesmal als eine gtkweise konstante Erweiterung der Folgge} auf
[ti1,t], [=1,---, N mity"(t;,) =y, := \(t;). Wir betrachten

Y=Y+ (O &1+ N ae), [= N =1, 1,

und definieren die Terme (analog wie in der Ggleichuh@®) 0, ,, da;1, da s, dyi, | =
1,---,N.

Schliellich verfolgen wir die Beweisschritte wie bei dem Beweis vbg25. Es folgt die
Abschatzung 4.26 0]

4.3.2 Absclatzung des Diskretisierungsfehlers

Lemma5 : Es seienz°, w°, v°) eine reguére Losung der Aufgab@P,, ), \° der zugebrige
Lagrange-Multiplikator mit\° € Wt*([0, 1], R"), I(k) € {0,---, N} der Index von Zu-
standsgitterpunkten mit der Eigenschaft) = 7., k = 0,---, M sowieM,, k=1,---, M
die Anzahl der Unterteilung des Teilintervalls,_;,7:]. Es gelten die Voraussetzungen
der AnnahmerA3 - A9. Dann existierenifr jedes geiigend grof3eN ein lokales Mini-
mum (z", w", v") der Aufgabe 3.32-(3.34 sowie \" der diskrete zugeirige Lagrange-
Multiplikator und es gilt folgende Fehlerabsitzung zur bsung der parametrisierten Auf-
gabe 3.10-(3.12:

h
oy _ ,h — U
o DA% Tt w?) =y o < Mk> , (4.37)
max  |z°(t;) —z}| = O M (4.38)
I(k—1)<i<l(k) ! M, )’
h
o __\h — T
l(k_%lg?;l(k) IA(t) — N} @) <Mk> , (4.39)

50



4. Konvergenzuntersuchung 51

furk =0,---, M.
Beweis:
Fur den Beweis wenden wir das Lemraan. Es seiefir,_1, 7], £ = 1,---, M Teilin-

tervalle von[0, 1] mit 7,1, 7 € Z;, und M, die Anzahl der Unterteilungen vom_1, 7].
Es seienz® = (2% w® v, \?) und 2° = (2%, wP v®, \°) zwei Elemente aus;(z°), wo-
bei (w*, v*) durch die Optimierung bestimmt werdetf, bzw. \* der zugebrige Zustand
bzw. Lagrange-Multiplikator ist. Dabei wird die Existenz vdhangenommen. Die Kompo-
nentenw®, v°, 2°, \> werden analog definiert. Wir definieren entsprechend in Ler2mia
ParameteDs, Ag undd durch:

17"(2") = T"(2%) = T"(2") + T"(=) ||y,

Dg(h) = su 4.40
oh) = EEETs (4.40)
202
Ag(h) == Ag(h,z°) mit Aglh,z)= | {7"(z)-7T"(2)}, (4.41)
z€Bg(x)NQ,
5(h) = [IT"(z) = T"(2) = yally,. (4.42)

Konvergenz vonDg(h)

Der Zahler auf der rechten Seite vof40 kann wie folgt umgeschrieben werden

1B (") — E"(=")]

Yh

wobei die Funktion£"(z%) den Fehler bei der Linearisierung var(z*) im Punkt:° ist,
d.h.:

EM"(2%) = Th(2") — M(2%) + M(z°).
Fur hinreichend kleingg existiere eine Konstante die der Abschtzung:

O(zb — 29)

12° = 24|z,

Dg(h) <cp
geruigt. Damit konvergierD (k) gegen Null, fallsh und 3 gegen Null konvergieren.

Konvergenz vond(h) im Punkt z°

Zu zeigen ist die Konvergenz vaith) gegen Null, falls3 und 2 gegen Null konvergieren.
AulRRerdem interessieren wir uri&fdie Konvergenzgeschwindigkeit vé).

T"(2°) = wnlly, = 1701 (2°) = Ynillmevao + [ Tn2(2°) — ynolln + 1| Tns(2%) — yns|ln
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mit Yn1 € BL+d0, Yno € ll(N, Rn), Yn,3 € ll(N, Rn)
Fur den ersten Teiloperatay, ; (z) gilt:

N
|mu@%—%ﬂmu%:va(zymu%?—u%Lxmuaﬁqwﬂw»)L
=1

Aus )\’ € Wh(]0, 1], IR") gilt die Abschatzung:
1) = ()L < exha,

mit ¢, eine passende Konstante. Mit Hilfe der UngleichuBg@ von AnnahmeA6 ergibt
sich die Abschtzung:

h
I70:2) = sl < (5

Der Term||7,.2(2°) — yn2||;x wird mit Hilfe der AnnahmerA9 (a) und A6 folgendermaf3en
abgeschtzt:

M=

Zh2(2°) = ynplln = X hllz®(t) — 2°(ti-1) — huor(2°(tr), 2°(t1-1), w?, v°)||

< > ghillp (@ w0

<cyp- bt

T
I

mit einer passenden positiven KonstanteAus den Annahme/A9(e) und A6 folgen die
Abschatzungen:
o N o,T o o,T o o o
1 75,3(2°) = ynslln = 121 Pl Vi 07 + i Ny Vi + (A7 = A7)
N
< > he
o z; N
<cy-h

mit einer passenden positiven Konstante
Wegeng > 1 konvergiert(h) gegen Null, falls3 und gegen Null konvergieren und es gilt
die Absclatzung:

5(h) = O( (J\Z) mm{q’l}) ~0 (AZ]) | (4.43)

Lipschitzeigenschaft der approximierend verallgemeinerten Aufgabe

Die vollstandige Anwendung von Lemn2zerfordert die Lipschitzeigenschatirfdie Aufga-
be @.14 beziglichy € Agz(h) = Ag(h, 2°). Das heilit, es soll eine Konstantexistieren,
die der Ungleichung4.5) gerigt.
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Es sei der Parametey beschrieben durcly = ((yw, %), Yz, yn) € Vp Mit y, =
(Y1.0.- - y1nv) undyy == (yso,---,ysn). FUr den Beweis der Existenz dieser Konstante
betrachten wir folgende Aufgabe:

<Mh,1(2)+(yw),(w_whh)>20, V(w,v) e W xV,

Yo v—v

Mus(2) + o = 0, ) (4.44)

/\/lhg,(z) + =20

Nun untersuchen wir, wie die dsung des Systems4.44) vom Parametery :=
((Yw, Yu), Yz, yx) gesbrt werden Bnnte. Das Systen?(44 umfaldt die notwendigen Opti-
malitatsbedingungen des folgenden nichtlinearen Optimierungsproblems:

T
xz €T T

:ijflul),rll) % w Hd w + <(yx7 Yw, yv)a w > ngl
v v v

5 ! 5 5 (4.45)
r— x—1 = M2 + 42021 + Piw + QU) — Yuu, Lo = To(v),

l=1,---,N,
weW, wvelV,.

Es seien(z*, w* v*, \F), & = 1,2, die Losungen von4.44) beziglich der Parameter
((y®,y®), y¥, v5), k = 1,2. Nach Lemma 4 in32] haben die Aufgabend(44) und @.45
die gleiche losung genau dann, wenn die Koerzitgbedingung4.15 aus der Annahme
A8 gilt. AuRerdem, es existiere eine positine Konstanto dafd

' —w? || e +[[0! = 0?0 < € [[1(gur ¥0)" = s Yo)* | + 1y =¥zl + a3 ]
(4.46)

Abschatzung der Losung in £>°-Norm

Die Ungleichung 4.46) ist fur optimale Steuerungsprobleme nicht stark genug, da die Funk-
tionen, die die Aufgabe beschreiben, im Radf definiert sind. Interessantase die Her-
leitung einerahnlichen Ungleichung in dié>-Norm.

Die Funktionu(t, -) ist stetig Fechet-differenzierbar nach dem Parametee W (siehe
(3.18 in AnnahmeA4) mit beschankte erste Ableitung (sieh8.09 in AnnahmeA4). Fur
jedew!, w? € W existiert einw,, daB zwischem' undw? liegt mit der Eigenschaft:

u(t, w') — u(t,w?)|| s < Sl[lp] (Vou(t,w)| [|w' —w?||ge, t€10,1].
telo,1
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Wegen 8.19 in AnnahmeA4 existiere eine positive Konstante mit der Eigenschatft
lu(-,w') = u(, w?)|cx < aflw’ —w?|| e (4.47)
Eine Kombination von4.46) und @.47) ergibt folgende Absciizung inL>-Norm:

(- w") =l w?)ll e + [0 =v*|| < e el — gallmera + [lyr — ville + vz — ysllie].

(4.48)

Anschliel3end folgen aud 25 und @.26) die strengen Abséitzungen
o' = oo~ = max {laf — 2]} < es([w' —w?|lps + 0" = 0?||me), (4.49)
A = Nlle= = max {IA = N1} < el ' —w||ge + |lo" = 0| pa ). (4.50)

mit passenden Konstantenundcg. Es folgt aus4.46 und @.48 die strenge Abscitzung:

|2t = 22l + [Ju(, wh) = ul, w?)|lee + AT = N[z + ([0} = 02| e

1 2 1 2 1 2 (4.51)
<ly1 = villre+ao + g — w3l + [lyz — y3lle]-
Damit existiert eine Konstantg die der Ungleichung4(5) gerigt.
Lokale Optimalit at von (2", w", v")
Wir betrachten folgende diskrete Aufgabe:
min F(z,w,v), (z,w,v)€C bzgl. C(z,w,v) =0, (4.52)

wobei die Funktioner’, C' und die Menge& wie folgt gegeben sind:

C = RV x W x V,,

F(z,w,v) = ;(aj,ww) H? (2, w,v)"

C(x,w,v) = (Coz,w,v), --,Cx(x,w,v)) mit

Co(x,w,v) = z¢— x0(V),

Clz,w,v) = 2 —x-1 — (@2 + &1 +Prw+qu), [=1,---,N.

Die FunktionenF’ und C' sind nach ihrer Herleitung zweimal stetig differenzierbare Funk-

tionen inC.
Es seienz, w, v) ein zuBssiger Punkt der Aufgabd.62, A = (Ao, ---, Ax) ein Element
ausIRV+Y" | [ die Lagrange-Funktion zur Aufgabé.62 gegeben durch:

L(z,w,v,\) = F(z,w,v) =\ C(z,w,v),
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undU., eine abgeschlossene Kugel um den Punktv, v) mit dem Radius’ und eine Menge
U. gegeben durch:

U.:=CnN Ba(x,w,v).
Die Mengel. ist konvex, abgeschlossen und begetat in RN+ x [RE x [R% und somit
kompakt. Damit existiert eine lokaledsung(z, w, v) fur die Aufgabe 4.52 und es gilt die

Gleichung:
V (o) L(Z, 0,0, \) € N[U)(z,w,). (4.53)
mit A\ Lésung von:
A= NN g+ hl+1>\lT+1fil+1,2, [=N-—-1,---,1,
A = Vango(zn, ) + hn[Veyen(@n, ty_1,0,9)] Ay

Die Gleichung ist4.53 ist eine Linearisierung vor8(37)-(3.37) im Punkt(z°, w®, v°) aus

der Umgebung voi/... Folglich, es existiert einen Punkt”, w", v"), der die Voraussetzun-
gen 1ir die Optimaliitsbedingungen erster Ordnurdg3?) erfullt. Die Voraussetzungeriif

die Optimaliitsbedingungen zweiter OrdnungA8 sind eine Folgerung von Annahmeé

und der Stabilit der Bedingung zweiter Ordnungrfkleine Sbrung an den Matrizes, ;,

a2 P, q, HY furl =1,- - N (siehe Gleichung4.11)).

Im Abschnitt4.4.2werden Voraussetzungen zur Gédwleistung der Stabilit der Matrizen

in (4.11) fur das Runge-Kutta-Verfahren formuliert und bewiesen. Damit ist die Existenz
und die lokale Optimalét von (w”", v") bewiesen und folglich das Lemntavollstandig
bewiesen!

4.3.3 Lipschitz-Stetigkeit der Losung gevbhnlicher Differentialglei-
chungen bzgl. Parametern

Es seif auf IR" x IR" x IR% stetig und existiere eine reelle positive Zdhl mit der Eigen-

schaft:
[ f (21, ur,v1) — f(@2, u, v2)|| < Ly(||w1 — 2o + [Jur — ua|| + [|v1 — va]),
A (xl-,ui,vi) € R" x IR" x Rdo, 1= 1,2

Die Aufgabe

(t) = fx(t),u(t),v), 2(0) = zo(v), t € [0,1].
besitze eine eindeutigedsungz* fur (u, v) = (u*,v*) mit z* € W, In Verbindung mit
AnnahmeA2 sei mitu(-,w?) eine minimale Sirung vonu* gegeben. Wiriihren folgende
gewdhnliche Differentialgleichung ein

(t) = f(x(t), u(t,w’),v), (0) = xo(v), t € [0, 1]. (4.54)
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Es sei\* eine Losung der linearen Anfangswertaufgabe:
At = ATV f @ (), u(1),07), ML) = [Vago(a™ (1), 07)] T,
mit \* € Wb, \* ist der assoziierte Lagrange-Multiplikator gu*, u*, v*). Es seiz® eine
LOsung von 4.54). Wir betrachten folgende géste Aufgabe:
At) = =AT(OVaf (@°(t), ult, w®), v"), A1) = [Vago(a®(1),v)]". (4.55)

Lemma 6 : Es sei die Funktiorf in allen Argumenten Lipschitz-stetig. Es gilt die Annahmen
Al - A3. Dann besitze die Differentialgleichung.b4 bzw. @.55 eine eindeutige &sung
x° bzw.\° und es gilt die Abscitzungen:

2" = 2%l < co[lu” —ul, w)|| (4.56)

A" = XN|ge < o [Ju™ — u(s, w)|| 1, (4.57)

mit einer geeigneten positiven Konstanje

Beweis

Fur den Beweis wird Lemma 3.11 ir24] angewendet. Es sei Lipschitz-stetig mit der
KonstanteL ;. Die gesbrte Gleichung4.54) konnen wir folgendermaf3en umformulieren:

2(t) = f(x(t),u*(t),v") +g(t) mit
g(t) = flz(t),ult,w®),v") — f(z(t), u"(t),v").
Die Ungleichung (3.11) ing4] liefert fur ey = 0, e; = 1 die Absclatzung:

t

|2*(t) = 2°()]] < /exp[(s = 0)Ly] - [If (2" (5), uls, w®), v*) = f(a"(s),u"(s),v")|ds

0

IA

0<t<1

max exp|(t — 0)L,] / llu(s, w°) — u*(s)||ds

< eaplLy] [ Ifu(s,w) = u'(s)]|ds.

Somit existiert eine Konstanig, die der Ungleichung4(.56 geriigt. Fir den Beweis der
Eindeutigkeit vonz®, nehmen wir an, die Gleichung.64) besitze zwei unterschiedliche

Losungen:§ undz3. Mit Hilfe der Dreieckungleichung gilt die Ungleichungskette
|2 — a5l < laf — 27| + [|2* — 2|
< 2¢, ||ut —u(s,w?)|| o

< 2¢,€(h)
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mit }Lil% e(h) = 0 (siehe Annahme\2). Dies widerspricht die Unterschiedlichkeit beider
Losungen.

Fur den Beweis vorn4.57) betrachten wir die Gleichung
At) = —(A)TVaf (2" (t),u*(t),0") + g(t) mit
g(t) = —(A0) Vo f(@®(t), ult,w’),v*) + (M) Vo f (@ (1), u'(t),v").

Die FunktionV, f ist nachA3(b) Lipschitz-stetig. Es sely, die Lipschitz-Konstante von
V. f. Mit Hilfe von (4.56) und [24], (3.11) gilt folgende Ungleichungskette:

t

(@) = 2Ol < /6%29[(8 = 0)Lw,] - [[(M()) " Vauf (2°(s), u(s, w), v7)

0

—(A(s)) " Vaf (@ (s), u™(s), v")[|ds

IN

0<t<1

max exp[(t — 0)Lv,] / [|2%(s) = 2" (s)I] + [fuls, w?) —u"(s)||ds

1
< cenplLe,] [ Ifuls,w?) = u'(s)llds,
0

mit einer geeigneten KonstanteEs folgt die Ungleichung4(57). Die Eindeutigkeit vorm°
ist offensichtlich]

Formulierung des Hauptsatzes

Theorem 3 : Es seienf auf IR" x IR" x IR% Lipschitz-stetig,(z*, u*,v*) eine optima-
le Losung von(P,). Es existiere\* € W' der zugebrige Lagrange-Multiplikator
zu (z*,u*,v*). Es gelten die Voraussetzungen von Annahién A9 und die Regula-
ritatsbedingung3.35. Dann existierenifr jedes geiigend gro3eV ein lokales Minimum
(z",w" ") der Aufgabe(P,,) sowie \" der diskrete zugdirige Lagrange-Multiplikator
und es gilt folgende Fehlerabsitzung:

[l = u(,w")| g + [0 = V"] + [Jo* = 2"||zoe + [N = N[z = O(h) + €(h), (4.58)
wobeih die maximale Schrittweite auf dem Steuerungsgitter bezeichnet und die Funktion
e(+) in A2 definiert ist.

Beweis

Mit Hilfe der Parametrisierung des Steuerungsraumes (siehe Abs8l8)itind der Losbar-
keit der daraus entstandenen Aufgabe (siehe Annakgta) sind wir in Lage, unter An-
wendung der Dreiecksungleichung folgende Ungleichung zu schreiben:
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[l = u(w")||er < ' = ulw) e+ [Ju(, w?) = ul, w")|| g
Die AnnahmeA?2 liefert die Absclitzung
[[u” —u(, w)l|er < e(h).

Aus Lemmab, (4.37) gilt der Diskretisierungsfehler

[Ju(-,w?) = ul-, w")||g= = O(h).
Es folgt die Abschtzung

" = u(, W) < O(h) + e(h). (4.59)
Mit Hilfe von x° und der Dreiecksungleichung ist die folgende Zerleguiglnh

la" = 2"|e= < ||z = 2| o= + ||2° — 2| =

Wegen Lemmab, (4.38 und Lemmas, (4.56 sowie die Ungleichung4(59 gilt die
Abschatzung
[ — 2"|| = < O(h) + €(h). (4.60)

Aus Lemmab, (4.39; Lemmas, (4.57) sowie die Ungleichunge(59 und @.60 gilt die
Abschatzung
X" = M|z < O(h) + €(h). (4.61)

Damit ist der Theoremn vollstandig bewiesen

Bemerkung 7 Fur Riemann-integrierbare Funktionert gilt der folgende Spezialfall (vgl.
Theorem 6 in82)):
n= 07 E(h) = O(hl)ﬁl = TI(U*> h)7 (462)

wobeiyu die Ordnung inP, 7, ,, in der AnnahmeA4 ist, der IndexC! im AusdruckO(h!) o1
die Norm bezeichnet, mit welcher der Parametrisierungsfehler gerechnet wird.

Das Resultat von Theorem 6 i87] gilt nur fir Steuerungsfunktionen, die durclictweise
konstante Funktionen approximierbar sind. Andersfalizenbeispielsweise die Wahl des
Referenzpunktes ungeeignet.

Die Diskretisierung mit anderen Verfahren liefern auch erfolgreiche Ergebniss&l%h [
wird nur die Konvergenz des Kollokationsverfahrens gezeigt. Diese Diskretisierungsmetho-
de erweist sich als sehr effektiurfdie Losung einiger grossen Problemen aus der Anwen-
dung [L05 119, 10, 54).
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Schliel3lich nennen wir die Arbeiten vdfelgenhauef39, 38]. In [39] wird mit Hilfe von
Projektoren Konvergenz mit Rateunter der Glattheitsvoraussetzungea C*+1, v ¢ C*
erzielt. Durch die Freiheit bei der Auswahl von Projektiéasnen, Bnnen in Ablangig-

keit der Glattheit, Approximationsverfahreilrerer Ordnung (Basisfunktioneilmerer Ord-
nung) eingesetzt werden. 18§ wird das Ritzsche Verfahren erster Ordnung hergeleitet und
analysiert. Als Einsataume bei der Diskretisierung betrachtet die Autoriicktveise kon-
stante Funktioneriif die Steuerung, 8tkweise lineare Funktionefiifden Zustand und ein
gemeinsames Gitteilf die Steuerungs- und Zustandsvariable. Die Anwendung der stabilen
Optimalitatbedingungens] ermdglichen hier eine Konvergenzrate Eins zu erreichen.

4.4 Anwendung des Konvergenzsatzes

4.4.1 Runge-Kutta-Verfahren

Das Ziel dieses Abschnittes besteht in ddrerpiifung der Voraussetzungeil - A9 im

Falle der Approximation des dynamischen Systems durch das Runge-Kutta-Verfahren. Wir
betrachten erneut die Verfahrensfunktion, beschrieben durch ein explizites Runge-Kutta-
Verfahren (vgl. Gleichunger8(45), (3.46):

q
oi(T1-1,w,v) = Z b Ky,
i=1

i—1

Ky = f(oi + Y Ky, u(tior + ¢hy,w),v), i=1,-- -, q.
j=1

Die VoraussetzungeAl - A3 und A5 beziehen sich auf die urdprgliche Aufgabe sowie
auf die parametrisierte Aufgabe und sind dadurch von jeder Diskretisierungamgigh
Fur die angesetzte Methode der Parametrisierung der Steuerung (siehe Al&8hhido-
wie die anderen vorgeschlagenen Methoden der Parametrisierung im AbScBritind
die Voraussetzung von AnnahrAd vollstandig ertillt.

Die AnnahmeAG6 ist an die positiven Konstanten, ¢, (siehe Ungleichunger8(30) gebun-
den. Diese Konstanten sollen so gdwWt werden, dal3 keine numerische Singuddidtuftritt.
Die Voraussetzung@\7 ist eine Folgerung voA3. Es bleiben die Annahmei8 und A9 zu
verifizieren. Die Verifizierung vor8 ist das Thema des Abschnittés}.2
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Uberpriifung von Annahme A9

Wir betrachtensx = 0. Es seiL; bzw. Ly,, Ly, und Ly, die entsprechende Lipschitz-
Konstante vonf bzw. V. f, V.f und V, f. Germald der Definition der Verfahrensfunktion
beim Runge-Kutta-Verfahren ergibt sich die Ungleichungskette:

1
i = —(ata = 2?)l
I+1

ti+1

1

S h ZbKl+1z - ( ) u(tawo)avo)|dt
I+1 i
1 tiy1
S h / | Z b; f xl + hl+1 Z aZjKl+1 g (tl + Cihl+17 wo)7 ,Uo) - f(‘ro(t)v U(t, wo)’ UO)|dt
+1 il i=1
maxi<;<q b; s il
< Lf% / (|27 + hisr D ijBKgy — 2°(8)] + Jult, w) — u(t, w®)|)dt
1+1 i j=1
< Ly lfg?gf] b; {hgﬂ + hl+1}
< chi.

mit einer passenden positiven KonstantBamit ist die Voraussetzurig9(a) nachgewiesen.
Aus der Voraussetzung von Annah8 und der Eigenschaften der Parameter des Runge-
Kutta-Verfahrens und die Betrachturg= 0 folgt die Absclatzungskette:

ti+1

H / (ngpﬂ(mo,wo,vo) - fo(l‘o(t), u(t> wo)) UO))dtH
12}

tit1

= || / va [z 1+hlzazJKlJ> (ti—1 + cihy, w®), v)|(zo we vo)

7=1

—fo( °(1), u(t, w?), v°))dt|]

tiy1

max1<i<q bl o 1 ) o o
SLe,——=—— / (g + P Y Koy — 2°(@)|] + [Ju(t, w?) — ult, w?)]])dt
I+1 =1
t J

mit einer passenden KonstanteDie erste Gleichung voA9(b) verschwindet wegen dem
expliziten Verfahren. Es folgt somit die Voraussetzux(b).
Wegen Annahm@3(b) undA4, (3.19 gilt folgende Ungleichungskette

tiv1

| / (Vb @owowe) = Vaf (@°(t), ult, w’), v?) Viu(t, w’))dt||
17}
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ti41

< —H/ va Flao 1+hlZ%KU, wltir + cihy, w), V) Vat(tioy + chy, w°)

7=1

—Vuf( °(); ult, w?), v*) Vayu(t, w))dt]|

i—1
Ly, max [IVyu(tw)l|- max b [ ([laf s + Y ok, = ()]

IN

tE[tl tl+1} ;
!

+‘|U(t171 + Cihl, U}o) — u(t, w°)||])dt
S Chl+17

mit einer passenden KonstanteEs folgt somit die VoraussetzurgO(c). Analog werden
die Voraussetzungef9 (d) nachgewiesen.

Die VoraussetzungA9(e) ist in Lemma3 fur ein allgemeines explizites Runge-Kutta-
Verfahren ausfhrlich bewiesen. Damit ist die Annahmeé vollstandigtberpiift.

4.4.2 Stabile diskrete Koerzitivitatsbedingung

Wir wollen in diesem Abschnitt Voraussetzungen finden, so dal3 sich die diskreten Opti-
malitatsbedingungen zweiter Ordnung von Annahf&im Falle des impliziten Runge-
Kutta-Verfahrens aus der stetigen Voraussetzungedié Optimaliatsbedingungen zweiter
Ordnung von AnnahmAb5 schluRfolgern lassen.

Wir betrachten erneut die Verfahrensfunktion beim Runge-Kutta-Verfahren g5 (

(3.46):

oi(w, 1121, W, V) Zb Ky,

K= f(xi-1+ Iy Zaz‘jKljau(tl—l + cihi,w),v), i =1,---,q.

j=1
Die Gleichung @r die Bestimmung der Komponenté;, i = 1,---,¢q, = 1,---, N stellt
eine implizite Funktion dar. & die Losung dieses Systems wird der implizite Faunktionssatz
eingesetzt und hinreichend klein angennomen.

Lemma 7 Es seiem die maximale Schrittweite auf dem Steuerungsgitter0, 1] — IR,

eine Funktion mi%iiré e(t) = 0, w = wy —wsq, Mitwy, we € W, undv = v — vy, Mitvy, vy €

V. Es gelten die Voraussetzungen der Annahm@\6. Die FunktionV, . . f (2, +)

sei Lipschitz-stetigifr alle z € IR™ und die Ableitungvfuywu(t, -) sei fastiberall beschankt

in [0, 1]. Dann gilt die Abschtzung

(w, v / —HYdt(w,v) || < e(h) (|l(w, v)]]*) (4.63)
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4. Konvergenzuntersuchung 62

Beweis:

Es seien diev[t] bzw. w,; definiert als in 8.22) auf Seite23, f aus/R", und wir bezeichnet
mit f,,, w[t]” bzw. w;" die m-Komponente vory, w[t] bzw. w,. Wir betrachten zuerst die
guadratische Terme bigglich der Variablenv in (3.26) und @.19

1 N N )
||wT/(V“V[t] — > wy)dtw]] = || > w’ / oW, )dtw||, (4.64)
0 =1 =1 4,
mit
5wy = (6'Wy, -, 0"Wy) OTWy = W™ — W', m e {1,---,n}

W[t]m = [(un(-,w),)\TViufm(x,u(-,w),v)un(-,w)>
HA Vo fn (@, u, w), )V2 w(, W) wo,ve 00,00

W= (Vyu(ti + ey, w?), A ZbV ufm (21 +

q
> K, u(tion + cihy, w°), v°)Vu(tiz + ey, w®))

j=1

/\TZb (VoS (2 1+hlZale], u(ty_y + cihy, w°),

7j=1

v9), vawu(tl,l + cihy, w?))].
Aus (4.64) folgt die Ungleichung

t

n N
||Zw /6wldtw|| >3l / wi)dtao| . (4.65)

. m=1[=1 "

Der (m, [)-te Term der Summe4(65 ergibt:
t
@™ / 5 vdt - |

ti—1

< wl?- / (V- w?), (A) TV, (2, u(, w0), 0%) Vi (-, w®)) () —
<un(tl_1 + c;hy, w Zb V fm $l 1+ h; ZOQ]KM, (tl_1 + ¢;hy,
7j=1

wo),vo)ku(tl 1+ iy, w )>||dt

HJwl[*- /H (X)) V(@ ul, w?),v%), Vi, yu(, w”)) (t) —

ti—1
q q
IS0V () + Y i Ko, u(tiog + ey, w°),
=1 =

v9), V?vau(tlfl + cihy, w?))||dt.
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4. Konvergenzuntersuchung 63

Es seienly: die Lipschitz-Konstante voR'?,, ) ., f (2, ", ), Ly, die Lipschitz-Konstante
vonV, f(xz,-,v), L, die Lipschitz-Konstante voi°. Es seier, undc,,; gegeben durch

Cu i= SUP ||[Vwu(t,w?)||, cuw = sup ||V2 u(t,w’)]|.
te[0,1] te[0,1] ’

Wegenf sei zweimal stetig differenzierbax? € W' und>%_, b; = 1 folgen die Unglei-
chungen:

t
[on / §dt - ||
t1—1
]

<l [ (@LaDTe) - 007

ti—1

q
4 max bLos([o(8) = oty — b Y s | + [t w) = u(tioy + eibr,w)] )
A =1

+ea{-LallXT () — (A7) ]
q
+ max  bilLy, (||2°() = 2y — he Y a Kl + [Jut, w®) — ultion + eihy, w®) D]} de

{ j=1
< chi.

mit ¢ eine passende Konstante. Diese Alddzting gilt fir alle (m, 1) Komponente mitn €
{1,---,n}, le{l,---,N}.
Aus der Ungleichung3.30 von AnnahmeA6 ergibt sich die Abschtzung:

17}
o™ [ owndt - ]| < e(h) - ]l (4.66)

ti—1

Analog zu @.66) werden folgende Ungleichungen bewiesen

t

T / vt - o|| < e(h) - [|o]|?. (4.67)
ti—1
t

@™ [ e o)l < e(h) -l ][] (4.68)
ti—1
t

o7 [ osit - al] < e(n) - |Jolllw]. (4.69)

ti—1
Schliel3lich ergeben die Dreiecksungleichung und die Ungleichuriyé6,((4.67), (4.68),
(4.69 die Absclatzung 4.63. Damit ist die Ungleichung4(.63 gezeigt.
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Kapitel 5
Optimierungsverfahren

Nach der Diskretisierung der urgpglichen Aufgabe entsteht eine endlich-dimensionale
Aufgabe, die mit angepaldten nichtlinearen Optimierungsverfahren (nonlinear programming
methods, vgl.44, 6, 97, 98, 100, 101, 103) gelost werden kann.

In der vorliegenden Arbeit wird ein sequentielles quadratisches Programmierungsveérfahren
(,sequential quadratic programming*) angewendet. Das SQP-Verfahren hat sich durch sei-
ne Zuveréssigkeit und seine Effektivt als eine der besten Methodéimr tlie Losung von
Optimierungsproblemen mit stetigen und nichtlinearen Zielfunktionen und Bagalmgen
erwiesen (vgl. 102 6, 93, 108 112, 7, 8] ?). Im Vergleich mit anderen Optimierungsverfah-

ren berdtigt das SQP-Verfahren bemerkenswert wenig Auswertung der Problemfunktionen
und Gradienten, und konvergiert zu einérsung unter sehr milden Bedingungen ioglich

des Problems (vgl.93, 99, 98]). Weitere Arbeiten zum Thema SQP-Verfahren sind zum
Beispiel P, 113.

Wir beschreiben an dieser Stelle kurz das SQP-Verfahren und orientieren uns dabei an
der Darstellung vorGill, Murray und Saunderq44]. Andere Beschreibungen des SQP-
Verfahrens sind zum Beispiel id2, 100, 46, 95] zu finden.

Es seienf” : IR* — IR eine lineare oder nichtlineare Funktioff, : IR* — IR™ eine
Vektorfunktion mit den Komponenteti;(z), ¢ = 1, - - -, m. Die Funktionen?'(z) undC;(x)

1 Der Ausdruck: sequentiell quadratisch Programmierungsverfahren wird nachfolgen mit dem Begrift SQP-
Verfahren abgeikrzt

2 |n diesen Literatur werden numerische Resultétedie meisten Probleme in der CUTE-Testansammlung
und fur eine Anzahl von anderen Anwendungen, einschlie3lich der Flugbahnoptimierung in dem Luftfahrt
gegeben
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5. Optimierungsverfahren 65

besitzen stetige zweite Ableitungen. Wir bezeichneryifaiy bzw. 7 () den Gradienten von
F bzw. die Jacobi-Matrix der Funktiofi. Wir betrachten das Optimierungsproblem:

min F(z) x € R" bzgl. C(z) >0, (5.1)

und nehmen folgendes voraus:
Es existiere ein Punkt (der Karush-Kuhn-Tucker-Pufikt) \*), so dal3 die Optimabittsbe-
dingungen erster Ordnung &lit sind:

Ca*) 20, N=0, C@) A\ =0, @)\ =g (5.2)

5.1 Grundlegende Idee des SQP-Verfahrens

Die grundlegende Idee des SQP-Verfahrens ist die Formulierung undsismg eines qua-
dratischen Teilproblems (QP-Teilproblem) zur Bestimmung der Suchrichtung in jeder Itera-
tion. Das QP-Teilproblem minimiert ein Modell aus einer modifizierten Lagrange-Funktion
(vgl. [60, 87]) beziglich der linearisierten Bescmkungen. Dabei wird eine gewisse Bewer-
tungsfunktion (@tefunktion) entlang jeder Suchrichtung verringert, um die Konvergenz von
irgendeinem Ausgangspunkt sicherzustellen. Die Grundstruktur des SQP-Verfahrens basiert
auf einer Major-Iteration und einer Minor-Iteration. Die Major-Iteration erzeugt eine Fol-
ge von lterierter(z*, \*), die geger(z*, \*) konvergieren soll. Die Minor-Iteratiordkt mit

Hilfe einer iterativen Prozedur das QP-Teilproblem.

5.2 QP-Teilproblem

Es sei(z*, \*) die aktuelle Iterierte mit dem Indek. Wir betrachten die modifizierte
Lagrange-Funktion:

dp(z,2*) = C(z)— Cp(z,2"),

Lz, 28 \) = F(z) — (O\")Tdp(z, 2%), mi
( ) (#) = (%) dul ) tCL(x,xk) = C(a®) + J(a%)(z — 2%).

Die erste und zweite Ableitung der modifizierten Lagrange-Funktiofiglezh = ergibt:

VoL(z, 2" \) = g(z) — (T (z) = T (")) A", (5.3)

B(x) = Vi Lz, 2" \") = VimF(x)—i(Ak)NixCi(x)- (5.4)

=1
Wir stellen fest: die Hesse-Matri(x) der modifizierten Lagrange-Funktion unterschei-
det sich nicht von der Hesse-Matrix déolichen Lagrange-Funktion. Auf3erdem haben die
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5. Optimierungsverfahren 66

modifizierte Lagrange-Funktion und die Zielfunktion die gleichen Funktionswerte und die
gleiche erste Ableitung im Punkt= z*,

L(z" 2% N) = F(aF),  V.L(2" 2% \F) = g(z").
Es seiQ die quadratische Approximation vahim Punktz*, gegeben durch:
Qi 4, 1%) = F() + g(a) (@ — o) + 3 (o = a) 54 () = a*).
Wir betrachten ein QP-Teilproblem, beschrieben durch folgendes Problem:

min Q(z, 2%, \), x € R", bzgl. Cp(z,x) >0 (5.5)

Falls (z*, \*) = (z*, \*) gilt, dann haben die Aufgab&.6) und das Optimierungsproblem
(5.1) identische Optimalétsbedingungen erster Ordnung. Aus der obigen Darstellung emp-
fiehlt sich folgenddJberlegung:

Wenn 3, (x;,) ein Naherungswert zi@,.(x;,) = V2 L(z*, 2%, \F) am Punkt(z*, \¥) ist, dann
kann eine verbesserte $thung der Bsung durch den Punkt*, 5\’“) gefunden werden.
Dabei ist(z*, 5\’“) eine LOsung des folgenden quadratischen Teilproblems

min F(2*) + g(a®)(x — 2*) + ;(35 — 2" T 3% (") (z — 2%) bagl. Cp(z,21) > 0. (5.6)

z€IR™

Die Optimalitaitsbedingungen des Teilproblendsg) ergeben:
My=3sk (AT .35k =0, (5.7)

wobei s* ein Vektor der Schlupfvariablen,glack variable“) @r die linearisierten Be-
schiankungen ist. Das Tripgli*, \¥, §¥) kann als Schtzung der Bsung(z*, \*, s*) an-
gesehen werden, wo die nichtnegative Variatileler GleichungC'(z*) — s* = 0 geriigt
(d.h.,s* ist der Vektor, der die Ungleichur@(z*) > 0in (5.2) in die Gleichung”(z*) = s*
uberfihrt).

5.3 Bewertungsfunktion

Gleich nach der Bestimmung van*, A\, §%) wird die neue Iterierte mittels der Liniensuch-
Methode mit einer gewissen Bewertungsfunktion bestimmt. Fafis)\*, s*) die aktuel-
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5. Optimierungsverfahren 67

le lterierte von(z*, \*, s*) ist, dann bestimmt die Liniensuch-Methode eine Schrittweite
ag, (0 < o < 1), sodaB die neue lterierte, durch:

xk-i—l :L’k j;k: _ :L’k
)\k—H — )\k + oy, /\k _ )\kz
SkJrl Sk §k _ Sk

gegeben wird und den Abstieg der betrachteten Bewertungsfunktion entlang jeder Suchrich-
tung gevahrleistet. Es sej), eine geeignete Straffunktiofy*, \*, s*) die aktuelle Iterierte
von (z*, \*, s*) gegeben. Wir betrachten die Bewertungsfunktion:

Do) =y, [xk + (3" — ), N 4 (V= AF), sF + (8 — sk)} :

Fallsa; (0 < ap < 1) den Abstieg der eindimensionalen Funktibq) verursacht, dann
ist (xFF1 AF+L gRF1) die neue Iterierte. In de¥PSOL- bzw. SNOPT-Routine (siehe43, 45])
oder NLPQL-Routine (siehe J01]) wird die Liniensuch-Methodelr die Berechnung der
Schrittweite verwendet. ¥ die Wahl der Straffunktion), verweisen wir auf41, 56, 86|
fur nicht differenzierbaré, -Funktionen und auf44, 99, 98] fur differenzierbare erweiterte
Lagrange-Funktionen. Wir verweisen auch &&#][fur einige Bedingungen zur Konvergenz
der Liniensuch-Methode.

5.4 Approximation der Hesse-Matrix

Die Matrix g (x) in (5.4) wird in jedem lIterationsschritt neu berechnet. Dies erfordert die
Berechnung der zweiten Ableitungen, die sehr rechen- und zeitaufwendig sind. Zur Vermei-
dung der Berechnung der zweiten Ableitungen und zum Erreichen einer deimertimea-

ren Konvergenz des Verfahrens wird die 8ung3;, der Hesse-Matrix;,, von £ meist nach

der Aufdatierungsformel voBroyden, Fletcher, Goldfarb und Shan(®BFGS-Formel) er-
neuert (vgl. P3]). Die BFGS-quasi-Newton-Formel erzeugt eine Approximation der Hesse-
Matrix von £ fur die rachste Iteratioms, ;. Dabei fangt die Berechnung vas.,; nur von

B, von derAnderungg, des Gradienten der Lagrange-Funktion lmgich = und von der
Anderungp;, in = zwischen zwei Integrationsschritten ab, das heif3t:

Gk = VL ) = Vo L(2", ), (5.8)
e =t — 2 (5.9)
5 3 1 T | TP

- L , 5.10
Br1 = B T Qe Bore) r Bror(Brpr) (5.10)
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Falls 3, positiv definit undg;p, positiv ist, dann ist nach der Definition vag, p;, und 3;
auch ., positiv definit (vgl. R9]). Zur Eigenschaft positiv definit der Matri%, schlagen
Gill, Murray und Saundergwei Modifikationsndglichkeiten vorp, undg; in [44] vor.

5.5 Abbruchkriterien

Das SQP-Verfahren endet mit Erfolg, falls die Folge der Iteriefterf, \*)} konvergiert
und der Grenzwertz*, \*) die Optimaliitsbedingungerb(2) innerhalb einer bestimmten
Toleranz erillt. Das heit in der Praxisiif 5, = dp(1 + [|2F||) unddy = dp(1 + [|\¥]])
gelten die Abschtzungen:

Ci(a®) > =0y, A} > =0,

Ci(z)AF < 0y, (5.11)
‘dl‘ S (5P7
mitd = (dy,---,d,) = g(a*) — T (z*) T \¥, wobeidp undé, zwei gegebene kleine positive

Konstanten sind (Genauigkeiten des Optimierungsverfahrens). Diesedabsefen knnen
nicht erfillt werden, falls das Original-Problem keinen assigen Punkt besitzt. In diesem
Fall geht das SQP-Verfahren in einen elastischen Mades und @ihrt den gleichen Testif
das Problem

min F(z) 4+ pe'v, =€ R", bzgl. C(z)+v>0, v>0, (5.12)
mite = (1,---,1)" aus. Im elastischen Modus kommen folgende Bedingungen:
0< A <p, (Ci(x) +v)Ai =0, vi(p—A)=0 (5.13)

zu den Optimaliitsbedingungen hinzu. Dabei ist die Bedinglind < p fur eine nogli-
che Losung entscheidendif denUbergang zum elastischen Modus, falls in der aktuellen
lteration die Norm(|\*|| den Strafparameteriiberschreitet.

Hinsichtlich der numerischendsung des Problem$.6) bemerken wir, dal3 esif gewisse

2% und j3;, keine zuéssige lbsung geben mul3, obwohl das Probléi) |6sbar ist. Grund
dafur ist die inkonsistente linearisierte Besghkung. Zur Aufhebung des Mangels wird
eine zuatzliche Variable eingéhrt. Dadurch ensteht ein (n+1)-dimensionales quadratisches
Teilproblem mit konsistenten Bes@mkungen (vgl.36, 99)).
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Kapitel 6

Implementierung des Algorithmus

6.1 Beschreibung des Algorithmus

Wie in der Einleitung eng&hnt, haben wir im diesem praktischen Teil dieser Arbeit einen
Algorithmus 1r die numerische @sung der diskreten Aufgabe implementiert. Der Algorith-
mus wirdRINDOPT genannt mit folgender Bedeutung:

R Runge-Kutta-Verfahren,
IND interne numerische Differentiation,
OPT Optimierung.

Speziell fir diese Arbeit wird das Runge-Kutta-Merson-Verfahren mit den Koeffizienten in
der Tabelles.1 eingesetzt und welches in der NAG-Routt@2PAF [68] implementiert sind.

Tabelle 6.1:Koeffizienten des Runge-Kutta-Merson-Verfahrens

0 Qi j B
0 0 0 0O 0 0|16
1/3 || 1/3 0 0O 0 0O O
1/3 ] 1/6 1/6 0O 0 O O
1/2 || 1/8 0O 3/8 0 0] 2/3
1 ||1/2 0 -3/2 2 0] 1/6

Die interne numerische Differentiation wurde aitsflich im Abschnitt3.7 dargestellt. Br
die Optimierung wird die SQP-Routirs0PT verwendet. Vor dem Start der Routi8g0PT
mul3 der Anwender die Routinerbjfun und confun bereitstellen. Der Grundaufbatrf
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Ausgabe der
optimalen
Lésung

Xo Snopt

Konvergenz ?

Ausgabe einer
Fehlermeldung

Abbildung 6.1: RINDOPT-Algorithmus

denRINDOPT-Algorithmus wird in der Abbildungs.1 dargestellt. Es sei, die Startbsung
undw™ die m-te Iterierte. Mit Hilfe der Routineb jfun werden die Zielfunktiory, und ihre
ersten partiellen Ableitungen

Vugolzn), k=1,---,2M,

an der aktuellen Iterierte™ berechnet.

6.1.1 Gradientenberechnung bei explizitem Runge-Kutta-Verfahren

Die Berechnung der ersten Ableitung der Zielfunkti@uft iber die Methode der inter-

nen numerischen Differentiation. Diese Methode erfordert die diskreten Zustandspunkte
x;, I = 1,---,N (vgl. Gleichung 8.33), die diskreten Vektoren;, [ = 1,---, N (vgl.
Gleichungen3.47)-(3.49), die Funktionswerte von; (vgl. (3.49) in jedem Zustandsgitter-
punkt und die Ableitung voik(;;, [ =1,--- N, i =1,---,q (vgl. (3.46). Die Berechnung

der Ableitung vory, nach der Komponente, mittels internen numerischen Differentiation
ergibt fur explizite Runge-Kutta-Verfahren folgende vereinfachte Formeln, die rekursiv zu
berechnen sind.

Wir setzen @ir k < 2M, wy, = u; mit x € {+, —} und betrachten die Funktion
F(w)=go(zn), weW.

Flrw, = uj, k <2M,x e {+,-},j=1,---, M,
1(j+1)
Vi F = > /\zThlvu;QOl—i-Vu;go(l‘N), (6.1)

1=1(j)+1
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q i1
o = > biKy, mit Ky = f(oo + Y a Ky, u(tio + ghy,w), o), (6.2)
i=1 j=1
i1
j=1

wobeifuri=1,--- N, i=1,---,q,

i—1

Voflu = Vaf(zii+ MDY Ky, u(tio + by, w), v),

j=1
i—1
Vufli = Vaf(mer+ kY Ky, u(tiog + ¢hy, w), v).
j=1
Berechnung von,,
/\N = [vaO(xN)]Tv (64)
q
Mo = A b sb (Vi) D= N (6.5)
i=1

Berechnung der Ableitungvop,, [ =1, -+, N nachwy, k=1,---,2M

q
Vot = 3. bV, K.

1=1
Fall wk:U;,kSQM,*€{+,—},j:].,"'7M,t:tl—1+cihl

i—1

Vo lKii = Vaofli- (hl > aijvkalj) + Vufli - (Vyu(t,w),v).

i=1

Der Aufbau der Routinebjfun ist in der Abbildung6.2 zu finden. Dabei spielen die Rou-
tinenpxfeld, plfeld, pphi die wesentliche Rolle.

pxfeld ist die Routine, mit deren Hilfe die diskreten Zustandspunkte berechnet werden,
plfeld berechnet die gesamten diskreten Vektoxeri = 1,---, N, und
pphi berechnet die diskreten Funktiongn [ =1,---, N.

Der Ablaufplan der Routingxfeld wird im folgenden Algorithmusir die implizite Be-
rechnung des diskreten Zustandes unteiiBlesichtigung von zwei Zerlegungen ailisflich
beschrieben.
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plfeld

objfun pxfeld

pphi

Abbildung 6.2: 0BJFUN-Routine

6.1.2 Implizite Berechnung des Zustandes

Nach jeder Verbesserung der Optimierungsvariablen durch den Optimierungsalgorithmus
hat der Parametear einen neuen Wert, und somit folgt ein neuer Verlauf der Steuerung
u(-,w). Diese neue Séizung der Steuerung wird dann in das diskrete dynamische System
eingesetzt, und danach folgt die numerische Neubestimmung des Zustandes.

Es seien

M-1 die Anzahl der internen Steuerungsgitterpunkte,

t°(4) die Steuerungsgitterpunkte miit= 1, -+, M+1,t°(1) = 79 = 0,t°(j) = 751,
j=2,,mundt®(M + 1) = 7y = 1,

U° ein Vektor mit der Eigenschaft®(2j — 1) = u) bzw. U°(2j) = uj, j =
1,---, M (siehe die Definition in%.6)),

N+1 die Anzahl der Zustandsgitterpunkte,

tr die Zustandsgitterpunkte mit=1,---, N + 1,

{1(j)}}&" eine ganzzahlige Folge mit der Eigenschigft = 7;, j = 1,---, M +1, t;) =
To und 41y = 7 (die Elemente der FolgHj) ermdglichen zu erkennen,

welche Zustandsgitterpunkte Steuerungsgitterpunkte sind).

Es seij der Index fir das Intervallt®(;), (5 + 1)]. Wir setzen @ir den Index;:

ty = 1°(5),

te =1°(j + 1),
Up = U0(2j — 1),
ue = UY(27).

Mit diesen Angitzen ist die Funktion (¢, w) im Intervall [¢,, t.] eindeutig bestimmt. Der
Anfangswert iéir das Integrationsverfahren im Intervgl), t.] ist £ o = ().
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Mit Hilfe eines expliziten Runge-Kutta-Verfahrens errechnen wir die Zustandswerte

Ty()+15 7" 5 TU(j41) (6.6)

in den Zustandsgitterpunkten

tigy+ts -5 tigeny = 0 + 1), (6.7)

Das Verfahren wirdidr j = 1, - - -, M wiederholt durchgefhrt.

Bei der Bestimmung diskreter Zastde 6.6) auf dem Teilintervall[t®(5),t°(j + 1), j =
1,---, M spielt die Routined02PAF [68] fur die numerische &sung des dynamischen Sy-
stems die wesentliche Rolle. Dabei wird das ZustandsgiBt&) beim Iterationsverfahren
automatisch erzeugt. Eine Vielzahl technischer Optiofiedie Minderung des Fehlers und
die Beschleunigung der Berechnungen wird in der Row#PAF zur Verfugung gestellt.
Siehe beispielsweise Optioneirfdie Art der zu verwendenden Fehlertypsteuerung (ge-
mischter Fehlertest, absoluter Fehlertest und relativer Fehlertesd)efkleinste bzw. gifdite
mogliche Schrittweite, iir die Spezifikation der Ausgangsschrittweitéy; ie Veanderung
bestimmter Konstanten, die in der Wahl der folgenden Schrittweite verwendet werden und
schlie3lich die Abbruchkriterieriif die Unterbrechung endloser Berechnungen.

6.1.3 Interne Routinen

Die Routinenobjfun undconfun werden von folgenden Unterroutinen untétst:

fcn3. f Berechnung der rechten Seite des dynamischen Systems,

dpdgl.f Berechnung der Ableitung der rechten Seite des dynamischen Systems nach
dem Parameter,

inputfile Ubergabe der problema@ihgigen Parameter,

pdk1lqtOlf.f Berechnung voiv. F flrt € (i), tigs)s
(d.h.t =t;, mitl € {I(k),l(k+1)}),

pdklqtOrf.f Berechnung volv. F flrt € (i), Ligr2)),
(d.h.t =t;, mitl € {I(k+1),I(k+2)}),

pdklquO.f Berechnung vorVu;F furxe {+ -},j=1,---, M,
pklqg.f Berechnung voik;;, i =1,---,gfureinl € {1,--- N},
lambda.f Berechnung von\, fureinl € {1,---, N},

pmaty.f Berechnung vov}, undY?, ;, i = 1,--- ¢ fureinl € {0,---,N — 1},
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i—1

psklq.f Berechnung vory_ «;; K5, i =1,---,¢fureinl € {1,---, N},
j=1
1—1

psmatu. f Berechnung vory_ ozijvu;Klj, i=1,---,qfureinl € {1,--- N},
j=1
i—1

psmaty.f Berechnung vory_ «;;Y);, i =1,---,gfureinl € {1,---, N}.
j=1

Analog zu der Routinebjfun wird die Routineconfun aufgebaut. Die oben aufgeliste-
ten Routinen werden von anderen Hilfsroutinen aus der NAG-Lib8&fylinterstitzt. Im
nachsten Abschnitt beschreiben wir kurz @0PT-Routine und orientieren uns dabei an
[45, 44).

6.2 Beschreibung deiSNOPT-Routine

Die RoutineSNOPT ist eine Implementierung eines SQP-Verfahrdinsgdie Losung von Op-
timierungsproblemen mit wenigen Freiheitsgradédie Besonderheit voBNOPT ist seine
Fahigkeit Probleme mit aufandigen Funktionen- und Gradientenberechnungsen zu
konnen (siehe Testbeispiele i4]) und die Ausnutzung der Struktur von Problemen bei
dessen bsung (vgl. Abschnitb.2.2 Seite76). Die RoutineSNOPT ist eine Zusammenset-
zung von mehreren Routinen, welcheBRTRAN 77 geschrieben sind.iF grol3e Probleme
mit wenigen Freiheitsgraden existieren neB80PT Routine wieCONOPT [36], MINGS [83].
CONOPT betrachtet eine verallgemeinerte Methode der reduzierten Gradiggtme(alized
reduced gradient method“YINOS verwendet eingprojected Lagrangian or sequential li-
nearly constrained method".

Fur die Losung von grof3en Problemen mit vielen Freiheitsgraden ist die ROWNTELOT
[23] empfehlenswert. Die RoutineANCELOT verwendet digsequential augmented Lagran-
gian method".

! Die zahl Freiheitsgraden ergibt sich aus der Zahl der Variablen minus der Zahl aktiven constriants.
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6.2.1 Losungsprozeld desNOPT-Routine

Es seienF eine glatte skalare Funktiobt,undb* zwei konstante Vektoreid;” eine schwach
besetzte konstante Matrix udd" () ein Vektor glatter nichtlinearer Funktion€i" (). Wir
betrachten die Aufgabe:

T
Igli]% F(z) bzgl. V' < | CN(z) | <bY, (6.8)
Clx

F ist die Zielfunktion,b' undb* sind die unteren und oberen Schrankéty bzw. C (x)
ist der lineare bzw. nichtlineare Anteil der Bes@hkungen.

Es seim die Anzahl der globalen (linearen und nichtlinearen) Beckungen. Im Bsungs-
prozeld degNOPT-Routine wird die Aufgabe zweimal transformiert. Zuerst wird das Problem
in ein Problem niedriger Dimension transformiert, indem die Zielfunktion in einen linearen
und einen nichtlinearen Anteil zerlegt wird. Dabei wird die Optimierungsvariable in linea-
re und nichtlineare Komponenten zerlegt.SMOPT-Routine werden nur die nichtlinearen
Komponenten optimiert. Danach werden die globalen Bé&sdtungen durch Eifhrung ei-

ner Schlupfvariablen = (s;,---,s,,)" in ein Gleichungssysteraberihrt. Die Aufgabe
erhalt somit folgende Form:

N
min F(z) bzgl. ¢ (z) N B 0, < ’ < b, (6.9)
zeR" Clx S, s

mit s = (sn, sz.), wobeisy bzw. s;, nichtlineare bzw. lineare Schlupfvariable siddhnlich

wie beim SQP-Verfahren besitzt d®0PT-Routine eine Minor- bzw. Major-Iteration. Die
Major-Iteration generiert eine Folge von Iterierteh) die die lineare Beschnkung eriillen.

Diese Folge konvergiert gegen einen Punkt, der den ersten Op#itebédingungen gégt.

In jeder Iteration kommtifr die Bestimmung der Suchrichtung zurahsten Iterierter**!

die Losung eines quadradratischen Teilproblems (QP-Teilproblem) zur Anwendung. Das
QP-Teilproblem minimiert eine quadratische Approximation der modifizierten Lagrange-
Funktiong(z) beziglich der linearen BescankungClz — s;, = 0 und der linearisierten
nichtlinearen Besclankung:

V,.ON(M)z — x5 = —CN(2¥) + V,CV (2F)2",

wobeiV,C" (z*) die Jacobi-Matrix vorC¥ (z) im Punktz* unds die vond' undb* gebun-
den sind.
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Es seil’ einem x n-Matrix undb einn-dimensionaler Vektor, gegeben durch:

- ( V,CN (z*) ) o ( —CN(zF) + V,CON (a*)x* ) |

6.10
o 0 (6.10)

Das QP-Teilproblem kann dann wie folgt geschrieben werden:

ming(z), =€ R", s€ R™, bzgl. Tz —s=0b, b < (x ) < b*.

z,s S
Die Losung des QP-Teilproblems ist selbst eine iterative Prozedmlich die untere
(Minor-) Iteration. In jeder unteren Iteration wird die lineare Gleichihg— s = b gemal3:

TBxB +TSZ‘S +TNI'N =b

zerlegt, wobei die Grundmatrixlfasic matrix*)7Ts quadratisch und nicht singad ist. Die
Teilvektorenzz, 5 bzw. zy bezeichnen digbasic*,, superbasic* bzw,nonbasic* Optimie-
rungsvariablen. Bei einerdsung des QP-Teilproblems liegen digasic’ und die,super-
basic* Optimierungsvariablen zwischen den Schrankamd b*, wahrend dig,nonbasic*
Optimierungsvariablen an der oberen oder unteren Schrarikegeh. Die Optimierungs-
variablexs wird in jeder Iteration als unal@mgige Variable behandelt. Diese unabbige
Optimierungsvariable wird &hrend des Optimierungsverfahrens in allégtichen Richtun-

gen bewegt und besonders in die Richtung, die die Zielfunktion minimiert und der Gleichung
Tx — s = b geriigt. Die Anzahl der,superbasic* Optimierungsvariablern bestimmt den
Freiheitsgrad. Im allgemeinen ist ein Mal3 daifir, wie nichtlinear ein Problem ist.

6.2.2 Erfassung der Jacobi-Matrix

Die Matrix T wird spaltenweise in de&8NOPT-Routine mit Hilfe von drei Vektoren, h, und
k, eingegeben:
a(i) beinhaltet den Wert dasten nichtverschwindenden Elements in der Mafrix

ha () gibt den Index derjenigen Zeile in der Matfikan, welche daste nichtverschwin-
dende Element der Matrik enthalt,

ko(j) gibt den Index derjenigen Spalte in der Matfixan, welche das-te nichtver-
schwindende Element der Matrix enthalt,

k;'(j) gibt den Indexk des nichtverschwindenden Elements:) mit der Eigenshaft
ko(k) = jundh,(k) < h,(1) fur allel mit k,(1) = 5 an.
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Zusammenfassung

Esseierl;;, i € {1,---,m}, j € {1,---,n}, die Eintiage der Matrix" undn,. die Anzahl
der nichtverschwindenden Elemente in der MaifixMit der Verwendung der Vektored,
h, undk, bekommt die Matrix/’ folgende Muster-Darstellung:

Tho(1)ka(1) 0
Tha@ka)  Tha@) ka2
0 Tha(4) ka(2)
T = : * T, 0

a(ka " (5))ka(4)

Tk (n)) ()

Tk (3)-1) ka(2) T (ki G41)=1) ka(5)
0 0

Tha(ne)ka(n)

Durch diese Eingabemethode werden nur die nichtverschwindende@dggrgingegeben

und alle nichtverschwindenden Elemente viordentifiziert, die vahrend des ganzen Opti-
mierungsverfahrens konstant bleiben.

Dieser Arbeit betrachtet die Methode der diskreten Approximation der Steuerung. Wegen des
Einsatzes einer speziellen Diskretisierung der Steuerung mittels einer Parametrisierungsme-
thode (vgl. Definition 8.7) auf Seitel3) bekommt die Jacobi-Matri¥ folgende Struktur:

Jia 0 0
J12 J29 :
J = Jmn,l Jmn,Q Jmn,N,«
Jm"—‘,-l,l Jmn—&-l,Nq.
Immtdy 1 Jmn+di, N,

Dabei istm,, die Anzahl der nichtlinearen Zustandsrestriktiongnist die Anzahl der End-
zustandsrestriktioneny,. ist die Anzahl der nichtlinearen Optimierungsvariablen in den
nichtlinearen Restriktionen];; sind BlockmatrizenJ;;, : = 1,---,m,, bilden den Anteil
vonJ, erzeugt durch die Restriktionen iminneren des Intervalls.i = m,+1, - -, m,,+d;
bilden den Anteil von/ erzeugt durch die Endzustandsrestriktionen. Durch die strukturier-
te Speicherungsmethode veNOPT-Routine (vgl. MatrixT', Seite77) reduziert sich der
Speicherbedarfiir Aufgaben mit Jacobi-Matrighnlich zuJ.
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6.2.3 Behandlung von nichtzuhssigen Restriktionen durchSNOPT

Die SNOPT-Routine behandelt audaiklich die nichtzuhssigen Restriktionen. Zaohst wer-
den die nichtzidssigen linearen Restriktionen ermittelt, in dem folgendes Problegstgel

wird:
miﬁn e’ (a+3) bzgl
(6.11)
b < . <b, a>0,8>0,
Cte —a+ 73
mit e = (1,---,1) € R™. Dabei wird die Eins-Norm detberschreitungen aller linea-

ren Restriktionen bemlich der Schranken minimiert. Falls es immer noch keiné@ssigen
linearen Restriktionen gibt, dann endet diPT-Routine, ohne die nichtlinearen Restrik-
tionen zu betrachten.
Falls alle linearen Restriktionen étk sind, dann bleiben sidif die restlichen Iterationen
immer erfillt. Dabei wird bei der Betrachtung der linearen Restriktionen ein Bereich be-
stimmt, in dem die bsung gesucht wird.
Dann folgt die Betrachtung der nichtlinearen Restriktionen. Dabei wird das originale Pro-
blem in ein quadratisches Teilproblem transformiert, wobei die nichtlinearen Restriktionen
linearisiert werden. Falls das Teilproblem nich&msig wird (d.h. die linearisierten Restrik-
tionen die Randbedingungen nichti@kén oder der approximierte Lagrange-Multiplikator
fur die nichtlinearen Restriktionendajser ist (vgl. die Ungleichung irb(13), dann geht die
SNOPT-Routine in einen Elastizitsmodusiber, und st die folgende Aufgabe

min f(z) + pe' (o + 3), bzgl.

x7a7ﬁ

(6.12)

xz
V<| CV@)—a+p3 | <Y, a>0,3>0
Clx
mit einem nichtnegativen Strafterp Fur sehr grol3e ist die Aufgabeaquivalent der Mini-
mierung der Eins-Norm dedberschreitung der nichtlinearen Restriktionen.
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Kapitel 7

Testrechnung

7.1 Benutzung derRINDOPT-Routine

Die RINDOPT-Routine ist die Implementierung d@ENDOPT-Algorithmus in der Program-
miersprache FORTRANT77.

7.1.1 Beschreibung von Abkrzungen und Arbeitsspeicher

Beschreibung von Abkirzungen

Zu den wichtigsten Ablirzungen deRINDOPT-Routine gebiren folgende Zeicheasze:

N
mc

nf

nx
nu
np
Ng
Uo

t0

Anzahl der Zustandsgitterpunkte,
Anzahl der inneren Steuerungsgitterpunkte,

Anzahl der Komponenten in der Funktignrechte Seite des dynamischen Sy-
stems),

Dimension der Zustandsvariablen,
Dimension der Steuerungsvariablen,
Anzahl des Optimierungsparameters
Stufe des Runge-Kutta-Verfahrens,

Vektor aus linken und rechten Grenzwerten der approximierten Steuerung
u(t,w) (Optimierungsvariable iRINDOPT),

Vektor aus den Steuerungsgitterpunktesn, - - -, 7a;11) (mogliche Optimie-
rungsvariable irRINDOPT),
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tfeld Feld der Zustandsgitterpunkte,

1feld Indizes aller Steuerungsgitterpunkte auf dem Gifte(siehe KapiteB),

wxf Feld der diskreten Zuahde (losung des diskreten, dynamischen Systems),

wlf Feld der diskreten Vektorefd;, [ = 1,---,N) (Losung des diskreten Systems
(6.9- (6.9),

ltmax Maximale Lange des Feldesfeld,

TOLdgl Genauigkeit @ir die numerische @isung des dynamischen Systems,

tolopt Genauigkeit fir die Optimierung,

tobj Zeit in Sekundenir die Berechnung der Zielfunktion und deren Gradienten,

tcon Zeit in Sekundeniir die Berechnung der Restriktionen und deren Gradienten,

topt Zeit in Sekundenir die Optimierung,

optv Optimalwert,

mci Optionsparameter (erglicht eine restriktive Betrachtung der inneren Zu-
standsbescBnkungen),

istart Optionsparameter (efiglicht die Anwendung der Resultate aus der alten

Ausfuhrung vorRINDOPT bei der neuen Ausihrung VOrRINDOPT).

Arbeitsspeicher

Fur ein Problem mitn = 2(mc + 1) + dy Optimierungvariablen und: Gleichung- und
Ungleichungrestriktionen bétigt der Anwender VORINDOPT mindesten$00 x 8 Byte fur

die ,character“-Variableni0(n + m) * 4 Byte fur die, integer“-Variablen un@0(n + m) *

4 Byte fur die ,real“-Variablen. Dies entspricht einen Speicherplatzbedarf von insgesamt
(500 * 8 + 120 * (n + m)) Byte RAM.

7.1.2 Numerische Auswertung der Konvergenzrate

Es seiem;, i = 1,2, - - - eine Folge von Zahlen gegeben durch die Forr@dd) (maximale
Schrittweite auf dem Steuerungsgitter) it < h;, « = 1,2,---. Zur Vereinfachung der
Bezeichnungen betrachten wiirfdie Verfeinerung des Steuerungsgitters die Methode der
Halbierung (d.hhy, he = hy/2, hy = ha/2, ---).

Es seienp;, ¢; zwei positive Zahleny* eine exakte bsung eines Problems und: die
zugeldrige Naherunggisung mit der Schrittweité,;. Beim Ubergang vom Gitter mit der
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Schrittweiteh; zum Gitter mit der Schrittweité,,; lal3t sich die numerische Konvergenz-
ordnung des Verfahrens aus einer Ungleichung der Farfi) gewinnen (vgl. 18] §10.4.2,
[79)).

Huhi —u*||pe < ¢i(hy)Ph (7.1)

Dabei soll der theoretische Weirt = 1 (siehe Theoren3) mit dem numerischen Wertif
die verschiedene Schrittweite verglichen werden. Es ergibt sich bei einer Gitterverfeinerung

die Approximation:
[|u — w|]1=

~ i (7.2)

oo — ||

Es folgen dann die Absétzungen der Ordnung und der Konstante;

[lu" — u]] ) [lu" — u]|
o G = T

% (7.3)

pi = log, <

oo = [

Die nachsten Abschnitte berichtéber ein Erduterungsbeispiel und einige Testrechnungen.
Diese Rechnungen werden auf einem Compute Server HP 9000 (780/J280) mit 180 MHz
Frequenz und 768 MByte RAM unter HP-UX 10.20 durcliget.

7.1.3 Erlauterungsbeispiel

Wir betrachten eine akademische Bahnoptimierungsaufgabe als erste Testrechnung. Mit
Hilfe dieses Beispiels wollen wir die Anwendung des implementierten Algorithmus
RINDOPT veranschaulichen. Zuerst betrachten wir eine restriktive Aufgabe mit Steuerungs-
beschankung, und danacli§en wir Zustandsrestriktionen hinzu.

Es sei eine Kurvés, beschrieben durch die Gleichupf) = 2t(1 —¢), t € [0, 1]. Das Ziel

der Aufgabe ist es, die bestigliche Approximation vork, durch eine Zustandsfunktion

zu finden, so dal} die Funktianfolgendem dynamischem System ggh

&(t) =u(t), z(0) =0, |u(t)| <1, f.i. ¢t €0,1]. (7.4)

Das heil3t, es ist eine Funktienzu finden, so dal3 die Funktigndurchx am besten appro-
ximiert wird. Die Aufgabe hat folgende mathematische Darstellung:

min [ (a(t) ~ y(6)?dt bl ( (1) = “(t)|’ 2(0) =0 ) |

0

(7.5)
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Die optimale WOsungu* von (7.5) ist bekannt. Sie ist eine Zusammensetzung aus einer Bang-
Bang-Komponenté und einem singéren Steuerungsantéil Die Steuerung:* und der
zugetldrige Zustand:* haben die Darstellungen:

1 :tef0,1/2), t : t€10,1/2),
ur(t):=q 2—4t: te[1/2,5/8], x*(t):=1 y(t) : te[1/2,5/8], (7.6)
-1 :te(5/8,1], y(5/8) — (t—5/8) :t € (5/8,1].

Der Optimalwert von 7.5 betragt 4.60612e-03 und die graphische Darstellung vo6) (
ergibt die Abbildungern’.1- 7.2

Abbildung 7.1: Optimale Steuerung, ohmiébildung 7.2: Optimaler Zustand, ohne Zu-
Zustandsrestriktion standsrestriktion

Fur die numerische &isung von 7.5 wandeln wir die Aufgabe in eine Aufgabe vom Mayer-
Typ um. Es ensteht durch die Eirtfrung einer neuen Zustandsvariablen:

n(t) = J(als) = y(s)ds. 21(0) = 0.t € [0,1]
to(t) = w(t), 2(0) =0,

1 Es seien* ein reguir lokales Minimum des Problem3.p), * bzw. \* der entsprechende Zustand bzw.
Lagrange-Multiplikator. Die Steuerung erfulle das Bang-Bang-Prinzip, falls der Ausdruck

Va [((W) T (@) f (2" (8),u*(1))]
auf keinem Teilintervall mit positivem Mal3 verschwindet.

2 Die Steuerung* heilRt singuér, falls esiir den zugetirigen Zustand:* und den entsprechenden Lagrange-
Multiplikator A*, folgende Gleichung gilt

Vo [T @) F(@™ (1), u* ()] =0, fiiralle t€ Iy,

wobei I}, ein Teilintervall aud = [0, 1] ist.
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folgende Aufgabe

minz(1) bzgl. To(t) = u(t), z(0) =0, x9(0) = f.i.¢tel0,1] (7.7)

Der in dieser Arbeit entwickelte Algorithm®INDOPT erfordert vom Nutzer folgende Rou-
tinen:

inputfile Ubergabe von Parametern,

fen. f Berechnung der rechten Seite des dynamischen Systems,

dudgl.f  Berechnung der Ableitung der rechten Seite des dynamischen Systems nach
dxdgl.f  Berechnung der Ableitung der rechten Seite des dynamischen Systems nach
objfun.f Berechnung der Zielfunktion und deren Ableitungen,

confun.f Berechnung der Restriktionsfunktionen und deren Ableitungen.

Fur die numerische @sung der Aufgabe7(7) ist der Quellcode iir die oben genannten
Routinen in FORTRAN 77 im Abschniit.1.4auf Seite87 zu finden.

Die numerischen Ergebniss@rfT0Ldgl=1.0e-10 und verschiedene Werte vare sind in
der Tabeller.1 dargestellt. Dabei ist der Nachweis der schnellen Konverg@ndié ersten
Verfeinerungen deutlich in der Tabelle2 abzulesen. Zugzliche Verfeinerungeruhren zu
keiner Verbesserung. dgliche Ursachen sind: die numerischisung liegt bereits sehr nah
an der exakten @isung oder die Formel¥ (3) fur die Berechnung von Konstantgnund ;
sind nicht mehr angemessen. Die graphische Darstellung der numerisaswamlergibtiir

Tabelle 7.1:Bahnoptimierung, ohne Zustandsrestriktion
mc tobj tconf topt tolopt optv
1 .32 .00 .18 3.3E-09 5.143629E-03
.92 .00 .58 1.2E-09 4.664928E-03

7 435 .00 3.17 4.7E-09 4.606120E-03
15 13.61 .00 945 3.7E-08 4.606120E-03
31 43.69 .00 26.65 1.0E-08 4.606121E-03

mc=20 die Abbildungenr.3- 7.4.
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0.005

0.0045 |
0.004 -
0.0035 |
0.003 |
0.0025 |
0.002 -
0.0015 |
0.001
0.0005 |

Tabelle 7.2:Bahnoptimierung, Konvergenzrate |

me i ||ul —ut||p Pi i
1 1 .562300202 -/- -/
2 391506407 .5223046 3.861282868
7 3 15164040E-03 8.012237 6.9+14
15 4 7.1978529E-02 -5.568840 8.0616E-16
31 5 - /- -
Optimale Trajektorie
1 T \ T u—
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Abbildung 7.3: Diskrete optimale Steuerung, ohne Zustandsrestriktion
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Abbildung 7.4: Diskrete Zustandskomponenten, ohne Zustandsrestriktion
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Tabelle 7.3:Bahnoptimierung, mit Zustandsrestriktion
mc tobj tconf topt tolopt optv

3 6.63 17.28 23.11 1.2E-04 8.3510411155E-03

Tabelle 7.4:Bahnoptimierung, beliebiges Steuerungsgitter
mc tobj tconf topt tolopt optv
3 240 4.83 6.89 7.9E-03 1.174224E-p2
6 452 1415 17.76 6.3E-03 9.3588035E-03
12 29.68 169.48 196.51 1.2E-03 1.002415E-02
13 10.38 56.69 63.80 1.3E-03 8.612884E:03

Wir betrachten erneut die Aufgab@.{) und fugen eine Zustandsrestriktion hinzu:
zo(t) — 1+t <0, fi. ¢t €0,1]. (7.8)
Die optimale losung von 7.7)-(7.8) ist bekannt und hat die Gestalt:

u*(t)::{ Lostef01/2), x*@::{t L te0,1/2),

(7.9)
—1:te[1/2,1]. —t:te[l/2,1].

Durch die Betrachtung der Zustandsrestrikti@r8[ verschwindet der singate Anteil von
(7.6). Der Optimalwert von7.7)-(7.8) betiagt 8.33333e-03. Der Quellcodérfdie Berech-
nung der Restriktionq.8) in FORTRAN 77 ist in Abschnit?.1.4auf Seite87 zu finden.
Die numerischen &sung von T7.7)-(7.8) ergibt fur die Optionenmc=3, istart=1,
TOLdgl=1.0e-10 und das Steuerungsgitter

Iy = {0.0, 0.5, 0.6, 0.7, 1.0}
das Resultat in der Tabelle3.

Die graphische Darstellung der numerischésiing von 7.7)-(7.8) ergibt fur mc=3 die Ab-
bildungen7.5- 7.6.

Die Resultate vonq.7) - (7.8) werden fir jede unglickliche Gitterverfeinerung nicht besser.
Grund daiir ist der kritische Schaltpunkt = 0.5. Zur Veranschaulichung geben wir die
Tabelle7.4an.
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Abbildung 7.5: Diskrete optimale Steuerung, mit Zustandsrestriktion
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Abbildung 7.6: Diskrete Zustandskomponenten, mit Zustandsrestriktion

Die graphische Darstellung der numerischésiing von 7.7)-(7.8) bei willkirlichen Steue-
rungsgitter ergibtiir mc=13 die Abbildungenr.7- 7.8.

Es ist auch an der Tabell4 durch den Parametensobj, tconf und topt zu erkennen,
dal3 der Falhc=12 derRINDOPT-Routine gbliere Probleme als der Fall=13 bereitet. Eine
Erklarung dair ist, dald im Fallnc=12 der kritische Schaltpunkt = 0.5 nicht zur Menge
der Steuerungsgitterpunkte geh

Bemerkung 8 Heuristisch gesehen kann der Parameten (2.1)-(2.3) einige Steuerungs-
gitterpunkte beinhalten (d.l. € {7, 7, -, 7a/—1}). Dadurch kann der Aufwandif man-
che Probleme erheblich reduziert werderurkliesen Einsatz findet man in der Literatur
keine passende Theorie.
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Optimal Trajektorie, Steuerung

Gesamtfehlerabschaetzung Kurvenapproximation
0.009 ; : T — 0.5 ————
0.008 | - 0451} NG x (11_2(1 """"
0.007 | 04}
0.006 | 0351
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0.005 t L
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0.004 - —~
0.2}
0.003 + ) 015l )
0.002 | // 04|
0.001 - 005} /
0 p . . . . ol . . . .
0.2 0.4 0.6 0.8 0.2 0.4 0.6 0.8
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0.3

0.4

Abbildung 7.7: Diskrete optimale Steuerung, willkiches Steuerungsgitter

Abbildung 7.8: Diskrete Zustandskomponenten, beliebiges Steuerungsgitter

7.1.4 Nutzer-Quellcode @ir RINDOPT
inputfile

fcn. f

SUBROUTINE FCN(tl,x1,F)

c Berechnung von f(xl,u;v).
c Engabe: tl,x1
c tl diskrete Punkt
o x1 Wert des Zustandes im Punkt tl
C Ausgabe: F(i) i=1,...,nx
c Letzte Aenderung: 25.1.98
c Letzte Aenderung: 17.06.98
implicit none
include ’inputfile3d’
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10

integer J
double precision tl,x1(nx) ,F(nf)
double precision yt, ut

.conputation of the function F
do 10 j=1,mc+1
if(t0(j).le.tl.and.tl.1t.t0(j+1)) then
ut=(U0(2%J)*(t1-t0(3))+U0(2*j-1)*(t0(j+1)-t1))/(t0(j+1)-t0(j))
endif
continue
if(tl.eq.t0(mc+2)) then
ut = U0(2*(mc+1))

endif
yt = 2%t1l*(1-tl)
F(1) = (x1(2)-yt)**2
F(2) = ut
return

end

BLOCK DATA inputfile3

unix version 03.07.97
Letzte Aenderung: 17.06.98
Aufruf von BLOCK DATA inputfile

integer mc, nf, nx, ltmax, nu, Nq, ndivise, istart
parameter ( mc = 3,

nf = 2,

nx = 2,

nu =1,

ltmax = 1000,

Nq =5,

ndivise = 20,
istart =1 )
double precision TOLdgl
parameter ( TOLdgl = 1.0e-10 )
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c .common parameter
double precision U0 (2% (mc+1)), tO(mc+2),
+ tfeld(1ltmax), wxf(nx,ltmax), wlf(nx,ltmax)
integer 1tfeld (mc+2)
common/inputfile/ U0, t0, tfeld, wxf, wlf, 1ltfeld

*
data t0(1),t0(mc+2)/0.0d0, 1.0d0/
END
dudgl . f
SUBROUTINE DUDGL(tl, x1, dfdu)
c .Berechnung der Ableitung von f(x,u;v) nach u.
c .Eingabe: tl, nf
C .Ausgabe: dfdu(i) i=1,...,nf
implicit none
include ’inputfile3d’
double precision tl, x1(nx), dfdu(nf,nu)
* .Executable statements
dfdu(1,1) = 0.0d0
dfdu(2,1) = 1.0d0
return
end
dxdgl.f
SUBROUTINE DXDGL(tl, x1, dfdx)
C .Berechnung der Ableitung von f(x,u;v) nach x.
c .Eingabe: nx
c .Ausgabe: dfdx(i,j) i=1,...,nf; j=1,...,nx
implicit none
include ’inputfile’
double precision tl, x1l(nx), dfdx(nf,nx), yt
* .Executable statements

yt = 2xt1*x(1-tl)
dfdx(1,1) = 0.0d0
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dfdx(1,2) = 2x(x1(2)-yt)
dfdx(2,1) = 0.0d0
dfdx(2,2) = 0.0d0
return
end
objfun.f
subroutine objfun( mode, nnObj,
+ x, f0bj, gObj, nState,
+ cu, lencu, iu, leniu, ru, lenru )
c .see User’s guide for snopt 5.3( A fortran package for large-scale
c nonlinear programming) for more comment
implicit none
include ’inputfile3d’
integer mode,nn0bj, nState, ]

double precision x(nn0bj), fObj, gObj(nnl0bj)

integer lenru, leniu, lencu
double precision ru(lenru)
integer iu(leniu)
characterx8 cu(lencu)
external FCN
* .Executable statements
c .update U0
do 30 j =1, 2x(mc+1)
U0(j) = x(3)
30 continue
c .solve the differential equation
wxf(1,1) = 0.0d40
wxf(2,1) = 0.040

call pxfeld(FCN)

c .solve the adjoint equation
wlf (1,1tfeld(mc+2)) = 1.0d0
wlf (2,1tfeld(mc+2)) = 0.0d0
call plfeld(1ltfeld(mc+2), FCN)

c .compute the objective function
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fObj = wxf(1l,1tfeld(mc+2))
c .compute the gradients of the objective function

call dobjfun( nnObj, x, gObj, nState )

* end of objfun
return
end
confun.f

subroutine confun( mode, nnCon, nnJac, nelac,

+ x, fCon, gCon, nState,
+ cu, lencu, iu, leniu, ru, lenru )
c .see User’s guide for snopt 5.3( A fortran package for large-scale
C nonlinear programming) for more comment
implicit none
include ’inputfiled’
integer mode ,nnCon,nnJac,neJac,nState, j
double precision x(nnJac) ,fCon(nnCon) ,gCon(nnCon,nnJac)
integer lenru, leniu, lencu
double precision ru(lenru)
integer iu(leniu)
characterx8 cu(lencu)
external FCN
* .Executable statements
o .update U0
do 10 j = 1, 2x(mc+1)
U0(j) = x(j)
10 continue
c .solve the differential equation
wxf(1,1) = 0.040
wxf(2,1) = 0.0d40

call pxfeld(FCN)
C .computes the constraints functions

do 20 j =1, mcH+l
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fCon( j) = wxf(2,1tfeld(j+1)) + tfeld(1tfeld(j+1))
20 continue
c .computes the gradient of the constraints functions
call dconfun( nnCon, nnJac, gCon, nState )
* end of confun
return

end

7.2 Anwendungsbeispiele

7.2.1 Container-Kran-Problem

=R 62
T2
01 T1J1 J2

(=

X1=b101

X2=b202

Abbildung 7.9: Container-Kran-Problem

Das Container-Kran-Problem (CKP) untersucht die Beladung und die Entladung von Schif-
fen an dem Hafen von Kobe in Japan. Dabei solléinmgnd des Transfers (Beladung oder

Entladung) von Schiffen die Schwingungen des Containers so schnell @gécim mini-
miert werden. Wir betrachten der Container als eine Punktmassdibnehfin der Tabelle
7.5einige Bezeichnungen ein.

Wir betrachtendy, 6,, ¢ als verallgemeinerte Koordinaten. Die Bewegungsgleichung des

Container-Kran-Problems (vgi8(]) ergibt folgendes Gleichungssystem:

[y 4+ (M +m)b3)0; + Mbybofy sin ¢ + Mbybyfy cos p+

Mbyby(2626 cos & — 6% sin ) = h (7.10)
Mblbgél sin¢—|— (JQ +Mb%)92 - Mb%02¢2 - Mng COS¢ - T2 .
blél COS ¢ + bgegq.lé + 2b202¢ + qg SiDQb = 0.
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Tabelle 7.5:Container-Kran-Problem, Bezeichnungen

0, Rotationswinkel des Motors der Transportkarre

J1 = 3.75 kgm?, Tragheitsmoment des Motors der Transportkarre

by = 1.44x10? m, Radius der Trommel des Motors der Transportkarre
0, Rotationswinkel des Motors des Fahrstuhles

Ja = 78.75 kgm?, Tragheitsmoment des Motors des Fahrstuhles

by = 1.22x10? m, Radius der Trommel des Motors des Fahrstuhles

) Schwingungswinkel der Punktmasse

m =6 t, Gesamtmasse des Fahrstuhles und der Kabel

M =42.5t, Masse des Containers

Ty Drehmoment, verursacht durch den Motor der Transportkarre

Timar = 1.03<10° Nm, maximales Drehmoment vah

T Drehmoment, verursacht durch den Motor des Fahrstuhles
Tomar = 1.09<10* Nm, maximales Drehmoment vah

Tamaz = 2.5 ms~!, maximale Geschwindigkeit der Transportkarre
Tsmee =1 ms™!, maximale Geschwindigkeit des Fahrstuhles

g =9.81 n3 2, Gravitationskonstante

Wir nehmen an: Der Schwingungswinkel der Punktmasse sei so klein, daf3 alle Terme mit
9P, (>0, 8> 0, a+3 > 2) zu vernachdssigen sind und die Approximationes ¢ =

1, sin¢ =2 ¢ gelten. Es seien die Zustandsvariahlenz,, x3 und die Steuerungsvariablen

v1, v2 gegeben durch:

b1T1 b2<T2 + Mbgg)

1 101, T2 oy, T3 =0, v Ji & mby’ U2 Jo + M2

Es seien; die Endzeit undv,, w, zwei positive Konstanten. Nach der aisflichen Defi-
nition der Zustands- und Steuerungsvariablen wollen wir nun das Container-Kran-Problem
mathematisch formulieren:

min ; /{wlxg(t) + wywd(t) }dt (7.11)

0
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beziglich des dynamischen Systems (erhalten @u))

I'l = X4
1’2 = XI5
TsoT e (7.12)
Ty = v — 012302 + 01973
I'5 = —521)3711 + (%)
j76 = —%2[1]1 — (51{[‘31}2 —|— (]_ —|— (51)91’3 —|— 25(75[[‘6],
wobei die Paramete¥, undd, durch
Mb? Mb2
51 = 1 - 772 7.13
YT mby 7 Uy + MU (7.13)

gegeben sind. Die Zustands- und Steuerungsvariablahegrfolgende Besclnkungen:
Initial- und Endbedingungen:

0) = (0,12,0,0, =25 maz,0) ",
ZE( ) ( y b2, U, U, =I5, ) (714)
-r(tl) = (d1a13707x4,ma:c7070)—r-

Steuerungsbesdmkungen:

Vi,maz — blTl,maa:/<J1 + mb%)?
mlt U2,min = b2(T2,max — Mgb2>/(J2 + Mb%) < O, (715)
Vomaz = Mgb3/(Jo+ Mb3) > 0.

!U1| g Ul,maxa

V2, min S V2 S V2 max,

Zustandsbeschnkungen:

= Pamaz (7.16)

< T5maz-

In [48] werden die Zustandsrestriktione.16 als quadrierte Minimum-Funktion darge-
stellt. Die Endbedingungen ir¥ (14 werden quadriert. Danach werden die transformierte
Restriktionen der Zielfunktion hinzuaddiert.

Gohund Teo[48] erzielen mit 20 Gitterpunkten den optimalen Wert 5.3996E-03. Die gra-
phischen Darstellungenif die Zustandsvariablen stimmen mit der Abbilduhdlbis auf
das Bild mit derUberschrift, CKP:Zustand x5‘Uibereint. Nachteil beGohund Teoist der
Glattheitsverlust, der durch die Minimum-Funktionen (vgB][Seite 15, Gleichungen 52b,
52c) auftritt.

Sakawaund Shindo[94] stellen nur die graphischetisung dar. Es sind gewiséénlichkei-

ten mit einigen Bilder im Abbildun@.11festzustellen.
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Tabelle 7.6:CKP, Numerische Resultate, Fall 1

mc tobj tconf topt istart tolopt optv

5 9.31 37.15 42.01 1 2.6E-06 5.360221E-03
10 2148 7131 80.81 1 2.6E-06 5.194515E:03
21 53,59 107.32 119.92 1 24E-06 5.161456E-03
43 167.27 149.52 162.60 1 4.6E-06 5.158099E-03
87 -/- -/- -/- 1 -/- -/-

In dieser Arbeit betrachten wihnlich wie die Autoren in48, 94] die Bewegung in der
diagonalen Richtung. Es seien die Steuerungsvariablen auf folgender Weise umgewandelt

Uy = V] — 01X3Vg, Uy = Uy — 02X3V1. (7.17)

Das Gleichungssystems.(2 bekommt somit eine neue Formulierung

T = @4
Ty = I3
o= e (7.18)
Ty = uy+019x3
Ty = ug
jf@ = —;12[711 —I— (1 + 51>gI3 + 2I5I’6].
Der Schwingungswinkel ist besémnkt durch:
23] <, (7.19)

wobei 7 eine geschtzte Zahl ist. Durch die Umwandlung if7.07) enstehen neue Be-
schiankungeniir die Steuerung:

’ | < U1, maz = VUlmaz — (517 maX{UQ,maxa _U2,min}
Uy = ul,max .
mit U2 min = V2min + 527U1,max (720)
U2 min S U2 S U2 maz
U2 maz = V2mazr — 627U1,ma$~

Die entwickelteRINDOPT-Routine wird in folgendem Fall angewendet: ProblenY.1(),
(7.19, (7.18, (7.20,

Die numerischen Resultatarfverschiedene Werte vait sind in der Tabell&.6. Die gra-
phische Darstellung ergibiif mc=20 die Abbildungen7.10-7.11
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CKP: Steuerung ui CKP: Steuerung u2
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Abbildung 7.10: Container-Kran-Problem, Steuerungskomponenten

7.2.2 Flug eines Hngegleiters bei Aufwind

Wir betrachten einen &hgegleiter in der Vertikalebene (vglLq, 120, 121]). Hier soll der

Pilot eines Haingegleiters aus einer gegebenen Startposition eine vorgeschriebene Endpositi-

on erreichen. Dabei soll der Flugiper so gesteuert werden, dal3 die horizontale Reichweite

maximiert wird. Die mathematische Formulierung des Problems in der Vertikalebene ergibt

folgendes Problem:
Es seiernx die horizontale Reichweitg,die Fluglohe,v, die absolute horizontale Geschwin-
digkeitskomponente von, v, die absolute vertikale Geschwindigkeitskomponente yon
C, der Auftriebsbeiwert. Wir betrachtém, v, v,, v,) als Zustandsvariable urid, als Steue-
rungsvariable. Das dynamische System der Aufgabe wird durch:

v=" (7.21)
Uy = (—Lsin(n) — Dcos(n))/m
vy = (L cos(n) — Dsin(n) —mg)/m
beschrieben, und die Randbedingungen werden durch:

z(0) = 0[m)], z(ty) = frei,

p(0) =1000pw),  ylty) =900(m) 7.22)

v,(0) = 13.23[m/ 5], v, (ty) = 13.23[m/ ],

(0) = —1.288[m/s], vy(ty) = —1.288[m/s]

gegeben. Die Daten und Funktionen dembegleiter-Problems sind in der Tabéll& dar-
gestellt.

Der Aufwind ist von der Reichweite aBhgig und ist durch die Funktion

UA(T) = UA maz €XP (—(:U_;AO)Q) (1 — (gc_;“])Q) (7.23)
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CKP: Zustand x1
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CKP: Zustand x3
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Abbildung 7.11: Container-Kran-Problem, Zustandskomponenten

97

22 —

CKP: Zustand x2

CKP: Zustand x4

05 |

CKP: Zustand x6




7. Testrechnung 98

Tabelle 7.7:Daten und Funktionen desddgegleiter-Problems

n Summe von Anstell- und Bahnneigungswinkel
g = 9.80665 fns~?], Gravitationskonstante
m = 100 [kg], Masse von Pilot und &hgegleiter
k = 0.069662
Choo = 0.034
Ch = Cpo+ ke
P = 1.13 kg m~?], Luftdichte in einer Kbhe
von 1000 miber dem Meeresspiegel
S = 14 [m?], Segelfasche
Ur = o2+ (U wa)
L(Cp,z,vg,v,) = 0.5CpSv?, Luftauftriebskraft
D(Cp,z,vs,v,) = 0.5Cp(CL)pSv2, Luftwiderstandskraft
R = 100 [m]
UA maz = 2.5[m/s], Maximale Aufwindgeschwindigkeit
T A0 = 350 [m] oder 250 [m]
CLmax = 1.4, Maximaler Auftriebsbeiwert

Tabelle 7.8:Hangegleiter, Numerische Ergebnissg, = 250 [m]

mc tobj tconf topt istart tolopt optv

10 680.54 94459 1611.06 1 -/- /-
20 239.75 666.26 893.76 1 2.0E-07 -1.246176E+03
50 422.21 1206.68 1597.59 2 5.6E-07 -1.247180Er03
80 748.52 2058.82 2757.29 1 9.2E-05 -1.247206E{+03

gegeben. Der Winkej ist die Summe von Anstell- und Bahnneigungswinkel:

Uy — uA(x)) it sin(n) = (vy — ua(x))/vy,

n = arctan(
Uz cos(n) = v, /v,

Flr die numerischen Untersuchungen in dieser Arbeit setzem,wir 100 und betrachten
die Zielfunktion gegeben durch:
min —x(ty). (7.24)

Cr
Die numerischen Ergebnissérfr , o = 250 [m| und verschiedene Werte var sind in der
Tabelle7.8 dargestellt. Die graphische Darstellung der numerisctismuhgen ergibtifr die
Optionenz 4 o = 250 [m] undmc=50 die Abbildungen7.12- 7.13 Fir x4, = 350 [m] und
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Abbildung 7.12: Hangegleiter, optimale

Steueru

ng

verschiedene Werte vaix liefert die RINDOPT-Routine die Ergebnisse in der Tabele.

Dieses Problem wurde irl}] durch die Kombination von direkten und indirekten Metho-

de gebst. Die Homotopie-Methode und das Mehrfachschie3verfahren wurden angewendet.

Zudem wurde der Zeithorizont (Zeitachse) in drei Phasen eingeteilt und folgende Ergeb-

nisse erzielt: Optimale Zett; = 98.380 [s], Maximale Reichweiter(t;) = 1247.60 [m].

Die drei Phasen sind durch folgende Schaltpunkte der Steuerungsfutiktien23.301 [s],

Geschwindigkeitskomponente von x

Geschwindigkeitskomponente von y

14 : 2 .
V_X vy
1851 7 15} /
ﬁ/' I \H
13} 1+ I
N
125| osl / \\
12} j \
oF ! |
115} {
05| i
1l /
105} r / ‘ o _
10l Ast |
9.5} 2t
® 20 20 60 80 10! 255 20 20 60 80 70!
Reichweite Flughoehe
1400 : 1000 . .
X — N h—
1200 | e
980 |
1000 |
L \\
800 | 960
N
600 - 940 | N
“
400 | AN
920 |
200 |
o 20 40 60 80 10! 9005 20 40 60 80 10!
Abbildung 7.13: Hangegleiter, Zustandskomponenten
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Tabelle 7.9:Hangegleiter, Numerische Ergebnissg, = 350 [m]
mc tobj tconf topt istart tolopt optv
10 4490 11856 156.53 2 5.2E-07 -1.241665E+03
20 421.76 1153.61 1562.85 1 2.1E-07 -1.246494E+03
50 -/- -/- -/- 1 -/- -/-
80 1012.48 2841.01 3802.84 1 9.9E-05 -1.246715E+03

Tabelle 7.10:Hangegleiter, Numerische Ergebnisse aX]

Phase x4,[mM]

NG

optv

AERR

AEST

tf tein taus

0.00176 98.380 23.319 33.2

3 250 19/15/51 1248.030 0.00041 0.000437 98.437 15.777 25.7
3 350 21/17/47 1247.602 0.00151

0998

taus = 33.250 [s] gekennzeichnet.
In [120 wurde mit dem Algorithmu®IRCOL die Resultate aus TabellelOerzielt. Dabei
ist ¢, die optimale Endzeit,;, der Aufsprungspunkt auf die Steuerungsbegckung,t s
der Absprungspunkt auf die Steuerungsbesckung,AERR der absolute Fehler im Ziel-
funktion, AEST der geschtzte absolute Fehler im ZielfunktionG die Anzahl der Gitter-

punkte beDIRCOL. In beiden Rllen sind die durcl®RINDOPT erzielten Resultaten schlech-

4129

ter als beiDIRCOL, aberRINDOPT berdtigt keinen guten Startwert und keine Homotopie-

Transformation.

7.2.3 Tunneldiodenoszillator

Der Tunneldiodenoszillator stellt einen elektrischen Schaltkreis dar, deren Struktur in der
Abbildung 7.14 gegeben ist. Die einflieRenden Bezeichnungen der Abbildubgsind in

0000 o

O

A4 [
D

:

Jm

=

Abbildung 7.14: Tunneldiodenoszillator
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Tabelle 7.11:Tunneldiodenoszillator, Bezeichnungen
t Zeit

Induktivitat einer Spule

Kapazitt eines Kondensators
Widerstand

Strom im System

Spannung

S cCc — O r

Q

Spannung am Generator

O

Tunneldiode

der Tabeller.11erklart. Es sei die Spannung | zum Zeitpunkils Zustandsvariable(t) und

die Spannung am Generaidg(t) als Steuerung betrachtet. Das Ziel der Aufgabe ist es, die
Gesamtspannung am Generator und den Gesamtstrom zu minimieren.

In [75, 18] wird das Tunneldioden-Problem ausflich behandelt. Dort wird eine optima-

le Losung(z*, v*) folgendermasse konstruiert. Zuerst wird das Problem mittels der Euler-
Methode mit sehr kleinen Schrittweite diskretisiert undogel Daraus entsteht eine an-
geraherte Struktur der optimalen Steuerung. Danach wird das Mehrfachschie3verfahren auf
der Randwertaufgabe angewendet, welche aus der notwendigen Ojtishadingungen

der diskreten Aufgabe entstanden ist. Dabei wird die approximierte Steuerung atss8taytl
benutzt. Die Ermittlung der genauerbsung erfolgt durch die Anwendung der Routine
BNDSCO in B4] und ergibt numerische Resultate mit zehn korrekten dezimalen Ziffern
[75]. Die entstandene numerischéd4ung eriillt die Bedingungem3-A5 (vgl. Bedingun-

gen (11.1)-(11.6) von [/9]).

Die mathematische Darstellung der Spannung am Generator ergibt folgende Bewegungsglei-
chung (,The controlled Rayleigh equation®, vglt$, 63, 64, 1159)):

i(t) = —w(t) + @(t) (1.4 — 0.142(t)%) + 4u(t) (7.25)
Fur die numerische @sung des Problemsliren wir folgende Zustandsvariablen ein:

zi(t) = x(t),
wo(t) = (1),
w3(t) = Jo(u(r)? +x(r)*)dr

8

8
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Tabelle 7.12:Tunneldiode, Numerische Resultate, Variante 1
mc tobj tconf topt tolopt istart optv
7 76.78 134.11 210.13 4.9E-06 1 4.473077E+01
15 1453 21.00 32.05 3.9E-06 1 4.472521E+01
31 3295 38.94 5911 3.4E-06 1 4.472212E+01
63 76.73 4445 66.36 3.1E-06 1 4.472101E+01
127 301.40 79.30 115.77 1.1E-06 1 4.472097E+01
256 1542.86 125.75 170.94 2.8E-07 3 4.472094EH+01
und betrachten das Problem:
oi(t) = x1(t),
io(t —xq(t t)(1.4 — 0.14x5(t)?) + 4u(t
mins(t;) bagl. (1) z1(t) + 22(t)( 2(t)7) + 4u(d), (7.26)
uelt z3(t) = u(t)®+x(t)?),

Ju()]

<

1,

fii.te0,ty].
Die RINDOPT-Routine ergibt @ir die Varianten:
Variante 1: ¢y = 4.5undz,(t;) =0,

Variante 2: t; = 2.5,

die Ergebnissen in folgenden Tabellen und graphischen Darstellungen:

7.2.3.1 Variante 1

Die numerischen Resultatérfverschiedene Werte vait sind in der Tabelleé’.12 darge-
stellt. Die graphische Darstellung ergilbt tnc=50 die Abbildungen7.15- 7.16

Spannung am Generator U_o(t)

1

051

-05}

Abbildung 7.15: Tunneldiode, optimale Steuerung, Variante 1
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1 Erste Zustandskomponente

5 Zweite Zustandskomponente
T —— : . T L —
ol - 4r
3L
1L
21
2l 1} AN
3 ol \
4| -1 -
21
5L
.
61 -4 |
‘/
To—05 1 15 2 25 3 35 4 45 So—05 4+ 15 2 25 3 35 4 45
4 Dritte Zustandskomponente
5 T T T T T " X3 ]

05 1 15 2 25 3 35 4 45
Abbildung 7.16: Tunneldiode, Zustandskomponenten, Variante 1

Tabelle 7.13:Tunneldiode, Numerische Resultate, Variante 2

mc tobj tconf topt tolopt istart optv
1 .32 .00 22 6.4E-12 1 4.284172E+01
91 .00 .64 3.6E-08 1 4.282389E+01
7 11.76 .00 10.95 3.7E-10 1 4.280879E+01

15 13.27 .00 10.31 2.7E-10
31 23.55 .00 11.40 2.7E-10
63 68.10 .00 14.78 1.1E-10
127 298.82 .00 38.02 9.3E-11

4.280784E+01
4.280744E+01
4.280744E+01
4.280744E+01

N N

7.2.3.2 Variante 2

Die numerischen Resultatérfverschiedene Werte vait sind in der Tabelle€7.13 darge-
stellt. Die graphische Darstellung ergilitrtnc=40 die Abbildungens.17-7.18
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Spannung am Generator U_o(t)
1f " T j j u
08}
0.6}
041
0.2}
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0.2 05 i 5 5 X
Abbildung 7.17: Tunneldiode, optimale Steuerung, Variante 2
Erste Zustandskomponente Zweite Zustandskomponente
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Abbildung 7.18: Tunneldiode, Zustandskomponenten, Variante 2
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Tabelle 7.14:Tunneldiode, Konvergenzrate Il

me i |Jut —ut||pe Pi Ci
11 .26937 - -
3 2 31513  2.27662 173.70893
7 3 8.3606E-02 1.91428 63.60964
15 4 7.0345E-02 .24916 .19827
31 5 9.3878E-03  2.90559 12452.79352
63 6 7.0448E-03 41422 7.00530E-02
127 7 6.9765E-08 16.62368 /-
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Kapitel 8
AbschluRbemerkungen

Das Anliegen dieser Arbeit war die Erforschung von Bedingungedié bestrigliche Kon-
vergenz bei der numerische$ung von optimalen Steuerungsproblemen mit@evichen
Differentialgleichungen und die Entwicklung eines Algorithmus unteiBksichtigung der
vorgeschlagenen Diskretisierung.

Diese Arbeit bietet eine allgemeine und flexible Diskretisieruirgeine Klasse von Steue-
rungsproblemen und einen AlgorithmB3NDOPT fur die numerische @sung von Steue-
rungsprobleme an. Die Diskretisierung ist das Resultat der Kombination von zwei Zerlegun-
gen (Steuerungsgitter und Zustandsgitter), der Parametrisierung der Steuerung und einem
allgemeinen Einschrittverfahreherer Ordnung.

Das allgemeine Einschrittverfahreafdt sich bequem mit zwei Zerlegungen kombinieren. Im
Fall von bekannten Sprung- oder Knickstellen werden diese Stellen vom Verfahren eingehal-
ten und das Integrationsverfahren wird ohne jeglichen Informationsverlust weiter fortgesetzt.

Die Grundlage der Konvergenzuntersuchungen ist eine allgemeine Approximationstheorie,
basierend auf der 8tungstheorieiir verallgemeinerte Gleichungen, die sich am Konzept
von Dontchewnd Hager [33, 32] orientiert. Mit Hilfe der notwendigen Optimaditsbedin-
gungen werden parametrisierte verallgemeinerte Gleichungen formuliert. Im AbgcArfitt

ist ein Grundgedankeif die Konstruktion von approximierend verallgemeinerten Gleichun-
gen dargestellt. Die Beweis@rfdie Ungleichungen4(25 und @.26) sind im Abschnité.3.1
detailliert ausgaihrt. Diese Ungleichungen finden im Beweis des Konvergenzsairelsef
Aufhebung des Problems der Zweinorm-Diskrepanz Anwendung.

Der Gesamtfehler, entstanden aus der Parametrisierung und der Diskretisierung, wird im
Theorem3 formuliert. Dort wird folgende Absditzung erzielt:

[l = u(,w)lee + [l = 0"|] + [Ja* = 2"z + []X" = M|z = O(h) + €(h), (8.1)
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wobeie : [0,1] — R, mit }lblir(l] e(h) = 0. Die Gleichung 8.1) verdeutlicht die Mglichkeit
einer besseren Absatrung, die durch Anwendung zweier Zerlegungen angeboten wird.
Durch die frei vahlbaren Parametér,,, k = 1,---, M (siehe Lemm&) und den Parameter

v ist das Stabilétsresultat§.1) eine Verbesserung des Resultates 82s38, 75]. Je nach
dem Problem und der Stelle der Steuerungsgitterpunkienén wir die Zahlen\,, k£ =

1,---, M grol3 oder klein vthlen, um die Fehlerabsatzung so klein wie i@glich zu halten.

Es handelt sich hier um eine weiterentwickelte Form der Statshésultate auSg).

Fur Runge-Kutta-Verfahren ist die diskrete Koerzitatgbedingung eine Folge der stetigen
Koerzitivitatsbedingung (siehe Abschitd.?). Auch der Umgang mit den diskreten Matri-
zen in @.11) bereitet keine Schwierigkeiten als dies der Fall3g][ist.

Eine Verbesserung der Konvergenzrate ist stark von der Diskrepanz zwischen d&eprim
und der dualen Diskretisierung belastet. Diese Diskrepahe £u zu&tzlichen Bedingun-
gen, die in Annahm@9 gestellt sind. Damit wird klar, eine Konvergenzrate besser als eins
ist allein mit einem Integrationsverfahren der Ordnymngit ¢ > 1 schwer erreichbar.

Obwohl in B3] ein aussichtsreicher Wedgjif die Aufhebung der Belastung der Diskrepanz
in der Diskretisierung angeboten wird, bleibt noch offen, dieses Proliledid tat&chliche
diskrete optimale Steuerung zu untersuchen.

Eine weiterentwickelte Fassungrfdie Berechnung der Gradienten durch den Einsatz des
impliziten Runge-Kutta-Verfahrens und der Methode der internen numerischen Differentia-
tion wird im Abschnitt3.7.2vorgestellt. Einer der erheblichen Nachteile dieses Einsatzes
ist der Zeitaufwandifr die numerische Berechnung von diskreten Gradienten. Dies ist an
verschiedenen Tabellen im Kapitéteutlich zu erkennen. Der Vorteil dieses Verfahrens ist
die genaue Berechnung der Gradienten.

Im Rahmen dieser Arbeit ist dRINDOPT-Routine fir die numerische &sung von Steue-
rungsproblemen implementiert worden. RENDOPT-Routine setzt sich zusammen aus dem
Runge-Kutta-Verfahren, der internen numerischen Differentiation und dem neuen SQP-
RoutineSNOPT. Die aktuelle Version deRINDOPT-Routine verwendet das explizite Runge-
Kutta-Verfahren. Durch den Einsatz von Verfahrerharer Ordnung &nen Differential-
gleichungen mit hoher Genauigkeit gst werden. Das heil3t, es werden in den Gleichungen
(3.40 und 3.41]) fast die exakten Werte des Zustandes in den entsprechenden Diskretisie-
rungspunkten eingesetzt. Dieghft zu einer Steigerung der Genauigkeit von Gradienten
diskretisierter Funktionen. Die genaue Berechnung der Gradienten, welche die E#ektivit
des SQP-Verfahrens @yht und der Einsatz von zwei Zerlegungen, welche die Behandlung
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von moglichen Sprung- oder Knickstellen verbessern, @glicht eine bessere Verfolgung
von Trajektorien mit schlechten Véaufen.

Die RINDOPT-Routine beitigt keinen guten Startwert und konvergiert relativ schnell. Bei
einer passenden Konstellation des Steuerungsgifiemserden fir eine gute numerische
Losung zirka nur zwei bis drei Verfeinerungen des Git#grerforderlich. Die Giinde dailr
liegen in der genauen Berechnung der Gradienten und der richtigen Zerleguatzlihe
Verfeinerungen des Steuerungsgitteilren zu keiner Verbesserung, da die resultierende
numerische bsung bereits nahe an der exakt@sung liegt.

Die Schwierigkeit im Vorfeld des numerischefidungsprozesses besteht in der Bestimmung
eines angepaldten SteuerungsgitigrBei der numerischendsung von Steuerungsproble-
men entsteht die Kompledt im allgemeinen an den auftretenden Knick- oder Sprungstel-
len der Steuerungsfunktion (vgl. Tabelled und Abbildungen’.7 - 7.8). In den Testrech-
nungen der vorliegenden Arbeit wurde dieses Problem durch Beobachtungsh @els
Steuerungsagitter wird am Anfang beliebig gevit und nach wiederholter Durdltirung der
RINDOPT-Routine problemaldngig geviahlt. Eine systematischere Variante tlie Ermitt-
lung des richtigen Steuerungsgitterane die folgende:

1. Generierung eines beliebigen Gitters,
2. Betrachtung dieses Gitters als Optimierungsvariable.

AulRerdem bietet die Methode der internen numerischen Differentiation egggidfikeit

fur die Gradientenberechnung von Funktionen an, die von diesen Optimierungsvariablen
abhangig sind (siehe Gradientenberechnung ab S@teDadurch knnte der Aufwandiir

einige Probleme erheblich reduziert werdeiir Biesen Einsatz findet man in der Literatur
kaum eine passende Theorie.

Die aktuelle Version deRINDOPT-Routine ist fir die Behandlung von allgemeinen Steue-
rungsproblemen mit steifen dynamischen Systemen noch nicht ausgereift. Die Erweiterung
des Algorithmus durch Einbeziehung vom impliziten Runge-Kutta-Verfahren ist ein denk-
barer Weg fir numerische tisung dieser Gruppe von Aufgaben. Dabei istdie Berech-

nung von Vektoren\;, | = 1,---, N die Bestimmung der Matrizel%, und Y}%, ; fur je-

desi =1, -- -, ¢ erforderlich. Beim impliziten Runge-Kutta-Verfahreihiren diese Berech-
nungen zu der ésung eines linearen Gleichungssystems Init Unbekanntenifr jedes
i=1,---,q.
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