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Abstract

The theoretical description of spectroscopic experiments usually relies on a semi-
classical approach where the matter system is described in terms of quantum
mechanics while the radiation field is treated classically. This approach does not
work well for systems with a strong coupling between the matter system and pho-
tons of the radiation field. The latter can be the case within an optical resonator.
In this thesis, additional effects of a quantized radiation field are investigated on
a pump-probe experiment for detecting the optical Stark effect. One significant
effect is that the lineshape of the shifted resonance displays the photon statistics
of the pump field. For small pump detuning probe gain results in a frequency
regime where the semiclassical treatment predicts absorption. This effect is ref-
ered to as nonclassical gain. For larger ensembles of two-level systems, additional
substructures and resonances appear within the probe absorption spectrum. Also
non-diagonal elements of the field density matrix can be detected in such an ex-
periment. In order to describe a more complex matter systems, the optical Stark
effect has been treated in terms of a density matrix approach with quantized
radiation fields. For a quantitative description of nonclassical gain, higher cor-
relation terms had to be treated properly. Moreover, conserved quantities were
taken into account in approximate decouplings. The density matrix approach was
applied to the description of the optical Stark effect on impurity-bound excitons
in semiconductors. These systems are of high interest as their narrow resonances
might allow the demonstration of fine effects of the quantized radiation field.

Keywords:
quantized radiation field, nonclassical gain, density matrix theory on many-
particle systems, quantum optics



Zusammenfassung

Bei der theoretischen Beschreibung von spektroskopischen Experimenten wird
in der Regel das Materiesystem quantenmechanisch beschrieben, wihrend das
Strahlungsfeld klassisch behandelt wird. Diese semiklassische Ndherung ist zur
Beschreibung von Experimenten, bei denen eine starke Kopplung zwischen dem
Matriesystem und einzelnen Photonen besteht, nicht mehr giiltig. Dies kann
beispielsweise innerhalb eines optischen Resonators der Fall sein. In dieser Ar-
beit wird am Beispiel eines Pump-Test-Experiments zum Nachweis des optischen
Stark-Effekts untersucht, welche zusétzlichen Effekte sich bei einer quantisier-
ten Beschreibung des Strahlungsfeldes ergeben. Ein signifikanter Effekt ist, dafl
die Photonenstatistik des Pumpfeldes sich in der Linienform der verschobenen
Resonanzlinie widerspiegelt. Weiter wurde in dieser Arbeit bei kleiner Pumpver-
stimmung ein Verstdrkungseffekt gefunden, der ebenfalls auf der quantisierten
Behandlung des Strahlungsfeldes beruht (nichtklassische Verstirkung). Es tre-
ten ferner bei grofleren Ensemblen von Zwei-Niveau-Systemen zusétzliche Unter-
strukturen und Resonanzen auf. Auch kann der Nachweis des optischen Stark-
Effekts Aufschlufl iiber die Nichtdiagonalelemente beziiglich der Photonenzahl
des quantisierten Pumpfeldes geben. Im Hinblick auf die Beschreibung komplexer
Materiesystemen wurde in dieser Arbeit auch eine ndherungsweise Berechnung
der Testabsorption mit quantisiertem Strahlungsfeld im Rahmen einer Dichte-
matrixtheorie untersucht. Insbesondere war hier fiir die quantitative Beschrei-
bung der nichtklassischen Verstdrkung eine Beriicksichtigung hoherer Korrelatio-
nen zwingend erforderlich. Auch wurden n&herungsweise Entkopplungen unter
Beriicksichtigung der Erhaltungsgrofien durchgefiihrt. Die Dichtematrixtheorie
wurde auf die Untersuchung des optischen Stark-Effektes an storstellengebunde-
nen Exzitonen in Halbleitern angewandt. Da diese Resonanzen vergleichsweise
kleine homogene und inhomogene Linienbreiten aufweisen, ist hier experimentell
zu erwarten, daf} sich feine Effekte des quantisierten Pumpfeldes bemerkbar ma-
chen konnen.

Schlagworter:
Quantisiertes Strahlungsfeld, Dichtematrixtheorie an Vielteilchensystemen, nicht-
klassische Verstarkung, Quantenoptik



Inhaltsverzeichnis

1 Einleitung

2 Der optische Stark-Effekt im Dicke-Modell
mit quantisiertem Strahlungsfeld

2.1  Modellsystem und Hamiltonian . . . . . . . . ... ... ...
2.1.1 Kopplung an das Pumpfeld . ... .. ... ... ...
2.1.2 Lineare Testabsorption . . . . . .. .. ... ... ...

2.2 Gequetschte Strahlungsfelder. . . . . . . ... ... ... ...

2.2.1 Theoretische Beschreibung von

gequetschten Zusténden . . . . . . ... ..o
2.2.2 Photonenstatistik von gequetschten Zustidnden . . . . .
2.3 Der optische Stark-Effekt mit gequetschtem Strahlungsfeld . . . .

2.3.1 Das Testabsorptionsspektrum mit klassischem

Pumpfeld . . ... ... ... ... ... .. ... ..
2.3.2  Das Jaynes-Cummings-Modell . . . . . .. ... .. ..
2.3.3 Testabsorption fiir das Dicke-Modell . . . . ... ...
2.3.4 Nichtklassische Verstarkung . . . . . ... ... .. ..
2.3.5 Zusammenfassung von Abschnitt 2.3 . . ... ... ..

2.4 Das phasenempfindliche

Absorptionsspektrum . . . ... ..o

2.4.1 Die phasenempfindliche Testabsorption fiir

das Jaynes-Cummings-Modell . . . . . . .. ... ...

2.4.2 Die phasensensitive Testabsorption fiir das

Dicke-Modell . . . . . . ... ...
2.4.3 Zusammenfassung von Abschnitt 2.4 . . ... ... ..

2.5 Alternative spektroskopische Methoden zur
Zustandsmessung eines quantisierten

Strahlungsfeldes . . . . . . . .. ... o000
2.5.1 Autler-Townes-Spektroskopie . . . .. ... ... ...
2.5.2 Das Spektrum der Resonanzfluoreszenz . . . . . . . ..
2.6 Zusammenfassung von Kapitel 2. . . . . . . .. ... ...



3 Der optische Stark-Effekt im Dicke-Modell

in Dichtematrixndherung 40

3.1 Dichtematrixgleichungen . . . . . . .. . ... ... ... ... 41

3.2 Ergebnisse der Dichtematrixndherung . . . . . . . ... ... ... 46

3.2.1 FErgebnisse fiir die Inversion . . . . . . ... ... ... .. 46

3.2.2  Ergebnisse fiir die Testabsorption . . . . . . ... ... .. 47

3.2.3 Zusammenfassung von Abschnitt 3.2 . . . .. .. ... .. 51

3.3 Dichtematrixgleichungen mit Paarkorrelationen . . . . . . . . .. 52

3.3.1 Ableitung der erweiterten Dichtematrixgleichungen . . . . 52
3.3.2 Ergebnisse der erweiterten Dichtematrixndherung

(EDMN) . . . . 55

3.3.3 Zusammenfassung von Abschnitt 3.3 . . ... .. ... .. 61

3.4  Zusammenfassung von Kapitel 3 . . . . . .. .. ... ... 62

4 Der optische Stark-Effekt an storstellengebundenen Exzitonen 63

4.1 Storstellengebundene Exzitonen . . . . . ... ... ... ... 64
4.2 Dichtematrixtheorie fiir storstellengebundene Exzitonen . . . . . . 66
4.2.1 Ableitung der Dichtematrixgleichungen . . . . . . . . . .. 66
4.2.2 Ergebnisse der Dichtematrixndherung . . . . . . . . . . .. 72
4.2.3 Zusammenfassung von Abschnitt 4.2 . . . . ... ... .. 82
4.3 Das gepulste Pump-Test-Experiment an
storstellengebundenen Exzitonen. . . . . . . . ... .00 83
4.3.1 Theoretische Beschreibung des gepulsten
Pump-Test-Experiments . . . . . . . .. ... ... .... 83
4.3.2 Ergebnisse fiir das gepulste Pump-Test-Experiment . . . . 86
4.3.3 Zusammenfassung von Abschnitt 4.3 . . . . . .. ... .. 96
4.4 Dissipative Effekte . . . . . . ..o 97
4.4.1 Ableitung der Dichtematrixgleichungen . . . . . . . . . .. 97
4.4.2 Test der Dichtematrixndherung . . . . . . . . . ... ... 102
4.4.3 Ergebnisse der Dichtematrixniherung
mit Dissipation . . . . .. .. ... ... ... .. ... .. 103
4.4.4 Zusammenfassung von Abschnitt 4.4 . . . . ... ... .. 107
4.5 Zusammenfassung von Kapitel 4 . . . . . . . .. ... ... 109

A Dichtematrixgleichungen fiir die Inversion
mit Paarkorrelationen 111

B Groflen in den erweiterten Dichtematrixgleichungen (3.37) 113
C Beweis von Gleichung (4.53) 117

D Dichtematrixgleichungen fiir storstellengebundene Exzitonen
mit Dissipation 121



Kapitel 1

Einleitung

Die ersten Ansétze fiir die theoretische Beschreibung des Lichts gehen auf Chri-
stian Huygens (1929-1695) und Isaac Newton (1643-1727) zuriick. Wahrend Huy-
gens und neben ihm auch Fresnel und Young eine Vielzahl von optischen Phéno-
menen im Rahmen einer Wellentheorie deuteten, favorisierte Newton eine Kor-
puskeltheorie des Lichts.

Im 19. Jahrhundert brachte die Beschreibung des Lichts als elektromagneti-
sche Welle im Rahmen der Maxwell-Theorie (James Clerk Maxwell, 1831-1879)
eine Entscheidung zugunsten des Wellenbildes. Die Maxwell-Theorie erwies sich
als auflerordentlich umfassend, und es schien so, dafl sich alle optischen Phéno-
mene zwanglos mit ihr erklédren lieflen.

Erst Anfang des 20. Jahrhunderts trat mit dem Spektrum der Strahlung eines
schwarzen Korpers ein Phidnomen auf, das sich nicht in die Maxwellsche Theorie
einfiigen liefl und das den ersten Anstofl zur Revision der theoretischen Beschrei-
bung des Lichts brachte. Im Jahre 1900 war es Max Planck, der das Spektrum
des von einem schwarzen Korper emittierten Lichts erfolgreich erkléren konnte
[1]. Er mufite dabei postulieren, dafl die Energie einer Mode des Strahlungsfeldes
in endlichen Energieportionen proportional zur Frequenz absorbiert und emittiert
wird. Dabei stiefl er auf das nach ihm benannte Plancksche Wirkungsquantum
als neue Naturkonstante und legte den Grundstein fiir die Quantenmechanik.
Im Jahre 1905 griff Albert Einstein die Vorstellung der quantisierten Energie ei-
nes Lichtfeldes auf und konnte damit die Experimente von Philipp Lenard zum
lichtelektrischen Effekt erkldren [2].

Im Zuge der Entwicklung der Quantentheorie haben Dirac und Fermi den
Teilchen- als auch den Wellenaspekt des Lichts auf die einheitliche Grundlage
der Quantisierung des Maxwell-Feldes gestellt [3, 4]. Dabei wird im wesentlichen
die Mode eines Strahlungsfeldes als quantenmechanischer harmonischer Oszillator
beschrieben. Die diskreten energetischen Anregungen der Mode werden Photonen
genannt und tragen dem Teilchencharakter des Lichtfeldes Rechnung.

Ein wichtiger Aspekt der Quantisierung des Strahlungsfeldes sind die Fluktua-
tionen der elektrischen Feldstéirke, die auch dann auftreten, wenn keine Photonen



angeregt sind. Diese Vakuumfluktuationen spielen bei den Effekten der Spontane-
mission [5], der Lamb-Verschiebung [6] oder dem Casimir-Effekt [7] eine wichtige
Rolle.

Weitere experimentelle Befunde, die nur im Rahmen einer quantisierten Be-
handlung des Strahlungsfeldes verstanden werden koénnen, sind Photonkorrela-
tionen, die sogenanntes ‘Antibunching’ zeigen [8], oder die Erzeugung von soge-
nanntem gequetschten Licht (‘Squeezed Light’), in dem Quantenfluktuationen in
bestimmten Observablen gegeniiber dem Laserlichtfeld oder dem Vakuum unter-
driickt sind [9].

Obwohl der Formalismus zur quantisierten Beschreibung des Lichtfeldes gut
bekannt ist, reicht es fiir die theoretische Beschreibung vieler spektroskopischer
Experimente aus, das Strahlungsfeld klassisch im Rahmen der Maxwellschen
Theorie zu beschreiben. Die sogenannten optischen Blochgleichungen [10] oder
die Maxwell-Bloch-Gleichungen [11] sind ein verbreitetes Werkzeug zur Beschrei-
bung der Materie-Licht-Wechselwirkung mit klassischem Strahlungsfeld gewor-
den. Wihrend diese in erster Linie atomare oder molekulare Systeme mit weni-
gen Energieniveaus beschreiben, lief§ sich der Formalismus der optischen Bloch-
gleichungen auch auf die Behandlung eines Vielteilchenproblems erweitern, wie
es z. B. bei der Halbleiterspektroskopie auftritt [12].

Die quantisierte Behandlung des Strahlungsfeldes wird fiir spektroskopische
Experimente wichtig, bei denen eine starke Kopplung zwischen dem Materiesy-
stem und einzelnen Photonen erreicht wird. Dies kann beispielsweise der Fall
sein, wenn das Materiesystem innerhalb eines optischen Resonators an das Licht-
feld koppelt. Die ‘Kornigkeit’ des Lichtfeldes macht sich dann bemerkbar [13].
Heutzutage ist es beispielsweise moglich, optische Resonatoren von sehr kleiner
Ausdehnung und hoher Giite herzustellen, um damit grofle Kopplungen an ein-
zelne Photonen zu erreichen [14, 15, 16].

In dieser Arbeit wird der Einflu} des quantisierten Strahlungsfeldes auf ein
spektroskopisches Experiment untersucht, welches dem Nachweis des sogenannten
optischen Stark-Effekts dient. Dabei versteht man unter dem optischen Stark-
Effekt eine Verschiebung von Energieniveaus unter Einwirkung eines starken
Lichtfeldes. Der erste experimentelle Nachweis dieses Effekts gelang 1955 Autler
und Townes an einem Mikrowelleniibergang [17]. Mit der Entwicklung des La-
sers als Lichtquelle hoher Intensitdt wurde der optische Stark-Effekt spéter auch
fiir Lichtfelder um den sichtbaren Bereich an einer groflen Zahl von Systemen
(Atome, Molekiile, Halbleiter) studiert [18, 19, 20, 21]. Eine dabei hiufig verwen-
dete Konfiguration ist ein Pump-Test-Experiment, in dem die durch ein starkes
Pumpfeld induzierte optische Stark-Verschiebung im Absorptionsspektrum eines
schwachen Testfeldes nachgewiesen wird. Besonders bemerkenswert ist bei dieser
Konfiguration, dafl bei verstimmtem Pumpfeld neben der verschobenen Absorp-
tionslinie eine weitere Resonanz auftritt, bei der das Testfeld verstiarkt wird. Der
erste experimentelle Nachweis eines solchen Spektrums gelang 1977 F. Y. Wu und
Mitarbeitern an Natriumatomen [22].



1985 und 1986 konnte der optische Stark-Effekt zum ersten Mal an Exzito-
nen (gebundenen Elektron-Loch-Paaren) in einem Halbleiter demonstriert wer-
den, und zwar sowohl fiir einen Volumenhalbleiter als auch fiir ‘Quantum-Well’-
Material [23, 24]. Die Untersuchungen konzentrierten sich hier zunéchst auf die
blauverschobene Absorptionslinie. Der Nachweis der verstirkenden Resonanz ge-
lang an Exzitonen erst wesentlich spéter im Jahre 1997 [25]. Der Grund fiir diese
zeitliche Verzogerung war in erster Linie, dal zum Nachweis des optischen Stark-
Effekts an Exzitonen wegen der im Vergleich zu atomaren Resonanzen grofien
Linienbreiten hohe Intensitdten des Pumplichts erforderlich waren. Diese konn-
ten erst mit Hilfe von kurzen Laserpulsen realisiert werden.

Auch aus theoretischer Sicht erweist sich der optische Stark-Effekt an Exzi-
tonen als sehr komplexes Problem. Zum einen miissen fiir quantitative Vorher-
sagen oft komplizierte Bandstrukturen einbezogen werden. Zum anderen ist hier
die Coulombwechselwirkung zwischen unterschiedlichen Exzitonen, aber auch die
zwischen Exzitonen und freien Ladungstrigern, einzubeziehen [26, 27, 28]. Ab-
schirmung und Resonanzen hoherer Exzitonkomplexe (Biexzitonen) kénnen zu
einer deutlichen Modifikation des optischen Stark-Effekts fiihren [29].

Einfacher wird das Problem des optischen Stark-Effekt sowohl aus theoreti-
scher als auch experimenteller Sicht, wenn die Exzitonen zusitzlich an Storstel-
len gebunden sind [30]. Zum einen verhalten sich storstellengebundene Exzito-
nen wie unabhéngige Zwei-Niveau-Systeme mit vergleichsweise kleiner homoge-
ner und inhomogener Verbreiterung bei sehr guten Proben [31]. Zum anderen
weisen storstellengebundene Exzitonen grofie Ubergangsmatrixelemente auf [32].
Der optische Stark-Effekt an storstellengebundenen Exzitonen miifite daher bei
weitaus geringeren Lichtintensitédten nachweisbar sein als sie bei freien Exzitonen
benotigt werden. Auch konnten sich aufgrund der kleinen Linienbreite Effekte
des quantisierten Strahlungsfeldes bemerkbar machen.

In dieser Arbeit wird der Einfluf} eines quantisierten Strahlungsfeldes auf den
optischen Stark-Effekt an storstellengebundenen Exzitonen theoretisch diskutiert.

Dazu werden im Kapitel 2 die Zusatzeffekte beleuchtet, die bei quantisierter
Behandlung des Strahlungsfeldes entstehen kénnen. Die storstellengebundenen
Exzitonen werden hier als unabhéngige Zwei-Niveau-Systeme ohne inhomogene
Verbreiterung behandelt. Es wird gezeigt, daf} die Linienform durch ein gequetsch-
tes Lichtfeld modifiziert wird, zusétzliche Unterstrukturen in den Spektren entste-
hen und Verstiarkungseffekte verursacht werden, die klassisch nicht interpretierbar
sind.

In Kapitel 3 wird dann der optische Stark-Effekt mit quantisiertem Strah-
lungsfeld im Rahmen einer Dichtematrixndherung behandelt. Dies ermoglicht es
im Hinblick auf ein Vielteilchenproblem, sehr groflie Zahlen von Zwei-Niveau-
Systemen einzubeziehen.

Wiéhrend in den Kapiteln 2 und 3 die inhomogene Verbreiterung der storstel-
lengebundenen Exzitonen vernachldssigt wird, wird sie in Kapitel 4 beriicksich-
tigt. Es wird diskutiert, wie sich die inhomogene Verbreiterung auf die durch



das quantisierte Strahlungsfeld verursachten Zusatzeffekte auswirkt. Auflerdem
wird neben dem Pump-Test-Experiment mit stationfdren Lichtfeldern auch ein
gepulstes Experiment theoretisch untersucht. Zum Abschlufl werden dissipative
Effekte explizit einbezogen und diskutiert.



Kapitel 2

Der optische Stark-Effekt im

Dicke-Modell
mit quantisiertem Strahlungsfeld

In diesem Kapitel wird der Einfluf} eines quantisierten Strahlungsfeldes im opti-
schen Stark-Effekt an identischen Zwei-Niveau-Systemen (TLS = ‘two-level sy-
stem’) diskutiert. Bezug genommen wird auf ein Pump-Test-Experiment, wel-
ches eine gingige Methode zum Nachweis des optischen Stark-Effekts darstellt
[22, 19, 24]. Es werden Effekte vorgestellt, die mit der quantisierten Behandlung
des Strahlungsfeldes im optischen Stark-Effekt zusammenhé&ngen und die sich mit
Hilfe der sogenannten ‘Dressed States’ interpretieren lassen.

Im ersten Abschnitt wird das theoretische Modell fiir das Pump-Test-Experiment,
erldutert und die durch den optischen Stark-Effekt modifizierte lineare Testab-
sorption mit Hilfe der ‘Dressed States’ berechnet.

Im zweiten Abschnitt werden die Eigenschaften von sogenannten gequetsch-
ten Zusténden des Strahlungsfeldes zusammenfassend dargestellt. Diese Zustinde
lassen sich nur in einer quantisierten Behandlung des Strahlungsfeldes korrekt
beschreiben. Auf die experimentelle Erzeugung dieser Zustdnde wird kurz einge-
gangen.

Im dritten Abschnitt wird der Einfluf} eines gequetschten Pumpfeldes auf die
durch den optischen Stark-Effekt veschobenen Resonanzlinien im Testabsorpti-
onsspektrum diskutiert. Neben der Modifikation der Linienform durch Fluktua-
tionen der Photonenzahl (Photonenstatistik), werden insbesondere fiir das Dicke-
Modell (mehr als ein TLS) Zusatzeffekte wie nichtklassische Verstédrkung und Un-
terstrukturen innerhalb der Resonanzen erwartet. Mit Hilfe der ‘Dressed States’
lassen sich die gefundenen Effekte interpretieren.

Im vierten Abschnitt wird auf phasenempfindliche Effekte eingegangen, die
entstehen, wenn die TLS mit Hilfe eines vorangehenden Laserpulses in eine kohéren-
te Uberlagerung ihrer jeweiligen beiden Zusténde priipariert werden. Die Linien-
form im optischen Stark-Effekt 148t fiir diesen Fall Riickschliisse auf Nichtdiago-



Pumpfeld

Probe
Testfeld

Abbildung 2.1: Schema des Pump-Test-Experiments.

nalelemente der Dichtematrix eines gequetschten Strahlungsfeldes zu.

Im fiinften Abschnitt werden abschlielend alternative Methoden beschrieben,
die eine spektroskopische Messung der Eigenschaften eines Quantenzustinds eines
Strahlungsfeldes ermdglichen. Es sind die Autler-Townes-Spektroskopie und der
Nachweis des Spektrums der Resonanzfluoreszenz, die zwei weitere Varianten zur
Detektion des optischen Stark-Effekts darstellen.

2.1 Modellsystem und Hamiltonian

2.1.1 Kopplung an das Pumpfeld

Das im folgenden betrachtete Modellsystem besteht aus N identischen Zwei-
Niveau-Systemen (TLS) mit Grundzustand |g) und angeregtem Zustand |e). Die
TLS befinden sich in einem optischen Resonator und sind auf einen rdumlichen
Bereich lokalisiert, der klein gegen die optische Wellenlénge ist. Es wird ein momo-
chromatisches Pumpfeld eingestrahlt, welches resonant zur Eigenfrequenz einer
Resonatormode ist. Das Pumpfeld ist nahresonant zum optischen Ubergang der
TLS und mit Hilfe des Resonators wird eine starke Kopplung zwischen den TLS
und den Pumpphotonen erreicht. Zusétzlich wird ein Testfeld wie in Abb. 2.1
eingestrahlt, welches nichtresonant zu den Resonatormoden ist. Der Hamilton-
operator, der dieses System (ohne das Testfeld) addquat beschreibt, lautet

N
1
Ho = > {hwygl9, +hweele,} + hw, {ata+§} I
v=1

N
+hg " {gle,a’ + aelg,}. (2.1)
v=1



Hier sind a' und a die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren fiir Pumpphoto-
nen. Die Operatoren g/, und g, erzeugen und vernichten ein Elektron im Zustand
|g) des v-ten TLS. e, und e, sind die entsprechenden Operatoren fiir den ange-
regten Zustand |e) des v-ten TLS. Ferner ist fw, die Energie des Grundzustands
|g), hw, die des angeregten Zustands |e) und w, die Pumpfrequenz.

Mit diesen Bezeichnungen beschreibt der erste Term des Hamiltonoperators
die Energie der TLS, der zweite Term die Energie des Pumpfeldes und der dritte
Term die Wechselwirkung zwischen Pumpfeld und TLS in Dipoln&dherung. Im
Rahmen einer ‘Rotating-Wave-Approximation’ sind schnell oszillierende Terme
vernachléssigt worden [33]. Die Kopplungskonstante g wird gegeben durch [34]

| hw,
= d- 2.2

Hier ist d das Dipolmatrixelement des Ubergangs zwischen |g) und |e). € be-
zeichnet den Polarisationsvektor des Pumpfeldes. V,, ist das Modenvolumen des
Pumpfeldes, das von den Eigenschaften des optischen Resonators abhéngt.

Fiir das weitere Vorgehen ist es giinstig, kollektive Operatoren zur Beschrei-
bung der TLS einzufiihren:

N N N
1
Jy = E : elg,,, J_ = E : glew J3 = E : 5{62:&/ - glgu}- (2-3)
v=1 v=1 v=1

Diese Operatoren geniigen den Vertauschungsrelationen von (verallgemeinerten)
Drehimpulsoperatoren:

[Ty, Jo] = £Jo, [Ty, J_] =25, (2.4)

Mit Hilfe der so definierten J-Operatoren 14t sich der Hamiltonoperator H,
vereinfachen zu

Ho = hw,K+hAJs+hg(Jea + alJ ). (2.5)
Die irrelevante Konstante k der Grofle
1
k= ih[(wg + we — wp) N + wy) (2.6)

ist dabei fortgelassen worden. Es bezeichnet A = (w, — w,;) — w, die Pumpver-
stimmung. Des weiteren ist der kombinierte Operator C mit

N
K = aTa + J3 + 5 (27)
eingefiihrt worden, dessen ganzzahligen Eigenwerte die Pumpphotonenzahl plus
die Zahl der angeregten TLS angeben. Er soll als Anregungszahloperator be-
zeichnet werden. Da IC mit H, vertauscht, stellt der Anregungszahloperator eine



Erhaltungsgréfie des Systems dar. Hier ist zu beachten, dafl die Erhaltung der
Anregungszahl eng mit der ‘Rotating Wave Approximation’ zusammenhéngt, da
in dieser gerade die Terme vernachléssigt werden, die die Anregungszahlerhaltung
verletzen.

Eine weitere Erhaltungsgrofie wird durch den Gesamtdrehimpuls J? gegeben,
der folgender Definition geniigt:

1
J? = §(J+J, + J T )+ I3 (2.8)
Die Drehimpulseigenzusténde |j, m) mit

Jljmy =3+ Dlg,m),  Jzlj,m) = ml|j,m),
j=0,1,....,N/2, m=—j,—j+1,...,5 (2.9)

stellen eine geeignete Bezugsbasis fiir das Untersystem der TLS dar.
Die Basis der ungekoppelten Eigenzustéinde fiir g = 0, die sogenannten ‘Bare
States’, werden durch die Zustédnde

: . N N . :
gegeben, wobei n die Zahl der Pumpphotonen angibt.
Die Eigenzustinde von H, fiir g # 0, die sogenannten ‘Dressed States’, sind
als simultane Eigenzustinde von J? und K wéhlbar und mit {|u; 7, k) } bezeichnet.

Hier gibt 1 den Energieindex an und es gilt:
Ho s 7,k) = hle (g, k) +kwy) |17, k). (2.11)

Ein ‘Dressed State’ ist fiir gegebene Anregungszahl k eine Superposition von
endlich vielen ‘Bare States’, die die Gleichung k& = n + m + N/2 erfiillen. Der
Hamiltonoperator H, zerféallt damit in Untermatrizen der maximalen Dimension
2N + 1.

2.1.2 Lineare Testabsorption

Zur Berechnung der linearen Testabsorption mufl zusétzlich die Kopplung an
das Testfeld beriicksichtigt werden. Da das Testfeld nichtresonant zu den Re-
sonatormoden ist und auflerdem als schwach angenommen wird, ist der Einfluf}
von Quantenfluktuationen im Testfeld vernachléssigbar [35]. Eine ndherungswei-
se klassische Behandlung des Testfeldes ist unter diesen Annahmen erlaubt. Die
Wechselwirklung zwischen dem Testfeld und den TLS wird dann beschrieben
durch

V = hg(JLA(t)e ™" + h.c.), (2.12)



wobei A(t) die (eventuell zeitabhéingige) Feldamplitude des Testfeldes bezeich-
net. Ebenfalls wurde hier die ‘Rotating-Wave-Approximation” durchgefiihrt. Die
Kopplungskonstante des Testfeldes ist mit g bezeichnet und wesentlich kleiner als
g. Der gesamte Hamiltonoperator fiir das Pump-Test-Experiment folgt damit als

H=Ho+ V. (2.13)

Fiir die Testabsorption ist die testinduzierte, lineare Polarisation P_(t) zu
bestimmen, die gegeben ist durch

P_(t) = mg(JV (). (2.14)

Hier bezeichnet <J£1)(t)> den Anteil des Erwartungswertes von (J_(t)), der linear
im Testfeld ist.
Das Absorptionsvermdgen A, des Testfeldes ist proportional zu

CIm([dtP_(t)A*(t) e™)
Jdt]A@)P?

A, (2.15)

Fiir ein Testfeld mit konstanter Feldamplitude A folgt das Absorptionsvermogen
aus dem Grenziibergang:

T iwt
A o — lim Im( [ dtP_(t)e )

2.1

Die testinduzierte Polarisation P_(t) 148t sich mittels zeitabhéngiger Storungs-
theorie bestimmen. Unter Anwendung der Kubo-Formel [36] folgt fiir stationéres
Pump- und Testfeld:

. t s
P.(t)e™ = ihg® lim / dt' (79 @t), O ()]) Ae =D (2.17)
—00 J_T

Hier bedeutet der hochgestellte Index (0), daf die Zeitentwicklung der Operatoren
beziiglich des Hamiltonoperators #, in (2.5) und damit in nullter Ordnung im
Testfeld zu bestimmen ist. Ein weiterer Anteil proportional zu A*, der schnell
oszilliert und folglich keinen Beitrag zu A, liefert, ist bereits in (2.17) fortgelassen
worden.

Ein expliziter Ausdruck fiir das Absorptionsvermogen (2.17) lafit sich mit
Hilfe der ‘Dressed States’ angeben. Es sollen Anfangszustinde mit j = N/2 be-
trachtet werden. Der nicht angeregte Zustand stellt einen Spezialfall fiir einen
solchen Anfangszustand dar, wobei hier zusétzlich m = —N/2 ist. Es kann sich
jedoch bei einem Zustand mit j = N/2 auch um einen optisch angeregten Zu-
stand handeln. Hier ist zu beachten, dafl im Falle der optischen Anregung die
Quantenzahl j erhalten bleibt. Es folgt fiir die Anfangszustédnde mit j = N/2 das
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Absorptionsvermogen zu

Ao oc whg 30 X g 0w —wp — (eu(k +1) = (k) —
k=0 pu(k), (k+1)

- ()Z( )g,iiff,k 5(w = wp — (eu(k) — ek — 1)) }. (2.18)

Da J? eine Erhaltungsgrofie darstellt, ist der Index j hier unterdriickt worden.

Fiir die Gewichtsfaktoren gfjﬂ),,k und g;(tju)’,k der jeweiligen Absorptionspeaks gilt:
G = Pk 10k 1T, )P
Gore = Fue [ = 1T, B)P. (2.19)

fur ist die effektive Besetzung der ‘Dressed State’ |u, k) und kann mit Hilfe des
Dichteoperators des Anfangszustands py ausgedriickt werden durch:

N/2

00
fur = 22 2 Puw (nomlp k) kin' m');

n,n'=0 m,m'=—N/2

pm,m’ _ <n',ml|p0|n,m>. (220)

n,n’

Wird ein Anfangszustand betrachtet, bei dem keine Verschrankung zwischen dem
Pumpfeld und den TLS besteht, d. h.

po = pP @ p"9), (2.21)

so hangt im allgemeinen die effektive Besetzung f, ; sowohl von Diagonal- als auch
von Nichtdiagonalelementen des Dichteoperators des Pumpfeldes pt) beziiglich
der Basis der Fockzustédnde {|n);n = 0,1,2,...} ab. Die Testabsorption wird
folglich vom Quantenzustand des Pumpfeldes mitbestimmt. Fiir den Sonderfall,
daf alle TLS zu Beginn in ihrem Grundzustand |g) sind, vereinfacht sich die
effektive Besetzung f,; zu

fuk = (n=k|pD I =k) (0= kym = —Nj2Ju K. (222)
Sie héngt hier nur noch von der Photonenstatistik des Pumpfeldes ab, die durch
pn = (n]p\)|n) (2.23)
gegeben ist. Fiir die lineare Testabsorption A, folgt:
Ay o TG Y Gugw 0w — wp — (e (b +1) — €u(k)))
k=0

Guare = (fure = furwd) [0 K+ 1T | ). (2.24)
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Dieser Ausdruck 148t die einfache Interpretation zu, dafl sich das Gewicht fiir die
Absorption von ‘Dressed State’ |, k) zu ‘Dressed State’ |i/, k + 1) aus dem Pro-
dukt von Ubergangsmatrixelement und Besetzungsdifferenz der ‘Dressed States’
ergibt.

Summenregel:

Fiir das Testabsorptionsspektrum 148t sich mit (2.16) und (2.18) und unter
Beriicksichtigung der Vertauschungsrelationen (2.4) die folgende Summenregel
ableiten:

/_°° dw A, = —2xhg?(JO(1)). (2.25)

Dabei bedeutet der Querstrich die zeitliche Mittelung des Erwartungswertes.

Da mit wachsender Pumpintensitéit die zeitgemittelte Inversion sich der Null
ndhert und folglich die Gesamtfliche unter dem Testabsorptionsspektrum nach
der Summenregel abnimmt, hat eine wachsende Pumpintensitit ein Ausbleichen
der Testabsorption zur Folge.

Semiklassische Testabsorption:

Um die Testabsorption fiir den Fall eines klassischen Pumpfeldes zu erhalten,
sind die Photonenoperatoren a' und a durch die Amplituden Se™»* und B*e*»?
zu ersetzen, wobei [ eine komplexe Zahl ist. Fiir die semiklassische Testabsorption
folgt dann bei einer anfanglichen Besetzung der Grundzusténde der TLS und bei
positiver Pumpverstimmung A > 0:

2

A, (1+%>25(w—wp—(2)—(1—%> 5(w—w,+0), (2.26)

wobei Q = \/4¢2|3|2 + A? die verallgemeinerte Rabifrequenz bezeichnet.

Das Testabsorptionsspektrum besteht fiir den semiklassischen Grenzfall aus
zwei Resonanzen mit unterschiedlichem Vorzeichen, die gegeniiber der Pumpfre-
quenz um die verallgemeinerte Rabifrequenz Q blau- bzw. rotverschoben sind. In
Abschnitt 2.3.1 wird das Testabsorptionsspektrum fiir den semiklassischen Fall
noch genauer diskutiert werden.
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2.2 Gequetschte Strahlungsfelder

Im Rahmen dieser Arbeit wird der optische Stark-Effekt unter anderem fiir quan-
tisierte Strahlungsfelder untersucht, die sich in einem gequetschten Zustand be-
finden. In diesem Abschnitt wird ein Uberblick iiber die Erzeugung und die Eigen-
schaften von gequetschten Zustinden gegeben. Ausfiihrliche Darstellungen sind
einer Reihe von Lehrbiichern [37, 38] oder Artikeln [39, 40] zu entnehmen.

2.2.1 Theoretische Beschreibung von
gequetschten Zustinden

Die Untersuchung von gequetschten Zustdnden des Strahlungsfeldes ist im letz-
ten Jahrzehnt ein wesentlicher Forschungsgegenstand in den Gebieten der Quan-
tenoptik und der nichtlinearen Optik geworden. Die experimentelle Erzeugung
dieser Zustdnde gelingt durch nichtlineare optische Prozesse, die es ermoglichen,
Quantenfluktuationen eines Strahlungsfeldes gezielt zu manipulieren [9, 41]. Ins-
besondere lassen sich auf diese Weise Lichtfelder préaparieren, bei denen Quan-
tenfluktuationen bestimmter Observablen (z. B. der Photonenzahl) unterhalb
der entsprechenden Quantenfluktuationen von Laserlicht liegen. Im englischen
Sprachraum hat sich fiir diese Art von Licht der Begriff des ‘Squeezed Light’ (=
gequetschtes Licht) etabliert.

Neben einigen potentiellen Anwendungsmoglichkeiten von gequetschtem Licht
in hochempfindlichen Interferometern oder in der Informationsiibertragung [42,
43] sind gequetschte Zustinde des Strahlungsfeldes auch aus theoretischer Sicht
von groflem Interesse, da sie sich klassisch nicht korrekt beschreiben lassen.

Ausgangspunkt fiir die theoretische Beschreibung eines gequetschten Zustands
ist der kohédrente Zustand oder Glauber-Zustand [44], der als Eigenzustand des
Photonenvernichters a definiert ist:

alay = ala). (2.27)

Ein solcher Zustand 148t sich mit Hilfe des Verschiebungsoperators D(«) darstel-
len:

o) = D(a) |0);  D(a) = e~ (2.28)

Er beschreibt den Zustand des Lichtfeldes, welches von einem (idealen) Laser
emittiert wird, der weit oberhalb seiner Schwelle und im Einmodenbetrieb be-
trieben wird [45].

Nun werden die sogenannten Quadraturkomponenten des Feldes eingefiihrt,
deren Erwartungswerte den Real- und Imaginérteil der komplexen Feldamplitude
liefern, und die definiert sind durch

x:%(a+aT); p:—%‘(a—af). (2.29)



13

Abbildung 2.2: Q-Funktion eines kohérenten Feldes.

Die Operatoren x und p sind in Analogie zum Orts- und Impulsoperator fiir den
harmonischen Oszillator zu sehen. Insbesondere vertauschen sie nicht und die
Varianzen der Erwartungswerte geniigen der Unschérferelation

Az Ap > —. (2.30)

RNy

Werden die Varianzen fiir den kohédrenten Zustand (2.28) ausgewertet, so folgt,
daf} es sich um einen Zustand mit minimalem Unschérfeprodukt und gleichen
Varianzen in beiden Komponenten handelt (Ax = Ap = 1/2).

Durchlauft ein Lichtfeld einen optischen parametrischen Oszillator (OPO),
so 14t sich die nichtlineare Wechselwirkung durch folgenden Hamiltonoperator
beschreiben [46]:

H = ih(fiafz—n*aQ) (2.31)

Dieser Hamiltonoperator fiihrt direkt auf den sogenannten Quetschoperator
Loeo 1,42 if
S(§) = exp (55 a —§£a ); E=re”, (2.32)

der angewandt auf den kohdrenten Zustand in (2.28) einen gequetschten Zustand
|, €) liefert. Fiir # = 0 sind die Varianzen der Quadraturkomponenten gegeben
durch

1 1
Arx=—-e" Ap=—e". 2.33
5 P=3 (2.33)
Der gequetschte Zustand hat wie der kohéirente Zustand ein minimales Unschérfe-
produkt, jedoch sind die Quantenfluktuationen in den beiden Quadraturkompo-
nenten nicht gleich grofl. Wéhrend sie in einer Komponenten unterdriickt (bzw. ge-
quetscht) sind, sind sie in der anderen erhoht.
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Abbildung 2.3: Q-Funktion eines gequetschten Feldes fiir # = 0 (amplitudenge-
quetscht, links) und fiir § = = (phasengequetscht, rechts).

Die Quantenfluktuationen von gequetschten Zustdnden lassen sich mit Hilfe
von quasiklassischen Amplitudenverteilungen veranschaulichen, die den Dichte-
operator des Feldes pf) in der Basis der kohérenten Zustéinde { |a)} reprisentie-
ren. Da die kohdrenten Zustédnde eine iibervollstdndige Basis darstellen, ist eine
quasiklassische Verteilungsfunktion nicht eindeutig definierbar. Die prominente-
sten Vertreter der quasiklassischen Verteilungsfunktionen sind die P-Funktion,
die Wigner-Funktion und die @-Funktion [47], wobei letztere hier betrachtet wer-
den soll. Die (Q-Funktion ist definiert durch

Qa) = ~ {alpa). (2.34)

In Abb. 2.2 ist die Q-Funktion eines kohdrenten Strahlungsfeldes gezeigt. Hier
sind die Fluktuationen der Amplitude symmetrisch um den Mittelwert verteilt.
In Abb. 2.3 sind die Q-Funktionen fiir zwei gequetschte Zustinde mit # = 0 und
0 = m gezeigt. Die Fluktuationen der (komplexen) Amplitude sind nun nicht mehr
symmetrisch verteilt, sondern sind fiir eine Komponente verringert (gequetscht),
wéhrend sie fiir die andere Komponente erhéht sind. Bildlich gesprochen ist die
urspriingliche Amplitudenverteilung des kohdrenten Zustands in Abb. 2.2 in ei-
ner bestimmten Richtung zusammengequetscht worden, die durch die Phase 6
festgelegt wird. Dieses Bild hat den Begriff der ‘Squeezed States’ motiviert.

2.2.2 Photonenstatistik von gequetschten Zustinden

Das Quetschen eines Strahlungsfeldes beeinflufit nicht nur die Quantenfluktuatio-
nen der Quadraturkomponenten, sondern auch die Quantenfluktuationen in der
Photonenzahl (Photonenstatistik) und der Phase. Wihrend die Photonenstatistik
pp fiir einen kohédrenten Zustand |a > einer Poissonverteilung geniigt

a2 ™

n!
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Abbildung 2.4: Photonenstatistik fiir ein phasengequetschtes (gestrichelte Kurve),
ein kohérentes (durchgezogene Kurve) und ein amplitudengequetschtes (gepunk-
tete Kurve) Strahlungsfeld fiir (a) [£| = 0,6, (b) |¢| =1,0.

weicht fiir einen gequetschten Zustand die Photonenstatistik von der Poissonsta-
tistik ab. Die Photonenstatistik des gequetschten Feldes wird durch folgenden
Ausdruck gegeben:

2

I

A e |y (L
nlu(2p) \/ 2|V

wobei 1 = cosh(|¢]), v = e?sinh(|¢]), 8 = pa +va*.  (2.36)

Pn

H,(z) ist das Hermite-Polynom n-ter Ordnung.

Bereits anhand der ()-Funktionen in Abb. 2.3 148t sich ablesen, daf} der ge-
quetschte Zustand mit # = 0 beziiglich des kohdrenten Zustands unterdriickte
Fluktuationen des Amplitudenbetrags und damit der Photonenzahl aufweist. Fiir
f = m sind hingegen die Quantenfluktuationen in der Phase unterdriickt und die
Quantenfluktuationen im Amplitudenbetrag (oder der Photonenzahl) erhoht. Im
folgenden wird deshalb bei # = 0 von einem amplitudengequetschten und bei
6 = m von einem phasengequetschten Strahlungsfeld gesprochen.

In Abb. 2.4 ist fiir zwei Quetschparameter die jeweilige Photonenstatistik des
amplitudengequetschten (gepunktete Kurve) und phasengequetschten (gestrichel-
te Kurve) Zustands mit der des kohdrenten Zustands (durchgezogene Kurve) bei
gleicher mittlerer Photonenzahl verglichen. Wéahrend der amplitudengequetschte
Zustand eine Subpoissonstatistik aufweist, zeigt der phasengequetschte Zustand
eine Verbreiterung der Photonenstatistik gegeniiber dem kohérenten Zustand. Die
Superpoissonstatistik des phasengequetschten Zustands ist zudem leicht asymme-
trisch. Bemerkenswert ist weiter, daf} fiir groe Quetschparameter || fiir den am-
plitudengequetschten Zustand Satelliten bei hoheren Photonenzahlen auftreten
(Abb. 2.4.b).

Experimentell wird gequetschtes Licht in der Regel mit Hilfe eines optischen
parametrischen Oszillators (OPO) erzeugt [48]. Es ist aber auch moglich, Quetsch-
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licht mit Hilfe anderer nichtlinearer optischer Prozesse herzustellen. Beispiels-
weise konnte gequetschtes Licht in der Frequenzverdopplung (‘Second Harmonic
Generation’) nachgewiesen werden [49]. Die maximalen Quetschparameter, die
experimentell bisher erzielt wurden, liegen bei || = 2 [41].

Der Nachweis von gequetschten Zustdnden erfolgt in der Regel in einer so-
genannten Homodynmessung [50], bei der das gequetschte Lichtfeld mit einem
starken kohirenten Lichtfeld an einem Strahlteiler gemischt wird. Das Differenzsi-
gnal der Photodetektoren in den beiden Ausgangskanilen des Strahlteilers liefert
Aufschluf} iiber die Quantenfluktuationen des gequetschten Lichtfeldes. Durch
Variation der Phase des starken Lichtfeldes 148t sich auflerdem der Zustand der
Strahlungsfeldes in einer Art tomographischem Verfahren vollstdndig bestimmen
[51]. Auf diese Weise gelang der indirekte Nachweis der Photonenstatistik von
gequetschten Zustanden des Strahlungsfeldes [52].
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Testabsorption

Abbildung 2.5: Semiklassische Testabsorption fiir 2 = 1,3 A. Die zusétzlich ein-
gezeichnete gestrichelte Kurve zeigt die unverschobene Testabsorption.

2.3 Der optische Stark-Effekt mit gequetschtem
Strahlungsfeld

In diesem Abschnitt wird der Einfluf} eines gequetschten Pumpfeldes auf den im
Pump-Test-Experiment nachgewiesenen optischen Stark-Effekt diskutiert. Im er-
sten Teilabschnitt wird dazu zunéchst als Bezugspunkt die Testabsorption fiir
ein klassisches Pumpfeld gezeigt. Im zweiten Teilabschnitt wird dann die Testab-
sorption fiir gequetschte Pumpfelder diskutiert, und zwar zunéchst fiir den Fall
eines TLS (Jaynes-Cummings-Modell). Im dritten Teilabschnitt werden dann die
Betrachtungen auf eine beliebige Zahl von TLS erweitert (Dicke-Modell). Im vier-
ten Teilabschnitt wird der Effekt der nichtklassischen Verstiarkung fiir das Dicke-
Modell vorgestellt. Die Zusatzeffekte, die aufgrund der quantisierten Behandlung
des Strahlungsfeldes auftreten, werden mit Hilfe der ‘Dressed States’ interpretiert.

2.3.1 Das Testabsorptionsspektrum mit klassischem
Pumpfeld

In Abb. 2.5 ist das Testabsorptionsspektrum fiir ein klassisches Pumpfeld gezeigt.
Die Pumpverstimmung A ist hier in der Groflenordnung der Rabifrequenz €.
Letztere ist durch = QQM definiert, wobei (n) die mittlere Pumpphotonen-
zahl bezeichnet. Diese ist proportional zur Intensitdt des Pumpfeldes. Das TLS
hat sich zu Beginn in seinem Grundzustand |g) befunden. Um Resonanzen end-
licher Breite zu erhalten, ist eine kleine homogene Verbreiterung von v = 0,05 €2
angenommen worden.

Das Spektrum besteht aus zwei Resonanzen A und B, welche gegeniiber der
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Testabsorption
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(w-w)/A (w-w)/A
Abbildung 2.6: Testabsorption fiir gequetschte Pumpfelder; Dreiecke: £ = —1,
Kreise: £ = 0, Quadrate: £ = 1. Weitere Parameter: A = 12¢g, (n)=60.

Pumpfrequenz um die verallgemeinerte Rabifrequenz Q = |/4¢2(n) + A2 verscho-
ben sind. Die Absorptionslinie A, welche das Spektrum dominiert, ist gegeniiber
der ungepumpten Absorption des TLS bei (w — wp,)/A = 1 (gestrichelte Kur-
ve) blauverschoben. Diese Verschiebung wird als optische Stark-Verschiebung be-
zeichnet. Zusétzlich tritt gespiegelt zur Pumpfrequenz w, eine kleine Resonanz B
auf, bei der das Testfeld verstarkt wird.

Der experimentelle Nachweis dieser beiden Komponenten des Spektrums ge-
lang zum ersten Mal 1977 [22] an Natriumatomen. An freien Exzitonen in Halb-
leitern wurde die blauverschobenen Resonanz A erst acht Jahre spiter detektiert
[24, 23]. Als noch problematischer erwies sich die Messung der verstérkenden
Resonanz B an freien Exzitonen, die erst 1997 gelang [25].

2.3.2 Das Jaynes-Cummings-Modell

Im folgenden soll die Testabsorption fiir &hnliche Parameter wie in Abb. 2.5 fiir
gequetschte Pumpfelder diskutiert werden, wobei zunéichst auf den Fall eines TLS
(N = 1) Bezug genommen wird. Der Hamiltonian Hq in (2.5) entspricht dann
dem des Jaynes-Cummings-Modells [53, 54].

Die Resonanzen A und B aus Abb. 2.5 treten fiir die quantisierte Behandlung
des Pumpfeldes ebenfalls in der Testabsorption auf. In Abb. 2.6 sind die entspre-
chenden Bereiche A und B fiir ein phasengequetschtes (Dreiecke), ein kohérentes
(Kreise) und ein amplitudengequetschtes (Quadrate) Pumpfeld gezeigt. Dabei
kennzeichnet jedes Symbol die Lage und Hohe einer Resonanzlinie. Der Vergleich
mit der jeweiligen in Abb. 2.4.b gezeigten Photonenstatistik zeigt, daf} sich ins-
besondere im Absorptionsbereich A die Photonenstatistik des Pumpfeldes direkt
in der Linienform der Einhiillenden aller Resonanzen widergespiegelt. Ahnliches
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Abbildung 2.7: Testabsorption fiir gequetschte Pumpfelder nahe der Pumpfre-
quenz; Dreiecke: £ = —1, Kreise: £ = 0, Quadrate: ¢ = 1. Weitere Parameter:
A = 12g, (n)=>60.

gilt fiir den verstdrkenden Bereich B.

Aufler den Resonanzen bei A und B treten fiir den Fall des quantisierten
Pumpfeldes zwei weitere Gruppen von Resonanzen nahe der Pumpfrequenz w,
auf. Diese sind in Abb. 2.7 gezeigt und mit C; und Cs bezeichnet. Die Frequen-
zachse ist hier gegeniiber Abb. 2.6 stark gestreckt worden. Die Resonanzen bei C}
und C5 hingen ebenfalls von der Photonenstatistik des Pumpfeldes ab, obwohl
sie letztere nicht direkt widerspiegeln. Die Resonanzen bei C; und C5 haben kein
Analogon bei klassischer Behandlung des Pumpfeldes.

Die in Abb. 2.6 und Abb. 2.7 gezeigten Resonanzen lassen sich mit Hilfe
der ‘Dressed States’ interpretieren. Da hier ein einzelnes TLS betrachtet wird,
werden jeweils zwei ‘Bare States’ {|n;m = —1),|n + 1;m = +1)} durch den
Hamiltonian H, in (2.5) gekoppelt. Die Energieaufspaltung der beiden Zustande
wird im ungekoppelten Fall (¢ = 0) durch die Pumpverstimmung A gegeben.
Im gekoppelten Fall (g # 0) sind die entsprechenden Eigenzustéinde durch die
‘Dressed States’ {|u1,k = n),|u2,k = n)} gegeben, die gegeniiber den ‘Bare
States” um die (n-abhéngigen) Energiedifferenzen

1
Ae, = j:§(\/4g2n + A% — A) (2.37)

verschoben sind

In Abb. 2.8 sind zwei Paare von ‘Dressed States’ auf der rechten Seite gezeigt.
Die entsprechenden ‘Bare States’ befinden sich auf der linken Seite. Die Aufspal-
tung eines Paares von ‘Dressed States’ wird durch die n-abhéngige verallgemei-
nerte Rabifrequenz Q, = \/4¢2n + A2 gegeben. Die eingezeichneten Uberginge
zwischen den ‘Dressed States’ korrespondieren mit den jeweiligen Resonanzen in
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Abbildung 2.8: ‘Dressed States’ fiir ein Zwei-Niveau-System (TLS).

Abb. 2.6 und Abb. 2.7. Aufgrund der n-abhingigen Aufspaltung der ‘Dressed
States’ tritt jeweils anstelle einer Resonanzlinie eine Schar von Resonanzlinien
fiir einen jeweiligen Bereich (A, B, C1, C3) auf.

Fiir die angenommene positive Pumpverstimmung A und den Anfangszu-
stand |g) des TLS ist der untere ‘Dressed State’ eines Paares stirker besetzt als
der obere. Die gesamte Besetzung eines Paares von ‘Dressed States’ beziiglich der
Anregungszahl n wird durch die Photonenstatistik p,, gegeben. Folglich fiihrt der
eingezeichnete Ubergang A zu einer Absorption des Testfeldes, wihrend der Uber-
gang B dessen Verstirkung bewirkt. Der Ubergang B triigt deshalb verglichen mit
Ubergang A mit kleinerem Gewicht zum Spektrum bei, da das Ubergangsmatri-
xelement hier wesentlich kleiner ist. Die ‘Dressed States’, die den Ubergéngen C
und C entsprechen, sind sehr dhnlich besetzt. Je nach Vorzeichen der Besetzungs-
differenz kann hier eine Verstarkung oder Absorption des Testfeldes erfolgen.

Mit wachsender Pumpverstimmung A néahert sich die Besetzung des unteren
‘Dressed State’ eines Paares zur Anregungszahl n der Photonenstatistik p,. Des-
halb spiegelt fiir eine ausreichend grofle Pumpverstimmung A, die hier in der
GroBenordnung der (mittleren) Rabifrequenz €2 gewéhlt ist, die Einhiillende der
Resonanzen bei A die Photonenstatistik nahezu direkt wider.

Neben den gequetschten Zustdnden 148t sich mit dem Pump-Test-Experiment
auch die Photonenstatistik der Laseremission in Abhéngigkeit vom Pumppara-
meter des Lasers untersuchen. In einem einfachen Laser-Modell wird die Photo-
nenstatistik des Laserlichtes gegeben durch [45]

_ ()"
Pn = mpo-

Dabei ist r der Pumpparameter des Lasers, der die Pumprate relativ zur Laser-

(2.38)
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Abbildung 2.9: Photonenstatistik der Laseremission fiir unterschiedliche Pumppa-
rameter. Durchgezogene Kurve: r = 1, 5; gestrichelte Kurve: » = 1, 03; gepunktete
Kurve: r = 0, 98; mittlere Photonenzahl: (n) = 100.
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Abbildung 2.10: Testabsorptionsspektren fiir die Photonenstatistik der Lasere-
mission aus Abb. 2.9. Parameter: N = 1, A = 12g. Es ist eine homogene Ver-
breiterung von v = 0,4g angenommen worden.
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schwelle angibt. Der dimensionslose Parameter # hingt von den Zerfallsraten des
oberen und unteren Laserniveaus ab. Ist der Pumpparameter » wesentlich grofier
als Eins, so wird die Photonenstatistik durch eine Poissonverteilung gegeben,
wahrend bei kleinem r sich die Statistik einer thermischen Verteilung néhert.
In Abb. 2.9 ist die Photonenstatistik der Laseremission fiir drei unterschiedli-
che Pumpparameter r gezeigt. Dabei entspricht die durchgezogene Kurve einem
Laser, der deutlich oberhalb seiner Schwelle betrieben wird (r = 1,5), die ge-
strichelte Kurve einem Laser, der knapp oberhalb seiner Schwelle betrieben wird
(r = 1,03) und die gepunktete Kurve einem Laser, der unterhalb der Schwelle
betrieben wird (r = 0, 98).

Die entsprechenden Testabsorptionsspektren im optischen Stark-Effekt sind
in Abb. 2.10 gezeigt. Im absorbierenden Bereich A spiegelt sich die Photonen-
statistik der Laseremission direkt wider. Im verstirkenden Bereich B gilt dies
allerdings nur fiir den Laser, der oberhalb der Schwelle betrieben wird. Fiir eine
Photonenstatistik, bei der kleine Photonenzahlen dominieren, entspricht die Li-
nienform im verstirkenden Bereich B nicht mehr direkt der Photonenstatistik.
Fiir die Photonenstatistik unterhalb der Laserschwelle ist die Linienform im Be-
reich B stark abgerundet. Der Grund hierfiir ist, daf§ die Matrixelemente fiir die
Uberginge B hin zu sehr kleinen Photonenzahlen stark abnehmen.

Beim experimentellen Nachweis der r-Abhéngigkeit der Photonenstatistik in
der Laseremission tritt das Problem auf, dal bei den zu erwartenden geringen
Intensitdten unterhalb der Pumpschwelle eine optische Stark-Verschiebung nur
noch schwer nachweisbar ist. Hier bietet das gequetschte Licht den Vorteil, dafl
es sich auch mit groBeren Intensititen erzeugen laft [48].

Der Nachweis des optischen Stark-Effekts in einem Pump-Test-Experiment
bietet insgesamt die Moglichkeit zur direkten Messung der Photonenstatistik.
Dies ist gegeniiber der Homodynmessung ein Vorteil, da dort die Photonenstati-
stik nur indirekt aus den Daten der Quantentomographie bestimmt wird.

2.3.3 Testabsorption fiir das Dicke-Modell

Die Untersuchungen des vorangegangenen Teilabschnitts werden nun auf den Fall
von mehreren TLS (N > 1) erweitert (Dicke-Modell) [55]. Zunéchst soll der
einfachste Fall von zwei TLS (N = 2) betrachtet werden. In Abb. 2.11 ist das
Testabsorptionsspektrum fiir zwei TLS und ein kohérentes Pumpfeld gezeigt,
wobei jeder Punkt die Lage und Hohe einer Resonanzlinie kennzeichnet.
Verglichen mit den Ergebnissen des Jaynes-Cummings-Modells (N = 1) tre-
ten hier zwei bemerkenswerte Zusatzeffekte auf. Erstens bestehen die Resonanzen
in den Bereichen A und B aus jeweils zwei Untergruppen von Resonanzen unter-
schiedlicher Hohe, die im ‘Inset’” von Abb. 2.11 mit A; und A, bezeichnet sind.
Als Folge wiirde eine starke Variation der Testabsorption bei kleinen Anderun-
gen der Testfrequenz auftreten. Die Einhiillende der Resonanzen bei A spiegelt
weiterhin die Poissonstatistik des kohdrenten Pumpfeldes wider. Zweitens treten
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Abbildung 2.11: Testabsorption fiir ein kohé&rentes Pumpfeld fiir N = 2. Weitere
Parameter: A = 12¢g, (n)=60.

sehr kleine zusétzliche Resonanzen auf, die in Abb. 2.11 mit C' und D bezeichnet
sind. Diese Resonanzen sind um mehr als eine Pumpverstimmung A gegeniiber
den Resonanzen bei A bzw. B blau- bzw. rotverschoben.

Mit Hilfe der ‘Dressed States’ fiir zwei TLS konnen die Unterstrukturen und
die zusédtzlichen Resonanzen interpretiert werden. Fiir den Fall, daf} sich die TLS
zu Beginn in ihrem Grundzustand |g) befinden, werden jeweils drei ‘Bare States’
gleicher Anregungszahl gekoppelt, namlich {|n,m = —1),|n — 1,m = 0),|n —
2,m = 1)}, wobei der Abstand zwischen den ‘Bare States’ fiir ¢ = 0 durch die
Pumpverstimmung A gegeben ist. Die drei daraus resultierenden ‘Dressed States’
{lp1, k = n), |pa, k = n), |ps, k = n)} sind gegeniiber den ‘Bare States’ aufgrund
des optischen Stark-Effekts verschoben.

In Abb. 2.12 sind auf der rechten Seite zwei energetisch benachbarte Tripletts
von ‘Dressed States’ dargestellt. Auf der linken Seite sind die entsprechenden
‘Bare States’ eingezeichnet. Die Uberginge korrespondieren mit den jeweiligen
Resonanzbereichen in Abb. 2.11.

Da in Abb. 2.11 eine positive Pumpverstimmung A von der Gréflenordnung
der (mittleren) Rabifrequenz Q angenommen wurde, folgt fiir die Besetzungsver-
teilung innerhalb eines Tripletts von ‘Dressed States’, dafl der untere Zustand
stiarker besetzt ist als der mittlere und dieser wiederum stérker besetzt ist als
der obere. Folglich fiihrt der in Abb. 2.12 eingezeichnete Ubergang A; zu einer
starkeren Absorption als der Ubergang A,. Da die Ubergangsfrequenzen fiir die
beiden Ubergéinge sehr #hnlich sind, entstehen auf diese Weise eng benachbar-
te Resonanzen sehr unterschiedlicher Héhe im Bereich A. Analog lassen sich die
Unterstrukturen der Resonanzen bei B erkléren.



24

ﬁ |p3(n+1)>

[1; n-1> ’
A
| Iy (+1)>
A,
A
o “Illo
BZ
) ' ' |p3(n)>
1 n-2>  — B,
[0; n-1> ' |Hz(n)>
[-1; n> e N
I (n)>

Abbildung 2.12: ‘Dressed States’ fiir N = 2.

Die zusétzlichen Resonanzen bei C' und D folgen aus der gréfleren Zahl der
‘Dressed States’ innerhalb eines Multipletts und der damit verbundenen gréfleren
Zahl von mdoglichen Ubergingen. Die Besetzungsverteilung innerhalb eines Tri-
pletts erkliart, warum die Resonanzen bei C' zu einer Testfeldverstirkung fiihren,
wiahrend die Resonanzen bei D das Testfeld absorbieren. Die geringe Hohe der
Resonanzen bei C' und D riihrt von den kleinen Ubergangsmatrixelementen her.

Wird die Pumpverstimmung A wesentlich kleiner als die (mittlere) Rabifre-
quenz €2 gewihlt, so konnen sich die Besetzungsverhéltnisse innerhalb eines Mul-
tipletts von ‘Dressed States’ dramatisch dndern. Fiir den Fall N = 2 nimmt die
Besetzung des unteren ‘Dressed State’ innerhalb eines Tripletts mit der Pump-
verstimmung A ab, wihrend die des mittleren ‘Dressed State’ anwéchst. Dies ist
in Abb. 2.13 wiedergegeben, wo die Besetzungen des mittleren ‘Dressed State’
(durchgezogene Linie) und des unteren ‘Dressed State’ (gestrichelte Linie) in
Abhéngigkeit von der Pumpverstimmung A gezeigt sind. Die Gesamtbesetzung
des betrachteten Tripletts wurde dabei auf Eins normiert. Bemerkenswert ist, dafl
die Besetzungsdifferenz zwischen dem unterem und dem mittleren ‘Dressed State’
bei kleiner Pumpverstimmungen A das Vorzeichen wechselt. Dies hat Konsequen-
zen fiir die Anordnung der Untergruppen im Bereich A der Testabsorption. In
Abb. 2.14 ist dazu die Testabsorption fiir unterschiedliche Pumpverstimmungen
A gezeigt. Hier kennzeichnen Kreise Resonanzen entsprechend dem Ubergang
Ay in Abb. 2.12, wihrend Dreiecke Resonanzen entsprechend dem Ubergang A
markieren. Mit sinkender Pumpverstimmung wandern die beiden Untergruppen
durcheinander hindurch (vgl. Abb. 2.14.b und Abb. 2.14.c), bis die Resonanzen
der Untergruppe A; schliefilich das Testfeld verstérken (Abb. 2.14.a).

Mit steigender Zahl N der TLS wichst die Komplexitdt des Schemas der
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Abbildung 2.13: Besetzung der ‘Dressed States’ innerhalb des Tripletts mit n = 60
fiir zwei TLS (N = 2) in Abhéngigkeit von A. Gestrichelte Kurve: Besetzung des
unteren ‘Dressed State’; durchgezogenen Kurve: Besetzung des mittleren ‘Dressed
State’.
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Abbildung 2.14: Testabsorption fiir N = 2 (Bereich A) fiir unterschiedliche Pump-
verstimmungen: (a) A = 4g, (b) A = 8¢, (¢) A = 12g. Kreise: Resonanzen zur
Untergruppe A, Dreiecke: Resonanzen zur Untergruppe A,. Weitere Parameter:
(n) =60, £ =0.
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Abbildung 2.15: Testabsorption fiir sechs Zwei-Niveau-Systeme. Parameter: A =
12g, (n) =60, £ = 0.

‘Dressed States’ an. Der Grund hierfiir ist, dafl die Zahl der jeweils gekoppelten
‘Bare States” durch 2N + 1 gegeben wird (n > N vorausgesetzt) und demnach
die Zahl der ‘Dressed States’ innerhalb eines Multipletts mit N anwéchst. Als
Folge wichst die Zahl der Untergruppen von Resonanzen in den Bereichen A und
B mit N an. In Abb. 2.15 ist beispielsweise die Testabsorption in den Bereichen
A und B fiir sechs TLS (N = 6) gezeigt. Es treten jeweils sechs Untergruppen
von Resonanzen auf. Im Bereich A verstirkt dabei eine Untergruppe sogar das
Testfeld, wiahrend im verstdrkenden Bereich B das Testfeld von einer Untergruppe
von Resonanzen absorbiert wird. Die Einhiillende der Resonanzen im Bereich A
spiegelt die angenommene Poissonstatistik des Pumpfeldes wider.

Die Messung der Unterstrukturen erfordert eine grofie spektrale Auflosung, die
experimentell aufgrund homogener und inhomogener Verbreiterung in der Regel
schwer erreichbar ist. In den folgenden Betrachtungen wird deshalb eine homogene
Verbreiterung ~ fiir die Resonanzen angenommen, die so grof} ist, da} nur noch
die Einhiillende der Resonanzen in den Spektren erscheint. Diese Einhiillende
spiegelt dann fiir den Fall einer Pumpverstimmung in der Gréenordnung der
(mittleren) Rabifrequenz die Photonenstatistik des Pumpfeldes wider.

2.3.4 Nichtklassische Verstirkung

Zum Abschlufl dieses Abschnitts soll ein weiterer Effekt diskutiert werden, der
an die quantisierte Beschreibung des Pumpfeldes gebunden ist. In Abb. 2.16.a
wird der Bereich A der Testabsorptionsspektren fiir unterschiedlich gequetschte
Pumpfelder und fiir zehn TLS (N = 10) gezeigt. Im Unterschied zur bisherigen
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Abbildung 2.16: (a) Testabsortion mit nichtklassischer Verstérkung fiir zehn TLS
und unterschiedlich gequetschte Pumpfelder. Gestrichelte Kurve: ¢ = 0, 5; durch-
gezogene Kurve: ¢ = 0; strichpunktierte Kurve: £ = —0,5. (b) Testabsorption
fiir zwei unterschiedliche Zahlen N von TLS fiir £ = 0,5. Weitere Parameter:
A = 3g, (n) =60, vy =0,8g.

Diskussion wurde hier eine Pumpverstimmung A angenommen, die wesentlich
kleiner als die mittlere Rabifrequenz €2 ist. Aufgrund der angenommenen homo-
genen Verbreiterung von v = 0, 8¢ sind die Unterstrukturen nicht mehr aufgelost.

Bemerkenswert ist, dafl innerhalb der Resonanzen bei A eine Verstarkung auf-
taucht. Da diese Verstiarkung bei klassischer Behandlung des Pumpfeldes nicht
auftreten wiirde, wird sie als nichtklassische Verstirkung bezeichnet. Die Linien-
form héngt auch im Bereich der nichtklassischen Verstirkung von der gequetsch-
ten Photonenstatistik des Pumpfeldes ab, obschon letztere nicht direkt widerge-
spiegelt wird.

Der Effekt der nichtklassischen Verstarkung héngt stark von der Zahl N der
TLS ab. In Abb. 2.16.b ist der Bereich A der Testabsorption fiir zwei unter-
schiedliche Zahlen N von TLS gezeigt. Wahrend im Fall von zehn TLS ein deut-
licher nichtklassischer Verstdrkungseffekt auftritt, ist im Falle von einem TLS
keine Verstirkung zu erkennen. Der nichtklassische Verstiarkungseffekt wiirde bei
N =1 erst bei einer wesentlich kleineren Pumpverstimmung A einsetzen.

2.3.5 Zusammenfassung von Abschnitt 2.3

e In dem diskutierten Pump-Test-Experiment spiegelt die Linienform der
blauverschobenen Testabsorption (Bereich A) die Photonenstatistik des ge-
quetschten Pumpfeldes wider, wenn die Pumpverstimmung in der Gréfen-
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ordnung der Rabifrequenz gewihlt wird.

e Fiir mehr als ein TLS treten bei hoher Auflésung feine Unterstrukturen in
den Spektren auf. Auch sind kleine zuséitzliche Resonanzen zu erwarten.

e Fiir kleine Pumpverstimmungen tritt eine Verstdrkung innerhalb der blau-
verschobenen Resonanz auf. Diese nichtklassische Verstarkung wird durch
kollektive Effekte zwischen den TLS erheblich beeinfluf3t.
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2.4 Das phasenempfindliche
Absorptionsspektrum

Im vorangegangenen Abschnitt wurde die Testabsorption fiir den Fall untersucht,
daf sich die TLS zu Beginn in ihrem Grundzustand |g) befinden. Die Linien-
form im optischen Stark-Effekt hdngt dann nur von den Diagonalelementen der
Dichtematrix des Pumpfeldes ab, sprich von seiner Photonenstatistik. In diesem
Abschnitt sollen Anfangszustdnde der TLS betrachtet werden, bei denen Nicht-
diagonalelemente der Dichtematrix der TLS p("™5) nicht verschwinden. Nach den
Gleichungen (2.20) und (2.21) héngt dann die effektive Besetzung f,; und mit
dieser die Testabsorption auch von Nichtdiagonalelementen der Dichtematrix des
Pumpfeldes pf) ab. Die Nichtdiagonalelemente von p'/) charakterisieren unter
anderem Phaseneigenschaften des quantisierten Pumpfeldes. Das Testabsorpti-
onsspektrum im optischen Stark-Effekt wird somit phasenempfindlich.

Die Nichtdiagonalelemente von p(T%5) lassen sich mit Hilfe eines resonanten
Praparationspulses optisch anregen. Durch geeignete Wahl der Dauer und In-
tensitdt des Pulses lassen sich die verschiedensten kohdrenten Superpositions-
zustinde herstellen. Die Anregung von Nichtdiagonalelementen von p(T*5) ist
gleichbedeutend mit der Erzeugung einer Polarisation, welche ohne Wechselwir-
kung mit Pump- oder Testfeld mit der Ubergangsfrequenz w, — w, oszilliert Die
Phase dieser Oszillation relativ zur Phase des Pumpfeldes 148t sich durch eine
definierte Zeitverzégerung zwischen dem Préparationspuls und dem Pumpfeld
steuern. Ein solches Verfahren ist in der Literatur auch als ‘Coherent Control’
bekannt [56, 57].

2.4.1 Die phasenempfindliche Testabsorption fiir
das Jaynes-Cummings-Modell

Die phasenempfindlichen Effekte sollen in diesem Teilabschnitt fiir den Fall eines
TLS (Jaynes-Cummings-Modell) erldutert werden. Es wird ein Anfangszustand

wie in (2.21) angenommen, wobei fiir die Dichtematrix des TLS pl7=%) gilt:
P = 1) (],
mit |p) =c_|g) + cyle). (2.39)

Zunichst wird die Testabsorption fiir die beiden Anfangszustinde |¢). mit

1

)+ = \/5(|9> + [e)) (2.40)

untersucht. Der blauverschobene Bereich der Testabsorption (Bereich A) ist fiir
die beiden Anfangszusténde |¢)4 in Abb. 2.17 gezeigt. Es wurde ein amplituden-
gequetschtes Pumpfeld angenommen. Abhéngig von der Phase der kohérenten
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Abbildung 2.17: Testabsorption fiir die Anfangszustinde |¢p), (durchgezogene
Kurve) und |¢)_ (gestrichelte Kurve). Parameter: A = 12¢g, (n) = 40, £ = 1,2,
v = 0,1g. Die gepunktete Kurve zeigt das Spektrum, bei dem kiinstlich die
Nichtdiagonalelemente des Pumpfeldes auf Null gesetzt wurden.

Superposition kommt es zu einer Absorption (gestrichelte Kurve) oder zu einer
Verstarkung (durchgezogene Kurve) des Testfeldes. In der Linienform werden die
charakteristischen Satelliten der amplitudengequetschten Photonenstatistik sicht-
bar (vgl. dazu Abb. 2.4.b). Es ist jedoch zu beachten, dafl die Testabsorption in
Abb. 2.17 fast ausschliefilich durch die Nichtdiagonalelemente der Dichtematrix
des Pumpfeldes p¥) bestimmt wird. Um dies zu zeigen, wurden in einer weiteren
Berechnung der Testabsorption die Nichtdiagonalelemente von ptf) kiinstlich auf
Null gesetzt. Es ergibt sich fiir beide Anfangszustéinde die gepunktete Kurve in
Abb. 2.17, die bis auf kleine Oszillationen im wesentlichen eine Nullinie darstellt.

Das phasensensitive Verhalten 148t sich mit Hilfe der ‘Dressed States’ inter-
pretieren. Da der Fall N = 1 betrachtet wird, koppeln je zwei ‘Bare States’ zu
einem Paar von ‘Dressed States’ (siehe dazu Abb. 2.8). Dabei stellt der obere
‘Dressed State’ eines Paares eine kohirente Uberlagerung der ‘Bare States’ dar,
bei der die Koeffizienten das gleiche Vorzeichen haben. Beim unteren ‘Dressed
State’ haben die Koeffizienten ein entgegengesetztes Vorzeichen. Da fiir den An-
fangszustand |¢), des TLS die Koeffizienten der kohirenten Uberlagerung das
gleiche Vorzeichen haben, ist der obere ‘Dressed State’ eines Paares hier stirker
besetzt als der untere wie es in Abb. 2.18.a skizziert ist. Der eingezeichnete Uber-
gang A fithrt zu einer Verstirkung des Testfeldes. Fiir den Anfangszustand |¢)
148t sich das analoge Argument benutzen. Da hier die Koeffizienten mit entge-
gengesetztem Vorzeichen auftreten, ist der untere ‘Dressed State’ eines Paares
stirker besetzt als der obere (Abb. 2.18.b). Der eingezeichnete Ubergang A fiihrt
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Abbildung 2.18: Dressed-State-Schema zur Interpretation der Spektren in
Abb. 2.17. Die Kreise deuten die Besetzungen der ‘Dressed States’ fiir die An-
fangszustiande (a) |¢), und (b) |¢)_ an.

zu einer Absorption des Testfeldes. Die Vorzeichen der Resonanzen in Abb. 2.17
lassen sich auf diese Weise verstehen.

Im folgenden werden die phasenempfindlichen Effekte in Abhingigkeit von
der Inversion des Anfangszustands untersucht. Die betrachteten Anfangszustinde
sind von der Form

[0+ = leille) £ [e-]lg). (2.41)
Der Erwartungswert der Inversion dieser Anfangszustinde wird gegeben durch
1
(J5) = el =le-P). (2.42)

Abb. 2.19 und Abb. 2.20 zeigen in Abhéngigkeit von der Inversion der Anfangs-
zustinde |¢), und |¢)  den blauverschobenen Bereich der Testabsorption (Be-
reich A). Das Pumpfeld wurde in einem amplitudengequetschten Zustand ange-
nomimen.

Fiir den Anfangszustand |¢), geht mit steigender Inversion die absorbieren-
de Resonanz in eine verstirkende iiber (Abb. 2.19). Bemerkenswert ist hier, daf
die Verstiarkung des Testfeldes bereits deutlich unterhalb der Inversion Null ein-
setzt. Fiir den Anfangszustand |¢)  wichst zunéchst die absorbierende Resonanz
mit steigender Inversion, um dann bei einer Inversion oberhalb der Null wieder
abzufallen und in eine verstirkende Resonanz iiberzugehen (Abb. 2.20). Dieses
Verhalten widerspricht der Intuition, da eigentlich mit steigender Inversion ein
Ausbleichen der Testabsorption zu erwarten ist.

In beiden Fillen, sowohl bei |¢), als auch bei |¢) , gibt die Linienform der
Testabsorption die charakteristischen Satelliten der amplitudengequetschten Pho-
tonenstatistik des Pumpfeldes wieder.
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Abbildung 2.19: Testabsorption in Abhéngigkeit von der Inversion des Anfangs-
zustands |¢), . Parameter: A = 12¢g, (n) =40, (¢ =1,5, vy =0, 1g.

Testabsorption

Abbildung 2.20: Testabsorption in Abhéngigkeit von der Inversion des Anfangs-
zustands |¢)_. Parameter: A = 12¢g, (n) =40, =1,5, vy =0, 1g.
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Abbildung 2.21: Testabsorption fiir die Anfangszustinde (a) |¢); und (b) |¢)_
fiir N = 2 aus (2.43). Parameter: A = 12¢g, (n) =44, { =1,5.

2.4.2 Die phasensensitive Testabsorption fiir das
Dicke-Modell

Im Fall des Dicke-Modells (N > 1) treten dhnliche phasensensitive Effekte auf,
wie sie im vorangegangenen Teilabschnitt fiir das Jaynes-Cummings-Modell dis-
kutiert wurden. Wird eine hohe spektrale Auflésung angenommen, so erscheinen
die aus Abb. 2.11 bereits bekannten Unterstrukturen im Testabsorptionsspek-
trum. Es soll dazu der Fall zweier TLS (N = 2) betrachtet werden. Die Anfangs-
zustédnde @)+ der TLS, die zu denen aus (2.40) analog sind, lassen sich in der
Basis der Drehimpulszusténde {|j, m)} schreiben als

9y = =(i=1,m=-1)£V2li=1,m=0)+]j=1,m=1)).(2.43)

In Abb. 2.21 ist die durch den optischen Stark-Effekt blauverschobene Testab-
sorption (Bereich A) fiir die beiden Anfangszustinde |¢p). gezeigt, wobei wieder
ein amplitudengequetschtes Pumpfeld angenommen wurde. Jedes Symbol mar-
kiert hier die Lage und Hohe einer Resonanzlinie.

Analog zu Abb. 2.17 fiihrt der Anfangszustand |¢), zu einer Verstirkung
(sieche Abb. 2.21.a), wihrend der Anfangszustand |¢)_ zu einer Absorption fiihrt
(sieche Abb. 2.21.b). Zudem sind analog zu Abb. 2.11 zwei Untergruppen von Reso-
nanzen unterschiedlicher Hohe erkennbar, die sowohl im Fall der Verstiarkung als
auch der Absorption auftreten. Die Einhiillenden der Resonanzen spiegeln charak-
teristische Satelliten der amplitudengequetschten Photonenstatistik des Pumpfel-
des wider.
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2.4.3 Zusammenfassung von Abschnitt 2.4

Mit Hilfe eines Praparationspulses lassen sich phasenempfindliche Anfangs-
zustinde herstellen. Im optischen Stark-Effekt spielen dann die Nichtdia-
gonalelemente der Dichtematrix des Pumpfeldes eine wichtige Rolle.

Die Testabsorption hingt fiir die Anfangszusténde |¢) aus (2.40) fast aus-
schliefllich von den Nichtdiagonalelementen der Dichtematrix des Pump-
feldes ab. Phasenabhingig wird im blauverschobenen Resonanzbereich des
Spektrums das Testfeld verstarkt bzw. absorbiert.

Phasenempfindliche Effekte kénnen zu einer Verstarkung des Testfeldes un-
terhalb der Anfangsinversion Null fiihren.

Phasenempfindliche Effekte konnen dazu fiithren, dafy die absorbierende Re-
sonanz mit steigender Anfangsinversion anwichst anstatt auszubleichen.

Im Fall von mehr als einem TLS entstehen auch bei phasenempfindlichen
Anfangszustidnden Unterstrukturen in den Resonanzen.
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Abbildung 2.22: Drei-Niveau-System fiir die Autler-Townes-Spektroskopie.

2.5 Alternative spektroskopische Methoden zur
Zustandsmessung eines quantisierten
Strahlungsfeldes

In den vorangehenden Abschnitten wurde gezeigt, dafl ein Pump-Test-Experiment
zum Nachweis des optischen Stark-Effekts die Moglichkeit bietet, Eigenschaften
des Quantenzustands eines Strahlungsfeldes spektroskopisch zu messen. Neben
dem Pump-Test-Experiment ermdoglichen auch verwandte spektroskopische Ver-
fahren eine solche Messung.

Zwei dieser alternativen spektroskopischen Methoden sollen in diesem Ab-
schnitt kurz beschrieben werden. Es sind zum ersten die Autler-Townes-Spektroskopie
und zum zweiten der Nachweis des Spektrums der Resonanzfluoreszenz. Da die
Messung des Quantenzustands eines Strahlungsfeldes in den beiden Verfahren
ebenfalls auf dem optischen Stark-Effekt basiert, stehen sie in engem Zusammen-
hang mit dem bisher diskutierten Pump-Test-Experiment.

2.5.1 Autler-Townes-Spektroskopie

Der Vorschlag, den Zustand eines Quantensystems mit Hilfe von Autler-Townes-
Spektroskopie nachzuweisen, geht auf M. S. Zubairy zuriick [58, 59]. Die Autler-
Townes-Spektroskopie erfordert ein Drei-Niveau-System, beispielsweise eines mit
kaskadierter Niveauanordnung, wie es in Abb. 2.22 gezeigt ist.

Es wird angenommen, dafl das System durch optische Anregung in den An-
fangszustand |g) priapariert wird. Auf dem Ubergang {|g) +— |e)} wird ein
monochromatisches Pumpfeld der Frequenz w, resonant eingestrahlt. Nachgewie-
sen wird das Fluoreszenzspektrum, welches beim Spontanzerfall in das unterste
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Abbildung 2.23: Autler-Townes-Spektrum fiir (n) = 60, v = 0,4g fiir unter-
schiedlich gequetschte Pumpfelder. Gepunktete Kurve: £ = 1; gestrichelte Kurve:
¢ = —1; durchgezogene Kurve: ¢ = 0.

Niveau |b) entsteht. Die spontane Zerfallsrate auf dem Ubergang {|g) — [b)}
wird mit v bezeichnet.
Wird das Pumpfeld quantisiert behandelt, so ergibt sich fiir das Fluoreszenz-
spektrum der Ausdruck [58]
52
nzo Prl@n =07 ¥ 624

(2.44)

Hier beschreibt g wiederum die Kopplung des Zwei-Niveau-Systems (TLS) {|g) +—
le)} an das Pumpfeld. 0 = w — wy, bezeichnet die Verstimmung der Nachweis-
frequenz relativ zur Frequenz wy, des Ubergangs {|g) — |b)}, der als Moni-
toriibergang dient. p, ist die Photonenstatistik des Pumpfeldes.

In Abb. 2.23 ist das Fluoreszenzspektrum fiir ein amplitudengequetschtes (ge-
punktete Kurve), ein phasengequetschtes (gestrichelte Kurve) und ein kohérentes
Pumpfeld (durchgezogene Kurve) gezeigt. Das Spektrum besteht aus zwei Reso-
nanzlinien, die gegeniiber der ungestérten Frequenz des Monitoriibergangs um
die halbe mittlere Rabifrequenz 2 = 2g\/® rot- bzw. blauverschoben sind. Die
Verschiebung erfolgt aufgrund des optischen Stark-Effekts, der durch die Wech-
selwirkung des TLS {|g) <— |e)} mit dem Pumpfeld verursacht wird. Die Linien-
form der verschobenen Resonanzen spiegelt die Photonenstatistik des Pumpfeldes
direkt wider, wie der Vergleich mit Abb. 2.4.b zeigt.

Wird ein Anfangszustand prépariert, der aus einer kohirenten Uberlagerung
der Niveaus |e) und |g) besteht, so ist das Autler-Townes-Spektrum auch abhéngig
von Nichtdiagonalelemente der Dichtematrix des Pumpfeldes [59]. Dies ist in en-
ger Analogie zu den in Abschnitt 2.4 diskutierten phasenempfindlichen Effekten
im Pump-Test-Experiment zu sehen.
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Abbildung 2.24: Spektrum der Resonanzfluoreszenz fiir unterschiedlich gequetsch-
te Pumpfelder mit (n) = 60. Gepunktete Kurve: ¢ = 1; gestrichelte Kurve:
¢ = —1; durchgezogene Kurve: ¢ = 0. Es wurde eine phdnomonologische ho-
mogene Verbreiterung von v = 0, 4g eingefiihrt.

2.5.2 Das Spektrum der Resonanzfluoreszenz

Als zweite alternative Methode, den Quantenzustand eines quantisierten Strah-
lungsfeldes spektroskopisch zu vermessen, soll der Nachweis des Spektrums der
Resonanzfluoreszenz diskutiert werden. Dazu wird ein TLS mit den Zustdnden
le) und |g) betrachtet, welches mit einem resonanten monochromatischen Pump-
feld der Frequenz w, wechselwirkt. Die dadurch entstehende Resonanzfluoreszenz
wird mit einem Spektrometer nachgewiesen.

Uberschreitet die (mittlere) Rabifrequenz Q die spontane Zerfallsrate vy des
oberen Niveaus |e), so besteht das Spektrum der Resonanzfluoreszenz aus drei
Resonanzen, die als Mollow-Triplett bekannt sind [60, 61]. Die zentrale Resonanz
liegt bei der Pumpfrequenz w,. Symmetrisch dazu befinden sich die beiden weite-
ren Resonanzen, welche relativ zur Pumpfrequenz um die (mittlere) Rabifrequenz
Q rot- bzw. blauverschoben sind. Die Verschiebung entsteht aufgrund des opti-
schen Stark-Effekts, der durch die Wechselwirkung des TLS mit dem Pumpfeld
hervorgerufen wird.

Das Spektrum der Resonanzfluoreszenz berechnet sich im wesentlichen aus
der Fouriertransformierten der zweizeitigen Polarisationskorrelationsfunktion fiir
die jeweilige Nachweisfrequenz w des Spektrometers [38]:

S(w) o Tlgrgo%/()T dtRe{/Ooo dr (J, (1) J(t+r)>eim}. (2.45)

Die Zeitentwicklung der J-Operatoren ist beziiglich des Hamiltonoperators H, in
(2.5) mit A =0 zu bestimmen.



38

Mit Hilfe der ‘Dressed States’ 148t sich der Ausdruck (2.45) weiter auswerten.
Fiir ein TLS, welches sich zu Beginn im Grundzustand |g) befindet, folgt:

Sw) o< Yo Guwndw —wy — (eu(n) — € (n—1)),
n=1 p(n)u (n-1)

mit Guyprn = Do [ (nym = =1/2\u, k = n)* (g, k = n — 1T _|u, k = n)|*.
(2.46)

Hier wurden die Bezeichnungen aus Abschnitt 2.1 iibernommen. Es folgt, daf}
das Spektrum der Resonanzfluoreszenz explizit von der Photonenstatistik p,, des
Pumpfeldes abhiangt.

In Abb. 2.24 ist das Spektrum der Resonanzfluoreszenz fiir die unterschiedlich
gequetschten Pumpfelder aus Abb. 2.4.b gezeigt. Es wurde phénomenologisch eine
homogene Verbreiterung v der Resonanzlinien eingefiihrt. Die Photonenstatistik
des Pumpfeldes spiegelt sich auch hier in den beiden durch den optischen Stark-
Effekt verschobenen Resonanzen wider.
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2.6 Zusammenfassung von Kapitel 2

Im optischen Stark-Effekt lassen sich Quanteneigenschaften eines Strahlungsfel-
des detektieren. Dazu ist in diesem Kapitel ein Pump-Test-Experiment zum Nach-
weis des optischen Stark-Effekts diskutiert worden. Die Linienform der blauver-
schobenen Resonanz im Testabsorptionsspektrum spiegelt die Photonenstatistik
des Pumpfeldes direkt wider, wenn die Pumpverstimmung von der Groéfienord-
nung der (mittleren) Rabifrequenz gewihlt ist. Bei quantisierter Behandlung des
Pumpfeldes treten zuséitzliche Resonanzen nahe der Pumpfrequenz auf, die kein
klassisches Analogon haben.

Fiir mehr als ein TLS (Dicke-Modell) enthalten die verschobenen Resonanzen
Unterstrukturen, die eine starke Variation der Testabsorption bei kleinen Ande-
rungen der Testfrequenz zur Folge haben. Die Komplexitdt der Unterstruktueren
nimmt mit wachsender Zahl der TLS zu. Es treten im Vergleich zu einem TLS
noch weitere zusitzliche Resonanzen auf, die sich klassisch nicht interpretieren
lassen.

Bei einer Pumpverstimmung, die wesentlich kleiner als die (mittlere) Rabi-
frequenz ist, befindet sich innerhalb der blauverschobenen Absorptionslinie ein
Bereich, in dem das Testfeld verstéirkt wird. Da das Auftreten dieser Verstarkung
eine quantisierte Beschreibung des Pumpfeldes erfordert, wird sie in dieser Ar-
beit als nichtklassische Verstidrkung bezeichnet. Der Effekt der nichtklassischen
Verstirkung héngt stark von der Zahl der TLS ab.

Die Linienform im optischen Stark-Effekt erweist sich als abhéngig von Nicht-
diagonalelementen der Dichtematrix des Pumpfeldes, wenn vorher die TLS in
einen kohérenten Uberlagerungszustand der jeweiligen Niveaus optisch angeregt
wurden. Die phasensensitiven Effekte kénnen zu einer Testfeldverstdrkung ohne
Anfangsinversion oder zu einem anormalen Ausbleichverhalten fiihren.

Neben dem hier diskutierten Pump-Test-Experiment gibt es verwandte Me-
thoden, den Quantenzustand eines Strahlungsfeldes spektroskopisch zu messen.
Sie beruhen ebenfalls auf der Detektion des optischen Stark-Effekt. Diskutiert
wurden die Autler-Townes-Spektroskopie und der Nachweis des Spektrums der
Resonanzfluoreszenz.

Der experimentelle Nachweis der in diesem Kapitel vorgestellten Effekte ist
noch nicht erfolgt. Der Grund ist, daf§ eine grofle Kopplung zwischen den TLS und
den Pumpphotonen realisiert werden muf}, die zumindest in der Groflenordnung
der Dissipationsrate liegt, was experimentell eine grofle Herausforderung darstellt.
Diese Voraussetzung kann in Experimenten mit Resonatoren hoher Giite [14, 62],
Mikroresonatoren [63, 64, 15] oder ‘Microcavities’ [16, 65] erfiillt werden.



Kapitel 3

Der optische Stark-Effekt im

Dicke-Modell
in Dichtematrixniherung

Im Kapitel 2 wurde der Einfluf} eines gequetschten Pumpfeldes auf die Linienform
im optischen Stark-Effekt diskutiert. Die Berechnung der gezeigten Spektren be-
ruhte hier auf einer Bestimmung der ‘Dressed States’. Die Diagonalisierung des
Hamiltonoperators Hy in (2.5) ist dazu erforderlich. Sie ist jedoch nur fiir eine
moderate Zahl N von TLS moglich, da der Hamiltonoperator #, in unabhéngige
Untermatrizen der maximalen Dimension 2N + 1 zerféllt.

In diesem Kapitel wird das Pump-Test-Experiment mit einer Dichtematrixtheo-
rie beschrieben, die die ndherungsweise Berechnung der Testabsorption ermdoglicht.
Der Vorteil dieses Verfahrens ist, dafl im Gegensatz zur Diagonalisierung von #,
der numerische Aufwand unabhingig von der Zahl N der TLS ist. Durch Ver-
gleich der gendherten Resultate mit exakten Ergebnissen fiir moderate Zahlen
von TLS wird die Giiltigkeit der Dichtematrixndherung gepriift.

Im ersten Abschnitt dieses Kapitels werden die Dichtematrixgleichungen fiir
die Berechnung der Testabsorption abgeleitet, wobei hier Korrelationen zwischen
unterschiedlichen TLS nidherungsweise behandelt werden. Die Entkopplung wird
so durchgefiihrt, daf sie in nullter Ordnung im Testfeld innerhalb von Unterrdum-
en definierter Anregungszahl erfolgt.

Im zweiten Abschnitt wird dann der Giiltigkeitsbereich der Dichtematrixnihe-
rung (DMN) durch Vergleich mit exakten Ergebnissen diskutiert.

Im dritten Teil wird eine erweiterte Dichtematrixniherung (EDMN) vorge-
stellt, bei der Korrelationen zwischen Paaren von TLS voll beriicksichtigt werden.
Diese Erweiterung ist wichtig fiir die quantitative Bestimmung der Testabsorption
im Bereich der nichtklassischen Verstdrkung.

40



41

3.1 Dichtematrixgleichungen

Fiir die Berechnung der linearen Testabsorption mufl nach den Gleichungen (2.14)
und (2.15) der im Testfeld lineare Anteil des Erwartungswertes (.J_(t)) bestimmt
werden. In diesem Abschnitt sollen dazu Dichtematrixgleichungen fiir (J_(¢)) und
die gekoppelten Grolen abgeleitet werden.

Der Anfangszustand ist in (2.21) gegeben, wobei zusétzlich angenommen wer-
den soll, daf} sich die TLS in ihrem jeweiligen Grundzustand |g) befinden. Ist der

Operator ,05321, gegeben durch
N N
,05321, = |n,m= —5> <n’,m =3 (3.1)

so lafit sich der Erwartungswert eines Operators (O(t)) darstellen als

O@1) = 3 A0 A0 0. (3.2)

n,n’

{|n,m)} sind dabei die bereits in (2.10) eingefiihrten ‘Bare States’, wobei die
Quantenzahl j = N/2 wieder unterdriickt wurde. (O(t)),,, ist definiert durch

(OO = Tr(p",0(t)). (3.3)

pgf ,)l, bezeichnet die Matrixelemente der Dichtematrix des Pumpfeldes.

Der lineare Anteil im Testfeld von (J_(¢)), der im folgenden wieder mit
(J(_l)(t)> bezeichnet wird, hangt fiir obige Anfangsbedingung nach (2.17) nur von
Diagonalelementen der Dichtematrix des Pumpfeldes ab. Es folgt nach (3.2):

GOW) = 3 ), (3.4

wobei p, die Photonenstatistik des Pumpfeldes bezeichnet. (J™(¢)), kann dabei
als linearer Anteil im Testfeld des Erwartungswertes von J_ fiir ein Pumpfeld mit
n Photonen interpretiert werden.

Die Dichtematrixgleichungen fiir (J_(¢)), und die gekoppelten Grofien fol-
gen direkt aus den Heisenbergschen Bewegungsgleichungen, wobei der Hamilton-
operator H aus Gleichung (2.13) verwendet wird. Es entsteht, wie {iblich, eine
nichtabbrechende Hierarchie gekoppelter Differentialgleichungen.

In dem ersten Satz von Gleichungen koppelt (J_(t)), an Erwartungswerte,
die linear in J-Operatoren sind, ndmlich {aJs, a?J, }, den Erwartungswert von a
und an Erwartungswerte von Operatoren, die quadratisch in J-Operatoren sind,
namlich {J3.J_,aJ3}. Weiter treten Erwartungswerte von Operatoren des ersten
Typs multipliziert mit dem Anregungszahloperator K auf. Fiir diese Operatoren
wird dann ein neuer Satz von Gleichungen aufgestellt, in denen obige Operatoren
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multipliziert mit & und K? auftreten und so fort. Wird zudem die Erhaltung des
Gesamtdrehimpulses J2 aus (2.8) ausgenutzt, so folgen mit den Abkiirzungen

¢ = ( an,a J+, )T,
<¢>£z#) — <¢( n) >n7 n= 071727"'7
¥ = (0,-2J57_, 4aJ?0)T
(¥)y (P(K = n)")n; p=0,1,2,... (3.5)

die Bewegungsgleichungen

(10 — wp + M) (@) + D (o)™ + g () =
= 3{0uo(To(t))n + (1 = 0,u0) (T1(t))n} A (3.6)
In diesen Gleichungen sind Terme proportional zu A* bereits fortgelassen worden,

da sie keinen Beitrag zum linearen Anteil im Testfeld von (J_(t)), liefern. Die
Matrizen M ,, und D sind gegeben durch

—-A 2g 0 0
gln—5 —1) 0 —g 0
M, = 2 NEY
0 —29(n—%) A —gN(F+1) (3.7)
—g 0 0 0
0 0 00
g 0 00
D =10 2500 (38)
0 0 00

Die Vektoren Iy und I, auf der rechten Seite von Gleichung (3.6) sind definiert
durch

I, = (=2Js, aJg, 0, 0)7,
T
I - (% (% + 1) — Jy(Js 4+ 1), adsds, aJ2, aJ+) . (3.9
Die Erwartungswerte (Io(t)), und (I;(£)), sind fiir die Bestimmung von (J™(£)),,
in nullter Ordnung im Testfeld zu berechnen.

Um aus (3.6) ein abgeschlossenes System von Gleichungen zu erhalten, wer-
den Korrelationen zwischen unterschiedlichen TLS n&herungsweise entkoppelt.
Diese Korrelationen sind in Erwartungswerten enthalten, die quadratisch in J-
Operatoren sind und die die allgemeine Form (J;.JoC),, haben. Hier bezeichnen
Ji und Jy zwei (nicht notwendig verschiedene) J-Operatoren aus {J, J_, Js}. C
bezeichnet einen globalen Operator des Systems, der sich aus den Operatoren af,
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a und K zusammensetzt. (J;J2C'),, wird vor der Entkopplung in Erwartungswerte
von J-Operatoren zerlegt, die sich auf einzelne TLS beziehen:

(J112C0) = > (J1pd2,Ch + DD (J1pd2C)y. (3.10)

v v o vi#y

Die Erwartungswerte in der Doppelsumme beschreiben Korrelationen zwischen
unterschiedlichen TLS und werden wie folgt entkoppelt:

<J1,VJ2,1/’O>n =~ <J1,1/>n<J2,1/’C>n + <J2,V’>n<J1,VC>n - <J1,V>n<J2,V’>n<C>n
fir v # 0/ (3.11)

In nullter Ordnung im Testfeld erfolgt damit die Entkopplung innerhalb von
Unterrdumen der Anregungszahl n. Wird auflerdem beachtet, dafl aufgrund iden-
tischer TLS beispielsweise der Zusammenhang

N{Jip)n = (Ji)n (3.12)

gilt, so folgt fiir (1p(t))") der geniherte Ausdruck

WO = L0 G0), (3.13)
mit
0 0 0 0
1 — 2522 (J5(t))n 0 0 0
Bl 0SSR, 0 N - a5 | O
0 0 0 0

Fiir (J%(¢)),, sind die Erwartungswerte in den Komponenten von L, (t) in (3.14)
in nullter Ordnung im Testfeld zu bestimmen.
Fiir (I,(t)) folgt mit entsprechender Entkopplung:

SR OR ~ (6(0),
Ly, = | G ()g ) a() S | (3.15)

(@) J 4 (8))n

In der zweiten und dritten Komponente von (I4(t)), sind in (3.15) bereits Terme
fortgelassen worden, die keinen Beitrag in nullter Ordnung im Testfeld liefern. Es
folgt ein geschlossenes lineares Differentialgleichungssystem fiir <J(,1)(t))n und die
gekoppelten Groflen, welches noch aus unendlich vielen Gleichungen besteht:

(i0 — wp + My + gLa() (¢ () + D(¢ () =
= G {0uo{Lo(®))n + (1= du0)(T1(t))n}A™, 1 =0,1,2,. (3.16)
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Da die Inhomogenitéiten in (3.16) fiir 4 > 1 unabhingig von g sind und die
Anfangsbedingung (¢ (t))® = 0 gilt, 18t sich das Gleichungssystem (3.16)
mit dem Ansatz

(@)Y = G00u0xn(t) + (1= 0,0)C, () Ac™* (3.17)

in folgendes endliche Gleichungssystem iiberfiihren:

(@0 + (W = wp) + My + gLn(t)) x,,(t) + DC, (1) = (Lo(t))n
(10 + (w = wp) + My + gLn(t) + D)(,(t) = (Li(t))n. (3.18)

Die Testabsorption folgt nach den Gleichungen (2.14) und (2.16) aus Kapitel 2
direkt aus dem zeitlichen Mittelwert der ersten Komponente von x,,(t)

A, o —hg? > pyIm (Xn(t) ‘1. Komponente) : (3.19)
n=0

Dichtematrixgleichungen fiir die Inversion
und die photonassistierte Polarisation

Fiir die Dichtematrixgleichungen (3.18) sind als Eingangsgrofien die Erwar-
tungswerte der Inversion (J3(t)),, und der photonassistierten Polarisation (a.J, (t)),
in nullter Ordnung im Testfeld zu berechnen. Dazu sind weitere Bewegungsglei-
chungen fiir diese Groflen abzuleiten. Mit den hermiteschen Operatoren

pPD=ad, +dJ., P =—i(aJ, —da'J) (3.20)

lauten die Bewegungsgleichungen fiir die Inversion und die photonassistierte Po-
larisation in nullter Testfeldordnung:

at<t]3>n = 9<p(_)>n
o (p™M), = —AP),
N -1

H(p N, = AP, —4g (n — T) (J3)n — gN (g + 1> + 69(J33.21)

Um ein geschlossenes Gleichungssystem zu erhalten, wird der Erwartungswert
(J3(t)), mit Hilfe der Entkopplung (3.11) genéhert als

(B = 7+ (B0 (322

Mit der Anfangsbedingungen (Js(t9)), = —N/2, (p)(tg)), = 0, (P (te))n = 0
folgt unter Kombination der ersten und zweiten Gleichung aus (3.21):

A

PP (W) = 5 <<J3(t)>n + %) : (3.23)
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Fiir die Inversion (Js(t)), ergibt sich mit Hilfe der dritten Gleichung aus (3.21)
eine nichtlineare Differentialgleichnung zweiter Ordnung

(3 + 02— 2*(N — D)) — 64" L(he)2 =
= _%(92@\1 —1)+ A%, (3.24)

wobei Q,, = /4¢%n + AZ die verallgemeinerte Rabifrequenz fiir n Pumpphotonen
ist.

Diese Gleichung hat eine eindeutige, iiberall endliche Losung, die sich durch
die elliptischen Jacobi-Funktionen sn(, ) [66] ausdriicken l&8t:

(T(6)) = —% (1 U (%t k)) , (3.25)

2
Wy

wobei folgende Abkiirzungen verwendet wurden:
QO L Q) O — )2
W, = n n : kn — n n .
2 <Q$ﬁ + Q%‘)>
QF = \/492 (\/ﬁ + /N — 1)2 + A2, (3.26)

Da die Beziehung w? > 4¢’n gilt, ist gewéhrleistet, daf§ der Erwartungswert
(J5(t))y fiir alle Zeiten ¢ auch in der Dichtematrixnéiherung im physikalisch er-
laubten Wertebereich [—N/2; N/2] bleibt.

Anders verhélt es sich mit dem Erwartungswert der Pumpphotonenzahl (afa),,
fiir den in Dichtematrixndherung gilt:

(ala)y, = n (1 AN (“—’“”t; kn)> . (3.27)

Dieser Ausdruck ist nur positiv definit, falls die Bedingung n > N(1 — %)
erfiillt ist. Das bedeutet, daf} fiir sehr kleine Pumpverstimmungen A kombiniert
mit einer groffen Zahl N von TLS unphysikalische (negative) Ergebnisse fiir die
Pumpphotonenzahl auftreten kénnen.

Der Parameterbereich, der im weiteren Verlauf der Arbeit betrachtet wird,
setzt Pumpverstimmungen mit A > 2g voraus. In diesem Bereich treten keine

unphysikalischen (negativen) Ergebnisse fiir die Pumpphotonenzahl auf.
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Abbildung 3.1: (a) Zeitentwicklung der Inversion in DMN fiir ein kohérentes
Pumpfeld (gestrichelte Kurve) im Vergleich mit der exakten Zeitentwicklung
(durchgezogene Kurve) fiir N = 10. (b) Zeitentwicklung der Inversion in DMN fiir
unterschiedlich gequetschte Pumpfelder. Durchgezogene Kurve: £ = 0; gepunkte-
te Kurve: £ = 0,7; gestrichelte Kurve: ¢ = —0,7. Weitere Parameter: A = 8¢,
(n) = 60.

3.2 Ergebnisse der Dichtematrixniherung

In diesem Abschnitt wird untersucht, in welchem Parameterbereich die Dichte-
matrixgleichungen (3.18) giiltig sind. Dazu werden die Ergebnisse der Dichtema-
trixndherung (DMN) mit exakten Ergebnissen fiir moderate Zahlen N von TLS
verglichen.

Im ersten Teilabschnitt werden zunéchst die Ergebnisse fiir die Inversion
in nullter Testfeldordnung diskutiert. Im zweiten Teilabschnitt wird dann das
Testabsorptionsspektrum in der DMN betrachtet.

3.2.1 Ergebnisse fiir die Inversion

In Abb. 3.1.a ist die Zeitentwicklung der Inversion in nullter Testfeldordnung
fiir zehn TLS (N = 10) und ein kohérentes Pumpfeld gezeigt. Die durchgezogene
Kurve gibt die exakte Zeitentwicklung wieder, wihrend die gestrichelte Kurve die
Ergebnisse der Dichtematrixndherung darstellt. Aufgrund der Unschérfe in der
Photonenzahl des kohérenten Zustands erfolgt ein Kollaps der Rabioszillationen.
Dieser Kollaps wird in der Dichtematrixtheorie quantitativ richtig beschrieben,
wie der Vergleich der exakten mit der gendherten Kurve zeigt.

In Abb. 3.1.b ist die Zeitentwicklung der Inversion fiir unterschiedlich ge-
quetschte Pumpfelder gezeigt, wobei die dargestellten Kurven im Rahmen der
DMN berechnet wurden. Im Vergleich zum kohérenten Feld erfolgt der Kollaps
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Abbildung 3.2: Zeitentwicklung der Inversion fiir ein kohdrentes Pumpfeld (a)
exakt, (b) DMN. Weitere Parameter: N = 10, A = 8¢, (n) = 60, £ = 0.

der Rabioszillationen fiir ein phasengequetschtes Feld schneller (gestrichelte Kur-
ve), wihrend er im Fall des amplitudengequetschten Feldes langsamer erfolgt
(gepunktete Kurve). Die exakten Ergebnisse sind aus Griinden der Ubersicht-
lichkeit in Abb. 3.1.b nicht gezeigt. Sie stimmen jedoch auch hier gut mit den
Ergebnissen der DMN iiberein.

Wahrend der Kollaps der Rabioszillationen quantitativ richtig in der DMN
beschrieben wird, liefert letztere keine quantitativen Ergebnisse fiir Details der
Zeitentwicklung im Langzeitbereich, wie Abb. 3.2 zeigt. Hier ist die Zeitentwick-
lung der Inversion fiir ein kohdrentes Pumpfeld fiir einen groflen Zeitbereich von
mehreren hundert Rabizyklen zu sehen. Die Kurve in Abb. 3.2.a ist die exakte
Zeitentwicklung, die mit den Ergebnissen der DMN in Abb. 3.2.b verglichen wird.
Es treten fiir grofie Zeiten die sogenannten ‘Revivals’ [67] der Rabioszillationen
auf, und zwar sowohl in den exakten als auch in den gendherten Ergebnissen. Es
gibt hier jedoch keine quantitative Ubereinstimmung in den Details. Lediglich die
Zeitpositionen, an denen die ‘Revivals’ auftreten, sind ungefdhr gleich.

Allerdings stimmen die gendherten und exakten Zeitmittelwerte fiir die Inver-
sion sehr gut iiberein (bis auf 107*). Dies ist entscheidend, da die zeitgemittelte
Inversion eine Eingangsgrofie zur Berechnung der Testabsorption darstellt.

3.2.2 Ergebnisse fiir die Testabsorption

In diesem Teilabschnitt wird die Testabsorption in der DMN mit der exakten ver-
glichen. Nach Gleichung (3.19) wird die Testabsorption durch den Zeitmittelwert
der Grofle x,,(t) bestimmt. Die Integration der Diffentialgleichungen (3.18) kann
umgangen werden, indem die Zeitmittelwerte direkt in diese eingefiihrt werden.
Wird dabei beriicksichtigt, dafl die Zeitmittel der ¢-Ableitungen verschwinden
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Abbildung 3.3: Testabsorption fiir N = 5 und ein kohérentes Pumpfeld. Durch-
gezogene Kurven: Berechnung mit (3.29), gestrichelte Kurven: Integration der
Dichtematrixgleichungen (3.18). Weitere Parameter: N = 5, A = 16g, (n) = 60,

v =0,8g.

und zudem folgende Ndherung gemacht:

L(t) xn(8) = Li(t) xn(t);  La(t) Cu(t) = Li(t) C,(t),  (3.28)
so folgt aus (3.18) ein lineares Gleichungssystem fiir die zeitgemittelten Grofien
Xn(t) und ¢, (2):

([w—wp] +iv + My + gLn(t) x,(t) + D ¢,(t) = (To(t))n

([w—=wpl +iv + My + gLi(t) + D) (1) = (I1(t))n- (3.29)
Gegeniiber (3.18) ist hier eine Dampfungskonstante + eingefiihrt worden, welche
dissipative Effekte phdnomenologisch beschreibt. Die Eingangsgrofien in (3.29)
sind die zeitgemittelte Inversion (Js(t)),, die zeitgemittelte photonassistierte Po-
larisation (a.Jy(t)),, sowie die Zeitmittel der Produkte (J53(t)), (a.J;(t)), und
(J5(t))2. Die Grofien konnen, wie oben gezeigt, mit guten Genauigkeit aus der
Losung der Dichtematrixgleichungen in nullter Ordnung im Testfeld (3.21) be-
stimmt werden.

Zunichst soll der Einflufl der Ndherung in (3.28) auf die Ergebnisse fiir die
Testabsorption iiberpriift werden. In Abb. 3.3 wurde die Testabsorption fiir ein
koharentes Pumpfeld mit zwei Methoden berechnet. Zum einen wurden die Dich-
tematrixgleichungen fiir die zeitgemittelten Groflen (3.29) verwendet (durchgezo-
gene Kurven). Zum anderen wurden die Dichtematrixgleichungen in (3.18) nu-
merisch integriert und anschlieend die Zeitmittelwerte berechnet (gestrichelte
Kurven). Fiir die blauverschobene Absorption (Bereich A) in Abb. 3.3.b, stim-
men die beiden Kurven hervorragend iiberein, wéhrend im Bereich der Testfeld-
verstirkung in Abb. 3.3.a die Kurven leicht voneinander abweichen. Folglich hat
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Abbildung 3.4: Exakte (durchgezogene Kurven) und genéherte (gestrichelte Kur-
ven) Testabsorption fiir ein kohérentes (¢ = 0) und ein phasengequetschtes
(¢ = —0,8) Pumpfeld. Parameter: N =5, A = 16¢, (n) = 60, v =0, 8¢.

die Ndherung (3.28) nur einen kleinen Einfluf§ auf die Ergebnisse fiir die Testab-
sorption, senkt jedoch den Berechnungsaufwand wesentlich. Bei den im folgenden
dargestellten Ergebnissen sind daher stets die zeitgemittelten Dichtematrixglei-
chungen (3.29) benutzt worden.

In Abb. 3.4 ist die Testabsorption in DMN fiir ein kohérentes und ein pha-
sengequetschtes Pumpfeld mit der exakten verglichen. Die exakten Kurven sind
die durchgezogenen, wihrend die gestrichelten Kurven den Resultaten der DMN
entsprechen. Die Pumpverstimmung A ist in der Gréfienordnung der (mittleren)
Rabifrequenz Q gewéhlt, und die mittlere Pumpphotonenzahl (n) iiberschreitet
die Zahl N der TLS wesentlich (N/(n) = 0,08). Abgesehen von einer leichten
Verschiebung zwischen der exakten und genédherten Testabsorption im blauver-
schobenen Bereich (Abb. 3.4.b), ist die Ubereinstimmung zwischen exakten und
gendherten Ergebnissen gut. Insbesondere wird der Einflufl der Photonenstatistik
auf die Linienform im Rahmen der Dichtematrixndherung richtig beschrieben.

Fiir Pumpverstimmungen, die wesentlich kleiner als die (mittlere) Rabifre-
quenz sind, verschlechtern sich die Ergebnisse der DMN. Insbesondere gilt dies
fiir Pumpverstimmungen, bei denen die in Abschnitt 2.3.4 diskutierte nichtklas-
sische Verstiarkung auftritt (Abb. 3.5). Hier gibt es keine quantitative Uberein-
stimmung zwischen den exakten und geniherten Ergebnissen. Der Effekt der
nichtklassischen Verstdrkung wird in der DMN erheblich unterschétzt. Um die
nichtklassische Verstirkung im Rahmen einer Dichtematrixtheorie quantitativ zu
beschreiben, miissen die bisher entkoppelten Paarkorrelationen voll beriicksich-
tigt werden. Dies wird Gegenstand des néchsten Abschnitts 3.3 sein.

Vorher sollte erwiahnt werden, dafl die DMN auch keine guten Ergebnisse lie-
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Abbildung 3.5: Exakte (durchgezogene Kurven) und genéherte (gestrichelte Kur-
ven) Testabsorption fiir ein kohdrentes Pumpfeld (£ = 0) im Bereich der nicht-
klassischen Verstirkung. Parameter: N = 10, A = 3g, (n) = 60, v = 0, 8g.
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Abbildung 3.6: Exakte (durchgezogene Kurven) und geniherte (gestrichelte Kur-
ven) Testabsorption fiir ein kohérentes Pumpfeld (¢ = 0) fiir N/(n) = 0, 5. Para-
meter: N = 30, A = 16¢, (n) = 60, v = 0, 8¢.
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fert, falls sich die Zahl N der TLS der mittleren Photonenzahl (n) ndhert. Dies ist
in Abb. 3.6 demonstriert, wo die Testabsorption fiir ein Verhéltnis N/(n) = 0,5
gezeigt ist. Die DMN liefert hier keine quantitative Beschreibung fiir die Lage und
Hoéhe der Resonanzen. Die Form der Resonanzen wird allerdings qualitativ erfafit.
Die Ergebnisse der DMN werden in diesem Parameterbereich deshalb schlechter,
da die ndherungsweise behandelten Korrelationen, welche durch das quantisier-
te Pumpfeld vermittelt werden, mit wachsendem Verhéltnis N/(n) einen immer
grofleren Einflufl auf die Testabsorption haben. Eine Verbesserung der DMN fiir
diesen Parameterbereich kann durch eine volle Beriicksichtigung héherer Korre-
lationen in den Dichtematrixgleichungen erreicht werden.

3.2.3 Zusammenfassung von Abschnitt 3.2

e Die Dichtematrixndherung liefert fiir die zeitgemittelte Inversion in nullter
Testfeldordnung eine sehr gute Ubereinstimmung mit der exakten (~ 1074).
Die Details der Zeitentwicklung der Inversion werden im Langzeitbereich
von mehreren hundert Rabizyklen allerdings nicht quantitativ richtig be-
schrieben.

e Fiir eine Pumpverstimmung in der Groenordnung der (mittleren) Rabifre-
quenz und einer Zahl von TLS, die die mittlere Pumpphotonenzahl wesent-
lich unterschreitet, liefert die DMN gute Ergebnisse fiir die Testabsorption
im optischen Stark-Effekt.

e Die ndherungsweise Entkopplung von Korrelationen unterschiedlicher TLS
reicht fiir eine quantitative Beschreibung der nichtklassischen Verstirkung
nicht aus. Ebenso verhélt es sich, wenn sich das Verhiltnis der Zahl der
TLS zur mittleren Pumpphotonenzahl N/(n) der Eins néhert.
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3.3 Dichtematrixgleichungen mit Paarkorrelationen

Im letzten Abschnitt wurde gezeigt, dafy die ndherungsweise Behandlung der Kor-
relationen zwischen unterschiedlichen TLS in (3.11) nicht fiir eine quantitative
Beschreibung der nichtklassischen Verstirkung ausreicht (siehe Abb. 3.5).

In diesem Abschnitt wird dieser Mangel durch eine erweiterte Dichtema-
trixndherung (EDMN) behoben, bei der Paarkorrelationen zwischen unterschied-
lichen TLS voll beriicksichtigt werden. Erst hohere Korrelationen zwischen drei
unterschiedlichen TLS werden ndherungsweise entkoppelt.

3.3.1 Ableitung der erweiterten Dichtematrixgleichungen

In diesem Teilabschnitt wird ein erweiterter Satz von Dichtematrixgleichungen fiir
den linearen Anteil im Testfeld von (J_(t)), abgeleitet, in dem Paarkorrelationen
voll beriicksichtigt sind. Die Eingangsgrofien sind wieder die Inversion (J3(t)),
und die an diese gekoppelten Gréflen in nullter Ordnung im Testfeld. Zunéchst
sollen die erweiterten Dichtematrixgleichungen fiir (J3(¢)), betrachtet werden.

Erweiterte Dichtematrixgleichungen fiir die Inversion

In den Dichtematrixgleichungen fiir die Inversion ist im Abschnitt 3.1 der
Erwartungswert (J2(t)), in (3.22) genihert worden. Da dieser Erwartungswert
Paarkorrelationen zwischen unterschiedlichen TLS beinhaltet, wird er in der er-
weiterten Dichtematrixtheorie nicht entkoppelt, sondern es werden weitere Bewe-
gungsgleichungen fiir diesen Erwartungswert und die verkniipften Grofien abge-
leitet.

(J2(t)),, koppelt an Erwartungswerte weiterer Operatoren, die ebenfalls Paar-
korrelationen zwischen unterschiedlichen TLS beinhalten, namlich (a.J, Js), und
(a®J%),. Weiter treten Terme auf, die Korrelationen zwischen drei unterschied-
lichen TLS beinhalten, némlich (J2), und (aJ,J3),. Um ein abgeschlossenes
System von Dichtematrixgleichungen zu erhalten, werden diese Terme genéhert,
indem Korrelationen zwischen drei unterschiedlichen TLS entkoppelt werden.

Die allgemeine Form der zu ndhernden Erwartungswerte ist (C' JiJo j3)n, wobei
Ji, Jo und J; drei Operatoren aus {J4,J_,J5} sind und C ein globaler Opera-
tor ist, der sich aus a', @ und K zusammensetzt. Zunichst wird <C’j1j2j3>n in
Erwartungswerte beziiglich der einzelnen TLS zerlegt:

<Cj1j2j3>n — Z <CJI,I/J;,I/J;,I/>H + Z Z <CJI,I/J;,V‘]?:V’>H +

v v oyl

S CT T s + 3 S AC Ty Ja T3 ) +

v Vv v vy

+Z Z Z <CJI,VJ2~,V’ J3~,V”>n- (330)

v V’#V 1/”#1/’
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Die Erwartungswerte in der letzten Summe werden in Analogie zu (3.11) néhe-
rungsweise entkoppelt:

(C Ty Tow Tanhn == (CJ1udawhn {Japmdn + (C Ty Taunn (Jauhn +
A (C o T3 ) (Trw)n = (CTrwdn (J2w)n (T )m
—{(C oV (Trwdn Tz ) — (C Tz (J1uhn (T2
+{(Cn (Trwhn (T2 hn (T3 )n
(3.31)

Die Entkopplung wird wieder so durchgefiihrt, daf} sie in nullter Ordnung im Test-
feld innerhalb eines Unterraumes konstanter Anregungszahl erfolgt. Wird diese
Entkopplung auf den Erwartungswert (a.J, i J, 3J,7 3), angewandt, so geniigt sie
nicht der Anregungszahlerhaltung. Wéhrend namlich der Operator aJ, 1 J,/ 3J,7 3
mit dem Anregungszahloperator I in (2.7) vertauscht, treten nach der Entkopp-
lung Erwartungswerte von Operatoren auf, die nicht mit I vertauschen. Ein
Beispiel dafiir ist der Term (aJ, 3Ju73)n (Ju+)n, der bei der Entkopplung von
(ady gy 3y 3)n auf der rechten Seite nach (3.31) auftritt. Die Operatoren in
diesen Erwarungswerten vertauschen beide nicht mit dem Anregungszahlopera-
tor IC.

Die Ergebnisse der erweiterten Dichtematrixndherung (EDMN) lassen sich we-
sentlich verbessern, wenn ein modifiziertes Entkopplungsschema angewandt wird,
das der Anregungszahlerhaltung geniigt. Dazu wird eine Zerlegung des Operators
C von der Form

C = C1CyCs (3.32)

durchgefiihrt, so daf3 die Operatoren C’lji,,, C’2J2~7,,/ und C’3J,,-73 mit dem Anre-
gungszahloperator I vertauschen. Die so definierten assistierten .J-Operatoren
bleiben nach der Entkopplung bestehen:

(C T o Jau)n = (CrJiuCodsuCaayn)n
x>~ <C1J1~,VC'2J2~,u'>n <03J3~,u”>n + <C1JI,VC3J3~,u">n <02J2~,V’>n
+ <02J2~,VIC3J3~,V">n <01JI,V>n
— 2C1 1) {Ca T2 Yn{C T3, ). (3.33)

Da identische TLS betrachtet werden, lassen sich Terme der Form <C’1J;,,>n
oder <C’1J1~,,,C’2J2~,,/>n fir / # v nach der Entkopplung wieder in Erwartungs-
werte iiberfiihren, die globale J-Operatoren aus {J,, J_, J3} enthalten. Es folgt
ein geschlossenes System von Dichtematrixgleichungen fiir die Erwartungswerte

(J3)ns (@ Yn,y (J5)n, (aJiJs5), und (a®J7), welches in Anhang A angegeben ist.
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Erweiterte Dichtematrixgleichungen fiir die testinduzierte Polarisation

Zur Bestimmung der testinduzierten Polarisation sind die Dichtematrixglei-
chungen (3.6) fiir (J_(¢)) und die gekoppelten Grofien zu betrachten. In die-
sen Dichtematrixgleichungen treten unter anderem die Erwartungswerte (JsJ_),
und (a.J2),, auf, welche Paarkorrelationen enthalten, die in Abschnitt 3.1 genéihert
wurden. In der erweiterten Dichtematrixtheorie werden diese Gréfen voll beriick-
sichtigt. In dem erweiterten Satz von Bewegungsgleichungen koppeln sie an weite-
re Erwartungswerte, die Paarkorrelationen enthalten, némlich (a®J; J3),, (a*J3),
und (afJ?),. Zusétzlich treten Erwartungswerte auf, die Dreierkorrelationen ent-
halten, nimlich (J2J ),, (aJ3), und (a®J, J3),.

Die Struktur der erweiterten Dichtematrixgleichungen entspricht Gleichung
(3.6). In den Inhomogenitéten (Iy(t)), und (I1(t)), des Differentialgleichungssy-
stems treten die Erwartungswerte der Inversion (Js), und der an diese gekoppel-
ten Groflen auf, welche in nullter Ordnung im Testfeld zu bestimmen sind.

Um einen abgeschlossenen Satz von Dichtematrixgleichungen fiir (J_),, und
die daran gekoppelten Groflien zu erhalten, werden Korrelationen zwischen drei
verschiedenen TLS auch hier unter Beriicksichtigung der Anregungszahlerhaltung
entkoppelt. Im Unterschied zu den Dichtematrixgleichungen in nullter Ordnung
im Testfeld sind nun Erwartungswerte von Operatoren O zu entkoppeln, welche
die Anregungszahl um —1 &dndern, d. h. es gilt:

K,0] = -0. (3.34)

Unter einer anregungszahlerhaltenden Entkopplung soll bei diesen Operatoren
eine solche verstanden werden, bei der die in den entkoppelten Erwartungswerten
auftretenden Operatoren entweder die Anregungszahl um —1 &dndern oder mit
dem Anregungszahloperator K vertauschen.

Das Entkopplungsschema in (3.31) wiirde die Anregungszahlerhaltung bei-
spielsweise bei Anwendung auf (a?.J,  J, 3J,n 3), nicht erfiillen. Fiir eine anre-
gungszahlerhaltende Entkopplung wird wie oben der globale Operator C' zerlegt,
so daf} C’lji,,, C’QJQN, » und 03J3~,,,u entweder mit K vertauschen oder die Anre-
gungszahl um —1 dndern.

De facto treten nur Dreierkorrelationen der Form (C’J;,,Jl,@gj,,u,g)n auf, wobei
gilt:

K,C1L,] = —ClJp,. (3.35)

Die triviale Zerlegung von C' mit C; = C, Cy = 1 und C5 = 1 erfiillt bereits die
Forderung nach Anregungszahlerhaltung. Die Entkopplung lautet nach (3.33):

<CJI,VJZ/’,3JI/”,3>TZ =~ <CJI,VJV’,3>TZ<JI/”,3>TL + <CJI,VJ1/”,3>n<J1/’,3>n
+ <CJ1,V>n<J1/’,3J1/”,3>n - 2<OJ1,1/>n<JV’,3>n<J1/”,3>n-
(3.36)
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In der Inhomogenitiat (I;(t)), treten ebenfalls Dreierkorrelationen auf, die
nach (3.33) anregungszahlerhaltend entkoppelt werden. Es folgt ein erweitertes
System von Dichtematrixgleichungen, welches die Struktur analog zu Gleichung
(3.16) hat:

(i0r — wp, + M, + gL,(t)(@V () + D(p"M (1)) =
= §{0uo0(Lo(t))n + (1= 0,0)(T1(2))n}Ae™, 1 =0,1,2,..(3.37)

Der Vektor ¢ ist hier definiert durch
¢ = (J_,als,a®Jy, a, JsJ_, al;, a®JyJ3,a* T3, a'J2)T. (3.38)

Die Matrizen M,,, D und L,(t) sind ebenfalls von entsprechend héherer Dimen-
sion im Vergleich zu (3.16) und werden in Anhang B angegeben. Dort sind auch
die Ausdriicke fiir die Vektoren (I(t)), und (I;(t)), zu finden.

Der bereits in Abschnitt 3.1 verwendete Ansatz (3.17) lit sich hier analog
benutzen. Es resultiert ein entsprechendes endliches Differentialgleichungssystem
der Form (3.18).

Trotz der gestiegenen Zahl der Dichtematrixgleichungen ist der Berechnungs-
aufwand weiterhin unabhéngig von der Zahl N der TLS und ermdglicht die néhe-
rungsweise Bestimmung der Testabsorption auch fiir grofle Zahlen von TLS.

3.3.2 Ergebnisse der erweiterten Dichtematrixniherung
(EDMN)

Ergebnisse fiir die Inversion

Zunichst sollen die Ergebnisse der erweiterten Dichtematrixndherung (ED-
MN) fiir die Inversion vorgestellt werden. Beziiglich (J5(¢)) hat die einfache
Dichtematrixndherung in Abschnitt 3.1, bei der Paarkorrelationen zwischen un-
terschiedlichen TLS entkoppelt wurden und die im folgenden immer mit DMN
abgekiirzt wird, bereits gute Ergebnisse fiir den Zeitmittelwert und die Zeitent-
wicklung im Anfangsbereich geliefert, wenn die Pumpverstimmung in der Gré88en-
ordnung der (mittleren) Rabifrequenz gewéhlt wurde.

Die EDMN verbessert im Vergleich zur DMN die Ergebnisse fiir einen Para-
meterbereich, in dem die Pumpverstimmung wesentlich kleiner als die (mittle-
re) Rabifrequenz ist oder die Zahl N der TLS die mittlere Pumpphotonenzahl
(n) iiberschreitet. Dazu ist in Abb. 3.7 die Zeitentwicklung der Inversion fiir ein
Pumpfeld im Fockzustand gezeigt, wobei N/(n) = 2 gewihlt wurde. Neben der
exakten Zeitentwicklung (durchgezogene Kurve), ist auch die Zeitentwicklung in
der DMN (gepunktete Kurve) und der EDMN (gestrichelte Kurve) gezeigt. Die
EDMN liefert iiber einen weit grofieren Zeitbereich eine quantitative Uberein-
stimmung mit den exakten Ergebnissen als die DMN.
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Abbildung 3.7: Zeitentwicklung der Inversion fiir N = 20 und ein Pumpfeld
im Fockzustand mit n = 10 Photonen (A = 4g). Durchgezogene Kurve: exakt;
gepunktete Kurve: DMN; gestrichelte Kurve: EDMN.
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Abbildung 3.8: Zeitentwicklung der Inversion mit Parametern wie in Abb. 3.7.
Oberes Bild: exakt; mittleres Bild: DMN; unteres Bild: EDMN.
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Exakt DMN EDMN

(J5(£)}/N || -0.30009 | -0.29601 | -0.30012

Tabelle 3.1: Zeitgemittelte Inversion (exakt und genidhert) fiir die Parameter in
Abb. 3.8.

10

t (in 1/Q)

Abbildung 3.9: Zeitentwicklung der Pumpphotonenzahl in DMN (durchgezogene
Kurve) und in EDMN (gestrichelte Kurve) fiir ein Pumpfeld im Fockzustand. In
der DMN treten unphysikalische negative Werte auf. Parameter: N = 20, n = 10,
A =0,6g.

In Abb. 3.8 ist die Zeitentwicklung der Inversion im Langzeitbereich zu sehen,
wobei im oberen Teilbild der exakte Verlauf abgebildet ist. Die Ergebnisse der
DMN sind im mittleren und die der EDMN im unteren Teilbild dargestellt. Of-
fensichtlich reicht selbst die volle Beriicksichtigung der Paarkorrelationen in der
EDMN nicht fiir eine quantitative Beschreibung der Details im Langzeitbereich
aus. Jedoch gibt die EDMN das Schwebungsverhalten der Inversion im exakten
Verlauf zumindest ansatzweise wieder, wihrend die Zeitentwicklung der Inversion
in der DMN gar keine Schwebung aufweist. Auflderdem liefert die EDMN einen
besseren Wert fiir das Zeitmittel der Inversion als die DMN, wie Tabelle 3.1 zeigt.

Die volle Beriicksichtigung der Paarkorrelationen in der Dichtematrixnihe-
rung verbessert auch die Ergebnisse beziiglich der unphysikalischen (negativen)
Pumpphotonenzahl, die in der einfachen DMN nach (3.27) auftreten kénnen. In
Abb. 3.9 ist die Zeitentwicklung mittleren Pumpphotonenzahl fiir Parameter ge-
zeigt, bei denen in der DMN negative Werte auftreten (durchgezogene Kurve). In
der EDMN (gestrichelte Kurve) wird dieser Mangel der DMN behoben. Da eine
analytische Losung der Dichtematrixgleichungen mit Paarkorrelationen aufgrund
ihrer Komplexitdt nicht angegeben werden kann, konnte nicht der allgemeine
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Abbildung 3.10: Testabsorption fiir N = 10 und ein kohérentes Pumpfeld im Be-
reich der nichtklassischen Verstdrkung. Durchgezogene Kurve: exakt; gestrichelte
Kurve: EDMN; strichpunktierte Kurve: DMN. Parameter: A = 3¢, (n) = 60,

v =0,8g.

Beweis dafiir erbracht werden, dafl negative Erwartungswerte fiir die Pumppho-
tonenzahl iiberhaupt nicht in der EDMN auftreten. Die numerischen Untersu-
chungen, die im Rahmen dieser Arbeit durchgefiihrt wurden, legen jedoch diese
Vermutung nahe.

Ergebnisse fiir die Testabsorption

Im folgenden sollen die Ergebnisse der EDMN fiir die Testabsorption be-
trachtet werden, wobei besonderes Augenmerk auf den Bereich der nichtklassi-
schen Verstiarkung gelegt werden soll. Nach Abb. 3.5 liefert in diesem Bereich die
DMN keine quantitativen Ergebnisse. Anders verhélt es sich mit der EDMN. In
Abb. 3.10 ist das exakte Ergebnis fiir die Testabsorption (durchgezogene Kurve)
mit dem Ergebnis der EDMN (gestrichelte Kurve) im Bereich der nichtklassischen
Verstarkung fiir ein kohédrentes Pumpfeld verglichen. Hier ist nur der blauverscho-
bene Teil der Testabsorption (Bereich A) gezeigt, auf den sich die Betrachtungen
im folgenden konzentrieren sollen. Es zeigt sich eine gute quantitative Uberein-
stimmung der Ergebnisse der EDMN mit den exakten. Zusétzlich ist auch die mit
der DMN berechnete Testabsorption eingezeichnet (strichpunktierte Kurve), die
kein quantitatives Ergebnis im Bereich der nichtklassischen Verstdrkung liefert.

Die Resultate der EDMN erweisen sich auch fiir gequetschte Pumpfelder als
gut. Dies ist in Abb. 3.11 demonstriert, in der die exakte Testabsorption fiir
(a) ein amplitudengequetschtes und (b) ein phasengequetschtes Pumpfeld mit
den Ergebnissen der EDMN verglichen wird. Insbesondere wird der Einflufy der
gequetschten Photonenstatistik auf die Linienform richtig in der EDMN beschrie-
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Abbildung 3.11: Testabsorption fiir N = 10 und ein (a) amplitudengequetschtes
(¢ =0,5) und ein (b) phasengequetschtes (¢ = —0,5) Pumpfeld im Bereich der
nichtklassischen Verstdrkung. Durchgezogene Kurven: exakt; gestrichelte Kurven:
EDMN; strichpunktierte Kurven: DMN. Parameter: A = 3¢, (n) = 60, v = 0, 8¢.

ben. Die Testabsorption in DMN, die ebenfalls gezeigt ist (strichpunktierte Kur-
ven), weicht auch fiir gequetschte Felder deutlich vom exakten Ergebnis ab.

Die EDMN verbessert auch das Ergebnis fiir Parameter, fiir die bereits die
DMN gute Resultate geliefert hat, d. h. fiir Pumpverstimmungen in der Gréflen-
ordnung der (mittleren) Rabifrequenz. Dazu sei nochmal Abb. 3.4.b betrachtet.
In dem blauverschobenen Bereich stimmen bis auf eine kleine Verschiebung die
exakte und gendherte Testabsorption gut iiberein. In Abb. 3.12 ist der blauver-
schobene Teil der Testabsorption aus Abb. 3.4.b fiir ein kohérentes Pumpfeld
nochmal gezeigt, wobei hier zusitzlich das Ergebnis der EDMN eingezeichnet
wurde. Die Verschiebung zwischen der Testabsorption in der DMN (strichpunk-
tierte Kurve) und der exakten Testabsorption (durchgezogene Kurve) verschwin-
det in der EDMN (gestrichelte Kurve). Die Ergebnis der EDMN ist in Abb. 3.12
kaum vom exakten zu unterscheiden.

Als néchstes soll demonstriert werden, dafl die anregungszahlerhaltende Ent-
kopplung (3.33) im Vergleich zur Standardentkopplung (3.31) ein besseres Ergeb-
nis im Bereich der nichtklassischen Verstidrkung liefert. Dazu sind in Abb. 3.13
die Ergebnisse fiir beide Entkopplungen mit dem exakten verglichen. Wahrend
sich unter Benutzung der Standardentkopplung (3.31) keine quantitative Uber-
einstimmung mit dem exakten Ergebnis erzielen 148t (strichpunktierte Kurve),
wird dieses bei Benutzung der anregungszahlerhaltenden Entkopplung gewihr-
leistet (gestrichelte Kurve).

Folglich ist die volle Beriicksichtigung der Paarkorrelationen plus die anregungszahl-
erhaltende Entkopplung der Dreierkorrelationen wesentlich fiir eine quantitative
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Abbildung 3.12: Testabsorption fiir ein kohdrentes Pumpfeld mit den Parametern
aus Abb. 3.4. Durchgezogene Kurve: exakt; gestrichelte Kurve: EDMN; strich-
punktierte Kurve: DMN.
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Abbildung 3.13: Testabsorption mit den Parametern aus Abb. 3.10; durchge-
zogene Kurve: exakt, strichpunktierte Kurve: EDMN mit Standardentkopplung
(3.31), gestrichelte Kurve: EDMN mit anregungszahlerhaltender Entkopplung

(3.33).
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Abbildung 3.14: Testabsorption fiir ein kohédrentes Pumpfeld mit N = 20,
(n) = 60, v = 0,8¢ fiir (a) A = 3g, (b) A = 6g. Durchgezogene Kurven: ex-
akt; strichpunktierte Kurven: DMN; gestrichelte Kurven: EDMN.

Beschreibung der Testabsorption im Bereich der nichtklassischen Verstdrkung.

Abschlieflend sollen die Ergebnisse der EDMN fiir den Parameterbereich dis-
kutiert werden, bei dem sich die Zahl N der TLS der mittleren Photonenzahl (n)
néhert. In Abb. 3.14 ist der blauverschobene Teil der Testabsorption fiir N/(n) =
0,33 und zwei unterschiedliche Pumpverstimmungen gezeigt. Das Pumpfeld ist
wieder in einem kohérenten Zustand. Die EDMN (gestrichelte Kurven) liefert kei-
ne quantitative Ubereinstimmung mit den exakten Ergebnissen mehr. Allerdings
verbessert sie weiterhin die Ergebnisse der DMN, die als strichpunktierte Kurven
zu sehen sind. Um auch fiir grofie Verhéltnisse N/(n) gute Ergebnisse in einer
Dichtematrixndherung zu erzielen, miifiten als nédchste Erweiterung Dreierkorre-
lationen voll beriicksichtigt werden. Da dies die Komplexitéit der Dichtematrix-
gleichungen nochmals erheblich steigern wiirde, ist dies im Rahmen der Arbeit
nicht durchgefiihrt worden.

3.3.3 Zusammenfassung von Abschnitt 3.3

e Die volle Beriicksichtigung von Korrelationen zwischen Paaren von TLS
in den Dichtematrixgleichungen liefert eine quantitative Beschreibung der
nichtklassischen Verstdrkung.

e Die anregungszahlerhaltende Entkopplung verbessert die Ergebnisse der
EDMN wesentlich im Vergleich zur Standardentkopplung.

e Nihert sich die Zahl der TLS der mittleren Photonenzahl, so werden hihe-
re Korrelationen zwischen den TLS immer wichtiger. Die volle Beriicksich-
tigung von Paarkorrelation reicht fiir eine quantitative Beschreibung der
Testabsorption dann auch nicht mehr aus.
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3.4 Zusammenfassung von Kapitel 3

In diesem Kapitel wurde eine Dichtematrixtheorie zur Berechnung des optischen
Stark-Effekts in einem Pump-Test-Experiment fiir das Dicke-Modell vorgestellt.
Das Pumpfeld wurde quantisiert behandelt.

Um ein endliches System von Dichtematrixgleichungen zu erhalten, besteht
die einfachste Nédherung in der Entkopplung von Paarkorrelationen zwischen TLS.
Diese Néherung liefert bereits gute Ergebnisse fiir Pumpverstimmungen in der
Groflenordnung der Rabifrequenz und fiir eine Zahl N von TLS, die die mittlere
Pumpphotonenzahl wesentlich unterschreitet. Insbesondere wird der Einfluf} ei-
nes gequetschten Strahlungsfeldes auf die Linienform im optischen Stark-Effekt
quantitativ richtig beschrieben.

Da die Entkopplung der Paarkorrelationen jedoch keine quantitative Beschrei-
bung fiir die nichtklassischen Verstirkung gewéhrleistet, wurde ein erweitertes
System von Dichtematrixgleichungen abgeleitet, bei dem erst Dreierkorrelatio-
nen gendhert wurden. Insbesondere mufite hier darauf geachtet werden, daf3 die
Entkopplungen héherer Korrelationen der Anregungszahlerhaltung geniigen. Mit
dieser Erweiterung konnte die nichtklassische Verstdrkung erfolgreich im Rahmen
einer Dichtematrixndherung beschrieben werden.

Der Vorteil der Dichtematrixndherung im Vergleich zu einer exakten Bestim-
mung der Testabsorption ist, dafl der Berechnungsaufwand nicht mit der Zahl
der TLS zunimmt. Die Dichtematrixndherung eignet sich damit insbesondere zur
Bestimmung der Testabsorption fiir grofle Zahlen von TLS, bei denen die exak-
te Berechnung nicht mehr ohne weiteres méglich ist. Im néchsten Kapitel wird
die hier vorgestellte DMN auf die Beschreibung des optischen Stark-Effekts an
storstellengebundenen Exzitonen erweitert.



Kapitel 4

Der optische Stark-Effekt an
storstellengebundenen Exzitonen

In Kapitel 2 dieser Arbeit wurde gezeigt, daf sich ein gequetschtes Pumpfeld in
einem Pump-Test-Experiment zum optischen Stark-Effekt nachweisen 148t. Die-
se Messung setzt zum einen eine starke Kopplung des elektronischen Systems,
sprich der Zwei-Niveau-Systeme (TLS), an Pumpphotonen voraus, die sich mit
Hilfe eines geeigneten optischen Resonators realisieren l48t. Zum anderen diirfen
Disspationsprozesse die Dynamik des Systems nicht dominieren, da letztere zu
einer unerwiinschten zusétzlichen Verbreiterung der verschobenen Resonanzen
fithren. Die effektive Dissipationsrate sollte die Kopplungskonstante g, welche die
Starke der Wechselwirkung mit den Pumpphotonen charakterisiert, nicht wesent-
lich iiberschreiten.

In Halbleitern kann die zweite Voraussetzung von Resonanzen storstellen-
gebundener Exzitonen erfiillt werden, da diese im Vergleich zu freien Exzitonen
kleine homogene und inhomogene Linienbreiten aufweisen. Zudem haben storstel-
lengebundene Exzitonen grofle Dipolmatrixelemente, die die Kopplungskonstante
g giinstig beeinflussen konnen.

Vom theoretischen Standpunkt aus gesehen sind storstellengebundene Exzi-
tonen leicht modellierbar, da sie sich wie unabhingige TLS verhalten. Fiir freie
Exzitonen wére es eine grobe Naherung, sie als unabhéngige TLS zu beschreiben.
Allerdings weisen die Resonanzen storstellengebundener Exzitonen eine inhomo-
gene Verbreiterung auf, die durch die individuellen Umgebungen der einzelnen
Storstellen verursacht wird. Diese inhomogene Verbreiterung muf in die theore-
tische Behandlung einbezogen werden.

In diesem Kapitel soll ein mogliches Pump-Test-Experiment an storstellenge-
bundenen Exzitonen (kurz: gebundene Exzitonen oder BX) diskutiert werden, das
dem Nachweis einer gequetschten Photonenstatistik dient. Dazu wird im ersten
Abschnitt ein Uberblick iiber die Eigenschaften stérstellengebundener Exzitonen
gegeben. Im zweiten Abschnitt wird eine Erweiterung der Dichtematrixndherung
(DMN) aus Kapitel 3 vorgenommen, welche die inhomogene Verbreiterung der
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BX einbezieht. Die Giiltigkeit der DMN wird durch den Vergleich mit exakten
Ergebnissen fiir kleine Ensembles von Storstellen nachgewiesen. Da in der nicht-
linearen Halbleiterspektroskopie in der Regel gepulste Lichtfelder verwendet wer-
den, soll im dritten Abschnitt der zusétzliche Einflufl endlicher Pulsdauern auf
die Linienform im optischen Stark-Effekt an BX diskutiert werden.

Im vierten Abschnitt wird besonderes Augenmerk auf den Einfluf} dissipativer
Effekte gelegt. Es wird gezeigt, wie sich diese im Rahmen einer Mastergleichung
fiir einen reduzierten Dichteoperator einbeziehen lassen. Anschlielend wird der
Einflufl der dissipativen Effekte im Pump-Test-Experiment analysiert.

4.1 Storstellengebundene Exzitonen

Exzitonen stellen elementare Anregungen eines Halbleiters dar. Ein Exziton be-
steht aus einem Elektron-Loch-Paar, welches durch die Coulombwechselwirkung
gebunden ist. Im Absorptions- oder Transmissionsspektrum eines Halbleiters ma-
chen sich Exzitonen als charakteristische Resonanzen unterhalb der Energie der
Bandliicke bemerkbar, wobei die Energiedifferenz zwischen einer Exziton-Resonanz
und der Bandkante gerade die Bindungsenergie des jeweiligen Exzitonzustands
bestimmt.

Die Exzitonzustédnde in Halbleitern werden durch die Wannier-Gleichung be-
stimmt [68], welche analog zur Schrodingergleichung fiir das Wasserstoffatom ist.
Die Bindungsenergien der Exzitonen sind jedoch wesentlich kleiner als die des
Wasserstoffatoms, was an der kleinen reduzierten Masse eines Elektron-Loch-
Paares im Vergleich zur reduzierten Masse eines Wasserstoffatoms liegt. Zudem
wird die Coulombwechselwirkung im Halbleiter durch die bei optischer Anregung
entstehenden Ladungstriger abgeschirmt. Abhéngig vom Halbleitermaterial liegt
die Exzitonbindungsenergie in der Groéflenordnung von 1 — 100 meV. Dabei wei-
sen die II-VI-Halbleiter aufgrund ihrer kleineren dielektrischen Konstanten ei-
ne um eine Groflenordnung hoéhere Bindungsenergie des Exzitongrundzustands
auf als die III-V-Halbleiter. Zum Beispiel betridgt die Exzitonbindungsenergie in
dem ‘klassischen’ III-V-Halbleitermaterial GaAs 4,2 meV, wahrend sie im II-VI-
Halbleiter CdS einen Wert von 27 meV hat [69].

Bei einem storstellengebundenen Exziton handelt es sich um ein gebundenes
Elektron-Loch-Paar, welches im Gegensatz zum freien Exziton zusétzlich an eine
Storstelle eines dotierten Halbleiters gebunden ist. Dabei wird zwischen akzep-
torgebundenen und donatorgebundenen Exzitonen unterschieden, die mit (A%, X)
und (D°, X) bezeichnet werden. Ebenso kann ein Exziton auch an eine geladene
Storstelle gebunden werden. Die Exzistenz von storstellengebundenen Exzitonen
wurde 1958 von Lampert theoretisch vorhergesagt [70].

Im Absorptions- oder Transmissionsspektrum machen sich storstellengebun-
dene Exzitonen als scharfe Linien bemerkbar, die sich auf der rotverschobenen
Seite der freien Exzitonresonanz befinden [71]. In CdS liegen beispielsweise fiir
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eine Polarisation des Lichtfeldes senkrecht zur kristallographischen Achse die so-
genannten /;-Linien des akzeptorgebundenen Exzitons ungefdhr 15 meV rotver-
schoben beziiglich der freien Exzitonlinie, wihrend die sogenannten I»-Linien der
donatorgebundenen Exzitonen um einige meV von der freien Exzitonresonanz
verschoben sind [72].

Eine wichtige Eigenschaft von gebundenen Exzitonen bezieht sich auf ihre
grofie Oszillatorstiarke (‘giant oscillator strength’). Beispielsweise sind in einer
Arbeit von Henry und Nassau im Jahre 1970 Lebensdauermessungen von BX
in CdS durchgefiihrt worden, die auf Dipolmatrixelemente der Groflenordnung
e- (0,3 - 4,0 nm) schlieflen lassen [32]. Dies sind im Vergleich zu atomaren Dipol-
matrixelementen sehr grofle Werte.

Spéater durchgefiihrte Vierwellenmischexperimente wiesen die grofien Depha-
sierungszeiten fiir storstellengebundene Exzitonen (BX) aus. Bei BX in CdS sind
Dephasierungszeiten in der Groflenordnung von ungefiahr 1 ns gemessen wor-
den [31]. Fiir die homogene Verbreiterung sind aus experimentellen Daten Werte
knapp unter einem peV abgeschitzt worden, wihrend die inhomogene Verbrei-
terung einige 10 peV betrégt [73]. Damit stellen storstellengebundene Exzitonen
ausgesprochen scharfe Resonanzen in Halbleitern dar.

Weiter haben Experimente zur selbstinduzierten Transparenz an BX in CdS
klar gezeigt, dafl sich bei kleinen Storstellenkonzentrationen von 10 bis 101°
ecm™% und bei moderaten Anregungsdichten BX wie unabhiingige TLS verhal-
ten [74]. Unter der Annahme unabhéngiger TLS lielen sich auch die Daten der
Vierwellenmischexperimente an BX interpretieren. Die Modellierung von BX als
Ensemble unabhéngiger TLS mit inhomogener Verbreiterung wird in den theore-
tischen Behandlungen der folgenden Abschnitte ausgenutzt.
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4.2 Dichtematrixtheorie fiir storstellengebundene
Exzitonen

In diesem Abschnitt wird der optische Stark-Effekt an storstellengebundenen Ex-
zitonen (BX) im Rahmen einer Dichtematrixtheorie behandelt. Es wird, wie be-
reits erwdhnt, ausgenutzt, dafl sich BX wie unabhéngige TLS verhalten. Die in-
homogene Verbreiterung der BX, die aufgrund der individuellen Umgebung jeder
Storstelle entsteht, wird beriicksichtigt.

Wird angenommen, dafl die BX auf einen Raumbereich lokalisiert sind, der
klein gegen die optische Wellenlénge ist, so beschreibt der folgende Hamiltonope-
rator Ho die Wechselwirklung von N BX mit dem quantisierten Pumpfeld:

N
Ho = hWwK+0> A,J,3+hglaty +al). (4.1)

v=1

Die Bezeichnungen aus Kapitel 2 wurden hier iibernommen. Als neue Bezeichnung
wurde A, als Verstimmung des Pumpfeldes gegeniiber der Resonanz des BX an
der Storstelle v eingefiihrt. Dabei hiangt A, von der individuellen Umgebung der
Storstelle v ab.

Die Kopplung an das Testfeld, welches wie in Kapitel 2 klassisch behandelt
werden soll, wird gegeben durch

V o= Kg(A(t)e T, + T A*(H)el). (4.2)

Die v-Abhéngigkeit der Verstimmungen A, hat zur Folge, dafl #y nicht mehr
mit dem Gesamtdrehimpuls J? aus (2.8) vertauscht, wihrend die Vertauschung
mit dem Anregungszahloperator K aus (2.7) weiterhin gewihrleistet ist. Die fiir
die Bestimmung der ‘Dressed States’ zu diagonalisierenden Untermatrizen von
Ho sind von der maximalen Dimension 2V, wihrend fiir das in Kapitel 2 be-
trachtete homogene Ensemble von TLS die maximale Dimension durch 2N + 1
gegeben war. Mit Hilfe der ‘Dressed States’ 143t sich auch hier unter Benutzung
der Gleichung (2.17) die Testabsorption exakt bestimmen. Da die Dimension der
zu diagonalisierenden Matrizen exponentiell mit der Zahl der relevanten Storstel-
len N anwichst, ist die exakte Bestimmung der Testabsorption nur fiir kleine
Zahlen N moglich. Fiir groflere Zahlen N soll die Berechnung im Rahmen einer
Dichtematrixndherung durchgefiihrt werden, bei der wie in Abschnitt 3.1 Korre-
lationen zwischen unterschiedlichen TLS n&herungsweise entkoppelt werden.

4.2.1 Ableitung der Dichtematrixgleichungen

Fiir die Ableitung der Dichtematrixgleichungen wird ein Anfangszustand ange-
nommen, bei dem keine BX angeregt sind. Da fiir diesen Anfangszustand nach
Gleichung (2.17) der lineare Anteil im Testfeld von (J_(¢)) nur von der Pho-
tonenstatistik abhéngt, reicht die Bestimmung der in (3.3) definierten Grofien
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(J_(t))n linear im Testfeld aus. Der Index n bezeichnet den Erwartungswerte fiir
ein Pumpfeld mit n Photonen. Fiir (J™(¢)) gilt

(T () = 5_030 P (JY (1)), (4.3)

Aufgrund der inhomogenen Verbreiterung ist es hier notig, die Bewegungs-
gleichungen fiir den Erwartungswert (J, _(t)), abzuleiten, der sich auf die v-
te Storstelle bezieht. Der fiir die lineare Testabsorption zu bestimmende Wert
<J(,1)(t))n folgt dann aus:

TP, = (L0 (4.4)

¢, = (JV,—anu,&azJu,-q-)T
(@) = (¢, (K—n)"), firp=01,2,...,

0
d)l/ = - Zu’;éy (JI/,,3JZ/,7 + Ju,3J ’,7)
—%a +2%, 4 (adystys —ald, )
()W = (g, (K —n)"),, firp=0,1,2,..., (4.5)

folgen die Dichtematrixgleichungen zu

(Zat - wp + Ml/,n) <¢V>£‘L#) + D <¢I/>$LN+1) + g<¢u>£z,”) =
= gAe (0u0(Tv0)n + (1 — 0,0)(Lp1)n)
firp=0,1,2,...; v=1,...,N. (4.6)

Die Matrizen M, ,, und D sind gegeben durch

—-A, 29 0
My, = | g(n—3%) 0 —g | (4.7)
0 —29(n-3%) A,
0 0 0
D = g 0 0]- (4.8)
0 —2g9 0

Die Vektoren I, und I,;, die in der Inhomogenitit auftreten, sind definiert
durch

Il/,U - (_QJV,37 Jl/,+7 O)T
I,, = (‘]I/,—J-l-v alysds, G2Ju,+J+)T- (4.9)
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Weiter wird die Bewegungsgleichung fiir (a){*) benstigt:

(10r — wp)( —g Z oW = gAeT™ N1 = 8,0) > (adur ) (4.10)
Um ein geschlossenes System von Gleichungen zu erhalten, werden wie in Ab-
schnitt 3.1 Korrelationen zwischen unterschiedlichen TLS nach (3.11) entkop-

pelt. Werden nach der Entkopplung nur Terme linear im Testfeld beriicksichtigt,
so gehen die Bewegungsgleichungen (4.6) tiber in

(10 —wp + My (@) + DG +9 3 Lua(t)(8))))

v £y
+Lua(t) (8 + v (e =
v'#y
= gAe " (0u0(Tuo(t))n + (1= 8u0)(Lua(t))n).
fir p=0,1,2,...; v=1,...,N. (4.11)
Hier sind die v-abhéngigen Matrizen L, ;(t) und L, »(t) gegeben durch:
0 0 0
L) = | —(Jughn 0 0|, (4.12)
0 2(Jy3)n O
0 0 0
L,»(t) = —(Jy3)n 0o 0 |- (4.13)

—2(aty Ynbuo 2(Jys)n O

Die Erwartungswerte in den Komponenten dieser Matrizen sind dabei in nullter
Ordnung im Testfeld zu bestimmen. Dies gilt ebenso fiir die Komponenten der
Vektoren (I,0(t)),, v,(t) und (I,1(t)),, wobei die beiden letzteren nach der
Entkopplung gegeben sind durch

0
v,(t) = 0 ,
-2 (i + <Ju 3>n Zu#u’ <Jl/’ 3>n)
% - <J1/,3>n
<IV71 (t)>n = %<at]u,+>n + <J1/,3>n Eu’;éz/<a*]u’,+>n . (414)
0

Aufgrund der Anfangsbedingung (¢ (£))%) = 0 und (a®(£))* = 0 und
der p-unabhéngigen Inhomogenitét fiir p > 1 148t sich das unendliche Differenti-
algleichungssystem (4.11) mit dem Ansatz

(@ ON = 30u0X0n(®) + (1= 80)C,n (1)) Ae™,
(@) = g(0uoro(t) + (1= duo) M (1)) A~ (4.15)
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in ein endliches Differentialgleichungssystem tiberfiihren. Da fiir die Berechnung
der Testabsorption nur die zeitgemittelten Groflen x,,(¢) fir v = 1,..., N er-
mittelt werden miissen, 148t sich wie in Kapitel 3 die Zeitmittelung direkt in den
Differentialgleichungen ausfiihren. Mit den zusétzlichen Naherungen

m =~ LV’,l(t) Xu,n(t)
m t/,2(t) XV’,n(t)
v (ONE) =~ v,(0) A() usw. (4.16)

12
~

folgt ein abgeschlossenes lineares Gleichungssystem fiir die zeitgemittelten Groflen.
Als Eingangsgrofien sind die Zeitmittel der Inversionen (.J,3), und der photon-
assistierten Polarisationen (aJ, ), fir v =1,..., N in nullter Ordnung im Test-
feld zu bestimmen. Die Dichtematrixgleichungen fiir diese Gréflen werden weiter
unten abgeleitet.

Im Gegensatz zu dem in Kapitel 3 behandelten homogenen Fall ist hier die An-
zahl der zu 16senden Dichtematrixgleichungen fiir die Testabsorption nicht mehr
unabhéngig von der Zahl der relevanten Storstellen /N, sondern wichst linear
mit N an. Allerdings ist der Berechnungsaufwand zur Losung der Dichtematrix-
gleichungen erheblich geringer als die exakte Berechnung, bei der Matrizen der
Dimension 2%V zu diagonalisieren sind.

Anregungszahlerhaltende Entkopplung

Fiir die Ableitung eines geschlossenen Systems von Dichtematrixgleichungen
sind oben Korrelationen zwischen unterschiedlichen BX unter Benutzung des
Standardschemas (3.11) entkoppelt worden. Diese Entkopplung verletzt jedoch in
mehreren Féllen die Anregungszahlerhaltung. Ein Beispiel dafiir betrifft die Ent-
kopplung der Korrelationen (aJ, 4J,/ _),. Der Operator aJ, ;J,, _ erfiillt (3.34)
und adndert somit die Anregungszahl um —1. Nach der Entkopplung des Erwar-
tungswertes gemafl (3.11) tritt auf der rechten Seite der Term (aJ, _),(Jy+)n
auf. Da die Operatoren in diesen beiden Erwartungswerten weder die Anregungs-
zahl um —1 dndern, noch mit dem Anregungszahloperator IC vertauschen, geniigt
die Entkopplung nicht der Anregungszahlerhaltung. Ein zweites Beispiel betrifft
den Erwartungswert (J, 1 .J,s _),. Die Entkopplung lautet nach (3.11):

(Josdv=)n = (Jot)n (Jv=)n- (4.17)

Die Anregungszahlerhaltung ist hier wiederum verletzt, da J, J,, _ mit K ver-
tauscht, dies aber nicht fiir die Operatoren J, ; und J,, _ gilt.

Da bei der Standardentkopplung die Anregungszahlerhaltung fiir einige Terme
verletzt wird, sollen hier auch die Ergebnisse fiir ein alternatives anregungszah-
lerhaltendes Entkopplungsschema diskutiert werden. Dazu wird analog zu der in
Abschnitt 3.3 diskutierten anregungszahlerhaltenden Entkopplung der Dreierkor-
relationen verfahren. Die zu entkoppelnden Erwartungswerte sind hier Paarkor-
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relationen der Form (J;,.J5,/C), mit v/ # v. Hier sind J;, und J5,/ zwei J-
Operatoren aus {J, 4, J,—, Jy3} bzw. {Jy 4, s _, Js3}. C ist ein globaler Ope-
rator, der sich aus a, @ und K zusammensetzt. Fiir die Entkopplung wird C
zerlegt:

¢ = 010Gy, (4.18)
so daf} die Entkopplung
(Cipdop)n = (CrJip)n (Cadopi)n (4.19)

anregungszahlerhaltend ist. Mit der Forderung nach einer anregungszahlerhal-
tenden Entkopplung kann insbesondere der Erwartungswert (J, i.J,/_), nicht
entkoppelt werden. Mit anregungszahlerhaltender Entkopplung folgt fiir die Ma-
trizen L, (t) und L, 5(t)

0 0 0
Lml(t) = _<Ju’,3>n 0 0 y
0 2(Jy3)n 0
0 00
L,>(t) = —(Jys)n 0 0 |- (4.20)

~2adyi)n 0 0

Fiir die Vektoren v, (t) und (IV'(¢)), gilt nach anregungszahlerhaltender Ent-
kopplung;:

w(t) = (o, 0, —%9>T

% - <Jv,3>n + ZV’;&V<JV,7J1/’,+>n
IMNn = | Hadyi)n + Zwanlady nlJus)a |- (4.21)
Eu’;éu<aju’,+>n<aju,+>n

Als Eingangsgrofien fiir die resultierenden Gleichungen zur Berechnung der
linearen Testabsorption sind die Inversionen (.J,3),, die photonassistierten Po-
larisationen (aJ, ), und zusitzlich die Korrelationen (J, _J, 1), fir v/ # v
in nullter Ordnung im Testfeld zu bestimmen. Die Dichtematrixgleichungen fiir
diese Eingangsgréflen werden im folgenden Teilabschnitt abgeleitet.

Dichtematrixgleichungen fiir die Inversion

Mit den hermiteschen Operatoren

oD =l a5 = iads ),
C(+) = Jt/,-l-c]t/’,— + Jz/’,-l-‘]l/,—v C(_) = _i(JV7+JV'7— - JV’»"‘J”v_) (422)

! !
(8% v,V
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lauten die Dichtematrixgleichungen fiir die Inversionen (.J, 5), und die photonas-
sistierten Polarisationen (aJ, ), in nullter Ordnung im Testfeld:

8t<Jt/,3>n = g<pz(/_)>

at<pu+)>n = A ntg Z
V'
N-—-1
at<p1(/_)>n = AV<p1(/+)>n —4g (n B T) <Jy’3>n +
+4g Z v 3J1/3 - g Z <C,(jj:,)/>n (423)
v#v v'#v

Um ein abgeschlossenes System von Gleichungen zu erhalten, werden auch hier
Korrelationen zwischen unterschiedlichen TLS ndherungsweise entkoppelt. Wird
dazu die Standardentkopplung in (3.11) benutzt, so folgt:

<J1/,3J1/’,3>n = <J1/,3>n <J1/’,3>n
(Jy+d —)n (Jos)n (S —)n- (4.24)

12

Insbesondere ist in dieser Entkopplung in nullter Ordnung im Testfeld <c,(,il,), (t))n =~
0.
Wird die anregungszahlerhaltende Entkopplung (4.19) angewandt, so miissen

weitere Dichtematrixgleichungen fiir <c,(f,), (t)), aufgestellt werden:

’

)
DS = (A = AeS I = 29(05 V0 (Jughn — (DS ) Jur 3)n). (4.25)

In diesen Gleichungen sind bereits anregungszahlerhaltende Entkopplungen von
Korrelationen zwischen unterschiedlichen BX geméf (4.19) durchgefiihrt worden.
Die Zahl der zu l6senden Differentialgleichungen in nullter Ordnung im Testfeld
vergroflert sich bei anregungszahlerhaltender Entkopplung von 3N auf N (N +2).

O = —(Ay = A ) = 29((0 Vol Tuahn + ()T 3)n)
)
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4.2.2 Ergebnisse der Dichtematrixniherung

Um mit Hilfe der obigen Dichtematrixniherung Testabsorptionsspektren fiir BX
zu berechnen, mufl zunéchst die Verteilung der Energieniveaus der BX klassifi-
ziert werden. Da die Energie einer BX-Resonanz von der zufilligen lokalen Um-
gebung der entsprechenden Storstelle abhéngt, sind die Verstimmungen {A,; v =
1,..., N} fiir ein Ensemble von N Storstellen von Probe zu Probe verschieden.

Im Grenzfall einer groflen Zahl von Storstellen geniigt die Verteilung der Ener-
gieniveaus der BX und damit die Verteilung der Verstimmungen einer Gauf}ver-
teilung. Die Breite der Gauflverteilung legt die inhomogene Verbreiterung I # 0
fest. Um den Gauficharakter der inhomogenen Verteilung der N BX-Resonanzen
zu simulieren, wird die Frequenzachse in N 4+ 1 Intervalle eingeteilt, so daf} die
Wahrscheinlichkeit, eine BX-Resonanz in einem bestimmten Intervall anzutref-
fen, fiir alle Intervalle gleich grof} ist. Die Intervalle werden durch [A, 1, A,] fiir
v=12,...,N +1 gegeben, wobei Ay = —00, Ay;; = oo festgelegt wird. Die
restlichen Intervallgrenzen A, mit A; < Ay < ... < Ay werden durch folgende
Beziehungen bestimmt

A ]_
. dzg(z) = Nl
A, 1
/AU1 dzg(z) N1 ir v ..., N,

mit g(z) = % exp (-2“}#) (4.26)

und héngen somit von der inhomogenen Verbreiterung I' und der mittleren Pump-
verstimmung A ab.

Eine spezielle Verteilung von Verstimmungen {A,,v = 1,2,..., N}, die den
Gauflcharakter der inhomogenen Verbreiterung ndherungsweise beschreibt, ist
bereits durch die Intervallgrenzen A, fiir v = 1,2,..., N gegeben. Fiir I' = 0
werden die Verstimmungen so gewéhlt, dal A, = A fiir alle v gilt.

Alternativ zur Berechnung des Testabsorptionsspektrums fiir die spezielle Ver-
teilung (4.26) kann die inhomogene Verbreiterung der BX-Resonanzen auch so
simuliert werden, daf§ die Verstimmungen {A,;v = 1,..., N} mit Hilfe von N
Zufallszahlen zwischen Null und Eins ausgewéhlt werden. Dabei legt eine Zufalls-
zahl p, die Verstimmung A, iiber die Beziehung

[~ azge) = (4.27)

fest. Bei haufiger Wiederholung einer solchen Berechnung kann dann ein gemittel-
tes Spektrum bestimmt werden. Im Rahmen dieser Arbeit wurde festgestellt, daf}
dieses gemittelte Testabsorptionsspektrum nur sehr wenig von dem Testabsorp-
tionsspektrum fiir die spezielle Verteilung (4.26) abweicht, solange mindestens
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Abbildung 4.1: Zeitentwicklung der Inversion fiir unterschiedliche inhomogene
Verbreiterungen. Oberes Bild: I' = 0, 1g; mittleres Bild: I' = 2g; unteres Bild:
I' = 4¢g. Das Pumpfeld ist in einem Fockzustand mit n = 60 Photonen. Parameter:
N =7, A = 12g. Durchgezogene Kurven: exakt; gepunktete Kurven: DMN.

zehn Storstellen betrachtet werden und die homogene Verbreiterung v die Kopp-
lungskonstante g um nicht mehr als eine Gréflenordnung unterschreitet. Deshalb
sind hier ausschliellich Ergebnisse fiir die spezielle Verteilung der {A,} gezeigt,
die durch (4.26) festgelegt wird.

Ergebnisse fiir die Inversion

Zunichst sollen die Ergebnisse der Dichtematrixgleichungen fiir die Inversion
der BX in nullter Testfeldordnung (J3(¢)) betrachtet werden. Letztere liefert eine
der Eingangsgrofien zur Berechnung der Testabsorption.

In Abb. 4.1 ist die exakte Zeitentwicklung der Inversion mit der gendherten
fiir drei unterschiedliche inhomogene Verbreiterungen verglichen. Das Pumpfeld
wurde in einem Fockzustand angenommen. Es wurden die Dichtematrixgleichun-
gen in der Standardentkopplung nach (4.24) benutzt.

Fiir alle drei inhomogenen Verbreiterungen erfolgt ein Kollaps der Rabioszil-
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Inhomogene Verbreiterung I' 0,1¢g 29 4g

(Ta(1)) exakt 0,1935 | —0,1924 | —0,1917
(J5(t)) mit Standardentkopplung (4.24) —0,1877 | —0,1911 | —0, 1905
(J5(t)) mit anregungszahlerh. Entkopplung (4.19) || —0,1936 | —0,1920 | —0, 1912

Tabelle 4.1: Zeitgemittelte Inversion (exakt und DMN) fiir Parameter aus
Abb. 4.1.

lation, der umso eher einsetzt, je grofler die inhomogene Verbreiterung ist. Dies
kann sofort anschaulich verstanden werden, wenn beachtet wird, dafl jedes BX
eine individuelle verallgemeinerte Rabifrequenz hat, die fiir die Storstelle v durch

Q, = /4g2(n) + A2 (4.28)

gegeben wird. Da sich Rabioszillationen mit unterschiedlicher Frequenz iiberla-
gern, erfolgt ein Kollaps der Oszillation. Da sich die verallgemeinerten Rabifre-
quenzen umso stirker beziiglich der einzelnen Storstellen unterscheiden, je grofler
die inhomogene Verbreiterung ist, setzt der Kollaps mit steigender inhomogener
Verbreiterung umso eher ein.

Wird die Zeitentwicklung der Inversion in der DMN (gepunktete Kurven in
Abb. 4.1) mit den exakten Ergebnissen (durchgezogene Kurven) verglichen, so
ergibt sich in der Anfangsphase eine quantitative Ubereinstimmung. Im Lang-
zeitbereich laufen die exakten und die gendherten Kurven jedoch auseinander.
Der Zeitbereich, fiir den die Resultate der DMN mit den exakten im Detail iiber-
einstimmen, vergroflert sich mit der inhomogenen Verbreiterung I'. Dies zeigt
insbesondere, dafl Korrelationseffekte zwischen unterschiedlichen BX umso unbe-
deutender werden, je grofler die inhomogene Verbreiterung wird.

Obwohl die Details der Zeitentwicklung der Inversion fiir den Langzeitbereich
nicht quantitativ in der DMN beschrieben werden, stimmen die Zeitmittelwerte
der gendherten und exakten Inversion gut iiberein (siehe Tabelle 4.1). Die relative
Abweichung liegt je nach inhomogener Verbreiterung in der Gréfienordnung 102
bis 1073,

In Tabelle 4.1 sind zusétzlich die zeitgemittelten Inversionen angegeben, die
aus den Dichtematrixgleichungen mit anregungszahlerhaltender Entkopplung (4.19)
folgen. Die Ubereinstimmung der Zeitmittelwerte 1i8t sich durch Verwendung der
anregungszahlerhaltenden Entkopplung weiter verbessern. Ebenfalls liefert die
anregungszahlerhaltende Entkopplung bessere Ergebnisse beziiglich der Details
der Zeitentwicklung, was jedoch in Abb. 4.1 aus Griinden der Ubersichtlichkeit
nicht dargestellt ist. Fiir die Verbesserung muf} jedoch der Preis gezahlt wer-
den, daB im Fall der anregungszahlerhaltenden Entkopplung N (N + 2) gekoppel-
te Differentialgleichungen anstelle von 3N Differentialgleichungen gelost werden
miissen.
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Abbildung 4.2: Testabsorption fiir ein kohédrentes Pumpfeld fiir (a) I' = 2¢, (b)
I' = 3,2¢g. Durchgezogene Kurve: exakt; gepunktete Kurve: DMN mit Standar-
dentkopplung gemif (3.11); gestrichelte Kurve: DMN mit anregungszahlerhal-
tender Entkopplung (4.19). Parameter: N = 5, (n) = 60, A = 8¢, v = 0, 4g.
Die diinnen strichpunktierten Kurven zeigen die semiklassischen Testabsorpti-
onsspektren mit inhomogener Verbreiterung.

Ergebnisse fiir die Testabsorption

In Abb. 4.2 ist der blauverschobene Teil (Bereich A) der Testabsorption in
DMN mit den exakten Ergebnissen fiir zwei unterschiedliche inhomogene Ver-
breiterungen verglichen. Das Pumpfeld ist in einem kohédrenten Zustand und
die mittlere Pumpverstimmung von der Gréflenordnung der Rabifrequenz. Ne-
ben der gendherten Testabsorption, die aus der Standardentkopplung (3.11) folgt
(gepunktete Kurven), sind auch die genidherten Ergebnisse fiir die anregungs-
zahlerhaltende Entkopplung (4.19) gezeigt (gestrichelte Kurven). Wihrend die
Standardentkopplung (3.11) bereits gute Ergebnisse fiir die Testabsorption liefert,
fiihrt die anregungszahlerhaltende Entkopplung wieder zu einer Verbesserung der
Néherung.

Zum Vergleich sind in Abb. 4.2 zusétzlich die semiklassischen Testabsorptions-
spektren mit inhomogener Verbreiterung eingezeichnet (diinne strichpunktierte
Kurven). Die Abweichung zwischen der klassischen und quantisierten Behand-
lung des Pumpfeldes wird umso grofier, je kleiner die inhomogene Verbreiterung
[ ist.

Die Verbesserung, die die anregungszahlerhaltende Entkopplung gegeniiber
der Standardentkopplung bietet, wird fiir kleine Pumpverstimmungen noch of-
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Abbildung 4.3: Testabsorption fiir ein kohdrentes Pumpfeld mit inhomogener Ver-
breiterung [I' = 2¢. Durchgezogene Kurve: exakt; gepunktete Kurve: DMN mit
Standardentkopplung (3.11); gestrichelte Kurve: DMN mit anregungszahlerhal-
tender Entkopplung (4.19). Parameter: N =5, (n) = 60, A = 4g, v = 0,4g.

fenkundiger. Dazu ist in Abb. 4.3 der Vergleich der gendherten Testabsorption
fiir beide Entkopplungen mit der exakten Testabsorption fiir eine kleinere mitt-
lere Pumpverstimmung als in Abb. 4.2 gezeigt. Die Standardentkopplung fiihrt
hier zu einer signifikanten Abweichung in der Hohe der Testabsorption, wiahrend
die anregungszahlerhaltende Entkopplung sehr gute Ergebnisse liefert.

Als néchstes soll die Frage untersucht werden, inwieweit trotz inhomogener
Verbreiterung der Einflufl der gequetschten Photonenstatistik auf die Linienform
noch sichtbar bleibt. Dazu sind fiir gequetschte Pumpfelder in Abb. 4.4 die blau-
verschobenen Resonanzen in der Testabsorption fiir zwei unterschiedlich grofle
inhomogene Verbreiterungen I' verglichen. Das Pumpfeld wurde jeweils in ei-
nem kohérenten (durchgezogene Kurven), einem phasengequetschten (gestrichel-
te Kurven) und in einem amplitudengequetschten Zustand (gepunktete Kurven)
angenommen. Berechnet wurden die gezeigten Spektren in Dichtematrixndherung
mit Standardentkopplung (3.11).

Wiéhrend sich bei kleiner inhomogener Verbreiterung die unterschiedlich ge-
quetschten Pumpfelder deutlich in den Linienformen der verschobenen Resonan-
zen widerspiegeln (Abb. 4.4.a), wird bei groferer inhomogener Verbreiterung
(Abb. 4.4.b) der Einflufl der Photonenstatistik auf die Linienform kleiner. Ins-
besondere ist bei groferer inhomogener Verbreiterung (Abb. 4.4.b) nur noch ein
geringer Unterschied in den Linienformen fiir das kohérente und das amplituden-
gequetschte Pumpfeld auszumachen, wihrend sich die Linienform fiir das phasen-
gequetschte Pumpfeld deutlich absetzt. Allerdings wird die leichte Asymmetrie
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Abbildung 4.4: Testabsorption fiir unterschiedlich gequetschte Pumpfelder fiir
(a) I' = 2¢g, (b) I' = 4g. Durchgezogene Kurve: £ = 0; gepunktete Kurve: £ = 1;
gestrichelte Kurve: £ = —1. Parameter: N = 10, (n) = 60, A = 12¢g, v = 0, 4g.
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Abbildung 4.5: Testabsorption mit inhomogener Verbreiterung I' = 3¢ fiir un-
terschiedliche Pumpverstimmungen und fiir die in Abb. 4.6 gezeigte phasenge-
quetschte Pumpphotonenstatistik: (a) A = 8¢, (b) A = 12¢, (c)A = 16g. Die
gestrichelten Kurven zeigen zum Vergleich die Spektren ohne inhomogene Ver-
breiterung. Parameter: N = 10, (n) = 60, £ = 0,7i, v = 0, 4g.
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Abbildung 4.6: Photonenstatistik eines phasengequetschten Zustands der mittle-
ren Photonenzahl (n) = 60 und dem Quetschparameter £ = 0, 7i.

in der Linienform fiir das phasengequetschte Pumpfeld durch die inhomogene
Verbreiterung verwischt.

Als néchster Punkt soll diskutiert werden, daf fiir eine inhomogen verbreiter-
te Resonanz der Einflul der Pumpphotonenstatistik auf die Linienform entschei-
dend von der Pumpverstimmung abhéngt. In Abb. 4.5 sind die blauverschobenen
Resonanzen in der Testabsorption fiir unterschiedliche Pumpverstimmungen ver-
glichen. Das Pumpfeld wurde in einem phasengequetschten Zustand angenom-
men, der eine ausgepriagte Asymmetrie der Photonenstatistik aufweist, wie es
in Abb. 4.6 zu sehen ist. In Abb. 4.5 sind neben den verschobenen Resonanzen
mit inhomogener Verbreiterung (durchgezogene Kurven) auch die entsprechen-
den Resonanzen ohne inhomogene Verbreiterung gezeigt (gestrichelte Kurven).
Bei grofler Pumpverstimmung wird die Linienform durch die inhomogene Ver-
breiterung stark verédndert (Kurve (c) in Abb. 4.6). Insbesondere ist eine durch
die phasengequetschte Photonenstatisik aufgeprigte Asymmetrie in der Linien-
form nicht erkennbar. Erst bei kleinen Pumpverstimmungen wird die Linienform
trotz der inhomogenen Verbreiterung leicht asymmetrisch. Der zuséitzliche Einflufy
der inhomogenen Verbreiterung auf die Linienform wird bei kleineren Pumpver-
stimmungen zunehmend geringer, wie der Vergleich der gestrichelten und durch-
gezogenen Kurven zeigt.

Die inhomogene Verbreiterung beeinflufit auch die in Abschnitt 2.3.4 disku-
tierte nichtklassische Verstdrkung. Dazu ist in Abb. 4.7 die Testabsorption im Be-
reich der nichtklassischen Verstirkung fiir unterschiedliche inhomogene Verbrei-
terungen gezeigt. Die Spektren wurden hier exakt mit Hilfe der ‘Dressed States’
bestimmt. Der Effekt der nichtklassischen Verstdarkung wird mit wachsender inho-
mogener Verbreiterung immer schwécher. Der Grund ist, dafl kollektive Effekte,
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Abbildung 4.7: Einflul der inhomogenen Verbreiterung auf die nichtklassische
Verstdarkung. Durchgezogene Kurve: I' = 0; gepunktete Kurve: I' = 0, 4g; gestri-
chelte Kurve: I' = 0, 8¢. Parameter: N =7, A =2g, £ =0, (n) =60, v =0, 8¢.

welche die nichtklassische Verstidrkung entscheidend beeinflussen, mit wachsen-
der inhomogener Verbreiterung eine immer geringere Bedeutung bekommen. Bei
inhomogenen Verbreiterungen I', die die Kopplungskonstante g wesentlich iiber-
schreiten, wiirde die nichtklassische Verstirkung verschwinden.

In den bisherigen Modellrechnungen zum Einflul der inhomogenen Verbrei-
terung auf den optischen Stark-Effekt wurden moderate Zahlen von Storstellen
und Pumpphotonen angenommen. In einem realistischen Pump-Test-Experiment
an BX wird eine hohere Zahl von Storstellen und Pumpphotonen erwartet. Auch
zeigen Abschitzungen, dafl die inhomogene Verbreiterung I' die Kopplungskon-
stante g um mindestens eine Groflenordnung iiberschreiten wird. Es ist dann nach
obigen Rechnungen nicht mehr zu erwarten, daf} sich die Linienformen im opti-
schen Stark-Effekt fiir ein kohérentes und ein amplitudengequetschtes Pumpfeld
unterscheiden. Jedoch spiegelt sich der Einflufy eines phasengequetschten Pump-
feldes weiterhin in der Linienform wider. Um dies zu illustrieren, ist in Abb. 4.8 die
Testabsorption fiir 50 Storstellen und fiir unterschiedlich stark phasengequetschte
Pumpfelder der mittleren Photonenzahl (n) = 500 berechnet worden. Die Pho-
tonenstatistik der phasengequetschten Zusténde ist in Abb. 4.9 gezeigt. Bei der
Berechnungen der Spektren in Abb. 4.8 wurde die Standardentkopplung (3.11)
benutzt.

Bei gequetschten Phasenfluktuationen des Pumpfeldes zeigt sich eine deutliche
Verbreiterung der verschobenen Resonanz, obwohl die inhomogene Verbreiterung
[' fast zehnmal so grofl wie die Kopplungskonstante ¢ ist. Folglich kann sich
in einem realistischen Experiment an BX der Einfluf} eines phasengequetschten
Pumpfeldes im optischen Stark-Effekt durchaus bemerkbar machen.
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Abbildung 4.8: Testabsorption fiir unterschiedlich stark phasengequetschte
Pumpfelder fiir BX mit einer inhomogenen Verbreiterung von I' = 8, 75¢g. Durch-
gezogene Kurve: ¢ = 0, gestrichelte Kurve: ¢ = 1, gepunktete Kurve: £ = 2.
N =50, (n) =500, A =50g, v =0, 5g.
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Abbildung 4.9: Photonenstatistik der in Abb. 4.8 angenommenen Pumpfelder.
Durchgezogene Kurve: £ = 0, gestrichelte Kurve: £ = 1, gepunktete Kurve: £ = 2.
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Abbildung 4.10: Testabsorption fiir 500 Storstellen. Das Pumpfeld ist in pha-
sengequetschten Zustinden mit (n) = 10%, deren jeweilige Photonenstatistik in
Abb. 4.11 gezeigt ist. Inhomogene Verbreiterungen: (a) I' = 5¢, (b) I' = 15g¢.
Weitere Parameter: A = 100g, v = 0, 12g.
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Abbildung 4.11: Photonenstatistik der in Abb. 4.10 angenommenen Pumpfelder.
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Zum Abschluf} soll bemerkt werden, daf§ die Dichtematrixgleichungen die Be-
rechnung der Testabsorption fiir bis zu 1000 Storstellen erméglichen. Das Er-
gebnis einer Rechnung fiir 500 Storstellen ist in Abb. 4.10 gezeigt. Abb. 4.11
zeigt die Photonenstatistik der entsprechenden phasengequetschten Pumpfelder.
Es gibt keinen wesentlichen qualitativen Unterschied zu den bereits in Abb. 4.8
gezeigten Ergebnissen. Jedoch demonstriert diese Rechnung das Potential, das die
hier vorgestellte Dichtematrixndherung bietet, da fiir die exakte Berechnung eine
Matrix der Dimension 2'%9 hitte diagonalisiert werden miissen, was praktisch
unmoglich ist.

4.2.3 Zusammenfassung von Abschnitt 4.2

Der optische Stark-Effekt mit quantisiertem Pumpfeld an storstellengebun-
denen Exzitonen 148t sich im Rahmen einer Dichtematrixndherung beschrei-
ben.

Der Berechnungsaufwand fiir die Losung der Dichtematrixgleichungen ist
zwar nicht unabhéngig von der Anzahl der betrachteten Storstellen, jedoch
wesentlich geringer als fiir eine exakte Bestimmung der 'Dressed States’. Es
lassen sich bis zu 1000 Storstellen im Rahmen der vorgestellten Dichtema-
trixtheorie behandeln.

Die DMN mit Standardentkopplung liefert gute Ergebnisse fiir Pumpver-
stimmungen in der Grofenordnung der mittleren Rabifrequenz. Die anre-
gungszahlerhaltende Entkopplung fiithrt zwar zu verbesserten Ergebnissen,
aber auch zu einer gréfleren Zahl von gekoppelten Differentialgleichungen.

Das phasengequetschte Pumpfeld macht sich in der Linienform im optischen
Stark-Effekt auch dann bemerkbar, wenn die inhomogene Verbreiterung I’
die Kopplungskonstante g um eine Gréflenordnung iiberschreitet.

Bei kleinen Pumpverstimmungen wird die Linienform im optischen Stark-
Effekt an BX besonders stark von der Photonenstatistik des Pumpfeldes
beeinfluf}t.

Der Effekt der nichtklassischen Verstiarkung verschwindet bei inhomogenen
Verbreiterungen I', die die Kopplungskonstante g wesentlich iiberschreiten.
Der Nachweis der nichtklassischen Verstdrkung an BX ist deshalb nicht zu
erwarten.
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4.3 Das gepulste Pump-Test-Experiment an
storstellengebundenen Exzitonen

In der bisherigen Diskussion des optischen Stark-Effekts wurden sowohl fiir das
Pumpfeld als auch fiir das Testfeld stationére Lichtfelder angenommen. In der
Regel werden Experimente zur Untersuchung nichtlinearer optischer Effekte in
Halbleitern mit Laserpulsen durchgefiihrt. Ein Grund hierfiir ist, daf nichtlineare
Effekte bei den mit Hilfe von Pulsen erzeugten starken Intensitdten besonders
deutlich hervortreten. Ein weiterer Aspekt ist, daf sich eine Dynamik auf sehr
kurzen Zeitskalen von ps oder fs mit Hilfe von Pulsen untersuchen 148t. Fiir den
optischen Stark-Effekt spielt dieser zweite Aspekt jedoch keine Rolle, da es sich
nicht um einen Kurzzeiteffekt handelt.

In diesem Abschnitt wird ein gepulstes Pump-Test-Experiment zum optischen
Stark-Effekt an storstellengebundenen Exzitonen (BX) theoretisch untersucht,
wobei das Pumpfeld weiterhin quantisiert behandelt wird. Besonderes Augen-
merk wird dabei auf die Zusatzeffekte gelegt, die in einem gepulsten Experiment
gegeniiber einem Experiment mit stationdren Lichtfeldern zu erwarten sind.

Desweiteren ist in der bisherigen Diskussion stets davon ausgegangen wor-
den, dafl die Wechselwirkung zwischen den BX und dem Pumpfeld sehr schnell
(nichtadiabatisch) einsetzt. Eine solche Annahme ist jedoch nur dann gerechtfer-
tigt, wenn die Zeitskala fiir das Einsetzen der Wechselwirkung die inverse mittlere
Rabifrequenz wesentlich unterschreitet. Im Rahmen der gepulsten Beschreibung
des Pump-Test-Experiments 148t sich analysieren, inwieweit eine endliche Ein-
schaltzeit der Wechselwirkung die bisherigen Ergebnisse modifiziert.

4.3.1 Theoretische Beschreibung des gepulsten
Pump-Test-Experiments

Ein Laserpuls 148t sich im Rahmen einer klassischen Beschreibung des Strahlungs-
feldes mit Hilfe einer zeitabhéngigen (komplexen) Feldamplitude charakterisieren,
welche die Einhiillende des Pulses beschreibt.

Wird das Strahlungsfeld quantisiert behandelt, so wird der Puls als Produkt-
zustand vieler (quantisierter) Moden dargestellt. Werden als Moden ebene Wellen
angenommen, die durch den Wellenvektor ¢ charakterisiert werden, so wird der
Dichteoperator des Strahlungsfeldes gegeben durch:

A = 11 . (4.29)
q

Dabei definiert die Dichtematrix p, den Zustand der Mode g. Der Index ¢ lduft
iiber alle Moden, die fiir die Beschreibung des Pulses relevant sind.
Befinden sich beispielweise alle Moden in einem koh&renten Zustand, d. h.

Pg = |O‘q><0‘q| mit a, |O‘q> = Qy |O‘q>a (4.30)
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so wird der Erwartungswert der Feldamplitude & = 3, a, im Falle eines freien
Strahlungsfeldes gegeben durch

EW) = T agent = B(t) et (4.31)

Dabei ist w,, die Mittenfrequenz des Pulses und 3(¢) die (komplexe) Feldampli-
tude, die die Einhiillende des Pulses beschreibt.

Nach diesen Ausfiihrungen fiir die quantisierte Beschreibung eines freien Pul-
ses soll nun die Wechselwirkung zwischen den BX und dem Puls betrachtet wer-
den, die mit dem Hamiltonoperator

Ho = Y, wqagaq + hwg, J3 +
q

+hY A s+ R gilag ]y + a;J_). (4.32)
v q

beschrieben wird. Dabei ist w,, die Mittenfrequenz des Pulses. A, bezeichnet die
Verstimmung der Mittenfrequenz w,, gegeniiber der BX-Resonanz bezogen auf
die Storstelle v. Die g-Summen laufen iiber alle fiir den Pumppuls relevanten
Moden.

Die Wechselwirkung mit dem klassisch behandelten Testfeld wird durch den
Operator V(t) beschrieben:

V() = hi(A{t)e ™I, + h.c.). (4.33)

Die Berechnung des Testabsorptionsspektrums mit Hilfe des Hamiltonope-
rators Ho in (4.32) stellt ein auBerordentlich aufwendiges Problem dar. Zum
einen tritt eine grofle Zahl von Freiheitsgraden auf. Zum anderen miifiten zusatzli-
che Entkopplungen hoherer Korrelationen von Photonenoperatoren getestet wer-
den. Anstelle der Beschreibung des gepulsten Pump-Test-Experiments mit Hilfe
des Hamiltonoperators (4.32), soll der Pumppuls nur mit Hilfe einer effektiven
zeitabhéngigen Kopplung ¢(¢) an eine einzelne Mode der Mittenfrequenz wy, be-
schrieben werden, wobei ¢(t) die Einhiillende des Pumppulses beschreibt. Der
entsprechende Hamiltonoperator H, lautet

N
Ho(t) = hwe K +hd> Aydys+hig(t)agJy + g (t)al J-).  (4.34)

v=1
Daf} dieser Hamiltonoperator tatséchlich die Wechselwirkung der BX mit dem

Pumppuls effektiv beschreibt, kann unter folgenden Annahmen plausibel gemacht
werden:

e Der Pumppuls wird als spektral scharf und rdumlich gerichtet angenommen.
Damit sind die Wellenvektoren g der Moden, aus denen sich der Pumppuls
zusammensetzt, in einem sehr engen Bereich um ¢y konzentriert.
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e Die Grundmoden, welche den Pumppuls bilden, befinden sich in einem ge-
quetschten Zustand, der nur wenig vom kohérenten Zustand abweicht. Es
gilt also:

P(f) = H |$g) (Bg| mit ag |By) = agldy). (4.35)
q

e Da eine mittlere Pumpverstimmung angenommen wird, die mindestens von
der Groflenordnung der Rabifrequenz ist, und die mittlere Zahl der Pump-
photonen die Zahl der relevanten Storstellen wesentlich {iberschreitet soll,
wird das Pumpfeld nur sehr wenig durch die Wechselwirkung mit den BX
modifiziert.

Als Folge der ersten Annahme wird die ¢g-Abhéngigkeit von g, vernachléssigt
und sémtliche Kopplungskonstanten in (4.32) durch g,, ersetzt.

Weiter besteht zwischen den Erwartungswerten (O(t)a,(t)) und (O(t)a,,(t))
folgender ndherungsweiser Zusammenhang:

(O(t)ay(t)) =~ Bue™ @m0 (O(t)ay(t))
mit B, = —L (4.36)

a%

Hier ist O ein Operator, der sich aus J-Operatoren, ago und a4, zusammensetzt.
Bei dieser Niaherung wurde ausgenutzt, dafl das Pumpfeld kaum von der Wech-
selwirkung mit den BX gestért wird und sich das Pumpfeld in einem Zustand
befindet, der nicht wesentlich vom kohérenten Zustand abweicht.

Falls [0, a,,] = 0 gilt, so folgt mit analoger Begriindung

(ag(HO(t)) = Bye™" =0l (a, (1 O(t)).
(4.37)

Wird beachtet, daf} die mittlere Photonenzahl (n) in der Mode ¢y grof gegen Eins
ist und der Betrag des Erwartungswertes (Oa,,) ungefihr um einen Faktor (n)
grofler ist als der des Erwartungswertes ([0, a,]), falls (a,,O) # 0 gilt, so folgt
(4.37) auch niaherungsweise fiir den Fall, daf [O, a ] # 0 ist.

Unter Ausnutzung der Niaherungen (4.36) und (4.37) 148t sich die Bewegungs-
gleichung von (O(t)) schreiben als:

a{0(t)) = %([%o(t)JrV(t),O(t)]% (4.38)

wobei der Hamiltonoperator Hg(t) durch (4.34) gegeben ist. Die effektive zeitabhéngi-
ge Kopplungskonstante g(¢) an das Pumpfeld wird bestimmt durch

g(t) = a0 Z By e et (4.39)
q
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und gibt die Einhiillende des Pumppulses wieder. Der Anregungszahloperator
ist wie bisher gegeben als

K = alag+J5+ % (4.40)
Die Wechselwirkung der BX mit dem Pumppuls 148t sich folglich mit Hilfe des bis-
herigen Hamiltonoperators H, in (4.1) beschreiben in den eine effektive zeitabhéngi-
ge Kopplung ¢(t) eingefiigt wird. Damit lassen sich die bisherigen Dichtematrix-
gleichungen verwenden, wobei die Kopplungskonstante g und die Testfeldamplitu-
de A hier durch die zeitabhéngigen Groflen g(t) und A(t) ersetzt werden. Letztere
bestimmen die Einhiillenden von Pump- und Testpuls.

Die lineare Testabsorption kann mit den Ergebnissen der Dichtematrixglei-
chungen berechnet werden durch

I (f dt (J&(£)) A*(£)e™")

A, o« - AT , (4.41)

wobei (J (1)) wiederum den linearen Anteil im Testfeld von (J_(t)) bezeichnet.

4.3.2 Ergebnisse fiir das gepulste Pump-Test-Experiment

Einflufl des Einschaltvorgangs der Wechselwirkung

Bevor die Ergebnisse fiir das gepulste Pump-Test-Experiment vorgestellt wer-
den, soll zunéchst der Einflufl einer langsam eingeschalteten Wechselwirkung zwi-
schen den BX und dem Pumpfeld auf die Testabsorption untersucht werden. Um
den Effekt der Einschaltzeit besonders klar herauszupriaparieren, wird hier die
inhomogene Verbreiterung der BX nicht beriicksichtigt. Diese wird jedoch bei
den spéteren Berechnungen zum gepulsten Pump-Test-Experiment wieder einbe-
zogen.

In der vorangegangenen Diskussion des optischen Stark-Effekts ist stets ange-
nommen worden, dafl die Wechselwirkung zwischen den BX und dem Pumpfeld
auf einer Zeitskala 7, einsetzt, fiir die 7, - 2 wesentlich kleiner als Eins ist. {2 ist
dabei die (mittlere) Rabifrequenz bei voll eingeschalteter Wechselwirkung. Hier
soll nun der optische Stark-Effekt fiir groflere Einschaltzeiten 7, untersucht wer-
den. Um den Einschaltvorgang der Wechselwirkung zu beschreiben, wird eine
zeitabhingige Kopplung ¢(¢) in der Form des Fehlerintegrals

oty = 2 [T e (4.42)
T J—oo

betrachtet. Durch den Parameter ¢, kann der Startzeitpunkt des Einschaltvor-

gangs variiert werden. g ist die Kopplung nach vollem Eintreten der Wechselwir-

kung. Fiir 7, — 0 konvergiert g(¢) gegen eine Stufenfunktion g(t) — go 0(t — to)

fiir schlagartiges Einschalten.
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Abbildung 4.12: Zeitentwicklung der Inversion fiir unterschiedliche Einschalt-
zeiten 7, der Wechselwirkung zwischen Pumpfeld und BX. Das Pumpfeld ist
im Fockzustand mit 60 Photonen. Oberes Bild: 7, - @ = 1,6; mittleres Bild:
7, - 2 = 3,2; unteres Bild: 7, - Q = 7,8. Parameter: N =5, A = 12¢.

Zunichst soll der Einflu des Einschaltvorgangs auf die Inversion in nullter
Ordnung im Testfeld diskutiert werden. In Abb. 4.12 ist die Zeitentwicklung der
Inversion fiir unterschiedliche Einschaltzeiten 7, gezeigt, wobei ein Pumpfeld im
Fockzustand angenommen wurde. Zu Beginn der Zeitentwicklung sollen keine BX
angeregt sein. Die hier gezeigten Ergebnisse beruhen auf einer exakten Rechnung,
bei der der Anfangszustand mit dem Hamiltonoperator H(¢) in (4.34) propagiert
wurde. Die inhomogene Verbreiterung wurde, wie bereits oben erwéhnt, Null
gesetzt.

Ist 7, - £ in der Groflenordnung von Eins, so treten deutliche Rabioszillation
der Inversion auf (oberes Teilbild in Abb. 4.12). Im Gegensatz zu dem in den
vorangegangenen Kapiteln behandelten Fall, dafl 7, - {2 wesentlich kleiner als Eins
ist, schwingen die Rabioszillationen nicht mehr bis zum minimalen Wert von
(J3)/N = —1/2 durch. Bei wachsender Einschaltzeit 7, wird die Amplitude der
Rabioszillationen immer kleiner, bis schlieflich die Inversion fast adiabatisch der
langsam eingeschalteten Wechselwirkung folgt.

Die Einschaltzeit 7, wirkt sich ebenfalls auf die Testabsorption im optischen
Stark-Effekt aus. Dazu ist in Abb. 4.13 der blauverschobene Bereich der Testab-
sorption fiir (a) ein kohédrentes und (b) ein amplitudengequetschtes Pumpfeld
fiir unterschiedliche Einschaltzeiten 7, gezeigt. Die Einschaltzeit 7, beeinfluit die
Hohe der Testabsorption. Diese nimmt mit wachsender Einschaltzeit zunéchst zu,
bis sie schliefllich fiir Einschaltzeiten mit 7, -2 > 1 fast schon die Hohe des asym-
ptotischen Grenzfalls 7, — oo erreicht hat. Der intermedidre Bereich, in dem
sich die Hohe der Testabsorption mit der Einschaltzeit stark &ndert, ist durch
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Abbildung 4.13: Testabsorption fiir unterschiedliche Einschaltzeiten des Pumpfel-
des fiir (a) ein kohérentes (£ = 0) und (b) ein amplitudengequetschtes (£ = 1,2)
Pumpfeld. Durchgezogene Kurven: 7,-§) = 1, 6; gestrichelte Kurven: 7,-(2 = 0, 32;
gepunktete Kurven: 7, - Q = 0,16. Parameter: N = 5, A = 16g, (n) = 60,
v=0,1g.

0,1 <7, -Q<1,0 bestimmt.

Wichtig ist, dafl die Linienformen in Abb. 4.13 unabhéngig von der Ein-
schaltzeit die Photonenstatistik des Pumpfeldes widerspiegeln. Dies wird beson-
ders in den Testabsorptionsspektren fiir das amplitudengequetschte Pumpfeld
in Abb. 4.13.b deutlich, in denen sich unabhéngig von 7, die charakteristischen
Satelliten der Photonenstatistik zeigen.

Hier sollte bemerkt werden, daf fiir das stark amplitudengequetschte Feld das
hier verwendete Modell fiir den Pumppuls eventuell schon etwas iiberstrapaziert
wird. Der gewdhlte Quetschparameter ¢ ist hier bereits so grof}, dafl der Feldzu-
stand aufgrund der kleinen mittleren Photonenzahl (n) schon deutlich von einem
kohérenten Zustand abweicht und somit die Annahme (4.35) nicht mehr erfillt
ist. Jedoch ist davon auszugehen, dal das Modell der zeitabhingigen Kopplung
¢g(t) immerhin die richtige Tendenz fiir das amplitudengequetschte Feld angibt.

Die Einschaltzeit 7, beeinflufit ebenfalls die Unterstrukturen in der Testab-
sorption, die fiir N > 1 bei grofler spektraler Auflésung sichtbar werden (siehe
dazu auch Abb. 2.11 aus Kapitel 2). In Abb. 4.14 ist die Testabsorption fiir N = 2
und zwei unterschiedliche Einschaltzeiten gezeigt. Ein Symbol charakterisiert hier
die Lage und Hohe einer Resonanz. Jedes der Spektren besteht jeweils aus zwei
Untergruppen oder Zweigen von Resonanzen. Wird die Einschaltzeit erhéht, so
wachsen die Resonanzen des oberen Zweiges an, wiahrend sich die des unteren
Zweiges der Null ndhern. Im adiabatischen Grenzfall 7, — oo verschwinden die
Resonanzen des unteren Zweiges und damit auch die Unterstrukturen.

Die 7,-Abhéngigkeit der Unterstrukturen kann mit Hilfe der ‘Dressed States’
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Abbildung 4.14: Testabsorption mit Unterstrukturen fiir N = 2 und zwei un-
terschiedliche Einschaltzeiten 7,. Kreise: 7, - € = 0, 16; Dreiecke: 7, - Q = 0, 31.
Parameter: A = 16g, (n) = 60, { = 0.
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Abbildung 4.15: Besetzungen innerhalb eines Tripletts (siehe dazu Abb. 2.12 in
Kapitel 2) von ‘Dressed States’ fiir N = 2 in Abhéngigkeit von der Einschaltzeit
7,. Durchgezogene Kurve: Besetzung des unteren ‘Dressed State’; gestrichelte
Kurve: Besetzung des mittleren ‘Dressed State’. Parameter: N = 2, A = 12g,

n = 60.
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Abbildung 4.16: Testabsorption mit nichtklassischer Verstiarkung fiir unterschied-
liche Einschaltzeiten 7,. Durchgezogene Kurve: 7, - € = 0, 16; gestrichelte Kurve:
7, - Q = 0,53; gepunktete Kurve: 7, - 1 = 1,6. Parameter: N = 10, A = 2g,
(n) =60,&=0,v=0.38g.

interpretiert werden, wenn beachtet wird, daf} sich die Besetzungsverteilung in-
nerhalb eines Multipletts von ‘Dressed States’ mit 7, dndert. Fiir den Fall N = 2
sind die ‘Dressed States’ in Tripletts angeordnet (siehe dazu Abb. 2.12 in Kapitel
2). Ist 7, - 2 wesentlich kleiner als Eins, so werden neben dem unteren ‘Dressed
State’ eines Tripletts auch die energetisch hoheren ‘Dressed States’ besetzt. Falls
7, - {2 den Wert Eins iiberschreitet, so ist im wesentlichen nur der untere ‘Dressed
State’ eines Tripletts besetzt. Dies ist in Abb. 4.15 illustriert, wo fiir den Fall
N = 2 die Besetzung des unteren und des mittleren ‘Dressed State’ nach dem
Einschaltvorgang in Abhéngigkeit von 7, -2 gezeigt ist. Die Gesamtbesetzung des
Tripletts wurde auf Eins normiert.

Da nun eine Resonanz des oberen Zweiges der in Abb. 4.14 gezeigten Un-
terstrukturen einer Absorption entspricht, die vom unteren ‘Dressed State’ ei-
nes Tripletts ausgeht, wachsen diese Resonanzen mit 7, an. Einer Resonanz auf
dem unteren Zweig entspricht hingegen eine Absorption ausgehend vom mittleren
‘Dressed State’. Diese Absorption nahert sich dementsprechend mit wachsender
Einschaltzeit 7, der Null.

Die Besetzungsverhiltnisse innerhalb der Multipletts von ‘Dressed States’ er-
klaren auch fiir den Fall, daf die Unterstrukturen nicht aufgeltst sind, warum die
Testabsorption wie in Abb. 4.13 mit 7, ansteigt. Der Grund ist, da8 im wesent-
lichen nur noch die jeweils unteren ‘Dressed States’ der Multipletts besetzt sind,
wenn 7, - {2 den Wert Eins {iberschreitet.

Als néchster Punkt soll der Einflufl der Einschaltzeit auf die nichtklassische
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Abbildung 4.17: Vergleich der exakten (durchgezogene Kurven) und genéher-
ten (gepunktete Kurven) Zeitentwicklung der Inversion fiir unterschiedliche Ein-
schaltzeiten 7,. Das Pumpfeld ist im Fockzustand mit 60 Photonen. Oberes Bild:
7, - € = 1,6, mittleres Bild: 7, - 2 = 3,2, unteres Bild: 7, - Q = 7, 8.

Verstdarkung diskutiert werden. Dazu ist in Abb. 4.16 die Testabsorption im Be-
reich der nichtklassischen Verstérkung fiir unterschiedliche Einschaltzeiten 7, ge-
zeigt. Der Effekt der nichtklassischen Verstarkung wird mit wachsender Einschalt-
zeit immer kleiner. Uberschreitet 7, -2 den Wert Eins wesentlich, so verschwindet
die nichtklassische Verstirkung génzlich. Im Zusammenhang mit der vorangegan-
genen Diskussion iiber die Besetzungen der ‘Dressed States’ bei unterschiedlichen
Einschaltzeiten zeigt dies, daf fiir den Effekt der nichtklassischen Verstidrkung
Besetzungen von energetisch héheren ‘Dressed States’ innerhalb der Multipletts
wesentlich sind.

Ergebnisse der Dichtematrixnidherung fiir eine
langsam eingeschaltete Wechselwirkung

Im letzten Teil wurde die Auswirkung einer endlichen Einschaltzeit der Wech-
selwirkung auf die Testabsorption diskutiert. Fiir die Berechnung der hier ge-
zeigten Ergebnisse wurde so verfahren, dafl die Zeitentwicklung des Zustands
beziiglich des Hamiltonoperators H(t) in (4.34) numerisch bestimmt wurde. Fiir
N Storstellen zerfillt der Hamiltonoperator in Untermatrizen der maximalen Di-
mension 2N + 1, wenn von der inhomogenen Verbreiterung der BX abgesehen
wird. Deshalb ist die Zustandspropagation und die damit verbundene exakte Be-
stimmung der Testabsorption nur fiir moderate Zahlen von Storstellen moglich.
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Abbildung 4.18: Exakte (durchgezogene Kurven) und genéherte (gestrichelte Kur-
ven) Testabsorption fiir eine langsam eingschaltete Wechselwirkung (7,-Q = 1, 6).
Das Pumpfeld ist (a) in einem kohérenten (£ = 0) und (b) in einem phasenge-
quetschten Zustand ({ = —0, 8). Parameter: N = 5, A = 16¢, (n) = 60,y = 0, 64.

Fiir grofere Zahlen von Storstellen sind die Dichtematrixgleichungen mit der
ndherungsweisen Entkopplung von Paarkorrelationen zu verwenden.

In diesem Teil soll gezeigt werden, dafl die Dichtematrixgleichungen auch dann
eine addquate Beschreibung der Testabsorption liefern, wenn der Einschaltvor-
gang der Wechselwirkung in diese einbezogen wird.

Dazu werden zunéchst die Ergebnisse fiir die Inversion in nullter Ordnung im
Testfeld betrachtet, da letztere eine Eingangsgréfle fiir die Berechnung der linea-
ren Testabsorption darstellt. In Abb. 4.17 sind exakte und genéherte Zeitverldufe
der Inversion fiir unterschiedliche Einschaltzeiten verglichen. Im Anfangsbereich
stimmen die Zeitentwicklungen noch in den Details iiberein, wahrend auf einer
grofleren Zeitskala insbesondere die Frequenzen der Rabioszillationen auseinan-
derlaufen. Entscheidend fiir die spitere Berechnung der Testabsorption ist jedoch,
daf} die zeitlichen Mittelwerte der gendherten Inversion unabhéngig von der Ein-
schaltzeit gut mit den exakten {ibereinstimmen.

Die gendherten und exakten Ergebnisse fiir die Testabsorption bei langsam
eingeschalteter Wechselwirkung sind in Abb. 4.18 verglichen. In Abb. 4.18.a wur-
de ein kohdrentes Pumpfeld angenommen, wéihrend in Abb. 4.18.b die Spektren
fiir ein phasengequetschtes Pumpfeld mit & = —0, 8 gezeigt sind. Die Pumpver-
stimmung ist in der Grofenordnung der Rabifrequenz gewéhlt, und die mittlere
Photonenzahl iiberschreitet die Zahl der Storstellen wesentlich. Die exakten und
geniherten Ergebnisse zeigen eine hervorragende Ubereinstimmung. Insbesondere
wird die Auswirkung der Photonenstatistik auf die Linienform auch bei langsam
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Abbildung 4.19: Einhiillende des Pumppulses (durchgezogene Kurve) und des
Testpulses (gepunktete Kurve).

eingeschalteteter Wechselwirkung richtig erfat. Die Ubereinstimmung zwischen
den exakten und gendherten Ergebnissen verschlechtert sich allerdings wie oben
bei kleineren Pumpverstimmungen und fiir Verhéltnisse N/(n), die sich der Eins
ndhern.

Das gepulste Pump-Test-Experiment an storstellengebundenen Exzi-
tonen

Nachdem die Auswirkung einer langsam eingeschalteten Wechselwirkung der
BX mit dem Pumpfeld auf die Testabsorption im optischen Stark-Effekt disku-
tiert wurde, soll hier das gepulste Pump-Test-Experiment an BX betrachtet wer-
den. Die inhomogene Verbreiterung der BX wird dabei beriicksichtigt, wobei eine
Verteilung der Verstimmungen {A,,v = 1,..., N} gemif (4.26) gew&hlt wird.
Die Ergebnisse, die in diesem Teil berechnet wurden, folgen aus Dichtematrixglei-
chungen mit zeitabhéngiger Kopplung an das Pumpfeld ¢(¢) und zeitabhéngiger
Testfeldamplitude A(t).

Weiter wird davon ausgegangen, dafl sich Pump- und Testpuls optimal zeit-
lich iiberlagern und zudem der Pumppuls ldnger andauert als der Testpuls. Die
Einhiillenden von Pump- und Testpuls sind in Abb. 4.19 wiedergegeben. Da-
bei werden die ansteigende und absteigende Flanke des Pumppulses mit g(t)
aus (4.42) beschrieben. Die Dauer des Pumppulses wird mit A7, bezeichnet. Die
Einhiillende des Testpulses wird durch eine Gaufifunktion der Breite A7; beschrie-
ben.

Da der Testpuls kiirzer als der Pumppuls ist, begrenzt seine Dauer die spek-
trale Auflosung fiir das Testabsorptionsspektrum. Um dies zu illustrieren sind
in Abb. 4.20 die Testabsorptionsspektren fiir ein kohérentes und ein phasenge-
quetschtes Pumpfeld verglichen, wobei in Abb. 4.20.a ein langer Testpuls mit
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Abbildung 4.20: Testabsorption fiir Testpulse unterschiedlicher Dauer: (a) A7, -
Q =5, (b) Ary - Q = 1. Es wurde jeweils ein kohérentes (durchgezogene Kur-
ven) und ein phasengequetschtes Pumpfeld (gepunktete Kurven) mit & = —0, 8
angenommen. Parameter: N = 5, (n) = 60, A = 12g, v = 0,4g, A7, - Q = 100,
7, - 0 = 20.

A7 - = 5 und in Abb. 2.22.b ein kurzer Testpuls mit A7 - 2 = 1 angenom-
men wurde. €2 ist hier die Rabifrequenz beziiglich der maximalen Intensitit des
Pumpfeldes. Um den Einflul des endlichen Testpulses auf die Testabsorption
besonders deutlich zu demonstrieren, wurde hier die inhomogene Verbreiterung
vernachléssigt. Der begrenzende Verbreiterungsmechanismus ist dann das endli-
che Auflosungsvermogen aufgrund der spektralen Breite des Testpulses. Wahrend
fiir den langen Testpuls der Einflul der Photonenstatistik des Pumpfeldes auf die
Linienform deutlich erkennbar ist (Abb. 4.20.a), ist fiir den kurzen Testpuls der
Einflul der Photonenstatistik auf die Linienform aufgrund der begrenzten spek-
tralen Auflésung verwischt (Abb. 4.20.b).

Folglich sollte fiir ein Pump-Test-Experiment, das den Einfluf} eines gequetsch-
ten Pumpfeldes auf die Linienform sichtbar macht, der Testpuls ein Vielfaches
der inversen Rabifrequenz beziiglich der maximalen Pumpintensitidt andauern.

Insbesondere zeigen die Ergebnisse in Abb. 4.20, daf} sich auch in einem gepul-
sten Pump-Test-Experiment die gequetschte Photonenstatistik in der Linienform
widerspiegeln kann. Neben einer ausreichenden spektralen Auflésung mufl jedoch
auch hier gewéhrleistet sein, dal die inhomogene Verbreiterung nicht zu grof} ist.
Der Einflufl der inhomogenen Verbreiterung auf die Linienform in einem gepulsten
Pump-Test-Experiment ist in Abb. 4.21 gezeigt. Das Pumpfeld wurde jeweils in
einem amplitudengequetschten (gepunktete Kurven), einem kohérenten (durch-
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Abbildung 4.21: Testabsorption in einem gepulsten Pump-Test-Experiment mit
den inhomogenen Verbreiterungen (a) I' = 2¢, (b) ' = 4¢. Es wurde jeweils
ein kohérentes (durchgezogene Kurven), ein amplitudengequetschtes (gepunkte-
te Kurven, { = 1) und ein phasengequetschtes (gestrichelte Kurven, { = —1)
Pumpfeld angenommen. Parameter: N = 10, (n) = 60, A = 12¢g, v = 0, 4g,
AT, - Q =100, 7, - Q© = 20, A1, - Q = 20. Die Knicke entstehen, da aus Rechen-
zeitgriinden nur wenig Punkte bestimmt wurden.
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Abbildung 4.22: Testabsorption in einem gepulsten Pump-Test-Experiment mit
den inhomogenen Verbreiterungen (a) I' = 2g, (b) I' = 4g fiir unterschiedliche
Anstiegszeiten 7, des Pumppulses. Durchgezogene Kurve: 7,-Q = 20, gestrichelte
Kurve: 7, - @ = 0,1. Es wurde ein phasengequetschtes Pumpfeld ({ = —1) an-
genommen. Parameter: N = 10, (n) = 60, A = 12¢, v = 0,4g, A7, - Q = 100,
AT;-Q = 20. Die Knicke entstehen, da aus Rechenzeitgriinden nur wenige Punkte
bestimmt wurden.
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gezogene Kurven) und einem phasengequetschten Zustand (gestrichelte Kurven)
angenommen. Ist die inhomogene Verbreiterung klein (Abb. 4.21.a), so wird die
Linienform stark durch die Photonenstatistik modifiziert. Bei einer gréfieren in-
homogenen Verbreiterung sind die Unterschiede der Linienformen fiir die unter-
schiedlichen Pumpfelder geringer (Abb. 4.21.b), wobei besonders der Unterschied
zwischen der amplitudengequetschten und der kohdrenten Photonenstatistik klein
wird.

Die Hohe der Testabsorption wird im gepulsten Experiment durch die An-
stiegszeit des Pumppulses 7, festgelegt. In Abb. 4.22 ist dazu die Testabsorption
fiir ein phasengequetschtes Pumpfeld fiir zwei unterschiedliche inhomogene Ver-
breiterungen gezeigt. Die gestrichelten Kurven zeigen die Spektren fiir kleine
Anstiegszeit (7, - © = 0,1), wihrend die durchgezogenen Kurven die Spektren
fiir einen langsam ansteigenden Pumppuls (7, - @ = 20) darstellen. Unabhéngig
von der inhomogenen Verbreiterung éndert sich die Hohe der verschobenen Re-
sonanzen mit 7,, wihrend die Linienform erhalten bleibt. Im Rahmen der voran-
gegangenen Diskussion der endlichen Einschaltzeit der Wechselwirkung ist dieses
Ergebnis sofort verstindlich. Bemerkenswert an Abb. 4.22.a ist, daf} die Asym-
metrie der phasenengequetschten Photonenstatistik sich bei genauem Hinsehen
trotz inhomogener Verbreiterung und gepulstem Experiment in der Linienform
widerspiegelt.

4.3.3 Zusammenfassung von Abschnitt 4.3

e In einem gepulsten Pump-Test-Experiment an BX kann die Linienform der
durch den optischen Stark-Effekt verschobenen Resonanz die Photonensta-
tistik des Pumpfeldes widerspiegeln. Fiir eine ausreichend grofle spektrale
Auflésung mufl die Dauer des Testpulses ein Vielfaches der inversen maxi-
malen Rabifrequenz beziiglich des Pumpfeldes betragen. Die inhomogene
Verbreiterung sollte die maximale Kopplung gy an das Pumpfeld nur um
maximal eine Groflenordnung iiberschreiten.

e Die Einschaltzeit des Pumppulses modifiziert die Hohe der verschobenen
Resonanz. Die Linienform der Resonanz bleibt weitgehend erhalten.

e Bei sehr langsamem Einschalten des Pumpfeldes verschwinden die nicht-
klassische Verstdarkung. Gleiches gilt fiir die Unterstrukturen, die innerhalb
der Resonanzen fiir N > 1 auftreten.
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4.4 Dissipative Effekte

In den vorangehenden Abschnitten dieser Arbeit sind dissipative Effekte stets
in Form einer phinomenologischen Dampfungskonstanten einbezogen worden.
In diesem Abschnitt sollen die Ddmpfungsmechanismen sorgfiltiger behandelt
werden, wobei der Formalismus der Quantenmastergleichung zur Ableitung der
Dichtematrixgleichungen benutzt werden soll.

4.4.1 Ableitung der Dichtematrixgleichungen

Fiir das betrachtete Pump-Test-Experiment an storstellengebundenen Exzitonen
(BX) sind die dissipativen Effekte zum einen der strahlende Zerfall der BX.
Zum anderen koppeln die Pumpphotonen aufgrund der endlichen Reflektivitét
der Resonatorspiegel an externe Moden. Dies hat zur Folge, daf} effektiv Photonen
aus dem optischen Resonator in die Umgebung austreten.

Die Behandlung dieser beiden Zerfallskanile im Rahmen einer Quantenma-
stergleichung ist gut bekannt. Fiir den reduzierten Dichteoperator p, der den
Zustand des Pumpfeldes und der BX beschreibt, lautet die Mastergleichung [38]:

Oep = —%[7—[, p| + %(Qa,oaJr —alap — pa'a) +
+%(2ij+ T T p—pli ). (4.43)

Hier beschreibt v, die Zerfallsrate von Pumpphotonen in Moden des umgebenden
Strahlungsreservoirs, dafl bei T" = 0 angenommen wird, und <, die spontane
Zerfallsrate der BX . H ist der Hamiltonoperator, der die Wechselwirkung der BX
mit Pump- und Testfeld beschreibt, und der bereits in (4.1) und (4.2) angegeben
wurde.

Wird das Testfeld in (4.43) vernachlissigt, so fiihrt die asymptotische Losung
der Mastergleichung fiir ¢ — oo auf den Grundzustand des Systems, in dem weder
BX noch Pumpphotonen angeregt sind.

Weiter muf§ beriicksichtigt werden, daffl im Pump-Test-Experiment das Pump-
feld mit einer externen Lichtquelle angeregt wird, wie es in Abb. 4.23 gezeigt
ist. Dabei besteht die externe Lichtquelle in der Regel ihrerseits aus einem op-
tischen Resonator, der ein Lasermedium oder einen nichtlinearen Kristall (im
Falle des optischen parametrischen Oszillators (OPO)) enthélt. Die Lichtquelle
wird durch einen Pumpprozef§ getrieben. Vereinfacht soll angenommen werden,
dafl die Lichtquelle ein monochromatisches Lichtfeld liefert. Die Erzeugungs- und
Vernichtungsoperatoren fiir Photonen der externen Lichtquelle werden mit b und
b' bezeichnet. Die Photonen werden mit der Rate v; in das umgebende Reservoir
emittiert. Des weiteren befindet sich zwischen der Lichtquelle und dem Experi-
ment eine sogenannte optische Diode, die unter Ausnutzung des Faraday-Effekts
nur Photonen in einer Richtung passieren l&at. Auf diese Weise wird vermieden,
daf die Dynamik des Experiments auf die Lichtquelle zuriickwirkt.
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Abbildung 4.23: Pump-Test-Experiment mit externer Lichtquelle. Die Riickwir-
kung des Experiments auf die Lichtquelle wird durch eine optische Diode verhin-
dert.

Der reduzierte Dichteoperator p,, der den Zustand des Feldes der Lichtquelle
beschreibt, geniigt seinerseits einer Mastergleichung der Form:

My, py) + Ppy + % (2bpsbt — bibpy — pybth) (4.44)

7
Orpy _ﬁ[

mit
Hy = hwb'd.

Hier beschreibt der Superoperator P den Pumpprozef, sowie die nichttriviale
Dynamik der Lichtquelle. w; ist die Frequenz der Photonen, welche die Lichtquelle
emittiert. Im folgenden soll angenommen werden, daf sich die externe Lichtquelle
in einem stationdren Zustand p,(ft) befindet, der den Gleichungen

Poy” + % (2096t — blop™ — pbTe) = 0 (4.45)

und

o =~ [Ho oy (4.46)
gentigt.

Als néchster Schritt ist die riickkopplungsfreie Anregung der Pumpmode durch
die externe Lichtquelle zu beschreiben. Ein solches Problem wurde in zwei gleich-
zeitig erschienenen Arbeiten von H. Carmichael und C. W. Gardiner behandelt
[75, 76]. Nach dem dort vorgestellten Formalismus wird der Pumpprozef§ der ex-
ternen Lichtquelle durch folgenden Zusatzterm in der Mastergleichung beschrie-
ben:

oplpump = K (apb’ + bpa’ — pbTa — a’bp)

mit K = /A% (4.47)
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Da die Lichtquelle in einem stationdren Zustand angenommen wird und keine
Riickkopplung des Pump-Test-Experiments auf die Lichtquelle erfolgt, wird damit
die gesamte Mastergleichung gegeben durch:

Ohp = —%[7'[1” pl — %[7'[7 p] + & (apb' + bpa' — pbta — a'bp)
+% (2apa’ —a'ap — pala) + % (20 pJy — Ty J p—pJyJ )(4.48)

Es ist zu erwarten, dafl die Mastergleichung eine stationédre Losung fiir p hat, bei
der die dissipativen Verluste durch die externe Lichtquelle ausgeglichen werden.
Der Anregungszahloperator IC, der hier durch

K = bb+a'a+ Js+ g (4.49)
gegeben wird, stellt nun nicht mehr wie bisher eine Erhaltungsgrofie des Systems
ohne das Testfeld dar.

Werden aus der Mastergleichung die Dichtematrixgleichungen fiir die testindu-
zierte Polarisation abgeleitet, so hat die Nichterhaltung von IC zur Folge, daf die
bisherige Entkopplung von Korrelationen zwischen unterschiedlichen BX nicht
mehr ausreicht, um einen endlichen Satz von Bewegungsgleichungen zu erhalten.

Es wird fiir die Ableitung der Dichtematrixgleichungen ein Anfangszustand p,
angenommen, bei dem sich die Lichtquelle in ihrem stationéren Zustand befindet
und bei dem weder Pumpphotonen noch BX angeregt sind:

. N N
P = p((,t)® na:(),m:—5><na:0,m:——. (4.50)

2

Sind p(s:), die Matrixelemente von p,(ft), so a8t sich der (zeitabhéngige) Erwar-
Ny,

tungswert einer Observablen Operators O darstellen als:

OW) = X A (O,

nb,nb

mit <O(t)>nb,n’b = Tr(pnb’nfb(t)O) (4.51)
Hier ist mit p,, ./ (t) die Zeitentwicklung des Operators

N / N
Pnb,n;(t = 0) = |ny,n,=0m= —3> <nb,na =0,m= _5 (4‘52)

gemif der Mastergleichung (4.48) bezeichnet. Die Zerlegung (4.51) ist aufgrund
der Linearitdat der Mastergleichung mdoglich.

Fiir die Berechnung des Testabsorptionsspektrums miissen die Bewegungs-
gleichungen fiir den linearen Anteil von (J_ (t)>n,,,n; betrachtet werden. Als Ein-

gangsgroflen gehen in diese Gleichungen die Erwartungswerte der Inversion J3
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und der daran gekoppelten Grofien in nullter Ordnung im Testfeld ein. Die Dich-
tematrixgleichungen fiir diese Groflen sollen als erstes betrachtet werden.

Dichtematrixgleichungen fiir die Inversion

Der Operator J3, sowie die daran gekoppelten Operatoren, vertauschen in null-
ter Ordnung im Testfeld mit dem Anregungszahloperator IC aus (4.49). In Anhang
C wird gezeigt, dal die Mastergleichung (4.48) in nullter Ordnung im Testfeld
Matrixelemente von p, die nichtdiagonal bzgl. I sind, nur an solche Matrixele-
mente koppelt, die ebenfalls nichtdiagonal bzgl. I sind. Es folgt in Kombination
mit der Anfangsbedingung (4.50):

(J(1)),, = 0, falls ny # Ny (4.53)
Damit gilt:

<J3(t)> = anb<‘]3(t)>nb7 (4'54)

wobei p,, die Photonenstatistik der Lichtquelle ist und (J5(¢)),, als Abkiirzung
fir (J3(t))n,.n, benutzt wurde. (J3(t)),, ist dabei als Erwartungswert fiir eine
Lichtquelle mit n; Photonen zu interpretieren.

Aufgrund der inhomogenen Verbreiterung sind die Dichtematrixgleichungen
fiir die Grofle (J,3(t))n, abzuleiten, wobei J, 3 die Inversion bezogen auf die v-te
Storstelle bezeichnet. Der Erwartungswert der gesamten Inversion wird anschlie-
Bend mit

(Js@)n, = D (Jua(®))n, (4.55)

berechnet. Die Dichtematrixgleichungen fiir (.J, 5(t)),, folgen mit den Abkiirzun-
gen

pS = adyy+ad, o pl) =—ilad,y —ald,);
Xy(/+) — be,Jr + bTJVﬁ; X(f) = —i(be,+ — bJrJz/,f);
7 = bal +bla; 7 = —i(ba’ - bla)

und A, = w; — w, zu

_ 1 .
0 Tug)s = 90 n =0 (s +5) = 5 3 (el

2 2 oy
O )y = =D Yy = By + 9 3 g
V' Z£v
Ye + Ve
- By + 7 S 05 Tg)mg

2 v'#v
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_ 1
at(]?,(/ )>nb = Au<pz(/+)>nb - 49<aTaJV,3>nb — 29 <<Jv,3>nb + 5)

- Yet+ Ve, (= -
=57 ) m = 0 2 (Edny = T a0 2 (00 ),
EZY v'#v

at(Xy(/+)>nb = _(AV - AC)(XI(/_)>7L1, + 2g<7r(_)‘]l/73>nb

y
— O+ X 067 s,
V' £y
X Ny = (A=A X )n, — 20 50,
07 _ _
5 O+ X 06 s (4.56)
v#y
Im Unterschied zu den vorangehenden Abschnitten kann nicht mehr die Erhaltung
des Anregungszahloperators an dieser Stelle ausgenutzt werden. Um ein endliches
System von Bewegungsgleichungen zu erhalten wird zusétzlich eine ndherungs-
weise Entkopplung von anregungszahlerhaltenden Kombinationen von Photonen-
operatoren durchgefiihrt:

<aTaJ1/,3>nb = <aTa>nb <J1/,3>nb7
(T Tshn, = (T, (Jos)ng (4.57)

AnschlieBend miissen weitere Bewegungsgleichungen fiir (a'a),, und (), auf-
gestellt werden. Werden zusétzlich Korrelationen zwischen unterschiedlichen BX
geméfl (3.11) entkoppelt, so folgt ein abgeschlossenes System von Dichtematrix-
gleichungen, fiir (J, 5(t))n,, welches explizit in Anhang D angegeben wird.

Dichtematrixgleichungen fiir die testinduzierte Polarisation

Fiir die Berechnung der Testabsorption ist wie bisher die testinduzierte linea-
re Polarisation <J£1)(t)> zu berechnen. Da diese Gréfle nur von Erwartungswerten
von Operatoren getrieben wird, die mit dem Anregungszahloperator I vertau-
schen, so gilt:

O = 3 pa, (TP (), (4.58)

Aufgrund der inhomogenen Verbreiterung werden analog zur Inversion die Dich-
tematrixgleichungen fiir die Grofle (J,_(t)),, abgeleitet. Es werden in diesen
Gleichungen anregungszahlerhaltende Kombinationen von Photonenoperatoren
und Korrelationen zwischen unterschiedlichen BX n&dherungsweise entkoppelt.
Werden nur Terme linear im Testfeld beriicksichtigt, so folgt ein Differentialglei-
chungssystem der Form

[0 — wp+ My, + Ly (0] (@ (), + > Luat) (% (), +
v'#v
+ v(aM (1)), + V20V (1)), = GL, (1) Ae™™t  (4.59)
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Abbildung 4.24: Vergleich des genédherten (gestrichelte Kurve) und des exakten
(durchgezogene Kurve) Testabsorptionsspektrums. Die externe Lichtquelle emit-
tiert ein kohérentes Lichtfeld. Weitere Parameter: N = 3, A = 30g, A, = 0,
(n) = 20, kK = g. Es ist eine phinomenologische Verbreiterung von v = 0, 1g
eingefiihrt worden.

mit
o, ) = (Jo_,aly3,d*J,1,bl,3,ab],  b*J, )" (4.60)

Dabei enthalten die zeitabhiingigen Matrizen L, ;(¢) und L, (t), sowie der Vek-
tor I,(t), welche explizit in Anhang D angegeben sind, Erwartungswerte von
anregungszahlerhaltenden Operatoren, welche in nullter Ordnung im Testfeld zu
berechnen sind. Mit weiteren Dichtematrixgleichungen fiir die globalen Groéfien
(D (t)),, und (bM(t)),,, welche gegeben sind durch

. . Ye
(10y — wp)(a(1)>nb — QZ (J,Slbnb + m(b(l)>nb + Zg(a(l)%b = 0

(i0; — w) (BM),, = 0, (4.61)

folgt ein abgeschlossenes System von Bewegungsgleichungen. Aus diesem Glei-
chungssytem wird (J(_1)>nb und damit die lineare Testabsorption aus dem Ima-
ginérteil des Zeitmittels bestimmt.

4.4.2 Test der Dichtematrixniherung

Fiir die Berechnung der exakten Testabsorption miifite die Mastergleichung (4.48)
exakt gelost werden. Da jedoch die Anregungszahl keine Erhaltungsgréfie mehr
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darstellt, zerféllt die Dichtematrix nicht in unabhéingige endlichdimensionale Un-
tersysteme.

Um die zusétzliche Entkopplung testen zu kénnen, wird daher ein exakt l6sba-
res ‘Testsystem’ behandelt, welches, wie in Abb. 4.23 gezeigt, aus einem Pump-
Test-Experiment mit externer Lichtquelle besteht. Vernachlédssigt werden in dem
Testsystem die Photonenverluste an die Umgebung sowie der strahlende Zerfall
der BX. Auch wird der Einflufl der optischen Diode nicht beriicksichtigt.

Der Hamiltonoperator, der dieses Testsystem addquat beschreibt, wird gege-
ben durch

H = Ho+V+hwb'b+ he(a’b+bla), (4.62)

wobei Hy und V bereits in (4.1) und (4.2) angegeben wurden und die Wechsel-
wirkung der BX mit Pump- und Testfeld beschreiben.

Der testfeldunabhéngige Teil des Hamiltonoperators H vertauscht mit dem
Anregungszahloperator IC aus (4.49) und zerféllt folglich in endlichdimensionale
Unterrdume konstanter Anregungszahl.

Wird die inhomogene Verbreiterung der BX vernachléssigt, so ist die Dimen-
sion D des Unterraums der Anregungszahl k gegeben durch

D = (Lti)kt1) - HETD

mit L = min (k, N). (4.63)

Die lineare Testabsorption 148t sich wie bisher mit Hilfe der Eigenzusténde (‘Dres-
sed States’) in nullter Ordnung im Testfeld bestimmen. Alternativ werden fiir das
Testsystem Dichtematrixgleichungen abgeleitet, wobei neben der Entkopplung
von Korrelationen zwischen unterschiedlichen BX jetzt wie oben anregungszah-
lerhaltende Kombinationen von Photonenoperatoren entkoppelt werden.

In Abb. 4.24 sind die Ergebnisse fiir die Testabsorption in der Dichtema-
trixndherung mit den exakten fiir das Testsystem verglichen. Die Pumpverstim-
mung iiberschreitet dabei die Rabifrequenz bezogen auf das Pumpfeld. Die Uber-
einstimmung zwischen den exakten und den gen&dherten Spektren ist sehr gut.
Dies zeigt, daf3 die zusétzliche Entkopplung kaum Einflul auf die Qualitit der
Dichtematrixndherung hat.

4.4.3 Ergebnisse der Dichtematrixniherung
mit Dissipation

In diesem Teilabschnitt sollen die Dichtematrixgleichungen mit Dissipation be-
trachtet werden. Dabei soll als erster Punkt der Einflul der Zerfallsrate der
Pumpphotonen ~. auf die Testabsorption diskutiert werden. In Abb. 4.25 sind die
Testabsorptionsspektren fiir zwei unterschiedlich grofle Zerfallsraten . gezeigt.
Es wurde fiir die durchgezogenen Kurven angenommen, dafi die Lichtquelle ein
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Abbildung 4.25: Verschobene Testabsorption fiir unterschiedliche Zerfallsraten
der Pumpphotonen 7,. (a): 7. = 3¢, k = 0, 35g, (b'b) = 290; (b): 7. =g, K = 0,2,
(b'b) = 100. Durchgezogene Kurven: ¢ = 0, gestrichelte Kurven: £ = —1. Weitere
Parameter: N =1, A =109, A. =0, 7. =0, bg.

kohérentes Lichtfeld emittiert, wihrend fiir die gestrichelten Kurven ein phasen-
gequetschtes Lichtfeld angenommen wurde. Die Intensitédt der Lichtquelle wurde
jeweils so angepaflt, dafl in allen Féllen die gleiche mittlere Stark-Verschiebung
zu erwarten ist. Es wurde fiir diese Modellrechnung nur ein TLS betrachtet und
damit auch die inhomogene Verbreiterung nicht beriicksichtigt.

Trotz der Zerfallsrate 7. macht sich die Photonenstatistik der Lichtquelle in
der Linienform bemerkbar, wobei das phasengequetschte Licht eine deutliche Ver-
breiterung der verschobenen Resonanz hervorruft. Der Einflul der Photonensta-
tistik auf die Linienform ist umso grofler, je kleiner die Zerfallsrate 7. ist, wie der
Vergleich von Abb. 4.25.a und Abb. 4.25.b zeigt.

Unterschreitet die Zerfallsrate 7. die Kopplungskonstante g, so kann der op-
tische Stark-Effekt durch die sogenannte Modenaufspaltung beeinflut werden.
Die Modenaufspaltung entsteht bei starker Kopplung zwischen dem Resonator-
feld (Pumpfeld) und den nahresonanten TLS. Eine einfache Interpretation dieses
Effekts ist, dal die TLS den internen Brechungsindex des optischen Resonators
und somit die Eigenfrequenzen der erlaubten Moden dndern. Eine alternative In-
terpretation mit Hilfe der ‘Dressed States’ ist ebenfalls moglich. Der Effekt der
Modenaufspaltung wurde sowohl an Atomen wie auch an Exzitonen in ‘Microca-
vities’ eingehend sowohl experimentell als auch theoretisch untersucht [77, 78].

Der Einflufl der Modenaufspaltung auf den optischen Stark-Effekt ist in Abb. 4.26
demonstriert. Hier wurde die Testabsorption fiir zwei unterschiedliche Zerfallsra-
ten 7. berechnet, wobei fiir die Kurven (a) die Zerfallsrate 7. kleiner ist als fiir die
Kurven (b). Obwohl die Intensitidt der externen Lichtquelle so angepafit wurde,
daB fiir den leeren Resonator die gleiche Pumpintensitét erreicht wird, ist die op-
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Abbildung 4.26: Verschobene Testabsorption fiir unterschiedliche Zerfallsraten
der Pumpphotonen .. (a): 7. = 0,25¢g, k = 0,1g, (bTb) = 50; (b): 7. = g, k =
0,2g, (b'b) = 200. Durchgezogene Kurven: & = 0, gestrichelte Kurven: £ = —1.
Weitere Parameter: N =1, A = 10g, A. =0, 7. = 0, 5g.

40

<a a>

Abbildung 4.27: Mittlere Pumpphotonenzahl in Abhéngigkeit der Verstimmung
A, fiir die Zerfallsraten aus Abb. 4.26. Durchgezogene Kurve: 7. = g, gepunktete
Kurve: 7. =0, 25g.
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Abbildung 4.28: Testabsorptionsspektren fiir unterschiedliche spontane Zerfalls-
raten .. (a) - = 0,5g; (b) v = g; (c) 7 = 2g. Durchgezogene Kurven: { = 0,
gestrichelte Kurve: £ = —1. Weitere Parameter: N = 1, A = 10g, A, = 0,
(b'b)y = 200, Kk = 0, 2g.

tische Stark-Verschiebung fiir die kleinere Dédmpfung 7. geringer. Der Grund ist,
daf} sich fiir die kleinere Zerfallsrate 7. die Eigenfrequenz des Resonators durch
die Kopplung an das TLS leicht verschiebt. Dies ist in Abb. 4.27 illustriert, in der
die mittlere Pumpphotonenzahl in Abhéngigkeit von der Verstimmung A. zwi-
schen Lichtfrequenz und ungestorter Eigenfrequenz des Resonators fiir die beiden
Zerfallsraten 7. aus Abb. 4.26 dargestellt ist. (Eine zweite sehr viel kleinere Mode
in der Nihe der Ubergangsfrequenz der TLS ist in Abb. 4.27 nicht zu sehen.)

Da sich bei kleinem +, die Eigenfrequenz des Resonators leicht verschiebt,
dringen nicht so viele Pumpphotonen in den Resonator ein, wie es bei einem leeren
Resonator der Fall wére. Die Folge ist eine kleinere optische Stark-Verschiebung.

Bemerkt werden sollte weiter, dafl die Linienform im optischen Stark-Effekt
auch bei einer Modifikation durch die Modenaufspaltung stark von der Lichtquelle
beeinflufit wird. Dies zeigt der Vergleich der durchgezogenen und gestrichelten
Kurven in Abb. 4.26, die sich auf eine kohérente bzw. eine phasengequetschte
Lichtquelle beziehen.

Wihrend die bisherigen Untersuchungen zeigen, daf3 die Zerfallsrate v, zwar
den optischen Stark-Effekt modifiziert, sich aber nicht in einer einfachen Verbrei-
terung der verschobenen Resonanz bemerkbar macht, so trifft letzteres auf die
spontane Zerfallsrate -, der BX zu. Dazu sind in Abb. 4.28 die verschobenen
Resonanzen fiir drei unterschiedliche Zerfallsraten 7, dargestellt. Die Lichtquel-
le emittiert wie oben ein kohérentes bzw. ein phasengequetschtes Lichtfeld. Je
grofler v, ist, umso stirker ist die zusétzliche Verbreiterung der Linien aufgrund
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Abbildung 4.29: Einflul der inhomogenen Verbreiterung auf die verschobene
Testabsorption. (a) I' = g; (b) T' = 2¢. Durchgezogene Kurven: £ = 0, gestrichel-
te Kurven: ¢ = —1. Weitere Parameter: N = 8, A = 10g, A, = 0, (b'b) = 200,
Y = 0,39, 7. =9, K =0,2g.

der Spontanemission und umso weniger macht sich der Einfluf} der Photonensta-
tistik auf die Linienform bemerkbar.

Bei den bisherigen Modellrechnungen ist die inhomogene Verbreiterung der
BX nicht einbezogen worden. Ebenso wurden kollektive Effekte nicht beriicksich-
tigt, da stets ein einzelnes TLS angenommen wurde. Zum Abschluf} soll daher
der Einfluf} der inhomogenen Verbreiterung diskutiert werden. In Abb. 4.29 ist
das Testabsorptionsspektrum fiir zwei unterschiedliche inhomogene Verbreiterun-
gen dargestellt, wobei wieder jeweils eine kohdrente und eine phasengequetschte
Lichtquelle angenommen wird. Mit steigender inhomogener Verbreiterung [" wird
der Einflufl der Photonenstatistik der Lichtquelle auf die Linienform schwécher,
wie dies bereits in Abschnitt 4.2 diskutiert wurde. Dabei bleibt der Einfluf} der
Photonenstatistik noch erkennbar, solange die inhomogene Verbreiterung I' die
Kopplungskonstante ¢ nicht wesentlich {ibersteigt. Bemerkt werden sollte hier
auch, dafl bei starker inhomogener Verbreiterung die Linienform asymmetrisch
werden kann, wie es in Abb. 4.29.b zu sehen ist. Der Grund ist, dafl die opti-
sche Stark-Verschiebung nichtlinear von der Verstimmung abhéngt und zudem
bei kleinen Verstimmungen ein Sittigungseffekt eintritt.

4.4.4 Zusammenfassung von Abschnitt 4.4

e Dissipative Effekte wie die endliche mittlere Verweilzeit von Pumpphoto-
nen im optischen Resonator oder der spontane Zerfall von BX lassen sich im
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Rahmen einer Mastergleichung behandeln. Die Erhaltung der Anregungs-
zahl wird durch dissipative Prozesse zerstort. Es werden deshalb zusétzlich
anregungszahlerhaltende Kombinationen von Photonenoperatoren entkop-
pelt.

Der Einflul der Photonenstatistik der Lichtquelle auf die Linienform im
optischen Stark-Effekt nimmt mit der Zerfallsrate der Pumpphotonen 7.
ab.

Bei Zerfallsraten von Pumpphotonen 7., welche die Kopplungskonstante g
unterschreiten, wird der optische Stark-Effekt durch die Modenaufspaltung
modifiziert.

Die spontane Zerfallsrate v, der BX bewirkt eine zusétzliche Verbreiterung
der verschobenen Resonanz. Damit der Einflul der Photonenstatistik er-
kennbar bleibt, sollte die spontane Zerfallsrate 7, in der Groflenordnung
der Kopplungskonstanten g liegen.

Die inhomogene Verbreiterung der BX beeinfluflit die Linienform der ver-
schobenen Resonanz zusétzlich. Die Abhéngigkeit der Linienform von der
Photonenstatistik bleibt erkennbar, solange die inhomogene Verbreiterung
die Kopplungskonstante nicht wesentlich iiberschreitet.
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4.5 Zusammenfassung von Kapitel 4

In diesem Kapitel ist ein Pump-Test-Experiment zum Nachweis des optischen
Stark-Effekts an storstellengebundenen Exzitonen (BX) theoretisch untersucht
worden. Das Pumpfeld wurde dabei quantisiert behandelt. In das theoretische
Modell mufite die inhomogene Verbreiterung der BX einbezogen werden, da diese
die anderen Verbreiterungsmechanismen dominiert.

Analog zu Kapitel 3 konnten Dichtematrixgleichungen zur Berechnung der
linearen Testabsorption abgeleitet werden, wobei Korrelationen zwischen unter-
schiedlichen BX néherungsweise entkoppelt wurden. Aufgrund der inhomogenen
Verbreiterung ist die Zahl der zu behandelnden Dichtematrixgleichungen nicht
unabhéngig von der Zahl der betrachteten Storstellen, sondern wéchst mit die-
ser an. Der numerische Aufwand zur Losung der Dichtematrixgleichungen ist
jedoch weitaus geringer als bei exakter Bestimmung der Testabsorption. Letzte-
re erfordert eine Diagonalisierung von Matrizen der Dimension 2. Mit Hilfe der
Dichtematrixgleichungen lassen sich bis zu 1000 Storstellen numerisch behandeln.

Mit der Entkopplung von Paarkorrelationen liefert die Dichtematrixndherung
gute Ergebnisse, wenn die Rabifrequenz von der Gréflenordnung der (mittleren)
Pumpverstimmung ist. Die Ergebnisse lassen sich mit Hilfe eines Entkopplungs-
schemas, das zusétzlich die Anregungszahlerhaltung beriicksichtigt, verbessern.

Der Einflufl der gequetschten Photonenstatistik auf die Linienform im opti-
schen Stark-Effekt nimmt erwartungsgemafl mit zunehmender inhomogener Ver-
breiterung ab. Dabei bleibt jedoch die phasengequetschte Photonenstatistik deut-
lich in der Linienform erkennbar, solange die inhomogene Verbreiterung die Kopp-
lungskonstante um nicht mehr als eine Gréflenordnung iiberschreitet.

Der Einfluf} der inhomogenen Verbreiterung auf die Linienform h&ngt ent-
scheidend von der Pumpverstimmung ab. Je kleiner die Pumpverstimmung ist,
umso geringer féllt die Modifikation der Linienform durch die inhomogene Ver-
breiterung aus und desto deutlicher ist der Einflufl der Photonenstatistik.

Die inhomogene Verbreiterung erweist sich als besonders schédlich fiir den
Nachweis der nichtklassischen Verstiarkung. Diese verschwindet bereits bei inho-
mogenen Verbreiterungen in der Groenordnung der Kopplungskonstanten. Letz-
teres zeigt, dafl die nichtklassische Verstarkung auf einem kollektiven Effekt fast
identischer TLS beruht.

Weiter ist in diesem Kapitel der Einflufl von endlichen Pulsen auf die Testab-
sorption im optischen Stark-Effekt untersucht worden. Die Anstiegszeit des Pump-
feldes dndert die Hohe der verschobenen Resonanzen, wiahrend die Linienform
weitgehend erhalten bleibt. Die Unterstrukturen fiir den Fall N > 1 erweisen
sich ebenfalls als abhéngig von der Anstiegszeit, da sie im Grenzfall eines adia-
batisch eingeschalteten Pumpfeldes verschwinden. Ebenso verhilt es sich mit der
nichtklassischen Verstirkung, was den engen Zusammenhang zwischen der nicht-
klassischen Verstirkung und den Unterstrukturen demonstriert.

Die Dauer des Testpulses begrenzt das spektrale Auflosungsvermoégen. Um
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den Einflufl der Pumpphotonenstatistik auf die Linienform studieren zu konnen,
sollte der Testpuls mehrere Rabizyklen andauern.

Zum Abschlufl sind dissipative Effekte, die durch die endliche Reflektivitit
der Spiegel und den spontanen Zerfall von BX hervorgerufen werden, im Rahmen
einer Mastergleichung behandelt worden. Die bisher diskutierten Effekte, insbe-
sondere der Einflufl der Photonenstatistik auf die Linienform, bleiben erhalten,
wenn die Dissipationsraten nicht zu grof§ sind. Wichtig ist hier, daf§ die endli-
che mittlere Verweilzeit von Pumpphotonen im Resonator zwar die Linienform
im optischen Stark-Effekt modifiziert, jedoch nicht zu einer einfachen Verbreite-
rung der Linie fiihrt. Insbesondere kann bei einer grofien mittleren Verweilzeit
der Pumpphotonen im Resonator der optische Stark-Effekt durch die Modenauf-
spaltung modifiziert werden.



Anhang A

Dichtematrixgleichungen fiir die
Inversion
mit Paarkorrelationen

Mit den Abkiirzungen

p(+) = aJ+ + CLTJ,; p(_) = —i(aJ+ — CZTJf),
X = aliJs+alJsd X7 = —iad Js —alJs ] );
€9 = a2 402 €0 = a2 — a2,

lassen sich die Dichtematrixgleichungen mit Paarkorrelationen fiir die Inversion in null-
ter Ordnung im Testfeld wie folgt angeben:

8t<t]3>n = g<p(7)>n
8t<p(+)>n = _A<p(7)>n
ol N = AW+ dg (0= ) U+ 6901 — N (5 +1)
0T = 2007 )n +9(p'7)
D = —AK) + gl
2
N = AN = 6 (n= 5 1) (B + 29 <n ~sn-T 4 5) ()

+2ug =202, (). 1692 = l)N(zN =2 (J3)5 — g€,
oY) (Yan)

D) = 200N, + 29 <n L 1) 0+ 49 (=) (6O
67 ()0 + U = 252 ) (4 = 1297 (ahalx
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Anhang B

Groflen in den erweiterten
Dichtematrixgleichungen (3.37)

Fiir die Vektoren (I) und (I;) in den erweiterten Dichtematrixgleichungen gilt:

—2(J3)n
(@ )n
0
0
(Lo(0)n =| F(5 +1) + (Js)n — 3(J3)n
2(at - Js)n + (ady)n
(@®T%)n
0
—(4a J3J_)n + 2(alJ_)y)

(I1(t))n = —[(1 4+ 3822(J;

T3+ (1= Y (X 1) — 20NV (702 gy, ]
N—1

( NZ

) — 255 ()0 ) ad)u + 2852 (Js)n + 1(ad 4 Js)n
(
2

— 202N ) (a4 )3 + 2252 (0 ) n (@ s Ja)
2
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Auf den folgenden beiden Seiten sind die Matrizen M ,,, D und L, (t) angegeben.



olo| o | o |6 0 0| o |02
olo|Bv—| 0 |0 0 bg—| 0 | 0
olol o |fe—|o0|a+E)E6] o | 6 | 0
0/0| O 0 |0z 0 0 0o | b
olol o | 0 |oO 0 0l o0 |0
olol o | 0 |oO 0 0l o0 |0
0/0| O 0 [0 0 0 |bg—| 0
0/0| O 0 [0 0 0 0o | b
olol o | 0 |oO 0 0l o0 |0
o 0 0 0 (& —w)by 0 0 0 (1— 3%+ % +ubt
— NS — L +u)ig— | ve | (& —ubp— 0 0 0 0 0 0

0 f— \% (£+ & —u)bg— 0 (T+E-wa+5)E6| 0 | T+ NE—F+u)b 0

0 0 bg 0 (& —w)bg 0 — 0 (1-%-wb

6 0 0 be V- (1+ %) 56— 0 f— 0

0 0 0 0 0 0 0 0 b—

0 0 0 6 0 (1+ &)Nb— \Y (& —u)bg— 0

0 0 0 0 bg— 0 b— 0 (1—-%-wb

0 0 0 0 0 0 0 bz, \Y
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wobei gilt:

")

cr(t) = =352 ((J3)n + (Js)n — 2555 (J3)

2
n

ca(t) = =522 (()n + (Jahn — 2257 (J3)



Anhang C

Beweis von Gleichung (4.53)

Um Gleichung (4.53) zu beweisen, muf gezeigt werden, da$ der Operator p,,,  (t), der

die Zeitentwicklung von py,, . (t = 0) in (4.52) gemif der Mastergleichung (4.48) angibt,

fiir ny, # ny, in nullter Ordnung im Testfeld nichtdiagonal bzgl. der Anregungszahl bleibt.
Dazu schreiben wir die Mastergleichung (4.48) mit verschwindendem Testfeld als

dp = Lp,

wobei £ ein sogenannter Superoperator ist, der Operatoren linear auf Operatoren ab-
bildet. Zudem soll hier die inhomogene Verbreiterung nicht beriicksichtigt werden, was
schlicht eine Vereinfachung der Notation darstellt. Der Zustand der BX 148t sich dann
einfach durch die Drehimpulsquantenzahl m klassifizieren. Der Beweis der obigen Aus-
sage mit inhomogener Verbreiterung folgt aber ganz analog. Fiir den Beweis von (4.53)
werden zunéchst zwei Hilfssétze bewiesen:

Hilfssatz 1:
Sei

A = |nb7 Na, m> (n;w niv m,|

ein Operator mit ny +nq +m # ny +nl,+m', so ist der Operator B = LA nichtdiagonal
beziiglich der Anregungszahl. Das heifit, daf} fiir

B = > S blriy, rig, v nf,nly,m!) |1y, 1ig, ) (g, nly, m/|

T Ta T gt it i
gilt:
b(1y, Mg, M3y, npy, M) 0 = 1y + 1y + 1M # ny +nl +m'.

Beweis: Zum Beweis wird B = LA explizit berechnet. Aus Griinden der Ubersicht-

lichkeit wird £ dazu in fiinf Terme zerlegt:

L=L1+ Lo+ L3+ Ly+ Ls,
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die den fiinf Termen in (4.48) entsprechen. Die obige Aussage wird nun fiir die einzelnen
Anteile gezeigt.

()

1
h
= —iwi(ny — ng)lnb, na,m><ng,ng,ml|

Bi=LiA = My, Al

Fiir By ist die zu beweisende Aussage damit trivialerweise erfiillt.

(IT)
By = LoA = —%[HO,A],

wobei Hg der Anteil des Operators H in (4.48) in nullter Ordnung im Testfeld ist. Da
Ho die Photonenzahl der Lichtquelle nicht beeinflufit und die Anregungszahl erhilt, so
gilt:

Holnp, na,m) = > iy tiivna-+m i v 100, 10, 170)
Ha 1

<n;)7 niu m,| HO = Z 577214"”%’,”:1-}-771’ lﬁ}a,,rﬁ/ (ng, n:l, ml|.
nt ,m’

Damit folgt:
l. ~ ~
By =LA = _ﬁ[z Oy 1710+ i i [Py Ty 110 (Myy Mgy | —
Tig

= 2 S b e 170 a2 (gl ]

B2 ist in Kombination mit der Definition von A offensichtlich nichtdiagonal beziiglich
der Anregungszahl.

(IIT)
Bs=L3A = r(aAb' 4 bAa" — AbTa — aTbA)

= “(V ”a”i |na,na - 17m><n§) - 17niwm,| + \V ”bn& |nb - 1vnaam><n§nn:1 - 17m,|
— /1y (0l 4 1) [np, na, m)(ny, — 1,ng + 1, m|
-V nb(na + 1) |nb —1,nq + 17m><ngangaml|)

Damit ist auch Bs nichtdiagonal beziiglich der Anregungszahl.
(IV)
By=L4A = %(2@4@* —alad — Ad'a)

= % (24/nanl, Inp, ng — 1,m){np,n!, — 1, m'| — ng |np, ng, m){ny,n’,m'| —

_n:z |nb7 Na, m> (ngn n:zv m,|)
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Damit ist auch By offensichtlich nichtdiagonal beziiglich der Anregungszahl.
(V)

Bs = L5A= %(QJ_AJJF T A= AT )

N N N N
-3 (V(?*’”) (z-m1)(3+m) (3 W'“)) 1,71 — 1) " = 1]

(o) (o) (Fom) (5ot e0) ooy

Damit ist schlieBlich auch Bj nichtdiagonal beziiglich der Anregungszahl.
Da nun

B = By+ By+ Bs+ By + B;j

gilt, so folgt direkt, daBl B nichtdiagonal beziiglich der Anregungszahl ist.

Hilfssatz 2: Sei A wie in Hilfssatz 1 definiert. Dann folgt, daf§

B™ = ["Amitn=123...
nichtdiagonal beziiglich der Anregungszahl ist.

Beweis:
Der Beweis erfolgt durch vollstdndige Induktion. Der Induktionsanfang fiir n = 1
ist bereits mit Hilfssatz 1 bewiesen. Es bleibt nur noch der Induktionsschlufy zu zeigen.
Sei B eine Matrix, die nichtdiagonal beziiglich der Anregungszahl ist. B liBt sich
darstellen als:

n) _ n AN / I /
B( ) - Z Z b( )(nbanaama Ny Ny, T )|nbana7m><nb7naam |7
N, MayM ny 0l m/

wobei nach der Induktionsannahme nur Summanden mit ny 4+ ng +m # ny +nl, +m’
auftreten. Dann folgt:

B+t = Z Z b (ny, g, s nly, ') ( L |np, g, m) (ng, nl,m'| ).

M Na M ng 0l m/

Da L |ny, ng, m)(ny, n,, m'| nach Hilfssatz 1 nichtdiagonal beziiglich der Anregungszahl

ist, wenn ny + n, +m # nj +nl +m' gilt, so folgt direkt, daB BM™+1) nichtdiagonal
beziiglich der Anregungszahl ist, wenn dies fiir B(") gilt. Der Hilfssatz 2 ist damit

'

bewiesen.

Nun kann leicht gezeigt werden, daB p,, ,/ (t) fir ny # ny, in nullter Ordnung im
Testfeld nichtdiagonal beziiglich der Anregungszahl ist. Es gilt namlich:

pnb,n; (t) = eﬁt pnb,nz (t = 0)

o0

= > (L0 (1 =0).

n=0
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Da nach (4.52) Pyl (t = 0) fiir np # nj, nichtdiagonal beziiglich der Anregungszahl
ist, so gilt dies nach Hilfssatz 2 auch fiir alle Zeiten ¢ fiir Py, (t). Da J3 seinerseits die
Anregungszahl erhilt, so folgt damit direkt die zu beweisende Aussage (4.53).



Anhang D

Dichtematrixgleichungen fiir
storstellengebundene Exzitonen
mit Dissipation

Fiir die Inversion (.J, 3)», und die daran gekoppelten Gréflen folgt nach der Entkopplung
folgendes abgeschlossene System von Bewegungsgleichungen. (Die Abkiirzungen aus
(4.57) werden hier ebenfalls verwendet.)

_ 1
8t<J1/.3>nb = g(p,(, )>nb — Yr <<Ju,3>nb + _>

2
_ C+ r
at<pz(/+)>nb = _Au<pz(/ )>nb — K(Xz(/+)>nb _2 B 7 <p1(/+)>nb +’Yr<Ju.3>nb Z <p,(j)>nb
v#y
_ 1
Ol o = Aolp )y~ Aglal b, Ty 20 (i, + )
_ + _
—( Ny, = T2 B Dy + Ve gdny Y (P
v Z£v
S = —(Ay = A XSV, + 2000 )0, (Tu3)n,
=20y + 0 oghy D2 O D
v Z£v
8t<Xz(;)>nb = (A,, - AC) <Xz(/+)>nb - 29<7T(+)>nb (Ju.3>nb
R DECOU IR I
vi#v

at<7r(+)>nb = Ac<7r(_)>nb -9 Z(Xz(x_)>nb - %<7r(+)>nb — 2knp

at<7r(_)>nb = _AC<7T(+)>le + gZ<X1(/+)>nb - %(W(_)Ml;
dlata)n, = =gy S )n, —velala)n, — r(@),,.
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In den Dichtematrixgleichungen fiir die testinduzierte Polarisation (4.60) werden die
Matrizen M, L, (t) und L, »(t) gegeben durch:

—A, +il 29 0 0 0 0
g —2et2%r —g i 0 0
A 0 —2g | A, +iZetr 0 i2k 0
0 0 0 —A¢ + iy, —g 0
0 0 0 —g Ay — A, + 2 i
0 0 0 0 0 —2A.+ A, +id
0 0 0 0 0]0
e (t) 0 0 0 0]0
L) = 0 —2g(a’a)y,, | 0 0 0]0
co(t) 0 0 0 0]0
0 0 0| —2g(afa),, | 0|0
0 0 0| —2g{(a’b)n, | 0|0
wobei gilt:
c1(t) = glaahn, +i% Xyrsy (adyr 1),
ca(t) = g{alb)n, + 1% Py by )y
—i% (1,3 ), 0 0 0 0 0
—9(Jv3)ny, +i5(ay 1 )n, | O 0 0 0 0
La(t) = —2g(ady 1 )n, 0| =iy (Jv3)n, | O 0 0
i 50Ty 4 )n, 0 0 0 0 0
—g{bJy 4 Iny 0 0 0 | =i (Ju3)n, 0
0 0 0 0 0 — iy (Jy3)m,
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Die Vektoren w1, v2 und I,(t) werden gegeben durch:

0 —2(Jy.3)n,
Z% 0 (CZJV.+>nb
—q 0 0
V1 = Vo = - IV(t) =
0 Z% <bJI/,+>nb
0 g 0
0 0 0
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