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Kapitel 1

Einleitung

Quantenfeldtheorien geh�oren mit zu den erfolgreichsten Modellen der Physik.

Das magnetische Dipolmoment des Elektrons stimmt mit der Vorhersage

durch die Quantenelektrodynamik [1] mit gro�er Genauigkeit �uberein [2],[3]

(ge � 2)exp: =2 319 304 386 (20)� 10�12 ; (1.1)

(ge � 2)theor:=2 319 304 280 (74)� 10�12 : (1.2)

Die Vereinheitlichung der schwachen Wechselwirkung und der Quantenelek-

trodynamik f�uhrt zu der Elektroschwachen Theorie [4]-[6], die zusammen mit

der Quantenchromodynamik (QCD) [7]-[10] das Standardmodell der Ele-

mentarteilchen [11] bildet. Bisher konnten alle Ph�anomene der Elementar-

teilchenphysik durch das Standardmodell beschrieben werden, obwohl all-

gemein angenommen wird, da� das Standardmodell zumindest bei extrem

hohen Energien einer Erweiterung bedarf. Dabei ist jedoch zu bemerken, da�

aufgrund der Schwierigkeiten bei der L�osung von komplizierten Quantenfeld-

theorien, die M�oglichkeiten Vorhersagen aus der Theorie zu machen, limitiert

sind. Selbst die klassischen N�aherungen der Quantenfeldtheorien f�uhren auf

nichtlineare Gleichungen, die nicht allgemein gel�ost werden k�onnen. Durch

die unendlich vielen Freiheitsgrade der Quantenfeldtheorien treten Divergen-

zen auf, die durch eine Regularisierung parametrisiert werden m�ussen. Phy-

sikalische Gr�o�en bleiben durch die Renormierung der regularisierten Diver-

genzen endlich. Die Renormierung von Quantenfeldtheorien f�uhrt auf Kopp-

lungskonstanten, die von der Energie abh�angig sind, sogenannte
"
running\

Kopplungen.

Mit st�orungstheoretischen Ans�atzen sind im Prinzip alle E�ekte zu be-

rechnen, in denen die Kopplungskonstanten klein sind. In der Elektroschwa-

chen Theorie steigen die Kopplungen mit der Energie an, so da� mit der

St�orungstheorie Aussagen �uber Prozesse bei kleinen Energien gemacht wer-
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den k�onnen. Es zeigt sich, da� die Kopplungen bis zu den heute experimentell

zug�anglichen Energien nur schwach variieren, also klein bleiben.

In der QCD f�allt die Kopplung mit der Energie ab, es werden gro�e Ener-

gien ben�otigt, um Vorhersagen der St�orungstheorie zu veri�zieren. Um die

niederenergetischen E�ekte, wie das experimentell gut bekannte Massenspek-

trum der Hadronen und Mesonen, zu bestimmen, werden nichtperturbative

Ans�atze ben�otigt.

Der allgemeinste nichtperturbative Zugang zu Quantenfeldtheorien, der

von der fundamentalen De�nition der Theorie ausgeht, ist die Gittereichtheo-

rie. Dieser Zugang bereitet f�ur die Elektroschwache Wechselwirkung aufgrund

der linksh�andigen Neutrinos theoretische Probleme. Die QCD kann jedoch

im Rahmen der Gittereichtheorie behandelt werden.

Die Berechnung von physikalischen Gr�o�en wird in der Gittereichtheo-

rie mit Hilfe von Computersimulationen ausgef�uhrt. Die heute verf�ugbaren

Computerressourcen werden jedoch dem numerischen Aufwand f�ur die Simu-

lationen nur partiell gerecht. Daher werden N�aherungen der QCD betrach-

tet. Um diese zu erl�autern, ist eine Einordnung der fundamentalen Felder

der QCD hilfreich. Die Eichgruppe der QCD ist die nichtabelsche Gruppe

SU(3), durch sie wird die Anzahl der Gluonen, der Wechselwirkungsteilchen

oder Eichbosonen, auf 8 festgelegt. Jedes Fermion der QCD besitzt 3 Frei-

heitsgrade, die an die Gluonen koppeln. Die 6 Fermionen der QCD hei�en

Quarks und unterscheiden sich durch ihre Masse und Eigenschaften bez�uglich

der Elektroschwachen Wechselwirkung. Der Ein
u� der Fermionen auf nie-

derenergetische Gr�o�en sinkt mit steigender Masse. Der numerische Aufwand

zur Simulation von leichten Quarks ist extrem hoch. In der
"
quenched Ap-

proximation\ werden die E�ekte durch virtuelle Quarks vernachl�assigt. Diese

N�aherung liefert eindrucksvolle Resultate in der Berechnung von Massenspek-

tren durch die Gittereichtheorie. Dabei mu� allerdings auf den unbekannten,

systematischen Fehler durch die N�aherung hingewiesen werden. Die Berech-

nung von Gr�o�en in der
"
quenched Approximation\, bei denen keine Fermio-

nen betrachtet werden, wird
"
pure gauge theory\ genannt. Darunter fallen

die Kraft zwischen zwei statischen Farbladungen, die als unendlich schwere

Quarks identi�ziert werden k�onnen, und Massen von bisher unbeobachteten

Bindungszust�anden von Gluonen.

In der Gittereichtheorie wird eine Diskretisierung der Raumzeit einge-

f�uhrt, die die Divergenzen der Theorie regularisiert. Der numerische Zugang

zu Gittereichtheorien ist gekennzeichnet durch die endliche Anzahl von Git-

terpunkten, die simuliert werden k�onnen. Einerseits mu� ein endliches Volu-

men verwendet werden, dessen Ausdehnung gro� gegen�uber den relevanten

Teilchen ist, und anderseits sind die E�ekte durch die Diskretisierung klein,

wenn der Gitterabstand klein ist. Damit k�onnen einzelne Gittersimulationen
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praktisch nur Aussagen �uber Ph�anomene machen, deren relevante Energie-

skalen sich nur �uber wenige Gr�o�enordnungen erstrecken.

Bei der Berechnung von niederenergetischen Gr�o�en der QCD durch die

Gittereichtheorien werden die freien Parameter der Theorie durch einige aus-

gew�ahlte Gr�o�en �xiert. Die Anzahl dieser Gr�o�en h�angt von der verwende-

ten Approximation ab. Da die freien Parameter in den Simulationen gemes-

sen werden m�ussen, sind ebenfalls niederenergetische Gr�o�en auszuw�ahlen. In

dem st�orungstheoretischen Zugang sind die freien Parameter durch Gr�o�en

zu �xieren, die bei gro�en Energien, also einer kleinen Kopplung, relevant

sind. Es ist a priori nicht bekannt, ob durch einen Satz von �xierten Para-

metern die E�ekte der QCD bei kleiner und gro�er Energie zu beschreiben

sind.

Die ALPHA Kollaboration hat sich zur Aufgabe gemacht, diese Frage-

stellung zu untersuchen. Dazu mu� nichtperturbativ, also mit Hilfe der Git-

tereichtheorie, eine Gr�o�e, die bei niedriger Energie �xiert wird, bei gro�er

Energie berechnet werden. Die entwickelte Methode basiert auf der De�nition

des Schr�odinger-Funktionals f�ur die QCD. Das Schr�odinger-Funktional liefert

die �Ubergangsamplitude zwischen Feldeigenzust�anden zu den Zeiten t = 0

und T . Die r�aumliche Ausdehnung der Zust�ande ist eine Box mit periodischen

Randbedingungen und einer Ausdehnung L = T . Die spezielle Kopplung �SF

ist durch die �Anderung der Amplitude unter Variation eines Parameters der

Feldeigenzust�ande de�niert. In dem Schr�odinger-Funktional ist nur die eine

Skala L relevant. Damit ist �SF eine
"
running\ Kopplung der Skala 1=L. De-

ren Entwicklung l�a�t sich mit �nite step Techniken in der Gittereichtheorie

nichtperturbativ von kleinen zu gro�en Energien berechnen. Die �nite step

Technik verwendet mehrere Gittersimulationen bei denen das Verh�altnis zwi-

schen den relevanten Energieskalen klein ist. Bei kleinen Energien kann die

spezielle Kopplung mit den bekannten Methoden der Gittereichtheorie mit

physikalischen niederenergetischen Gr�o�en in Relation gesetzt werden. Das

hei�t, die freien Parameter der Theorie werden �xiert. Bei hohen Energien

kann mittels der St�orungstheorie �SF in die von Experimentalphysikern ge-

messene Kopplung �MS umgerechnet werden. Auf diesem Weg k�onnen hoch-

und niederenergetische E�ekte der QCD in Relation gestellt werden und es

kann gezeigt werden, da� die QCD �uber einen gro�en Energiebereich g�ultig

ist. Der Zusammenhang zwischen den Energieskalen und den Zug�angen zu

der QCD sind in Abbildung 1.1 illustriert.

Die vorliegende Arbeit liefert einen Beitrag zu der st�orungstheoretischen

Relation zwischen �SF und �MS. St�orungstheoretische Relationen werden

durch die Anzahl der ineinander verschachtelten Integrale �uber die Raumzeit

klassi�ziert. Diese Integrale k�onnen durch Feynmangraphen dargestellt wer-

den, jedes Integral entspricht dort einer Schleife. Eine Zwei Loop Relation
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z.B. erfordert zwei ineinander verschachtelte Integrale. Die Ergebnisse der

St�orungstheorie sind immer nur f�ur kleine Kopplungen g�ultig, der absch�atz-

bare systematische Fehler ist bei Zwei Loop Resultaten jedoch kleiner als der

von Ein Loop Relationen.

Der systematische Fehler durch die Anwendung der St�orungstheorie f�ur

die Berechnung von �MS sollte kleiner sein als der statistische Fehler der

numerisch bestimmten Kopplung �SF . Dabei mu� darauf hingewiesen werden,

da� die Kopplung �SF bisher in der
"
quenched Approximation\ berechnet

wurde. Bei dem erreichten statistischen Fehler ist die Zwei Loop Relation

zwischen �MS und �SF notwendig, um keine Pr�azision durch die Umrechnung

zu verlieren.

Aus verschiedenen Gr�unden wird diese Zwei Loop Relation aus den sepa-

raten Zwei Loop Relationen zwischen �MS und �0 und zwischen �SF und �0
gewonnen. Das Ergebnis ist unabh�angig von der nicht physikalischen, nack-

ten Kopplung �0. Die St�orungstheorie f�ur die Relation zwischen �MS und �0
h�angt in einfacher Art von der Eichgruppe SU(N) ab. Der Koe�zient der

Ein Loop Entwicklung von �MS in �0 ist in [12] und [13] 1981 angegeben

worden. Der Zwei Loop Koe�zient ist von L�uscher und Weisz in [14] 1995

publiziert worden. Die Berechnung der Entwicklung von �SF in �0 kann nur

mit numerischen Methoden durchgef�uhrt werden und ist nicht trivial von der

Eichgruppe SU(N) abh�angig. Neben der Ein Loop Entwicklung von �SF in

�0 f�ur die SU(2) sind in [15] grundlegende Eigenschaften des Schr�odinger-

Funktionals diskutiert1. Narayanan und Wol� haben f�ur die SU(2) in [16] den

Zwei Loop Koe�zienten publiziert. Die hier vorliegende Arbeit beinhaltet die

Bestimmung des Zwei Loop Termes f�ur die SU(3), der Eichgruppe der QCD.
Im Vergleich zu der SU(2) Eichgruppe treten strukturell neue Terme auf. Die

Ergebnisse der SU(2) konnten im Rahmen der Arbeit reproduziert werden.

Desweiteren liefert die Arbeit einen im Zusammenhang mit dem Kontinu-

umslimes der Gittereichtheorie relevanten Koe�zienten. Dieser ist bereits in

bisher unver�o�entlichten, numerischen Simulationen verwendet worden.

Die Arbeit beginnt mit der De�nition des Schr�odinger-Funktionals in Ka-

pitel (2) und dessen Regularisierung mit der dimensionellen Regularisierung

(Kapitel 2.1) und der in der Arbeit ben�otigten Gitterregularisierung (Kapi-

tel 2.2). F�ur die Gittertheorie wird der Kontinuumslimes in Kapitel (2.2.1)

diskutiert.

Die St�orungsentwicklung wird in Kapitel (3) f�ur die Gittertheorie ein-

gef�uhrt und f�ur die Berechnung des Zwei Loop Termes konkretisiert. Mit der

Darstellung der Berechnung der Propagatoren und Vertizes in den Kapiteln

1Die Eichgruppe SU(2) wird wegen ihrer einfachen Struktur f�ur qualitative Studien der

QCD verwendet.
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Abbildung 1.1: Die verschiedenen Zug�ange zu der QCD und bestimmbare

Gr�o�en in Abh�angigkeit der Energie. � - bezeichnet st�orungstheoretische

Relationen und � - eine durch numerische Gittersimulationen mit der �nite

step Technik zu berechnende Relation. Als niederenergetische Skala ist die

Protonmasse mp angegeben. Die Gittereichtheorie kann in diesem Energiebe-

reich Gr�o�en, wie die String tension K, eine f�ur die Kraft zwischen unendlich

schweren Quarks relevante Gr�o�e, verschiedene Massen des Hadron- und Me-

sonspektrums m und die in Kapitel (5) diskutierte Skala r0 bestimmen. Die

Masse des neutralen Eichbosons der Elektroschwachen Theorie mZ liegt in

dem Bereich gro�er Energien, bei denen die Kopplungskonstante der QCD

klein ist. Dort k�onnen mit Hilfe der St�orungstheorie Relationen zwischen den

Kopplungen und den � Parametern der QCD berechnet werden.

(3.2) und (3.3) wird die Grundlage f�ur die Auswertung der Feynmandia-

gramme gescha�en. Die Symmetrien des Schr�odinger-Funktionals werden in

Hinblick auf die e�ziente Berechnung der Feynmandiagramme in Kapitel

(3.4) erl�autert. Die Terme der Diagramme werden im einzelnen in Kapitel

(3.5) aufgef�uhrt. Einige Details der numerischen Implementation werden im

Anschlu� daran diskutiert (Kapitel 3.6). Die m�oglichen und durchgef�uhrten

Tests an die Berechnung sind in Kapitel (3.7) ausgef�uhrt.

Der Kontinuumslimes der berechneten Koe�zienten wird mit Hilfe des

Blocking Verfahrens von L�uscher und Weisz durchgef�uhrt und ist in Kapitel

(4) beschrieben. Er liefert unter anderem den Zwei Loop Koe�zienten der

St�orungsreihe.

Die numerische Berechnung der Kopplung mit der �nite step Methode
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und die prinzipielle Vorgehensweise zur Berechnung der St�orungsreihe �MS

in �0 werden in Kapitel (5) und (6) diskutiert.

Mit diesen Ergebnissen kann die Kopplung �MS bei gro�en Energien, wie

der Masse des neutralen Eichbosons der Elektroschwachen Theorie mZ , be-

rechnet werden (Kapitel 7.1). Mit der Callan Symanzik �-Funktion (Kapitel

7.2) l�a�t sich der mit der Kopplung �MS assoziierte Parameter �MS (Kapitel

7.3) bestimmen. Mit der St�orungsreihe k�onnen weitere Zwei Loop Relationen

zu nackten Kopplungen aufgestellt und diskutiert werden (7.4). Die in dem

Zusammenhang des Kontinuumslimes auftretenden Gr�o�en werden st�orungs-

theoretisch in Kapitel (7.5) untersucht.

In der Zusammenfassung (8) wird das Ergebnis der Arbeit im Rahmen

des Programmes der ALPHA Kollaboration diskutiert, die mit Hilfe des

Schr�odinger-Funktionals weitere Ergebnisse erzielen konnte. Die Erweiterung

des Schr�odinger-Funktionals auf Fermionen und die dort ben�otigte St�orungs-

theorie bildet in Kapitel (8) einen Ausblick auf die zuk�unftige Arbeit.

In den Anh�angen (A-D) werden verschiedene De�nitionen und Details

pr�asentiert, die sich nur hinderlich in den Text der Arbeit einf�ugen lie�en.
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Kapitel 2

Das Schr�odinger-Funktional

Wir beginnen mit der formalen De�nition des Schr�odinger-Funktionals im

Hamilton Formalismus. In der im Folgenden angenommenen temporalen Ei-

chung1 ist die Theorie durch die Randbedingungen zur Zeit x0 = 0 und x0 =

T , den kanonischen Vertauschungsrelationen zwischen den Feldvariablen und

einem Hamiltonoperator de�niert.

Um die �nite-size Eigenschaften des Systems zu untersuchen, w�ahlen wir

einen kubischen, periodischen Raum mit der Kantenl�ange L. Die Eichfel-

der sind durch die L-periodischen Vektorpotentiale Ak(x) mit Werten in der

Lie-Algebra der SU(N) gegeben. Eichtransformationen �(x), auch mit Wer-

ten in der Lie-Algebra der SU(N), werden ebenfalls periodisch gew�ahlt, so

da� unter einer Eichtransformation der Eichfelder diese Eigenschaft erhalten

bleibt

Ak(x)! A�
k (x) = �(x)Ak(x)�

�1(x) + �(x)@k�
�1(x) : (2.1)

In der Schr�odinger Darstellung sind quantenmechanische Zust�ande Wel-

lenfunktionale  [A] von Feldkon�gurationen. Ein Skalarprodukt ist gegeben

durch

h j�i =

Z
DA �[A]�[A] ; DA =

Y
x;k

dAk(x) : (2.2)

Hier ist mit dAk das normierte, invariante Ma� der SU(N) gemeint. Lediglich

eichinvariante Zust�ande, also solche f�ur welche

 [A�] =  [A] (2.3)

1A0 = 0
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f�ur alle � gilt, sind physikalisch. O�ensichtlich wird ein Wellenfunktional

 [A] auf den physikalischen Unterraum projiziert durch

P [A] =

Z
D� [A�] ; D� =

Y
x

d�(x) : (2.4)

Die Gruppenelemente der Eichfelder Aa
k(x) k�onnen als Operatoren inter-

pretiert werden. Die kanonisch konjugierten Feldvariablen sind die Kompo-

nenten des farbelektrischen Feldes

F a
0k(x) =

1

i

�

�Aa
k(x)

: (2.5)

Die farbmagnetischen Komponenten des Feldst�arketensors2 sind

F a
kl(x) = @kA

a
l (x)� @lA

a
k(x) + fabcAb

k(x)A
c
l (x) (2.6)

und der Hamiltonoperator lautet

H =

Z
d3x

�
g20
2
F a
0k(x)F

a
0k(x) +

1

4g20
F a
kl(x)F

a
kl(x)

�
; (2.7)

wobei g20 die nackte Kopplung ist.
Die Randbedingungen bei x0 = 0 und T sind durch

"
scharfe\, oder �-

funktionsartige Zust�ande bestimmt. Sie sind formal durch einen, dem klas-

sischen Eichfeld Ck(x) assoziierten Zustand jCi gegeben, f�ur den f�ur alle

Zust�ande  gilt

hCj i =  [C] : (2.8)

Die eichinvariante Projektion des Zustandes jCi kann mit dem Projektor aus

Gleichung (2.4) ermittelt werden. Das euklidische Schr�odinger-Funktional ist

nun de�niert durch

Z[C;C 0] = hC 0j exp(�H T )PjCi : (2.9)

Die hier pr�asentierte euklidische Version des Schr�odinger-Funktionals kann

im Prinzip mit Hilfe einer Wick-Rotation [17]-[19] in den physikalischen

Minkowski-Raum �uberf�uhrt werden, was im Folgenden jedoch nicht ben�otigt

wird.

Aus der Spektraldarstellung mit einer normierten Basis der eichinvarian-

ten Energieeigenzust�ande  n

Z[C;C 0] =
X
n

exp(�EnT ) 
�

n[C
0] n[C] (2.10)

2Die fabc sind die Strukturkonstanten der Eichgruppe.
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ist die Eichinvarianz des Schr�odinger-Funktionals bez�uglich der Randbedin-

gungen ersichtlich.

Um die Kopplung g2
SF

zu de�nieren, ist die Wahl von Randbedingungen

notwendig. Wir beschr�anken uns auf konstante, abelsche und f�ur alle r�aum-

liche Richtungen gleiche Randfelder. Die Felder der SU(3) Eichgruppe sind

C =
i

L
diag(�1; �2; �3) ; (2.11)

C 0=
i

L
diag(�01; �

0

2; �
0

3) (2.12)

=
i

L
diag(�

4�

3
� �1;

2�

3
� �3;

2�

3
� �2) ;

wobei die �i lineare Funktionen eines �au�eren Parameters � sind. Die konkrete

Wahl der �i ist im Anhang (C) auch f�ur die SU(2) angegeben. Die Skala L

des Randfeldes ist gleich der Gr�o�e der r�aumlichen Ausdehnung gew�ahlt, so

wird keine zweite Skala eingef�uhrt.

Die eichinvariante Information des Randfeldes ist nur in den Wilsonloops,

die sich durch die r�aumlichen R�ander winden, enthalten. Sie sind unabh�angig

von der Skala L.

Mit Hilfe der e�ektiven Wirkung

�(�; L)=� ln(Z(�; L)) (2.13)

und deren Ableitung nach dem Parameter � des Randfeldes

�0(L)= �
@

@�
ln(Z(�; L))

����
�=0

(2.14)

wird die Kopplung de�niert

g2
SF
(L)=

�00(L)

�0(L)
: (2.15)

Sie ist ausschlie�lich von der Skala L abh�angig und kann als eine
"
running\

Kopplung identi�ziert werden. Mit dieser De�nition ergibt sich aus der Ent-

wicklung von �(L) = 1=g20�0 + �1 + g20�2 + : : : eine normierte Entwicklung

der Form

g2
SF
(L)= g20 +O(g40) : (2.16)

Dies vereinfacht st�orungstheoretische Relationen zu anderen Kopplungen.

Die Ableitung in Gleichung (2.14) wird im Folgenden bei allen Gr�o�en durch
0 dargestellt.
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Wir wenden uns nach der formalen De�nition des Schr�odinger-Funk-

tionals mit Hilfe der Hamilton Formulierung der Pfadintegralformulierung zu.

Diese ist Ausgangspunkt f�ur die in den numerischen Berechnungen verwende-

te Gitterformulierung (Kapitel 2.2). Die st�orungstheoretische Untersuchung

der Kopplung g2
MS

ist ebenfalls in der Pfadintegralformulierung vorteilhaft.

Mit der Regularisierung (Kapitel 2.1 und 2.2) des Pfadintegrals werden

die Divergenzen der Theorie parametrisiert. Damit ist die notwendige Renor-

mierung der Divergenzen m�oglich.

Es ist allgemein angenommen, da� die Renormierbarkeit von Quanten-

feldtheorien unabh�angig von der Regularisierung ist. F�ur die behandelte

Yang-MillsWirkung ist in der dimensionellen Regularisierung und der Gitter-

regularisierung die Renormierbarkeit zu allen Ordnungen der St�orungstheorie

nachgewiesen [20, 21]. Ein nichtperturbativer Renormierbarkeitsbeweis liegt

nicht vor, es wird jedoch davon ausgegangen, da� sich die Yang-Mills Wir-

kung in der Gitterregularisierung renormieren l�a�t.

In [15] ist gezeigt, das die Renormierung des Schr�odinger-Funktionals im

MS Schema zu erster Ordnung in g0 ohne zus�atzliche Renormierung der

Randfelder auskommt. In der zweiten Ordnung der St�orungstheorie ist in [16]

numerisch gezeigt, da� das Schr�odinger-Funktional der SU(2) renormierbar

ist. Die vorliegende Arbeit liefert diese Aussage f�ur die SU(3). Es ist aus

der Arbeit von Symanzik in der �4 Theorie und Argumenten der Plausibi-

lit�at zu erwarten, da� auch in h�oheren Ordnungen in g0 das Randfeld keine

Renormierung erf�ahrt.

2.1 Die dimensionelle Regularisierung

F�ur die dimensionelle Regularisierung wird, von ganzzahligen Dimensionen

ausgehend, die Theorie f�ur Dimensionen aus der komplexen Ebene durch eine

analytische Fortsetzung formuliert. Eine Entwicklung um d = 4 regularisiert

die Divergenzen.

Im Allgemeinen wird bei der dimensionellen Regularisierung in der Im-

pulsraumdarstellung der Feynmandiagramme eine Bogolubov-Schwinger Pa-

rametrisierung der Propagatoren gew�ahlt. Diese erm�oglicht die Impulsraum-

integration in d Dimensionen auszuf�uhren. Die so gewonnene Bogolubov-

Schwinger Darstellung der Feynmandiagramme liefert die analytische Fort-

setzung der Dimensionsabh�angigkeit.

F�ur das Schr�odinger-Funktional ist diese Methode durch die Form der

Propagatoren und Vertizes nicht anwendbar. In [22] ist eine Methode im

Ortsraum ausgearbeitet, die f�ur den Renormierbarkeitsbeweis zu erster Ord-

nung der St�orungstheorie des Schr�odinger-Funktionals verwendet wurde.
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Mit Hilfe des Renormierungsschema
"
Minimal subtraction\ ergibt sich

die Entwicklung von g2
SF

in g2
MS
. In [15] ist der Ein Loop Koe�zient mit

dieser Methode bestimmt worden. Er stimmt mit dem Koe�zienten �uberein,

der durch die Entwicklung von g2
SF

und g2
MS

in der Gitterkopplung gewonnen

wurde.

Der Aufwand dieser St�orungsrechnung ist insbesondere f�ur h�ohere Ord-

nungen sehr gro�, so da� die dimensionelle Regularisierung des Schr�odinger-

Funktionals im weiteren nicht betrachtet wird.

2.2 Die Gitterregularisierung

Mit der Formulierung des Schr�odinger-Funktionals auf dem Gitter wird ein

Ultraviolettcuto� a eingef�uhrt, der die Eichinvarianz erh�alt. Die resultierende

Gitterformulierung besitzt abz�ahlbar unendlich viele Freiheitsgrade. Mit der

Hilfe von Monte Carlo Simulationen, die Systeme mit endlich vielen Freiheits-

graden numerisch integrieren, ist ein nichtperturbativer Zugang gegeben. Da-

zu mu� der Limes a! 0 durch eine Sequenz von Simulationen durchgef�uhrt

werden. Die Gitterformulierung ist nicht eindeutig. Es wird im Folgenden

eine Standardversion diskutiert.

Das Schr�odinger-Funktional ist mit Hilfe der Gitterpunkte

x 2 � =
�
x = (x0; ~x)jxk 2 f0; a; : : : ; (L� a)g; x0 2 f0; a; : : : ; Tg

	
(2.17)

de�niert, also mit einem 4 dimensionalen hyperkubischen Gitter (T = L) mit

dem Gitterabstand a.
Die zentralen Objekte sind die Links oder Paralleltransporter

U(x; x + �̂)=U�(x) 2 SU(N) (2.18)

=P exp

�
a

Z 1

0

dtA�(x+ t�̂)

�
; (2.19)

wobei �̂ ein Vektor der L�ange a in Richtung � ist. Gleichung (2.19) stellt die

Verbindung zwischen Kontinuum und Gitterformulierung her. Die zeitartigen

Links U0(x) sind f�ur 0 � x0 < T de�niert, die raumartigen Links Uk(x) f�ur

0 � x0 � T . Die Gesamtheit aller Links U�(x) soll als U bezeichnet werden.

U ist ein Element des Funktionenraumes H, der Funktionen ~� ! SU(N).

Hier bezeichnet ~� alle Ort- und Richtungspaare f�ur die die Links de�niert

sind, also alle Links innerhalb von �.

Die Zustandssumme wird als Integral �uber alle Linkvariablen formuliert,

welche den Randbedingungen

Uk(x
0; ~x)=

�
W (C) = exp(aCk(~x)) x0 = 0

W (C 0) = exp(aC 0

k(~x)) x0 = T
(2.20)
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gen�ugen.

Eine Eichtransformation mit 
 : �! SU(N) wirkt auf die Links durch

U

� (x)=
(x)U�(x)
(x + �̂)�1 : (2.21)

Sie mu� die Randfelder W (C) und W (C 0) invariant lassen. Dies ist durch

die Forderung 
(0; ~x) = � und 
(T; ~x) = �0, wobei � und �0 konstant und

diagonal sind, erf�ullt.

Entsprechend der Wilson Wirkung wird mit den Plaquettevariablen

U��(x)=U�(x)U�(x+ �̂)U�1
� (x+ �̂)U�1

� (x) ; (2.22)

deren Spur eichinvariant ist, die Wirkung de�niert als

S[U ] =
1

g20

X
p

w(p)tr(1� Up) ; (2.23)

wobei die Summe �uber p alle orientierten3 Plaquetten meint. Das Gewicht

w(p) ist au�er f�ur die Plaquetten, die das Randfeld kontaktieren, eins. Wir

werden sp�ater sehen (Kapitel 2.2.1), da� durch geeignete Wahl von w(p) der

Kontinuumsgrenzwert mit einer Rate proportional zu a2 erreicht wird. Das

Schr�odinger-Funktional auf dem Gitter ist nun

Z[C 0; C] =

Z
DU exp(�S[U ]) ; DU =

Y
x;�

dU�(x) (2.24)

mit dem Haar-Ma� der SU(N) Lie-Gruppe. Das Schr�odinger-Funktional ist,

auch in der Gitterformulierung, als von den Kontinuumsrandfeldern C und

C 0 abh�angig zu betrachten.

In der hier beschriebenen Gitterformulierung wird im Gegensatz zu der

Kontinuumsformulierung kein expliziter Projektor auf eichinvariante Rand-

bedingungen ben�otigt. Die Projektion ist durch die Integration �uber die zeit-

artigen Eichfelder U0(x) realisiert.

F�ur die Wilson Wirkung ist gezeigt, da� eine positive Transfermatrix T,

auch f�ur a 6= 0, existiert

Z[C 0; C] =


W (C 0)jTT=aPjW (C)

�
: (2.25)

Aus dieser Darstellung ist eine Spektraldarstellung auf dem Gitter4 abzulei-

ten, die f�ur alle Werte von a g�ultig ist.

3positiv und negativ orientiert!
4Analog zu Gleichung (2.10).
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2.2.1 Der Kontinuumslimes

F�ur numerische Rechnungen in der Gittereichtheorie k�onnen nur endlich viele

Freiheitsgrade verwendet werden. Eine Extrapolation zu a! 0 ist notwendig.

Es ist daher von Vorteil, die Theorie so zu formulieren, da� der Kontinuums-

limes anstatt mit einer Rate proportional zu a mit a2 erreicht wird.

Nach Symanzik's Analyse [23], [24] der a Abh�angigkeit von Feynmandia-

grammen der �4 Theorie in der Gitterregularisierung ist auch f�ur die e�ekti-

ve Wirkung des Schr�odinger-Funktionals ein Beitrag zur l Loop Ordnung in

St�orungstheorie �l(�) von der Form

�l(�) �

a!0

1X
m=0

lX
n=0

�lmn(�)a
m lnn(a) (2.26)

zu erwarten. Die logarithmischen Divergenzen (m = 0 und n > 0) wer-

den durch die Renormierung der Kopplung g0 absorbiert. Die Verbesserung

des Kontinuumslimes zu der Ordnung O(a2) ist in der St�orungstheorie mit

�l1n(�) = 0 f�ur alle l und n �aquivalent.

Symanzik hat f�ur die �4 Theorie mit periodischen Randbedingungen in

[25, 26] die Verbesserung beschrieben. F�ur Eichtheorien mit periodischen

Randbedingungen ist in [27, 28, 29, 30, 31, 32] ausgearbeitet, da� die Wir-

kung um Operatoren der Dimension 5 erweitert werden mu�, um einen Konti-

nuumslimes der Ordnung O(a2) zu erhalten. Diese Operatoren sind mit einer

von g20 abh�angigen Funktion zu gewichten.

F�ur die Wilson Wirkung ohne Fermionen sind keine eichinvarianten Ope-

ratoren5 der Dimension 5 m�oglich, so da� die Wilson Wirkung mit periodi-

schen Randbedingungen (Gleichung (2.23) mit w(p) = 1) den Kontinuums-

limes mit einer Rate proportional zu a2 erreicht.

Die Situation im Schr�odinger-Funktional ist wegen der Randbedingungen

komplizierter. Es sind Operatoren der Dimension 4 zu betrachten, die aus

einer Summe �uber die R�ander (t = 0; T ) gebildet werden. Es liegen zwei mit

der Eichsymmetrie vertr�agliche Operatoren vor

Ot=
X
~x;k

trU0k(t; ~x) + trUk0(t; ~x) t = 0; t = T � 1 ; (2.27)

Os=
X
~x;ik

trUik(t; ~x) t = 0; t = T : (2.28)

5Eichinvariante Operatoren sind grunds�atzlich aus der Spur �uber Wilson Loops zu

formulieren.
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Eine Parametrisierung des Gewichtes w(p) in Gleichung (2.23) durch

w(p)=

8>>>><
>>>>:

1
2
cs(g

2
0) falls p eine raumartige Plaquette bei t = 0 oder

t = T indiziert,

ct(g
2
0) falls p eine zeitartige Plaquette bei t = 0 oder

t = T � 1 indiziert,

1 sonst

(2.29)

liefert die notwendige Gewichtung der Operatoren Os und Ot. Die nichtper-

turbative Bestimmung von ct und cs ist prinzipiell m�oglich. Die Koe�zienten

der perturbativen Entwicklungen sind durch

ct(g
2
0)= c

(0)
t + c

(1)
t g20 + c

(2)
t g40 + : : : (2.30)

cs(g
2
0)= c

(0)
s + c(1)s g20 + c(2)s g40 + : : : (2.31)

de�niert. Bei den in Kapitel (5) vorgestellten numerischen Simulationen des

Schr�odinger-Funktionals wurde die jeweils bekannte perturbative Entwick-

lung von ct zur Ordnung g
2
0 verwendet.

Eine Berechnung der klassischen Wirkung liefert:

c(0)s = c
(0)
t = 1 f�ur SU(N) : (2.32)

Durch die r�aumlich konstanten und abelschen Randfelder verschwindet Os

und die Betrachtung von cs wird �uber
�ussig6.

Die Verwendung der Koe�zienten aus Gleichung (2.32) f�uhrt f�ur die Ent-

wicklungskoe�zienten der e�ektiven Wirkung auf

�l1l(�)= 0 : (2.33)

Aus dem st�orungstheoretischen Verbesserungsprogramm folgt, da� f�ur eine

Wirkung, die Ordnung O(a) verbessert ist zur n-ten Loop Ordnung

�l1(l�n)=0 mit l � n � 0 (2.34)

gilt.

6Der Wert von c
(0)
s wurde mit Hilfe eines selbstdualen Randfeldes berechnet.
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Kapitel 3

St�orungsentwicklung in der

Gitterformulierung

F�ur die St�orungsentwicklung mu� zun�achst das absolute Wirkungsminimum

gefunden werden. Das sich aus den Randfeldern aus Gleichung (2.11,2.12) er-

gebende Hintergrundfeld, um welches die Felder zu entwickeln sind, ist bis auf

Eichtransformationen eindeutig. Mit konstanten und abelschen Randfeldern,

die in der Fundamentalen Dom�ane liegen

�� < ��+1 ; j�� � ��j < 2� (3.1)

ist in [15] bewiesen, das das Hintergrundfeld

B0 = 0; Bk(x) = C +
x0

T
(C 0 � C) (3.2)

f�ur

TL

a2
> (N � 1)�2max

�
1;

1

16
N

�
(3.3)

ein absolutes Minimum ist. Es ergibt sich f�ur N =2 : T =L � 4 und N =3 :

T = L � 5. Die Ungleichung (3.3) ist nicht physikalisch interpretierbar, sie

erscheint als technisches Detail des Beweises. Der konstante Feldst�arketensor

des Hintergrundfeldes ist

Gij = 0 ; G0i =
1

a
(Bk(x+ 0̂)� Bk(x)) : (3.4)

Die Links und Plaquetten des Hintergrundfeldes sind

V0(x) = 1 ; Vk(x)= exp(aBk(x)) ; (3.5)

Vij(x) = 1 ; V0i(x)= exp(a2G0i) ; (3.6)

V��(x)= exp(a2G��) : (3.7)

19



Mit den in dem Anhang (C) de�nierten Parametern !1, �1 und � der

Randfelder und der in Anhang (A) angegebenen Elemente der Darstellung

T� der su(3) Lie-Algebra ergibt sich f�ur die SU(3)

Bk(x)=C + x0
T1 mit (3.8)


=
2

TL

�
2�

3
+ �1 + �!1

�
: (3.9)

Die r�aumlichen Komponenten der Links und die zeitartigen Komponenten

des Feldst�arketensors des Hintergrundfeldes sind

Vk(x)= exp(aC + ax0
T1) ; (3.10)

G0i(x)= 
T1 : (3.11)

F�ur die SU(2) Eichtheorie ergibt sich das Hintergrundfeld, welches im

Anhang (C) de�niert ist, zu

Bk(x)=C + x0
T0 mit (3.12)


=
2

TL
(� + 2(�1 + �!1)) ; (3.13)

wobei T0 ein Generator der in Anhang (B) de�nierten Darstellung der su(2)

Lie-Algebra ist. Entsprechend folgt

Vk(x)= exp(aC + ax0
T0) ; (3.14)

G0i= 
T
0 : (3.15)

Um die Notation einfach zu gestalten wird bei 
 und anderen von der Gruppe
SU(N) abh�angigen Gr�o�en der Gruppenindex unterdr�uckt. Diese Konvention

ist insgesamt der Lesbarkeit der Formeln f�orderlich.

Die Links U�(x)2 SU(N) werden durch Elemente der Lie-Algebra q�(x)2
su(N) so parametrisiert, da� f�ur q�(x) = 0 gilt: U�(x) = V�(x). Wir setzen

an

U�(x)= exp(g0aq�(x))V�(x) ; (3.16)

q�(x)= q�;�(x)T
� : (3.17)

Die Gesamtheit aller q�;�(x) bezeichnen wir analog zu U mit q. Entsprechend

zu H bezeichnen wir den Raum der Funktionen ~�! su(N) mit LH.
Das Haar-Ma� in Gleichung (2.24) mu� als Integrationma� �uber q ent-

wickelt werden

dU�(x)= �(q�(x))
Y
�

dq�;� (3.18)
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mit dem zu bestimmenden Gewicht �. Betrachten wie die Parametrisierung

eines Elementes der SU(N) Lie-Gruppe durch exp(q). Die Invarianzeigen-

schaft von Integralen �uber die Gruppe mit dem Haar-Ma� entsprichtZ
f(exp(q))�(q)

Y
�

dq� =

Z
f(exp(q0) exp(q))�(q)

Y
�

dq� ; (3.19)

wobei q0 ein weiteres Element der Lie-Algebra ist. Mit der Funktion q00�(q
0; q)

die die Relation exp(q0) exp(q) = exp(q00(q0; q)) erf�ullt, ergibt sichZ
f(exp(q))�(q)

Y
�

dq� =

Z
f(exp(q00(q0; q)))�(q)

Y
�

dq� (3.20)

=

Z
f(exp(q00))�(q00)j det

�
@q00

@q

�
j
Y
�

dq00� (3.21)

nach einer Variablentransformation. Das Gewicht erf�ullt daher die Relation

�(q)= �(q00)j det

�
@q00

@q

�
j : (3.22)

Die Determinate der Matrix

��� (q)=

�
exp(�q)

d

dt
exp(q + tT� )

����
t=0

�
�

(3.23)

erf�ullt genau diese Eigenschaft und de�niert so bis auf eine irrelevante Kon-

stante das Haar-Ma�. Es kann gezeigt werden, da�

��� (q) = E(Ad(q))�� (3.24)

gilt, wobei

E(x)=

1X
n=0

1

(n + 1)!
(�x)n (3.25)

und

Ad(q)q0= [q; q0] (3.26)

verwendet wurden. F�ur die perturbative Entwicklung ist es von Vorteil

Sm(q)= tr log(E(Ad(q))) (3.27)
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einzuf�uhren. Das Haar-Ma� f�ur einen Link, parametrisiert durch Gleichung

(3.16), folgt zu

dU�(x)= exp(Sm(g0aq�(x)))
Y
�

dq�;�(x) : (3.28)

Hier ist von der Invarianzeigenschaft aus Gleichung (3.19) des Haar-Ma�es

Gebrauch gemacht worden, um die Abh�angigkeit von dem Hintergrundfeld zu

eliminieren. Die Entwicklung von Sm in g0 wird in Kapitel (3.3.2) diskutiert.

Eine Eich�xierung ist in der St�orungstheorie notwendig, um Nullmoden

in dem Gluonpropagator zu vermeiden [33]. Die in Kapitel (2.2) eingef�uhrten

Eichtransformationen 
 lassen die Randfelder invariant. Die konstanten abel-

schen Eichfunktionen transformieren das gesamte Hintergrundfeld V� invari-

ant. In [15] ist gezeigt, da� keine weiteren Eichtransformationen existieren,

die diese Eigenschaft haben. F�ur die Eich�xierung sind die konstanten Eich-

freiheitsgrade nicht relevant, da sie keiner Anregung des q-Feldes entsprechen.

Wir de�nieren daher G als den Raum aller Eichfunktionen 
 : � ! SU(N)

mit1


(0; ~x)= exp(�) mit � 2 CN und konstant ; (3.29)


(T; ~x)= 1 : (3.30)

Entsprechend q f�uhren wir


(x)= exp(g0!(x)) ; (3.31)

!(0; ~x)= � 2 CN und konstant ; (3.32)

!(T; ~x)= 0 (3.33)

ein und bezeichnen analog zu LH den Raum aller Funktionen ! : �! su(N)

mit den Eigenschaften aus Gleichung (3.32) und (3.33) als LG.
Eine Eichtransformation ! wirkt auf q durch:

q�(x)! q!� (x) = q�(x) +D�!(x) +O(!2) (3.34)

mit der kovarianten Ableitung D�

D�f(x)=
1

a

�
V�(x)f(x+ �̂)V �1

� (x)� f(x)
�
: (3.35)

Wir de�nieren weiter den Operator d : LG ! LH durch

(d!)�(x)=D�!(x) : (3.36)

1CN ist die Cartan'sche Subalgebra der SU(N)
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Es gilt Kern(d) = 0. Es ist n�utzlich, Skalarprodukte auf LH und LG ein-

zuf�uhren

(q; r)= a4
X

�;(x;�)2~�

q �
� (x)r�;�(x) ; (3.37)

(!; r)= a4
X
�;x2�

!�(x)r�(x) : (3.38)

Die generelle Eich�xierung auf dem Gitter ist in [34] f�ur die St�orungs-

theorie ausgearbeitet. Sie basiert auf einer di�erenzierbaren Funktion, F :

H ! LG, die in einer �-Umgebung N des Wirkungsminimums V de�niert ist

und f�ur die F (V ) = 0 gilt. F�ur alle Kon�gurationen U aus der �-Umgebung

existiert genau eine Eichtransformation 
, so da� F (U
) = 0 ist. Weiterhin

mu� die Determinate des linearen Operators L(U) : LG ! LG

L(U)!= �!F (U) (3.39)

=!�
@

@~!�
F (U

~
)

����
~
=exp(~!�T�)=1

(3.40)

ungleich Null sein. Hier ist die Zerlegung ! = !�T
� bez�uglich der Generato-

ren T� verwendet worden.

Wir erkl�aren die Abbildung F mit Hilfe der Parametrisierung von U aus

Gleichung (3.16) als lineare Funktion von q

F (U [q]) = d�q = F̂ (q) ; (3.41)

wobei �d� der zu d bez�uglich des Skalarproduktes aus Gleichung (3.37) ad-

jungierte Operator sein soll. Aus dieser De�nition von d� folgt, unter der

Ber�ucksichtigung, da� Kern(d) = 0 ist,

d�q(x)=

8<
:
D�

�q�(x) 0 < x0 < T ;
a2

L3

P
~y[q(x

0; ~y)]�� � = � und x0 = 0 ;

0 sonst bei x0 = 0; T

(3.42)

mit der kovarianten Ableitung

D�

�f(x)=
1

a

�
f(x)� V �1

� (x)f(x� �̂)V�(x)
�
: (3.43)

Es ist in [34] bewiesen, da�Z
DUf(U)= k

Z
N

DUf(U)�(F (U)) det (L(U)) (3.44)
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f�ur Funktionen f gilt, die nur f�ur U 2 N ungleich Null sind. Dies ist wei-

terhin g�ultig, wenn die �-Funktion durch �(F (U) � Z) ersetzt wird. Z ist

aus LG mit (Z;Z) < �. Eine Integration �uber Z mit einem gau�ischem Ge-

wicht g20=�0 darf ausgef�uhrt werden, da die linke Seite von Gleichung (3.44)

unabh�angig von Z ist. Die Menge N ist gegebenfalls weiter einzuschr�anken.

Insbesondere ist durch die Parametrisierung von U in Gleichung (3.31) si-

cher gestellt, da� U in der St�orungsentwicklung in einer geeigneten Menge

N liegt. Die Darstellung der Determinate durch Grassmann-Variablen f�uhrt

in dem Pfadintegral zu dem BeitragZ
DcDc exp(�Sgf [q]� SFP [q; c; c]) mit ; (3.45)

Sgf [q] =
�0

2g20
(F̂ (q); F̂ (q)) ; (3.46)

SFP [q; c; c] = �(c; �cF̂ (q)) : (3.47)

Die Eich�xierung f�uhrt zu einer BRS-Invarianz [35], [36] des Pfadintegrals.
Sie spiegelt die Eichsymmetrie der Yang-Mills Wirkung wieder.

Bevor wir die Propagatoren und Vertizes diskutieren, ist ein Blick auf die

Randbedingungen hilfreich. Aus der Parametrisierung (3.16) folgt:

0 = qk(0; ~x) ; 0 = ~qk(0; ~p) ; (3.48)

0= qk(T; ~x) ; 0= ~qk(T; ~p) : (3.49)

Die mit ~ bezeichneten Gr�o�en sind die r�aumlich Fouriertransformierten

~q(~p)=
X
~x

exp(�i~x~p)q(~x) : (3.50)

Die Gleichung (3.42) ist �aquivalent zu

d�q(x)=D�

�q�(x) ; (3.51)

wenn wir das Feld q auf x = (�1; ~x) und (T; ~x) f�ur die � = 0 Komponente

erweitern und geeignete Randbedingungen stellen. Es sei betont, da� die

neuen Komponenten keine physikalische Relevanz besitzen, sie erleichtern

lediglich die Formulierung der Randbedingungen. Der Operator D�

� ist mit

dem erweiterten Feld q f�ur alle x 2 � erkl�art.

Wir erhalten somit im Impulsraum die Randbedingungen2

~q0;�(0; ~p)= ~q0;�(�1; ~p) � 62 CN oder ~p 6= ~0 ;

~q0;�(�1; ~p)= 0 � 2 CN und ~p = ~0 ;

~q0;�(T; ~p)= ~q0;�(T � 1; ~p) :

(3.52)

2In diesem Kapitel steht � 2 CN f�ur � mit T� 2 CN = Cartan'sche Subalgebra.

24



Die Randbedingungen f�ur die Ghostfelder sind festgelegt durch die Dar-

stellung der Determinate L(U) als Funktionalintegral �uber c und c und

durch Gleichung (3.32) und (3.33). Weil die nicht verschwindenden Mo-

den von L(U), �uber die zu integrieren ist, die Eichmoden von der Form

q� = D�! sind, ergeben sich mit den Randbedingungen an q die Randbedin-

gungen D�c�(x) = q�;�(x) f�ur c. Die Randbedingungen k�onnen durch ein auf

x = (�1; ~x) erweitertes Ghostfeld bequem formuliert werden

0= ~c�(�1; ~p) � 62 CN oder ~p 6= ~0 ;

0= ~c�(0; ~p) � 62 CN oder ~p 6= ~0 ;

~c�(0; ~p)= ~c�(�1; ~p) � 2 CN und ~p = ~0 ;

0= ~c�(T; ~p) ;

(3.53)

wobei die c Komponenten die gleichen Randbedingungen erf�ullen.

An dieser Stelle sind alle Beitr�age f�ur die St�orungsentwicklung zu belie-

biger Ordnung im Schr�odinger-Funktional de�niert. Teilen wir die Wirkung

SYM [U ] aus Gleichung (2.23) in einen von q unabh�angigen Teil SB, der Wir-

kung des Hintergrundfeldes, und in einen von q abh�angigen Teil SYM [q] auf,

ergibt sich

Z(�; L)=

Z
Dq�(x)Dc(x)Dc(x) exp(�S[q; c; c]) ; (3.54)

S[q; c; c] =SB + SYM [q] + Sm[q] + SFP [q; c; c] + Sgf [q] ; (3.55)

wobei die Integration von q �uber die modi�zierte Menge ~� und die der

Grassmann-Variablen c und c �uber � (siehe Gleichung 2.17) mit den dis-

kutierten Randbedingungen auszuf�uhren ist.

Die Anteile der Wirkung SX mit X 2 fm; YM;FP;B; gfg mit Ordnung

n in g0 werden bezeichnet mit S
(n)
X

S =
X
X;n

gn0 S
(n)
X : (3.56)

Zu der Bestimmung der Koe�zienten c
(n)
t mit n > 0 mu� die Abh�angig-

keit von ihnen explizit gemacht werden. Der Koe�zient c
(0)
t = 1 ist nicht

aufgef�uhrt. F�ur den Yang-Mills Teil der Wirkung SYM de�nieren wir

S
(n)
YM =S

(n;0)
YM +

X
1�2k�n+1

c
(k)
t S

(n;k)
YM : (3.57)

Aufgrund der Relation

SB =
1

g20
S
(�2)

B (1 +
2a

T
(g20c

(1)
t + g40c

(2)
t )) +O(g40) (3.58)
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aus Kapitel (3.3.4) ist die Abh�angigkeit der Wirkung des Hintergrundfeldes

SB von c
(n)
t trivial

S
(2n)
B = c

(n+1)
t

2a

T
S
(�2)

B n � 0 : (3.59)

Aus S
(0;0)
YM +S

(0)

gf wird der Gluonpropagator und aus S
(0)

FP der Ghostpropagator

bestimmt. Die Vertizes sind durch S
(n)
YM , S

(n)
FP und S

(n)
m f�ur n > 0 gegeben. Die

Wirkung S
(�2)

B ist analytisch zu berechnen. Die Terme bis zu Zweiter Ordnung

in g0 sind im Folgenden f�ur die Zwei Loop Entwicklung der Kopplung gSF
zusammengefa�t. Die Gitterkonstante a ist f�ur die folgenden Kapitel gleich

eins gesetzt.

3.1 St�orungsentwicklung zu zweiter Ordnung

Die einzelnen nichtverschwindenden Beitr�age bis zur Ordnung g20 sind

S(�2)=S
(�2)

B ; (3.60)

S(0)=S
(0;0)
YM + S

(0)

FP + S
(0)

gf + S
(0)

B ; (3.61)

S(1)= c
(1)
t S

(1;1)
YM + S

(1;0)
YM + S

(1)

FP ; (3.62)

S(2)= c
(1)
t S

(2;1)
YM + S

(2;0)
YM + S

(2)

FP + S(2)
m + S

(2)

B : (3.63)

Die Anzahl der Gluon- und Ghostlinien der Vertizes sind in Tabelle 3.1 an-

gegeben. Die Beitr�age der Entwicklung der e�ektiven Wirkung

�= g�20 �0 + �1 + g20�2 +O(g40) (3.64)

sind durch die Kontraktion hi0 bez�uglich der Gluonpropagatoren H und

Ghostpropagatoren G ausgedr�uckt

�0=S
(�2) = S

(�2)

B ; (3.65)

�1=�
1

2
ln det(H) + ln det(G) ; (3.66)

�2=

�
S(2) �

1

2
S(1)S(1)

�
0

: (3.67)

Die mit �0 normierten Beitr�age zu der Kopplung g2
SF

bezeichnen wir mit

m1=�
�01
�00

; (3.68)

m2=�
�02
�00

: (3.69)
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Vertex Gluonlinen Ghostlinen

S
(1;1)
YM 1 0

S
(2;1)
YM 2 0

S
(1;0)
YM 3 0

S
(2;0)
YM 4 0

S
(1)

FP 1 2

S
(2)

FP 2 2

S
(2)
m 2 0

Tabelle 3.1: Die Anzahl der Gluon- und Ghostlinien der Vertizes.

Die Entwicklung der Kopplung ist

g2
SF
(L)= g20 +m1(L)g

4
0 +

�
m2(L) +m1(L)

2
	
g60 +O(g80) : (3.70)

Die Abh�angigkeit von den Koe�zienten c
(1)
t und c

(2)
t wird durch

m1(L)=ma
1(L) + c

(1)
t mb

1(L) ; (3.71)

m2(L)=ma
2(L) + c

(1)
t mb

2(L) +
h
c
(1)
t

i2
mc

2(L) + c
(2)
t md

2(L) (3.72)

parametrisiert, wobei die Koe�zienten mX
i gegeben sind durch

ma
1 =

1

�00

@

@�

1

2
ln det(H)� ln det(G)

����
�=0

; mb
1 = �

2

L
; (3.73)

ma
2 =�

1

�00
fD0

2 +D0

3 +D0

8 +D0

9 +D0

10 +D0

11 +D0

12 +D0

13g ; (3.74)

mb
2=�

D0

1 +D0

6 +D0

7

�00
; mc

2 = �
D0

5

�00
; md

2 = �
2

L
: (3.75)

Hier ist die Relation aus Gleichung (3.59) in mb
1 und m

d
2 ber�ucksichtigt wor-

den. Die Graphen zu den Feynmandiagrammen Di sind in Abbildung 3.1

angegeben.

3.2 Die Propagatoren

Die quadratischen Formen der Felder in S(0), der Wirkung Nullter Ordnung

in g0, de�nieren die inversen Propagatoren.
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D1 = S
(2;1)
YM

D2 = S
(2;0)
YM

D3 = S
(2)
m

D5 = �1
2
S
(1;1)
YM S

(1;1)
YM

D6 = �S
(1;1)
YM S

(1;0)
YM

D7 = �S
(1;1)
YM S

(1)

FP

D8 = �1
2
S
(1;0)
YM S

(1;0)
YM

D9 = �1
2

h
S
(1;0)
YM

i2
Big Mac

D10 = �S
(1;0)
YM S

(1)

FP

D11 = �1
2

h
S
(1)

FP

i2
Big Mac

D12 = �1
2
S
(1)

FPS
(1)

FP

D13 = S
(2)

FP

Abbildung 3.1: Die Feynmangraphen: Gestrichelte Linien symbolisieren

Ghostpropagatoren, gewundene Gluonpropagatoren. Ausgef�ullte Kreise stel-

len Vertizes dar. Diagramme mit Randfeldvertizes, die durch graue Kreise

gekennzeichnet sind, liefern einen Beitrag zu mb
2 oder m

c
2.
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F�ur den Gluonpropagator ist dies die Wirkung S
(0;0)
YM + S

(0)

gf und f�ur den

Ghostpropagator S
(0)

FP . Wir de�nieren

hq�;�(x)q
�

� (y)i
0
=H �

��;� (x; y) ; (3.76)

hc�(x)c
�(y)i0=G

�
� (x; y) : (3.77)

Beide Propagatoren, der Gluon- und der Ghostpropagator, sind diagonal in

der Root-Basis (Anhang A und B) der su(N). Daher ist im Folgenden der

Farbraumindex unterdr�uckt.

Der Gluonoperator setzt sich aus zwei Beitr�agen zusammen

(41q)�(x) = (4̂1q)�(x)� (�0dd
�q)�(x) ; (3.78)

wobei sich aus der Entwicklung der Wirkung S
(0;0)
YM f�ur einen konstanten und

abelschen Gluonfeldst�arketensor G�� ergibt

(4̂1q)�(x) =
X
� 6=�

fcosh(G��) ? [�D
�

�D�q�(x) +D�

�D�q�(x)]

� sinh(G��) ? [2q�(x) + (D�

� +D�)q�(x) +D�

�D�q�(x)]g : (3.79)

Das ? Produkt ist im Anhang (D.1) de�niert. F�ur verschwindendes Hinter-

grundfeld geht der Operator in den bekannten Ausdruck3

(4̂1q)�(x)=
X
� 6=�

f�@��@�q�(x) + @��@�q�(x)g

�uber. Die mit dem linearen Operator assoziierte Matrix ist de�niert durchX
�;t0;~y

41��(t; t
0; ~x� ~y)q�(t

0; ~y) = (41q)�(x) : (3.80)

Die r�aumliche Translationsinvarianz ist in der De�nition ber�ucksichtigt. Bei

der Transformation in den Impulsraum mu� der nat�urliche Aufpunkt der Fel-

der ber�ucksichtigt werden, um einen reellen Operator zu erhalten, er liegt in

der Mitte zwischen den Endpunkten der Links. Durch eine Phasentransfor-

mation werden die Felder auf das Gitter � transportiert

P�(t; ~p)=

�
i f�ur � = 0 ;

exp(�i
2
(p� + ��(t))) sonst :

(3.81)

Die Funktion ��(t) ist im Anhang (C) de�niert. Mit Gleichung (C.10) wird

die De�nition der Phasentransformation (2.18) als Paralleltransporter f�ur

3@k und @�
k
sind gleich Dk und D�

k
f�ur verschwindendes Hintergrundfeld.
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einen halben Gitterabstand physikalisch plausibel. Die Phasenverschiebung

und die gew�ohnliche Fouriertransformation (Gleichung 3.50) liefert uns die

Matrix des Gluonoperators im Impulsraum

~41;��(t; t
0; ~p)=

X
~x

P�(t; ~p)e
�i~p~x41;��(t; t

0; ~x)P�(t
0;�~p) : (3.82)

F�ur die fourier- und phasentransformierten Gr�o�en verwenden wir die Be-

zeichnung ~. Die Fouriertransformation wurde bisher nur in Kapitel (3) f�ur

die Randbedingungen an q (Gleichung 3.48, 3.49 und 3.52) verwendet. Die

Phasenverschiebung wirkt in diesen Gleichungen trivial. Die simultane Ver-

wendung der ~ f�ur fouriertransformierte skalare Felder, wie den Ghostfeldern,

f�uhrt zu keinen Bezeichnungskon
ikten.

Mit den im Anhang (D.2) explizit angegebenen, von ~p abh�angigen, reellen

Matrizen A und B ist die Gleichung (3.82) zu schreiben als

~41;��(t; t
0; ~p) = A��(t)�t;t0+1 +B��(t)�t;t0 + A��(t� 1)�t+1;t0 : (3.83)

Der Propagator im Ortsraum erf�ullt wegen der Phasenverschiebung nicht

die Relationen einer reellen fouriertransformierten Funktion, an Stelle dessen

aber die in Kapitel (3.4) diskutierte CP -Symmetrie.

Der Ghostoperator und die assoziierte Matrix ergeben sich mit S
(0)

FP (siehe

Kapitel 3.3.3) zu

(40c)(x)=�d
�dc(x) ; (3.84)

=
X
t0;~y

~40(t; t
0; ~x� ~y)c(t0; ~y) : (3.85)

Die Matrix ist im Impulsraum durch

~40(t; t
0; ~p)=

X
~x

e�i~p~x40(t; t
0; ~x) (3.86)

=��t;t0+1 + 8� 2
X
k

cos(pk + �k(t))�t;t0 � �t+1;t0 (3.87)

gegeben. Die Propagatoren ~H und ~G im Fourierraum erf�ullen die Gleichungen

�t;t̂��;� =
X
t0;�

~41;��(t; t
0; ~p) ~H��(t

0; t̂; ~p) ; (3.88)

�t;t̂=
X
t0

~40(t; t
0; ~p) ~G(t0; t̂; ~p) : (3.89)

Da die Operatoren und Randbedingungen im Impulsraum diagonal sind, gilt

dies auch f�ur die Propagatoren. Die Impulsabh�angigkeit wird daher in den

folgenden Formeln unterdr�uckt.
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Die ~p = ~0, � 2 CN Komponenten der Propagatoren k�onnen analytisch

gel�ost werden

~H��(t; t
0;~0)=

8<
:

1
�0
(1 + min(t; t0)) f�ur � = � = 0

1
c1

�
min(t; t0)� tt0

T

�
f�ur � = � = i

0 f�ur � 6= �

; (3.90)

~G(t; t0;~0)=T �max(t; t0) : (3.91)

Der in Anhang (D.1) de�nierte, von � und � abh�angige Koe�zient c1 er-

gibt sich aus dem in Gleichung (3.79) verwendeten ? Produkt. Die L�osungen

erf�ullen die Randbedingungen aus den Gleichungen (3.48), (3.49), (3.52) und

(3.53). Davon sind di�erenziert nach � nur ~H 0

kk(t; t
0;~0) = �

c01
c1
~Hkk(t; t

0;~0) un-
gleich Null.

F�ur alle anderen Komponenten der Propagatoren wird eine Rekursions-

formel in der Zeit verwendet. Sie erlaubt es, den numerischen Aufwand der

Inversionen von Gleichungen (3.83) und (3.87) von der Ordnung T 3 auf T zu

senken. Die Methode ist in [37] und [16] allgemein ausgearbeitet. Hier wird

nur der gluonische Teil diskutiert, die Formeln f�ur den Ghostpropagator fol-

gen trivial.

Die Methode basiert sowohl auf der Symmetrie des Di�erenzenoperators

~41;��(t; t
0) = ~41;��(t

0; t) (3.92)

als auch darauf, da� die Randbedingungen bei x0 = 0; T gesetzt sind. Wir

werden die L�osung aus den forward  f und backward  b L�osungen der ho-

mogenen Gleichung4 konstruieren. Sie gen�ugen den Relationen

 f
�(t+ 1)=�A(t)�1��fB(t)�� 

f
� (t) + A(t� 1)(t)t�� 

f
� (t� 1)g ; (3.93)

 b
�(t� 1)=�A(t� 1)t�1��fB(t)�� 

b
�(t) + A(t)�� 

b
�(t+ 1)g : (3.94)

Die Randbedingungen des q-Feldes in Gleichung (3.48), (3.49) und (3.52)

k�onnen als Randbedingungen an die homogenen L�osungen ausgedr�uckt wer-

den. Eine Wahl ist

 f
0a(�1)= �0;a ; (3.95)

 f
�a(0)= �0;��0;a ; (3.96)

 f
ka(1)= �k;a ; (3.97)

 b
�a(T )= �0;��0;a ; (3.98)

 b
�a(T � 1)= ��;a : (3.99)

4Rechte Seite der Gleichung (3.88) gleich Null.
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Die verschiedenen L�osungen zu den Randbedingungen werden mit lateini-

schen Buchstaben a und b indiziert. Entsprechend dem 4 dimensionalen

Raum existieren 4 unabh�angige L�osungen der vektorwertigen Gr�o�en  f und

 b. Der Propagator kann aus diesen konstruiert werden

~H��(t; t
0)= f

�a(t)N̂
f
a (t

0) f�ur t � t0 ; (3.100)

~H��(t; t
0)= b

�a(t)N̂
b
a(t

0) f�ur t � t0 :

Die Gleichung (3.92) impliziert f�ur den Gluonpropagator ~H

~H��(t; t
0)= ~H��(t

0; t) : (3.101)

Daraus folgt mit neuen Konstanten Nab

~H��(t; t
0)=

(
 f
�a(t)Nab 

b
�b(t

0) f�ur t � t0 ;

 b
�a(t)Nba 

f
�b(t

0) f�ur t � t0 :
(3.102)

Die Nab sind so konstruiert, da� sie zeitlich konstant sind. Dies ist leicht ex-

plizit zu zeigen. Die Auswertung der De�nitionsgleichung f�ur den Propagator

f�ur t = t0 ergibt

N�1= b
�a(t+ 1)A��(t) 

f
�b(t)�  b

�a(t)A��(t) 
f
�b(t+ 1) : (3.103)

Bei der Herleitung wurde vorausgesetzt, da� der Ausdruck

 f
�a(t)A��(t) 

f
�b(t + 1) (3.104)

f�ur alle t symmetrisch in a und b ist. Dies l�a�t sich aus den Randbedingungen

in den Gleichungen (3.95) bis (3.99) folgern. �Aquivalent dazu ist die Symme-

trie eines entsprechenden Ausdrucks f�ur die backward L�osungen. Die Matrix

N�1 ist am bequemsten bei t = 0 auszuwerten und leicht zu invertieren.

Die ebenfalls ben�otigte �-Ableitung der Propagatoren ist auf eine Sum-

mation mit einem Quellenterm zur�uckzuf�uhren

X
�;t̂

~41;��(t; t̂) ~H
0

��(t̂; t
0)=�

X
�;t̂

~40

1;��(t; t̂)
~H��(t̂; t

0) ; (3.105)

~H 0

��(t; t
0)=�

X
��;�tt̂

~H��(t; t̂) ~4
0

1;��(t̂; �t)
~H��(�t; t

0) : (3.106)

Eine Analyse ergibt hier, da� ~G0

(23)(t; t
0;~0) = 0 gilt.
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Die Transformation in den Ortsraum ist durch eine Fouriertransformation

und der Phasenverschiebung numerisch implementiert. Die �-Abh�angigkeit

der Phasenverschiebung mu� f�ur H 0 ber�ucksichtigen werden

H 0

��(t; t
0; ~x)=

1

L3

X
~p

ei~x~p
h
P 0

�(t; ~p) ~H��(t; t
0; ~p)P�(t

0;�~p) (3.107)

+P�(t; ~p) ~H
0

��(t; t
0; ~p)P�(t

0;�~p)

+P�(t; ~p) ~H��(t; t
0; ~p)P 0

�(t
0;�~p)

i
:

Abschlie�end sei die Notation f�ur die Propagatoren den folgenden Gleichun-

gen angepa�t. Da sie diagonal im Farbraum sind, ist ein Index ausreichend.

F�ur die Kontraktion mit den Vertizes ist es von Vorteil beide Farbraumindi-

zes nach unten zu ziehen

H��;�(x; y)=H��;��t(x; y) = g��tH
�

��;� (x; y) ; (3.108)

G�(x; y)=G��t(x; y) = g��tG
�

� (x; y) : (3.109)

Weiterhin ist es von Vorteil, die Propagatoren f�ur getrennte zeitliche und

r�aumliche Argumente zu de�nieren. Dabei wird die r�aumliche Translations-

invarianz verwendet

H��;�((t; ~x); (t
0; ~y))=H��;�(t; t

0; ~x� ~y) ; (3.110)

G�((t; ~x); (t
0; ~y))=G�(t; t

0; ~x� ~y) : (3.111)

Durch Inspektion der Koe�zienten der Operatoren im Anhang (D.2) ergibt

sich weiter

H��;�(t; t
0; ~x)=H��;�t(t; t0; ~x) ; (3.112)

G�(t; t
0; ~x)=G�t(t; t0; ~x) : (3.113)

Das hei�t, es m�ussen ledigich die H�alfte der Propagatoren mit � 62 CN be-

rechnet werden.

3.3 Vertizes

3.3.1 Yang-Mills Vertizes

Die Entwicklung der Spur der Plaquetten in der Wilson Wirkung SYM in den

Feldern q wird vereinfacht durch die Formel

tr[U�� ] = tr
�
eG��e�g0(1+D�)q�e�g0q�eg0q�eg0(1+D�)q�

�
: (3.114)
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Hier sind alle Ausdr�ucke am Ort x auszuwerten. Sie folgt aus Gleichung (3.16)

und

(1 +D�)q�(x)=V�(x)q�(x + �̂)V �1
� (x) : (3.115)

Mit Hilfe von Gleichung (3.114) kann der Gluonoperator 41 in Gleichung

(3.79) einfach abgeleitet werden.

Die Entwicklung des Realteils (siehe Kapitel 3.4) wurde mit Hilfe von

MAPLE analytisch durchgef�uhrt und kann durch die Tensoren V ausgedr�uckt

werden

<tr[U��(x)] =

1X
n=0

gn0

nX
�i;�i;ei
i=1

V
�1:::�n
e1:::en
�1:::�n

(t; �; �)

nY
k=1

q�i;�i(x+ ei) : (3.116)

V ist unabh�angig von ~x (Translationsinvarianz) und symmetrisch in den In-

dexzeilen. Nur f�ur �i 2 f�; �g und ei 2 f�̂; 0; �̂g hat V nicht verschwindende

Eintr�age. Die kubische Symmetrie liefert weitere Relationen zwischen den

Komponenten von V .

F�ur die analytische Berechnung einiger Diagramme wird S
(1;1)
YM ben�otigt.

Es ergibt sich

S
(1;1)
YM =

X
k;~x

C(1;a)

h
qk;&(1; ~x)� qk;&(T � 1; ~x)

i
; (3.117)

C(1;a)=

�
2[sin(
) + sin(
=2)] f�ur SU(3)
2 sin(
=2) f�ur SU(2)

; (3.118)

& =1 f�ur SU(3) und & = 0 f�ur SU(2) : (3.119)

Der Randfeldvertex mit einer Gluonlinie tr�agt demnach nur das neutrale

Gluon &.

3.3.2 Entwicklung des Ma�es

Wie aus der Herleitung von Sm in Gleichung (3.28) hervorgeht, ist

Sm[q] =
X

(x;�)2~�

Sm(g0q�(x)) (3.120)

Sm(q�(x))= tr log(E(Ad(g0q�(x)))) (3.121)

=�
g20
24
tr(Ad2(q�(x))) +O(g40) (3.122)

S(2)
m (q�(x))=

1

8

X
�

q�;�(x)q
�
�(x) (3.123)

f�ur die SU(3). F�ur die SU(2) ist der Faktor 1=8 durch 1=12 zu ersetzen.
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3.3.3 Entwicklung des Fadeev-Popov Termes

Der Fadeev-Popov Term in Gleichung (3.47) enth�alt die Variation �X aus

Gleichung (3.40), die nun auch entsprechend auf LH wirken soll

SFP [q; c; c] =�(c; �cd
�q) : (3.124)

Mit der Entwicklung von �cq� in g0

�cq�= D�c+ g0Ad(q�)c (3.125)

+

�
g0
2
Ad(q�) +

g20
12
(Ad(q�))

2 +O(g30)

�
D�c

ergibt sich

SFP [q; c] =�(c;D
�

�D�c) + g0(D�c;Ad(q�)(1 +
1

2
D�)c) (3.126)

+
g20
12
(D�c;Ad

2(q�)D�c) +O(g30) :

Mit den Strukturkonstanten f��� (siehe Anhang A.1 und B) und den Kon-

stanten

e����=�2tr(T�Ad(T�)Ad(T�)T�) (3.127)

sind die Beitr�age der einzelnen Ordnungen

S
(0)

FP [c] =
X
x;�;�

c�(x)D
�

�D�c
�(x) ; (3.128)

S
(1)

FP [q; c] =�
X
x;�;
���

f ���D�c� (x)q��(x)(1 +
1

2
D�)c�(x) ; (3.129)

S
(2)

FP [q; c] =
1

12

X
x;�;

����

e����D�c� (x)q��(x)q��(x)D�c�(x) : (3.130)

3.3.4 Entwicklung des Hintergrundfeldes

Die Wirkung des Hintergrundfeldes SB, proportional zu 1=g20, ist

S
(�2)

B =
X
x;��

tr(1� V��(x)) (3.131)

=12
TL3

a4

NX
�=1

sin2
�

1

2TL
(�� � �0�)

�
f�ur SU(N) (3.132)

=12
TL3

a4

�
sin2(
=2) + 2 sin2(
=4) f�ur SU(3)
1� cos(
=2) f�ur SU(2)

: (3.133)
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F�ur die Ableitung nach � ergibt sich

S
(�2)0

B =12!1L
2

�
(sin(
) + sin(
=2)) f�ur SU(3) ;

2 sin(
=2) f�ur SU(2) :
(3.134)

Da die Plaquetten des Hintergrundfeldes V��(x) von x unabh�angig sind und

der Verbesserungskoe�zient ct zwei Zeitebenen (bei t = 0; T ) gewichtet, folgt

SB =
1

g20

�
1 +

2a

T
(g20c

(1)
t + g40c

(2)
t + : : :)

�
S
(�2)

B ; (3.135)

S 0B =
1

g20

�
1 +

2a

T
(g20c

(1)
t + g40c

(2)
t + : : :)

�
S
(�2)

B

0

: (3.136)

Die Wirkung S
(�2)

B ist die klassische Gitterwirkung. Ein Vergleich mit der

klassischen Kontinuumswirkung5

S
(�2);cont
B =

1

2

Z
d4x tr(G��(x)G��(x)) (3.137)

= 3
L

T

NX
�=1

(�� � �0�)
2 (3.138)

zeigt

S
(�2);cont
B =S

(�2)

B +O

�
a4

T 2L2

�
(3.139)

eine Konvergenz der Ordnung O(a4). F�ur andere Hintergrundfelder (z.B.

selbstduale Felder) ist lediglich eine Konvergenz von O(a2) zu �nden. Die

konstanten abelschen Hintergrundfelder f�uhren zu einem g�unstigen Kontinu-

umsverhalten, nicht nur in der klassischen Approximation. Dies hat, unter

anderem, die ALPHA Kollaboration bewogen, konstante abelsche Hinter-

grundfelder zu w�ahlen.

3.4 Die Symmetrien

Die Symmetrien des Schr�odinger-Funktionals k�onnen zu der Reduktion der

Anzahl der zu berechnenden Ausdr�ucke verwendet werden. Die Poincar�esym-

metrie des Schr�odinger-Funktionals im Kontinuum ist durch die Randbedin-

gungen gebrochen. Es verbleibt die Drehgruppe O(3) und Translationsinva-

rianz im Raum. Die C, P und T Invarianzen der QCD reduzieren sich auf

eine CP und eine modi�zierte T Invarianz.

5Das Hintergrundfeld im Kontinuum entspricht B�(t). Es ist jedoch f�ur 0 � t � T

de�niert. Entsprechend ist G�� im Kontinuum konstant und gleich dem Ausdruck auf

dem Gitter.
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Die Symmetrien werden im Folgenden in der Gittertheorie anhand des

Termes

I =
X
����

tt0;~x~y

htr(U��(t; ~x))tr(U��(t
0; ~y))i (3.140)

diskutiert. Dieser Ausdruck ist als typisches Beispiel zu betrachten, insbeson-

dere treten Teile dieses Termes in dem numerisch aufwendigsten Diagramm

D9 auf, daher ist I von besonderem Interesse.

Durch die Gitterregularisierung ist die Translationsinvarianz im Raum

beschr�ankt auf Vielfache des Gitterabstandes a. Sie erlaubt die r�aumlichen

Summationen von n-fach Summen auf (n� 1)-fach Summen zu reduzieren

I =L3
X
����

tt0;~x

D
tr(U��(t; ~x))tr(U��(t

0;~0))
E
: (3.141)

Die Summe �uber t; t0 ist wegen der Symmetrie der Summanden unter Aus-

tausch von t und t0 mit einem geeigneten Gewicht w����
T (t; t0) auf t � t0 zu

beschr�anken

I =L3
X
����

t�t0;~x

w����
T (t; t0)

D
tr(U��(t; ~x))tr(U��(t

0;~0))
E
: (3.142)

Wegen U��(x) = U y

�� gilt weiter

I =4L3
X

�<��<�

t�t0;~x

w����
T (t; t0)

D
<tr(U��(t; ~x))<tr(U��(t

0;~0))
E
: (3.143)

Das Gitter reduziert dieO(3) Gruppe auf die kubische Gruppe. Diese Symme-

trie kann zu der Reduktion der Summe �uber ~x mit einem geeigneten Gewicht

verwendet werden. Dabei reduziert sich die Anzahl der Terme in der Summe

asymptotisch f�ur gro�e L um einen Faktor 6. In der Implementation wurde

stattdessen aus technischen Gr�unden die Summe �uber � < �; � < � von 36

Terme auf 8 Terme reduziert. Dazu f�uhren wir ein

K = f(0101); (0102); (0112); (0123); (3.144)

(1201); (2301); (1212); (1223)g ;

w����
K =

8>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>:

12 f�ur (����) = (0101) ;

24 f�ur (����) = (0102) ;

24 f�ur (����) = (0112) ;

12 f�ur (����) = (0123) ;

24 f�ur (����) = (1201) ;
12 f�ur (����) = (2301) ;

12 f�ur (����) = (1212) ;
24 f�ur (����) = (1223) :

(3.145)
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Durch Anwendung der kubischen Gruppe, also Permutationen in den r�aum-

lichen Indizes, k�onnen aus der Menge K alle 36 Indexkombinationen (����)

generiert werden. Wir erhalten

I =L3
X

(����)2K

t�t0;~x

w����
T (t; t0)w����

K

D
<tr(U��(t; ~x))<tr(U��(t

0;~0))
E
: (3.146)

Eine CP Transformation wirkt durch6

U0(t; ~x)
CP
! U�

0 (t;�~x) ; (3.147)

Uk(t; ~x)
CP
! U�1�

k (t;�~x� k̂) ; (3.148)

Vk(t)
CP
! Vk(t) ; (3.149)

U0k(t; ~x)
CP
! U�1�

0k (t;�~x� k̂) ; (3.150)

Ukl(t; ~x)
CP
! U�

kl(t;�~x� k̂ � l̂) : (3.151)

Das Hintergrundfeld7 ist invariant unter einer CP Transformation, weil es

diagonal und r�aumlich konstant ist. R�aumliche Summen �uber Plaquetten

k�onnen mit einem geeigneten Gewicht asymptotisch um einen Faktor 2 re-

duziert werden. F�ur das im Term I auftretende Produkt zweier Plaquetten

f�uhrt die CP Transformation mit einer Translation zu

U��(t; ~x)U��(t
0;~0)

CP
! Uf(�;�)

�� (t;�~x� �� � + � + �)U
f(�;�)
�� (t0;~0) mit (3.152)

f(�; �) =

�
� f�ur � = 0 und � = 0 ;

t sonst ;
(3.153)

� =

�
0 f�ur � = 0 ;
�̂ sonst :

(3.154)

Um die reduzierte Summation �uber ~x zu formulieren f�uhren wir

� = f~x mit 0 � x1 < (L + 1)=2g (3.155)

ein und erhalten

I =L3
X

(����)2K

t�t0;~x2�

w����
T (t; t0)w����

K w����
CP (~x) (3.156)

D
<tr(U��(t; ~x))<tr(U��(t

0;~0))
E
;

6Da V0(t) = 1 ist, transformiert sich die 0-Komponente des Hintergrundfeldes trivial.
7und damit auch das Randfeld
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wobei das Gewicht wCP geeignet zu w�ahlen ist.

Durch eine T Transformation werden die Randfelder ausgetauscht. Mit

einer C Transformation und einer zentralen Konjugation Z werden die Rand-

felder ineinander �uberf�uhrt, so da� insgesamt das Schr�odinger-Funktional in-

variant ist. Die Kombination der Transformationen T , C und Z wird mit T̂

bezeichnet.

Die zentrale Konjugation Z ist eine Symmetrie von SU(N) Eichtheorien,

die in einem endlichen periodischen Raum de�niert sind. Betrachten wir die

drei l = 1; 2; 3 zeitunabh�angigen SU(N) wertigen Funktionen �uber �

Zl(x + �̂L)=

�
exp(i2�=N)Zl(x) f�ur � = l ;

Zl(x) sonst :
(3.157)

Eine Realisierung der Funktionen Zl ist durch

Zl(x)= exp

�
xl

L
W

�
mit (3.158)

Wkl= i
2�

N
(�kl �N�1k�1l) ; (3.159)

W =

�
4�
3
T1 f�ur SU(3) ;

2�T0 f�ur SU(2)
(3.160)

gegeben. Die MatrixW ist ein Element aus der Lie-Algebra su(N). Mit Hilfe

dieser Funktionen transformieren wir die Eichfelder U

U�(x)
Zl!UZl

� (x) = Zl(x)U�(x)Z
�1
l (x+ �̂) : (3.161)

Die zentralen Konjugationen Zl �uberf�uhren periodische Eichfelder in perio-

dische Eichfelder und sind daher erlaubte Transformationen. Die Wirkung ist

invariant unter den zentralen Konjugationen, die Randfelder jedoch nicht.

Desweiteren betrachten wir eine globale Permutation P im Farbraum, die

auf die Eichfelder wie die zentralen Konjugationen Zl in Gleichung (3.161)

wirken. Diese geben wir nur f�ur die SU(2) und SU(3) an, da wir nur f�ur diese

Gruppen die Randfelder vollst�andig spezi�ziert haben8

P =

8>>>><
>>>>:
i

�
0 1

1 0

�
f�ur SU(2) ;

ei�=3

0
@1 0 0

0 0 1

0 1 0

1
A f�ur SU(3) :

(3.162)

8Die Phasenfaktoren sind notwendig damit P ein Element der Lie-Gruppe ist.
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Das durch Z = PZ1Z2Z3 transformierte Hintergrundfeld V ist

V�(x)
Z
!V Z

� (x) =

�
V�(x) = 1 f�ur � = 0 ;

P exp
�
�1
L
W
�
V�(x)P

�1 f�ur � = k :
(3.163)

Die Zeitumkehr-Transformation T wirkt auf das Hintergrundfeld V und das

Eichfeld U durch

V�(t)
T
!V T

� (t) =

�
V�(t) = 1 f�ur � = 0 ;

V�(T � t) f�ur � = k ;
(3.164)

U�(t; ~x)
T
!UT

� (t; ~x) =

�
U�1
� (T � t� 1; ~x) f�ur � = 0 ;

U�(T � t; ~x) f�ur � = k :
(3.165)

Die T̂ Transformation ist so konstruiert, da� sie das Hintergrundfeld iden-

tisch transformiert. Auf das q-Feld wirkt T̂ nicht trivial durch

q0;�(x
0; ~x)

T̂
! qT̂0;�(x

0; ~x) = f���(~x)q0;g(�)(T � x0 � 1; ~x) ; (3.166)

qk;�(x
0; ~x)

T̂
! qT̂k;�(x

0; ~x) = f���(~x)qk;g(�)(T � x0; ~x) ; (3.167)

mit

f�T
g(�) =PT�tP�1 ; (3.168)

��(~x)= exp

�
�W (�)

x1 + x2 + x3

L

�
: (3.169)

O�ensichtlich sind die Randbedingungen nicht invariant unter einer T̂ Trans-

formation. Anstelle der Gleichungen (3.32, 3.33) kann jedoch gefordert wer-

den

!(0; ~x) = � ; !(T; ~x) = �� ; (3.170)

wobei � konstant und diagonal, also � 2 CN ist. Aus dem Raum aller Eich-

funktionen mit 
(x) = exp(g0!(x)) sind, so wie in G, die konstanten und

abelschen Eichfunktionen ausgeschlossen. Wie bei der Eich�xierung in Kapi-

tel (3) ergeben sich f�ur das erweiterte q-Feld die Randbedingungen aus der

Gleichung (3.36). Es �andern sich gegen�uber Gleichung (3.52) nur die Rand-

bedingungen f�ur die ~p = ~0 und � 2 CN Komponenten zu

~q0;�(�1;~0)=�~q0;�(T;~0) (3.171)

=
1

2

�
~q0;�(0;~0)� ~q0;�(T � 1;~0)

�
: (3.172)
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Auch bei den Ghostfeldern �andern sich lediglich die Randbedingungen f�ur

die ~p = ~0 und � 2 CN Komponenten (Gleichung 3.53) zu

~c�(0;~0)=�~c(T;~0) ; (3.173)

=
1

2

�
~c�(�1;~0)� ~c�(T + 1;~0)

�
; (3.174)

wobei hier das Feld auf t = �1 und t = T+1 erweitert wurde um zu erreichen,

da� D�c die gleichen Randbedingungen wie q� erf�ullt. Die entsprechenden

Komponenten der Propagatoren k�onnen analytisch gel�ost werden

~H00(t; t
0;~0)=

1

4�0

�
(T + 1)� 2jt� t0j

�
; (3.175)

~G(t; t0;~0)=
1

4

�
T � 2jt� t0j

�
: (3.176)

Die T̂ Symmetrie reduziert die Summe �uber t; t0 asymptotisch um einen Fak-

tor 2.

Durch die Symmetrie bez�uglich der Indexzeilen der Entwicklungskoe�zi-

enten V in Gleichung (3.116) folgt eine weitere Reduktion der Terme. Dazu

betrachten wir einen Term in der Entwicklung von I in g0 I
s
���0�0(t; t

0; ~x), der

durch die Kontraktion mit drei Gluonpropagatoren entsteht

Is���0�0(t; t
0; ~x)=

3X
�i�i;eifi;�i�i

i=1

V
�1�2�3
e1e2e3
�1�2�3

(t; �; �)V
�1�2�3
f1f2f3
�1�2�3

(t0; �0; � 0) (3.177)

3Y
i=1

H�i�i;�i�i(t+ e0i ; t
0 + f 0i ; ~x+ ~ei � ~fi) :

Dieser Term wird in dem Diagramm D9 berechnet. Wir f�uhren eine beliebige

Ordnungsrelation zwischen den Elementen Ii = (�i; ei; �i) und Ji = (�i; fi; �i)

ein. Zwei Elemente Ii und Ik sollen gleich sein, wenn �i = �k, ei = ek und

�i = �k gilt. Die Symmetrie der Entwicklungkoe�zienten ist mit

V [I1; I2; I3](t; �; �)=V
�1�2�3
e1e2e3
�1�2�3

(t; �; �) (3.178)

gegeben durch die Symmetrie von V unter Permutationen von Ik. O�ensicht-

lich gilt mit einem geeigneten Gewicht wJ1;J2;J3
I1;I2;I3

Is���0�0(t; t
0; ~x) = (3.179)X
I1�I2�I3
J1�J2�J3

wJ1;J2;J3
I1;I2;I3

V [I1; I2; I3](t; �; �)V [J1; J2; J3](t
0; �0; � 0)

3Y
i=1

H�i�i;�i�i(t+ e0i ; t
0 + f 0i ; ~x + ~ei � ~fi) :
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3.5 Implementierung der Diagramme

Aus den Vertizes und den Propagatoren werden die Diagramme konstruiert.

F�ur die numerische Implementation ist es g�unstig die Terme mit Hilfe ih-

rer Symmetrie zu reduzieren. Im Folgenden sind die f�ur die Implementation

wesentlichen Ausdr�ucke angegeben.

In den Ausdr�ucken f�ur die Diagramme sind nicht alle Symmetrien ber�uck-

sichtigt um die �Ubersicht zu bewahren. Sie sind, wie in Kapitel (3.4) beschrie-

ben, durch Beschr�ankung und Gewichtung der Summen einzuf�uhren.

3.5.1 Analytisch zu berechnende Diagramme

Neben S
(0)

B und S
(2)

B (siehe Kapitel 3.3.4) ist D5 analytisch zu berechnen

D5 = �
1

2

�
C(1;a)

�2
A (3.180)

mit C(1;a) aus der Gleichungen (3.118)

A=
X
~x~y;kl

h
Hkl;&(1; 1; ~x� ~y)�Hkl;&(1; T � 1; ~x� ~y) (3.181)

�Hkl;&(1; T � 1; ~x� ~y) +Hkl;&(T � 1; T � 1; ~x� ~y)
i

=L3
X
kl

h
~Hkl;&(1; 1;~0)� 2 ~Hkl;&(1; T � 1;~0) (3.182)

+ ~Hkl;&(T � 1; T � 1;~0)
i
:

Das neutrale Gluon & des Randfeldvertex S
(1;1)
YM wurde in Gleichung (3.119)

de�niert. Mit der L�osung des Propagators f�ur ~p = ~0 in Gleichung (3.90)

�nden wir

A =
6

c&1
L2(L� 2) ; (3.183)

wobei c&1 ein von der Gruppe abh�angiger und im Anhang (D.1) de�nierter

Parameter ist. F�ur die SU(3) ergibt sich

D5 = �
12

c&1
[sin(
) + sin(
=2)]2 L2(L� 2) : (3.184)

Die � Ableitung ergibt sich zu

D0

5=D5

�
2
0

cos(
) + cos(
=2)=2

sin(
) + sin(
=2)
�
c&1
0

c&1

�

=D5

0

�
2
cos(
) + cos(
=2)=2

sin(
) + sin(
=2)
+
2 sin(
) + sin(
=2)=2

2 cos(
) + cos(
=2)

�
: (3.185)

42



3.5.2 Diagramme mit lokalen Loops

In den Diagrammen D6; D7; D8; D10 und D12 werden Loops (Kontraktionen)

innerhalb der Vertizes S
(1;0)
YM und S

(1)

FP ben�otigt. Die Abh�angigkeiten von dem

verbleibenden Gluonfeld lassen sich durch von t; � und � abh�angige Funk-

tionen darstellen. Da die Funktionen f�ur � = 0 wegen der CP -Symmetrie

verschwinden, werden diese nur f�ur � = k de�niert. Aufgrund der kubischen

Symmetrie sind die Funktionen unabh�angig von � = k, so da� die Funktio-

nen kein Argument f�ur � ben�otigen. Entsprechend zu �̂ de�nieren wir einen

r�aumlichen Vektor der L�ange a in Richtung k mit ~k.

Die Funktion der lokalen Ghostschleife von S
(1)

FP ist

B(t; �)= 2i
X
�2HN

wN(�)f
�� t�=

n
(exp(i��k (t))G� (t; t; ~k)

o
: (3.186)

Sie ist nicht von ~x abh�angig und die kubische Symmetrie des Ghostpropa-

gators erlaubt, die rechte Seite f�ur ein beliebiges k auszuwerten. Aus den

Strukturkonstanten ergibt sich weiter, da� B f�ur � =2 CN verschwindet. Die

Summation �uber � ist f�ur die SU(3) auf

HN = f0; 1; (12); (13); (23)g (3.187)

und f�ur die SU(2) auf HN = f0;+g eingeschr�ankt. Das Gewicht wN(�) ist in
beiden F�allen f�ur � 2 CN gleich Eins und f�ur die nicht diagonalen Generatoren

gleich Zwei.

F�ur die lokalen Gluonloops l�a�t sich eine �ahnliche Funktion herleiten.

Dazu betrachten wir die Kontraktion mit einem Gluonpropagator in S
(1;0)
YM

F (t; �)=
X
��

X
e2f0̂;�̂;�̂g

X
�;�2�3
e2e3

V
� � �t

e e2e3
k �2�3

(t� e0; �; �) (3.188)

H�2�3;� (t� e0 + e02; t� e0 + e03; ~e2 � ~e3) :

Auch hier ist die rechte Seite bei einem beliebigen k auszuwerten.

F�ur die Diagramme D6; D7; D8; D10 und D12, die von F und B abh�angig

sind, kann der Propagator im Impulsraum mit ~p = ~0 verwendet werden.

Die kubische Symmetrie und Ausdr�ucke f�ur die Propagatoren sind in den

Gleichungen ber�ucksichtigt worden.

D6=�C(1;a)L
3
X
t;~x;kl

F (t; &)(Hkl;&(1; t; ~x)�Hkl;&(t; T � 1; ~x)) (3.189)

=�C(1;a)L
3 3

c&1

X
t

F (t; &)
1� 2t

T
(3.190)
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und entsprechend

D7=�C(1;a)L
3
X
t;~x;kl

B(t; &)(Hkl;&(1; t; ~x)�Hkl;&(t; T � 1; ~x)) (3.191)

=�C(1;a)L
3 3

c&1

X
t

B(t; &)
1� 2t

T
: (3.192)

Die anderen Diagramme werden �ahnlich reduziert

D8=�
L3

2

X
tt0;~x;kl
�2CN

B(t; �)Hkl;�(t; t
0; ~x)B(t0; �) (3.193)

=�
3L3

2

X
tt0;k

�2CN

B(t; �) ~Hkk;�(t; t
0;~0)B(t0; �) (3.194)

=�
3L3

2

X
tt0;�2CN

B(t; �)
1

c�1

�
min(t; t0)�

tt0

T

�
B(t0; �) : (3.195)

Das Diagramm D12 geht aus D8 hervor, indem B durch F ersetzt wird

D12=�
3L3

2

X
tt0;�2CN

F (t; �)
1

c�1

�
min(t; t0)�

tt0

T

�
F (t0; �) : (3.196)

Das Diagramm D10 besteht aus einem lokalen Gluonloop und einem lokalen

Ghostloop und ist bezogen auf D8 mit einem Faktor 2 zu gewichten

D10=�3L
3
X

tt0;�2CN

F (t; �)
1

c�1

�
min(t; t0)�

tt0

T

�
B(t0; �) : (3.197)

F�ur diese Diagramme gilt

D8 +D10 +D12=�
3L3

2

X
tt0;�2CN

[F (t; �) +B(t; �)] (3.198)

1

c�1

�
min(t; t0)�

tt0

T

�
[F (t0; �) +B(t0; �)] :

Das Diagramm D1 besteht aus einer lokalen Gluonschleife bei t = 0 und

t = T � 1, wobei nur die zeitartigen Plaquetten (��) 2 f(0i); (i0)g beitragen

D1=L3
X

(��)2f(0i);(i0)g
�;e1e2;t=0;T�1

V
� �t

e1e2
� �

(t; �; �)H��;�(t+ e01; t+ e02; ~e1 � ~e2) : (3.199)
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F�ur die SU(2) ist bei D3 der Faktor 8 durch 12 zu ersetzen

D3=
L3

8

X
�;t;�

g��
t

H��;�(t; t;~0) : (3.200)

Die in dem Diagramm D13

D13=
1

12

X
x;�;����

e���� hD�c� (x)q�;�(x)q�;�(x)D�c�(x)i0 (3.201)

auftretenden Konstanten e���� sind in Gleichung (3.127) de�niert. Sie erf�ullen

die Relationen

e����= e�
t�t� t�t = e�

t�t�t� t : (3.202)

Mit dem Ausdruck

G�;�(t)=
D
D�c�(t;~0)D�c�t(t;~0)

E
0

(3.203)

und den Relationen aus Gleichung (3.202) folgt

D13=
L3

6

X
t;�

h X
(��)2A1

e��
t�� t

n
G�;�(t)H��;� (t; t;~0) +G�;� (t)H��;�(t; t;~0)

o

+
X
�2A2

e��
t�� tG�;� (t)H��;� (t; t;~0)

i
: (3.204)

Die Indexmengen A1 und A2 sind gegeben durch

A1= f(0; 12); (0; 13); (0; 23); (1; 12);
(1; 13); (12; 23); (12; 31); (23; 13)g f�ur SU(3) ;

A2= f(12); (23); (13)g f�ur SU(3) ;

A1= f(0;+)g f�ur SU(2) ;
A2= f+g f�ur SU(2) :

(3.205)

Die kubische Symmetrie vereinfacht die Summe �uber � weiter.

Das Zwei Loop Gluondiagramm D2 ergibt sich zu

D2=L3
X
��;t;~x

X
�1;�2;e1:::e4

�1:::�4

V
�1�

t

1�2�
t

2
e1 e2 e3 e4
�1�2�3�4

(t; �; �) (3.206)

H�1�2;�1(t+ e01; t+ e02; ~e1 � ~e2)H�3�4;�2(t+ e03; t+ e04; ~e3 � ~e4) :
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3.5.3 Big Mac Diagramme

F�ur das Big Mac Diagramm D11 mit zwei Ghostlinien und einer Gluonlinie

de�nieren wir

E��;�(x; y)=

��
1 +

1

2
D�

�
c�(x)D�c�t(y)

�
0

(3.207)

und erhalten

D11=
1

2

X
��;���;xy

c��
t�c��

t�tE��;� (x; y)E��;�(y; x)H��;�(x; y) : (3.208)

Die Funktion E ist in zwei Teile zu separieren

E��;�(x; y)=���;�(x; y) + ���;�(x; y) ; (3.209)

wobei � und � die folgenden Relationen erf�ullen

���;�(x; y)= ���;�(y; x)= ���;�t(y; x) ;

���;�(x; y)=����;�(y; x)=����;�t(y; x) :
(3.210)

Die Translationsinvarianz ist mit der De�nition von ���;�(x
0; y0; ~x � ~y) =

���;�(x; y) inkorporiert. Es ergibt sich

D11=L3
X
��;

tt0;~x

X
(��)2A

[c���
t

]2 (3.211)

h
H��;�(t; t

0; ~x)
�
j���;�(t; t

0; ~x)j2 � j���;�(t; t
0; ~x)j2

	
+2���;�(t; t

0; ~x)<
�
H��;�(t; t

0; ~x)���;�(t; t0; ~x)
�

�2���;�(t; t
0; ~x)<

�
H��;�(t; t

0; ~x)���;�(t; t0; ~x)
� i

+ 2
X

(�1;�2;�3)2B

�[c�1�
t

2�3 ]2<
�
H��;�3(t; t

0; ~x)

n
���;�1(t; t

0; ~x)���;�2(t; t
0; ~x)� ���;�1(t; t

0; ~x)���;�2(t; t
0; ~x)

o�
:

Die Indexmengen sind

A= f(0; 12); (0; 13); (0; 23); (1; 12); (1; 13)g f�ur SU(3) ;

B= f((12); (13); (23)); ((32); (12); (13));
((23); (13); (12))g f�ur SU(3) ;

A= f(0;+)g f�ur SU(2) ;
B= ; f�ur SU(2) :

(3.212)
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Die kubische Symmetrie erlaubt die Summation �uber (��) auf (00), (01), (10),

(11) und (12) einzuschr�anken, wobei geeignete Gewichte zu w�ahlen sind.

Das numerisch aufwendigste Diagramm ist der Drei Gluon Big Mac

D9=�
1

2
L3

X
���0�0;

tt0;~x

3X
�i;eifi;�i�i

i=1

V
�1�2�3
e1e2e3
�1�2�3

(t; �; �)V
�t1�

t

2�
t

3
f1f2f3
�1�2�3

(t0; �0; � 0) (3.213)

3Y
i=1

H�i�i;�i(t + e0i ; t
0 + f 0i ; ~x+ ~ei � ~fi) :

Dieses Diagramm ben�otigt in der SU(3) etwa 90% der Rechenzeit. Unter

Verwendung der in Kapitel (3.4) betrachteten Symmetriereduktionen f�ur den

Term I verbleiben f�ur die Summe �uber die Eintr�age von V etwa 17000 Terme.

Die Summation �uber ���0� 0, ~x und t; t0 multipliziert die Gesamtanzahl der

Terme mit T 2L3. Ohne die Verwendung der in Kapitel (3.4) diskutierten

Symmetrien vergr�o�ert sich die Anzahl der Terme um einen Faktor 36.

3.6 Implementierungsdetails

F�ur eine e�ziente Implementierung sind die in Kapitel (3.4) beschriebenen

Symmetrien zu ber�ucksichtigen.

Da die Propagatoren aufgrund ihres Speicherbedarfs nicht alle im Haupt-

speicher gehalten werden k�onnen, mu� die Summation �uber die Zeit beson-

ders geordnet werden. Das Speichern und Laden auf und von einer Festplatte

ist dabei unumg�anglich. Das verwendete Schema minimiert die ben�otigten

Festplattenzugri�e und ber�ucksichtigt den Festplattenplatz. F�ur ein Zeit-

paar eines Gluon- und Ghostpropagators werden mit 8-Byte Arithmetik auf

einem L = 32 Gitter 30MB ben�otigt. Die Struktur der YM Vertizes legt Na-

he, da� folgende vier Zeitpaare gleichzeitig im Hauptspeicher pr�asent sind:

(t; t0); (t + 1; t0); (t; t0 + 1) und (t + 1; t0 + 1). Damit ist ein Hauptspeicher-

bedarf von � 120MB festgelegt. In Abbildung 3.2 ist die Reihenfolge der

Berechnung in der t; t0 Summation dargelegt. Die maximale Anzahl der Pro-

pagatoren eines Zeitpaares, die auf der Festplatte ausgelagert werden, ist

von der Ordnung O(T=2). So verbleibt ein tempor�arer Festplattenbedarf von

480MB (T = L = 32). Mit einer Workstation sind diese Erfordernisse zu

erf�ullen.

Da circa 90% der Rechenzeit f�ur das Big Mac Diagramm D9 aufzuwen-

den ist, wurde hier eine hierarchische Summe implementiert. Das hei�t, die

Summe �uber das Produkt der drei Propagatoren wurde mit Hilfe des Distri-
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0
1
2
3
4
5
6
7
8
9
10
11
12
13

t

0 1 2 3 4 5 6 t0 Die Reihenfolge der Berechnung der t; t0

Summation. Aufgrund der T̂ Symmetrie

sind nur � 1=4T 2 Summanden notwen-

dig. Der Ablauf der Summation in der Im-

plementation des Programmes ist in der

Abbildung durch die Pfeile gekennzeich-

net. Es sind maximal � 1=2T Propaga-

toren auf der Festplatte ausgelagert. F�ur

die Abbildung ist T = 13 gew�ahlt.

Abbildung 3.2: Ordnung der t; t0 Summation

butivgesetzes manipuliert. Zur Auswertung des Ausdruckes (Pa � Pb � Pc) +
(Pa �Pb �Pd) sind vier Multiplikationen und eine Addition notwendig. Dage-

gen sind f�ur die Berechnung von (Pa�Pb)�(Pc+Pd) nur zwei Multiplikationen

und eine Addition erforderlich. Da diese Ausdr�ucke innerhalb einer Summe

�uber den Raum (~x) und einer Doppelsumme �uber die Zeit (t; t0) in dem Dia-

grammD9 stehen, wird eine Anzahl von Multiplikationen der Ordnung O(L5)

eingespart. Nicht alle Terme in D9 lassen sich auf diese Weise reduzieren. F�ur

die Wahl der umzuordnenden Terme wird ein ad hoc Verfahren gew�ahlt. Die-

ses isoliert bevorzugt Propagatoren, die diagonal in der SU(3) (bzw. SU(2))

sind.

Die Entwicklungskoe�zienten des Realteils der Plaquette V (Gleichung

3.116) werden in einer Tabelle gespeichert. So wird die Summation �uber

Koe�zienten, die gleich Null sind, vermieden.

Die f�ur die Produktion verwendete Rechenzeit belief sich auf einer HP735

Workstation auf 2 Monate. Durch die zu L5 proportionale Rechenzeit ist ein

signi�kant gr�o�eres Lmax = 32 nur schwer zu erzielen.

3.7 Tests

Ein wichtiger Teil der Arbeit beinhaltet zu zeigen, da� das Programm keine

falschen Ergebnisse produziert. Daher wurden verschiedene Tests durchge-
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f�uhrt, die eine hinreichend hohe Sicherheit gew�ahrleisten, da� die Rechnung

die korrekten Ergebnisse liefert.

W�ahrend der Programmentwicklung wurden die fertiggestellten Teile ge-

testet. Die Propagatoren erf�ullen die Symmetrien (Kubische, T̂ , CP ) so-

wohl im Impulsraum als auch im Ortsraum. Die Di�erenzengleichungen wur-

den mit Erfolg auf die Propagatoren angewendet. Die Implementation der

Fouriertransformation wurde mit Hilfe einer inversen Fouriertransformation

gepr�uft. Dazu wurden die Propagatoren und einfache Testfelder verwendet.

Die �Uberpr�ufung der Randbedingungen im Ortsraum lieferte die erwarteten

Ergebnisse.

Die Vertizes wurden mit dem Programm MAPLE generiert, welches al-

gebraische Manipulationen erlaubt. Da V die Entwicklungskoe�zienten des

Realteils der Plaquette sind, gilt

0 = Im

� nX
�i;ei;�i
i=1

V
�1:::�n
e1:::en
�1:::�n

(t; �; �)

nY
k=1

q�i;�i(ei)

�
(3.214)

f�ur alle t, �, � und q�;�(x). Bei dieser Relation gehen die Beziehungen (Glei-

chung A.5 und B.4) zwischen den Koe�zienten q�;�(x) des q-Feldes kritisch
ein. Das Programm ist nur von der Gruppe und ihrer Darstellung abh�angig,

von welcher allerdings angenommen wird, da� sie in der Gruppe diagonale,

kovariante AbleitungenD�

� undD� liefert. MAPLE generiert f�ur die Entwick-

lungskoe�zienten V ein Fortran Programm. So konnte die gesamte Numerik

in dem Fortran Programm zur Berechnung der Diagramme implementiert

werden und dort einfach zwischen verschiedenen Pr�azisionen ausgew�ahlt wer-

den. Abschlie�end sind einige Vertizes
"
mit Papier und Bleistift\ zur Kon-

trolle bestimmt worden.

Die verschiedenen Symmetrien wurden sukzessive implementiert, so konn-

ten zun�achst die Symmetrien explizit �uberpr�uft werden und anschlie�end die

Ergebnisse mit der symmetriereduzierten Version verglichen werden.

Die analytische Implementierung der � Ableitung wurde mit einer nume-

rischen Ableitung verglichen.

Die Gruppenstruktur wurde variabel programmiert, wodurch die Resul-

tate f�ur die SU(2) [16] best�atigt werden konnten. Zu beachten ist allerdings,

da� die Gruppenstruktur der SU(3) strukturell neue Terme beinhaltet. Dies

ist explizit bei der Berechnung des Gluon-Ghost-Gluon Big Mac Diagrammes

D11 mit Gleichung (3.211) zu ber�ucksichtigen.

Ein kritischer Test ist die Unabh�angigkeit von �0 von dem Parameter �0
der Eich�xierung. Da die Eich�xierung der Theorie nicht von den Verbesser-

ungskoe�zienten c
(i)
t abh�angig ist, sind die mX

i einzeln unabh�angig von dem

Eichparameter �0. Aus den analytischen Resultaten ist diese Eigenschaft f�ur
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mc
1 (D5) und md

2 ablesbar. Der Test f�ur mb
2 beinhaltet die drei Diagramme

D1; D6 und D7 und damit die Ausdr�ucke der lokalen Loops F und B aus den

Gleichungen (3.186) und (3.188). Der Koe�zientma
2 wird aus der Summe der

verbleibenden 8 Diagramme gebildet. Da keine Untermengen von dem Eich-

parameter �0 unabh�angig sind, k�onnen an dieser Stelle keine Fehler lokalisiert

werden.

Peter Weisz hat unabh�angig von meiner Arbeit eine eigene Programm-

version erarbeitet, die die Diagramme im Impulsraum berechnet. Der nu-

merische Aufwand dieser Rechnung steigt mit L8 und ist somit ungeeignet

f�ur die Bestimmung von mX
2 f�ur gro�e L. Der Vergleich der Koe�zienten f�ur

L = 4 und L = 5 liefert jedoch einen weiteren wichtigen Test der vorliegenden

Koe�zienten.

Aus den berechneten Koe�zienten mX
2 werden, wie in Kapitel (4) be-

schrieben wird, die Kontinuumsresultate extrahiert. Dabei werden bekannte

Resultate reproduziert und so die Ergebnisse der Rechnung weiter best�atigt.

Der universelle Zwei Loop Koe�zient der Callan Symanzik �-Funktion b1 ist

mit 0:7% Genauigkeit extrahiert worden. Aus der �-Funktion folgt weiter,

da� ma
2 keine Divergenz der Form ln2(L) hat. Durch die Verwendung von

c
(0)
t = 1 ist jeweils ein Koe�zient der Entwicklungen von ma

2 und m
b
2 in L zu

Null �xiert. Der aus den Ein Loop Resultaten bekannte Wert von c
(1)
t kann

aus ma
2 und mb

2 unabh�angig bestimmt werden. Innerhalb der Fehler lassen

sich diese Bedingungen an den Koe�zienten �uberpr�ufen. In Tabelle 4.2 sind

die Fehler im einzelnen angegeben.

Das Programm zur Bestimmung der Kontinuumsresultate wurde mit den

Ein Loop Koe�zienten mX
1 und mit den Koe�zienten der SU(2) getestet.
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Kapitel 4

Der Kontinuumslimes der

St�orungstheorie

Der Kontinuumslimes a ! 0 bei �xierter physikalischer Boxgr�o�e ist �aqui-

valent zu L=a = I ! 1. Die in Kapitel (2.2.1) diskutierte Analyse der

Abh�angigkeit der Feynmandiagramme von dem Ultraviolettcuto� f�uhrt zu

ma
2(I)=

1X
n=0

ran + san ln(I) + tan ln
2(I)

In
; (4.1)

mb
2(I)=

1X
n=1

rbn + sbn ln(I)

In
: (4.2)

In diesem Kapitel wird beschrieben, wie die Koe�zienten rn, sn und tn mit

n � 1 aus den berechneten Koe�zienten ma
2(I) und mb

2(I) zu bestimmen

sind. Letztere sind f�ur I = 4 : : : 32 in Tabelle 4.1 aufgef�uhrt. Zur Anwendung

kommt eine angepa�te Version der in [38] beschrieben Methode.

Einige Koe�zienten in Gleichung (4.1) sind bekannt. Aus der Verbesse-

rung des Kontinuumslimes zu der Ordnung O(a2) in niedrigster Ordnung

St�orungstheorie (c
(0)
t = 1) folgt ta1 = 0. Die logarithmischen Divergenzen sind

durch die universellen Koe�zienten der �-Funktion bestimmt: ta0 = 0 und

sa0 = 2b1. Der konvergente Anteil von ma
2 ist daher mit ~ma

2(I) = ma
2(I) �

2b1 ln(I) exakt anzugeben.

Eine Inspektion der analytischen Resultate liefert

mc
2(I) =

1X
n=1

rcn
In

und md
2(I) =

rd1
I

(4.3)

mit rc1 = 2 und rd1 = �2.
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I ma
2(I) mb

2(I)

4 0.052943274533542 0.106270501583520

5 0.056838593961882 0.100438272480780

6 0.05975069070789 0.09439258604949

7 0.06197806027570 0.08867849757097

8 0.06374136571959 0.08343000201173

9 0.06518532139185 0.07867547537704

10 0.06640139951338 0.07439325408456

11 0.06744855730398 0.07054052556373

12 0.06836628672255 0.06706893587917

13 0.0691821005300 0.06393184996835

14 0.0699158333750 0.06108717717361

15 0.0705822007834 0.05849809311936

16 0.0711923868147 0.0561328521011

17 0.0717550680760 0.0539642582909

18 0.0722770966172 0.0519690528035

19 0.0727639684486 0.0501273255443

20 0.0732201529077 0.0484219921318

21 0.0736493291767 0.0468383453838

22 0.0740545593455 0.0453636778366

23 0.0744384171842 0.0439869669949

24 0.0748030854189 0.0426986139530

25 0.0751504302247 0.0414902265431

26 0.075482058988 0.0403544392531

27 0.075799365607 0.0392847633581

28 0.076103566396 0.0382754618367

29 0.076395728812 0.0373214446266

30 0.076676794651 0.0364181805963

31 0.076947598928 0.0355616232918

32 0.077208885368 0.0347481480648

Tabelle 4.1: Die berechneten Werte von ma
2 und m

b
2. Die angegebenen Stellen

sind signi�kant.
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Eine Ausgleichsrechnung liefert f�ur die Koe�zienten rn, sn und tn keine

Resultate die zufriedenstellend sind. Die Schwierigkeiten einer Ausgleichs-

rechnung werden bei der Fehlerabsch�atzung der verwendeten Methode dis-

kutiert.

Betrachten wir zun�achst die willk�urliche Funktion1

f(I) = r0 +

1X
n=1

rn + sn ln(I) + tn ln
2(I)

I i
; (4.4)

so ist A0 = f(I0max) ein erster Sch�atzer f�ur r0. Der Fehler oder Restterm

A0 � r0 ist von der Ordnung O(I�1). Wir de�nieren die Operatoren

Rn[f ](I)=
1

2
(f(I+) + f(I�)) +

I

n
(f(I+)� f(I�)) n 6= 0 ; (4.5)

R0[f ](I)= I � (f(I+)� f(I�)) ; (4.6)

RL[f ](I)= If(I) ; (4.7)

mit I� = I� 1
2
. Die Verwendung von halbzahligen Argumenten bereitet keine

Schwierigkeiten. Mit Hilfe dieser Operatoren l�a�t sich sukzessive die Ordnung

des Resttermes verkleinern

h(I)= a+ c lnm(I)=In ; (4.8)

Rn[h](I)=

�
a+O(1=In+1) f�ur m = 0 ;

a+O(lnm�1(I)=I�n) f�ur m > 0 :
(4.9)

Sie verkleinern jedoch auch den De�nitionsbereich, so da� sich der verbes-

serte Sch�atzer A1 = (R1)
3[f ](I1max) mit I1max = I0max � 3=2 ergibt. Durch

wiederholte Anwendung wird demnach die Ordnung des Resttermes kleiner,

allerdings auch der De�nitionsbereich und damit Inmax. Wir erhalten

fn(I)=

"
nY
i=1

(Ri)
3

#
[f ](I) ; (4.10)

An= fn(I
0
max �

3n

2
) (4.11)

= r0 +O(I�(n+1)) : (4.12)

Eine Fehlerabsch�atzung ist grunds�atzlich notwendig. Sie kann hier verwendet

werden, um das optimale n zu bestimmen. Wir de�nieren den absoluten

Fehler zu

�n(I)= jfn(I)� r0j (4.13)

1Die Behandlung von mb

2 ergibt sich durch triviale Modi�kationen.
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und sch�atzen diesen mit einer Ausgleichsrechnung von

f̂n(I)= r̂0 +
r̂n + ŝn ln(I) + t̂n ln

2(I)

In+1
(4.14)

an fn ab. Dazu minimieren wir

m=
X
I2Ifit

w(I)
h
fn(I)� f̂n(I)

i2
(4.15)

mit dem Gewicht w(I) = I2n+2. Die Wahl des Summationsbereiches Ifit sollte

nicht zu kleine I beinhalten, da die Abweichung der asymptotischen Reihe

von der Funktion f̂ f�ur kleine I gro� sein kann. Weil mit f̂n nur die f�uhrende

Ordnung des Resttermes beschrieben wird, ist ein Fehler in den Gr�o�en r̂n; ŝn
und t̂n zu erwarten. Es l�a�t sich jedoch zeigen, da� mit

�̂n(I)=

8>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>:

jr̂n + ŝn ln(I) + t̂n ln
2(I)j=In+1

f�ur ŝn=r̂n � 0 und t̂n=r̂n � 0 ;

max(jr̂n + ŝn ln(I)j; jt̂n ln
2(I)j)=In+1

f�ur ŝn=r̂n � 0 und t̂n=r̂n < 0 ;

max(jr̂n + t̂n ln
2(I)j; jŝn ln(I)j)=I

n+1

f�ur ŝn=r̂n < 0 und t̂n=r̂n � 0 ;

max(jr̂nj; jŝn ln(I) + t̂n ln
2(I)j)=In+1

f�ur ŝn=r̂n < 0 und t̂n=r̂n < 0

(4.16)

eine Gr�o�e gegeben ist, f�ur die erwartet wird

�n(I)� �̂n(I) : (4.17)

Die max-Funktion in Gleichung (4.16) wurde eingef�uhrt, um eine Untersch�at-

zung des Fehlers im Falle eines Nulldurchgangs der Funktion r̂n + ŝn ln(I) +

t̂n ln
2(I) zu verhindern. Bevor wir �̂n zur Absch�atzung des Fehlers von An

benutzen, sollte sichergestellt sein, da� die Qualit�at der Ausgleichsrechnung

ausreichend ist. In [38] ist als De�nition der Qualit�at

Q(I)=
I

Inmax

jfn(I)� f̂n(I)j

�̂n(I)
(4.18)

benutzt worden. Der Term jfn(I)�f̂n(I)j ist ein Ma� f�ur die in der Ausgleichs-

rechnung nicht ber�ucksichtigten Terme der Reihenentwicklung und daher von

der Ordnung O(I�(n+2)). Da der abgesch�atzte Fehler �̂n von der Ordnung

O(I�(n+1)) ist, wird mit dem Faktor I=Inmax in Gleichung (4.18) erreicht, da�

die Qualit�at Q(I) einer Entwicklung der Form Q(I) = c+O(I�2) gen�ugt. Die
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Bedingung an die Qualit�at Q(I) < 0:1 stellt sicher, da� die in der Ausgleichs-

rechnung nicht ber�ucksichtigten Terme keinen Ein
u� auf die Absch�atzung

des Fehlers durch �̂n haben.

Es zeigt sich jedoch, da� der abgesch�atzte Fehler gr�o�er als die Variation

von fn(I) bez�uglich I ist. Dies kann in einer schlechten Absch�atzung des

Fehlers begr�undet sein und wird auf zwei Ursachen zur�uckgef�uhrt:

� Ist ŝn=r̂n < 0 oder t̂n=ŝn < 0, so wird �̂n(I) durch die max-Funktion in

Gleichung (4.16) zu gro�, auch wenn der Nulldurchgang bei kleinem I

lokalisiert ist.

� Die Sch�atzer r̂n, ŝn und t̂n k�onnen stark korreliert sein. In diesem Fall

k�onnen numerische Fehler der Koe�zientenmX
i (I) einen gro�en Ein
u�

auf den Wert des Sch�atzers des Fehlers �̂n(I) haben.

Beide Punkte k�onnen an �ktiven Datens�atzen �uberpr�uft und best�atigt wer-

den. Insbesondere ergibt sich, da� mit

~�n(I)= jr̂n + ŝn ln(I) + t̂n ln
2(I)j=In+1 (4.19)

�n(I) nicht abgesch�atzt werden kann. Der Fehler ~�(I) steigt im Falle eines

Nulldurchgangs bei kleinem I f�ur I � Inmax weiter an. Solche Situationen

k�onnen nicht mit Hilfe der Qualit�at Q(I) erkannt werden, da diese bei dem

Nulldurchgang ebenfalls sehr klein wird.

Die starke Korrelation zwischen den Sch�atzern kann genutzt werden, um

t̂n beziehungsweise ŝn zu Null zu �xieren. F�ur die Koe�zienten von mb
2 kann

so der Fehler wirkungsvoll reduziert werden, da dann dort nur r̂0 und r̂n
anzugleichen sind.

Der Koe�zient t̂n von m
a
2 ist um einen Faktor 1010 kleiner als ŝn und r̂n.

Es ergeben sich Inkonsistenzen bei der Bestimmung von c
(1)
t , wenn t̂n gleich

Null gesetzt wird und in einem zweiten Schritt die Reduktion der Parameter

aufgrund der starken Korrelation durchgef�uhrt wird. Der so bestimmte Wert

stimmt dann innerhalb des systematischen Fehlers nicht mit dem aus der Ein

Loop Entwicklung bestimmten Koe�zienten c
(1)
t �uberein. Die Methode wird

daher verworfen und jeweils nur ein Sch�atzer zu Null �xiert.

Bei der Auswertung mu� neben dem oben diskutierten systematischen

Fehler �(I) auch die numerische Genauigkeit der Werte von mX
2 ber�ucksich-

tigt werden. Diese werden als unabh�angig und gem�a� einer Gau�-Funktion

verteilt betrachtet. Die Fehlerfortp
anzung bei dem Blocking generiert kor-

relierte Datens�atze, aus denen f�ur die Fehlerquadrate f�ur fn(I) die entspre-

chenden Diagonalelemente der Korrelationsmatix verwendet wurden. Der Ge-

samtfehler ist dann die Summe aus dem numerischen und dem systematischen

Fehler.
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Der numerische Fehler wurde bis I = 17 mit einer auf 4 Byte2 und einer

auf 16 Byte genauen Arithmetik abgesch�atzt. Der Fehler der 4 Byte Version

kann durch die 8 Byte oder 16 Byte Version bestimmt werden, der Fehler

der 8 Byte Version mit Hilfe der 16 Byte Version. In Abbildung 4.1 ist der

Logarithmus des relativen Fehlers in Abh�angigkeit von I f�ur die 4 Byte und

8 Byte Version f�ur ma
2 und mb

2 aufgetragen. Die verwendete Extrapolation

des relativen Fehlers

8 � 10�17L3 f�ur ma
2 ; (4.20)

5 � 10�17L3 f�ur mb
2 (4.21)

ist mit dem Ansatz �L� bestimmt worden. Der Fehler skaliert wie erwartet

zwischen den 8 Byte und 4 Byte Versionen.

Im Folgenden wird eine erweiterte Notation f�ur die Koe�zienten benutzt

ry;kn f�ur rn aus my
k (4.22)

und entsprechend f�ur sn und tn. Desweiteren werden die Koe�zienten von

ma
1 und m

b
2 diskutiert. Die bekannten Koe�zienten neben denen von mb

1, m
c
2

und md
2 sind

ma
1 : sa;10 = 2b0 universelle �-Funktion ,

sa;11 = 0 tree-level Verbesserung,

ma
2 : ta;20 = 0 universelle �-Funktion ,

sa;20 = 2b1 universelle �-Funktion ,

ta;21 = 0 tree-level Verbesserung.

Sie k�onnen zur Kontrolle bestimmt werden. Aus den Gleichungen

0 = ra;11 + c
(1)
t rb;11 I�1 in m1 ; (4.23)

0 = sa;21 + c
(1)
t sb;21 ln(I)I�1 in m2 ; (4.24)

0 = ra;21 + c
(1)
t rb;21 +

h
c
(1)
t

i2
rc;21 + c

(2)
t rd;21 I�1 in m2 (4.25)

folgt jeweils das Verschwinden der angegebenen I Potenzen. Mit geeigneter

Wahl der Verbesserungskoe�zienten c
(1)
t und c

(2)
t wird der Kontinuumslimes

mit der Ordnung O(a2) erreicht. Die Konsistenz der Gleichungen (4.23) und

(4.24) kann als weiterer Test an die Zwei Loop Rechnung verstanden werden.

Mit Hilfe der Gleichung (4.25) wird der Zwei Loop Koe�zient c
(2)
t �xiert.

24 Byte entspricht einer relativen Genauigkeit von etwa 107:2, 8 Byte von 1015:9 und

16 Byte von 1034.
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Die zu bestimmenden Koe�zienten ry;kn , sy;kn und ty;kn k�onnen mit Hilfe der

Operatoren aus den Gleichungen (4.5) und (4.6) auf die Form der Gleichung

(4.4) gebracht werden. Die Koe�zienten der Ein Loop St�orungstheorie sind

zur Kontrolle analysiert worden, wobei ma
1(I) von Peter Weisz verwendet

wurde.

In Abbildung 4.2 sind die aus dem Blocking hervorgegangenen Datens�atze

f�ur r
a;2
0 aufgelistet. In allen Daten dominiert der systematische Fehler. Wie

in [16] beschrieben, ist der systematische Fehler in der asymptotischen Natur

der Entwicklung zu suchen und nur durch Daten mit gr�o�erem I zu redu-

zieren. Falls mX
2 f�ur I > 32 mit 8 Byte Pr�azision bekannt w�are, w�urde der

weiter ansteigende numerische Fehler den Gesamtfehler bestimmen und so ei-

ne Fehlerreduktion verhindern. Daher werden f�ur eine deutliche Verringerung

des Fehlers gr�o�ere I bei erweiterter Pr�azision ben�otigt. Beides zusammen

ist mit heutigen Workstations nicht praktikabel.

Aus den Zwei Loop Koe�zienten folgt c
(1)
t = �0:093(13), was inner-

halb der Fehler mit dem genaueren Wert der Ein Loop Entwicklung c
(1)
t =

�0:08896(23) �ubereinstimmt.

Es zeigt sich, da� f�ur die Extrapolation von c
(2)
t eine spezielle Gr�o�e ein-

gef�uhrt werden mu�. Die Bestimmung der Koe�zienten ra;21 und rb;21 durch

die Subtraktion der logarithmischen Terme mit den vorher bestimmten Ko-

e�zienten sa;21 und sb;21 ist aussichtslos. Dies liegt an den, im Vergleich zu den

numerischen Fehlern der Koe�zienten mX
2 , erheblich gr�o�eren Fehlern von

sa;21 und sb;21 . Mit dem Interpolationsoperator RInt[f ](I) = (f(I+)+ f(I�))=2
ist Rrln = RInt � ln(I)R0 zu konstruieren. Dieser Operator extrahiert den

konstanten Term aus r + s ln(I) +O(I�1) und erm�oglicht damit die Bestim-

mung von ra;21 und rb;21 . Die Verwendung der Gleichung (4.25) liefert dann

jedoch nur einen ungenauen Wert f�ur c
(2)
t . Mit den, entsprechend ~ma

2 de�-

nierten, von Divergenzen befreiten Koe�zienten ~ma
1(I) = ma

1(I) � 2b0 ln(I)

ist c
(1)
t (I) = 1=rb;11 R�1RL[ ~m

a
1](I) gegeben. Die I abh�angige Gr�o�e C, deren

konstanter Anteil c
(2)
t ist, ist durch

C(I)=�
1

rd;21

�
R�1RL

h
~ma
2 +mb

2c
(1)
t

i
(I) + rc;21

h
c
(1)
t (I)

i2�
(4.26)

mit �
~ma
2 +mb

2c
(1)
t

�
(I)= ~ma

2(I) +mb
2(I)c

(1)
t (I) (4.27)

gegeben. Dieser Sch�atzer liefert f�ur c
(2)
t den kleinsten Fehler.

In Tabelle (4.2) sind f�ur alle extrapolierten Koe�zienten die anzuwen-

denden Blocking-Schritte und Ausgleichsrechnungen angegeben.
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Die Entwicklungskoe�zienten der St�orungsreihe

g2
SF
(L)= g20 + e1(L=a)g

4
0 +

�
e2(L=a) + e1(L=a)

2
�
g60 +O(g80) (4.28)

sind im Kontinuumlimes

e1(I)= 0:36828215(13) + 2b0 ln(I) ; (4.29)

e2(I)= 0:048085(63) + 2b1 ln(I) : (4.30)

Die Entwicklung von ct ist

ct(g
2
0)= 1� 0:08896(23)g20 � 0:0301(25)g40 +O(g60) : (4.31)
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Koef-

�zient

Bestimmter

Wert

Kommentar Blocking mit auf

ta;20 0� 9 � 10�4 ln2-Divergenz von ma
2

Q
i=1

(Ri
3F 4

i )R0
2 �1

2
ma

2

sa;20 2b1 � 1:4% universelle �-Funktion
Q
i=2

(Ri
3F 4

i )R1
2F 3

1R0 ma
2

ra;20 0:048085(63) e2(1)
Q
i=2

(Ri
3F 4

i )R1
2F 3

1 ~ma
2

ta;21 0� 1:5 � 10�3 tree-level Verbesserung
Q
i=1

(Ri
3F 4

i )R0
2RLR0 �1

2
~ma
2

s
a;2
1 0:0259(36) mit s

b;2
1 folgt c

(1)
t

Q
i=1

(Ri
3F 4

i )R0RLR0 � ~ma
2

ra;21 �0:074(54) mit rb;21 , c
(1)
t folgt c

(2)
t

Q
i=1

(Ri
3F 4

i ))RrlnRLR0 � ~ma
2

rb;20 0� 3:1 � 10�5 konst. Teil von mb
2

Q
i=1

(Ri
2F 3

i ) mb
2

sb;21 0:27848(40) mit sa;21 folgt c
(1)
t

Q
i=1

(Ri
2F 3

i )R0RL mb
2

rb;21 0:16831(84) mit ra;21 , c
(1)
t folgt c

(2)
t

Q
i=1

(Ri
2F 3

i )RrlnRL mb
2

sa;10 2b0 � 0:07% universelle �-Funktion
Q
i=1

(Ri
2F 3

i )R0 ma
1

sa;11 0� 3:1 � 10�3 tree-level Verbesserung
Q
i=1

(Ri
2F 3

i )R0RLR0 � ~ma
1

ra;10 0:3682815(13) e1(1)
Q
i=2

(Ri
2F 3

i )R1F
2
1 ~ma

1

ra;11 �0:17791(45) mit rb;11 folgt c
(1)
t

Q
i=1

(Ri
2F 3

i )RL ~ma
1

rC0 �0:0301(25) c
(2)
t

Q
i=1

(Ri
3F 4

i ) C

Tabelle 4.2: Die extrapolierten Koe�zienten mit Resultaten und dem verwen-

deten Blocking. F k
n bezeichnet eine Ausgleichsrechnung mit k Parametern

und einer Potenz des Resttermes von n. Abh�angigkeiten von analytischen

Koe�zienten sind in der Kommentarspalte nicht aufgef�uhrt. e1 und e2 sind

in Gleichung (4.29) de�niert. Die analytisch bekannten Gr�o�en werden inner-

halb der Fehler reproduziert, daher ist dort nur der Fehler angegeben. Alle

Fehler werden von dem systematischen Fehler dominiert.
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Abbildung 4.1: Der dekadische Logarithmus des relativen Fehlers von ma
2

(oben) und von mb
2 (unten) in Abh�angigkeit von I f�ur die 4 Byte (�) und 8

Byte Version (+) des Programmes, sowie die verwendete Extrapolation.
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# \tilde{m}_2^a: r0 assumed: t0=0,s0,t1=0

# Fitparameter:

const .04903893 .04809044 .04810319 .04993232

1/L -.00562286 .05477608 1.77914873 .419E+04

lnL/L -.01759328 -.60895884 ********** *********

# L Data:

18.0 .048(42)

18.5

19.0 .048(35)

19.5 .04810(25)

20.0 .048(30)

20.5 .04810(22)

21.0 .04809(13) .048(25)

21.5 .04809(19)

22.0 .04877(26) .04809(12) .049(23)

22.5 .04809(17)

23.0 .04879(25) .04809(11) .047(21)

23.5 .04809(15)

24.0 .04880(24) .048088(98) .051(20)

24.5 .04809(14)

25.0 .04882(23) .048087(91) .044(21)

25.5 .04809(13)

26.0 .04883(22) .048087(85) .051(24)

26.5 .04809(12)

27.0 .04884(21) .048086(80) .048(30)

27.5 .04809(11)

28.0 .04884(21) .048086(75) .048(38)

28.5 .048091(94)

29.0 .04885(20) .048085(71)

29.5 .048093(88)

30.0 .04885(19) .048085(67)

30.5

31.0 .04886(19) .048085(63)

31.5

32.0 .04886(18)

Q .03697123 .00003074 .00687602 .00980847

Abbildung 4.2: Die geblockten Koe�zienten ra;20 in Abh�angigkeit von I.
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Kapitel 5

Numerische Gitterrechnungen

Hier sollen nicht alle Einzelheiten und Methoden von Gittersimulationen dis-

kutiert werden. Vorausgesetzt werden Kenntnisse �uber das Monte Carlo Ver-

fahren und dessen Fehlerabsch�atzungen. Die Methode zur Berechnung der

Skalenabh�angigkeit der Kopplung g2
SF
(L) mit Hilfe des Schr�odinger-Funk-

tionals wird genauer erl�autert.

Die nichtperturbative Berechnung der Kopplung g2
SF
(L) auf dem Gitter

basiert auf endlichen Reskalierungen des Arguments, also auf der Reskalie-

rung der Boxgr�o�e L. Dazu wird die step scaling Funktion � bestimmt. F�ur

eine Kopplung g2
SF
(L) in dem Schr�odinger-Funktional mit Boxgr�o�e L ist

�(s; g2
SF
(L)) gleich der Kopplung g2

SF
(sL) in der um s skalierten Box

g2
SF
(sL)= �(s; g2

SF
(L)) : (5.1)

Sie ist verbunden mit der Callan Symanzik �-Funktion

�(gSF(L)) = �L
@

@L
gSF(L) (5.2)

durch

ln(s)=�

Z u2

u1

du

�(u)

������
u22= g

2
SF
(sL) = �(s; g2

SF
(L))

u21= g
2
SF
(L)

: (5.3)

Die step scaling Funktion ist also die integrierte �-Funktion1. Sie erf�ullt die

rekursive Relation

g2
SF
(s1s2L)= �(s1s2; g

2
SF
(L)) (5.4)

= �(s1; �(s2; g
2
SF
(L))) : (5.5)

1 @

@s
�(s; g2

SF
(L))

�
�
s=1

= �2gSF(L)�(gSF (L)) ist �aquivalent zu Gleichung (5.3). Diese

Darstellung wird hier nicht verwendet.
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Auf dem Gitter ist es m�oglich, die Kopplung g2
SF
(L) des Schr�odinger-

Funktionals pr�azise zu bestimmen, da durch eine Observable [39] die Kopp-

lung direkt gemessen werden kann

g2
SF
(L)=�00

�
@S

@�

�
�1

(5.6)

mit

@S

@�
=�ct(g

2
0)
2a3

g20L

X
~x;k

(Ek(~x)� E 0

k(~x)) ; (5.7)

Ek(~x)=
�1

a2

�
<tr (T1U0k(t; ~x))jt=0 f�ur SU(3) ;

<tr (T0U0k(t; ~x))jt=0 f�ur SU(2)
(5.8)

und entsprechend f�ur E 0 bei t = T � 1. Andere Kopplungen k�onnen nur

indirekt aus Observablen gewonnen werden, wie zum Beispiel g2
qq
(r). Sie ist

durch das statische Potential zwischen zwei Quarks im Abstand r de�niert

und wird durch Wilson Loops mit einer Extrapolation zu unendlich gro�er

Ausdehnung in der Zeit bestimmt.

Zur Berechnung der step scaling Funktion mit gro�em s = 2k ist wegen

Gleichung (5.5) eine Sequenz von Werten

uk+1= �(2; uk) (5.9)

ausreichend. Es wird kein um 2k skaliertes Gitter ben�otigt.

Um die �nite-a E�ekte in Simulationen zu quanti�zieren, wird eine Funk-

tion

�(s; u; a=L)=�(s; u) +O(a=L) (5.10)

eingef�uhrt. Die Extrapolation von �(s; u; a=L) zu a=L ! 0 liefert �(s; u).

Mit den unbekannten nichtperturbativen Koe�zienten ct(g
2
0) verbessert sich

die Konvergenz zu dem Kontinuumslimes zu a2.

Zun�achst wird f�ur verschiedene L=a die nackte Kopplung g20 = 2N=� so

eingestellt, da� sich die Kopplung uk ergibt. Zur Berechnung von �(2;uk; a=L)
wird nun die Anzahl der Gitterpunkte jeder Dimension um s = 2 skaliert und

� bestimmt. Durch die Wahl desselben � bleibt der Gitterabstand a konstant.

Aus der beschriebenen Extrapolation ist nun uk+1 = �(2; uk) zu ermitteln.

Die Berechnung der n�achsten Kopplung uk+2 geschieht auf die gleiche Wei-

se. Insbesondere k�onnen Gitter mit der gleichen Anzahl von Gitterpunkten

verwendet werden. In Abbildung 5.1 ist das Verfahren illustriert.
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Eine Gitterdimensiong2
SF
(L)

u1
�(2; u1; 1=4)

u1
�(2; u1; 1=6)

u1
�(2; u1; 1=8)

u2 = lima=L!0 �(2; u1; a=L)

u2
�(2; u2; 1=4)

u2
�(2; u2; 1=6)

u2
�(2; u2; 1=8)

u3 = lima=L!0 �(2; u2; a=L)

u3
�(2; u3; 1=4)

u3
�(2; u3; 1=6)

u3
�(2; u3; 1=8)

u4 = lima=L!0 �(2; u3; a=L)

Abbildung 5.1: Mit den Sequenzen von Monte Carlo Simulationen (pro Zeile

eine) wird sukzessive uk+1 = �(2; uk) = lima=L!0 �(2; uk; a=L) bestimmt.

Dabei ist f�ur die verschiedenen Gitterabst�ande eine Abstimmung von � =

2N=g20 erforderlich, so da� sich die Kopplung uk ergibt. Die Verwendung der

Gleichung (5.5) liefert u4 = �(8; u1).

Die Abstimmung der nackten Kopplung g20 kann mit der perturbativ

bekannten N�aherung der Funktion g20(a) vereinfacht werden. In den nu-

merischen Simulationen wurden die jeweils bekannten perturbativen Ent-

wicklungskoe�zienten von ct verwendet. F�ur die SU(3) wurde in [40] die

Ein Loop N�aherung genutzt. Innerhalb der statistischen Fehler wurde f�ur

die verwendeten Kopplungen und Gittergr�o�en keine a=L Abh�angigkeit von

�(s; g2
SF
(L); a=L) beobachtet. Die Berechnungen in der SU(2) wurden zu-
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n�achst mit dem tree-level Wert ct = 1 durchgef�uhrt [41]. In [42] ist der Ein-


u� von c
(1)
t auf die Kontinuumsextrapolation nachgewiesen. Dies ist die erste

Arbeit in der der Erfolg des st�orungstheoretischen Verbesserungsprogramms

in einer 4-dimensionalen Yang-Mills Theorie nachgewiesen wurde.

Die Gitterartefakte werden durch

�(a=L; s; g2
SF
(L))=

�(s; g2
SF
(L); a=L)� �(s; g2

SF
(L))

�(s; g2
SF
(L))

(5.11)

parametrisiert und k�onnen mit der Entwicklung von �(a=L; s; g2
SF
) in g2

SF
ver-

glichen werden. Dabei k�onnen die E�ekte durch die Verwendung der st�orungs-

theoretischen Verbesserungskoe�zienten c
(i)
t in den Monte Carlo Simulatio-

nen bei der Auswertung ber�ucksichtigt werden [39]. Die Entwicklung von

�(a=L; s; g2
SF
) in g2

SF
wird f�ur die SU(3) in Kapitel (7.5) diskutiert.

Die Skala wird nichtperturbativ in der Regel durch Vergleich mit Opera-

toren, die in einem unendlichen Volumen de�niert sind, �xiert. Dazu ist eine

Sequenz von Simulationen notwendig bei der f�ur die Skala r gilt a� r � L.

F�ur die SU(2) [39] wurde dazu zun�achst die String tension gew�ahlt,

sp�ater, wie auch f�ur die SU(3) [40], die Sommer-Skala r0 [42]. Sie ist durch

die Kraft F zwischen einem statischen Quark-Antiquark Paar de�niert

F (r0)r
2
0 =1:65 : (5.12)

Der Wert 1:65 f�uhrt in verschiedenen ph�anomenologischen Modellen (z.B.

Cornell [43] und Richardson [44]) zu r0 = 0:5fm. Um mit der String tension

die Skala mit einem �ahnlichen Fehler wie die Sommer-Skala r0 zu berech-

nen, m�ussen zus�atzliche Annahmen �uber das Verhalten des Potentials bei

mittleren Skalen verwendet werden. In der
"
quenched Approximation\ oder

Simulationen der QCD mit dynamischen Quarks kann die Skala Modellun-

abh�angig durch eine Meson- oder Hardronmasse gesetzt werden.

Die erreichte numerische Genauigkeit in der Berechnung von � ist aus-

reichend, um mit dem extrapolierten � die Gleichung (5.5) mehrfach zu ver-

wenden. Dabei ist von Vorteil, da� die Werte von � in unabh�angigen Simu-

lationen gewonnen werden, also unkorreliert sind. F�ur die SU(3) sind drei

Iterationen mit s = 2 und eine mit s = 3=2 durchgef�uhrt worden. Die Evo-

lution der Kopplung ist so �uber stotal = 24 bestimmt worden. In einer bisher

nur in �Ubersichtsartikeln [45, 46, 47, 48] ver�o�entlichten, erweiterten Bestim-

mung von g2
SF

ist die Skala auf stotal = 256 vergr�o�ert worden.
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Kapitel 6

Die Entwicklung von �MS in �0

In diesem Kapitel soll die Berechnung der Entwicklung von �MS in �0

�MS(s=a)=�0 + d1(s)�
2
0 +

�
d2(s) + d1(s)

2
�
�3
0 : : : (6.1)

skizziert werden. Zusammen mit der in dieser Arbeit bestimmten Entwick-

lung von �SF in �0, kann die Zwei Loop Relation zwischen �MS in �SF angege-

ben werden. Die Ein Loop Relation zwischen �MS und �SF ist, wie in Kapitel

(2.1) beschrieben ist, auch direkt bestimmt worden. Die dort verwendete Me-

thode ist nur schwer auf die Zwei Loop Entwicklung auszudehnen und die

Verbesserungkoe�zienten k�onnen so nicht bestimmt werden. F�ur die SU(N)

ist der Ein Loop Koe�zient d1(s) in [12] und [13] angegeben worden.

Der Zwei Loop Koe�zient ist von L�uscher und Weisz mit der im Fol-

genden diskutierten Methode berechnet worden und in [14] publiziert. Die

Berechnung basiert auf der Background �eld Methode, welche f�ur das Git-

ter allgemein ausgearbeitet und verwendet wurde [49]. Dort werden die be-

kannten Ausdr�ucke f�ur die dimensionell regularisierten Propagatoren imMS
Schema mit den nicht renormierten Propagatoren auf dem Gitter in Relation

gesetzt.

Ein wesentlicher Bestandteil der Methode basiert auf der e�zienten nu-

merischen Bestimmung von Feynmandiagrammen auf dem Gitter in unendli-

chem Volumen [50]. Dabei sind die Propagatoren und Vertizes, im Gegensatz

zu dem Schr�odinger-Funktional, nicht von dem Background �eld abh�angig.

Details der Rechnung sind in [14] zu �nden, w�ahrend in [51] die Ergebnisse

diskutiert sind.

Die Darstellung beschr�ankt sich auf einen �Uberblick der Berechnung von

Feynmandiagrammen auf dem Gitter, die f�ur die anschlie�end diskutierte

Background �eld Methode ben�otigt werden.
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6.1 Feynmandiagramme auf dem Gitter im

Ortsraum

Die Berechnung von Feynmandiagrammen mit dem Propagator

1=p̂2 mit p̂� = 2 sin(p�=2) und p̂2 =
X
�

p̂2� (6.2)

der Form

A=

Z �

��

d4k

(2�)4
d4q

(2�)4
1

k̂2q̂2r̂2
r = �k � q (6.3)

soll hier skizziert werden. Mit dem Propagator im Ortsraum

G(x)=

Z �

��

d4p

(2�)4
eipx

p̂2
(6.4)

ergibt sich

A=
X
x2�

G(x)3 : (6.5)

Grundlage der numerischen Bestimmung des freien Propagators auf dem

Gitter ist

(r�

� +r�)G(x)= x�H(x) ; (6.6)

mit

r�f(x)= f(x+ �̂)� f(x) ; (6.7)

r�

�f(x)= f(x)� f(x� �̂) ; (6.8)

wobei H(x) eine bekannte, nicht von � abh�angige Funktion ist. Dies f�uhrt

auf eine Rekursionsformel, die erlaubt den Propagator als Linearkombination

von

G(0; 0; 0; 0); G(1; 0; 0; 0); G(1; 1; 0; 0); G(1; 1; 1; 0); G(1; 1; 1; 1) (6.9)

auszudr�ucken. Die De�nitionsgleichung f�ur den Propagator im Ortsraum

�
P

�r
�

�r�G(x) = �x;0 und Gittersymmetrien reduzieren die Abh�angigkeit

des Propagators auf zwei Werte

G(x) = r1(x)G(0; 0; 0; 0) + r2(x)G(1; 1; 0; 0) + r3(x)=�
2 + r4(x) ; (6.10)
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wobei die ri exakt zu berechnende, rationale Funktionen sind. Werden die bei-

den Unbekannten in Gleichung (6.10) als Linearkombination von G(n; 0; 0; 0)

undG(n;1;0;0) ausgedr�uckt, so k�onnen genau diese f�ur gro�e n vernachl�assigt
werden, da ihre Koe�zienten von der Ordnung O(10�n) sind.

Die numerische Berechnung der Summe aus Gleichung (6.5) kann mit der

asymptotischen Form von G(x)3 : fG(x)3gas pr�azise durchgef�uhrt werden.

Die Summe

A0 =
X
x2�n0

G(x)3 � fG(x)3gas (6.11)

konvergiert schnell. Durch eine verallgemeinerte Zeta-Funktion ist ebenfalls

A00 =
X
x2�n0

fG(x)3gas (6.12)

zu berechnen. Damit ergibt sich

A = A0 + A00 +G(0)3 : (6.13)

Die Berechnung von komplizierteren Diagrammen kann mit denselben

Methoden durchgef�uhrt werden. Es ergibt sich zum Beispiel

X
x2�;�

�
�r�

�r�G(x)
�2
G(x)=

Z �

��

d4k

(2�)4
d4q

(2�)4
k̂2�q̂

2
�

k̂2q̂2r̂2
r = �k � q : (6.14)

F�ur Diagramme mit �au�erem Impuls ist im Kontinuumslimes nur die Ent-

wicklung f�ur p ! 0 relevant. Durch geeignete Subtraktion der Divergenzen

ist auch hier die numerische Bestimmung durch eine Konstruktion von stark

konvergenten Summen m�oglich.

6.2 Background �eld Methoden

Die Verwendung von Background �eld Methoden ist in der dimensionel-

len Regularisierung zum Studium der Renormierbarkeit von nicht abelschen

Eichtheorien schon lange erfolgreich genutzt worden [52, 53]. Die perturbative

Entwicklung der Renormierungskonstante Z�11 Z
3=2
3 f�ur die Kopplung ist aus

dem Gluon- und Background �eld Propagatoren zu extrahieren. Es mu� also

nicht, wie �ublich, eine Drei Punkt Funktion berechnet werden. Dies reduziert

die Anzahl der Feynmandiagramme erheblich.

Das Hintergrundfeld B wird als unabh�angiges Feld betrachtet und in die

Kontinuumswirkung durch1 A� = B�+ g0q� eingef�uhrt. Das Hintergrundfeld

1q� ist das
"
Quanten\ Feld.
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mu� nicht den klassischen Feldgleichungen gen�ugen. Es hat den Charakter

einer Quelle.

Die Legendretransformierte freie Energie der eich�xierten Zustandssum-

me in Abh�angigkeit der konjugierten Quellen f�ur q, c und c, die e�ektive

Wirkung

�[B;Q;C; C] ; (6.15)

erf�ullt die BRS-Symmetrie. Sie ist eine Konsequenz der Eichsymmetrie der

nicht eich�xierten Wirkung. Die Shift Transformation ist in der Kontinuums-

theorie de�niert durch die Variation

�SF [B; q]
a
�= g0

�F

�Ba
�

�
�F

�qa�
; (6.16)

wobei F ein beliebiges Funktional sein kann. Die Transformation kann als

Shift in den Quantenfeldern der nicht eich�xierten Wirkung angesehen wer-

den. Es gilt f�ur die Kontinuumswirkung S

[�SS]
a
�= �BRS [(D� + g0Adq�)c]

a : (6.17)

Eine entsprechende Gleichung existiert auf dem Gitter ebenfalls. Es folgen

Relationen f�ur die Zwei Punkt Funktionen und Vertizes der e�ektiven Wir-

kung und f�ur die freie Energie. Die n Punkt Funktionen werden durch die

Entwicklung der e�ektiven Wirkung nach Potenzen der Felder de�niert, nicht

durch die Entwicklung in der Kopplungskonstante g0. Die BRS-Symmetrie

wird auch von der renormierten e�ektiven Wirkung erf�ullt. Diese Eigenschaft

schr�ankt die m�oglichen Counterterme ein und erm�oglicht so, e�ziente Renor-

mierbarkeitsbeweise zu f�uhren.

F�ur die perturbative Entwicklung der Kopplungskonstante ist die Back-

ground �eld Methode besonders geeignet, da das Hintergrundfeld keine Re-

normierung erf�ahrt. Wir haben f�ur die Zwei Punkt Funktionen der e�ektiven

Wirkung

�
Backg
R (p; gR)=�

Backg
0 (p; g0) ; (6.18)

�GluonR (p; gR; �R)=Z3�
Gluon
0 (p; g0; �0) ; (6.19)

mit gR = Z�11 Z
3=2
3 g0 und �R = Z3�0. Da die Background �eld Funktion pro-

portional zu 1=g2 ist, l�a�t sich aus den beiden Zwei Punkt Funktionen die

Renormierung der Kopplung bestimmen. Wie zu erwarten ist, verschwindet

die Abh�angigkeit von dem Eichparameter �. F�ur die Relationen zwischen

den Zwei Punkt Funktionen ist es ausreichend, die skalaren Amplituden in
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den Funktionen zu betrachten. Die Amplituden in der dimensionellen Regu-

larisierung im MS Schema sind bekannt und zum Beispiel in [54] und [55]

publiziert. Die Berechnungen auf dem Gitter m�ussen daher nur bis zu der

Ordnung O(p2) durchgef�uhrt werden.
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Kapitel 7

Anwendung der St�orungsreihe

Durch die Kombination von St�orungsentwicklungen in g20 kann g2
SF

in g2
MS

f�ur kleine Kopplungen umgerechnet werden. Verschiedene Verfahren liefern

dabei Werte, die in der betrachteten Ordnung der St�orungsentwicklung gleich

sind. Mit Hilfe der Entwicklungskoe�zienten kann die Anwendbarkeit der

st�orungstheoretischen Relationen nicht nur f�ur g2MS
diskutiert werden.

In diesem Kapitel betrachten wir die impulsabh�angigen Kopplungen

�X(q)=
g2
X
(L)

4�
mit q = 1=L ; (7.1)

um bei der �ublichen Konvention zu bleiben. Die Relationen zwischen den

Kopplungen sind

�MS(ŝ=a)=�0 + d1(ŝ)�
2
0 +

�
d2(ŝ) + d1(ŝ)

2
�
�3
0 : : : ; (7.2)

�SF(~sq)=�0 + e1(~s)�
2
0 +

�
e2(~s) + e1(~s)

2
�
�3
0 : : : ; (7.3)

�P (q)=
�0
P

= �0 � p1�
2
0 + (p21 � p2)�

3
0 : : : ; (7.4)

mit bekannten Koe�zienten. �P ist die Tadpole verbesserte Kopplung nach

[56], [57] und [58] mit den aus [59] bekannten Entwicklungskoe�zienten der

Plaquette1 P in �0, p1 und p2. Die Berechnung der in [14] publizierten Koef-

�zienten d1 und d2 ist in Kapitel (6) diskutiert. Referenzen zu e1 sind in der

Einleitung (1) zu �nden. Es sei hier noch einmal betont, da� in der vorlie-

genden Arbeit ausschlie�lich e2 f�ur die SU(3) berechnet wurde.

7.1 Die Relation zwischen �MS und �SF

Durch die Kombination von Gleichung (7.2) mit (7.3) ergibt sich

�MS(sq)=�SF(q) + c1(s)�
2
SF
(q) +

�
c2(s) + c1(s)

2
�
�3
SF
(q) : : : (7.5)

1Der Drei Loop Koe�zient p3 ist in [60] zu �nden.
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mit den Koe�zienten2

c1(s)= d1(s)� e1(1) = �8�b0 ln(s) + 1:2556232(62) ; (7.6)

c2(s)= d2(s)� e2(1) = �32�2b1 ln(s) + 1:197(10) : (7.7)

Das Skalenverh�altnis s ist zun�achst beliebig. Es sollte daher so gew�ahlt wer-

den, da� der Fehler durch Verwendung der trunkierten Gleichung (7.5) mini-

miert wird. Durch den Skalenfaktor s ergibt sich die Kopplung mit gegebe-

nem �SF (q) bei sq. Dies kann ausgeglichen werden durch die Verwendung der

nichtperturbativen, integrierten �-Funktion vor der Konversion oder durch

die perturbative �-Funktion im MS Schema. Die Abh�angigkeit von dem

gew�ahlten Skalenparameter sollte dabei klein sein.

Die Wahl von s sollte eine gute Konvergenz der Reihe erwarten lassen,

das hei�t, die Beitr�age sollten mit ansteigender Ordnung sinken, um den Feh-

ler durch h�ohere Ordnungen absch�atzen zu k�onnen. Ein gro�er Skalenfaktor

erfordert die
"
lange\ Integration der �-Funktion und ist deshalb mit zus�atz-

lichem Fehler behaftet. Wenn m�oglich, ist die Wahl in �ahnlichen Entwicklun-

gen durch nichtperturbative Rechnungen zu motivieren. Wird in Gleichung

(7.5) q durch q=s ersetzt, ist die linke Seite von s unabh�angig. Es ist zu er-

warten, da� die rechte Seite der modi�zierten Gleichung nur schwach von

s abh�angig ist, wenn die Reihe gut konvergiert. Im Folgenden werden drei

Wege zur Fixierung der Skala s diskutiert.

I. Wir setzten s = 1. Die Entwicklungskoe�zienten sind in keiner Weise

optimiert.

II. Wir stellen die Bedingung c1(s) = 0. Dies l�a�t sich mit einer Ein Loop

Berechnung realisieren. Die Koe�zienten ergeben sich zu

ln(s(II))=
c1(1)

8�b0
; (7.8)

c1(s
(II))= 0 ; (7.9)

c2(s
(II))= c2(1)�

4�b1c1(1)

b0
: (7.10)

Der Skalenparameter f�allt mit dem in Kapitel (7.3) diskutierten Ver-

h�altnis der �-Parameter zusammen.

III. Die Methode II l�a�t sich durch cn(s)
d
ds
cn(s) = 0 auf h�ohere Ordnun-

gen verallgemeinern. Dabei sollte d2

ds2
cn(s)

2 > 0 gelten, so da� jcn(s)j

2Die Fehler an einigen Koe�zienten werden der �Ubersichtlichkeit halber nicht angege-

ben. Alle angegebenen Stellen sind jedoch signi�kant.
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minimal gew�ahlt ist. Diese Methode ist im Folgenden nur f�ur n = 2

diskutiert. Es ergibt sich

ln(s(III))=
b1 + 2b0c1(1)=4�

4b20
; (7.11)

c1(s
(III))=�

4�b1
2b0

; (7.12)

c2(s
(III))= c2(1)�

1

2

�
4�b1

b0

�2

�
4�b1c1(1)

b0
: (7.13)

Die Minimierung des Zwei Loop Termes erfordert nur den Ein Loop

Koe�zienten. Der Wert von c1(s
(III)) ist, wie in [16] publiziert, univer-

sell.

Es gilt die universelle und f�ur die SU(N) von N unabh�angige Beziehung

s(III) = s(II) exp

�
b1

4b20

�
(7.14)

� 1:23460 s(II) : (7.15)

Das Verh�altnis der Skalenfaktoren ist� 1 und deutet damit auf die erwartete,

schwache Abh�angigkeit der Skalen�xierung hin.

F�ur Entwicklungen von hohen Ordnungen sind weitere Schemata denkbar,

die z.B. eine kollektive Bedingung an die Koe�zienten formulieren.

Im Folgenden werden zum Vergleich alle drei Alternativen berechnet, wo-

bei lediglich II und III sinnvoll sind. Sie sollten im Sinne der schwachen

Abh�angigkeit dieselben Resultate ergeben.

In [40] ist neben �SF eine weitere Kopplung �TP nichtperturbativ in

der SU(2) berechnet worden3. Die Wahl des Skalenparameters zwischen der

Entwicklung dieser beiden physikalischen Kopplungen konnte dort nicht-

perturbativ untersucht werden. Die Grundlage bildet die Berechnung von

�
(nonp)
TP (qmax) bei einem qmax das implizit durch �SF(qmax) = 0:16535 be-

stimmt ist. Die auf Ein Loop Niveau bekannte Entwicklung ist

�TP (sq) = �SF(q) + (1:5017� 8�b0 ln(s))�
2
SF
(q) +O(�3

SF
(q)) : (7.16)

Die Methode I mu� hier vollst�andig verworfen werden, da der Ein Loop Term

1:5017�2
SF
(qmax) nur etwa 50% zu der Di�erenz der Kopplungen �TP (qmax)�

�SF(qmax) beitr�agt. Ein Zwei Loop Koe�zient, der die verbleibende Di�erenz

3Die Kopplung �TP ist auf einem Torus mit verdrehten (twisted) r�aumlichen Randbe-

dingungen de�niert und basiert auf Polyakov Loops.
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reproduzieren kann, l�age in der Gr�o�enordnung von 7. Mit der Methode I

kann eine Fehlerabsch�atzung mit �3
SF
(qmax) zu falschen Ergebnissen f�uhren.

Mit der Verwendung der nichtperturbativen �-Funktion ergibt sich f�ur

die Methode II und III der Skalen�xierung

�
(II)
TP (qmax)= 0:2289(6) +O(�3

SF
) ; (7.17)

�
(III)
TP (qmax)= 0:2299(9) +O(�3

SF
) ; (7.18)

�
(nonp)
TP (qmax)= 0:2374(26) : (7.19)

Die Abweichungen lassen sich gut durch den Fehler des Termes der Ordnung

O(�3
SF
) erkl�aren

�nonp
TP

(qmax)� �
(i)
TP (qmax)=�SF(qmax=s)

3

�
0:7(3) f�ur i = II ;

0:6(3) f�ur i = III :
(7.20)

Die nichtperturbative Bestimmung zweier Kopplungen in [40] motiviert die

Methode II und III.

F�ur die SU(3) ergeben die drei Methoden der Skalen�xierung

�
(I)

MS
(q)=�SF(q) + 1:255�SF(q)

2 + 2:774(11)�SF(q)
3 ; (7.21)

�
(II)

MS
(2:048q)=�SF(q) + 0:271(11)�SF(q)

3 ; (7.22)

�
(III)

MS
(2:529q)=�SF(q)� 0:36895�SF(q)

2 + 0:135(11)�SF(q)
3 : (7.23)

Durch die nichtperturbative Bestimmung von �SF bis zu q = 14GeV in [40] ist

die Anwendung der St�orungsreihe gerechtfertigt. Mit der Zwei Loop Relation

ergibt sich f�ur zwei exemplarisch gew�ahlten Energien

�
(III)

MS
(14:5GeV)= 0:1151(26)( 2) Zwei Loop ;

�
(III)

MS
(78:2GeV)= 0:08400(130)( 6) Zwei Loop :

(7.24)

Die Quelle des ersten Fehlers ist die statistische Unsicherheit von �SF . Der

zweite Fehler ist der zu �4
SF

abgesch�atzte Fehler der trunkierten St�orungsrei-

he. Die Fehler in den Koe�zienten und durch die Anwendung der perturbati-

ven �-Funktion sind in allen F�allen vernachl�assigbar klein. Diese Ergebnisse

sind zu vergleichen mit der Bestimmung von �MS ohne den Zwei Loop Koef-

�zient4

�
(III)

MS
(14:5GeV)= 0:1148(26)(17) Ein Loop ;

�
(III)

MS
(78:2GeV)= 0:08400(130)( 70) Ein Loop :

(7.25)

Im Vergleich zu der Ein Loop Berechnung vermindert die Zwei Loop Berech-

nung den Fehler der Umrechnung von �SF zu �MS um einen Faktor 10. Die

statistischen Fehler sind, im Gegensatz zu der Ein Loop Relation, in der Zwei

Loop Relation dominant.

4Der zweite Fehler ist gleich �3
SF
.
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7.2 Die Callan Symanzik �-Funktion

Die nichtperturbativ bestimmte �-Funktion (Gleichung 5.2) von �SF kann

mit der St�orungsreihe

�(g) = �g3
1X
i=0

big
2i (7.26)

verglichen werden. Der erste nicht universelle Koe�zient ist der Drei Loop

Koe�zient b2. In [61] ist

bMS

2 =
2857N3

54

1

(4�)6
(7.27)

im MS Schema f�ur die SU(N) bestimmt worden. Mit Hilfe dieses Koef-

�zienten und der Entwicklungskoe�zienten c1 und c2 kann der Drei Loop

Koe�zient im SF Schema berechnet werden

bSF2 = bMS

2 � b0c2(1)=(4�)
2 + b1c1(1)=(4�) (7.28)

=0:4828(88)=(4�)3 : (7.29)

Das hei�t, die nichtperturbative �-Funktion kann im SF Schema mit einer

Drei Loop Entwicklung verglichen werden. In Abbildung 7.1 sind die nicht-

perturbativ bestimmten Werte der Kopplung und die integrierte Drei Loop

und Zwei Loop �-Funktion eingezeichnet. Die Integrationskonstante ist mit

der Kopplung �SF(q) bei maximalem Impuls q �xiert.

Die nichtperturbative Evolution der Kopplung kann durch einen e�ekti-

ven Koe�zienten beff2 = 1:5(8)=(4�)3 parametrisiert werden. Die statistischen

Fehler der Kopplung werden durch den Fehler an beff2 repr�asentiert [40].

Die Abweichungen von bSF2 sind auf die Eigenschaft der asymptotischen

Reihenentwicklung, Terme h�oherer Ordnung und das nichtperturbativen Ver-

halten der Kopplung zur�uckzuf�uhren5. Da� beff2 und bSF2 in der gleichen Gr�o-

�enordnung liegen, ist daher als besonderes Resultat zu werten. Die Schr�o-

dinger-Funktional Kopplung l�a�t sich bis zu relativ6 kleinen Energien durch

ihr perturbatives Verhalten gut beschreiben. Diese Eigenschaft ist nicht auf

andere Kopplungen zu �ubertragen.

5Eine Ausgleichsrechnung an die Werte der step scaling Funktion mit s = 2 mit der

perturbativen Drei Loop Entwicklung und freiem b2 f�uhrt zu beff2

0
= 4:4(2:3). Die Abwei-

chung von beff2 kann durch die unterschiedliche Behandlung Terme h�oherer Ordnungen in

�SF bei den beiden Parametrisierungen erkl�art werden.
6Im Vergleich zu r0.
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Abbildung 7.1: Die nichtperturbativ bestimmten Werte der Kopplung �SF

aus [62] und die integrierte Drei Loop und Ein Loop �-Funktion.

7.3 Der � Parameter

Der � Parameter ist eine Renormierungsgruppeninvariante oder auch In-

tegrationskonstante der Renormierungsgruppengleichung (5.2). Daher ist er

als Referenz besser geeignet als der Wert der Kopplung bei einer speziellen

Energie. Er ist de�niert durch7

�= lim
q!1

q
�
b0g

2(q)
��b1

2b2
0 exp

�
�

1

2b0g2(q)

�
: (7.30)

� ist von dem gew�ahlten Schema abh�angig und kann mit Hilfe des Ein Loop

Koe�zienten umgerechnet werden

�MS =�SF exp

�
c1(1)

8�b0

�
: (7.31)

Da die Kopplung nicht bis q = 1 berechnet werden kann, ist die pertur-

bative N�aherung der �-Funktion f�ur die Integration der Kopplung ab dem

7In Gleichung (7.30) und (7.32) verwenden wir die impulsabh�angige Kopplung g(q) um

die �ublichen Formeln zu erhalten.
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maximalen Impuls q zu verwenden

�= q
�
b0g

2(q)
��b1

2b2
0 exp

�
�

1

2b0g2(q)

�
(7.32)

� exp

 
�

Z g(q)

0

dx
1

�(x)
+

1

b0x3
�

b1

b20x

!
:

Der Fehler durch die Verwendung der trunkierten perturbativen �-Funktion

ist systematischer Natur. Durch die Verwendung eines �-Funktionskoef�-

zienten der n�achsten, unbekannten Ordnung von bn = 1=(4�)n+1 kann die

Gr�o�enordnung des Fehlers abgesch�atzt werden. Wir erhalten

�
(0)

MS
=257(21)(13) MeV 2 Loop ; (7.33)

�
(0)

MS
=251(21)(0:5) MeV 3 Loop ; (7.34)

wobei der erste Fehler durch die statistische Unsicherheit in �SF(q) gegeben

ist und der zweite Fehler durch die Verwendung der perturbativen �-Funktion

�xiert ist. Der Index (0) verweist auf nf = 0, also auf das Fehlen von dyna-

mischen Fermionen. Es existiert keine zuverl�assige Methode, um den Ein
u�

von dynamischen Fermionen ohne ihre Simulation abzusch�atzen. Daher ist

ein Vergleich mit dem experimentell bestimmten world average8 aus [2]

�
(5)

MS
=219+25

�23 MeV (7.35)

nicht m�oglich. Die in den letzten Jahren durchgef�uhrten numerischen Si-

mulationen mit dynamischen Quarks zeigen in vielen Gr�o�en eine schwa-

che Abh�angigkeit von dynamischen Fermionen. Daraus ist jedoch keine zu-

verl�assige Fehlerabsch�atzung f�ur nicht untersuchte Observablen m�oglich.

In Kapitel (8) wird der Einschlu� von dynamischen Fermionen in das

Schr�odinger-Funktional und die Implikationen f�ur die St�orungsrechnung dis-

kutiert.

7.4 Relationen zu nackten Kopplungen

Die Entwicklungen von physikalischen Kopplungen in der nackten Gitter-

kopplung �0 f�uhrt nach der allgemeinen Erfahrung zu gro�en Entwicklungs-

koe�zienten. F�ur �SF ist dies zu best�atigen

�
(I)
SF(1=a)=�0 + 4:62797(14)�2

0 + 29:011(12)�3
0 ; (7.36)

8Hier wurde eine etwas andere De�nition von � verwendet, die f�ur kleine Kopplungen

nicht von Gleichung (7.32) abweicht.
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�
(II)
SF (14:0622(11)=a)=�0 + 4:178(11)�3

0 ; (7.37)

�
(III)
SF (17:3611(14)=a)=�0 � 0:36895�2

0 + 4:042(11)�3
0 : (7.38)

Eine Absch�atzung des Drei Loop Termes durch �4
0 ist auf Grund des gro�en

Zwei Loop Koe�zienten fragw�urdig. Dies geht einher mit einem gro�en Ska-

lenparameter bei der Methode II und III.

Die in [56], [57] und [58] diskutierte Tadpole verbesserte Kopplung ba-

siert auf der �Uberlegung, gro�e Beitr�age der St�orungstheorie zu subtrahie-

ren, indem die Kopplung �0 durch �P = �0=P ersetzt wird. Dabei ist P

der nichtperturbative Erwartungswert der Plaquette. Die drei Methoden der

Skalen�xierung liefern

�
(I)
SF(1=a)=�P + 0:43918(14)�2

P
+ 2:431(11)�3

P
; (7.39)

�
(II)
SF (1:285127(97)=a)=�P + 1:914(11)�3

P
; (7.40)

�
(III)
SF (1:58661(12)=a)=�P � 0:36895�2

P
+ 1:778(11)�3

P
: (7.41)

Der Skalenparameter ist f�ur �P im Vergleich zu �0 klein. Der Zwei Loop

Koe�zient ist f�ur alle Methoden der Skalen�xierung gro�, so da� keine gute

Konvergenz der Reihe zu erwarten ist. Es ergibt sich f�ur � = 6:5 = 6=g20
eine Kopplung von �P = 0:11 (P = 0:6384). Bei der Methode (III) der

Skalen�xierung betr�agt der Ein Loop E�ekt 4.3% und der Zwei Loop Term

hat einen Ein
u� von 2.4% auf die Kopplung. Weil die Koe�zienten der

St�orungsreihe gro� sind, kann der E�ekt von h�oherer Ordnungen in �P nur

unzuverl�assig abgesch�atzt werden.

Die Anwendung der St�orungstheorie f�ur die Tadpole verbesserte Kopp-

lung mu� f�ur heute realistische Gitterrechnungen, die f�ur die Bestimmung

niederenergetischer Gr�o�en (L > 1fm) geeignet sind, zumindest kritisch be-

trachtet werden.

Diese Beobachtung ist f�ur �MS in der SU(N) [51] und f�ur �SF in der

SU(2) [16] ebenfalls zutre�end.

7.5 Der Kontinuumslimes der perturbativen

step scaling Funktion

In Kapitel (5) wird die step scaling Funktion f�ur einen endlichen Gitter-

abstand a und im Kontinuum de�niert. Die perturbative Entwicklung von

Gleichung (5.11), also des relativen Fehlers durch ein endliches a, ist

�(a=L; s; g2
SF
)= �1(a=L; s)g

2
SF

+ �2(a=L; s)g
4
SF

+O(g6
SF
) : (7.42)
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Die Koe�zienten sind gegeben durch

�1(a=L; s)=m1(sL=a)�m1(L=a)� 2b0 ln(s) ; (7.43)

�2(a=L; s)=m2(sL=a)�m2(L=a)� 2b1 ln(s) (7.44)

+
h
m1(sL=a)�m1(L=a)� 2b0 ln(s)

ih
m1(sL=a)�m1(L=a)

i
:

Die Verbesserung des Kontinuumslimes durch korrekt gew�ahlte Verbesser-

ungskoe�zienten c
(i)
t f�uhrt zu einer asymptotischen Konvergenz der Koe�-

zienten �i(a=L; s) von der Ordnung O((a=L)2). Bei der nichtperturbativen

Bestimmung der Kopplung wurden die perturbativen Verbesserungskoe�zi-

enten verwendet. Der Ein
u� auf die Kontinuumsextrapolation kann in der

St�orungstheorie untersucht werden. In [39] wurde f�ur die SU(2) eine im Ver-

gleich zu � verbesserte Gr�o�e konstruiert, die keine st�orungstheoretischen

Ein und Zwei Loop E�ekte der Kontinuumsextrapolation enthielt. So ergibt

sich f�ur das klassisch verbesserte Schr�odinger-Funktional (ct(g
2
0) = 1)

�(0)(a=L; s; g2
SF
)= �

(0)
1 (a=L; s)g2

SF
+ �

(0)
2 (a=L; s)g4

SF
+O(g6

SF
) ; (7.45)

und f�ur das zu Ein Loop verbesserte Schr�odinger-Funktional (ct(g
2
0) = 1 +

c
(1)
t g20)

�(1)(a=L; s; g2
SF
)= �

(1)
1 (a=L; s)g2

SF
+ �

(1)
2 (a=L; s)g4

SF
+O(g6

SF
) : (7.46)

Die Entwicklung von �(a=L; s; g2
SF
) mit dem Zwei Loop verbesserten Schr�o-

dinger-Funktional ct(g
2
0) = 1 + c

(1)
t g20 + c

(1)
t g40 bezeichnen wir mit

�(2)(a=L; s; g2
SF
)= �

(2)
1 (a=L; s)g2

SF
+ �

(2)
2 (a=L; s)g4

SF
+O(g6

SF
) : (7.47)

Da die Koe�zienten �i nur von den Verbesserungskoe�zienten c
(j)
t mit j � i

abh�angen, gilt �
(i)
i = �i. Da� hei�t, es gilt �1 = �

(1)
1 = �

(2)
1 und �2 = �

(2)
2 . In

Tabelle 7.1 sind die Koe�zienten f�ur s = 2 und 4 � L=a � 16 angegeben.

Die Koe�zienten �
(i)
i zeigen die erwartete asymptotische Abh�angigkeit von

a der Ordnung O((a=L)2).
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L=a �
(0)
1 �

(1)
1 �

(0)
2 �

(1)
2 �

(2)
2

4 0:01192 �0:01023 0:00642 0:00577 �0:00168

5 0:01155 �0:00617 0:00514 0:00501 �0:00095

6 0:01089 �0:00387 0:00412 0:00435 �0:00061

7 0:01004 �0:00262 0:00334 0:00382 �0:00043

8 0:00918 �0:00189 0:00275 0:00341 �0:00032

9 0:00841 �0:00144 0:00230 0:00307 �0:00024

10 0:00773 �0:00113 0:00195 0:00279 �0:00019

11 0:00714 �0:00091 0:00168 0:00256 �0:00015

12 0:00663 �0:00075 0:00145 0:00236 �0:00012

13 0:00618 �0:00063 0:00126 0:00219 �0:00010

14 0:00579 �0:00054 0:00111 0:00205 �0:00008

15 0:00544 �0:00046 0:00098 0:00192 �0:00007

16 0:00513 �0:00040 0:00087 0:00180 �0:00006

Tabelle 7.1: Die st�orungstheoretischen E�ekte der Verbesserung des Konti-

nuumslimes von �(2; g2
SF
; a=L). Die a=L Abh�angigkeit des Koe�zienten �

(0)
2

ist von der Ordnung O((a=L)2), was jedoch keine Bedeutung im Rahmen des

Verbesserungsprogramms hat.
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Kapitel 8

Zusammenfassung

Die vorliegende Zwei Loop St�orungsentwicklung der Kopplung �SF in �0 ist
ein notwendiger Beitrag zu dem Programm der ALPHA Kollaboration. Die

Arbeit erm�oglicht, zusammen mit der Zwei Loop Entwicklung der Kopplung

�MS in �0, den systematischen Fehler in der Konversion vom SF Schema zu

dem MS Schema gegen�uber der Ein Loop Relation deutlich zu senken. Mit

der nichtperturbativ bestimmten Kopplung �SF k�onnen bei gro�en Energien

aus einer niederenergetischen Gr�o�e, mit im Vergleich zu dem statistischen

Fehler, kleinem systematischen Fehler Gr�o�en imMS Schema berechnet wer-

den. Besonders geeignet ist der �MS Parameter der QCD. Mit ihm wird die

gesamte Information �uber die Asymptotik der Kopplung bei hoher Energie

durch eine dimensionsbehaftete Gr�o�e festgelegt. Aus dem �MS Parameter

kann die Kopplung �MS bei gro�en Energien durch Anwendung von St�orungs-

theorie aus der Renormierungsgruppengleichung rekonstruiert werden. Die

Verbindung von hoch- und niederenergetischen Gr�o�en der QCD mit klei-

nem, kontrollierten Fehler in der QCD ohne Fermionen ist auf diese Weise

von der ALPHA Kollaboration durchgef�uhrt worden.

Die Berechnung des Zwei Loop Termes erfordert einen hohen numeri-

schen Aufwand. Durch die Implementierung der Summen in den Feynman-

diagrammen im Ortsraum konnte die Abh�angigkeit von der Gittergr�o�e L

von der Ordnung O(L8) im Impulsraum auf die Ordnung O(L5) reduziert

werden. Nur durch die sorgsame Verwendung aller in dem System vorlie-

genden Symmetrien war eine Gittergr�o�e von L = 32 zu erreichen. Durch

umfangreiche Tests an Teilergebnissen und dem Gesamtergebnis konnte si-

chergestellt werden, da� das korrekte Ergebnis berechnet wurde. Weiterhin

konnten die Ergebnisse der SU(2) Eichtheorie reproduziert werden. Da es

keine Testm�oglichkeit f�ur die einzelnen Diagramme gibt und lediglich die

Summen gro�er Untermengen der Diagramme unabh�angig von dem Eichpa-

rameter sind gestaltete sich die Fehlersuche in dieser Phase der Programment-
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wicklung schwierig. Wegen der strukturell einfacheren Eichgruppe ist dieser

Test alleine jedoch nicht ausreichend.

Es zeigte sich, da� der Kontinuumslimes mit �ahnlicher Pr�azision wie in

der SU(2) Eichtheorie durchzuf�uhren war. Die Berechnung der Koe�zienten

bis zu einer Gittergr�o�e von L = 32 und einer numerischen Genauigkeit

in der Berechnung der Diagramme von 8 Byte liefert die Koe�zienten mit

hinreichender Pr�azision.

Die Berechnung des Zwei Loop Verbesserungskoe�zienten konnte im Rah-

men dieser Arbeit durchgef�uhrt werden. Dieser wurde bereits erfolgreich in

der numerischen Simulation des Schr�odinger-Funktionals verwendet [63].

Die Ber�ucksichtigung von dynamischen Quarks bei der Bestimmung des

�MS Parameters der QCD ist das n�achste Ziel der ALPHA Kollaboration.

Die theoretischen Grundlagen f�ur den Einschlu� von Fermionen sind in [64]

ausgearbeitet. Damit sind Untersuchungen in der
"
quenched Approximation\

m�oglich und durchgef�uhrt worden. Die nichtperturbative Entwicklung der re-

normierten Quarkmasse ist in [45], [46], [47] und [48] publiziert worden. Im

Rahmen dieser Arbeit ist das Schr�odinger-Funktional f�ur die nichtperturbati-

ve Bestimmung verschiedener Verbesserungskoe�zienten verwendet worden.

Insbesondere konnte der f�ur die Verbesserung des Kontinuumslimes der Fer-

mionwirkung wichtige Koe�zient cSW berechnet werden. Er ist, anders als

ct, unabh�angig von den Randbedingungen und in Simulationen der Gitter-

eichtheorie zu der Bestimmung von niederenergetischen Gr�o�en verwendet

worden [65].

Die angestrebte numerische Bestimmung der Kopplung �SF mit dynami-

schen Fermionen erfordert Parallelrechner der n�achsten Generation. Bishe-

rige Voruntersuchungen legen nahe, da� mit dem Computer APEmille die

Kopplung mit einer �ahnlichen Pr�azision wie in der
"
pure gauge theory\ zu

bestimmen ist.

Die St�orungstheorie ist ebenfalls auf Fermionen zu erweitern. Die Zwei

Loop Relation zwischen �MS und �0 ist in [66] publiziert. Im Anschlu� an

diese Arbeit ist geplant, zusammen mit Peter Weisz, die notwendigen Be-

rechnungen f�ur die Entwicklung von �SF in �0 durchzuf�uhren.
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Anhang A

Benutzte Darstellung der SU (3)

Die verwendeten De�nitionen sind f�ur die SU(2) im Anhang (B) komprimiert

angegeben, soweit sie von denen der SU(3) abweichen.

Die verwendete Darstellung der su(3) Lie-Algebra ist

T0=
1

2i

0
@ 0 0 0

0 1 0

0 0 �1

1
A ; (A.1)

T1=
1

2i

0
@ 2 0 0

0 �1 0

0 0 �1

1
A ; (A.2)

�
T��

�
kl
=
1

i
��k �

�
l : (A.3)

Ein Element der su(3) Lie-Algebra mit � 2 f0; 1; 12; 21; 13; 31; 23; 32g wird
dargestellt durch

q= q�T
� : (A.4)

Die Koe�zienten erf�ullen die Relationen

q0 = q�0 ; q1 = q�1 ; q�� = q��� : (A.5)

Ein Element der SU(3) Lie-Gruppe ist

Q = exp(q�T
�) : (A.6)

Die Spur �uber zwei Generatoren liefert

tr(T�T� )=�d����
t

; d0 =
1

2
; d1 =

3

2
; d�� = 1 ; (A.7)
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wobei der transponierte Index de�niert ist durch

�t=

�
� f�ur � 2 f0; 1g ;
(��) f�ur � = (��) :

(A.8)

Die Cartan Killing Form, das Skalarprodukt der su(3), ist de�niert durch

(q; r) = �2tr(q; r) (A.9)

= q0r0 + 3q1r1 + 2
X
��

q��r�� (A.10)

=: q�r
� ; (A.11)

wobei die Metrik

jgj�� =

0
BB@

1 0 0 0 0 0 0 0

0 3 0 0 0 0 0 0

0 0 0 2 0 0 0 0

0 0 2 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 2 0 0

0 0 0 0 2 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 2

0 0 0 0 0 0 2 0

1
CCA (A.12)

mit der Indexordnung von oben verwendet wurde. In Komponenten ist dies

�aquivalent zu:

q0 = q0 ; q1 = 3q1 ; q�� = 2q�� : (A.13)

Die diagonalen Generatoren T0 und T1 bilden eine Basis der Cartan'schen

Subalgebra CN .

A.1 Die Strukturkonstanten

Mit Hilfe von

f ���T
�= [T� ;T�] (A.14)

sind die Strukturkonstanten de�niert. Sie erf�ullen die Jakobi Identit�at. Wir

ben�otigen f�ur den Fadeev Popov Term

f ���= f ���g
�� : (A.15)

Sie erf�ullen die Relation

f ���=�f �
t�t�t : (A.16)

Die 6 nicht verschwindenden, unabh�angigen Werte der Strukturkonstanten

sind
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f ��� � � �

i (0) (12) (21)

�i (0) (13) (31)

�2i (0) (23) (32)

�3i (1) (12) (21)

�3i (1) (13) (31)

2i (12) (23) (31)

A.2 Die Eigenwerte zu Ad

Die Eigenvektoren zu Ad(h) mit h 2 CN bilden eine Basis in der die ko-

variante Ableitung in dem Farbraum diagonal ist. F�ur die Generatoren T�

gilt

Ad(h)(T�) = [h;T�] = �h(�)T� ; (A.17)

die Eigenwerte von T� bez�uglich h sind �h(�). Es gilt

��h(�t)=�h(�) und �T� (�) = f ��� : (A.18)

h �h(0) �h(1) �h(12) �h(13) �h(23)

T0 0 0 �1
2i

1
2i

1
i

T1 0 0 3
2i

3
2i

0

C 0 0 i�1��2
L

i�1��3
L

i�2��3
L

Zu der Formulierung des ? Produktes in Anhang (D.1) de�nieren wir f�ur

� 6= 1:

fT1;T�g = �T1

fg
(�)T� (A.19)

�T1

fg
(0) �T1

fg
(1) �T1

fg
(12) �T1

fg
(13) �T1

fg
(23)

i Nicht de�niert 1
2i

1
2i

�1
i

Beide Funktionen sind trivial bilinear.
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Anhang B

Benutzte Darstellung der SU (2)

Die verwendete Darstellung der su(2) ist

T0=
1

2i

�
1 0

0 �1

�
; (B.1)

T+=
1

i

�
0 1

0 0

�
; (B.2)

T�=
1

i

�
0 0

1 0

�
: (B.3)

Damit ist � 2 f0;+;�g und die Koe�zienten erf�ullen die Relationen

q0 = q�0 ; q+ = q�
�
: (B.4)

Die Spur �uber zwei Generatoren liefert

tr(T�T� )=�d����
t

; d0 =
1

2
; d+ = 1 ; (B.5)

wobei der transponierte Index de�niert ist durch +t = �, �t = + und

0t = 0. Die Cartan Killing Form ist

(q; r) = q0r0 + 2q+r� + 2q�r+ (B.6)

=: q�r
� (B.7)

mit der Metrik

jgj�� =
�

1 0 0

0 0 2

0 2 0

�
(B.8)

mit der Indexordnung von oben. In Komponenten ist dies �aquivalent zu

q0 = q0 ; q+ = 2q� : (B.9)
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Die Cartan'sche Subalgebra CN ist eindimensional und proportional zu dem

Generator T0. Es gibt nur einen nicht verschwindenden, unabh�angigen Wert

der Strukturkonstanten: f 0+� = �2i. Die Eigenvektoren zu Ad sind wie in

der SU(3) die gew�ahlten Generatoren T� mit

�T0

(0)=0 ; (B.10)

�T0

(+)=�i : (B.11)

F�ur die SU(2) f�uhren wir �T0

fg
(�) f�ur � 6= 0 ein.

�T0

fg
(0) nicht de�niert, (B.12)

�T0

fg
(+)= 0 : (B.13)
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Anhang C

Das Hintergrundfeld und die

kovariante Ableitung

Die � Abh�angigkeit der �i ist

�i= �i + �!i (C.1)

mit
P
�i =

P
!i = 0. F�ur die SU(3) wurde (Punkt A in [40]) verwendet

!1= 1 ; �1=��=3 ;
!2=�1=2 ; �2= 0 ;

!3=�1=2 ; �2= �=3 :
(C.2)

Die Hintergrundfelder der SU(2) aus [15] sind de�niert durch

C =
i

L
diag(�1; �2) ; (C.3)

C 0=
i

L
diag(�� � �1; � � �2) ; (C.4)

mit

!1= 1 ; �1=��=4 ;
!2=�1 ; �2= �=4 :

(C.5)

Daraus ergibt sich die Gleichungen (3.9) und (3.13)


=
2

TL
(� + 2�1) f�ur SU(2) ; (C.6)


=
2

TL

�
2�

3
+ �1

�
f�ur SU(3) : (C.7)
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Mit Hilfe von Ad und

i���(x)=

8<
:
0 f�ur � = 0 ;

�C(�) + �T1

(�)
x0 f�ur � = k; SU(3) ;

�C(�) + �T0

(�)
x0 f�ur � = k; SU(2)

(C.8)

halten wir fest

V�(x)T
�V �1

� (x)= exp(���(x))T
� : (C.9)

Damit ergeben sich die kovarianten Ableitungen aus Gleichung (3.35) und

(3.43) zu

D�f�(x)T
� =

1

a

�
exp(i���(x))f�(x+ �̂)� f�(x)

�
T� ; (C.10)

D�

�f�(x)T
� =

1

a

�
f�(x)� exp(�i���(x))f�(x� �̂)

�
T� : (C.11)

O�ensichtlich sind die kovarianten Ableitungen diagonal in den Darstellungen

aus Anhang (A) und (B). Das motiviert die Wahl der Darstellungen.
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Anhang D

Die Operatoren 41 und 40

Zur Vorbereitung wird das ? Produkt und die Parametrisierung der Terme,

die in dem Gluonpropagator verwendet werden, eingef�uhrt.

D.1 Das ? Produkt

Wir de�nieren f�ur alle komplexen N �N Matrizen M und G

M ? G =
1

2

�
(MG +GM y)�

1

N
tr(MG +GM y)

�
(D.1)

f�ur G 2 su(N) ist M ?G 2 su(N).

Die ben�otigten Ausdr�ucke des ? Produktes sind

cosh(G��) ? T
� =T�

�
c�1c

�
2 f�ur � = 0; � = k oder � = k; � = 0 ;

1 f�ur � = l; � = k ;
(D.2)

sinh(G��) ? T
� =T�ic�1s

�
2

8<
:

1 f�ur � = 0; � = k ;
�1 f�ur � = k; � = 0 ;
0 sonst

(D.3)

mit den Koe�zienten

c�1 =

8><
>:
cos
�
1
2


�

f�ur � = 0 und SU(2) ;
1
3

�
2 cos(
) + cos(1

2

)
�
f�ur � = 1 und SU(3) ;

cos
�
1
2
�iT

1

fg
(�)


�
sonst ;

(D.4)

c�2 =cos

�
1

2
�iT

1

(�)


�
;

s�2 =sin

�
�
1

2
�iT

1

(�)


�
:
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D.2 Die Koe�zienten der Operatoren

Da die Propagatoren im Gruppenraum und r�aumlichen Impulsraum diagonal

sind, werden die entsprechenden Indizes unterdr�uckt.Weiter f�uhren wir

sk(t)= 2 sin

�
1

2
(pk + �k(t))

�
(D.5)

ein. Die Koe�zienten f�ur 41 ergeben sich zu

A00(t)=��0 ; (D.6)

A0l(t)=�0sl(t+ 1)� c1sl(t) ; (D.7)

Ak0(t)= 0 ; (D.8)

Akl(t)=�c1�kl ; (D.9)

B00(t)= 2�0 + c1sj(t)sj(t+ 1) ; (D.10)

B0l(t)= c1sl(t + 1)� �0sl(t) ; (D.11)

Bk0(t)=B0k(t) ; (D.12)

Bkl(t)= �kl [sj(t)sj(t) + 2c1c2] + (�0 � 1)sk(t)sl(t) ; (D.13)

und die von 40 sind

A(t)=�1 ; (D.14)

B(t)= 2 + 2sj(t)sj(t) : (D.15)

Diese Formeln sind f�ur die SU(2) und SU(3) g�ultig.
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