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Kapitel 1

Einleitung

Quantenfeldtheorien gehéren mit zu den erfolgreichsten Modellen der Physik.
Das magnetische Dipolmoment des Elektrons stimmt mit der Vorhersage
durch die Quantenelektrodynamik [1] mit grofler Genauigkeit tiberein [2],[3]

(ge — 2)ewp. =2 319 304 386 (20) x 107'2 (1.1)
(ge — 2)theor. = 2 319 304 280 (74) x 107'% .

Die Vereinheitlichung der schwachen Wechselwirkung und der Quantenelek-
trodynamik fithrt zu der Elektroschwachen Theorie [4]-[6], die zusammen mit
der Quantenchromodynamik (QCD) [7]-[10] das Standardmodell der Ele-
mentarteilchen [11] bildet. Bisher konnten alle Phdnomene der Elementar-
teilchenphysik durch das Standardmodell beschrieben werden, obwohl all-
gemein angenommen wird, daf§ das Standardmodell zumindest bei extrem
hohen Energien einer Erweiterung bedarf. Dabei ist jedoch zu bemerken, dafl
aufgrund der Schwierigkeiten bei der Losung von komplizierten Quantenfeld-
theorien, die Moglichkeiten Vorhersagen aus der Theorie zu machen, limitiert
sind. Selbst die klassischen N&herungen der Quantenfeldtheorien fiihren auf
nichtlineare Gleichungen, die nicht allgemein gelost werden kénnen. Durch
die unendlich vielen Freiheitsgrade der Quantenfeldtheorien treten Divergen-
zen auf, die durch eine Regularisierung parametrisiert werden miissen. Phy-
sikalische Groéfen bleiben durch die Renormierung der regularisierten Diver-
genzen endlich. Die Renormierung von Quantenfeldtheorien fiihrt auf Kopp-
lungskonstanten, die von der Energie abhéngig sind, sogenannte , running*
Kopplungen.

Mit storungstheoretischen Ansétzen sind im Prinzip alle Effekte zu be-
rechnen, in denen die Kopplungskonstanten klein sind. In der Elektroschwa-
chen Theorie steigen die Kopplungen mit der Energie an, so daff mit der
Storungstheorie Aussagen iiber Prozesse bei kleinen Energien gemacht wer-
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den kénnen. Es zeigt sich, dafl die Kopplungen bis zu den heute experimentell
zuginglichen Energien nur schwach variieren, also klein bleiben.

In der QCD fillt die Kopplung mit der Energie ab, es werden grofle Ener-
gien bendtigt, um Vorhersagen der Storungstheorie zu verifizieren. Um die
niederenergetischen Effekte, wie das experimentell gut bekannte Massenspek-
trum der Hadronen und Mesonen, zu bestimmen, werden nichtperturbative
Ansétze benotigt.

Der allgemeinste nichtperturbative Zugang zu Quantenfeldtheorien, der
von der fundamentalen Definition der Theorie ausgeht, ist die Gittereichtheo-
rie. Dieser Zugang bereitet fiir die Elektroschwache Wechselwirkung aufgrund
der linkshindigen Neutrinos theoretische Probleme. Die QCD kann jedoch
im Rahmen der Gittereichtheorie behandelt werden.

Die Berechnung von physikalischen Gréflen wird in der Gittereichtheo-
rie mit Hilfe von Computersimulationen ausgefiihrt. Die heute verfiigbaren
Computerressourcen werden jedoch dem numerischen Aufwand fiir die Simu-
lationen nur partiell gerecht. Daher werden Naherungen der QCD betrach-
tet. Um diese zu erldutern, ist eine Einordnung der fundamentalen Felder
der QCD hilfreich. Die Eichgruppe der QCD ist die nichtabelsche Gruppe
SU(3), durch sie wird die Anzahl der Gluonen, der Wechselwirkungsteilchen
oder Eichbosonen, auf 8 festgelegt. Jedes Fermion der QCD besitzt 3 Frei-
heitsgrade, die an die Gluonen koppeln. Die 6 Fermionen der QCD heiflen
Quarks und unterscheiden sich durch ihre Masse und Eigenschaften beziiglich
der Elektroschwachen Wechselwirkung. Der Einflufl der Fermionen auf nie-
derenergetische Grofien sinkt mit steigender Masse. Der numerische Aufwand
zur Simulation von leichten Quarks ist extrem hoch. In der ,quenched Ap-
proximation“ werden die Effekte durch virtuelle Quarks vernachlassigt. Diese
Néherung liefert eindrucksvolle Resultate in der Berechnung von Massenspek-
tren durch die Gittereichtheorie. Dabei muf} allerdings auf den unbekannten,
systematischen Fehler durch die Ndherung hingewiesen werden. Die Berech-
nung von Gréflen in der ,,quenched Approximation®, bei denen keine Fermio-
nen betrachtet werden, wird ,,pure gauge theory“ genannt. Darunter fallen
die Kraft zwischen zwei statischen Farbladungen, die als unendlich schwere
Quarks identifiziert werden konnen, und Massen von bisher unbeobachteten
Bindungszustédnden von Gluonen.

In der Gittereichtheorie wird eine Diskretisierung der Raumzeit einge-
fiihrt, die die Divergenzen der Theorie regularisiert. Der numerische Zugang
zu Gittereichtheorien ist gekennzeichnet durch die endliche Anzahl von Git-
terpunkten, die simuliert werden kénnen. Einerseits muf} ein endliches Volu-
men verwendet werden, dessen Ausdehnung grofl gegeniiber den relevanten
Teilchen ist, und anderseits sind die Effekte durch die Diskretisierung klein,
wenn der Gitterabstand klein ist. Damit kénnen einzelne Gittersimulationen



praktisch nur Aussagen iiber Phénomene machen, deren relevante Energie-
skalen sich nur iiber wenige Groéflenordnungen erstrecken.

Bei der Berechnung von niederenergetischen Groflen der QCD durch die
Gittereichtheorien werden die freien Parameter der Theorie durch einige aus-
gewihlte Groflen fixiert. Die Anzahl dieser Grofien héngt von der verwende-
ten Approximation ab. Da die freien Parameter in den Simulationen gemes-
sen werden miissen, sind ebenfalls niederenergetische Gréflen auszuwéhlen. In
dem storungstheoretischen Zugang sind die freien Parameter durch Grofien
zu fixieren, die bei groflen Energien, also einer kleinen Kopplung, relevant
sind. Es ist a priori nicht bekannt, ob durch einen Satz von fixierten Para-
metern die Effekte der QCD bei kleiner und grofler Energie zu beschreiben
sind.

Die ALPHA Kollaboration hat sich zur Aufgabe gemacht, diese Frage-
stellung zu untersuchen. Dazu muf} nichtperturbativ, also mit Hilfe der Git-
tereichtheorie, eine Gréfle, die bei niedriger Energie fixiert wird, bei grofler
Energie berechnet werden. Die entwickelte Methode basiert auf der Definition
des Schrodinger-Funktionals fiir die QCD. Das Schrodinger-Funktional liefert
die Ubergangsamplitude zwischen Feldeigenzustinden zu den Zeiten ¢t = 0
und 7'. Die rdumliche Ausdehnung der Zusténde ist eine Box mit periodischen
Randbedingungen und einer Ausdehnung L = T'. Die spezielle Kopplung agp
ist durch die Anderung der Amplitude unter Variation eines Parameters der
Feldeigenzustédnde definiert. In dem Schrédinger-Funktional ist nur die eine
Skala L relevant. Damit ist ag, eine ,running* Kopplung der Skala 1/L. De-
ren Entwicklung 148t sich mit finite step Techniken in der Gittereichtheorie
nichtperturbativ von kleinen zu groflen Energien berechnen. Die finite step
Technik verwendet mehrere Gittersimulationen bei denen das Verhiltnis zwi-
schen den relevanten Energieskalen klein ist. Bei kleinen Energien kann die
spezielle Kopplung mit den bekannten Methoden der Gittereichtheorie mit
physikalischen niederenergetischen Grofien in Relation gesetzt werden. Das
heiflt, die freien Parameter der Theorie werden fixiert. Bei hohen Energien
kann mittels der Stérungstheorie oy, in die von Experimentalphysikern ge-
messene Kopplung azz umgerechnet werden. Auf diesem Weg kénnen hoch-
und niederenergetische Effekte der QCD in Relation gestellt werden und es
kann gezeigt werden, dafl die QCD iiber einen groflen Energiebereich giiltig
ist. Der Zusammenhang zwischen den Energieskalen und den Zugéngen zu
der QCD sind in Abbildung 1.1 illustriert.

Die vorliegende Arbeit liefert einen Beitrag zu der stérungstheoretischen
Relation zwischen agr und agr. Storungstheoretische Relationen werden
durch die Anzahl der ineinander verschachtelten Integrale iiber die Raumzeit
klassifiziert. Diese Integrale konnen durch Feynmangraphen dargestellt wer-
den, jedes Integral entspricht dort einer Schleife. Eine Zwei Loop Relation
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z.B. erfordert zwei ineinander verschachtelte Integrale. Die Ergebnisse der
Storungstheorie sind immer nur fiir kleine Kopplungen giiltig, der abschétz-
bare systematische Fehler ist bei Zwei Loop Resultaten jedoch kleiner als der
von Ein Loop Relationen.

Der systematische Fehler durch die Anwendung der Stérungstheorie fiir
die Berechnung von oz sollte kleiner sein als der statistische Fehler der
numerisch bestimmten Kopplung agr. Dabei mufl darauf hingewiesen werden,
daf} die Kopplung as, bisher in der ,quenched Approximation“ berechnet
wurde. Bei dem erreichten statistischen Fehler ist die Zwei Loop Relation
zwischen azrz und g notwendig, um keine Prézision durch die Umrechnung
zu verlieren.

Aus verschiedenen Griinden wird diese Zwei Loop Relation aus den sepa-
raten Zwei Loop Relationen zwischen as;s und o und zwischen ag, und ay
gewonnen. Das Ergebnis ist unabhingig von der nicht physikalischen, nack-
ten Kopplung ag. Die Stérungstheorie fiir die Relation zwischen o und «q
héngt in einfacher Art von der Eichgruppe SU(N) ab. Der Koeffizient der
Ein Loop Entwicklung von ags in aq ist in [12] und [13] 1981 angegeben
worden. Der Zwei Loop Koeffizient ist von Liischer und Weisz in [14] 1995
publiziert worden. Die Berechnung der Entwicklung von ag, in o kann nur
mit numerischen Methoden durchgefiihrt werden und ist nicht trivial von der
Eichgruppe SU(N) abhéngig. Neben der Ein Loop Entwicklung von asp in
ap fiir die SU(2) sind in [15] grundlegende Eigenschaften des Schrodinger-
Funktionals diskutiert'. Narayanan und Wolff haben fiir die SU(2) in [16] den
Zwei Loop Koeffizienten publiziert. Die hier vorliegende Arbeit beinhaltet die
Bestimmung des Zwei Loop Termes fiir die SU(3), der Eichgruppe der QCD.
Im Vergleich zu der SU(2) Eichgruppe treten strukturell neue Terme auf. Die
Ergebnisse der SU(2) konnten im Rahmen der Arbeit reproduziert werden.
Desweiteren liefert die Arbeit einen im Zusammenhang mit dem Kontinu-
umslimes der Gittereichtheorie relevanten Koeffizienten. Dieser ist bereits in
bisher unveréffentlichten, numerischen Simulationen verwendet worden.

Die Arbeit beginnt mit der Definition des Schrodinger-Funktionals in Ka-
pitel (2) und dessen Regularisierung mit der dimensionellen Regularisierung
(Kapitel 2.1) und der in der Arbeit benotigten Gitterregularisierung (Kapi-
tel 2.2). Fiir die Gittertheorie wird der Kontinuumslimes in Kapitel (2.2.1)
diskutiert.

Die Storungsentwicklung wird in Kapitel (3) fiir die Gittertheorie ein-
gefiihrt und fiir die Berechnung des Zwei Loop Termes konkretisiert. Mit der
Darstellung der Berechnung der Propagatoren und Vertizes in den Kapiteln

!Die Eichgruppe SU(2) wird wegen ihrer einfachen Struktur fiir qualitative Studien der
QCD verwendet.
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Abbildung 1.1: Die verschiedenen Zugéinge zu der QCD und bestimmbare
Groflen in Abhéngigkeit der Energie. «<—— bezeichnet stérungstheoretische
Relationen und < - » eine durch numerische Gittersimulationen mit der finite
step Technik zu berechnende Relation. Als niederenergetische Skala ist die
Protonmasse m,, angegeben. Die Gittereichtheorie kann in diesem Energiebe-
reich Groflen, wie die String tension K, eine fiir die Kraft zwischen unendlich
schweren Quarks relevante Grofle, verschiedene Massen des Hadron- und Me-
sonspektrums m und die in Kapitel (5) diskutierte Skala ry bestimmen. Die
Masse des neutralen Eichbosons der Elektroschwachen Theorie my liegt in
dem Bereich grofier Energien, bei denen die Kopplungskonstante der QCD
klein ist. Dort kénnen mit Hilfe der Stérungstheorie Relationen zwischen den
Kopplungen und den A Parametern der QCD berechnet werden.

(3.2) und (3.3) wird die Grundlage fiir die Auswertung der Feynmandia-
gramme geschaffen. Die Symmetrien des Schrodinger-Funktionals werden in
Hinblick auf die effiziente Berechnung der Feynmandiagramme in Kapitel
(3.4) erldutert. Die Terme der Diagramme werden im einzelnen in Kapitel
(3.5) aufgefiihrt. Einige Details der numerischen Implementation werden im
Anschluff daran diskutiert (Kapitel 3.6). Die moglichen und durchgefiihrten
Tests an die Berechnung sind in Kapitel (3.7) ausgefiihrt.

Der Kontinuumslimes der berechneten Koeffizienten wird mit Hilfe des
Blocking Verfahrens von Liischer und Weisz durchgefiihrt und ist in Kapitel
(4) beschrieben. Er liefert unter anderem den Zwei Loop Koeffizienten der
Storungsreihe.

Die numerische Berechnung der Kopplung mit der finite step Methode
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und die prinzipielle Vorgehensweise zur Berechnung der Storungsreihe agrs
in ap werden in Kapitel (5) und (6) diskutiert.

Mit diesen Ergebnissen kann die Kopplung a;;5 bei groflen Energien, wie
der Masse des neutralen Eichbosons der Elektroschwachen Theorie mz, be-
rechnet werden (Kapitel 7.1). Mit der Callan Symanzik S-Funktion (Kapitel
7.2) 148t sich der mit der Kopplung a7z assoziierte Parameter A= (Kapitel
7.3) bestimmen. Mit der Stérungsreihe konnen weitere Zwei Loop Relationen
zu nackten Kopplungen aufgestellt und diskutiert werden (7.4). Die in dem
Zusammenhang des Kontinuumslimes auftretenden Gréfien werden stérungs-
theoretisch in Kapitel (7.5) untersucht.

In der Zusammenfassung (8) wird das Ergebnis der Arbeit im Rahmen
des Programmes der ALPHA Kollaboration diskutiert, die mit Hilfe des
Schrodinger-Funktionals weitere Ergebnisse erzielen konnte. Die Erweiterung
des Schrédinger-Funktionals auf Fermionen und die dort benétigte Stérungs-
theorie bildet in Kapitel (8) einen Ausblick auf die zukiinftige Arbeit.

In den Anhéngen (A-D) werden verschiedene Definitionen und Details
prisentiert, die sich nur hinderlich in den Text der Arbeit einfiigen lieflen.
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Kapitel 2

Das Schrodinger-Funktional

Wir beginnen mit der formalen Definition des Schrodinger-Funktionals im
Hamilton Formalismus. In der im Folgenden angenommenen temporalen Ei-
chung! ist die Theorie durch die Randbedingungen zur Zeit 2° = 0 und 2° =
T', den kanonischen Vertauschungsrelationen zwischen den Feldvariablen und
einem Hamiltonoperator definiert.

Um die finite-size Eigenschaften des Systems zu untersuchen, wihlen wir
einen kubischen, periodischen Raum mit der Kantenldnge L. Die Eichfel-
der sind durch die L-periodischen Vektorpotentiale Ay (z) mit Werten in der
Lie-Algebra der SU(N) gegeben. Eichtransformationen A(z), auch mit Wer-
ten in der Lie-Algebra der SU(N), werden ebenfalls periodisch gewihlt, so
daf unter einer Eichtransformation der Eichfelder diese Eigenschaft erhalten
bleibt

Ap(z) — AY(2) = A(@) Ap(z)A (o) + A(2)0pA () (2.1)

In der Schrodinger Darstellung sind quantenmechanische Zustinde Wel-
lenfunktionale 1)[A] von Feldkonfigurationen. Ein Skalarprodukt ist gegeben
durch

W = [ Daviana).  pa=[laue. @2

)

Hier ist mit d A, das normierte, invariante Mafl der SU (V) gemeint. Lediglich
eichinvariante Zustdnde, also solche fiir welche

Y[AY] = y[A] (2:3)

1A0:0

11



fiir alle A gilt, sind physikalisch. Offensichtlich wird ein Wellenfunktional
[ A] auf den physikalischen Unterraum projiziert durch

Py[A] = / DA[AY, DA =T dA(). (2.4)

Die Gruppenelemente der Eichfelder Af(x) kénnen als Operatoren inter-
pretiert werden. Die kanonisch konjugierten Feldvariablen sind die Kompo-
nenten des farbelektrischen Feldes

1 9

¥ =—-—. 2.5
0k (.Z') i (SA% (.Z') ( )

Die farbmagnetischen Komponenten des Feldstirketensors? sind
Fii(z) = 0c A} (z) — QA () + [ AL (2) Af () (2.6)

und der Hamiltonoperator lautet
9 1
i [ e { SR+ R @D
0

wobei g2 die nackte Kopplung ist.

Die Randbedingungen bei 2° = 0 und T sind durch ,scharfe”, oder 4-
funktionsartige Zustdnde bestimmt. Sie sind formal durch einen, dem klas-
sischen Eichfeld Cjy(x) assoziierten Zustand |C) gegeben, fiir den fiir alle
Zusténde v gilt

(Clp) = ¥IC]. (2.8)

Die eichinvariante Projektion des Zustandes |C') kann mit dem Projektor aus
Gleichung (2.4) ermittelt werden. Das euklidische Schriodinger-Funktional ist
nun definiert durch

Z[0,C"] = (C"| exp(—HT)P|C) . (2.9)

Die hier présentierte euklidische Version des Schrédinger-Funktionals kann
im Prinzip mit Hilfe einer Wick-Rotation [17]-[19] in den physikalischen
Minkowski-Raum iiberfiihrt werden, was im Folgenden jedoch nicht benétigt
wird.

Aus der Spektraldarstellung mit einer normierten Basis der eichinvarian-
ten Energieeigenzustidnde 1),

Z[0,C" = exp(=E,T)y[C'l¢a[C] (2.10)

’Die fo° sind die Strukturkonstanten der Eichgruppe.
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ist die Eichinvarianz des Schrodinger-Funktionals beziiglich der Randbedin-
gungen ersichtlich.

Um die Kopplung g2, zu definieren, ist die Wahl von Randbedingungen
notwendig. Wir beschrinken uns auf konstante, abelsche und fiir alle rdum-
liche Richtungen gleiche Randfelder. Die Felder der SU(3) Eichgruppe sind

€ = L diag(d1, 6o, ) (211)
C' = Zding(¢h. 65, 9%) (2.12)
) 4 2 2
= %dla’g(_?ﬂ- - ¢17 ?ﬂ- - ¢37 ?ﬂ- - ¢2) )

wobei die ¢; lineare Funktionen eines dufleren Parameters 7 sind. Die konkrete
Wahl der ¢; ist im Anhang (C) auch fiir die SU(2) angegeben. Die Skala L
des Randfeldes ist gleich der Grofle der rdumlichen Ausdehnung gewihlt, so
wird keine zweite Skala eingefiihrt.

Die eichinvariante Information des Randfeldes ist nur in den Wilsonloops,
die sich durch die rdumlichen Rénder winden, enthalten. Sie sind unabhéngig
von der Skala L.

Mit Hilfe der effektiven Wirkung

C(n. L) =~ In(Z(n, L)) (2.13)

und deren Ableitung nach dem Parameter n des Randfeldes

(L) = _a% In(Z(n, L)) (2.14)

n=0
wird die Kopplung definiert

el =07 -

(2.15)

Sie ist ausschlieflich von der Skala L abhiingig und kann als eine ,running*
Kopplung identifiziert werden. Mit dieser Definition ergibt sich aus der Ent-
wicklung von ['(L) = 1/g3T¢ + I'1 + g3l's + ... eine normierte Entwicklung
der Form

92:(L) =g+ O(gy) - (2.16)

Dies vereinfacht storungstheoretische Relationen zu anderen Kopplungen.
Die Ableitung in Gleichung (2.14) wird im Folgenden bei allen Gréfien durch
" dargestellt.
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Wir wenden uns nach der formalen Definition des Schrodinger-Funk-
tionals mit Hilfe der Hamilton Formulierung der Pfadintegralformulierung zu.
Diese ist Ausgangspunkt fiir die in den numerischen Berechnungen verwende-
te Gitterformulierung (Kapitel 2.2). Die storungstheoretische Untersuchung
der Kopplung ¢2— ist ebenfalls in der Pfadintegralformulierung vorteilhaft.

Mit der Regularisierung (Kapitel 2.1 und 2.2) des Pfadintegrals werden
die Divergenzen der Theorie parametrisiert. Damit ist die notwendige Renor-
mierung der Divergenzen moglich.

Es ist allgemein angenommen, dafl die Renormierbarkeit von Quanten-
feldtheorien unabhéngig von der Regularisierung ist. Fiir die behandelte
Yang-Mills Wirkung ist in der dimensionellen Regularisierung und der Gitter-
regularisierung die Renormierbarkeit zu allen Ordnungen der Stérungstheorie
nachgewiesen [20, 21]. Ein nichtperturbativer Renormierbarkeitsbeweis liegt
nicht vor, es wird jedoch davon ausgegangen, dafl sich die Yang-Mills Wir-
kung in der Gitterregularisierung renormieren 1a8t.

In [15] ist gezeigt, das die Renormierung des Schrodinger-Funktionals im
MS Schema zu erster Ordnung in gy ohne zusiitzliche Renormierung der
Randfelder auskommt. In der zweiten Ordnung der Stérungstheorie ist in [16]
numerisch gezeigt, dal das Schrédinger-Funktional der SU(2) renormierbar
ist. Die vorliegende Arbeit liefert diese Aussage fiir die SU(3). Es ist aus
der Arbeit von Symanzik in der ¢* Theorie und Argumenten der Plausibi-
litdt zu erwarten, dafl auch in hoheren Ordnungen in gy, das Randfeld keine
Renormierung erfahrt.

2.1 Die dimensionelle Regularisierung

Fiir die dimensionelle Regularisierung wird, von ganzzahligen Dimensionen
ausgehend, die Theorie fiir Dimensionen aus der komplexen Ebene durch eine
analytische Fortsetzung formuliert. Eine Entwicklung um d = 4 regularisiert
die Divergenzen.

Im Allgemeinen wird bei der dimensionellen Regularisierung in der Im-
pulsraumdarstellung der Feynmandiagramme eine Bogolubov-Schwinger Pa-
rametrisierung der Propagatoren gewéhlt. Diese ermoglicht die Impulsraum-
integration in d Dimensionen auszufiihren. Die so gewonnene Bogolubov-
Schwinger Darstellung der Feynmandiagramme liefert die analytische Fort-
setzung der Dimensionsabhéngigkeit.

Fiir das Schrodinger-Funktional ist diese Methode durch die Form der
Propagatoren und Vertizes nicht anwendbar. In [22] ist eine Methode im
Ortsraum ausgearbeitet, die fiir den Renormierbarkeitsbeweis zu erster Ord-
nung der Stérungstheorie des Schrédinger-Funktionals verwendet wurde.
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Mit Hilfe des Renormierungsschema ,,Minimal subtraction® ergibt sich
die Entwicklung von g2, in ¢2~. In [15] ist der Ein Loop Koeffizient mit
dieser Methode bestimmt worden. Er stimmt mit dem Koeffizienten iiberein,
der durch die Entwicklung von g2, und g2~ in der Gitterkopplung gewonnen
wurde.

Der Aufwand dieser Stérungsrechnung ist insbesondere fiir héhere Ord-
nungen sehr grof, so daf} die dimensionelle Regularisierung des Schrodinger-

Funktionals im weiteren nicht betrachtet wird.

2.2 Die Gitterregularisierung

Mit der Formulierung des Schrédinger-Funktionals auf dem Gitter wird ein
Ultraviolettcutoff a eingefiihrt, der die Eichinvarianz erhélt. Die resultierende
Gitterformulierung besitzt abzéhlbar unendlich viele Freiheitsgrade. Mit der
Hilfe von Monte Carlo Simulationen, die Systeme mit endlich vielen Freiheits-
graden numerisch integrieren, ist ein nichtperturbativer Zugang gegeben. Da-
zu mufl der Limes a — 0 durch eine Sequenz von Simulationen durchgefiihrt
werden. Die Gitterformulierung ist nicht eindeutig. Es wird im Folgenden
eine Standardversion diskutiert.
Das Schrodinger-Funktional ist mit Hilfe der Gitterpunkte

zeN={z=(2°%)z" €{0,a,....,(L—0a)},z° € {0,a,...,T}}(2.17)

definiert, also mit einem 4 dimensionalen hyperkubischen Gitter (7' = L) mit
dem Gitterabstand a.
Die zentralen Objekte sind die Links oder Paralleltransporter

U(z,z + 1) =U,(xz) € SU(N) (2.18)
=P exp <a /1 dtA,(x +tﬂ)> , (2.19)

wobei fi ein Vektor der Lénge a in Richtung p ist. Gleichung (2.19) stellt die
Verbindung zwischen Kontinuum und Gitterformulierung her. Die zeitartigen
Links Up(z) sind fiir 0 < 2% < T definiert, die raumartigen Links Uy (z) fiir
0 < 2° < T. Die Gesamtheit aller Links U, () soll als U bezeichnet werden.
U ist ein Element des Funktionenraumes #, der Funktionen A — SU(N).
Hier bezeichnet A alle Ort- und Richtungspaare fiir die die Links definiert
sind, also alle Links innerhalb von A.

Die Zustandssumme wird als Integral iiber alle Linkvariablen formuliert,
welche den Randbedingungen

Us(2°, ) :{ W(C) = explaCi(d)) " =

W(C") = exp(aC'(7)) 20— T (2.20)
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gentigen.
Eine Eichtransformation mit Q : A — SU(N) wirkt auf die Links durch

USH(z) = Qz)U,(2)Qz + 1)+ . (2.21)

Sie muf} die Randfelder W(C) und W (C") invariant lassen. Dies ist durch
die Forderung Q(0,#) = « und Q(T, %) = &', wobei x und «' konstant und
diagonal sind, erfiillt.

Entsprechend der Wilson Wirkung wird mit den Plaquettevariablen

U (&) = Up(@)U, (& + @)U &+ U, ) | (2.22)
deren Spur eichinvariant ist, die Wirkung definiert als

S[U] = gig S w(p)te(l-Uy) (2.23)

wobei die Summe iiber p alle orientierten® Plaquetten meint. Das Gewicht
w(p) ist auBer fiir die Plaquetten, die das Randfeld kontaktieren, eins. Wir
werden spéiter sehen (Kapitel 2.2.1), da8 durch geeignete Wahl von w(p) der
Kontinuumsgrenzwert mit einer Rate proportional zu a? erreicht wird. Das
Schrodinger-Funktional auf dem Gitter ist nun

Z[c", O] :/DUexp(—S[U]), DU =[[dU.(x)  (2.24)

T,p

mit dem Haar-Mafl der SU(N) Lie-Gruppe. Das Schrodinger-Funktional ist,
auch in der Gitterformulierung, als von den Kontinuumsrandfeldern C' und
C" abhéngig zu betrachten.

In der hier beschriebenen Gitterformulierung wird im Gegensatz zu der
Kontinuumsformulierung kein expliziter Projektor auf eichinvariante Rand-
bedingungen benétigt. Die Projektion ist durch die Integration iiber die zeit-
artigen Eichfelder Uy(z) realisiert.

Fiir die Wilson Wirkung ist gezeigt, dafl eine positive Transfermatrix T,
auch fiir a # 0, existiert

Z[C", Cl= (W (C")|T"/"PIW (C)) . (2.25)

Aus dieser Darstellung ist eine Spektraldarstellung auf dem Gitter? abzulei-
ten, die fiir alle Werte von a giiltig ist.

3positiv und negativ orientiert!
4Analog zu Gleichung (2.10).
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2.2.1 Der Kontinuumslimes

Fiir numerische Rechnungen in der Gittereichtheorie kénnen nur endlich viele
Freiheitsgrade verwendet werden. Eine Extrapolation zu a — 0 ist notwendig.
Es ist daher von Vorteil, die Theorie so zu formulieren, dal der Kontinuums-
limes anstatt mit einer Rate proportional zu a mit a? erreicht wird.

Nach Symanzik’s Analyse [23], [24] der a Abhéngigkeit von Feynmandia-
grammen der ¢* Theorie in der Gitterregularisierung ist auch fiir die effekti-
ve Wirkung des Schrodinger-Funktionals ein Beitrag zur [ Loop Ordnung in
Storungstheorie I';(n) von der Form

0 [

() = Z Z Limn (n)a™ In" (a) (2.26)

m=0 n=0

zu erwarten. Die logarithmischen Divergenzen (m = 0 und n > 0) wer-
den durch die Renormierung der Kopplung gy absorbiert. Die Verbesserung
des Kontinuumslimes zu der Ordnung O(a?) ist in der Stérungstheorie mit
['1n(n) = 0 fiir alle [ und n dquivalent.

Symanzik hat fiir die ¢* Theorie mit periodischen Randbedingungen in
(25, 26] die Verbesserung beschrieben. Fiir Eichtheorien mit periodischen
Randbedingungen ist in [27, 28, 29, 30, 31, 32] ausgearbeitet, da} die Wir-
kung um Operatoren der Dimension 5 erweitert werden muf}, um einen Konti-
nuumslimes der Ordnung O(a?) zu erhalten. Diese Operatoren sind mit einer
von g2 abhingigen Funktion zu gewichten.

Fiir die Wilson Wirkung ohne Fermionen sind keine eichinvarianten Ope-
ratoren® der Dimension 5 moglich, so daf die Wilson Wirkung mit periodi-
schen Randbedingungen (Gleichung (2.23) mit w(p) = 1) den Kontinuums-
limes mit einer Rate proportional zu a? erreicht.

Die Situation im Schrodinger-Funktional ist wegen der Randbedingungen
komplizierter. Es sind Operatoren der Dimension 4 zu betrachten, die aus
einer Summe iiber die Rénder (¢ = 0,7") gebildet werden. Es liegen zwei mit
der Eichsymmetrie vertrigliche Operatoren vor

Oy=Y trUp(t. @) + trUpo(t, ) t=0it=T-1, (2.27)
Z,k
0, = trUylt, &) t=0;t="T. (2.28)

ik

SEichinvariante Operatoren sind grundsétzlich aus der Spur iiber Wilson Loops zu
formulieren.
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Eine Parametrisierung des Gewichtes w(p) in Gleichung (2.23) durch

z¢5(gg) falls p eine raumartige Plaquette bei ¢ = 0 oder
t = T indiziert,
w(p) =1 c(g3) falls p eine zeitartige Plaquette bei t = 0 oder (2.29)
t =T — 1 indiziert,
1 sonst

liefert die notwendige Gewichtung der Operatoren O; und O;. Die nichtper-
turbative Bestimmung von ¢; und ¢, ist prinzipiell méglich. Die Koeffizienten
der perturbativen Entwicklungen sind durch

cilgy) =i+l gs + g + . (2.30)
Cs (gg) = cgo) + cgl)gg + c§2>g§ + ... (2.31)

definiert. Bei den in Kapitel (5) vorgestellten numerischen Simulationen des
Schrodinger-Funktionals wurde die jeweils bekannte perturbative Entwick-
lung von ¢; zur Ordnung g2 verwendet.

Eine Berechnung der klassischen Wirkung liefert:

= % =1 fiir SU(N) . (2.32)

Durch die rdumlich konstanten und abelschen Randfelder verschwindet O,
und die Betrachtung von ¢, wird iiberfliissig®.

Die Verwendung der Koeffizienten aus Gleichung (2.32) fiihrt fiir die Ent-
wicklungskoeffizienten der effektiven Wirkung auf

Lii(n)=0. (2.33)

Aus dem storungstheoretischen Verbesserungsprogramm folgt, daf fiir eine
Wirkung, die Ordnung O(a) verbessert ist zur n-ten Loop Ordnung

Fll(lfn) =0mit!{—n Z 0 (234)

gilt.

6Der Wert von cgo) wurde mit Hilfe eines selbstdualen Randfeldes berechnet.
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Kapitel 3

Storungsentwicklung in der
Gitterformulierung

Fiir die Stérungsentwicklung mufl zunéchst das absolute Wirkungsminimum
gefunden werden. Das sich aus den Randfeldern aus Gleichung (2.11,2.12) er-
gebende Hintergrundfeld, um welches die Felder zu entwickeln sind, ist bis auf
Eichtransformationen eindeutig. Mit konstanten und abelschen Randfeldern,
die in der Fundamentalen Doméne liegen

(ba < ¢o¢+1 ) |¢o¢ - ¢[3| <27 (31)

ist in [15] bewiesen, das das Hintergrundfeld
0

By=0, By(z)=C+ %(O’ e) (3.2)
fiir
TL 9 1

ein absolutes Minimum ist. Es ergibt sich fiir N=2:T=L > 4 und N =3:
T =1L > 5. Die Ungleichung (3.3) ist nicht physikalisch interpretierbar, sie
erscheint als technisches Detail des Beweises. Der konstante Feldstarketensor
des Hintergrundfeldes ist

1 .
Die Links und Plaquetten des Hintergrundfeldes sind

Vo(z) =1, Vi(x) =exp(aB(z)) , (3.5)

Vii(r) =1, Viyi(z) =exp(a®Gy;) , 3.6)

V. (r) =exp(a®G,) . (3.7)
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Mit den in dem Anhang (C) definierten Parametern wy, #; und n der
Randfelder und der in Anhang (A) angegebenen Elemente der Darstellung
T7 der su(3) Lie-Algebra ergibt sich fiir die SU(3)

By () =C + 2°yT" mit (3.8)
2 2w
V=TT <? + 61 +nw1> . (3.9)

Die rdumlichen Komponenten der Links und die zeitartigen Komponenten
des Feldstéarketensors des Hintergrundfeldes sind

Vi(z) = exp(aC + ax’yT") , (3.10)
Goi(r) =T . (3.11)

Fiir die SU(2) Eichtheorie ergibt sich das Hintergrundfeld, welches im
Anhang (C) definiert ist, zu

Bi(z) =C + 2°yT" mit (3.12)

V=g (74 2061 + ) | (3.13)

wobei T? ein Generator der in Anhang (B) definierten Darstellung der su(2)
Lie-Algebra ist. Entsprechend folgt

Vi(z) = exp(aC + az’yT°) , (3.14)
Goi =T . (3.15)

Um die Notation einfach zu gestalten wird bei v und anderen von der Gruppe
SU(N) abhingigen Grofien der Gruppenindex unterdriickt. Diese Konvention
ist insgesamt der Lesbarkeit der Formeln forderlich.

Die Links U,(z)e SU(N) werden durch Elemente der Lie-Algebra ¢,(z)¢e
su(N) so parametrisiert, daf§ fiir ¢,(x) = 0 gilt: U,(z) = V,(z). Wir setzen
an

Un(z) =exp(goaqu(z))Vyu(z) , (3.16)
4u(T) = o (2)T7 . (3.17)

Die Gesamtheit aller g, ,(z) bezeichnen wir analog zu U mit ¢. Entsprechend
zu H bezeichnen wir den Raum der Funktionen A — su(N) mit Ly,

Das Haar-Maf} in Gleichung (2.24) muf} als Integrationmafl iiber ¢ ent-
wickelt werden

AU, () = p(gu(2)) || ddc (3.18)
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mit dem zu bestimmenden Gewicht p. Betrachten wie die Parametrisierung
eines Elementes der SU(N) Lie-Gruppe durch exp(q). Die Invarianzeigen-
schaft von Integralen iiber die Gruppe mit dem Haar-Maf} entspricht

/ flexp(g))p(q) | [ dgo = / fexp(¢) exp(q))p(q) [ [ da- . (3.19)

wobei ¢' ein weiteres Element der Lie-Algebra ist. Mit der Funktion ¢ (¢, q)
die die Relation exp(q') exp(q) = exp(q”(¢', q)) erfiillt, ergibt sich

[ tespi@nota) [T dao= [ sexata @ a)ota) [T (3.20)
/fexp " (”|det( >|Hd” (3.21)

nach einer Variablentransformation. Das Gewicht erfiillt daher die Relation

"

p(g) = plq"| det (%qq ) } (3.22)

Die Determinate der Matrix

por(q) = <exp( q) 4 exp(q + tT7)

o to) ) (3.23)

erfiillt genau diese Eigenschaft und definiert so bis auf eine irrelevante Kon-
stante das Haar-Maf}. Es kann gezeigt werden, dafl

por(q) = E(Ad(q))sr (3.24)
gilt, wobei
> 1
= nz::O CEE (3.25)
und
Ad(q)q' =[q.q] (3.26)

verwendet wurden. Fiir die perturbative Entwicklung ist es von Vorteil
Sin(g) = trlog(B(Ad(q))) (3.27)
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einzufithren. Das Haar-Ma#f fiir einen Link, parametrisiert durch Gleichung
(3.16), folgt zu

dU, () = exp(Sm(goaqy(x))) [ [ dau.o (=) - (3.28)

Hier ist von der Invarianzeigenschaft aus Gleichung (3.19) des Haar-Mafes
Gebrauch gemacht worden, um die Abhéngigkeit von dem Hintergrundfeld zu
eliminieren. Die Entwicklung von S, in gy wird in Kapitel (3.3.2) diskutiert.

Eine Eichfixierung ist in der Storungstheorie notwendig, um Nullmoden
in dem Gluonpropagator zu vermeiden [33]. Die in Kapitel (2.2) eingefiihrten
Eichtransformationen €2 lassen die Randfelder invariant. Die konstanten abel-
schen Eichfunktionen transformieren das gesamte Hintergrundfeld V, invari-
ant. In [15] ist gezeigt, daBl keine weiteren Eichtransformationen existieren,
die diese Eigenschaft haben. Fiir die Eichfixierung sind die konstanten Eich-
freiheitsgrade nicht relevant, da sie keiner Anregung des g-Feldes entsprechen.
Wir definieren daher G als den Raum aller Eichfunktionen Q : A — SU(N)
mit!

Q(0, %) = exp(k) mit x € Cyr und konstant , (3.29)
T, &)=1. (3.30)

Entsprechend ¢ fithren wir

Q(z) =exp(gow(z)) , (3.31)

w(0,7) =k € Cy und konstant , (3.32)

w(T,Z)=0 (3.33)

ein und bezeichnen analog zu £ den Raum aller Funktionen w : A — su(N)

mit den Eigenschaften aus Gleichung (3.32) und (3.33) als Lg.
Eine Eichtransformation w wirkt auf ¢ durch:

qu(z) = ¢ (7) = qu(z) + Dyw(z) + O(w?) (3.34)
mit der kovarianten Ableitung D,

1

D, f(@) == (V@)@ + @)V, (o) = [ (@) (3.35)

Wir definieren weiter den Operator d : Lg — L4 durch
(dw),(z) =D,w(z) . (3.36)

1Cy ist die Cartan’sche Subalgebra der SU(N)
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Es gilt Kern(d) = 0. Es ist niitzlich, Skalarprodukte auf £ und Lg ein-
zufithren

(q,7)=a* Z 0, (T)ruq (), (3.37)
U,(a:,u)efx

(w,r)=a* Y w(@)rq(z) . (3.38)

o,xEA

Die generelle Eichfixierung auf dem Gitter ist in [34] fiir die Storungs-
theorie ausgearbeitet. Sie basiert auf einer differenzierbaren Funktion, F' :
H — Lg, die in einer e-Umgebung A des Wirkungsminimums V' definiert ist
und fiir die F(V') = 0 gilt. Fiir alle Konfigurationen U aus der e-Umgebung
existiert genau eine Eichtransformation 2, so da§ F(U®) = 0 ist. Weiterhin
muf die Determinate des linearen Operators L(U) : Lg — Lg

L(U)w=6,F(U) (3.39)
a ~
=w, =—F(U%) (3.40)
Ow, Q=exp(@,T7)=1

ungleich Null sein. Hier ist die Zerlegung w = w, T beziiglich der Generato-
ren T verwendet worden.

Wir erkldren die Abbildung F' mit Hilfe der Parametrisierung von U aus
Gleichung (3.16) als lineare Funktion von g

A

F(Ulg))=d*q=F(q), (3.41)

wobei —d* der zu d beziiglich des Skalarproduktes aus Gleichung (3.37) ad-
jungierte Operator sein soll. Aus dieser Definition von d* folgt, unter der
Beriicksichtigung, daff Kern(d) = 0 ist,

D% q,(x) 0<2'<T,
d*q(x)=q 1z 2 ;a9 D]ep a=pund 2’ =0, (3.42)
0 sonst bei 20 = 0,T

mit der kovarianten Ableitung

Dif ()= (f(a) = V() f = Vi) (3.3

Es ist in [34] bewiesen, daf
/ DUF(U) =k /N DU F(US(F(U)) det (L(TT)) (3.44)
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fiir Funktionen f gilt, die nur fiir U € N ungleich Null sind. Dies ist wei-
terhin giiltig, wenn die 6-Funktion durch o0(F(U) — Z) ersetzt wird. Z ist
aus Lg mit (Z,7) < e. Eine Integration iiber Z mit einem gauflischem Ge-
wicht g3 /Ao darf ausgefiihrt werden, da die linke Seite von Gleichung (3.44)
unabhingig von Z ist. Die Menge N ist gegebenfalls weiter einzuschrinken.
Insbesondere ist durch die Parametrisierung von U in Gleichung (3.31) si-
cher gestellt, dal U in der Storungsentwicklung in einer geeigneten Menge
N liegt. Die Darstellung der Determinate durch Grassmann-Variablen fiihrt
in dem Pfadintegral zu dem Beitrag

/DEDC exp(—Syrlg] — Srprlg, ¢, c]) mit (3.45)
Ssld) = 55 (F(0). Fla)). (3.46)
Srpla. e ¢ = —(¢,0.F(q)) . (3.47)

Die Eichfixierung fiihrt zu einer BRS-Invarianz [35], [36] des Pfadintegrals.
Sie spiegelt die Eichsymmetrie der Yang-Mills Wirkung wieder.

Bevor wir die Propagatoren und Vertizes diskutieren, ist ein Blick auf die
Randbedingungen hilfreich. Aus der Parametrisierung (3.16) folgt:

0= Qk(ovf) ) 0= qk(ovﬁ) ) (348)
0= Qk(Tv f) ) 0= qk(Tvﬁ) : (349)

Die mit ~ bezeichneten Grofien sind die raumlich Fouriertransformierten

q(p) = Z exp(—iZp)q() . (3.50)

Die Gleichung (3.42) ist dquivalent zu
d*q(r) =D, q.(r) , (3.51)

wenn wir das Feld ¢ auf x = (—1,%) und (7, ) fiir die p = 0 Komponente
erweitern und geeignete Randbedingungen stellen. Es sei betont, daf} die
neuen Komponenten keine physikalische Relevanz besitzen, sie erleichtern
lediglich die Formulierung der Randbedingungen. Der Operator Dy, ist mit
dem erweiterten Feld ¢ fiir alle x € A erklart.

Wir erhalten somit im Impulsraum die Randbedingungen?

G0,0(0,P) =G0 (—1,p) o & Cy oder ﬁ;ég,
oo (—1,p) =0 c€Cyundp=0, (3.52)
qU,U(Tvm:qU,a(T_ 1,m .

In diesem Kapitel steht o € Cpr fiir ¢ mit T? € Cnr = Cartan’sche Subalgebra.
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Die Randbedingungen fiir die Ghostfelder sind festgelegt durch die Dar-
stellung der Determinate L(U) als Funktionalintegral {iber ¢ und ¢ und
durch Gleichung (3.32) und (3.33). Weil die nicht verschwindenden Mo-
den von L(U), iiber die zu integrieren ist, die Eichmoden von der Form
¢, = D,w sind, ergeben sich mit den Randbedingungen an ¢ die Randbedin-
gungen D, c,(r) = g, () fiir c. Die Randbedingungen koénnen durch ein auf
r = (—1, %) erweitertes Ghostfeld bequem formuliert werden

0=¢,(—1,p) o &Cy oder f#0,

0:50(07]5) o &Cy Oderﬁ#_(’)v (3 53)
¢e(0,p)=¢,(—1,p) o €Cyund p=0, '

0=¢,(T,p) ,

wobei die ¢ Komponenten die gleichen Randbedingungen erfiillen.

An dieser Stelle sind alle Beitrige fiir die Storungsentwicklung zu belie-
biger Ordnung im Schrédinger-Funktional definiert. Teilen wir die Wirkung
Sy m|U] aus Gleichung (2.23) in einen von ¢ unabhéngigen Teil Sg, der Wir-
kung des Hintergrundfeldes, und in einen von ¢ abhingigen Teil Sy /[q] auf,
ergibt sich

2(1,1) = [ Doy o) De(a) Do) exp(~Sla.7.c]) (3.54)
Sla,e,c]=Sp + Symlq] + Sulal + Srp(q, ¢, c] + Syrld] , (3.55)

wobei die Integration von ¢ iiber die modifizierte Menge A und die der
Grassmann-Variablen ¢ und ¢ iiber A (siehe Gleichung 2.17) mit den dis-
kutierten Randbedingungen auszufiihren ist.

Die Anteile der Wirkung Sy mit X € {m,Y M, FP, B, gf} mit Ordnung

n in gy werden bezeichnet mit Sg?)

S=S g sy . (3.56)
X,n
Zu der Bestimmung der Koeffizienten c§"> mit n > 0 muf} die Abhéngig-
keit von ihnen explizit gemacht werden. Der Koeffizient cff” = 1 ist nicht
aufgefiihrt. Fiir den Yang-Mills Teil der Wirkung Sy, definieren wir
n n,0 k n,k
SP=svr D dPsiny (3.57)
1<2k<n+1
Aufgrund der Relation
g = Lo 20 2 1) a2y 4 ol

5= 278 (1+ T(rot + 90¢i)) + O(g0) (3.58)

0
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aus Kapitel (3.3.4) ist die Abhéngigkeit der Wirkung des Hintergrundfeldes

Sp von ¢! trivial

2 _
g ="M TSy nzo0. (3.59)

Aus 51(/0 ]’\91) +S g}) wird der Gluonpropagator und aus Sﬁ?} der Ghostpropagator

bestimmt. Die Vertizes sind durch S%)/[, S}n,l und S fiir n > 0 gegeben. Die

Wirkung Sé_z) ist analytisch zu berechnen. Die Terme bis zu Zweiter Ordnung
in gy sind im Folgenden fiir die Zwei Loop Entwicklung der Kopplung ¢sp
zusammengefafit. Die Gitterkonstante a ist fiir die folgenden Kapitel gleich
eins gesetzt.

3.1 Storungsentwicklung zu zweiter Ordnung

Die einzelnen nichtverschwindenden Beitrige bis zur Ordnung g3 sind
)
SO =50 + 58, + 59 + 59,
SW =cVSyil + Syad + Spp
S® =cVSEY + S5 + SEh+ 5P+ 5

Die Anzahl der Gluon- und Ghostlinien der Vertizes sind in Tabelle 3.1 an-
gegeben. Die Beitrdge der Entwicklung der effektiven Wirkung

['=gy%Co + 1+ gola + O(gp) (3.64)

sind durch die Kontraktion (), beziiglich der Gluonpropagatoren H und
Ghostpropagatoren G ausgedriickt

Ly=502 =55% (3.65)
I = —% Indet () + In det(G) | (3.66)
= <S<2> —~ %s<1>s<1>> : (3.67)
0
Die mit 'y normierten Beitréige zu der Kopplung g2, bezeichnen wir mit
y = —E—i , (3.69)
My = —E—:z . (3.69)
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Vertex | Gluonlinen | Ghostlinen
Sihy 1 0
S 2 0
S0 3 0
S0 1 0
s 1 2
52 2 2

S 2 0

Tabelle 3.1: Die Anzahl der Gluon- und Ghostlinien der Vertizes.

Die Entwicklung der Kopplung ist
g2r(L) = g5 +ma(L)gs + {ma(L) +mi(L)*} g5+ O(g5) . (3.70)

Die Abhéngigkeit von den Koeffizienten 051) und 052) wird durch

mi(L) +c'mb (L) , (3.71)
ma(L) =m3(L) + i mb(L) + [cg”] mg(L) + Pmi(L) (3.72)

2
=
i

parametrisiert, wobei die Koeffizienten m;* gegeben sind durch

., 101 2
"= 5mdet(H) — Indet(G) s mh = —7 (3.73)
0 n=0
1
my =~ {Do + Dy + Dy + Dy + Dy + Dy + Dip + Dy}, (3.74)
0
D/ —|—D’ —|—D/ D/ 2
b 7 c d

Hier ist die Relation aus Gleichung (3.59) in m? und mg beriicksichtigt wor-
den. Die Graphen zu den Feynmandiagrammen D; sind in Abbildung 3.1
angegeben.

3.2 Die Propagatoren

Die quadratischen Formen der Felder in S, der Wirkung Nullter Ordnung
in go, definieren die inversen Propagatoren.
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STTO00000000000% Dy = 550 st

mm@ Dy = —SLY L0

SOTTOY  » D; = -S4 s

2
Dy = -1 [Si(/l]’\g)] Big Mac

\ rmm@ Dy = —S{47S8h

e N 9
¥0000 Dy = —%[SFh| Big Mac
\ /
¢ s0000% b Dy = —1SEpSeh

Abbildung 3.1: Die Feynmangraphen: Gestrichelte Linien symbolisieren
Ghostpropagatoren, gewundene Gluonpropagatoren. Ausgefiillte Kreise stel-
len Vertizes dar. Diagramme mit Randfeldvertizes, die durch graue Kreise
gekennzeichnet sind, liefern einen Beitrag zu m$ oder ms.
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Fiir den Gluonpropagator ist dies die Wirkung S$ ]’\2) + S;?c) und fiir den
Ghostpropagator Sg)})g. Wir definieren

(Go(2)0," ())o = Hp o " (2, 1) (3.76)

(Co(2)2(y))o =G, (z,y) - (3.77)

Beide Propagatoren, der Gluon- und der Ghostpropagator, sind diagonal in
der Root-Basis (Anhang A und B) der su(N). Daher ist im Folgenden der

Farbraumindex unterdriickt.
Der Gluonoperator setzt sich aus zwei Beitrdgen zusammen

(L19)u(2) = (D1g) (@) = (Aodd’q),(2) | (3.78)

wobei sich aus der Entwicklung der Wirkung S$ ]’\2) fiir einen konstanten und
abelschen Gluonfeldstdrketensor G, ergibt

Alq Z {cosh(G ) * [=D;Dyqu(x) + Dy Dyuqy(x)]
vEL
—sinh(G,w) * 2¢.(z) + (D}, + D,)qu(z) + D;,D,q,(z)]} . (3.79)

Das x Produkt ist im Anhang (D.1) definiert. Fiir verschwindendes Hinter-
grundfeld geht der Operator in den bekannten Ausdruck®

~

(Lrg)u(2) =) _{=0;00qu(2) + 80,4, (x)}

vEW

iiber. Die mit dem linearen Operator assoziierte Matrix ist definiert durch

S At F — P, (0 5) = (D1), (@) (3.80)

vty

Die rdumliche Translationsinvarianz ist in der Definition beriicksichtigt. Bei
der Transformation in den Impulsraum muf} der natiirliche Aufpunkt der Fel-
der beriicksichtigt werden, um einen reellen Operator zu erhalten, er liegt in
der Mitte zwischen den Endpunkten der Links. Durch eine Phasentransfor-
mation werden die Felder auf das Gitter A transportiert

_ i fir p=0,
Futt,p) = {exp@(pﬂ + B,(1))) sonst .

Die Funktion f3,(¢) ist im Anhang (C) definiert. Mit Gleichung (C.10) wird
die Definition der Phasentransformation (2.18) als Paralleltransporter fiir

(3.81)

30, und 0, sind gleich Dy und Dj, fiir verschwindendes Hintergrundfeld.
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einen halben Gitterabstand physikalisch plausibel. Die Phasenverschiebung
und die gewohnliche Fouriertransformation (Gleichung 3.50) liefert uns die
Matrix des Gluonoperators im Impulsraum

Ayt 5) = Pult, D)™ Ay (8,8 DB, (¢, —p) . (3.82)

Fiir die fourier- und phasentransformierten Groflen verwenden wir die Be-
zeichnung ~. Die Fouriertransformation wurde bisher nur in Kapitel (3) fiir
die Randbedingungen an ¢ (Gleichung 3.48, 3.49 und 3.52) verwendet. Die
Phasenverschiebung wirkt in diesen Gleichungen trivial. Die simultane Ver-
wendung der ~ fiir fouriertransformierte skalare Felder, wie den Ghostfeldern,
fiihrt zu keinen Bezeichnungskonflikten.

Mit den im Anhang (D.2) explizit angegebenen, von p' abhéngigen, reellen
Matrizen A und B ist die Gleichung (3.82) zu schreiben als

Avyw(t,t,5) = A ()01 + B (t)0ry + A, (t— 1)1 - (3.83)

Der Propagator im Ortsraum erfiillt wegen der Phasenverschiebung nicht
die Relationen einer reellen fouriertransformierten Funktion, an Stelle dessen
aber die in Kapitel (3.4) diskutierte C'P-Symmetrie.

Der Ghostoperator und die assoziierte Matrix ergeben sich mit Sg],)) (siehe
Kapitel 3.3.3) zu

(Doc) (w) = —d*de(z) | (3.84)
=" Aot & — e(t' 7). (3.85)

Die Matrix ist im Impulsraum durch

No(t,t,p) =Y e TN (t, 1, ) (3.86)
=—0tp1+8—2 Z cos(pr, + Pr(t))0ry — Opp1e (3.87)
K

gegeben. Die Propagatoren H und G im Fourierraum erfiillen die Gleichungen

5t,f(SM7V = Z Al,up(tv tla mf{py(tla tA, m ) (388)
t'p
0= Dot )G (. 1,5) . (3.89)
tl

Da die Operatoren und Randbedingungen im Impulsraum diagonal sind, gilt
dies auch fiir die Propagatoren. Die Impulsabhéngigkeit wird daher in den
folgenden Formeln unterdriickt.
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Die p = 0, 0 € Cy Komponenten der Propagatoren konnen analytisch
gelést werden

/\—10 (1 4+ min(t,t")) fir p=v=0
é (min(t,?') — %) fir p=v=1, (3.90)
0 fiir p#v

G(t,t',0) =T — max(t,t') . (3.91)

H,,(tt,0)=

Der in Anhang (D.1) definierte, von o und 7 abhingige Koeffizient ¢; er-
gibt sich aus dem in Gleichung (3.79) verwendeten * Produkt. Die Lsungen
erfiillen die Randbedingungen aus den Gleichungen (3.48), (3.49), (3.52) und

—,

(3.53). Davon sind differenziert nach n nur Hj, (t,t',0) = —%ﬁkk(t, t',0) un-
gleich Null.

Fiir alle anderen Komponenten der Propagatoren wird eine Rekursions-
formel in der Zeit verwendet. Sie erlaubt es, den numerischen Aufwand der
Inversionen von Gleichungen (3.83) und (3.87) von der Ordnung 7% auf T zu
senken. Die Methode ist in [37] und [16] allgemein ausgearbeitet. Hier wird
nur der gluonische Teil diskutiert, die Formeln fiir den Ghostpropagator fol-
gen trivial.

Die Methode basiert sowohl auf der Symmetrie des Differenzenoperators

Ayt ) = Ayt 1) (3.92)

als auch darauf, dafl die Randbedingungen bei 2° = 0,T gesetzt sind. Wir
werden die Losung aus den forward ¢/ und backward 1’ Losungen der ho-
mogenen Gleichung® konstruieren. Sie geniigen den Relationen

Yt +1)=—A@) T ABO) Wt (t) + At = 1)), 90 (t = 1)},
Yt = 1) =—A(t = 1) {BO)ptbr (1) + At) ity (t+ 1)} -
Die Randbedingungen des g-Feldes in Gleichung (3.48), (3.49) und (3.52)

konnen als Randbedingungen an die homogenen Losungen ausgedriickt wer-
den. Eine Wahl ist

3)

(3.9
(3.94)

Ja(—1) =60, . (3.95)
1,(0) =00 000 (3.96)
{a(1) =6k, (3.97)
,’ia(T) = 00,0000 » (3.98)

b (T —1)=0pq. (3.99)

“Rechte Seite der Gleichung (3.88) gleich Null.
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Die verschiedenen Losungen zu den Randbedingungen werden mit lateini-
schen Buchstaben a und b indiziert. Entsprechend dem 4 dimensionalen
Raum existieren 4 unabhingige Losungen der vektorwertigen Gréfien ¢/ und
1*. Der Propagator kann aus diesen konstruiert werden

H,,(t.t) =yl (NI () fiir ¢t <t (3.100)
Hy(t,t) =4, ()N2(t) fir ¢ >t

Die Gleichung (3.92) impliziert fiir den Gluonpropagator H

H,,(t,t")=H,,(t'1t). (3.101)
Daraus folgt mit neuen Konstanten N,

gbga(t)Nabgbfjb(t’) fir t<t,

b f " (3.102)
pa(t)Nbad)l,b(t,) fiir t >t

H,,(t,t) :{

Die N, sind so konstruiert, daf} sie zeitlich konstant sind. Dies ist leicht ex-
plizit zu zeigen. Die Auswertung der Definitionsgleichung fiir den Propagator
fiir ¢t = t’ ergibt

N7V =l (8 1) Ay (81 (8) = dha () A ()8 (¢ +1) . (3.103)
Bei der Herleitung wurde vorausgesetzt, dafy der Ausdruck
Yha (0 Ap (007, (E + 1) (3.104)

fiir alle t symmetrisch in @ und b ist. Dies l48t sich aus den Randbedingungen
in den Gleichungen (3.95) bis (3.99) folgern. Aquivalent dazu ist die Symme-
trie eines entsprechenden Ausdrucks fiir die backward Losungen. Die Matrix
N~1ist am bequemsten bei ¢ = 0 auszuwerten und leicht zu invertieren.

Die ebenfalls benétigte n-Ableitung der Propagatoren ist auf eine Sum-
mation mit einem Quellenterm zuriickzufiihren

Z Al,uoc (tv g)ﬁ;u(tAv t,) = Z All,uoz (tv tA)f{au (tAv t,) ) (3105)
ot 2

ot
H,,tt)==> Hu(t.H)A] s(E D He(Et) . (3.106)

af,tt
Eine Analyse ergibt hier, daf G’(%) (t,t, 6) =0 gilt.
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Die Transformation in den Ortsraum ist durch eine Fouriertransformation
und der Phasenverschiebung numerisch implementiert. Die n-Abhéngigkeit
der Phasenverschiebung muf} fiir H' beriicksichtigen werden

1 - ~
Hy (10, 7) = 25 3 e [P’M(t,ﬁ)Hw(t, 9P, —p)  (3.107)
2

+PIL(t’I7) ~/,u/(t7 tlvaV(tla _ﬁ)

+P,(t,p)H, (t, ¢, )P, (', —P)| -
Abschlieflend sei die Notation fiir die Propagatoren den folgenden Gleichun-
gen angepafit. Da sie diagonal im Farbraum sind, ist ein Index ausreichend.

Fiir die Kontraktion mit den Vertizes ist es von Vorteil beide Farbraumindi-
zes nach unten zu ziehen

H/J,I/,O’ (ll?, y) = ]_I/ﬂ/,mrt (ll?, y) = Yoot H/w,ga(xv y) ) (3108)
GO’ (.ZL', y) = Gaat (.T, y) = Goot Go'a (I’, y) . (3109)

Weiterhin ist es von Vorteil, die Propagatoren fiir getrennte zeitliche und
rdumliche Argumente zu definieren. Dabei wird die rdumliche Translations-
invarianz verwendet

Hywo (6, 7), (¢, 9) = Huo (8, 1, & = 5) (3.110)
G ((t, D), (t,9) =Gyt 1.7 — §) . (3.111)

Durch Inspektion der Koeffizienten der Operatoren im Anhang (D.2) ergibt
sich weiter

H#Vva(tvtlvf):m ) (3112)

G (t.t,7) =G (.1, 7) . (3.113)

Das heifit, es miissen ledigich die Hélfte der Propagatoren mit o & Cx be-
rechnet werden.

3.3 Vertizes

3.3.1 Yang-Mills Vertizes

Die Entwicklung der Spur der Plaquetten in der Wilson Wirkung Sy, in den
Feldern ¢ wird vereinfacht durch die Formel

tr[U,] = tr[eFrr e 900D g =90t 0900 o901 Di)av ] (3.114)
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Hier sind alle Ausdriicke am Ort = auszuwerten. Sie folgt aus Gleichung (3.16)
und

(1+ Dy)gy(z) = V() (z + @)V, () - (3.115)

Mit Hilfe von Gleichung (3.114) kann der Gluonoperator A; in Gleichung
(3.79) einfach abgeleitet werden.

Die Entwicklung des Realteils (siehe Kapitel 3.4) wurde mit Hilfe von
MAPLE analytisch durchgefiihrt und kann durch die Tensoren V' ausgedriickt
werden

Rer(U, ]—Zgo Voo (t pv qum z+e;). (3.116)

T “z €

V' ist unabhéngig von Z (Translationsinvarianz) und symmetrisch in den In-
dexzeilen. Nur fiir p; € {p, v} und e; € {f1,0, 0} hat V nicht verschwindende
Eintriage. Die kubische Symmetrie liefert weitere Relationen zwischen den
Komponenten von V.

Fiir die analytische Berechnung einiger Diagramme wird Sl(/l ]’\}) benotigt.
Es ergibt sich

S¢ =" Caia) [Qk,c(la T) — qro(T = 1,7)| , (3.117)
k@
_ [ 2[sin(7y) + sin(y/2)] fiir SU(3)
C(l a) — {2 sin(’y/?) fiir SU(Q) ) (3.118)
¢=1 fiir SU(3) und ¢ = 0 fiir SU(2) . (3.119)

Der Randfeldvertex mit einer Gluonlinie trigt demnach nur das neutrale
Gluon .

3.3.2 Entwicklung des Mafles
Wie aus der Herleitung von S,, in Gleichung (3.28) hervorgeht, ist

= Y Sm(g0gu(=)) (3.120)

(z,m)€A
Sm(qu(x)) = trlog(E(Ad(gogu(z)))) (3.121)
- ——tr(AcF(q#( )+ Ol (3.122)

=3 Z Qo (7) g5 (%) (3.123)
fiir die SU(3). Fiir die SU(2) ist der Faktor 1/8 durch 1/12 zu ersetzen.
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3.3.3 Entwicklung des Fadeev-Popov Termes

Der Fadeev-Popov Term in Gleichung (3.47) enthilt die Variation dx aus
Gleichung (3.40), die nun auch entsprechend auf £ wirken soll

Srplq, ¢, cl=—(¢,d.d*q) . (3.124)
Mit der Entwicklung von d.g, in go
0cqu= D,c+ goAd(q,)c (3.125)
+ [ 2 ad(q,) + 8 (ad(q,))? + 0G| Dye
ergibt sich
Srpl. = —(@ DED,c) + go( D7, Ad(g,) (1 + %D#)c) (3.126)

2
+%(D#E, Ad?(g,) Dyc) + O(g?) .

Mit den Strukturkonstanten f?7” (siche Anhang A.1 und B) und den Kon-
stanten

77" = —2tr(T" Ad(T?)Ad(T)T?) (3.127)
sind die Beitrédge der einzelnen Ordnungen
Sepld =" T(2) D} Dy () (3.128)
e
S, == 3 S Dy () () (14 5Dudefw) , (3.129)
=
SEMas = 5 3 €D, (@) (9)0 (1) Duty () - (3.130)

TgETP

3.3.4 Entwicklung des Hintergrundfeldes
Die Wirkung des Hintergrundfeldes Sp, proportional zu 1/¢32, ist

Sy P =" te(1 - V(@) (3.131)
T, 1V
TL? o 1 A\ e
= 12? sin? (m(qba - qﬁa)) fiir SU(N) (3.132)
a=1

TL3 {sinz(fy/Q) + 2sin®(y/4) fiir SU(3) (3.133)

- 12? 1 — cos(y/2) fir SU(2) -
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Fiir die Ableitung nach 7 ergibt sich

(sin(y) +sin(y/2)) fiir SU(3) ,
2sin(y/2) fir SU(2) .
Da die Plaquetten des Hintergrundfeldes V,,,(z) von z unabhéngig sind und
der Verbesserungskoeffizient ¢; zwei Zeitebenen (bei t = 0,T') gewichtet, folgt

SU = 12w, L? { (3.134)

1 2a 3
Sp=— {1 + = (g2 + gl + . .)] su2 (3.135)
90 T
1 2a Y
5= {1 + g6t + gy + -)] sL (3.136)
0

Die Wirkung S](;Z) ist die klassische Gitterwirkung. Ein Vergleich mit der
klassischen Kontinuumswirkung®

1
s et = 2 / 44 (G (2) G (1)) (3.137)
L N
=32 (ba — 9)° (3.138)
a=1
zeigt
(—2),cont (-2) at

eine Konvergenz der Ordnung O(a*). Fiir andere Hintergrundfelder (z.B.
selbstduale Felder) ist lediglich eine Konvergenz von O(a?®) zu finden. Die
konstanten abelschen Hintergrundfelder fithren zu einem giinstigen Kontinu-
umsverhalten, nicht nur in der klassischen Approximation. Dies hat, unter
anderem, die ALPHA Kollaboration bewogen, konstante abelsche Hinter-
grundfelder zu wéhlen.

3.4 Die Symmetrien

Die Symmetrien des Schrodinger-Funktionals kénnen zu der Reduktion der
Anzahl der zu berechnenden Ausdriicke verwendet werden. Die Poincarésym-
metrie des Schrodinger-Funktionals im Kontinuum ist durch die Randbedin-
gungen gebrochen. Es verbleibt die Drehgruppe O(3) und Translationsinva-
rianz im Raum. Die C, P und T Invarianzen der QCD reduzieren sich auf
eine C'P und eine modifizierte T' Invarianz.

’Das Hintergrundfeld im Kontinuum entspricht B, (t). Es ist jedoch fir 0 < ¢t < T
definiert. Entsprechend ist G, im Kontinuum konstant und gleich dem Ausdruck auf
dem Gitter.
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Die Symmetrien werden im Folgenden in der Gittertheorie anhand des
Termes

I= (tr(Uu(t,0))tr(Uas(t', ) (3.140)

prof
tt! EF

diskutiert. Dieser Ausdruck ist als typisches Beispiel zu betrachten, insbeson-
dere treten Teile dieses Termes in dem numerisch aufwendigsten Diagramm
Dy auf, daher ist I von besonderem Interesse.

Durch die Gitterregularisierung ist die Translationsinvarianz im Raum
beschrinkt auf Vielfache des Gitterabstandes a. Sie erlaubt die rdumlichen
Summationen von n-fach Summen auf (n — 1)-fach Summen zu reduzieren

=y <tr(UW(t,f))tr(Uag(t’,ﬁ))> . (3.141)

prapB
tt! @

Die Summe iiber t,¢ ist wegen der Symmetrie der Summanden unter Aus-

tausch von ¢ und t’ mit einem geeigneten Gewicht w/”*’(¢,t') auf t < ¢’ zu
beschrénken

=18 3wt (i) < (Uw(t,f))tr(Uaﬁ(t',ﬁ))> . (3.142)

prof
t<t' &

Wegen U, (z) = UJ, gilt weiter
T=40* 3wl (1, 1) <3‘ttr(UW(t,f))%tr(Uaﬁ(t’,6))> . (3.143)

pu<lva<lfpB
t<t' &

Das Gitter reduziert die O(3) Gruppe auf die kubische Gruppe. Diese Symme-
trie kann zu der Reduktion der Summe tiber # mit einem geeigneten Gewicht
verwendet werden. Dabei reduziert sich die Anzahl der Terme in der Summe
asymptotisch fiir grole L um einen Faktor 6. In der Implementation wurde
stattdessen aus technischen Griinden die Summe iiber ;4 < v, < 3 von 36
Terme auf 8 Terme reduziert. Dazu fiihren wir ein

K ={(0101), (0102), (0112), (0123), (3.144)
(1201), (2301), (1212), (1223)} ,

(12 fiir (urvaB) = (0101) ,

24 fiir (prvaf) = (0102) ,

24 fiir (prvaf) = (0112) ,

v 12 fiir (prapf) = (0123)
Wi =9 94 fir (uvaf) = (1201) (3.145)

12 fiir (prapf) = (2301) ,

12 fiir (prap) = (1212)

| 24 fiir (prapB) = (1223) .



Durch Anwendung der kubischen Gruppe, also Permutationen in den raum-
lichen Indizes, kénnen aus der Menge K alle 36 Indexkombinationen (pva/3)
generiert werden. Wir erhalten

=13 3wl (bt e <§Rtr( U (t, 7)) Rt (Uns (¢, 0))> . (3.146)

(nvaB)eK
t<t' &

Eine C'P Transformation wirkt durch®

Us(t, 7)) LUz (t, —7) (3.147)
Up(t,7) S Ut —3 — k) (3.148)

Vilt) EVi(t) | (3.149)
Ui (t, 7) S UG (¢, —7 — F) (3.150)
Un(t,7) LUz t, -5 — k) (3.151)

Das Hintergrundfeld” ist invariant unter einer C'P Transformation, weil es
diagonal und rédumlich konstant ist. Rd&umliche Summen iiber Plaquetten
kénnen mit einem geeigneten Gewicht asymptotisch um einen Faktor 2 re-
duziert werden. Fiir das im Term I auftretende Produkt zweier Plaquetten
fiihrt die C'P Transformation mit einer Translation zu

U (t, B) U (t',0) S UL (8, —7 — i — 7 + @ + BULSP (¢, 0) mit (3.152)

x firpy=0und v =0,
fn = {5 ot (3159
__JO firp=0,
"= {ﬂ sonst . (3.154)

Um die reduzierte Summation iiber # zu formulieren fiihren wir

A={7Fmit0<z < (L+1)/2} (3.155)
ein und erhalten
=LY wi () wi P wlis? (&) (3.156)
(nvaB)EK
t<t! ,FeA

<§Rtr( U (t, ©))Rtx (Uns (', 0))>

Da Vy(t) = 1 ist, transformiert sich die 0-Komponente des Hintergrundfeldes trivial.
"und damit auch das Randfeld
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wobei das Gewicht wep geeignet zu wihlen ist.

Durch eine T" Transformation werden die Randfelder ausgetauscht. Mit
einer C' Transformation und einer zentralen Konjugation Z werden die Rand-
felder ineinander {iberfiihrt, so daf insgesamt das Schrodinger-Funktional in-
variant ist. Die Kombination der Transformationen 7', C' und Z wird mit T
bezeichnet.

Die zentrale Konjugation Z ist eine Symmetrie von SU(N) Eichtheorien,
die in einem endlichen periodischen Raum definiert sind. Betrachten wir die
drei [ = 1,2, 3 zeitunabhéngigen SU(N) wertigen Funktionen iiber A

Zy(x + pL) = {ZI&SQ”/N)ZZ(:”) Zg’;s’é B L (3.157)

Eine Realisierung der Funktionen Z; ist durch

l
Z)(x) = exp (‘%W) mit (3.158)
2
Wkl = ZWT(((SM — N61k611) s (3159)
AT fiir SU(3)
I 3 ?
W= {QWTU fiir SU(2) (3.160)

gegeben. Die Matrix W ist ein Element aus der Lie-Algebra su(N). Mit Hilfe
dieser Funktionen transformieren wir die Eichfelder U

Uu(2) BUZ () = Zi(2)U,(2) Z M + i) - (3.161)

Die zentralen Konjugationen Z; iiberfiihren periodische Eichfelder in perio-
dische Eichfelder und sind daher erlaubte Transformationen. Die Wirkung ist
invariant unter den zentralen Konjugationen, die Randfelder jedoch nicht.
Desweiteren betrachten wir eine globale Permutation P im Farbraum, die
auf die Eichfelder wie die zentralen Konjugationen Z; in Gleichung (3.161)
wirken. Diese geben wir nur fiir die SU(2) und SU(3) an, da wir nur fiir diese
Gruppen die Randfelder vollstindig spezifiziert haben®

i(Vq fiir ST(2) ,
P= 100 (3.162)
™3 1001 | fiir SU(3) .
010

8Die Phasenfaktoren sind notwendig damit P ein Element der Lie-Gruppe ist.
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Das durch Z = PZZ575 transformierte Hintergrundfeld V' ist

z 7z, [ Vulz)=1 fir p=0,
Vi(z) = V() = {Pexp (%W) V,(2)P ! fiir p=k . (3.163)

Die Zeitumkehr-Transformation 7" wirkt auf das Hintergrundfeld V' und das
Eichfeld U durch

V() SVt = {%g ftl) Ei Z _ 2 (3.164)

UNT—t—1,%) fiirp=0,

U,(t, @) = UL (t,T) = { s

U (T —t,7) fiir p=~% . (3.165)

Die T Transformation ist so konstruiert, daf sie das Hintergrundfeld iden-
tisch transformiert. Auf das ¢-Feld wirkt 7" nicht trivial durch

T 7 - _. -
QO,U(xOv ) —>qgja($0, ) = fapa(x)q&g(tr) (T - 2’ —1, i), (3.166)
T

Grno (2% 8) 5 g1 o (1%, 8) = fo o () o) (T — 2°.7) . (3.167)

mit
f,T9€) = pTo P~ | (3.168)
po () = exp <aW(a)$1”—;+’”3> . (3.169)

Offensichtlich sind die Randbedingungen nicht invariant unter einer T Trans-
formation. Anstelle der Gleichungen (3.32, 3.33) kann jedoch gefordert wer-
den

w(0,7) =k, w(T, %) = -k, (3.170)

wobei x konstant und diagonal, also k € Cxr ist. Aus dem Raum aller Eich-
funktionen mit Q(z) = exp(gow(z)) sind, so wie in G, die konstanten und
abelschen Eichfunktionen ausgeschlossen. Wie bei der Eichfixierung in Kapi-
tel (3) ergeben sich fiir das erweiterte g-Feld die Randbedingungen aus der
Gleichung (3.36). Es dndern sich gegeniiber Gleichung (3.52) nur die Rand-
bedingungen fiir die 7= 0 und o € Cyy Komponenten zu

Go.o(—1,0) = —Go»(T,0) (3.171)
1/. L .
=3 (qo,a(O, 0) — Go.. (T —1, 0)) : (3.172)
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Auch bei den Ghostfeldern &ndern sich lediglich die Randbedingungen fiir
die p= 0 und o € Cyr Komponenten (Gleichung 3.53) zu

¢,(0,0) = —&(T.,0) , (3.173)
1 - ~
=3 (5(,(—1,0) —EU(T+1,0)> , (3.174)
wobei hier das Feld auft = —1 und ¢ = T'+1 erweitert wurde um zu erreichen,

dafl D,c die gleichen Randbedingungen wie g, erfiillt. Die entsprechenden
Komponenten der Propagatoren kénnen analytisch gelost werden

] A 1 /
Hoo(t,t,O)_4—>\0<(T+1)—2|t—t|), (3.175)
~ I _1 i
G(t,t,O)_Z<T— 2|t—t|> . (3.176)

Die T Symmetrie reduziert die Summe iiber ¢, ¢ asymptotisch um einen Fak-
tor 2.

Durch die Symmetrie beziiglich der Indexzeilen der Entwicklungskoeffizi-
enten V in Gleichung (3.116) folgt eine weitere Reduktion der Terme. Dazu
betrachten wir einen Term in der Entwicklung von I in go I}, ./ (t,t', %), der
durch die Kontraktion mit drei Gluonpropagatoren entsteht

IS

pp v

3
(t,t,7)= Z 14 E%Eg%% (t, )V E%Zg (', pu' V) (3.177)
UiTi,‘zi:flis“i”i
3

H Hﬂil/i,tfm(t + 6?7tl + z'Ov T+ e_; - ﬁ) :

i=1
Dieser Term wird in dem Diagramm Dy berechnet. Wir fiithren eine beliebige
Ordnungsrelation zwischen den Elementen I; = (o, €;, pi;) und J; = (7, fi, v;)
ein. Zwei Elemente [; und I sollen gleich sein, wenn o; = oy, ¢; = e und
i = py gilt. Die Symmetrie der Entwicklungkoeffizienten ist mit

V[]17]27[3](t7:u’7 V): Ei%g%% (tnu’v V) (3178)
gegeben durch die Symmetrie von V' unter Permutationen von [;,. Offensicht-
. . o . . Ti,J2,J
lich gilt mit einem geeigneten Gewicht wy 7.
roRy
L (8,8, %) = (3.179)
Z wLI]f:IJ;’Iis V[Ila I, I3](t7 M, V)V[Jla Ja, ‘]3](tlv :U’I? VI)
I1<Ip<I3
J1<J2<J3

3
H Huivi,UiTi(t + e?atl + ioaf‘i‘ é; - ﬁ) .
i=1
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3.5 Implementierung der Diagramme

Aus den Vertizes und den Propagatoren werden die Diagramme konstruiert.
Fiir die numerische Implementation ist es giinstig die Terme mit Hilfe ih-
rer Symmetrie zu reduzieren. Im Folgenden sind die fiir die Implementation
wesentlichen Ausdriicke angegeben.

In den Ausdriicken fiir die Diagramme sind nicht alle Symmetrien beriick-
sichtigt um die Ubersicht zu bewahren. Sie sind, wie in Kapitel (3.4) beschrie-
ben, durch Beschrinkung und Gewichtung der Summen einzufiihren.

3.5.1 Analytisch zu berechnende Diagramme

Neben Sg]) und Sg) (siehe Kapitel 3.3.4) ist D5 analytisch zu berechnen

1 2

Ds = —3 [Caa] A (3.180)
mit Cf 4y aus der Gleichungen (3.118)
A=Y [Hkl,g(l,Lf—g) — Hy(1,T - 1,7 — ) (3.181)

Tkl
—Hu (1, T-1,8—9) +Hy (T -1,T - 1,7 —7)

=L') [ﬁkls(lv 1,0) — 2Hy4(1,T — 1,0) (3.182)
kl

+Huo (T — 1,7 —=1,0)| .

Das neutrale Gluon ¢ des Randfeldvertex Si(/l]’\}) wurde in Gleichung (3.119)
definiert. Mit der Losung des Propagators fiir p = 0 in Gleichung (3.90)
finden wir 6
A=—L*(L-2), (3.183)
“
wobei ¢f ein von der Gruppe abhéngiger und im Anhang (D.1) definierter

Parameter ist. Fiir die SU(3) ergibt sich
12
D5 = —— [sin(y) +sin(v/2)]* L*(L - 2) . (3.184)
“
Die n Ableitung ergibt sich zu

b, (e )

sin(7y) + sin(vy/2) o
_ , {~cos(y) +cos(y/2)/2  2sin(y) + sin(y/2)/2
=Ds (2 sin(7y) + sin(y/2) 2 cos(7y) + cos(v/2) ) . (3.185)
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3.5.2 Diagramme mit lokalen Loops

In den Diagrammen Dg, D7, Dg, D1y und D;5 werden Loops (Kontraktionen)
innerhalb der Vertizes 585\3) und Sg}g benotigt. Die Abhéngigkeiten von dem
verbleibenden Gluonfeld lassen sich durch von ¢, und o abhédngige Funk-
tionen darstellen. Da die Funktionen fiir p = 0 wegen der C'P-Symmetrie
verschwinden, werden diese nur fiir y = k definiert. Aufgrund der kubischen
Symmetrie sind die Funktionen unabhéngig von p = £, so daf3 die Funktio-
nen kein Argument fiir ¢ ben6tigen. Entsprechend Zu i definieren wir einen
rdumlichen Vektor der Linge a in Richtung & mlt k
Die Funktion der lokalen Ghostschleife von S&) p it

B(t,o)=2i Y wy ()77 { (exp(if ()G (1.F)} . (3.150)

TEHN

Sie ist nicht von # abhéngig und die kubische Symmetrie des Ghostpropa-
gators erlaubt, die rechte Seite fiir ein beliebiges k auszuwerten. Aus den
Strukturkonstanten ergibt sich weiter, dafi B fiir o ¢ Cyr verschwindet. Die
Summation iiber 7 ist fiir die SU(3) auf

Hy ={0,1,(12), (13), (23)} (3.187)

und fiir die SU(2) auf H, = {0, +} eingeschrinkt. Das Gewicht wy(7) ist in
beiden Fillen fiir 7 € Cy gleich Eins und fiir die nicht diagonalen Generatoren
gleich Zwei.

Fiir die lokalen Gluonloops laf3t sich eine dhnliche Funktion herleiten.
Dazu betrachten wir die Kontraktion mit einem Gluonpropagator in S)(/l ]’\04)

=X Y Y Vi) (3.188)

B ec{0,p,0} Te‘;igg

0 0 0 0 > >
Hypsr(t—€" +ey,t —e +e5,65 —E3) .

Auch hier ist die rechte Seite bei einem beliebigen k auszuwerten.

Fiir die Diagramme Dg, D7, Dg, D1g und D;5, die von F' und B abhéngig
sind, kann der Propagator im Impulsraum mit p’ = 0 verwendet werden.
Die kubische Symmetrie und Ausdriicke fiir die Propagatoren sind in den
Gleichungen beriicksichtigt worden.

Do=—C)L* Y F(t.<)(Hyg(1,t, %) — Hyo(t. T —1,7)) (3.189)
t,%,kl

3 1—2¢

= _O(I’G)L3C_§ Z F1(t7 §)
L

T

(3.190)

43



und entsprechend

Dr=—CuoL® Y B(t,s)(Huc(1,t, %) — Hu(t,T — 1,%)) (3.191)
t,Z,kl

3 12t
=—Cual’~ > B(t,<) - (3.192)
Loy

Die anderen Diagramme werden dhnlich reduziert

L3 S
D8:_7 Z B(tvU)Hkl,a(tvtlvx)B(t,7U) (3193)

tt! &kl
o€C )\

3L° _ .
Ty Y B(t,0)Hy,(t.¢',0)B(¢',0) (3.194)
el

=22 % Blo): <min(t,t')—%t,> B(f.o). (3.195)

tt' ,o€Cn
Das Diagramm D> geht aus Dg hervor, indem B durch F' ersetzt wird
3L3 1 tt'
Dypg=—— F(t,o)— | min(¢t,t') — —= ) F(t',0) . (3.196
w3 R (win(e.t) = 5 ) Pt (3100

Das Diagramm Dy, besteht aus einem lokalen Gluonloop und einem lokalen
Ghostloop und ist bezogen auf Dg mit einem Faktor 2 zu gewichten

1 tt’
Dyo=—3L° Z F(t,a)g (min(t,t') - T) B(t',o) . (3.197)
tt' .o €Cnr
Fiir diese Diagramme gilt
3L3
Dg + Dy + Dyp = 9 Z [F'(t,0) + B(t,0)] (3.198)
tt' .o €Cnr
1 . / tt, 1 1
— [ min(¢,t') — = ) [F(t',0) + B(t',0)] .
cy T

Das Diagramm D; besteht aus einer lokalen Gluonschleife bei ¢ = 0 und
t =T — 1, wobei nur die zeitartigen Plaquetten (uv) € {(0i), (i0)} beitragen

Di=L* Y VLG (tp ) Huo(t + €0t + €3, — &) .(3.199)

(nv)€{(04),(i0)}
o,e1e9,t=0,T—1
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Fiir die SU(2) ist bei D3 der Faktor 8 durch 12 zu ersetzen

L3 oot N
Dy=-22 9" Hyo(t,1,0) . (3.200)

/‘tvtao-
Die in dem Diagramm D13

D13:% Z eagp<Dua(‘7})q”,a(x)q%6(x)Dﬂcp(x»() (3201)

T, TOEP
auftretenden Konstanten e”™? sind in Gleichung (3.127) definiert. Sie erfiillen
die Relationen

t t -t t t t t -t

7T = 7 T = T (3.202)
Mit dem Ausdruck

G (t) = <Ducg(t, 0) D, (1, 6)>0 (3.203)

und den Relationen aus Gleichung (3.202) folgt

D13 = F Z |: Z eUUtTTt {G/J‘vo' (t)Hl'L/%T (t’ t7 6) + G/JHT (t)H[,L[,L,O' (t’ t7 6)}
t,yn  (to)EAL

+ 3 TG () Hyp (,4,0)| (3.204)

TEAS

Die Indexmengen A; und A, sind gegeben durch

Ay ={(0,12), (0,13), (0, 23), (1,12),
(1,13),(12,23), (12,31), (23,13)} fiir SU(3) ,
A, ={(12),(23), (13)} fiir SU(3) (3.205)
Ar={(0,+)} fiir SU(2) ,
Ay ={+} fiir SU(2) .

Die kubische Symmetrie vereinfacht die Summe iiber y weiter.
Das Zwei Loop Gluondiagramm D- ergibt sich zu

-
_ 3 0'10'10'20'2
D2 =L E E Vzllz%ﬁzéﬁi (t,,u, l/) (3206)
/JJ/,t,f 01,090,€1---€4
B1-eig

HMII@JI (t + 61vt + €9,€1 — 62)HM3M4702(t + 63vt + €y, €3 — 64) :
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3.5.3 Big Mac Diagramme

Fiir das Big Mac Diagramm D;; mit zwei Ghostlinien und einer Gluonlinie

definieren wir

1
Eo(z,y)= < <1 + §DM> Co () D, Ty (y)> (3.207)
0
und erhalten
]. t t -t
Dy = 5 Z P T By (2,9) By (Y, ) Hyp o (2,y) - (3.208)
LV, T pO,TY

Die Funktion E ist in zwei Teile zu separieren
E;w,a (.T,', y) =00 (JJ, y) + ﬁuu,a (JJ, y) ) (3209)

wobei a und 3 die folgenden Relationen erfiillen

e (@9) = e D) = e (010). (.210)
/Buy,a (xa y) = _ﬁuu,a (y7 SL‘) = _BV;L,U” (y, x) .
Die Translationsinvarianz ist mit der Definition von ay,,,(2°,¢y° & — ) =

Q.0 (x,y) inkorporiert. Es ergibt sich

Dy=L*) Y [ (3.211)

sy On)ea

[ Hua (2 ) Lo (8.1 8) = |1 )]}
+2a, (8, 1, T)R (H,W,p(t, t', ) o, (Lt ;E))

— 2Bt )R (Hﬂ,,,p(t, t', @) B (E 1, f)) ]

+2Y _[caw;os]m(ﬂwm(t,t',f)

(01,02,03)EB

{a’m/,m (ta tlv f)auu,az (ta tlv f) - ﬁuu,al (ta tlv f)ﬁuu,@ (ta tlv f)} ) .

Die Indexmengen sind

A={(0,12),(0,13),(0,23),(1,12), (1,13)} fiir SU(3),
B={((12), (13),(23)), ((32), (12), (13)),

((23). (13), (12))} fir SU(3),  (3.212)
A={(0, )} fiir SU(2) |
B={ fiir SU(2) .
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Die kubische Symmetrie erlaubt die Summation iiber (uv) auf (00), (01), (10),
(11) und (12) einzuschrénken, wobei geeignete Gewichte zu wéhlen sind.
Das numerisch aufwendigste Diagramm ist der Drei Gluon Big Mac

1 o100 stotot
Dy==5L* 3 )3 VABS (t )V i (0 (3:213)
pvp!vl, oie; fimiv;
tt! & i=1
3
HHM,,Z.VJZ.(t +ed '+ A Ere—fi).

i=1

Dieses Diagramm benotigt in der SU(3) etwa 90% der Rechenzeit. Unter
Verwendung der in Kapitel (3.4) betrachteten Symmetriereduktionen fiir den
Term I verbleiben fiir die Summe iiber die Eintrége von V etwa 17000 Terme.
Die Summation iiber pvp'v', # und t,t' multipliziert die Gesamtanzahl der
Terme mit 7T2L3. Ohne die Verwendung der in Kapitel (3.4) diskutierten
Symmetrien vergrofiert sich die Anzahl der Terme um einen Faktor 36.

3.6 Implementierungsdetails

Fiir eine effiziente Implementierung sind die in Kapitel (3.4) beschriebenen
Symmetrien zu beriicksichtigen.

Da die Propagatoren aufgrund ihres Speicherbedarfs nicht alle im Haupt-
speicher gehalten werden kénnen, mufl die Summation iiber die Zeit beson-
ders geordnet werden. Das Speichern und Laden auf und von einer Festplatte
ist dabei unumgénglich. Das verwendete Schema minimiert die benttigten
Festplattenzugriffe und beriicksichtigt den Festplattenplatz. Fiir ein Zeit-
paar eines Gluon- und Ghostpropagators werden mit 8-Byte Arithmetik auf
einem L = 32 Gitter 30MB benétigt. Die Struktur der Y M Vertizes legt Na-
he, daf} folgende vier Zeitpaare gleichzeitig im Hauptspeicher priasent sind:
(t,t), (t + 1,t'), (t,¢' + 1) und (¢t + 1,¢ + 1). Damit ist ein Hauptspeicher-
bedarf von ~ 120MB festgelegt. In Abbildung 3.2 ist die Reihenfolge der
Berechnung in der ¢,# Summation dargelegt. Die maximale Anzahl der Pro-
pagatoren eines Zeitpaares, die auf der Festplatte ausgelagert werden, ist
von der Ordnung O(T'/2). So verbleibt ein temporirer Festplattenbedarf von
480MB (T = L = 32). Mit einer Workstation sind diese Erfordernisse zu
erfiillen.

Da circa 90% der Rechenzeit fiir das Big Mac Diagramm Dy aufzuwen-
den ist, wurde hier eine hierarchische Summe implementiert. Das heif3t, die
Summe iiber das Produkt der drei Propagatoren wurde mit Hilfe des Distri-

47



0123456 Die Reihenfolge der Berechnung der ¢,t
0+ T Summation. Aufgrund der T Symmetrie
1+ sind nur &~ 1/47? Summanden notwen-
2T dig. Der Ablauf der Summation in der Im-
3T plementation des Programmes ist in der
g: Abbildung durch die Pfeile gekennzeich-
6 net. Es sind maximal ~ 1/27 Propaga-
74 toren auf der Festplatte ausgelagert. Fiir
8+ die Abbildung ist 7" = 13 gewéhlt.

9 me
10 +
11+
12 —+
13 +
t

Abbildung 3.2: Ordnung der ¢, Summation

butivgesetzes manipuliert. Zur Auswertung des Ausdruckes (P, x P, x P.) +
(P, x Py * P;) sind vier Multiplikationen und eine Addition notwendig. Dage-
gen sind fiir die Berechnung von (P, * P,) x (P.+ P;) nur zwei Multiplikationen
und eine Addition erforderlich. Da diese Ausdriicke innerhalb einer Summe
iiber den Raum (#) und einer Doppelsumme iiber die Zeit (¢,¢') in dem Dia-
gramm Dy stehen, wird eine Anzahl von Multiplikationen der Ordnung O(L?)
eingespart. Nicht alle Terme in Dy lassen sich auf diese Weise reduzieren. Fiir
die Wahl der umzuordnenden Terme wird ein ad hoc Verfahren gewéhlt. Die-
ses isoliert bevorzugt Propagatoren, die diagonal in der SU(3) (bzw. SU(2))
sind.

Die Entwicklungskoeffizienten des Realteils der Plaquette V' (Gleichung
3.116) werden in einer Tabelle gespeichert. So wird die Summation iiber
Koeffizienten, die gleich Null sind, vermieden.

Die fiir die Produktion verwendete Rechenzeit belief sich auf einer HP735
Workstation auf 2 Monate. Durch die zu L® proportionale Rechenzeit ist ein
signifikant grofleres L,,,, = 32 nur schwer zu erzielen.

3.7 Tests

Ein wichtiger Teil der Arbeit beinhaltet zu zeigen, dafl das Programm keine
falschen Ergebnisse produziert. Daher wurden verschiedene Tests durchge-
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fiihrt, die eine hinreichend hohe Sicherheit gewihrleisten, dafy die Rechnung
die korrekten Ergebnisse liefert.

Wihrend der Programmentwicklung wurden die fertiggestellten Teile ge-
testet. Die Propagatoren erfiillen die Symmetrien (Kubische, T, CP) so-
wohl im Impulsraum als auch im Ortsraum. Die Differenzengleichungen wur-
den mit Erfolg auf die Propagatoren angewendet. Die Implementation der
Fouriertransformation wurde mit Hilfe einer inversen Fouriertransformation
gepriift. Dazu wurden die Propagatoren und einfache Testfelder verwendet.
Die Uberpriifung der Randbedingungen im Ortsraum lieferte die erwarteten
Ergebnisse.

Die Vertizes wurden mit dem Programm MAPLE generiert, welches al-
gebraische Manipulationen erlaubt. Da V' die Entwicklungskoeffizienten des
Realteils der Plaquette sind, gilt

O:Im( Z VT (E v Hqﬂm ) (3.214)

Ti:€4> ”1
i=1

fir alle ¢, p1, v und ¢, ,(z). Bei dieser Relation gehen die Beziehungen (Glei-
chung A.5 und B.4) zwischen den Koeffizienten ¢, ,(z) des g-Feldes kritisch
ein. Das Programm ist nur von der Gruppe und ihrer Darstellung abhéingig,
von welcher allerdings angenommen wird, daf} sie in der Gruppe diagonale,
kovariante Ableitungen D7 und D), liefert. MAPLE generiert fiir die Entwick-
lungskoeffizienten V' ein Fortran Programm. So konnte die gesamte Numerik
in dem Fortran Programm zur Berechnung der Diagramme implementiert
werden und dort einfach zwischen verschiedenen Prizisionen ausgewahlt wer-
den. Abschlielend sind einige Vertizes ,,mit Papier und Bleistift* zur Kon-
trolle bestimmt worden.

Die verschiedenen Symmetrien wurden sukzessive implementiert, so konn-
ten zundchst die Symmetrien explizit {iberpriift werden und anschlieflend die
Ergebnisse mit der symmetriereduzierten Version verglichen werden.

Die analytische Implementierung der 7 Ableitung wurde mit einer nume-
rischen Ableitung verglichen.

Die Gruppenstruktur wurde variabel programmiert, wodurch die Resul-
tate fiir die SU(2) [16] bestitigt werden konnten. Zu beachten ist allerdings,
daf} die Gruppenstruktur der SU(3) strukturell neue Terme beinhaltet. Dies
ist explizit bei der Berechnung des Gluon-Ghost-Gluon Big Mac Diagrammes
D1y mit Gleichung (3.211) zu beriicksichtigen.

Ein kritischer Test ist die Unabhéngigkeit von I'' von dem Parameter \g
der Eichfixierung. Da die Eichfixierung der Theorle nicht von den Verbesser-
ungskoeffizienten ct abhanglg ist, sind die m;* einzeln unabhiingig von dem
Eichparameter \g. Aus den analytischen Resultaten ist diese Eigenschaft fiir
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m$ (Ds) und mg ablesbar. Der Test fiir m} beinhaltet die drei Diagramme
D1, Dg und D7 und damit die Ausdriicke der lokalen Loops F' und B aus den
Gleichungen (3.186) und (3.188). Der Koeffizient m§ wird aus der Summe der
verbleibenden 8 Diagramme gebildet. Da keine Untermengen von dem Eich-
parameter Ao unabhingig sind, konnen an dieser Stelle keine Fehler lokalisiert
werden.

Peter Weisz hat unabhéngig von meiner Arbeit eine eigene Programm-
version erarbeitet, die die Diagramme im Impulsraum berechnet. Der nu-
merische Aufwand dieser Rechnung steigt mit L® und ist somit ungeeignet
fiir die Bestimmung von mz fiir groBe L. Der Vergleich der Koeffizienten fiir
L = 4und L = 5 liefert jedoch einen weiteren wichtigen Test der vorliegenden
Koeffizienten.

Aus den berechneten Koeffizienten m3y werden, wie in Kapitel (4) be-
schrieben wird, die Kontinuumsresultate extrahiert. Dabei werden bekannte
Resultate reproduziert und so die Ergebnisse der Rechnung weiter bestétigt.
Der universelle Zwei Loop Koeffizient der Callan Symanzik $-Funktion by ist
mit 0.7% Genauigkeit extrahiert worden. Aus der [-Funktion folgt weiter,
da m$ keine Divergenz der Form In?(L) hat. Durch die Verwendung von

c§°) = 1 ist jeweils ein Koeffizient der Entwicklungen von m4 und m} in L zu

Null fixiert. Der aus den Ein Loop Resultaten bekannte Wert von cgl) kann
aus m$ und m$ unabhingig bestimmt werden. Innerhalb der Fehler lassen
sich diese Bedingungen an den Koeffizienten iiberpriifen. In Tabelle 4.2 sind
die Fehler im einzelnen angegeben.

Das Programm zur Bestimmung der Kontinuumsresultate wurde mit den

Ein Loop Koeffizienten m; und mit den Koeffizienten der SU(2) getestet.
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Kapitel 4

Der Kontinuumslimes der
Storungstheorie

Der Kontinuumslimes a — 0 bei fixierter physikalischer Boxgrofie ist dqui-
valent zu L/a = I — oo. Die in Kapitel (2.2.1) diskutierte Analyse der
Abhéangigkeit der Feynmandiagramme von dem Ultraviolettcutoff fiihrt zu

i re + 5% In(I) + 2 In?(1)

o (1
m2( ) In )

(4.1)

n=0

r? + st In(1)

mb(I) n T (4.2)

M

n=1

In diesem Kapitel wird beschrieben, wie die Koeffizienten r,,, s, und ¢, mit
n < 1 aus den berechneten Koeffizienten m$(I) und mb(I) zu bestimmen
sind. Letztere sind fiir I = 4...32 in Tabelle 4.1 aufgefiihrt. Zur Anwendung
kommt eine angepafite Version der in [38] beschrieben Methode.

Einige Koeffizienten in Gleichung (4.1) sind bekannt. Aus der Verbesse-
rung des Kontinuumslimes zu der Ordnung O(a?) in niedrigster Ordnung
Storungstheorie (c§°) = 1) folgt t§ = 0. Die logarithmischen Divergenzen sind
durch die universellen Koeffizienten der [-Funktion bestimmt: ¢ = 0 und
s& = 2b;. Der konvergente Anteil von m$ ist daher mit m§(I) = m§(I) —
2by In(7) exakt anzugeben.

Eine Inspektion der analytischen Resultate liefert

X e d
C rn r
ms(I) = E n und m(I) = 71 (4.3)
n=1

mit 7§ = 2 und r{ = —2.
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ms (1)

my (1)

O~ O Ot x|

9
10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32

0.052943274533542
0.056838593961882

0.05975069070789
0.06197806027570
0.06374136571959
0.06518532139185
0.06640139951338
0.06744855730398
0.06836628672255
0.0691821005300
0.0699158333750
0.0705822007834
0.0711923868147
0.0717550680760
0.0722770966172
0.0727639684486
0.0732201529077
0.0736493291767
0.0740545593455
0.0744384171842
0.0748030854189
0.0751504302247
0.075482058988
0.075799365607
0.076103566396
0.076395728812
0.076676794651
0.076947598928
0.077208885368

0.106270501583520
0.100438272480780
0.09439258604949
0.08867849757097
0.08343000201173
0.07867547537704
0.07439325408456
0.07054052556373
0.06706893587917
0.06393184996835
0.06108717717361
0.05849809311936
0.0561328521011
0.0539642582909
0.0519690528035
0.0501273255443
0.0484219921318
0.0468383453838
0.0453636778366
0.0439869669949
0.0426986139530
0.0414902265431
0.0403544392531
0.0392847633581
0.0382754618367
0.0373214446266
0.0364181805963
0.0355616232918
0.0347481480648

Tabelle 4.1: Die berechneten Werte von m3 und m$. Die angegebenen Stellen

sind signifikant.
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Eine Ausgleichsrechnung liefert fiir die Koeffizienten r,, s, und t, keine
Resultate die zufriedenstellend sind. Die Schwierigkeiten einer Ausgleichs-
rechnung werden bei der Fehlerabschitzung der verwendeten Methode dis-
kutiert.

Betrachten wir zunéchst die willkiirliche Funktion®

) :r0+zrn+8nln({[)i+tnln2(f) ’

(4.4)

n=1

so ist Ay = f(I,,) ein erster Schitzer fiir ro. Der Fehler oder Restterm
Ay — 71 ist von der Ordnung O(I7'). Wir definieren die Operatoren

Rl A =5 (F) + FU) + 5 (L) = f() 40, (45)
Rolf)(D) =T x (f(1) = £(1) (16)
Rulf(1) = 11(1) (4.7)

mit [, =1+ % Die Verwendung von halbzahligen Argumenten bereitet keine
Schwierigkeiten. Mit Hilfe dieser Operatoren 148t sich sukzessive die Ordnung
des Resttermes verkleinern

h(I)=a+cIn™(I)/I", (4.8)
a+O(1/1"1) fir m =0,

RalP)(1) = {a + O™ (1) /1) fix m > 0 . (4.9)
Sie verkleinern jedoch auch den Definitionsbereich, so dafl sich der verbes-
serte Schitzer Ay = (Ry)*[f](I},,,) mit IL,. = I?.. — 3/2 ergibt. Durch
wiederholte Anwendung wird demnach die Ordnung des Resttermes kleiner,

allerdings auch der Definitionsbereich und damit I . Wir erhalten

fn([) = H(Ri)3 [f]([) ) (4'10)
A= 1ol = ) (1.11)
=7 +O(I "V (4.12)

Eine Fehlerabschitzung ist grundsétzlich notwendig. Sie kann hier verwendet
werden, um das optimale n zu bestimmen. Wir definieren den absoluten
Fehler zu

0n (L) =|fulI) — 70l (4.13)

!Die Behandlung von m} ergibt sich durch triviale Modifikationen.
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und schétzen diesen mit einer Ausgleichsrechnung von

; | Pat 8 In(l) + 1, I0%(1)
full) =70 + n+1

(4.14)

an f, ab. Dazu minimieren wir

m="3" wh) [fu1) - fu0)] (1.15)

IeIfzt

mit dem Gewicht w(I) = I*"*2. Die Wahl des Summationsbereiches I sollte
nicht zu kleine I beinhalten, da die Abweichung der asymptotischen Reihe
von der Funktion f fiir kleine I grof} sein kann. Weil mit f, nur die fiihrende
Ordnung des Resttermes beschrieben wird, ist ein Fehler in den Gréflen 7, §,
und t, zu erwarten. Es laBt sich jedoch zeigen, daf mit

(| + 8, In(1) + £, In*(1)| /I
fiir 4, /7, > 0und t,/#, >0,
max (|7, + &, In(I)|, |£, In*(I)|)/ I+
fiir §,/7, > 0 und #,/#, <0,

)= max((n + £ 2(1)], 5, In(1)]) /1741 (4.16)
fiir §, /7, < 0 und &, /7, >0,
max (|7, ], |8, In(I) + £, In*(I)|)/ I+
\ fiir 4, /7, < 0 und &, /7, < 0
eine Grofle gegeben ist, fiir die erwartet wird
0u(I) <8, (1) . (4.17)

Die max-Funktion in Gleichung (4.16) wurde eingefiihrt, um eine Unterschét-
Zung des Fehlers im Falle eines Nulldurchgangs der Funktion 7, + 8, In(7) +
£, In?(I) zu verhindern. Bevor wir 0, zur Abschiitzung des Fehlers von A,
benutzen, sollte sichergestellt sein, dafl die Qualitdt der Ausgleichsrechnung
ausreichend ist. In [38] ist als Definition der Qualitét

Q(I)_[réax |fn([;nz[§n([)| (418)

benutzt worden. Der Term | f, (I)— f,,(I)| ist ein Ma8 fiir die in der Ausgleichs-
rechnung nicht beriicksichtigten Terme der Reihenentwicklung und daher von
der Ordnung O(I=("t2). Da der abgeschiitzte Fehler 0, von der Ordnung
O(I~(*+V) ist, wird mit dem Faktor I/I" . in Gleichung (4.18) erreicht, daf
die Qualitit Q( ) einer Entwicklung der Form Q(I) = ¢+O(I~?) geniigt. Die

54



Bedingung an die Qualitit Q(I) < 0.1 stellt sicher, daf} die in der Ausgleichs-
rechnung nicht beriicksichtigten Terme keinen Einfluf} auf die Abschitzung
des Fehlers durch 5n haben.

Es zeigt sich jedoch, dafi der abgeschitzte Fehler grofler als die Variation
von f,(I) beziiglich I ist. Dies kann in einer schlechten Abschétzung des
Fehlers begriindet sein und wird auf zwei Ursachen zuriickgefiihrt:

o Ist 5,/7, < 0 oder t,/5, < 0, so wird 5,,([) durch die max-Funktion in
Gleichung (4.16) zu gro, auch wenn der Nulldurchgang bei kleinem [
lokalisiert ist.

e Die Schitzer #,, §, und ¢, konnen stark korreliert sein. In diesem Fall
konnen numerische Fehler der Koeffizienten m:* (I) einen grofien Einfluf}
auf den Wert des Schétzers des Fehlers d,,(I) haben.

Beide Punkte konnen an fiktiven Datensétzen iiberpriift und bestétigt wer-
den. Insbesondere ergibt sich, dafl mit

On(I) = | + & In(I) + £, In*(1)| /T (4.19)

8, (I) nicht abgeschitzt werden kann. Der Fehler 6(I) steigt im Falle eines
Nulldurchgangs bei kleinem I fiir [ ~ I . weiter an. Solche Situationen
konnen nicht mit Hilfe der Qualitit Q(/) erkannt werden, da diese bei dem
Nulldurchgang ebenfalls sehr klein wird.

Die starke Korrelation zwischen den Schétzern kann genutzt werden, um
tn beziehungsweise 8, zu Null zu fixieren. Fiir die Koeffizienten von m} kann
so der Fehler wirkungsvoll reduziert werden, da dann dort nur 7, und 7,
anzugleichen sind.

Der Koeffizient £,, von m¢ ist um einen Faktor 10'° kleiner als 3, und 7,.
Es ergeben sich Inkonsistenzen bei der Bestimmung von cil), wenn £, gleich
Null gesetzt wird und in einem zweiten Schritt die Reduktion der Parameter
aufgrund der starken Korrelation durchgefiihrt wird. Der so bestimmte Wert
stimmt dann innerhalb des systematischen Fehlers nicht mit dem aus der Ein
Loop Entwicklung bestimmten Koeffizienten cgl) iiberein. Die Methode wird
daher verworfen und jeweils nur ein Schétzer zu Null fixiert.

Bei der Auswertung mufl neben dem oben diskutierten systematischen
Fehler 0(7) auch die numerische Genauigkeit der Werte von msy beriicksich-
tigt werden. Diese werden als unabhéngig und gemé&fl einer Gauf-Funktion
verteilt betrachtet. Die Fehlerfortpflanzung bei dem Blocking generiert kor-
relierte Datensétze, aus denen fiir die Fehlerquadrate fiir f,,(I) die entspre-
chenden Diagonalelemente der Korrelationsmatix verwendet wurden. Der Ge-
samtfehler ist dann die Summe aus dem numerischen und dem systematischen
Fehler.
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Der numerische Fehler wurde bis I = 17 mit einer auf 4 Byte? und einer
auf 16 Byte genauen Arithmetik abgeschitzt. Der Fehler der 4 Byte Version
kann durch die 8 Byte oder 16 Byte Version bestimmt werden, der Fehler
der 8 Byte Version mit Hilfe der 16 Byte Version. In Abbildung 4.1 ist der
Logarithmus des relativen Fehlers in Abhéangigkeit von I fiir die 4 Byte und
8 Byte Version fiir m% und m} aufgetragen. Die verwendete Extrapolation
des relativen Fehlers

8-107YL3 fiir mg , (4.20)
5-107Y L% fiir m) (4.21)

ist mit dem Ansatz aL” bestimmt worden. Der Fehler skaliert wie erwartet
zwischen den 8 Byte und 4 Byte Versionen.
Im Folgenden wird eine erweiterte Notation fiir die Koeffizienten benutzt

r* fiir 7, aus m? (4.22)

und entsprechend fiir s, und ¢,. Desweiteren werden die Koeffizienten von
m¢ und m} diskutiert. Die bekannten Koeffizienten neben denen von m$, m$

und m{ sind

m$ . sy' =2b, universelle A-Funktion
=0 tree-level Verbesserung,

mg: th* =0 universelle G-Funktion ,
4% = 2b; universelle -Funktion ,
ti"z =0 tree-level Verbesserung.

Sie konnen zur Kontrolle bestimmt werden. Aus den Gleichungen

0 = 70t 4 pht I'Vinmy , (4.23)

0= s 4 cfV sh? In(I " in my,  (4.24)
2

0=ri?+ cil)rll’z + [cgl)] >4 c§2)r§l2 I%in my (4.25)

folgt jeweils das Verschwinden der an%egebenen I Potenzen. Mit geeigneter
Wahl der Verbesserungskoefﬁmenten und ct wird der Kontinuumslimes
mit der Ordnung O(a?) erreicht. Die K0n31stenz der Gleichungen (4.23) und
(4.24) kann als weiterer Test an die Zwei Loop Rechnung verstanden werden.

Mit Hilfe der Gleichung (4.25) wird der Zwei Loop Koeffizient A fixiert.

24 Byte entspricht einer relativen Genauigkeit von etwa 1072, 8 Byte von 10'-° und
16 Byte von 1034
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Die zu bestimmenden Koeffizienten 7¥*, s¥* und ¢¥** kénnen mit Hilfe der
Operatoren aus den Gleichungen (4.5) und (4.6) auf die Form der Gleichung
(4.4) gebracht werden. Die Koeffizienten der Ein Loop Stoérungstheorie sind
zur Kontrolle analysiert worden, wobei m{(I) von Peter Weisz verwendet
wurde.

In Abbildung 4.2 sind die aus dem Blocking hervorgegangenen Datensétze
fiir r§’2 aufgelistet. In allen Daten dominiert der systematische Fehler. Wie
in [16] beschrieben, ist der systematische Fehler in der asymptotischen Natur
der Entwicklung zu suchen und nur durch Daten mit gréferem I zu redu-
zieren. Falls my fiir [ > 32 mit 8 Byte Prizision bekannt wire, wiirde der
weiter ansteigende numerische Fehler den Gesamtfehler bestimmen und so ei-
ne Fehlerreduktion verhindern. Daher werden fiir eine deutliche Verringerung
des Fehlers groflere I bei erweiterter Prézision benétigt. Beides zusammen
ist mit heutigen Workstations nicht praktikabel.

Aus den Zwei Loop Koeffizienten folgt c{" = —0.093(13), was inner-
halb der Fehler mit dem genaueren Wert der Ein Loop Entwicklung cgl) =
—0.08896(23) iibereinstimmt.

Es zeigt sich, daf} fiir die Extrapolation von c§2) eine spezielle Grofle ein-
gefiihrt werden muB. Die Bestimmung der Koeffizienten "> und Tll)’2 durch
die Subtraktion der logarithmischen Terme mit den vorher bestimmten Ko-
effizienten s und s2? ist aussichtslos. Dies liegt an den, im Vergleich zu den
numerischen Fehlern der Koeffizienten m3", erheblich grofieren Fehlern von
s¢% und s2°. Mit dem Interpolationsoperator Ry, [f](I) = (f(I)+ f(I-))/2
ist R, = Rt — In(I)Ry zu konstruieren. Dieser Operator extrahiert den
konstanten Term aus 7 + s1In(7) + O(I™') und ermoglicht damit die Bestim-
mung von 7? und r2?. Die Verwendung der Gleichung (4.25) liefert dann
jedoch nur einen ungenauen Wert fiir ciz). Mit den, entsprechend m§ defi-
nierten, von Divergenzen befreiten Koeffizienten m§(I) = m{(I) — 2by In(I)
ist cgl)([) = 1/r"" R_ Ry [m?%](I) gegeben. Die I abhingige GroBe C, deren
konstanter Anteil cff) ist, ist durch

o) = —% {R_lRL [m2 + mgc§1>] (1) +r5? [09 (1)] 2} (4.26)
mit
(1 + miei) (1) =g (1) + m(1)el (1) (4.27)

gegeben. Dieser Schitzer liefert fiir c§2) den kleinsten Fehler.
In Tabelle (4.2) sind fiir alle extrapolierten Koeffizienten die anzuwen-
denden Blocking-Schritte und Ausgleichsrechnungen angegeben.
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Die Entwicklungskoeffizienten der Stérungsreihe
2 _ 2 4 21 6 8
er(L)=go +er(L/a)gy + [e2(L/a) + er(L/a)*] g5 + O(gp)  (4.28)
sind im Kontinuumlimes

e1(I) =0.36828215(13) + 2by In(I) | (4.29)
eo(1) = 0.048085(63) + 2by In([) . (4.30)

Die Entwicklung von ¢; ist

ci(g8) =1 — 0.08896(23)g2 — 0.0301(25) g5 + O(gs) . (4.31)
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Koef- | Bestimmter Kommentar Blocking mit auf

fizient | Wert
t2* 10£9-10"*  In®-Divergenz von ms Hl(Ri?’F?)ROZ —smj
s0% |20y £1.4%  universelle 3-Funktion i(RﬁF?)RfFf’RU m3
re? 10.048085(63) ex(1) l:[z(Ri3F;.4)R12Ff’ e
t9? |0+1.5-107% tree-level Verbesserung Hl(Ri?’Ff)ROZRLRU UL
s»210.0259(36)  mit s>? folgt c{" Hl (RPFYRoR Ry —1m
o2 | —0.074(54)  mit r>2, " folgt ¢/ Hl(Ri?’Ff))RHnRLRO —ind
r0? 1 0£3.1-10° konst. Teil von m} Hl(RfP?) mb
$2210.27848(40)  mit 52 folgt iV Hl(RﬁF;”)RORL m)
r?210.16831(84) mit r?, V) folgt cf” f[l(Rﬁﬁ?)RmRL m)
set |20y £ 0.07% universelle 3-Funktion l:[l(RizFf’)Ro m§
591 1 043.1-107% tree-level Verbesserung l:[l(RizFf’)RORLRO —mf
it 10.3682815(13) e (1) l:[z(RfFf’)RlFf o
P&t | —0.17791(45) mit 2 folgt V) Hl(RfFf)RL g
r¢ | —0.0301(25) ¢ _Hl(RﬁF;*) C

Tabelle 4.2: Die extrapolierten Koeffizienten mit Resultaten und dem verwen-
deten Blocking. F* bezeichnet eine Ausgleichsrechnung mit & Parametern
und einer Potenz des Resttermes von n. Abhéngigkeiten von analytischen
Koeffizienten sind in der Kommentarspalte nicht aufgefiihrt. e; und es sind
in Gleichung (4.29) definiert. Die analytisch bekannten Grofien werden inner-
halb der Fehler reproduziert, daher ist dort nur der Fehler angegeben. Alle
Fehler werden von dem systematischen Fehler dominiert.
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Abbildung 4.1: Der dekadische Logarithmus des relativen Fehlers von mj
(oben) und von m} (unten) in Abhiingigkeit von I fiir die 4 Byte (x) und 8
Byte Version (+) des Programmes, sowie die verwendete Extrapolation.
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# \tilde{m}_2"a: rO0 assumed: t0=0,s0,t1=0
# Fitparameter:

const
1/L

1nL/L
# L
18.
18.
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19.
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20.
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21.
22.
22.
23.
23.
24 .
24 .
25.
25.
26.
26.
27 .
27 .
28.
28.
29.
29.
30.
30.
31.
31.
32.

Q

Abbildung 4.2: Die geblockten Koeffizienten 7"8’2 in Abhéngigkeit von I.
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.04886(18)
.03697123

.04809044
.05477608

-.60895884

.04809(13)

.04809(12)
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.048087(91)
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.048085(67)
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.00003074
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Kapitel 5

Numerische Gitterrechnungen

Hier sollen nicht alle Einzelheiten und Methoden von Gittersimulationen dis-
kutiert werden. Vorausgesetzt werden Kenntnisse iiber das Monte Carlo Ver-
fahren und dessen Fehlerabschidtzungen. Die Methode zur Berechnung der
Skalenabhéngigkeit der Kopplung ¢2,(L) mit Hilfe des Schrodinger-Funk-
tionals wird genauer erldutert.

Die nichtperturbative Berechnung der Kopplung ¢2,(L) auf dem Gitter
basiert auf endlichen Reskalierungen des Arguments, also auf der Reskalie-
rung der Boxgrofle L. Dazu wird die step scaling Funktion ¢ bestimmt. Fiir
eine Kopplung ¢2.(L) in dem Schrddinger-Funktional mit Boxgréfie L ist
o(s,g%.(L)) gleich der Kopplung ¢2,.(sL) in der um s skalierten Box

gap(sL)=0(s,93,(L)) . (5.1)
Sie ist verbunden mit der Callan Symanzik -Funktion
0
B(gSF(L)) = _La_LgSF(L) (5.2)

durch

v g |B=0(L) = o(s. 2, (L)
A . (5.3)

"I =g

Die step scaling Funktion ist also die integrierte S-Funktion!. Sie erfiillt die
rekursive Relation

gar(s152L) =0 (5152, 95,(L)) (5.4)
20(8170(827951«“([/))) : (55)
L Lo(s,92.(L))|,_, = —29sr(L)B(gsr(L)) ist &quivalent zu Gleichung (5.3). Diese

Darstellung wird hier nicht verwendet.
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Auf dem Gitter ist es moglich, die Kopplung ¢2,.(L) des Schrodinger-
Funktionals prézise zu bestimmen, da durch eine Observable [39] die Kopp-
lung direkt gemessen werden kann

¢ (L)=T} <%> 65
mit
o=l > (B - B 57)

o —1 [ Rtr (T U (t, 2))]|,_, fiir SU(3) ,
Ew(7) = a? { Rer ETOUOkEt,fBIZZE fiir Sngg (5.8)
und entsprechend fiir £' bei t = T — 1. Andere Kopplungen kénnen nur
indirekt aus Observablen gewonnen werden, wie zum Beispiel gfq(r). Sie ist
durch das statische Potential zwischen zwei Quarks im Abstand r definiert
und wird durch Wilson Loops mit einer Extrapolation zu unendlich grofer
Ausdehnung in der Zeit bestimmt.

Zur Berechnung der step scaling Funktion mit grofiem s = 2 ist wegen
Gleichung (5.5) eine Sequenz von Werten

U1 =0(2, ug) (5.9)

ausreichend. Es wird kein um 2% skaliertes Gitter benotigt.
Um die finite-a Effekte in Simulationen zu quantifizieren, wird eine Funk-
tion

Y(s,u,a/L)=0(s,u)+ O(a/L) (5.10)

eingefithrt. Die Extrapolation von ¥(s,u,a/L) zu a/L — 0 liefert o(s,u).
Mit den unbekannten nichtperturbativen Koeffizienten c;(¢g2) verbessert sich
die Konvergenz zu dem Kontinuumslimes zu a?.

Zuniichst wird fiir verschiedene L/a die nackte Kopplung g2 = 2N/ so
eingestellt, daf} sich die Kopplung u;, ergibt. Zur Berechnung von (2, uy,a/L)
wird nun die Anzahl der Gitterpunkte jeder Dimension um s = 2 skaliert und
Y bestimmt. Durch die Wahl desselben 3 bleibt der Gitterabstand a konstant.

Aus der beschriebenen Extrapolation ist nun w1 = o(2, u,) zu ermitteln.
Die Berechnung der néchsten Kopplung wug o geschieht auf die gleiche Wei-
se. Insbesondere kénnen Gitter mit der gleichen Anzahl von Gitterpunkten
verwendet werden. In Abbildung 5.1 ist das Verfahren illustriert.
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g%.(L) Eine Gitterdimension

Uy H++
¥(2,uq,1/4) HA
Uy HHH-
(2, u1,1/6) -
g HHHH-
(2, uq,1/8) HHHHHHHHH
ty = limg 10 2(2,u1,a/L)
Us ——t—t—
(2, ug, 1/4) 1+t
U HF+—++1+—
(2, u2,1/6) S s s s s e s e e
Us 0 e e
(2, u9,1/8) HAH
uz = lim, 10 2(2, ug,a/L)
Us | | | |
¥(2,ug, 1/4) | | | | | | | |
Us 11—t
(2, us,1/6) H——H———t—t—1—1—1—1—1
Us 1+t
(2, us3,1/8) H—t—t—t—f+—t+—f++t++F+1+F+1

Ug = lima/L_m 2(2, Uus, G/L)

Abbildung 5.1: Mit den Sequenzen von Monte Carlo Simulationen (pro Zeile
eine) wird sukzessive upi1 = 0(2,up) = limg/p—o X(2, ug, a/L) bestimmt,
Dabei ist fiir die verschiedenen Gitterabstéinde eine Abstimmung von 3 =
2N/ g2 erforderlich, so daf} sich die Kopplung uy, ergibt. Die Verwendung der
Gleichung (5.5) liefert uy = (8, uy).

Die Abstimmung der nackten Kopplung g2 kann mit der perturbativ
bekannten Néherung der Funktion ¢2(a) vereinfacht werden. In den nu-
merischen Simulationen wurden die jeweils bekannten perturbativen Ent-
wicklungskoeffizienten von ¢; verwendet. Fiir die SU(3) wurde in [40] die
Ein Loop Néherung genutzt. Innerhalb der statistischen Fehler wurde fiir
die verwendeten Kopplungen und Gittergrofien keine a/L Abhéngigkeit von
(s, g2,(L),a/L) beobachtet. Die Berechnungen in der SU(2) wurden zu-
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néchst mit dem tree-level Wert ¢; = 1 durchgefiihrt [41]. In [42] ist der Ein-
flul von cgl) auf die Kontinuumsextrapolation nachgewiesen. Dies ist die erste
Arbeit in der der Erfolg des stérungstheoretischen Verbesserungsprogramms
in einer 4-dimensionalen Yang-Mills Theorie nachgewiesen wurde.

Die Gitterartefakte werden durch

X(s, gir(L),a/L) — o(s, g2r(L))
o(s,95-(L))

parametrisiert und kénnen mit der Entwicklung von é(a/L, s, g%,) in g2, ver-
glichen werden. Dabei konnen die Effekte durch die Verwendung der stérungs-
theoretischen Verbesserungskoeffizienten cgz) in den Monte Carlo Simulatio-
nen bei der Auswertung beriicksichtigt werden [39]. Die Entwicklung von
d(a/L,s,g%,) in g2, wird fiir die SU(3) in Kapitel (7.5) diskutiert.

Die Skala wird nichtperturbativ in der Regel durch Vergleich mit Opera-
toren, die in einem unendlichen Volumen definiert sind, fixiert. Dazu ist eine
Sequenz von Simulationen notwendig bei der fiir die Skala r gilt a« < r < L.

Fir die SU(2) [39] wurde dazu zunéchst die String tension gewé&hlt,
spéter, wie auch fiir die SU(3) [40], die Sommer-Skala ro [42]. Sie ist durch
die Kraft F' zwischen einem statischen Quark-Antiquark Paar definiert

d(a/L,s,gz,(L)) = (5.11)

F(ro)rs =1.65 . (5.12)

Der Wert 1.65 fiihrt in verschiedenen phdnomenologischen Modellen (z.B.
Cornell [43] und Richardson [44]) zu ry = 0.5fm. Um mit der String tension
die Skala mit einem &hnlichen Fehler wie die Sommer-Skala ry zu berech-
nen, miissen zusédtzliche Annahmen iiber das Verhalten des Potentials bei
mittleren Skalen verwendet werden. In der ,,quenched Approximation“ oder
Simulationen der QCD mit dynamischen Quarks kann die Skala Modellun-
abhéngig durch eine Meson- oder Hardronmasse gesetzt werden.

Die erreichte numerische Genauigkeit in der Berechnung von X ist aus-
reichend, um mit dem extrapolierten o die Gleichung (5.5) mehrfach zu ver-
wenden. Dabei ist von Vorteil, dal die Werte von ¥ in unabhéngigen Simu-
lationen gewonnen werden, also unkorreliert sind. Fiir die SU(3) sind drei
[terationen mit s = 2 und eine mit s = 3/2 durchgefiihrt worden. Die Evo-
lution der Kopplung ist so iiber $;y:; = 24 bestimmt worden. In einer bisher
nur in Ubersichtsartikeln [45, 46, 47, 48] veroffentlichten, erweiterten Bestim-
mung von g2, ist die Skala auf s;,1q = 256 vergréfert worden.
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Kapitel 6

Die Entwicklung von oz In «

In diesem Kapitel soll die Berechnung der Entwicklung von a7z in ay
arrs(s/a) = ag + di(s)af + [da(s) + di(s)?] of ... (6.1)

skizziert werden. Zusammen mit der in dieser Arbeit bestimmten Entwick-
lung von agr in ag, kann die Zwei Loop Relation zwischen a5 in agr angege-
ben werden. Die Ein Loop Relation zwischen oz und oy ist, wie in Kapitel
(2.1) beschrieben ist, auch direkt bestimmt worden. Die dort verwendete Me-
thode ist nur schwer auf die Zwei Loop Entwicklung auszudehnen und die
Verbesserungkoeffizienten konnen so nicht bestimmt werden. Fiir die SU(N)
ist der Ein Loop Koeffizient d;(s) in [12] und [13] angegeben worden.

Der Zwei Loop Koeffizient ist von Liischer und Weisz mit der im Fol-
genden diskutierten Methode berechnet worden und in [14] publiziert. Die
Berechnung basiert auf der Background field Methode, welche fiir das Git-
ter allgemein ausgearbeitet und verwendet wurde [49]. Dort werden die be-
kannten Ausdriicke fiir die dimensionell regularisierten Propagatoren im MS
Schema mit den nicht renormierten Propagatoren auf dem Gitter in Relation
gesetzt.

Ein wesentlicher Bestandteil der Methode basiert auf der effizienten nu-
merischen Bestimmung von Feynmandiagrammen auf dem Gitter in unendli-
chem Volumen [50]. Dabei sind die Propagatoren und Vertizes, im Gegensatz
zu dem Schrddinger-Funktional, nicht von dem Background field abhéngig.
Details der Rechnung sind in [14] zu finden, wéhrend in [51] die Ergebnisse
diskutiert sind.

Die Darstellung beschrinkt sich auf einen Uberblick der Berechnung von
Feynmandiagrammen auf dem Gitter, die fiir die anschliefend diskutierte
Background field Methode benétigt werden.
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6.1 Feynmandiagramme auf dem Gitter im
Ortsraum

Die Berechnung von Feynmandiagrammen mit dem Propagator

1/p* mit p, = 2sin(p,/2) und p* = E i (6.2)
der Form
d4k d4 1
A= / r=-k—gq (6.3)
k2qAZr2

soll hier skizziert werden. Mit dem Propagator im Ortsraum

™ d4p ez'pm
G(z)= / e (6.4)

ergibt sich
A=Y G(x)®. (6.5)
TEA

Grundlage der numerischen Bestimmung des freien Propagators auf dem
Gitter ist

(V, +V,)G(z)=2,H(z) , (6.6)
mit

Vuf(@)=flz+ ) — f(z), (6.7)

Vil (@) =f(z) = flz = p), (6.8)

wobei H(z) eine bekannte, nicht von p abhéingige Funktion ist. Dies fiihrt
auf eine Rekursionsformel, die erlaubt den Propagator als Linearkombination
von

G(0,0,0,0),G(1,0,0,0),G(1,1,0,0),G(1,1,1,0),G(1,1,1,1)  (6.9)
auszudriicken. Die Definitionsgleichung fiir den Propagator im Ortsraum
— >, ViV,.G(x) = 0,0 und Gittersymmetrien reduzieren die Abhéngigkeit
des Propagators auf zwei Werte

G(z) = ri(2)G(0,0,0,0) + ro(x)G(1,1,0,0) + r3(z) /7% + r4(x) , (6.10)
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wobei die r; exakt zu berechnende, rationale Funktionen sind. Werden die bei-
den Unbekannten in Gleichung (6.10) als Linearkombination von G(n, 0,0, 0)
und G(n,1,0,0) ausgedriickt, so konnen genau diese fiir grofle n vernachlissigt
werden, da ihre Koeffizienten von der Ordnung O(10~") sind.

Die numerische Berechnung der Summe aus Gleichung (6.5) kann mit der
asymptotischen Form von G(z)® : {G(z)*},s prizise durchgefiihrt werden.
Die Summe

A= G@)® - {G(z) }us (6.11)
x€A\0
konvergiert schnell. Durch eine verallgemeinerte Zeta-Funktion ist ebenfalls
A=) {G(x)*}as (6.12)
zE€A\0
zu berechnen. Damit ergibt sich
A=A +A"+G(0)°. (6.13)

Die Berechnung von komplizierteren Diagrammen kann mit denselben
Methoden durchgefiihrt werden. Es ergibt sich zum Beispiel

3 (-VIV,G@)  Glr) = /

TEA L o

T d4k d4q kiin
(2m)* (2m)* k24272

r=—k—gq. (6.14)

Fiir Diagramme mit &uflerem Impuls ist im Kontinuumslimes nur die Ent-
wicklung fiir p — 0 relevant. Durch geeignete Subtraktion der Divergenzen
ist auch hier die numerische Bestimmung durch eine Konstruktion von stark
konvergenten Summen moglich.

6.2 Background field Methoden

Die Verwendung von Background field Methoden ist in der dimensionel-
len Regularisierung zum Studium der Renormierbarkeit von nicht abelschen
Eichtheorien schon lange erfolgreich genutzt worden [52, 53]. Die perturbative
Entwicklung der Renormierungskonstante Z; lZg/ ? fiir die Kopplung ist aus
dem Gluon- und Background field Propagatoren zu extrahieren. Es muf} also
nicht, wie iiblich, eine Drei Punkt Funktion berechnet werden. Dies reduziert
die Anzahl der Feynmandiagramme erheblich.

Das Hintergrundfeld B wird als unabhéngiges Feld betrachtet und in die
Kontinuumswirkung durch' A, = B, + goq,, eingefiihrt. Das Hintergrundfeld

g, ist das ,Quanten® Feld.
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muf} nicht den klassischen Feldgleichungen geniigen. Es hat den Charakter
einer Quelle.

Die Legendretransformierte freie Energie der eichfixierten Zustandssum-
me in Abhéingigkeit der konjugierten Quellen fiir ¢, ¢ und ¢, die effektive
Wirkung

I'B,Q,C,C], (6.15)

erfiillt die BRS-Symmetrie. Sie ist eine Konsequenz der Eichsymmetrie der
nicht eichfixierten Wirkung. Die Shift Transformation ist in der Kontinuums-
theorie definiert durch die Variation

OF OF
9o o S.a’
5Bu 5%

dsF[B, gl = (6.16)

wobei F' ein beliebiges Funktional sein kann. Die Transformation kann als
Shift in den Quantenfeldern der nicht eichfixierten Wirkung angesehen wer-
den. Es gilt fiir die Kontinuumswirkung S

[(555]Z = 5BRS[(D;L + ggAdqﬂ)E]a . (617)
Eine entsprechende Gleichung existiert auf dem Gitter ebenfalls. Es folgen
Relationen fiir die Zwei Punkt Funktionen und Vertizes der effektiven Wir-
kung und fiir die freie Energie. Die n Punkt Funktionen werden durch die
Entwicklung der effektiven Wirkung nach Potenzen der Felder definiert, nicht
durch die Entwicklung in der Kopplungskonstante go. Die BRS-Symmetrie
wird auch von der renormierten effektiven Wirkung erfiillt. Diese Eigenschaft
schrinkt die moglichen Counterterme ein und erméglicht so, effiziente Renor-
mierbarkeitsbeweise zu fiihren.

Fiir die perturbative Entwicklung der Kopplungskonstante ist die Back-
ground field Methode besonders geeignet, da das Hintergrundfeld keine Re-
normierung erfihrt. Wir haben fiir die Zwei Punkt Funktionen der effektiven
Wirkung

T2 (1, gp) =T5"* (p, go) (6.18)
U6 (p, gr, Ar) = Z3L'5"" (p, go, No) (6.19)

mit g, = Z;12§/290 und A\p = Z3)\. Da die Background field Funktion pro-
portional zu 1/g?% ist, 1aBt sich aus den beiden Zwei Punkt Funktionen die
Renormierung der Kopplung bestimmen. Wie zu erwarten ist, verschwindet
die Abhéngigkeit von dem Eichparameter A. Fiir die Relationen zwischen
den Zwei Punkt Funktionen ist es ausreichend, die skalaren Amplituden in
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den Funktionen zu betrachten. Die Amplituden in der dimensionellen Regu-
larisierung im MS Schema sind bekannt und zum Beispiel in [54] und [55]
publiziert. Die Berechnungen auf dem Gitter miissen daher nur bis zu der
Ordnung O(p?) durchgefiihrt werden.
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Kapitel 7

Anwendung der Storungsreihe

Durch die Kombination von Stérungsentwicklungen in g3 kann ¢%. in ¢
fiir kleine Kopplungen umgerechnet werden. Verschiedene Verfahren liefern
dabei Werte, die in der betrachteten Ordnung der Stérungsentwicklung gleich
sind. Mit Hilfe der Entwicklungskoeffizienten kann die Anwendbarkeit der
storungstheoretischen Relationen nicht nur fiir g2~ diskutiert werden.

In diesem Kapitel betrachten wir die impulsabhéngigen Kopplungen

aﬂq)z% mit ¢ =1/L , (7.1)

um bei der iiblichen Konvention zu bleiben. Die Relationen zwischen den
Kopplungen sind

anrs(8/a) = ap + di(8)af + [da(8) + di(8)*] of ... (7.2)
asp(3q) = ao + e1(3)ag + [e2(5) + e1(5)*] af . .., (7.3)
ap(q)= % =g — prag + (P2 —pa)ag ..., (7.4)

mit bekannten Koeffizienten. «a; ist die Tadpole verbesserte Kopplung nach
[56], [57] und [58] mit den aus [59] bekannten Entwicklungskoeffizienten der
Plaquette! P in ag, p; und p,. Die Berechnung der in [14] publizierten Koef-
fizienten dy und ds ist in Kapitel (6) diskutiert. Referenzen zu e; sind in der
Einleitung (1) zu finden. Es sei hier noch einmal betont, daf} in der vorlie-
genden Arbeit ausschlieBlich e, fiir die SU(3) berechnet wurde.

7.1 Die Relation zwischen o35 und agp

Durch die Kombination von Gleichung (7.2) mit (7.3) ergibt sich
ars(sq) = ase(q) + c1(s)ad,(q) + [e2(s) +ea(s)?] alp(q) ... (T.5)

'Der Drei Loop Koeffizient ps ist in [60] zu finden.
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mit den Koeffizienten?

c1(s)=dyi(s) —e1(1) = —8mby In(s) + 1.2556232(62) , (7.6)
ca(s) =da(s) — ea(1) = —32mw%b; In(s) + 1.197(10) . (7.7)

Das Skalenverhiltnis s ist zunichst beliebig. Es sollte daher so gewéhlt wer-
den, daf der Fehler durch Verwendung der trunkierten Gleichung (7.5) mini-
miert wird. Durch den Skalenfaktor s ergibt sich die Kopplung mit gegebe-
nem asx(q) bei sq. Dies kann ausgeglichen werden durch die Verwendung der
nichtperturbativen, integrierten S-Funktion vor der Konversion oder durch
die perturbative B-Funktion im MS Schema. Die Abhingigkeit von dem
gewdhlten Skalenparameter sollte dabei klein sein.

Die Wahl von s sollte eine gute Konvergenz der Reihe erwarten lassen,
das heift, die Beitrége sollten mit ansteigender Ordnung sinken, um den Feh-
ler durch héhere Ordnungen abschétzen zu kénnen. Ein grofler Skalenfaktor
erfordert die ,lange” Integration der S-Funktion und ist deshalb mit zusétz-
lichem Fehler behaftet. Wenn moglich, ist die Wahl in dhnlichen Entwicklun-
gen durch nichtperturbative Rechnungen zu motivieren. Wird in Gleichung
(7.5) q durch ¢/s ersetzt, ist die linke Seite von s unabhingig. Es ist zu er-
warten, dafl die rechte Seite der modifizierten Gleichung nur schwach von
s abhingig ist, wenn die Reihe gut konvergiert. Im Folgenden werden drei
Wege zur Fixierung der Skala s diskutiert.

I. Wir setzten s = 1. Die Entwicklungskoeffizienten sind in keiner Weise
optimiert.

II. Wir stellen die Bedingung ¢ (s) = 0. Dies lait sich mit einer Ein Loop
Berechnung realisieren. Die Koeffizienten ergeben sich zu

In(s™) = %;3 ) (7.8)
e (s™)y=0, (7.9)
47Tb1€1(1)

(7.10)

Der Skalenparameter féllt mit dem in Kapitel (7.3) diskutierten Ver-
haltnis der A-Parameter zusammen.

III. Die Methode II 148t sich durch ¢,(s)<4c,(s) = 0 auf hohere Ordnun-

gen verallgemeinern. Dabei sollte j—;cn(s)2 > 0 gelten, so daf |c,(s)]

?Die Fehler an einigen Koeffizienten werden der Ubersichtlichkeit halber nicht angege-
ben. Alle angegebenen Stellen sind jedoch signifikant.
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minimal gewéhlt ist. Diese Methode ist im Folgenden nur fiir n = 2
diskutiert. Es ergibt sich

2 1)/4
1n(8(m)): b + bocé( )/Am : (7.11)
b2
47h
e (s1) = _Tol ’ (7.12)
1 (4xb\? 4 1
ea(sM) = ¢p(1) — = mh\" _ drha(1) (7.13)
2\ by by

Die Minimierung des Zwei Loop Termes erfordert nur den Ein Loop
Koeffizienten. Der Wert von ¢; (s™) ist, wie in [16] publiziert, univer-
sell.

Es gilt die universelle und fiir die SU(N) von N unabhéingige Beziehung

b
s = 5D exp <4—;(2)> (7.14)
~1.23460 sV . (7.15)

Das Verhéltnis der Skalenfaktoren ist & 1 und deutet damit auf die erwartete,
schwache Abhéingigkeit der Skalenfixierung hin.

Fiir Entwicklungen von hohen Ordnungen sind weitere Schemata denkbar,
die z.B. eine kollektive Bedingung an die Koeffizienten formulieren.

Im Folgenden werden zum Vergleich alle drei Alternativen berechnet, wo-
bei lediglich II und III sinnvoll sind. Sie sollten im Sinne der schwachen
Abhéangigkeit dieselben Resultate ergeben.

In [40] ist neben agp eine weitere Kopplung agp nichtperturbativ in
der SU(2) berechnet worden®. Die Wahl des Skalenparameters zwischen der
Entwicklung dieser beiden physikalischen Kopplungen konnte dort nicht-
perturbativ untersucht werden. Die Grundlage bildet die Berechnung von
a(TIfnp)(qmm) bei einem ¢, das implizit durch agp(gmez) = 0.16535 be-
stimmyt ist. Die auf Ein Loop Niveau bekannte Entwicklung ist

arp(5q) = asp(q) + (1.5017 — 87bg In(s))a2,.(q) + O(a®,.(q)) . (7.16)

Die Methode I muf} hier vollstdndig verworfen werden, da der Ein Loop Term
1.501702 . (qmaz) nur etwa 50% zu der Differenz der Kopplungen . p(qmaz) —
Osp(@maz) beitriagt. Ein Zwei Loop Koeffizient, der die verbleibende Differenz

3Die Kopplung ., ist auf einem Torus mit verdrehten (twisted) réumlichen Randbe-
dingungen definiert und basiert auf Polyakov Loops.
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reproduzieren kann, ldge in der Gréfenordnung von 7. Mit der Methode 1
kann eine Fehlerabschitzung mit o (gme.) zu falschen Ergebnissen fiihren.

Mit der Verwendung der nichtperturbativen [B-Funktion ergibt sich fiir
die Methode II und III der Skalenfixierung

A (Gmaw) = 0.2289(6) + O(a?,) (7.17)
A (Gmaw) = 0.2299(9) + O(a2,) (7.18)
™) (Gan) = 0.2374(26) . (7.19)

Die Abweichungen lassen sich gut durch den Fehler des Termes der Ordnung

O(a3,) erkliren

nonp . () o 3 07(3) fir + =11 s
8 o) — @) =aslanan /9 {500 B0 L L (120)

Die nichtperturbative Bestimmung zweier Kopplungen in [40] motiviert die
Methode II und III.
Fiir die SU(3) ergeben die drei Methoden der Skalenfixierung

0ls(q) = s (q) + 1.25505,(q)” + 2.774(11)ase(g)*, (7.21)

012 (2.048¢) = s (g) + 0.271(11)asn(q)° (7.22)

ol (2.5200) = avsr (g) — 03689505 (9)” +0.135(11) s (¢)° . (7.23)

Durch die nichtperturbative Bestimmung von ag bis zu ¢ = 14GeV in [40] ist

die Anwendung der Stérungsreihe gerechtfertigt. Mit der Zwei Loop Relation
ergibt sich fiir zwei exemplarisch gewédhlten Energien

o™ (14.5GeV) =0.1151(26)( 2) Zwei Loop (7.24)
o™ (78.2GeV) =0.08400(130)( 6)  Zwei Loop . '

Die Quelle des ersten Fehlers ist die statistische Unsicherheit von ag. Der
zweite Fehler ist der zu af, abgeschitzte Fehler der trunkierten Stérungsrei-
he. Die Fehler in den Koeffizienten und durch die Anwendung der perturbati-
ven -Funktion sind in allen Fillen vernachléssigbar klein. Diese Ergebnisse
sind zu vergleichen mit der Bestimmung von a;;5 ohne den Zwei Loop Koef-
fizient?

o™ (14.5GeV) =0.1148(26)(17) Ein Loop , (7.25)
o™ (78.2GeV) = 0.08400(130)( 70)  Ein Loop . '

Im Vergleich zu der Ein Loop Berechnung vermindert die Zwei Loop Berech-
nung den Fehler der Umrechnung von agr zu azs um einen Faktor 10. Die
statistischen Fehler sind, im Gegensatz zu der Ein Loop Relation, in der Zwei
Loop Relation dominant.

“Der zweite Fehler ist gleich a3 .
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7.2 Die Callan Symanzik g-Funktion

Die nichtperturbativ bestimmte (-Funktion (Gleichung 5.2) von ag, kann
mit der Stérungsreihe

Blg) = =g big” (7.26)
=0

verglichen werden. Der erste nicht universelle Koeffizient ist der Drei Loop
Koeffizient by. In [61] ist

2857N3 1
54 (471')6

A5 _
b2 —

(7.27)

im MS Schema fiir die SU(N) bestimmt worden. Mit Hilfe dieses Koef-
fizienten und der Entwicklungskoeffizienten ¢; und ¢y kann der Drei Loop
Koeffizient im SF Schema berechnet werden

bs" = b5 — boca (1) /(4m)2 + brey(1)/(4) (7.28)
=0.4828(88)/(4m)* . (7.29)

Das heif3t, die nichtperturbative f-Funktion kann im SF Schema mit einer
Drei Loop Entwicklung verglichen werden. In Abbildung 7.1 sind die nicht-
perturbativ bestimmten Werte der Kopplung und die integrierte Drei Loop
und Zwei Loop (-Funktion eingezeichnet. Die Integrationskonstante ist mit
der Kopplung as(g) bei maximalem Impuls ¢ fixiert.

Die nichtperturbative Evolution der Kopplung kann durch einen effekti-
ven Koeffizienten b3’/ = 1.5(8)/(4m)? parametrisiert werden. Die statistischen
Fehler der Kopplung werden durch den Fehler an b5’/ repriisentiert [40].

Die Abweichungen von b5" sind auf die Eigenschaft der asymptotischen
Reihenentwicklung, Terme héherer Ordnung und das nichtperturbativen Ver-
halten der Kopplung zuriickzufiihren®. Daf b5’/ und b5" in der gleichen Gro-
Benordnung liegen, ist daher als besonderes Resultat zu werten. Die Schré-
dinger-Funktional Kopplung 1it sich bis zu relativ® kleinen Energien durch
ihr perturbatives Verhalten gut beschreiben. Diese Eigenschaft ist nicht auf
andere Kopplungen zu iibertragen.

SEine Ausgleichsrechnung an die Werte der step scaling Funktion mit s = 2 mit der
perturbativen Drei Loop Entwicklung und freiem by fithrt zu b5’/ = 4.4(2.3). Die Abwei-
chung von b5’/ kann durch die unterschiedliche Behandlung Terme hoherer Ordnungen in
asp bei den beiden Parametrisierungen erklért werden.

6Im Vergleich zu rg.

7



. data —+—

. Drei Loop -——
0.25 F .

N Ein Loop
0.2 \\\\E ]
a(q) |
0.15 | e e |
BN -

0.1} - .

N .

0.05 t———t e — —
1 10 100
q [GeV]

Abbildung 7.1: Die nichtperturbativ bestimmten Werte der Kopplung agz
aus [62] und die integrierte Drei Loop und Ein Loop -Funktion.

7.3 Der A Parameter

Der A Parameter ist eine Renormierungsgruppeninvariante oder auch In-
tegrationskonstante der Renormierungsgruppengleichung (5.2). Daher ist er
als Referenz besser geeignet als der Wert der Kopplung bei einer speziellen
Energie. Er ist definiert durch?

b
w7 1
_ 2 203 Ly
A—qggo q (bog (q)) exp< 2bgg2(q)> : (7.30)

A ist von dem gewéhlten Schema abhéngig und kann mit Hilfe des Ein Loop
Koeffizienten umgerechnet werden

c1(1
Asrs = Agpexp <817£b)> . (7.31)
0

Da die Kopplung nicht bis ¢ = oo berechnet werden kann, ist die pertur-
bative Ndherung der -Funktion fiir die Integration der Kopplung ab dem

"In Gleichung (7.30) und (7.32) verwenden wir die impulsabhéingige Kopplung g(g) um
die tiblichen Formeln zu erhalten.
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maximalen Impuls ¢ zu verwenden

A=q (bogz(q)) B exp <—#> (7.32)

2b0g2(q)

9(q) 1 1 by
— dt——+ —— — — | .
X exp /0 xﬁ(:{:) + bo® b%x

Der Fehler durch die Verwendung der trunkierten perturbativen -Funktion
ist systematischer Natur. Durch die Verwendung eines [-Funktionskoeffi-
zienten der néchsten, unbekannten Ordnung von b, = 1/(47)"™ kann die
Groflenordnung des Fehlers abgeschitzt werden. Wir erhalten

A% —957(21)(13) MeV 2 Loop , (7.33)
AY —9251(21)(0.5) MeV 3 Loop | (7.34)

wobei der erste Fehler durch die statistische Unsicherheit in agx(q) gegeben
ist und der zweite Fehler durch die Verwendung der perturbativen 3-Funktion
fixiert ist. Der Index (0) verweist auf ny = 0, also auf das Fehlen von dyna-
mischen Fermionen. Es existiert keine zuverlédssige Methode, um den Einflufl
von dynamischen Fermionen ohne ihre Simulation abzuschétzen. Daher ist
ein Vergleich mit dem experimentell bestimmten world average® aus [2]

AL — 219428 MeV (7.35)

nicht moglich. Die in den letzten Jahren durchgefiihrten numerischen Si-
mulationen mit dynamischen Quarks zeigen in vielen Grofien eine schwa-
che Abhéngigkeit von dynamischen Fermionen. Daraus ist jedoch keine zu-
verldssige Fehlerabschitzung fiir nicht untersuchte Observablen méoglich.

In Kapitel (8) wird der Einschlufi von dynamischen Fermionen in das
Schrodinger-Funktional und die Implikationen fiir die Stérungsrechnung dis-
kutiert.

7.4 Relationen zu nackten Kopplungen

Die Entwicklungen von physikalischen Kopplungen in der nackten Gitter-
kopplung «y fiithrt nach der allgemeinen Erfahrung zu grofien Entwicklungs-
koeffizienten. Fiir o ist dies zu bestéitigen

all(1/a) = ap + 4.62797(14)a? + 29.011(12)ad ,  (7.36)

8Hier wurde eine etwas andere Definition von A verwendet, die fiir kleine Kopplungen
nicht von Gleichung (7.32) abweicht.
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oM (14.0622(11) /a) = o + 4.178(11)a | (7.37)

ol (17.3611(14) /a) = ag — 0.3689502 + 4.042(11) 0 . (7.38)

Eine Abschéitzung des Drei Loop Termes durch «f ist auf Grund des grofien
Zwei Loop Koeffizienten fragwiirdig. Dies geht einher mit einem grofien Ska-
lenparameter bei der Methode IT und III.

Die in [56], [57] und [58] diskutierte Tadpole verbesserte Kopplung ba-
siert auf der Uberlegung, grofie Beitriige der Stérungstheorie zu subtrahie-
ren, indem die Kopplung ay durch a, = ag/P ersetzt wird. Dabei ist P
der nichtperturbative Erwartungswert der Plaquette. Die drei Methoden der
Skalenfixierung liefern

al)(1/a) =, + 0.43918(14)a> + 2.431(11)a3 ,  (7.39)

ol (1.285127(97)/a) = aup + 1.914(11)0, (7.40)
o™ (1.58661(12)/a) = ap — 0.36895a2 + 1.778(11)a?. . (7.41)

Der Skalenparameter ist fiir a, im Vergleich zu «q klein. Der Zwei Loop
Koeffizient ist fiir alle Methoden der Skalenfixierung grof}, so dafl keine gute
Konvergenz der Reihe zu erwarten ist. Es ergibt sich fiir # = 6.5 = 6/¢2
eine Kopplung von a, = 0.11 (P = 0.6384). Bei der Methode (III) der
Skalenfixierung betrigt der Ein Loop Effekt 4.3% und der Zwei Loop Term
hat einen Einflufl von 2.4% auf die Kopplung. Weil die Koeffizienten der
Storungsreihe grof} sind, kann der Effekt von hoherer Ordnungen in a;, nur
unzuverldssig abgeschéitzt werden.

Die Anwendung der Storungstheorie fiir die Tadpole verbesserte Kopp-
lung muf} fiir heute realistische Gitterrechnungen, die fiir die Bestimmung
niederenergetischer Groflen (L > 1fm) geeignet sind, zumindest kritisch be-
trachtet werden.

Diese Beobachtung ist fiir ags in der SU(N) [51] und fiir agp in der
SU(2) [16] ebenfalls zutreffend.

7.5 Der Kontinuumslimes der perturbativen
step scaling Funktion

In Kapitel (5) wird die step scaling Funktion fiir einen endlichen Gitter-

abstand a¢ und im Kontinuum definiert. Die perturbative Entwicklung von

Gleichung (5.11), also des relativen Fehlers durch ein endliches a, ist

0(a/L,s,9%,) =01(a/L,5)g%, + 02(a/ L. 5)gs, + O(95,) - (7.42)
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Die Koeffizienten sind gegeben durch

01(a/L,s) =mq(sL/a) — my(L/a) — 2by In(s) , (7.43)
d2(a/L,s)=ms(sL/a) — ma(L/a) — 2by In(s) (7.44)
+|ma(sL/a) — mi(L/a) — 2b, 1n(s)] [ml(sL/a) — mu(L/a)

Die Verbesserung des Kontinuumslimes durch korrekt gewéhlte Verbesser-
ungskoeffizienten cy) fiihrt zu einer asymptotischen Konvergenz der Koeffi-
zienten 0;(a/L,s) von der Ordnung O((a/L)?). Bei der nichtperturbativen
Bestimmung der Kopplung wurden die perturbativen Verbesserungskoeffizi-
enten verwendet. Der Einflufl auf die Kontinuumsextrapolation kann in der
Storungstheorie untersucht werden. In [39] wurde fiir die SU(2) eine im Ver-
gleich zu X verbesserte Grofle konstruiert, die keine storungstheoretischen
Ein und Zwei Loop Effekte der Kontinuumsextrapolation enthielt. So ergibt
sich fiir das klassisch verbesserte Schrodinger-Funktional (¢;(g3) = 1)

0O (a/L,s,92) =06\"(a/L,5)g%n + 85 (a/L,s)gts + O(g5,) , (7.45)

und fiir das zu Ein Loop verbesserte Schrodinger-Funktional (c;(¢g3) = 1 +

1
M g2)

0D (a/L, 5, g%) =0 (a/L,5)g% + 0 (a/L, s)gt + O(gS,) . (7.46)

Die Entwicklung von d(a/L, s, g%,) mit dem Zwei Loop verbesserten Schri-

dinger-Funktional ¢;(g3) = 1 + cgl) g+ cgl) g5 bezeichnen wir mit

69(a/L.5.95:) =01 (a/ L. )95, + 057 (a/ L, )g%, + O(g8,) - (747)
Da die Koeffizienten ¢; nur von den Verbesserungskoeffizienten cgj ) mit j < i
abhéngen, gilt (5?) = 9;. Daf} heif}t, es gilt 6; = 59) = 59) und 9y = 5&2). In
Tabelle 7.1 sind die Koeffizienten fiir s = 2 und 4 < L/a < 16 angegeben.

Die Koeffizienten 5§i) zeigen die erwartete asymptotische Abhéngigkeit von
a der Ordnung O((a/L)?).
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Lia| &Y st 53 st 52

0.01192 —0.01023 0.00642 0.00577 —0.00168
0.01155 —0.00617 0.00514 0.00501 —0.00095
0.01089 —0.00387 0.00412 0.00435 —0.00061
0.01004 —0.00262 0.00334 0.00382 —0.00043
0.00918 —0.00189 0.00275 0.00341 —0.00032
0.00841 —0.00144 0.00230 0.00307 —0.00024
10 | 0.00773 —0.00113 0.00195 0.00279 —0.00019
11 | 0.00714 —0.00091 0.00168 0.00256 —0.00015
12 | 0.00663 —0.00075 0.00145 0.00236 —0.00012
13 | 0.00618 —0.00063 0.00126 0.00219 —0.00010
14 | 0.00579 —0.00054 0.00111 0.00205 —0.00008
15 | 0.00544 —0.00046 0.00098 0.00192 —0.00007
16 | 0.00513 —0.00040 0.00087 0.00180 —0.00006

© 00 N O Ot

Tabelle 7.1: Die storungstheoretischen Effekte der Verbesserung des Konti-
nuumslimes von (2, ¢2,,a/L). Die a/L Abhéngigkeit des Koeffizienten )
ist von der Ordnung O((a/L)?), was jedoch keine Bedeutung im Rahmen des
Verbesserungsprogramms hat.
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Kapitel 8

Zusammenfassung

Die vorliegende Zwei Loop Stérungsentwicklung der Kopplung agy in ap ist
ein notwendiger Beitrag zu dem Programm der ALPHA Kollaboration. Die
Arbeit ermoglicht, zusammen mit der Zwei Loop Entwicklung der Kopplung
a3 1N, den systematischen Fehler in der Konversion vom SF' Schema zu
dem MS Schema gegeniiber der Ein Loop Relation deutlich zu senken. Mit
der nichtperturbativ bestimmten Kopplung as, kénnen bei groflen Energien
aus einer niederenergetischen Gréfle, mit im Vergleich zu dem statistischen
Fehler, kleinem systematischen Fehler Gréfien im M S Schema berechnet wer-
den. Besonders geeignet ist der Azz Parameter der QCD. Mit ihm wird die
gesamte Information iiber die Asymptotik der Kopplung bei hoher Energie
durch eine dimensionsbehaftete Grofle festgelegt. Aus dem Az Parameter
kann die Kopplung a;75 bei groflen Energien durch Anwendung von Stérungs-
theorie aus der Renormierungsgruppengleichung rekonstruiert werden. Die
Verbindung von hoch- und niederenergetischen Gréflen der QCD mit klei-
nem, kontrollierten Fehler in der QCD ohne Fermionen ist auf diese Weise
von der ALPHA Kollaboration durchgefiihrt worden.

Die Berechnung des Zwei Loop Termes erfordert einen hohen numeri-
schen Aufwand. Durch die Implementierung der Summen in den Feynman-
diagrammen im Ortsraum konnte die Abhéngigkeit von der Gittergrofie L
von der Ordnung O(L?®) im Impulsraum auf die Ordnung O(L®) reduziert
werden. Nur durch die sorgsame Verwendung aller in dem System vorlie-
genden Symmetrien war eine Gittergrofle von L = 32 zu erreichen. Durch
umfangreiche Tests an Teilergebnissen und dem Gesamtergebnis konnte si-
chergestellt werden, dafl das korrekte Ergebnis berechnet wurde. Weiterhin
konnten die Ergebnisse der SU(2) Eichtheorie reproduziert werden. Da es
keine Testmoglichkeit fiir die einzelnen Diagramme gibt und lediglich die
Summen grofler Untermengen der Diagramme unabhéngig von dem Eichpa-
rameter sind gestaltete sich die Fehlersuche in dieser Phase der Programment-
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wicklung schwierig. Wegen der strukturell einfacheren Eichgruppe ist dieser
Test alleine jedoch nicht ausreichend.

Es zeigte sich, da} der Kontinuumslimes mit &hnlicher Prézision wie in
der SU(2) Eichtheorie durchzufiihren war. Die Berechnung der Koeffizienten
bis zu einer Gittergrofle von L = 32 und einer numerischen Genauigkeit
in der Berechnung der Diagramme von 8 Byte liefert die Koeffizienten mit
hinreichender Prézision.

Die Berechnung des Zwei Loop Verbesserungskoeffizienten konnte im Rah-
men dieser Arbeit durchgefiihrt werden. Dieser wurde bereits erfolgreich in
der numerischen Simulation des Schrodinger-Funktionals verwendet [63].

Die Beriicksichtigung von dynamischen Quarks bei der Bestimmung des
A7z Parameters der QCD ist das néachste Ziel der ALPHA Kollaboration.
Die theoretischen Grundlagen fiir den Einschlufi von Fermionen sind in [64]
ausgearbeitet. Damit sind Untersuchungen in der ,,quenched Approximation®
moglich und durchgefiihrt worden. Die nichtperturbative Entwicklung der re-
normierten Quarkmasse ist in [45], [46], [47] und [48] publiziert worden. Im
Rahmen dieser Arbeit ist das Schrédinger-Funktional fiir die nichtperturbati-
ve Bestimmung verschiedener Verbesserungskoeffizienten verwendet worden.
Insbesondere konnte der fiir die Verbesserung des Kontinuumslimes der Fer-
mionwirkung wichtige Koeffizient cg, berechnet werden. Er ist, anders als
¢t, unabhingig von den Randbedingungen und in Simulationen der Gitter-
eichtheorie zu der Bestimmung von niederenergetischen Groéflen verwendet
worden [65].

Die angestrebte numerische Bestimmung der Kopplung ag, mit dynami-
schen Fermionen erfordert Parallelrechner der néchsten Generation. Bishe-
rige Voruntersuchungen legen nahe, daf§i mit dem Computer APEmille die
Kopplung mit einer dhnlichen Prézision wie in der ,pure gauge theory“ zu
bestimmen ist.

Die Storungstheorie ist ebenfalls auf Fermionen zu erweitern. Die Zwei
Loop Relation zwischen ag;s und ag ist in [66] publiziert. Im Anschluff an
diese Arbeit ist geplant, zusammen mit Peter Weisz, die notwendigen Be-
rechnungen fiir die Entwicklung von agr in agy durchzufiihren.
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Anhang A

Benutzte Darstellung der SU(3)

Die verwendeten Definitionen sind fiir die SU(2) im Anhang (B) komprimiert
angegeben, soweit sie von denen der SU(3) abweichen.
Die verwendete Darstellung der su(3) Lie-Algebra ist

L (000
TO:? 010 |, (A1)

“\oo-1

L (200
T1:? 0-10 |, (A.2)

“\o o -1

« ]' o

(T%7) == 0% - (A.3)

Ein Element der su(3) Lie-Algebra mit o € {0,1,12,21,13,31, 23,32} wird
dargestellt durch

q=q,T7 . (A.4)
Die Koeffizienten erfiillen die Relationen
O=0@:, 0=06, dp=a- (A.5)
Ein Element der SU(3) Lie-Gruppe ist
Q@ = exp(¢,T7) . (A.6)

Die Spur iiber zwei Generatoren liefert

. 1
tr(T°T7) = —d"6°" , d°= 3 d* = g , d¥ =1, (A7)
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wobei der transponierte Index definiert ist durch
e fir o€ {0,1},
7= { (Ba) fiir o= (af). (A-8)

Die Cartan Killing Form, das Skalarprodukt der su(3), ist definiert durch

(¢,7) = —2tr(q,7) (A.9)

= qoTo + 3q171 + 2 Z qaBTap (A.l())
ap
=1 q,r° (A.11)

wobei die Metrik

10000000
03000000
00020000

or _ | oo200000
|9| = | 00000200 (A.12)
00002000

00000002
00000020

mit der Indexordnung von oben verwendet wurde. In Komponenten ist dies
dquivalent zu:

C=qp, =30, ¢ =2q.. (A.13)

Die diagonalen Generatoren T° und T! bilden eine Basis der Cartan’schen
Subalgebra Cy.

A.1 Die Strukturkonstanten
Mit Hilfe von
77T =[T7, 77 (A.14)

sind die Strukturkonstanten definiert. Sie erfiillen die Jakobi Identitat. Wir
benotigen fiir den Fadeev Popov Term

froP=f" g . (A.15)
Sie erfiillen die Relation
frr=—froet. (A.16)

Die 6 nicht verschwindenden, unabhingigen Werte der Strukturkonstanten
sind
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P I P I
i (0) | (12) ] (21)
—i | (0) | (13) | (31)
—2i | (0) | (23) | (32)
—3i | (1) | (12) | (21)
—3i | (1) | (13)| (31)
2i | (12) | (23) | (31)

A.2 Die Eigenwerte zu Ad

Die Eigenvektoren zu Ad(h) mit h € Cy bilden eine Basis in der die ko-
variante Ableitung in dem Farbraum diagonal ist. Fiir die Generatoren T?
gilt

Ad(h)(T?) = [h, T7] = (o) T, (A.17)

die Eigenwerte von T? beziiglich h sind (o). Es gilt

—a"(0®) =a"(0) und o (o) = f77, . (A.18)
h | a™(0) | a™(1) | @"(12) | @"(13) | a"(23)
ol o [0 | & | & | !
T | 0 0 3 3 0
C 0 0 Z‘¢1z¢2 Z‘¢1z¢3 Z‘¢2Z¢3

Zu der Formulierung des * Produktes in Anhang (D.1) definieren wir fiir

o # 1

{T", T} = afy (0)T7 (A.19)
a{T}l(O) a{T}l(l) a{T}l(u) a{T}l(l?)) a{T}l(QB)
7 Nicht definiert 2% 2% —%

Beide Funktionen sind trivial bilinear.
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Anhang B

Benutzte Darstellung der SU(2)

Die verwendete Darstellung der su(2) ist

Damit ist o € {0, 4, —} und die Koeffizienten erfiillen die Relationen

GWO=0q, ¢+=4q" . (B.4)
Die Spur iiber zwei Generatoren liefert

1

tr(T7T7) = —d76°" , d° = 2 dt =1, (B.5)
wobei der transponierte Index definiert ist durch +* = — —* = 4 und
0* = 0. Die Cartan Killing Form ist

(q,7) = qoro + 2q47_ + 2q_r 4 (B.6)
=:q,1° (B.7)
mit der Metrik
oT __ 1o (2)
977 = (552) (B:3)
mit der Indexordnung von oben. In Komponenten ist dies dquivalent zu
¢ =q, =2 . (B.9)
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Die Cartan’sche Subalgebra Cys ist eindimensional und proportional zu dem
Generator TC. Es gibt nur einen nicht verschwindenden, unabhéngigen Wert
der Strukturkonstanten: fO*= = —2i. Die Eigenvektoren zu Ad sind wie in
der SU(3) die gewéhlten Generatoren T? mit

a™’(0)=0, (B.10)
o™’ (+)=—i. (B.11)

Fiir die SU(2) fithren wir oF (o) fiir o 0 ein.
¢

a{T}O(O) nicht definiert, (B.12)
afy (+)=0. (B.13)
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Anhang C

Das Hintergrundfeld und die
kovariante Ableitung

Die n Abhéngigkeit der ¢; ist
¢i =0; + nw; (C.1)

mit Y 60; =Y w; = 0. Fiir die SU(3) wurde (Punkt A in [40]) verwendet

wy = ]_7 91:—71'/3,
(UQZ—]_/2 5 92: 0 5 (02)
wy=-1/2, b= m/3.

Die Hintergrundfelder der SU(2) aus [15] sind definiert durch

(.
C= fdlag(%, 2) (C.3)
C'= Edlag(—ﬂ — 1, — Pa) (C.4)
mit
W1 = 1 s 91 = —7'('/4 s
Wy =—1, 92: 71'/4 (05)

Daraus ergibt sich die Gleichungen (3.9) und (3.13)

N = % (m 4 2¢4y)  fiir SU(2) , (C.6)
y= % <2§ T ¢1> fiir SU(3) . (C.7)
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Mit Hilfe von Ad und

0 fiir p=0,
iy (x) =1 a“(0) + o™ (o)yz® fir p =k, SU(3), (C.8)
aC (o) + o™ (o)ya® fiir p=k,SU(2)
halten wir fest
V(@) T7V, (o) = exp (5 ()T )

Damit ergeben sich die kovarianten Ableitungen aus Gleichung (3.35) und
(3.43) zu

Dy fo ()T == (exp(if] (v)) fo (w + ) — fo(2)) T, (C.10)

(fo(x) — exp(=if](z)) fo(z — @)) T7 . (C.11)

QI

D} fo(z)T7 =

Offensichtlich sind die kovarianten Ableitungen diagonal in den Darstellungen
aus Anhang (A) und (B). Das motiviert die Wahl der Darstellungen.
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Anhang D

Die Operatoren A und A\

Zur Vorbereitung wird das x Produkt und die Parametrisierung der Terme,
die in dem Gluonpropagator verwendet werden, eingefiihrt.

D.1 Das x Produkt

Wir definieren fiir alle komplexen N x N Matrizen M und G
1 1
M*G =3 [(MG +GMT) — Ntr(MG +GMY) (D.1)

fir G € su(N) ist M xG € su(N).
Die benétigten Ausdriicke des x Produktes sind

s mo ) cjcs fiir p=0,v=~k oder p==~kv=0
cosh(G,,) *T?=T { 1 i p=lLy=k. (D.2)
1 fir p=0,vr==~%,
sinh(G,) * TP =T%c{s5 ¢ =1 fir p=k,v=0, (D.3)
0 sonst
mit den Koeffizienten
cos (17) fir o =0 und SU(2) ,
S = 1 (2cos(y) + cos(3v)) fiir 0 =1 und SU(3) , (D.4)
Cos (%a’{{%a)y) sonst

1 .
5 = cos <§O/Tl(a)v> :
1 .
53 =sin <—50/T1(a)’y> :
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D.2 Die Koefflizienten der Operatoren

Da die Propagatoren im Gruppenraum und rdumlichen Impulsraum diagonal
sind, werden die entsprechenden Indizes unterdriickt. Weiter fithren wir

ein. Die Koeffizienten fiir AA; ergeben sich zu
Ano(t) ==X , (D.6)
Agl(t) = )\Osl(t + 1) - clsl(t) s (D?)
Apo(t) =0, (D.8)
Akl(t) = _Clékl s (Dg)
Bog(t):2)\0+018j(t)8j(t+].) N (D]_O)
Bgl(t) :clsl(t + 1) - )\08[( ) s (Dll)
Bio(t) = Box(t) | (D.12)
Bkl(t) :6kl [sj(t)sj (t) + 20102] + ()\0 - l)Sk(t)Sl(t) (D13)
und die von A\ sind
At)=—1, (D.14)

Diese Formeln sind fiir die SU(2) und SU(3) giiltig.
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