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Vorwort

Den Gegenstand dieser Arbeit bilden Mannigfaltigkeiten mit Geraden.
Wir werden zwei Verallgemeinerungen des iiblichen Geradenbegriffs benut-
zen. Der schwichere Begriff stammt aus der Theorie der Twistorrdume. Da-
bei sind Geraden rationale Kurven in einer dreidimensionalen, komplexen
Mannigfaltigkeit mit dem Normalenbiindel Opi(1) & Opic(1), dies ent-
spricht dem Normalenbiindel einer Geraden im P3C.

Einen stérkeren Begriff hat Kato in [Kat82] eingefithrt. Danach ist eine ra-
tionale Kurve in einer komplexen Mannigfaltigkeit eine Gerade, wenn es eine
biholomorphe Abbildung von einer Umgebung der Kurve auf eine Umgebung
einer Geraden im P"C gibt.

Bei Flidchen sind diese beiden Begriffe dquivalent und Flachen mit Geraden
sind Aufblasungen von P2C. In hoheren Dimensionen ist die Situation kom-
plizierter.

Aus der Deformationstheorie folgt, dafl eine Gerade in einer Mannig-
faltigkeit nicht isoliert auftritt, sondern zu einer ganzen Familie von Ge-
raden gehort, die eine offene Menge in der umgebenden Mannigfaltigkeit
iiberdecken. Damit ergibt sich, dafl auf der umgebenden Mannigfaltigkeit
keine globalen holomorphen Differentialformen existieren kénnen und daher
die Kodaira-Dimension der Mannigfaltigkeit —oo ist.

Hieraus resultieren die Schwierigkeiten, solche Rdume mit den iiblichen Me-
thoden der Klassifikationstheorie zu untersuchen. Da es keine holomorphen
Differentialformen gibt, besteht der Albanese-Torus aus einem Punkt. Auch
das Minimal Model Programm der Mori-Theorie sagt iiber solche Mannig-
faltigkeiten nichts aus.

Im allgemeinen sind Mannigfaltigkeiten mit Geraden weder projektiv noch
Kéhler-Mannigfaltigkeiten oder von der Klasse C (Modifikationen von Kéhler-
Mannigfaltigkeiten).

Es bleibt der Zugang iiber die algebraische Reduktion. Dabei erhélt man eine
Faserung iiber einer projektiven Mannigfaltigkeit, die einen Isomorphismus
zwischen den meromorphen Funktionenkorpern induziert. Die Dimension der
Basismannigfaltigkeit bezeichnet man als algebraische Dimension.

Fiir dreidimensionale Mannigfaltigkeiten mit Geraden ist die algebraische Re-
duktion besonders giinstig. Wir erhalten dann eine elliptische Faserung iiber
einer rationalen Flache. Diese konnen beschrieben werden, und es ergeben
sich Kriterien dafiir, welche dieser Faserungen Geraden enthalten kénnen.



Die vorliegende Arbeit besteht aus zwei Teilen. Der erste Teil befasst sich
mit allgemeinen Eigenschaften von Mannigfaltigkeiten, die Geraden besitzen.
Im zweiten Teil werden dann spezielle dreidimensionale Mannigfaltigkeiten
untersucht.

Im Kapitel I werden Geraden eingefithrt und die Familie einer Geraden
vorgestellt. Nun werden einige Eigenschaften der umgebenden Mannigfaltig-
keit hergeleitet, wobei die Existenz dieser Familie stets eine Rolle spielt. Wir
wollen hier nur einige Beispiele vorwegnehmen. Im Flachenfall ergibt sich,
dafl nur Aufblasungen von P?C Geraden enthalten. Auf einer Kihler-Man-
nigfaltigkeit folgt aus der Existenz von Geraden, dafl die Mannigfaltigkeit
projektiv ist. Bei bestimmten Abbildungen kénnen wir Aussagen iiber die
Bilder von Geraden treffen. Ist der Parameterraum der Geraden kompakt
und glatt, so mufl die umgebende Mannigfaltigkeit der P*C sein.

Im Kapitel IT befassen wir uns mit projektiven Mannigfaltigkeiten, die
Geraden enthalten. Wir stellen die rational zusammenhéngende Faserung ei-
ner projektiven Mannigfaltigkeit vor. Dies ist eine Abbildung auf eine andere
Mannigfaltigkeit, so daf§ alle rationalen Kurven vollstiandig in den Fasern
enthalten sind und die allgemeine Faser rational zusammenhéngend ist.

Dann wenden wir uns zwei Arbeiten von Oxbury und Langer zu, die spezi-

elle dreidimensionale projektive Mannigfaltigkeiten mit Geraden untersucht
haben.
Oxbury stellt die Frage, ob eine dreidimensionale Mannigfaltigkeit mit Ge-
raden eine Fano-Mannigfaltigkeit ist und welche Fano-Mannigfaltigkeit man
dadurch erhélt. Er geht von einer Einbettung in einen P"C aus und kann
dann den Geraden einen Grad zuordnen. Sein Ergebnis ist eine Liste der drei-
dimensionalen projektiven Mannigfaltigkeiten mit Geraden vom Grad eins
und zwei.

Langer untersucht dreidimensionale Mannigfaligkeiten mit einem posi-
tiven Divisor und Geraden. Er gibt eine Liste von Mannigfaltigkeiten mit
einem Divisor D an, beziiglich dessen die Geraden vom Grad < 4 sind.

Im Kapitel III wenden wir uns den Geraden mit tubularer Struktur zu.
Dies sind Geraden, die dem anfangs beschriebenen stirkeren Geradenbegriff
geniigen. Wir stellen einige Ergebnisse aus den Arbeiten von Kato vor und
benutzen diese, um am Beispiel des projektivierten Tangentialbiindels von



P2C zu zeigen, daf die beiden vorgestellten Geradenbegriffe nicht dquivalent
sind.

Kapitel IV stellt das Konzept der algebraischen Dimension und algebrai-

schen Reduktion einer komplexen Mannigfaltigkeit vor. Dann geben wir eine
knappe Charakterisierung der dreidimensionalen Mannigfaltigkeiten mit Ge-
raden, sortiert nach der algebraischen Dimension. Ist die algebraische Dimen-
sion eins, so erhalten wir eine Faserung auf P'C und eine Liste der méglichen
glatten Fasern.
Im Falle der algebraischen Dimension zwei ergibt die algebraische Reduktion
eine Abbildung auf eine rationale Fliche, deren allgemeine Fasern elliptische
Kurven sind. Dies ist die Uberleitung zum zweiten Teil der Arbeit. Dort
werden wir elliptische Faserungen iiber Hirzebruch-Flichen mit Geraden un-
tersuchen.

Im Kapitel V befassen wir uns mit den einfachsten ellliptischen Faser-
ungen, den Hauptfaserbiindeln. Zunéchst geben wir eine kurze Einfiihrung
in die elliptischen Hauptfaserbiindel. Dann bestimmen wir, im wesentlichen
durch Schnittzahlberechnungen auf der Basisflache, alle elliptischen Hauptfa-
serbiindel iiber Flichen, die Geraden enthalten. Alle diese Rdume enthalten
auch tubulare Geraden.

Im Kapitel VI stellen wir die Weierstra-Normalform vor. Das ist eine
Faserung, deren Fasern ebene elliptische Kurven sind, enthalten in einem
holomorphen P2C-Biindel iiber dem Basisraum. Da zu dieser Faserung ein
globaler Schnitt existiert, erhalten wir eine Gruppenstruktur in den Fasern,
und die Garbe der Keime der holomorphen Schnitte erhélt die Struktur ei-
ner Garbe von Gruppen. Es ergibt sich eine Korrespondenz von Elementen
der ersten Kohomologiegruppe mit Werten in dieser Garbe und elliptischen
Faserungen, die lokal und faserweise isomorph zur Weierstra-Normalform
sind. Fine Weierstra3-Normalform wird vollsténdig durch ein Geradenbiindel
(Weierstraibiindel) und zwei Schnitte in Potenzen dieses Biindels charakte-
risiert.

Kapitel VII enthélt das Hauptresultat dieser Arbeit. Darin untersuchen
wir, welche elliptischen Faserungen iiber Fléchen, die lokal isomorph zu einem
WeierstraBBmodell sind, Geraden enthalten. Wir kénnen uns auf elliptische Fa-
serungen iiber Hirzebruch-Flachen beschrinken. Dann berechnen wir, welche



Paare, bestehend aus dem Weierstra3biindel der elliptischen Faserung und
demjenigen Linearsystem, das die Bilder der Geraden enthélt, {iberhaupt in
Frage kommen. Leider bleibt offen, ob es zu allen diesen Paaren auch Faser-
ungen gibt, die Geraden enthalten.

Kapitel VIII enthélt Fragen, die in dieser Arbeit nicht gestellt wurden
oder offen geblieben sind.

Anhang A befasst sich mit Linearsystemen auf Hirzebruch-Flachen. Dar-
in werden die Kohomologiegruppen von Geradenbiindeln auf Hirzebruch-
Fldchen berechnet. Anschliefend bestimmen wir diejenigen Linearsysteme
auf Hirzebruch-Flachen, die glatte rationale Kurven von positivem Selbst-
schnitt enthalten. Dieser Anhang ist aus Kapitel VII ausgegliedert, um die
Lesbarkeit zu verbessern.

Anhang B enthilt eine Ubersicht iiber die sogenannten Hopf-Flichen und
ihre wichtigsten Eigenschaften. Diese Flachen sind die am langsten bekann-
ten und bekanntesten nichtprojektiven kompakten Flachen. Sie spielen an
einigen Stellen dieser Arbeit eine wichtige Rolle, insbesondere im Kapitel V.

Anhang C gibt eine knappe Auflistung der Definitionen und Sétze aus
der Deformationstheorie, soweit sie in dieser Arbeit verwendet werden.

Danksagung

Diese Arbeit wére ohne zahlreiche Gespréche, Diskussionen und Anregun-
gen mit anderen Mathematikern nicht zustande gekommen. Hiermit mochte
ich mich bei allen bedanken. Dabei mochte ich Dr. Georg Hein und Lorenz
Wotzlaw sowie Dr. Bernd Kreufller besonders hervorheben. Mein ganz beson-
derer Dank gilt meinem Betreuer Prof. Herbert Kurke, der stets auf meine
Fragen eingegangen ist und mich durch zahlreiche anregende Diskussionen
unterstutzte.

Die Arbeit ist im Rahmen des Graduiertenkollegs “Geometrie und Nichtli-
neare Analysis” an der Humboldt-Universitét zu Berlin entstanden.

Achim Radtke






Inhaltsverzeichnis

Notation

Allgemeine Theorie

1 Geraden in Mannigfaltigkeiten
1 Definition . . . . . . . . ...
Die Familie einer Geraden . . . . . . . .. ... ... .. ...
2.1 Differentialformen . . . . . . . . ... ... ... ...
2.2 Geraden und Aufblasungen . . . .. ... ... .. ..
2.3 Flachen mit Geraden . . . . . . . .. ... ... ....
2.4 Bilder von Geraden . . . . . . . ... .. ... ... ..
2.5 Die Hartshorne-Vermutung . . . . . . . . . .. ... ..
2.6 Kéhler-Mannigfaltigkeiten . . . . . .. ... ... ...
2.7 Konforme Strukturen . . . . . . . . ... ... ... ..
3 Beispiele. . . . . . . ...

II  Rationale Kurven in projektiven Mannigfaltigkeiten
1 Rationale Kurven in Flachen . . . . . . . . ... .. ... ...
2 Projektive Mannigfaltigkeiten mit vielen rationalen Kurven . .
2.1 Projektive Mannigfaltigkeiten mit Geraden . . . . . . .

IITI Geraden mit tubularer Struktur

Verkleben von komplexen Mannigfaltigkeiten . . . . . . . . ..
Eigenschaften von Mannigfaltigkeiten mit tubularen Geraden .
Tubulare Geraden und projektive Strukturen . . . . . . . . ..

=~ W N =

Tubulare Geraden und der Weyl-Tensor . . . . . . . .. . ...

vi

ix

18
18
19
22



IV Die algebraische Reduktion 43
1 Die algebraische Reduktion einer komplexen Mannigfaltigkeit . 43
2 Eine grobe Klassifikation dreidimensionaler Mannigf. mit Ge-

raden . . . ... 47
Geraden in elliptischen Faserungen 49
\% Elliptische Hauptfaserbiindel mit Geraden 50

1 Elliptische Hauptfaserbiindel . . . . . . . ... ... ... ... 50
2 Elliptische Hauptfaserbiindel, die Geraden enthalten . . . . . . 53
VI Elliptische Faserungen 58
1 Elliptische Faserungen mit Schnitt und das Weierstramodell . 58
2 Elliptische Faserungen . . . . . .. ... .. ... ... .... 67
VII Geraden in elliptischen Faserungen iiber Flichen 74
1 Reduktion auf einen Spezialfall . . . . . ... ... ... ... 74
2 Berechnung der Weierstraflbiindel . . . . . . .. .. ... ... 75
3 Weitere Einschrankungen . . . . . . . .. .. ... 81
4 Zusammenfassung . . . ... ... Lo 84
VIII Ausblick 87
A Linearsysteme auf Hirzebruch-Flichen 89
1 Kohomologie von Geradenbiindeln auf Hirzebruch-Flachen . . 90
2 Rationale Kurven in Hirzebruch-Flachen . . . . . . .. .. .. 97
B Hopf-Flichen 105
1 Diffeomorphietyp einer priméren Hopf-Flache. . . . . . . . .. 106
2 Kohomologiegruppen priméarer Hopf-Flachen. . . . . . . . . .. 107
3 Das kanonische Biindel. . . . . . . . ... ... ... ... 108
4 Die algebraische Dimension einer Hopf-Flache. . . . . . . . .. 108
5 Hopf-Fldchen in der Kodaira-Klassifikation. . . . . . . . . .. 110
C Deformationstheorie 111
D Literaturverzeichnis 114

E Index 121






Notation

Es folgt eine Liste von haufig benutzten Bezeichnungen. Einige davon werden
im Text definiert.

Allgemeine Bezeichnungen

Z der Ring der ganzen Zahlen

C der Korper der komplexen Zahlen

S1 die Kreisgruppe

pP»C der komplexe, projektive n-dimensionale Raum

[X] Kurzschreibweise fiir die homogenen Standard-
koordinaten [Xy : X : ... : X,,] des P*C

S die n-te Hirzebruch-Fliche

GL,(C) die Lie-Gruppe der nichtsinguldren komplexen n x n Matrizen
gl,,(C)  die Lie-Algebra von GL,(C)
SL,(C) die Lie-Gruppe der nichtsinguléren n x n-Matrizen
mit Determinante 1
sl,(C)  die Lie-Algebra von SL,(C)

Es sei X eine kompakte, komplexe Mannigfaltigkeit, ¥ C X eine kom-
pakte, komplexe Untermannigfaltigkeit und S eine kompakte, komplex pro-
jektive Mannigfaltigkeit.

bp(X) die k-te Bettizahl von X

X(X) die Eulercharakteristik von X

TX das Tangentialbiindel von X

Ny\x  das Normalenbiindel von ¥ in X

Kx das kanonische Biindel von X

95 die Garbe der Keime der holomorphen p-Formen auf X
M(X) der Korper der meromorphen Funktionen auf X

K(S)  der Korper der rationalen Funktionen auf S

a(X)  die algebraische Dimension von X

k(X)  die Kodaira-Dimension von X



Essei 7 : X — X’ eine holomorphe Abbildung auf eine komplexe Mannig-
faltigkeit X', F — X ein Vektorbiindel und F — X eine Garbe. Im allge-
meinen unterscheiden wir in der Notation nicht zwischen einem Vektorbiindel
und der dazu assoziierten Garbe.

EY das duale Vektorbiindel
E* E\ {Nullschnitt}
H1(X,F) die g-te Kohomologiegruppe von X mit Werten in F

hi(X,F) dimH(X,F)
(

h1(Ox) hi(X,Ox)

p%) RI(X, %)

cx(E) die k-te Chernklasse des Vektorbiindels F
rg B der Rang des Vektorbiindels F

T (F) die direkte Bildgarbe von F

R? (F) die p-te direkte Bildgarbe

Der Begrift ample ist in dieser Arbeit zu ampel eingedeutscht.
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Kapitel 1

Geraden in Mannigfaltigkeiten

In diesem Kapitel werden wir den Begriff der Geraden einfiihren
und den Finfluf$ von Geraden auf die globale Geometrie des um-
gebenden Raumes untersuchen.

1 Definition

In der algebraischen Geometrie ist eine Gerade ein eindimensionaler linearer
Unterraum eines n-dimensionalen projektiven Raumes P*C. Wir wollen nun
diesen Begriff fiir beliebige, nicht notwendig projektive, Mannigfaltigkeiten
verallgemeinern.

1.1 Definition
Es sei X eine kompakte, komplexe n-dimensionale Mannigfaltigkeit. Eine
rationale Kurve L. C X heifit Gerade, falls fiir das Normalenbiindel von L in
X gilt:

Npx = Op(1)%0D,

2 Die Familie einer Geraden

Die Existenz einer Geraden in einer Mannigfaltigkeit impliziert die Existenz
vieler Geraden. Da

H'(L, Npyx) = 0 und dim H° (L, Ny x ) = 2n — 2

2
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ist, erhalten wir eine durch einen 2n — 2 dimensionalen Raum W parametri-
sierte maximale, vollstédndige Familie von Geraden in X, wobei die Vereini-
gung der Geraden eine offene Menge enthélt (siehe dazu Satz C.4 auf Seite
111). Wir erhalten die folgenden Abbildungen:

I

XxW>Z w

Hierbei gilt

dmX = n

dimZ = 2n-1

dimW = 2n -2
dimv(z) = n—1firzeX
dimp '(w) = 1firweWw

Die Abbildung p ist ein flacher Morphismus, dessen Fasern unter v auf die
Geraden, der zu L gehoérenden Familie von Geraden in X abgebildet werden.

Die Existenz einer solchen Familie von Geraden hat einen weitreichenden
Einflufl auf die Geometrie der umgebenden Mannigfaltigkeiten. Dies wollen
wir nun néher beleuchten.

2.1 Differentialformen

Auf Mannigfaltigkeiten mit Geraden gibt es keine holomorphen Differential-
formen. Dazu betrachten wir die Einschrinkung der Kotangentialgarbe Q%
auf eine Gerade L. Es gilt

Q%lL =2 OL(—2) ® O (—1)%C D,

Da die Garbe Q% in (Q4)®" enthalten ist, sind die Einschréinkungen Q% |,
(p = 1,...,n) negativ. Das bedeutet, alle globalen Schnitte miissen auf den
Geraden verschwinden und da die Vereinigung der Geraden eine offene Menge
enthélt, kann es keine globalen Schnitte geben. Insbesondere gilt damit:
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e Die Kodaira-Dimension von X ist x(X) = —oc.

e Der Albanese-Torus von X ist nulldimensional.

2.2 Geraden und Aufblasungen

Es sei A C X eine analytische Teilmenge mit dim A < n — 2. Dann gilt:
dimv~1(A) < 2n —3 und dim p (v*(A)) < 2n — 3. Das bedeutet, generische
Geraden aus der Familie Z sind disjunkt mit A. Damit existieren auch in
dem Raum X, den man durch Aufblasen von X lings A erhilt, Geraden.

Umgekehrt kann die Existenz von Geraden durch das Abblasen einer
analytischen Menge zerstort werden. Dies wird offensichtlich, wenn die Ge-
raden durch Aufblasen erzeugt wurden. Dazu betrachten wir die Fliche
S := P1C x P!C. Diese enthiilt keine Geraden. Die Diagonale D C S hat
das Normalenbiindel Np\g = Op(2). Durch Aufblasen von S in einem Punkt
p € D erhilt man Geraden.

2.3 Fliachen mit Geraden

Es sei S eine Fliche und L C S eine Gerade, d.h. L? = 1. Dann ist S eine
algebraische Fliche und es gilt daher H! (S, Og) = H° (S, QL). Aus Abschnitt
2.1 (Seite 3) folgt nun

H'(S,05) = 0und
HO (S,Kg??) = 0.

Das bedeutet, die Sequenz
0 — H°(S,0g) — H(S,04(L)) — H° (L, O0L(1)) — 0

ist exakt. Daher ist dim H° (S, Og(L)) = 3 und wir erhalten mit dem Linear-
system |Og(L)| (L* = 1) einen birationalen Morphismus

¢:S — P*C,

der regulér lings L ist. Flachen mit Geraden ergeben sich demnach durch
Aufblasen von P2C.
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2.4 Bilder von Geraden

Der folgende Satz beschreibt das Verhalten von Geraden unter bestimmten
Abbildungen.

2.1 Satz
Es seien X und S kompakte, komplexe Mannigfaltigkeiten und = : X — S
eine holomorphe Abbildung. Es gelte

e dim X =n,
dimS =k > 2 und
dim7~Y(s) < n —k fiir alle s € S.

e Nichtreduzierte Fasern sind in einer Teilmenge von S enthalten, die
mindestens von der Kodimension zwei ist.

Dann gilt:

1. Fiir eine generische Gerade L C X ist die Finschriankung
7|y L — w(L)
eine Immersion.
2. Ist k > 3, so ist die Einschrinkung
7|y L — (L)
fiir eine generische Gerade L C X biholomorph.
Beweis:
Wir argumentieren im folgenden lokal, dafl heifit wir nehmen an, dafl
pt(W) = W x PIC ist. Dabei behalten wir die Bezeichnungen W, Z und

X im folgenden fiir die offenen Teilmengen der entsprechenden Mannigfal-
tigkeiten bei.

Den nichtregularen Ort von 7 bezeichnen wir mit B und mit B’ den Ort
der nichtreguldren Werte von 7. Dann gilt mit den Bezeichnungen aus 2
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(Seite 2):
dimB < k-1
dimB < n—-k—-1+k-1
< n-—2
dimv 'B) < 2n—-3
dimpu(v~Y(B)) < 2n -3

Das bedeutet, W\ u(v~1(B)) enthélt eine offene Menge und daher schneiden
generische Geraden die Fasern von 7 in glatten Punkten.

Zunichst zeigen wir, daf§ fiir eine generische Gerade gilt:
degm|, = 1.

Nun betrachten wir eine Gerade L C X fiir die 7|y nicht injektiv ist und
wéhlen einen Punkt P € L fiir den gilt:

La (x(P)) ={q, - a},

mit r > 2 und p; # gj, falls i # j.
Deformationen von L C X die den Punkt ¢, fixieren werden lokal durch

H (L, Npyx (—q1)) = H (2, 0777Y)

parametrisiert. Wir bezeichnen die Faser iiber m(P) mit Fp := 7 (7w (P)).
Die Projektionen
Tin — NL\X|qi7 1= 2, T

induzieren Abbildungen
hi - Tg,Fp — Ni\xlg,-

Nun wihlen wir einen Schnitt in dem Normalenbiindel N\ x der in ¢; ver-
schwindet und in keinem der Punkte ¢o, ..., ¢, im Bild von ha, ..., h, liegt. Die
dadurch induzierte Deformation von L C X liefert eine Gerade L' C X fiir
die gilt

LI N Fp = {Q1} .
Das bedeutet degm|, = 1.
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Wir wollen als néchstes zeigen, dafl generische Geraden keine Fasern tan-
gential schneiden. Dazu miissen wir die Tangentialrdume an Geraden und
Fasern vergleichen.

Es sei Ax C X x X die Diagonale in X x X und ha, : H — X x X die
Aufblasung von X x X langs Ax. Ein Punkte im exzeptionellen Ort von
H entspricht dann einem Punkt in X mit einer Tangentialrichtung an X in
diesem Punkt. Alle anderen Punkte von H entsprechen Paaren von verschie-
denen Punkten von X.

Ein Punkt in dem Faserprodukt

ZxWZ§QWxP@)W&prwg§WxP@wa

der in der Diagonalen von Z X Z enthalten ist, entspricht einem Punkt
in X, einer Tangentialrichtung an diesen Punkt sowie einer Geraden durch
diesen Punkt mit genau dieser Tangentialrichtung. Alle anderen Punkte in
Z Xw Z entsprechen Paaren von verschiedenen Punkten in X mit einer Gera-
den durch diese beiden Punkte. Die durch p: Z — W induzierte Abbildung
Z xXw 4 — W bezeichnen wir ebenfalls mit .

Nun betrachten wir die induzierte Abbildung

vXv:ZxwZ2W xPICxPIC — XxX
(w>p17p2) = V(w7p1>7 V(wap2)‘

Mit Bl (Z xw Z) bezeichnen wir die Aufblasung von Z xy Z langs
(v x v)"}(Ax). Damit erhalten wir folgendes kommutierende Diagramm

IxwZ 2% X xX

7 Thay
BI(Z xw2) — H.

Fir (z,z) € Ay ist

(vxv)y Yo z) = {(w,p,p) €W x P'C x P'C: v(w,p) = x}
W x Apicxpic,

wobei Apicypic die Diagonale in P'C x P'C bezeichnet.
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Da (v x v)7' (Ax) ein glatter Divisor in Z xy Z ist, gilt Z Xy Z =
Bl(Z xw Z). Wir erhalten also eine Abbildung

VA Xw 4 —H
mit diskreten Fasern, so dafl folgendes Diagramm kommutiert

IxwZ 2% X xX

N /" hay
H

Da Naoxxx = TX ist, ist der exzeptionelle Ort E von ha, gerade
E=P(TX).
Wir definieren

E(X/S) =P(Tx/s) C E.
Geraden die an eine Faser von 7 tangential sind, werden durch
p (v (E(X/S) c W

parametrisiert. Geraden auf denen 7 keinen kritischen Ort besitzt und fiir
die die Einschrinkung von 7 eine Immersion ist, werden durch

U:=W\p (v (B(X/S) Ur(B))

parametrisiert. Als néchstes wollen wir untersuchen, ob U eine offene Menge
in W enthilt. Es gilt

dimz ' (E(X/S)) = dimE(X/S)

= dimP (TX/S>
dim X +dim X —dim S — 1
= 2n—k—1.

Fiir k£ > 2 folgt nun
dimp (77 (E(X/S)) Ur™!(B)) < 2n— 3 < dim W

Damit ist fiir eine generische Gerade L C X die Enschriankung 7|, : L —
7(L) eine Immersion. Der erste Teil des Satzes ist somit gezeigt.
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Als néchstes wollen wir untersuchen, wann die Einschrankung von 7 auf
eine generische Gerade injektiv ist. Dazu betrachten wir die Einbettung X x ¢
X — X x X und bezeichnen die strikte Transformierte von X x ¢ X in H mit
H(X/S). Geraden die eine Faser von 7 in zwei Punkten schneiden werden

durch p (r~1(H(X/S))) parametrisiert. Es gilt

dimH(X/S) = dimX xgX
2(n—k)+k
2n — k.

Somit folgt
dim i (77 (H(X/S))) < 2n — k.

Fir k > 3 gilt dann
dim 1 (771 (H(X/S))) < dim W,
Das bedeutet, fiir eine generische Gerade L C X ist die Enschrinkung
7|y L — w(L)
eine injektive Immersion und somit biholomorph. n

Fiir £ = 2 miissen wir weitere Voraussetzungen fordern.

2.2 Korollar

Es sei m : X — S eine holomorphe Abbildung, die den Voraussetzugen des
obigen Satzes gentigt. Ist L C X eine Gerade deren Bild w(L) glatt ist, dann
gilt fiir eine generische Gerade L:

|, L — C:=x(L)
ist biholomorph.

Beweis:

Fir k£ > 3 ist dies bereits gezeigt. Im Falle £ = 2 erhalten wir mit Teil
eins des Satzes, daf fiir eine generische Gerade L C X die Einschrankung
7| : L — C :=w(L) eine glatte Immersion vom Grad eins ist. Das bedeutet
7| ist biholomorph. .
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2.5 Die Hartshorne-Vermutung

In [Har70] stellt Hartshorne die Vermutung auf, daf eine n-dimensionale
Mannigfaltigkeit mit positivem Tangentialbiindel isomorph zu P"C ist.
Diese Vermutung wurde von Mori durch den folgenden Satz bestétigt.

2.3 Satz (Mori [Mor79])

Es sei X eine n-dimensionale projektive Mannigfaltigkeit. Falls mindestens
eine rationale Kurve in X existiert und die Einschridnkung des Tangenti-
albiindels von X auf allen rationalen Kurven ampel ist, dann ist X isomorph
zu P*C.

Der Beweis wird im wesentlichen auf den folgenden Satz zuriickgefiihrt,
der den P"C durch eine Familie rationaler Kurven charakterisiert.

2.4 Satz

Es sei X eine n-dimensionale projektive Mannigfaltigkeit und L C X eine
Gerade. Die Familie der Kurven, die L enthélt, sei mit W bezeichnet und
es gelte: WO C W sei eine kompakte Zusammenhangskomponente, die aus-
schliefilich glatte Kurven parametrisiert. Dann ist X isomorph zu P"C.

Beweis:
Es gibt ein Diagramm (vgl. 2 auf Seite 2)

o M o

X xWo>Z

wobei gilt

dimX = n
dmZz® = 2n-1
dimW? = 2n -2
dimv'(z) = n—1firzeX
dimp'(w) = 1 firwe W°
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und v(p~H(w)) ist eine Gerade in X fiir alle w € W?.

Fiir alle z € X und jede Gerade L aus W° mit x € L gilt:
H' (L, Npx) = H' (L, Npyx (=) = 0.

Daher ist W° und WO(z) := u(v~'(x)) glatt. Da Z° ein holomorphes P*C-
Biindel iiber WO(z) ist, ist Z° glatt.

Fiir generische Wahl von z ist Z°(z) := v~!(z) glatt und es gilt W(z) =
Z°(z). Die Abbildung dpul, ist fiir alle 2 € Z%(z) von maximalem Rang und
da Z°(x) zusammenhingend ist, gilt Z%(z) = P(T,X) = P"!C.

Wir bezeichnen mit 3
pro: X — X

die Aufblasung von X im Punkt x und mit F den exzeptionellen Divisor.
Nun zeigen wir, daf$ die Abbildung v : Z°\ Z°z) — X \ {2} biholomorph
ist und sich zu einer biholomorphen Abbildung Z° — X fortsetzen liBt.
Fiir 21,29 € Z°\ Z%x) mit 21 # 2 gilt v(21) # v(29). Dies ist offensichtlich,
wenn z; und zp in der selben Faser von p enthalten sind. Anderenfalls gilt
21 € pt(wy) und 2z € pH(wy) mit wy # wsy. Die Bilder v(p~!(w;)) und
v(p ! (wq)) sind Geraden in X und diese schneiden sich in hichstens einem
Punkt, d.h. in diesem Fall in . Die Fortsetzung auf ganz Z° ist nun offen-
sichtlich. Wir identifizieren nun Z° mit X und den exzeptionellen Divisor E
mit W(z), so das wir eine Abbildung

pm:X—>E

erhalten.
Nun wollen wir zeigen, das X = P"C ist.
Dazu wahlen wir eine Hyperebene Hy C F. Es gilt

pri(Ho)|lp = Op(1) und O% (E)|p = Op(—1).
Daher erhalten wir die Sequenz
0 — Ox(priHo) — Ox(priHo + E) — O — 0.

Da pri : X — E ein P'C-Biindel ist, ist R}, (Ox(priHo)) = 0 und es gilt

P

dim H° (X, Oz (priHo + E)) = dim H° (f(, OX(prIHO)) +1=n+1.
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Basispunkte von |prj Hy + E| miissen in E enthalten sein. Nun ist
H (X, Ox(priHo + E)) — H (E, Og)

surjektiv und daher ist dieses Linearsystem basispunktfrei.
Wie wir bereits gesehen haben, ist pr{ Hy+ E|g trivial, d.h. priHy+FE = priL
mit einem Geradenbiindel £ auf X.

Nun wollen wir zeigen, daf die zu dem Linearsystem |L£| assoziierte Ab-
bildung ¢, : X — P"C biholomorph ist.
Um zu sehen, daf fiir jede Kurve C' C X, die nicht in E enthalten ist,
C.L > 0 gilt, betrachten wir die strikte Transformierte C' von C' in X. Es ist
C.E > 0. Falls pry(C) eindimensional ist, ist priHy.C' > 0, da H, positiv ist.
Anderenfalls ist C' eine Faser von prq und dann gilt C.E = 1. Somit ist ¢,
ein endlicher Morphismus.

Nun wollen wir die lokale Injektivitat von ¢, zeigen.
Es sei 21 € X ein allgemeiner Punkt und X, € X \ {z} ein beliebiger Punkt
und wir nehmen ¢, (z1) = ¢,(z2) an. Da priHy die Fasern von pry trennt
folgt, dafl z; und x5 in der gleichen Faser C' = P'C von pr; liegen. Nun
ist deg priHy + E|c = 1, das bedeutet, die Abbildung ¢, ist auf C' ein
Isomorphismus. Daher ist z; = 5.
Nun bleibt zu zeigen, dafl ¢, in allen Punkten von maximalem Rang ist.
Es sei C' eine Faser von pr; und C' = pry(C). Die Tangentialabbildung von
¢r ist langs C' injektiv und die durch das Linearsystem |priHy| induzierte
Abbildung

Nevg = Torao)E

hat trivialen Kern.
Insgesamt sehen wir, dafl ¢, ein generisch bijektiver, generisch unverzweigter
birationaler endlicher Morphismus auf P*C ist und somit ein Isomorphismus.

2.6 Kéihler-Mannigfaltigkeiten

Ist X eine kompakte Kahler-Mannigfaltigkeit mit Geraden, so ist X projek-
tiv.
Beweis:
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Nach Theorem 8.3. [KM71] (Seite 143) gilt fiir eine kompakte Kéhler-Man-
nigfaltigkeit M mit H? (M, Oy;) = 0, daB M projektiv ist.

Aus der Existenz von Geraden in X folgt H? (X, Q%) = 0 (siche Abschnitt
2.1 auf Seite 3). Die Hodgesymmetrie H? (X, Q%) = H? (X, Ox) fiir Kéhler-
Mannigfaltigkeiten impliziert das Verschwinden von H? (X, Ox). Somit ist X
projektiv.

2.7 Konforme Strukturen

In Dimension 3 induziert die Existenz von Geraden eine besondere Struktur
auf dem Modulraum der Geraden, eine konforme Struktur. Dies wollen wir
nun erldutern.

In der komplexen Geometrie bezeichnet man mit einer konformen Struk-
tur einen Nullkegel in jedem Tangentialraum an die gegebene Mannigfaltig-
keit, so dafl sich eine holomorphe Familie ergibt.

Es sei X eine n-dimensionale, kompakte komplexe Mannigfaltigkeit, L C

X eine Gerade und
XxW> 7z 4

v|

X

die vollstdndige Familie der Geraden (siche auch Abschnitt 2 auf Seite 2).
Zu jedem Punkt w € W gibt es eine Umgebung U(w) von w in W, so da8
auf Zy := p~ 1 (U(w)) ein Geradenbiindel £ existiert, fiir das gilt £.Z,, = 1,
mit 7, := p~(w). Wir verwenden im folgenden die Kurzschreibweise N :=
Nz xxw. Dann ist NV ® L faserweise trivial, das bedeutet NV ® L ist ein via
1 zuriickgezogenes Vektorbiindel:

NY@ L= p*F_ mit F_ = p, (N @ L)
Daher gilt
NY@L = u'F_
NY = wF oL
N = (WF)'eL
= Hom(u'F_,L)
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und g, N = Hom(F_, Fy) mit Fy = p, L. Fiir eine Faser Z,, von p gilt:
NV ® ‘C’Zw _ OGZBinfl)
Somit ist

rg F. = 2
rg Fr = n—1L

Ist X von der Dimension 3, so ergibt sich rg _ =rg 7. = 2. Da u, N =TW
und N = Hom(F_, Fy) ist, erhalten wir eine symmetrische Bilinearform

2 2
g:TW xTW — Hom (/\.7-"_,/\]:+>

g(hk)(x ANy) = 5 (@) AR(Y) + k() Ah(y)) -

DO | —

Insbesondere gilt g(h, h) = det(h).

Bisher haben wir lokal argumentiert und das Geradenbiindel £ war nicht
eindeutig. Wihlen wir statt £ ein Geradenbiindel £ so gilt £ = £ ® pu*Lo
mit einem geeigneten Geradenbiindel £, auf W. Da

Hom (A2 (1(NV & L) ® Lo), A* (1L ® Lo)) =
Hom (A2 NV @ £)) @ Lo, (A L) ® Lo) =
Hom (A* (1 (NY @ £)), A (L))
ist, 1aBt sich die Form g auf ganz W fortsetzen.
Die konforme Struktur erhalten wir nun mit @ = {h € TW : g(h,h) =0} . In

w € W entspricht @), gerade denjenigen Schnitten in N|Z,, die eine Nullstelle
besitzen.

3 Beispiele.

1. Die projektiven Rdume P"C und die Twistorrdume werden von Gera-

den iiberdeckt (siehe dazu [AHS78]).
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2. Es seien [z] = [x¢ : z1 : @5 : 23] homogene Koordinaten von P*C und
L, = {[I] eEPCiag=a, = 0}
Ly = {[m] €EPC:iay =13 = O}
zwei Geraden. Auf X' := P3C\ (L; U Ly) operiert die Gruppe Z via
ZxX — X
n,[x] — on([z]) =[x : afxy : afxs : Ay,
wobei ; € C*, |a;| <1 (1 =1,2,3).
Wir wollen fiir einige spezielle Werte der a’s meromorphe Funktionen
auf den Quotientenrdumen untersuchen. Dazu miissen wir Z-invariante

meromorphe Funktionen auf X’ betrachten. Da P3C \ X’ von der Ko-
dimension zwei ist, konnen alle Funktionen fortgesetzt werden. Es sei

_ ivivk
f= Z Ciji - X1 X3X3
ijkeZ

die Laurent-Reihenentwicklung einer meromorphen Funktion f im Punkt
[1:0:0:0] und X; = 7 (i = 1,2,3) seien lokale Koordinaten. Eine
Z-invariante Funktion mufl der Gleichung

ik i Jokyixd vk
Yo cip XiX3X5 = ) ey ajaday - X1 X3X
i,j,k€Z i\j,k€Z

geniigen. Dazu untersuchen wir nun drei spezielle Félle.

a) =1, aw=az3=a, |af#1

Die Gleichung
> i XiX3XE =" cijp - oI TFXT X)X

ijk
ist genau dann erfiillt, wenn aus ¢;;, # 0 j + k = 0 folgt.
Dann kann f durch eine Reihe der Form

(X"
£ X0, %) = Y eaXi ()
3

dargestellt werden. Die invarianten Funktionen sind also Funktio-
nen in zwei Variablen.
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b) ag =1, 0<|a| <1, 0<]azl <1
ab=af <= l=m=0

In diesem Fall sind die invarianten Funktionen von der Form
f(Xl,XQ,Xg) = ZCZ‘ . X{

c) 0<|al <1, i=1,2,3
afabal =1 < k=1l=m=0

In diesem Fall sind nur die konstanten Funktionen Z-invariant.

Fiir alle diese Beispiele erhdlt man als Quotient X’ /Z eine kompak-
te komplexe Mannigfaltigkeit. Wir wollen nun zeigen, daf3 alle diese
Quotientenrdume Geraden enthalten. Dazu definieren wir:

B = max{|ag|,|as|}

a = min{|as, |as|}

und wir wéhlen eine reelle Zahl p so, dafl gilt

1< <1<1

Dann ist die Menge
N(p) ==

1
ol € X5 2 (juf 4 aaf) < o+ o < g (ol + )}
offen und enthalt die Gerade
L:={[zo: 21 :29:23) € X' : 2g =29 und 21 = 23} .

Fiir alle n € N\ {0} gilt: L N ¢,(L) = 0. Nun wollen wir zeigen, daf
fiir hinreichend grofles n € N gilt

N(p) N on(N()) = 0
und N(p) N ¢-n(N(p) = 0.
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Dann wird ndmlich eine offene Umgebung U C X’ von L biholomorph
auf eine offene Menge in X' /Z abgebildet.

Wir wihlen einen Punkt p = [xg: 27 : 29 : 23] € X’ und erhalten fiir
n > 1 die Ungleichung

p(Jagzal® + [ofasl?) < ps™ (|zal® + |as]?) .
Da 3 < 1 ist, folgt fiir hinreichend groflies n
" (Jal® + |ws]?) < [aol® + |21,

Fiir n < 0 definieren wir m := —n und erhalten die Ungleichung

; <|a2_m352|2 + |a§mx3|2) > ;a_Qm (|{E2|2 + |x3|2) )

) 1 1 2m
lim — <—> =00

ist, erhalten wir fiir hinreichend grofles m

1 1 2m
(0) (ol o fasl?) > fool? o

Dann ist p & ¢, (N (@) und p & ¢_,,(N(p)) fiir hinreichend grofles n.

Im Kapitel IV werden wir etwas systematischer meromorphe Funktionen
auf komplexen Mannigfaltigkeiten diskutieren.
Weitere Eigenschaften der Beispiele 3.2. werden dann im Kapitel 11T unter-
sucht.



Kapitel 1T

Rationale Kurven in
projektiven Mannigfaltigkeiten

In der Klassifikationstheorie projektiver Mannigfaltigkeiten spie-
len rationale Kurven eine groffe Rolle. In diesem Kapitel wollen
wir einige Resultate tiber rationale Kurven und Geraden in pro-
jektiven Mannigfaltigkeiten zusammenstellen.

1 Rationale Kurven in Fliachen

Es sei F eine Fliche und C' C F eine rationale Kurve mit C? > 0, dann ist
F' eine projektive Flache und es gilt:

1. Falls C? = 0 ist, dann ist F birational fiquivalent zu einem P'C-Biindel
iiber einer Kurve R.

2. Falls C? > 0 ist, dann ist F eine rationale Fliche.

Siehe dazu [BPV84], Kap. V, Prop. 4.3.

Die Existenz einer rationalen Kurve mit nichtnegativem Selbstschnitt im-
pliziert, daf die Fliche projektiv ist und daf§ die Kodaira-Dimension x(F') =
—o0 ist. Die Kodaira-Enriques-Klasssifikation zeigt, daB fiir projektive Flachen
auch die Umkehrung gilt, es gibt jedoch auch nichtprojektive Fldchen mit
Kodaira-Dimension —oo. Dies sind die Flachen der Klasse VII, z.B. die Hopf-
Fldachen (siehe dazu Anhang B, Seite 105).
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Die minimalen Modelle der Flachen sind eindeutig, falls die Kodaira-Dimension
nichtnegativ ist.

2 Projektive Mannigfaltigkeiten mit vielen ra-
tionalen Kurven

Mit der folgenden Definition wollen wir erkléren, wann wir von vielen ratio-
nalen Kurven sprechen.

2.1 Definition
FEine n-dimensionale projektive Mannigfaltigkeit X heifit uniruled, falls eine

n-1 dimensionale projektive Mannigfaltigkeit Y und eine dominante rationale
Abbildung Y x P1C — X existiert.

Fiir diese Mannigfaltigkeiten gibt es die folgende Charakterisierung.

2.2 Satz
Die folgenden Aussagen sind édquivalent.

1. X ist uniruled.
2. Der universelle Morphismus ¢ : Hom(P'C, X) x X — X ist dominant.

3. Es gibt eine Zariski-dichte offene Teilmenge U C X, so daf} zu jedem
Punkt x € X mindestens eine rationale Kurve existiert, die x enthalt.

4. Jeder Punkt von X ist in einer rationalen Kurve enthalten.

Beweis:
Siehe [MP97| Part I, Lect.II, Prop. 5.4. .

2.3 Bemerkung

Eine projektive Mannigfaltigkeit X der Dimension n < 3 ist genau dann
uniruled, wenn die Kodaira-Dimension x(X) = —oo ist (siehe dazu: [MP97],
Part I, Lect. IV, 4.2.). Es besteht die Vermutung, daf§ dies fiir projektive
Mannigfaltigkeiten beliebiger Dimension gilt. Das Beispiel der Hopf-Flédchen
zeigt, dafl dies fiir nichtprojektive Mannigfaltigkeiten nicht zutrifft.
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Eine wichtige Klasse von Mannigfaltigkeiten mit vielen rationalen Kurven
ist die folgende.

2.4 Definition
FEine n-dimensionale Mannigtaltigkeit X heifit rational zusammenhéingend,

falls es eine rationale Kurve C' C X gibt, so daf3 fiir die Normalisierung
f:C — C gilt: f*(TX) ist positiv.

2.5 Bemerkungen

2.5.1 In diesen Mannigfaltigkeiten kann man zwei allgemeine Punkte durch
eine rationale Kurve verbinden.

2.5.2 Mannigfaltigkeiten mit Geraden sind rational zusammenhéngend und
die Geraden sind minimale Kurven fiir diese Eigenschaft.

2.5.3 Fano-Mannigfaltigkeiten sind rational zusammenhéngend.
(Siehe [MP97], Part I, Lect. V, 5.1.)

Zur weiteren Beschreibung von Mannigfaltigkeiten mit vielen rationalen
Kurven ist der folgende Satz von grofler Bedeutung.

2.6 Satz (Miyaoka)

Es sei X eine glatte projektive Mannigfaltigkeit mit vielen rationalen Kurven.
Dann existiert eine dominante rationale Abbildung 7 : X — m(X) mit den
folgenden FEigenschaften:

1. Es existieren offene Teilmengen U C X und V C 7(X), so daff 7|y :
U — V ein eigentlicher Morphismus ist.

2. FEine allgemeine Faser von w ist irreduzibel und rational zusammen-
héngend.

3. Ist y € m(X) ein allgemeiner Punkt, dann sind alle rationalen Kurven
in X, die die Faser X, := 7w~ '(y) schneiden, in X, enthalten.

Die Abbildung 7 besitzt die folgende universelle Eigenschaft.
Ist f : X — Z eine dominante rationale Abbildung, deren allgemeine

Faser rational zusammenhéngend ist, dann gibt es eine, bis auf einen biratio-
nalen Automorphismus von (X ), eindeutige rationale Abbildung o : Z —



2. Projektive Mannigfaltigkeiten mit vielen rationalen Kurven 21

7(X), so daff gilt: m = o o f.

Die Abbildung 7 ist durch X bis auf birationale Aquivalenz eindeutig
bestimmt.

Beweis: Siehe [MP97], Part I, Lect. V, Theorem 3.1.

2.7 Definition
Es sei X eine projektive Mannigfaltigkeit. Dann ist die maximale rationale
zusammenhédngende Faserung

e die oben beschriebene Abbildung w, falls X uniruled ist
e und sonst die identische Abbildung.

Fiir eine Regelfliche F' ist die maximale rational zusammenhéngende Fa-
serung die Albanese-Abbildung. Rational zusammenhéngende Fliachen sind
rational und die maximale rational zusammenhéngende Faserung ist die kon-
stante Abbildung.

In Dimension 3 gibt es den folgenden Satz.

2.8 Satz

Es sei X eine glatte, dreidimensionale projektive Mannigfaltigkeit. Dann ist
das Bild w(X) der maximalen rational zusammenhéngenden Faserung von X
nicht uniruled und es gilt:

dim7(X) =0 genau dann, wenn H° (X, (Qk)@)m) = 0 ist, fiir alle m > 0.
dim7(X) =1 genau dann, wenn H" (X, Q%) # 0 und
X, 0% = 0 ist, fiir alle m > 0

dim7(X) =2 genau dann, wenn H° (X, Q% # 0 und
= 0 ist, fiir alle m > 0.

dim7(X) =3 genau dann, wenn H" (X, Q§(>®m # 0 ist

fiir mindestens ein m > 0.

Beweis:
Siehe [MP97], Part I, Lect. V, Theorem 3.7.
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2.1 Projektive Mannigfaltigkeiten mit Geraden

Projektive dreidimensionale Mannigfaltigkeiten mit Geraden wurden von Ox-
bury [Oxb94] und Langer [Lan98] untersucht.

In [Oxb94] wird die Frage diskutiert, ob eine dreidimensionale Mannigfal-
tigkeit mit Geraden eine Fano-Mannigfaltigkeit ist und welche man dadurch
erhélt. Dabei wird von einer gegebenen Einbettung X C P"C ausgegangen,
wobei die Geraden Kurven vom Grad d sind. Das Ergebnis ist das folgende.

2.9 Satz (Oxbury)
Es sei X C P"C ecine dreidimensionale Mannigfaltigeit, L C X eine Gerade
vom Grad d < 2. Dann gilt

1.d=1, X 2 P3C
2.d=2

(a) n =9, X 2 P3C, X C P°C ist die Veronese-Einbettung

(b) n =6, X ist eine Quartik, deren generische Hyperflache ein "ra-
tional scroll” ist.

(c) n <8, X ist eine Fano-Mannigfaltigkeit vom Index 2, d.h. —K x =
2H, wobei H ein positiv Erzeuger der Picardgruppe ist.

Die folgende Liste beschreibt den Fall 2c) vollstindig. Dabei ist e der Grad
der Einbettung, gegeben durch H.

e ¢ =3, X ist eine nichtsingulidre Kubik in P*C.
e ¢ =4, X ist transversaler Durchschnitt zweier Quadriken in P°C.

e ¢ =5, X ist transversaler Durchschnitt von Gr(2,5) C P?C und P°C C
P°C.

e ¢ =6, X ist entweder die Segre-Einbettung von P*C x P!C x P'C C
P7C oder ein transversaler Hyperebenenschnitt der Segre-Einbettung

von P2C x (P2C)Y Cc P®C.
e ¢ =17, X ist eine Aufblasung von P3C in einem Punkt.

Fiir 4 < e <6 wird X von Geraden iiberdeckt.
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Beweis: Siehe [Oxb94], 2.4., 3.7., 4.1., 4.2.

In [Lan98] werden dreidimensionale projektive Mannigfaltigkeiten mit
Geraden vom Grad d beziiglich eines positiven Divisors H, untersucht. Dabei
geht die Adjunktionstheorie (sieche [BS95]) wesentlich ein.

Wir benétigen noch die folgende Schreibweise. Ist £ ein holomorphes Vek-
torbiindel, so bezeichnen wir mit P(€) die Projektivierung von £ und mit &g
das duale tautologische Biindel von P(E).

2.10 Satz (Langer)

Ist X eine dreidimensionale projektive Mannigfaltigkeit mit einer Geraden
L und einem positiven Divisor H, so daf$ gilt H.L = d < 4, dann ist (X, H)
aus der folgenden Liste:

1. (X, H) = (P3C, Opsc(1)), d = 1.

2. X=P(€)
€ = Opic ® Opic © Opic(l)
¢:P () — P'C,
H=¢+ (d—1)¢*Opic(1),
d=2,34.

3. (X, H) ist eine Fano-Mannigfaltigkeit mit —Kx = 2H, d = 2.
4. (X, H) ist eine Faserung von Quadriken iiber P'C.

5. (X, H) ist die Projektivierung eines positiven Vektorbiindels £ iiber
einer Fliache F und fiir (F, ¢, (E)) gilt:

(a) (P’C,Op2c(4)), d = 4

(b) F =8, =P(Opic(1) ® Op1c(2)) 2 P'C
c1(€) = 380,10 (1)@0p1o(2) — P*(Opic(1)),
wobei € auf einer Kurve C' mit (C')*> = 1 den Spaltungstyp
Oc/<2) ©® 001(3) hat. d=3
(c) (P2C,Op2c(5)), d=4
oder € hat auf einer Geraden in P2C den Spaltungstyp
O2) ® O3), d=3.

(d) (F,—2KF), wobei F' eine Del Pezzo-Fléche ist, d = 4.
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(e) F 25 P2C ist P2C in m < 12 Punkten aufgeblasen, E; bezeich-
net die exzeptionellen Divisoren.
1€ = Tp*(Op2c(1l)) — 2(Ey + ...Ey) — Eg
oder ;&€ = Tp*(Op2c(1)) — 2(EL + ...Ey)
und &€ hat auf dem Urbild einer Geraden, die die exzeptionellen
Divisoren nicht schneidet, den Spaltungstyp O(3) & O(4), d = 4.

Hat man Vektorbiindel wie in b), ¢) und e) vom jeweils beschriebenen
Spaltungstyp, so gibt es auch Geraden in X.

6. X £ W ist die Aufblasung einer Varietit W in k verschiedenen Punk-
ten , H = p*Hy — (E1 + ...E)) wobei (W, Hy) aus der folgenden Liste
sind.

(a) (P°C,Opsc(3)), 1 <k <26, d=3.
(b) (@3, Ogs(2)), wobei Q* C P*C eine Kubik ist, 1 <k <7, d =3
oder 4 < k<7, d=4.

(c) (P(£), &),
wobei £ = Oplc(2) S OplC(Q) S¥ Oplc(Z), 2 S k S 6
oder £ = Op1c(2) ® Opic(2) ® Opic(4)
bzw. £ = Oplc(2) &) Oplc(3) @& OPlc(B)
1<k<8 d=—4.

7. X = P(Oplc(l) D Op1c(1) D OPIC(2)),
H = zfoplc(1)@01:1(;(1)@01:10(2)’
d=4.
8. X ist eine Fano-Mannigtfaltigkeit und H = —Kx, d =14

Beweis: Siehe [Lan98| 3.1., 3.2. und 3.4.



Kapitel ITI

Geraden mit tubularer
Struktur

In [Kat82] hat Kato einen Geradenbegriff eingefiihrt, der die
komplette Umgebungsstruktur der Geraden beriicksichtigt. In die-
sem Kapitel wollen wir einige der Ergebnisse von Kato vorstel-
len und zuletzt zeigen wir, dafs die beiden Geradenbegriffe nicht
dquivalent sind.

Auf reellen Mannigfaltigkeiten hat man den Satz iiber tubulare Umgebun-
gen. D.h. fiir eine reelle Untermannigfaltigkeit N der reellen Mannigfaltigkeit
M gibt es eine Umgebung U von N in M und eine Umgebung V' des Null-
schnittes des Normalenbiindels Ny\p; von N in M und eine diffeomorphe
Abbildung ¢ : U — V unter der N auf den Nullschnitt abgebildet wird. Man
erhélt diese tubulare Umgebung, weil es eine Partition der Eins gibt. In der
holomorphen Kategorie gibt es im allgemeinen keine tubularen Umgebungen.

0.1 Definition

Es sei X eine komplexe Mannigfaltigkeit und Y C X eine komplexe Un-
termannigfaltigkeit. Als reelle Untermannigfaltigkeit besitzt Y eine tubulare
Umgebung und es gibt einen Diffeomorphismus ¢ : U — V wie oben be-
schrieben. Falls es einen holomorphen Diffeomorphismus ¢ gibt, nennt man
dies eine tubulare Struktur .

0.2 Bemerkung

Eine Gerade L in einer n-dimensionalen Mannigfaltigkeit X hat eine tubulare
Struktur, falls es eine offene Umgebung U von L in X gibt und eine biho-
lomorphe Abbildung ¢ : U — V C P"C auf eine offene Menge V' C P"C

25
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so dafl das Bild (L) eine Gerade (im klassischen Sinne) in P*C ist. Eine
tubulare Gerade ist eine Gerade mit tubularer Struktur.

1 Verkleben von komplexen Mannigfaltigkei-
ten

Fiir Mannigfaltigkeiten ungerader Dimension die tubulare Geraden enthalten

hat man eine Verklebungseigenschaft, dhnlich der Zusammenhangssumme in

der Topologie. Wir wollen dies nun fiir dreidimensionale Mannigfaltigkeiten
explizit beschreiben.

Es seien [r] = [x¢: 1 : 22 : 23] homogene Koordinaten von P3*C. Die
Abbildung
c:PC — P’C
[xo: @y i wotwg] — [wg:xs T ]
ist eine holomorphe Involution. Fiir die Geraden
L, = {[iL’] EP?’C:xole:O}
L2 = {[I] EP302$2:I3:0}

gllt O'(Ll) = LQ.
Fiir reelle Zahlen 7 > 0 und € > 1 definieren wir

U = {[z] € PC: |zg]? + |21 * < v (Joaf* + |25]*) }
N, = UG\U%
S, = U, = {[a] € P°C: [wo* + |oa]* = r (|22 + |25 ) }
Es gilt: Fiir alle » > 0 ist U, biholomorph zu U; und
NU. = L
r>0

¥
o(¥1) =
0<NE) = Ne
a(Ur)

C N,
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Eine dreidimensionale Mannigfaltigkeit enthélt genau dann eine tubulare
Gerade, wenn sie eine offene Menge, biholomorph zu U; enthélt.
Es seien X; und X, Mannigfaltigkeiten mit tubularen Geraden. Wir fixieren
¢ > 1 und erhalten offene Einbettungen

il . Ue — Xl
ig : (]6 — XQ.
Wir kénnen die Mengen
X o= X\ i (Th)

X! = X,

—
~.
[\
—~
S
o=
~—

verkleben, indem wir die Punkte
p1 €i1(N) C X und py =iy 000y (p1) € X3

miteinander identifizieren. Damit erhalten wir eine kompakte, komplexe Mannig-
faltigkeit, die ebenfalls tubulare Geraden enthélt und bezeichnen diese mit
M (Xla X27 ila 7’2)

1.1 Bemerkung

Mannigfaltigkeiten, die tubulare Geraden enthalten, wurden erstmals von M.
Kato studiert [Kat82] (vgl. auch [Kat85],[Kat89],[KY86]). In [Kat82] wird die
Verklebung von solchen Mannigfaltigkeiten eingefiihrt. Ausgehend von einer
dreidimensionalen Mannigfaltigkeit X betrachtet Kato eine Folge X, von
Mannigfaltigkeiten mit tubularen Geraden:

X, = X
Xo = M(Xy,Xy,i1,11)
Xn = M(Xn—lehin—l,il)'

Fiir die Mannigfaltigkeiten X, gilt:

m(X,) = 0

T (X,) = Z

b3 (X,) = 4n
h (X, ,Oxn n

(AVARLYS

)
(X O,
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Das bedeutet, fiir dreidimensionale Mannigfaltigkeiten gibt es keine allgemein
giiltige Abschétzung der Hodge-Zahlen durch die Betti-Zahlen. Fiir beliebige
kompakte Flachen gibt es eine solche Abschétzung, auch wenn die Fliche
keine Kéahler-Metrik besitzt (siehe Satz B.2.1 auf Seite 107).

L-Hopf-Mannigfaltigkeiten. In [Kat89] untersucht Kato, wie sich Man-
nigfaltigkeiten mit tubularen Geraden durch den Verklebungsprozef faktori-
sieren lassen. Dort werden auch die L-Hopf-Mannigfaltigkeiten beschrieben.
Dies sind Mannigfaltigkeiten, deren universelle Uberlagerung das Komple-
ment zweier disjukter Geraden in P3C ist. Eine L-Hopf-Mannigfaltigkeit
heifit primar, falls die Fundamentalgruppe unendlich zyklisch ist. Es gilt der
folgende Satz.

1.2 Satz (Kato)

Jede L-Hopf-Mannigfaltigkeit wird durch eine primére L-Hopf-Mannigfaltig-
keit endlich und unverzweigt iiberlagert.

FEine L-Hopf-Mannigfaltigkeit ist genau dann primér, wenn die Fundamen-
talgruppe torsionstrei ist.

Jede L-Hopf-Mannigfaltigkeit ist von der folgenden Form:

Es seien

L1 = {[JI]GP?)CZJ]O:JZl:O}
Ly, = {[:U]EPBC:xQng:O}

zwei Geraden in P3*C. Die folgende Matrix ergibt einen Automorphismus von
P3C \ (Ll U LQ).'

(7)) )\1 0 0
0o a 0 o0
9= 0 0 (6) )\2
0 0 0 a3

wobei (ag — ag)A = (ag —az)Aa =0 und 0 < |ag| < |y < |az| < |as| gilt.
Die durch g",n € Z erzeugte Gruppe operiert auf P>C \ (L; U Ly) und jede
primére L-Hopf-Mannigfaltigkeit ist von der Form

(PSC\ (L1 U Ly)) /< g" >

Beweis: Siche [Kat89], Theorem B.
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1.3 Bemerkung
Wir haben bereits L-Hopf-Mannigfaltigkeiten in den Beispielen 3 auf Seite
14 gesehen.

Fur
100 0
o100
97100 a 0
00 0 a

hat Yamada [Yam86] den Raum der Deformationen von
X = (P3C\ (L1 ULy)) /< g" >

und von Verklebungen davon berechnet.
Weitere topologische Figenschaften der Verklebung finden sich in
[Kat85] §1.

2 Eigenschaften von Mannigfaltigkeiten mit
tubularen Geraden

Zunéchst wollen wir ein Lemma von Kato verallgemeinern, das zeigt, welche
Bedeutung tubulare Geraden haben ( siche [Kat85] §3.).

2.1 Lemma

Es sei L C P"C eine Gerade und V' C P"C eine tubulare Umgebung von
L. Ist v:V — ~(V) C P"C eine biholomorphe Abbildung, so gibt es eine
Fortsetzung von v zu einem Automorphismus von P"C.

Beweis:
Wir wéhlen einen Punkt P € L. Dann gibt es eine projektive Transformation
T € PGL(n+1,C), so daf gilt

Toy(P)=P

und
To~(L) = L.
Da es geniigt eine Fortsetzung von 7 o v zu finden, kénnen wir annehmen,

dafl schon fiir ~ gilt:
v(P)= P und y(L) = L.
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Wir wéhlen nun homogene Koordinaten [Xj : ... : X,] von P*C beziiglich
derer P=[1:0:...:0] und L durch

Xi=Xo=..X,-1=0

gegeben ist. Dann erhalten wir eine lokale Karte U = C™ mit Koordinaten
(1, .., Tp), so daBB P = (0,...,0) und LNU durch zy = a9 = ... =2, 1 =0
gegeben ist.

Fiir A = (A1, ..., \,_1) € C"7 1 14B¢ sich die Teilmenge

l’lz)\l't7 ZEQZ/\Q't ,...,xn_lz)\n_l't, [L’n:t

von U zu einer Geraden L(A) auf P"C fortsetzen. Nun wihlen wir € > 0 so,
daf fiir die Menge

A= {,\ = (A A1) €CTT NP+ NP F o AP < e}

die Geraden L(\) fiir alle A € A in V' enthalten sind.
Die Abbildung ~ ist beziiglich der lokalen Koordinaten von U durch die
Komponentenfunktionen

Ve = fYk(Il) "‘wrn), k - ]., -

gegeben. Da die Einschriankung aller Geraden in P*C durch P auf U = C"
affine Geraden durch 0 € C" sind und das Bild y(L())) eine Gerade in P*C
ist, gibt es holomorphe Funktionen c¢(A, t), so daf gilt:

d
’Yk(/\l “t Ayt A tﬂf) = C()\,t) : %"Yk()\l At A '75775)‘15:0-

Fiir festes X ist v|.(y) ein Automorphismus von P'C und die lokal definierte
Funktion
t— c(\t)

setzt sich auf P'C mit c(\,0) fort. Daher gibt es in einer Umgebung von
0 € A holomorphe Funktionen b(\) und d(A), so dafl gilt:

b(A) -t

c(\t) = Trd) 1t
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Mit der Bezeichnung

d

ka\) = b(>\) ’ E

’}/k(/\l . t, ceey >\n—1 . t,t)|t:07 k= 1, ., n

erhalten wir nun die Gleichungen

be(N\) - ¢
At A ) = ————
f}/k( 1 PRERY! 1 ) 1 +d()\> -t

bzw.
(L+dN)-t) (A, ooy Ay -5, 8) = be(N) -, kE=1,...,n.

Entwickeln wir nun v in Taylor-Reihen beziiglich der Variablen ¢ und be-
zeichnen mit £ den linearen Teil (beziiglich aller Variablen) der Funktion
Y& (x1, ..., ), so erhalten wir

LN -ty oy Ap1 - 1) = br(N) - ¢
Daher gilt fiir den Grad von by beziiglich x4, ..., x,
degb, <1, k=1,..n.
Aus den Gleichungen
(L4+dA) - t) - ve(A -ty Ay -6, 8) = be(A, oy A1) -ty E=1,..,n

erhalten wir

Ty T2 Tn—1 Ty T2 Tn-1
<1—1—d<,,..., T ) k(T ) = be(—, — )+ T
Tn Tn Tn Tn Tn Tn

Daraus ersehen wir nun auch, dafl der Grad der Funktion d
degd <1

ist.

Die Funktionen ~ (21, ..., z,) sind also Quotienten von Polynomen vom Grad
<1

Damit erhalten wir die Fortsetzung von = zu einem Element aus

PGL(n +1,C). .
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2.2 Lemma (Kato)

Es seien V; € P3C,i = 1,2 offene Teilmengen und ¢ : Vi — V5 eine holomor-
phe, lokal biholomorphe Abbildung. Dann ist ¢ biholomorph und &6t sich
zu einem Element ¢ € PGL(4, C) fortsetzen.

Beweis: Siche [Kat82] Lemma 3.1. (Seite 7).

2.3 Satz (Kato)

Es sei X eine kompakte komplex dreidimensionale Mannigfaltigkeit, L. C
X eine tubulare Gerade und diejenige irreduzible Komponente des Barlet-
Raumes, die den zu L korrespondierenden Punkt enhélt, sei kompakt. Dann
ist X von der algebraischen Dimension drei und unirational.

Beweis: Siehe [Kat82] Prop. 3.1. (Seite 10).

3 Tubulare Geraden und projektive Struktu-
ren

In diesem Abschnitt wollen wir die Existenz tubularer Geraden auf Twistor-
raumen diskutieren und ein Beispiel fiir eine Mannigfaltigkeit, die nichttubu-
lare Geraden enthélt, angeben. Dazu bendtigen wir den Begriff der projekti-
ven Struktur.

3.1 Definition
FEine komplexe Mannigfaltigkeit X der Dimension n besitzt eine holomorph-

projektive Struktur, falls es eine Uberdeckung mit Karten (Uy, ¢o) gibt, so
daf} gilt:

1. ¢, bildet U, auf eine offene Menge in P*C ab.

2. Fiir jedes Paar (o, ) mit U, N Uz # (0 ist der Koordinatenwechsel
(o © gbgl t 9 (Ua NUg) — ¢o (Uy NUp) durch die Einschrankung einer
projektiven Transformation auf P"C gegeben.

Detaillierte Untersuchungen von Mannigfaltigkeiten mit projektiver Struktur
finden sich in [Gun78], [KO80], [KO81] und [KW83].

Wir benétigen den folgenden Satz.
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3.2 Satz (Kobayashi, Ochiai [KO80))
Es sei X eine komplexe Manigfaltigkeit der Dimension n mit holomorph-
projektiver Struktur. Dann gilt:

1. Das Tangentialbiindel TX der universellen Uberlagerung X von X ist
global erzeugt und fiir eine beliebige kompakte Untermannigfaltigkeit
Y C X ist die Einschrankung T X |y ampel.

2. Es sei S eine komplexe Untermannigfaltigkeit von X, die in einer ein-
fach zusammenhédngenden offenen Menge U C X enthalten ist. Dann
ist das Normalenbiindel Ng\x von S in X sehr ampel.

3. Falls S einfach zusammenhéngend ist, so ist das Normalenbiindel Ng\ x
sehr ampel.

4. Ist X kompakt und einfach zusammenhingend, so ist X isomorph zu
P"C mit der natiirlichen projektiven Struktur.

Bewelis:
Wir wihlen eine Karte (Up, ¢p) geméf der obigen Definition. Zu einem Punkt
P € X wahlen wir eine Kette von Karten

(U17¢1)7 ) (Um7¢m)7
fiir die gilt
Ui,lﬂUi#@, Z:L,m

Da X eine holomorph-projektive Struktur hat, gibt es projektive Transfor-
mationen fi, ..., f,, € PGL(n+ 1,C), so daf} gilt

¢o = fiogyauf UyNU;
fiopr = faogyauf Uy NU,

fm—l o d)m—l = fm o Qbm auf Um_1 N Um

Nun definieren wir:
O(P) = fu(om(P)).
Da ¢(P) von der Wahl der Kette Uy, ..., U, abhéngt, ist ¢ keine eindeutige

Funktion. Wenn X jedoch einfach zusammenhéngend ist, ergibt sich eine
holomorphe Immersion

¢: X — P"C.
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Falls X nicht einfach zusammenhéngend ist, erhalten wir zumindest fiir die
universelle Uberlagerung X von X eine Immersion.

1. Da das Tangentialbiindel von P"C global erzeugt ist, gilt dies auch fiir
das Tangentialbiindel T° X von X.
Fiir eine kompakte, komplexe Untermannigfaltigkeit Y C X erhalten
wir einen Isomorphismus

TX|y = TP"Clywy)

und somit ist 7X |y ampel.

2. Die Behauptung folgt nun aus der Tatsache, dal U C X eine ein-
fach zusammenhéngende komplexe Mannigfaltigkeit mit holomorph-
projektiver Struktur ist und ¢ eine Immersion

¢:U — P"C
liefert.

3. Hierzu wéhlen wir eine einfach zusammenhéngende tubulare Umgebung
U von S.

4. In diesem Fall ist ¢ ein Isomorphismus.

3.3 Bemerkung

Holomorph-projektive Strukturen sind eine Verallgemeinerung von holomorph-
affinen Strukturen. Die Existenz einer projektiven Struktur kann als Integra-
bilitét eines verallgemeinerten Zusammenhanges, ein sogenannter projektiver
Zusammenhang, formuliert werden. Der Teil 4 des obigen Satzes gilt auch un-
ter schwécheren Voraussetzungen, es geniigt die Existenz eines projektiven
Zusammenhanges (vgl. [KO80] und [KW83]).

3.4 Bemerkung
Es sei X eine n-dimensionale kompakte, komplexe Mannigfaltigkeit und U C
X die Vereinigung der tubularen Geraden in X. Ist U nicht leer, so folgt aus
Lemma 2.1 (Seite 29), daB8 U eine offene Menge mit holomorph-projektiver
Struktur enthélt.
Wird X von tubularen Geraden iiberdeckt, so folgt aus Satz 3.2 (Seite 33)
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das X = P"C ist oder X nicht einfach zusammenhéngend ist. Umgekehrt
gilt:

Ist L C X eine Gerade und U eine offene Umgebung von L mit holomorph-
projektiver Struktur, so ist L eine tubulare Gerade.

3.5 Beispiele

3.5.1 Twistorrdume konform-flacher Mannigfaltigkeiten. Es sei M
eine reelle 4-dimensionale konform-flache Mannigfaltigkeit und 7, : X —
M der dazu assoziierte Twistorraum. Die Abbildung 7, hédngt nur von der
konformen Klasse der Metrik ab (siche [AHS78)).

Wir betrachten zunichst den Twistorraum 7ga : P2C — S%. Die Mannig-
faltigkeit S* ist konform-flach. Daher kénnen wir eine offene Uberdeckung
UU; = M von M mit Diffeomorphismen f; : U; — V auf eine offene Men-
ge V C S* finden, so daB8 wir biholomorphe Abbildungen ¢; : 7/ (U;) —
T4 (V) erhalten, fiir die gilt 754 0 ¢ = f; 0 Ty

Da die Fasern von g« tubulare Geraden in P3C sind, erhalten wir ebenfalls
tubulare Geraden in X.

3.5.2 Nichttubulare Geraden. Die Mannigfaltigkeit X = P (TP2C) ist
der Twistorraum iiber P?C und enthilt daher viele Geraden. Wir wollen
zundchst annehmen, dafl L C X eine tubulare Gerade ist. Da X homogen
ist, wiirde X dann von tubularen Geraden iiberdeckt werden. Mit Lemma
2.2 auf Seite 32 erhélt man eine holomorph-projektive Struktur auf X. Da
X einfach zusammenhéngend ist folgt mit dem Satz 3.2, dal X biholomorph
zu P3C ist. Da dies nicht sein kann sind alle Geraden in X nichttubular.

4 Tubulare Geraden und der Weyl-Tensor

Nun wollen wir uns der konformen Struktur auf dem Modulraum der Gera-
den zuwenden. Wir erhalten nun eine weitere Moglichkeit zu testen, ob die
Geraden in einer dreidimensionalen Mannigfaltigkeit tubular sind.

Es sei X eine dreidimensionale komplexe Manngfaltigkeit mit Geraden.
Dann ist
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XxWo> 7z &H W

v|

X

die vollstédndige Familie der Geraden (siche 1.2, Seite 2). Wie wir bereits
in 1.2.7 (Seite 13) gesehen haben, induzieren die Geraden eine holomorphe
konforme Struktur auf dem Modulraum der Geraden, gegeben durch eine
Bilinearform

2 2
g:TW xTW — Hom (/\]—:,/\Jﬂ)

o(h Kz Ay) = 5 (h(e) AK(y) + k) Ab(y)
wobei
Foo= m(N"®L)
und F,; = L
ist.

Lokal besitzt H := Hom (/\2 F_, N\ .7:+) einen flachen holomorphen Zu-
sammenhang D. Dann gibt es genau einen torsionsfreien holomorphen Zu-
sammenhang V auf TW, das heifit

Vow—=Vyv = [v,w],
Dg(v,w) = ¢g(Vv,w)+ g(v, Vw)
und es gilt

QQ(VUU,UJ) - Du (g(vvw)) + Dv (g(uv w)) - Dw <g<u>v))
+g ([u,v],w) — g ([v,w],u) — g ([u,w],v).

Lokal kénnen wir stets annehmen, dal H = Oy und D = d ist. Dann ist
der Kriimmungstensor F' durch F':= V'V gegeben und es gilt

F(v,w)x = V,Vyux — V, Vo — Vi 2.
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Ist ey, ..., e4 eine Basis von TW und €', ..., e* die dazu duale Basis, dann ist
der Ricci-Tensor durch

R(w) = Z F(ey,w)e

gegeben. Der Weyl-Tensor W ist durch

RPId  tr(R)IdPId

2 + 12
definiert und beschreibt den invarianten Anteil der Kriimmungsform unter
konformen Abbildungen (siche [Bes87] Kap. 1.G Def. 1.116 Seite 48). Da-
bei ist das ® -Produkt wie folgt definiert. Sind K und L selbstadjungierte
Abbildungen beziiglich g, so ist

WF2:F—

K@L:;\TW N /Q\TW
x Ny — K(x)AL(y)+ L(x) AN K(y).

Das Verschwinden des Weyl-Tensors ist dquivalent dazu, dafl die Mannig-
faltigkeit im holomorphen Sinne konform-flach ist (siehe [Ger62], Seite 188).
Auf vierdimensionalen Mannigfaltigkeiten 148t sich der Weyl-Tensor einfa-
cher berechnen. Dann induziert der Hodge-*x Operator einen Endomorphis-
mus von 93, und es gilt ** = —1. Somit zerfillt O3, in eine direkte Summe
02, = A, & A_, die gerade den +1 und —1 Eigenriumen von * entspre-
chen. Der Riemannsche-Kriimmungstensor hat beziiglich dieser Zerlegung

die Blockgestalt
A B

wobei B € Hom (A_,Ay), A € EndA; und C € EndA_ ist. Mit den Bezeich-
nungen Wy := A — tr(A)Id und W_ := C — tr(C) gilt fiir den Weyl-Tensor
Wpg =W, + W_. Siehe dazu [AHST7S|.

4.1 Beispiel
In P3C werden die Geraden durch die Grassmann-Mannigfaltigkeit Gr(2,4)

parametrisiert. Da diese Mannigtfaltigkeit konform-flach ist, verschwindet der
Weyl-Tensor auf Gr(2,4).

4.2 Bemerkung
Es sei X eine dreidimensionale Mannigfaltigkeit, L C X eine Gerade, M der
Parameterraum der Geraden in X und w € W der zu L korrespondierende
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Punkt in W. Falls die formale Umgebung von L isomorph zu der formalen
Umgebung einer Geraden in P3C ist, so verschwindet der Weyl-Tensor im
Punkt w € W. Wenn der Weyl-Tensor in einem Punkt des Parameterraums
nicht verschwindet, so kann die korrespondierende Gerade nicht tubular sein.

Nun wollen wir nochmal zeigen, dafl die Geraden in P (TP2?C) nicht tu-
bular sind.

4.3 Definition

Die Mannigfaltigkeit F(1,2) ¢ P2C x (P2C)" ist die Menge der Paare
(m,1) € P2C x (P2C)" fiir die gilt m € [.

4.4 Bemerkung

Sind ([XO Xy Xo], [Yo 1 Y11 Ya] € P2C x (P2C)V) homogene Koordinaten,
so ist F(1,2) ¢ P2C x (P2C)" durch die Gleichung

XoYo + X171 + XoYy =0

gegeben.
Nun geben wir einen Isomorphismus ¢ : F'(1,2) — P (TP?C(-2)) in lokalen
Koordinaten an. Durch die Projektion

pri: F(1,2) — P2C
[X():XlIXQ],D/OI}/lZE/Q] — [XO:XllXQ}
erhalten wir ein holomorphes P!C-Biindel iiber P2C. Fiir i = 0, 1,2 seien

U; € P2C die durch X; # 0 gegebenen Standardkarten mit den lokalen
Koordinaten

X4 X

Uy = YO, Vg = fz n Uo,
Xo Xy
= — = U
Uy X, Vo X, m Uy,
Xy X1 .
= — = U .
Ug X, Vo X, m Us

Die Einschréankungen F(1,2)|,,-1(y,) = U; x P'C C U; x P?C sind durch die
Gleichungen
Yo+ug-Yi+vy-Yo=0 dber U,
ulYo—i-Yl—i—legz() iiberUl,
Ug - Yo+ v - Y1 +Yo =0 iiber U,
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gegeben. Der gesuchte Isomorphismus hat dann die lokalen Ausdriicke
¢0: Uy x P'C — P (TP*C(-2))
(uo,v0), [ag : bo] +—  (ug,vo), [to - bo — vo - ag : —bg : ag
iiber Uy,
¢1:U1 x P'C — P (TP*C(-2))
(ui,v1), a1 b1] — (ug,v1),[br: —uy by + vy -aq 0 —aq]
iber U; und
¢2: Uz x P'C — P (TP*C(-2))
(ug,v2),[ag : ba] —  (u2,v2),[—ba : as: —vy - as + ug - byl
iber Us.
Fiir den Parameterraum M der Geraden in F'(1,2) gilt
M = P2C x P2C \ F(1,2)

(Siehe [AHS78| Example 3 auf Seite 438).
Nun wollen wir zeigen, dal der Weyl-Tensor auf M in mindestens einem
Punkt nicht verschwindet. Dazu beschreiben wir M als symmetrischen Raum.

Die Operation von SL3(C) auf P?C induziert eine transitive Operation auf
M. Durch die Einbettung

— <(det0h)1 2)

operiert GLo(C) auf M und ist gerade die Isotropiegruppe des Punktes
([1:0:0],[1:0:0]). Somit ergibt sich M als homogener Raum mit

M = SLy(C) /GLsy(C) .

Dariiberhinaus ist M ein symmetrischer Raum, denn G Ly(C) ist gerade die
Fixgruppe der Involution s € Aut(SL3(C)), die durch Konjugation mit der
Matrix diag(—1, 1, 1) gegeben ist. Daher gilt fiir die Lie-Algebren sl3(C) und
gl,(C) von SL3(C) und GLy(C)

sl3(C) = gh,(C) & m

und



40 Kapitel III.  Geraden mit tubularer Struktur

1. mist der Eigenraum von s zum Eigenwert —1

2. [gl,(C),m| Cm

3. [m,m] C gl,(C)

4. Die Zerlegung ist orthogonal beziiglich der Killing-Form von sl3(C).
Siehe dazu [KN69] Kap. XI.2.

Die Kriimmungsform F' hat in symmetrischen Rdumen eine sehr einfache
Form. Es gilt:

Siehe dazu [KN69] Kap. XI.3.

Nun kénnen wir eine Basis fiir den Tangentialraum 7, M = m im Punkt
p = ([1:0:0],[1:0:0]) angeben. Die Lie-Algebra sl3(C) entspricht den
spurlosen komplexen 3 x 3-Matrizen und gl,(C) entspricht den komplexen
2 x 2-Matrizen. Die oben betrachtete Einbettung von GL3(C) in SLy(C)
induziert die Einbettung

9lL,(C) — sl3(C)
—Sp(A) 0
A — ( ](; A ) .

Somit konnen wir

010
e = 0 00
0 00
0 01
ey = 0 00
0 00
63_63
64263

als Basis vonT, M wihlen. Beziiglich der Killing-Form von sl3(C) ist
(el,e? e, et) = (e3,e4, €1, €2) die zu (ey, 9, €3, €4) duale Basis. Da die Kriimmungsform

F durch
F(X, )7 =—-[X,Y],Z]
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gegeben ist, erhalten wir fiir die Koeeffizienten F;; = — [e;, e;] von F
Ei = Oa
F12 = 07
F34 - Oa
1 0 O
Fi3 = 0 -1 0 [,
0 0 O
10 —1
Fy = 00 0 [,
00 O
0 0 O
F14 = O 0 0 P
0 -1 0
00 O
Fyy = 00 -1
00 O
Die iibrigen Koeffizienten ergeben sich aus Fj; = —F};.

Beziiglich der Basis e; A e, e1 A ez, e Aey,ea Aes, ea N ey, ez A ey hat der
Hodge-* Operator die Gestalt:

61/\62 — 61/\62
esNes — e3/Ney
61/\63+€2/\64 — 61/\63"‘62/\64
epNey — —ejpNey
ea Nes +— —eg Aeg
—

61/\63—62/\64 62/\64—61/\63

Berechnen wir den Riemannschen-Kriimmungstensor beziiglich dieser Ba-
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sis mittels (¢! A e, Rey A ;) = (€', Fye?), so erhalten wir

000O0O0O© O
020010
001000
0001O00O0
01 0020
000O0O0O© O

Die Matrix des Kriimmungstensors hat beziiglich der Basen
e1 Neg, ez Neg,er Aesg+ex Aeg von AL und
e1 Neg,ea Neg,eq A\es— ey Aeyg von A_ die Form

0 0O
0 0O *

A B B 0 0 3
B C - 1 00
* 010
0 0 1

Somit gilt fiir den Weyl-Tensor

1 1 0 00
Wp=A—-tr(A)+C—-tr(C)=|( 0 0 0 |,
3 3 00 1

Wp=W., W._=0.
Da Wg # 0 ist, sind die Geraden in F(1,2) nicht tubular.



Kapitel 1V

Die algebraische Reduktion

In diesem Kapitel wollen wir das Konzept der algebraischen
Reduktion vorstellen. Grob gesagt, ordnet man dabei einer kom-
pakten, komplexen Mannigfaltigkeit ein algebraisches Modell zu.
Die algebraische Reduktion ist ein wichtiges Werkzeug bei der bi-
meromorphen Klassifikation kompakter, komplexer Mannigfaltig-
keiten.

Zuletzt erhalten wir mit der algebraischen Reduktion eine gro-
be Klassifikation von kompakten, komplexen dreidimensionalen
Mannigfaltigkeiten mit Geraden.

1 Die algebraische Reduktion einer komple-
xen Mannigfaltigkeit

Es sei S C P"C eine projektive Varietédt. Dann ist der Korper (X)) der ra-
tionalen Funktionen auf S eine endliche Korpererweiterung iiber dem Koérper
C und der Transzendenzgrad dieser Erweiterung stimmt mit der Dimension
von S iiberein. (Vgl. dazu [AST1], [Rem56], [Sie55] und [Thib4].) Fiir eine
beliebige kompakte, komplexe Mannigfaltigkeit X ist der Kérper M(X) der
meromorphen Funktionen auf X ebenfalls eine endliche Erweiterung iiber C,
jedoch kann der Transzendenzgrad kleiner als die Dimension sein. Wie wir
aus den Beispielen 3 auf Seite 14 leicht ableiten kénnen, kann der Transzen-
denzgrad jeden Wert, der kleiner als die Dimension ist, erreichen.
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1.1 Definition

Der Transzendenzgrad des Korpers M(X) der meromorphen Funktionen auf
einer komplexen Mannigfaltigkeit X heifit algebraische Dimension von X und
wird mit a(X) bezeichnet.

Die algebraische Dimension kann auch in folgender Weise charakterisiert wer-
den.

Es sei £ — X ein holomorphes Geradenbiindel. Falls H(X, £) # 0 ist, wird
durch die Wahl einer Basis von H°(X, £) eine meromorphe Abbildung

d(L): X — PNC
induziert. Dabei ist N = dimH° (X, £) — 1.

1.2 Definition

Die durch
max,en {dim ® (£%™) (X)} , falls dimH® (X, £%™) > 1
fiir m >> 0
ML) =9 . falls HO (X, £L&™) = 0

fiir alle m € N
definierte Zahl, heifit G-Dimension des Geradenbiindels L.

1.3 Bemerkungen

1.3.1 Kodaira-Dimension. Die Kodaira-Dimension einer komplexen Man-
nigfaltigkeit ist gerade die G-Dimension des kanonischen Biindels.

1.3.2 Die algebraische Dimension von X ist genau dann Null, wenn die G-
Dimension aller Geradenbiindel den Wert —oo hat. Anderenfalls stimmt sie
mit der gréfiten vorkommenden G-Dimension von Geradenbiindeln auf X
iiberein.

Wir wollen nun einer komplexen Mannigfaltigkeit ein ”algebraisches Mo-
dell” zuordnen.

1.4 Satz
Es sei X eine komplexe Mannigfaltigkeit der Dimension n und von algebrai-
scher Dimension k. Dann existiert folgendes kommutierendes Diagramm
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mit den Figenschaften

1. S ist eine glatte, kompakte projektive Mannigfaltigkeit.

2. 1 ist eine meromorphe Abbildung, f und g sind holomorphe Abbildun-
gen.

3. Die Abbildung f entspricht einer Folge von Aufblasungen von X zu X.
4. Die Abbildung 1) induziert einen Isomorphismus M(X) = K(S).

5. Die Abbildung g ist eine eigentliche, surjektive Abbildung mit zusam-
menhédngenden Fasern.

Beweis: Siche [Uen75] Chapter I §3 Theorem 3.1 und Proposition 3.4.
(Seite 26).

1.5 Definition

Eine surjektive, holomorphe Abbildung g : X — S heiBt algebraische Re-
duktion der Mannigfaltigkeit X, falls die in dem obigen Satz beschriebenen
Eigenschaften gelten.

Die algebraische Reduktion ist eindeutig, bis auf bimeromorphe Aquivalenz.
D.h. falls g1 : X; — S und ¢ : Xo — S algebraische Reduktionen von X
sind, dann existieren bimeromorphe Abbildungen

h: Sl — Sg
h:Xy — 5

so daB gilt: ggo h = ho g

Fiir Untermannigfaltigkeiten komplexer Mannigfaltigkeiten hat man die
folgende Charakterisierung.
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1.6 Satz
Es sei S eine Untermannigfaltigkeit der komplexen Mannigfaltigkeit X. Dann
gilt

a(X) < a(S) + kodim(S).

Beweis: Siehe [Uen75] Chapter I §3 Theorem 3.8. (Seite 27).

Zur bimeromophem Klassifikation komplexer Mannigfaltigkeiten studiert
man u.a. die Fasern der algebraischen Reduktion . Dazu ist der folgende Satz
ein wichtiger Schliissel.

1.7 Satz
Es sei g : X — S die algebraische Reduktion einer komplexen Mannigtal-

tigkeit X und L — X ein holomorphes Geradenbiindel. Dann existiert eine
Zariski-dichte Menge U C X, so daB mit L, := L|,-1(5) und X, := g~ '(s) fiir
alle s € U gilt:

k(Ls, Xs) <0.

Beweis:Siehe [Uen75] Chapter V. §12 Theorem 12.1 (Seite 143).
Dazu gibt es das spater hdufig benutzte Korollar.

1.8 Korollar
1. Falls a(X) = dim X — 1 ist, so sind die Fasern der algebraischen Re-

duktion g : X — S iiber einer offenen, Zariski-dichten Menge U C X
elliptische Kurven.

2. Falls a(X) = dim X — 2 ist, so gilt fiir die Fasern der algebraischen
Reduktion g : X — S tiber einer offenen, Zariski-dichten Menge U C X

K(X,) <0, X,:=g '(s) fiirseU

und keine Faser iiber U ist isomorph zu P2C.

Beweis: Siehe [Uen75] Chapter V. §12 Theorem 12.4 (Seite 145).

Weitere Eigenschaften der Fasern der algebraischen Reduktion finden sich
in [Uen75] und [Uen81].
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2 Eine grobe Klassifikation dreidimensiona-
ler Mannigfaltigkeiten mit Geraden

Wir Yvollen die bisherige Diskussion zusammenfassen indem wir einen gro-
ben Uberblick {iber dreidimensionale, kompakte, komplexe Mannigfaltigkei-
ten mit Geraden geben.

Bis auf das Verschwinden der holomorphen Differentialformen auf Man-
nigfaltigkeiten mit Geraden wissen wir bisher nur wenig iiber die globale
Struktur. Die algebraische Reduktion verschafft uns ein wenig mehr Infor-
mationen.

Es sei X eine kompakte, komplexe dreidimensionale Mannigfaltigkeit und
L C X eine Gerade. Die Beispiele in Kapitel 1.3 auf Seite 14 haben gezeigt,
daf die algebraische Dimension von X alle Werte von 0 bis 3 annehmen kann.
Im einzelnen ergibt sich folgendes Bild.

Falls die algebraische Dimension a(X) = 3 ist und L eine tubulare Gerade
ist, dann ist X unirational (Satz II1.2.3, Seite 32).

Falls a(X) = 2 ist, dann hat man (eventuell nach Aufblasen) einen Mor-
phismus 7 : X — S auf eine glatte projektive Fldche (Satz 1.4, Seite 44). Da
wir injektive Abbildungen

H (S, K§?) — H(X,KP)
H(8,04) — H°(X,0k)
haben, folgt aus 1.2.1 (Seite 3), daB
H (S, K§%) = H" (5,04) =0

ist und somit ist S nach dem Satz von Castelnuovo-Enriques eine rationale
Flache.

Insgesamt erhalten wir einen eigentlichen Morphismus 7 : X — S auf eine
rationale Fldche mit zusammenhéngenden Fasern und elliptische Kurven als
generische Fasern (Korollar 1.8 auf Seite 46).
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Falls a(X) = 1 ist, konnen wir, eventuell nach Aufblasen von X anneh-
men, dafl die algebraische Reduktion einen Morphismus 7 : X — C' auf eine
glatte Kurve C' liefert. Da die Geraden nicht alle in den Fasern von 7 enthal-
ten sein konnen, folgt fiir eine generische Gerade L, dafi (L) = C' ist. Daher
ist C' eine rationale Kurve.

Korollar 1.8 (Seite 46) besagt, daf fiir eine generische Faser F' von 7 gilt:
k(F) <0.

Die folgende Tabelle enthélt die minimalen Modelle der moglichen glatten

Fasern. Dies ergibt sich aus der Kodaira-Enriques-Klassifikation von Flachen

(sieche [BPV84]: Tabelle 10 auf Seite 188). Die Einschrankung im Fall 8. fin-

det sich in [Uen75] (Chapt. V §12, Remark 12.5 auf Seite 146).

Kodaira-Dimension ‘ Klasse der Flache

Enriques Fléchen

Hyperelliptische Fléchen

Kodaira-Flachen

K3 Flachen

Komplexe Tori

Fléchen der Klasse VII

P2C

Regelflachen iiber einer Kurve
vom Geschlecht g <1

XN O LN

Wir wollen uns nun den Mannigfaltigkeiten der algebraischen Dimension
zwel zuwenden.



Geraden in elliptischen
Faserungen
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Kapitel V

Elliptische Hauptfaserbiindel
mit Geraden

In diesem Kapitel werden wir diejenigen elliptischen Haupt-
faserbiindel tiber Fldichen beschreiben, die Geraden enthalten.

1 Elliptische Hauptfaserbiindel

Dieser Abschnitt ist im wesentlichen eine Verallgemeinerung von [BPV84]
V.5. Es sei A C C ein Gitter, erzeugt durch die Zahlen 1 und A mit Im(\) >
0. Dann ist £ = C/A eine elliptische Kurve. Die Gruppe der Automorphis-
men von FE bezeichnen wir mit A(F). Nachdem wir einen Punkt 0 € F
fixieren, kénnen wir die Automorphismengruppe A(E) ndher beschreiben.
Die Gruppe E operiert auf sich selbst durch Translationen und der Quoti-
ent A(E) /E entspricht denjenigen Automorphismen, die den Punkt 0 € FE
stabilisieren. Es gilt:

Z, falls j(F)=1728
A(E) /JE =2 Z¢ falls j(E)=0
Z, sonst

und A(E) = E x A(F) /E (semidirektes Produkt).

Zu einer kompakten komplexen Mannigfaltigkeit S sei ¢ die Garbe der
Keime der holomorphen Abbildungen S — E und A(FE)g sei die Garbe der
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Keime der holomorphen Abbildungen S — A(E).
Holomorphe Faserbiindel mit Basis S und Faser E werden durch H' (S, A(E)s)
parametrisiert.

1.1 Definition
Diejenigen Faserbiindel, die den Elementen von H! (B, Es) € H' (S, A(E)s)
entsprechen, heifien elliptische Hauptfaserbiindel.

Ist 7 : X — S ein elliptisches Hauptfaserbiindel, so wollen wir dieses im
folgenden mit dem korrespondierenden Element & € H' (S, £s) identifizieren.

Ausgehend von der kurzen exakten Sequenz
0—-A—->05g—Es—0
erhalten wir eine lange exakte Kohomologiesequenz

. — H'(S,05) — H' (S, &) <> H2 (S, A) — ..

1.2 Definition
Ist £ € H' (S, Es) ein elliptisches Hauptfaserbiindel, so nennen wir das Bild
c*(€) € H2 (S, A) charakteristische Klasse von €.

1.3 Bemerkungen

1.3.1 Charakteristische Klassen und Chernklassen. Wir wollen nun
einer charakteristischen Klasse eines elliptischen Hauptfaserbiindels ein Paar
von Chernklassen zuordnen. Diese Zuordnung héangt allerdings von der Wahl
einer Basis fiir das Gitter A ab. Trotzdem wird uns diese Konstruktion noch
sehr niitzlich sein.

Es sei (A1, A2) eine Basis von A. Diese induziert einen Isomorphismus H? (S, A) &
H?(S,Z) & H? (S, Z). Beziiglich dieses Isomorphismus kénnen wir die cha-
rakteristische Klasse ¢*(§) als Tupel

(ci(€),¢3(€)) € H* (S, Z) & H (S, Z)

schreiben. Zu ( CCL 2 ) € SL(2,Z) ist auch (a- Ay +b-Xg, c- Ay +d-Ny)
eine Basis von A und die induzierte Zerlegung der charakteristischen Klasse

ist nun

(a-ci(§) +b-c5(E), ¢ ci(€) +d-c5(8))
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Dies 148t sich auch geometrisch verstehen. Das Biindel 7 : X — S ist durch
holomorphe Ubergangsfunktionen 9ap : Uap — E gegeben. Die Wahl einer
speziellen Basis von A induziert einen Diffeomorphismus £ = S* x S und
dadurch erhalten wir differenzierbare Ubergangsfunktionen (gclyﬁ, giﬁ) mit
gfm : Uyp — S'. Das bedeutet, das Biindel 7 : X — S entspricht einem
Faserprodukt X = X! x¢ X! von S!-Biindeln X! — S und X? — S iiber
S.

Bezeichnet man mit Cg das triviale Geradenbiindel Cx S iiber .S, so erhalten
wir durch

Cs®g X! =: L' und Cg @ X% =: 2

zwei hermitesche Geradenbiindel auf S. Fiir die Chernklassen ¢;(£') und
c1(£?) gilt dann

(€)= (ea(Lh), ea(£2))
beziiglich der gewéhlten Basis.

1.3.2 Geradenbiindel und elliptische Hauptfaserbiindel. Wir wollen
nun untersuchen, unter welchen Bedingungen elliptische Hauptfaserbiindel
durch C*-Biindel iiberlagert werden.

Ist (A1, A2) eine Basis von A, so erhalten wir mit

A
exp(2mi=2 - n), n € Z
At
eine Einbettung Z — C* und es gilt C/A = C* /Z. Dies fiihrt auf die
exakte Sequenz

0—-7Z— 05— & —0.

Nun betrachten wir die Elemente in H' (S, O%) nicht als Isomorphieklassen
von holomorphen Geradenbiindeln, sondern als Isomorphieklassen von C*-
Hauptfaserbiindeln.

Aus der langen Kohomologiesequenz

L HY(S,0%) — H' (S, &) - H2(S,Z) — ...

ergibt sich, daf ein elliptisches Hauptfaserbiindel ¢ € H* (S, Es) durch ein
C*-Biindel iiberlagert wird, falls wir eine Basis (A;, A2) von A so wihlen

konnen, daff ¢(§) = 0 ist. Dann existiert ein holomorphes Geradenbiindel
L — S, so daB £ sich wie folgt ergibt:
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Es sei £* := £\ {Nullschnitt} und z die Koordinate einer Faser, die wir mit
C* identifizieren. Die durch

n,z exp(27rz'/\—2 ‘n)-z
1

gegebene Operation von Z auf der Faser ist vertréglich mit den Ubergangs-
funktionen und setzt sich daher auf ganz £* fort. Als Quotient £* /Z erhal-
ten wir ein elliptisches Hauptfaserbiindel .

Wir wollen nun untersuchen, welche Rolle dabei die charakteristische Klas-
se eines elliptisches Hauptfaserbiindels dabei spielt. Dazu betrachten wir
folgendes kommutative Diagramm.

0 — Z — 0 — & — 0

T T T

0 — A — O — &€& — 0
Dies induziert die folgenden langen, exakten Sequenzen.
L H(S,05) — H'(S,&) - H2(S,Z)

| l l
. — H'(5,05) — H!Y(S,&) < H2(S,A)~H2(S,Z)® H2(S,Z)

Ist ¢*(¢) linear abhéingig in H? (S, Z), so kénnen wir eine Basis von A wihlen,
daB ¢#(&) beziiglich dieser Basis die Gestalt (¢, 0) besitzt. Dann ist ¢(£) = 0
und das Biindel ¢ wird von einem C*-Biindel iiberlagert.

1.3.3 Falls H?(S,Z) = Z ist, so wird jedes elliptische Hauptfaserbiindel
durch ein C*-Biindel iiberlagert. Fiir Kurven ist dies stets erfiillt.

2 Elliptische Hauptfaserbiindel, die Geraden
enthalten

Ist # : X — S ein elliptisches Hauptfaserbiindel iiber einer Flache S und
L C X eine Gerade, so ist S eine rationale Fliache (siche Kapitel 2, Seite 47).
Wir setzen aulerdem voraus, daf} fiir eine generische Gerade L C X das Bild
7(L) glatt ist. Dann ist mit Korollar 1.2.2 (Seite 9)

7|l L — C:=n(L)
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biholomorph.

Der Divisor X |y, := 7~ !(C) ist ein elliptisches Hauptfaserbiindel mit Faser
E iiber C' mit Schnitt L. Daher ist X|, = E x C (siche Bemerkung B.4.3
auf Seite 109). Nun betrachten wir die Normalenbiindelsequenz

0 — Npvx, — Nowx — Nx,\x|r — 0.
Es gllt NL\XL = OL, NL\X = OL(l) D OL(]_) und daher fOlgt NXL\XlL =
OL(Z). Da NXL\X’L = W*NC\S’L ist, gilt C? =2.

Da S eine rationale Fldche ist, folgt aus
0— Og — Og(C) — Os(C)|c — 0,
daB
dim H° (S,05(C)) = dimH° (C,05(C)|c) + 1

= dimH’(S,05(2)) + 1

= 4
ist. Die durch das Linearsystem |Og(C)| induzierte Abbildung ¢ : S — P3C
ist ein Morphismus, der biholomorph in einer Umgebung von C' ist. Da
#(S) € P3C durch eine quadratische Gleichung gegeben ist, gilt entweder
#(S) = PIC x P'C oder ¢(9) entsteht durch die zweite Hirzebruch-Fliche
Sy = P (Op1c(2) ® Opic), die lings des exzeptionellen Divisors E C Sy
abgeblasen wird.

1. Fall: S = P'C x P!C
Die natiirlichen Projektionen p; : S — P!C, i = 1,2 auf den i-ten Faktor
ermoglichen es, jedes Geradenbiindel in der Form

Os(a,b) = p1Opic(a) @ p;O0pic(b)
zu schreiben. Fiir C € |Og(a,b)| mit C? = 2 folgt
C*=2ab=2,dh.a=0b=1.

Die charakteristische Klasse von £ = (7 : X — S) hat beziiglich einer Basis
von A die Form

Cz(g) = ((plap2)a (6117(12))7 P1,P2,41,42 €7
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Da X¢ = E x C ist, gilt

cz(§)|C’ = ((O’ 0)7 (07 0)) :

Daraus folgt
p1+p2=0und ¢; + g2 = 0.

Somit sind (p1, p2) und (g1, ¢2) linear abhéingig und wir kénnen eine Basis von
A finden, so daf ¢*(§) = ((0,0), (¢, —c)) ist. Der Raum X wird also durch ein
C*-Biindel der Form Og(c, —c)* iiberlagert.

Fir X = (Os(1,—1))" /Z konnen wir die Existenz von Geraden zeigen.
Dazu betrachten wir nochmals P3C \ (L; U Ly) wie im Beispiel 3 (Seite 14)
beschrieben. Wir haben den folgenden Isomorphismus

P3C \ Ll = Oplc(l) @ Oplc(l)
7] [ @ x1], i—i, i—g falls g # 0
[xg @ x1], 22, % falls 2y # 0

7.1»171‘1

und es gilt P3C\ (L1 U Ly) = (Opic(1) ® Opic(1))".
Nun betrachten wir das Diagramm

f

(Opic(1) ® Opic(1)) (P (Opic(1) © Opic(1))")

bi
P!C
wobei p;, © = 1,2 die Projektionen auf den i-ten Faktor sind. Es gilt:

(P (Opic(1) @ Opic(1))’) = PIC x P'C.

Schrinken wir die Abbildung f auf die Fasern von p; ein, so erhalten wir
jeweils

[} O;ﬂc(_l) fU.I' 1=1
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o Ohi(1) filr i = 2, da |25 : 3] = konst. ein Unterbiindel von
(Opic(1) ® Opic(1))" ergibt, dessen Projektionen auf die Komponen-
ten biholomorph sind.

Da die faserweise Z-Operation auf (Og,(1,—1))" der in Beispiel 3 (Seite 14),
Spezialfall a) beschriebenen Operation auf P3C \ (L; U Ly) entspricht, gibt
es in (Og,(1,—1))" /Z Geraden. Diese sind sogar tubular .

Fiir beliebiges ¢ € Z \ {0} erhalten wir eine c-fache Uberlagerungen

(Os(1,-1))" = (Os(c, —))"

Eine Z-Operation auf Og, (¢, —c)* induziert eine Operation von Z /c-Z X Z
auf Og, (1, —1) und entspricht in P3C \ (L; U Ly) := X’ der Operation

Z/c-ZxZxX — X

m,n,[z] — [§"xe:Mry axy s Q"]

mit einer primitiven c-ten Einheitswurzel £. Die Rechnung fiir die Existenz
von Geraden (Beispiel 3 auf Seite 14) in X' /Z 148t sich leicht modifizieren
um zu sehen, dafl auch X' /(Z /c-Z x Z) Geraden enthélt.

2.1 Bemerkung
Die Quotientenriume (Og(1,—1))" /Z waren die ersten bekannten Beispiele
fiir kompakte Twistorraume der algebraischen Dimension zwei (siehe [Pon91]).

2. Fall: S =55
Wir haben eine natiirliche Projektion

p: Sg =P (Oplc(2) &) Oplc) — Plc

und bezeichnen die Klasse einer Faser mit F' und den exzeptionellen Divisor
mit F. Effektive Linearsysteme entsprechen dann positiven Linearkombina-
tionen von £ und F' und es gilt

E?=-2 EF=1 F*=0.
Essei C € |Og,(a- E +b- F)| mit C* = 2. Daraus folgt C? = —2a?+2ab = 2,

bzw. a(b—a) = 1. Daher mu @ = 1 und b = 2 sein. Dies entspricht gerade der
Klasse eines Schnittes o : P'C — S5 und wir kénnen annehmen C' C Sy \ E.
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Nun betrachten wir wieder ein elliptisches Hauptfaserbiindel ¢ = (7 : X —
S2) mit charakteristischer Klasse

(&) = ((p1,p2), (1, 42)), P1,P2,q1,02 € Z.

Aus ¢#(§)|c = 0 folgt
(E+2F).(pr- E+pa-F)==2p1+p2+2p1=p2=0.

Ebenso rechnet man ¢ = 0 nach. Das heifit, (p;,0) und (g1,0) sind linear
abhéngig und wir kénnen durch Basiswahl von A erreichen, dafl ¢*(§) =
((p,0),(0,0)) ist. Somit wird X von einem C*-Biindel der Form (Og(pFE))”
iiberlagert.

Da das C*-Biindel Og,(pFE)* tber Sy \ E trivial, ist auch das elliptische
Hauptfaserbiindel

(0s.(PE)"|5210) /Z

trivial. Nun ist C' := 7(L) in Sy \ E enthalten und 7|, : L — C ist nach
Voraussetzung biholomorph. Der durch L gebene Schnitt in X 148t sich zu
einem Schnitt o tiber Sy \ E fortsetzen. Mit ¥ := ¢(Sy \ £) erhalten wir
L=3% ﬂXL und es gllt NL\X = NL\Z} @D NL\XL- Da NL\XL = OL iSt, kann L
keine Gerade sein.

2.2 Bemerkung

Einfach zusammenhéngende elliptische Hauptfaserbiindel.

Der Raum X = (Opicxpic(l, —1))* /Z ist nicht einfach zusammenhéngend.
Allgemein gilt, dal ein elliptisches Hauptfaserbiindel iiber einer einfach zu-
sammenhingenden Mannigfaltigkeit B einfach zusammenhéngend ist, wenn
die charakteristische Klasse einem Paar linear unabhéngiger Chernklassen
entspricht (vgl. [H6f93] Prop. 11.6 Seite 247). Indem man S = P!C x P'C
aufblast, erhélt man leicht einfach zusammenhéngende elliptische Hauptfa-
serbiindel mit Geraden.



Kapitel VI

Elliptische Faserungen

Wir wollen nun unsere Untersuchungen auf allgemeinere el-
liptische Faserungen ausdehnen. Dazu konstruieren wir zu ei-
ner bestimmten Klasse elliptischer Faserungen eine Normalform
(Weierstra-Normalform) und beschreiben, wie man daraus wei-
tere elliptische Faserungen erhdlt.

0.1 Definition
Es sei X eine n dimensionale, kompakte, komplexe Mannigfaltigkeit, S eine
n — 1 dimensionale Mannigfaltigkeit und

T: X —= S

eine holomorphe Abbildung, deren allgemeine Faser eine glatte elliptische
Kurve ist. Dann heifit das Tripel (X, S, )

1. elliptische Faserung.

2. flache elliptische Faserung, falls w flach ist.

1 Elliptische Faserungen mit Schnitt und das
Weierstraimodell

1.1 Satz (Mumford, Suominen [MS72])

Es sei m : X — S eine flache elliptische Faserung iiber einer projektiven
Mannigfaltigkeit S mit einem Schnitt ¢ : S — X. Das Bild ¢(S) C X
bezeichnen wir mit A. Dann gilt:

58
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1. Der kanonische Homomorphismus
Ogs — 7. (Ox)
ist ein Isomorphismus.
2. Die Garbe m, (Ox(nA)) ist fiir n > 0 lokal frei vom Rang n.

3. Die Garbe

0, falls n > 0

1 _
Rz, (Ox(nd)) = { lokal frei vom Rang 1, fallsm =0

4. Fiir allen € N gilt:

R (Ox(nA)) =0, fallsi > 1 ist.

5. Fiir allei >0, s € S und X, := 7 1(s) gilt:
(Ri.Ox(nd)) — H'(X,, Ox(nA))
ist bijektiv.
Beweis:
1. Dies gilt, da die Fasern zusammenhéngend sind.
2. Da alle Fasern Kurven vom arithmetischen Geschlecht 1 sind, gilt :

dim H° (X, Ox(nA)|x,) = n fiir n > 0.
Daher folgt die Behauptung, ebenso wie 5. aus dem Halbstetigkeitssatz
von Grauert (siehe [GR84], Chap.10, §5.5 Theorem auf S.211).
3. Fiir alle Fasern X gilt:

dim H' (X,, Ox(nA)) = 0 fiir n >0,
dimH° (X, Ox|x.) = 1.
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4. Da die Dimension der Fasern 1 ist, gilt:
Hi (Xs, Ox(nA)’XS) =0 fir ¢ Z 2
und daher ist Ry Ox(nA) = 0. .

1.2 Bemerkung
Die Garbe £ := 7, (Ox(A)/Ox) entspricht gerade dem Normalenbiindel
N x von Ain X.

1.3 Korollar
1. Der kanonische Homomorphismus

1.0x(nA) — 7, (Ox(nA) /Ox((n —1)A)) = LZ"
ist fiir n > 1 surjektiv.

2. Die natiirliche Injektion Og — m,Ox(A) ist ein Isomorphismus. Insbe-
sondere gilt:
R Ox = . (Ox(A) /Ox).

Beweis:
1. Wir betrachten die zu der kurzen exakten Sequenz
0— Ox((n—1)A) = Ox(nA) — Ox(nA) /Ox((n —1)A) =0
induzierte lange Sequenz
0 — mOx((n—1)A) % 1,.0x(nA) L 1, (Ox(nA) /Ox((n — 1)4)) &

X RL Ox((n—1)A) — R Ox(nA) — ...
Fiir n > 1 folgt die Behauptung unmittelbar aus Satz 1.1 (Seite 58).

2. Fiur n = 1 erhalten wir
0 — mO0x - mOx(A) L 7, (Ox(A) JOx) 5

L RLOx — R Ox(A) — ...
Aus dem Satz 1.1 (Seite 58) folgt



1. Elliptische Faserungen mit Schnitt und das Weierstrafimodell 61

R; Ox(A) =0

und R. Ox ist lokal frei vom Rang 1. Daher ist die Abbildung k
surjektiv und lokal ist der Kern von k ein direkter Summand von
L =7, (0x(A)/Ox). Da L invertierbar ist, ist der Kern ker(k) = 0
und

i:m0Ox — m.0x(A)
ist ein Isomorphismus. "

1.4 Definition
Es sei m : X — S eine flache, elliptische Faserung. Dann ist R}T*OX ein
Geradenbiindel auf S und heifit Weierstrafibiindel der elliptischen Faserung.

Nun wollen wir zu einer elliptischen Faserung 7 : X — S mit Schnitt
0 : S — X eine geometrische Charakterisierung herleiten.

1.5 Definition
Es sei S ein komplexer Raum der Dimension n, L ein Geradenbiindel auf S
und

a € HO(5.(£9)%)\ {0},
b e H(S,(£Y)%°)\ {0}

globale Schnitte.

Es gelte 4 - a® + 27 - b? ist nicht identisch null. Zu P := P (Og & L&? & L®3)
sei p : P — S die natiirliche Projektion. Es sei (X,Y,Z) ein globales Koor-
dinatensystem von Pbeziiglich (L%? L%3 Og). Dann erhalten wir mit dem
durch die Gleichung

YZ=X*+a-XZ+b-2Z°
definierten Divisor X (L,a,b) C P eine elliptische Faserung
P =Dlx(cap) : X (L a,b) — 8.
Diese Faserung besitzt einen Schnitt o : S — X (£, a,b), der durch
X =7Z=0undY =1 gegeben ist.

Die Faserung p : X(L,a,b) — S heiit WeierstraBmodell iiber S vom Typ
(L,a,b) und die definierende Gleichung heifit Weierstrafl-Normalform.
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Wir erhalten den folgenden Satz iiber WeierstrafSimodelle.

1.6 Satz

Es seien X und S kompakte, komplexe Mannigfaltigkeiten der Dimension n
bzw.n—1, 7 : X — § eine flache elliptische Faserung mit irreduziblen Fasern
und einem Schnitt o : S — X. Mit £ := R} Ox ist X biholomorph zu einem
Weierstramodell X iiber S vom Typ (L,a,b), so daff folgendes Diagramm
kommutiert:

X - X

2

Insbesondere gilt auch:
HO (S, ((R.0x))®*) #0
und H (S, ((R},0x)")%°) #0.

Beweis:
Zunichst eine Bemerkung zu den Fasern. Alle Fasern X, := 7 !(s) haben
das arithmetische Geschlecht eins. Daraus folgt, dafl die Normalisierung der
singuldren Fasern eine rationale Kurve ist. Somit haben wir drei Typen von
Fasern:

1. Glatte elliptische Kurven.
2. Rationale Kurven mit einem Doppelpunkt.

3. Rationale Kurven mit einer Spitze.

Nun wollen wir zeigen, daf ein Cartierdivisor vom Grad 3 auf diesen Kurven
sehr ampel ist.
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Es sei C eine Kurve vom arithmetischen Geschlecht eins und P € C ein
glatter Punkt.
Wir betrachten die Sequenz

0— Oc((n—1)P) — Oc(nP) — Cp — 0.
Der Fall n = 1 ergibt
0—0c— Oc(P)—C—0

und

0—C—H(C,0sP)) — C— C— H(C,0:P)) — 0.

Wire dim H? (C, O¢(P)) > 1, so gébe es eine Abbildung vom Grad 1 auf
P!C, dies ist jedoch nicht méglich da C nicht rational ist. Daraus folgt

dimH° (C,0¢(P)) = 1
und dim H' (C,0¢(P)) = 0.

Schnitte in O¢(P) haben den Punkt P als einzigen Basispunkt.
Der Fall n = 2 ergibt
0— Oc(P) — OC(2P) — Cp — 0

und

0 — H°(C,0c¢(P)) — H° (C,0c(2P)) — C — 0.
Daraus folgt

dim H° (C, Oc(2P)) = 2
und dim H' (C,0¢(2P)) =

Der Fall n = 3 ergibt
0— Oc(2P) — Oc(3P) = C =0

und

0— C?> — H(C,0¢(3P)) — C — 0.

Daraus folgt
dim H? (C, O¢(3P)) = 3.
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Da P der einzige Basispunkt von |O¢(P)| ist und
dim H° (C, O¢(2P)) = dim H° (C, Oc(P)) + 1

ist, hat |O¢(2P)| keine Basispunkte und daher ist auch |O¢(3P)| basispunkt-
frei. Mit |O¢(3P)| erhalten wir einen Morphismus C' — P?C, dessen Bild
eine Kubik ist.

Es sei @) € C ein weiterer glatter Punkt. Aus den Sequenzen
0— Oc(BP Q) = Oc(3P) - Cy — 0
und
0 — H°(C,3P — Q) — H° (C,0c(3P)) — C — H' (C,0c(3P — Q)) — 0

folgt
0 < dimH®(C,0¢(3P — Q)) < dimH° (C, O¢(3P)) =3

und

0 <dimH' (C,0(3P — Q)) < 1.

Fiir die Kohomologiegruppen H° (C, O¢(3P — Q)) und H* (C, Oc(3P — Q))
gibt es zwei Moglichkeiten. Im Fall

H' (C,0c(3P —Q)) = Cund H° (C,0c(3P — Q)) = C?

muf} ¢ Basispunkt von |O¢(3P)| sein. Dieses Linearsystem ist aber basis-
punktfrei.
Daher bleibt nur H! (C, O¢(3P — Q)) = 0 und H° (C, O¢(3P — Q)) = C2.

Es bleibt zu zeigen, dafl |O¢ (3P — Q)| keine Basispunkte hat.
Annahme: @ ist Basispunkt von |O¢(3P — Q)|
Wir wihlen eine Basis (01, 02) von |O¢(3P — Q)| und einen Schnitt 7 von
O¢(P). Dieser verschwindet im Punkt P.
Dann ist (o7 -7, 02+, 1°) eine Basis von |O¢(3P)| mit Basispunkt P. Da
dies nicht méglich ist, kann O¢(3P — @) keine Basispunkte haben.

Zu zwei verschiedenen glatten Punkten 1,Q> in C' gibt es Schnitte in
|Oc(3P — Q1)], die in @ verschwinden, aber nicht in Q3. Daher kénnen wir
glatte Punkte in C' durch das Linearsystem |O¢(3P)| trennen. Wir erhalten
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einen Morphismus vom Grad eins von C auf eine Kubik im P?C. Da beide
Kurven vom gleichen arithmetischen Geschlecht sind, ist dieser ein Isomor-
phismus.

Nun werden wir die Aussage des Satzes in der lokalen Situation zeigen.
Es sei U = Spec(R) C S eine affine, offene Menge, so dafi L[y frei ist. Ist ¢
ein Erzeuger von I'(U, £), dann ist ¢" ein Erzeuger von I'(U, £L™). Aus dem
Korollar 1.3 (Seite 60) folgt

wobei das Bild von f € T' (Xy, Ox, (24)) /R = T'(U, £L?) t* ist. Ebenso gilt
I' Xy,0x,(34)=R®R-f®R-qg,

wobei das Bild von g € T'(U, £3) 3 ist. Wir kennen zwar nicht die Bilder von
f2, fg und f3, aber die Leitterme miissen gerade t*, > und ¢ sein. Daher er-
halten wir mit 1, f, g, 2, fg, > eine Basis von I'( Xy, O, (6A)) als R-Modul.
Zu g* gibt es eine Relation

G =arfg+asg+asf? +asf? +asf + ag

mit eindeutig bestimmten Koeffizienten a; € R. Die entsprechende Gleichung
in ['(U, £%°) fiir die Leitterme ergibt az = 1. Als nichstes ersetzen wir g durch
g — %alf — %az in der Gleichung fiir ¢g*> und erhalten:

1 1 2 1 1
(9 — §a1f — 2a2) = (a1 f + az) <9 — §a1f - 2a2> + 2+ asf? + asf + ag,

1 1 1 1
(g— §a1f— §a2—01f—a2> <9— §a1f— §a2> = ¥+ asf* + asf + ag,

1 1 3 3
9 = g (§a1f + 5@2) +9- (ialf + 5%)

1 1
—3(§a1f+§a2)2+f3+a4f+a5f—i—a6

1 1 \?
= 2a1fg+ 2a9 —3- <§G1f+ §G2> + 2+ asf + asf + ae.

Ein Koeffizientenvergleich mit der urspriinglichen Gleichung fiir ¢* liefert
2a7 = a7 und 2ay = ag, das bedeutet a; = as = 0. Nun ersetzen wir in
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¢ = fP+asf?*+asf +ag f durch f + %a4. Durch eine analoge Rechnung
wie oben erhalten wir dann a, = 0. Somit ergibt sich

= +af+b

mit a,b € R. Die Schnitte 1, f, g bilden eine Basis von I'( Xy, Ox,, (3A)) und
erzeugen Oy, (3A) auf jeder Faser, da

(m.0x(3A)), — H° (X,, Ox(3A)

. x.)

bijektiv ist (siche Satz 1.1.5 auf Seite 58). Somit erzeugen 1, f, g ganz Ox,, (3A)
und induzieren einen Morphismus

¢u - Xy — P (7, (Ox,(34))) 2 P?C x U,

so daf} das Diagramm

¢U:XU P2C x U

kommutiert.

Nun beachten wir, daf wir einen Schnitt ¢ in £|U auch durch einen Schnitt
A -t mit einer Einheit A € R* ersetzen konnen. Dann miissen wir auch f, g, a

und b durch A2f, A\3g, A*a und \%b ersetzen. Das heift, die Koeffizienten a,b
in der Weierstrafl-Normalform

V7 = X° +aXZ?+07°

sind bis auf Multiplikation mit einer invertierbaren Funktion bestimmt. Das
heifit, wir konnen die lokal definierten Abbildungen global iiber ganz S zu
einem Morphismus ¢ auf das Weierstraimodell X fortsetzen.
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Da S glatt ist und die Singularitidten von X in den Singularitéten der
Fasern enthalten sind, ist X normal. Der Morphismus ¢ : X — X ist ein bi-
jektiver Morphismus zwischen normalen Rdumen, somit ein Isomorphismus.

1.7 Bemerkung

Dieser Satz wurde zuerst von Mumford und Suominen (Siehe [MS72]) fiir Fa-
serungen mit ausschliellich glatten Fasern bewiesen. Damit sind allerdings
Faserungen iiber kompakten Mannigfaltigkeiten ausgeschlossen. Der allge-
meinere Fall, der singuldre Fasern nicht ausschliefft, wurde von Nakayama
in [Nak87] gezeigt. Dort wird die Aussage des Satzes auch auf elliptische
Faserungen, deren Fasern nicht notwendig irreduzibel sind, verallgemeinert.
Dann werden diejenigen Komponenten der Fasern, die von dem Schnitt nicht
getroffen werden unter dem Morphismus ¢ kontrahiert.

Man kann sogar die Vorraussetzungen, dafi X und S glatt sein miissen, fallen
lassen.

2 Elliptische Faserungen

In diesem Abschnitt zeigen wir, wie man zu einem Weierstraimodell einer
elliptischen Faserung weitere elliptische Faserungen konstruiert die lokal und
faserweise isomorph sind. Diese besitzen dann nicht mehr notwendigerweise
einen globalen Schnitt, haben aber isomorphe Weierstraflbiindel. Aulerdem
zeigen wir, unter welchen Voraussetzungen eine elliptische Faserung sich aus
einem Weierstraf3imodell konstruieren laf3t.

Es sei m : X — S eine flache elliptische Faserung mit einem Schnitt
o S — X und ausschliesslich irreduziblen Fasern. Wir haben im Beweis von
Satz 1.6 (Seite 62) gesehen, daff dann nur die folgenden Fasern moglich sind:

1. Glatte elliptische Kurven.
2. Rationale Kurven mit einem Doppelpunkt.
3. Rationale Kurven mit einer Spitze.

Da alle Fasern ebene Kurven von Grad drei sind, erhalten wir durch Wahl
eines Nullpunktes eine Gruppenstruktur auf dem glatten Ort jeder Faser.
Diese Gruppe ist fiir eine beliebige Faser F' gerade Pic’(F), die Gruppe der
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Cartier-Divisoren vom Grad 0. Da der Schnitt o alle Fasern in glatten Punk-
ten schneidet, wird auf allen Fasern bzw. auf dem glatten Ort der Fasern
eine Gruppenstruktur induziert. Zu je zwei Schnitten von 7 existiert ein Au-
tomorphismus von X, der die beiden Schnitte aufeinander abbildet (Siehe
[Nak87] Lemma 1.3, Seite 410).

Wir wollen nun eine Garbe auf S, induziert durch die Gruppenstruktur in
den Fasern, definieren.

2.1 Definition

Es sei (X, S, ) eine elliptische Faserung mit einem Schnitt . Da durch den
Schnitt ein Nullpunkt ausgezeichnet ist, erhalten wir eine Gruppenstruktur
auf den Fasern. Dann bezeichnen wir mit B(X, S, m, o) die Garbe der Keime
der lokalen Schnitte von .

Wenn keine MiBverstindnisse moglich sind, schreiben wir auch B(X) statt
B(X,S,m0).

Es sei F eine Faser von m und F* der Ort der glatten Punkte von F.
Wihlt man einen Punkt in ¥ als Nullpunkt, so erhilt man durch die Grup-
penstruktur eine Abbildung

F* x F* — F*
die sich stetig zu einer Abbildung
FxF—F

fortsetzen 1aft. In diesem Sinne wollen wir im folgenden die Operation einer
Faser von 7 auf sich selbst verstehen.

Nun wihlen wir ein Element n € H!(S,B(X,S,7,0)) und eine Dar-
stellung von 1 in der Cech-Kohomologie, das heifit eine hinreichend feine
Uberdeckung U = {U;} von S und Schnitte nij : UiNU; — 71 (U;NU;)
mit 7;; + 11 = i auf U; N U; N Ug. Nun identifizieren wir z; € 7~ (U;) und
xo € w1 (Uj), falls w(x1) = m(z2) und @1 = n;(7(22)) + 22 ist.

Diese Verklebung ergibt eine neue elliptische Faserung

T Xy — S,

die lokal und faserweise isomorph zu der elliptischen Faserung (X, S, 7) ist.



2. Elliptische Faserungen 69

Nun stellt sich die Frage, unter welchen Voraussetzungen eine elliptische
Faserung lokal isomorph zu einem WeierstraBmodell in der gerade beschriebe-
nen Weise ist. Eine notwendige Voraussetzung ist die Existenz lokaler Schnit-
te. Der folgende Satz zeigt, dafl dies auch eine hinreichende Bedingung ist.

2.2 Satz
Es sei m : X — S eine flache elliptische Faserung mit irreduziblen Fasern.
Diese Faserung ist genau dann lokal isomorph zu einem WeierstraBimodell,

wenn es zu jedem Punkt x € S eine offene Umgebung U (x) und einen Schnitt
o, :U(x) — 71 (U(x)) gibt.

Beweis:

Ist X lokal isomorph zu einem Weierstraimodell, so ist die Behauptung un-
mittelbar klar. Fiir die umgekehrte Behauptung miissen wir die lokalen Faser-
ungen so verkleben, daf§ die lokalen Schnitte sich zu einem globalen Schnitt
zusammensetzen. Dazu wihlen wir eine Uberdeckung ¢ = {U;} von S mit
lokalen Schnitten o; : U; — 7! (U;). Uber dem Durchschnitt U; N U; iden-
tifizieren wir zwei Punkte z1 € 7= 1(U;), z2 € 7 1(U;), falls (x1) = 7(x2)
und 1 = z2+0; (1(21)) — 0 (7(x2)) gilt. Damit erhalten wir eine elliptische
Faserung 7 : X — S, die einen Schnitt besizt. .

2.3 Bemerkung
Die Obstruktionen zur Existenz lokaler Schnitte sind nichtreduzierte Fasern
und Fasern hoherer Dimension.

2.4 Lemma
Fiir n € H' (S, B(X)) gilt
R, Ox, =R, Ox.

e

Beweis: )
Wir wéhlen wieder eine Uberdeckung & = {U;} von S und Isomorphismen

¢ (U;) — 7T771(Ui)'

Es gilt ¢;; := ¢; o ¢; ist durch Translation auf den Fasern gegeben. Die
induzierten Isomorphismen

. 1
¢:.: RL Ox,

1
Uu; — Rﬂ* OX

U;



70 Kapitel VI.  Elliptische Faserungen

stimmen fiir alle Paare (7, j) auf U; N U, iiberein, da Translationen trivial auf
H! (E, Op) fiir eine glatte, elliptische Kurve E operieren. Die lokalen Isomor-
phismen setzten sich also global zu R} Ox = R} Ox, fort. .

Als nachstes wollen wir eine kanonische Biindelformel fiir Weierstrafimo-
delle und dazu lokal isomorphe Faserungen herleiten.

2.5 Satz
Es sei m : X — S ein Weierstramodell mit Schnitt o : S — X und n €
H! (S, B(X)) mit
T X, — 8
eine elliptische Faserung. Dann gilt:

1. Identifiziert man S mit o(S) C X, so ist

Ng\x & R} Ox.

2. Das kanonische Biindel von X ist

Kx =" (Ks® (R} Ox)").
3. Das kanonische Biindel von X, ist

Kx, = m (Ks®(R:Ox)").

n

Beweis:

1. Wir betrachten die Sequenz
0— Ox — Ox(S) = Nonx — 0
und die daraus resultierende lange exakte Sequenz
0 — m.0x — m.0x(S) = Neyx — R Ox — R, Ox(S) — ...

Da fiir eine beliebige Faser F' von m S.F = 1 ist, gilt R. Ox(S) = 0.
Daher ist No\x — RL Ox ein surjektiver Homomorphismus zwischen
Geradenbiindeln und somit ein Isomorphismus.
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2. Das Normalenbiindel glatter Fasern von 7 in X ist trivial und somit ist
Kx.F =0 fiir alle Fasern F' von 7. Daher gilt Kx = 7" (Kx|s). Mit
der Adjunktionsformel

Kx|S = Ks® N x

erhalten wir

Kx = 7 (Ks® N x)
- (KS®(R71F*OX)V).

3. BEs sei X,, € H'(S,B(X)). Dann gibt es eine Uberdeckung JU; = S
und es gilt
a0 € H (U, B(X[u,)),
5 € H(U,B(X|y)),
2~ Zj = Zp =Mkt Ze
Diese Ubergangsfunktion ist eine Translation auf den Fasern und laBt
eine beliebige holomorphe n-Form wj;, auf X ’UmUj dabei invariant. Da-
her gilt:
Kx, = m, (Ks ® (Rflr*OX)V)
m (Ks® (R}, Ox,)").

I

Die letzte Gleichung folgt aus dem vorherigen Lemma.

2.6 Bemerkung

So wie fiir Flachen, gibt es auch in héheren Dimensionen eine kanonische
Biindelformel fiir elliptische Faserungen. Diese beriicksichtigt auch Fasern
hoherer Dimension und nichtreduzierte Fasern. Siehe dazu [Fuj86], [Uen73|
und [Uen87].

Wir wollen nun die Garbe B(X) néher untersuchen.
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Per Definition ist die Garbe R.L O%, die zur Prigarbe
U H' (w‘l(U), o;(|7r71(U)) , U C S offen

assoziierten Garbe. Dies entspricht der Menge der holomorphen Geradenbiin-
del auf 7= 1(U).

2.7 Definition

Ist U C S eine offene Menge, dann ist m* (Pic(U)) eine Prigarbe und die
dazu assoziierte Garbe induziert eine Untergarbe von R. O% die wir mit S
bezeichnen.

2.8 Lemma
Ist m : X — S eine flache elliptische Faserung mit einem Schnitt o, so ist die
Sequenz

a d
0— B R.OV/S igr>Z5—>O
exakt und spaltet.
Beweis: Siehe [FM94]Lemma 5.8. (Chapter I, Seite 78).

Aus diesem Lemma kénnen wir nun einige wichtige Folgerungen ziehen.

2.9 Korollar
Falls H! (S,Z) = 0 ist, so gibt es einen Isomorphismus

H' (S, B(X)) = H' (S, R} 0% /S).

2.10 Lemma
Ist S eine Flidche mit H? (S, O%) = 0, dann gibt es eine Surjektion

H? (X,0%) — H' (S, R} 0% /S).
Beweis:

Da S kompakten Triger der Dimension eins besitzt, ist H? (5, S) = 0 und
es gibt eine Surjektion

H' (S, R}, 0%) — H' (S, R}, 0% /S).
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Aus der Leray-Spektralfolge EY? = HP (S, RZF*(’)}> und mit m,0% = OF
ergibt sich

H (S, RL O%) H'(S,RLO%) H2(S.RLO})

HO (S, O%) H! (S, O%) H? (S, 0%)

Da H? (S, O%) = 0 ist, erhalten wie einen Isomorphismus

H? (X, 0%) = H' (S, R}, 0%).

2.11 Bemerkung
Ist .S eine Kurve, so ist die Surjektion in obigem Lemma ein Isomorphismus.



Kapitel VII

Geraden in elliptischen
Faserungen iiber Flichen

In diesem Kapitel untersuchen wir die Fxistenz von Geraden
in elliptischen Faserungen tiber Flichen. Wir erhalten notwendige
Bedingungen an die Weierstrafibiindel und die Bilder der Geraden

Wir beschiinken uns auf solche elliptische Faserungen, die lokale Schnitte
besitzen. Diese Faserungen sind lokal und faserweise isomorph zu einem Wei-
erstrafimodell.

1 Reduktion auf einen Spezialfall

Es sei m: X — S eine elliptische Faserung iiber einer kompakten Fliache S
die lokal Schnitte besitzt und X enthalte Geraden. Dann wissen wir bereits:

e Fiir eine generische Gerade L ist 7| : L — w(L) biholomorph (siche
Korollar 1.2.2 auf Seite 9).

Dariiberhinaus kénnen wir annehmmen, dal X; := 71(C) eine glatte
elliptische Fliche iiber C' = PIC ist. Die Kurve L C X induziert einen
Schnitt o : C' — X von 7|x,. Aus der Sequenz

0 — Npvx, — Nonx — Nxpax|o — 0
und dem Isomorphismus

Nxx|p = 7" (NC\S) L

74
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folgt die Gleichung
(£?), +c*=2
XL

Nun ist mit Bemerkung VI.1.2 (Seite 60) und Satz VI.1.6 (Seite 62)
(LQ)XL = degNL\XL
= degR}r* Ox,

= R Ox.C
0.

IN

Daher muf} k := C? > 2 sein.

Somit gibt es eine holomorphe Abbildung
¢:8— 95,

auf eine Hirzebruch-Flache S, mit n < k, die biholomorph auf einer Umge-
bung von C' ist (Satz A.2.2 auf Seite 100). Es sei D C S der exzeptionelle
Divisor beziiglich ¢ und {p1,...,pm} = ¢(D). Die Einschréinkung der Faser-
ung 7 : X — S auf 771(S\ D) iiber S\ D kénnen wir zu einer elliptischen
Faserung 7 : X — S, fortsetzen und die Faserung besitzt auch lokale Schnit-
te. Da wir die Faserung iiber einer Umgebung von C' nicht verdndert haben,
gibt es auch in X Geraden. Die Picardgruppe von S hat die Gestalt

Pic(S)=Z -Dy+ ...+ Z- Dy + ¢"Pic(S,),

wobei D;, ¢ = 1,....k Divisoren in S sind, die in den Fasern von ¢ {iber
den Punkten py, ..., p,, enthalten sind. Fiir das Weierstrafibiindel R Ox von
m: X — S gilt also

R, Ox = Lp®¢" (RE O3),

wobei Lp €< Dq,...D; > ist. Wir konnen uns somit fiir die weitere Argu-
mentation auf elliptische Faserungen iiber Hirzebruch-Flachen beschrénken.

2 Berechnung der Weierstraf3biindel

Es sei m: X — S, eine elliptische Faserung, lokal isomorph zu einem Wei-
erstrafmodell, tiber der n-ten Hirzebruch-Flache S, und X enthalte eine
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Gerade.
Aus der Leray-Spektralfolge EY? = H? (Sn, RP. OX) ergibt sich

HO (S, RE, Ox) H (S, RL Ox) H? (S, RL Ox ) H? (S, RL Ox)

HO (S, mOx) H(S,,m0x) H2(S, mOx) H3(S,, mO0x)

Da m.0Ox = Og, und 5, eine rationale Fléche ist, gilt:

H'(X,0x) = H°(S,, R} Ox)
H?(X,0x) = H'(S,, R} Ox)
H® (X, 0x) = H?(S,, R} Ox)

Satz VI.1.6 (Seite 62) besagt, dal H° (Sn, ((R}T*(’)X)V)m) # 0 ist. Fiir
Hirzebruch-Flichen ist dann schon HY (Sn, (R OX)V) # 0.

Ist H' (X,0x) # 0, so folgt H (Sn,R}r*OX) # 0. Da auf jeden Fall
HO (Sn, (R}r* OX)V) nicht null ist, ist dies nur fir R} Ox = Ox moglich. So-
mit folgt aus H' (X, Ox) # 0, daB X ein Hauptfaserbiindel ist. Da wir diesen

Fall schon ausfiihrlich in Kapitel V (Seite 50) diskutiert haben, nehmen wir
H' (X,0x) =0 an.

Die Existenz einer Geraden L C X impliziert H (X, Q%) = 0 (siehe 1.2.1
Seite 3) und mit der Kodaira-Serre-Dualitéit folgt H? (X, Ox) = 0.
Wir schreiben fortan £ := R}r* Ox. Nun miissen wir £ auf S,, so bestimmen,
daf gilt:
H°(S,,LY)#0

und
H (Sp, L) = H? (Sn, L) = 0.

Die Kohomologiegruppen von Geradenbiindeln auf Hirzebruch-Fldchen sind
im Anhang A (Seite 89) berechnet. Fiir £Y = Og, (—a,—b) erhalten wir
aus H° (S, Og,(—a,—b)) # 0 die Bedingungen a < 0 und b < 0. Nun ist
L = Og, (a,b) mit a <0, b<0und H°(S,,L) = H?(S,,L) = 0 gesucht.
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Anhang A.1 (Seite 90) entnehmen wir:

b<0 HO(S,,L)=0
a=0 |b>-1 H' (S,,£)=0
b beliebig H2(S,, L) =0
a=-1[b<0 H'(S,, L) =0 fiir alle ¢
b<0 HO(S,, L) =0
a=-2b+n< -1 HY(S,,L)=0
b+mn> -2 H2(S,, L) =0
b<0 HY(S,,L)=0
a<—=2|b+n<an+2n—-1<0|H (S, L)=0
b+n> -2 H%(S,,L)=0

Wir wollen nun zwischen den Féllen H? (X, Ox) # 0 und H? (X, Ox) =0
differenzieren.

1. Der Fall H* (X, Ox) # 0.
In diesem Fall ist H! (S,,, £) # 0. Dann ergibt sich aus der obigen Liste

o a=0.
In diesem Fall mufl b < —2 sein.

o a=—1.
In dieser Situation ist H* (S, £) stets null.

e = —2.
Hier ergibt sich b +n > 0, das bedeutet b > —n und schliellich
-n <b<O0.

o a< —2.
Wir kénnen n > 0 annehmen, sonst miifite b = 0 sein und fiir
Sy = P'C x P'C sind a und b austauschbar, d.h. diese Situation
ist schon in a = 0 enthalten.
Somit miissen b+n >an+2n—1= (a+2)n—1und b+n > —2
erfiillt sein. Da (a+2)n — 1 < —2 ist, ergibt sich b+n > —2 bzw.
0>b>—(n+1).

2. Der Fall H? (X, Ox) = 0.
In diesem Fall ist H! (S,,, £) = 0. Dann ergibt sich das Folgende
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e 0 —=0.
Dann muf3 b = —1 sein.
e = —1.

In dieser Situation ist b < 0.

e 0= —2.
Hier ist b +n = —1.

o < —2.
Dies ist nur fiir n = 0 und b = —1 moglich. Diese Situation ist
im Fall @ = —1 enthalten und mufl daher nicht weiter betrachtet
werden.

Als néchstes werden wir eine Relation zwischen £ und dem Linearsystem das
durch die Geraden in X aus S,, induziert wird, herleiten.

Die Linearsysteme auf S,,, die rationale Kurven von positivem Selbst-
schnitt £ enthalten, sind

|0, 2E +2F)|, k=4und
05, (E+52F)|, k>n.

Siehe Lemma A.2.1 (Seite 97).
Nun miissen wir alle Kombinationen von £ = R. Ox und C' aus den
folgenden Tabellen in der Gleichung

LO+C?=2mit C* =k >2

testen
L= 0g,(a,b), H(S,,L)#0 L= 0g,(a,b), H'(S,,L)=0
a= b< -2 a=20 b=-1
a=— —-n<b<0 a=-—1 b<0
a<-2| —(n+1)<b<0 a=—2 b=—(n+1)

C

|0s, E+2F)|, k=4, n=1
O, (E+ 52|, k>n, k>2

1. H'(S,, L) # 0.
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1.1. C €|0s,(2E +2F)],

1.1.1.

1.1.2.

1.1.3.

1.2.1.

k=4, n=1.
L=05/(0b), b< -2,
C.L=(0,0).(2,2) =2b
C? = | =4,

D.h. 4+2b=2.

Es existiert in dieser Situation keine Losung mit b < —2.

52051(_271))7 -1 §b§0,
C.L=(-2,0).(2,2) =4+2b—4=2b,
D.h. 4+2b=2.

Mit b = —1 existiert eine Losung.
L=0g,(a,b), a< -2, —2<b<0,
C.L=(a,b).(2,2) = —2a + 2a + 2b = 2b,
D.h. 2044 =2.

Auch hier existiert mit b = —1 eine Losung.
1.2. C€|0s, (E+52F)|, k>n, k>2.

L=0g,(0,0), b< -2,

C.L=(1, k;”) (0,b) =0,

Dh. k+b=2.

1.2.2.

1.2.3.

Es existieren Losungen mit b = 2 — k fiir & > 4.

L= Osn(—Q,b), —n S b S 0.

CL = (—2,b).(1,k;”)
= 2n—k—n+>

n—k+b.

Dh.n+b=2.

Mit b = 2 — n existieren fiir alle n > 2 Losungen.
L =0g,(ab), a< -2, —(n+1)<b<0,
C.L = (a,b).(1,%") = —an + a*" + b,

Dh.b=24an — k;”—k:2—k+a”T’k.

2. H'(S,,L) = 0.

2.1. C € |04, 2E+2F)|, k=4, n=1.

79
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2.1.1. L= 0g,(0,-1),
C.L=(22).00-1)=-2
In diesem Fall erhalten wir eine Losung.
2.1.2. L=0g,(-1,b), b<0,
CL=(22)(-1,0) =2+2b—2=2b,
D.h. 2b+4 = 2.
Damit erhélt man mit b = —1 eine Losung.
2.1.3. L= 0g,(-2,-2)
CL=(2,2)(-2,-2)=4—-4—-4=—4
Da —4 4 4 # 2 ist, gibt es hier keine Losung.
2.2. C€ |05, (E+52F)|, k>n, k>2

2.2.1. £L=0g,(0,—-1),
C.L=(1,52).(0,-1) = -1,
Dh —1+k=2.
Da k > n und k > 2 gelten muf} folgt mit k = 3
n=1und C € |Og (E + 2F)| oder
n=3und C € |Og,(E + 3F)|.
2.2.2. L=0g,(—1,b), b<0,
C.L=(—1,b).(1,5) =n — 52 4,
D.h.

I
J;"Jrk — 9

Mm+2b—k—n+2k = 4
n+2b+k = 4.

n+b—

Damit liefert b = 2 — &5 Lsungen.
2.2.3. £ =0, (-2, —(n+1)),

k+n

cL = (1, 5 ).(—=2,—(n+1))
2n—n—1—k—n
= —(k+1).

Das bedeutet, es gibt in diesem Fall keine Losungen.

Die moglichen Fille sind in der folgenden Tabelle zusammengefasst.
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C | c |

|0s,(2,2)| Og,(a,—1), a < =2 1.1.2. & 1.1.3.
O, (1, 52)] | 05,(0,2— k), k>4 1.2.1.
05, (L, E™)] | Os,(—2,2—n), n>2 1.2.2.
05, (1, 52)] | Og,(a,2 — k+a"5F), a < -2 1.2.3.
05,(2,2)] | O5,(0,~1), k= 2.1.1.
0s,(2,2)] Os,(—1,-1) 2.1.2.
O0s,(1,2)] Os,(0,-1) 2.2.1.
05,(1,3)] | Os,(0,~1) 2.2.1
05, (1, 52)] | Os,(—1,2 — 52 2.2.2.

3 Weitere Einschrinkungen

Als néchstes zeigen wir, daf§ es im Fall £ = Og,(0,b) und C € |Og, (E+bF)|
keine Geraden geben kann. Dies entspricht den Féllen 1.2.1. und 2.2.1.

3.1 Satz

Es sei m: X — S, eine elliptische Faserung, lokal isomorph zu einem Wei-
erstrafimodell, tiber der Hirzebruch-Fliche f, : S, — P'C mit R. Ox =
Os, (0,b). Dann gibt es eine elliptische Fliche S — P'C und ein kommutie-
rendes Diagramm

X — S
al |
s I, pic

Die Faserung X — S, ist dann die mit f, zuriickgezogene Faserung S —

P!C.

Beweis:
Wir wihlen einen Schnitt E C S, von f, mit E? = n, so dal Xg = 7 '(E)
glatt ist. . e
Es seien 7 : X — S, und 7p : X — P'C WeierstraBmodelle, zu denen
m:X — Sy, bzw. 7|x, : Xg — E lokal isomorph sind.
Wir identifizieren £ mit f(S,) = P!'C. Da R. Ox = O, (0,b) ist, konnen
wir annehmen, dafl X = X, g Xg S, ist. Damit ist die Projektion X — Xp B
ein P'C-Biindel und es gilt H (X, OX) ~ [ (XE, O¢ ) fir i =0, ..., 3.
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Da S, eine rationale Fliche ist, gilt
H (S,,05,) = 0,
H' (S,,Z) = 0,
H'(E,Z) = 0.
Wir wollen zeigen, dafl
H' (S, B(X)) = H' (E, B(Xg))
ist. Als erstes zeigen wir, daff es eine Injektion

v 1Y (B, B(Xp)) = H (S, B(X))

gibt. Dazu wihlen wir ein Element n € H! (E,B()G)) und erhalten 7 :=
m(n) € H! (Sn, 8(5(\)) Ist 7 =0in H! (Sn, B(f(\)), dann ist die zugehorige

—~

Faserung ismorph zu X — 5, und somit ist dann die zu 7 entsprechende
Faserung isomorph zu Xz — FE. Dies zeigt die Injektivitét.

Wir erhalten die Abbildungen
H? (S,, 05,) — H' (S,, R}, 0% /S) = H' (8, B(X))

wie folgt.
Die Surjektion folgt aus Lemma 2.10 (Seite 72), da H? (Sn,(’):;n> = 0 ist.

Der Isomorphismus ergibt sich aus H' (E, Z) = 0 mit Korollar 2.9 (Seite 72).
Dariiberhinaus erhalten wir aus H! (E,Z) = 0 mit Bemerkung 2.11 (Seite
73) und Korollar 2.9 (Seite 72) den Isomorphismus

H? ()?TE o;/(\E) ~ H! (E B()?;)) :
Insgesamt ergibt sich
H? (X,0%) —» H'(S,,B(X))

Te
H? ()?;o@) =, H! (E,B()?;)) .

Wenn wir nun zeigen, dafl es eine surjektive Abbildung

H2 (vaOh) . H2 ()? o;?)
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gibt, so sind H! gE,B()/(;)) und H! (Sn,B(X\)) isomorph, was gerade die
Behauptung des Satzes ist.

Da X — Xz ein P!C-Biindel und somit insbesondere ein S2-Biindel ist,
erhalten wir die Gysin-Sequenz

. — HP ()? z) — HPH3 ()/(; z) — [qPt3 ()? z) — frH! (5(; z) — .
Fiir p = 0 ergibt dies
JZE ()”(; z) — H? ()? z) — H! (5(; z) .
Da elliptische Flichen iiber P'C mit einem Schnitt und mindestens ei-

ner singulidren Faser einfach zusammenhéngend sind (siehe [FM94] Chap. II,
Prop. 2.1 auf Seite 157), ergibt sich H'(Xg,Z) = 0. Somit ist

H3 ()?;z) ~ H? ()? z)

ein Isomorphismus.

Aus

0 — Zs — 05 — O

bS
X X X

I I [

OHZ@HO@HO@HO
erhalten wir die langen exakten Sequenzen

- B (XZ) - H(X,05) - H(X0%) -

Ja o Je

oo W (X52) - 1 (Y0g) - W (%0g) -

— HQ(X\,O}) — HS(X\,Z) — 0
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Hierbei sind a und c¢ injektiv und b und d Isomorphismen. Mit dem
Fiinferlemma folgt nun, dafl ¢ ein Isomorphismus ist. Dies war zu zeigen.

3.2 Korollar

Es sei m: X — S, eine elliptische Faserung iiber der Hirzebruch-Flache S,,,
lokal isomorph zu einem Weierstrafimodell, mit R. Ox = Og, (0,b). Dann
gibt es keine Geraden in X deren Bild unter m glatt ist und die Fasern von
fn genau einmal schneidet.

Beweis:
Aus obigem Theorem folgt, daf eine elliptische Fliiche 7 : S — P'C existiert,
so daf} folgendes Diagramm kommutiert:

X = S,
Rl s

s I, PlC.

Dabei ist F,, : X — S ein P'C-Biindel. Wir nehmen an, da L C X eine
Gerade ist fiir die gilt: C' := 7(L) ist glatt und C schneidet jede Faser von
fn genau einmal. Dann folgt mit Korollar 1.2.2 (Seite 9), dal «|, : L — C
biholomorph ist.

Das bedeutet, das Bild F,, (L) von L in S ist ein Schnitt von 7. Daher
ist Xgz := F, ' (F,(L)) ein glatter Divisor in X und mit X := 7~ 1(C) gilt
L = X; N Xg. Somit ergibt sich fiir das Normalenbiindel N\ x von L in X:

Ninx = Npax, © Niaxg -
Da aber Np\xg, = Nevs, = Opic(k) ist, mit & > 2, erhalten wir einen
Widerspruch. "
4 Zusammenfassung

Nun wollen wir eine zusammenfassende Ubersicht dieser Rechnungen geben.
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4.1 Satz

Es sei m: X — S eine elliptische Faserung, lokal isomorph zu einem Weier-
straBmodell und S entweder P2C oder die n-te Hirzebruch-Fliche. Enthélt
X eine Gerade L deren Bild in S glatt ist, so gilt mit den Bezeichnungen

h' = dimH' (X, 0Oy),

h? = dimH? (X,0x),

L = RTIF*O)(,

C = n(L),

ko= C?

daf3 eine der Situationen aus der folgende Liste zutriftt.
C | L | k | K
Og,(1,1) Og, k=2 ht #0
h?=0

Op2c(2) Op2c(—1) k=4
0s,(2,2) Og,(a,—1); a=0,1 k=4 ht =0
Os,(2,2) Og,(—1,-1) k=4 h?=0
Os, (1, 52) | Og,(—1,2 — En) k>2 k>n
Os,(2,2) Og,(a,—1); a < =2 k=4 ht =0
Os, (1, 52) | Og,(a,2 —k+a"5%); a< =2 | k>2; k>n | h2#0

Fiir die Situation in der letzten Zeile mufl auflerdem die Ungleichung
2—k+ "T_k < 0 erfiillt sein.

Beweis: Wir erhalten diese Tabelle aus der Tabelle auf Seite 81. Mit dem
Korollar 3.2 (Seite 84) werden die Fille 1.2.1 und 2.2.1 ausgeschlossen.

Der Fall C' € |Og,(1,1)] und £ = Og, entspricht der Situation eines ellipti-
schen Hauptfaserbiindels.

Der Fall C' € |0g,(2,2)| und £ = Og,(a,—1), a = 0,1 entspricht den Féllen
2.1.1 und 2.1.2.

Der Fall C' € |Og, (1, 52)|, £ = Og,(—1,2 — *£*) entspricht der Situation
2.2.2. Den Fall k£ = 2 kénnen wir dabei ausschliessen. Denn dann gilt C.L = 0.
Das bedeutet, iiber jeder glatten Kurve aus |Og, (C)] ist X ein elliptisches
Hauptfaserbiindel. Da diese Kurven sich schneiden und eine offene Menge
von S, iberdecken, ist X iiber einer offenen Menge ein elliptisches Hauptfa-
serbiindel. Damit mufl X aber selbst ein elliptisches Hauptfaserbiindel sein.
Diese Situation wurde in Kapitel V vollstindig beschrieben.
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Der Fall C € |0g,(2,2), L = Og,(a,—1), a < —2 entspricht den Fillen 1.1.2
und 1.1.3.

Der Fall C € |Og,(1,%%)|, £ = Os,(a,2 — k + a"5%), a < —2 entspricht
den Fillen 1.2.2 und 1.2.3. Dabei erhélt man £ = Og,(—2,2 — n) aus
Os, (a,2 — k + a™5%) fiir a = —2. Hier wird der Fall k& = 2 genau wie oben
ausgeschlossen. Die Bedingung —(n+1) <2 —k + a”T_k ist stets erfiillt:

n—=k
2
n—=k
2

3+(n—k)(1+%).

Die letzte Ungleichung ist fiir a < —2 und n — k < 0 stets erfiillt. n

—(n+1) < 2—-k+a

0

IA

3+n—k+a

0

IN

4.2 Bemerkungen

4.2.1 Im Falle £ = Og, ist X ein elliptisches Hauptfaserbiindel iiber Sy und
enthélt Geraden (siehe Kapitel V). In den anderen Fillen ist die Existenz
von Geraden nicht bekannt.



Kapitel VIII
Ausblick

Wir wollen zum Abschluf einige Fragen zusammentragen die
offen geblieben sind, bzw. sich nun stellen.

Es sei X eine kompakte, komplexe Mannigfaltigkeit der Dimension n,
L C X eine Gerade und W der Parameterraum der Geraden in X. Der zu L
korrespondierende Punkt in W sei py.

1. Wir bezeichnen die Idealgarbe von L mit Z;. Dann heifit Oy / VA
die m-te infinitesimale Umgebung von L in X.
Es sei nun L eine Gerade in P*C und Z; ihre Idealgarbe. Da L eine
Gerade ist, sind die ersten infinitesimalen Umgebungen von L und L
isomorph. Ist L eine tubulare Gerade, so sind alle infinitesimalen Um-
gebungen isomorph. Es stellt sich die Frage, ob es eine Zahl m gibt, die
moglicherweise von n abhéngt, so dafl aus Ox / ILMOH =~ Opnc / Ig‘OH
folgt, dal L eine tubulare Gerade ist.

2. Die Gerade L sei tubular und in der Zusammenhangskomponente W, C
W enthalten. Sind dann notwendigerweise alle Geraden, die durch W,
parametrisiert werden, tubular?

3. In Kapitel II1.4 (Seite 35) haben wir gesehen, da der Weyl-Tensor auf
W in py verschwindet, falls L eine tubulare Gerade ist.

Folgt umgekehrt, aus dem Verschwinden des Weyl-Tensors in einem
Punkt von W, daf die entsprechende Gerade tubular ist?
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4. Zu der Liste aus SatzVII.4.1 (Seite 84), die die notwendigen Bedingun-
gen zur Existenz von Geraden in elliptischen Faserungen iiber Hirzebruch-
Fléachen beschreibt, stellen sie die folgenden Fragen:

Sind diese Bedingungen auch hinreichend?
Falls nicht, kann man den Fall H? (X, O) # 0 ausschliefien und erhal-
ten wir dann hinreichende Bedingungen?

5. Ist es moglich in der Situation von Satz 4.1 (Seite 84) die Voraussetzung
an die Glattheit des Bildes einer generischen Geraden fallenzulassen?
Oder kann gezeigt werden, dafl in dieser Situation die Bilder generischer
Geraden stets glatt sind?



Anhang A

Linearsysteme auf
Hirzebruch-Fliachen

Hirzebruch-Flichen sind P*C-Biindel iiber P*C. Diese Flichen
bilden zusammen mit der projektiven Ebene P?C die minimalen
Modelle fiir alle rationalen Flachen. In diesem Kapitel wollen wir
untersuchen, welche Linearsysteme auf Hirzebruch-Fldchen ratio-
nale Kurven zu vorgebenen Selbstschnittzahlen enthalten und die
Kohomologiegruppen von Geradenbiindeln auf Hirzebruch-Fldchen
berechnen. Hirzebruch-Fldichen wurden von F. Hirzebruch erst-
mals ausfihrlich studiert [Hir51].

0.1 Definition
Die durch P (Opic(—n) @ Opic) =: S, definierte Fliache heifit n-te Hirze-
bruch-Fléche.

Notation:
Es sei f, : S, — P!C die natiirliche Projektion. In S,, gibt es einen ausge-
zeichneten Divisor E mit E? = —n. Dieser Divisor entspricht einem ausge-

zeichneten Schnitt von f,, dem sogenannten negativen Schnitt.

Bei Schnittzahlberechnungen bezeichnen wir auch die Klasse einer Faser F'
mit F. Die Picardgruppe von S, wird von E und F erzeugt und effektive
Linearsysteme entsprechen positiven Linearkombinationen von E und F.
Der Divisor A, der der Klasse eines Schnittes von f, entspricht, hat die
Selbstschnittzahl A% = n. Es gilt:

A’=n, E*=-n, F?=0,
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AF=EF=1.

Das kanonische Biindel Kg, von S, ist
Ks,=—-2-F—(2+n)-F.
Geradenbiindel auf S,, sind von der Form
Og,(a-E+0b-F)
und wir schreiben hierfiir auch Og, (a, b). Die Selbstschnittzahl betrigt
(a-E+b-F)=—-a*n+2ab=a-(2b—an).
Sind D; € |Og,(a,b)] und Dy € |Og,(c,d)| zwei effektive Divisoren, so

benutzen wir bei der Berechnung der Schnittzahl D;.Dy die Kurzschreibweise
D,.Dy = (a,b)(c,d) = —ac-n+ ad + be.

1 Kohomologie von Geradenbiindeln auf Hirze-
bruch-Flachen

Wir bendtigen mehrmals das Verschwinden von Kohomologiegruppen von
Geradenbiindeln auf S,,. Nun geben wir eine Ubersicht iiber alle Kohomolo-
giegruppen von Geradenbiindeln Og, (a,b) auf S,.

a | dim H° (S,,, Og, (a, b)) | b
-1 | 0 D
0 b+1 b>0
0 b<0
0 b<0
a>0 (a—|—1)<b+1—%) b—an >0
(l—l—l)(b—i—l—%l) 0<b<an
[ :=max{k:b—kn>0und k > 0}

a< -2 0 R
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a | dim H* (S,,, Og, (a,b)) b
-1 | 0 Vb
0 b1 b< 1
0 b>—1
0 b—an > —1
a>0 (a+1)(% —=b—1) b< -2
(a—i—l)(%—b—l)%—l(b—i—l—@) —2<b<an—1
[:=min{k:b—kn<—-2und k > 0}
—2 0 b+n< -1
b+n+1 b+n>—1
0 b<an-+n-—1
a< —2 (a+1)(F —-b—1) b+n>—1
(a+1)(%—b—1)—1{(b+n+1+"F) [2n+an—1<b+n<0
[:=min{k:kn > —(b+n) und k > 0}
a | dim H? (S, Og, (a,b)) b
a>—1] 0 Vb
—2 0 b+n> -2
—b—n-—1 b+n< -2
0 b+n+2>0
a< —2 (a—i—l)(b—l—l—%) b+2<an+n
—(+1)(b+n+1+%) 0>b+n+2>2n+an
[ :=max{k:kn<—-b—n—2und k > 0}

Zunéchst bestimmen wir die direkten Bildgarben f,,Og, (a,b).
Da E.F =1 ist, gilt f,,Og,(—F) = 0.
Fir a > 0 ist

= @ Oplc(—k‘ . n)
k=0

S’ (Opic(—n) ® Opic)
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Wir wollen zunéchst a > —1 annehmen. Dann ist
H* (P'C, Opic(a)) = 0

und somit gilt
R}n*Ogn(a -E)=0, fira>—1.

Die Leray-Spektralfolge EY? = HP (PlC, R} Os,(a, b)) ergibt fir a > —1

H' (8, 0s,(a,)) = H' (P'C, £,,05,(a,b)) .
Wir erhalten daher fiir i =0 und i =1
' 0, falls a = —1,
H' (Sn, Os,(a,0)) = { H (Plc,ké0 Opic(b— k- n)) . falls a > 0.
und
H? (S, Os, (a,b)) = 0.

Dies konnen wir noch etwas detaillierter aufschliisseln.

1. Der Fall a = —1.

H'(S,,0g,(—1,b)) =0, fiiri=0,1,2.
2. Der Fall a = 0.

dim H? (S, Og, (0,1)) =
= dimH (P'C, Op1c(h))

b+ 1, fallsb >0,
0, fallsb<0.

dim H' (S,,, Og, (0,b)) =
= dimH* (Plc, Oplc(b))

B —b—1, fallsb < —1,
N 0, falls b > —1.
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dim H? (S, O, (0,b)) = 0.

3. Der Fall a > 0.

3.1. Berechnung von H° (S, Og, (a,b)):
3.1.1. Der Fall b < 0.

H (S, Og, (a,b)) = 0.
3.1.2. Der Fall b — an > 0.

dim H° (S,,, Os, (a, b))

a

= Y (b—kn+1)
k=0
= (a—l—l)(b—i—l)—n-w

_ (a+1)<b+1—%>.

3.1.3. Der Fall 0 < b < an.
Wir definieren | := max{k :b—k-n >0 und k& > 0}.

dim H° (S,,, Os, (a, b))
l-(1+1)

= (Do) —n-—

n -l

= (l+1)<b+1—7>.

3.2. Berechnung von H' (S, Og, (a,b)):
3.2.1. DerFallb—a-n > —1.

H! (Sn, Og, (a,b)) = 0.
3.2.2. Der Fall b < —2.

dim H! (S,,, Os, (a, b))
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a

= Z(l{;~n—b—1)
= —(a—i—l)(b%—l)—i—n-w

= @+ (-v-1).

3.2.3. Der Fall -2 <b<a-n—1.

Wir definieren [ := min{k :b—1-n < —2und k > 0}.

dim H' (S, O, (a, b))
= a(k~n—b—1)
= a(k-n—b—l) g(k‘-n—b—l)
- (a—I—l)(T—b—l)
(-1
< L-(b+1)+ 5 >
= a+1)< 5 —b—1>
—l-(n-%—b—l)

3.3. H%(S,,0s,(a,b))

=0.

Die verbleibenden Félle (a < —2) kénnen nun mittels Serre-Dualitét
berechnet werden. Das kanonische Biindel von S,, ist

Kgn = Osn(—Z, —(n + 2))

Damit ergibt sich
H2 (S7H Osn<a7 b))
H' (S,, Os, (a,b))

(Sn

,O05,(—2 —a,—b—n —2)) und
(Sn, O

5, (—2—a,—b—n—2)).

= H°
Hl
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4. Der Fall ¢ = —2.

4.1. H°(S,, Os,(—2,b)) = 0.
4.2. Berechnung von H* (S, Og, (—2,b)):

4.2.1. Der Fall b+ n < —1.
H' (S,,0s,(—2,b) = H' (S, 0, (0, —=b —n —2)) = 0.
4.2.2. Der Fall b+n > —1.

H' (S,,0s,(—2,b)) = H' (S,,0s, (0, —b —n —2)) = b+n+1.
4.3. Berechnung von H? (S, Og, (—2,0)):

4.3.1. Der Fall b+n > —2.

dim H? (S, Os, (—2,b)) =
= dimH"(S,, O, (0,—b—n —2))
= 0.

4.3.2. Der Fall b+n < —2.

dim H? (S, Og, (—2,b)) =
= dimH"(S,, O, (0,—b—n —2))
~b—n—1.

5. Der Fall a < —2.
5.1. dimH® (S, Og, (a,b)) = 0.
5.2. Berechnung von H' (S, Og, (a,b)) :
5.2.1. Der Fallb<a-n-+n—1.

dim H' (S, Os, (a,b)) =
= dimH'(S,, O, (-2 —a,—b—n —2))
= 0.
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5.2.2. Der Fall b+n > 0.

dim H' (S,,, Og, (a,b)) =
= dimH'(S,,O0s, (-2 —a,—b—n—2))
(=2—a)-n

= (=2-a+1) <f—(—b—n—2)—1>

= —(a+1)-<—n—%+b+n+1>

= (a—i—l)-(n—i—%—b—n—l)
_ (a+1)-(%—b—1).

5.2.3. Der Fall 2n+a-n—-1<b+n <0.
Wir definieren [ := min{k : k- n > —(b+n) und k£ > 0}.

dim H' (S, O, (a,b)) =

= dimH'(S,,05, (-2 —a,—b—n —2)

- (—2—a+1)-<(_2_2a)%—(—b—n—2)—1>
+l-<(—b—n—2)+1—”'(l2_1)>

= —(a+1)-<—n—%+b+n+1>

+l-<—b—n—1—$)

a-n

= (1) (" -b-1)

—l-(b—l—n—l—l—f—%).

6. Berechnung von H? (S, Og, (a,b)):
6.1. Der Fall b4+n+2 > 0.
H? (S, Os,(a,b)) =0

6.2. DerFallb+2<a-n+n.
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H? (S,, O, (a,b) =
= H°(S,,0s,(-2—a,—b—n—2))

= (—2—a+1) (—b—n—2+1—w>

2
(2+a)-n)

= (a—|—1)~<b+n+1— 5

a-n

= (a+1)<b+1—7>.

6.3. Der Fal0 > b+n+2>2-n+a-n.
Wir definieren [ := max{k: k-n < —b—n—2und k > 0}.

H? (Sn, Os, (a,b)) = HO (Sn, 05, (=2 —a,—b—n —2))

_ (z+1).<_b—n—2+1_”7'l>

¥
= —(l+1)-<b+n+1+n7>.

Wir werden auf diese Berechnungen meistens dann zuriickgreifen, wenn
wir das Verschwinden bestimmter Kohomologiegruppen iiberpriifen wollen.

2 Rationale Kurven in Hirzebruch-Flichen
Wir wollen nun berechnen, welche basispunktfreien Linearsysteme auf S, ra-

tionale Kurven zu vorgegebener positiver Selbstschnittzahl enthalten.

2.1 Lemma
Basispunktfreie Linearsysteme auf Hirzebruch-Fléchen S,,, die rationale Kur-
ven vom Selbstschnitt k > 0 enthalten, sind die folgenden:

o |Os,(2E 4 2F)| mit k = 4.
o |0s, (E+52F)| mit k > n.

Bewelis:
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Es sei C € |Og, (a,b)| eine rationale Kurve vom Selbstschnitt
C? = k > 0. Die Adjunktionsformel ergibt

—C?=2+Kg, .C.
Der Selbstschnitt von C' ist
C? = (a,b)(a,b) = —n - a® + 2ab = k.
Zunichst berechnen wir Kg,.C"
Kg,.C = (-2,—(n+2))(a,b) = 2an — 2b—an — 2a

und setzen dies, sowie C? = k in die Adjunktionsformel ein:

2an —2b—an —2a+2 = —k
an —2a+2+k 2b
a’n —2a> +2a +ak = 2ab

Aus der Formel fiir C? ergibt sich 2ab = k + na?. Insgesamt erhalten wir:

a’n—2a*+2a+ka = d®+k
26> —2a —ak+k = 0
2a(a —1) — k(a—1) 0
(2a —k)(a—1) = 0.

Wir erhalten als notwendige Bedingungen a = 1 beziechungsweise a = g Set-
zen wir diese Werte in die Adjunktionsformel und in die Selbstschnittformel
ein, so ergeben sich als Kandidaten die Linearsysteme

k+n k nk
00 (152wt fo, (52541

Wobei nur diejenigen Werte fiir n und k eingesetzt werden diirfen, die ganz-
zahlige Resultate liefern.

und

Um zu sehen, welche Linearsysteme der Form ‘Ogn (a, ’”T")’ basispunkt-
frei sind, betrachten wir die Sequenz

k k k —
O—>(95n<n;L F>—>(95n<E+n; F>—>OE< 2n>—>0.
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Der letzte Term ergibt sich aus (E + “H2F).E = —n 4+ 2k = k1 Dy

H! (SH,OSH(”T““F)) = 0 ist (siche Appendix 1, Seite 90, a = 0), folgt die
Surjektivitdt der Abbildung

1O (Sn,Osn <E+ ”;LkF» —HO <E O (k;”» .

Die Basispunkte in ‘Osn (E+ H?”F )J sind in einer Fixkomponente enthalten,
deren Reduktion nur £ sein kann. Im Falle £ > n gibt es keine Fixkompo-
nente und somit auch keine Basispunkte.

Zur Untersuchung des Linearsystems ‘Osn(g, ok 4 1)‘ betrachten wir die

n.
4
Sequenz

k

nk

Falls 1 — " < 0 ist, ist E eine Fixkomponente von ‘Ogn (gE + (% + 1)F)‘
Also nehmen wir nk = 0 beziehungsweise nk = 4 an. Hierfiir gibt es nur die
folgenden Moglichkeiten:

1. n=0und k£ > 0. Da Sy = P!C x P!C ist, entspricht dies gerade dem
Fall a = 1 und b = g, den wir in dem anderen Linearsystem schon
betrachtet haben.

2. n=1und k = 4. Dies entspricht Og, (2E + 2F).

3. n =2 und k = 2. Dies entspricht Og,(E + 2F) und wurde auch schon
betrachtet.

Da H' (51,05, (E + 2F)) = 0 ist (siehe A.1, Seite 90, a > 0) induziert die
Sequenz
0— Og(FE+2F) — Og,(2E+2F) - O — 0

eine surjektive Abbildung

H° (S1,0s,(2F + 2F)) — H° (E, OF) .
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Damit ist auch dieses Linearsystem basispunktfrei. "

Als Anwendung erhalten wir eine Beschreibung, wie Flédchen mit rationa-
len Kurven mit Hirzebruch-Fléchen zusammenhéangen.

2.2 Satz
Es sei S eine glatte Fliche und C' C S eine glatte, rationale Kurve mit

C? = k > 2. Dann existiert (eventuell nach Aufblasen von S aufierhalb von
C') eine holomorphe Abbildung

v:S— G5,

auf eine Hirzebruch-Flédche S, mit n < k, die biholomorph auf einer Umge-
bung von C' ist.

Beweis:
Die Existenz einer rationalen Kurve von positivem Selbstschnitt bedeu-

tet, dal S eine rationale Fliche ist (siehe Kapitel 2, Seite 47). Wir beweisen
die Aussage durch Induktion nach k.

Fir £ = 2 haben wir die Aussage bereits im Kapitel V.2 (Seite 53) be-
wiesen.

Nun sei £ > 2 und die Aussage fiir k£ — 1 bewiesen. Dann betrachten wir
die Aufblasung
og:5 — S
von S in einem Punkt P € C'. Die eigentliche Transformierte C’ C S’ von C'

hat den Selbstschnitt £ — 1 und somit gibt es auf Grund der Induktionsvor-
aussetzung eine holomorphe Abbildung

¢:S — Sy
mit n’ < k — 1. Die totale Transformierte von C ist
o*(C)=C"+R,
wobei R eine rationale Kurve ist und es gilt:

R* = -1,
RC = 1
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Léangs C” ist ¢ bireguldr und es gibt eine rationale Kurve Cf C S,y mit
C" = ¢*(CY).
Als néchstes zeigen wir, dafl die Einschrankung ¢|g biholomorph ist.
Es sind

H' (S, 0s(—R)) = 0und
H' (C",05/(k —2)) = 0.
Daraus und aus den exakten Sequenzen
0— Oy — Os/(C") = Ocr(k—1) — 0
0— Og(—R) = Os(C'— R) = Oci(k—2) — 0

folgt
H' (5", 04/(C" — R)) = 0.
Somit folgt aus der Sequenz
0— OS/(C/ — R) — OS/(C,) — OS/(C/)|R — 0
die Surjektivitét
H" (8", 0s/(C")) — H” (R, Og(1)).
Daher ist R = ¢(R) =: Ry, mit R.Cj) = 1.

Nun wollen wir dasjenige Linearsystem bestimmen, welches R enthélt. Nach
Lemma 2.1 (Seite 97) sind die beiden folgenden Félle moglich.

l.n=1, Cje€|0s(2E+2F)]|.
Aus C.Ry =1 und Ry € |Og, (aFE + bF')| ergibt sich
Co-Ro = (2,2)(a,b) = —2a+2b+2a
= 2b
= 1.
Hierfiir gibt es keine ganzzahlige Losung.
2. n beliebig, k —1 >n’ und Cy € ‘OS;L(E + IC_ITJF"IF)‘ :
Aus Cj.Ry =1 und Ry € ‘(9541 (aE + bF)‘ergibt sich

kE—1 !
ChoRo = (1,—")(ab)
= —an'—i—b—i—%(k’—l—{—n’)

= 1
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Das bedeutet

—2an’ +2b+ak —a+an’ =
20+ak —a—an =
20 +a(k—n'"—-1) =

Aus k—1 > n/ folgt a(k —n’ — 1) > 0. Daher gibt es nur die folgenden
vier Moglichkeiten

l.b=1,a=0; k—1>n/,
2:b=1;,a>0; k—1=n/,
3.b=0,a=1; k—n'"—1=2; k—n' =3,
4:b=0,a=2;k—n'—1=1, k—n'=2.

Da Ry eine rationale Kurve ist, gilt R3 + K, s ,-Rg = —2. Dies testen wir fiir
die vier Moglichkeiten im zweiten Fall.

1. Rg=(0,1), k—1>n

R} = 0,
KS;-RO - (071)(—2,—(7’Ll+2))

Dieser Fall ist moglich.
2. Ry=(a,1), k—1=n'

R o= (a1

= —a’n + 2a.

Kg .Ry = (—2,—(n'+2))(a,1)
= 2an’ —2 —an’ — 2a
= an’ —2a — 2.

RS—}—KS;L.RO = —a’n'+2a+an —2a—2
= -2
an'(1—a) = 0
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Die Losung a = 0 wurde in 1. diskutiert. Die Losung n’ = 0 indu-
ziert k = 1, was den Voraussetzungen nicht entspricht. Es bleibt die
Moglichkeit a = 1. Das ergibt Ry = (1,1) und R2 = 2 —n/, mit n’ > 2.

3. Ry=(1,0), k—n' =3

R = —n
Ro.Kg + (1,0)(=2,—(n' +2))
= 2 —n' =2
= n -2
R+ Ry.Kgy = —n'4+n' —2
= —2.

Dieser Fall ist moglich.
4. Ry=1(2,0), k—n'=2

R} = —4n/
R0~KS§L = (2,0)(—27—(71,4-2))
= 4n' —2n' —4
R+ Ro.Kg = —4n'+4n' —3n' — 4
Nun miiite —2n’ — 4 = —2 sein. Da dies mit nichtnegativem n’ nicht

moglich ist, kann dieser Fall ausgeschloflen werden.

Nun gilt R = ¢*(Ry) — E’, wobei E’ exzeptionell beziiglich ¢ ist, das
bedeutet insbesondere (E')? < 0. Dann gilt

R* = Rj+(E)
= —1.
Ist Ry = FE oder Ry = (1,1) mit R? < 0, so folgt (E")? =0 und R = —1.

Das heifit, die Abbildung ¢ ist in einer Umgebung von R biholomorph. Wir
erhalten unmittelbar eine holomorphe Abbildung ¥ : S — S,, mit n = n/.

Ist Ry = F oder Ry = (1,1) mit R = 0, so gilt (E')> = —1. Da
Kg|p = ¢*Kg | @ Npng ist, folgt K§.E' = (E')? = —1. Somit ist E’ eine
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rationale —1-Kurve. Als néchstes blasen wir S/ in ¢(E’) auf. Die eigentliche
Transformierte von Ry hat nun den Selbstschnitt —1 und kann abgeblasen
werden. Damit wird S/, zu S,,, mit n = n’ 4+ 1 transformiert und wir erhalten
die gewiinschte Abbildung ® : S — S,,. .



Anhang B
Hopf-Fliachen

In diesem Kapitel wollen wir die prominentesten nichtprojek-
tiven Flichen, die Hopf-Fldchen, beschreiben. Diese waren die er-
sten Beispiele fiir Mannigfaltigkeiten ohne Kdhler-Metrik (siehe
[Hop48]) und wurden spdter ausfihrlich in den Kodaira Arbei-
ten zu komplexen Flichen untersucht (insbesondere [Kod66b] und
[Kod69)]).

0.1 Definition

FEine kompakte, komplexe Flache I’ heifit Hopf-Fléche, falls ihre universelle
Uberlagerung C?\ {0, 0} ist.

FEine Hopf-Fliche heifit primédre Hopf-Fléiche, falls ihre Fundamentalgruppe
isomorph zu 7 ist und sonst sekundire Hopt-Fléche.

Ist eine Hopf-Fliche F' mit universeller Uberlagerung 7 : C?\ {0,0} — F
gegeben und G die Gruppe der Decktransformationen, so operiert G auf
C?\ {0,0} und es gilt

F=(C*\{0,0})/G.
Die Isomorphietypen von G sind fiir primére Hopf-Flachen bekannt und
werden in dem folgenden Satz beschrieben.

0.2 Satz (Kodaira)

Jede Hopt-Fliache wird durch eine primére Hopf-Flédche endlich und unver-
zweigt iiberlagert.

Zu einer primédren Hopf-Fliache F' existieren Zahlen m € N, a,b,t € C mit

0<lal <|b] <1 und (b™ —a)t =0,

105



106 Anhang B.  Hopf-Fléichen

so daB F = (C*\ {0,0}) /Gist und G ist die durch den folgenden Automor-
phismus v von C?\ {0, 0} erzeugte Gruppe:
7:C*\{0,0} — C*\{0,0}
(21,22) +— (az + 123", bz).
Sind umgekehrt m € N, a,b,t € C wie oben gegeben, so operiert die dazu

korrespondierende Gruppe frei und eigentlich diskontinuierlich auf C*\{0,0}
und der Quotient ist eine Hopf-Fléache.

Beweis: Siche [Kod66b] Theorem 30.

1 Diffeomorphietyp einer priméiren Hopf-Fliche.

Wir zeigen nun, daf§ eine priméire Hopf-Fliche diffeomorph zu S x S? ist.
Wir koénnen ¢t = 0 wéihlen. Nun betrachten wir die Abbildung

C*\{0,0} — S'xs?

o e (o (on () ),

log 2, log 29
exp | 2me ,exp | 2me .
log a log b

Dabei ist S® < C* als Einheitssphiire eingebettet. Dies ist eine C°°-
Abbildung, invariant unter der Abbildung v und induziert einen Diffeomor-
phismus zwischen S x S3 und der Hopf-Fliche (C?\ {0,0}) /< v >.

1.1 Bemerkungen

1.1.1 Umgekehrt ist jede kompakte, komplexe Flédche, die homéomorph zu
St x §3 ist, eine Hopf-Fliche (siehe [Kod66a]).

1.1.2 Aus dem Diffeomorphietyp einer Hopf-Fléche folgt, daf es keine Kéhler-
Metrik auf einer Hopf-Fliche geben kann. Fiir Kéhler-Mannigfaltigkeiten
hat man die Hodge-Zerlegung und diese impliziert, dafl die ungeraden Betti-
Zahlen gerade sind. Nun ist aber b;(F) = b3(F) = 1. Insbesondere sind
Hopf-Flachen nicht projektiv.
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Bevor wir die algebraische Dimension einer Hopf-Flache bestimmen, wollen
wir einige Kohomologiegruppen und das kanonische Biindel berechnen.

2 Kohomologiegruppen primérer Hopf-Flichen.

Fiir Mannigfaltigkeiten ohne Kéahler-Struktur gilt die Hodge-Zerlegung nicht.
Der folgende Satz zeigt, dafl es fiir beliebige kompakte Flidchen eine Ab-
schéitzung der Hodge-Zahlen durch die Betti-Zahlen gibt. Dies ist in héheren
Dimensionen nicht mehr moglich (siche Bemerkung II1.1.1 auf Seite 27).

2.1 Satz
Es sei S eine kompakte, komplexe Flache. Dann gilt

1.
b1(S) =h°(2g) + h'(Os)
h'(Os) = ((Q%) + by(S)) mod 2
2. Falls k =2 oder k = 1 und b,(S) gerade ist, so gilt
H*(S,C) = @ HP(S,Q%).

p+q=k

Beweis:
Siehe [Kod64] Theorem 3 (Seite 755) und [BPV84] Chapter IV Theorem 2.9.
(Seite 118).

2.2 Bemerkung
Da eine primére Hopf-Fliche diffeomorph zu S* x S? ist, folgt aus dem ersten
Teil des Satzes
h'(Op) =1 und h°(Q}) = 0.
Da by(F) = 0 ist, impliziert der zweite Teil des Satzes
h?(Or) = h'(Q}) = h°(Q3) = 0.

Setzen wir h'(Op) = 1, h?(Op) = 0 und c3(F) = 0 in die Noether’sche
Formel

1~ hY(Or) + 12(0F) = —

5 (@) + )

ein, so ergibt sich (¢;(F))? = 0.
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3 Das kanonische Biindel.

Wir bestimmen das kanonische Biindel der priméaren Hopf-Fléche,

(C%\ {0,0}) /< v > indem wir auf C?\ {0,0} eine meromorphe, y-invariante
2-Form konstruieren. Der Automorphismus ~ : C? \ {0,0} — C?\ {0, 0} sei
durch

(21, 22) — (az) + t25", bzy)

gegeben. Wir sehen, daBl {(z1,20) € C?\ {0,0} : 2o = 0} eine ~-invariante
Menge ist, deren Bild C' = C* /< v > in F = C?\ {0,0} /< v > eine ellipti-
sche Kurve ist. Fiir ¢ = 0 erhalten wir mit z; = 0 ebenfalls eine y-invariante
elliptische Kurve Cy = C* /< v >. Nun existiert auf F' die folgende 2-Form.

¥F1(i21 A CiZg falls t 7é 0

m
22

U=
Ldzy Ndze  fallst =0

2129

Im Falle ¢ # 0 benutzen wir dabei, dal a = ™ ist.
Damit erhalten wir fiir das kanonische Biindel Ky von F:

—(m+1)[C] fallst#0
Kp =
—[Col = [C] fallst=0

4 Die algebraische Dimension einer Hopf-Fliche.

Kennt man zu einer priméren Hopf-Fliche F' die Gruppe der Decktransfor-
mationen, so 18t sich daraus die algebraische Dimension ermitteln.

4.1 Satz

Es sei F' = (C*\ {0,0}) /<~ > eine Hopf-Fliche mit vy(z1,29) = (az +
t25" bz). Dann ist die algebraische Dimension a(F') von F héchstens eins
und es gilt:

a(F)=0, falls t#0 odera® #V fiir k,1 € N\ {0},
a(F)=1, falls t=0unda® =10 fiir einige k,1 € N\ {0}.

Beweis: .
Es sei f eine meromorphe Funktion auf ' und f der Lift von f auf C*\{0,0}.
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Auf C?\ {0,0} kann man jede meromorphe Funktion auf ganz C? fortset-
zen. Es sei Zcijz{zé die Laurent-Reihenentwicklung von f' im Nullpunkt.
Diese Funktion mufl nun invariant sein unter der Operation von < v >, das
bedeutet

Z cijzizg = Z cij (az + t20) W2
Dies ist fiir t # 0 nur fiir die konstante Funktion moglich. Wir nehmen nun
also t = 0 an. Dann muf} gelten:

D iRz =Y cya’tl 22,

Diese Gleichung kann nur erfiillt sein, wenn fiir einige Zahlen ¢ und j gilt
a’t’ = 1. In diesem Fall ist die algebraische Dimension von F' eins. -

4.2 Satz
Jedes elliptische Hauptfaserbiindel iiber P'C ist entweder ein Produkt oder
eine Hopf-Flédche.

Beweis:

In Bemerkung V.1.3.3 (Seite 53) hatten wir gesehen, dafl elliptische Haupt-
faserbiindel {iber Kurven durch C*-Biindel iiberlagert werden.

Es sei S — P!C ein elliptisches Hauptfaserbiindel und £* — P!C das
iiberlagernde C*-Biindel. Dann ist £* von der Gestalt (Opic(d))™. Ist d = 0,
so ist S isomorph zu dem Produkt aus pec und einer elliptischen Kurve. Wir
kénnen im weiteren annehmen, dafl d # 0 ist. Durch eine faserweise definierte
Abbildung der Form z +— 2z~ erhalten wir eine Uberlagerung

(Opic(—1))" — L*.

Nun ist aber (Opic(—1))" isomorph zu C?\{0,0} und daher ist S eine Hopf-
Flache. ]

4.3 Bemerkung

Ist 7 : S — P!C ein elliptisches Hauptfaserbiindel mit Faser £ und einem
Schnitt 0 : PI1C — S, soist S = E x P'C.

Beweis:

Aus der Existenz des Schnittes folgt, dafl S projektiv ist. Da die algebraische
Dimension von Hopf-Flachen hochstens eins ist, folgt die Aussage aus obigem
Satz.
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5 Hopf-Flichen in der Kodaira-Klassifikation.

Der folgende Satz ordnet die Hopf-Fléachen in die Klassifikation der Flachen
ein.

5.1 Satz
Es sei F' eine kompakte, komplexe Flidche. Dann gilt

1. Ist F' eine minimale Flache der algebraischen Dimension a(F') = 1 und
K(F) = —o0, so ist F' eine Hopf-Fléche.

2. Es sei a(F') = 0. Die Fliche F' ist genau dann eine Hopf-Fliche, wenn
bi(F) =1 und by(F) = 0 ist und F' mindestens eine Kurve enthélt.

Beweis:
Siehe [Kod66b] Theorem 34 (Seite 699) und Theorem 35 (Seite 707).



Anhang C

Deformationstheorie

In diesem Abschnitt werden einige Resultate aus der Defor-
mationstheorie aufgefihrt, so wie sie in dieser Arbeit benotigt
werden. Eine ausfihrliche Ubersicht zur Deformationstheorie und
Literatur dazu, findet sich in [Pal90)].

1 Definition

Es seien X und W kompakte, komplexe Mannigfaltigkeiten und
Tx: X xW — X,
mw: XxW —W

die kanonischen Projektionen. FEine analytische Familie komplexer Unterman-
nigfaltigkeiten der komplexen Mannigfaltigkeit X mit dem Modulraum W ist
eine komplexe Untermannigfaltigkeit Z C X x W, so daf3 die Einschrankung

p=rwlz: Z —-W
eine eigentliche, flache und regulédre Abbildung ist.

2 Bemerkung

Mit der Abbildung v := 7x|z : Z — X erhalten wir zu jedem Punkt w € W
eine komplexe Untermannigfaltigkeit X,, := v(u~*(w)). Wir benutzen auch
die Schreibweise {X,, — X : w € W} fiir eine analytische Familie mit dem

Modulraum W.

Die exakte Folge

v 1 1
NZ\X><W — Qxwlz = Q7 =0
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und die Projektion p*Qf, @ v*Q% — p*Qiy induzieren die Abbildung
p:TW — pNpxxw-

Da p eine flache Abbildung ist, gilt fiir alle w € W und Z,, := p~(w) die
Isomorphie N\ xxw|z, = N. Zo\x - Somit induziert die Abbildung p in jedem
Punkt w € W einen Homomorphismus

puw: TwW — H (Zu, Nz, \x) -

3 Definition
Es sei {X,, — X : w € W} eine analytische Familie komplexer Unterman-
nigfaltigkeiten von X. Die Abbildung

puw : TuW — H° (X, Nx,\x)

heifit Kodaira-Spencer-Abbildung im Punkt w.

Eine analytische Familie heifit vollstindig, falls die Kodaira-Spencer-Abbildung
Pw In jedem Punkt w € W ein Isomorphismus ist.

Eine Familie heifit maximal in einem Punkt wy € W, falls fiir jede andere
Familie {Xy < X : @ € W}, in der ein Punkt wy € W mit X, = Xa,
existiert, gilt:

Es gibt eine Umgebung U C W von w, und eine holomorphe Abbildung
f:U— W mit [ (o) = wo und Xy =2 Xy fiir alle 0 € U.

Die Familie heifit maximal, wenn sie in jedem Punkt maximal ist.

Der folgende Satz beschreibt die Existenz maximaler Familien.

4 Satz (Kodaira, 1962)
Es sei Y eine kompakte, komplexe Untermannigfaltigkeit der kompakten,

komplexen Mannigfaltigkeit X und es gelte H! (Y, Ny X) = 0. Dann gehért
Y zu einer vollstindigen, analytischen Familie {Y,, : w € W} kompakter,
komplexer Untermannigmannigfaltigkeiten von X . Diese Familie ist maximal
und ihr Modulraum ist von der Dimension dim¢ H° (Y, Ny X).

Beweis: Siche [Kod62].
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5 Bemerkung

Die Menge aller kompakten komplexen Unterrdume eines kompakten kom-
plexen Raumes X wird stets durch einen komplexen Raum parametrisiert.
Dies wurde von Douady in [Dou66] gezeigt. Dabei ist der Parameterraum
nicht notwendigerweise kompakt. Ist X eine Kéahler-Mannigfaltigkeit, so ist
der Parameterraum kompakt.
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