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Abstract

The purpose of the present PhD work is the asymptotic stability investigation
of numerical methods for index 2 differential algebraic equations. Initial
value problems are considered for quasi linear differential algebraic equations
(DAESs) that cover the most important applications.

First some stability concepts and related results are presented, which rep-
resent the basis for further investigations. This background concerns both,
the continuous and the discreet case. Especially contractivity concepts are
introduced and the relationship between the asymptotic stability of the DAE
and the numerical method applied to it is established. The new contractivity
concepts extend or generalize the already known concepts. The most impor-
tant result in this context is a theorem that establishes general conditions
under which the application of an algebraic stable IRK(DAE) method to
a DAE is contractive. Well-known assertions for ordinary and differential
algebraic equations can be considered as special cases of this general result.

Later on the stability of numerical discretizations applied to index-2 DAEs
is investigated. This is made possible by the introduction of new decopling
and index reduction techniques. The analysis makes new insights in the
asymptotic of numerical methods for DAEs possible. The obtained results
state sufficient conditions in order that a BDF or an IRK(DAE) method ap-
plying to DAEs shows the same asymptotic stability properties as for ODEs.
These results are illustrated by some numerical examples. Moreover, it can
be realized that one of the found conditions is sufficient in order to show
contractivity of the application of an algebraic stable IRK(DAE) method,
supposed the DAE is contractive. This assertion is possible based on the
general theorem mentioned in the paragraph above. Further some conse-
quences of the mentioned results for electric network models are shown.

According to both, the above mentioned analysis and the specialized lit-
erature of this field, the application of numerical methods to some special
DAEs shows asymptotic stability problems. A few approaches are known
to manage such difficult equations. Two exponents of these techniques are
considered and their chances of success for index-2 DAEs are evaluated with
the application to a critical example. A generalization of the Gear-Gupta-
Leimkuhler (GGL) approach is proposed for full implicit linear DAEs. This
generalization is investigated in detail in the rest of the paper, concerning
both the analytical and the numerical asymptotic stability of the GGL equa-
tion and the numerical methods applied to it correspondingly. The result
is, that, if some conditions are fulfilled, IRK(DAE) and BDF methods for



the GGL equation will produce stable solutions. This result is illustrated by
a numerical example. The application of the methods directly to the con-
sidered DAE produces unstable solutions. However, the integration of the
corresponding GGL formulation is stable. The obtained result opens new
possibility for the numerical treatment of instabilities by differential alge-
braic equations.

Keywords:
Differeintial Algebraic Equations, Numerical Methods, Asymptotical Stabil-
ity, Contractivity
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Zusammenfassung

Ziel dieser Dissertation ist die Untersuchung der asymptotischen Stabilitéat
numerischer Verfahren fiir Index-2-Algebro-Differentialgleichungen. Es wer-
den Anfangswertaufgaben fiir quasilineare Algebro-Differentialgleichungen
(ADGIn). Die meisten anwendungsrelevanten Aufgaben kénnen damit be-
handelt werden.

Zuerst werden einige Stabilitdtsbegrife und Aussagen vorgestellt, die das
Fundament fiir den Rest der Arbeit darstellen. Dies erstreckt sich sowohl
auf den kontinuierlichen als auch auf den diskreten Fall. Insbesondere wer-
den Kontraktivitatskonzepte eingefithrt und Beziehungen zwischen der Kon-
traktivitdt der ADGI und derer der Anwendung eines numerischen Verfah-
rens. Die eingefiihrte Kontraktivitatsbegriffe erweitern oder verallgemeinern
die bereits bekannten Konzepte. Als wichtigste Aussage in dem Kontrakti-
vitatskontext geht ein Theorem hervor, das allgemeine Bedingungen aufstellt,
damit die Anwendung eines IRK(DAE)-Verfahrens auf eine ADGI stabil
ist. Bekannte Aussagen fiir gew6hnliche und Algebro-Differntialgleichungen
konnen als Sonderfille dieses Ergebnisses gesehen werden.

Im weiteren Verlauf der Arbeit wird anhand von neuartigen Index-2-
Entkopplungs- und Indexreduktionstechniken die Stabilitdt von Diskretisie-
rungsverfahren untersucht. Die durchgefiihrte Analyse erbringt neue Ergeb-
nisse, die eine Verbesserung des Kenntnissstandes in diesem Gebiet darstel-
len. Die erzielte Aussagen stellen hinreichende Bedingungen, damit ein BDF-
oder IRK-Verfahren fiir eine ADGI das gleiche Stabilitéitsverhalten wie fiir ei-
ne gewohnliche Differentialgleichung besitzt. Diese Ergebnisse werden durch
numerishce Beispiele veranschaulicht. Weiterhin stellt man fest, dass eine
der gefundenen Voraussetzungen fiir die Kontraktivitit der Anwendung ei-
nes algebraisch stabilen IRK(DAE)-Verfahrens, auf eine ebenfalls kontraktive
ADGI, geniigt. Dieses Ergebnis wurde durch die Anwendung der im ersten
Teil dieser Arbeit erzielten Kontraktivitéitsaussagen ermdoglicht. Die Konse-
quenzen der soeben genannten Aussage fiir bestimmte Modelle der Schalt-
kreissimulation werden ebenfalls erlautert.

Aus der oben genannten Analyse, ebenso wie aus der Fachliteratur, geht
hervor, dass bei manchen ADGI-Aufgaben die Diskretisierungsverfahren Sta-
bilitdtsprobleme aufweisen. Um solche Probleme zu behandeln sind bereits ei-
nige Ansétze bekannt. Im letzten Teil der Arbeit werden zwei repriasentativen



Ansétze betrachtet und ihre Aussichtschancen fiir Index-2-Aufgaben anhand
eines kritischen Beispieles evaluiert. Des Weiteren wird eine Verallgemeine-
rung fiir vollimplizite lineare ADGIn des Gear-Gupta-Leimkuhler-Ansatzes
(GGL) vorgeschlagen. Der Rest der Arbeit beschéftigt sich mit der Stabi-
litdtsuntersuchung der GGL-Formulierung und der auf sie angewandten nu-
merischen Verfahren. Dafiir werden Aussagen dieser Arbeit eingesetzt und
man kommt zu der Schlussfolgerung, dass sowohl fiir die IRK(DAE)- als auch
fiir die BDF-Verfahren die Integration der GGL-Formulierung, natiirlich un-
ter bestimmten Voraussetzungen, stabil ist. Dieses Ergebniss wird durch ein
numerisches Beispiel belegt. Dabei handelt es um eine Gleichung, die mit
einer direkten Anwendung eines Verfahrens Instabilitdten aufweist. Jedoch
ist die Integration der entsprechenden GGL stabil.

Sclagworter:
Algebro-Differentialgleichungen, Numerische Verfahren, Asymptotische Sta-
bilitdt, Kontraktivitat
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Kapitel 1

Einleitung

Im Laufe der letzten Jahrzehnte entstand aus der gewohnlichen Differential-
gleichungstheorie ein neues eigenstindiges Fachgebiet, das sich mit den soge-
nannten Algebro-Differentialgleichungen (ADGIn) befasst. Solch ein System
besteht aus einer impliziten gewohnlichen Differentialgleichung

f(@'(t),z(t),t) =0, t € [tg,0) (1.1)

mit dem besonderen Merkmal, dass die Jacobi-Matrix f/, nicht regulér ist.
Diese Eigenschaft unterscheidet sie von den gewdohnlichen Differentialglei-
chungen (GDGIn) und bringt radikale Konsequenzen mit sich. Einen wichti-
gen Sonderfall von (1.1) stellen die semi-expliziten Systeme dar:

i (t) + bu(21(t), 2a(t), 1) = 0,
ba(z1(t), 22(t),t) = 0,

in denen der Ausdruck “Algebro-Differentialgleichung” ersichtlich wird.
Man fiihrte fiir (1.1) einen Index-Begriff (im Grunde genommen gibt es
mehrere Index-Begriffe, die sich leicht unterscheiden) und damit eine Un-
terteilung der ADGIn ein. In diesem Kontext sind die gewohnlichen Diffe-
rentialgleichungen Index-0-ADGIn und je hoher der Index ist, umso mehr
unterscheidet sich die ADGI von einer GDGI. Der Index kann als ein Maf§
des Schwierigkeitsgrades einer Aufgabe angesehen werden. Index-1-Probleme
verhalten sich fast wie GDGIn und bereiten im Regelfall keine groflen Schwie-
rigkeiten. Ab Index-2 weisen die ADGIn einen qualitativen Unterschied auf:
Die Gleichungen enthalten “versteckte” Nebenbedingungen, die durch eine
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Diskretisierung verloren gehen. Gleichermaflen fithren ADGIn héheren Inde-
xes (Index>2) zu Differentiationsaufgaben, die die ADGIn als schlecht gestell-
te Aufgaben im Sinne von Hadamard prégen, wenn man stetige Storungen
betrachtet.

Systeme wie (1.1) sind nicht nur aus mathematischer Sicht von Interesse,
sie kommen auch bei praktischen Aufgabenstellungen vor. Zu nennen sind
die Modellierung von Schaltkreisen, die Mechanik der Mehrkorpersysteme,
die Losung von Optimalsteuerungsproblemen bei den verschiedensten An-
wendungen und die Simulation von Prozessen in chemischen Anlagen.

In der Vergangenheit erzielte man auf dem Gebiet der ADGIn grofie Vor-
schritte sowohl bei der Aufklarung der analytischen FEigenschaften,
als auch bei den Diskretisierungs verfahren, und beziiglich vieler
Aspekte steht heutzutage ein niitzlicher Apparat zur Verfiigung.
Ein Aspekt, auf den diese Aussage nicht zutrifft, ist zweifellos die
asymptotische Stabilitdt ADGIn hoheren Indexes, insbesondere bei den nu-
merischen  Verfahren. Zwar  sind  die  Durchfithrbarkeit, die
Konsistenzordnung und  die  Konvergenz  der  Diskretisierungs-
verfahren sehr ausfiihrlich untersucht worden ([Griepentrog and Méarz, 1986],
[Brenan et al., 1989], [Hairer and Wanner, 1991], [Tischendorf, 1996] unter
anderen), aber der Kenntnisstand iiber das asymptotische Verhalten einer
Néherungslosung ist unzureichend. Andererseits bestitigen die numerischen
Experimente, dass die Diskretisierungsverfahren ihre Stabilitédtseigenschaften
verlieren konnen, [Hanke et al., 1998], [Wensch et al., 1995],
[Eich-Soellner and Fiihrer, 1998]. In [Hanke et al., 1998] wurde das folgende
Beispiel vorgestellt:

Beispiel 1.0.1

) A -1 -1 Ty
oy |+ | nt(l—mt)—m N —nt x9 | =0,t>0.
0 1—nt 1 0 T3

wobet A\, n reelle Parameter sind. Es handelt sich um ein Indezx-2-System,
dessen allgemeine Lésung durch

1 (t) = xl(())e’”,
2(t) (nt — 1)z (2),
z3(t) = —(nt —1)z1(t),



gegeben ist. Offensichtlich sind alle Lésungen exponentiell asymptotisch stabil
fiir A > 0. Ebenso kann man erkennen, dass alle Losungen zu der Ebene

21
Mit)={z€eR*: 2= | (nt—1)zn
(L—nt)z

gehoren. Dadurch kann das urspriinglichen System zu der trivialen gewohnlichen
Differentialgleichung

(1) + Az (t) = 0

reduziert werden.

Auf der anderen Seite stellt die Anwendung des impliziten Euler-Verfahrens
auf dieses Problem die Losung folgenden linearen Systems in jedem Schritt
dar:

1+ hX —h —h X141 L1
h(ntis1(1 —ntiv) —n) 14+ hXN —hntin Toiv1 | = | x4 |,
1 —ntin 1 0 T3,i4+1 0

wobei h > 0 der Diskretisierungsschritt ist. Aus diesem System folgt fiir die
erste Komponente der Lisung die Rekursion

1+ hn

T1,i41 =

und fiir die asymptotische Stabilitit des Verfahrens in dieser Komponente
erhdlt man die Bedingung

‘ 1+ hn

— | < 1.
1—|—h(77—|—)\)’

Diese Bedingung kann fiir A > 0 und n < 0 verletzt werden, insbesondere fiir
n = —A, obwohl die analytische Lésung in diesem Fall asymptotisch stabil
188.

Nach diesem Beispiel ist die Notwendigkeit einer Stabilitétsuntersuchung
deutlich geworden. Stabilitdtsprobleme kénnen prinzipell bei ADGIn mit
Index hoher als 0 auftreten, sind aber im Index-1-Fall eher eine Selten-
heit. Der Grund dafiir wurde in [Griepentrog and Mérz, 1986] geklart. An



jener Stelle wurde gezeigt, dass, wenn der Nullraum der Matrix f,» kon-
stant ist, die Diskretisierungsverfahren ihre von den GDGIn bekannten Sta-
bilitatseigenschaften behalten. Insbesondere bewies man, dass algebraisch
stabile (“stifly accurate”) implizite Runge-Kutta-Verfahren (in dieser Ar-
beit wird dafiir die Bezeichnung IRK(DAE) verwendet) B-stabil sind. Um
auf die Seltenheit der Stabilitdtsprobleme im Index-1-Fall zuriickzukommen,
erfillen die meisten praktisch relevanten Probleme die erwéihnte
Bedingung auf dem Kernel von f,,. Alternative Resultate sind in
[Higueras and Garcia-Celayeta, 1997], [Celayeta, 1998] zu finden. Hier wur-
de durch eine neue Formulierung der Runge-Kutta-Verfahren eine &hnliche
Stabilitéitsaussage bewiesen, vorausgesetzt das Image von f,, ist konstant.

In der vorliegenden Arbeit erfolgt die Untersuchung des Index-2-Falles.
Genauer gesagt wird eine quasilineare ADGI der Art

A(z(t), t)x' (t) + b(x(t),t) =0 (1.2)

betrachtet, wobei der Nullraum von A(z,t) als konstant angenommen wird.
Die meisten anwendungsrelevanten Aufgaben konnen in der Form (1.2) ge-
schrieben werden.

Bevor eine Stabilitdtsuntersuchung durchgefiihrt werden kann, miissen die
Stabilitédtskonzepte klar gestellt werden. Das Kapitel 1 beschéftigt sich vor-
rangig mit einer allgemeinen Kontraktivitdtstheorie. Nach einer Einfiihrung
itber einige Grundlagen der Index-2-ADGI-Theorie wird der in
[Griepentrog and Marz, 1986] fiir Index-1-Gleichungen und in [Mérz, 1998|
fiir den Index-2-Fall vorgeschlagene Kontraktivitédtsbegriff iiberarbeitet bzw.
erweitert. Einerseits wird er verallgemeinert, indem Kontraktivitat statt auf
der Losungsmannigfaltigkeit auf einer moglicherweise grofieren Mannigfal-
tigkeit betrachtet wird. Diese Erweiterung ist auf die Erkenntnisse aus den
Diskretisierungsverfahren zuriickzufithren. Nach diesen Erkenntnissen ist die
Zugehorigkeit der diskreten Losung zur Losungsmannigfaltigkeit nicht gesi-
chert, was eine Betrachtung aulerhalb dieser Mannigfaltigkeit sinnvoll macht.
Dieser neue Kontraktivitdtsbegriff ist nicht indexgebunden, und es stellt
sich heraus, dass die bekannten Konzepte aus [Griepentrog and Méarz, 1986],
[Hanke et al., 1998] und [Mérz, 1998] als seine Sonderfille betrachtet wer-
den konnen. Die hier eingefiihrten Kontraktivitatsbegriffe beziehen sich zum
einen, wie die fritheren Begriffe, auf die differenzierbaren Komponenten der
Losung (die P-Komponente, wobei P = [ —(@) und @ ein Projektor auf ker f,.
ist) und zum anderen auf die gesamte Losung.



Aus der Sicht der numerischen Methoden werden analog zu dem konti-
nuierlichen Fall P-Kontraktivi -tdt und Kontraktivitdat definiert. Diese Kon-
zepte erinnern an die B-Stablitét, beziehen sich aber ausschlieflich auf die
numerische Rekursion, ohne eine Annahme iiber die Kontraktivitat der Glei-
chung zu ihr in Verbindung zu setzen. Am Ende des Kapitels 1 wird ein
allgemeines Theorem bewiesen, das hinreichende Bedingungen fiir die (P-
)Kontraktivitdt der Anwendung eines IRK(DAE)-Verfahrens auf eine ADGI
stellt. Diese Bedingungen lauten

1. algebraische Stabilitit des Verfahrens

2. Kontraktivitédt der Gleichung auf der Mannigfaltigkeit, auf der die Runge-
Kutta-Stufen liegen.

Dieses Ergebnis trigt den allgemeinen Charakter des Kapitels und enthélt
als Sonderfall die schon bekannten Aussagen fiir gewohnliche, Index-1 und
Index-2-Gleichungen. Dieses Theorem wird als wichtiges Werkzeug im Verlauf
der Arbeit verwendet, um konkretere Ergebnisse zu erzielen.

Ziel des zweiten Kapitels ist eine genauere Untersuchung der BDF- und
IRK-Verfahren. Dafiir ~ wird das  gleiche  Prinzip wie in
[Griepentrog and Mérz, 1986] fiir Index-1-Probleme, in [Hanke et al., 1998]
fir den Index-2-Fall und in [Eich-Soellner and Fiihrer, 1998] fiir mechani-
sche Systeme verwendet. Die Grundidee ist in der Abbildung 1.1 dargestellt.

Index-2-ADGI . — Index-2-AAGI
Diskretisierung
Index-Reduktions{Transformation Index-Reduktions-{Transformation
Index<2-ADGI Diskretisierung Index<2-A AGI

Abbildung 1.1: Die Idee der Analyse im Kapitel 2



Es werden im Rahmen des Geriistes der Abbildung 1.1 die Entkopplungen
des ADGI-Systems in GDGIn und algebraischen Gleichungen sowie die Index-
Reduktion durch Differentiation betrachtet. Zur Vereinfachung der Darstel-
lung werden diese beiden Prozeduren unter dem Namen Index-Reduktions-
Transformation (IRT) zusammengefasst. Wenn das Diagramm 1.1 gilt, also
die zwei Wege, die von der Index-2-Gleichung zu der diskretisierten GDGI
bzw. Index-1-Gleichung fiihren, dquivalent sind, dann ist es, als ob die GDGI
bzw. Index-1-Gleichung direkt mit dem Verfahren diskretisiert wird. In die-
sem Fall behélt die Diskretisierung ihre fiir die indexreduzierte Gleichung
bekannten Stabilitéitseigenschaften.

In [Hanke et al., 1998] wurde bereits mit dem genannten Ansatz der Index-
2-Fall untersucht. In dieser Arbeit werden die Entkopplungstechniken von
[Hanke et al., 1998], [Tischendorf, 1996] verfeinert und dadurch bessere Er-
gebnisse erzielt. Mit der Standardprozedur sind die Autoren in
[Hanke et al., 1998] zu dem Schluss gekommen, dass, wenn die index-2-
linebreak relevanten Riume N; und S; (siehe Bezeichnungen und Konven-
tionen) konstant sind, das Kommutativitatsdiagramm 1.1 gilt. Im Gegensatz
zu den Standarduntersuchungsmethoden setzen die neuen lediglich auf einen
der Rdume N; oder S;. Dadurch ist es moglich zu zeigen, dass die Invarianz
einer dieser Rdume geniigt. Die Relevanz der neuen Varianten ist nicht nur
auf die Diskretisierungsverfahren begrenzt, sie sind auch ein gutes Mittel fiir
analytische Untersuchungen.

Im zweiten Teil des Kapitels 2 werden die Diskretisierungsverfahren an-
hand der Indexreduktion durch Differentiation untersucht. Diese Prozedur
wurde noch nicht im Rahmen des Untersuchungsgeriistes der Abbildung
1.1 verwendet. Aus ihr geht hervor, dass, damit ein BDF- oder ein IRK-
Verfahren seine Stabilitdtseigenschaften behélt, die Erfiilllung der “versteck-
ten” Nebenbedingung seitens der Naherungslosung bzw. der Runge-Kutta-
Stufen hinreichend ist. Wie schon erwihnt ist diese Nebenbedingung bei den
Index-2-Gleichungen nur implizit vorhanden und dadurch fiir die Diskreti-
sierungsmethode nicht “sichtbar”. Des Weiteren wird eine bemerkenswerte
Beziehung zwischen diesem Ergebnis und der Entkopplungsanalyse gezeigt:
Wenn der Raum 57 konstant ist, dann erfiillen die diskrete Losung bzw. die
Runge-Kutta-Stufen die versteckte Nebenbedingung. Hier findet das allge-
meine Theorem fiir IRK(DAE)-Verfahren von Kapitel 1 Anwendung. Man
kann garantieren, dass, wenn zusétzlich das Verfahren algebraisch stabil ist
und die Gleichung (P-)Kontraktivitat auf der Losungsmannigfaltigkeit auf-
weist, die Anwendung des Verfahrens ebenfalls (P-)kontraktiv ist.



Die Aussagen von Kapitel 2 finden weiterhin praktische Anwendung in
der Modellierung elektrischer Schaltkreise. Hier liefern die klassische und die
ladungsorientierte modifizierte Knotenanalyse ADGIn-Systeme wie (1.2), die
entweder durch die Entkopplungsanalyse oder die Index-Reduktion durch
Differentiation untersucht werden koénnen. Unter nicht zu restriktiven An-
nahmen gilt bei diesen Modellen entweder die Invarianz von S; oder jene
von Nj, [Estévez Schwarz and Tischendorf, 1998]. So stellen die Ergebnisse
von Kapitel 2 eine theoretische Grundlage fiir die erfolgreiche Diskretisierung
dieser Modelle dar.

Wenn die Kriterien von Kapitel 2 nicht erfiillt sind, wie das Beispiel
1.0.1 zeigt (fiir mehr Einzelheiten siehe das Beispiel 3.0.8 Anfang des zwei-
ten Kapitels), kann es selbst bei algebraisch stabilen Runge-Kutta-Verfahren
und kontraktiven Gleichungen zu explodierenden diskreten Losungen kom-
men, was sich nur mit einer starken Verkleinerung der Schrittweite beheben
lasst. Diese Schwierigkeiten sind relativ lange bekannt, und es gab bereits
verschiedene Ansétze, um eine Stabilisierung zu erreichen [Shampine, 1986],
[Campbell and Moore, 1995], [Eich-Soellner and Fiihrer, 1998],
[Eich et al., 1990]. Bei den Hessenberg-Systemen in der Mechanik versuchte

man, die versteckte Nebenbedingung in der Diskretisierung zu beriicksichtigen.

Dieser Ansatz kann in verschiedener Art und Weise angewendet werden, wo-
durch mehrere Verfahrensvarianten entstehen.

Das dritte Kapitel befasst sich mit einem der Stabilisierungsansétze, der
in [Gear et al., 1985] und [Eich-Soellner and Fiihrer, 1998] fiir Hessenberg-
Systeme aus zwei verschiedenen Perspektiven betrachtet wurde. Dieser An-
satz ist unter dem Namen Gear-Gupta-Leimkuhler-Formulierung (GGL) be-
kannt und wird in [Eich et al., 1990], [Eich-Soellner and Fiihrer, 1998] auch
als Ableitungsprojektionsansatz bezeichnet. Anhand des Beispiels 1.0.1 wird
diese Technik mit dem Koordenatenprojektionsansatz,
[Eich-Soellner and Fiihrer, 1998], verglichen. Die numerischen Ergebnisse zei-
gen, dass der zuletzt genannte Ansatz das Stabilitdtsproblem nicht 16st und
dass die GGL-Formulierung zumindest in diesem Fall die Unstabilitéten be-
hebt.

Es wird die Meinung vertreten, dass die GGL-Formulierung der genannten
Ansiitze die einzige ist, die zu einer Losung der Stabilitédtsprobleme fiithren
kann. Diese These wird im weiteren Verlauf des Kapitels belegt.

Als Nachstes wird die GGL-Formulierung fiir voll-implizite lineare Aufga-
ben verallgemeinert und es werden einige gute Eigenschaften gezeigt, die voll-
kommen mit der Situation im Hessenberg-Fall im Einklang stehen. Aber die
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wichtigste Eigenschaft ist zweifellos die Ubertragung der (P-)Kontraktivitiit
auf der Losungsmannigfaltigkeit bei der urspriinglichen Gleichung auf ei-
ne (P-)Kontraktivitdt auf der “sichtbaren” Losungsmannigfaltigkeit bei der
GGL-Formulierung, wenn die GGL adédquat gewahlt wird. Dieser Fakt stellt
das Erfolgsgeheimnis des Ansatzes dar. Folglich ist zumindest fiir die IRK(DAE)-
Verfahren, laut dem allgemeinen Theorem von Kapitel 1, der Stabilisierungs-
effekt gesichert. Anschlieend werden die BDF-Verfahren wie im Kapitel 2
mittels der Entkopplungstechniken untersucht. Die Analyse zeigt Folgendes:
Wenn die Anwendung des BDF-Verfahrens auf die entkoppelten Gleichungen
in einem Schritt eine Kontraktion in einer euklidischen Norm darstellt und die
GGL-Formulierung die Orthogonalititsbedingung wie fiir die Ubertragung
der (P-)Kontraktivitdt erfiillt, dann ist die Anwendung des Verfahrens auf
die GGL-Formulierung in dem entsprechenden Schritt auch eine Kontrak-
tion. Diese Aussage fiir die BDF-Diskretisierung kann als das Pendant der
IRK(DAE)-Aussage angesehen werden.



Kapitel 2

Stabilititskonzepte

Ziel dieses Kapitels ist die Einfiihrung der Stabilitidtsbegriffe, deren Bezie-
hungen in dieser Dissertation untersucht werden. Es werden zwei parallele
Linien verfolgt. Bei der ersten handelt es sich um die Stabilitdt der analyti-
schen Losung, und bei der zweiten um die Stabilitédt einer diskreten Approxi-
mation. In den restlichen Kapiteln wird auf die wichtige Beziehung zwischen
der analytischen und diskreten Stabilitdt fiir eine ADGI eingegangen. Aber
bevor dies technisch mdéglich ist, werden einige grundlegende Konzepte der
ADGI-Theorie eingefiihrt.

2.1 Algebro-Differentialgleichungen

Ein System von ADGIn ist eins der Art, [Mérz, 1995],
f(@ (), z(t),t) =0, f:R™xDxS3— R™, (2.1)

wobei & ein Intervall in IR, x : & — IR™ und D eine offene Menge sind. Es
werden stetige Funktionen f(y,x,t) in Dy := IR™ x D x < betrachtet, bei
denen die Jacobi-Matrizen f,, f, in dem Definitionsbereich D existieren und
zugleich stetig sind. Der entscheidende Unterschied zu einem gewdhnlichen
Differentialgleichungssystem besteht darin, dass die fiihrende Matrix f, sin-
guldr in D ist. Weiterhin schrankt man sich auf Gleichungen ein, bei denen
der Raum
N(y,z,t) :==ker f,(y,z,t), (y,x,t) € Dy

konstant ist. Die Analyse wird sich auf quasilineare Gleichungen der Form

A(z(t), t)x'(t) + b(x(t),t) =0, teS, (2.2)

12
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konzentrieren. Sowohl die Bedingung an N als auch die betrachtete Familie
von ADGIn (2.2) sind aus praktischer Sicht vertretbar. Die meisten prak-
tisch relevanten ADGIn erfiillen diese Voraussetzung, [Tischendorf, 1996],
[Estévez Schwarz and Tischendorf, 1998], [Estévez Schwarz, 2000],
[Eich-Soellner and Fiihrer, 1998].

In der Darstellung kennzeichnet @) einen Projektor auf den Raum N, und
auBerdem wird der ergénzende Projektor I — @) als P gekennzeichnet.

Beispiel 2.1.1 Ein typischer Fall von (2.2) ist das so genannte semiexplizite
System

2y (t) + bi(z1 (1), 22(t),t) = 0, (2.3)
ba(z1(t), 22(1), 1) = 0,

mit x1(t), by(y,z,t) € IR" und by(y,x,t) € IR™". In diesem Fall sicht man
direkt, dass das System aus differentialen und algebraischen Gleichungen be-
steht. Der Notation von (2.1) entsprechend ist in diesem Falle

fy(y,:v,t):A(x,t):<IOT 8), Nz{(il)G]Rm:xl:O}

und ein maoglicher Projektor auf N ist

0 0
= (00l)

In dem vorherigen Beispiel kommt die Ableitung von x(t) nicht vor. Im
Grunde genommen muss sie nicht unbedingt existieren. Im Allgemeinen kann
man den fithrenden Term in (2.2) folgendermafien umschreiben:

A(z(t), )2 (t) = A(z(t), t) (P 4+ Q)x'(t) = A(z(t), t)(Px)'(t). (2.4)

Infolgedessen wird in [Griepentrog and Mérz, 1986], [Méarz, 1995] der Funk-
tionsraum

Cx(S,R™) = {z € C(S,R™) : Pz € C\ (S, R™)}

und nicht C*(J, IR™) als Losungsraum betrachtet. Diesem Fakt zufolge wird
die Formulierung (2.4) iitbernommen.



2.1.1 Lineare Algebro-Differentialgleichungen

Einen wichtigen Schritt fiir das Verstdndnis von ADGIn stellen die linearen
Systeme dar. Die lineare Variante der ADGI (2.2) kann als

A(t)(Px)'(t) + B(t)x(t) = q(t) (2.5)
geschrieben werden. Hier ist f(y,x,t) als

fly,z,t) .= A(t)y + B(t)x — q(t)

definiert, und die Voraussetzungen an (2.1) bedeuten in diesem Kontext, dass
A B:S— L(R™), q: ¥ — IR™ stetige Funktionen sind.

In der ADGIn-Theorie ist der Index-Begriff unabdingbar. Die Arbeit wird
sich auf den Tractability-Index stiitzen. Dieser Index-Begriff, der von E. Grie-
pentrog und R. Mérz eingefiihrt wurde ([Griepentrog and Mérz, 1986]), ba-
siert auf linearen Aufgaben wie (2.5) und hat, im Vergleich zu anderen Index-
Begriffen (wie der Differentiations-Index [Campbell, 1985], [Campbell, pear],
[Brenan et al., 1989] und der geometrische Index [Rheinboldt, 1984,
[Reich, 92]), den Vorteil, dass eine niedrigere Glattheit der Gleichung (2.5),
bzw. (2.1), verlangt wird.

Neben N ist ein anderer Raum von Bedeutung, ndmlich jener, der die
Losungen der homogenen Gleichung

A(t)(Pz) (t) + B{)a(t) =0 (2.6)

enthalt. Sei
S(t):={z€ R™: B(t)z € im A(t)}.

Offensichtlich gilt fiir jede Losung der homogenen Gleichung (2.6) x(t) € S(t).

Definition 2.1.2 Die ADGI (2.5), mit singuldrer Fihrungsmatriz A(t) und
konstantem ker A(t), besitzt den Tractability-Index 1 auf dem Intervall 3,
g.d.w. eine der folgenden dquivalenten Bedingungen erfillt ist:

o« NNS(H) ={0} WeS
e NoSH)=R" VteS

e die Matrix G1(t) := A(t) + B(t)Q ist reguldr in < fiir einen beliebigen
Projektor @) auf N.

14



Beispiel 2.1.3 Man betrachtet die lineare Variante von Beispiel 2.1.1

21 (t) + B (t)z1(t) + Bia(t)za(t) = qi(t),
Bor()a1(t) + Bas(D)talt) = alt).

Hier sind die Raume N und () durch

N:{<Z02>iZQEer} und Q:<8 [:_r>

gegeben, und

S(t) = {( - ) € R™ : Byi(t)z1 + Bas(t)zn = 0}.

22

Die Schnittmenge N N S(t) ist dann

NﬂS(t):{< 202 ) :ZQEJRm—TABQQ(t)zQ:o},

und die Index-1-Bedingung lautet: Bas(t) ist requlir in . Wenn dies der Fall
ist, kann man die algebraische Gleichung nach x4 losen, diese Variable in die
erste Gleichung einsetzen und eine GDGI fiir x1 aufstellen.

Andererseits ist die Matriz G1(t)

Ch(t) = I. 0 n By (t) Bia(t) 0 0 _( L Bia(t)
! 0 0 Boi(t) Bas(t) 0 I, 0 By(t) )’
und man erhdlt die gleiche Bedingung fiir Bas(t).

Bemerkung 2.1.4 Fir die Aquivalenz der drei Bedingungen wird auf das
Theorem A.13 in [Griepentrog and Mdrz, 1986] verwiesen.

Es gibt eine Sonderwahl des Projektors (), die sich von den anderen ab-
hebt. In dem Index-1-Fall gilt nach der Definition die IR™-Zerlegung

R™ =N & S(t).

So kann man den Projektor @ langs S(t¢) wihlen. Dieser Projektor - in der Li-
teratur als kanonisch bezeichnet, [Griepentrog and Mérz, 1986], [Mérz, 1993]
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- wird iiblicherweise durch @.(t) représentiert, und nach dem Lemma A.14
von [Griepentrog and Mirz, 1986] gilt

Qc(t) = QGT (1) B(1),

fiir einen beliebigen Projektor @ auf N. An dieser Stelle ist zu betonen, dass,
obwohl N  konstant 1ist, der kanonische Projektor Q.(t) im
Allgemeinen zeitabhéngig ist. Das kann ein Nachteil werden, aber dafiir ver-
einfacht sich die Entkopplung [Griepentrog and Mérz, 1986]. Zusétzlich steht
dieser Projektor in enger Beziehung zu dem Losungsraum im Index-1-Fall,
[Griepentrog and Mérz, 1986].

Falls G (t) immer singulér ist, dann werden neue dhnlich gebaute Réume
und Projektoren eingefiihrt. Die Gleichung (2.6) kann folgendermafien um-
geschrieben werden:

(A+ BQ)){P(Pz) + Qu}(t) + B(t)Px(t) = 0,
G (P (Pz) + Qz}(t) + Bi(t)z(t) = 0, (2.7)
wobei By (t) := B(t)P.

Seien
Nl(t) = ker Gl(t>,
Si(t) = {z€ R™:B(t)Pz €imG,(t)},
Qn, (t) := Pr(Ny, ) ein Projektor auf N (t) und PN (t) = I—Q%, (t). Analog
zum Index-1-Fall sieht man, dass auch 5;(t) die Losungen der homogenen

Gleichung enthélt.
Das folgende Lemma wird mehrmals in dieser Arbeit verwendet:

Lemma 2.1.5 Fine Matrixz der Form I + M N, wobei NM = 0, ist immer
requldr, und ihre Inverse ist durch I — M N gegeben.

Beweis: E s geniigt zu iiberpriifen, dass
(I+MN)I—-MN) = I,
(I —MN)I+MN) = I,

gelten.
Die folgende Aussage ist sehr wichtig fiir ein Versténdnis des Tractability-
Indexes.

Lemma 2.1.6 Fir Ny(t) gelten die Identititen
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L Ni(t) = [I = PAT() B(H)Q] (N N 5(1)),
2. dim Ny (t) = dim(N N S(t)).

Beweis: Z uerst wird fiir 1. die D Inklusion gezeigt. Sei y € N N S(t). Sei
€ [[ — PAT(t)B(t)Q] (N N S(t)), dann gibt es ein y € N N S(t), so dass
x=[I — PAT(t)B(t)Q] y. Man berechnet G4 (t)z:

Gi(t)r = Gh(t) [T = PAY()B(1)Q]y = Gi(t)y — A( AT (1) B(1)Qy
= By— A()A*()B(t)y = (I - AA)(t)B(t)y = 0.

Hier wurde die Tatsache verwendet, dass y € N N S(t), also y = Qy und
B(t)y € im A(t).

Fiir die verbleibende Inklusion wird folgendermaflen fortgefahren. Sei x &
Ni(t), das heifit:

Gi(t)r =0< (A(t) + B(t)Q)x = 0.
Die letzte Gleichung wird mit PA™(¢) skaliert und man bekommt

Px+ PAT(t)B(t)Qxr = 0,
P(I + PA*BQ)(t)r = 0.

Folglich y := (I + PATBQ)(t)x € N und x = (I — PATBQ)(t)y. Jetzt muss
nur noch gezeigt werden, dass y auch zu S(t) gehort. Dafiir wird wieder die
Gleichung G (t)z = 0 benutzt, woraus folgt

(A(t) + BO)Q)(I — PATBQ)(t)y = 0,
B(t)y+ At)(I — PATBQ)(t)y = 0,
und damit ergibt sich die Zugehorigkeit von y auch zu S(t).

Die zweite Aussage des Lemmas folgt nun aus der Regularitdt von (I —
PATBQ)(t) (Lemma 2.1.5).

Definition 2.1.7 Die ADGI (2.5) besitzt den Tractability-Index 2, gdw.
dim(NNS(t)) = v > 0 konstant in S ist und eine der folgenden dquivalenten
Bedingungen erfillt ist:

o Ni(t) N Si(t) = {0}, Vte S
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o Ni(t)® S, (t) = R™, VteS
o die Matrix Ga.(t) := Gi(t) + Bi(t)Qxn, (t) ist reguldr in S, fiir einen
beliebigen Projektor Q7 (t) auf Ny(t).

Bemerkung 2.1.8 Wie in dem Index-1-Fall folgt die Aquivalenz zwischen
den Bedingungen durch das Theorem A.13 von [Griepentrog and Mdrz, 1986].
Hier wird das Theorem auf das Matriz-Biischel (G1, By) angewendet.

So ein allgemeiner Projektor Q% (¢) wie in der Definition 2.1.7 reicht fiir die
Zwecke dieser Arbeit nicht aus. Es wird in erster Linie gefordert, dass die
Identitit Qy, (1)Q = 0Vt € I gilt. Es ist moglich, den Projektor Q% so zu
wéahlen, weil

N C Si(t), Si(t) NNy (t) = {0], NN N.(t) = {0}

Diese Voraussetzung macht die Ausdriicke PPN (¢) und PQ%, (t) wiederum
zu Projektoren.

Beispiel 2.1.9 Die am besten verstandenen Index-2-Systeme sind womdglich
die in Hessenberg-Form,

i (t) + Bui(t)z1(t) + Bia(t)za(t) = qi(t),
B (t)zi(t) = qaft),

wobei die Matriz By (t)Bia(t) in & reguldr ist. Man berechnet jetzt die rele-
vanten Unterrdume und Projektoren fiir dieses System.

{(2) e oo (3)

S(t) = {( “ ) € R™ : By ()2 = 0} und NNS(t)=N.

Z2

Jetzt wird die Index-2-Bedingung tiberpriift,

o= (5 8)- (20 ) (3 .2)~(4 ™)
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Z9

Nl(t) _ {( 21 ) c R™ - 21 = —Blg(t)ZQ},

und als QY (t) kann man z.B.
« 0 —Bia(t)
QN1 (t) = < 0 ]m—r 9

nehmen.
Auf der anderen Seite ist der Raum Si(t) durch

s = {(2) e (5 "0 ) (6 0)(3)
€ im (g Blé(t) )},
~{(2)em s (g )em (5 PO
- {(2 ) GIRm:Bm(t)zl:O},

gegeben. SchliefSlich ist die entscheidende Schnittmenge

21

. ) € R™: 21 = —DBia(t)z2 A B (t)z1 = 0} ;
2

Ni(t) N Sy (t) = {(

und wegen der Regularitit von By (t)Bia(t) folgt Ni(t) N.Si(t) = {0}.

2.1.2 Nicht-lineare Algebro-Differentialgleichungen

Es wird hier der Darstellung von [Griepentrog and Méarz, 1986] und
[Mérz, 1995] in weitem Sinne gefolgt und nun erneut die nicht-linearen AD-
Gln aufgenommen. Man betrachtet zunéchst ein nicht-lineares ADGI-System

wie (2.1), also
f@'(t),z(t),t) =0, tes, (2.8)

unter den dort genannten Voraussetzungen. Man ist eigentlich an einem Sy-
stem wie (2.2) interessiert, aber fiir die Definition des Tractabilitiy-Indexes
ist es giinstiger, die Gleichung (2.8) zu betrachten.
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Der Tractability-Index

Dieser Index-Begriff fiir (2.8) basiert auf der Linearisierung dieser Gleichung,.
Der erste relevante Unterraum N und die jeweiligen Projektoren () und P :=
I — @ wurden schon eingefiihrt. Der andere Index-1-relevante Unterraum S
und die Matrix G werden in einem Punkt (y,z,t) € Dy als

S(y,z,t) = {ze€ R": f,(y,x,t)z € im f,(y,z,t)},
Gi(y,z,t) = fy(y,2,t) + fuly, 2, 1)Q,

definiert.

Definition 2.1.10 (/Mdrz, 1995]) Die ADGI (2.8) besitzt den Tractability-
Indez-1 in einer offenen Menge G C Dy, falls

N & S(y,xz,t) = R™, Y(y,x,t) € G. (2.9)

Bemerkung 2.1.11 Die Bedingung ist wie in dem linearen Fall dquivalent
zu  der  Regularitit wvon  Gi(y,x,t)  (Theorem A. 13 won
[Griepentrog and Mdrz, 1986]).

Wenn die Aufgabe die Index-1-Bedingung nicht erfiillt, geht man folgender-
mafen vor: Es werden fiir (y,z,t) € Dy die Unterrdume

Ni(y,xz,t) = kerGi(y,x,t),
Si(y,z,t) = {ze€ R™: f.(y,x,t)Pz € im G (y, x, 1)},

und die Matrix G, als
GQ,*(yu xZ, t) = Gl(yv x, t) + fw(y7 x, t)PQ*Nl <y7 x, t)

definiert. Dabei ist Q}, (v, x,t) := Pr(Ny, *) ein Projektor auf N, (y, z,t) und
P*Nl(y7xvt) =1- Q?\/l(y7xvt)

Definition 2.1.12 ([Mdrz, 1995]) Die ADGI (2.8) besitzt den Tractability-
Indez-2 in einer offenen Menge G C Dy, wenn die Bedingungen

1. dim Ny(y, z,t) ist konstant und grofer als Null,

2. Mi(y,z,t) ® Si(y,z,t) = R,V (y,z,t) € G
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erfiillt sind.

Bemerkung 2.1.13 Wieder ist die Regularitit der Matriz Ga(y,x,t) in G
eine dquivalente Bedingung zu 2. in der Definition 2.1.12.

Beispiel 2.1.14 Man betrachtet das semiexplizite System
0 = g2<x1(t)7t)7

und berechnet die relevanten Matrizen. Die partiellen Ableitungen f, und f,
sind in diesem Fuall

— I 0 _ — 91z <I17x27t) _glxz(‘rl’xQ;t)
fy(y7$7t) - < 0 O ) 9 fx(ywxvt) - ( _92x1(x17t) 0 5

und die erste relevante Matriz G(y, x,t) ist durch
(T 0 [ G (71, 72,1) Gra, (21, 72, 1) 00
Gily,zt) = < 0 0 > < G20, (1, ) 0 0 I

— I _glxz(xbx%t)
0 0

gegeben. Der Nullraum von Gy(z,t) hat fir alle (z,t) eine konstante positive
Dimension. Folglich besitzt die Gleichung einen héheren Index. Eine Fortset-
zung der Berechnung mit dem Projektor

* 0 glxg(xlax%t)
QNl(y,x,t) - < 0 I
auf Ny(z,t) ergibt

G27*(y,l‘,t> _ ( I _glx2(371,x27t) ) _ ( glx1<$lax2at) glxz(ajlax%t) > %

N 0 0 9224 (xbt) 0
0 91x2($1,$2,t)
0 0

— I _<I+gll“l(xlvx?vt))glxz(xlax27t)
0 _(921191$2)(I17‘r27t) 7

woraus die bekannte Hessenberg-Indexz-2-Bedingung (gox, §1z,)(T1, T2, t) TeE-
quldr folgt.
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Die Index-2-Losungsmannigfaltigkeit

Als Letztes, bevor man die Stabilitdtsproblematik angehen kann, sind die
Kenntnisse iiber Index-2-ADGIn zu vertiefen. Die folgenden Fakten sind vor
allen Dingen fiir das Kontraktivitdtskonzept unabdingbar.

Es wird eine Gleichung wie (2.2) betrachtet,

A(z(t),t)(Pz) (t) + b(z(t), ) =0, teS. (2.11)

Die Voraussetzungen bedeuten jetzt, dass A(x,t), b(x,t), A,(z,t) und b, (x,t)
stetige Funktionen in Dy sind. Fiir (2.11) wird angenommen, dass der Tractability-
Index-2 in einer offenen Menge G' C D vorliegt.

Es wird darauf aufmerksam gemacht, dass sich aus (2.11) der Ausdruck

(Pa)(t) = —(PA*H)(x(t), ) (2.12)

ergibt.
Weiterhin wird die Matrix

B(y,r,t) = fo(y, 2,t) = bo(x,1) + (A(z,1)y),
definiert, wodurch
Gi(y,z,t) = A(z,t) + By, z,1)Q

gilt. AuBerdem wird Wy(x,t) einen Projektor langs im A(z, t) représentieren,
zum Beispiel [ — A(z,t)AT(x,t).

Jetzt kann man die so genannte sichtbare Losungsmannigfaltigkeit auf-
schreiben. Da fiir alle Losungen b(x(t),t) € im A(z(t),t) gelten muss, be-
kommt man

My(t) ={xz € D :b(z,t) € imA(x,t)} = {x € D : Wy(x,t)b(x,t) = 0}.
(2.13)
Das erinnert an den Unterraum S(y, z,t), der eigentlich der Tangentialraum
zu My(t) in dem Punkt z ist.

Ab hier wird angenommen, dass der Unterraum im A;(y, z,t) nur von
Pz und t abhéngt und eine in beiden Argumenten stetig differenzierbare
Basis dieses Raumes existiert. Unter diesen Voraussetzungen gibt es einen
Cl-Projektor W lings im A;(Pux,t), der nur von (Px,t) abhingt.

Durch die Multiplikation von (2.2) mit Wy(z(t),t) erhélt man eine ablei-
tungsfreie Gleichung. Oft wird diese Gleichung nach ¢ differenziert, um die
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Index-Reduktion zu erreichen. Es wird aber gezeigt, dass noch weitere Tei-
le aus der Gleichung (2.2) ausgeschnitten werden kénnen. Das ist mit dem
Projektor W; moglich:

ker Wy (Pz,t) = im Ay (Pz,t) D im A(z,t) = ker Wy(z, t).
Die Gleichung (2.11) ist dquivalent zu

A(x(t), 1) (Px)'(t) + (I = Wi(x(t),1))b(x(t), ) = 0, (2.14)
Wi (x(t), )b(a(t),t) = 0. (2.15)

An dieser Stelle muss man annehmen, dass der Teil W, (z,t)b(z,t) nach
t differenzierbar ist. Fiir ein lineares System bedeutet dies, dass W;(t)B(t)
und Wy (t)q(t) differenzierbar sind und das sind hinreichende Bedingungen
fiir die Losbarkeit der Gleichung, [Mérz and Rodriguez Santiesteban, 1999].

Lemma 2.1.15 Wenn im Ay nur von Px und t glatt abhdngt, dann ist Wb
auch nur von Px und t abhdingig.

Beweis: A us Wi(Px,t)Gy(y,z,t) = 0 folgt Wi (Px,t)B(y,z,t)Q = 0, und
das bedeutet

Wi(Px,t)by(z,t)Q = —Wi(Px,t) (A(z,t)y), Q.
Auflerdem gilt fiir ein beliebiges z € N
Wi(Px,t) (A(z, t)y), z = [Wi(Pz,t) Az, t)y], — Wiu(Px,t)zA(z, t)y = 0,
was mit sich bringt, dass
(Wi(Pz,t)b(z,t)] o, = Wi(Px,)by(2,1)Q = 0.

Die Aussage dieses Lemmas ist, dass man unter den Voraussetzungen (2.15)
fir z(t) € Cx (S, IR™) nach ¢ ableiten kann, woraus man eine weitere Bedin-
gung fiir jede Losung von (3.89) erhilt,

(Wib)a(x(t), £)(P)'(t) + (Wib)e(x(t),£) = 0.

Unter Betrachtung von (2.15) folgt aus der letzten Gleichung

Wi(x(t), ) {(Wib)a(z(t), 1) (Px)'(t) + (Wib)(z(t), )} = 0. (2.16)



Nach Einsetzen von (Px)'(t) durch (2.12) erhilt man schlieffilich
Wa(a(t), £) {=(Wib)a(2(t), ) A*B) ((t), ) + (Wib)i((t), )} = 0. (217)
Es wird die versteckte Nebenbedingungsmannigfaltigkeit als

H(t) := {x €D :Wi(x,t) {—(Wlb)z(x,t)(A*b)(x(t),t) + (Wlb)t(x,t)} = O}
(2.18)
definiert und die Losungsmannigfaltigkeit ist dann durch

My(t) == My(t) N H(¢) (2.19)

gegeben.

2.2 Stabilitat im kontinuierlichen Fall

Ziel dieser Arbeit ist die Untersuchung des asymptotischen Verhaltens nu-
merischer Verfahren fiir Index-2-ADGIn. Dabei stellt man sich die Frage, ob
ein numerisches Verfahren gewisse analytische Stabilitdtseigenschaften der
Losung widerspiegelt. In diesem Abschnitt werden die asymptotischen Ei-
genschaften definiert, an denen man interessiert ist.

2.2.1 Lyapunov-Stabilitit

Sowohl fiir die Anwendungen als auch in der Theorie gewohnlicher Dif-
ferentialgleichungen ist die Lyapunov-Stabilitdtstheorie von grofler Bedeu-
tung, [Hale, 1980], [Hairer et al., 1987]. Dabei geht es um das asymptoti-
sche Verhalten der Losung, wenn die Anfangswerte in einer Umgebung ei-
ner gegebenen Trajektorie gestort werden. Fiir ADGIn stellt sich natiirlich
die gleiche Problematik, und man kann die Lyapunov-Begriffe erweitern,
[Griepentrog and Mérz, 1986], [Marz, 1994], [Tischendorf, 1994].

Man kennzeichnet eine Losung, die den Anfangswert z(ty) = zq erfiillt,
mit z(; tg, zo), auerdem représentiert 3y ein Intervall der Form [tg, 0o).

Definition 2.2.1 (/Griepentrog and Mdrz, 1986]) Sei x € Cx(So, IR™) die
Losung des Anfangswertproblems

f(@'(t),z(t),t) =0, te€ o (2.20)
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wobei M (ty) die Losungsmannigfaltigkeit fiir to ist. Sei auferdem U(xg) eine
Umgebung von xo auf M (to). Dann ist die Losung x stabil (im Lyapunovschen
Sinne) in Ul(ty), wenn

1. es ein T > 0 gibt, so dass jedes Anfangswertproblem

F@'(t),2(t),t) =0, te
(to) = z € Ully), [|z = xoll <,

eindeutig losbar in y ist,

2. es fir alle e > 0 ein §(€), mit 7 > §(e) > 0 gibt, so dass z € U(ty) und
|z — xo|| < &(€) die Ungleichung

Hx(t,to,Z) — I(t, to,fo)” < €, vVt € %0
implizieren.

Falls dazu eine andere Konstante o > 0 existiert, so dass fiir alle z € U(¢y)
mit ||z — xo|| < o die Bedingung

tlim | (t; to, 2) — x(t; to, xo)|| = 0
gilt, nennt man z asymptotisch stabil (im Lyapunovschen Sinne).
Bemerkung 2.2.2

1. Ein wichtiger Sonderfall der Lyapunovschen asymptotischen Stabilitét
ist die so genannte exponentielle asymptotische Stabilitédt. In diesem
Falle gilt die stiarkere Bedingung

|2 (t; to, 2) — x(t; o, o) || < ||z — @ol| e A0 Wt > ¢t
fiir ein positives A € IR.

2. Fiir ein explizites System stimmt diese Definition mit dem gewchnlichen
Begriff {iberein.

3. Es ist zu unterstreichen, dass in der Definition 2.2.1 nichts iiber den
Index der Gleichung angenommen wird. Die genannte Lésungsmannig-
faltigkeit M (t) kann beispielsweise im Index-2-Fall M;(t) sein, Ab-
schnitt 2.1.2.
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Besondere Aufmerksamkeit in diesem Kontext widmete man in der gewohn-
lichen Differentialgleichungstheorie den autonomen Systemen. Als wichtiges
Werkzeug hat man das bekannte Lyapunov-Resultat fiir die Stabilitéit einer
stationédren Losung zu Verfiigung, [Hale, 1980]. Fiir ADGIn kann man analoge
Ergebnisse erzielen, siehe [Griepentrog and Mérz, 1986], [Tischendorf, 1994],
[Mérz, 1994]. Da sich die Arbeit mit Index-2-Gleichungen befasst, wird das
Lyapunov-Theorem fiir diesen Fall vorgestellt. Im Vergleich zu dem Index-1-
Fall ist bei den Index-2-Aufgaben mit zusétzlichen Schwierigkeiten zu rech-
nen. Der Fakt, dass die ADGI in einem Punkt die Index-2-Bedingung erfiillt,
garantiert im Allgemeinen nicht die Erhaltung dieser Bedingung in einer
Umgebung des Punktes. Um dies zu gewéhrleisten, wird eine weitere Struk-
turbedingung vorausgesetzt, [Mérz, 1995], [Tischendorf, 1996].
Man betrachtet wieder eine quasilineare ADGI der Form:

A(z(t),t)(Px) () + bz (t),t) = 0, (2.21)

deren Linearisierung langs einer Trajektorie (x.(t),t) den Tractability-Index-
2 besitzt. Aulerdem seien

Golt) = Gl (1), 2.(t),1),

QN () = Pr(Ny((Pz.)'(t), 2.(t), 1), Si(2L(t), 2. (t), 1)),
T(t) := Pr(NNS(z.(t),t),x*),

Uty = I-T(t),

~

b(z,t) = (UMQ + PQY(1)G5 (t)b(x, ).
Die Strukturbedingung fordert dann

QN (O + ¥, (x,1) = W (2.(),)) ' T(H)Q = 0, (2.22)

fiir alle z in einer Umgebung der Trajektorie (x.(t),t). Auf die Hintergriinde
dieser Bedingung wird im Abschnitt 3.1 néher eingegangen.
Man betrachtet jetzt den autonomen Fall, also das System

A(Pz) +b(x) =0, t € By, (2.23)

das eine stationdre Losung z, besitzen soll. Systeme, fiir die die fithrende
Matrix A nur von der Loésung abhéngt und die konstanten fithrenden Null-
raum aufweisen, kann man in die Form (2.23) iiberfithren, indem die neue
Variable y := (Px)’ eingefithrt wird:

(Pr)' =y = 0,
A(x)y +b(x) = 0.
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Theorem 2.2.3 (/Mirz, 1994]) Sei b € C*(D,IR™), D C IR™ offen, . €
D, b(z,) =0, B :=b,(x.). Aufierdem sei das Matriz-Biischel N\A+ B reguldr
mit Index 2 und alle seine Eigenwerte in der linken komplexen Halbebene
enthalten. Wie schon erwdhnt setzt man voraus, dass die Strukturbedingung
(2.22) in einer Umgebung der Trajektorie B(x.,, o) erfillt ist.

Dann gibt es fiir alle ¢ > 0 ein 7 > 0 und ein d(¢) > 0, so dass

e alle AWAn fiir (2.23) mit

PP (o) (x(to) = 2%) =0, [|[PPM(a” — x.)

<T
auf [tg, 00) eindeutig losbar sind,

3 HPP*Nl(tO)(xo —z,)|| < d(e) impliziert

Hx(t;to,:ro) — x| <€ t>tg, und

o [a(t:ito,a®) — ]| = 0 (¢ — o0).

Bemerkung 2.2.4 Die Aussage des Theorems ist gleichbedeutend mit der
asymptotischen Stabilitdt der Losung x.. Die Anfangsbedingung

PPY (to) (s(to) = 2%) =0, [PPY (2" = )] <7

impliziert, dass die Umgebung von x. auf My liegt (siehe Abschnitt 3.1.2).

2.2.2 Kontraktivitat

Der Kontraktivitatsbegriff ist in der gewohnlichen Differentialgleichungstheo-
rie gelaufig. Er verkorpert eine strengere Bedingung als die Lyapunov-Stabi-
litdt und spielt eine wichtige Rolle in der asymptotischen Stabilitétsuntersuchung
numerischer Verfahren. Diese Notion wurde bei Dahlquist eingefiihrt, um die
A-Stabilitatsnotion fiir nicht-lineare Aufgaben zu verallgemeinern,
[Dekker and Verwer, 1984]. Ebenso wie bei der A-Stabilitét legt man damit
eine Klasse von Aufgaben fest, die als Testaufgaben dienen. Die Qualitét
eines Verfahrens wird dann fiir diese Klasse von Problemen untersucht und
mit anderen Verfahren fiir die gleiche Aufgabenklasse verglichen.

Fiir ADGIn versuchte man, einen dhnlichen Weg zu gehen. Es gab Versu-
che, den A-Stabilitéatsbegriff fiir ADGIn zu definieren, [Wensch et al., 1995].



Diese Arbeiten bestétigten die schon bekannten Stabilitédtsprobleme bei den
ADGIn. Allerdings ist die Bedeutung der geforderten Voraussetzungen, die
die Testproblemklasse definieren, unklar. Nichtsdestotrotz scheint der Kon-
traktivitatsbegriff fiir ADGIn vorstellbarer zu sein. In
[Griepentrog and Mérz, 1986] wurde eine Erweiterung des Kontraktivitits-
begriffes fiir allgemeine nicht-lineare Index-1-Aufgaben eingefiihrt. Dieser Be-
griff stellt sich, wie in dem gewohnlichen Fall, als stérker als die Lyapunov-
Stabilitat heraus. Er entspricht der Kontraktivitat des Zustandsvariablensy-
stems in einem invarianten linearen Raum im gewdhnlichen Sinne,
[Griepentrog and Mérz, 1986]. Aus der Sicht der Diskretisierungsverfahren
wurde ein Satz der Art “Kontraktivitéit plus algebraische Stabilitat impli-
zieren B-Stabilitét” fiir bestimmte IRK-Verfahren gezeigt (die so genannten
IRK(DAE)-Verfahren).

Ein erster Versuch fiir Index-2-Aufgaben wurde in [Hanke et al., 1998]
und [Hanke et al., 1998] unternommen. In diesen Arbeiten wurde der linea-
re Fall betrachtet und ein entsprechendes B-Stabilitédtsergebnis erzielt. Da-
bei musste man zusétzlich annehmen, dass die Unterrdume Si(t) und Ny(¢)
konstant sind. Im Kapitel 3 werden mit der Hilfe neuer Entkopplungsvarian-
ten die Ergebnisse von [Hanke et al., 1998] verbessert. Eine Erweiterung des
Kontraktivitatsbegriffes auf nicht-lineare Index-2-Aufgaben ist in [Mérz, 1998]
zu finden. Dieser Begriff kann als eine Weiterentwicklung von
[Hanke et al., 1998] und [Hanke et al., 1998] angesehen werden und schlieit
Gleichungen der Form (2.2) ein. Diese Kontraktivitétsnotion wird jetzt als
Ausgangspunkt der Darstellung verwendet. Die Definition, nach [Mérz, 1998],
lautet:

Definition 2.2.5 ([Mirz, 1998]) Man betrachtet eine Index-2-Gleichung der
Form (2.2) unter den Voraussetzungen von Abschnitt 2.1.2. Die Gleichung
(2.2) heifit kontraktiv in D C IR™, wenn ein Skalarprodukt (-,-)s und eine
Konstante ¢ > 0 existieren, so dass fir alle Vektoren (y1,x1,t), (Yo, x2,t) €
IR™ x D X [ty,00) mit
Qy1 = Qy2 =0,
A(z1, )yr + b(21,t) = A2z, t)y2 + b(22, 1) = 0,
Wiz, £) {(Wib)o (1, )y + (Wib)e(z1, 1)} = 0,
Wi(22,t) {(Wib)s (22, t)y2 + (Wib)¢(22, 1)} = 0,

die Ungleichung
(g1 — v, P(a1 — 22)) g < —¢[|P(1 — )l (2.24)
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qilt.

Bemerkung 2.2.6

1. Die Definition ist unabhéngig von der Wahl des Projektors P (sie-

he Lemma 2.2.9). Vom Projektor W ist die Definition ebenfalls un-
abhéngig. Die durch die sichtbare und versteckte Nebenbedingung de-
finierte Schnittmenge hingt nicht von W; ab.

. Die linearen Kontraktivitidtsdefinitionen in [Hanke et al., 1998] und

[Méarz and Rodriguez Santiesteban, 1999] sind in dieser Definition ent-
halten.

. In anderen Worten fordert diese Definition die Erfiillung von (2.24)

auf der Losungsmannigfaltigkeit M (t). Allerdings gehort eine appro-
ximierte Losung nicht zwangslaufig zu M;. Aus diesem Grund ist es
sinnvoll, Kontraktivitdt auf einer Obermenge von M; zu betrachten.

. Die Kontraktivitéat bezieht sich nur auf die P-Komponente von x. Diese

Tatsache hat ihren Ursprung in den Index-1-Aufgaben. Da definierte
man den Kontraktivitatsbegriff nach der Kontraktivitit der inhdrenten
Differentialgleichung fiir Px auf dem invarianten Unterraum im P. Fiir
den linearen homogenen Index-2-Fall gilt die gleiche Grundidee bis auf
die Tatsache, dass die inhédrente Differentialgleichung jetzt fir PPNz
auf dem invarianten Unterraum im PPN ist. Als gemeinsamen Nenner
kann man hier erkennen, dass die Kontraktivitat nur fiir die auf jeden
Fall differenzierbaren Komponenten der Losung verlangt wird. Demzu-
folge beziehen sich die resultierenden Aussagen ausschliellich auf diese
Komponenten.

In dieser Arbeit wird den letzten zwei Bemerkungen nachgegangen. Es wird
zunéchst die folgende Definition angestrebt:

Definition 2.2.7 Man betrachtet eine Differentialgleichung der Form

F@'(t),2(t),t) =0, te . (2.25)

Die Gleichung (2.25) heifit P-kontraktiv auf der Mannigfaltigkeit T'(t) C
My(t) C IR™, wenn ein Skalarprodukt (-,-) s und eine Konstante ¢ > 0 exi-
stieren, so dass fir alle Vektoren (yi,x1,t), (y2, z2,t) € IR™ X ['(t) x Sy mit

Qy1 = Qy2 =0,
f(yl,l’l,t) = f(yg,fﬂg,t) = 07
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wobet Q) ein konstanter Projektor auf N ist, die Ungleichung

(g1 — yo, P21 — ) g < —c|[P(w1 — 225, (2.26)
qilt.
Bemerkung 2.2.8

1. Fir eine gewohnliche Differentialgleichung gilt N = {0}. Demzufolge,
wenn ['(t) = My(t) = IR™, erhdlt man den Kontraktivitidtsbegriff aus
der GDGI-Theorie.

2. Es ist zu unterstreichen, dass nur Mannigfaltigkeiten Sinn machen, die
in My(t) enthalten sind. Die Erfiillung der Gleichung f(y,z,t) = 0
zwingt x, zumindest zu My(t) zu gehoren.

3. Diese Definition erinnert teilweise an die logarithmische Norm in
[Higueras and Celayeta, 1999] und [Celayeta, 1998]. In diesen Arbeiten
wird die logarithmische Norm in einem beliebigen “zuléssigen” Un-
terraum, der insbesondere der Losungsunterraum sein kann, betrach-
tet. Obwohl aus analytischer Sicht nur die Losungsmannigfaltigkeit von
Bedeutung ist, ist die Situation bei den numerischen Verfahren anders.
Wie man im Kapitel 3 sehen wird, liegt die numerische Losung fiir ein
Index-2-Problem in einem bestimmten Zeitpunkt ¢; nicht unbedingt
auf M (t;), aber immer auf My(t;). Deswegen ist es entscheidend, ob
Kontraktivitat aulerhalb von M (t) vorliegt.

An dieser Stelle soll eine Aussage, die in den Bemerkungen der Definition
2.2.5 erwahnt wurde, bewiesen werden.

Lemma 2.2.9 Die folgende Aussage ist unabhdngig von der Wahl des kon-
stanten Projektors Q): Es gibt eine symmetrische, positiv definite Matriz S
und eine Konstante ¢ > 0, so dass die Erfiillung von

Qy1 = Qy2 =0, (2.27)
Ay, t)yr + b(w1,t) = A(za,1)y2 + b(72,1) = 0,

mimmer
(y1 — Y2, P(21 — 32)) g < —c[|P(z1 — 22)|[ (2.28)

impliziert.
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Beweis: S ei die Aussage mit dem Projektorpaar P, @ giiltig, und auflerdem
seien P, @ ein auch mogliches Projektorpaar. Es wird angenommen, dass die
Bedingungen (2.27) fiir @ erfiillt sind. Man versucht, die Ungleichung (2.28)
fiir ein & > 0 und eine Matrix S abzuleiten.

Als Niéchstes definiert man 3? := Py; und y) := Py, dann gelten die
Gleichungen

QYY) = Qyy =0,
Az, 1)y + b(21,t) = A(2a, t)yS + b2, 1) = 0,

und auf Grund der Annahme beziiglich der Projektoren P, @) gilt

<y?—yg7P(f€1—$2)>S < —c||P(x1 — m)l5,
(9 — y9)"SP(x1 — m3) < —c(wy — 22) " PTSP(2y — 13),
(y1 — y2) " PTSP(21 — 12) < —c(xy — 22)" PTSP(1 — 29).

Zwischen den Projektoren P und P gilt die Beziechung
P=RPR'! R:=Q+P

Nach dem Einsetzen dieses Ausdrucks fiir P in die letzte Ungleichung erhélt
man

(y1 —yQ)TR_TPTRTSR?R_l (1’1 —172) S —C<l’1 —JIQ)TR_T?TRTSRPR_I (ZL’l —.TQ) .

Jetzt wird eine neue symmetrische positiv definite Matrix S := RTSR defi-
niert, und es folgt

<PR_1(y1 —y2), PR (2 — x2)>§ < —c H?R_l(:vl — xg)H;
<?(y1 - y2)7F(551 - 132)>§ < —c H?(Il - $2)H2§7
<yl - yz,ﬁ(ﬂfl - $2)>§ < —c Hﬁ(ml - ZU2)H2§,

und damit die Giiltigkeit mit dem Projektorpaar @, P.

Mit der Definition 2.2.7 ist man der dritten Bemerkung der Definition 2.2.5
entgegengekommen. Es soll sich nun der vierten Bemerkung zugewandt wer-
den.



Definition 2.2.10 Man betrachtet eine Differentialgleichung der Form
f(@' (), z(t),t) =0, te . (2.29)

Die Gleichung (2.25) heifit kontraktiv auf der Mannigfaltigkeit I'(t) C My(t) C
IR™, wenn ein Skalarprodukt (-,-)g und eine Konstante ¢ > 0 existieren, so
dass fiir alle Vektoren (y1,x1,t), (Yo, x2,t) € R™ X T'(t) x o mit

Qyr = Qy2 =0,
f(ylaxlat) = f(y27x27t) = 07
wobei ) der Orthoprojektor auf N in dem euklidischen Raum {IR™,(-,-)q}
ist, die Ungleichung
(Y1 — Yo, 1 — Do) g < —c oy — 9|3, (2.30)
qilt.
Bemerkung 2.2.11

1. Bei allen drei Kontraktivititsbegriffen unterscheidet man auch zwischen
den Fillen ¢ > 0 und ¢ = 0. Man spricht zum einen von starker, zum
anderen von schwacher Kontraktivitdt.

2. Esist im Moment nicht eindeutig geklirt, ob die Forderung nach einer
Kontraktivitdt fiir den ganzen Vektor x zu restriktiv ist. Zumindest be-
kommt man diesen Eindruck, wenn die Beispiele 3.0.8, 3.2.1 betrachtet
werden. Andererseits kann man mit der Definition 2.2.10, wie es in
den kommenden Seiten festgestellt wird, mehr erreichen.

Das folgende Beispiel veranschaulicht, welche Bedeutung die Betrachtung des
ganzen Vektors z in (2.30) hat.

Beispiel 2.2.12 Man betrachtet die Index-1-Gleichung

Bt = —a(t),

1o(t) = e*ri(t),
wobei die Losung durch

z1(t) = x1(tg)e”

I (t) = I (to)e(a_l)t
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gegeben ist.

Angesichts der Kontraktivitits-Definition aus [Griepentrog and Mdrz, 1986]
missen eine symmetrische positiv definite Matriz S und eine Konstante ¢ > 0
ezistieren, so dass die Gleichungen

v = —Z,
ry = ey,
Yo = 07

die Ungleichung

2

)

S

()6 )= 05 )

implizieren. Nimmt man zum Beispiel die euklidische Norm, dann folgt

2
Ny < —cry,

2 2
—x; < —cx,

was fir 0 < ¢ < 1 gilt. Demzufolge ist diese ADGI kontraktiv, ungeachtet
des asymptotischen Verhaltens der zweiten Komponente der Lisung. Diese
Komponente ist namlich exponentiell wachsend fiir o > 1.

Wenn man jetzt die Definition 2.2.10 fiir die Losungsmannigfaltigkeit be-
trachtet, dann muss man die Erfillung der Ungleichung

(8 ))<=l )

verlangen. Das bedeutet in der euklidischen Norm

2

S

Y11 S —C(ZL‘% + l’%),
—x? < —e(l+ ezat)a:?,
1 > c(1+e*).

Nun ist o von Bedeutung. Die letzte Ungleichung kann nur erfillt werden,
entweder wenn o < 0 (also die gesamte Lisung abfallend ist) oder wenn
¢ =0 (schwache Kontraktivitit).

Eine genauere Betrachtung der Index-1-Bedingung,

NnS(t) = {0},



liefert ebenso interessante Einblicke. Die relevanten Rdaume sind durch

Nz{Zz(?)E]RQ:zl:O},
2
S(t)={2’=<2>€R2221:e_atz2}’

gegeben. Offensichtlich besitzt die Gleichung den Tractability-Index-1, aber
wenn « > 1, also wenn xo wichst, nihern sich die Unterrdume N und S(t)
mit wachsendem t und es wichst die Norm von G7*(t).

Das folgende Theorem erfasst die Beziehung zwischen den Kontraktivitéts-
begriffen fiir Index-2-ADGIn der Form (2.21).

Theorem 2.2.13 Kontraktivitit aufT'(t) C My(t) impliziert P-Kontraktivitit

auf T'(t).

Beweis: E s geniigt zu zeigen, dass unter den Voraussetzungen der Definition
2.2.10 die Ungleichung (2.30) (2.24) fiir den Orthoprojektor P mit sich bringt.
Sei

(1 — Yo, 01 — Ta) g < —c |21 — 2|5

erfiillt. Wenn wir die Vektoren in die (-, -)¢s-orthogonalen Komponenten P
und @ zerlegen, folgt

—c(|P(21 — ) [[5 + |Q(21 — 22) %)
—c||[P(xy — 22) |5 -

(P(y1 — y2), P(x1 — 5’32)>s
(y1 — Y2, P(l"l - 552))5

Bemerkung 2.2.14

1. Dass die Umkehrung dieses Theorems nicht gilt, zeigt das Beispiel
2.2.12.

2. Das Theorem sagt aus, dass (2.30) eine stérkere Anforderung als (2.24)
an die Gleichung stellt.
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Wie aus der gewohnlichen Differentialgleichungstheorie bekannt, ist eine der
wichtigsten Eigenschaften einer kontraktiven Gleichung der exponentielle Ab-
fall des Abstandes zwei beliebiger Losungen. Eine dhnliche Aussage ist mit
der Definition 2.2.10 auch fiir ADGIn giiltig.

Theorem 2.2.15 Sei eine ADGI der Form (2.2) im starken Sinne kontraktiv
auf einer invarianten Mannigfaltigkeit T'(t) C My(t) und x1(-), x2(:) zwei
Lésungen, die in I'(t) enthalten sind. Dann gilt

1P (t) — a())lls < 1P(to) = alto)) >0, vt >t
Jim Qa1 (t) — ()5 = 0.

Beweis: M an definiert die Skalarfunktion

alt) = || P(z1(t) — 22(t)) |5 = (P(a1(t) — 22(t)), P(z1(t) — 22(1))) g,

und als Nachstes differenziert man diese Funktion:

o' (t) = 2((Px1)'(t) — (Px2) (1), P(z1(t) — 22(t))) 5 -
Man fithrt die Notation
vit) = (Px)(t)
ya(t) = (Pxo)'(t)

ein und erhélt
o (t) = 2{(pa(t) — y2(t)), P(21(t) — 22(1))) 5 -
Die Vektoren y;(t) und y»(t) erfiillen offensichtlich die Bedingung
Qui(t) = Qya(t) = 0.

AuBlerdem sind x;(+), z2(-) Losungen der ADGI und gehéren zu I'(¢). Deswe-
gen sind die Ungleichung (2.30) und demzufolge auch

(1(t) = ya(t), Pz (t) — 2a(1))) g < —c||P(a1(t) — z2(t)) |5 .

giiltig. Man erhélt dann

—2¢||P(21(t) — zo(t))||%,
—2ca(t).

IN N
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Nun braucht man nur Peanos Lemma auf diese Differentialungleichung an-

zuwenden und es folgt
a(t) < afty)e 2t

Schliellich benutzt man fiir die zweite Aussage die Ungleichung

() = ya(t), P(21() = 22(t))) g < —cllQa1(t) = 22())lls

woraus folgt
o(t) < 2 Qa(t) ~ma()Is <0,
at) —alty) < —2¢ [ [[Q(r) — aa(r) s dr <.

Die letzte Ungleichung impliziert, dass das Integral

|10 (7) = o) dr

0

konvergiert, und damit ist zwanglaufig die zweite Aussage giiltig.
Bemerkung 2.2.16

1. Dieses Theorem, dass die Losungen in der P-Komponente exponentiell
asymptotisch stabil und in der Q-Komponente asymptotisch stabil sind.

2. Wenn statt Kontraktivitit P-Kontraktivitdt angenommen wird, dann
kann man nur die exponentielle asymptotische Stabilitdt der P-
Komponente beweisen. In diesem Falle kann aulerdem schwache P-
Kontraktivitdt vorausgesetzt werden. Der Fakt ¢ > 0 wird im Beweis
nur fiir die Aussage der Q-Komponente gebraucht.

3. Wie schon gezeigt wurde, ist die Definition 2.2.10 restriktiver als die
Definiton 2.2.7. Aber mit diesem Ergebnis wird deutlich, dass man in
manchen Féllen aus der restriktiveren Bedingung (2.30) Vorteile ziehen
kann.

4. Eine Aussage fiir die )-Komponente der Losung, wenn ausschliellich
die Ungleichung (2.24) gilt, kann auch bei den linearen Aufgaben er-
zielt werden, wenn der Projektor auf den Losungsraum beschréankt ist,
[Griepentrog and Marz, 1986], [Hanke et al., 1998],
[Mérz and Rodriguez Santiesteban, 1999].



2.3 Stabilitat im diskreten Fall

In diesem Abschnitt wird einen Stabilitatsbegriff fiir Diskretisierungsverfah-
ren im ADGIn-Kontext eingefithrt. Aus der gewchnlichen Differentialglei-
chungstheorie  kennt man mehrere numerische Stabilitdtsbegriffe,
[Hairer et al., 1987], [Dekker and Verwer, 1984]. Die A-Stabilitdt und ihre
Verallgemeinerung auf nicht-lineare Systeme, die B-Stabilitét, sind womoglich
dabei die allerwichtigsten.

Das A-Stabilitédtskonzept fiir ADGIn ist ebenfalls in der Fachliteratur zu
finden, [Griepentrog and Mérz, 1986], [Wensch et al., 1995]. Die Schwierig-
keiten bestehen im Wesentlichen darin, eine sinnvolle Testproblemklasse zu
definieren, die in der ADGIn-Theorie die Rolle der Gleichung

2'(t) = Bx(t)

iibernehmen soll. Beispielsweise erweist sich die Betrachtung der Testglei-
chung
Az'(t) + Bx(t) =0 (2.31)

als nicht ausreichend. Wie aus dem Beispiel 1.0.1 und [Hanke et al., 1998]
hervorgeht, ist die Stabilitdt eines impliziten Euler-Verfahrens fiir (2.31) fir
Aufgaben mit variablen Koeffizienten irrelevant. Wie in Kapitel 3 ersichtlich
wird, sind letztere qualitativ komplexer als die Gleichungen mit konstanten
Koeffizienten.

Dennoch stellen die (P-)kontraktiven nicht-linearen ADGIn der Art (2.2)
eine Klasse von Aufgaben dar, die als Testklasse sinnvoll ist und den Weg
fiir B-stabilitdtsahnliche Konzepte 6ffnet.

Analog zum Abschnitt 2.2.2 sollen in dem diskreten Fall zwei Kontrakti-
vitdatskonzepte betrachtet werden.

37

Definition 2.3.1 Die Anwendung eines Einschrittverfahrens x;11 = ®(x;,;, h;)

auf eine Differentialgleichung (ADGI oder gewdhnliche Differentialgleichung)
heifst P-kontraktiv, wenn eine Norm ||-|| 4 existiert, so dass die Ungleichung

(1) (2) (1) (2

|Pahy = Pafl| < |[Paj” — P
fiir konsistente Anfangswerte x(()l), x(()2) und ¥j > 0, erfillt ist. Wenn aufler-
dem die Ungleichung

Jorts — @a] < Ky P,



wobei K eine positive Konstante ist, gilt, dann nennt man die Verfahrensan-
wendung kontraktiv.

Bemerkung 2.3.2 Die Verwandtschaft mit dem B-Stabilitditsbegriff von
[Griepentrog and Mdarz, 1986], [Hanke et al., 1998] und
[Mirz and Rodriguez Santiesteban, 1999] ist nicht zu ibersehen. Der Unter-
schied besteht darin, dass, statt die Kontraktion des Verfahrens fir alle kon-
traktiven Gleichungen zu fordern, Kontraktion bezogen auf die Anwendung
des Verfahrens bei einer bestimmten Aufgabe verlangt wird.

Als Abschluss fiir dieses Kapitel soll eine Aussage bewiesen werden, die in den
kommenden Kapiteln eine zentrale Rolle spielen wird. Die Aussage bezieht
sich auf die oben genannten impliziten Runge-Kutta-DAE-Verfahren.

Ein implizites Runge-Kutta-Verfahren kann folgendermaflen fiir die ADGI
(2.11) realisiert werden, [Petzold, 1986]: Seien auf dem Intervall & ein Gitter
t; = t;1+ h, I > 1, und eine Approximation z; ; fiir z(¢,_;) vorgegeben.
Eine Approximation z; fiir die Losung in dem Punkt ¢; folgt dann nach dem
s-stufigen Runge-Kutta-Schema

c| A,
B

mit A, als die Matrix () ;;, 8 = (B1,...,8;) und ¢ = (cy,. .. ,cs)T,
durch .
Ty =T;_1+ hZﬁle/l, (232)
i=1

wobei die Vektoren Xj;, Xj; das Gleichungssystem
A(Xli, tli)Xl/z‘ + b(Xli, tli) = 0,2=1,...,s, (233)
Xli = xl,1+hZ(X¢le/j, 1= 1,...,8, (234)

=1
tu = ti-1+ch,

erfiillen.

Eine hinreichende Bedingung, damit die Gleichungen (2.33), (2.34) die
Unbekannten Xj;, Xj; eindeutig bestimmen, ist die Regularitat der Matrix
A,, [Macana, 1993]. Es wird im Weiteren die Erfiillung dieser Bedingung
angenommen werden.
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Sei A, = Aj! = (4j)f,, und p == 1 — 35, 3%, Bidy;. Das IRK-
Verfahren kann dann folgendermaflen umgeschrieben werden:

xr, = prj—1 —+ Z Z ﬁidz’lej7 (235)

i=1j=1

Ali Z dij<le - xl—l) + hbh = O, 1= 1, ey S (236)

j=1
Hier wurden die Bezeichnungen Aj; := A(Xy;.t;;) und by; := b(X};, t;;) benutzt.
Bemerkenswert ist, dass auf Grund von (2.36) alle Stufen Xj; auf der Man-

nigfaltigkeit My (t;;) liegen. Wenn das Verfahren ein so genanntes IRK(DAE)
ist, also wenn

/Bi:asi> i:17"‘787 Cs:17
dann ist p = 0, t;s = t; und folglich z; = Xj,. So gehort die Approximation fiir
die Losung auch zu My(t;). Aus diesem Grund sind die IRK(DAE)-Verfahren
(in der gewohnlichen Differentialgleichungstheorie als “stiffly accurate” be-
kannt, [Hairer et al., 1987]) fiir ADGI besonders geeignet.

Bevor die erwiahnte Aussage formuliert wird, benétigt man noch das Kon-
zept der algebraischen Stabilitét.

Definition 2.3.3 ([Hairer et al., 1987]) Ein Runge-Kutta-Verfahren heift
algebraisch stabil, wenn die folgenden Bedingungen erfillt sind:

1. 3; >0, firi=1,...,s
2. Die Matrix (my;) = (Bicu; + Bjoyi — [if;) ist positiv semi definit.

Bemerkung 2.3.4 Sehr wichtige Vertreter dieser Verfahren sind die Gauf-,
Radau-1A-, Radau-11A- und  Lobatto-111C-Runge-Kutta- Verfahren,
[Hairer et al., 1987]. Allerdings sind davon nur die Radau-I1IA-Verfahren auch
IRK(DAE).

Theorem 2.3.5 Sei ;.1 = ®(xy,t;,hy) ein algebraisch stabiles IRK(DAE),
mit Bs > 0. Seine Anwendung auf die AWA

A(z(), )7’ (1) + b(a(t),t) = 0,t€ Sy (2.37)

x(ty) = o,
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ist (P-)kontraktiv (wobei es sich bei xq um einen konsistenten Anfangswert
handelt), wenn

1. die Gleichung (2.37) (P-)kontraktiv auf einer Mannigfaltigkeit I'(t) C
My(t) ist und

2. die Stufen X; des Verfahrens immer zu T'(t;;) gehéren.

Beweis: D er Beweis verlauft nach dem klassischen Schema. Es wird
zuerst die Kontraktivitéit fiir die P-Komponente der Losung gezeigt. Man
betrachtet die Differenzen

Az = :cl(l) - :cl(z),
AXy = Xz(z‘l) - z(¢2)a

Aus (2.32) und (2.34) folgt fiir diese Differenzen
PA.’L'[ = PA(’El,l —FhZﬁZPAXl/Z,
=1

j=1

Als Néchstes wird das Quadrat der Norm von PAx;,; genommen,

1PAZ|[§ = | PAz 1 [[§+20 " Bi (PAX, PAz 1) o+1* Y- Y B8 ( PAX, PAX],)
i=1 =1 j=1

und man setzt den Ausdruck fiir PAz;, der sich aus (2.38) ergibt, in die

letzte Gleichung ein:

1PAz|[% = ||[PAz_1[|[54+2h > B (PAX], PAXy)g—h* > 3" mi; (PAX, PAX]))

i=1 i=1j5=1

g°

Da die Stufen Xj; zu der Mannigfaltigkeit I'(¢;;) gehoren und Kontraktivitét
von (2.37) auf dieser Mannigfaltigkeit vorliegt, gilt, dass

(PAX},, PAX;;)g <0, Vi.
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Durch die algebraische Stabilitdt des Verfahrens ist der zweite und dritte
Term in dem Ausdruck von ||[PAz|% kleiner oder gleich Null, und somit
folgt die Ungleichung

|PAz||5 < ||PAz |5

Die Ungleichung

IPAzs < [|PAzallg + 20" B (PAX, PAXy)

i=1

< ||PAz| + 208, (PAX}, PAX);

ist ebenfalls giiltig und stellt den Ausgangspunkt fiir den Beweis der Q-
Komponente dar. Die Kontraktivitdt der ADGI bringt auch
(PAX]

lsy

PAXi5)g < —c HQAXISHZ'
mit sich und die zwei letzten Ungleichungen zusammen ergeben

|PAz|| e < ||[PAzi1| — 2heBs |QAX[5
2hefs [|QAX s < ||PAz e,

QAL |g = |QRAX|ls < [PAz| -

1
V2he,

Bemerkung 2.3.6

1. Dieses Theorem hétte man noch allgemeiner, ndmlich fiir eine Diffe-
rentialgleichung der Art (2.25), formulieren kénnen. Die Aussagen fiir
gewohnliche Differentialgleichungen sind Sonderfélle dieses allgemeinen
Theorems.

2. Wie aus dem Beweis hervorgeht, geniigt fiir die P-Kontraktivitat des
IRK(DAE) die schwache (P-)Kontraktivitat der ADGI auf I'(¢).

3. Dieses Ergebnis ist natiirlich nur fiir theoretische Untersuchungen von
Bedeutung. Die Bedingungen sind im Allgemeinen sehr schwer zu iiberpriifen.
Allerdings kann Theorem 2.3.5 als Werkzeug fiir die Untersuchung von
bestimmten Klassen von Aufgaben verwendet werden. In den Kapiteln
3 und 4 wird jeweils eine Anwendung dieses Theorems vorgestellt.



Korollar 2.3.7 Die algebraisch stabilen IRK(DAE) sind (P-)kontraktiv fir
die Klasse der Index-2-ADGIn, die auf der Mannigfaltigkeit My(t) (schwach
P-)kontraktiv sind.

Beweis: U m das Theorem 2.3.5 anzuwenden, ist es nur noch notwendig, dass
alle Stufen des Verfahrens zu My(t;;) gehoren. Dieser Fakt folgt unmittelbar
aus der Gleichung (2.36).
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Kapitel 3

Stabilitidtserhaltungsfille

Das Theorem 2.3.5 des vorhergehenden Kapitels stellt allgemeine Bedingun-
gen, damit bestimmte IRK-Verfahren (P-)kontraktiv sind. In diesem Kapitel
werden verschiedene Fille untersucht, in denen allgemeine Runge-Kutta- und
BDF-Verfahren eine bestimmte Kommutativitétsregel erfiillen. Die Grundi-
dee der Analyse kann wie im Diagramm 3.1 dargestellt werden.

Index-2-ADGI . — Index-2-AAGI
Diskretisierung
I ndex-Reduktions-{Transformation Index-Reduktions-{Transformation
Index<2-ADGI Diskretisierung Index<2-A AG

Abbildung 3.1: Kommutativitdt zwischen einer Index-Reduktions-
Transformation und einer Diskretisierung

Der Term AAGI steht fiir eine diskretisierte ADGI. Das Diagramm re-
préasentiert die Kommutativitdt der Operationen Diskretisierung und IRT
(Index-Reduktions-Transformation). Wenn es gilt, kann man davon ausge-
hen, dass sich die Diskretisierung der Index-2-ADGI genau so wie bei der
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Indexj2-ADGI verhélt. Als IRT werden zwei Moglichkeiten betrachtet: zum
einen die Index-Reduktion durch Differentiation und zum anderen die Ent-
kopplungstechniken. Im ersten Fall ergibt sich eine Index-1-Gleichung, die
unter den Voraussetzungen dieser Arbeit eine fithrende Matrix mit konstan-
tem Nullraum N besitzt. Damit verhélt sich die Anwendung eines Diskretisie-
rungsverfahrens  wie  fiir eine  gewohnliche  Differentialgleichung,
[Griepentrog and Mérz, 1986]. Im zweiten Fall folgt aus der IRT, unter an-
derem, eine gewohnliche Differentialgleichung. Als mogliche Diskretisierung
werden IRK-Verfahren, insbesondere IRK(DAE), und BDF-Verfahren in der
Analyse betrachtet. Als Nebenprodukt dieser Untersuchung féllt eine kon-
krete Anwendung von Theorem 2.3.5 auf Modelle der Schaltkreissimulation
ab.

Die oben genannte Kommutativitétsregel als Untersuchungmethode wur-
de bereits in [Hanke et al., 1998] angewandt. Aus dieser Arbeit geht hervor,
dass eine hinreichende Bedingung, damit die numerischen Verfahren fiir linea-
re ADGI aus der Stabilitétssicht sich wie fiir GDGI verhalten, Qill’ (t) = 0 ist.
Die Bedingung von [Hanke et al., 1998] ist aus der Sicht der Anwendungen in
gewissem Mafle restriktiv. In vielen Modellen aus der Schaltkreissimulation
und der mechanischen Systeme ist diese geforderte Bedingung beispielsweise
nicht erfiillt.

Auf der Basis numerischer Experimente ist festgestellt worden, dass die
bekannten numerischen Verfahren Stabilitdtsprobleme bei manchen Aufga-
ben aufweisen, [Hanke et al., 1998], [Wensch et al., 1995]. Im ersten der zi-
tierten Artikel ist folgendes Beispiel zu finden:

Beispiel 3.0.8

oy |+ | nt(l—nmt)—m X —nt xe | =0,t>0.
0 1—nt 1 0 T3

Es handelt sich um ein Indez-2-Hessenberg-System wie das Beispiel 2.1.9,
wobetr die Regularitit der Matriz

By B = 1-nt 1)(_‘%):-1

fiir alle t garantiert ist. Die allgemeine Lésung ist durch
zi(t) = x:(0)e™,
z2(t) = (nt — Dz (1),
z3(t) = —(nt — (1),
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gegeben.
Die Losungsmannigfaltigkeit fiir diese Gleichung ist

Z1
Mit)={z2€R:2=| (nt—1)z ,
(1 —nt)z

und der Raum S, (t) ist hier
Si(t) = {z EIR?: (1 —nt)zy + 20 = O}.

Offensichtlich ist die Lisung exponentiell asymptotisch stabil im Lyapu-
novschen Sinne, wenn X\ > 0 ist. Nunmehr liegt bei diesem Problem Kontrak-
tivitdt auf der Losungsmannigfaltigkeit vor. Man betrachtet das euklidische
Skalarprodukt und einen Vektor (y,x,t), der zu M(t) gehort und die Glei-
chungen

Y1 = —Ar1+ 29+ 23,

yo = [n—nt(l—nt)]zr — Aza + ntws,
0 = (1—nt)zy + o,

ys = 0

erfillt. Die linke Seite der Kontraktivitdtsbedingung ist dann
(y, )y = =25 + 2129 + 123 + [ — (1 — nt)] 21202 — AT5 + ntaoxs.
Man nutzt jetzt die Bedingung x € M, (t) und setzt

xe = (nt — 1)z,
xg = —(nt — 1)z,

in den Ausdruck fir das Skalarprodukt ein. Es folgt
(y, )y = |[=A+n(nt — 1) = (gt — 1)*] 2.

Aus diesem Ausdruck kann man erkennen, dass (y,x),, fir X > 0 und t
hinreichend grofs, negativ ist (es liegt schwache Kontraktivitit vor). Diese
Tatsache reicht, um die Kontraktivitit eines algebraisch stabilen IRK(DAE)-
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Verfahrens zumindest in der P-Komponente fiir t hinreichend grofy zu garan-
tieren, wenn die Verfahrensstufen zu My gehdren, siehe Beweis von Theorem
2.3.5.

Weiterhin ist die Aufgabe stark kontraktiv auf Mi(t), wenn n = —\. In
diesem Fall folgt fiir das Skalarprodukt

ol = =t = Jad = Sad ot~ e
= -7 — /2\933 - §x§ Ra/ESER
— A2+ ;xg + ;xg +212)
= =Xz, 2)g=—A ||x’|?97

wobei die symmetrische positiv definite Matriz S als

S:

ON|= =
O NN~
vk O O

definiert ist. Jetzt folgt wegen der Aquivalenz der Normen in IR® die Kon-
traktivititsungleichung

2
(Y, 2)y < =27 |1zl

Andererseits stellt die Anwendung des impliziten FEuler-Verfahrens auf
dieses Problem die Lisung folgenden linearen Systems in jedem Schritt dar:

1+ hA —h —h 1,41 Ty
h(ntiyi(1 —ntipr) —n) 1+hX —hntig Toip1 | = | 22,4
L —=ntin 1 0 T3441 0

Aus diesem System folgt fiir die erste Komponente der Lisung die Rekursion

1+ hn

T1i41 =
und fiir die Kontraktivitiat des Verfahrens in dieser Komponente erhdlt man
die Bedingung

14 hn -
1+ h(n+ N '
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Diese Bedingung kann fir n < 0 verletzt werden, insbesondere fiir n = —A,
obwohl in diesem Fall Kontraktivitat auf M, (t) vorliegt. Aus dieser Tatsache
kann man schlieflen, dass Kontraktivitit auf der Mannigfaltigkeit Mo(t) nicht
vorhanden ist, Theorem 2.3.5.

Die numerischen FErgebnisse dieses Verfahrens fiir die Komponente x1,
h = 0.1 und verschiedene Werte von A\ und n sind in der Abbildung 3.2 zu
sehen.

Log| % (10) |

Abbildung 3.2: Approximierte Losung durch das implizite Euler-Verfahren
fiir das Beispiel 3.0.8. Die Grafik stellt den Betrag von x1(10) fiir den Dis-
kretisierungsschritt A = 0.1 und verschiedene Werte von A und 7 dar.

Weiterhin ist der Fakt anzumerken, dass die in [Hanke et al., 1998] ge-
fundene Bedingung (Qi,ll = 0) im vorherigen Beispiel nicht erfillt ist.

3.1 Entkopplung einer ADGI

In dieser Sektion wird ein sehr wichtiges Werkzeug fiir die Untersuchung
Index-2-ADGIn entwickelt. Die hier eingefithrten Techniken sind etwas spe-
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zifischer und gezielter als jene, die man normalerweise in der Fachliteratur fin-
det, [Mérz, 1997], [Hanke et al., 1998], [Tischendorf, 1996]. Der Vorteil die-
ser verfeinerten Vorgehensweise liegt darin, dass mit ihrer Hilfe Ergebnisse
beziiglich der Losungsexistenz und insbesondere der Kommutativitit zwi-
schen Entkopplung und Diskretisierung verbessert werden konnen.

Es wird in diesem Abschnitt eine quasilineare Index-2-ADGI der Form

AW (Pz)(t) + b(z(t),t) =0 teS, (3.1)

betrachtet, die die Glattheitsvoraussetzungen aus Kapitel 2 erfiillt. Aus die-
sem Kapitel wird ebenfalls die Definition der relevanten Unterrdume und
Projektoren ldngs einer Losung iibernommen.

Fiir die neuen Index-2-Entkopplungsmethoden braucht man zunéchst die
folgende Definition:

Definition 3.1.1 Ein Unterraum K (t) von IR™ wird ein entkoppelndes Kom-
plement zu N1(t) genannt, wenn die Bedingungen

1. K(t) D N,

2. K(t)N Ny(t) = {0},

3. K(t)® N1(t) = R™,
fiir alle t € & erfiillt sind.

Bemerkung 3.1.2 Fin entkoppelndes Komplement zu Ny (t) existiert im Index-
2-Fall immer, weil NNNy(t) = {0} (N C Si(t)) ist. Nunmehr ist Sy(t) selbst
ein Beispiel dafiir.

Im Weiteren wird ausschlieSlich mit Projektoren Q% (t) := Pr(Ni(t), K(t))
léngs eines entkoppelnden Komplementraumes gearbeitet. Der in der Fachli-
teratur als kanonisch bezeichnete Projektor ist ein Beispiel dafiir (Q3(t)).

Er ist der IR™-Zerlegung
IR™ = Ny(t) ® Si(1),

zugeordnet und projiziert auf Ny (t) langs Sy (t).
Wenn man erneut das Lemma A.14 von [Griepentrog and Mérz, 1986]
verwendet, folgt die Darstellung

QR (1) = Q, (1) Go (1) Bi(1),



fiir den kanonischen Projektor.

Mit dem kanonischen Projektor 148t sich eine relativ einfache Entkopp-
lung erreichen ([Mérz, 1992]), jedoch erméglichen die Entkopplungen mittels
anderer Projektoren, sowohl Losbarkeitsaussagen unter schwécheren Glatt-
heitsvoraussetzungen zu treffen, [Méarz and Rodriguez Santiesteban, 1999], als
auch neue Einblicke in das Verhalten numerischer Verfahren fiir Index-2-
ADGIn zu gewinnen.

3.1.1 Linerare Index-2-Entkopplungen
In diesem Abschnitt wird der lineare Fall von (3.1) betrachtet:

A(t)(Pz)'(t)+ B(t)z(t) = q(t). teS. (3.2)
Auflerdem wird vorausgesetzt:
Bedingung 3.1.3 Es gibt eine stetig differenzierbare Basis von Ni(t).

Was bedeutet diese Bedingung zum Beispiel fiir ein Hessenberg-System? In
diesem Fall, siehe Beispiel 2.1.9, ist N;(¢) durch

Ny(t) = {( “ ) €R™: z = —812(t)z2}

Z9

gegeben. Die Bedingung 3.1.3 fordert dann die Differenzierbarkeit von Bis(t).

In der Fachliteratur wird zumeist die Entkopplung mit Hilfe des kanoni-
schen  Projektors %.(t)  durchgefiihrt, —[Mérz, 1992],  [Mérz, 1989],
[Tischendorf, 1996], [Hanke et al., 1998]. Wie in diesen Arbeiten bendotigt
man die Differenzierbarkeit des verwendeten Projektors beziehungsweise Pro-
jektionen dessen. Solch eine Voraussetzung bedeutet, dass auerdem S;(t)
glatt sein muss. Wenn man erneut den Hessenberg-Fall betrachtet, heifit es,
dass Bs(t) ebenfalls differenzierbar sein muss.

Die Entkopplungsvariante mit dem kanonischen Projektor hat den Vor-
teil, dass das entkoppelte System etwas einfacher ist. Ein Nachteil ist aller-
dings, dass man Freiheit ”verschenkt”. Um diese Idee etwas zu erldutern, soll
die im Index-2-Fall vorhandene IR™-Zerlegung

R™ = Ni(t) ® S, (t) (3.3)

betrachtet werden. Der kanonische Projektor Q}q\}l (t) entspricht dieser Zerle-
gung und deswegen spiegelt er die Verdnderung dieser beiden Raume wider.



Aber wie in diesem Kapitel gezeigt wird, kann man das System mit Pro-
jektoren entkoppeln, die nur an einen der Réume N;(t) oder S;(t) gebun-
den sind. Diese Trennung der entkoppelnden Projektoren von jeweils einem
der Rdume macht die Prozedur technisch aufwéndiger, aber man wird mit
starkeren Aussagen belohnt. Konkret wird man in der Lage sein, die nu-
merischen asymptotischen Stabilitétsergebnisse von [Hanke et al., 1998] zu
verbessern.

Der Ansatz wird folgendermaflen realisiert: Unter der Bedingung 3.1.3
kann man einen differenzierbaren Projektor QY (t) auf N;(t) lings eines ent-
koppelnden Komplementsraumes K (t) finden. Sei Py (t) := I — Q% (¢).

Fiir die Entkopplung werden die folgenden Ausdriicke eingefiihrt:

GyxA = GoGiP=GyGoxPR'P = PP,
GyxBr = Gy BPPR'z+ Gy BPQN ©+ G5 BQx,
= Gy BPPY'x + G35 Go QN v+ G35 G1Qu,
Gy BPPR 'z + QN x + Qu.

Durch eine Skalierung von (3.2) mit G5 (t) folgt dann
Pg'P(Pz) + Gy BPP s + QN7 + Qz = G5 q. (3.4)

An dieser Stelle definiert man wie in [Tischendorf, 1996] die Hilfsprojekto-
ren T'(t) und U(t) := I — T(t), wobei T'(t) auf im (Q(t)QX, (t)) projiziert.
Man kann die Entkopplungen ohne diese Projektoren durchfiihren, jedoch
miissen, wenn man diese Prozedur fiir nicht-lineare Probleme verwendet, re-
striktivere strukturelle Bedingungen vorausgesetzt werden, [Mérz, 1995]. In
[Tischendorf, 1996] wurde mit dem kanonischen Projektor gearbeitet. Es sol-
len hier unter den gleichen Voraussetzungen zwei Verallgemeinerungen davon
vorgestellt werden.

Der Raum im (Q(t)Q%¥, (t)) ist nichts anderes als N N S(¢), unabhéngig
von der Wahl von QF, (¢), [Tischendorf, 1996]. Weiterhin sind TQ, UQ, UQ+
PQ%1 und TQP[](V ' auch Projektoren, und man kann die Einheitsmatrix wie
folgt zerlegen:

I =PPY + PQX +UQ+TQ.

Durch die Multiplikation von (3.4) mit PP, TQPR" und PQY +UQ erhilt
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man
PP (Px) + PP Gy BPPY'x = PPR'G;iq, (3.5)
—QQN, (Pz) + TQP G5 BPP'x + TQx = TQP{'Gyiq,  (3.6)
(UQ + PQX,)GoxBPPY'z + (UQ + PQX)x = (UQ+ PQX,)G54a.,7)

was den Grundstein fiir die verschiedenen Entkopplungen darstellt. Das Sy-
stem (3.5)-(3.7) ist dquivalent zu (3.4), weil die Identitét

[=PPY' + TQPY + (UQ + Q¥ )(UQ + PQE.)

gilt.
Bis jetzt wurde den Ideen von [Tischendorf, 1996] bis auf die Verwendung
eines allgemeinen Projektors Q% (t), der nur an Ny (t) gebunden ist, gefolgt.

Entkopplung mit einem Projektor auf N;(¢)

Man berechnet zunéchst

PP} (Pz) = PP (PPY'z+ PQX,x) = PP (PP} x) + PP (PQX x)
= (PPg'z) — (PPg")PPg'z — (PP) PQY,x,

und definiert u(t) := PP (t)z(t), y(t) = (U®#)Q + PQX (t))z(t) und

w(t) := T(t)Qxz(t). Da angenommen wurde, dass der Projektor Q% (t) stetig
differenzierbar ist, kann (3.5)-(3.7) folgendermaflien transformiert werden:

u' — (PP (u + Py) + PP G;}{Bu = PPéVlGi}{q, (3.8)
—QQN, (Py) + (QQN,)u+ TQPY Gz_}cBu +w = TQPY Gz_}d], (3.9)
y+ (UQ+ PQX,)GrxBiu = (UQ+ PQY,)GEMD)

Von (3.10) erhélt man y, nach Einsetzen von y in (3.8) resultiert eine GDGL
fiir u, die unter den Voraussetzungen losbar ist. Zum Schluss, falls

PQJI\?1 Gi}(q und PQJS&I

stetig differenzierbar sind, bekommt man w aus (3.9). Vorausgesetzt, dass
die so gerechneten Funktionen u, y und w jeweils zu den Rdumen im PPIfl,

im (UQ + PQY,) und im T'Q gehoren, kann die Losung z(t) als

w(t) = u(t) + y(t) + w(?)
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gebildet werden. Aus (3.10), (3.9) geht hervor, dass sowohl y als auch w in
den laut Raumzerlegung geforderten Rdumen liegen. Fiir u stellt sich die
Frage, ob im (PPg') ein invarianter Raum fiir (3.8) ist. Sei u eine Losung
von (3.8), die an einem Punkt t, € & die Bedingung u(ty) = PP (to)u(to)
erfiillt. Man definiert s(¢) := (I — PPR"(t))u(t). Eine Ableitung von s liefert

s = —(PPYYu+ (I — PP
= —(PPYu+ (I — PPY) (PP (u+ Py) — PPY Gy Bu + PP Gy i
= —(PPY"Yu+ (I — PPY") (PP (u+ Py)
= —(PPYYu+ (PPY"YPPY'u+ (I — PP (PPY) Py
= —(PPR")'(I = PPZ"yu+ (I — PPR")(PPR") PQy, Gy ic(q — Bu)
= —(PPg")'s,

also erfiillt s die Anfangswertaufgabe

S(t) = —(PPg'(1)s(t), tes,
S(to) = O,

woraus folgt, dass s(t) =0 = u(t) € im (PPR"(t)) fiir alle ¢.

Aus der Entkopplung (3.8)-(3.10) kann man die drei wesentlichen Kom-
ponenten eines Index-2-Systems erkennen: die durch eine inhérente Diffe-
rentialgleichung bestimmte, die rein algebraische und jene Komponente, die
eine Differentiation benotigt. Die durch eine Differentiation bestimmte Kom-
ponente stellt einen qualitativen Unterschied zu den Index-1-Problemen dar,
[Griepentrog and Mérz, 1986], und kennzeichnet Index-2-Aufgaben als schlecht
gestellt, wenn nur stetige Stérungen betrachtet werden. Dieser Fakt motivier-
te die Anwendung von Regularisierungsansétzen auf ADGIn mit héherem In-
dex, [Hanke, 1991], [Hanke, 1992], [Hanke, 1994],
[O’malley and Kalachev, 1994], [Kalachev and O’malley, 1996],
[Ascher and Lin, 1993].

Bemerkung 3.1.4 Die Entkopplung von [Tischendorf, 1996] ist ein Son-
derfall von (3.8)-(3.10): Wenn QY kanonisch gewdhlt wird, verschwindet der
Term PQ%G;%BU in (3.10) und man erhdlt die Gleichungen aus
[Tischendorf, 1996].



Theorem 3.1.5 Man betrachtet die Anfangswertaufgabe

A(t)(Px)'(t) + B(t)x(t) = q(t), t€So:=[to,00) CSY, (3.11)
P(to) PR (to)(z(to) — 2°) =0, 2° € R™,
wobei q € {p € C(S,R™) : PQX, Gy xp € C\(S, ]Rm)} Seien Ny (t) und Sy(t)

stetig differenzierbar.
e Dann ist (3.11) eindeutig l5sbar in Ci (o, R™).
e Fulls die homogene Gleichung betrachtet wird, gilt fiir thre Losung
2(t) = Paa(t)u(t), (3.12)
mat
Pot(t) = (I = (QQ3)'(t) — QP3(1)God, (1) B(t)) PPE! (1).

P,y (t) ist ein Projektor auf den Losungsraum der homogenen Gleichung
lings N & Ny(t).

Beweis: D a Ni(t) und S)(t) stetig differenzierbar sind, kann man C’-
Projektoren QY (t) auf Ny(t) lings einem entkoppelnden Komplementsraum
K(t) und QY. (¢) wihlen. Fiir die Gleichung (3.11) kann man nun die Ent-
kopplung (3.8)-(3.10) realisieren und die AWA fiir die u-Komponente, mit
dem Anfangswert u(ty) = PPR (to)z°, ist eindeutig 16sbar. Dies beweist die
erste Aussage.

Nun betrachtet man den homogenen Fall (¢ = 0) und QR (¢) als den
kanonischen Projektor in (3.8)-(3.10). Aus der Entkopplung ergibt sich

y(t) = —U®Q(t)Gas, () Bi(t)u(t),
w(t) = —(QON,) ()ult) — T()Q(t) s ()G, () B(t)u(t),

woraus folgt

o(t) = u(t) = UMQ)GS ()Bi(tu(t) — (QQR) (tult) — T()Q)PE (1)
x Gy, () B(t)u(t)
= (I-(Qu)® -
= Po(t)u(t).

Q)P (1)Gak, (1) B(L)) P(t) P3 (t)ult),
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Weiterhin gilt Py (t) Psoi(t) = Psoi(t). AuBerdem kann man auch
P = (1= (QQR )PP — QPYGy 4 BPPYY) PP

schreiben, wobei die Matrix (1 —(QQ3L ) PPY — QP G;lsprpl,Sl) nach
dem Lemma 2.1.5 regulér ist, und dadurch

ker Py (t) = ker PPJM(t) = N & Ny (t)
gilt.
Bemerkung 3.1.6

1. Fir jeden Punkt xy € im (Psy(tp)) (und nur fiir diese Punkte) existiert
genau eine Trajektorie der homogenen Gleichung, die durch x( geht.

2. Man nehme wieder den Hessenberg-Index-2-Fall (Beispiel 2.1.9). Der
kanonische Projektor hat hier die Struktur, [Hanke et al., 1998],

QR (0) = ( 0 ) ,

F :=(ByBi) 'Bay und H := B,F.
Der Projektor P, ist dann durch

wobel

P I, —H 0
o=\ (F' = FBy)(I, — H) 0

gegeben, und die nicht-null Zeilen der inhdrenten Differentialgleichung
sind

u’l—l—H’ul—i—(I—H)BHul = (]—H)(h—(Hl+(I—H)B11)Blg(Bnglg)_l(h.

Entkopplung mit einem Projektor lings S(t)

In [Mérz and Rodriguez Santiesteban, 1999] wurde diese Art von Entkopp-
lung eingefiihrt, aber hier wird die Vorgehensweise etwas gedndert. Man wihlt
QN, (t) in (3.5)-(3.7) als den kanonischen Projektor und betrachtet auBerdem
einen  Projektor — @Q2'(t), der lings  Si(t)  projiziert. In



[Méarz and Rodriguez Santiesteban, 1999] wurde mit einer besonderen Wahl
dieses Projektors gearbeitet, ndmlich mit dem Orthoprojektor Qgi (t) langs
1

Si(t).
Weiterhin wird der Komplementsprojektor Pg (¢) := I — Q%" (t) definiert.
Man sammelt einige niitzliche Eigenschaften der eingefiihrten Projektoren.

QU MQH () = QX () . QFMQ () = QY (1),
PG ()P () = Pg,(t) Psl<t>PéYl<t> Pé?(w,
QUMPE () =0 , QR ()P (1) =

Lemma 3.1.7 Es gelten die folgenden Aussagen:

1. Si(t) = {z € R™: Wy(t)B(t)z = 0} und folglich ker W, B = ker Q%' =
Sla

Beweis: P er Definition von S;(¢) hat man
Sl(t) = {Z e R™: Blz € lmGl(t)} .

Da Wy(t) langs im G4 (t) projiziert, folgt daraus die erste Aussage.
Offensichtlich ist im W; B C im W;. Die andere Inklusion folgt aus der
Gleichung

dim(im W;) = m — dim S; = dim(im W, B).
In dieser Art der Entkopplung gilt die IR™-Zerlegung
= PP +PQY+UQ+TQ,

PPS*I.’L“ + PQflx +UQxr + TQx,
= 2+ (PQY +UQ)y +w,

wobei z := PP§ x, y:= (UQ + PQ%)x und w := T'Qx. In dieser Entkopp-
lungsart wird, wie in dem ersten Fall, von (3.5)- (3.7) ausgegangen. Wenn
der Projektor Q31 (t) stetig differenzierbar gewihlt werden kann (also S;(t)
besitzt eine C'-Basis), transformiert man die Terme
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PP (Pz) = PPI'P(Pz) = PP (PPS + PQY (Px)
PP PP (Px) + PP QY (Px)
PP (Px) + PP Q3 (Px)
= (PP x) — (PP;) Px+ PP§ (PQYx) — PP QP P,
QQN,(Px) = QQRQY(Pr) = QQY (PQYx) — QQY, Q™ (Px),

und analog zu (3.8)-(3.10) erhalt man

2 — ((PPS) + PP Q) (2 + Qy) (3.13)
—PPIG,'BPPE (2 + Q%y) + PPEY(PQYy) = PPYGL'q,
(QQR QY + TQPE Gy BPPEY) (2 + PQy) (3.14)

+w — QO (PQy) = TQP3'Gy'y,
(I +UQG5s BPPS'QY )y +UQG;'BPPY' 2 = (UQ+ PQY)G3\45)

Die Koeffizientenmatrix von y in (3.15) ist nach dem Lemma 2.1.5 regulér
und ihre Inverse ist

[ - UQGy'BPPY QY.

Demzufolge, falls PQ%'y = PQ% G5 'q stetig differenzierbar ist, darf man
diesen Ausdruck in (3.13) und (3.14) einsetzen und man wird, wenn auch die
resultierenden Funktionen wieder zu den entsprechenden Raumen gehoren,
die Losung von (3.2) bilden kénnen.

Proposition 3.1.8 PQ>'G5'q = PQ3 (W, B)TWyq.
Beweis: F iir den Orthoprojektor Qgi gilt
Q5LGy' = (WiB)'WABG,' = (WiB) ' WiBPQY, G,

= (W1B)"W1G2PQR Gy BPQRY Gy
= (WiB)"W,G2PQR Gyt = (W, B) W,

dann hat man fiir einen beliebigen Projektor Q°
PQYGylq = PQYQGLGy g = PQY (WiB) Wag.

Lemma 3.1.9 Der Unterraum PS\(t) = im (PPg (t)) ist ein invarianter
Raum fiir die inhdrente Differentialgleichung (3.13).
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Beweis: S ei s(t) := (I — PPg (t))z(t) und 2(ty) € im (PFPs, (to)). Wenn man
(3.13) mit I — PPg multipliziert, bekommt man ((I — PPs*l)PPé\lf1 =0)

(I — PP;)Z — (I — PP;)(PPg) (2 + Q')
'+ (PPg)z— (I — PPg)(PPg,)z — (I — PP§)(PPs)QY'y =
s'+ PP (PPg)'z =
s'+ (PP;,)' 2 — (PP; )PP 2 =
s'+ (PPg)'s =

o oo oo

und da s(tp) = 0, folgt daraus s(t) = 0.
Theorem 3.1.10 Fiir die Anfangswertaufgabe

AW (Pa)(t) + Bl)a(t) = qt), teSo:=[to00) C S, (3.16)
Pps*l(to)(x(to) — [EO) = 07 ZL‘O S Bm,

mit S1(t) stetig differenzierbar und q € {p € C(S, R™) : PQYGy'p € CH(S, Rm)},
ezistiert genau eine Cx(So, R™)-Lisung. Fir die homogene AWA gilt der
Ausdruck

x(t) = Psoi(t)z(t),
mat
Poa(t) = (I = QR (HQ2" (1) — QPg! ()G (1) B(t)) PFS, (1)
P,y ist ein Projektor auf den Lésungsraum der homogenen Gleichung.

Beweis: D er Beweis unterscheidet sich unwesentlich von jenem zu Theorem
3.1.5. Da Si(t) stetig differenzierbar ist, gibt es einen C'-Projektor lings
Si(t). AuBerdem ist PQ%'G5'q stetig differenzierbar. Demzufolge konnen
die Gleichungen (3.13)-(3.15) aufgestellt und nacheinander gelost werden. Die
Anfangsbedingung in (3.16) entspricht einer Bedingung fiir z(ty) in im (PPg, (to)).
Schlieflich bildet man die Losung von (3.2) als

w(t) = 2(t) + (PQY + UQ)(t)y(t) + w(t).
Fiir den Fall ¢(t) = 0 wird darauf aufmerksam gemacht, dass

Yy = —UQPéYngle und Q3'y = 0.



Die Losung ist dann

(1)

= 2(t) + (PRI (1) + U1)Q)y + w(t),

= z(t) = U)QP ()G, () B(1)2(t) — T(H)QPS ()G () B(1)2(1)
—QQN, (HQ (1)=(t),

= (I -QQ, (@ (1) — QPY (1G5 (1) B(t)) PP3, (1)(t),

= Pualt)z(t).

Es ist leicht zu iiberpriifen, dass P, ein Projektor ist. Weiterhin folgt aus
der Regularitéit von

(71— QQI (QZ (1)PP3, (1) — QP (1G5 (1) B() PP, (1)) ,

dass ker(P,q) = ker(PP3,).
Bemerkung 3.1.11

1.

2.

Falls der kanonische Projektor i}l differenzierbar ist, gelten zwischen
den Projektoren P, und P;, die Bezichungen

Psol(t) = Psol( )Ppé\lh( ) ) Fsol@) = Psol<t>PP§1<t)

Die Voraussetzungen dieses Theorems sind etwas schwicher als jene in
Theorem 3.1.5. Die Glattheit von N;(t) war nicht notig und es gilt

PQI Gy g = PQY PQYL Gy

Die gleiche Aussage von Theorem 3.1.10 ist auch unter den Vorausset-
zungen, dass Wi B und W q stetig differenzierbar sind, giiltig. Der Leser
wird auf die Proposition 3.1.8 verwiesen. Das entspricht der analogen
Aussage aus [Mérz and Rodriguez Santiesteban, 1999].

. Im Hessenberg-Fall kann man einen wesentlichen Unterschied zwischen

den Theoremen 3.1.5 und 3.1.10 gut erkennen. Hier sind die Raume
Ni(t) und S;(t) durch

N(t) = {( 2 ) 2eR™: 2 = —Blg(t)ZQ} ,

Sl(t) = {( j; )ZG]RmiBgl(t)le()},

gegeben. Das Theorem 3.1.5 verlangt, dass sowohl Bp, als auch B
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differenzierbar sein miissen, wiahrend fiir das Theorem 3.1.10 nur Dif-
ferenzierbarkeit von By notig ist.

3.1.2 Lokale Entkopplung quasilinearer Index-2-ADGIn

Die kommende Analyse folgt den Techniken aus [Tischendorf, 1996]. Sie be-
ruht auf dem Ansatz der Quasilinearisierung und gilt nur in einer Umgebung
einer vorgegebenen Losungstrajektorie. Hier wird diese Prozedur erweitert,
indem man statt einer Entkopplung mit dem kanonischen Projektor %11 die
zwei Varianten aus dem Abschnitt 3.1.1 einsetzt.

Man betrachtet die ADGI
A(t)(Px)'(t) + b(z(t),t) =0, teS, (3.17)

wobei A, b zweimal stetig differenzierbar in D x & sind und D eine offene
Menge in IR™ ist. Sei auBerdem (3.17) lings einer isolierten C'\-Losung ., (1)
tractable mit Index-2.

Alle relevanten Matrizen und Projektoren von Abschnitt 3.1.1 konnen fiir
(3.17) als Funktion von (z,t) definiert werden. Sie werden in der Losung . (t)
ausgewertet und als nur eine Funktion von ¢ bezeichnet, zum Beispiel

B(t) := B(x.(t),t) = by(z.(t), ).
Es wird vorausgesetzt, dass es einen differenzierbaren Projektor QR (¢) auf
Ny (z,(t), ) gibt, und sei b(x, t) := (U(H)Q + PQX ()G (t)b(x,1).

Man betrachtet fiir (3.17) die AWA
A(t)(Px)'(t) + b(z(t),t) =0, t€ S (3.18)
Pr(to)(x(to) — x0) = 0,
wobei Pr(t) einer der Projektoren PPy (t) und PPZ (t) sein kann.
Die AWA (3.18) kann wie folgt umgeschrieben werden:
A@t)(Px) (t) + B(t)x(t) + h(z(t),t) — r.(t) = 0, (3.19)
Pr(to)(xz(to) — x¢) = 0,
mit
B(t) := b (w.(t), 1),
h(z,t) :=b(z,t) — b(z.(t),t) — B(t)(x — x.(t)),
ra(t) = A(t)(Pz.)'(t) + B(t)z.(t).
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Durch die Umformulierung (3.19) sollen die linearen Techniken des Abschnitts
3.1.1 angewendet werden. Ab hier wird oft das Argument ¢ ausgesetzt, um
die Formel zu vereinfachen. Es wird unterstrichen, dass der Term h(z,t) in
einer Losungsumgebung sehr klein ist. Zusétzlich gilt

Wz (t),t) = 0,
Wo(z.(t),t) = 0, Ve
Wiz (t),t) = 0.

Ebenso wie bei den linearen Aufgaben wird (3.19) mit G5 (t) skaliert
und man erhalt

P]J}[lP(Px)' + G;%BPP[](WQ: + thm + Qx + G;}(ﬁ(x, ) = GQ_}(T*.

Als Néchstes wird diese Gleichung in die Komponenten PPf(Vl, TQP;}Z1 und
UQ + PQ%1 zerlegt

PP (Px) + PPY Gy BPP '« (3.20)
+PPY Gych(z,) = PP Gyyr.,
—QQK,(Pr) + TQPY! G;}(BPP}(V% +TQx (3.21)
+TQPY Gy kh(z,) = TQPY'Gykr.,
(UQ + PQYN,)GLx BPPR z + (UQ + PQY,)x (3.22)

+HUQ + PQY )Gy ich(z,)) = (UQ+ PQY )Gy k..

Dieses System ist analog zu (3.5)-(3.7) in dem quasilinearen Fall. Natiirlich
wird jetzt die Entkopplung technisch komplizierter und nur lokal unter struk-
turellen Voraussetzungen moglich sein.

Lokale Entkopplung mit einem Projektor auf N;(t)

Wie im linearen Fall fithrt man die Variablen v := PPY'z, y = (UQ +
PQ%I)Q: und w := T'Qx ein. Falls der Projektor Q]Ifh stetig differenzierbar
ist, kann das System (3.20)-(3.22) folgendermaBen geschrieben werden

o —I—PPI](“GQ_,}(BU%— PP;(VIG;}(ﬁ(u+y+w,-) (3.23)
—(PP") (u+ Py) = PPg'Gygr.,
—QQRN, (Py) + (QQN,)u + TQPF Gy Bu+w (3.24)
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+TQPY Gyxch(u+y+w,.) = TQPY'Gygr.,
+(UQ + PQY )Gy kh(u+y +w,-) (3.25)
+(UQ+ PQX,)GyxBu = (UQ + PQY,)G5 k.

Dieses System stellt wegen der nicht-linearen Terme noch keine Entkopplung
dar. Es wird

Flu,y,w,)) = y+UQ+ PQN)Goic(h(u+y+w,)—r.)
+HUQ + PQY G5k Bu
= y—u+ UQ+ PQY,)GsxB(u—u,)
HUQ + PQX Gy ich(u+y +w,")

definiert und fiir F' gilt

Fu(t), g (1), w(t), 1) = 0,

Fy(ue(t), ys(t), wi(t), 1) = 1,

Fo(us(t), g (1), wa(t), ) = (U(H)Q + PQY, (1)) Gk () B(1),
Fy(us(t), yu(8), wi(t),1) = —yi(t) = (U(H)Q + PQY, (1)) Gk (1) B(t)ui (1),

fiir alle t € &g. Des Weiteren gilt:

Fy(u,y,w,t) = T+ H(u,y,w,t),
F! (u,y,w,t) = I—:T(u,y,w,t)T(t)Q,

wobei die Funktion H wie folgt definiert ist:

H(uy,w,t) = (U ()Q+PQN1<)) 2k (D (u+y +w, 1)
= Gu(uty+wt)— g, (z.(t)1).

Nun gibt es nach dem Theorem iiber die impliziten Funktionen fiir alle t € &
in einer Umgebung des Punktes (u.(t),y.(t),w.(t)) eine stetig differenzier-
bare Funktion

f: Upl(t)(u*(t),w*(t)) — IR™,

Upi(y (s (), wi(8)) := {(u, w) = [[(u = w. (@) + lw — w.(B)]| < pr(1)},
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so dass
F(u, f(u,w,t),w,t) = 0,
fua(t), wa(t), 1) = ya(t),
fir (u,w) in der Umgebung U,, o) (us(t), ws(2)).

Bedingung 3.1.12 Der Radius der Umgebung pi(t) kann gleichmdfig in t
genommen werden.

Diese Annahme wird ebenfalls fiir jede Anwendung des Theorems iiber die
impliziten Funktionen in diesem Kapitel vorausgesetzt.

Als Néchstes soll f als y in (3.24) eingesetzt und diese Gleichung nach
w gelost werden. Da in dieser Gleichung die Ableitung von y vorkommt,
muss man im Allgemeinen die Differenzierbarkeit von w(-) verlangen. Dieser
Fakt widerspricht grundsétzlich die Struktur der Gleichung (3.9), wo nur
die Ableitung von Py vorkommt. Um diesen Konflikt auszuschliefen, wird
eine strukturelle Voraussetzung wie in [Tischendorf, 1996] getroffen. Diese
Bedingung ist nichts anderes als (2.22), was in diesem Abschnitt vollstandig
beleuchtet wird. Wenn die Bedingung (2.22) erfiillt ist, wird man die Index-
2-Entkopplung lokal in einer Umgebung der Losung x, durchfiihren konnen.
Die Bedingung ist, dass

QN, ()L + V(1) =V (.(8), ) T(HQ = 0, (3.26)

fiir alle t € Jp und x in einer Umgebung von z,. Man beachte, dass (3.26)
auch als

QN, (O + H(u,y,w, )" T()Q = 0
geschrieben werden kann.
Vorausgesetzt, dass (3.26) gilt, erfiillt die Funktion f die folgenden Ei-
genschaften:
flu,wt) = (UHQ + PQy, (1) f(u,w,t),
(Pf):(u,w,t) = 0.
Die erste Gleichung ist aus der Definition von F' einfach nachzuvollziehen.
Fiir die zweite geht man folgendermaflen vor:

(Pfn) (ww,t) = (PQX fi)(u,w,1)
= —(PQN)W)I + H(u,y, w, 1) H(u,y,w, )T (£)Q
= —(PQR)W [T — (T + H(u,y,w, 1)) T(H)Q
= (PN + H(u,y,w, 1)) T(t)Q = 0.
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Weiterhin erfiillt f
QQN, (1)fi(w.(t), wu(t), 1) = QQY, (YL (1) + QQR, ()G (1) B, (1),

fiir alle t € .

Aus den letzten Berechnungen ergibt sich, dass in einer Umgebung der
Losung die Funktion Py = P f(u,w,t) unabhéngig von w ist. Um diese Tat-
sache deutlich zu machen, wird Pf(u,0,t) geschrieben. Man fiihrt jetzt die
Notation

yp(u,t) == Py
ein, wobei y,() wie f in U, (u., w,) definiert ist.
Daraufhin setzt man y = f(u,w,t) und g,(u, v, t) := y,(u,t) in (3.23),
(3.24) ein, und man erhalt

W + PPGy i Bu+ PP]J(VIG;}JL(U + f(u,w,-) +w,) (3.27)
—(PPg")(u+ Pf(u,0,-)) = PPgR'Gyr.,
(QQﬁl)’u +w + TQP}}“G;}((BU + fL(u + flu,w, ) +w,-)) (3.28)

~QQN Iy = TQPR Gyr..
Es wird die Funktion
G(u, G, w, ) = (QQR,) utw+TQP Gy e (Buth(utf (u, w, ) +w, ) =1.)~QQR, Iy
definiert, und fiir diese Funktion G gilt
G(u(t), (Py.) (1), wa(t), 1) =0, Gy (ua(t), wi(t), 1) = 1.

Nun kann man erneut das Theorem {iiber die impliziten Funktionen anwen-
den, wonach eine Umgebung

Up, (us, (Py.)) = {(uag’mt) lu = (@) < po, yp € R", t e So}

und eine Funktion
g : UP2 (U*, (Py*)/) - Rmv
mit
G(U, gp? g(ua gpv ')7 ) =0, w*(t) = g(u*(t)7 (Py*),(t)’ t)

existieren. Fiir die Funktion g gilt aulerdem

g<u7 ypa t) = T(t)Qg(U, gpa t)a
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fur alle (u, gy, t) € U, (us, (Pys)"), wie aus der Definition von G(-) hervorgeht.
Schliellich setzt man w = g(u, g, -) in (3.27) ein, und es ergibt sich

W'+ PPRGyjcBu — (PPRY) (u + yy(u, ) (3.29)
+PPI]{V1G27}(}AL(U+f(uvg(uvgp(uaulﬂ')7'>v')+g(u7gp<u7u/7')7')>') = PPI](VIGi}(T*
Die Gleichung (3.29) stellt lokal eine implizite Differentialgleichung fiir die

u-Komponente der Losung von (3.18) dar. Auflerdem soll an dieser Stelle
betont werden, dass g, eine Funktion von (u,’,t) ist,

U, = (Py) = (Pf(u,0,t)) = P'f(u,0,t) + Pfu(u,0,t)u’ + Pfi(u,0,t).
Die Jacobi-Matrix von (3.29) nach v’ ist
J = 14 [PPY G 1+ £)] (93, PF),
und ldngs der Trajektorie (u.(t),u.(t),t) gilt
J(u(t),ul(t),t) = I.

Hier wird analog zu dem Theorem iiber die impliziten Funktionen angenom-
men, dass die Gleichung (3.29) zumindest in einer ¢-gleichméfiigen Umgebung

Ups(us) = {u = Jlu =), ¢ € Jo}

eine implizite GDGI fiir v und keine ADGI darstellt. Im Endeffekt ist die
durchgefiihrte Entkopplung mindestens in einer Umgebung der Losung giiltig,
die die Erfiillung der Bedingungen fiir U,,, U,, und U,, garantiert.

Hier ist, ebenso wie in dem linearen Fall, im (PPy") ein invarianter Unter-

raum fiir (3.29). Wenn man (3.29) mit (I — PPy (t)) multipliziert, bekommt
man

(I o PPI](\h)UI o ([ - PPéVl)(PPI](VI)/<u + Pf(u7g<u7g)p7 ')7 )) =

(I — PP — (I — PP (PP Yu =

(1= PPYYu] + (PP u— (PPYY PPy =

o o o o

(1 = PP)u] + (PP (I - PP Y =
Sei s := (I — PPy )u, dann hat man fiir s die folgende AWA:

s+ (PPY)'s=0, teSy,
S(to) = 0,



und das bedeutet s(t) = 0, also u(t) € im PPy (t) fiir alle t € .
So ist man zu einer nicht-linearen Entkopplung von (3.17) gelangt. Die
u-Komponente ist durch (3.29) gegeben und die restlichen durch

Py(t) = Pf(u(t),0,t), (3.30)
w(t) = g(u(t), (Py)'(t),t), (3.31)
Qut) = Qf(ult),w(t),?). (3:32)

Lokale Entkopplung mit einem Projektor lings 5

In diesem Fall, wie bei den linearen Problemen, wihlt man Qf, in (3.20)-
(3.22) als den kanonischen Projektor Q%l. Es werden die Projektoren Fg ,
Q3" lings der Losung definiert und

z(t) = PPg (t)x(1),
y(t) = (UQ+ PQy,)t)x(t),
w(t) = T(t)Qx(t).

Fiir die Losung gilt dann der Ausdruck
2(t) = 2(t) + (UQ + PQZ)()y(t) + w(t).

Esist in diesem Fall, analog zu dem vorhergehenden Abschnitt, eine struk-
turelle Bedingung anzunehmen. Bei dieser Art der Entkopplung sieht die
Bedingung etwas komplizierter als (3.26) aus. Nichtsdestotrotz sind beide
dquivalent. (Fiir den Beweis und die Bedeutung der strukturellen Bedingung
siche Abschnitt 3.1.2).

Es wird vorausgesetzt, dass
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Q¥ () (I+({UQGy'BPPS Q) (t)+H (x,t)(PQI+UQ) ()™ H(z, )T (£)Q = 0,

(3.33)
in einer Umgebung der Losung erfiillt ist.
Das System (3.20)-(3.22) kann nun folgendermafien transformiert werden:

2 — (PP + PP Qv — PPGL'BPPE ) (2 + Q') (3.34)
+PPY(PQS ) + PP Gy h(z + (UQ + PQY )y +w,-) = PPYGy'r.,

w+ (QQY.Q% + TQPY' G BPPY ) (2 + PQy) (3.35)

—QQN (PQY) + TQPS' Gy 'h(z + (UQ + PQIMy +w,-) = TQP§Gy'r.,



(I +UQG,'BPPS Q% )y + UQG, 'BPPL 2 (3.36)
+HUQ+ PQY )Gy h(z+ (UQ + PQT )y +w,) = (UQ+ PQy,)Gy'r..
Als Néchstes wird die Funktion
F(z,y,w,-) = (I+UQGy'BPPSQM)y+UQG,'BPP 2
+HUQ+ PQY)Gy h(z + (UQ + PRIy + TQuw, -)
—(UQ + PQR)Gy ',
= (I +UQGy'BPPg!Q)(y —y.) + UQGy ' BPP§! (2 — 2.)
+HUQ+ PQY)Gy h(z + (UQ + PRIy + TQuw, -)
definiert. Diese Funktion erfiillt die Gleichungen

F(z(1), 3.(8), w.(t),) = 0,
Fy(2(t), y:(t), wi(t),t) = I+UQG;'BPPGQY,

wobei die Matrix [ + UQG;lBPPéVllel nach dem Lemma 2.1.5 fiir alle
t € §p regulér ist.

Man bekommt durch das Theorem iiber die impliziten Funktionen (und
unter der Bedingung 3.1.12), in einer Umgebung der Losung, eine Applikation

f Uy (20, wi) — R™,
mit
Upi (20, ws) = {(z,w,1) = ||z = z(B)| + [[w — w. ()] < p1, t € Do}
Die implizit gegebene Funktion f erfiillt in dieser Umgebung

F(Za f(Z,U),t),’U),t) = 0,
f(t),w.(t),t) = yu(t),
fir alle (z,w,t) € U, (24, wy).
Weiterhin gilt fiir F'
Fy(zy,w,-) = I+UQGy'BPPG!QY + H(z+ (PQY + UQ)y + TQuw, ")
(PRI +UQ),
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und dadurch ist PQ%'y = PQ% f(z,w,t) unter der Bedingung (3.33) un-
abhéngig von w,

(PQYy) = —PQI QM (I+UQG, ' BPPL Q9+ H(PQY +UQ)) ' HTQ = 0.

Man setzt y = f(z,w,t), yo(2,t) := (PQY £)(2,0,t) und §,(z,2',t) =
Yl (z,2',t) in das System (3.37), (3.38) ein, und es folgt

2 — ((PP3) + PPIQP — PP Gy 'BPPY) (2 + yu(2, ) (3.37)

+PPY (2,2, t) + PP Gy h(z + (UQ + PQI) f(z,w, ) +w,) = PPYGy'r.,
w+ (QQY. QY +TQPY Gy BPPL ) (2 + yu(z, ) (3.38)
—QQ (2, 7,1) + TQPY' G ' h(z + (UQ + PRI f(z,w,-) + w,-) = TQPEGy'r..

Jetzt wird die Funktion

G(z,w0,90,) = —QQRJs + (QQR QY + TQPS Gy BPPE) (2 + y,(2, ) +w

+TQPS Gy h(z + (UQ + PQY) f(z,w, ) + w,-) — TQP§ Gy ',
= w_w*—i_QQ%lel/(z_Z*_'_yv(za') _PQfly*)

+TQPE Gy ' BPPY (2 — 2 4 yu(2, ) — PQY )
—QQR (9 — (PQYy.)) + TQPY Gy
xh(z+ (UQ + PQY) f(z,w, ) +w, )

definiert und es gilt

Gz (1), wa(t), (PQZ'y.) (1),8) = 0,

Gz (1), wi (), (PQfly*)’(t), t)y = 1.

Es wird erneut das Theorem iiber die impliziten Funktionen benutzt und
es folgt, dass eine Funktion g existiert

9 1 Up(z, (PQYy.)) — R™,
wobei
UP2(Z*7 (PQ*Sly*)/) = {(Zagmt) : ||U - u*(t)“ < p2, yv € Rm) t e S0}7
die
G(Zag<zagvat) gv t) = O,
9(z(t), (PQIw.) (), 1) = w.(t),



in U, (2., (PQ3y,)) erfiillt.
Nun setzt man w = g(z, §,(z, 2/, t),t) in (3.39) ein und erhilt

2 — ((PPS) + PP Qv — PPGL'BPPE ) (2 + yu(2, 7)) (3.39)
+ PP, (2,7, ) + PPY' G h(z + (UQ + PQY)
Xf(Z,g(Z,gv(Z,Z/,'),'),')—|—g(2,gv(2,2,,'),'),'> = PPé\Inglr*-

Die Gleichung (3.39) ist eine implizite Differentialgleichung fiir z, die in
einer Umgebung der Form

Up(2e) i={2z € R™ : ||z — z.(t)|| < p3, t € S0}

eine GDGI ist (unter der ¢-GleichméBigkeitsvoraussetzung), weil die Jacobi-
Matrix nach der Variablen 2’ langs der Losung die Einheitsmatrix ist:

J(z,t) = I+ PP{QY f. + PPE Gy ho(UQfu + 1)gy, -,
= I — PP QY + Gy'ho(UQfw + 1)g;,)F, ' L,
J(z(t),t) = I—PPYQMI—-UQG,'BPPYQUQGS'BPPSY,
= I

Diese GDGI besitzt auflerdem den invarianten Raum im PPg = PS; aus
einem dhnlichen Argument wie in der Entkopplung lings N;.

Um die lokale Entkopplung in diesem Fall zusammenzufassen, stellt man
alle Gleichungen zusammen:

?' = ((PPg,) + PPg Q7" — PPg Gy ' BPPG!) (2 + (2, )

+ PP, (2,7, ) + PPY' G h(z + (UQ + PQSY)
Xf(Z,g(Z, gv(zv 2/7 ')7 ')7 ) + g(Z, gv(zv Zl’ ‘)7 ')7 ) = Ppé\fnglr*ﬂ

68



69

Bedeutung der Strukturbedingungen

Bei der Entkopplung im Abschnitt 3.1.2 wurde angenommen, dass die Be-
dingung ) R
QN (I + by (w,t) = bl (. (¢), 1)) T(H)Q = 0

in einer Umgebung der Trajektorie (x,(t), t) erfiillt ist. Diese Annahme unter-
scheidet sich von der in [Tischendorf, 1996] nur dadurch, dass der Projektor
Qﬁl nicht der kanonische sein muss. Jedoch kann man zeigen, dass die Be-
dingung (3.26) unabhéngig von der Wahl des Projektors Q{f,l ist und folglich
beide Bedingungen gleichbedeutend sind. In der Tat kann die Strukturbedin-
gung ebenso geschrieben werden:

QN (I + H(z,1)'T(H)Q =0,

und wenn Q]KVI, Q]}\% zwei Projektoren auf N; und H, H, mit dem entspre-

chenden Projektor gerechnet sind, dann gilt
H = (UQ+ PQY,)Gy icha = (UQ + PQR) Gy jche + PQY, PRI Gy fcha,
und weil die Beziehung zwischen den Matrizen G x und Go g, durch

Gox = G27KQ(I+QIJ\(71PIJ(V;)a
Gy = (I-QK PGy,

gegeben ist, bekommt man

A

H = H,—(UQ+ PQN)QR, PR Gy e, he + PQY, PGy, h
= H,— PQY PGy h, + PQN PR Gy by = M,
Folglich gilt fiir die Strukturbedingung (wenn man die Argumente weglésst)
QNI+ H)'TQ = QN,(QN; + Pr))(I + H,)™'TQ,
= QN(I+ H,)7'TQ+ QN PY\(I + H,)'TQ,
und da R
PP I+ H,)7'TQ =0,

erhalt man

QN (I+ H)'TQ = QN (I + H,)"'TQ.
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Beziiglich der Bedingung (3.33) fiir die Entkopplung mit Projektor lings
Sp gilt eine dhnliche Aussage. Diese Bedingung lautet

QN () (I+(UQG, BPPg Q) (t)+H (2, t)(PQI+UQ)(1)) " H(z, )T (1)Q = 0,

in einer Umgebung der Trajektorie (z.(t),t).
Zuerst gilt, dass diese Bedingung fiir Q%' = %1 die Strukturbedingung
von [Tischendorf, 1996] ergibt. In der Tat bekommt man in diesem Fall

QN (O + H(z, t)(PQY, +UQ)(1) ™ H(x,)T(1)Q = 0,

und da
(PO, +UQ)H = H,
folgt
Q3 (O + H (2, ) (PQY, + UQ)(1) ™ H(z,)T(1)Q
= Q%) Y (1 [H (e, )(PQ3, + UQ)®)] H(z,)T(H)Q
k=0
= QN0 X1 [A 0] AT

= Qv + H(x,t)) " H(z,H)T(1)Q
= —QXMU + H(z,1) ' T(H)Q.
Als Néchstes wird gezeigt, dass die Bedingung (3.33) auch unabhéngig von
der Wahl des Projektors Q%' und deshalb die Bedingung von

[Tischendorf, 1996] dquivalent zu (3.33) ist. Sei Q3! ein anderer Projektor
lings S und Pg? dementsprechend definiert, dann gilt

Q1) [T+ (UQG, ' BPPYQS)(t) + H(a, )(PQS + UQ)()]
x H(z,t)T(1)Q
= QU [T+ H(.t)(PQS + UQ)(1)(I — (UQG,'BPPYQS)(1)]
xH(x,t)T(1)Q
= QU [T+ H(.t)(PQS +UQ — UQG,'BPPYQS)(1)] ' H(z,)T(1Q
= Q) [T+ H(z,t)(PQ? + UQ — UQG;'BPPY Q) (t)
(

+H(x,t)(I — UQGy'B)PPE QY] Hiz, )T (1)Q
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= QUMW {[I+ H(z,t)(PQ + UQ — UQG; ' BPP Q) (t)]
-1

x |1+ [I+ H(x,t)(PQY + UQ — UQG,'BPP'Q)(t)|  H(x,1)

x(I - UQG,'B)PPy Q%] H(x,)T(1Q}

= QY1) {1 [T+ A2, 4)(PQS +UQ — UQG; ' BPPYQS)(1)] ' Hx,t)
x (I - UQG,'B)PPy Q5] Q3 (t) [T+ H(x,)(PQS +UQ
~UQG,'BPPYQS) (1) H(z, )T (1)Q

= Q¥ [1 +[1+ H(x,0)(PQS +UQ — UQG,'BPPY Q) (1)) H(x.1)
x (I - UQG, ' B)PPE QY] Q3 (1)
% [I+ (UQGS BPPYQS)(t) + H(x, ))(PQS + UQ)(1)] ™ ()T (HQ,

was die Unabhingigkeit vom Projektor Q' zeigt.

Nachdem die Aquivalenz der drei Strukturbedingungen gezeigt wurde,
soll noch einmal auf [Tischendorf, 1996] verwiesen werden. An jener Stelle
wurden wichtige Félle diskutiert, die in der Strukturbedingung enthalten
sind. Aus dieser Analyse geht hervor, dass zum Beispiel Hessenberg-Systeme
und Modelle aus der Schaltkreissimulation die Strukturbedingung erfiillen.

3.2 Kommutativitit zwischen Entkopplung und
Diskretisierung

In dieser Sektion werden zwei der wichtigsten numerischen Verfahrensfami-
lien im Kontext der Index-2-ADGIn untersucht. Konkreter gesagt wird die
Giiltigkeit des Diagramms anfangs des Kapitels untersucht.

Durch die verfeinerten Entkopplungsmethoden, die in der Sektion 3.1
eingefiithrt wurden, konnen die Ergebnisse von [Hanke et al., 1998] verbessert
werden und zum Beispiel Modelle aus der Schaltkreissimulation in die Analy-
se einbezogen werden. Diese Aussagen sind schon zum Teil durch
[Méarz and Rodriguez Santiesteban, 1999] bekannt geworden.



3.2.1 BDF-Verfahren

Dieses lineare Mehrschrittverfahren stellte die ersten Ansétze dar, die fiir
ADGI vorgeschlagen wurden, [Gear, 1971], und verfiigen iiber eine langjahrige
erfolgreiche Anwendung auf dem Gebiet der Schaltkreissimulation. Ein BDF-
Verfahren fir die ADGI (3.1) wird folgendermaflen realisiert,
[Griepentrog and Mérz, 1986], [Brenan et al., 1989]:

1 k
EZ i +b(x;, t) =0, >k, (3.40)

wobei h > 0 die Schrittweite, das Gitter durch t; = ¢ty 4+ hi gegeben ist und
die Funktionswerte xg, ..., z;_1 bekannt sind.

Wie in dem kontinuierlichen Fall wird angenommen, dass diese AWA eine
isolierte Losung z,(-) besitzt.

Die diskrete Gleichung (3.40) kann wieder folgendermafien geschrieben
werden:

2L k .
E Z QT4 -+ Ble -+ h(l‘l, tl) = Tx,i» 7 Z k, (341)

wobei A und r. wie iIm Abschnitt 3.1.2 definiert sind

h(z,t) = blz,t) —blz.(t),t) — B(t)(x — z.(t)),
B(t) = b (w.(t),1),
r(t) = A@)(Pz,) (t) + B(t)z.(t).

Jetzt wird die Gleichung (3.41) wie in 3.1.2 entkoppelt und anschlieflend
die diskrete und analytische Entkopplung verglichen. Es wird je nach Ent-
kopplungsart angenommen, dass entweder N; oder S; konstant ist.

Wenn man (3.41) mit (PP Gy i )i, (TQPR' G5} )i und [(UQ + PQK))
multipliziert, folgt

72

Gal,

1 k
(PPY) EZ%P:L«, _j + (PP{'G5 i« BPPg x); (3.42)

+H(PPR Gy )ihlwits) = (PPRGyjera)s,

1 k
—(QQw,) EZ a;Pr;_j+ (TQPR G5 BPP{ x); (3.43)

HTQx); + (TQPY Gy y)ih(wits) = (TQPY'Gyter.)i,
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(UQ+ PQY,)Gy x| (BPPR )i + UiQx; (3.44)
+PQN.xi + [(UQ+ PQK)G k| hwit) = [(UQ+ PQY)Gzkr.] -

Lokale Entkopplung mit einem Projektor auf N,

In dieser Entkopplungsart wird angenommen, dass Nj(z,(t),?) konstant ist
und es wird ein konstanter Projektor Q% ausgewihlt. Das System (3.42)-
(3.44) vereinfacht sich zu

1 k
7 > oy + (PPI‘glG;}(Bu)i (3.45)
=0
H(PPL Gyt )ih(u; + y; +winty) = (PPRGyr.)i,
1 k
—QQﬁE > ajPy._j+ (TQP;(WGE,}(BU% + w; (3.46)
§=0
+(TQP Gi}()iﬁ(ui +yi+w,t) = (TQPYGykr.i,
(UQ+ PQY,)Gz ]| (Bu)i +v, (3.47)
+|[(UQ+ PQN,)Gai| hui+ys +witi) = [(UQ+ PQR,)Gykr] .

Es wird darauf aufmerksam gemacht, dass (3.47) nichts anderes als (3.25)
an der Stelle ¢; ist. Dann ergibt sich dieselbe Gleichung

Fug, yi, wis ti) =0
wie in 3.1.2 und es existiert die implizite Funktion
f:Uy(z.) — R™,
mit
yi = flu,wi,ts),
Py, = Pf(u;,0,t;),
fur (u;, wi, t;) € Uy(z.).

Nun wird y; = f(u;, w;, t;) und

1 k
o
Upi =3 > Py ;.
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n (3.46) eingesetzt

1 k
fz aju;j + (PPR Gy i Bu); (3.48)
=0

D‘

(PPIJ(VIGQ K) lAz(ul + f(uz,wz,tz) + w;, tz) = (PP[](VIGQ}(T*)Z,
—QQlepz +(TQPR' Gy e Bu)i + w; (3.49)
(TQPIJ(VIGQ K) (Ul + f(ul, w,,t ) + wy, tl) = (TQPI]{WG;’}(T*)@

Die Gleichung (3.49) ist nichts anderes als
G(ui,gg’i,wi,ti) =0,

in dem Fall N; konstant. Wie in 3.1.2 definiert diese Gleichung die Funktion
9 ¢ Uplx.) — IR™,

mit
wi = g(ui, 45, t;).

Zuletzt kann w; in (3.48) eingesetzt werden und man erhélt

k
Z aju;_j + (PP Gy i Bu); (3.50)

b\*—‘

+(PP1]<V1G2_}<)¢B(W +f(uiﬂg(ui7yp,i7ti)7ti> +g(u, giiti), t) = (PPRGogers)s.

Nun kann man aus (3.50) u; ausrechnen und fiir die anderen Komponenten
gilt

Py, = Pf(uz‘,o ti), (3.51)
g = z;)ajpyz ” (3.52)
h;
w; = g(ui,ym,ti), (3.53)
yi = flui,wit;). (3.54)
Das System (3.50)-(3.54) stellt die BDF-Anwendung auf (3.29)-(3.32) dar,

wenn (QF,)" = 0. Mit der Anwendung des BDF-Verfahrens auf (3.29)-(3.32)
ist gemeint, dass die Ableitung einer Funktion immer durch die BDF-Differenzen-
Approximation zu ersetzen ist.
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Die Analyse dieses Abschnittes zeigt in anderen Worten, dass, wenn der
Raum N; langs der Losung konstant ist, das Kommutativitdtsdiagramm 3.1
fiir die lokale Entkopplung gilt. Falls N;(z.(¢),t) nicht konstant ist, dann gilt
die Kommutativitdt mit dieser Entkopplungsart nicht mehr. In diesem Fall
kommt der problematische Term

(PP (u+ yp(u,))

n (3.29) vor und die Kommutativitéit ist verletzt.

Lokale Entkopplung mit einem Projektor lings 5

In dieser Art der Entkopplung bezeichnet man

zi = PP (t)z(t),
yi = (UQ+ PQY,)(t)x(ts),
Es wird vorausgesetzt, dass Sy (x.(t), t) konstant ist und es wird der Projektor

Q3" konstant gewihlt. Das System (3.20)-(3.22) kann dann folgendermaflen
geschrieben werden:

ZO@Z@ i+ PPé\f1 Z Zaj Qsl ; (3.55)

+(PP§Y1GQIBP ab)i(z +Qy )z‘ (PPIGL Y,

><7A1(2i (UQ + PQM)y; +wi, t;) = (Ppé\thz_lT*)u
1 k
EZ (PQYY)i—; + (TQPY Gy ' BPPEY), (3.56)
7=0
x(z 4+ QFy): + wi + (TQPE' Gy ™),

xh(zi + (UQ + PQ¥ )iy; +wi, t;) = (TQPEGy'r.);,
(I +UQG;'BPPS Q) iy + (UQG5 ' BPPIY )2 (3.57)
+UQ + PQNl)iGz,z1
xh(z + (UQ + PQ% )i + wi t;) = (UQ + Pstvll)z'(Gz_lT*)i-

Die dritte Gleichung ist nichts anderes als

F(Zi7yiawiati) = 0.
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Diese Gleichung kann nach y; gelost werden,

Yi = [z, wi, t),
yo(t;) = PQ3y; = PQY f(2,0,t),

fir (zz,wl,tz) € Up(QT*)
Nun wird g; und

2P

n (3.56), (3.57) eingesetzt und man erhélt das folgende System:

N
yv,z —

D‘ \

1 k
] Z ajzij + (PP Gy ' BPPYY) (2 + Q3 £ (2,0, 1)) (3.58)

(PP )il + (PP Gy iz + (UQ + PQI):
X fzi,wi ;) +wiyt;) = (PPYGy'r.);,
—(QQN)iti; + (TQPg! Gy BPP!)i(z + wi (3.59)
+Q f(20,0.1) + (TQPG Gy ib(zi + (UQ + PRI
X f(zi, wi, t;) +wiy t;) = (TQPé\sz_lr*),-.
Die Gleichung (3.60) ist genau
G(Zi7 Wi, gql;l,ia tz) = 07
und fiir w; gilt
wi = g(z, ) 55 1)
in der Umgebung U, (x.).
Beim Einsetzen von w; in (3.59) erhélt man schliefllich

k
Z ajzi_j + (PPG)idl; + (PP§' Gy 'BPPSY); (3.60)

?\H

xh(z +(UQ + PQfl)z‘f(Zz‘,g(Zuﬂg,m ti),t) + gz, 0o t), ) = (PP Gy 'r.)s,

was die BDF-Anwendung auf (3.39) darstellt. Man versteht erneut darunter,
dass die Ableitung von y,(2(t),t) = PQ?' f(2(t),0,t) nach ¢ durch

N 1
yg,i =7 Z O‘jPQ*Slf<Zifja 0,ti—5)
j=0



ersetzt wird.

Analog zu dem Fall, in dem Nj(z.(t),t) konstant ist, erhdlt man das
Ergebnis, dass das Diagramm 3.1 fiir die Entkopplung mit Projektor langs
Sy gilt, wenn der Raum S (z.(t), ) konstant ist. Wenn diese Bedingung nicht
erfiillt ist, kommen die Terme

(PP5,), PPgQ,
in (3.39) vor. Somit ist die Kommutativitét bei dieser Entkopplungsart ver-
letzt.

3.2.2 Runge-Kutta-Verfahren

Fiir die IRK-Verfahren ist ebenfalls eine analoge Analyse moglich. In der
Sektion 2.3 wurden die IRK-Verfahren fiir ADGIn eingefiihrt. Dort wird das
Verfahren, vorausgesetzt, dass die Matrix («;;); ;—; regulér ist, wie folgt um-
formuliert:

I = pZL‘l_l—f-ZZﬁidinlj, (361)

i=1j=1

1.8
Aliﬁzdij(le_ml—l)—{_bli = 07 1= 17"'78' (362)
j=1

Dabei handelt es sich bei dem Ausdruck
1S
7 > Gy (X —wmq)
j=1

um Xj; und damit um eine RK-Approximation fiir die Ableitung von x(t) an
der Stelle t;;.

Die Gleichung (3.62) unterscheidet sich unwesentlich von der BDF-
Diskretisierung (3.40). Deswegen ist die Entkopplung in einer analogen Weise
moglich.

Wie bei den BDF-Verfahren wird angenommen, dass eine AWA fiir die
ADGI eine isolierte Losung z,(-) besitzt.

Die diskrete Gleichung (3.62) kann folgendermafien umgeschrieben wer-
den:

1S, “ .
Aliﬁ Z Oéij(le — SI}l,l) + (BX)h + h(Xli7tli) = T*,li; 1= 1, e, S, (363)

j=1

7



wobei A und r, wie in 3.1.2 definiert sind:
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Wz, t) = blx,t) —b(z.(t),t) — B(t)(x — z.(t)),

B(t) = by(z.(t),1),
r(t) = A@)2L(t) + B(t)z.(t).

In den kommenden Abschnitten wird die Gleichung (3.63) wie in 3.1.2 ent-
koppelt und anschlieBend werden die diskreten und analytischen Entkopplun-
gen verglichen. Es wird je nach Entkopplungsart angenommen, dass entweder

N; oder S; konstant ist.

Wenn man (3.63) mit (PPg Gy ), (TQPR' Ga i) und [(UQ + PQK, )G k|

multipliziert, folgt
(PP )i Z% (X1 — 1-1)
+H(PPY'Gy 3 BPPR X ), + (PP}{VIGZK)ME(X”,M)
—(QQﬁ)h; idijP(le — x-1)
iz

+HTQPR' G5k BPP X )i + (TQX);
(TQPIJ(VIGQ_}()MA h(Xii, ti;)

(UQ+ PQY,)Gak|, (BPPY X )i + UiQXy
+PQY X+ [(UQ + PQR)G3 k| h(Xui, )

Lokale Entkopplung mit einem Projektor auf N;

(3.64)
(PPRGygers)u,

(3.65)
(TQPgng_}(T*)M;

(3.66)

(UQ+ PQE,)Gs k] -

In diesem Fall setzt man voraus, dass der Raum Nj(x.(t),t) konstant ist.
Nun wird ein konstanter Projektor Qﬁl auf diesen Raum léngs einem ent-

koppelnden K gewéhlt.

Zunichst projiziert man (3.61) in die Komponenten PPR", PQY, und Q

(PPa) = p(PPa)i1+ Y. Biai (PP X )y, (3.67)

i=1j=1

(Qr), = p(Qx)—1 + 28: iﬁidij(QX)lj, (3.68)

i=1j=1

(PQS2) = p(PQS D+ 33 By (PQE Xy (3.60)

i=1j=1



Die Gleichung (3.67) entspricht der Anwendung des IRK-Verfahrens auf die
inhirente Differentialgleichung (3.29) fiir die Variable u = PPz, Jedoch
ist dies bei den restlichen Gleichungen nicht der Fall. In den Komponen-
ten Qr und PQJ}fhx findet im Allgemeinen eine Rekursion statt, obwohl
sie nicht dynamisch sind. Bemerkenswert ist, dass keine Rekursionen in den
nicht-dynamischen Komponenten auftreten, wenn es sich um ein IRK(DAE)-
Verfahren handelt. In der Tat ist in diesem Falle p = 0 und

. 1 j=s
@Oéz“:{ . .
; J 0 j#s

Auf diese Weise erhilt man fiir die ¢ und PQﬁl—Komponenten den richtigen
Ausdruck, ndmlich

(Qz)r = (QX)us,
(PQN2) = (PQYX ).
Jetzt soll sich dem System (3.65)-(3.67) zugewendet werden. Fiir die Varia-

blen Uy = (PP X )i, Yi = (UQ + PQX )Xy und Wy; = T;;QXy; schreibt
es sich als

1. B
5 2 iUy — i) + (PPR Gy 1 BU )i (3.70)
j=1
+<PPI§1G2_,}()JL(UH + Y+ Wi ty) = (PPRGyru,
1o
—QQN, 7 >_ i (PY)y; = (Py)ia) + Wi (3.71)
j=1

HTQPR Gy BU )i + (TQPR Gy
X;L(Uli + Y + Wi, t) = (TQPI](VI Gi%ﬁ*)ﬁ;
(UQ+ PQY,)Gyk|, (BUY: + Y (3.72)

~

+|[(UQ + PQY,)Ga k|, WU + Y + Wi, tu) = |[(UQ+ PQY,)Gykr.| -

Die Gleichung (3.73) ist nichts anderes als (3.25) an der Stelle t;; und
(3.73) entspricht
F (U, Yii, Wi, tii) = 0.

Nach der Analyse von 3.1.2 existiert die implizit definierte Funktion

f:Uy(x.) — R™,

79
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mit
}/; = f(UliaM/livtli)7
P}/lz - Pf(Ulia()?tli)a
fir (Ui, Wi, tis) € Up(,).
Nun setzt man Yy; = f(Uy, Wy, ;) und
_ 1
You = 5 22 @i (PY)y; = (Py)ia)
j=1
in (3.72) ein,
1 & _
E Z aij(Ulj - ul,l) + (PPI](WGQ}{BU)[@ (373)
j=1
+H(PPR G 3 )uh (Ui + (Ui, Wi, i) + Wiy t) = (PPRGogerau,
_QQﬁl?gfli +(TQPg" Gox BU )i + Wi (3.74)
+(TQP1]<V1G§}<)MB(UM + (Ui, Wig, ti) + Wi, ti) = (TQPIJ(VIGQ}KT*)M-
Die Gleichung (3.74) entspricht

G(U;, Y

p,lis

Wi, ti;) = 0,

wenn der Raum N; konstant ist. Wie in 3.1.2 definiert diese Gleichung die

Funktion
g Upy(z.) — R™

implizit, wobei

Wi = g(Uliv}z)’?liatli)-
Zuletzt kann Wy; in (3.73) eingesetzt werden und man erhalt
13N, _ _
5 2 iUy — w) + (PPR'Gac BU )i + (PPg' Gy g (3.75)
=1

< WUy + f(Usi, (Ui, Y2 t) t) + 9 (U, Y ti) ti) = (PPRGogera)u.

Nun kann man aus (3.75) Uj; errechnen und fiir die anderen Komponenten
der RK-Stufen gilt:

P}/EZ - Pf<Uli70atli)7 (376)
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YZ}Z,‘ L= E Zalj PY) (Py)l—1)7 (377)
VVli = g(UluY;)lzatlz) (378)
}/li — f(UlZ7 M/Zm tlz) (379)

Die Gleichung (3.75) zusammen mit (3.67) ist die Anwendung des IRK-
Verfahrens auf die inhdrente Differentialgleichung (3.29), falls die Bedingung
Qﬁ’ = 0 erfiillt ist. Weiterhin stellen, wenn es sich um ein IRK(DAE) han-
delt, die Gleichungen (3.67)-(3.69), (3.75)-(3.79) die IRK-Anwendung auf
(3.29)—(3.32) dar. In anderen Worten gilt Kommutativitat zwischen der Ent-
kopplung mit Projektor auf N; und dem IRK(DAE)-Verfahren. Erneut ist
mit der Anwendung des IRK-Verfahrens auf (3.29)-(3.32) zu verstehen, dass
die Ableitung einer Funktion immer durch die IRK-Ableitungsapproximation
zu ersetzen ist.

Falls Nj(z.(t),t) nicht konstant ist, dann gilt die Kommutativitiat mit
dieser Entkopplungsart nicht mehr. In diesem Fall kommt der problematische
Term

(PPR") (u+ yp(u, )

n (3.29) vor und die Kommutativitét ist verletzt.

Lokale Entkopplung mit einem Projektor lings 5

In diesem Abschnitt wird vorausgesetzt, dass der Raum S (z.(t), ) konstant
ist und man wihlt einen konstanten Projektor Q' lings S;.
Zuerst projiziert man (3.61) in die Komponenten PPg , PQ5 und Q

(PPya) = p(PPya)ia+ 3 Aay(PPX)y.  (380)
i=1j=1
(Qz) = p(Qx)ic1+ DY Bidi;(QX)y, (3.81)
i=1j=1
(PQ%2) = p(POSe)a+3Y By (PQOX),.  (3:82)
i=1j=1

Analog zu der Entkopplung mit einem Projektor auf N; entspricht die Glei-
chung (3.80) der Anwendung des IRK-Verfahrens auf die inhérente Diffe-
rentialgleichung (3.29) fiir die Variable z = PP§ x. Aber bei den restlichen
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Gleichungen ist dies nicht der Fall. In den Komponenten Qz und PQ%'x fin-
det im Allgemeinen eine Rekursion statt, obwohl sie nicht dynamisch sind.
Wieder stellen sich die IRK(DAE)-Verfahren als vorteilhaft heraus. In diesem
Fall verschwinden die Rekursionen in diesen Komponenten. Da p = 0 ist und

... |1 j=s5s
;5¢aij—{0j7ésa
erhiilt man fiir die Q und PQ?'-Komponenten den richtigen Ausdruck, nimlich

(Qz), = (QX)s,
(PQTz), = (PQYX)s.

Bei der Entkopplung mit einem Projektor langs S; wird die Notation

Zli = PPS*1XZi7
Vi = (UQ+ PQR)uXu,
Wy = (TQX)M

eingefiihrt. Das System (3.65)-(3.67) kann folgendermafien geschrieben wer-
den:

1SN 1SN
7 Zl Qi (21 — z1-1) + (Ppé\fl)“g 21 Qi ((PQYY )y
J= J=

—(PQJy)i1) + (PPg Gy ' BPP3 )u(Z + QY )i (3.83)
+(PPE G uh(Zy + (UQ + PQY )Yy + Wi, tiy) = (PPEGy'r)u,

~(QQ iy 3 ay(PRIY )y — (PQSy) ) + Wi
j=1

+(TQPY Gy'BPPI)(Z + Q2Y )y + (TQPS Gy )i (3.84)
Xil(ZZi +(UQ + PQY )Yy + Wi ty) = (TQPé\lflGElT*)m
(I +UQG,'BPPS Q% )Yy + (UQGy ' BPPSM ), Z); (3.85)
+HUQ + PQY)uGs

XiL(Zu +(UQ + PR )Yy + Wi ty) = (UQ+ PQ}g\%l)i(Gglr*)li-
Die dritte Gleichung ist nichts anderes als

F(Zi;, Y, Wi, ti;) = 0.
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Dann kann diese Gleichung nach Y}; gelost werden,

Yzi = f(Zlia M/liatli)7
You =PQMY, = PQYf(Zu,0,tu),

fiir (Zli7 I/I/li;tli) € Up(x*>
Nun setzt man Y;; und

Z G (PQIY )y — (PQY'y)i-1)

n (3.83), (3.84) ein und erhélt das folgende System:

—_

E}:dwu%-m4)+(Ppg%g4BPngh (3.86)
j=1

X (Zi + Q2 f(Zu, 0, 1) + (PPS )Y + (PPE Gy
<W(Zi + (UQ + PQI)uf (Zis, Wiy i) + Wai tu) = (PP3Gy'r)u,
—(QQ)uY + Wy + (TQPS Gy ' BPPG )y, (3.87)
X (Z + Q2 f(Z, 0, ) + (TQPéYIG;l)u
xh(Zy + (UQ + PQ )i f(Zui, Wiy tir) + Wi i) = (TQPS{YIGEIT*)M-
Der Prozedur nach ist die Gleichung (3.88) genau
G<Zlia M/lia S;;)I?lia tll) = 0.
Demzufolge ist W;; durch
m/li = g(Zli7 S;;)},llia tll)
in der Umgebung U, (z.) gegeben.
Beim Einsetzen von W; in (3.59) bekommt man schlieflich

1. -
2 Gj(Ziy — zea) + (PP Yy + (PP Gy ' BPPg )i

x(Zi + Q3 f(Z,0,1)) + (PPE Gy uh(Z (3.88)
+(UQ + PQY)iuif(Ziiv g (Zluyvh,th) ti) + 9(Zu, vlz,th) ti) = (PPYGy'rou.

Die Gleichung (3.88) zusammen mit (3.80) stellt das entsprechende IRK-
Verfahren dar, wenn wie angenommen der Raum .S; konstant ist. Nunmehr



bestehen fiir ein IRK(DAE)-Verfahren, wie schon erwégt, keine Rekursionen
in den restlichen Komponenten und es gilt die Kommutativitidt aus dem
Diagramm 3.1 zwischen der Entkopplung mit einem Projektor langs S; in der
IRK(DAE)-Diskretisierung. Wie im letzten Abschnitt versteht man darunter,
dass alle Ableitungen nach ¢ durch die RK-Approximation

tlz Z Q5 'Ulj Ul—l)

ersetzt werden.
Wenn der Raum Si(x.(t),t) nicht konstant ist, treten die Terme

(PP). PPYQ,

in (3.39) auf. Infolgedessen ist die Kommutatividt bei dieser Entkopplungsart
veletzt.

3.2.3 Ein numerisches Beispiel

Die Ergebnisse dieser Sektion verbessern, wie schon erwéhnt, jene aus
[Hanke et al., 1998]. Die in [Hanke et al., 1998] gefundene Bedingung, da-
mit das Diagramm 3.1 gilt, lautet: QS ¥ = 0. Das heifit in anderen Worten,
dass sowohl Ny (z.(t),t) als auch Sy (x*( ), t) konstant sein miissen. Es wurde
gezeigt, dass es geniigt, wenn einer dieser Rdume diese Eigenschaft aufweist.

Bei dem Beispiel 3.0.8 ist die Bedingung (Q3) = 0 verletzt, da beide
Raume Ny (t) und S} (¢) nicht konstant sind. Das folgende Beispiel ist insofern
interessant, als der Raum S; konstant, aber die Bedingung Qill/ = 0 verletzt
ist.

Beispiel 3.2.1

) A (it =1 =t —=1)\ [ =
oy |+ nt(nt—1) A —nt zo | =0,t>0.
0 1 -1 0 T3

Es handelt sich erneut um ein Index-2-Hessenberg-System. Die entscheidende
Matrix BoyBio st hier

BBy =( 1 —1)<_(77t_1) ) —1,

84



also ist die Index-2-Bedingung fiir alle t garantiert. Die allgemeine Lisung
st durch

zi(t) = xl(O)e_’\t,
zo(t) = w(t),
z3(t) = (nt —1)aa(t),

gegeben.
Die Losungsmannigfaltigkeit ist in diesem Fall

21
Mit)={2€R: 2= 2 )
(nt — 1)z

und der kritische Raum Sy(t) ist durch

gegeben.
Andererseits ergibt, wenn man den Orthoprojektor auf N wdhlt, die Be-
rechnung von G1(t)

woraus folgt, dass
Ni(t) = {z ER: 21 =t — 1)z Az = 771523}.

Weiterhin ist die exakte Losung dieser Gleichung offensichtlich exponen-
tiell asymptotisch stabil im Lyapunovschen Sinne, wenn A > 0 ist. Nunmehr
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liegt bei diesem Problem starke P-Kontraktivitdit auf der Losungsmannigfaltigkert

vor. Man betrachtet das euklidische Skalarprodukt und einen Vektor (y,x,t),
der zu My (t)gehort und die Gleichungen

y1 = —Arp— (gt — 1)2:102 + (nt — 1),
yo = —nt(nt — 1)z — Az + ntas,
0 = x1— 29,

y3 = 0



erfillt. Die linke Seite der Kontraktivitdtsbedingung ist dann
(y, )y = =25 — (gt —1)?2129 + (0t — V)ay23 — t(nt — 1) 2120 — A2+ ntwexs,
und, wenn man die Bedingung x € M (t) nutzt, folgt

(y: )y = =A(@] +a3) = =X ||Pz]; .

Die Anwendung des impliziten Euler-Verfahrens auf dieses Problem stellt
in jedem Schritt die Losung des linearen Systems

1+ hA h(’l]tz — 1)2 —h(ntz — 1) X14+1 X1
htipi(ntiyn —1) 14 hA —hntiy Toiyr | = | T2
1 —1 0 X3,i+1 0

dar. Aus diesem System erhdlt man fir die erste Komponente beispielsweise
1
TLi+l = 7 3y ¥l
M T
was fiir alle A > 0 die Kontraktionsbedingung
‘ 1
1+ hA

<

erfillt.

Die numerischen Ergebnisse mit diesem Verfahren fiir h = 0.1 und ver-
schiedene Werte von X\ und n sind in der Abbildung 3.3 dargestellt. Als An-
fangswert wurde x1(0) = 22(0) = 1 und x3(0) = —1 gesetzt.

3.3 Index-Reduktion durch Differentiation
In diesem Kapitel wurde bis jetzt eine quasilineare ADGI der Form
A(t)(Px) +b(x(t),t) =0, teS

betrachtet. Leider sind einige Anwendungsfille darin nicht eingeschlossen,
zum Beispiel die Modelle aus der klassischen MNA (modified node analy-
sis) in der Schaltkreissimulation, [Estévez Schwarz and Tischendorf, 1998],
[Estévez Schwarz, 2000]. Hier handelt es sich um Gleichungen wie (2.2), also

A(z(t), t)(Pz)'(t) + b(x(t),t) =0, teS. (3.89)
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Abbildung 3.3: Approximierte Losung fiir das Beispiel 3.2.1 unter Ver-
wendung des impliziten Euler-Verfahrens bei einem Diskretisierungsschritt
h = 0.1 und verschiedenen Werten von A und 7.

Auf die strukturellen Einzelheiten der MNA-Modelle wird am Ende des Ka-
pitels eingegangen. Den Voraussetzungen nach sind A(z,t), b(z,t), A.(z,t)
und b, (z,t) stetige Funktionen in D;. Fiir (3.89) wird angenommen, dass der
Tractability-Index-2 in einer offenen Menge G' C Dy vorliegt.

Der Index-Reduktionsprozess beruht auf dem am weitesten verbreiteten
Index-Begriff, dem Differen-tiations-Index, [Gear, 1988], [Brenan et al., 1989].
Nach diesem Kriterium kann man durch sukzessive Differentiation der Glei-
chungen (oder einens Teils davon) den Index einer ADGI reduzieren. Es ist
nicht notig dafiir zu verlangen, dass das ganze System nach der unabhéngigen
Variablen differenzierbar sein muss. Die Index-Reduktion, die hier vorgestellt
wird, setzt nur die Differenzierbarkeit voraus, die die Losbarkeit des Problems
verlangt. Hier wird den Ideen von [Mérz, 1998] gefolgt, fiir die entsprechende
Index-Reduktion fiir lineare Systeme siehe auch
[Méarz and Rodriguez Santiesteban, 1999]. Diese Vorgehensweise erinnert auch
an die Reduktionstechniken fiir mechanische Systeme,
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[Eich-Soellner and Fiihrer, 1998].
Die Gleichung (3.89), siche Kapitel 2, kann auch als

A(z(t),t)(Px)'(t) + (I — Wi(x(t),t))b(z(t), t) + (Wib)(z(t),t) =0

geschrieben werden. Die ersten zwei Terme in dieser Gleichung befinden sich
im im (/ — W;), wihrend der dritte im im W; lebt. Die Index-Reduktion
besteht darin, die Gleichung (W1b)(z(t),t) = 0, die die sichtbare Nebenbe-
dingung bestimmt, durch die versteckte

Wi(x(t), ) {(Wib)o(x(t), 1) (Px) () + (Wib)i(x(t), )} = 0
zu ersetzen. So erhélt man eine neue Gleichung

An dieser Stelle wurden die Argumente weggelassen.
Es wird die Notation

%(:c, t) = Az,t)+ (Wi (Wib),)(x, 1),
b(z,t) = (I —Wi(x,t))b(x,t)+ (Wi (Wib))(x,t)

eingefithrt und (3.90) schreibt sich jetzt als

F(Pz)'(t), z(t),t) :== A(z(t),t)(Px) (t) + b(z(t),t) = 0. (3.91)

Allerdings enthélt diese Gleichung nicht die ganze Information, die in (2.2)
steckt. AusschlieBlich mit der zusdtzlichen Nebenbedingung (2.15) sind beide
Systeme dquivalent.

Die neue Aufgabe (3.91) besitzt einige gute Eigenschaften, deren erste in
folgendem Lemma dargestellt wird.

Lemma 3.3.1 Fiir den Nullraum von A(z,t) gilt
ker A(x,t) = ker A(x,t) = N.
Beweis: S ei z € ker ;l(:z;,t), also
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Diese Gleichung bedeutet

Az, t)z = 0,
(Wi(W1b),)(x,t)z = 0,
das zeigt die Inklusion ker A(z,t) C N. Die andere Richtung folgt dann sofort
durch Lemma 2.1.15.
Man kann die neue ADGI (3.91) genauso wie (2.2) untersuchen. Dafiir ist
Lemma 3.3.1 sehr wichtig, denn nach ihm sind die Losungen von (3.91) auch
in dem Funktionsraum Cy (S, IR™) enthalten.
Sei My(t) die sichtbare Losungsmannigfaltigkeit von (3.91), die nach De-

finition durch N B B
Mo(t) = {x € D: b(x,t) € im A(w,t)

gegeben ist.
Lemma 3.3.2 M, (t) C My(t) fir allet € 3.

Beweis: S ei xy € M;(t), dann gibt es zy € IR™, so dass b(z,t) = A(xo,t)z0.
Das bedeutet

(Wlb)(xo,t) =0= ([ — Wl(.fo,t))b(l'g,t) = A(Z’Q,t)ZO,

und auflerdem
Pzy = P(AYD)(xo, t).

Auf der anderen Seite gilt fir zo € M;(t) auch

(Wl(Wlb)t)(Io, t) = (Wl(Wlb)a;)<$0, t)P(A+b) (170, t)
= (Wi (Wib)a)(wo,t)z0.

Nun erhalt man

b(ao,t) = (I —Wilwo,t)b(wo,t) + (Wi(Wib))(zo, )
= A(Io, t)ZO + (Wl(Wlb)x)(l'O, t)ZO

= A(.T(),t)ZO,
was die Zugehorigkeit von zq zu My(t) impliziert.
Bemerkung 3.3.3 Aus dem Beweis ist unschwer zu ersehen, dass

My(t) = My(t) N {z € R™ : (Wyb)(z,t) = 0}.
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Lemma 3.3.4 Die Mannigfaltigkeit M, (t) ist eine Invariante fir (3.91).

Beweis: S ei z(t) eine Losung von (3.91), fiir die x(tg) € Mi(to), to € S gilt.
Sei auBerdem s(t) := (W1b)(x(t),t), dann hat man s(ty) = 0. Es wird s nach
t abgeleitet, und es folgt

§'(t) = (Whb)o (x(t), t) (Px)' (t) + (W1b)i(x(t), 1).
Infolgedessen gilt
0= Wi(x(t), t)s'(t) = (Wi(x(t), £)s(t))e=Wie(x(t), )s(t) = s'(t) =W (z(t), 1)s(t),

woraus, zusammen mit s(tg) = 0, z(t) € M;(t), Vt € J folgt.
Fiir die Hauptaussage dieses Abschnittes ist auch folgendes Lemma niitzlich:

Lemma 3.3.5 G2Q,G5" ist wie W, auch ein Projektor lings im G1. Folglich
qilt
Wi = WiGQ1Gy' und - Q1G5 = Q1Gy W,

Beweis: O ffensichtlich ist
—1\2 -1
(Ga@iG3")" = GGy
AuBerdem, da
Q1G5 Gy = Q1G5 Gy P = 0,

gilt
ker (Qngl) D imGy.

Andererseits ist

dim (ker (@1G5")) = dim (im Gy),

woraus

ker (Q1G51> =im G,

folgt.

An dieser Stelle ist man in der Lage, die Hauptaussage dieses Abschnittes,
némlich dass die Gleichung (3.91) den Tractability-Index-1 besitzt, zu bewei-
sen.
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Theorem 3.3.6 Seien die Glattheitsvoraussetzungen erfillt, zusdtzlich sei
(Whb)(z,t) zweimal nach beiden Argumenten stetig differenzierbar. Aufierdem
seien ty € S, xg € Mi(ty), zy = —(ATD)(xo,t0), so dass A(xo,to)xy +
b(xg,to) =0 und

Ny (g, o, to) N S1(x, 2o, to) = {0}
gelten. Dann sind die folgenden Aussagen richtig:
e Die Gleichung (3.91) ist in (xy,xo,ty) Index-1-tractable

e Fine Anfangswertaufgabe fir (2.2), mit x(to) = xo € My(to), besitzt
lokal eine eindeutige Losung x € C3;, fiir die

z(tg) = xo, P(2'(ty) — xy) =0
qgilt.

Beweis: U nter den Annahmen des Theorems sind A(z,t), b(z,t), A,(x,t)
und b, (x,t) stetige Funktionen. Nach dem Lemma 3.3.2 gilt auch z,
My(to). Es wird als Néchstes die erste Aussage bewiesen, wofiir man die
Matrix C:‘l berechnet:

él(y,x,t) = A

o~~~

und man betrachtet das lineare Gleichungssystem
Gi(y,z,t)z = 0.
Der Term (W1b),(z,t)Qz ist nach dem Lemma 2.1.15 null und fiir die Terme
(Wi(Wib)e)e(z,1)Qz, (Wi (Wib)o) (2, 1)y).Qz,

erhalt man

(Wi (W1b)1).Qz = WiQz(Wib), + Wi (Wib)Qz = Wi (W1b):,Qz,
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So folgt Gy (y,z,t)z =0 <

Az, ) z+(Wi(Whb),) (x, t)2+b, (2, 6) Qz+ (W1 (W) (2, 1) Qz+(A(z, t)y).Qz = 0,

=
Gi(y,x,t)z + (Wi (Wib),)(z,t)z + (Wi (Wb )(x,t)Qz = 0,
<~
Gi(y,z,t)z = 0
(Wi (W1b))(z,t)z + (Wi (Wib)e)(z, 6)Qz = 0,
=

Gi(y,x,t)z =

Die erste Gleichung des letzten Systems bedeutet, dass z € Ny(y,x,t) und
aus der zweiten Gleichung erhélt man

Wi (z, )Wy (z,t)2b(x, t) + Wiz, t)by(z,t)z = 0.
Unabhéngig davon gilt fiir z = Q4 (y, x,t)z

Ql(ywr?t)z = (Ql IB)(y7x t)Z - (Ql )(yvxat)Wl( )B(yvxat)z
= (QiGY")(y, 2, )Wi(2,t)(be(w, 1) + (A(z, t)y))2
= (G )y, )W (z, ) Wia (2, 1) 2(b(z, t) + Az, t)y).

In dem Punkt (z{,z0,%) folgt z = Q1(zf,z0,t0)z = 0 = 2. Das beweist
die Regularitiit von Gy (z), 2o, to) und damit besitzt die Gleichung (3.91) den
Tractability-Index-1 in (xf, 2o, to)-

Fiir die zweite Aussage des Theorems betrachtet man (3.91) mit dem
Anfangswert x(tg) = xo € M (ty) C Mo(to), nach dem Theorem 14 Abschnitt
1.2 von [Griepentrog and Mirz, 1986] existiert eine eindeutige Cj-Lisung
z(t) von dieser AWA in einer Umgebung von g, also fiir t € Sy C S. Es
reicht jetzt aus zu zeigen, dass diese Losung ebenfalls eine von (3.89) ist. Nach
dem Lemma 3.3.4 gilt z(t) € M;(t) und damit ist (W1b)(z(t),t) = 0, Vt € Sp.
Auflerdem ergibt I — Wi (Pxz(t),t) multipliziert mit (3.91)

A(z(t), 1) (Px)'(t) + (I = Wa(z(t),1))b(z(t), 1) = 0,
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was zusammen mit (W3b)(x(t),t) = 0 die urspriingliche Gleichung
Af(t), ) (P () + bla(t), 1) = 0

mit sich bringt. Da jede Losung von (2.2) auch eine Losung von (3.91) dar-
stellt, ist die Eindeutigkeit der Losung gleichermaflen gesichert.

Bemerkung 3.3.7

1. Die Ergebnisse dieses Abschnittes gelten unter Annahmen, die aus
praktischer Sicht akzeptabel sind. Die Voraussetzung, dass im G (y, x, t)
nur von (Pz,t) abhingt, ist womoglich diejenige, die man in Zweifel
ziehen konnte. Jedoch erfiillen sowohl die Hessenberg-Systeme als auch
die Modelle aus der klassischen modifizierten Knoten-Analyse in der
Schaltkreissimulation, [Tischendorf, 1996],
[Estévez Schwarz and Tischendorf, 1998], [Estévez Schwarz, 2000], die-
se Bedingungen.

2. Man bemerkt, dass die Differenzierbarkeitsannahmen, hier tiber (W;b)(z, t)
und im Theorem 3.1.10 iiber S; (), im linearen Fall im Einklang stehen.

3. Nach den Ergebnissen dieses Abschnittes bietet sich folgender Ansatz
an: Um die AWA fiir die Index-2-Gleichung (3.89) zu l6sen, fithrt man
zunéchst eine Index-Reduktion durch und diskretisiert anschlieend die
Index-1-Gleichung, die konstanten Nullraum besitzt. Die Idee beruht
auf der Tatsache, dass die Mannigfaltigkeit M (t) invariant fiir (3.89)
ist. Jedoch reicht diese Eigenschaft der Gleichung (3.89) nicht aus, da
die M;-Invarianz bei der Diskretisierung nicht vorkommt. Im Allgemei-
nen wird mit diesem Ansatz die versteckte Nebenbedingung, aber nicht
W1b = 0, durch die N&herungslosung erfiillt, was zu falschen Ergebnis-
sen fiihrt.

3.4 Stabilitiat der index-reduzierten Gleichung

Der Ansatz dieses Kapitels, die Kommutativitidt zwischen Diskretisierung
und einer Index-Reduktions-Transformation als Werkzeug fiir die Stabilitéts-
untersuchung zu benutzen, wird besonders unterstiitzt, wenn die Aufgabe im
Kasten unten links des Diagramms 3.1 gewisse Stabilititseigenschaften der



urspriinglichen Aufgabe erbt. Offensichtlich iibertrigt sich im Fall der Index-
Reduktion durch Differentiation die Lyapunovsche Stabilitidt einer Losung
von (3.89), da alle Losungen dieser Gleichung auch eine von (3.91) sind, siehe
den Beweis von Theorem 3.3.6. Ziel dieses Abschnittes ist es zu zeigen, dass
sich auch die Kontraktivitdt in gewissem Sinne iibertréigt. Zuerst muss geklart
werden, auf welcher Mannigfaltigkeit diese Eigenschaft betrachtet wird. Beide
Aufgaben besitzen dafiir verschiedene Obermengen My (t) und My(t), jedoch
kann als gemeinsamer Nenner M;(t) erkannt werden, M;(t) C My(t) und
M (t) € My(t).

Theorem 3.4.1 Man nimmt an, dass die Gleichung (3.89) den Tractability-
Index-2 besitzt. Sei auferdem diese Gleichung (P-)kontraktiv auf einer Man-
nigfaltigkeit T'(t) C My(t). Dann ist die index-reduzierte Gleichung (3.91)
auch (P-)kontraktiv auf T'(t).

Beweis: M an betrachtet die Vektoren (y1, x1,t) und (ys, x2,t) in IR™ X I'(t) x
3, die die Bedingungen
~ B R Qy = Qy2 =0,
A(Il, t)yl + b(l’l, t) = A(ZL’Q, t)yz + b(l’g, t) = 0, (392)
erfiillen. Als Projektor auf N kann @ gewihlt werden, weil N = N.
Da xq, 9 auch zu My(t) gehoren, gilt
Wi (t)b(xy,t) = Wi(t)b(xq,t) = 0.
Andererseits geht aus (3.92) hervor, dass
A(I‘l, t)’yl -+ (I - Wl(t)>b($1,t) - A(.IQ,t)yQ + (I - W1<t))b(l’2,t) = 0.
Aus den zwei letzten Gleichungen folgt auch fir (yi, z1,t) und (ys, x2, 1)
Qyr = Qy2 =0,
A(xy, t)yr + b(xq,t) = A(xo, t)ys + b(xa,t) =0,
und durch die Kontraktivitiat von (3.89) auf I'(¢) erhélt man

(Y1 — Yo, 01 — T2) g < —c ||l — ZBQHZ

Bemerkung 3.4.2 Besteht in irgendeiner Art und Weise (P-)Kontraktivitit
auf My(t), so ist die Anwendung eines algebraisch stabilen IRK(DAE) auf
die index-reduzierte Gleichung nach dem Kollorar 2.5.7 auch (P-)kontraktiv.
Aber selbst in diesem Fall besteht noch das Problem, dass die Nebenbedin-
gung W1b = 0 durch die diskrete Losung nicht immer erfillt wird, Bemerkung
3.3.7.
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3.5 Kommutativitit zwischen Index-Reduktion
und Diskretisierung

Hier wird eine der Hauptfragen dieses Kapitels beantwortet, und zwar un-
ter welchen Bedingungen das Kommutativititsdiagramm 3.1 fiir die Index-
Reduktion durch Differentiation (IRD) und die BDF- und IRK-Verfahren

zutrifft.

3.5.1 BDF-Verfahren
Ein BDF-Verfahren fiir die ADGI

A(x(t),t)(Pz)'(t) + b(x(t),t) =0, t € [ty,0), (3.93)
wie in der Sektion 3.2 schon eingefiihrt, lautet
k
j=0

wobei A; := A(x(t;),t;) und b; := b(x(t;),t;).

Als Erstes stellt man fest, dass die diskrete Losung in jedem Schritt zu
My (t;) gehort. Es wird daran erinnert, dass dies bei den IRK-Verfahren auch
zutraf. Aus (3.94) folgt

b(flj’l, tl) € im A(xza t2)7

und damit ist diese Aussage deutlich.
Wie in dem kontinuierlichen Fall wird (3.94) in die Komponenten auf
im G ; und ein Komplement davon aufgesplittet:

k
7=0

(Wib); = 0. (3.96)

Die Gleichung (3.96) ist nichts anderes als eine Folge des schon erwéhnten
Faktes, dass die diskrete Losung zu My(t;) gehort.

Das Ziel ist nun herauszufinden, wann (3.95), (3.96) der gleichen Diskre-
tisierung von (3.91) entspricht, also

k
(A + Wl(W1b)x)l Z Oéj(Pl’)i_j + h([ — Wl)lbz + hW17i(W1b)t7i =0. 1 Z k.
7=0

(3.97)



Aus dieser Gleichung ist ersichtlich, dass (3.95) erfiillt ist. So folgt zwangsldufig
die Bedingung

k
Wl,i {(I/Vlb)x’Z Z Oéj (P.I')ifj + h(Wlb)tﬂ} = O, 1 Z k, (398)
=0
damit (3.97) und die Kommutativitit gelten. Weiterhin folgt aus (3.94)

k k
ZO&j(PI)i_j = Pzaj(PI>i—j = —hP<A+b>Z, ) Z k
7=0

j=0
und (3.98) verwandelt sich in
Wi {=(Wib), ATb + (Wlb)t}i =0, i>k (3.99)

Die letzte Gleichung ist die versteckte Nebenbedingung (2.17) an der Stelle
t;. Als Schlussfolgerung kann man behaupten, dass, wenn die diskrete Losung
x; zusétzlich (3.99) erfiillt, dann das Diagramm 3.1 gilt.

In der Fachliteratur stellt man fest, dass der Zugehorigkeit der diskreten
Losung zu M (t) besondere Aufmerksamkeit gewidmet wird. Die vorliegende
Analyse unterstreicht die Bedeutsamkeit dieses Sachverhaltes.

Das System (3.95), (3.96), (3.99) ist im Gegensatz zu dem kontinuierlichen
Fall iiberbestimmt. Deswegen findet man in der Fachliteratur eine Vielfalt
von Ansétzen, die das System in irgendeinem verallgemeinerten Sinne losen.
In diesem Abschnitt ist man daran interessiert zu klaren, wann dies nicht
notwendig ist. Kapitel 4 soll sich mit dem anderen Fall ndher auseinander
setzen.

Das bishier erzielte Ergebnis kann folgendermafien zusammengefasst wer-
den.

Kriterium 3.5.1 Wenn die diskrete Losung die Bedingung (3.99) in jedem
Schritt erfillt (also wenn x; € M(t;)), dann kommutieren die IRT und die
BDEF-Diskretisierung.

3.5.2 IRK-Verfahren

Die Analyse der IRK-Verfahren verlauft nach dem gleichen Muster wie bei
den BDF-Verfahren. Ein IRK-Verfahren fiir die ADGI

A(z(t), t)(Px)'(t) + b(z(t),t) =0, t € [ty,00), (3.100)
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wie in 3.2.2 schon eingefiihrt, lautet

T = pZL‘l_l—f-ZZﬁi@inlj, (3101)

i=1j=1

Alizdij<le _$l—1)+hbli = O, 1= 1,...,8, (3102)
j=1

wobei Alz‘ = A(Xli, tlz’) und blz‘ = b(Xli,tll‘).

Das Entscheidende hierbei ist, ob die Gleichung (3.102) der IRK-
Diskretisierung der index-reduzierten Gleichung (3.91) entspricht.

Als Erstes stellt man fest, dass alle Stufen des Verfahrens zu M, gehoren.
Aus (3.102) folgt

b(Xii, tu) € im A(Xyy, ;)

und damit ist diese Aussage deutlich.

Es werden die Gleichungen (3.102) in die Komponenten auf im G ;; und
ein Komplement davon aufgesplittet:

Ali Zdij(XU — [El_l) + h(] — Wl)lz‘bli = 0, 7 = 1, ey S, (3103)

j=1

(Wlb)li = 0, izl,...,s. (3104)

Andererseits erhélt man, wenn das IRK-Verfahren direkt auf die index-reduzierte
Gleichung (3.91) angewandt wird, fiir die RK-Stufen

(A + Wl(Wlb)x)l'L Z O%'j (le — 1'171) + h([ — Wl)libli (3105)

J=1

+hWii(Whb)eyy = 0, i=1,...,s.

Aus dieser Gleichung ist ersichtlich, dass die Projektion von (3.105) auf
im G ; erfiillt ist, (3.104). So folgt zwangsldufig die Bedingung

Wl,li {(Wlb)xﬁ Z OAzz‘j(le — ZEl_l) + h(Wlb)t,li} = 0, 1= 1, Lo, S (3106)

=1

damit (3.105) gilt. Weiterhin folgt aus (3.102), dass

PZ(SQJ(XU — ;Ulfl) = —hP(Aer)lz, 1= 1, e, S

=1
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und (3.106) verwandelt sich in

Wi {=(Wib)e AT+ (Wib),} =0, i=1,...s. (3.107)

i

Ebenso wie bei den BDF-Verfahren erhélt man, dass die versteckte Neben-
bedingung (2.17) fiir die RK-Stufen eine hinreichende Bedingung ist, damit
das Kommutativitdtsdiagramm 3.1 gilt.

Das Analogon des Kriteriums 3.5.1 lautet fiir die IRK-Verfahren:

Kriterium 3.5.2 Wenn alle Stufen eines IRK-Verfahrens zu der Mannigfal-
tigkeit M (t;) gehoren, dann kommutieren die IRT und die IRK-Diskretisierung.

Natiirlich ist dieses Kriterium, wie Kriterium 3.5.1 auch, aus praktischer Sicht
unbrauchbar, aber mit ihrer Hilfe kann man fiir Klassen von Aufgaben an-
wendbare Kriterien finden. Ein Beispiel dafiir sind die schon erwéhnten klassi-
schen MNA-Modelle der Schaltkreissimulation. Es werden hier Probleme be-
trachtet, die die topologischen Annahmen von
[Estévez Schwarz and Tischendorf, 1998, [Estévez Schwarz, 2000] erfiillen. Die
MNA-Gleichungen besitzen, unter anderen, folgende Eigenschaften
([Estévez Schwarz and Tischendorf, 1998, [Estévez Schwarz, 2000]):

1. der Raum Sy (2',z,t) ist konstant
2. der Raum im G ist ebenfalls konstant
3. die Gleichung (W1b)(x,t) = 0 ist linear in x.
Aus der dritten Aussage folgt
(Whb)(z,t) = (W1b).(t)x + (W1b)(0, ). (3.108)
Andererseits gilt, wenn 2. erfiillt ist, fir W B
WiB(2', x,t) = Wy {by(x,t) + [A(z, t)2] } = (W1b). ().
So reduziert sich die sichtbare Nebenbedingung (W;b)(z,t) = 0 zu
(W1B)(t)x =0 < x € Sy,

vorausgesetzt, die Gleichung (W;b0)(0,¢) = 0 gilt. Die letzte Annahme be-
deutet bei den betrachteten Modellen, dass der Schaltkreis weder gesteuerte
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Spannungs- noch gesteuerte Stromquellen enthélt,
[Estévez Schwarz and Tischendorf, 1998], [Estévez Schwarz, 2000].

Unter den genannten Bedingungen gelten dann PQ%'z = 0 und die Be-
dingung (3.98), falls die Approximation der Losung an der Stelle ¢,_; zu
My(t;—1) gehort. In der Tat

Wh i {(W1b)x,li > dui(Xyy — xier) + h(Wlb)t,li}

||M

i (X —x21) + h(WlB)tJini}

— { Zal]PPS Xl] — X— 1) —|— h(WlB)t,lz(PP,;‘le)lz}
= W {(WlB Z CYU Xl] — X— 1) + h(WlB)t,liPPé’leli}
J=1

= 0,

und damit liegt fiir solche Aufgaben die Kommutativitat zwischen der Index-
Reduktion und der IRK-Diskretisierung vor. Es ist nicht schwer zu erkennen,
dass fiir die BDF-Verfahren die gleiche Aussage beziiglich der Bedingung
(3.98) gilt. Die Vorgehensweise fiir den Beweis ist die gleiche. Allerdings
kann man bei den IRK-Verfahren mit Hilfe des Theorems 2.3.5 eine stérkere
Aussage formulieren.

Theorem 3.5.3 Seien ein klassisches MNA-Modell der Form (3.93) (P-
Jkontraktiv auf der Lésungsmannigfaltigkeit M,(t) und die Voraussetzungen
1-8 erfiillt. Dann ist die Anwendung eines algebraisch stabilen IRK(DAE)-
Verfahrens auf die MNA-Gleichung (P-)kontraktiv.



Kapitel 4

Stabilisierung

Im Kapitel 2 wurden Eigenschaften einer Index-2-Gleichung gefunden, die ga-
rantieren, dass ein BDF- oder IRK-Verfahren seine GDGI-Stabilitétseigenschaften
beibehélt. Das Beispiel 3.0.8 zeigt allerdings, dass schwer wiegende Stabi-
litdtsprobleme auftreten konnen, wenn eine Aufgabe die genannten Eigen-
schaften nicht besitzt.

In 3.5 wurde die entscheidende Rolle der Gleichungen (3.95), (3.96), (3.99)
(fiir das BDF-Verfahren beispielsweise) fiir eine stabile diskrete Losung fest-
gestellt. Insbesondere wurde aufgedeckt, dass die blofe Anwendung des Ver-
fahrens im Allgemeinen nur die Erfiillung von (3.95) und (3.96) garantiert.
Alle drei Gleichungen stellen ohne Weiteres ein iiberbestimmtes Gleichungs-
system auf, allerdings liegt mit den klassischen MNA-Gleichungen ein Fall
vor, bei dem die Gleichung (3.99) automatisch erfiillt wird.

Wie in 3.5 erwiigt, sind in der Fachliteratur verschiedene Stabilisierungs-
ansitze zu finden, die das System (3.95), (3.96), (3.99) in irgendeiner Art
und Weise 16sen. Allerdings kann man zwei Arten von Ansédtzen erkennen,
[Eich et al., 1990], [Eich-Soellner and Fiihrer, 1998]:

1. Ansétze, die auf einer Projektion der approximierten Losung basieren
(Koordenatenprojektion)

2. Ansitze, die auf einer Projektion des Residuums basieren (Ableitungs-
projektion).

Beide Ansitze sind nicht an ein Diskretisierungsverfahren gebunden und
konnen deswegen beliebig mit numerischen Methoden konbiniert werden.

100



Diese Ansétze kommen im Wesentlichen aus der Mechanik der Mehrkérper-
systeme, [Eich et al., 1990], wo Gleichungen in Hessenberg-Form auftreten.
Die Index-2-Formulierung solcher Aufgaben hat die Form

21(t) + Bu(t)z1(t) + Bia(t)z2(t) = a(t), (4.1)
Bai(t)zi(t) = ¢a(t), (4.2)
siehe Beispiel 2.1.9. Sei @ der Orthoprojektor auf N und W; als Projektor
langs im Gy
00
gewahlt.

Die Projektionen auf im (I — W) und im W, fiir (4.1), (4.2) ergeben,
ungeachtet der durch die Projektionen entstehenden Nullen, erneut diese
Gleichungen. Um die versteckte Nebenbedingung zu berechnen, muss die
Gleichung (4.2) nach ¢ differenziert werden. Das ergibt

By (t)z1(t) + Bar(t)o) = g5(1),
(B3 (t) = Bar(t) Bia(t))w1(t) — Bar(t) Bra(t)wo(t) = g5(t) — Bar(t)q1(@-3)

Der Ansatz vom Typ 1 wurde zuerst fiir GDGIn mit Invarianten in
[Shampine, 1986] eingefiihrt und schldgt vor, das Index-1-System (4.1), (4.3)
(siehe 3.3) mit dem ausgewéhlten Verfahren zu 16sen und nach jedem Schritt
die erhaltene Néherungslosung orthogonal auf die Mannigfaltigkeit

Mo(t) = {( 2 ) € R™: Bay(t)1(t) = qQ(t)}
7ZU projizieren.

Die Anwendung dieses Ansatzes auf das Beispiel 3.0.8 ist, wie die Abbil-
dung 4.1 zeigt, erfolglos. Hier wurde wie bei den Ergebnissen in der Abbil-
dung 3.2 das Euler-Verfahren fiir die Index-1-Formulierung verwendet und
in jedem Schritt die genannte Projektion durchgefiihrt.

Die Linie n = 0 reprasentiert den Fall, in dem die Rdume N; und S
konstant und damit die Ergebnisse aus Kapitel 3 anwendbar sind. Wenn das
Verfahren das asymptotische Verhalten der exakten Losung widerspiegeln
wiirde, dann miisste die Fléche fiir alle Werte von n wie bei n = 0 aussehen.

Die vorhandene Situation in dem Koordinatenprojektionsansatz kann wie
in der Abbildung 4.2 fiir die differenzierbaren Komponenten geometrisch dar-
gestellt werden.
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Abbildung 4.1: Ergebnisse fiir das Beispiel 3.0.8 unter Verwendung des im-
pliziten Euler-Verfahrens fiir den Koordenatenprojektionsansatz mit einer
Schrittweite h = 0.1 und verschiedenen Werten von A und 7.

Ein Schritt des Koordenatenprojektionsansatzes kann wie folgt beschrie-
ben werden: Mit dem impliziten Euler-Verfahren wird die Ableitung ; durch
den Differenzenquotienten approximiert. Man kennt jedoch nur die Gréfien-
ordnung des dadurch verursachten Diskretisierungsfehlers. Insbesondere hat
man keine Information iiber die Projektion von #} auf dem Tangentialraum
an der Stelle 1. Auflerdem liegt die mit dieser moglicherweise falschen Rich-
tung berechnete Losung (71 ) auf der Mannigfaltigkeit H (siehe (2.18)), jedoch
in der Regel auflerhalb der Mannigfaltigkeit M,, da die sichtbare Nebenbe-
dingung (4.2) in der Index-1-Aufgabe (4.1), (4.3) nicht beriicksichtigt wird.
Anschliefend wird Z; orthogonal auf M, projiziert (z;) und dieser Wert als
neue Approximation iibernommen. Eine andere Variante dieses Verfahrens
besteht darin, statt auf My auf M; zu projizieren. Das éndert aber nichts an
der Tatsache, dass die Dynamik der Aufgabe nicht beriicksichtigt wird.

Die Verfahrensweise von Typ 2 betrachtet auch das Index-1-System (4.1),
(4.3) mit der zusétzlichen Bedingung (4.2). Er fordert in jedem Integrations-
schritt die Erfiillung der Gleichungen (4.2), (4.3), also die Zugehorigkeit der
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Xo Anfangswert an g

X1 Exakte Losung art ¢

X; Exakte Ableitung art ¢

X, Verfahrensapproximation ar |

)?1’ Verfahrensapproximation fur die Ableitung ahy
X4 Approximation furx; nach der Projektion aL@%
% Sichtbare Losungsmannigfaltigkeit

9\/[1 Losungsmannigfaltigkeit

Abbildung 4.2: Geometrische Interpretation des Koordenatenprojektionsan-
satzes.

Approximation zu M7, und ldsst fiir die Diskretisierung von (4.1) einen Fehler
im im BJ (t) zu. Bemerkenswert an dieser Stelle ist es, dass im B2, (¢) x {0}
der Orthogonalraum nach dem euklidischen Skalarprodukt von S; ist und
S, fiir die homogene Aufgabe, M; enthilt. Insbesondere gilt in diesem Fall
([Mérz and Rodriguez Santiesteban, 1999])

) Bulm =0},

Die beschriebene Methode entspricht der Diskretisierung der Gear-Gupta-
Leimkuhler (GGL)-Formulierung fiir (4.1), (4.2), [Hairer and Wanner, 1991].
Sie lautet

€

PM,(t) = PS,(t) = {( §

2 (t) + Buy(t)x1(t) + Bia(t)ao(t) + By, (H)u(t) = (1), (4.4)

(B3 (t) — Bar(t) Bua(t))x1(t) — Baa(t) Baa(t)za(t) = g5(t) (4.5)
—Ba(t)qu(t),

Bai(t)z(t) = ¢a(t), (4.6)
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wobei der eingefiihrte Vektor i die Dimension m — r hat, wenn z; € IR".
Die Situation ist fiir die differenzierbaren Komponenten in der Abbildung
4.3 geometrisch dargestellt:

Xo Anfangswert an p

X1 Exakte Losung art

Xy Exakte Ableitung art { "
X, Verfahrensapproximation art ; (T 1)//
)~(1’ Verfahrensapproximation fur die Ableitung aty ,’/
9\/[1 Lésungsmannigfaltigkeit ,4/\ }

Abbildung 4.3: Geometrische Interpretation des Ableitungsprojektionsansat-
zes.

Nach einem Integrationsschritt mit dem impliziten Euler-Verfahren liegt
erstens, im Gegensatz zu dem Koordenatenprojektionsansatz, die Losungs-
approximation Z; auf M;, weil die Aufgabe (4.4)-(4.6) sowohl die sichtbare
als auch die versteckte Nebenbedingung enthélt. Zweitens ist die Orthopro-
jektion von 7 auf den Tangentialraum in x; identisch mit z. Die Erklarung
dafiir besteht darin, dass das Residuum bei der Diskretisierung der Gleichung
(4.1) im im B () ~ S{-(¢) liegt. Diese zwei Fakten wecken die Vermutung,
dass dieser Ansatz die Stabilitétsprobleme l6sen kann, da zusézlich zu der
Mi-Zugehorigkeit die Dynamik des Systems respektiert wird.

In der Abbildung 4.4 sind die Ergebnisse der Anwendung des impli-
ziten Euler-Verfahrens auf die GGL-Formulierung (4.4)-(4.6) fiir das Bei-
spiel 3.0.8 dargestellt. Der Stabilisierungseffekt ist deutlich zu erkennen, die
Néaherungslosung besitzt das gleiche asymptotische Verhalten wie die exakte
Losung.
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Abbildung 4.4: Ergebnisse fiir das Beispiel 3.0.8 unter Verwendung des im-
pliziten Euler-Verfahrens fiir den GGL-Ansatz mit Schrittweite h = 0.1 und
verschiedenen Werten von A und 7.

Die hier erwiahnten Argumente und numerischen Ergebnisse sind natiirlich
noch kein Beweis dafiir, dass die GGL-Formulierung die Stabilitdtsprobleme
behebt. Das ist allerdings das Ziel dieses Kapitels. Es werden zunéchst ei-
nige Eigenschaften der GGL-Formulierung im Hessenberg-Fall gezeigt, dann
eine Verallgemeinerung dieser Formulierung fiir Nicht-Hessenberg-Systeme
eingefiithrt und anschlieBend analoge Eigenschaften dieser Verallgemeinerung
bewiesen. Die wichtigste Aussage fiir die GGL-Formulierung belegt die Kon-
traktivitdt von IRK(DAE)-Verfahren fiir die GGL-Formulierung und erklért
zugleich die vorgestellten numerischen Ergebnisse.
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4.1 Eigenschaften der GGL-Formulierung im
Hessenberg-Fall

Das System (4.4)-(4.6) stellt eine ADGI dar, die mit Hilfe der Notation

1 (100 ) Biy By By
ti=| a2 |, A==|00 0|, B:=| By—BuByy BuyBin 0 |,
12 000 Bgl 0 0
und
a1
~ P O R
P=<0 0), = ¢ — Baq |,
qz
als

A(P2)'(t) + B(t)2(t) = 4(t), (4.7)

geschrieben werden kann.
In dieser Sektion werden alle zu (4.7) gehorenden Objekte (Matrizen,
Projektoren und Rdume) mit ~ gekennzeichnet.

Lemma 4.1.1 Fir die Aufgabe (4.7) ist die sichtbare Lisungsmannigfaltigkeit
My(t) durch .
Mo(t) = M1<t> x IR™"

gegeben.

Beweis: D ie sichtbare Losungsmannigfaltigkeit My (t) ist nach der Definition
durch

z1

Mo(t)={2=| 2 | € R x R"" x R"": [B(t)z — 4(t)| € im A
o

bestimmt, das bedeutet konkret

(Byy — Ba1Bi1)z1 — BoiBiaza = ¢y — Baqu,
Bo1zi = qo,

A1 ) zu M, ergibt.
22

was die Zugehorigkeit von (
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Das Lemma bringt eine sehr wichtige Aussage aus der Stabilitétssicht, ndmlich
dass die Mannigfaltigkeit M (t) durch den GGL-Ansatz zu My(t) “wandert”.

Lemma 4.1.2 Falls die urspringliche Aufgabe (4.1), (4.2) Index-2 ist, dann
ist der Tractability-Index von (4.14) grofer als 1, und

A I.  Bu(t)  BL() N 00 0
Git)=| 0 —(BuBw)t) o0 |, Wi=[00 o |.
0 0 0 00 I,

Beweis:

I, 00 B (t) Biao(t)  Byi(t)
Gi(t) = (0 0 O)+((B§1321811)(t) —(ByuBp)(t) 0 )
000 By (t) 0 0
0 0 0
X ( 0 I, O )
0 0 I,
I, 00 0 Bis(t) BIL (1)
=100 0)+(0 —(BuBp)(t) 0 )
000 0 0 0
I Bis(t) BIL (1)
= 0 —(321312>(t) 0 .
0 0 0 )

Offensichtlich ist G (t) singulér fiir alle £. Auf Grund der Regularitéit von
(B21Bi2)(t) besitzt diese Matrix konstanten Rank m fiir alle ¢+ und eine
mogliche Wahl fiir W ist durch den angegebenen Ausdruck bestimmt.
Jetzt, da der Ausdruck fiir Gy (t) bekannt ist, kénnen fiir (4.7) die relevanten
Réiume N;(¢) und S (¢) berechnet werden.

Fiir 2 € Ny(t) gilt

I, Bis(t) BL (1) 2
0 —(Bnglg)(t) O 22 - O
[§ oo 1) ()

Diese Gleichung ist dquivalent zu

( o —Em ) ( ) =- ( P ) -
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Aus der letzten Gleichung geht hervor, dass

21\ I, Bia(t)(BuBi2) 7 (t) BL(t)z, \ _ BI(t) \ .
( ) “( 0 ~(BuBu)'(®) ) ( 0 )“( 0 )
und damit folgt fiir Ny (¢)
Ny (t) = {2 ER xR " x R"": ( %l ) = — ( B%(t) )Zu}

Als méglicher Projektor auf N (¢) kann

R 0 0 —BL(t)
Qjﬁ@) =100 0
00
gewahlt werden.

Beziiglich S;(t) hat man nach der Definition
Sit) ={s€ R"x R™" x R™": B(t)Pz € imG1 (1) }.

Das bedeutet

- By B Bh ) (21 )
BP: = | By —BuBy —BuBn 0 0
By 0 0 0
Bllél )
= (Bél — BngH)él € IR" x IR™" x {O},
-821731

woraus folgt (sieche 2.1.9)
Si(t) = Sy(t) x R™".

An dieser Stelle ist darauf zu hinweisen, dass beziiglich der Komponenten Z;,
Zy die Rédume S;(t) und N;(t) orthogonal in dem euklidischen Skalarprodukt
sind.

Lemma 4.1.3 Wenn die urspringliche Aufgabe (4.1)-(4.2) index-2-tractable
ist, dann ist auch die Aufgabe (4.7) index-2-tractable.



Beweis: E s wird gezeigt, dass
Si(t) NNy (1) = {0}, V.

Sei 2 € S;(t) N Ny(t), dann gelten die Gleichungen

(2) € Si(t),
() - ()

T
und folglich Bz(l](t) >2M € Si(t) ebenfalls. Die letzte Aussage bedeutet

(durch die Definition von S;(t), siehe auch das Beispiel 2.1.9):

Diese Gleichung impliziert z, = 0, weil nach der Index-2-Annahme By ()
vollen Rank besitzt. Schlielich erhdlt man 2, = 2, = 2, = 0.

Ein weiterer Unterraum von Bedeutung bei den Index-2-Aufgaben ist NN
S (). In 3.1.1 wurde festgestellt, dass in diesem Unterraum jene Komponenten
leben, die in der Differentiationsaufgabe einbezogen sind.

Lemma 4.1.4 Fir die Aufgabe (4.7) gilt

N S(t) = {0}, x {0},,_, x R™,

~ 0 0
T=1|0 0 .
0 Imfr

Beweis: A us 3.1 weil man, dass die Gleichung

o O O

NnS(t) =imQQ% (t)

unabhingig von den Projektoren @ und @}/ (t) Giiltigkeit besitzt. Die ein-
1

fache Berechnung
L 0 0 0 0 0 —BL() 00 0
QQ’]‘V1 t)=|(0 L, 0 00 0 =00 0 :
0 0 Ly, 00 I, 0 0 Ly,
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ergibt dann die Aussage des Lemmas.

Lemma 4.1.5 Die Lésungsmannigfaltigkeit M, (t) von (4.7) ist durch
Mit)={s=1| % | e R"x R"™™ x R™" : 5 € My(t) A2, = 0y = My (t)x {0}
2?14

gegeben.

Beweis: D ic Mannigfaltigkeit M, (¢) ist nach der Definition durch

() = 2e R x R™" x R™" : 2 € My(t),
T W) [((MBY — WABA B ()2 = Wi(t) [(Whg) — WiBA*q| ()

bestimmt. Jetzt wird gezeigt, dass die versteckte Nebenbedingung nichts an-

deres als 2, = 0 ist.
Der Term W, BA™ ist

0O 0O By () Bis(t) B;ﬂ(t)
W,BA*B = ( 0 0 0)<(B§1B21311)(t) — (B Bpo)(t) 0 )
0 0 By (t) 0 0

0 0 0
By1By1 By Bia By Bl

Andererseits ist

—

W1B/A1+Q = 0 00 gy — Boqy | = 0 )



und die versteckte Nebenbedingung kann folgendermafien geschrieben wer-
den:

00 O 0 0 0 21
00 O 0 0 0 2
00 I,_, B}, — ByyBiy —By1Bis —ByBi, Zu
0 -
— 0 = 0,
qé — Boiqh
0 0
0 — 0 = 0.
(By — Ba1B11)21 — Ba1BiaZ, — By Bjj 2, ¢ — Baqy

Wenn 2 € ]\//To, dann gilt die Gleichung (also die versteckte Nebenbedingung
der urspriinglichen Gleichung)

(By — Ba1Bii)21 — BarBiaZa = ¢y — Baiqa.
Jetzt reduziert sich die versteckte Nebenbedingung fiir (4.7) zu
Bs1 B3, 2, = 0,
woraus 2, = 0 folgt.

Wenn ( o ) (+) eine Losung von (4.1), (4.2) ist, dann kann man trivialer-

T2
L1
weise eine Losung fiir (4.7) als | 22 | (-) angeben. Der folgende Korollar
0

stellt die Umkehrung dieser Aussage dar.
Korollar 4.1.6 Sei © die Applikation
O: IR xR""xR"" — IR x IR"",

T T
© ) = ( ! ) .
L2
Ly
Dann, ist die Einschrinkung von © auf My(t) eine Bijektion zwischen M (t)
21(°) )
und M (t). Das bedeutet insbesondere, dass, wenn &(-) = | Z2(-) | eine Czlv'
iu()

Lésung von (4.7) ist, ( ?E; > eine Cx-Lisung von (4.1), (4.2) darstellt.
o(-
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4.2 Die allgemeine lineare GGL-Formulierung

Der am Anfang des Kapitels vorgestellte Ableitungsprojektionsansatz kann
fiir ein vollimplizites Index-2-Problem

A(t)(Px)'(t) + B(t)z(t) = q(t), teS, (4.8)

wobei die Gleichungsanteile W1 B, Wiq stetig differenzierbar sind, verallge-
meinert werden.

Wie aus Abschnitt 2.1.2 ersichtlich, ist die Gleichung (4.8) &quivalent zu
dem System

A(t)(P)(0) + (I = W) BMx(t) = (I = Wi()a(t), (4.9)
Wit BMz(t) = (Wg)(1), (4.10)
WA(t) [(WiB) (1) = (WiBAYB)(1)] «(t) = Wi(t) (4.11)

x [(W1q) (t) — (W1 BATq)(1)] -

Seien die Spalten von ®(t), I'(t) jeweils eine Basis von im Wy (t), im A, (¢)*
und k = dim Ny (¢) die Spaltenanzahl dieser Matrizen. So folgt fiir Wy (¢) der
Ausdruck »

Wa(t) = (1) [T @(t)] T

Mit Hilfe der letzten Gleichung kann man aus (4.10) die linear unabhéngigen
Bedingungen herausfiltern:

(W1 B)(t)x(t) = Wi(t)q(b),
Eliaxon 1rTB]<> (t) = [®(@T7®)'TT] (1)q(t),

(" B)(t)a(t) = T" (t)a(t).
Der Vorschlag fiir einen verallgemeinerten GGL-Ansatz lautet dann
A(t)(Pz)'(t) + (I — Wy)(t)B(t)z(t) (4.12)

+Wi(t) [(WiB) — W1 BA* B| (t)x(t)

—(AD)(u(t) = - W) (Ba)
+Wi(1) [(Whg) — WiBAYq (1),

(' B)(t)a(t) = TH(t)q(t), (4.13)



wobei die m x k-Matrix W(¢) eine Basis eines transversalen Raumes zu
Si1(t) bildet. Hier gilt fiir die neue Variable u(t) € IR*. Die Berechnung
der Matrix W(¢) ist im Allgemeinen nicht trivial und benétigt die Verwen-
dung eines Algorithmus aus der Linearalgebra. Allerdings ist diese Aufgabe
im Hessenberg-Fall viel einfacher. Man beachte, dass (4.12), (4.13) fiir ein

Hessenberg-System, mit
0 0
(3 7)

und U (t) = —(BTT)(t), den GGL-Ansatz (4.4)-(4.6) ergibt.
Wie im Hessenberg-Fall wird das System (4.12), (4.13) als eine ADGI der
Form

~ ~ ~

A@)(P2)'(t) + B(t)2(t) = q(t) (4.14)

ausgedriickt, wobei jetzt

.. [z s (A0
(1) 1-(23)

( (I —=Wy)B+W,[(W,B) —W,BAtB] —AWU )

o))

I'"B 0
und

pP:= ( Ig 8 ) §= ( (I—Wl)quWl[F(TVTq/lfJ)’—WlBAW] )

Wieder werden alle auf (4.14) bezogenen Objekte (wie Matrizen, Projek-
toren und Raume) mit ~ gekennzeichnet.

4.2.1 Eigenschaften des GGL-Ansatzes im linearen Fall

In dieser Sektion wird gezeigt, dass die verallgemeinerte GGL-Formulierung
(4.12), (4.13) die gleichen Eigenschaften besitzt, die in 4.1 fiir die Hessenberg-
Formulierung (4.4)-(4.6) gezeigt wurden.
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Lemma 4.2.1 Fir die Aufgabe (4.14) ist die sichtbare Losungsmannigfaltigkeit

Moy (t) durch N
Mg(t) = Ml(t) x IR"

gegeben.
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Beweis: D ie sichtbare Losungsmannigfaltigkeit Mo(¢) ist nach der Definition
durch

Mo(t) = {z = ( ; ) € R™ x IR*: [B(t): — 4(t)] € imﬁ(t)}

bestimmt. Das bedeutet
(I = W1)Bz+ Wy [(WiB) — WiBA*B| z — (I - Wi)q
—W1 [(Wig) = WiBA*q| € im4,
I''(Bz—q) = 0.
Die zweite Gleichung ist dquivalent zu
WiBz = Wiq,
was dann fiir die erste Gleichung
Bz + Wy [(WiB) = WiBA¥B| z — q — Wy [(Wiq)' = WiBA"q| € im 4,

impliziert. Da W} ein Projektor langs im A;(¢) D im A(¢) ist, folgen die zwei
Bedingungen

B(t)z —q(t) € 1imA(t),
Wi(t) [(WiB) = WiBATB| (t)z = Wi(t) [(Wig) — WaBATq (v),
damit ein Vektor 2 zu Mo(t) gehort.

Lemma 4.2.2 Falls die urspringliche Aufgabe (4.8) Index-2 ist, dann ist
der Tractability-Index von (4.14) griffer als 1, und

é1<t>:(G1‘W})BA+BQ “5“1’><t>, W1=<0 0 )

Beweis: Z uerst wird die Matrix Gy (t) berechnet:

a - <A o>+<(J—Wl)B+W1[(WlB)/—WleB] —Aqr)(cbg 0)

0 0 "B 0 I,
_ (A 0\, (BQ-WBA'BQ —ABU
~\loo 0 0

- < G, —WiBATBQ —AV >
B 0 0o )



Offensichtlich ist diese Matrix singulédr, und wenn
G, — WBATBQ

reguléir ist, dann ist rank G, (¢) konstant und

— 0 0
W= ( 0 I, )
eine mogliche Wahl fiir Wh.
In der Tat ist die Matrix Gy — W1 BAT BQ regulir. Um dies zu zeigen,
wird das Gleichungssystem

(G1 - WlBA+BQ) 2=0

betrachtet.
Diese Gleichung ist dquivalent zu
Glz = O,
W1BATBQz = 0.
Das bedeutet in erster Linie, dass z € Ny(t). Auflerdem folgt, wenn die erste
Gleichung mit W;BA™ multipliziert wird,
WiBAT(A+ BQ)z =0,
WlBA+AZ = 0,
W1Bz =0,
was die Zugehorigkeit von z zu Sp(¢) mit sich bringt. Folglich ist z € Sy(¢) N
Ni(t), und da die Aufgabe (4.8) index-2-tractable ist, folgt 2 = 0 und die

Regularitat der Matrix. ~ .
Nachdem man den Ausdruck von G(t) kennt, gilt fiir 2 € Ny(t)

: = (G -WiBA*BQ) ' Ay,

= (6.~ WiBA*BQ) ' (G, — W,BABQ) Pup,
= PUyu.

Infolgedessen ist Ny (t) durch

]Vl(t):{2:<z>Eﬂ%mx]R*’”:z:P\P(t)p}
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gegeben, und

ist ein Projektor auf Ny (t).
Auf der anderen Seite ist

Si(t) = {z = ( ; ) e R™ x IR" : B(t)Pz e im@l(t)},

das heifit

Bt)Ps = ( {(I-Wh)B+ WIIL((I;I)/;?(’t)—ZWlBAJFB]} (t)Pz ) € I x {0}

und daraus folgt, dass z € S;(t) und
Si(t) = Sy(t) x IR".

Lemma 4.2.3 Wenn die urspriingliche Aufgabe (4.8) index-2-tractable ist,
dann ist auch die Aufgabe (4.14) index-2-tractable.

Beweis: E s wird gezeigt, dass
Si(t) N Ny(t) = {0}, Vt.
Sei 2 € S;(t) N Ny(t), dann gelten die Gleichungen
z € S(t),
z = P,

und folglich W(t)u € S;(t) ebenfalls. Aber da im W(¢) transversal zu S (t) ist,
muss U(t)u = 0 gelten, und schliellich erhélt man z = p = 0.

In 3.1.1 spielte die Schnittmenge N N S(t) eine wichtige Rolle. Durch den
Projektor T'(t) auf diesen Raum (und sein Komplement U(¢)) konnte die Q-
Komponente in die Teile T'Qx und UQx zerlegt werden, wobei nur in dem
T'Q-Teil eine Differentiationsaufgabe vorkommt. Das folgende Lemma bringt
Aufschluss {iber diesen kritischen Schnittraum.

Lemma 4.2.4 Fir die Aufgabe (4.14) gilt
NN S(t) = {0} x R",

~ 0 0
(00,
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Beweis: [ n 3.1 ist ersichtlich, dass die Gleichung
NN S(t) =imQQ%, (¢)

unabhéingig von den Projektoren @ und @”J‘V (t) gilt. Die einfache Berechnung
1

o= (1) (5 ) (5 1),

ergibt dann die Aussage des Lemmas.

Lemma 4.2.5 Die Lisungsmannigfaltigkeit M, (t) von (4.14) ist durch

]\71(75):{2:<Z>ElRmx]R”:éeﬂo(t)Apzo}:Ml(t)><{0}

gegeben.

Beweis: D ie Mannigfaltigkeit M, (t) ist nach der Definition durch
() = 2eR™x R : 2 € My(t),
ST Wa) [(WaBY = WiBAT B (1) = Wi(t) [(Whg) — WaBA*q| (1)

bestimmt. Es wird gezeigt, dass die versteckte Nebenbedingung nichts ande-

res als = 0ist.
Der Term W, BA™ ist

0 0\[/At 0\ 0 0
I'’B 0 0 0) - \17BA* 0 )"

dann folgt

- T 0 0 (I —Wy)B+ W, |[(W,B) —W,BATB] —AU
+ _

MBATE = (FTBA+ 0 )( I'"B 0

0 0 0 0
( [TBA*(I —Wy)B ~I"BA* AU ) - ( [T"BA*B ~ITBY ) '

Andererseits ist

—

=7 0
+4—
W1BA q_<FTBA+q>’
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und die versteckte Nebenbedingung kann folgendermafien geschrieben wer-
den:

(8 Ii)((FTB)’—OFTB/ﬁB FT%QJ)(Z) B (8 2)

0
X ( (FTq)/ _ FTBA+q ) )
0 B 0
[(FTB)’ — FTBA+B} 2+ TTBUy ) — \ (ITq) =TTBATq |-
Wenn 2 € M,, dann gelten die Gleichungen

WlBZ = W1Q7
Wi [(WiB) = WiBATB|z = Wi [(Wig) — WiBA¥q|,

und daraus folgt
[(WiB) = WiBA"B|z = [(Wiq)' — Wi BAq|,
{[@(r%)—IFTB]’ - <1>(PTcI>)—1FTBA+B} ;= {[@(r%)—erq}’
—<I>(FT<I>)*1FTBA+q} :
(I"BY —T"BATB|z = (I"q) —T"BA"q.
Jetzt reduziert sich die versteckte Nebenbedingung zu
"By =0,

woraus, wegen der Transversalitét zwischen S1(¢) und im W(¢), u = 0 folgt.
Wenn z(-) eine Losung von (4.8) ist, dann kann trivialerweise eine Losung
fir (4.14) als 2(-) = ( x(()) ) angegeben werden. Der folgende Korollar stellt

die Umkehrung dieser Aussage dar:
Korollar 4.2.6 Sei © die Applikation

©:IR" x R — IR™,
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Dann ist die Einschrdinkung von © auf M\l(t) eine Bijektion zwischen M, (t)

und My (t). Das bedeutet insbesondere, dass wenn Z(-) = ( 28 ) eine C’le-

Lésung von (4.14) ist, z(+) eine Cx-Ldsung von (4.8) darstellt.

4.2.2 Analytische und diskrete Stabilitit der GGL-Formulierung

Bis hier wurden Eigenschaften des GGL-Ansatzes gezeigt, die gewisse Hin-
weise auf eine mogliche Verbesserung der asymptotischen Stabilitdt fiir die
Diskretisierungsverfahren geben. In diesem Abschnitt werden wichtige Aus-
sagen beziiglich der Kontraktivitdt des GGL-Ansatzes bewiesen, die positive
Auswirkungen aus numerischer Sicht haben.

Jetzt stellt sich die Frage, ob sich die Kontraktivitéit der Gleichung (4.8)
auf die entsprechende GGL-Formulierung (4.14) iibertréagt.

Die Kontraktivitatsdefinition 2.2.10 nimmt fiir die lineare Gleichung (4.8)
die folgende Form an:

Definition 4.2.7 Die lineare ADGI
A(t)2'(t) + B(t)x(t) = ¢q(t), teg, (4.15)

mit konstantem Nullraum N := ker A(t) heifst kontraktiv auf M,(t) C R™,
wenn ein Skalarprodukt (-,-) ¢ und eine Konstante ¢ > 0 existieren, so dass
fir alle Vektoren (y,x,t) € IR™ x M;(t) x [to, 00) mit

Qy =0,
A(t)y + B(t)x = 0,

die Ungleichung
2
{y,2)g < —cllzlls

gilt, wobei der Projektor Q) orthogonal nach dem Skalarprodukt (-,-) s ist.

Theorem 4.2.8 Fulls die lineare ADGI (4.15) (P-)kontraktiv auf M, (t) mit
dem Skalarprodukt (-, -) ¢ ist, dann ist die GGL-Gleichung (4.14) (P-)kontraktiv
auf My (t) mit dem Skalarprodukt (-, -)

5, wober

5 S 0
s (50).
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Beweis: M an betrachtet einen beliebigen Vektor (g, z,t) mit

gj:z( Y >€1Rm><]R”,§c::< . >€M1(t):M1(t)><{0}.

Yu Ty

AuBerdem werden in den euklidischen Raumen {IR™, (-, )4} und {]Rm x IR*, (-, ) §}
die Orthoprojektoren auf jeweils N und N , Q

~ Q 0
@= ( 0 I. )’
gewahlt.
Es wird angenommen, dass die Bedingungen
Q=0
A(t)y + B(t)z =0,

erfiillt sind. Wie man aus 4.2.1 weif; bedeuten diese Gleichungen fiir den
Vektor (y, z,1t)

Qy =0,
A(t)y + B(t)x = 0,
Wi(t) [(WiB) = WiBATB| (t)a = 0,

und zusétzlich
Yu = 1,=0.
Da nach der Annahme die Gleichung (4.15) kontraktiv bzw. (P-)kontraktiv
auf M (t) ist, folgt:
(y,2)5 < —cllzlls,

bzw.
2
(v, Pm)s < _CHP$HS>

fiir eine Konstante ¢ > 0.
Schlieflich gilt fiir den Vektor (g, ,t)

A A 2 ~ 112
<’y,.§L’>§ = <y7x>S + <07 0>I,.i S _CHxHS = —CH$|’§7

bzw.

(3. P2, = (y. Pa)g + (0,0),, < —c|[Pal2 = —c ||,



und damit ist die (P-)Kontraktivitit von (4.14) auf M, (t) bewiesen.

Dieses Ergebnis schafft eine wichtige Voraussetzung fiir einen Erfolg des
GGL-Ansatzes aus numerischer Sicht, es ist aber nach den im Kapitel 3 ge-
wonnenen Erkenntnissen nicht ausreichend. Das Hauptproblem besteht dar-
in, dass die numerische Losung nicht immer auf der Losungsmannigfaltigkeit
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liegt, was dann die Kontraktivitéat ausschliellich auf der Losungsmannigfaltigkeit

nutzlos macht. Deswegen ist es viel wichtiger sicher zu stellen, ob Kontrak-
tivitat auf My(t) vorliegt.
Man kann folgende Aussage beweisen.

Theorem 4.2.9 Sei die lineare ADGI (4.15) P-kontraktiv (kontraktiv) auf
M, (t) mit dem Skalarprodukt (-,-)g. Es bezeichne Si- das Orthokomplement
von Sy beziglich (-,-)g. Wenn W¥(t) in der GGL-Formulierung (4.14) eine
Basis von S{- darstellt, dann ist diese GGL-Gleichung P-kontraktiv (schwach
kontraktiv) auf Mo(t) mit dem Skalarprodukt (-, )=, wobei

5 S 0
s (50).

Beweis: M an betrachtet einen beliebigen Vektor (g, Z,t) mit

)

QZ:< y >EBmXRH,ZIA§‘I:< v >€M0(t):M1(t)XBH.

Yu Ty

In den euklidischen Réumen {IR™, (-,-) s} und {Rm x IR, (-, ) §} werden die
Orthoprojektoren ) und

A Q 0
@= ( 0 I,
auf jeweils N und N gew#hlt und seien die Bedingungen
Qj=0,

A(t)y+ B(t)z = 0,

erfiillt. Wie man aus 4.2.1 weif}, bedeuten diese Gleichungen fiir den Vektor
(v, 2, 1)

Qy

Alt)(y — V(t)z,) + B(t)z

Wi(t) [(WiB) — WiBA*B| (t)x
(ITB)(t)x

9

Y

0
0,
0
0

Y
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und zusétzlich
yu = 0.
Der Vektor ¥(t)x, gehort zu im P, weil

U(t)z, € Si-(t) C N+,

und damit folgt Q(y — ¥(¢)x,) = 0. Falls P-Kontraktivitét fir die Gleichung
(4.15) auf M, (t) vorliegt, gilt

(v, Px>s =(y— \Il(t)xu,P:L“)S < _CHP*TH%

fiir eine Konstante ¢ > 0, weil Pz € S;(t) und ¥(¢)z, € Si-(t).
Schliefilich gilt fiir den Vektor (g, z,t)

(5. PE)g = (9, Po)s + (0,0}, < —c||Pall3 = —c|[Pa;

und damit ist die P-Kontraktivitéit von (4.14) auf Mo(t) gezeigt.
Wenn Kontraktivitat auf M (t) vorliegt, dann gilt

()5 = (y — WO} s < —c ol
weil U(t)z, € N*. Letztendlich erhélt man fiir (g, 2, t)
(7, iﬂ>§ = (y, x>s + (0, xu>[}€ < —c ||33||§ <0,
was die schwache Kontraktivitdt von (4.14) auf Mo(t) bedeutet.

Bemerkung 4.2.10 Die Voraussetzungen des Theorems 4.2.9 werden in
dem Hessenberg-Fall klarer. Wie schon gezeigt wurde, ist der Raum Si(t) in

diesem Fall durch
21
Sl(t> = {( > . Bgl<t>21 == 0}
Z2

gegeben. Jetzt entnimmt man aus (4.4)

v = (A0,

dessen Bild offensichtlich der Orthogonalraum zu Sy (t) nach dem euklidischen
Skalarprodukt ist.
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Das ist natiirlich eine fiir die numerische asymptotische Stabilitdt bedeutende
Aussage. Nach dem Theorem von Kapitel 2 gilt Folgendes:

Theorem 4.2.11 Seien die Voraussetzungen von Theorem 4.2.9 erfillt. Fin
algebraisch stabiles IRK(DAE) angewandt auf den GGL-Ansatz (4.14) ist P-

kontraktiv.

Beweis: L aut Theorem 4.2.9 ist die GGL-Formulierung (4.14) P- bzw.
schwach kontraktiv auf My (t). Folglich ist dieser Beweis nach Theorem 2.3.5
erbracht.

Ein wichtiger Punkt sowohl der letzten Aussage als auch des Theorems 4.2.9
ist, dass sie nur fiir eine der vielen moglichen GGL-Formulierungen gelten.
In der Tat ist vorausgesetzt worden, dass im U(¢) = Si(¢) in dem Raum
{IR™,(-,-) s} Jedoch gibt es Indizien, dass diese Orthogonalitdtsbedingung
entbehrlich sein konnte. Dafiir sprechen numerische Experimente wie das
folgende:

Beispiel 4.2.12 Man betrachtet erneut das Beispiel 3.0.8 und dafiir die fol-
gende GGL-Formulierung:

x) A -1 -1 om xy
xh n nt(l —nt) —n A -t ap v | g
0 ntnt—1) 1—nt 1 0 T3 '
0 1—nt 1 0 0 W
wobei
a; = cos(|cos(t)]0)(1 — nt) — sin(|cos(t)] 0),
ay = sin(Jcos(t)]0)(1 — nt) — cos(|cos(t)|0).

Anstatt B, (t) als Koeffizienten von p in (4.4) zu nehmen, wurde eine Dre-
hung davon um einen variablen Winkel, der zwischen 0 und 0 liegt, gewdhlt.

Es wurde eine analoge Berechnung, wie am Anfang dieses Kapitels fiir den
Standard-GGL-Ansatz vorgestellt, durchgefiihrt und man gelangt zu dhnlichen
Ergebnissen wie die Abbildung 4.5 zeigt.

4.3 GGL-Stabilitdtserhaltung

In 4.2.2 erzielte man ein Stabilitdtsergebnis fiir die Anwendung eines IRK(DAE)-
Verfahrens auf die GGL-Formulierung unter der Annahme, dass die urspriingliche
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Abbildung 4.5: Numerische Ergebnisse fiir das Beispiel 3.0.8 unter Ver-
wendung eines nicht-orthogonalen GGL-Ansatzes und des impliziten Euler-
Verfahrens. Das Bild zeigt den Logarithmus des Betrages von z;(10) fir
verschiedene Werte der Parameter A\ und 7. Die Schrittweite betrug h = 0.1
und 6 = 7/3.

Aufgabe P-kontraktiv ist. Jetzt wird eine Analyse unter schwécheren Vor-
aussetzungen durchgefiihrt, die zuséatzlich nicht nur fiir IRK-Verfahren an-
wendbar ist. Es wird der gleichen Idee wie in Kapitel 3 gefolgt. Man wird
wieder ein Kommutativitatsdiagramm fiir die GGL-Formulierung betrach-
ten, aber jetzt mit einer etwas anderen Bedeutung. Man kann leider nicht
zeigen, dass beispielsweise Kommutativitit zwischen Entkopplung und Dis-
kretisierung gilt. Stattdessen wird bewiesen, dass beziiglich des Verfahrens-
stabilitdtsverhaltens Kommutativitit vorliegt, wenn man wie im Theorem
4.2.9 die GGL-Formulierung addquat wéahlt. Das Diagramm 4.6 veranschau-
licht diese Situation. Mit der GGL-Formulierung als Ausgangspunkt (links
oben im dem Diagramm) kann man zwei Wege beschreiten, die sich nur
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durch die Reihenfolge, in der die Schritte Entkopplung und Diskretisierung
durchgefiihrt werden, unterscheiden. Die Aussage ist, dass, wenn der Weg
iiber die GGL-IGDGL (inhdrente gewohnliche Differentialgleichung) zu ei-
nem kontraktiven Verfahren fiithrt, der Weg iiber die AGGL (diskretisierte
GGL-Formulierung) auch ein kontraktives Verfahren ergibt.

GGL
Diskretisierung AGGL

Entkopplung Entkopplung

Diskretisierung

GGL- IGDGI A-Kontraktivitat

Abbildung 4.6: Kommutativitit bei der GGL-Formulierung zwischen Ent-
kopplung und Diskretisierung beziiglich der Kontraktivitat des Verfahrens.

4.3.1 Entkopplung des GGL-Ansatzes

Nun wird die kanonische Entkopplung (also die mit dem Projektor auf N (¢)
Q% (t)) fiir die GGL-Formulierung (4.14) berechnet. Als Projektor auf N (t)
1

kann man
Q% (1) = ( 8 P\i(t) )

wéahlen, dann ist

. (I —W1)B+W,[(W,B) — W,BA*B] —AU
"B 0

(v o)(07)
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[ (I=W)BP + W, [(W\BY —W,BA*B|P 0\ [0 PU
( )0 )

I"BP 0)\o I,
(0 {(I-W1)B+W,;[(W,B) —W,BA*B]} P¥
— Lo 7 B !

G = Gl+§ﬁ@jﬁ
( G1 —W1BATBQ —AU )
0 0

( 0 {(I—Wy)B+ W, [(W1B) —W,BATB|} P¥ )
1o 7 B

_ ( G —WiBA*BQ {(I —W,)B+W,[(W,B) —W,BA*B]} PV¥ — AV )

0 I'"BY
Die Inverse von @2,* ist durch

o1 _ (G =WiBATBQ)™" —(G1~ W1BAtBQ)™"(By; — A)PU(ITBU) !
2 0 (ITBW)~!

gegeben, wobei By als Byy := (I—Wy)B+W, [(W,B) — W, BA™ B] definiert

ist. Der kanonische Projektor Q% ist dann
1

AS1 . A —-1DD
QY = Q5 Gy.BP
(0 Py
—\o I
o [ (Gi=WiBATBQ)™ (G~ WiBA*BQ) (B, — A)PU(ITBU)
0 (ITBW)~!
BiP 0
"B 0
(0 PUITBY)! BiiP 0
— {0 @TTBY)! "B 0

([ PUTTBY)ITTB 0 PQ%(t) 0
B T'BY)~'1'B 0 )\ (ITBY)"'ITB 0 )’

wobei Si(t) :=im W(t), siehe (4.12), (4.13).

)
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Man beachte, dass

~ S1 ~ St
ﬁ’@si (1) = Png(t) 0 7 ﬁﬁ’ivl(t) _ [ PPg'(t) O
0 0 51 0 0
gilt.
Es soll als Néchstes die kanonische Entkopplung fiir (4.14) berechnet wer-
den, jedoch ist dafiir die Matrix G5! notwendig:

~

Gy = é1+éﬁé%l
B ( Gy — Wy BATBQ —Av ) N ( Bi P 0 ) ( PQ3: 0
(

0 0 B 0 )\ (""BW)ITB 0
_ < G — WiBATBQ —AU ) N ( E’HPQ% 0 )
0 0 B 0
B ( G — WiBATBQ + EHPQ% — AU )
I'"B 0 '

Proposition 4.3.1 Die Inverse von Go ist durch

(I — PQg%)T_l [[ — (- PQE%)T_IEH} PB13(Bo1 Ba) ™!
—(B21B12)_1B21T_1 (B21Bl2)_1 {14— B21T_1Bl1PB12(Bz1B12)_1}

gegeben, wober T := G, — W, BATBQ, Egl =TTB und §12 =V,

Beweis: M an betrachtet das Gleichungssystem
At .. [ ™ P (D
et 1=(3). (1),

(Gy — W1BATBQ + EHPQ;})M — ABpzs = by

Bgl.’L’l = bg.

also

Wenn man die zweite Gleichung mit élg(gglélg)*l multipliziert, folgt

Qg%iﬁl = §12(§21§12)_152-
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So kann die erste Gleichung des Systems als
Yz, =b + AE12$2 — §11P§12(§21§12)_1bz
geschrieben werden, und daraus folgt, dass
T = Til b1 — Bllpglg(églélg)ilbg} + P§12LE2.
Jetzt konnen die anderen Komponenten von x; berechnet werden
St Star—1 5 ph (DD -1
P.Psl r1 = Ppsl T {bl — BllpBlg(Bnglg) bg} s
Qr, = QYT {bl — §11P§12(§21§12)_152} )
und fiir x; ergibt sich
ry = P§12(§21§12)_lb2 + (I — PQ%)T_I [bl — 311}7@12(321@12)_152}
= (I=PQ)Y by + I — (I = PQE)Y ' Bui| PBia(Boi Biz) b,
Nun gilt fiir x5 die Gleichung

AE12.Z'2 = (Gl — WlBA+BQ —|— Elpo%)xl — bl-

Man multipliziert die letzte Gleichung mit §21(G1 — W1BATBQ)™! und be-
kommt

§21§12$2 = §21$1 + §21T71(§11PQ§%$1 - bl)
= [[ + 321T71§11P§12(§21§12)71} §21$1 - Eleflbl-

Nachdem man den Ausdruck von x; eingesetzt hat, folgt
§21§12!E2