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Abstract

We model a financial market with infinitely many assets as a stochastic process X
with values in a separable Hilbert space H. In this setting we show the equivalence
of market completeness and the uniqueness of the equivalent martingale measure,
if X has continuous paths. Another result for our model is, that under some
technical conditions, the absence of asymptotic arbitrage of the first/second kind
(in the sense of Kabanov/Kramkov) is equivalent to the absolute continuity of
the reference measure to a unique, locally equivalent, martingale measure. If X
has continuous paths, the absence of general asymptotic arbitrage is equivalent
to the existence of an equivalent local martingale measure. Furthermore, we give
a sufficient condition for the existence of the optional decomposition of X. We
apply this result to the problem of risk minimization with given upper limit
for investion (efficient hedging (Follmer/Leukert)). This allows us to solve this
optimization problem in our infinite dimensional context. Another result is an
infinite dimensional extension of the Heath-Jarrow-Morton term structure model.
Two further term structure models are constructed, using the Markov potential
approach developed by Rodgers.

As a contribution to the theory of stochastic analysis in Hilbert spaces, we proof
a pathwise version of the Ito formula for stochastic processes with continuous
paths in a separable Hilbert space. This leads to a pathwise version of the
interchangability theorem for stochastic and Lebesgue integrals. We also show a
version of the Clark formula for Hilbert space valued Brownian motion.

Keywords:
term structure models, stochastic analysis in Hilbert spaces, equivalent martin-
gale measures, optional decomposition



Zusammenfassung

Wir modellieren einen Finanzmarkt mit unendlich vielen Wertpapieren als stocha-
stischen Prozefl X in stetiger Zeit mit Werten in einem separablen Hilbertraum H.
In diesem Rahmen zeigen wir die Aquivalenz von Vollstandigkeit des Marktes und
der Eindeutigkeit des dquivalenten Martingalmafies unter der Bedingung, dafl X
stetige Pfade besitzt. Weiter zeigen wir, dal (unter gewissen technischen Bedin-
gungen) fiir X die Abwesenheit von asymptotischer Arbitrage der ersten/zweiten
Art (im Sinne von Kabanov/Kramkov) dquivalent zur Absolutstetigkeit des Re-
ferenzmafles zu einem eindeutigen, lokal dquivalenten Martingalmafl ist. Hat X
stetige Pfade, so ist die Abwesenheit von allgemeiner asymptotischer Arbitra-
ge aquivalent zur Existenz eines dquivalenten lokalen Martingalmafles. Aufler-
dem geben wir ein Kriterium fiir die Existenz einer optionalen Zerlegung von X
an. Dies wenden wir auf das Problem der Risikominimierung bei vorgegebener
Investitionsobergrenze (effizientes Hedgen (Follmer/Leukert)) an, um dieses im
unendlichdimensionalen Kontext zu behandeln. Aulerdem stellen wir eine unend-
lichdimensionale Erweiterung des Heath-Jarrow-Morton-Modells vor und nutzen
den Potentialansatz nach Rodgers, um zwei weitere Zinsstrukturmodelle zu kon-
struieren.

Als Beitrag zur allgemeinen stochastischen Analysis in Hilbertrdumen beweisen
wir eine pfadweise Version der Itoformel fiir stochastische Prozesse mit stetigen
Pfaden in einem separablen Hilbertraum. Daraus 1&8t sich eine pfadweise Version
des Satzes iiber die Vertauschbarkeit von stochastischem und Lebesgue-Integral
ableiten. Auflerdem zeigen wir eine Version der Clark-Formel fiir eine Brownsche
Bewegung mit Werten in einem Hilbertraum.

Schlagworter:
Zinsstrukturmodelle, stochastische Analysis in Hilbertrdumen, &quivalente
Martingalmafle, optionale Zerlegung
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Kapitel 1
Einleitung

Die vorliegende Arbeit befafit sich mit der Theorie unendlichdimensionaler Mar-
tingale und ihrer Anwendung auf die Modellierung von Finanzmérkten mit un-
endlich vielen Wertpapieren. Das Spektrum der behandelten Themen reicht da-
bei von unendlichdimensionaler stochastischer Analysis iiber finanzmathematisch
motivierte Probleme der Existenz und Eindeutigkeit von dquivalenten Martingal-
mafen fiir unendlichdimensionale Semimartingale bis zu konkreten Finanzmarkt-
modellen mit unendlich vielen Wertpapieren, insbesondere Zinsstrukturmodellen.
In den meisten Féllen ist dabei die stochastische Grundlage ein Semimartingal
mit Werten in einem separablen Hilbertraum. Schwerpunktméafig betrachten wir
Prozesse mit stetigen Pfaden.

Methodisch bewegt sich diese Arbeit vom Abstrakten zum Konkreten. So be-
handeln die Kapitel 2 und 3 allgemeine Aussagen der stochastischen Analysis in
Hilbertraumen. Die Kapitel 4 und 5 behandeln die Frage nach Kriterien fiir die
Existenz und Eindeutigkeit von zu einem Referenzmafl dquivalenten (oder ab-
solutstetigen) Wahrscheinlichkeitsmafien, unter denen ein vorgegebener unend-
lichdimensionaler Prozefl ein lokales Martingal ist. Dies sind bereits finanzma-
thematisch motivierte Fragestellungen (siehe dazu Abschnitt 1.1 und die beiden
genannten Kapitel), die mit martingaltheoretischen Methoden untersucht werden.
Kapitel 6 ergénzt Kapitel 5 um Beispiele. Kapitel 7 behandelt dann Probleme der
Risikovermeidung bzw. -minimierung. Inshesondere werden eine unendlichdimen-
sionale Variante des Optional Decomposition Theorems und die Konstruktion von
effizienten Hedgingstrategien untersucht. Kapitel 8 berechnet bedingte endlichdi-
mensionale Verteilungen fiir eine Klasse von unendlichdimensionalen Diffusions-
prozessen. In den Kapiteln 9 und 10 werden schliellich zwei konkrete Klassen von



Modellierungen der Zinsstruktur vorgestellt.

Eine ausfiihrliche Vorstellung der Inhalte findet sich in Abschnitt 1.2. Zuvor je-
doch erldutern wir im folgenden Abschnitt kurz einige Begriffe und Kernaussagen
der stochastischen Theorie der Finanzmaérkte, soweit wir sie in dieser Arbeit im
Rahmen eines unendlichdimensionalen Modells behandeln. Am Schlufl der Ein-
leitung findet sich eine Zusammenstellung von in dieser Arbeit verwendeten No-
tationskonventionen und Bezeichnungen.

An dieser Stelle moéchte ich mich bei Herrn Prof. Dr. H. Follmer fiir anregende
Gespriche und die gute Betreuung bei der Anfertigung dieser Arbeit bedanken.

1.1 Zur stochastischen Theorie der Finanz-
markte

Die stochastische Theorie der Finanzmérkte betrachtet, entwickelt und analy-
siert Modelle fiir die ungewisse zeitliche Entwicklung der Preise von Wertpa-
pieren (Aktien, festverzinsliche Anleihen, Optionen, etc.). Diese Preise werden
durch reellwertige stochastische Prozesse dargestellt, die entweder in diskreter
oder in kontinuierlicher Zeit ablaufen. In dieser Arbeit betrachten wir, aufler in
einigen illustrierenden Beispielen, nur Modelle in stetiger Zeit. Modelliert werden
in der Regel die Wertverlaufe von “Basiswertpapieren” wie Aktien und festver-
zinslichen Wertpapieren. Ein Hauptziel eines solchen Modells ist es, aus diesen
Wertverldaufen Preise von Derivaten, wie z. B. Optionen, abzuleiten. Ein Deri-
vat oder contingent claim ist in allgemeiner Form definiert als mefibare Funk-
tion der Werte der Basiswertpapiere des Finanzmarktes bis zu einem bestimmten
Filligkeitszeitpunkt. Ein faires Preissystem ordet jedem contingent claim einen
Preis so zu, daf} es in dem Finanzmarkt keine Arbitragemdglichkeit gibt. Das heif3t,
es ist nicht moglich, den Wert eines contingent claims bei Félligkeit durch eine
geschickte Investitionsstrategie nachzubilden und dabei weniger als den durch das
Preissystem festgelegten Preis investieren zu miissen. Insbesondere bedeutet dies,
da das Finanzmarktmodell keine Md&glichkeit bietet, mit positiver Wahrschein-
lichkeit Gewinn zu machen, ohne dabei ein finanzielles Risiko einzugehen. Eine
wichtige Fragestellung ist demnach, welche Kriterien es fiir die Arbitragefreiheit
eines Modells gibt.

Fundamental hierfiir und allgemein fiir die Stochastik der Finanzmaérkte ist die
Beziehung zwischen Preissystemen und geeigneten Wahrscheinlichkeitsmaflen (ein



Klassiker hierzu ist die Arbeit von Harrison und Kreps [HK79]). Es zeigt sich
ndmlich, daf in der Regel der (genauer: ein) fairer Preis eines contingent claims C'
als Erwartungswert von C' beziiglich eines dquivalenten (lokalen) Martingalmafes
interpretiert werden kann. Ein solches Maf ist ein zum Referenzmafl des Modells
dquivalentes Wahrscheinlichkeitsma$, unter dem alle Wertpapierprozesse (lokale)
Martingale sind.

Aus dieser Identifizierung von Preissystemen mit Martingalmaflen ergibt sich das
sogenannte “(first) fundamental theorem of asset pricing”. Es besagt (cum grano
salis), daf} die Existenz eines dquivalenten Martingalmafles fiir den Preisprozef
dquivalent zur Arbitragefreiheit des Marktes ist. In konkreten Versionen dieses
Theorems muf} prizisiert werden, welche Investitionsstrategien zuléssig sind, und
der Begriff “arbitragefrei” muf} je nach Allgemeinheit noch leichten technischen
Adaptionen unterzogen werden. Klassische Versionen finden sich in den Arbei-
ten von Harrison und Kreps, bzw. Harrison und Pliska ([HK79], [HP81]). Seine
allgemeinsten Konkretisierungen fiir endlichdimensionale Preisprozesse in steti-
ger Zeit liefern die Arbeiten [DS94] und [DS98] von Delbaen und Schachermayer.
Darin wird die No-Arbitrage-Bedingung durch eine asymptotische Form (“No
Free Lunch With Vanishing Risk”(NFLVR)) ersetzt. Sind die zugrundeliegen-
den Preisprozesse nicht lokal beschrankt, so ist NFLVR nur noch dquivalent zur
Existenz eines dquivalenten Sigma-Martingal-MaBes ([DS98]).

Eine andere wichtige Fragestellung der Stochastik der Finanzmérkte ist, wel-
che Derivate sich durch eine Investitionsstrategie duplizieren lassen. Ein Derivat
wird durch eine Investitionsstrategie dupliziert, wenn das Investitionsportfolio
bei Filligkeit des Derivats denselben Wert wie dieses besitzt. Dies fithrt zum Be-
griff der Vollstindigkeit eines Finanzmarktes. Ein Finanzmarkt heifit vollstandig,
wenn jeder (hinreichend regulére) contingent claim duplizierbar ist. Die Duplizier-
barkeit durch eine Investitionsstrategie entspricht mathematisch der Darstellbar-
keit des contingent claims als stochastisches Integral mit dem den Finanzmarkt
reprasentierenden Prozef3 als Integrator. Das sogenannte “second fundamental
theorem of asset pricing” postuliert, dafl in einem arbitragefreien Finanzmarkt
die Vollstandigkeit des Marktes dquivalent zur Eindeutigkeit des dquivalenten (lo-
kalen) Martingalmafles ist. Fiir endliche Wahrscheinlichkeitsraume 148t sich dieses
Ergebnis mit elementarer linearer Algebra herleiten. Das entsprechende Resultat
fiir einen Finanzmarkt in stetiger Zeit und somit unendlichem Wahrscheinlich-
keitsraum ist jedoch viel tiefliegender. Eine Version fiir endlich viele Assets findet
sich in [HP81], Theorem 3.35 und Corollary 3.36.



Da man in einem Finanzmarktmodell, das mehr als ein dquivalentes Martingal-
maf} besitzt, nicht mehr jeden contingent claim duplizieren kann, stellt sich die
Frage, ob man den contingent claim zumindest immer risikofrei absichern kann.
Anders formuliert: Gibt es eine Investitionsstrategie, deren Portfolio bei Filligkeit
mindestens den Wert des abzusichernden claims hat? Eine Antwort hierauf gibt
das Optional Decomposition Theorem im endlichdimensionalen Modell. Es be-
sagt, daf eine Strategie (die sogenannte Superhedging-Strategie) existiert, die als
Startkapital das Supremum der Erwartungswerte aller dquivalenten Martingal-
mafle benttigt und zum Endzeitpunkt den Wert des contingent claims liefert.
Dabei wird kontinuierlich das im weiteren Verlauf nicht mehr benétigte Kapital
aus dem Portfolio abgezogen. Der Wertverlauf ist dabei unter jedem &dquivalenten
Martingalmafl ein Supermartingal. Die Struktur einer solchen optionalen Zer-
legung wurde von El Karoui und Quenez in [EKQ95] herausgearbeitet. Dieses
zunéchst fiir eine spezielle Klasse von Prozessen hergeleitete Resultat wurde von
Kramkov ([Kra96]) auf lokal beschrinkte Semimartingale und von Féllmer und
Kabanov ([FK98]) auf belichige Semimartingale verallgemeinert.

Eine spezielle Form von Finanzmarktmodellen sind Zinsstrukturmodelle. Ein Zins-
strukturmodell beschreibt die zeitliche Entwicklung der Preise sogenannter Zero-
Coupon-Bonds. Das sind Wertpapiere, die eine feste Auszahlung von 1 in einem
zukiinftigen Zeitpunkt (Filligkeitszeitpunkt) 7' garantieren. Sie entsprechen da-
mit festverzinslichen Wertpapieren, bei denen das eingesetzte Kapital und die
Zinsen gemeinsam am Schlufl des Anlagezeitraums ausgezahlt werden. Der Fallig-
keitszeitpunkt 7" kann bei Modellierung in stetiger Zeit jeden Wert in einem be-
trachteten Handelszeitraum [0, 7p] annehmen. Wenn es im Modell zu jedem T
einen entsprechenden Zero-Coupon-Bond gibt, haben wir es mit einem Kontinu-
um von Wertpapieren zu tun. Dies ist eine Hauptmotivation fiir die Betrachtung
unendlichdimensionaler Finanzmarktmodelle, wie sie auch in dieser Arbeit unter-
nommen wird.

1.2 Ubersicht iiber die Arbeit

Wir geben im folgenden eine kapitelweise Zusammenfassung der Inhalte und Er-
gebnisse dieser Arbeit:



1.2.1 Kapitel 2 und 3

In Kapitel 2 stellen wir die im Verlauf der Arbeit benotigten Begriffe aus der
Stochastischen Analysis in Hilbertrdumen bereit. Dies umfafit die Konzepte eines
Martingals mit Werten in einem (separablen) Hilbertraum und einer Hilbertraum-
wertigen Brownschen Bewegung. Wir fassen danach die Konstruktion des stocha-
stischen Integrals in diesem Kontext zusammen und definieren die hierfiir relevan-
ten Rdume und Topologien, um den Unterschied zur und die Gemeinsamkeiten
mit der endlichdimensionalen Herleitung deutlich zu machen.

Als erste Anwendung der in Kapitel 2 referierten Theorie leiten wir in Kapitel
3 eine pfadweise Version der Itoformel fiir stochastische Prozesse mit stetigen
Pfaden in einem Hilbertraum her (Satz 3.5). Im Gegensatz zur allgemeinen sto-
chastischen Integration, die nicht strikt pfadweise durchfiihrbar ist, lassen sich
[t6-Integrale lings einzelnen Pfaden berechnen. Dies von Follmer in [Fol81] fir
den endlichdimensionalen Fall hergeleitete Resultat erweitern wir auf separable
Hilbertrdume. In der Stochastik der Finanzmérkte ist ein pfadweiser Zugang zur
stochastischen Integration sicher sinnvoll, da man bei der Realisierung einer In-
vestitionsstrategie mit einem beobachteten Pfad arbeiten mufl. Da die hierbei
auftretenden stochastischen Integrale oft aus einer Anwendung der Itoformel re-
sultieren, liefert eine pfadweise Version der Itoformel die Rechtfertigung fiir das
pfadweise Berechnen dieser stochastischen Integrale. Der von uns gegebene Be-
weis der Itoformel kommt zudem mit schwécheren Voraussetzungen aus, als die
iiblichen, mit stochastischer Konvergenz arbeitenden Beweise, wie etwa der in Ab-
schnitt 3.8 in [MP80]. Dort wird gefordert, da8 die zweite Ableitung der betrach-
teten Funktion (lokal) gleichméBig differenzierbar ist, was wir nicht benotigen.
Als Anwendung der Itoformel fiir Prozesse mit Werten in einem Hilbertraum lei-
ten wir eine Version des Satzes iiber die Vertauschbarkeit von stochastischem und
Lebesgue-Integral her (“Stochastischer Satz von Fubini”). Auch hier erfolgt die
Argumentation pfadweise (Satz 3.7). Dabei ist der Lebesgue-Integrationsoperator
die Funktion des Pfades, auf die die Itoformel angewandt wird.

1.2.2 Kapitel 4

In Kapitel 4 wenden wir die allgemeine stochastischen Analysis der vorigen zwei
Kapitel auf die Stochastik der Finanzmérkte an. Wie bereits oben erwahnt, spielt
die Frage der Duplizierbarkeit eines contingent claims C' eine wichtige Rolle da-
bei. Wie sieht es nun mit der Beziehung zwischen der Vollstdndigkeit und der



Eindeutigkeit des dquivalenten Martingalmafles in einem Finanzmarkt mit un-
endlich vielen Wertpapieren aus? In Abschnitt 4.1 zeigen wir anhand eines Bei-
spiels mit nur einer Zeitperiode, dafl in einem Finanzmarkt mit unendlich vielen
Wertpapieren aus der Eindeutigkeit des Martingalmafles im allgemeinen nicht die
Vollstandigkeit des Modells folgt. Dies liegt hierbei nicht daran, dal die Menge
der zuléssigen Strategien zu klein gewahlt ist. Diese umfafit im Beispiel alle Stra-
tegien, fiir die der Wert am Ende der Zeitperiode wohldefiniert ist. Wir brauchen
daher mehr Regularitdt bei den zugrundeliegenden Prozessen. Delbaen gibt in
Theorem 6.5 von [Del92] eine Version des “second fundamental theorem of asset
pricing” fiir beliebig, auch unendlich viele Wertpapiere, deren Preisprozesse steti-
ge und beschriankte Pfade besitzen, beschrankt sich aber auf die Betrachtung von
Strategien, bei denen nur in endlich viele Wertpapiere investiert wird. Er nennt
das Modell vollstindig, wenn die mit solchen Strategien duplizierbaren contin-
gent claims dicht im gesamten Raum der betrachteten contingent claims liegen.
Seine Definition von “Vollstandigkeit” ist somit etwas schwécher als die eingangs
erwahnte, ermoglicht es dafiir aber, auch bei unendlich vielen Wertpapieren ohne
unendlichdimensionale stochastische Integration auszukommen.

Unsere, in Abschnitt 4.2 gegebene Version benutzt dagegen einen der endlich-
dimensionalen Situation analogen Vollstdndigkeitsbegriff, der direkt mit unend-
lichdimensionalen stochastischen Integralen arbeitet. Fiir unseren Satz benétigen
wir die Voraussetzung, dafl der Wertprozefl bei gleichzeitiger Betrachtung aller
Wertpapiere als stochastischer Prozefl mit stetigen Pfaden in einem separablen
Hilbertraum aufgefafit werden kann. Eine Beschréinktheit der Pfade benttigen wir
jedoch nicht. Unsere Herleitung dieses Resultats benutzt die Ergebnisse von Ka-
pitel XI in [Jac79]. Jacod betrachtet dort das sogenannte Martingalproblem und
untersucht die Figenschaften von extremalen Losungen des Martingalproblems.
Damit zeigen wir fiir unsere Situation die Aquivalenz von Vollsténdigkeit des Mo-
dells und Eindeutigkeit des Martingalmafes. Eine weitere unendlichdimensionale
Version, die auch fiir unstetige Prozesse gilt, priasentieren Jarrow und Madan in
[JM99]. Die Anforderungen an Prozesse sowie zu duplizierende Wertverldufe sind
hier vom Bounded-Mean-Oscillation-Typ.

In der Praxis kann man auch bei einem Markt mit (zumindest potentiell) un-
endlich vielen Wertpapieren nur in je endlich viele investieren. Daher stellt sich
die Frage, ob sich stochastische Integrale mit unendlichdimensionalem Integra-
tor durch solche annéhern lassen, die nur endlich viele Koordinaten desselben
benutzen. Unsere Herleitung einer solchen Approximation fufit auf der Kunita-
Watanabe-Zerlegung. Die Kunita-Watanabe-Zerlegung eines quadratisch inte-



grierbaren Martingals stellt dieses als Summe aus einem stochastischen Integral
mit dem Preisprozef} als Integrator und einem zum Raum der stochastischen In-
tegrale orthogonalen Prozefl dar. Eine allgemeine Version fiir lokale Martingale
findet sich in Lemma II1.4.24 in [JS87]. Wir zeigen in Abschnitt 4.3 die Konver-
genz der Kunita-Watanabe-Zerlegung des Martingals der bedingten Erwartun-
gen eines quadratisch integrierbaren contingent claims C' beziiglich Projektionen
des (ebenfalls quadratisch integrierbaren) Preisprozesses auf endlichdimensionale
Unterrdume gegen die Kunita-Watanabe-Zerlegung von C' beziiglich des ganzen
Prozesses. Wenn C' durch eine unendlich-dimensionale Strategie duplizierbar ist,
bedeutet dies insbesondere, dass man C' beliebig genau (im L?-Sinn) mit Strate-
gien nachbilden kann, bei denen nur in endlich viele Wertpapiere investiert wird.

Zum Abschlufl von Kapitel 4 zeigen wir in Abschnitt 4.4 eine Version der Clark-
Formel fiir eine Brownsche Bewegung mit Werten in einem separablen Hilbert-
raum. Die klassische Clark-Formel gibt an, wie der Integrand £ in der aufgrund
der Vollstéandigkeit der eindimensionalen Brownschen Bewegung W existierenden
Darstellung

F:E[F]—l—/olftth

einer quadratisch integrierbaren Zufallsvariable F' aussieht, wenn F' hinreichend
reguldr ist. Eine Verallgemeinerung der Clark-Formel fiir die unendlichdimen-
sionale Brownsche Bewegung (aufgefafit als Kollektion abzéhlbar vieler un-
abhéngiger eindimensionaler Brownscher Bewegungen) leitet J. Blum in [Blu86]
her. Unser Hilbertraum-wertiger Ansatz beruht nicht auf dem Resultat von Blum,
sondern iibertragt die Beweistechnik von Bismut ([Bis86]) auf die unendlichdi-
mensionale Situation. Unsere Form der Clark-Formel unterscheidet sich von der
endlichdimensionalen Version und von derjenigen Blums dadurch, daff der Cova-
rianzoperator C' der Brownschen Bewegung (siehe Definition 2.4) eine wichtige
Rolle bei der Herleitung spielt und auch in der Clark-Formel selbst auftaucht.
Dies spiegelt die Tatsache wieder, dal die Struktur der Hilbertraum-wertigen
Brownschen Bewegung nicht vollkommen symmetrisch ist.

1.2.3 Kapitel 5 und 6

In Kapitel 5 beschéftigen wir uns mit Varianten des “first fundamental theorem
of asset pricing”. Dabei geht es nicht um die Herleitung eines Resultates von
moglichst grofler Allgemeinheit, sondern stattdessen um eine Untersuchung der



Tragfahigkeit intuitiver No-Arbitrage-Begriffe in spezielleren Situationen. Wir be-
trachten zunéchst die von Kabanov und Kramkov in [KK96] eingefiihrten Formen
asymptotischer Arbitrage im Rahmen eines sogenannten Large Financial Mar-
kets. Wir erlautern die Begriffe der asymptotischen Arbitrage der ersten bzw.
zweiten Art in unserem (unendlichdimensionalen) Finanzmarktmodell. Anschlie-
Bend betrachten wir ein Finanzmarkmodell mit unendlich vielen Wertpapieren, in
dem es fiir die endlichdimensionalen Teilmérkte zum Referenzmafl P auf den ent-
sprechenden Unter-o-Algebren dquivalente Martingalmafle gibt, von denen nur
eines, im folgenden () genannt, ein Martingalmaf fiir jeden endlichdimensiona-
len Teilmarkt ist. Es gibt also genau ein zu P (in diesem Sinn) lokal dquivalentes
Martingalmafl. Unser Hauptresultat in Abschnitt 5.1 besagt dann, daf§ unter einer
Kompaktheitsbedingung an die Mengen der Martingalmafle der endlichdimensio-
nalen Teilmodelle die Abwesenheit von asymptotischer Arbitrage der ersten Art
dquivalent zur Absolutstetigkeit von P zu () sowie die Abwesenheit von asympto-
tischer Arbitrage der zweiten Art dquivalent zur Absolutstetigkeit von ) zu P ist.
Grundlegend fiir die Herleitung dieses Satzes sind die Ergebnisse in [KK96],[KS96]
und [KK98].

In Abschnitt 5.2 betrachten wir ein Konzept asymptotischer Arbitrage, das in
enger Beziehung zu den Resultaten von Delbaen ([Del92]) iiber Martingalmafle
fiir Prozesse mit stetigen und beschréankten Pfaden steht. Eine allgemeine asym-
ptotische Arbitragemdglichkeit ist hier durch eine Folge von endlichdimensionalen
Strategien gegeben, deren Wertprozesse nach unten gleichméflig beschréankt sind
und deren Werte bei Filligkeit stochastisch gegen eine nicht-negative, nicht P-fast
sicher verschwindende Funktion konvergieren. Wir zeigen, dafl bei Preisprozes-
sen mit stetigen und lokal beschrénkten Pfaden die Abwesenheit von allgemeiner
asymptotischer Arbitrage dquivalent zur Existenz eines dquivalenten lokalen Mar-
tingalmafles ist. Im Gegensatz zum vorigen Abschnitt brauchen wir hier nicht die
Eindeutigkeit des Martingalmalkandidaten. Wir miissen stattdessen jedoch die
Stetigkeit der Pfade fordern.

Kapitel 6 ergéinzt das vorhergehende Kapitel um zwei ausfiihrliche Beispiele von
unendlichdimensionalen Diffusionsmodellen, in denen jeweils genau eine der bei-
den Arten asymptotischer Arbitrage nach Kabanov/Kramkov existiert. Die sto-
chastische Basis ist jeweils eine unendlichdimensionale Brownsche Bewegung. We-
sentlich fiir die Konstruktion der Arbitragestrategien ist in beiden Féllen eine
Anwendung des starken Gesetzes der groflen Zahlen.



1.2.4 Kapitel 7

Kapitel 7 hat als Thema das “Optional Decomposition Theorem” und seine
Ubertragung auf den unendlichdimensionalen Fall. Das oben erwihnte Beispiel
in Abschnitt 4.1 zeigt nicht nur, dafl in einem Finanzmarkt mit unendlich vielen
Wertpapieren aus der Eindeutigkeit des Martingalmafies im allgemeinen nicht die
Vollstandigkeit des Modells folgt, sondern sogar, daf} es in unendlichdimensionalen
Modellen keine optionale Zerlegung eines contingent claims geben mufl. Das “Op-
tional Decomposition Theorem” kann demnach hier nicht allgemein giiltig sein.
In Abschnitt 7.1 zeigen wir die Existenz einer optionalen Zerlegung im unend-
lichdimensionalen Modell, wenn die zugrundeliegende Filtrierung die Eigenschaft
hat, daB jedes an sie adaptierte lokale reellwertige Martingal P-fast sicher stetige
Pfade hat.

Das Theorem iiber die Existenz der optionalen Zerlegung gibt eine Antwort auf die
Frage: Was kostet eine Strategie, die einen gegebenen contingent claim absichert,
mindestens? Der resultierende (Superhedging-)Preis ist aber oft nur eine triviale
obere Schranke fiir den Preis des claims und damit fiir praktische Zwecke zu hoch.
Dies wird zum Beispiel von Eberlein und Jacod in [EJ97] fiir eine grofle Klasse
von Levy-Prozessen und Optionen, deren Auszahlung eine konvexe Funktion des
Wertpapierpreises ist, gezeigt.

Wenn ein Investor nur bereit ist, eine kleinere Summe als die fiir das Superhed-
ging notwendige zu investieren, mufl er das Risiko in Kauf nehmen, bei Félligkeit
des contingent claims ein Portfolio zu haben, das zur Deckung des claims nicht
ausreicht. Somit stellt sich die Frage, welche Strategie bei gegebenem Startkapital
das Verlustrisiko minimiert. Diese Fragestellung ist auch im vollstédndigen Modell
sinnvoll, da auch hier der Investor nicht bereit oder in der Lage sein kann, den
zur Duplizierung notwendigen Betrag einzusetzen. Denn auch hier ist die perfek-
te Absicherung nicht unbedingt erwiinscht, da man damit zwar keinerlei Risiko
eingeht, aber auch keine Chance hat, Gewinn zu machen. Follmer und Leukert
behandeln das Problem der Risikominimierung bei vorgegebener Investitionsober-
grenze in den Arbeiten [FL99] und [FLOO] im endlichdimensionalen Modell. Wir
erweitern ihre Ergebnisse in Abschnitt 7.2 auf den unendlichdimensionalen Fall.
Da die optimale Strategie hier durch Anwendung des Optional Decomposition
Theorem auf eine Modifikation des urspriinglichen contingent claims gewonnen
wird, kommen dieselben Voraussetzungen zum Tragen wie in Abschnitt 7.1.
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1.2.5 Kapitel 8

Kapitel 8 befasst sich mit einem durch die Theorie der Gibbsmafle motivierten
Ansatz zur Approximation eines unendlichdimensionalen Finanzmarktes durch
endlichdimensionale Modelle. Man betrachtet hier endlich viele Koordinaten des
Preisprozesses und nimmt alle Information iiber die restlichen Koordinaten als ge-
geben an. Man sieht sich also die bedingten Verteilungen endlich vieler Koordina-
ten, gegeben die von allen bis auf jeweils diese Koordinaten erzeugten o-Algebren,
an. Dies ist gewissermaflen ein zur Methode in Abschnitt 4.3 komplementérer An-
satz. Dort wird nur die von den endlich vielen Koodinaten erzeugte o-Algebra zu-
grundegelegt. Beim Ubergang zu bedingten Verteilungen verlieren die beteiligten
Prozesse jedoch leicht die Eigenschaft, Semimartingale zu sein. Dies demonstrie-
ren wir an einem einfachen Beispiel. Auflerdem sind die resultierenden bedingten
Verteilungen meist nicht explizit angebbar. In Abschnitt 8.2 stellen wir das von
Deuschel in [Deu85] behandelte unendlichdimensionale Diffusionsmodell vor. In
diesem Modell bleibt die Semimartingaleigenschaft beim Ubergang zu bedingten
Verteilungen erhalten, und die bedingten Verteilungen konnen explizit berechnet
werden. Diese Ergebnisse von Deuschel referieren wir in diesem Abschnitt. Deu-
schel berechnet mehrdimensionale bedingte Verteilungen nur fiir den Fall, daf§ der
Martingalanteil des Prozesses eine unendlichdimensionale Brownsche Bewegung
ist. Zwar erweitert er das Modell auch auf nicht-triviale Volatilitdten, bestimmt
hier jedoch nur eindimensionale bedingte Verteilungen des Prozesses. Um auch
mehrdimensionale bedingte Verteilungen in allgemeineren Situationen behandeln
zu konnen, erweitern wir das Brownsche Modell von Deuschel in Abschnitt 8.2
durch geeignete Transformationen der einzelnen Koordinaten. Wir bestimmen die
Dynamik der transformierten Prozesse. Desweiteren geben wir ein Kriterium an,
wann es zu den bedingten Verteilungen dquivalente Martingalmafle gibt und be-
rechnen die entsprechenden Dichten. Zum Abschlul des Kapitels betrachten wir
noch den konkreten Fall, dal die Martingalanteile aller Koordinaten geometrische
Brownsche Bewegungen sind.

1.2.6 Kapitel 9 und 10

Die beiden letzten Kapitel 9 und 10 befassen sich mit Zinsstrukturmodellen. Auch
wenn ein zeitstetiges Zinsstrukturmodell im Prinzip immer unendlichdimensional
ist, haben die meisten Modellierungen in der Literatur einen endlichdimensionalen
Prozef als stochastische Basis. Ausnahmen sind hier das unendlichdimensionale
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Gauflsche Modell von Kennedy ([Ken94], [Ken97]), die auf einer endlichdimensio-
nalen Brownschen Bewegung und einem zufélligen Mafl beruhenden Modellierung
von Bjork, Di Masi, Kabanov und Runggaldier ([BDMKR97]), sowie das Modell
von Filipovi¢ ([Fil00]), auf das wir weiter unten noch genauer eingehen. In Ka-
pitel 9 stellen wir ein unendlichdimensionales Zinsstrukturmodell vor, das eine
Verallgemeinerung des in [HJM92] présentierten Heath-Jarrow-Morton-Modells
ist. Das Heath-Jarrow-Morton-Modell ist eine allgemeine Modellierung der Zins-
struktur mit den forward rates als Basisgrofien. Die Modellierung erfolgt durch
eine Familie von Prozessen, die stochastische Differentialgleichungen beziiglich ei-
ner zugrundeliegenden endlichdimensionalen Brownschen Bewegung erfiillen. Dies
liefert ein sehr flexibles Modell in kontinuierlicher Zeit mit stetigen Pfaden. Wie
Musiela und Sondermann in [MS93] zeigen, ist diese Darstellung dquivalent zu
einer Beschreibung der zeitlichen Entwicklung der Zinsstruktur als stochastischer
Prozel mit Werten in einem geeigneten Funktionenraum. Die stochastische Basis
ist dabei jedoch weiterhin durch eine endlichdimensionale Brownsche Bewegung
gegeben.

In Abschnitt 9.1 erweitern wir dieses Modell, indem wir als stochastische Basis ei-
ne Brownsche Bewegung mit Werten in einem separablen Hilbertraum zugrunde-
legen. Die Modellierung orientiert sich dabei mehr am Originalmodell von Heath,
Jarrow und Morton als an der Variante von Musiela und Sondermann. Dort wird
eine andere Parametrisierung (iiber Restlaufzeiten) verwandt. Eine Modellierung
mit einer unendlichdimensionalen Brownschen Bewegung in der letztgenannten
Parametrisierung findet sich in [Fil00]. Auch wenn das hier vorgestellte Modell
diesem recht &hnlich ist, sind die Unterschiede doch hinreichend grof}, eine Aus-
arbeitung des Modells in unserer Parametrisierung zu rechtfertigen. Insbesondere
legen wir in unserer Darstellung Wert auf die Tatsache, dafl die Ableitung der
Dynamik der Bondpreise aus der Dynamik der zugrundeliegenden forward rates
nur auf der Anwendung der Ito6formel beruht. Dies bedeutet im Licht von Kapitel
3, dal das Modell strikt pfadweise behandelt werden kann, was fiir die praktische
Anwendung sinnvoll ist. In Abschnitt 9.2 leiten wir notwendige und hinreichende
Bedingungen fiir die Existenz eines dquivalenten Wahrscheinlichkeitsmafles her,
unter dem der Prozefl der abdiskontierten Bondpreise ein lokales Martingal ist.
Einige fiir dieses Kapitel benotigte technische Lemmata befinden sich in Anhang

A.

Kapitel 10 befafit sich mit einem von Rogers ([Rog97]) entwickelten Verfahren
zur Konstruktion von Zinsstrukturmodellen. Fiir das in Kapitel 9 betrachtete
Modell kann jede bestehende Zinsstrukturkurve als Startwert dienen, da diese
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einfach in den Wert der forward rates im Zeitpunkt 0, der eine relativ frei wahl-
bare Funktion ist, {ibertragen werden kann. Es ist somit ein Modell, das an jede
konkrete Situation angepafit werden kann. Andererseits mufl man aber auch viele
Modellparameter spezifizieren. Man kann sich daher fragen, welche Groflien man
mindestens fiir ein Zinsstrukturmodell benétigt, in dem die Bewertung von Deri-
vaten moglich ist, ohne dafl man bereits vor der Konkretisierung des Modells den
Anspruch auf Allgemeinheit aufgibt. Dieses Problem wird von Rogers in [Rog97]
untersucht. Es stellt sich heraus, dal die wesentliche Gréfle zur Festlegung eines
Zinsstrukturmodells die sogenannte state price density ist. Dies ist der Quotient
aus dem Dichtemartingal eines dquivalenten Martingalmafies und dem Diskont-
faktor. Hieraus lassen sich die Werte der Zinsen und die Bondpreise ableiten.
Rogers untersucht die Frage, wie man die state price density ¢ spezifizieren muf,
damit die in den Formeln fiir Zinsen und Bondpreise auftretenden bedingten
Erwartungswerte explizit berechenbar sind. Bei der in [Rog97] vorgestellten Kon-
struktionsmethode fiir { wird als stochastische Basis ein Markovprozef3 gewéhlt.
Der Prozel ( wird dann mittels der Resolvente des Markovprozesses konstruiert.
Wir erldutern dieses Verfahren in Abschnitt 10.1 und erstellen damit in den Ab-
schnitten 10.2 und 10.3 zwei konkrete Modelle, bei denen der zugrundeliegende
Markovprozef§ eine Brownsche Bewegung mit Werten in einem separablen Hil-
bertraum ist.

Wir beschliefflen die Arbeit mit einem kurzen Ausblick auf sich aus der Arbeit
ergebende weiterfithrende Fragestellungen.

1.3 Einiges zur Notation

Wir stellen hier in loser Folge einige Besonderheiten der in der vorliegenden Arbeit
verwendeten Notation vor.

Zur Unterscheidung von Erwartungswerten beziiglich verschiedener Wahrschein-
lichkeitsmafle schreiben wir im allgemeinen

EP["']?

geben also das zugrundeliegende Maf (hier P) als Index an.

Zur Vereinfachung der Schreibweise unterscheiden wir nicht zwischen Funktionen
und den ihnen entsprechenden Aquivalenzklassen in LP-Réumen, sofern die im
Kontext betrachteten Wahrscheinlichkeitsmafle untereinander dquivalent sind. In
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dieser Situation fiihrt diese Ungenauigkeit nicht zu unzuldssigen Schliissen. In
diesem Sinne sind auch Gleichungen zwischen Zufallsvariablen (insbesondere be-
dingten Erwartungen) zu lesen. Wir schreiben kurz ,,=* auch dort, wo nur P-fast
sichere Gleichheit besteht, wenn wir nur an MaBen aus der Aquivalenzklasse von
P interessiert sind.

Bei Normen in normierten Vektordumen schreiben wir in der Regel den Raum
als Index der Norm, also zum Beispiel |||, fiir die Norm im Hilbertraum H.
Entsprechendes gilt fiir Skalarprodukte. |||,  bezeichnet die Supremumsnorm
auf dem zugrundeliegenden Raum.

Natiirliche Isomorphismen zwischen Vektorrdumen werden implizit benutzt, ohne
im Einzelfall explizit angegeben zu werden. So wird zum Beispiel eine Bilinearform
auf einem Raum H bei Bedarf auch als Linearform auf dem Tensorprodukt von
H mit sich selbst aufgefaflt.

Ist (Xt);50, bzw. (Xi)g<;<p €in stochastischer Proze8, so bezeichnen wir diesen
auch kurz mit X , wenn es um globale Eigenschaften des Prozesses geht. Ent-
sprechend reden wir von der Filtrierung F, wenn (F;),., gemeint ist und keine
Verwechslung méglich ist. -

Im folgenden geben wir eine Ubersicht iiber die verwendeten Bezeichnungen und
Abkiirzungen fiir in dieser Arbeit vorkommende spezielle Rdume, Operatoren,
ete.:

Operatoren und Funktionen:

tr Spur eines Operators

(,-)y  Skalarprodukt im Hilbertraum H

((X)), ®-quadratische Variation von X in ¢

( ||-|| z-quadratische Variation von X in ¢, wenn X Werte im Hil-
bertraum H annimmt, bzw. die quadratische Variation von X in ¢,
wenn X reellwertig ist

14 Indikatorfunktion einer mefibaren Menge A
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Spezielle Raume:

H&oH
H® H
Hom(U, V)
L(U,V)
UJ_

L*(M,G)

A2 (H,G, M)
AL (H,G, M)

A (M)
Afoe (M)

R*(M,P)

Raum der Hilbert-Schmidt-Operatoren auf einem Hilbertraum H
Raum der nuklearen Operatoren

Raum aller linearen Abbildungen von einem Vektorraum U in einen
Vektorraum V

Raum der stetigen linearen Abbildungen zwischen zwei topologi-
schen Vektorrdumen U und V

Orthogonales Komplement eines Unterraums U in einem Hilbert-
raum

Raum von Prozessen mit Werten in Hom (U, G) fiir einen (eventuell
von t abhéngenden) Unterraum U von H mit der durch den Covari-
anzoperator des H-wertigen, quadratisch integrierbaren Martingals
M induzierten Norm (Details siche Abschnitt 2.3)

der durch Isometrieabschlufl erhaltene Raum der G-wertigen Inte-
granden fiir das H-wertige, quadratisch integrierbare Martingal M
Raum aller G-wertigen Integranden fiir das H-wertige, lokale Mar-
tingal M

Kurzschreibweise fiir A? (H, IR, M)

Kurzschreibweise fiir A2, (H, IR, M)

Raum der quadratisch integrierbaren Zufallsvariablen, die eine Dar-
stellung als stochastisches Integral beziiglich des quadratisch inte-
grierbaren Martingals M besitzen.



Kapitel 2

Stochastische Analysis in
Hilbertraumen

In diesem Kapitel wollen wir die im weiteren Text benotigten Konzepte aus
der Stochastischen Analysis in Hilbertraumen zusammenstellen. Wir definieren
Hilbertraum-wertige Brownsche Bewegungen und Martingale und fithren das sto-
chastische Integral in diesem Kontext ein. Als Grundlage dient dabei das Buch
“Stochastic Integration” von M. Metivier und J. Pellaumail ([MP80]), daraus
insbesondere die Abschnitte 4 und 14.

Wir fixieren im folgenden einen Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P), versehen mit
einer rechtsstetigen Filtrierung (F;);>0. H sei ein separabler Hilbertraum mit
Skalarprodukt (-, ).

2.1 Martingale mit Werten in einem Hilber-
traum

Definition 2.1 (Martingal) Ein adaptierter Proze§ (M;):>o mit Werten in H
ist ein Martingal, falls fiir alle ¢ > 0

Ep[[[Mi| ] < o0

istund fir 0 < s <+¢
EP[Mt|-7:s] - Ms

ist. Insbesondere ist fiir alle h € H ((h, M}) ), ein reellwertiges Martingal.

t>0

15
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Wie im endlichdimensionalen Fall ist der Prozel (M;):>o ein lokales Martingal,
wenn es eine aufsteigende Folge T, < T < --- von Stoppzeiten gibt, so dafl jeder
der Prozesse

M := Myr, (6> 0)

ein Martingal ist.

Ein Martingal M heift p-fach integrierbar bzw. LP-Martingal, falls fir alle t > 0
Ep[[Mi|[};] < o0

1st.

2.2 Brownsche Bewegung mit Werten in einem
Hilbertraum

Wir wollen nun definieren, was eine Brownsche Bewegung mit Werten in einem
Hilbertraum ist. Dazu miissen wir noch zwei Tensorprodukt-Réaume einfiihren:

Definition 2.2 (Hilbert-Schmidt-Operatoren und nukleare Operatoren)
Der Raum H®,H der Hilbert-Schmidt-Operatoren ist die Vervollstindigung des
algebraischen Tensorproduktes H ® H beziiglich der durch

19 @ Pl yz,m = lglla 1Al x

definierten Norm auf H ® H. Via

(h1 @ h2)(g) == (h2, 9}y I
kénnen die Elemente von H®,H mit stetigen linearen Operatoren auf H identi-
fiziert werden. Da die Operatoren der Form h; ® hs kompakt sind (ihr Bild ist
eindimensional) und jedes Element von H ®9H die Form nhrgo Z hi1 ® h;o hat,
i=1

sind alle Elemente von H®,H kompakte Operatoren.

H®,H ist wieder ein separabler Hilbertraum mit dem durch

(01 ® g2, h1 @ ho) := (g1, h1) g (g2, ho)

induzierten Skalarprodukt.
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Der Banachraum H®;H C H®.H der nuklearen Operatoren ist die iiber die
universelle Eigenschaft des Tensorprodukts definierte Erweiterung von H @ H

(genauer: es ist das Tensorprodukt von H mit sich selbst in der Kategorie der
Banachréume, siche [MP80], Abschnitt 14.2 (2)).

Bemerkung 2.3 Fiir selbstadjungierte kompakte lineare Operatoren C' auf H
mit Spektraldarstellung
C €n = /\n €n,

An € IR, beziiglich einer Orthonormalbasis (e,,),—1.2,.. aus Eigenvektoren, gilt:

gooe

CeH®H <+ > A <o,

n=1

und .
CeHH <+ > |\ <.
n=1

Insbesondere ist fir C € H®,H das Quadrat C? ein Element von H®;H und
umgekehrt liegt fiir positiv definite C' € H®1H die Wurzel C 2 in H®.H.

Definition 2.4 (Brownsche Bewegung) Ein adaptierter H-wertiger Pro-
zeB (Wy)i>o ist eine H-wertige Brownsche Bewegung mit Covarianzoperator
C € H®.H, falls fiir alle s < t gilt:

i) W, — Wy ist unabhéngig von Fs.

ii) Fir alle h € H ist (h, W, — Wy), normalverteilt mit Mittelwert 0 und
Varianz (t — s) (h, C(h)) -

Bemerkung 2.5 Damit die zweite Bedingung der Definition erfiillt sein kann,
muf} C' ein positiv semi-definiter, selbstadjungierter Operator sein. Die Charakte-
risierung in Bemerkung 2.3 und Teil ii) der Definition besagen dann, dafl es eine
Orthonormalbasis (ey,)n—12,.. gibt, beziiglich der W die Darstellung

Wy = Z An th €n,
n=1

mit unabhéingigen eindimensionalen Brownschen Bewegungen W™ besitzt. Fiir

die Koeffizienten \,, > 0 ist Z Ap < 00.

n=1
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W hat die |-|| ;-quadratische Variation
<W>t = tI'(C) t?

das heiBt ||W;|3, — tr(C)t ist reellwertiges Martingal, und die ®-quadratische
Variation
(W), =tC € H®,H C H®xH,

das heifit W, @ W, — t C ist H®,H-wertiges Martingal.

Bemerkung 2.6 Ein stetiger H-wertiger adaptierter Prozef3 W ist genau dann
eine Brownsche Bewegung mit Covarianzoperator C, wenn er ein quadratisch

integrierbares Martingal mit
<<W>>t =tC

ist. Fiir jedes L2-Martingal M existiert ein H®,H-wertiger Prozefl (C});>0, S0
daf3

(), = [ coaun,.

Ci(w) ist fiir alle w € Q und alle t > 0 ein selbstadjungierter, positiv semi-definiter
Operator mit tr Cy(w) = 1 und somit ||Ci(w)]|| < 1.

2.3 Stochastische Integration

Dieser Abschnitt beschreibt kurz die Konstruktion des stochastischen Integrals
fiir Martingale mit Werten in einem separablen Hilbertraum H. Zuvor wollen
wir noch die Definition der previsiblen o-Algebra und previsibler Prozesse in
Erinnerung rufen:

Definition 2.7 (previsible o-Algebra, previsible Prozesse) Auf einem fil-
trierten Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, ()0, P) ist die o-Algebra der previsi-
blen Mengen (previsible o-Algebra) die von den Mengen der Form A x (s, t], mit
0 <s < tund A € F; erzeugte o-Algebra auf 2 x [0,00). Ein stochastischer
Proze (X¢),», mit Werten in einem Hilbertraum H heiit previsibel, wenn er,
aufgefafit als Abbildung von 2 x [0, 00) nach H, mefibar beziiglich der previsiblen
o-Algebra ist.
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Im folgenden bezeichne Hom(U, V') den Raum aller linearen Abbildungen von
einem Vektorraum U in einen Vektorraum V und L(U, V') den Raum der stetigen
linearen Abbildungen zwischen zwei topologischen Vektorrdumen U und V. G sei
ein weiterer separabler Hilbertraum.

Wie im endlichdimensionalen Fall wird das stochastische Integral beziiglich eines
L*-Martingals (M,),, mit Werten in einem separablen Hilbertraum H konstru-
iert, indem das Integral zunéchst fiir elementare previsible Prozesse der Form

n—1
Xy = Z 1(tz‘7tz‘+1](t> A;,
=0

mit 0 <ty < --- < t,, und L(H, G)-wertigen, F;,-meBbaren Zufallsvariablen A;
(1=0,...,n—1), definiert wird als

n—1

A XS dMS = Z Ai(Mti+1 - Mtz)
=0

beziehungsweise
n—1

t
/0 XS dMS = Z A’i(Mti+1/\t - Mti/\t)

=0
(nicht-antizipierende Riemann-Summen). Das stochastische Integral ist dann fiir
feste Obergrenze t € [0, 0o eine G-wertige Zufallsvariable.

Das Integral wird dann via Isometrie auf den Abschlufl des aufgespannten Vek-
torraums beziiglich einer geeigneten Norm fortgesetzt. Der Raum, in dem der
AbschluB gebildet wird, ist der Raum L*(M, G) aller Prozesse (Xt),, mit Wer-
ten in Hom(U, G) fiir einen (eventuell von ¢ abhiingenden) Unterraum U von H
mit folgenden Eigenschaften:

i) Der Definitionsbereich U von X,(w) enthélt das Bild von C? fiir alle
(w,t) € 2 x[0,00) (C wie in Bemerkung 2.6).

ii) Fiir jedes h € H ist der G-wertige ProzeB (X o C'z)(h) previsibel.
i) X o C? ist ein G&@yH-wertiger ProzeB, und es ist

o[ [ e
0

2
_d(M)
GRoH

L < oo
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Die Norm auf L*(X, @) ist dann durch

2

11 =B [~ |0/ d<M>tF

G®2H

gegeben. Beziiglich dieser Norm ist die fiir elementare Prozesse definierte Abbil-
dung

X — /OOXtht
0

eine Isometrie und kann daher auf den Abschlufl des Raumes der elementaren
Prozesse in L*(X, G) fortgesetzt werden.

Den Raum aller solcher Integranden fiir ein L?-Martingal M bezeichnen wir mit
A (H,G,M), bzw. A*(M),
falls G = IR ist. Den durch Lokalisieren erweiterten Raum nennen wir

2
Aloc

(H,G,M).

Zum Abschlufl dieses Abschnittes wollen wir noch einige Rechenregeln fiir das
stochastische Integral zusammenstellen (vergleiche Abschnitt 14.7 in [MP80]).

Satz 2.8 Sei M ein quadratisch integrierbares Martingal mit Werten in H und
Covarianzprozefy C (Bemerkung 2.6). Weiter sei X € A* (H,G, M) (G separabler
Hilbertraum). Dann gelten die folgenden Beziehungen:

(([xam)) = [xocoxiaqamn,: (2.1)

</XdM>t _ /Ottr(XsoC’szS*)cHM)s

t 2
/0

Ist M wvon der Form M, = M, + f(fY;st fir t > 0, wobei N ein quadra-
tisch integrierbares Martingal mit Werten in einem separablen Hilbertraum K
und Y € A2 (K, H,N), dann gilt die folgende Assoziativitiitseigenschaft des sto-
chastischen Integrals:

1
X,00C¢2

o, (2.2)
GRoH

t t S t
/XSdMS:/ Xsd</ YudNu) :/ X, oY, dN,. (2.3)
0 0 0 0



Kapitel 3

Pfadweiser Ito-Kalkiil

Im allgemeinen ist stochastische Integration nicht strikt pfadweise moglich. Das
heiflt, der Wert eines stochastischen Integrals fiir ein festes Element des zugrun-
deliegenden Wahrscheinlichkeitsraums lésst sich in der Regel nicht simultan fiir
alle Integranden durch Riemann-Summen approximieren. Dies liegt daran, daf
Integrand und Integrator hier normalerweise nicht von beschrénkter Variation
sind, was dazu fiithrt, dafl die lokalen Fluktuationen zu grof§ sind.

In Anwendungen, wie etwa der Modellierung von Aktienkursen oder Zinsstruktu-
ren, mufy man jedoch oft mit einem konkreten, beobachteten Pfad des der Modell-
vorstellung nach zugrundeliegenden stochastischen Prozesses arbeiten. In dieser
Situation will man trotzdem mit Integralen arbeiten, zum Beispiel um die Wert-
entwicklung einer Investitionsstrategie zu berechnen. Fiir die praktische Umset-
zung ist auBerdem die Mo6glichkeit einer Approximation des Integrals durch end-
liche Summen notwendig. Die hier auftretenden Integralterme resultieren jedoch
hauptséchlich aus der Anwendung der Itoformel. Hier ist bei stetigen Pfaden, wie
Follmer in [F6181] im endlichdimensionalen Fall gezeigt hat, pfadweises Vorgehen
durchaus moglich.

Daran ankniipfend leiten wir in diesem Kapitel eine pfadweise Version der
Itoformel fiir stetige stochastische Prozesse mit Werten in einem Hilbertraum
her. Da der Beweis ohne Stochastik auskommt, ist die Itoformel, wie sie hier
prasentiert wird, eigentlich eine rein analytische Aussage iiber Abbildungen ei-
nes Intervalls in einen Hilbertraum, deren quadratische Variation endlich ist. Es
zeigt sich, dafl dieser Ansatz sogar mit schwécheren Voraussetzungen auskommt,
als andere Beweise, die auf stochastischer Konvergenz beruhen, wie zum Beispiel
Abschnitt 3.8 in [MP80]. Dies liegt daran, daf in unserem Beweis nur die konvexe
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Hiille eines Pfades betrachtet werden muf. Deshalb benétigen wir keine (lokal)
gleichméBige Stetigkeit der zweiten Ableitung. Ein weiterer Vorteil des pfadweisen
Ansatzes in diesem unendlichdimensionalen Kontext ist, dafl bestimmte Versionen
des Satzes von Fubini fiir stochastische Integrale sich aus der hier betrachteten
Itoformel ableiten lassen, was zu einer neuen, pfadweisen Version dieses Satzes
fiihrt.

3.1 Ein pfadweiser Beweis der It6formel in Hil-

bertraumen

Sei H ein separabler Hilbertraum und X : [0, 7] — H eine stetige Abbildung. Zu
einer Folge von Partitionen 7, = {t}',k = 1,2,...,N(n)} des Intervalls [0, 7] mit
supy, ‘t}jH — tﬁ‘ 50 sei

V;tn = Z (XtZ-H o th)®2 < H®2H

kitp <t
und ,
U? = Z HXt7I;L+1 —th I’
kitp <t
Annahme: Fiir alle ¢ € [0, T] existiere
(X)), = (H®:H~) lim V", (3.1)

und ((X)) sei stetig in t.

Bemerkung 3.1 Diese Annahme ist fiir die Pfade von stetigen Semimartingalen
mit Werten in einem separablen Hilbertraum zumindest fiir geeignete Partitio-
nenfolgen erfiillt, siehe dazu zum Beispiel Abschnitt 3.2 in [MP80].

Man kann V™ und ((X)) als Verteilungsfunktionen von H®,H-wertigen Maflen
fn, bzw. p auffassen. Die Konvergenz in (3.1) besagt dann, dafl u,, schwach gegen
1 konvergiert. Daraus ergibt sich:

Lemma 3.2 Fir f € C(H,L(H®;H,Q)), wobei G ein weiterer separabler Hil-
bertraum 1ist, gilt

[ iy a), = im [ roc)ave = lim S ) (Xg, - Xg)”

kitp <t
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Beweis: Die Aussage folgt daraus, dafl f 1o p-fast iiberall stetig und beschrénkt
ist.

O

Bemerkung 3.3 Wir konnen jetzt nachtréglich die Existenz der ||| ;-quadra-
tischen Variation

(X)

= lim v}

t n—oo

nachweisen, denn diese 148t sich nun als

()= [ A0,

darstellen, wobei (-, -),; das Skalarprodukt auf H ist.

Der in unserer Version der Itoformel benutzte Differenzierbarkeitsbegriff ist der
der Frechet-Differenzierbarkeit. Wir wollen noch kurz an seine Definition erinnern
(siche dazu zum Beispiel die Abschnitte VIII.1 und VIII.12 in [Die75]).

Definition 3.4 (Frechet-Differenzierbarkeit) Seien E, I’ zwei Banachriu-
me. L(E, F') bezeichne den Raum der stetigen linearen Abbildungen von E nach
F. Sei A eine offene Teilmenge von E. Eine Abbildung f: A — F heifit im

Punkt zo € A Frechet-differenzierbar oder kurz differenzierbar mit Ableitung
f'(z0) € L(E, F), falls

o @) = o) = )@ — o)

=0
T—T0,TFT0 ||$ — ZL‘()H

ist. Ist f in jedem Punkt von A differenzierbar und ist die Abbildung
f'+ A— L(E, F) stetig, so heifit f stetig (Frechet-)differenzierbar. Entsprechend
ist die zweite Ableitung f” als Ableitung von f’ eine Abbildung von A nach
L(E,L(E, F)). Dieser Bildraum ist auf natiirliche Weise isomorph zum Raum
der stetigen bilinearen Abbildungen von E nach F bzw. zum Raum der stetigen
linearen Abbildungen von F ® E nach F.

Nach diesen Vorarbeiten kénnen wir jetzt eine pfadweise Version der Itoformel
fiir Hilbertrdume beweisen.
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Satz 3.5 (Itéformel) Unter der Annahme (5.1) gilt fir eine zweimal stetig
Frechet-differenzierbare Abbildung F' : H — K, wobei K ein weiterer separabler
Hilbertraum ist,

F(X)) = F(Xo) +/ F'(X,) dX, + - /F X, d (X))

s

wobei das Tto-Integral / F'(X,)dX, durch

t
| Py dx, = im 3 PG (X, - Xy)

n—o00
k: tn<t

definiert ist.

Beweis: Zunéchst gilt

8, 1= SUp Hth — X, =0, (3.2)

ity <t

da X gleichméfig stetig auf [0, 7] ist. Die Taylor-Entwicklung erster Ordnung
von F'in X;» und Addieren und wieder Subtrahieren des Terms zweiter Ordnung
ergibt die Darstellung

1 ®2
F(Xyg, )= F(Xg) = F'(Xg) (X, = Xg) +5F"(Xy) (X, - Xy)
! /! ®2
([ A=9F (1= 9) Xgp +5Xg,,) ds) (X, = X)
1 ®2
—5F" (X)) (X, — X
1 ®2
= Fl(Xy) (X, — X)) + SF(Xg) (X, — Xip) (3.3)
+AL,
mit
n ! U ®2
A} = (/0 (1—s)F ((1 —8) Xpm + 8Xt2+1> ds) (th“ - Xt;)

1
_iF/I (th) <th+

Satz 8.14.3 in [Die75]). Das Restglied A? formen wir noch weiter um. Wegen
( g k g

/01(1—3)0[3:
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ist
S0 (X, = )" = ([0 (Xg) ds) (X, - X)”

Setzen wir dieses Integral oben fiir den letzten Term ein und fassen ihn mit dem
vorletzten zusammen, so erhalten wir den Ausdruck

Ap= ([ ) (B (0= 9) X 45X, ) = B (X)) ds) (X, — Xp) ™

In den Wert von A} gehen die Werte von I lings der Strecke von Xj» nach
th“ ein. Diese Strecke liegt in der konvexen Hiille des Bildes von X und hat eine
Lénge von hochstens d,, (siehe (3.2)). Wir kénnen daher die folgende Abschétzung

vornehmen:
2
8% < sup [1F" () — F' @) [ X, X,
z,yeA

wobei A die abgeschlossene konvexe Hiille von X ([0,77) ist. Als abgeschlossene
konvexe Hiille einer kompakten Menge ist A selbst kompakt (siehe 12.14.13b in
[Die75]), also ist F” gleichmifig stetig auf A, und da die 4,, gegen Null konver-
gieren, ist

k+1

2
ARk < €n HXt” — Xip '

. n—oo
mit ¢, — 0.

Damit haben wir

2 —
an Z "th+1—Xn n—00 0’

EIlH
ity <t

> A

kitp <t

da die Summe auf der rechten Seite aufgrund der Existenz von (X) beschrénkt
ist. Weiter gilt aufgrund der Stetigkeit von X:

> (F(Xy,,) = F(Xy)) =% F(X) = F(Xo)
kitp <t
und aus Lemma 3.2 folgt
1 ®% oo 11
5 X F(Xy) (X, - Xy)" = 5 [P A (X)),
kit <t 2 Jo

Vergleicht man diese Konvergenzaussagen mit der (iiber k£ aufsummierten) Taylor-
Entwicklung in (3.3), so sicht man, dafi auch
3 PG (X, - )

n—00
kitp <t
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existieren muf}, da alle anderen Terme konvergieren. Damit haben wir die pfad-
weise Existenz des Ito-Integrals gezeigt und die Itoformel bewiesen.

O

Wesentlich fiir den Beweis war die Tatsache, daB fiir die Abschitzung des Rest-
glieds A} nur die abgeschlossene konvexe Hiille des Bildes von [0,7] unter X
betrachtet werden musste und diese Menge kompakt ist. Daher brauchten wir
nur die Stetigkeit von F” zu fordern, aber keine gleichméaflige Stetigkeit, wie sie
(zumindest auf beschrinkten Mengen) fiir einen stochastischen Beweis, der die
Gesamtheit aller Pfade eines stochastischen Prozesses betrachtet, notig wére.

Wir wollen noch den wichtigen Spezialfall, daf§ der Bildraum von F' die Menge
der reellen Zahlen ist, als Korollar formulieren.

Korollar 3.6 Unter den obigen Voraussetzungen gilt fiir eine zweimal stetig dif-
ferenzierbare Abbildung F': H — R

F(X) = FOX0) + [ FI(G) X, + 3 [ F/(G)d((x0)

s

Da das Ito-Integral fiir Pfade von Semimartingalen mit dem iiblichen stochasti-
schen Integral iibereinstimmt (vergleiche Abschnitt 1.3), ergeben sich die gewohn-
ten Rechenregeln.

Bis jetzt haben wir das [to-Integral nur fiir Integranden definiert, die Gradienten
sind. Mit Hilfe der Produktregel

t t
(X0, V) = <X0,Y0>H+/0 stXs+/O X, dY, + (X,Y),

148t sich die Menge der zuléssigen Integranden weiter vergréflern. Die Produktre-
gel ist dabei nichts anderes als die It6formel angewandt auf den H x H-wertigen
Proze$ (X,Y) und das Skalarprodukt.

Ist ((X)) < (X) mit stetiger Dichte C : [0,T] — H®H, wobei C; = C(t) fiir
alle t € [0,T] symmetrisch und positiv semidefinit ist (wie es fiir Pfade von ste-
tigen, quadratisch integrierbaren Martingalen der Fall ist, siche Bemerkung 2.6),
so kann man die Voraussetzung F' € C?(H, G) in der Ito6formel nocht etwas weiter
abschwéchen. Es gentigt dann die Forderung, daf§ F” fiir jedes t € [0, 7] eine Ablei-
tung F”(X;) im Punkt X, in der durch das Semi-Skalarprodukt (z,y) — (x, Ciy) 4
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definierten Topologie auf H besitzt, so dal F”(X;) C; stetig in ¢ ist. Denn dann
gilt analog zu Lemma 3.2:

[ Fexga, = [ Fooca),

0

t
= lim [ F"(X,)Csdv?

n—oo 0

X

2
k+1 H'

= lim Y F"(Xy)Cx,,
n—oo k

kitp <t

—_ th

Das sichert die Konvergenz der Terme zweiter Ordnung und damit auch aller an-
deren im Beweis der Ito6formel. Dies ist eine Abschwichung der Voraussetzungen,
da die Norm von C} immer kleiner oder gleich 1 ist. Die induzierte Topologie ist
daher schwécher als die Standard-Topologie auf H.

3.2 Eine Version des Satzes von Fubini fiir sto-
chastische Integrale

Als Anwendung leiten wir eine pfadweise Version des Satzes von Fubini fiir stocha-

stische Integrale aus der Itoformel ab. Solche Versionen werden unter anderem bei

der Modellierung von Zinsstrukturen nach Heath, Jarrow und Morton ([HIM92])
bendtigt.

Korollar 3.7 (pfadweiser stochastischer Fubini) Sei v ein positives, endli-
ches Maf$ auf einem Mefraum (S,8S) und X : [0,T] — L?(v) stetig mit stetiger
®-quadratischer Variation ((X)). I : L*(v) — R sei durch

1(4) = [ fav

definiert. Dann ist
t
1(X)) = 1(Xo) + [ 14X,
0

Ist X insbesondere von der Form

t
th/ hy Y,
0

wobei hy € L(H, L*(v)), Y H-wertig, so gilt

[ ([ heav) av=[( [ hoav) av.
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Beweis: [ ist eine lineare Abbildung, und es ist

1 = [, £ dv| < ()} ISz

nach der Cauchy-Schwarz-Ungleichung, angewandt auf f und die konstante Funk-
tion mit Wert Eins. Daher ist [ stetig und als lineare Abbildung somit auch glatt.
Esist I'(x) = I, I” = 0. Damit folgt die erste Behauptung durch Anwenden der
Itoformel.

Die zweite ergibt sich hieraus, indem man die Assoziativitdt des stochastischen
Integrals ausniitzt. Dafl diese in unserem speziellen Fall auch pfadweise gilt, sieht
man wie folgt: Es ist

t : i
/]d(/ hSdYS) =l Y (1 ‘ hdeS>
0 0 n—oo mn

kitp <t k—1

= lim E I lim E htm (Y;m - Y;m )
n—oo “— m—oo. ) J Jj—1
kitp <t Jity_y <t7r <ty

g S [ St )

kit <t Jitp_ <tm<ty
1
— lim Y (/ Ihdes>
n—oo mn
kitp <t k—1
t
= [ heav.,
0

aufgrund der Linearitdat und Stetigkeit von I. Mit diesem Resultat und dem ersten
Teil des Korollars gilt daher:

/S(/OthdeS) dv = I(t/othdes>
- [ro(fn)

t
_ /IhSdY;
0

— /;(/Shsdy) ay,.

Damit ist auch die zweite Gleichung gezeigt.



Kapitel 4

Darstellungseigenschaft und
Clark-Formel

Eine wichtige Rolle in der Stochastik der Finanzmaéarkte spielt die Frage der Du-
plizierbarkeit. Ein contingent claims C' heifit duplizierbar, falls es eine selbstfinan-
zierende Investitionsstrategie gibt, deren Wertprozefl bei Filligkeit von C' gerade
mit C' iibereinstimmt. Mathematisch entspricht das der Darstellbarkeit von C' als
stochastisches Integral eines geeigneten Integranden mit dem den Finanzmarkt re-
prasentierenden ProzeB X . Ein Finanzmarkt, in dem jeder (hinreichend “schéne”)
contingent claim duplizierbar ist, heifit vollstindig. Das soganannte “second fun-
damental theorem of asset pricing” postuliert, dafl im Falle eines arbitrage-freien
Finanzmarkts die Vollstédndigkeit des Marktes dquivalent zur Eindeutigkeit des
(zum Referenzmafl P) dquivalenten (lokalen) Martingalmafes ist. Wahrend sich
diese Aussage fiir endliche Wahrscheinlichkeitsraume mittels elementarer linearer
Algebra herleiten 148t, ist das entsprechende Resultat fiir einen Finanzmarkt in
stetiger Zeit viel tiefliegender. Eine Version fiir endlich viele Assets findet sich in
[HP81], Theorem 3.35 und Corollary 3.36.

Delbaen gibt in Theorem 6.5 von [Del92] eine Version fiir beliebig, auch un-
endlich viele Assets, deren Pfade stetig und beschrinkt sind. Seine Definition
von “Vollstindigkeit” ist jedoch die Dichtheit des Raumes der elementaren sto-
chastischen Integrale in L'(Q) fiir ein Martingalma$l @, also eine approxima-
tive Vollstdndigkeit, die ohne unendlichdimensionale stochastische Integration
auskommt. Eine weitere unendlichdimensionale Version, die auch fiir unstetige
Prozesse gilt, prisentieren Jarrow und Madan in [JM99]. Die Anforderungen an
Prozesse sowie zu duplizierende Wertverldufe sind hier vom BMO-Typ.

29
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Die in dieser Arbeit gegebene Variante steht der Version von Delbaen néher,
benutzt aber einen Vollstédndigkeitsbegriff, der direkt mit unendlichdimensionalen
stochastischen Integralen arbeitet.

Zuvor wollen wir aber ein Beispiel fiir ein unendlichdimensionales Finanzmarkt-
modell in diskreter Zeit betrachten, bei dem sich trotz Eindeutigkeit des Martin-
galmafles nicht jede Auszahlung duplizieren lésst.

4.1 Ein Beispiel fiir ein nicht vollstindiges Mo-
dell mit eindeutigem Martingalmafl

Das folgende Beispiel zeigt, dafl bei einem unendlichdimensionalen Preisprozef3
die Eindeutigkeit des Martingalmafles im allgemeinen nicht die Vollstéandigkeit
des Modells impliziert. Es gibt also Finanzmarktmodelle mit unendlich vielen
Wertpapieren, bei denen trotz der Eindeutigkeit von arbitragefreien Preisen nicht
jeder contingent claim durch eine zuléssige Portfoliostrategie duplizierbar ist. Wir
betrachten dazu ein zeitlich diskretes Modell (Zeitpunkte 0 und 1) mit abzdhlbar
vielen Zufallsvariablen X7* (n = 0,1,...), die den Wert der Assets im Zeitpunkt
1 beschreiben:

Sei Q@ ={1,2,...}, Fy die triviale c—Algebra, F; = F die Potenzmenge vom (2,
und P sei ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf 2 mit vollem Tréager und Gewichten
pn (n=1,2,...), sowie den Eigenschaften

(o) [o.¢]
> np, < oo, > n*p, < 0o, : (4.1)
n=1 n=1

Es sollen also die ersten beiden Momente von P existieren.

Wir definieren

C(n) = n
XY =1
Xf = 01{1 77777 n} (n:1,2,...).

Die Startwerte der X" seien die Erwartungswerte unter P. P ist somit ein Martin-
galmaf fiir die X"(n = 1,2,...). Jedes Martingalma$ @ ist durch die Eigenschaft

Eo[X7] = Xg = Ep[X7],



31

fir alle n = 1,2, ..., charakterisiert. Daher gilt fiir die Gewichte ¢, (n =1,2,...)
von Q:
@ = EQ[XH = EP[Xll] =D

und fiir n = 2,3, ... ist

o = Egq 1{n}]

= Dn-

Damit ist P das einzige Martingalmafl. Wesentlich fiir die Eindeutigkeit ist hier
die Tatsache, daf der von den Zufallsvariablen X{, X7 ... aufgespannte Vektor-
raum dicht in L'(P) liegt, somit insbesondere die Wahrscheinlichkeiten der Ele-
mentarereignisse {n} durch die Erwartungswerte der X7',n = 1,2, ..., festgelegt
sind.

Unser Modell ist so konstruiert, dal der oben definierte contingent claim C' der
monotone Limes der X7, n = 1,2, ..., ist. C' lasst sich also durch Portfolios der
Form ,Halte eine Einheit des n-ten Assets“ beliebig gut approximieren (P-fast
sicher und in L'(P)), aber die zugehérigen Strategien &, = e, (n-ter Einheitsvek-
tor) konvergieren nicht gegen eine Strategie, die C' dupliziert. Wir zeigen nun, daf
sich der contingent claim C' iiberhaupt nicht durch ein Portfolio darstellen l&sst,
ja nicht einmal eine Superreplikation mit endlichem Startkapital moglich ist. Das
heifit, es existiert kein Portfolio mit endlichem Preis, dessen Wert im Zeitpunkt
1 mindestens so grofy wie C' ist.

Aufgrund der Bedingung (4.1) ist
Vb = EP[C] < 0Q.

Im Gegensatz zu den Aussagen der Theorie der endlichdimensionalen Fi-
nanzmérkte lasst sich C' jedoch mit diesem (und auch jedem anderen endlichen)
Startkapital nicht (super-)replizieren.

Wir nehmen dazu an, dafl es fiir ein v > 0, eine Portfolio-Allokation
E=(£%¢..), " e R (n=1,2,...) mit den Eigenschaften

Sexp = o, 1.2
n=0
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ig”Xf > C (4.3)

gibt. Aus (4.2) folgt, daB (§" X¢'),_,, = gegen Null konvergiert. Damit ist auch

goee

(16" X§)p—1 ... eine Nullfolge. Da auerdem fiir n =1,2,...

goos

X0 =>kpe>p1 >0
k=1
ist, folgt
& =30,
Wir wollen zeigen, dafl die Folge <fn)n=172,... sogar summierbar ist. Dazu benutzen
wir die Konvergenz der X gegen Vy und die Endlichkeit des zweiten Moments
von P. Denn aus den Definitionen von V5 und X' folgt:

k=n-+1
Weiter ist

m m k m m
D = DD kpe = Y > kp
k=1 k=1 n=1 n=1 k=n

Daher folgt aus der Existenz des zweiten Moments von P (Gleichung (4.1)) und
der Nicht-Negativitat der Summanden:

Z kakﬁzzkpk<00

n=1 k=n-+1 n=1 k=n
und damit aus (4.4)
> (Vo— X§) < 0. (4.5)
n=1

Da die Summanden V) — X nicht-negativ sind und (£"),,_,, eine Nullfolge ist,

-----

existiert auch » & (Vo — X{') und ist endlich (Majorantenkriterium). Aus (4.2)
n=1

folgt daher

Vo) & = Z V(J—Xn+Z§ Xy
n=1 n=1 n=1

e (Vo — Xi) +v e

3
—
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Da Vj > 0 ist, haben wir gezeigt, daf8 (§"),_,, = summierbar ist und der Grenz-
wert der Reihe endlich ist.

Insbesondere gilt:
i S-S}
n=k
Andererseits folgt aus
X7'(k) = 100 (n)
fir alle k = 1,2, ...

S no L - n yn
nZ:jkf = o gg X7'(k)
1 = n n
= %;f Xl(k)
60
= 17w

nach (4.3). Da C(k) fiir wachsendes k gegen unendlich geht, misste daher
€% = +o00 sein, was natiirlich nicht méglich ist. Da als einzige Eigenschaften von
v seine Nicht-Negativitit und seine Endlichkeit benutzt worden sind, gibt es zu
keinem endlichen Startkapital eine (Super)-Hedging-Strategie.

Der Grund fiir die Nicht-Existenz einer solchen Strategie liegt dabei nicht darin,
daf} die Menge der zuldssigen Strategien zu klein gewihlt worden ist. Die einzige
Forderung, die wir an die Portfolio-Allokation £ = (£°, &, ...) gestellt haben, war,
dafl Startpreis und Endwert des Portfolios wohldefiniert sind.

4.2 Die Darstellungseigenschaft

Wir haben im vorhergehenden Abschnitt gesehen, dafl im unendlichdimensionalen
Modell die Eindeutigkeit des dquivalenten Martingalmafles nicht notwendig die
Vollstéandigkeit des Modells garantiert. Um ein “second fundamental theorem of
asset pricing” fiir die unendlichdimensionale Situation zu beweisen, miissen wir
daher zusétzliche Bedingungen an die zugrundeliegenden Preisprozesse stellen. Im
folgenden betrachten wir daher nur Prozesse in kontinuierlicher Zeit mit stetigen
Pfaden. Da wir die Existenz mindestens eines zu P dquivalenten Mafles, unter dem
der zugrundeliegende Proze3 X ein lokales Martingal ist, voraussetzen, nehmen
wir 0.B.d.A. an, daB8 das Referenzmafl P bereits ein Martingalmaf fiir X ist.
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Sei also X ein (lokal) quadratisch integrierbares Martingal auf einem filtrierten
Wabhrscheinlichkeitsraum (92, F, (F;):>0, P) mit Werten in einem separablen Hil-
bertraum H und stetigen Pfaden. Die o-Algebra Fy sei P-trivial. P sei die Menge
aller zu P dquivalenten Mafle, unter denen X ein lokales Martingal ist. Es gilt nun
zu zeigen, dafl die Eindeutigkeit des Martingalmafies fiir X (also P = {P}) dqui-
valent dazu ist, dafl sich jedes reellwertige lokale Martingal M als stochastisches
Integral von X darstellen lésst, also die Form

t
Mt:]\/[o—i—/ ¢, dX,
0

fir alle t > 0 hat.

Unsere Herleitung dieses Resultats basiert auf den Ergebnissen von Kapitel XI in
[JacT9]. Jacod betrachtet dort das sogenannte Martingalproblem und extremale
Losungen desselben. Wir wollen dies kurz erlautern:

Definition 4.1 (Martingalproblem) Sei (2, F, (F;)>0) ein filtrierter mefiba-
rer Raum und & eine Familie von reellwertigen adaptierten Prozessen auf 2. Ein
MaBl P € M;(Q) heiit Lisung des Martingalproblems zu X, wenn jeder Prozess
X € X ein lokales Martingal unter P ist. P ist eine extremale Losung, wenn
es sich nicht als nicht-triviale konvexe Kombination zweier Losungen darstellen
lasst.

Wir interessieren uns hier fiir (lokale) MartingalmaBe fiir den Prozefl X, der
Werte im Hilbertraum A annimmt. Da aber X genau dann ein lokales Martingal
unter einem Wahrscheinlichkeitsmafl ) auf €2 ist, wenn alle eindimensionalen
Projektionen (h, X), (((h, X)), := (h, Xy)y), mit h € H, lokale ()-Martingale
sind, setzen wir

X = {(h,X),, heH}. (4.6)

M(X) sei die Menge aller Losungen des Martingalproblems zu X'. Das folgende
Lemma stellt den Zusammenhang zwischen der Eindeutigkeit eines dquivalenten
Martingalmafles fiir X und extremalen Losungen des Martingalproblems zu X

her:

Lemma 4.2 Ist P das einzige zu P dquivalente lokale Martingalmaf fiir X, dann
1st P eine extremale Lésung des Martingalproblems zu X .
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Beweis: Wie oben bemerkt, ist jedes Martingalmafl fiir X ein Element von
M(X). Ist P € M(X) nicht extremal, dann gibt es Mafie P, P, € M(X) und
a € (0,1),sodal P =a P, + (1 — «) P, ist. Die Nullmengen von P sind genau
alle Mengen, die Nullmengen von P; und P, sind. Dieselben Nullmengen besitzt
auch jedes der Mafie P? := B3P, + (1 — 3) P, mit 8 € (0,1). Jedes dieser Mafle
ist demnach dquivalent zu P und ein lokales Martingalmaf fiir X. Damit ist P
nicht das einzige Element von P, und die Aussage des Lemmas ist gezeigt.

O

Damit lassen sich die Resultate von Jacod iiber die Darstellungseigenschaft fiir X
unter Wahrscheinlichkeitsmafien, die extremale Losungen des Martingalproblems
zu X sind, auf unsere Situation iibertragen. Mit Hilfe eines zusétzlichen Resultats
von Metivier/Pellaumail kénnen wir nun unsere Version des “second fundamental
theorem of asset pricing” beweisen. Dazu fithren wir noch die im Beweis benétigte
Menge

M3(P,R) := {(Mt)(t>0) | M ist reellwertiges P-Martingal und sup Ep {Mﬂ < oo}
>0

der in L?(P) konvergenten reellwertigen Martingale ein, die mit der Norm

>0

M| = Ep[M]? = (SUPEP[MED%

versehen ein Hilbertraum ist. Auflerdem setzen wir noch I(X) als die Menge
derjenigen stochastischen Prozesse (Z;)>0) der Form

t
Zi=z+ [ &dY,  (t20),
0

mit 2y € IR, einem previsiblen Integranden £ und Y € X, die Elemente von

M?(P,R) sind.

Satz 4.3 (“second fundamental theorem of asset pricing”) Sei X ein
(lokal) quadratisch integrierbares Martingal auf einem filtrierten Wahrschein-
lichkeitsraum (2, F, (Fi)is0, P) mit Werten in einem separablen Hilbertraum H
und stetigen Pfaden. Ist P ist das einzige zu P dquivalente Martingalmaf fiir X,
dann besitzt jedes reellwertige lokale P-Martingal M eine Darstellung

t
M:Mﬁ/&ﬂm
0

fiir alle t > 0, mit einem Integranden & € A2 (X).

loc
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Beweis: Wir zeigen die Aussage zunichst fiir Martingale M aus M?(P,IR) und
iiebertragen dann das Ergebnis durch Lokalisieren auf beliebige lokale Martingale.
Nach Lemma 4.2 ist P eine extremale Losung des Martingalproblems zu &X'. Nach
Theorem 11.2 in Verbindung mit Korollar 11.4 in Kapitel XI von [JacT9] ist
der AbschluB des von I(X) aufgespannten Vektorraums in M?(P,IR) der ganze
Raum M?(P,R) (bei Jacod als H? bezeichnet). Mit unserer speziellen Wahl von
X folgt aus der Proposition in Abschnitt 14.8 von [MP80] dafl jedes Element
dieses Abschlusses, also hier jedes Element aus M?(P,R) eine Darstellung der
Form .
M, = Mo+ | €&dX.,

mit einem Integranden ¢ € A% (X) besitzt. Durch Lokalisieren erhalten wir die
Aussage des Satzes.

O

Den wichtigen Spezialfall
My = Ep[Y | F]

fiir eine P-integrierbare Fpr-mefibare (7" > 0) reellwertige Zufallsvariable Y for-
mulieren wir noch als Korollar:

Korollar 4.4 Unter den Voraussetzungen des Satzes 4.3 besitzt jede P-
integrierbare Fr-mefsbare (T > 0) reellwertige Zufallsvariable Y eine Darstellung

Ep[Y | F] = Ep[Y] + /Ot ¢ dX..

fiir alle t € [0,T), mit einem Integranden & € AZ . (X). Insbesondere ist

loc

Y = Ep[Y] + /OT ¢ dX,.

Beweis: Da nach Annahme Fy P-trivial ist, gilt
Ep[Y | Fo] = Ep[Y].
Damit folgt die Behauptung aus Satz 4.3.
O

In die Sprache der Finanzmathematik {ibersetzt bedeutet dieses Korollar, daf
bei Eindeutigkeit des dquivalenten Martingalmafles jeder contingent claim Y mit
einer Portfoliostrategie £ exakt duplizierbar ist, wobei ein Starteinsatz von Ep[Y]
erforderlich ist. Damit ist das Finanzmarktmodell vollstindig und Ep[Y] der faire
Preis von Y.
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4.3 Endlichdimensionale Approximationen sto-
chastischer Integrale

Wir haben gesehen, dafl fiir Prozesse mit stetigen Pfaden aus der Eindeutigkeit
des Martingalmafles die Vollsténdigkeit des Finanzmarktes folgt. Das Duplizieren
(Hedging) eines contingent claims im unendlichdimensionalen Modell involviert
aber im allgemeinen eine Strategie, bei der in alle und somit in unserer Situation in
unendlich viele Assets investiert werden mufl. Da man aber in der Praxis auch bei
einem Markt mit (zumindest potentiell) unendlich vielen Wertpapieren nur in je
endlich viele investieren kann, stellt sich die Frage, ob sich stochastische Integrale
mit unendlichdimensionalem Integrator X durch solche annéhern lassen, die nur
endlich viele Koordinaten von X benutzen.

Wir beweisen daher in diesem Abschnitt die Konvergenz der Kunita-Watanabe-
Zerlegung des Martingals der bedingten Erwartungen eines quadratisch integrier-
baren contingent claims beziiglich endlichdimensionaler Projektionen von X ge-
gen die Kunita-Watanabe-Zerlegung beziiglich X selbst. Die Kunita-Watanabe-
Zerlegung eines quadratisch integrierbaren Martingals M stellt M als Summe aus
einem stochastischen Integral mit X und einem zum Raum der stochastischen In-
tegrale orthogonalen Prozefl dar.

Sei dazu (eq, €, . ..) eine Orthonormalbasis des separablen Hilbertraumes H und
X ein H-wertiges quadratisch integrierbares Martingal auf einem filtrierten Wahr-
scheinlichkeitsraum (2, F, (F;)i>0, P). X besitze den CovarianzprozeB @) (dies
entspricht dem Proze§ C' in Bemerkung 2.6). Wir definieren fir h € H

pro(h) == ((e1,h) g, ..., (en, h) ) € IR™

pry, ist also die Orthogonalprojektion auf die ersten n Koordinaten. Damit defi-
nieren wir

X =pr (X)) (n=1,2,...).

X" ist fiir alle n ein n-dimensionales quadratisch integrierbares Martingal. Wir
fixieren einen Zeithorizont T'.

R2(X™ P) sei der Raum aller quadratisch integrierbaren Fr-mefibaren reellwer-
tigen Zufallsvariablen, die eine Darstellung als stochastisches Integral

C:/OTgndX"
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beziiglich X™ mit einem previsiblen Integrand ™ besitzen (P ist die previsible
o-Algebra). Aufgrund der Isometrieeigenschaft des stochastischen Integrals ist
R2(X™, P) ein abgeschlossener Unterraum von L?(P).

Bemerkung 4.5 Ist £ ein IR"-wertiger Integrand fiir X, so ist (&, ) o pr, mit
X integrierbar und es gilt:

T T
/0 &dXZl:/o <§t7'>oprndXt7

wobei (-, -) das Skalarprodukt im IR"™ bezeichnet.

Als erstes zeigen wir, daf3 die beziiglich X™ darstellbaren Anteile eines Elements
von L?(P) fiir n — oo konvergieren.

Lemma 4.6 Die Fr-mefbare Zufallsvariable C € L?(P) besitze beziiglich X™ die
Kunita- Watanabe-Zerleqgungen

T
C = Ep[C] + / £ dX" Y™,
0
wobei Y™ € R2(X™ P)*t, dem orthogonalen Komplement von R*(X™ P) in
L*(P). Dann ezistieren £ und Y mit
T T
/gndX” nop /goo dX in L*(P),
0 0

yr Sy I2(P),
1
und Y™ € <+ RQ(X",P)) .

Beweis: Die Abbildungen

™. L*(P) — R*X",P)*
c yn

sind Orthogonalprojektionen auf eine absteigende Folge von abgeschlossenen Un-
terrdumen von L?(P). Daher gilt:

Y" =7"C =% 10 =Y,
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wobei 7 die Orthogonalprojektion auf

R (X", P)*t = (t 732()(",73)>L

ist. Die Behauptung folgt aus
T
/ E1dX" = C —Ep[C] — Y™ "=% C —Ep[C] - Y™,
0

Bemerkung 4.5 und der Isometrieeigenschaft des stochastischen Integrals.

Wir wollen zeigen, dafl die Darstellung
T
C = Ep[C] +/ £ dX Y™
0

die Kunita-Watanabe-Zerlegung von C beziiglich X ist. Dazu miissen wir zeigen,
daB Y™ in R?(X,P)* liegt. Dazu betrachten wir den Unterraum + A? (X™) von

L*(X) und zeigen, daf} dieser dicht in A% (X) liegt und somit + R?*(X™,P) dicht
in R*(X,P) ist. Das folgende Lemma ist ein erster Schritt dahin.

Lemma 4.7 Se:

L*(Pod(X), H) := {(ft)te[O,T] previsibel, | &(w) € H, Ep l/oT HftHz d{X),

< oo}.
Dann gilt: +A*(X") liegt dicht in L*(P ® d(X),H) C L*(X) = L*(X,R)

beziiglich der L*(P ® d (X)), H)- und der L*(X)-Topologie.

Beweis: Sei ¢ € L?(P ® d(X), H) mit Koordinatendarstellung
£=) apen,

mit reellwertigen previsiblen Prozessen «,,. Dazu definieren wir Prozesse
n
<
"= aper € A2 (XT).
k=1

Offensichtlich gilt
=3
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P ® d (X)-fast sicher, und damit konvergiert

e - 5 o

k=n-+1
antiton gegen Null P ® d (X)-fast sicher. Da
2
le—e=|" < lel* =X a2
in

T
LY(P2d(X),R) := {(ft)te[o,T} reellwertig, previsibel | Ep [/ ] d(X),
0

]

liegt, folgt mit dem Satz von Lebesgue, daf3 Hf - §§”H2 in L'(P®d(X),R) gegen
Null konvergiert und somit £5" gegen & in L*(P ® d(X), H). Das bedeutet, daf
+ A? (X™) dicht in L*(P®d (X), H) liegt. Da nach Bemerkung 2.6 die Norm von

1
()7 durch 1 beschrankt ist, folgt wegen

EPUOT

(& — ) 0 Q7

IN

“atn)]

d<X>t] EP[ [ e e [
< Bl [ o - a0

auch die Dichtheit beziiglich der L*(X)-Topologie.

Im néchsten Schritt gehen wir von L*(P ® d (X), H) zu A? (X) iiber:

Lemma 4.8 Mit den Bezeichnungen von Lemma 4.7 qilt:
LA(P®d(X), H) liegt dicht in A*(X).

1
Beweis: i) Wir zeigen das Lemma zunéichst unter der Annahme, daf§ Q7 diagonal
ist beziiglich (eq, es,...). In diesem Fall hat Q% eine Darstellung

N

Q - Z >‘n <€n7 >H €n,
n=1

mit previsiblen, reellwertigen Prozessen \,,.
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Sei £ € A?2(X). Da o Q: P® d (X)-fast sicher in H* = Hom(H,IR) = H liegt,
existieren reellwertige previsible Prozesse 3, so dafl

o
1
f © Q2 = Z ﬁn €n.
n=1
Definieren wir

Bn
ni=11 )
A 1= = I 20)

n

so gilt
goQ% - Z)\na/nena
n=1
insbesondere -
leo@z| =3 x2a2.
n=1
Sei nun N
53" = Zak er € LQ(X”,P) C L2(P® d(X),H).
k=1
Damit gilt:

2

|03

oo n
Z/\kakek - Zkkakek
k=1 k=1

o0
n—oo
= Y Mag =50
k=n+1

P ® d (X)-fast sicher, und
112 1
[e—emo@s| < |¢0@?
Wir kénnen demnach den Konvergenzsatz von Lebesgue anwenden und erhalten

[ErSOEYex

‘e NP ®d(X))

2
n—00
0

—

in L'(P®d (X)), also

SR
in A? (X).

ii) Wir fithren den allgemeinen Fall auf i) zuriick, indem wir @; (und damit Q7?)
diagonalisieren. Nach den Ausfithrungen in [MP80], S. 173 ff, existiert ein Proze8
U mit Werten in der orthogonalen Gruppe O(H) von H, so da8

Dt = UtOQtO Ut*
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von Diagonalgestalt beziiglich (eq, e, . ..) ist. U/ (w) ist dabei der zu U;(w) adjun-
giete Operator (identisch mit Uy(w)™1). Da P-fast sicher

tr(UioQioUf) =trQy =1 (4.7)

ist, gilt auch

1 1
UoQf | = [UoQioUf|]? <1

P-fast sicher. Damit ist insbesondere U; o Q7 fiir P-fast alle w € ) ein stetiger
Operator und U liegt in A* (H, L(H, H), X). Setzen wir

M::/UdX,

dann gilt fiir den Covarianzoperator Q™ von M:

QM =D= io: Ai <€n7 >H €n, (48)

n=1

mit reellwertigen, previsiblen Prozessen \,. Damit ist

NI

(QM) = Z /\n <€n7 >H En-
n=1
Fiir £ € A%2(X) liegt £ o U* in A2 (M), da

/édX:/goU*dM.

Nach Teil i) des Beweises existiert zu jedem € > 0 ein Proze n € L*(P ®
d{(M),H), so daB

L d (M)

<e. (4.9)

t

E, [/OTH@oU: o (@i}

Mit (4.8) lasst sich dieser Erwartungswert wie folgt umformen:

Ep [/OTH@to U —m)o (@)

ga

= Ep [/OT H(& oUf —mn)oUso (Qt)% oU;

g

= wp| [ 6o i ot o Uio @) o[ atan)
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mit 77 = no U. Da U unitér ist, ergibt weiteres Umformen:

br l/OT H(gt oUf —noUf)oUo (Qt)% o U/ i d <M>t]

= b UoT H(ft — i) 0 (@)% o Uy

1)
= 5| [ 6 - o (@

< e,

g

nach (4.9).

Es bleibt noch zu zeigen, daff 77 in L*(P®(X) , H) liegt. Dan Werte in H annimmt,
ist auch 7 =noU H-wertig, und es ist ||77]] = ||n||. Mit der Gleichung (4.7) ergibt
sich daher

e [ 10 4000 = | [ 10 e 10

= w1l atn,| (@170 in preso)

< 00.

Alsoist 7 € L?*(P®(X) , H). Wir haben also gezeigt, daB es zu jedem ¢ € A? (X))
ein 7 € L*(P ® (X), H) gibt, so dafl
< €.

Be| 6 - o @ aqan

t

Dies bedeutet aber, dafi L?(P ® (X)), H) dicht in A? (X) liegt.
O

Wir haben damit gezeigt, dafl +A? (X") dicht in A% (X) liegt. Damit koénnen
wir die Konvergenz der Kunita-Watanabe-Zerlegungen beziiglich der endlich-
dimensionalen Prozesse X™ gegen die Zerlegung beziiglich X beweisen:

Satz 4.9 Sei C aus L*(P), Fr-mef$bar mit den Kunita-Watanabe-Zerlequngen

T
c - EP[C’]+/O £dX, +Y

T
— EP[C]+/O EAXT Y™ (n=1,2,...),
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mit Y € RY(X,P)*t und Y™ € R?*(X™, P)*.
Dann konvergiert £" gegen & in A* (X)) fiir n gegen unendlich, bzw.
T e [T
| gaxy = [eax,

in L*(P) und damit auch Y™ "=5 Y in L*(P).
Beweis: Wir betrachten zunéchst den Fall Y = 0, also

C = Ep[C] + /OT@ dx,.

1
Nach Lemma 4.6 konvergiert Y gegen ein Y € (~|— R2(X",77)> . Da C dar-
stellbar beziiglich X ist, besitzt auch

T
Y™ = C - Ep|C] - / £ dX,,
0
mit £ wie in Lemma 4.6, eine Darstellung als stochastisches Integral. Sei

T oo
Y™ — / £ dX,.
0

1
Dann ist & aus (—l— A? (X”)) . Aus Lemma 4.7 und 4.8 folgt, daf +A? (X™)

dicht in A? (X) liegt. Daher ist £€¥~ orthogonal zu allen Elementen von A? (X).
Da aber €Y~ € A? (X), ergibt sich

£ =0
P ® d (X)-fast sicher und somit
Y =0
P-fast sicher. Aus Lemma 4.6 folgt daher
T n—oo T
/O € axT " /0 & dX,

in L?(P).
Der allgemeine Fall ergibt sich durch Anwendung des Spezialfalls auf C' — Y.
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Dieser Satz besagt insbesondere, daf3 jeder quadratisch integrierbare contingent
claim C, der im undlichdimensionalen Modell duplizierbar ist, durch endlich di-
mensionale Investitionsstrategien approximiert wreden kann. Wir formulieren dies
als Korollar:

Korollar 4.10 Sei C aus L*(P), Fr-mefbar. C besitze eine Darstellung

C = Ep[C] + /OT@ dx,.

Dann gilt:
T
C = L2 lim Ep[C] +/ endxT,
n—oo 0
mit & (n =1,2,...) wie in Satz 4.9.

4.4 Die Clark-Formel

Die Vollsténdigkeit eines durch einen stochastischen Prozel X modellierten, ar-
bitragefreien Finanzmarktes garantiert, dafl eine (hinreichend integrierbare) Fp-
meflbare Zufallsvariable Z eine Darstellung

Z = EolZ] +/JTgtht

als stochastisches Integral besitzt, wobei () das (in diesem Fall eindeutige)
dquivalente Martingalmaf fiir X ist. Dies bedeutet, dal der contingent claim Z
durch eine selbstfinanzierende Investitionsstrategie £ dupliziert (gehedget) wer-
den kann und dazu ein Startkapital von Eg[Z] notig ist. Dabei wird aber noch
keine Aussage dariiber gemacht, wie die Strategie £ konkret aussieht. Eine Teilant-
wort hierzu gibt die Clark-Formel, die eine Darstellung fiir den Integranden £ im
Fall, daB8 X eine eindimensionale Brownsche Bewegung ist, gibt. Eine Verallge-
meinerung der Clark-Formel fiir die unendlichdimensionale Brownsche Bewegung
(also abzéhlbar viele unabhéngige Brownsche Bewegungen) wird von J. Blum in
[Blu86] gegeben. Dort wird zunéchst eine Clark-Formel fiir das Brownsche Blatt
hergeleitet, die dann via Transformation auf die unendlichdimensionale Brown-
sche Bewegung iibertragen wird.

In diesem Abschnitt wollen wir eine Version der Clark-Formel fiir eine
Hilbertraum-wertige Brownsche Bewegung mit Covarianzoperator C' (Definiti-
on 2.4) beweisen. Unser Ansatz beruht auf einer direkten Ubertragung der Be-
weistechnik von Bismut ([Bis86]). Ein zentraler Punkt ist dabei eine partielle
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Integrationsformel fiir die Brownsche Bewegung, die mit Hilfe eines Mafiwech-
sels hergeleitet wird. Unsere Form der Clark-Formel unterscheidet sich von der
endlichdimensionalen Version und von derjenigen Blums dadurch, daf§ der Covari-
anzoperator C' in der im folgenden eingefiihrten Variante der Malliavin-Ableitung
eine wesentliche Rolle spielt und auch in der Clark-Formel selbst auftaucht.

Zunéchst erinnern wir noch kurz an den Begrift der Malliavin-Differenzierbarkent
im eindimensionalen Fall. Sei dazu H der Raum der absolutstetigen, in 0 ver-
schwindenden Funktionen auf [0, 1] mit quadrat-integrierbarer Ableitung, also

H={recnilro =0 s0= [ is)ds, [ fora<oo}.
Versehen mit dem Skalarprodukt
(fo9)bn = [ F© 30 dt

ist ‘H ein Hilbertraum.

Definition 4.11 (Malliavin-Differenzierbarkeit) Eine Abbildung
F . C[0,1] — IR heifit Malliavin-differenzierbar oder H-differenzierbar in
z € C0,1], falls es ein VF(x) € H gibt, so daB fiir alle h € H

lim F(x+e€eh)— F(x)

e—0 €

= <VF(:E)7 h)H

ist.

Im folgenden betrachten wir das kanonische Modell einer Brownschen Bewegung
mit Werten in einem separablen Hilbertraum H und Covarianzoperator C', also
Q= C([0,1], H) der Raum der stetigen H-wertigen Funktionen f mit f(0) =0,
Wi(w) = w(t) (w € Q), Fr = o(W,,0 < s < t), F = F und passendem P,
so daBl W jetzt Brownsche Bewegung mit Werten in H und Covarianzoperator
C ist. Insbesondere ist Wy = 0. Wir betrachten im folgenden nur den Fall, daf3
C' invertierbar ist. Das ist keine wesentliche Einschrinkung, da C' ein stetiger
selbstadjungierter Operator ist und H daher die orthogonale Zerlegung

H =1Im(C) & Ker(C)

in Bild und Kern von C besitzt und W P-fast sicher nur Werte in Im(C') annimmt.
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Analog zur eindimensionalen Situation definieren wir den Hilbertraum

= {f e om0 =0, 50 = [ Feds [ i), d <o},

versehen mit dem Skalarprodukt
1. .
(Fo9hy = [ (F0.90)),, at.

Definition 4.12 (Hy- und H$-Differenzierbarkeit) Wir nennen eine Zu-
fallsvariable F' € L*(P) Hy-differenzierbar, falls eine mebare Abbildung

VF:Q—>HH

mit E{HVF H%H} < oo existiert, so dafB fiir jeden adaptierten, produktmefbaren
und beschriankten H-wertigen Prozef (u¢):cpo,1) und

Up(w) = /Ot w(w)ds € Hy (0<t<1)

gllt .
F xr € l J F xXr

e—0 €
in L?(P). Wir setzen dann

=(VF,U)y,,

D\F(w) := (VF(w)) (t) € H.

Fiir den Beweis der Clark-Formel kommen wir mit einem schwicheren Differen-
zierbarkeitsbegriff aus, der allerdings den Operator C' involviert und infolgedes-
sen nicht nur von den KEigenschaften des Pfadraums abhéngt. Wir nennen eine
Zufallsvariable F' € L?(P) H$-differenzierbar, falls V€ F (Me8- und Integrierbar-
keitsbedingingen wie fiir VF') existiert, so daf fiir alle u, U wie oben gilt:

hmF(ereC? U)— F(x)

e—0 €

= (V°F.U
(VeRU),

in L?(P). Wie oben setzen wir
DEF(w) := (VF(w)) (1)

Der zweite Typ Differenzierbarkeit skaliert sozusagen den Raum relativ zum Aus-
breitungsverhalten der Brownschen Bewegung, das durch C' bestimmt wird. Die
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folgende Bemerkung stellt Eigenschaften der Malliavin-Ableitung, die sich unmit-
telbar aus der Definition ergeben, zusammen:

Bemerkung 4.13 Mit den Bezeichnungen der Definition 4.12 ist fiir Hy- bzw.
H-differenzierbares F

(VE(w), U~(W)>HH = <D'F<w)vu'(w»L?([O,l],H,dt) :

bzw.

(VOF(w), U.(w)>H = (DF(w), u.(w))

I L2([0,1],H,dt)

Fiir ‘Hpg-differenzierbares F' gilt die Beziehung
VOF(w) = VF(C? w)
und somit
DEF(w) = D,F(C? w),

wobei €2 w im Sinne von (C2w)(t) = C2(w(t)) zu verstehen ist. So betrach-
tet bedeutet, wenn wir die Integrierbarkeitsforderung an VF' fiir einen Moment
ignorieren, H%-Differenzierbarkeit H j-Differenzierbarkeit auf dem Bild des Pfad-
raums unter C'2.

Der folgende Satz, eine Variante von Bismuts partieller Integrationsformel fiir
den Wienerraum, beschreibt den Zusammenhang zwischen H$-Ableitung und
stochastischer Integration mit W:

Satz 4.14 (partielle Integration) Sei F' € L*(P) HY-differenzierbar. dann
qilt fiir alle u, U wie oben:

1 1
B(DCF ) 0| = B[(VOEO),, | =E[F [ o du,aw].

Der Beweis dieses Satzes benutzt ein Mafliwechselargument mit einem exponen-
tiellen Dichtemartingal. Die Argumentation bereiten wir im folgenden vor: Wir
assoziieren zu u den reellwertigen Prozefl

t 1 t
ZM(u) = exp<A/ Chuy W, — 53 [ u ds) .
0 0
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ZA(u) ist ein lokales Martingal (siehe dazu zum Beispiel [MP80], S. 176). Da u
beschrankt ist, ist

1 : 1 1 ¢
e (3 [0 wa)] = efon(} [t )
1
< exp( 52 sup Jul ;)

< Q.

Also ist die Novikov-Bedingung erfiillt und Z*(u) somit ein echtes Martingal.

Durch
dP*(u)

dpP

wird dann ein zu P fquivalentes Maf§ P*(u) definiert, unter dem

= Z}(u)

W) =W —AC2U

eine Brownsche Bewegung mit Covarianzoperator C' ist (genau wie bei der
Girsanov-Transformation im endlichdimensionalen Fall, siche [MP80], S.176). Da-
her gilt:

Ep|F(WA (1) 21 (u)| = Eprg [FVA(w)] = Ep[F(W)]. (4.10)

Das folgende Lemma untersucht die Asymptotik von Z*(u), wenn X\ gegen Null
geht.

Lemma 4.15 FEs gilt:

ZMu) —1

1 1
20 / C 2 u,dW,
A 0

in L*(P).
Beweis: Aus der It6-Formel folgt, dafl

ZMu) =14\ /O1 ZMu) Cb g d,
ist und daher

Z3(u) — 1 bt _ (Mo -1
f_/o C udeS—/O(Zs(u)—l)C s AW,
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Die rechte Seite dieser Gleichung ldsst sich wie folgt abschétzen:

([ @ -netuan)| = e[ @0 -1l ]
<l B [ (220 — 1774

< Jully B[(ZD(w) - 1)?],

da ((Z}(u) — 1)*)teo1] ein Submartingal ist. Es reicht also zu zeigen, dafi Z;(u)
fiir A gegen Null in L?(P) gegen Eins konvergiert. Da fiir alle p > 1

B(2w?)] = Blew(ype-12 [ fulf ds)]

1
< exp(2p(p— 1) \? HUHOO)

ist, ist die Familie (Zl)\(“))0<)\<1 gleichméfig quadratisch integrierbar. Somit folgt
aus der P-fast sicheren Konvergenz von Z7(u) gegen 1 die Konvergenz in L2(P).

O

Nach dieser Vorarbeit konnen wir jetzt die partielle Integrationsformel beweisen:

Beweis: (Satz 4.14) Die erste Gleichung ergibt sich direkt aus Bemerkung 4.13.
Aus Gleichung (4.10) folgt

ElF(WA(uA))Z?(U)] :E[F(WW

und somit

F(W —=XCzU) — F(W)
A

E A

A

= —E[F(W) ZlA(UH] : (4.11)

Nach dem Lemma gilt fiir die rechte Seite dieser Gleichung
Zi(u) — 1
A

Die linke Seite von (4.11) lisst sich wie folgt umformen:

—E[F(W) ] A~y —E[F(W) /OlC_éudeS}.

F(W —=XCzU) — F(W)

E
A

Z}\(u)

- E - EKVCF, vy, Zf(u)] .

(F(W - AC:U) —FW) | (ver, U>HH> 73 (u)
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Der erste Term der rechten Seite konvergiert aufgrund der L2-Konvergenz von
Z}(u) und des Differenzenquotienten gegen Null, und da <V0F U >H in L?(P)
H

liegt, folgt aus der L?-Konvergenz von Z;(u) gegen 1
C by A—0 C
E(VORU), Zw| = E[(VORU)],

Damit haben wir den Satz bewiesen.

O

Unsere Version der Clark-Formel ist eine direkte Konsequenz aus der in Satz 4.14
hergeleiteten Dualitit von H$-Ableitung und stochastischem Integral.

Satz 4.16 (Clark-Formel) Fiir HS-differenzierbares F € L*(P) gilt:

F = E[F] +/01 C 3 E[DCF|F) aw..

Beweis: Sei 0.B.d.A. E[F] = 0. Ist V ein dichter Unterraum von L?(P), so folgt
die Aussage des Satzes, wenn

1
E[FG] = E[G/ C 3 E[DCF | 7] th]
0
fiir alle G € V gilt. Als V wéhlen wir den Raum aller Zufallsvariablen der Form
1
G = E[q] +/ =% u, dW,,
0

wobei u die in der Definition 4.12 geforderten Eigenschaften hat. Da die Menge
der zuldssigen u insbesondere die Bilder aller elementaren H-wertigen Prozesse
unter Cz enthélt und W die Darstellungseigenschaft besitzt, liegt V' dicht in
L?(P). Fiir G € V folgt aus Satz 4.14

1 1
EFG] = B|F [ C2utth}
0
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mit dem Satz von Fubini. Da u adaptiert ist, konnen wir jetzt die bedingte Fr-
wartung einfithren und abermals Fubini anwenden. Dann erhalten wir

BrG = ['B[(DfRw),)
-/ "BUE[D,F| F)ui)y) dt
_ E'/01<E[DtF\ft],ut>H dt]

: 1 1 1 1
= B|[ CUR(DF|F] aW, [ C2utth]
L0 0

o
- E G/ C 2 E[DF | F th}
L 0

und somit das gewiinschte Resultat.

O

Somit haben wir fiir die H-wertige Brownsche Bewegung fast dieselben Formeln
hergeleitet wie fiir ein abzdhlbares Produkt von Brownschen Bewegungen. Das
Auftauchen des Covarianzoperators C' in den Gleichungen spiegelt dabei die Tat-
sache wider, daf§ die Struktur der H-wertigen Brownschen Bewegung nicht voll-
kommen symmetrisch ist.



Kapitel 5

Martingalmafle und
asymptotische Arbitrage

Das “(first) fundamental theorem of asset pricing” besagt, daf§ die Existenz ei-
nes dquivalenten MartingalmafBes fiir den Preisprozefl im wesentlichen dquivalent
zur Arbitragefreiheit des Marktes ist. Ein Markt ist arbitragefrei, wenn es nicht
moglich ist, mit einer Investitionsstrategie ohne Verlustrisiko mit positiver Wahr-
scheinlichkeit Gewinn zu machen. Dieses Meta-Theorem fand seine allgemein-
sten Konkretisierungen fiir endlichdimensionale Preisprozesse in den Arbeiten
[DS94] und [DS98] von Delbaen und Schachermayer. Dabei mufl im Falle lokal
beschrankter Preisprozesse (behandelt in [DS94]) die No-Arbitrage-Bedingung
durch eine asymptotische Form (“No Free Lunch With Vanishing Risk” (NFLVR))
ersetzt werden. Will man auf die lokale Beschrénktheit verzichten, so ist NFLVR
nur noch dquivalent zur Existenz eines dquivalenten Sigma-Martingal-Mafes.

Ein allgemeines Resultat fiir den unendlichdimensionalen Fall leitet 1. Klein in
[K1e00] her. Sie arbeitet dabei im Rahmen eines “Large Financial Markets”, ein
von Kabanov und Kramkov in [KK96] entwickeltes Konzept einer Folge von Fi-
nanzmarktmodellen mit je endlich vielen Preisprozessen von Wertpapieren, zum
Beispiel den jeweils n ersten aus einer abzéhlbaren Menge von Wertpapieren.

Wir wollen in diesem Kapitel kein Resultat von der Allgemeinheit der in
den obigen Arbeiten gefundenen Ergebnisse herleiten, sondern stattdessen die
Tragfahigkeit intuitiver No-Arbitrage-Begriffe in spezielleren Situationen unter-
suchen. Dabei betrachten wir zum einen die von Kabanov und Kramkov in [KK96]
eingefiihrten Formen asymptotischer Arbitrage, zum anderen ein Konzept asym-
ptotischer Arbitrage, das in enger Beziehung zu den Resultaten von Delbaen

53
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([Del92]) iiber Martingalmafle fiir Prozesse mit stetigen und beschrankten Pfa-
den steht.

5.1 Asymptotische Arbitrage der ersten und
zweiten Art

Kabanov und Kramkov betrachten in [KK96] einen sogenannten “Large Finan-
cial Market”. Das ist eine abzéhlbare Folge von Finanzmarktmodellen mit jeweils
endlich vielen Preisprozessen, bzw. einem endlichdimensionalen Preisprozef. Da-
bei muf} a priori keinerlei Beziehung zwischen den einzelnen Modellen bestehen.
In diesem Kontext definieren und untersuchen sie zwei verschiedene Varianten
der Abwesenheit von asymptotischer Arbitrage. Wir formulieren diese fiir den
uns interessierenden Fall eines Finanzmarktes mit unendlich vielen Assets. Hier
ist der entsprechende “Large Financial Market” die mit n indizierte Folge der
Teilmarktmodelle, in denen jeweils nur mit den ersten n Wertpapieren gehandelt
werden kann.

Seien dazu (X}!)ocycr s (X7 )o<icr» - - - teelle, lokal beschrinkte Semimartingale
auf einem filtrierten Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F, (F;)j<i<p» P). Zum Bei-
spiel kénnen X!, X2, ... die Koordinaten eines Hilbertraum-wertigen lokal be-

schrankten Semimartingals beziiglich einer Orthonormalbasis sein - ein Spezial-
fall, auf den wir noch zuriickkommen werden. (F})gc,cp , (F£)o<iep s - - - Selen Fil-
trierungen mit

FiCFCc--CHh

fiir alle t > 0, so daf fiir alle n X*!,..., X" F"-adaptiert sind. F; sei die von der
Vereinigung der ;' (n = 1,2,...) erzeugte o-Algebra. Wir nehmen an, dafl fir
jedes n ein auf Fj zu P dquivalentes Mafl Q" existiert, unter dem

XM= (X X"

ein n-dimensionales lokales Martingal ist. Eine F"-Strategie £ ist ein IR"-wertiger
Fr-previsibler Proze8, fiir den [J &, dX (™ fiir alle ¢ € [0, T] wohldefiniert ist. Zu
einer F"-Strategie ¢ und einem Startkapital xg € IR sei

t
Vi(20,€) =m0 + /O £, dX™

die Wertentwicklung des Portfolios.
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Definition 5.1 (Asymptotische Arbitragemoglichkeiten) Eine Folge von
Fr-Strategien (€"),_,,  und Werten z" € IR ist eine asymptotische Arbitra-
gemdoglichkeit der ersten Art, wenn

i) Vi(z", &™) > 0 fiir alle ¢t € [0,7] und alle n;

iii) Jim PlVp(z™,&") > 1] > 0.
Eine Folge von F"-Strategien (£"),_,, und Werten 2" € IR ist eine asymptoti-
sche Arbitragemdglichkeit der zweiten Art, wenn

i) V(2™ &) <1 fir alle t € [0, 7] und alle n;
ii) Jim Vo(z™, &™) > 0, also lim 2" > 0;

iii)  lim P[Vp(z",£") > €] = 0 fur alle € > 0.

Eine asymptotische Arbitragemoglichkeit erster Art ist demnach eine asymptoti-
sche Variante des iiblichen Arbitragebegriffs: Es gibt eine Investitionsstrategie, die
ohne Verlustrisiko (Punkt i), mit (asymptotisch) verschwindendem Starteinsatz
(Punkt ii) eine nicht-negative Auszahlung (wieder Punkt i) erbringt, die nicht
P-fast sicher konstant Null ist (Punkt iii). Die Definition der asymptotischen Ar-
bitragemoglichkeit zweiter Art ist zunéchst weniger anschaulich, da sie eher nach
einer Verluststrategie aussieht. Es wird aber deutlicher, daf§ auch hier ein Fall
von (asymptotischer) Arbitrage vorliegt, wenn wir das ganze etwas umformen.

Bemerkung 5.2 Setzen wir in der Definition der asymptotischen Arbitra-
gemoglichkeit zweiter Art > := lim 2" (der Limes soll nach Punkt ii) existieren)

n—oo

und definieren

% — " > —1
Y= = _& (t €10,7)), sowie c:=
> x> e

bl

so erhalten wir die d4quivalente Definition:

Eine Folge von F"-Strategien (n™) und Werten y™ € IR ist eine asymptoti-

n=1,2,...
sche Arbitragemdglichkeit der zweiten Art, wenn

i) Vi(y",n™) > c fir ein ¢ <0 und alle ¢t € [0,77;



o6

i) lim Vo(y",n") =0, also lim y" = 0;

n—o0 n—oo

i) lim P[Vr(y",n") <1—¢ =0 fir alle € > 0.

Der Unterschied zwischen den beiden Arten von asymptotischer Arbitrage be-
steht also darin, daf§ bei der ersten Art keinerlei Risiko wéhrend des gesamten
Zeitraumes [0, T] besteht, da der Wertverlauf nicht-negativ ist, man also auch
bei vorzeitiger Portfolioauflosung héchstens den (asymptotisch verschwindenden)
Starteinsatz verliert, wihrend man bei der zweiten Art ein durch ¢ beschranktes
Risiko eingehen muf. Dafiir hat man hier asymptotisch die Gewilheit, mindestens
einen Betrag von 1 zu gewinnen, wahrend man im ersten Fall nur eine positive
Gewinnchance hat.

Beispielmodelle, in denen jeweils genau eine dieser Arten von asymptotischer
Arbitrage moglich ist, stellen wir im folgenden Kapitel vor. Sie sind etwas um-
fangreicher und wiirden daher den Flufl diese Kapitels storen, wenn wir sie an
dieser Stelle brachten.

Kabanov und Kramkov definieren die Abwesenheit von asymptotischer Arbitrage
der ersten/zweiten Art als Nichtexistenz einer Arbitragemdoglichkeit im Sinne von
Definition 5.1. Dabei wird dies nicht nur fiir die (in der Definition gebrauchte)
Indexfolge n = 1,2, ... verlangt, sondern auch fiir jede Teilfolge davon. Dies ist in
der von ihnen betrachteten Allgemeinheit notig, da die einzelnen Modelle vollig
verschieden sein konnen. In unserer Situation sind alle Teilmodelle des “Large
Financial Market” jedoch von einem einzigen unendlichdimensionalen Modell ab-
geleitet, und das n + k-te Modell ist eine Erweiterung des n—ten um k Assets.
Jede zulédssige Portfoliostrategie im n-ten Modell ist daher auch eine zuldssige
Strategie fiir das n + k-te. Daher geniigt es fiir unseren Fall, die Abwesenheit von
asymptotischer Arbitrage fiir Folgen zu fordern, die {iber die gesamte Indexmenge
definiert sind.

Definition 5.3 (Abwesenheit von asymptotischer Arbitrage) Die Abwe-
senheit von asymptotischer Arbitrage der ersten bzw. zweiten Art (kurz mit
NAA1 bzw. NAA2 bezeichnet) ist die Nichtexistenz einer Folge von F"-Strategien
<€n)n=1,2,... und Werten 2™ € IR, die die Bedingungen des entsprechenden Teils von
Definition 5.1 erfiillen.

Kabanov und Kramkov setzen die Abwesenheit von asymptotischer Arbitrage in
Beziehung zur Kontiguitit (contiguity) von Folgen von Martingalmafien (eins zu
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jedem Teilmodell) zu den Referenzmafien auf den jeweiligen Teilmodellen. Die
Kontiguitat zweier Folgen von Maflen ist wie folgt definiert:

Definition 5.4 (Contiguity) Sei (2,,F,) (n = 1,2,...) eine Folge von mefiba-
ren Riumen. (P,),_;, und (Qn),_,,  seien zwei Folgen von Wahrscheinlich-
keitsmaflen auf (2, F,,), also P, und @, Wahrscheinlichkeitsmafle auf €2, fir alle
n. Dann heiBt die Folge (Qn),,—, o . contiguous zur Folge (Pn)n:mr_. (geschrieben:
(Qn) < (P,)), falls fiir jede Folge von Mengen A, € F, mit P,[A,] ™ 0 auch
Qn[A,] ™= 0 gilt. Dies beschreibt eine Art asymptotischer Absolutstetigkeit
der ),, zu den P,.

In Proposition 2 in [KK96] zeigen Kabanov und Kramkov fiir den Fall, daff in
jedem Teilmarkt genau ein zum Referenzmafl P" dquivalentes Martingalmafl Q™
existiert, die folgenden Aquivalenzen: Die Abwesenheit von asymptotischer Arbi-
trage der ersten Art ist dquivalent zu (P,) < (@) und die Abwesenheit von asym-
ptotischer Arbitrage der zweiten Art ist dquivalent zu (Q,) < (P,). Wir wollen
hier eine teils allgemeinere, teils speziellere Situation untersuchen. Wir betrach-
ten, wie bereits oben ausgefiihrt, die Situation, dafl die Teilmérkte des Large
Financial Markets eine aufsteigende Folge von endlichdimensionalen Teilmérkten
eines unendlichdimensionalen Finanzmarktes sind. Statt die Eindeutigkeit des
aquivalenten Martingalmafles auf jedem Teilmarkt zu fordern, verlangen wir nur,
dafl es genau ein Mafl () gibt, dafl in allen Teilmérkten ein dquivalentes Martin-
galmaf ist. Dies entspricht der Existenz eines eindeutigen zu P lokal dquivalenten
Martingalmafles. In dieser Situation wollen wir untersuchen, ob die Abwesenheit
von asymptotischer Arbitrage in Beziehung steht zur Absolutstetigkeit von ) zu
P oder ungekehrt.

Grundlage fiir unsere Resultate sind Theorem 2.1 und 2.2 aus [KS96], die wir im
folgenden Satz zusammenfassen:

Satz 5.5 (Klein/Schachermayer) FEs gibt in einem Large Financial Market
Q" Fr, P", X" 12, genau dann keine Arbitragemdglichkeit der ersten Art,
wenn es eine Folge von zu P™ dquivalenten Martingalmafen Q" gibt, so daf

(P") <(Q").

Es gibt genau dann keine Arbitragemdoglichkeit der zweiten Art, wenn zu jedem
€ >0 zu P" dquivalente Martingalmafle Q™ und ein & > 0 existieren, so dafs fir

alle Mengen A™ € F" aus P"[A"] < § folgt, daf§ Q"[A™] < € ist.
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Wir benotigen fiir die Hauptresultate dieses Abschnitts noch eine alternative
Charakterisierung der Kontiguitét, die durch folgendes Lemma gegeben ist:

Lemma 5.6 Seien (€2, F,) (n = 1,2,...), (Pu),_1o. und (Qn),_,, . wic in

goee

Definition 5.4. Dann sind dquivalent:

i) (Qn) < (Fn);

ii) fir jede Folge von gleichmdfig beschrinkten nicht-negativen F,-mefbaren

n—oo

Funktionen g, folgt aus Ep,[g,] — 0, dap auch Eg,[g9.] —> 0 gilt.

Beweis: Da Indikatorfunktionen die Bedingungen an die g, erfiillen, folgt i) aus
ii). Die umgekehrte Richtung zeigen wir mit maftheoretischer Induktion. Wir
nehmen an, dafl i) gilt. Dann folgt zundchst nach Definition die Aussage ii) fiir
Indikatorfunktionen. Haben nun die g,, die Gestalt

m
_ n
gn=_0; lay
=1

mit of > 0, A? € F,, A? fir festes n paarweise disjunkt, und m € IN fest,
so folgt aus lim Ep, [gn] = 0, daB P,[A}] fiir jedes i € {1,2,...,m} gegen Null
konvergiert, also nach i) auch @,[A}] gegen Null geht und damit lim Eq, [g.] =0
ist, da die Anzahl der Summanden fest ist. Sei g, jetzt eine Folge V%no%n—meﬁbaren
nicht-negativen und nach oben gleichméfig durch ¢ < oo nach oben beschrankten
Funktionen. Mit der Definition
|
= - Ly e(=totd) (m=2,3,...)

m ©mC
=2

ist offenbar fiir alle n g, der monotone Limes der ¢ fiir m gegen unendlich.
Ist nun lim Ep, [gn] = 0, so ist auch lim Ep, [g7'] = 0 fur alle m und damit auch

lim Eg, [g7'] = 0 nach dem vorhergehenden Beweisschritt. Da

n—o0

s (ga() — g7/ () <

ist, folgt fiir die Funktionen g,

Cc
E n < E 4+ —
0ulon] < Fa, 7] + =
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fiir alle n und m und somit

& C
imsup Eq,[g.] < lim Eq,[g7] + — = —

Da dies fiir alle m gilt, folgt die Behauptung.

O

In der uns interessierenden Situation ist €2, = € fiir alle n, und die o-Algebren
Fi1,Fo, ... sind aufsteigend und erzeugen eine globale o-Algebra F. Das folgende
Lemma stellt die Beziehung zwischen globaler (also auf F) Absolutstetigkeit von
Maflen und der Kontiguitdt ihrer Einschréankungen auf F,, dar:

Lemma 5.7 Ist Q, = Q fir allen = 1,2,... und sind F; C Fo C ... C F o-
Algebren auf Q mit F = o (Up2y Fn), so ist fir Wahrscheinlichkeitsmafie P und
Q auf (Q,F) die Absolutstetigkeit von P zu @ dquivalent zu (an> < (Q|]—‘n).

Beweis: Wir schreiben im folgenden kurz P" statt Pz, und entsprechendes fiir
Q. Wir zeigen als erstes, dafl aus der Absolutstetigkeit die Kontiguitét folgt: Wir
nehmen an, dafl es eine Folge von Mengen A, € F,, (n =1,2,...) gibt mit

T Q4] =0, 5.1)
aber
lim sup P"[A,] > ¢ > 0. (5.2)

ist und fiihren dies zum Widerspruch: Die Absolutstetigkeit von P zu () besagt,
daf es ein § > 0 gibt, so daB fir A € F aus Q[A] < § P[A] < e folgt. Aus (5.1)
folgt: Es gibt ein ng(d) € IN, so daf Q"[A"] < ¢ fiir alle n > ng(d) ist. Dann muf
aber auch P"[A"] < e fir alle n > ny(9) sein. Dies ist ein Widerspruch zu (5.2).
Also folgt aus (5.1) lim,, . P"[A"] = 0 und damit (P") < (Q").

Jetzt miissen wir noch zeigen, dafl aus der Kontiguitét die Absolutstetigkeit folgt.
Nach Lemma 5.6 ist (P™) < (Q™) dquivalent dazu, daf fiir alle Folgen (¢")n=12...
von gleichméfBig beschrankten, nicht negativen F,,-mefibaren Funktionen ¢" gilt:
Ist

lim Eq-[¢"] =0,

so folgt
lim Ep[g"] = nh_)nolo Epn[g"] = 0. (5.3)

n—oo
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Sei nun
D" = Q" = aQ
dP™ dP|F,
und
D> = nlggo D",

Dann gilt: P ist absolutstetig zu @) auf F genau dann, wenn P-fast sicher D> > 0
ist. Wir setzen

gn = P[DOO =0 | fn] 1{Dn<c}
fiir ein ¢ > 0. Dabei wéhlen wir eine P-Version von g" so, dafl die Werte von g"
tiberall im Intervall [0, 1] liegen. Es gilt

P[D® =0|F,) == 1ipe—qg

P-fast sicher, und fiir alle n ist 1;prnoy < 1, also konvergiert g" auf der Menge
{D> > 0} P-fast sicher gegen 0. Da auflerdem D" P-fast sicher gegen D> geht,
gilt

n—0oo

1{D”<c} — 1a

P-fast sicher auf {D*> = 0}. Damit konvergiert g" P-fast sicher gegen 1;pe—q
und auch in L'(P), da |¢g"| < 1.

Betrachten wir nun das Verhalten von g" fiir n gegen unendlich unter Q). Es ist

Folg") = Eq[P[D®=0|F] Lipey]
= Bp|D" lprcg P[D* =0| 7|
n—op 0,

da
D" ].{Dn<c}P[DOO =0|F,] =0

P-fast sicher und dieser Ausdruck durch ¢ beschrinkt ist. Damit konvergiert ¢g"
in L'(Q) gegen 0. Aus (5.3) folgt daher, dafl auch

i, Eplg™] =0
ist. Da g™, wie oben gezeigt in L'(P) gegen 1{pe=—_g konvergiert, folgt
P[D® =0] =0

und damit die Absolutstetigkeit von P zu Q.
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Als ersten Teil des Hauptresultat dieses Abschnitts zeigen wir nun, dafl in dem
oben ausgefiihrten Fall, dafl es nur einen Kandidaten (@) fiir ein dquivalentes Mar-
tingalmafl gibt, aus der Absolutstetigkeit von P zu @ bzw. Q) zu P jeweils die
Abwesenheit einer der beiden Arten von asymptotischer Arbitrage folgt. Dies ist
eine Anwendung von Satz 5.5 und Lemma 5.7.

Satz 5.8 Secien (X!)ocyer (X7 )ocycr»- -~ reellwertige, lokal beschrinkte Se-
mimartingale auf einem filtrierten Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, (ft)ogth , P).
(Fo<icr s (Fo<i<r s - - - seien Filtrierungen mit

FlcFc---cH

fiir alle t > 0, so daf8 fir alle n X', ..., X" F"-adaptiert sind. F, sei die von
der Vereinigung der F* (n = 1,1...) erzeugte o-Algebra und F = Fr. P sei
die Menge P" aller zu P auf F7 absolutstetigen Wahrscheinlichkeitsmaje, unter
denen X1,..., X" lokale Martingale sind. Entsprechend sei P" die Menge aller
2u P auf FP dquivalenten (lokalen) Martingalmafe fir X1, ... X™. Wir nehmen
an, dafl genau ein Mafl QQ auf F existiert, das fiir alle n ein Element von P™ ist.

Dann gilt:

i) Aus der Absolutstetigkeit von P zu Q) folgt die Abwesenheit von asymptoti-
scher Arbitrage der ersten Art (NAA1).

ii) Aus der Absolutstetigkeit von Q zu P folgt die Abwesenheit von asymptoti-
scher Arbitrage der zweiten Art (NAA2).

Beweis: Zu Teil i): In dieser Situation ist nach Satz 5.5 die Abwesenheit von
asymptotischer Arbitrage der ersten Art (NAA1) dquivalent dazu, dafl eine Folge
Q" eP" (n=1,2,...) existiert, so dafl

(P") < (Q"),

wobei P" := Pzn ist. Nach Lemma 5.7 folgt aus der Absolutstetigkeit von P
zu (), dafl (R f;> < (Q\ ;;) ist und damit die Abwesenheit von asymptotischer
Arbitrage der ersten Art.

Zu Teil ii): Ist @ absolutstetig zu P, so ist das €/J-Kriterium in Satz 5.5 mit
Q" = QFp erfiillt, da dann sogar fiir alle A€ Frzue>0ein d > 0 existiert, so
daf aus P[A] < ¢ folgt, daB Q[A] < € ist.

O
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Um auch umgekehrt zeigen zu kénnen, dafl aus NAA1 bzw. NAA2 die Absolutste-
tigkeit von P zu @) bzw. Q) zu P folgt, bendtigen wir eine zusétzliche technische
Bedingung an die Mengen der dquivalenten Martingalmafie auf den einzelnen
Teilmérkten. Diese miissen, zumindest fiir grofles n kompakt in der durch den
Variationsabstand definierten Topologie sein. Zur Erinnerung:

Definition 5.9 (Variationsabstand) Sei (2, F) ein mefibarer Raum und £ die
Menge aller endlichen Partitionen von 2 in mefibare Mengen. M (Q2) sei der
Vektorraum aller endlichen signierten Mafle auf 2 Auf M () wird durch die
totale Variation eines MafBles u, die durch

lull := sup 3 |ulE]] (5-4)
(E)EE
gegeben ist, eine Norm definiert. Die dazu assoziierte Metrik

dyar (P, Q) = [|P = Q]

bezeichnen wir als Variationsabstand von P und Q.

Eine im folgenden wichtige alternative Charakterisierung des Variationsabstands,
wenn P und ) Wahrscheinlichkeitsmafle sind, gibt das folgende Lemma:

Lemma 5.10 Fir Wahrscheinlichkeitsmafle P und Q auf (2, F) gilt

dP  dQ

de,(P,Q):/Q e ool dR

fir jedes R € My(Q) mit P < R und Q < R (also zum Beispiel fiir
R=3(P+Q))

Ein Beweis dieser Aussage findet sich zum Beispiel in [Pin64], S. 6-7.

Satz 5.11 Es gelten die Bezeichnungen und Voraussetzungen in Satz 5.8.
Zusdtzlich sei P fiir hinreichend groffe n kompakt in der Variationstopologie,

aqQr
dP |F¥
kompakt in L'(P). Dann gelten folgende Aquivalenzen:

also

Q" € PZZ}

i) Die Abwesenheit von asymptotischer Arbitrage der ersten Art (NAA1) ist
dquivalent zur Absolutstetigkeit von P zu Q).
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ii) Die Abwesenheit von asymptotischer Arbitrage der zweiten Art (NAA2) ist
dquivalent zur Absolutstetigkeit von Q) zu P.

Gilt also (NAA1) und (NAA2), so ist Q) ein dquivalentes (lokales) Martingalmafs
fir alle X™ (n=1,2,...).

Bevor wir diesen Satz beweisen, fassen wir einige beide Teilaussagen betreffende
Vorbetrachtungen in einem Lemma zusammen:

Lemma 5.12 FEs gelten die Bezeichnungen und Voraussetzungen von Satz 5.11.
Dann gilt:

i) Jede Folge von Mafen Q™, Q™ € P (n=1,2,...) konvergiert in Variation
gegen Q.

i) Fir Q™ (n=1,2,...) wie oben gilt:

dQn dQ

lim Ep| |5
2t5 P[dP \Fr dP|Fp

n—oo

|-o

Beweis: Nach Voraussetzung ist
NP ={Q}.
n=1

Dann muf} auch

P2 = Q)

o - 1 -
sein. Denn gébe es ein ) € ﬂ Pl Q # Q, so wire 3 (Q + Q) ein Element von

n=1

P fiir alle n und damit ein Element von (7] P". Da die Mengen P fiir hinrei-
n=1
chend grofies n kompakt in der Variationstopologie sind und fiir alle n P™*! eine

Teilmenge von P! ist, folgt daraus, dafl jede Folge von Maflen Q", Q" e P in Va-
dQ™ dQ ]

nach Lemma 5.10 der Variationsabstand zwischen @‘T}% und Q. Dieser kann

riation gegen ) konvergiert, also Aussage i). Weiter ist E p[

dP |Fr  dP|Fp

nicht gréfer als der Variationsabstand zwischen Q™ und Q sein, da das Supremum
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in (5.4) iiber weniger Partitionen genommen wird. Da dys,, (@”, Q) gegen Null
konvergiert, folgt B
aqr dQ ] _0

lim Bp|| & %
St P[dP \Fr 4P| Fp

n—oo

also Aussage ii).

O
Beweis: (von Satz 5.11) Wir miissen nur noch zeigen, daf§ aus NAA1 P < @)
und aus NAA2 @) < P folgt.

Teil i): Nach Satz 5.5 folgt aus der Abwesenheit von asymptotischer Arbitrage
der ersten Art (NAA1), daB eine Folge Q™ € P" (n = 1,2,...) existiert, so daf§

(P") < (Q"),

wobei P" := Pzn ist. Wir wollen zeigen, dafi dann auch (P") < (Q|f;> gilt
und somit nach Lemma 5.7 Q absolutstetig zu P auf Fr ist. Sei dazu A, € F}
(n=1,2,... eine Folge meBbarer Mengen mit

lim Q"[A,] =0,

n—oo

mit Q" 1= Q|zz. Es ist

- aQr d

don dQ
< E -~
- P[ dP |Fy de}
n—oo O

nach Lemma 5.12. Damit gilt auch

lim Q"[A,] = 0.

n—oo

Aus der Kontiguitiit von (P") zu (Q") folgt daher

lim P"[4,] =0

n—oo

und damit

(P") <(Q").
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Aus Lemma 5.7 folgt damit die Absolutstetigkeit von P zu . Damit ist Teil i)
des Satzes bewiesen.

Zu Teil ii): Wir nehmen an, dafl es in unserem Modell keine asymptotische Arbi-
tragemoglichkeit der zweiten Art gibt. Wir zeigen, dafl in diesem Fall (Q™) <1 (P™)
gilt. Sei dazu A,, € F (n =1,2,... eine Folge mefibarer Mengen mit

lim P"[A,] = 0. (5.5)

n—oo

Wir wihlen ein € > 0. Nach Satz 5.5 existieren ein < > 0 und Mafle @’; epr
(n=1,2,...), so dal aus P"[A,] < J¢ folgt, daB @g [A"] < § ist. Aus (5.5) folgt,
daB es ein ng € IN gibt, so dal P"[A,] < d¢ fiir alle n > ng ist. Daher ist

QA" < g (5.6)

fiir alle n > ng. Mit der gleichen Argumentation wie in Teil i) des Beweises folgt
aus Lemma 5.12, daf3

lim Q% [A,] - Q"[A,]| =0
ist. Also existiert ein mg € IN, sodaf fiir alle n > my

Q2[A] - Q[ A]| <

ist. Zusammen mit (5.6) bedeutet dies, dafl

N ™

QA" < e
fiir alle n > ng V my ist. Da € > 0 beliebig war, ergibt sich

lim Q"[A"] = 0.

n—o0

Dabher ist (Q™) < (P™) und aus Lemma 5.7 folgt die Absolutstetigkeit von @ zu
P.

O

5.2 Allgemeine asymptotische Arbitrage im ste-
tigen Fall

Wenn man keinen eindeutigen Martingalmaf-Kandidaten hat, sind die Bedingun-
gen (NAA1) und (NAAZ2) nicht ausreichend, um die Existenz eines dquivalenten
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Martingalmafles zu sichern. Haben die Prozesse X!, X2, ... jedoch stetige Pfade,
so ergibt sich aus folgendem Resultat von Delbaen in [Del92] ein Kriterium fiir
die Existenz eines dquivalenten Martingalmafles in unserem Modell:

Satz 5.13 (Delbaen 1992) Sei V' ein Vektorraum von adaptierten beschrinkten
Prozessen mit stetigen Pfaden. V' habe folgende Eigenschaften:

i) Konstante Prozesse liegen in V.

i1) V' ist stabil unter Stoppen, das heifst fir jede Stoppzeit T gilt: Ist X € V,
dann ist auch X7 € V, wobei X] = Xp, ist.

Wir definieren
VQQI:{XT’XEV, XOIO}

Dann sind dquivalent:

i) Fir jede Folge (fy)n=11
qilt: Konvergiert der Negatwvteil f, P-stochastisch gegen Null, dann geht
auch der Positivteil f,7 P-stochastisch gegen Null (“No Free Lunch with
Bounded Risk” (NFLBR)).

C VP mit || full, < ¢ fiir alle n und ein ¢ < oo

goun

it) Es existiert ein zu P dquivalentes Mafl Q, so daff alle X € V' Q-Martingale
sind.

Wir wenden dieses Resultat jetzt auf unser Modell an. Dazu fithren wir einen an
unsere Situation (unendlichdimensionales Modell mit Arbitragefreiheit fiir end-
lichdimensionale Teilprozesse) adaptierten No-Arbitrage-Begriff an, den der (all-
gemeinen) asymptotischen Arbitrage:

Definition 5.14 (allgemeine asymptotische Arbitrage) Eine Folge von
F"-Strategien (gn)nzl,zw ist eine (allgemeine) asymptotische Arbitragemdglich-
keit, wenn folgende Punkte erfiillt sind:

i) Es existiert eine Konstante ¢ > —oo, so daf§

t
V,(0,€") = /0 & XM > ¢

fir alle 0 <t < T ist;
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ii) Die Zufallsvariablen (Vr(0,£")),_, , . konvergieren P-stochastisch und es
ist

lim Vi(0,£") > 0

n—oo

P-fast sicher;

i) P|lim V7(0,8") > 0] > 0.

Als Spezialfall von “No Free Lunch with Bounded Risk” brauchen wir noch “No
Free Lunch with Bounded Risk” fiir einfache Strategien:

Definition 5.15 (NFLBR fiir einfache Strategien) Eine F"-Strategien ¢
ist eine einfache Strategie, wenn sie die Form

m—1
& = Z 1]]Tim'+1ﬂ(t> i,
=0

mit F"-Stoppzeiten 0 < 79 < -+ < 7, und FZ-mefibaren, IR"-wertigen, be-
schrankten Zufallsvariablen ¢;, hat.

(X', X2 ...) hat die Eigenschaft “No Free Lunch with Bounded Risk” fiir einfache
Strategien, falls fiir jede Folge (£"),_, ,  von einfachen F"-Strategien mit

Vr(0,6")l < ¢

fiir alle n und ein ¢ < oo gilt: Konvergiert Vy(0,£™)~ P-stochastisch gegen Null,
dann geht auch V7(0,£")* P-stochastisch gegen Null.

Mit diesen Begriffen konnen wir Kriterien fiir die Existenz eines dquivalenten
Martingalmaflies angeben, wenn die Prozesse X', X2, ... stetig und beschrinkt
sind:

Satz 5.16 Wenn jedes der Semimartingale X', X2, ... beschrinkt ist und stetige
Pfade besitzt, dann sind folgende Aussagen dquivalent:

i) Es existiert ein (gemeinsames) dquivalentes Martingalmaf Q fir die Pro-
zesse X1, X2 ...

i) (X', X2, ...) hat die Eigenschaft “No Free Lunch with Bounded Risk” fiir
einfache Strategien.
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iii) Es gibt keine asymptotische Arbitragemdglichkeit.

Beweis: Wir zeigen zuerst die Aquivalenz von i) und ii): Sei

Vo= span{ (c—l—(b(Xfl/\t—Xf()/\t)) ceR, n=1,2,...,
1 > To F"-Stoppzeiten,¢ ffo—meﬁbar, beschrénkt}

= {(Vt(c, §))o<i<r | € € R, § einfache F"Strategie, n =1,2,.. } :

0<t<T

V erfiillt die Eigenschaften i) und ii) aus Satz 5.13. Daher ist nach diesem Satz
Teil i) unseres Satzes dquivalent zu der Aussage (A):

Fiir jede Folge (£"),_; . von einfachen Fhn_Strategien (k, € {1,2,...}) mit
1Vr(0,6")] < ¢

fiir alle n und ein ¢ < oo gilt: Konvergiert Vy(0,£™)~ P-stochastisch gegen Null,
dann geht auch V7 (0,£")" P-stochastisch gegen Null.

ii) ist gerade diese Aussage mit k, = n fiir alle n. Da wir aber in diesem Kapi-
tel vorausgesetzt haben, daf es fiir je endlich viele der Prozesse X1, X2, ... ein
dquivalentes Martingalmaf3 gibt, gilt, wieder mit Satz 5.13, (A) fiir Folgen der
obigen Art mit sup, k, < oco. Bei unbeschriankten £, kann man jedoch eine in

den k, aufsteigende Teilfolge von (£"),_, , = wihlen und diese durch Duplizieren

von Elementen zu einer Folge (E”) erginzen, bei der E“ jeweils eine F"-

n=1,2,...
Strategie ist. Da diese Folge dieselbe Asymptotik hat wie die urspriingliche, folgt
(A) aus Teil ii) dieses Satzes und damit auch Teil i). Damit ist die Aquivalenz

von i) und ii) gezeigt.

Da die Abwesenheit von asymptotischer Arbitrage eine stéirkere Eigenschaft als
ii) ist, brauchen wir nur noch zeigen, daf§ aus i) iii) folgt. Sei dazu (£")
Folge von F"-Strategien mit

n=1,2,. €H1E

t
V(0.6 = [ grax(V =

fir alle 0 < ¢t < T und ein ¢ > —oo. Wir nehmen an, daf§ lim,_.., V;(0,£™)
existiert. Unter @) sind die Wertprozesse (V;(0,£"))q<,<r lokale Martingale und,
da sie nach unten beschrinkt sind, sogar Supermartingale. Daher ist

EQ[VT(()?&n)] < ‘/0(07§n) = 07
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fiir alle n, und aufgrund der gleichméfigen Beschranktheit nach unten gilt nach
dem Lemma von Fatou

Eq [ lim VT(O,{;“”)} < lim inf Eq[V7(0,£")] < 0,
Das bedeutet aber, daf3 aus

lim Vi (0,£") > 0,

n—oo

P-fast sicher und damit Q-fast sicher, folgt, daf§ lim, .., V7(0,£") Q- und P-
fast sicher konstant Null ist. Daher kann es keine (allgemeine) asymptotische
Arbitragemoglichkeit geben. Somit folgt iii) aus i).

O

Als néchstes wollen wir diesen Satz auf den Fall unbeschrénkter Prozesse verall-
gemeinern. Dies ist moglich, wenn es eine Folge von Stoppzeiten gibt, so dafl die
gestoppten Prozesse jeweils beschriankt sind. Konkret:

Korollar 5.17 Haben die Prozesse X', X?, ... stetige Pfade und ist (Ty),_; .
eine Folge von Stoppzeiten 0 < T, < T mit T, == T P-fast sicher, so daf
(Xinr, Jo<t<r fiir alle i und alle n ein beschrinkter Prozef ist, dann sind dquiva-

lent:

i) Es existiert ein (gemeinsames) dquivalentes lokales Martingalmaf$ Q fir die
Prozesse X', X2, .. ..

i) (X', X2, ...) hat die Eigenschaft “No Free Lunch with Bounded Risk” fiir
einfache Strategien.

iii) Es gibt keine asymptotische Arbitragemdglichkeit.

Beweis: Wie im Beweis von Satz 5.16 gelten die Beziehungen i) = iii) = ii).
Aus dem Satz folgt auBlerdem, daB ii) die Existenz eines dquivalenten Martingal-
mafles ) fiir die (abzéhlbare) Familie {(Xti/\Tn)OStSTa i=1,2,...,n=12,.. }
von beschréankten Prozessen impliziert. Das bedeutet aber nichts anderes, als daf3
X1 X2, ... lokale Martingale unter () sind.

O

In welchen Situationen ist die Voraussetzung des Korollars erfiillt? Eine hinrei-
chende Bedingung ist es, wenn der Proze X = (X', X2 ...) nur Werte in einem
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normierten Unterraum (U, ||-||) des Folgenraums annimmt und beziiglich dieser
Norm stetige Pfade hat. Denn dann kann man die Stoppzeiten 7T;, durch

T, :=inf{t > 0: || X¢|| > n}

definieren. Insbesondere ist diese Bedingung erfiillt, wenn X Werte im Hilbert-
raum [? annimmt. Dies ist speziell dann der Fall, wenn (X!, X2 ...) die Koor-
dinatendarstellung eines Prozesses mit Werten in einem separablen Hilbertraum
beziiglich einer Orthonormalbasis ist.



Kapitel 6

Beispiele zur asymptotischen
Arbitrage

Dieses Kapitel ergénzt das vorige um Beispiele fiir beide Félle von asymptotischer
Arbitrage nach Kabanov/Kramkov. Wir konstruieren dazu zwei Modelle, in de-
nen jeweils eine Arbitragemoglichkeit genau einer der beiden Arten existiert. Als
stochastische Basis liegt jeweils eine unendlichdimensionale Brownsche Bewegung
zugrunde. In beiden Féllen beruht die Arbitragemoglichkeit auf einer Anwendung
des starken Gesetz der grofien Zahlen. Die Schwierigkeit bei der Konstruktion
liegt. dabei nicht darin, Arbitrage der einen Art zu ermoglichen, sondern darin,
Arbitragemoglichkeiten der anderen Art zu verhindern.

6.1 Arbitrage der ersten Art

Seien (W)gcicr» W) oeier s - - - abzihlbar viele unabhéngige eindimensionale
Brownsche BTe;vegungen_ mit Start in Null auf einem filtrierten Wahrschein-
lichkeitsraum (€, F, (F)gepey » ). Dabei sei (F})yc,e; die von den Prozessen
WO W1, ... erzeugte Filtrierung und F = F. Sei weiter

7 := inf {t €0,1]: WP < —1}

(wie iblich sei das Infimum der leeren Menge +00). 7 ist also der Zeitpunkt, zu
dem WO zum ersten Mal den Level —1 erreicht. Wir definieren unsere Preispro-
zesse (X{')gcy<y (n=1,2,...) durch

X[ = exp(Wt” + W, —tA T) (6.1)

71
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fir ¢ € [0, 1]. Wir kénnen X' auch wie folgt schreiben:

1 1
X' = exp(Wt" - 275) exp(WtOAT —tANT+ 215) :

X" ist also fiir jedes n eine geometrische Brownsche Bewegung, multipliziert mit
dem fiir alle n gemeinsamen Faktor

1
Y, = exp(WtOAT—t/\TqLQt)
0 1 1
= exp WtAT—§t/\T+§(t—T)1{tZT} :

Y ist bis 7 ebenfalls eine geometrische Brownsche Bewegung und danach eine ex-
ponentiell wachsende deterministische Funktion. Sei (F}"),,~; die von den Pro-
zessen X!, ... X" erzeugte und rechtsstetig gemachte Filtri_e;ung. Wir zeigen als
erstes, dafl es in diesem Modell eine Arbitragemoglichkeit der ersten Art gibt,
und danach, daf es fiir jedes n ein dquivalentes Martingalmafl auf F7* gibt.

Da die Prozesse X' aus den unabhéngigen, identisch verteilten Faktoren
exp(Wt" — %t) mit Erwartungswert 1 und dem gemeinsamen Faktor Y; beste-
hen, liegt die Anwendung des starken Gesetzes der groflen Zahlen nahe. Es gilt:

J 1
ZXZ“ = Y < Zexp(Wf—t))
n i 2

P-fast sicher fiir alle ¢. Da 7 unabhingig von den (unabhingigen) Brownschen
Bewegungen W*' W2 ... ist, sind auch die Zufallsvariablen W', , W2, ... un-
abhéngig. Somit gilt P-fast sicher auch

1

k n—00
ﬁ ZXT/\I — Yral-
k=1

Da W9 = —1 ist, gilt:
. 1 .1
Yi—Ya = exp(WT,\l—T/\l—i—2) —exp(VVMl—2 (T/\l))
= (6777% — 67%71) Lir<1y
= ¢ 7! (e% — e%) Lir<1y-

Auf der Menge {7 < 1} ist ¥ — Y1 also eine positive, monoton fallende Funktion
f von 7. Diese Funktion ist zwar stets kleiner als Eins, kann aber natiirlich durch
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Multiplikation mit einer Konstante so verdndert werden, daf} sie auf einer Menge
mit positivem Mafl mindestens Eins ist. Wir setzen daher

c:= = = (6.2)

Damit ist
Z:IC(Yi—Y;—/\l)Zl{TS%} (63)

Wenn wir also Z durch die Werte Vi(z™ ") einer Folge von Strategien
(x”,f’”)n:llm approximieren koénnen, haben wir unsere asymptotische Arbitra-
gemoglichkeit gefunden, sofern die iibrigen Bedingungen der Definition erfiillt
sind. Dazu weisen wir zunichst nach, dafl 7 A 1 eine F*-Stoppzeit und damit fiir
jedes n eine F"-Stoppzeit ist. Denn es ist 7 < ¢ fiir ein ¢ € [0,1) genau dann,

<log(X1)>t+h - <10g(X1)>t

im
h—0,h>0 h

wenn

=1

ist, da nach 7 nur noch W' und nicht mehr W9 zur quadratischen Variation
beitriagt. Da die Filtrierung F*' nach Voraussetzung rechtsstetig ist, ist somit 7A1
eine F'-Stoppzeit. Damit ist das stochastische Intervall |7 A 1,1] F"-previsibel
und wir kénnen Z wie folgt approximieren: Es ist mit ¢ wie in (6.2)

(Fext-t ) - C St oxty

rd(Xt, . . X

I
o\ 3‘“

mit En = 1jra1,1] (%, ceey %) Mit den oben gemachten Konvergenzaussagen erhal-
ten wir

1
lim / Ed(X, .. XD =c (Vi —Yiu) = 2. (6.4)
n—oo 0

Diese Folge von Strategien mit Starteinsatz 0 erfiillt somit nach (6.3) zwar die
Bedingung

lim P[V3(0,€") > 1] >0,
stellt aber noch keine Arbitragemoglichkeit der ersten Art dar. Denn die Bedin-
gung, dafl P-fast sicher V}(O,g") > 0 sein soll, ist verletzt, weil auf der Menge
{r <1} V.(0,£") = 0 ist und der Wertprozef ab dann der Entwicklung der Mit-
telwerte folgt. Aufgrund der Oszillation des Prozesses der Mittelwerte wird die

Null sofort unterschritten. Wir miissen unsere Strategien daher noch etwas mo-
difizieren. Wir schétzen daher zunéchst die Wahrscheinlichkeit ab, daff V;(0,£")
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eine gegebene Schranke unterschreitet. Da der Proze Y auf |7 A 1, 1] monoton
wéchst, gilt auf der Menge {7 < t} die folgende Abschitzung:

Vi(0,€") =

3\o

3\0

2 (X

- ko1 P

> (nexp(w - 5t) ~Voesn(WE -5 ))
- ko1 PR

- B () )

noo=

@)

Wir interessieren uns hier nur fiir die Menge, auf der V;(0,£") negativ ist (dort
ist auch 7 < t, da V;(0,£") bis 7 gleich 0 ist). Dort kénnen wir Y; durch sein
Supremum e~2 abschiitzen und erhalten

" 1 1
Vi (0 5” > % Z:: (exp(I/Vt]€ — 2t> —exp(Wf — 27’))
mit

Mit

ist damit auf {V;(0,€") < 0}

= c
Vi(0,6") > - > (Mtk - M‘r/\l) 1jrarp(2)
k=1
C <t
= ﬁ Z/O 1]7—/\171}](8) de (65)
=1

Die rechte Seite ist ein Martingal, ihr Quadrat daher ein Submartingal. Auf dieses
Submartingal wollen wir die Maximalungleichung (siehe z.B. Theorem 3.8(i) in
Kapitel 1 von [KS88]) anwenden. Dazu brauchen wir den Erwartungswert im

Endzeitpunkt 1. Es ist fiir jedes k
! k
Ep /0 Loarap () d (M >J

Ep [( /0 (1) de)Q] _
Ep|(ar") |

= Varp(Mf>

IN
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Weiter ist

Ep{(Mff] =Ep [exp(VVl]’C - ;)21 = /O:O X o(x) dr = e,

wobei ¢ die Dichte der Standard-Normalverteilung ist. Somit gilt fiir die Varianz
von MF

Varp(Mf) =e— 1.

Damit ist wegen der Unabhéingigkeit der Summanden

(n 2 1/ Tprpray(s )dM'“>2] = E;EPK Ot Iprara(s) dMSﬂ

Ep

Die Maximalungleichung besagt dann, daf3

2 ~2
-1
P | sup ( / Lra11y(s )de> >n7| < ‘ (61 )
te[0,1] na
ist. Damit ist
~2
1 -1
llnf ( Z/ 1]]7/\1 1] de> <-—n1|< ¢ (61 )
te€(0,1 nz

und somit nach Abschétzung (6.5) auch

I

IN

P[ inf V;(0,€") < —n~

t€[0,1]

|<Eezn

Setzen wir also
T, =inf {t €[0,1]: V,(0,€") < —n "3} AL,

So ist

N

Vinr, (0.€") = —n~
fir alle t € [0, 1] P-fast sicher, und es gilt:

P[T, <1] < M (6.6)

n
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Setzen wir
& = Lo € = = ey (Lo, 1),
firn=1,2,..., und 1
" =n"1
SO ist

Vi@, €") = 0% + Viar, (0,€") > 0
fir alle ¢ € [0, 1] P-fast sicher. Da die ™ fiir n gegen unendlich gegen Null gehen
und Vi (2", &%) = Vi(z™,€") auf {T}, = 1} ist, konvergiert wegen (6.6) V;(z", &™)
stochastisch gegen den Limes der V;(0,£"). Es ist also nach Gleichung (6.4) und
Abschétzung (6.3)
AR ) = 22 Leayy.
Damit liefert die Folge (z", "), _, , = eine Arbitragemdglichkeit erster Art.

gous

Wir wollen jetzt noch zeigen, dafl auf jeder der o-Algebren FJ* (n = 1,2,...) ein zu
P dquivalentes Wahrscheinlichkeitsmafl existiert, unter dem jeweils die Prozesse
X1, ..., X" Martingale sind. Vorab weisen wir darauf hin, dafl X!, X2, ... unter
P bereits Martingale bis zur Stoppzeit 7 sind. Anwenden der Itoformel auf die
Definition (6.1) ergibt die Dynamik
axy
Xp

1 1
= dW,'+ th(;\T — 10,7 (t)dt + B dt + 5 1[[0,7-]](15) dt

1
= dW"+dW},, + 5 1l () dt.

Somit ist ein zu P dquivalentes Wahrscheinlichkeitsmafl Q™ auf F7', unter dem
die Brownschen Bewegungen W1, ... W™ die Dynamik

— 1
dWF = aw} — 5 U1l (t) dt

(k = 1,...,n) haben, wobei die Prozesse W1, ...,W" unabhingige Brownsche
Bewegungen unter Q" sind, ein Martingalmaf fiir X!, ..., X", sofern die Dynamik
von Y invariant unter Wechsel von P zu Q™ ist. Die Dichte von Q™ erhalten wir
durch eine Girsanov-Transformation. Es ist

aqQr

arP |F}

1 n 1 n 1
_ - 1y, tdW"’——/lT 1) dt
eXP( 2;:1:/0 Jra1 (t) AW s Jr11 () )

D" =

= exp(i i(WfM—Wf) —g(l—7‘/\1)>.

k=1
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Dieser Ausdruck ist F7-mefbar, da fiir jedes k = 1,...,n X* auf |7, 1] die Gestalt
XF= exp(Wtk +7— 1)

hat, da W? = —1ist. Da 7 eine F"-Stoppzeit ist, ist somit W[ 1j,1j(¢) F;*-meBbar.
Nur dieser Teil von W* geht in D™ ein. Da D™ ein Produkt von geometrischen
Brownschen Bewegungen, ausgewertet in 7 A 1 und 1 ist, ist auch die Bedingung
Ep[D"] = 1 erfiillt. Es ist D™ = 1 auf {7 > 1}. Auf dieser Menge sind also P und
Q" identisch. Die Dichten D" konvergieren jedoch nicht gegen die Dichte eines
zu P global absolutstetigen Wahrscheinlichkeitsmafles, denn

1 1 1 1
—log(D") = =Y - (WE, —-Wf)—=(1-7A1
n—00 1

P-fast sicher nach dem starken Gesetz der groflen Zahlen. Da %(7‘ A1l —1) auf
{7 < 1} negativ ist, konvergiert D™ dort gegen Null. Damit gilt
lim D" = 1{7—21}

n—oo

P-fast sicher. Hier geht also im Limes Masse verloren.

6.2 Arbitrage der zweiten Art

Die Modellierung des zweiten Beispiel ist eng verwandt mit der Konstruktion eines
Bessel-Prozesses via Mawechsel, wie sie in [DS95] durchgefiihrt wird. Wir begin-
nen dabei mit einem Wahrscheinlichkeitsmaf}, unter dem die gewéhlten Preispro-
zesse bereits Martingale sind, und wechseln dann zu einem absolutstetigen Maf,
unter dem es eine Arbitragemoglichkeit der zweiten Art gibt.

Wir verwenden denselben filtrierten Wahrscheinlichkeitsraum
(,F, (Fi)gerer» P) und dieselbe stochastische Basis aus unabhéngigen
Brownschen éewegungen wie im vorigen Beispiel, beginnen die Numerierung
der Brownschen Bewegungen jedoch mit Eins statt mit Null. Somit sind unsere
Basisprozesse (W})yci<1s (W@)g<seys---). Unsere Preisprozesse X', X2 ...
definieren wir hier durch o

1
X' =exp (Wt” —5 t) (6.7)
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fur ¢ € [0,1]. Offensichtlich ist P ein Martingalma$ fiir alle X™. Als néchstes kon-
struieren wir ein zu P absolutstetiges Wahrscheinlichkeitsmafl (), welches dann
das Referenzmaf} unseres Modells werden soll. Dazu setzen wir fiir ¢ € [0, 1]

V=143 272 W (6.8)

n=1

Y ist ebenfalls ein P-Martingal mit quadratischer Variation

Y),=> 2"t=t,
n=1
also eine Brownsche Bewegung mit Start in Eins. Setzen wir
m:=inf{t € [0,1] : ¥; <0}

(mit inf ) = 00), so ist
Dt = }/t/\’r

(t € [0,1]) ein nicht-negatives P-Martingal mit Start in 1. Da
PD;>0=P[r>1]>0

ist, wird durch

dQ)

p = Dy
ein zu P absolutstetiges Wahrscheinlichkeitsmafl () definiert. Dieses wéhlen wir
als Referenzmaf fiir unser Modell. Fiir jedes n = 1,2, ... sei (F}")y<,; Wieder die
von den Prozessen X1, ..., X" erzeugte rechtsstetige Filtrierung, die hier dieselbe
ist wie die von W1, ... W™ erzeugte. Wir zeigen zunichst, daf fiir alle n das Maf
P auf F7' zu () dquivalent ist, es somit auf F7* ein zu () dquivalentes Martingalmafl
fir (X!, X2 ..., X") gibt. Damit existiert fiir je endlich viele der Prozesse X™
(n=1,2,...) keine Arbitragemoglichkeit. Anschliefend zeigen wir, dafl in diesem

Modell eine asymptotische Arbitragemoglichkeit der zweiten Art existiert.
Beginnen wir also mit dem Nachweis, da} P auf F]* dquivalent zu @) ist: Es ist

aQ

= Ep|D
P = BDA

= EP[}/l Lir>1y ‘fﬂ :
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da Dy = 0 auf {7 < 1} und D; =Y} auf dem Komplement ist. Weiter ist

Ep[Yilsy | 7] = 1+EP[Z 2 W Ly ff’}
= 14+ 3275 W P[1gsny | 77 (6.9)
k=1
S 27 W 1y | AT
k=n-+1
Es ist
T = 1nf{ [0, 1] : 22_51/‘/;: < _1}
k=1
— inf [0, 1] Z Q_thk < —1-— Z2_2Wtk :
k=n+1 k=1
somit ist

{r>1}= { ST EWE > —1— 3 27 W fiir alle ¢ € [0, 1]} . (6.10)

k=n+1 k=1

Aufgrund der Unabhéngigkeit der Brownschen Bewegungen ist daher fiir P-fast
alle w € Q2

Pt > 1| (w
k=n+1

Z 273 WE > —1—22 w) fiir alle ¢ € [0, 1]] > 0.
Aus (6.10) folgt auBerdem:

Z 27§Wtk 1{T>1}
k=n+1

ff‘] (w)
Z 272

k=n+1 {Zk +12_7W’“> 1=y 12—§Wk furalletG[Ol]}]
n n

> (—1—22_§Wtk(w)> Pl S 25w > —1— 22 ) fiir alle t € [0, 1]]
k=1

k=n+1

_ <_1 — ér’ﬁwf(w)) Plr > 17 (w)
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fiir P-fast alle w € 2. Damit haben wir gezeigt, dafl beide Terme in (6.9) P-fast
sicher nicht 0 sind, und der zweite Term grofler als das Negative des ersten ist.

Q

dP|F}
P-fast sicher. Damit sind P und () &quivalent auf F7'. Da jedes der Teilmodelle
(X1, ..., X™) vollstindig beziiglich F" ist, ist P das einzige zu Q auf FJ* dquiva-
lente Martingalmaf fiir X!,..., X™. Da @ global nur absolutstetig zu P ist, gibt
es kein dquivalentes Martingalma$l auf F; fiir alle Prozesse X!, X2, .. ..

Somit ist

0

Es bleibt noch zu zeigen, dafl es in diesem Modell eine Arbitragemoglichkeit
zweiter Art gibt. Es ist P[D; = 0] = P[r < 1] > 0, aber Q[D; = 0] =0, da D, ja
gerade die Dichte von @) zu P ist. Daher gilt fiir die Zufallsvariable

V= 1ps0y —alipi<op = o1y — @ lp<y
mit
_ Plr>1]
 P[r<1)
daB @Q-fast sicher V' = 1, aber Ep[V| = 0 ist. Daraus leiten wir eine asymptotische
Arbitragemoglichkeit wie folgt ab: Wir definieren fiir alle n und ¢ € [0, 1]

V= Epl2V | 7.

Damit ist Ep[V)"] = 0. Da die endlichdimensionalen Teilmodelle vollstéindig sind,
existiert fiir jedes n ein F"-previsibler n-dimensionaler Prozefl £", so dafl

t
V= Vi0.6h = [ Xl X

fir alle ¢ € [0,1] P-fast sicher und damit Q-fast sicher gilt. Da V' > —a ist, ist
auch

Vi(0,8") = Ep[2V | F{'] =2 =2«

fir alle t € [0,1] P- und Q-fast sicher. Aulerdem konvergiert V;(0,£™) P-fast
sicher und in L'(P) gegen

Ep[QVlU(U ]—"{‘)1 —Ep[2V|F] =2V
n=1
Damit konvergiert V;(0,£") insbesondere @Q)-stochastisch gegen 2V = 2 Q-fast

sicher. Daher gilt:
QVi(0,€") —2[=1] = 0
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und insbesondere
QIVA(0,6") > 1] =1

(deshalb haben wir noch den Faktor 2 eingefiihrt). Damit realisiert (0,£"),_;,
eine Arbitragemoglichkeit zweiter Art.

Wir haben oben gesehen, dafl es auf jeder der o-Algebren F7' jeweils genau ein
zu @ Aquivalentes Martingalma$ fiir die Prozesse X!, ..., X" gibt. Diese Mafle
sind gerade die Einschrankungen von P auf F" fiir jedes n. Global ist @) jedoch
nur absolutstetig zu P. Wie wir in Satz 5.8 gesehen haben!, garantiert diese
Absolutstetigkeit die Abwesenheit von asymptotischer Arbitrage der ersten Art.
Unser Beispiel stellt daher eine Situation dar in der es asymptotische Arbitrage
der zweiten, nicht jedoch der ersten Art gibt.

'Dort sind die Rollen von P und @ vertauscht.
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Kapitel 7

Optionale Zerlegung und
Superhedging

In einem unvollstdndigen Finanzmarkt lasst sich nicht jeder contingent claim mit
einer selbstfinanzierenden Investitionsstrategie reduplizieren. Zur Absicherung ist
es natiirlich hinreichend, wenn man durch die benutzte Strategie im Félligkeits-
zeitpunkt des contingent claims nicht genau den Wert desselben erarbeitet hat,
sondern einen Betrag, der mindestens so hoch ist. Man kann sich daher die Frage
stellen, welches minimale Startkapital ntig ist, um eine Strategie zu ermoglichen,
deren Wert bei Filligkeit eines gegebenen contingent claims C' diesen P-fast sicher
dominiert. In endlich-dimensionalen Modellen gibt das Optional Decomposition
Theorem eine Antwort auf diese Frage. Es garantiert zu einem contingent claim
C fir
Vi :=ess.sup Eg[C'| F]
QeP

eine Zerlegung
t
Vi=Vo+ [ &dX,— A,
0

mit einer previsiblen Strategie £ und einem wachsenden Proze3 A, der im Un-
terschied zur Doob-Meyer-Zerlegung nicht notwendig previsibel, jedoch mefibar
beziiglich der optionalen, also von allen cadlag-Prozessen erzeugten, o-Algebra
ist. Insbesondere ist

T
czvo+/ €.dX. — Ap.
0

Das bedeutet, dafl sich C' wenn auch nicht unbedingt replizieren, so doch zumin-
dest durch eine previsible Strategie £ absichern ldsst (Superhedging). Der dafiir

83
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benotigte minimale Einsatz ist

Vo = sup Eg[C].
QeP
Dieses Resultat wurde zuerst von El Karoui und Quenez in [EKQ95] fiir speziel-
le Prozesse (Losungen einer stochastischen Differentialgleichung beziiglich einer
Brownschen Bewegung) hergeleitet. Dies wurde von Kramkov in [Kra96] auf lokal
beschrénkte Semimartingale und von Follmer und Kabanov ([FK98]) auf beliebi-
ge Semimartingale verallgemeinert.

Im unendlich-dimensionalen Modell geniigt dieser Betrag V{, im allgemeinen nicht
mehr, um eine Superhedging-Strategie zu finanzieren. Wir erinnern dazu an das
Beispiel in Abschnitt 4.1, in dem ein diskretes Finanzmarktmodell mit unendlich
vielen Wertpapieren betrachtet wurde. In diesem Modell existiert genau ein dqui-
valentes Martingalmaf, es ist aber trotzdem nicht vollstédndig, ja es konnte sogar
ein konkreter contingent claim angegeben werden, fiir den es zu keinem endlichen
Startpreis eine Superhedging-Strategie gibt. In speziellen Situationen, in denen
die zugrundeliegende Filtrierung nur stetige Martingale zulafit, gilt das Optional
Decomposition Theorem aber auch im unendlichdimensionalen Kontext, wie wir
in Abschnitt 7.1 zeigen.

7.1 Existenz der optionalen Zerlegung bei
Brownscher Filtrierung

Wie wir gesehen haben, ist eine optionale Zerlegung im unendlich-dimensionalen
Modell im allgemeinen nicht méglich. Unter speziellen Anforderungen an die zu-
grundeliegende Filtrierung lésst sich jedoch trotzdem eine Version des Optional
Decomposition Theorems fiir unendlich-dimensionale Prozesse beweisen. Die Vor-
gehensweise beruht auf einer Idee von Jacka fiir die endlich-dimensionale Situa-
tion, die wiederum eng mit der in [EKQ95] benutzten Methode verwandt ist. Wir
wollen nun das Modell fiir diesen Abschnitt aufstellen. Dabei nehmen wir wieder
an, dafl es mindestens ein Martingalmafl fiir X gibt und setzen dieses Maf} als
Referenzmaf.

Sei X ein (lokal) quadratisch integrierbares Martingal auf einem filtrierten Wahr-
scheinlichkeitsraum (€2, F, (F;)i>0, P) mit Werten in einem separablen Hilbert-
raum H und stetigen Pfaden. P sei die Menge aller zu P &quivalenten Mafe,
unter denen X ein lokales Martingal ist.
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Annahme: Die Filtrierung (F;):;>o auf © habe jetzt zusitzlich die Eigenschaft,
dafl jedes F;-adaptierte lokale reellwertige Martingal P-fast sicher stetige Pfade
hat.

Bemerkung 7.1 Die Annahme ist zum Beispiel erfiillt, falls (F;);>¢ von einer
stetigen Hilbertraum-wertigen Brownschen Bewegung W auf (Q, F, (F3)i>0, P)
mit Covarianzoperator C' erzeugt wird.

Beweis: Nach Bemerkung 2.6 ist die Verteilung von W durch die Martinga-
leigenschaft und die ®-quadratische Variation eindeutig bestimmt. Da die ®-
quadratische Variation invariant unter dem Wechsel zu einem &quivalenten Maf
ist, muf3 die Verteilung von W unter einem zu P dquivalenten Martingalmafl @) fiir
W mit der Verteilung von W unter P iibereinstimmen. Da W aber die Filtrierung

erzeugt, muff @ gleich P sein (zumindest auf Fo := o | | J F; | ). Damit ist P das
>0
eindeutige Martingalmaf fiir W und W besitzt nach Satz 4.3 die Darstellungsei-

genschaft. Da stochastische Integralprozesse einer stetigen Brownschen Bewegung
aber selber stetige Pfade besitzen, hat jedes lokale F;-adaptierte Martingal P-fast
sicher stetige Pfade.

O

Der Beweis unserer Version des Satzes iiber optionale Zerlegungen beruht unter
anderem auf der Tatsache, dafl unter den oben gemachten Annahmen ein Prozef3
(My),>, als stochastisches Integral von X dargestellt werden kann, wenn M unter
allen _Q € P ein lokales Martingal ist. Diese Aussage beweisen wir im folgenden
Lemma:

Lemma 7.2 Unter den Modellannahmen dieses Abschnittes gilt: Ist ein reell-
wertiger stochastischer Prozefs (Mt)t20 unter allen Maflen Q € P ein lokales
Martingal, so existiert ein previsibler Prozefs (§;),5¢ € A (X), so daf

t
M= Mo+ [ &dX,
0

fir alle t > 0 P-fast sicher.

Beweis: Da aufgrund der Stetigkeit von X M beziiglich X darstellbar ist, wenn
es bis zu jeder Stoppzeit T' darstellbar ist, fiir die der bei T' gestoppte Proze3 X
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ein quadratisch integrierbares und in L?(P) konvergentes Martingal ist, kénnen
wir annehmen, dafl X selbst bereits quadratisch integrierbar ist und einen Limes
X« in L?(P) besitzt. Da M nach der Voraussetzung des Lemmas selbst insbeson-
dere ein lokales P-Martingal ist, kénnen wir uns mit analoger Argumentation auf
den Fall zuriickziehen, dafl auch M ein quadratisch integrierbares und in L*(P)
konvergentes Martingal ist. Wir konnen sogar fordern, daf§ M gleichméflig be-
schriankt ist, da aufgrund der Stetigkeit der Pfade die Austrittszeiten von M aus

den Intervallen [—n,n|, n = 1,2,... eine lokalisierende Folge von Stoppzeiten fiir
M sind. O.B.d.A. sei daher M, € [—%, %} fiir alle ¢ > 0 P-fast sicher. Auflerdem

sei My = 0. M besitzt eine Kunita-Watanabe-Zerlegung
t
M, = [ & dX, + N,
0

in ein stochastisches Integral mit Integrator X und einen zum Raum der stocha-
stischen Integrale mit X orthogonalen Anteil N;. Insbesondere ist

Ny = tlim Ny

(der Limes existiert in L?(P) aufgrund der der Konvergenz von M) orthogonal
in L?(P) zum Raum aller stochastischen Integrale der Form

/Oo ndX, € L*(P).
0

Um die Aussage des Lemmas zu zeigen, miissen wir nachweisen, dafli N, = 0 P-
fast sicher ist. Dazu nehmen wir 0.B.d. A an, daf§ M, = N, M selbst also nur aus
dem orthogonalen Anteil besteht. Da wir angenommen haben, daf§ M, € [—%, %}
fir alle ¢ > 0 ist, gilt dies auch fir M. Da aulerdem Ep[M, ] = 0 ist, wird
durch

dQ

QL
ap =T

ein zu P dquivalentes Wahrscheinlichkeitsmafl () definiert. Wir zeigen jetzt, daf3
@ ein Martingalmaf fiir X ist. Sei dazu A € F; und

la=f+yg

die Kunita-Watanabe-Zerlegung von 14 in einen mit X darstellbaren Anteil der
Form

f=PA)+ [T nlax,



87

und orthogonalen Anteil g mit F,,-mefbaren Abbildungen f und g ist. Dann gilt:

Eg[la Xw] —Ep[laXs] = Ep[laXo M|

da f X, orthogonal zu M., und X, orthogonal zu g M, ist. Weil A € F; beliebig
war, folgt
Eq[Xoo | Fi] = Ep[Xoo | Fi]

fiir alle ¢ > 0. Damit ist () auch ein Martingalmaf fiir X. Unter () ist nun
Eq[Mu] = Ep[Moo] + Ep| M2 ] .

Da M; und damit M., aber unter allen Mafien () € P denselben Erwartungswert
haben sollen, mu8 M., @-fast sicher und damit P-fast sicher gleich Null sein.
Damit ist die Behauptung des Lemmas gezeigt.

O

Ein Grund, warum die im Lemma gemachte Aussage in dem hier betrachteten
Modell zutrifft, ist die Tatsache, dafl die Art der Konstruktion des stochastischen
Integrals, wie wir sie in Abschnitt 2.3 ausgefiihrt haben, sicherstellt, dafl der Raum
aller stochastischen Integrale, die in L?*(P) liegen, ein abgeschlossener Unterraum
von L?(P) ist und wir deshalb eine orthogonale Zerlegung, wie oben betrachtet,
vornehmen koénnen. Das Fehlen dieser Abgeschlossenheit war genau der Grund,
warum es in dem in Abschnitt 4.1 untersuchten Beispiel keine Darstellung des dort
betrachteten contingent claims C' gab, obwohl nur ein Martingalmafl existierte.

Da wir die optionale Zerlegung von Fi-mefibaren (0 < t < oo) Zufallsvaria-
blen herleiten wollen, fixieren wir jetzt einen Zeithorizont T" < oo und nehmen
an, daf§ F = Fr ist. Dem entspricht ein Stoppen von X in T'. In die optionale
Zerlegung gehen essentielle Suprema von bedingten Erwartungen iiber alle dqui-
valenten Martingalmafle ein. Daher miissen wir die Menge P genauer betrachten.
Ein Mafl ) € P ist durch seine Dichte zu P (auf Fr) eindeutig bestimmt. Wir

betrachten daher im folgenden die Prozesse der lokalen Dichten (gg f>
’ t/)o<t<T
und beschreiben sie als exponentielle Martingale.

Fiir ein lokales P-Martingal Y mit Werten in IR und stetigen Pfaden sei

1

) = (Y- 5 (1))
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das stochastische Exponential von Y. Weiter sei ) die Menge aller solchen lokalen
Martingale Y, so dafl (£(Y); X;)>0 ein lokales P-Martingal ist.

Bemerkung 7.3 ) ist die Menge aller stetigen, reellwertigen lokalen Martingale
Y mit der Eigenschaft, da8 (£(Y), X) = 0 ist, da

AEY)X) =EY)dX + X dE(Y) + (E(Y), X)

das Differential eines lokalen Martingals ist und £(Y) und X lokale Martingale
sind. Die H-wertige Covariation (£(Y'), X) ist dabei so zu verstehen: Fiir jedes
h € H ist

<h7 <5<Y)7 X>t>H - <8(Y)7 <h7 X>H>t )

wobei auf der rechten Seite die iibliche reelle Covariation steht. Hieraus ergibt

sich, daf fur Y € Y auch aY € Y ist (a € R).

Das folgende Lemma stellt eine Beziehung zwischen ) und der Menge P der
dquivalenten Martingalmafle fiir X her:

Lemma 7.4 Sei Yy ={Y € Y| E(Y) ist echtes Martingal}. Dann gilt:

i) {5(Y)|Yey0}:{;ig‘62€73}.

i) Fiir Fr-mefbares nicht-negatives C' mit supgep Eq[C] < oo ist

ess.sup Eg[C | F;] = ess.sup Ep[CEY)r] ]:t]
QeP Yey EY),

Beweis: Zu Teil i): Ist £(Y') ein echtes Martingal, so ist es der Prozef sukzessiver
Dichten eines zu P dquivalenten Mafles @ auf Fr = F. Da £(Y') X ein lokales P-
Martingal ist, ist X ein lokales Martingal unter (). Umgekehrt ist der Dichteproze$3

dQ

G, = =~
" dP|F,

als stetiges, strikt positives Martingal das stochastische Exponential von

Y, 1tldG
t_~/OG5 s+
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Zu Teil ii): Zunéchst zeigen wir, daB8 ) stabil unter Stoppen ist, das heifit, aus
Y € Y folgt, daB fiir jede Stoppzeit 7 auch der gestoppte ProzeB Y, := YA, in
Y liegt. Dies gilt, wenn £(Y7) X = £(Y)” X wieder ein lokales P-Martingal ist.
Es geniigt, den Fall zu betrachten, dafl X und £(Y’) X echte P-Martingale sind.
Das allgemeine Resultat folgt dann durch Lokalisierung. Fiir eine beschréankte
Stoppzeit S gilt:

Epl€(Y)5 Xs] =

I
e}
>~<
S

5]
Y)sar Ep[Xs | Fonrl]

plE(Y)
(Y)
(Y)sar Xsar] (X ist P-Martingal)
(Y)
(Y)

SAT

=

)

P

=

P
EplE(Y (E(Y) X ist P-Martingal)

)

- ™ ™ o

0 Xo]
0 Xol -

=

Y

P

Damit ist auch £(Y)” X ein P-Martingal.

Da fiir Y € Y £(Y) ein lokales P-Martingal ist, gibt es lokalisierende Stoppzeiten
Ty < Ty < ..., so daf} die Prozesse E(Y)T” positive Martingale unter P sind. Da
E(Y)™ X wie eben gezeigt ein lokales P-Martingal ist, ist £(Y )% Dichte eines
dquivalenten MartingalmafBles ),,. Fiir diese Mafle gilt:

ess.sup Eq, [C'|F] > liminfEq, [C'|F]

E(Y)in,

. E(Y)rar,
> Ep|l —_"
= P[nLI&C EY )un,

= liminfEp

n—oo

g

ft] (Lemma von Fatou)

E(V)r
V), f]
Er[CE(Y)r | ]

Evn

und da jedes @) € P eine P-Dichte der Form £(Y) fiir ein Y € Y besitzt, ist
damit

- Bplc

ess.sup Eg[C'| Fi] = ess.sup Ep[CEXY)r]| :Ft]‘
QeP Yey E(Y)t

O

Nach diesen Vorarbeiten konnen wir jetzt eine Version des Satzes iiber die optio-
nale Zerlegung fiir Hilbertraum-wertige Prozesse beweisen.
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Satz 7.5 (Optionale Zerlegung) Sei C' > 0 eine Fr-meflbare Zufallsvariable.
Unter den Voraussetzungen dieses Abschnitts besitzt

V; = ess.sup Eg[C'| Fi]
QeP

eine Zerlequng
t
Vi=Vo+ [ &ax, - a,
0

mit einer previsiblen Strategie & und einem wachsenden Prozef§ A.

Beweis: V' ist ein Supermartingal unter allen Maflen aus P, also insbesondere

unter P. Sei
Vi=VWo+ M, — A

die Doob-Meyer-Zerlegung von V' unter P in ein lokales P-Martingal M und einen
wachsenden, previsiblen Prozel A, beide mit Startwert 0. Zu Y € Y sei QY das
dquivalente Martingalmafl mit Dichte

d Y
e ey,

wobei T1, Ty, ... die £(Y') lokalisierende Folge von Stoppzeiten
T,=inf{t>0]EY): >n}

ist. Nach dem Theorem von Girsanov besitzt V unter QY die Doob-Meyer-

Zerlegung
Y
V= Vo + M2 — (A — (M, Y™) ).

Dabei ist M9 = M — <M , YT”> ein lokales QY-Martingal. Die Stoppzeiten
Ty, T, ... lokalisieren auch £(aY) fiir alle @ > 0, da

E(aY) < (E(Y )"

und daher

E(aY)inr, < n®
ist. Somit ist fiir & > 0 E(aY)7rar, die P-Dichte eines Mafies Q%Y € P. Unter
diesem Maf3 hat die Doob-Meyer-Zerlegung von V' die Form

aY
Vo =Vo+ M — (A —a (M, Y™) ).
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Da V ein Supermartingal unter Q%Y ist, mufl
Ar—a (M, YT">t >0
sein. Lésst man nun « gegen +oo gehen, so sieht man, daf3
<M, YT”> =0
fiir alle n sein muf}. Damit ist auch
(M,Y) =0.

Dies gilt fiir beliebiges Y € ), also auch fiir solche, die wie im Lemma zu Maflen
aus P assoziiert sind. Daher hat V' unter allen () € P dieselbe Doob-Meyer-
Zerlegung

Vi=VW+ M, - A,

Insbesondere ist M fiir alle () € P ein lokales Martingal. Nach Lemma 7.2 ist M
daher darstellbar in der Form

t
M, :/ ¢ dX.,
0

mit einem Integranden ¢ € A7 (X).

loc

O

Die Anforderung, dafl alle Martingale auf unserem Wahrscheinlichkeitsraum ste-
tige Pfade besitzen, ermdoglichte zum einen die Darstellung der lokalen Dichten
als exponentielle Martingale und sicherte zum anderen die Nicht-Negativitét all-
gemeiner exponentieller lokaler Martingale.

7.2 Quantil-Hedgen und effizientes Hedgen

Das Theorem iiber die Existenz der optionalen Zerlegung gibt eine Antwort auf
die Frage: Was kostet es mindestens, einen gegebenen contingent claim durch ei-
ne Investitionsstrategie abzusichern? Der resultierende (Superhedging-)Preis ist
aber oft nur eine triviale obere Schranke fiir den Preis des claims und damit fiir
praktische Zwecke zu hoch. Wenn ein Investor nur bereit ist, eine kleinere Summe
zu investieren, mufl er das Risiko in Kauf nehmen, bei Filligkeit des contingent
claims ein Portfolio zu haben, das zur Deckung des claims nicht ausreicht. Somit
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stellt sich die Frage, durch welche Strategie bei gegebenem Startkapital das Ver-
lustrisiko minimiert wird . Diese Fragestellung ist auch im vollsténdigen Modell
sinnvoll, da auch hier der Investor nicht bereit oder in der Lage sein kann, den
zur exakten Duplizierung notwendigen Betrag einzusetzen. Denn auch hier ist die
perfekte Absicherung nicht unbedingt erwiinscht, da man damit zwar keinerlei
Risiko eingeht, aber auch keine Chance hat, Gewinn zu machen.

Um das hier aufgestellte Problem 16sen zu kénnen, mufl zunéchst der in obenste-
hender Formulierung naiv gebrauchte Begriff des Verlustrisikos in eine quantita-
tive Form gebracht werden. Follmer und Leukert behandeln das Problem der Ri-
sikominimierung bei vorgegebener Investitionsobergrenze in den Arbeiten [FL99|
und [FLOO] im endlichdimensionalen Modell, wobei das Verlustrisiko hier durch
eine Grofle der Form

Efi(ic - ")

gemessen wird. Dabei ist C' der Wert des abzusichernden contingent claims im
Filligkeitszeitpunkt T, Vi der Wert des Absicherungsportfolios in 7" und [ eine
Funktion, die das Risikoverhalten des Investors reprisentiert. In [FL99] wird der
Fall [ = 1(9,oc) behandelt. Das Verlustrisiko ist dann durch

P[O > VT]

gegeben. In [FLOO] werden wachsende konvexe und wachsende strikt konkave
Funktionen fiir [ untersucht. In beiden Féllen besteht die Losung darin, einen
anderen contingent claim C zu (super-)replizieren. Das Theorem iiber die Exi-
stenz der optionalen Zerlegung (endlichdimensionale Version) gibt als Preis der
Superhedging-Strategie fiir C

sup Eo(C]

an. Dabei ist P die Menge aller zu P dquivalenten Martingalmafle fiir den zugrun-
deliegenden endlichdimensionalen Preisprozefl X. Dieser Preis soll nicht héher als
eine vorgegebene Schranke V[ sein, die unterhalb des Superhedging-Preises von
C' liegt. Das Verlustrisiko ist dann hochstens

E[z((c—éﬁ)} - E[z(C—(OAé))}
= E[l((1-9¢)C)],

mit

CAC
¢ = c Licsoy + lic=0}-
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¢ nimmt Werte im Intervall [0,1] an. Da C in das Verlustrisiko nur in der
Form C AC eingeht und aufgrund der Monotonie des Erwartungswertes der
Superhedging-Preis dieser Zufallsvariable nicht hoher als der von C ist, kann
man C < C wihlen, also

C=CANC=¢C.
¢ beschreibt dann die Gréfe des Anteils von €, den ich mit C' absichern kann.*
Ein entscheidender Schritt, um das optimale C zu ermitteln, ist es daher eine

Funktion ¢ : © — [0, 1] zu finden, die unter vom vorgegebenen Anfangskapital
Vo abhéngenden Nebenbedingungen den Term

E[i(1 - ¢)C)]

minimiert. Dies wird in [FL99] in Theorem 4.9 und in [FLOO] in Proposition 3.1
behandelt. Im folgenden Satz fassen wir diese beiden Resultate zusammen:

Satz 7.6 Sei (Xi)y<;«q ein reellwertiges Semimartingal auf einem filtrierten
Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F, (Fy)o<i<r, P). P sei die Menge aller zu P Gqui-
valenten Wahrscheinlichkeitsmafle, unter denen X ein lokales Martingal ist. Wir
nehmen an, daf3 P nicht leer ist. Seil : [0,00) — [0,00) entweder eine monoton
wachsende konvexe Funktion mit 1(0) = 0 oder | = 1) Sei C eine Fp-mefbare
nicht-negative Zufallsvariable mit

Up := sup Eg[C] < 0.

QEP
Auflerdem sei auch
Ep[l(C)] < o0,
bzw. 1m Fall | = 19 o)

Weiter set

R={¢:Q—1[0,1] | ¢ ist Fr-mefSbar} .

Wir wihlen einen Wert Vo mit 0 < Vy < Uy und definieren Ry als die Menge
aller ¢ € R fiir die

sup Eg[o C] < Vo
QeP

1st. Dann existiert eine Lésung gg € Ry des Optimierungsproblems

Ep[H((1 = 6)C)] = min Ep[i((1 -~ ¢) )]

'Damit dies iiberall gilt, haben wir ¢ = 1 auf {C' = 0} gesetzt.
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Wenn [ strikt konvex ist, dann stimmen je zwei Losungen P-fast sicher auf der
Menge {C > 0} diberein. Ist | = 10, 50 ist eine hinreichende Bedingung dafiir,
daf$ ¢ eine Losung ist, dafl ¢ die Gestalt

~ dP
514 {4 > ac)
fir ein Majs P € P und eine Konstante \ hat.

In die Formulierung dieses Satzes geht der Proze3 X nur iiber die Menge P seiner
dquivalenten Martingalmafle ein. Tatséchlich bendtigt der Beweis fiir konvexe [
nur die Eigenschaft, daf§ alle Mafle in P dquivalent zum Referenzmafli P sind.
Dort wird das Optimierungsproblem direkt iiber den P-fast sicheren Limes von
konvexen Kombinationen einer zum Minimum strebenden Folge (¢n),,_; , . gelost
(siehe Beweis von Proposition 3.1 in [FL00]). Der Fall I = 1(g) wird mit Hilfe
einer Verallgemeinerung des Neyman-Pearson-Lemmas gelost, was ebenfalls nur
die Aquivalenz von MaBlen aus P zu P erfordert. Lediglich zur Herleitung der
besonderen Gestalt von gg in diesem Fall wird benétigt, dafi die Mischung von
MafBen in P mit beliebigen Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf P wieder ein Ele-
ment von P ist (P ist stabil unter Mischen). Damit lasst sich der obige Satz
unabhéngig von dem Semimartingal X wie folgt formulieren:

Satz 7.7 Wir betrachten einen Wahrscheinlichkeitsraum (Q,F, P). Sei P ei-
ne nichtleere Menge von zu P dquivalenten Wahrscheinlichkeitsmaflen. Sei
[:]0,00) — [0,00) entweder eine monoton wachsende konvexe Funktion mit
1(0) = 0 oder | = 1(gn0). Sei C eine mefbare nicht-negative Zufallsvariable auf
(Q,F, P) mit

Up == sup Eg[C] < 0.

QeP
Auflerdem sei auch
Ep[I(C)] < oo,
bzw. im Fall | = 1(0,00)
EP[C] < 0.

R, Ry und Vo seien wie in Satz 7.6 definiert. Dann existiert eine Losung ¢~5 € Ry
des Optimierungsproblems

Ep[I((1~6)C)] = min Ep[i((1 -~ ¢) C)].
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Wenn [ strikt konvex ist, dann stimmen je zwei Losungen P-fast sicher auf der
Menge {C > 0} dberein. Istl = 1 ), und ist P stabil unter Mischen, so ist eine
hinreichende Bedingung dafiir, daf$ ¢ eine Lisung ist, dafi ¢ die Gestalt

~ dP
514 {4 > ac)
fir ein Majs P € P und eine Konstante \ hat.

Da die Menge der dquivalenten Martingalmafle eines Prozesses mit Werten in
einem Hilbertraum die Bedingungen an P in diesem Satz erfiillt, kénnen wir
mit Hilfe der Ergebnisse aus den Abschnitten 4.2 und 7.1 nun die Resultate von
Follmer und Leukert auf die unendlichdimensionale Situation iibertragen. Dabei
untersuchen wir zunéchst den Fall, dal es genau ein dquivalentes Martingalmaf
gibt.

Annahme 7.8 (X;),,«p sei ein adaptierter Prozefs auf einem filtrierten Wahr-
scheinlichkeitsraum (Q, F, (Fy)o<i<r, P) mit Werten in einem separablen Hilbert-
raum H und stetigen Pfaden. Wir nehmen an, daf es (auf Fr) genau ein zu P
aquivalentes Wahrscheinlichkeitsmafl P* gibt, unter dem X ein lokales Martingal
15t.

Wie in Kapitel 5 definieren wir zu einer Strategie £ € A2 _(X) und einem Start-
kapital zo € IR

V;f<$07£> =X + /Ot 65 dXs

als die Wertentwicklung des Portfolios zu dieser Strategie. Um Verdopplungs-
strategien und dhnliches auszuschlielen, betrachten wir im folgenden nur solche
Strategien als zuléssig, fiir die V;(zo, &) fiir alle ¢ nicht-negativ ist.

Unter der Annahme 7.8 kénnen wir aus Satz 7.7 das folgende Resultat ableiten:

Satz 7.9 Annahme 7.8 sei erfillt. Seil : [0,00) — [0,00) eine monoton wach-
sende konvexe Funktion mit [(0) =0 und C' eine Fr-mefibare nicht-negative Zu-
fallsvariable mit

UO = EP* [C] < oo,

sowte

Ep[l(C)] < oo.
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Wir fizieren ein Startkapital ‘70 mit 0 < 170 < Uy. Dann existiert eine Losung
(Zo, &) des Optimierungsproblems:

Minimiere unter allen zuldssigen Strategien (xq,&) mit xy < Vo das Verlustrisiko
Ep[1((C = Vi(z0,))")] -

Beweis: Wir definieren C' = ¢ C', wobei ¢ eine Losung des Optlmlerungsproblems
aus Satz 7.7 fir P = {P*} und das gewiihlte Vj ist. Damit minimiert C' das
Verlustrisiko

efi(ic- 7))

unter allen Zufallsvariablen ¥ mit 0 <Y < C und
Ep-[Y] < Vb

Wie wir weiter oben ausgefiihrt haben, ist die Bedingung Y < C keine Ein-
schrankung. Unter der Annahme 7.8 ist nach Korollar 4.4 C' mit einer Portfolio-
strategie £ in der Form

~ ~ T
C - Ep* [C} +/0 £t dXt
darstellbar, wobei )
Ep-[C|F] = Ep. [C] + /0 £ dX,

fiir alle t € 0,77 ist. Da C' > 0 ist, sind auch alle bedingten Erwartungen von C
nicht-negativ. Somit ist £ eine zuléssige Strategie und (Ep* [C} ,E) eine Losung
des Optimierungsproblems dieses Satzes.

O

Fiir spezielle [ kann man das optimale 5 in Satz 7.7 noch genauer angeben. Wir
haben hier den Fall ausgewéhlt, daf [ strikt konvex und stetig differenzierbar ist.
Die in [FLOO0] fiir andere Formen von [ berechneten Darstellungen von ¢ lassen sich
aber genauso auf die unendlichdimensionale Situation iibertragen. Wir erhalten
aus Theorem 5.1 in [FLO00] die folgende Gestalt der Losung ¢:

Satz 7.10 Unter den Voraussetzungen von Satz 7.9 gilt: Ist | stetig differenzier-
bar auf (0,00) mit streng monoton wachsender Ableitung l', die die Bedingungen
I'(04) = 0 und I'(c0) = oo erfillt, so hat das optimale ¢ in Satz 7.7 die Form

5:1_<U?ﬂ

/\1) auf {C > 0},
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mit

= — I:= )"
p=—s (')

und einer Konstante c, die durch die Bedingung
Ep|6C| = Vi
gegeben ist.

Beweis: Im Beweis von Theorem 5.1 in [FLO00], der wieder auf dem Lemma von
Neyman-Pearson beruht, wird nur benutzt, dal die Menge P in Satz 7.7 einele-
mentig ist. Daher gilt dieser Satz auch in der unendlichdimensionalen Situation
bei eindeutigem Martingalmaf.

O

Mit der gleichen Argumentation 148t sich auch die Darstellung der optimalen
Losung fiir den Fall | = 1(g) auf unsere Situation iibertragen. Wir kénnen
daher aus Theorem 2.22 und Abschnitt 2.3 in [FL99] ableiten:

Satz 7.11 Unter der Annahme, dafs in Satz 7.7 P = {P*} ist, hat die optimale
Losung ¢ die folgende Gestalt: Sei Q* definiert durch

aQ*  C
dps Ep*[C]
und _
Q= Vo
- Ep[C]
Sei weiter ip-
& inf . <
a:=in {aQ[dP>aC _a}
und s
A= { Iz > aC’} .
Ist dann
Q'[4] =0,
so ist
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auf {C > 0}. Ansonsten ist

¢=1x+71{er zcy
auf {C > 0}, mit N
- |4
o —ac]

fy:

Mit dem gleichen Argument wie im Beweis von Satz 7.9 bekommen wir die Stra-
tegie, die die Verlustwahrscheinlichkeit (also [ = 1(g ) in Satz 7.7) bei gegebenem
Einsatz minimiert:

Satz 7.12 Annahme 7.8 sei erfillt. Sei C' eine Fp-meffbare nicht-negative Zu-
fallsvariable mat
U(] = EP* [C] < OO,

sowie

EP[C] < 0.

Wir fizieren ein Startkapital Vo mit 0 < Vo < Uy. Dann ezistiert eine Lésung

(%o, &) des Optimierungsproblems:

Minimiere unter allen zuldssigen Strategien (zo,§) mit xo < Vo die Verlustwahr-
scheinlichkeit
P[C > VT<I07€)] :

Es qilt
VT(an g) = ¢C
mat 5 wie in Satz 7.11.

Im Fall Q* [fq = « besteht das optimale Vorgehen also darin den contingent
claim C auf einem Quantil der Martingalmafdichte perfekt abzusichern und auf
dem Komplement iiberhaupt nicht.

Wir kommen jetzt zum unvollstdndigen Fall. Um Satz 7.5 anwenden zu kénnen,
treffen wir die folgende Annahme:

Annahme 7.13 (X;)o.,.p sei ein adaptierter Prozefl auf einem filtrierten
Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F, (Ft)o<t<r, P) mit Werten in einem separablen
Hilbertraum H wund stetigen Pfaden. P sei die Menge aller zu P dquivalenten
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Mapje, unter denen X ein lokales Martingal ist. Wir nehmen an, daf$ P nicht leer
ist. Die Filtrierung (Fy)o<i<r auf 2 habe die Figenschaft, daf jedes Fi-adaptierte
lokale reellwertige Martingal P-fast sicher stetige Pfade hat.

Unter dieser Annahme besagt Satz 7.5, dafl gEC, mit gg wie in Satz 7.7 eine op-
tionale Zerlegung .
6C=TVo+ [ &dxi— Ar
mit
Vo = sup Eq [dz C }
QeP
besitzt. Damit gilt Theorem 3.2 aus [FL0OO] auch in dieser Situation. Auflerdem
wird dort nicht auf die Form von [ Bezug genommen. Somit gilt die Aussage
dieses Theorems auch fiir den Fall [ = 1 o). Damit erhalten wir als Resultat im
unvollsténdigen Modell das gleiche Ergebnis wie in Theorem 3.2 in [FL00]:

Satz 7.14 Es gelte Annahme 7.13. Sei ¢ eine Lésung des Optimierungsproblems
in Satz 7.7. Dann minimiert die zur optionalen Zerlegung von ¢ C gehorende
Strategie (Vo, &) das Verlustrisiko

Ep[1((C = Vi(z0,€)7)]

unter allen zuldssigen Strategien (g, &) mit zo < V.

Somit haben wir gezeigt, dafl auch im unendlichdimensionalen Kontext die
Moglichkeit einer optimalen (im Sinne minimalen Verlustrisikos) Absicherung zu
gegebenem Startkapital gegeben ist, sofern das Modell so beschaffen ist, daff es
die Replikation bzw. Superreplikation beliebiger contingent claims zulésst.



100



Kapitel 8

Martingalmafle und lokale
Spezifikationen

In Abschnitt 4.3 haben wir Zusammenhénge zwischen endlichdimensionalen
Teilmodellen und dem gesamten, unendlichdimensionalen Modell untersucht. Die
Teilmodelle entstanden dabei durch orthogonale Projektion des Hilbertraum-
wertigen Preisprozesses auf endlichdimensionale Unterrdume, also durch Auswahl
von endlich vielen Koordinaten beziiglich einer Orthogonalbasis des zugrundelie-
genden Hilbertraumes. Dabei wird die Filtrierung der Teilmodelle von den jeweils
ausgewahlten Koordinatenprozessen erzeugt und somit sozusagen alle Informa-
tionen, die die restlichen Koordinaten des Prozesses beitragen, vergessen. Ein
dazu komplementérer, durch die Theorie der Gibbsmafle motivierter Ansatz ist
es, stattdessen alle Information iiber die restlichen Koordinaten als gegeben zu
betrachten, sich also die bedingten Verteilungen, gegeben die von allen bis auf end-
lich vielen Koordinaten erzeugten o-Algebren, anzusehen. Es kann dabei jedoch
sehr leicht passieren, dal unter solchen bedingten Verteilungen die beteiligten
Prozesse keine Semimartingale mehr sind. Dies illustrieren wir an einem Beispiel.

Anschliefilend stellen wir in Abschnitt 8.2 das von Deuschel in [Deu85] behan-
delte unendlichdimensionale Diffusionsmodell vor. In diesem Modell bleibt die
Semimartingaleigenschaft beim Ubergang zu bedingten Verteilungen erhalten.
Deuschel berechnet mehrdimensionale bedingte Verteilungen nur fiir den Fall,
dafl der Martingalanteil des Prozesses eine unendlichdimensionale Brownsche Be-
wegung ist. Um auch allgemeinere Situationen behandeln zu koénnen, erweitern
wir das Modell in Abschnitt 8.2 durch geeignete Transformationen.

Doch nun wollen wir zunéchst das angekiindigte Beispiel fiir den Verlust der

101
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Semimartingaleigenschaft beim Ubergang zu bedingten Verteilungen angeben:

Beispiel 8.1 Sei Q@ = (]0,1]?, versehen mit der Borelschen o-Algebra
F. (XD)ocper und (X7P)ooycy seien die Koordinatenprozesse, es sei also fiir
w = (w1,ws) € Q und alle t € [0, 1]

Xi(w) = wi(t)

(i = 1,2). (Fi)g<p<, sei die von den Koordinatenprozessen erzeugte rechtsstetige

Filtrierung. Weiter sei P das zweidimensionale Wienerma8 auf  mit Start in 0
und P das Bildma$ von P unter der Abbildung

o0 — 0
(wi,wa2) — (w1 + wo,ws).

Damit besitzen die Prozesse X' und X? unter P die Dynamik
X =W'+W?, X7 =W

mit unabhiingigen eindimensionalen Brownschen Bewegungen W1 und W?2.

Dann ist fiir Po(X 2)_1—fast alle wy € C|0, 1] das bedingte Wahrscheinlichkeitsmaf3
Pz = Pl | X2 = wy)

wohldefiniert, da F abzihlbar erzeugt ist. Da W! und X? = W? unter P un-
abhingig sind, ist W auch unter P“? eine Brownsche Bewegung. W? = X? folgt
dagegen P“2-fast sicher dem Pfad w,. Daher hat X' unter P*? die Gestalt

X} =W} +w(t).

Da P[(X?), =t fiir alle t € [0, 1]] = 1 ist, konnen wir wy so withlen, daf§ (ws), =t
fiir alle ¢ € [0,1] gilt und P*? wohldefiniert ist. Unter P+? ist X' dann kein
Semimartingal, da es die Summe eines Martingals mit einer deterministischen
Funktion, deren quadratische Variation nicht verschwindet, ist.

Auch bei Vertauschen der Rollen von X! und X? geht die Semimartingaleigen-
schaft verloren. Denn es ist

X=W? = ; (W2 —w) + ; (W) +w?)
- ; (W =w) + ;Xﬁ.
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W2 — W' und X! sind orthogonale und damit unabhiingige GauBBprozesse. Daher
hat X? unter P[-| X! = w] die Dynamik

1 1
th = 5 (Wt2 _ I/th) + § th(wl)
1

W, + 5wl(t)

Sl

bei
wobel B 1

V2

eine Brownsche Bewegung unter P[-| X' = w;] ist. Auch hier ist ein typisches

W, : (W —w})

w1 nicht von beschriinkter Variation und X? somit kein Semimartingal unter der
bedingten Verteilung.

8.1 Bedingte Verteilungen im unendlichdimen-
sionalen Diffusionsmodell nach Deuschel

Wie Beispiel 8.1 gezeigt hat, geht die Semimartingaleigenschaft beim Ubergang
zu einem bedingten Wahrscheinlichkeitsmafl leicht verloren, da deterministische
Anteile mit nicht verschwindender quadratischer Variation auftauchen konnen.
Diese stammen von wechselseitigen Abhéngigkeiten der Martingalanteile der be-
teiligten Prozesse. Daher liegt es nahe, den Fall von Semimartingalen zu unter-
suchen, deren Martingalanteile unabhéngig sind. Wechselseitige Abhéingigkeiten
sind dann nur durch die Anteile von beschrankter Variation gegeben.

Ein Modell, das in diesen Rahmen passt, wird von Deuschel in [Deu85] untersucht.
Die betrachteten Prozesse sind hier unendlich viele Brownsche Bewegungen mit
Drift, wobei die Brownschen Bewegungen unabhéngig sind. Deuschel berechnet
die bedingten Dichten der Verteilungen von endlich vielen dieser Prozesse, wenn
alle anderen gegeben sind, zum Wienermaf. Im folgenden fassen wir die Resultate
aus den Abschnitten II.1-11.3 in [Deu85] kurz zusammen. Dabei beschrinken wir
uns auf den Fall, dafl die Startverteilung der Prozesse auf einen Punkt konzentriert
ist.

Wir beginnen mit dem zugrundeliegenden Modell: Sei I eine abzédhlbare Index-
menge (z. B. die Menge der natiirlichen Zahlen oder ein abzihlbares Gitter). Als
Wahrscheinlichkeitsraum wihlen wir  := C0, 1]/, versehen mit dem abzihlba-
ren Produkt der Borelschen o-Algebra auf C'[0, 1] und der natiirlichen Filtrierung



104

(F)ocrer (Xt)geiey sel der AuswertungsprozeB mit Koordinaten X', i € I, al-
s0 Xi(w) = w;(t) fiir alle w = (w;)ies € Q. Q sei das Wahrscheinlichkeitsmaf
auf 2, unter dem X, = z fiir ein gewéhltes x € 2 gilt und X die stochastische
Differentialgleichung

dX} = dW] +b'(t, X,)dt, i€l

mit unabhingigen eindimensionalen Brownschen Bewegungen W i € I, erfiillt.
Dabei sollen die Driften b, ¢ € I, den folgenden Bedingungen geniigen, die nach
Proposition I1.1.1 in [Deu85] auch die Existenz und Eindeutigkeit von @) garan-
tieren:

Zu jedem i € I sei N(7) eine endliche Teilmenge von I — {i} und es gebe Funk-
tionen
B':[0,1] x R — R
und fiir jedes k € N(i)
B":0,1] x R? — IR,
so dafl

bi(t,x) = iZ.B (t,2")+ > aaszlk(t x' b,

Oz kEN(i

Die Funktionen B?, B** seien fiir alle i, k glatt und beschrinkt mit beschrinkten
Ableitungen. Auflerdem sei

K =

< oo.
i o

Sei weiter
N@Gi):={kel:ie N(k),k+#i}.
Es gebe eine Schranke Ny € IN, so daf fiir alle ¢ € I die Mengen N (i) und N (i)

hochstens Ny Elemente haben.

Als néchstes fithren wir Bezeichnungen fiir die bedingten Verteilungen einer end-
lichen Zahl der X, gegeben die restlichen Prozesse, ein:

Sei M eine endliche Teilmenge von I und XM := (X%);cpy und X'= entspre-
chend definiert. Mit Q¥ (-, X’=M) bezeichnen wir die bedingte Verteilung von
XM gegeben

(Xf, te0,1], ke]—M).
Fiir jedes w € Q ist QM( XM (w) = QM (-, XT=M(w)) somit ein Wahrschein-
lichkeitsmaf auf (CO 1M ( ) et ),mlt ]:tM:a(Xf, s € 10,1, kEM).



105

Das Ziel ist, die Dichte von QM (-, X"™) zum Wienermal auf

(C[O, 1M, (}—tM)ogtél

in den Term fiir die Dichte eingehen:

) anzugeben. Dazu definieren wir noch einige Groflen, die

Sei
N(M):={kel—-M:MnNN(k)#0}
und
N(I—M):={ieM:(I-M)NNG)#0}.
Wir setzen
HY = Y 3 BM
keN (M) i€MNN (k)
und 5
W— —HdaM keNUI-M
oxk € N( )
Vo=t O g ke wN
pHe € N(M)
b, ke (NI -M)UN(M))"
Rechnet man die Ableitungen von HM aus, so erhilt man
iB’w > iB’“ + > 0 (BM — B, ke N(I - M)
k k a..k )
Oz ieN(k)NM Oz i€ N (k)U(N (k)—M) Ox
b= k O i N
9 —B" N(M
Oxk zeNZ Oxk ’ ke N
b, ke (NI -M)UN(M))"
Weiter sei

0 0 1 o 1

M, M k M M

g H > (b S H Y + oo T+ 5
o keN(M UN(I—M) Oz 20(a*t)? 2

0
pr

)

WM (XM XT-My = M1 X)) — /01 GM(s, X, ds — HM(0,X,). (8.1

und
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AuBlerdem sei

(XM XTM) = 3O (/01 B(s, X,) dX! — ;/

€M 0

15i(s,X5)2ds) L (82)

Damit konnen wir Deuschels Resultat iiber die Gestalt der bedingten Dichten
formulieren. Da wir im Kontext dieser Arbeit eher an Dichten von Martingal-
maflen (hier das Wienerma$l) zum Referenzmaf$ als umgekehrt interessiert sind,
geben wir hier das Inverse der Dichte bei Deuschel an. Ansonsten entspricht der
folgende Satz Proposition 11.3.1 in [Deu85].

Satz 8.2 Sei PM das Wienermaf$ auf <C’[O, 1M, (ftM)0<t<1> mit Start in XM
Dann sind fir alle endlichen M C I und Q-fast alle w € Q QM (-, XT=M) und
PM Gquivalent und die Dichte von PM zu QM (-, XT=M) hat die Gestalt
apPM B 1
QU X~ Z(XT)

exp(—WM (XM, XTM) — @M (XM XT-M)),
(8.3)
mit dem Normierungsfaktor
ZM (XM = Bgu (. xr-m [exp (UM (XM, XT7M) — oM(XM XTTM)](8.4)
und den in (8.1) und (8.2) eingefiihrten Grifen U™ und M.

Da QM (-, XT=M) dquivalent zu PM ist, ist fiir alle endlichen Teilmengen M von [
XM unter QM (-, XI=M) ein Semimartingal, und es existiert ein dquivalentes Mar-
tingalmafB, namlich das Wienermafl PM. Im allgemeinen ist das Ursprungsmafl Q
aber nicht dquivalent zum unendlichdimensionalen Wienermafl P. So erfiillt zum

Beispiel fiir 7 = {1,2,...} das durch die Dynamik
X =W/ +t (i=1,2,..))
definierte Ma8l @ alle Anforderungen (b ist hier konstant 1 fiir alle i € I), es gilt
jedoch
fim > Xi= 0 P-fast sicher

13 1 @-fast sicher
n—oo
Hier sind P und @) also singulér zueinander.

=1

Eine hinreichende Bedingung an die Driften dafiir, da} P und () dquivalent sind,
ist die Novikov-Bedingung
1 Lo 2
exp = Z/ bi(t, X,)? di
25 o

EQ < Q.
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In diesem Fall sind die dquivalenten Martingalmafe zu den Mafien QM (-, X1~M)
gerade die entsprechenden Randverteilungen von P fiir die Koordinaten aus M.
Das liegt daran, dafl die Interaktionen der einzelnen Koordinaten sich nur auf
die Driften auswirken, wiahrend die Volatilitdten konstant sind. Nur letztere sind
aber fiir Martingalmafle relevant.

8.2 Erweiterung des Modells durch Transforma-

tion

Deuschel betrachtet in Abschnitt I11.7 von [Deu85] noch ein erweitertes Modell,
in dem die Dynamik von X unter () durch

dX} = s'(X})dW] +b'(t, X)) dt, i€,

gegeben ist, wobei die Funktionen s’ (i € I) glatt und beschréinkt mit beschrink-
ten Ableitungen sind. Auflerdem soll é lokal quadratisch integrierbar beziiglich
des Lebesguemases sein. Die Driften b sollen dabei die gleichen Bedingungen wie
oben erfiillen. Fiir dieses Modell berechnet Deuschel die Dichten der eindimensio-
nalen bedingten Verteilungen zum Wienermafl. Er betrachtet hier also nur den
Fall, da3 M einelementig ist.

Wir beschreiten im folgenden einen anderen Weg. Wir fiithren eine nicht konstante
Volatilitat ein, indem wir den Prozel X mittels einer Funktion transformieren.
Wir erweitern das Modell von Deuschel daher in diesem Abschnitt, indem wir von
den Prozessen X* zu Prozessen der Form Y/ = f;(t, X}) fiir geeignete Funktionen
fi iibergehen. Wir untersuchen wieder die bedingten Mafle und geben Kriterien
fiir die Existenz von zu diesen bedingten Maflen dquivalenten Martingalmafien
an. Im Falle der Existenz berechnen wir die entsprechenden Dichten.

Um die Notation etwas zu vereinfachen, sei ab jetzt 0.B.d.A. I = {1,2,...}. Seien
fn:]0,1]xIR— IR (n=1,2,...) cinmal stetig nach der ersten Variable (Zeit) und
zweimal stetig nach der zweiten Variable (Raum) differenzierbare Funktionen. Die
Abbildungen
fo: [0, xR — [0,1] xR
(t,z) = (4 fult,2))
seien injektiv mit inversen Abbildungen

7.l m(F,) — [0,1] x R.
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Wir definieren fiir alle n und ¢ € [0, 1]
Y= fult XD (8.5)
Y™ besitzt die Dynamik
Ay = dfa(t, X}")
= X W+ (£ X))+ XD 4 5 ALK )
Mit Hilfe der Funktionen f, konnen wir X aus dieser Darstellung eliminieren.

Dazu definieren wir
F:[0,1] x RT —[0,1] x IR

durch
F(tamla Ta, .. ) = (ta fl(t7x1)7 f2(t7 x2>7 <. )
F besitzt als inverse Abbildung
Fﬁl(ta L1, T2, .. ) = (ta pr2(fl_1(t7 xl))? pr2(?2_1(t7 33'2)), s ')7 (86)

wobei pry die Projektion auf die zweite Koordinate ist. Damit ist

(t, X:) = F7H(t,Y)). (8.7)

Wir konnen die Dynamik von Y™ daher wie folgt angeben:
vy = fi(F, @ YN) v+ £ (5 Y) B FETNEY))dE (8.8)
(b (@ @) + S 17 )
In Abschnitt I1.7 von [Deu85] héngen die dort verwendeten Diffusionskoeffizienten

s™ nicht von der Zeit ab. Um beide Ansétze zu vergleichen, betrachten wir den
Fall, dal auch f,, (n € I) nicht von t abhéngt. Dann ist

Ay = £ (£100) AW+ £ () BRETN(Y)) dt
]- " —1 n
g B ()
Weiter gilt fiir alle n € I und z € IR:
Il

gy
51@) = ey
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Wollen wir also vorgegebene (glatte) Diffusionskoeffizienten s” in unserem Modell
realisieren, so muf} fiir z € IR gelten:

gy L
)= Ay @)y
also
1\ o) — 1
(1) @ = 5

Unter der Annahme, daff - beschrénkt ist (das entspricht der Annahme (H8) in
[Deu85], S. 35), konnen wir beide Seiten integrieren. Setzen wir f,,(0) = 0, so ist

i) = [ v = Sule).

also muf3
fulz) = S ()

sein. Wenn s" glatt und beschrankt ist ((H7) in [Deu85]) und nach Annahme

sin beschrénkt ist, nimmt S% nur ein Vorzeichen an und ist nirgends Null. S
ist damit streng monoton steigend oder streng monoton fallend. Daher existiert
S~1. In diesem Sinne ldsst sich jeder Diffusionskoeffizient s™, der (H7) und (HS8)

in [Deu85| erfiillt, durch eine geeignete Funktion f,, darstellen.

Wir kehren nun zum allgemeinen, zeitabhéngigen Modell zuriick. Da X]' =
pro (ﬁ: l(t, Yf)) ist, erzeugen die Prozesse X™ und Y™ dieselben Filtrierungen

(7M) fiir alle M C 1.
0<t<1

Wir geben nun ein Kriterium dafiir an, daf§ es ein zu Q™ (-, X'=M) Hquivalentes
Ma$B gibt, unter dem Y™ = (Y™),c)s ein lokales Martingal beziiglich der Filtrie-
rung FM ist, und berechnen die Dichte zu Q™ (-, X1=M).

Satz 8.3 Sei M eine endliche Teilmenge von I. Wir setzen firi € M

aifiltx) + 5 [t @)
fi(t,x) '

hi(t,x) := (8.9)
Ist

1/t ;
Epum [exp (2/ Z h(t,XtZ)Q dt) < 00,
0

€M
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so existiert ein Wahrscheinlichkeitsmafs PY"M | das fir Q-fast alle w € Q zu
QM (-, XT=M)(w) dquivalent ist, unter dem Y™ ein lokales Martingal ist. In die-
sem Fall ist die Dichte von PYM zu QM (-, XIT=M) durch

dPY’M DYM
AQM (-, XT3 = ZM(XT-3)

eXp(_\DM(XM’XI—M) _ q)M(XM’XI—M))

(8.10)
gegeben, mit UM &M ynd ZM(XT=M) wie in (8.1), (8.2) und (8.4) und

Z/ (t, X)) dX] — Z/ (t, X)) dt)

DY = exp(
ieM zGM

Beweis: Der Beweis beruht auf Satz 8.2 und einem zusétzlichen Mafiwechsel vom

zu QM (-, XI=M) Hquivalenten Wienermafi PM zum Martingalmafl PY"M.

Unter PM ist XM eine Brownsche Bewegung. Fiir jedes i € M hat Y? daher unter
PM die Dynamik

Y = AKX = 0K X + (G0 XD + L0 XD) ar. (s

Da nach Satz 8.2 die bedingte Verteilung Q™ (-, X1=M) dquivalent zu PM ist, gibt
es genau dann ein zu QM (-, XT=M) Hquivalentes (lokales) Martingalmaf fiir Y™
wenn es ein zu PM dquivalentes gibt. Unter PM hingt Y jeweils nur von der
i-ten Koordinate der Brownschen Bewegung X ab. Daher sind die Prozesse Y,
i € M, unabhingig unter PM. Wir kénnen daher die eindimensionalen Prozesse
Y i € M, zunichst einzeln betrachten. Aus der Darstellung (8.11) folgt, dafl

; 1 A 1
DY = exp(—/ hi(t, X;)dX; — 7/
0 2 Jo

ein Kandidat fiir die P™-Dichte eines Mafes ist, unter dem Y ein lokales Mar-
tingal ist. Damit DY eine Wahrscheinlichkeitsdichte ist, mufl

1

hi(t, X})? dt)

Epu[DY'] =1
sein. Hinreichend dafiir ist die Novikov-Bedingung:

1 /1 ,
Epum {exp<2/ hi(t, X})? dt)} < 00
0

Diese garantiert auch die Wohldefiniertheit von D", da (h;(t, X ))o<i<1 dann
auch ein zuldssiger Integrand fiir X ist. Die Dichte des zu PM &Aquivalenten
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Martingalmafies PY'M fiir Y™ ist dann durch

dpPY:M
pY" =
dPM

= [[ "

€M

= exp( Z/ (t, X)) dX! —
ieM

5 2 [ e xpa)

1€M

gegeben. Insgesamt gilt nach (8.3):

dpY:M D"
dQM (-, XT-M) - ZM(XT-M)

exp(—\IfM(XM, XMy — oM (x M XI‘M)) .
O

Auch hier gilt wieder wie im vorigen Abschnitt, dafl ein global zu () dquivalentes
Martingalmafl nicht existieren mufl. Wie im Beweis von Satz 8.3 ergibt sich als
Kandidat fiir eine Martingalmafidichte, falls das unendlichdimensionale Wiener-
mafl P dquivalent zu () ist,

dP

DY:eXp< Z/ N dxi - Z/ (t, X7) dt)dQ
— exp< Z/ it X)) + bilt, X0)) dX] — / At X7) + b(t, Xt))zdt>.

Hinreichend dafiir, da DY wirklich eine Dichte ist, ist wieder die Novikov-
Bedingung
1 . 2
Equm [exp<2/ (hi(t,XZ) + bi(t,Xt)> dt)} < 00
0

Dann wird durch

dPY

dQ
ein zu @ Aquivalentes Martingalmafl PY fiir Y definiert. Auch hier sieht man

wieder, da8 die Wahrscheinlichkeitsmafie PY'™ Projektionen des Mafles PY auf
endlich viele Koordinaten sind. In diesem Sinne approximieren die Martingalmafle

DY

der bedingten Verteilungen ein globales Martingalmaf.

Wenn man dieses Modell als Finanzmarkt mit unendlich vielen Assets auffafit,
so entsprechen die bedingten Maie Q™ dem Wissen von Insidern, die iiber den
Wertverlauf von Assets auflerhalb von M vollstdndig informiert sind. Aufgrund
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der speziellen Struktur des Modells, die Interaktionen nur in den Driften zuléfit,
spielt dieses Zusatzwissen fiir die Martingalmafe PY** jedoch keine Rolle. Die Be-
wertung eines contingent claims C unterscheidet sich fiir den Insider nur dadurch
von der eines Investors ohne Zusatzinformationen, daf ersterer in C' die ihm be-
kannten Wertverlaufe einsetzt. Aus Sicht des Nicht-Insiders bewertet, bzw. hedgt
der Insider ein anderes Derivat C, benutzt aber das gleiche globale Martingal-
mafl PY. Daher spielen fiir das Bewerten und Hedgen von contingent claims,
die nur von endlich vielen Koordinaten, gegeben durch eine Indexmenge M,,
abhéngen, auch nur die Informationen iiber diese Koordinaten eine Rolle. Dem
Insider niitzen Kenntnisse iiber die Pfade aus I — M nichts, selbst wenn es In-
teraktionen zwischen diesen und den Koordinaten in M, gibt. In diesem Fall ist
also die Bewertung von C' unter den bedingten Verteilungen Q dieselbe wie un-
ter (), wenn Mj eine Teilmenge von M ist. Ist C' eine Funktion unendlich vieler
Koordinaten von Y, so hiangt das asymptotische Verhalten bei wachsendem M
von der konkreten Struktur von C' ab.

Zum Abschlufl betrachten wir ein konkretes Beispiel. Hier sind die Funktionen
f. Exponentialfunktionen. Dies entspricht einem Ubergang von Brownscher Be-
wegung zur geometrischen Brownschen Bewegung bei den Martingalanteilen. Es
zeigt daher, dafl fiir die Modellierung von Finanzmérkten typische Prozefe in
unserem erweiterten Modell moglich sind.

Beispiel 8.4 Wir nehmen als Indexmenge wieder I = {1,2,...}. Sei fiir n =
1,2,...
fult,x) :=exp(o, x + B, t)
mit reellen Koeffizienten o, und 3, o, # 0. Nach (8.6) ist
| — Gt 1 — Byt
F_l(t,.fljl,.’ll‘Q, .. ) = (t, Og(xl) ﬂl s Og(QZQ) 52 s ) .
2

01 o

Nach (8.8) ergibt sich als Dynamik fir Y™
1
AY? = 0, Y dW? + 0, YOO (F (1Y) di + (2 o2 4 ﬂn) Y dt.

Wahlt man 3, = —% o2 fiir alle n, so reduziert sich die Dynamik auf

dY = o, Y dW] + o, Y/ b (F(t,Y;)) dt.
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Die in Satz 8.3 eingefithrten Funktionen h,,, (n € I') berechnen sich wie folgt:

2 It ) + 3 fit, )
fult @)
(8o +302) fult,)
an fult, )
DB

ho(t,z) =

Wir schreiben daher kurz

B
hn' 7 n-
an+20

Die Dichte DY von PYM (., YT=M) zu PM(.. XT-M) ist damit nach Satz 8.3

1
pYv _— 11 exp(han”— 2hi>

neM

= exp(Zh X"—Zh2>

neM

Falls o
> hZ < oo
n=1

und Q dquivalent zum Wienerma$l P auf C[0,1]! ist, existiert ein zu Q #quiva-
lentes Martingalma88 PY fiir Y und seine Dichte zu @ ist durch

dP
D = E exp(h X7 — hQ)]
" [H dQ
= Ep [exp(i hy, X7 — = Z hi)] —P
gegeben. Da ioj h? eine Konstante ist, ist die Novikov-Bedingung trivialerweise
n=1
erfiillt. D ist also eine Wahrscheinlichkeitsdichte. Wenn 3, = —% o2 fiir alle n ist,

so ist h, = 0 fiir alle n und Y somit bereits unter P ein lokales Martingal.

Die Erweiterung des Modells durch Transformation in diesem Abschnitt funktio-
niert deshalb, weil in die Funktionen f,, nur jeweils eine Koordinate von X eingeht.
Dadurch werden keine zusétzlichen Kopplungen der einzelnen Koordinaten ein-
gefiihrt. Lasst man hingegen die Funktionen f,, von mehr als einer Koordinate von
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X abhéngen, so fithren die dadurch induzierten Kopplungen in der Volatilitéit der
einzelnen Koordinaten von Y zu Situationen, wie sie in Beispiel 8.1 exemplarisch
vorgestellt wurden. Hier wéren also die Prozesse unter den bedingten Maflen in
der Regel keine Semimartingale mehr.



Kapitel 9

Ein unendlichdimensionales
Heath-Jarrow-Morton-Modell

In diesem Kapitel wollen wir ein unendlich-dimensionales Zinsstrukturmodell
vorstellen, das eine Verallgemeinerung des Heath-Jarrow-Morton-Modells aus
[HJM92] ist. Wir beginnen dabei mit einer kurzen Beschreibung der wesentlichen
Elemente einer Modellierung der Zinsstruktur. Ein Zinsstrukturmodell beschreibt
die zeitliche Entwicklung der Preise sogenannter Zero-Coupon-Bonds. Das sind
(abstrakte) Wertpapiere, die eine sichere Auszahlung von 1 in einem zukiinftigen
Zeitpunkt T' (Falligkeitszeitpunkt) garantieren. Sie entsprechen damit festverzins-
lichen Wertpapieren, bei denen das eingesetzte Kapital zusammen mit den Zinsen
am Schlufl des Anlagezeitraums ausgezahlt wird. Der Preis eines solchen Bonds
zur Zeit t < T, im folgenden mit B;(7T) bezeichnet, ist also das Kapital, das ich
im Zeitpunkt ¢ investieren muf}; um im Zeitpunkt 7" eine sichere Auszahlung von
1 zu erhalten. Der Preis B,(T') entspricht damit einer kontinuierlichen Verzinsung
mit einer von ¢ und 7" abhéngigen Zinsrate Y,(T') (Y fiir “yield”) via

log By(T)

Y1) = -2

bzw. By(T) = e (D(T=1)

Da beobachtete Zinsraten bzw. Bondpreise in der Regel bei festem Wert von ¢ und
variablem 7" nur langsam fluktuieren, wird fiir die Modellierung oft angenommen,
daB By(T') differenzierbar oder zumindest absolutstetig in 7" ist. Dies fithrt zur
Einfithrung der “forward rate” f;(T") durch

W) = oT

115
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Damit ist .
BAT) = exp(— [ i) du) .

Die forward rate f;(T") entspricht damit einem zum Zeitpunkt ¢ festgelegten Zins-
satz fiir eine Verzinsung im Zeitpunkt 7' iiber einen infinitesimalen Zeitraum.
Speziell ist r(t) := fi(t) der Zinssatz fiir eine sofortige Verzinsung {iber einen
infinitesimalen Zeitraum. Der durch

By == exp (/Otr(s) ds)

definierte “savings account” dient als Diskontfaktor. Man sucht daher zur Be-
wertung von Zinsderivaten Wahrscheinlichkeitsmafle, unter denen die mit 3, ab-
diskontierten Bondpreise B;(T") fiir jedes T' lokale Martingale sind. Wie die hier
verwendete Notation und die geforderte Regularitdt von B;(7T") in T nahelegt,
bietet sich hier eine Modellierung von B; als stochastischer Prozef§ in einem ge-
eigneten Funktionenraum an.

Das Heath-Jarrow-Morton-Modell ist eine allgemeine Modellierung der Zinsstruk-
tur mit den forward rates als Basisgroflen durch eine Familie von Prozessen, die
stochastische Differentialgleichungen beziiglich einer zugrundeliegenden endlich-
dimensionalen Brownschen Bewegung erfiillen. Dies liefert ein sehr flexibles Mo-
dell in kontinuierlicher Zeit mit stetigen Pfaden. Wie Musiela und Sondermann in
[MS93] zeigen, ist diese Darstellung dquivalent zu einer Beschreibung der zeitli-
chen Entwicklung der Zinsstruktur als stochastischen Prozefs mit Werten in einem
geeigneten Funktionenraum. Die stochastische Basis ist dabei durch eine endlich-
dimensionale Brownsche Bewegung gegeben.

In diesem Kapitel wollen wir diesen Modellansatz dahingehend erweitern, daf als
stochastische Basis eine Brownsche Bewegung mit Werten in einem separablen
Hilbertraum zugrundegelegt wird. Die Modellierung orientiert sich dabei mehr
am Originalmodell von Heath, Jarrow und Morton als an der Variante von Mu-
siela und Sondermann, in der eine andere Parametrisierung (iiber Restlaufzeiten)
verwandt wird. Das heifit, statt T" verwenden sie als Funktionsparameter T" — t.
Eine Modellierung mit einer unendlich-dimensionalen Bewegung in der letztge-
nannten Parametrisierung findet sich in [Fil00]. Auch wenn das hier vorgestellte
Modell diesem recht dhnlich ist, gibt es doch geniigend Unterschiede, die eine
Ausarbeitung des Modells in unserer Parametrisierung rechtfertigen. Vor allem
legen wir in unserer Darstellung Wert darauf, daf§ bei der Ableitung der Dyna-
mik der Bondpreise aus der Dynamik der zugrundeliegenden forward rates im
wesentlichen nur die Itoformel verwendet wird.
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9.1 Modellierung der Zinsstruktur

Sei W eine Brownsche Bewegung auf einem filtrierten Wahrscheinlichkeits-
raum (€2, (F;)0, F, P) mit Werten in einem separablen Hilbertraum H. Die ®-
quadratische Variation von W sei ((W)), = t C, fiir einen Operator C' € H&;H
(siehe Abschnitt 2.2). Sei (e;,)n=1,2,.. eine Orthonormalbasis von H , die C' diago-
nalisiert. Es gilt also

Ce, =c,en
fiir reelle Zahlen c,,n = 1,2, .... Wir fixieren einen Zeithorizont Ty > 0.

Der Prozef der forward rates (f;)o<t<r, nehme Werte in einem Hilbertraum K
an, der die folgenden Eigenschaften besitze:

i) Die Elemente von K sind stetige Funktionen vom Intervall [0, 7p] nach IR;
ii) die Elemente von K sind auch Elemente von L*([0, Tp), dt);
iii) die Auswertungsabbildungen

m: K — IR
foo= f)

(fiir ¢ € [0,Tp]) sind stetige Linearformen auf K und es ist

sup ||m|| < o0.
t€[0,T0]

Damit sind die Werte f;(7T") wohldefiniert. Tatséchlich benttigen wir nur die Werte
fi(T) fir 0 <t < T < Ty Ein moglicher Kandidat fiir K ist der weiter unten
eingefithrte Raum H, wie in Lemma A.1 gezeigt.

Die Dynamik des Prozesses f sei durch
dft = Oy dt+0’t th (91)

gegeben, wobei a und o previsible Prozesse sind. «a ist K-wertig, und
o€}, (H K, W).

loc

Fiir einen festen Filligkeitszeitpunkt T ist der Wert eines Zero-Coupon-Bonds
zur Zeit t < T durch

By(T) = exp<— /t ) ds> (9.2)
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gegeben. Da nach Voraussetzung f insbesondere Werte in L?([0, Ty, dt) annimmt,
ist die Kurve By(:) der Bondpreise zur Zeit ¢ ein Element des Hilbertraumes

To .
H:= {h : [0, To] — IR, h absolutstetig mit / ’ h(t)* dt < oo} .
0
Das Skalarprodukt auf H ist dabei durch

(9. k) = 9O h(0) + [ gf6) h(e) at

definiert.
Wir nehmen an, daf§ der Prozefl f so beschaffen ist, dafl

r(t) = fi(t)
die Bedingung
To
/ r(t)dt < oo
0

erfiillt. Dann ist auch der savings account

By == exp (/Otr(s) ds)

wohldefiniert. Damit sind die abdiskontierten Bondpreise Z;(7T") durch

_ B(T)
B

fiir 0 <t < T < Ty gegeben. Wir setzen Z,(T) = Z,(t) = B; " fir T < t < Ty,
nehmen also an, dafl bei Félligkeit des Bondes der Ertrag in den “savings account”

2(T) - —oxp(= [ () + £ )

investiert wird.

(Zt)tejo,my) ist ein stochastischer Prozel mit Werten in H. Wir wollen als néchstes
seine Dynamik aus der von f herleiten. Dazu schreiben wir die Gleichung (9.2)
in Operatorschreibweise um. Mit den Operatoren

I, K —H

Iih = (T — /tTVth(s) ds) :

E:H—H

fir ¢ € [0, 7], und
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st
Im Anhang zeigen wir in Lemma A.3, daf} I; eine stetige lineare Abbildung von
K nach Hist, die differenzierbar in ¢ ist (vergleiche dazu auch Korollar 3.7), und

E eine glatte Abbildung auf H ist und berechnen die Ableitungen. Wir kénnen
daher die Itoformel auf (9.3) anwenden und erhalten mit

My: H — H
g — fg
und R
M: HxRH — H
f®g — fg

dB; = D(Eo(—1IL)) fidfi + ;DQ(E o(—1Iy)) fed{{f)), + ;S(E o(—1y)) frdt

1
- _MBt]t dft + 5 MBtM (It & ]t) d<<f>>t + MTtBt dt
1
= _MBt[t ¢ th + (MBt (—It oy + 5([15 O't>®2 (C)) + TtBt) dt.

Daraus folgt mit Itos Produktregel fiir den abdiskontierten Prozefl Z:

dz, = d(B;' By

BrtdB, + By dp;

B dB, —r, 37 Bydt

=Mz, I, 00 AW, + Mz, (I, 0 + 5 (I 00)%*(C)) dt.

(9.4)

Wir haben damit die Dynamik von B und Z nur durch Anwenden der Itoformel
aus der Dynamik von f abgeleitet. Die in [HIM92] angewandte stochastische
Version des Satzes von Fubini ist hier, wie schon in Korollar 3.7 nur ein Spezialfall
der Itoformel (fiir den Operator I;).

Driickt man fiir einen festen Filligkeitszeitpunkt T diese Gleichung im Koordi-

natensystem (e,),—12,. aus, so erhélt man mit

<6n7 Wt> T

Wwr .= H
t \/a
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und
oy = (en, O't>}~1

die Darstellung

o0 T
iz, = —7Z,(T) ( / o (s) ds) Jen dW?
n=1 ¢
T 1.0 T
+Z,(T) —/ ay(s) ds+§ > (/ o (s) ds) e | dt,
n=1 t
was im endlichdimensionalen Fall mit ¢; =1 (i =1,2,...,n) zu

iz, = —Z(T Z(/ >dW’

+Z,(T) (— /tT ay(s)ds + ;Zzn:l (/tT ol(s) ds>2) dt

wird und damit der in [HJM92] gegebenen entspricht.

9.2 Existenz eines dquivalenten Martingalma-
3es

In diesem Abschnitt leiten wir notwendige und hinreichende Bedingungen fiir
die Existenz eines zu P #dquivalenten Mafles () her, unter dem der Prozefl der
abdiskontierten Bondpreise Z ein lokales Martingal ist.

Da die Brownsche Bewegung W die Darstellungseigenschaft beziiglich der von
ihr erzeugten Filtrierung besitzt, hat die Dichte eines zu P dquivalenten MafBes
Q@ auf F; die Gestalt

(W), was insbesondere bedeutet, dafl
Qg =¢roC :

fiir P-fast alle w € € eine stetige Linearform auf H ist, also einem Element von
H entspricht. Unter () hat W die Doob-Meyer-Zerlegung

—exp(/ ¢s dWy — =

dP | F

mit einem Prozefl ¢ € A?

loc

AW, = dW, + ¢, dt,
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wobei W eine H. -wertige Brownsche Bewegung unter ) mit demselben Covari-
anzoperator C' ist. Aus der Darstellung (9.4) konnen wir somit als notwendige
Bedingung dafiir, dafl Z ein lokales ()-Martingal ist,

~ 1
Lioyor = —Iy oy + §(It 0,)¥(C),
fiir ¢ € [0, Tpy], ablesen. Dies ist genau dann erfiillt, wenn
o =—0, 01+ 0 @ (I, ) (O) (9.5)

auf [t,Tp] gilt, da fir h € K und s € [0,¢] ([;h)(s) = 0 ist. Ist W eine n-
dimensionale Brownsche Bewegung, so entspricht C' der n-dimensionale Einheits-
matrix und (9.5) wird zu

a(T) = —zn:az(T) +ZO’t /tT ol(s)ds
= _Zat <¢t /tT‘Tz(S)d3>-

Dies ist gerade Gleichung (18) in [HJM92].

Die Existenz eines Prozesses ¢, der Gleichung (9.5) erfiillt, ist notwendig fiir die
Existenz eines dquivalenten Martingalmafles (). Der Kandidat fiir den Prozef§ der

2
~ds>.

G ist immer ein lokales Martingal. Fiir die Existenz von @) ist hinreichend, dafl

progressiven Dichten %| F ist dann

t 1
Gtzexp(/ by dW, — -
0

G ein echtes Martingal ist, was dquivalent dazu ist, dal Ep[G7] = 1 ist. Eine
hinreichende Bedingung dafiir ist zum Beispiel durch die Novikov-Bedingung

Ep[@(p(i/oTo 0] %ds)

gegeben. Wir fassen die gewonnenen Resultate in einem Satz zusammen.

s < 00

Satz 9.1 (Existenz eines Martingalmafles im HIJM-Modell) Seien  die
forward rates f und Bondpreise B wie in (9.1) und (9.2) gegeben. Dann sind
dquivalent:

i) Es existiert ein zu P dquivalentes Maf$ QQ unter dem der Prozef$ der abdis-
kontierten Bondpreise (Z;)icom) €in lokales Martingal ist.
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loc

ii) Es existiert ein Element ¢ in A? (ﬁ, IR, W), das die Gleichung

a; = —0, ¢y + 0y ® (I, 0)(C)
mit gz~5 =¢o O3 erfillt, und es ist

To 1 To 2
Epexp/0 ¢SdWS—§/O 64> as) | =1.

Die Dichte eines dquivalenten Martingalmafes ist dann durch

dQ Ty 1 rTo 9
dP_eXp</o ¢5dW8_§/o ’ ﬁds>

0

0

gegeben.



Kapitel 10

Der Potential-Ansatz fiir

Zinsstrukturmodelle nach Rogers

In Kapitel 9 haben wir ein Zinsstrukturmodell konstruiert, dessen Basisgrofien die
forward rates f;(7") sind. Davon ausgehend haben wir dann die Dynamik der (ab-
diskontierten) Bondpreise ermittelt und Bedingungen aufgestellt, die die Dichte
eines dquivalenten Martingalmafles erfiillen mufl. Mit dieser Vorgehensweise erhélt
man ein Modell, fiir das jede bestehende Zinsstrukturkurve als Startwert dienen
kann, da diese einfach in den Startwert fo des Modells, der ja selbst eine (relativ
frei wéhlbare) Funktion ist, iibertragen werden kann. Andererseits muf§ man aber
auch viele Modellparameter spezifizieren. Alternativ kann man sich fragen, wel-
che Gréflen man mindestens benotigt, um ein Zinsstrukturmodell aufzustellen, in
dem die Bewertung von Derivaten moglich ist, ohne dafl man bereits vor der Kon-
kretisierung des Modells den Anspruch auf Allgemeinheit aufgibt. Dazu mufl man
sich ansehen, wie der Preis eines contingent claims S mit Féalligkeitszeitpunkt 7°
bestimmt wird. Der Preis ist der Erwartungswert des abdiskontierten contingent
claims unter einem (eindeutigen) dquivalenten Martingalmafl @. Ist also 3, der
Diskontfaktor zur Zeit t, so ist der Preis V;(S) im Zeitpunkt ¢ < 7" durch

Vi) = Eo| 55| 7
Br
gegeben. Setzen wir
dQ)
Dy = —
T dP|FES

123
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so kénnen wir V;(S) auch in der Form

. [B:Ds e
%(S)—EP[ﬁTDtS‘E] —EP[Q S‘E];
mit D
Ct::E7

schreiben. Alles, was wir zur Bewertung von Derivaten brauchen, ist also der
Proze ¢, in [Rog97] “state-price density” genannt. Der Wert des Zero-Coupon-
Bonds mit Falligkeit 7" zur Zeit t ist dann durch den Spezialfall S = 1 gegeben:

r ft‘| _ Ep[¢r| A

Gt Gt

Da Dichte und Diskontfaktor im Zeitpunkt 0 jeweils gleich 1 sind, ist auch (y, = 1.
Ist B ein ProzeB mit nicht fallenden Pfaden, was nicht-negativen Zinsen ent-

By(T) = Ep[

spricht, so ist ¢ als Produkt eines Martingals mit einem nicht wachsenden Prozef3
ein Supermartingal unter P. Es stellt sich nun die Frage, wie man Kandidaten
fiir ¢ konstruieren kann, die es ermdoglichen, die Preise von Zero-Coupon-Bonds
nicht nur formal als bedingte Erwartung wie oben anzugeben, sondern explizit
auszurechnen, was ein erster Schritt ist, um auch den Wert von Derivaten zu
bestimmen.

Eine Konstruktionsmethode fiir ¢ wird von Rogers in [Rog97] vorgestellt. Dort
wird als stochastische Basis ein Markovproze3 gewéhlt. Der Prozefl ¢ wird dann
mittels der Resolvente des Markovprozesses konstruiert. Wir erlautern dieses Ver-
fahren im néchsten Abschnitt und erstellen damit im Anschlufl zwei konkrete Mo-
delle, bei denen der zugrundeliegende Markovprozefl eine unendlichdimensionale
Brownsche Bewegung ist.

10.1 Das Konstruktionsverfahren

In diesem Abschnitt stellen wir das Verfahren zur Konstruktion von Zinsstruktur-
modellen nach Rogers (siehe [Rog97]) vor. Wir betrachten dazu einen filtrierten
Wahrscheinlichkeitsraum (€2, (F;)i>0, F, P) und auf diesem Raum einen zeitlich

homogenen Markovproze (X),., mit Zustandsraum X'
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Definition 10.1 (Resolvente) Die Resolvente R, (o > 0) eines zeitlich homo-
genen Markovprozesses (X;),5, mit Zustandsraum X ist gegeben durch

(o)) = B[ [ et px0)d

fiir jeden Startpunkt z € X und beschrénktes mefibares f : X — IR.

Néheres dazu und auch zur folgenden Heuristik findet man in Kapitel III von
[RW8T7]. Im allgemeinen kann man die Resolvente nicht in geschlossener Form
angeben. Es gilt jedoch heuristisch die Beziehung

Ry=(a=G), (10.1)

wobei G der (infinitesimale) Generator von X ist. Heuristisch ist diese Beziehung
deshalb, weil die Definitionsbereiche von R, und (a«—G)~! nicht iibereinstimmen.
Dies stellt aber fiir die folgende Konstruktion kein Problem dar.

Wir konstruieren nun den ProzeB ({;),, wie folgt: Wir wéhlen ein o > 0 und
eine mefbare Funktion g : X — [0, 00), fiir die R,g auf ganz X endlich ist. Dann
setzen wir

- e Rog(Xy)
‘T T Rag(Xo)

Offenbar ist (; = 1, und in Abschnitt 2 von [Rog97] wird nachgewiesen, dafl ¢ ein

Supermartingal ist. Damit ist { eine mogliche state-price density und legt damit

(10.2)

ein Zinsstrukturmodell fest, in dem die Preise von Zero-Coupon-Bonds durch

B,(T) EP[CCTt | i

festgelegt sind. Wie oben erwéhnt, ist aber die Resolvente in Gleichung (10.2)

(10.3)

im allgemeinen nicht explizit berechenbar. Wir gehen daher einen durch (10.1)
motivierten Umweg. Statt g direkt zu spezifizieren, wihlen wir eine meflbare
Funktion f : X — [0,00), die im Definitionsbereich von G liegt, und definieren
dann g durch

g=(a—G)f. (10.4)

Damit ist dann R,g = f, und wenn g nicht-negativ ist, konnen wir ¢ wie in (10.2)
definieren. Damit erhalten wir

e Rog(Xy) e f(Xy)

“T TRgXe)  F(Xo)

(10.5)
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Rogers zeigt in Abschnitt 2 von [Rog97] mit Hilfe der multiplikativen Zerlegung
des Supermartingals ¢ in ein Martingal und einen Prozef mit nicht wachsenden
Pfaden, dafl der Diskontfaktor 3 die Gestalt

B; = exp </Otrsds)

hat, wobei die spot rate r durch

- 9(Xt) :g(Xt)
" Rug(X))  f(X)

gegeben ist (Gleichung (2.7) in [Rog97]). r; ist somit fiir jede Wahl von f explizit

(10.6)

angebbar. Fiir allgemeines f konnen wir jedoch keine geschlossene Form fiir die
Bondpreise angeben. Hier ergibt das Einsetzen von (10.5) in (10.3):

_ EP[CT | ft] _ efa(Tft) Ep[f<XT> |E] ' (107)

G f(X)

Der hier noch auszurechnende bedingte Erwartungswert hat als Argument eine

By(T)

Funktion des zugrundeliegenden Markovprozesses, was bereits eine deutliche Ver-
einfachung im Vergleich zur allgemeinen Form mit beliebigem Supermartingal ¢
darstellt. Daher sind fiir konkretes f die Bondpreise oft explizit angebbar, wie
wir auch bei den nun folgenden Beispielen sehen werden.

10.2 Beispiel 1: Quadratisches Funktional

In diesem, wie auch dem folgenden, Beispiel wahlen wir als zugrundeliegenden
MarkovprozeS X eine Brownsche Bewegung mit Werten im Raum der quadra-
tisch summierbaren Folgen (2. Sei also (X}),-, eine Brownsche Bewegung auf
dem filtrierten Wahrscheinlichkeitsraum (€2, ()0, F, P) mit Werten in ¢% und
Covarianzoperator C' € ¢2®,(? (sieche Definition 2.4). Wir bezeichnen die Koor-
dinaten von X mit X™ (n = 1,2,...). Wir nehmen an, dafl C' positiv definit ist
(vergleiche dazu Bemerkung 2.5) und beziiglich der Standardbasis (eg, es, .. .) von
¢? Diagonalgestalt hat, also C' die Form

Oen = )\n €n,

mit A, > 0, besitzt. Das bedeutet insbesondere, daf3 die Prozesse ( \/}\7 X ”t)t>0

unabhéngige reellwertige Brownsche Bewegungen sind. Daher hat X den (infini-
tesimalen) Generator

0o 2
G = ; > A 7 (10.8)
n=1

2 Y
0x2
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2

wobei 902 die zweite partielle Ableitung nach der n-ten Koordinate bezeichnet.
In

Wir miissen nun eine Funktion f : > — [0, o0) wihlen, um ein Zinsstrukturmodell
nach dem im vorigen Abschnitt vorgestellten Rezept zu konstruieren. Wir setzen

f(x) = (x, Ar) o + 7,

mit einem stetigen, positiv definiten linearen Operator A auf 2 und v > 0. Damit
entspricht unser Beispiel einer Verallgemeinerung von Beispiel 3.3 in [Rog97].
Offenbar ist f(z) > ~ fiir alle z € £2, also ist f insbesondere nicht-negativ. Um
nun die Funktion g wie in Gleichung (10.4) zu bestimmen, miissen wir die zweiten
partiellen Ableitungen von f bestimmen. Da f eine quadratische Form ist, ist die
zweite Ableitung konstant mit
0 f

w(x) =2 (en, Aep)

fiir alle n. Damit berechnet sich g zu
9(x) = ((a=G)[f)(x)
1 & 0%
= af(z) - 2 ;Ana?(m)

n

— o f(a) - il Mo (ens Aen)
= @) - Y (en ACe,)n

3
Il
—

= oz, Ax)p +ay —tr(AC),

aufgrund der Diagonalgestalt von C'. Die Spur von AC ist endlich, da
0<> (e, ACey) e < ||A]| DA < 0
n=1 n=1

ist, da C' € (2®,¢? ist. Somit ist g wohldefiniert und nicht-negativ, wenn
tr(AC) < ay ist. Wir kénnen jetzt die einzelnen Elemente unseres Zinsstruk-
turmodells explizit als Funktionen von X angeben.

Als erstes ergibt sich nach Gleichung (10.5) als state-price density

o X K AX e
t f(XO> <X07AX0>52 +’)/
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Fiir die spot rate r erhalten wir nach Gleichung (10.6):

- 9(X4)
f(X4)
a (X, AXy)pp + ay —tr (AC)
(Xi, AXy) e +y
tr (AC)
(X, AXp)pp +7

tr (AC)
Y

Da (X;, AXy) . > 0 ist, liegt  immer im Intervall [a —
tr (AC)

, oz), ist also fiir

o >

strikt positiv und beschrénkt.

Als néchstes berechnen wir die Preise von Zero-Coupon-Bonds. Es ist nach Glei-
chung (10.7)

o~ olT=1) Ep[f(X7) | F]
f(X)

o—a(r—t BP[(X1, AX7)po | Fe) + 7
<Xta AXt)EQ + Y

Fiir die bedingte Erwartung gilt, da das Inkrement X, — X; unabhéngig von F;

By (T) =

und zentriertist:
Ep[(X7, AX7)p | Ft] = Ep[(Xs + Xr — Xp, A(X; + X7 — Xy)) e | Fi
= (X4, AXy) e + (X, Ep[A(Xr — X))]) o + (Ep[X7 — Xi], AX}) 0
+Ep[(X7 — Xy, A(Xr — X4)) 2]
(X, AX) e+ (T — 1) te(AC).

Somit erhalten wir

o(—t) ( Xty AXi) o + (T = 1) tr(AC) + v

B.,(T) =¢e"
t() ‘ <Xt>AXt>z2+7

Die forward rates f;(T') sind dann durch

0

—By(T)

RT) = =gty B(T) = T
tr(AC)

= o —

(Xt, AXy) e + (T —t) tr(AC) +
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gegeben. Wie fiir die short rate gilt auch fiir die forward rates

-2,

fi(T) €

fiir alle t < T. Als Bestéatigung dafiir, dafl unsere Berechnungen richtig waren,
erhalten wir, wenn wir in der Darstellung von f,(T') t = T setzen, wieder die
bereits frither berechnete Form von r;.

Unser Modell hat einen Schonheitsfehler: Die Brownsche Bewegung X geht in
samtliche Formeln nur iiber den eindimensionalen ProzeB (X;, AX;),. (t > 0)
ein. Daher ist unser Modell, trotz seiner unendlichdimensionalen stochastischen
Basis, nur ein Ein-Faktor-Modell, angetrieben von einem quadratisch-gauflschen
ProzeB3. Trotzdem ist dieses Modell ein moglicher Ausgangspunkt fiir Erweiterun-
gen. Zum einen kann man weitere Faktoren in das Modell einfithren, indem man
additiv zusétzliche quadratische Terme mit von A verschiedenen Operatoren in
f einfithrt. Zum anderen kann man weitere Modelle mit abgeinderten A und -~y
auf demselben Wahrscheinlichkeitsraum betrachten und so ein Modell mit vie-
len parallelen Wihrungen untersuchen. Im néchsten Abschnitt konstruieren wir
jedoch ein Modell, das die stochastische Basis X komplett nutzt.

10.3 Zweites Beispiel: Summe exponentieller
Funktionale

Wir betrachten wieder die £2-wertige Brownsche Bewegung X wie im vorherge-
henden Abschnitt.

Um ein Modell zu bekommen, das den Prozefl X wirklich als unendlichdimensio-
nalen Prozefl involviert, betrachten wir als zweiten Ansatz fiir f die Gestalt

flz) =3 Bpemme (10.9)
n=1
mit Koeffizienten 3, > 0 und 7,, fiir die die Bedingungen
sup |ya| < oo, Zﬁn<oo
n n=1

erfiillt seien. Da fiir x € ¢? insbesondere z,, — 0 fiir n — oo gilt, sind die
Terme e *» beschréankt. Damit konvergiert die Reihe, da die Koeffizienten (3,
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summierbar sind, und f ist wohldefiniert. Da jede Koordinate von x in f nur in
jeweils einen Summanden eingeht und die Summanden glatte Funktionen sind,
ist f eine zweimal partiell differenzierbare Funktion auf ¢? mit

0
&;f(x) = 571 Tn e en
und o
a?(x) = Buryp el

Damit erhalten wir fiir g nach Gleichung (10.4) und (10.8):

6(@) = (0 — G) f)x) = i n (o= 3 2un2) o

Wahlt man also )
a > sup 5 A2, (10.10)

so ist g eine nicht-negative Funktion.

Mit dieser Wahl von f und g ergibt sich nach Gleichung (10.5) als state-price
density
e X7
) e
f(Xo) -

Z By, e X
n=1
Fiir die spot rate r erhalten wir dann
o 9(Xy)
T =
f(X3)
Zﬁn = 7)\71777, e
— n=1 2
> B,
n=1
> Budnp e X
= a-— n=1 ’

[e.e]
2 Z B, e™ XP
n=1
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wobei X[' die n-te Koordinate von X, ist. Wie im vorigen Beispiel ist o wieder
die (nicht erreichte) Obergrenze von 7, und unter der Bedingung (10.10) ist die
spot rate nicht negativ.

Wir kénnen auch wieder die Preise von Zero-Coupon-Bonds explizit ausrechnen.
Es ist nach Gleichung (10.7)

e_a(T_t) EP[f(XT) ’ft]

EP[Z ﬁn GW"X% :Ft‘|
— efa(Tft) n;l
> Buem X
n=1
B Ep | ¥F | F
_ e—a(T—t) n=1

Y

[e.9]
> Bue
n=1

denn die einzelnen Summanden sind positiv. Wir kénnen daher den Satz von der
monotonen Konvergenz (Beppo Levi) anwenden. Als néchstes nutzen wir wieder
aus, dafl das Inkrement Xr — X; unabhéngig von F; ist. Damit konnen wir die
bedingte Erwartung wie folgt weiter umformen:

Ep{ewnx%‘j:t} _ Ep{e%(xgurxgz—xtn) ]_—t}

— e XIEp [e% (X¥—Xf)}

XD o3 (1)

em Xi g A (1)
da X7 — X; nach Definition 2.4 normalverteilt mit Erwartungswert 0 und Varianz
An (T —t) ist. Setzen wir dieses Ergebnis in die Formel fiir den Bondpreis ein, so
erhalten wir .

Z B, e XP+3An2 (T—t)

Bt<T) _ efa(Tft) n=1

o0
> Buem
n=1

Wie man sieht, werden im Z#hler dieser Darstellung von By(T') zum Mischen der
log-normalverteilten Zufallsvariablen e’ X¢ fiir jede Restlaufzeit T — t verschie-
dene Gewichte (3, ez 7 (T=0) yerwendet. Daher 18t sich die Zinsstruktur hier
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nicht wie im vorhergehenden Beispiel durch endlich viele eindimensionale stocha-
stische Prozesse darstellen. In diesem Sinne haben wir es hier mit einem wirklich
unendlichdimensionalen Modell zu tun.

Aus den Bondpreisen kéonnen wir leicht die forward rates ableiten. Es ist

9 B(1)

_ oT
(1) = BT

i 1)\ B, 72 e XT3 A (T—0)
2 nM~Mn In

n=1

o0

1 2
2 :ﬁn eTn X{'+ 32075 (T—1)
n=1

(e e}
2y XP4+EN2 (Tt
Z)\nﬁn%ev P+ 5Anys (T-1)

n=1

o0
1 2
9 Z B,, €M X' T3 A (T—1)

n=1

= o —

Auch hier erhélt man im Spezialfall 7' = ¢ wieder die Formel fiir die spot rate r;.



Kapitel 11

Ausblick

Zum Abschlul dieser Arbeit wollen wir noch einige Fragestellungen, die an die
Ergebnisse dieser Arbeit ankniipfen, vorstellen und auf mégliche Erweiterungen
hinweisen. Wir gehen dabei in der Reihenfolge vor, in der die entsprechenden
Themen und Resultate in dieser Arbeit vorkommen.

In Kapitel 3 haben wir eine pfadweise Version der Itoformel fiir stetige Pfade in
separablen Hilbertraumen préasentiert. Dabei haben wir vorausgesetzt, dafl die
Funktion F', die auf den zugrundeliegenden Pfad X angewandt wird, zweimal
stetig differenzierbar ist. In [FPS95] stellen Follmer, Protter und Shiryaev eine
Erweiterung der eindimensionalen Itoformel fiir die Brownsche Bewegung vor, bei
der F' nur einmal differenzierbar mit lokal quadratisch integrierbarer Ableitung
f sein mufl. Der Kernpunkt ist dabei die Existenz der quadratischen Covariation
(X)), X], = lim > (f(Xe,,) = £(X) (X — X))

n—oo
tiEDn, ti <t

wobei (D,,), _, , _ eine asymptotisch dichte Folge von Partitionen des Einheitsin-
tervalls ist. Die Itoformel hat dann die Gestalt

F(X,) = +/f Vs + - S LX), X],

Der Limes in der Definition der quadratischen Covariation bezeichnet hier stocha-
stische Konvergenz. es handelt sich also nicht um eine pfadweise Version. Dieses
Resultat wird von Follmer und Protter in [FP00] fiir eine d-dimensionale Brown-
sche Bewegung verallgemeinert. Es liegt daher nahe, zu untersuchen, ob sich dieses
Ergebnis auch auf den unendlichdimensionalen Fall verallgemeinern lésst.

133
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In Abschnitt 4.4 haben wir die Clark-Formel fiir eine Brownsche Bewegung mit
Werten in einem separablen Hilbertraum bewiesen. Hier gibt es fiir den endlich-
dimensionalen Fall eine Erweiterung auf Diffusionen von Haussmann ([Hau78]).
Eine Version der Haussmann-Formel fiir eine unendlichdimensionale Bewegung
bzw. das Brownsche Blatt findet sich in [Blu86]. In [Oco84] leitet Ocone eine
Verallgemeinerung sowohl der Clark-Formel als auch der Haussmann-Formel her.
Dabei erweitert er mit Hilfe von Methoden des Malliavin-Kalkiils den Anwen-
dungsbereich beider Formeln von H-differenzierbaren Funktionalen (s. Definition
4.11) auf Funktionale, bei denen die H-Differenzierbarkeit nur noch in einem
schwachen Sinn gegeben ist. Es stellt sich daher die Frage, wieweit sich die Anfor-
derungen an das Funktional F' auch im unendlichdimensionalen Fall abschwéchen
lassen.

Bei der in Abschnitt 7.1 hergeleiteten Version des Optional Decomposition Theo-
rems fiir Semimartingale mit Werten in einem separablen Hilbertraum (Satz 7.5)
benotigten wir die Bedingung an die zugrundeliegende Filtrierung, dafl alle an
diese Filtrierung adaptierte Martingale stetige Pfade besitzen. Wie das Beispiel
in Abschnitt 4.1 zeigt, gibt es bei unendlichdimensionalen Semimartingalen im
allgemeinen keine optionale Zerlegung. Es bleibt daher zu untersuchen, was die
allgemeinste Klasse von Prozessen und/oder Filtrierungen ist, fiir die sich ein Op-
tional Decomposition Theorem beweisen ldsst. In dem erwihnten Beispiel gibt es
zwar keine Superhedging-Strategie, aber eine Folge von Strategien deren Werte
gegen den Wert des contingent claims konvergieren. Nur die Strategien selbst kon-
vergieren nicht. Man kénnte daher untersuchen, ob es zumindest immer eine Folge
von Strategien (der Form wie sie beim Optional Decomposition Theorem benutzt
werden, also mit Abzug von Geld aus dem Portfolio) gibt, deren Wertprozesse
gegen den Wertverlauf
V; = ess.sup Eg[C | Fi]
QeP

konvergieren. Dies wére eine asymptotische Form des Optional Decomposition
Theorem.

Eine Erweiterung des Optional Decomposition Theorems im unendlichdimensio-
nalen Fall auf allgemeinere Situationen ist auch fiir die Behandlung von Risikoma-
Ben und effizientem Hedging (Abschnitt 7.2) relevant, da die optimale Strategie
hier die Superhedging-Strategie einer Modifikation des betrachteten contingent
claims ist. Sie existiert also genau dann, wenn eine optionale Zerlegung des con-
tingent claims existiert. Hier konnte man auch noch eine groflere Klasse von Ri-
sikomaflen untersuchen, etwa allgemeine konvexe Risikomafle wie sie von Féllmer
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und Schied in [F'S02a] und Kapitel 4 von [FS02b] behandelt werden. Diese haben
im allgemeinen eine Darstellung der Form

p(X) = sup (Eq[—X] - a(Q))
QKP
mit einer “penalty function” «. Sofern die Losung des Problems “Minimiere fiir
einen contingent claim C' das Risiko p(Vy(z,£) — C) unter der Nebenbedingung

x < z¢” auch hier wie in Abschnitt 7.2 durch eine Superhedging-Strategie gegebn
ist, lassen sich endlichdimensionale Resultate direkt auf den unendlichdimensio-

nalen Fall iibertragen.

Bei Modellierungen der Zinsstruktur mit einer unendlichdimensionalen stocha-
stischen Basis ist es meistens nicht moglich den Wert von Derivaten und
Hedging-Strategien explizit auszurechnen. Zumindest fiir Derivate, deren Wert
eine stiickweise lineare Funktion der Basiswerte ist, ist das in Modellen mdoglich,
bei denen die forward rates unter dem Martingalmafl eine gauflsche Verteilung
besitzen. Auch in Modellen die nach dem Ansatz von Rodgers konstruiert sind
(siche Kapitel 10), in denen die Bondpreise eine explizite Darstellung besitzen,
sind die Preise von Derivaten im unendlichdimensionalen Modell meist nicht mehr
explizit herzuleiten. Dies liegt unter anderem daran, dafl Levelmengen wie etwa
{B¢(T') > c} hier eine sehr komplexe Struktur haben. Es bleibt damit das Pro-
blem, ein nicht-gaulsches Zinsstrukturmodell zu konstruieren, dafl zum einen ei-
ne undendlichdimensionale stochastische Basis besitzt und nicht auf endlich viele
Faktoren reduzierbar ist, zum anderen aber die explizite Bewertung von Derivaten
zulaft.
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Anhang A

Eigenschaften des in Kapitel 9
verwendeten Hilbertraums H

In diesem Anhang sind einige analytische Aussagen iiber Funktionale auf dem in
Kapitel 9 betrachteten Raum

H = {f [0,75] — IR, f absolutstetig mit / 2 dt < oo}

mit Skalarprodukt

(F.9hu = FO)90) + [ ()

zusammengestellt. Zunéchst bestimmen wir die Operatornormen der Auswer-
tungsabbildungen, die wir fiir spéitere Abschéitzungen bendtigen.

Lemma A.1 Die Auswertungsabbildungen
m: H — R
()
(fir t € [0,Ty]) sind stetige Linearformen auf H mit Operatornorm

||| = V1 +t.
Beweis: Fiir f € H ist

£6) = f(0) +/t

= 1—|—/ 1[01;]
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mit
he(s) :=1+sAt.

Daher ist m; eine stetige Linearform auf H mit

1
2

To
el =l = (1 [ toateras)” = vIFR

O

Wir vergleichen jetzt die Norm auf H mit der Supremumsnorm und leiten daraus
eine Abschétzung fiir die Operatornormen von Multiplikationsoperatoren ab.

Lemma A.2 i) Die Supremumsnorm ist schwéicher als die Hilbertraumnorm
auf H. Genauer gilt fir f € H

1 llee < 1+ To [1£1-

ii) Es gilt
1f9lly <VO+AT [fllg gl

Fiir f € H ist daher der Multiplikationsoperator

My: H — H
g = fg

eine stetige lineare Abbildung auf H mit

Ml < ao (|1l

ag = \/5 + 4T,

Beweis: Der erste Teil des Lemmas folgt aus

mit

[flloe = sup |m(f)] < sup |lml| [flly = sup vVI+t|flly=y1+Tollfllg,
t t€(0,Tp] t€[0,Tp)

€[0,7p
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mit Lemma A.1. Um den zweiten Teil zu beweisen, betrachten wir zu f,g € H
die Norm des Produktes. Es ist

£l = F07g 02+/T° (F9) (1)) d
= +1/ (fo+ ra)(0)” di

rora7 42 ([ G aora [ Gwanra)

F02 a0+ 2 (ol [ F2ars 1712 [ ato?ar)

< f(0)° g(0)* + 41 +To) llgll 1117

IN

IN

nach i). Hiermit und mit Lemma A.1 kénnen wir die Norm wie folgt abschétzen:

1F gl < (lmol® + 41+ To)) 111z Ngllr
= (5+47) |I£llz lgll7 -

Daran ldsst sich ablesen, dafl

M|l < /5 +4T0 [ fll

ist. Insbesondere ist M stetig.
O

Als néchstes zeigen wir die Fréchét-Differenzierbarkeit der in Kapitel 9 bei der
Konstruktion des Zinsstrukturmodells auftretenden Abbildungen

I, K —H

(K wie in Abschnitt 9.1)
TVt
Lf:= (Tl—>/ f(s)ds),
¢

EF-H—H
E(f):=¢l.

fir ¢ € [0, Tp], sowie
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Lemma A.3 I ist fir alle t € [0,Ty] eine stetige (und damit glatte) lineare
Abbildung von K nach H und aufSerdem ist

0
(557) = =10
E ist ebenfalls glatt und fir f € H st
DE(f) = Mg,

und
D*E(f) = Mgy M,

wobei M die (bilineare) Multiplikationsabbildung auf H ist. Fir g,go € H st
also

DQE(f)(gb 92) =ef g1 92.

D2E ist auflerdem gleichmifiig stetig auf beschrinkten Gebieten.

Beweis: Die Stetigkeit von I; folgt aus der Bedingung, dafl auf K

sup ||m]] < oo
te[0,To)

ist. Denn dann gilt:

/TO f(s)*ds

t

(To —t) sup f(5)2

sE[t,To)
< (To—1t) sup fmll 1f]lx-
s€[t,To]

e fll

IN

Die Aussage iiber die Zeitableitung von I; ergibt sich sofort aus der Definition
von I; und der Stetigkeit der Funktionen in K, da dann

f L)@ = BNV T) _ L ( [ rerds= [ 5ts) ds> = —1(s)

h—0 h h—0 h

ist.

Um die Ableitungen von E zu bestimmen, betrachten wir die Reihendarstellung



141

Sie konvergiert natiirlich punktweise, aber auch in der Norm, denn aus Lemma
A2, Teil ii) folgt durch Induktion iiber n:

1™l < ag ™" NI -

Daher gilt i
0o k 00 k—1
3 J]; <y %k"'f“H noc g (A1)
k=n """ llg k=n .
Fir f,h € H, h # 0 ergibt sich daher
|BG + 1) = B() = Migy b, e (" =1 =),
17l 1 i
|’[L; |z
< Ol |12,

-1
< ao || 3 (o [1Rll)"

was fiir ||h||; — 0 gegen Null konvergiert. Damit ist Mgy die Ableitung von £
in f. Analog ergibt sich die zweite Ableitung. Fiir n = 0 liefert die Ungleichung
(A.1) die Abschitzung

1
7]l = - expao 1711a)-
Damit ist nach Lemma A.2

[[Mes || < exp(ao [ f]l5)

und analog ergibt sich
[ Mes || < exp(ao || f] )

Fiir die Norm der zweiten Ableitung ergibt sich daraus

|D°E(f +h) = D*E(| = [[Mes Mory M|
M| (12| 0]

<
< exp(ao [[fllg) explao [[hllz) [ M]]

Da f in diese Abschitzung nur iiber seine Norm eingeht, ist D?E gleichmiiBig
stetig auf beschriankten Mengen.
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