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Kapitel 1

Einleitung

In dieser Arbeit entwickeln und untersuchen wir ein numerisches Schema fiir die eindi-
mensionale Wellengleichung mit Hysterese auf dem Raum-Zeit-Gebiet (0,1) x (0,7T)

putt(x’ t) - O-z(x’ t) = g(x’ t) )
o(z,t) = Hus(z,-)](),
wobei u die Verschiebung, ¢ die Spannung, € := u, die Verzerrung und H ein Hystere-
se-Operator ist. Die Massendichte p wird im folgenden gleich 1 gesetzt. Diese Gleichung
ist ein Modell fiir die Longitudinal- oder Torsionsschwingungen eines homogenen Stabes
unter dem Einflufl einer uniaxialen dufleren Kraftdichte g, wobei wir ein elastoplastisches
Materialgesetz annehmen. Das Materialgesetz beschreibt die Spannungs-Verzerrungs-
Beziehung in dem betrachteten Festkorper. Ist diese Beziehung elastisch und der Korper
homogen, dann ist die Spannung am Ort z zur Zeit ¢t durch

U(x’t) = f(s(m’t))

mit einer geeigneten Funktion f gegeben.

o

€

Abbildung 1.1: elastische Spannungs-
Verzerrungs-Beziehung

Dieser einfache Zusammenhang entféllt, falls die Spannungs-Verzerrungs-Beziehung pla-
stische Anteile enthdlt. Dem Wert der Verzerrung e(z,t) 148t sich nicht mehr in ein-
deutiger Weise ein Spannungswert o(z,t) zuordnen, sondern die Beziehung hingt von

1



2 KAPITEL 1. EINLEITUNG

der sogenannten ,Materialgeschichte” ab. Belastungs- und Entlastungskurve sind nicht
langer identisch, wie Abbildung 1.2 zeigt. Dies nennt man Hysterese.

o

/

Abbildung 1.2: elastoplastische Spannungs-
Verzerrungs-Beziehung

Diese rein phdnomenologische Unterscheidung des Materialverhaltens 148t sich durch
unterschiedliche Vorgidnge im Kristallgitter erkldren. Im elastischen Fall kommt es bei
Belastung nur zu einer relativen Verschiebung der Atome, wobei die urspriingliche Git-
terstruktur erhalten bleibt. Die aufgewandte Energie bleibt im System gespeichert und
wird bei Entlastung wieder frei. Im plastischen Fall kommt es zu Versetzungen im Kri-
stallgitter, die bei der Belastung aufgewandte Energie wird dissipiert. Nach der Entla-
stung ist der Gegenstand verformt. Ausfiihrliche Darstellungen zu physikalischen und
mathematischen Modellen von Plastizitét finden sich in [LC90| und [Mau92|.

In unserem Ansatz werden nicht die Ursache-Wirkungs-Zusammenhénge auf der Mikro-
ebene modelliert, sondern wir sehen das System als Black-Box an und betrachten die
Reaktionen des Festkorpers auf der Makroebene, die durch die Vorgénge auf der Mikro-
ebene verursacht werden.

Neben der moglichen Interpretation der Wellengleichung als Newtonsche Bewegungsglei-
chung im Rahmen der Mechanik, kann die Gleichung in die eindimensionalen Maxwell-
gleichungen fiir ein ferromagnetisches Medium transformiert werden, falls der Operator
H invertierbar ist (vgl. [K96, S. 110]).

Ein klassischer Zugang zur mathematischen Modellierung von Elastoplastizitdt baut
auf der Theorie der Variationsungleichungen auf (vgl. [DL72], [Alb98]). Die zugehori-
ge Spannungs-Verzerrungs-Beziehung kann dabei auch durch eine Abbildung, einen so-
genannten Hysterese-Operator, formuliert werden (vgl. [K89]). Erstmals wurde dieser
Ansatz von Krasnosel’skii und seinen Mitarbeitern verfolgt (vgl. [KDEZLP70|, [KP89]).
Die Untersuchung der Eigenschaften von Hysterese-Operatoren ist Gegenstand aktuel-
ler Forschung (vgl. [V84], [BV89], [K90], [May91], [BK98], [DKT99]). Diese Erkenntnisse
konnen zur Analyse von Problemen der Elastoplastizitit bzw. allgemeiner von Problemen
mit Hysterese-Nichtlinearitdten genutzt werden. Visintin untersuchte gekoppelte Systeme
von parabolischen Gleichungen mit Hysterese-Operatoren (vgl. [V84], [V87], [V94]). Seine
Methoden stellen eine Erweiterung der Ideen und Techniken dar, die aus der allgemeinen
Theorie von quasilinearen, parabolischen Gleichungen stammen. Von Krej¢i stammt ei-



ne Theorie fiir hyperbolische Gleichungen mit Hysterese-Operatoren (vgl. [K86], [K96]).
Dabei werden spezifische Eigenschaften von Hysterese-Operatoren ausgenutzt, aus denen
sich eine Energieabschitzung héherer Ordnung gewinnen 148t. Wegen der oben beschrie-
benen Energiedissipation ist die Entwicklung von temperaturabhéngigen Modellen von
Interesse. Die Arbeiten [KS97] und [KS98| stellen einen Einstieg in diese Thematik dar.

Bisher existieren erst wenige Ergebnisse zur Numerik von Hysterese-Operatoren. In
[VV85| und [VV89] werden numerische Approximationen mit Hilfe von Riickwértsdif-
ferenzen in der Zeit und einem Finite-Element-Ansatz im Ort fiir ein gekoppeltes Sy-
stem aus einer parabolischen Gleichung und einem Hysterese-Operator betrachtet. In
[VV85] wird dabei der eindimensionale Fall fiir zwei einfache Beispiele von Hysterese-
Operatoren betrachtet. In [VV89] wird das Problem fiir beliebige Raumdimensionen
behandelt, wobei der kompliziertere Preisach-Operator benutzt wird. Fiir diesen wird
ein Approximationsverfahren konstruiert. Auch [Hue91| beschéftigt sich mit der Ana-
lyse des Preisach-Operators und der Entwicklung eines Approximationsverfahrens, zu
welchem Fehlerabschétzungen hergeleitet werden. Auflerdem werden Aussagen zur Exi-
stenz und Eindeutigkeit von Lésungen von gewOhnlichen Differentialgleichungssystemen
mit Preisach-Operator getroffen und numerische Verfahren mit quadratischer Konver-
genzordnung vorgestellt. In [Zan93] wird die eindimensionale Maxwellgleichung mit Hy-
sterese betrachtet, das Lax-Friedrichs-Verfahren zur numerischen Losung vorgeschlagen
und in einem numerischen Experiment getestet. In [Hei93] wird die numerische Behand-
lung von Vektor-Hysterese-Operatoren am Beispiel von speziellen, mehrdimensionalen
Prandtl-Ishlinskii-Operatoren untersucht. Es werden einige Beispiele plastischer Verfor-
mung berechnet. Dazu wird das zweidimensionale, quasistatische Problem —dive = g
durch ein Differenzenverfahren approximiert.

In dieser Arbeit wird ein konvergentes numerisches Verfahren fiir die eindimensionale
Wellengleichung mit Hysterese-Operator fiir verschiedene Arten von Randbedingungen
vorgestellt. Diese Arbeit gliedert sich in zwei Teile. Im ersten Teil werden Hysterese-
Operatoren allgemein eingefiihrt und eine spezielle Klasse von Hysterese-Operatoren, die
Prandtl-Ishlinskii-Operatoren, ndher untersucht. Wir bestimmen ihre Gedachtnisstruk-
tur und geben einen Algorithmus an, wie sich eine Input-Folge von diskreten Verzerrungs-
werten auf eine zur Erhaltung des Gedédchtnisses minimale Folge reduzieren 1a8t. Der
Algorithmus kann zur Implementierung des Operators genutzt werden. Wir stellen zwei
verschiedene Anséitze zur Approximation von Prandtl-Ishlinskii-Operatoren vor. Wir fiih-
ren aus, wie sich diese approximierenden Operatoren implementieren lassen und leiten
lineare Fehlerabschdtzungen her. Unter einer Zusatzannahme erhalten wir eine quadrati-
sche Fehlerabschétzung. Zusétzlich geben wir an, wie sich der Prandtl-Ishlinskii-Operator
im konkreten Anwendungsfall aus Materialdaten identifizieren 148t. Der zweite Teil be-
schaftigt sich mit der Kopplung einer bestimmten Klasse von Hysterese-Operatoren mit
der eindimensionalen Wellengleichung. Zur numerischen L&sung des Problems benut-
zen wir ein implizites Differenzenverfahren mit Gedéchtnis. Das vorgestellte numerische
Verfahren wurde dabei im Hinblick auf die Klasse der Prandtl-Ishlinskii-Operatoren ent-
wickelt. Wir haben unseren Ansatz fiir allgemeine Hysterese-Operatoren gestaltet, um
die konkreten Eigenschaften der Operatoren, die wir in den Beweisen nutzen, klar her-
auszuarbeiten. Wir diskutieren, wie das vorgestellte Verfahren auf die Prandtl-Ishlinskii-
Operatoren angewendet werden kann. Wir benutzen die klassische Methode mittels A-
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priori-Abschitzungen, Kompaktheitsschliissen, Monotonieargumenten und Grenziiber-
gang die Konvergenz des Verfahrens zu beweisen. Dazu iibertragen wir die in [K96|
und [BS96] fiir semidiskrete Approximationen entwickelten Ideen auf unser volldiskretes
Schema.

Im einzelnen ist diese Arbeit folgendermaflen aufgebaut:

Im Kapitel 1 fiihren wir in die Theorie der Hysterese-Operatoren ein. Im Kapitel 2
stellen wir das betrachtete Problem aus der Kopplung der Wellengleichung mit einem
Hysterese-Operator sowie das entwickelte numerische Schema vor. Die fiir die nachfolgen-
den Beweise bendtigten Voraussetzungen an die Hysterese-Operatoren werden genannt
und Beispiele konstruiert, die diese Voraussetzungen erfiillen. Im Kapitel 3 wird der
Beweis zur Existenz und Eindeutigkeit der Lésung des numerischen Schemas gefiihrt.
Basierend auf den im Kapitel 4 hergeleiteten Abschdtzungen, fithren wir im Kapitel 5
mit Hilfe von Kompaktheitsschliissen und einem an die Monotonie-Methode von Minty
und Browder angelehnten Argument den Grenziibergang durch. Wir beweisen die Wohl-
gestelltheit des Problems und leiten eine Fehlerabschitzung der Ordnung 1/2 her. Im
Kapitel 6 finden sich die numerischen Resultate zu einem Beispielproblem, von dem auch
die exakte Losung bestimmt wird. Eine Zusammenstellung der Grundlagen findet sich
im Anhang A.



Kapitel 2

Hysterese-Operatoren

Der Grundstein fiir eine systematische Theorie der Hysterese-Operatoren wurde in den
siebziger Jahren von Krasnosel’skii und seinen Mitarbeitern gelegt. Diese Theorie, insbe-
sondere die Kopplung von Hysterese-Operatoren mit partiellen Differentialgleichungen,
wurde von Visintin fiir parabolische Probleme und von Krej¢i fiir hyperbolische Probleme
weiterentwickelt. Zusammenfassende Darstellungen finden sich in [KP89], [V94], [K96],
[BS96] und ein anwendungsorientierter Zugang in [May91].

Hysterese-Operatoren dienen zur Modellierung von Hysterese-Phédnomenen, wie sie zum
Beispiel im Ferromagnetismus und in der Elastoplastizitdt aber auch in zahlreichen an-
deren Bereichen auftreten. In unserem Zusammenhang dienen Hysterese-Operatoren zur
Modellierung des elastoplastischen Anteils des konstitutiven Materialgesetzes.

Dieses Kapitel gliedert sich folgendermaflen: Im Abschnitt 2.1 findet sich eine Definition
des Begriffs ,Hysterese-Operator und anderer grundlegender Begriffe, sowie eine Cha-
rakterisierung des lokalen Verhaltens von Hysterese-Operatoren. In den Abschnitten 2.2
und 2.3 finden sich Beispiele fiir Hysterese-Operatoren, die wir in dieser Arbeit niher
untersuchen wollen. Aus ihnen lassen sich Operatoren konstruieren, die die Vorausset-
zungen fiir die Existenz-, Eindeutigkeits- und Konvergenzaussagen sowie die Fehlerab-
schiatzung im zweiten Teil dieser Arbeit erfiillen. Da wir ein numerisches Schema fiir ein
gekoppeltes System aus einem Hysterese-Operator und der eindimensionalen Wellenglei-
chung entwickeln wollen, fiihren wir im Abschnitt 2.4 zeitdiskrete Hysterese-Operatoren
ein, so dafl die grundlegenden Eigenschaften der Hysterese-Operatoren in einer diskreten
Form erhalten bleiben. Im Abschnitt 2.5 untersuchen wir, wie sich eine konkrete Klas-
se von diskreten Hysterese-Operatoren auswerten 1a3t. Diese Untersuchungen koénnen
als Grundlage zur numerischen Implementierung dienen. Dazu werden approximieren-
de Operatoren betrachtet. Im Abschnitt 2.6 werden die approximierenden Operatoren
untersucht und insbesondere Fehlerabschitzungen hergeleitet. Das Kapitel schliefit im
Abschnitt 2.7 mit einer Definition von ortsabhéngigen Hysterese-Operatoren und einer
Regularitdtsaussage, auf die wir im zweiten Teil dieser Arbeit zurilickgreifen werden.
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2.1 Grundlegende Definitionen und Eigenschaften

In dieser Arbeit bezeichnet T" > 0 den rechten Randpunkt des betrachteten, endlichen
Zeitintervalls. Hysterese-Operatoren bilden Zeitfunktionen in Zeitfunktionen ab, wobei
die Output-Funktion zum Zeitpunkt ¢ € [0,7] von der Input-Funktion im Zeitintervall
[0, t] abhéngt und die Output-Funktion invariant unter Zeitskaleninderungen bleibt. Zu-
sdtzlich kann die Abbildung von einem Parameter y abhédngig sein. Dieses motiviert die
folgende Definition.

Definition 2.1.1 Sei Abb(0,T) die Menge der Abbildungen vom Intervall [0, 7] nach R.
Seien X C Abb(0,T), (X, || - ||x) ein Banachraum, (Y, d) ein metrischer Raum und #H
eine Abbildung, H:Y x X — X.

(i) H heifit ratenunabhingig, wenn fiir jedes v € X und fiir jede nicht fallende,
stetige und surjektive Funktion a : [0,7] — [0, 7] mit uo @ € X gilt

Hly;u o al(t) = H|y;u](a(t)) firalley €Y.

(ii) H heifit Volterra-Operator, wenn die folgende Implikation fiir jedes ¢ € [0, T
gilt:

u,v € X, u(t)=v(t) firallete]0,t
—  Hy;u](t) = H[y;v](t) fiiralley €Y.

(iii) # heifit Hysterese-Operator, wenn H ratenunabhingig und Volterra-Operator
ist.
Ist zusatzlich Y = 0, also # : X — X, dann heifit # Hysterese-Operator mit
gedachtnisfreiem Anfangswert.

Der Parameter y € Y heifit Anfangswert der inneren Variablen.

Bemerkung 2.1.2 Die Definition 2.1.1 148t sich auf Banachrdume X C Abb(0,T; R"™)
fiir beliebiges n € N verallgemeinern, wobei Abb(0,T;R") die Menge der Abbildungen
vom Intervall [0,7] nach R* bezeichne. Da wir uns in dieser Arbeit ausschlielich mit
eindimensionalen Hysterese-Operatoren beschaftigen, haben wir uns in der Definition
auf den Fall n = 1 beschréankt.

Beispiel 2.1.3 Fiir jede Lipschitz-stetige Funktion f : R — R und jedes p € [1, 00] ist
der Superpositions-Operator S : L?(0,7) — L*(0,T), S[u](t) := f(u(t)) ein Hysterese-
Operator.

Bemerkung 2.1.4 Das vorangehende Beispiel zeigt, dafl zu den Hysterese-Operatoren
auch Operatoren zdhlen, mit denen keine ,echten Hysteresephdnomene modelliert wer-
den konnen. In den Abschnitten 2.2 und 2.3 werden wir die Stop- und die Prandtl-
Ishlinskii-Operatoren einfiihren. Dies sind Beispiele fiir Hysterese-Operatoren, die keine
Superpositions-Operatoren sind. Es sind die Operatoren, die uns vor allem interessieren,
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da mit ihnen ratenunabhéngige Hysteresephdnomene modelliert werden koénnen. In der
Natur finden sich auch ratenabhéngige Hysteresephdnomene. Diese kénnen nicht durch
Hysterese-Operatoren modelliert werden.

Das nun folgende Lemma 2.1.5 zeigt, daf3 sich jeder Hysterese-Operator mit gedachtnis-
freiem Anfangswert, dessen Definitionsbereich eine Teilmenge der stetigen Funktionen
ist, in den Monotonie-Intervallen der Input-Funktion wie ein Superpositions-Operator
verhédlt. Dort kann er also durch eine Funktion beschrieben werden.

Auf X fiihren wir eine Aquivalenzrelation ein, indem wir definieren:

Es existieren nicht fallende, stetige und surjektive Funktionen,
u~v <= die Zeittransformationen oy, as : [0,7] — [0,7], so daB
voar=uoay € X.

Wegen der Ratenunabhéngigkeit von # gilt fiir zwei Funktionen u, v aus derselben
Aquivalenzklasse fiir alle ¢t € [0, T']

(U(Tl)7H[U](7_1)) - (U(TZ)aﬂ[u](TZ)) mit voa; =uo Qo, T; = ai(t), 1=1,2.
Insbesondere stimmen die Spuren |y| := {(u(¢), H[u](¢)) : t € [0,T]} der Kurven
v:[0,T] — R, ¢+ (u(t), H[u](t)),

fiir alle Funktionen u derselben Aquivalenzklasse iiberein. Es unterscheidet sich nur die
Parametrisierung der Zeit, mit der sie durchlaufen werden. Wenn wir wissen, wie ein
ratenunabhéngiger Operator auf einen moglichst einfachen Reprisentanten jeder Aqui-
valenzklasse wirkt, ist er vollstdndig definiert.

Eine stetige, stiickweise monotone Funktion u ist zum Beispiel nach [BS96, Lemma 4.2.4]
zu genau all den stetigen Funktionen dquivalent, die iiber dieselbe endliche Folge von
lokalen Extremwerten (ey, ..., ey) verfiigen. Dabei ist die Folge der lokalen Extremwerte

(€0,...,en) = (u(ty),...,u(ty))

eindeutig definiert durch die Bedingungen

e 0=tiy<th<...<ty=T
e u monoton in (¢;_1,%),i=1,...,N,

e Falls N > 2 ist, gilt: (u(tiv1) — u(t;))(u(t;) — u(t; 1)) <0 firi=1,...,N — 1.

Eine stetige, stiickweise affine Funktion, die iiber dieselbe endliche Folge (eq, ..., ex) von
lokalen Extremwerten verfiigt, wiire also ein geeigneter Reprisentant dieser Aquivalenz-
klasse in C([0,T]). Im folgenden Lemma verstehen wir unter einer (streng) monotonen
Funktion, eine (streng) monoton wachsende oder eine (streng) monoton fallende Funk-
tion.
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Lemma 2.1.5 Seien v € X C C([0,T]), H : X — X ratenunabhdngig, v streng mono-
tonin I := [t1,t3] C [0,T] und W := v(I) C R. Dann existiert eine Funktion g : W — R,
so daf fir alle Funktionen v € X mit

o(t) =v(t) n[0,T]\ (t1,t2) und ¥ monoton in I
gilt
H[o](t) = g(0(t)) fir allet € 1.
Beweis:
Es existiert die Umkehrfunktion (v|;)™" : W — I von v|;. (v];)”" ist stetig, streng
monoton und surjektiv. Wegen der Voraussetzungen an @ ist 9(I) = v(I) = W. Wir

definieren die nicht fallende, stetige und surjektive Funktion « : [0, 7] — [0, 7] durch

t, fallst € [0, tl] U [tg, T] ,

O~ (o5 0l 0ot

a ist stetig und monoton. Da a(t;) = t;, fiir i = 1,2, gilt, folgt daraus die Surjektivitat
und die wachsende Monotonie von a.
Es ist a(I) = I und v o o = ¢. Wir definieren:

‘{W — R,
T lw = AH ()™ (@) -

Dann gilt wegen der Ratenunabhéngigkeit von H fiir alle ¢ € I

H[5](t) = Hv e al(t) = H[v](a(t) = g(v(a(t)) = g((v e a)(t)) = g(0(t)) -

0

Fiir Hysterese-Operatoren, deren Definitionsbereich die stiickweise affinen Funktionen
enthédlt, ergibt sich die Funktion g aus Lemma 2.1.5 als die Einschriankung des im fol-
genden definierten Begriffes ,Zweig“ des Hysterese-Operators H auf das Intervall WW.

Definition 2.1.6 Seien W*(0,7) C X C C([0,7]) und H : Y x X — X ein Hysterese-
Operator. Fiir 0 < ¢; < T und v € W'(0,¢,) definieren wir fiir jedes z € R eine
Funktion v, € W1(0,T) durch

o v(t), fallst <t
v (t) = { u(t) + E(z = v(ty)), fallsty <t < T (2.1)
Die Funktion ®,, : R — R sei fiir y € Y definiert durch
Dy (2) := Hy; v:)(T) . (2.2)

®,, heifit Zweig des Hysterese-Operators H zur Vergangenheit v und zum
Anfangswert y.
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Fiir Hysterese-Operatoren mit gedichtnisfreiem Anfangswert definieren wir den Zweig
des Hysterese-Operators H zur Vergangenheit v durch

R —» R,
q)”:{ z = Hv|(T). (2:3)

Ist t; = 0, so heif}t der Zweig ®, gedachtnisfrei.

Héngt ®,,, bzw. ®, nur von (v(t1), H[v](t1)) ab, so sagen wir, der Hysterese-Operator #
hat ein lokales Gedichtnis. Andernfalls sagen wir, der Hysterese-Operator H hat ein
nichtlokales Gedachtnis.

Bemerkung 2.1.7 Fiir den in Beispiel 2.1.3 genannten Superpositions-Operator gilt
fiir jedes v € L?(0,T)

®,(z) = f(z) firallez e R

2.2 Der Stop-Operator

In diesem Abschnitt bezeichnet der Punkt {iber einem Funktionssymbol die Ableitung
dieser Funktion nach der Zeit ¢.

Der im folgenden definierte eindimensionale Stop-Operator ist das einfachste Beispiel
fiir einen Hysterese-Operator, wie er in unserem Kontext Verwendung findet. Der Beweis
einer Verallgemeinerung des folgenden Satzes findet sich fiir geddchtnisfreie Anfangswerte
in [K91, Prop. 2.2] und in allgemeiner Form in [K96, Th. 1.1.9].

Satz 2.2.1 Seienr > 0 und T > 0. Zu jedem ¢° € [—r,r] und e € WH(0,T) definiert
die Variationsungleichung (2.5) in Verbindung mit (2.4), (2.6) eine eindeutige Funktion
o, € WH(0,T):

o.(t) € [-r,r] fir allet € [0,T],
(¢ —o.)(or— &) >0 firalles e [—r,r] fd. in(0,7),

0,(0) = o?.

[—r, 7] x WHL(0,T) — WL(0,T)

(0%e) — o ist definiert als der

Der Stop-Operator s, : {

zugehorige Losungsoperator.
r heifit Flielgrenze.
Ist 0° := sign(e(0)) min{r, |€(0)|} mit

(2.7)

. { 1, fallsz >0,
sign(z) :=

-1, fallsz <0,

dann heifit s, Stop-Operator mit gedachtnisfreiem Anfangswert. In diesem Fall
hdingt der Stop-Operator nur von € ab. Zur Vereinfachung halten wir die Bezeichnung
bei und schreiben s,[e| statt 5,[0°;€].
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Bemerkung 2.2.2 Der Stop-Operator dient als Basiselement zur Modellierung von Ela-
stoplastizitdt und entspricht genau dem sogenannten ,Prandtl’schen Modell der perfekten
Elastoplastizitdt®. Im hier betrachteten eindimensionalen Fall konnen mit ihm irreversible
Beziehungen zwischen der skalaren Verzerrung € und der skalaren Spannung o, model-
liert werden. Die Fliegrenze r ist derjenige Spannungswert, bei dem der Ubergang vom
linear-elastischen zum perfekt-plastischen Materialverhalten stattfindet.

Oy

Y

A

Abbildung 2.1: Input-Output-Verhalten des Stop-Operators s,

Ubersteigt die Verzerrungsfunktion e bei gedichtnisfreiem Anfangswert die FlieBgrenze
r, also den Schwellwert zum plastischen Bereich, dann ist die Entlastungskurve nicht
mit der Belastungskurve identisch. Bei Erreichen des spannungsfreien Zustandes o, = 0
bleibt eine Restverzerrung € > 0 zuriick.

Bemerkung 2.2.3 Materialgesetze, wie sie zum Beispiel durch den Stop-Operator ge-
geben sind, lassen sich auch mit sogenannten rheologischen Modellen beschreiben. Rheo-
logische Modelle dienen zur Veranschaulichung und zur Konstruktion von Materialge-
setzen. Das rheologische Modell des Stop-Operators ist die serielle Kombination ei-
nes Feder-Elementes mit Federkonstante 1 (elastisches Element) mit einem trockene-
Reibungselement (starr-plastisches-Element). Mit diesem Modell kann Material beschrie-
ben werden, bei dem die Flielgrenze r fest und nicht von der Materialgeschichte abhén-
gig ist. Fiir eine detaillierte Darstellung dieser Zusammenhéange sei auf [LC90, Sect. 3.3],
[V94, Chap. II] und [K96, Sect. I.1] verwiesen.

Bemerkung 2.2.4 Fiir stiickweise monotone Input-Funktionen ¢ ergibt sich direkt aus
den Bedingungen (2.4) - (2.6), daf§ sich die Output-Funktion s,[0?; €] in jedem Monotonie-
Intervall [to,%1] C [0,7] explizit durch den folgenden Ausdruck bestimmen 1&8t:

min{r, 5,[00; €](ty) + e(t) — e(to)}, t € [to, 1],
falls € nicht fallend in [to, ¢1],
se[07;€](t) =
max{—r,s,[0%;€](to) +e(t) —e(to)}, t € [to,t1], (2.8)
falls & nicht wachsend in [to, 1],

= max{—r, min{r, s,[0°; €](to) + e(t) — e(to)}} .
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R — R,

r +— max{—r,min{r,s.[0%¢](ty) + T —e(to)}}

nach der Zweig des Stop-Operators s, zur Vergangenheit €|, und zum Anfangswert
0

o,.

Der Stop-Operator s,, 7 > 0, hat also im Sinne von Definition 2.1.6 ein lokales Gedécht-

nis.

Die Funktion <I>E|[0 w2 - { ist dem-

Mit Hilfe von (2.8) 148t sich auflerdem zeigen, dafl der Stop-Operator s, nicht Gateaux-
differenzierbar und damit auch nicht Fréchet-differenzierbar ist. Damit stehen uns die
klassischen analytischen Werkzeuge, wie der Satz iiber implizite Funktionen oder die
Kettenregel (vgl. [Zei86, Chap. 4]), nicht zur Verfiigung.

Im néchsten Abschnitt werden die analytischen Eigenschaften des Stop-Operators vor-
gestellt, auf die wir statt dessen zuriickgreifen konnen.

2.2.1 Analytische Eigenschaften des Stop-Operators

Fiir e € C([0,T7) sei im folgenden ||g||oo := Sup;epo ) [€(¢)] gesetzt. In diesem Abschnitt
bezeichnet r eine positive, reelle Zahl.

Lemma 2.2.5 Fiir jedes r > 0 ist der Operator s, ungerade. Fiir jedes e € W11(0,T)
gilt also

s.|—¢| = —s,.[g].
Bewelis:

Sei 0, := s,[¢]. Nach der Definition des Stop-Operators erfiillt o, die Bedingung (2.4)
und das Paar (g, 0,) die Variationsungleichung

(¢ —6.)(0,+6) >0 firalleg e |[—r,r] fi. in (0,7).

Also erfiillt auch —o, die Bedingung (2.4) und das Paar (—¢, —o,) die Variationsunglei-
chung

(= — (=) (=0p = 5) = (¢ — )07 +5) > 0
fir alle 6 € [-r,r] fi.in (0,7),

und es ist —o,.(0) = sign(—¢(0)) min{r, |¢(0)|}. Also ist —o, = s,[—¢]. O

Der Beweis der folgenden Proposition findet sich zum Beispiel in [BS96] und [K96].

Proposition 2.2.6

(i) Fiir jedes e € WH(0,T), o, := s,[¢|, erfillt der Stop-Operator mit gedichitnisfrei-
em Anfangswert die Energie-Ungleichung

o.(t) ((t) — 6,(t)) > 0 fuai. in (0,T) (2.9)
und st lokal monoton im folgenden Sinne:

0 < (6,(t)* = é(t)o.(t) foi. in (0,T). (2.10)
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ii) Fiir beliebige €1, 0 € WH(0,T) und of := s.[g],i = 1,2, gilt eine weitere
g r g

Monotoniebedingung:
ld . 2\2 . . 1 2 .o
5730 = o) (1) < (&1 —E)(t)(oy — o7)(8) fi in (0,T), (2.11)

sowie die Abschdtzungen

T

/0 63(8) — G2()]dt < |e1(0) — ex(0)] + 2 / E(t) - &0)d,  (212)

lot(t) — o2(t)| < 2 max |ey(7) — ex(7)|, fiir allet € [0,T]. (2.13)

0<7<t

o7 (8) — o7(t)] < lex(0) — e2(0)] + /0 e1() — &a(r)|dr
fir alle t € [0,T).

(2.14)

Bemerkung 2.2.7 Interpretieren wir den Stop-Operator als ein Materialgesetz, wobei
der Stop-Operator jeder Verzerrungsfunktion € eine Spannungsfunktion o, zuordnet, und
nehmen wir Fle| := £ (s, [])? als die zugehorige freie Energiedichte an, dann sichert die
Ungleichung (2.9) die thermodynamische Konsistenz dieses Modells, also die Vereinbar-
keit mit dem 1. und 2. Hauptsatz der Thermodynamik (vgl. Abschnitt 5.2.8, [BS96,
Sect. 2.5 und Sect. 4.1] und [K96, Sect. I.1]). Deshalb wird die Ungleichung (2.9) als
Energie-Ungleichung bezeichnet.

Bemerkung 2.2.8 Da der Raum W'(0,7T) dicht im Banachraum (C([0,T1]), ]| - ||oo)
liegt, besitzt der nach Abschétzung (2.13) Lipschitz-stetige Stop-Operator s, : W(0,T)
— C([0,T1]) eine eindeutige Lipschitz-stetige Fortsetzung auf C([0, T]). Die Abschitzung
(2.13) bleibt fiir beliebige Funktionen e, 5 € C([0,T]) giiltig (vgl. [Alt92, U 2.3]).

Aus der Beschreibung des Stop-Operators in (2.8) folgt unmittelbar, dafl der Stop-
Operator s,, r > 0, fiir stiickweise monotone Input-Funktionen v € W(0, T') die Bedin-
gungen (i), (ii) aus Definition 2.1.1 der Hysterese-Operatoren erfiillt. Da die Menge der
stiickweise monotonen Funktionen aus W11(0,T) dicht in C([0,T]),]| - ||co) liegt, liefert
Abschitzung (2.13), dafl der auf C([0, T']) fortgesetzte Stop-Operator ein ratenunabhéin-
giger Volterra-Operator und damit ein Hysterese-Operator ist.

Lemma 2.2.9 (stetige Abhiingigkeit des Stop-Operators von der Fliefigrenze)
Fir alle ¢, r > 0 und € € C([0,T)) gilt

|(srle] — sqle])(t)| < |r—gq| fir allet €[0,T]. (2.15)

Beweis:
Aus [BS96, Th. 2.3.2] bzw. [K96, Cor. I1.2.2] ergibt sich fiir den Play-Operator p, mit
gedachtnisfreiem Anfangswert, p,[e] := € — s, [¢|(¢), fiir jedes e € C([0,T]) und 0 < g < r

[pr[e](2) — pglel(t)] < r—q firallet €[0,7].

Daraus folgt direkt die Abschétzung (2.15). O
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Bemerkung 2.2.10 Der Stop-Operator ist nicht monoton im L2-Sinn, d. h.

A (srlea] — s, [e1]) (1) (2 — &) (t)dlt

wechselt in Abhingigkeit von €1, 5 das Vorzeichen.
Beispiel 2.2.11 Fiir r > 0 definieren wir die Funktionen

e (t) =0 firallet e [0,T],
3r —at, falls0<t<2%,
Ez(t) = a
T, falls 22 <t < T,
e3(t) =t firallet € [0,7T].

e . r
fiir ein a > ST ,

Eine einfache Rechnung liefert
A (rle] — srlea]) (6) (€2 — 1) (B)dt < 0,
/0 (s.les] — sr[e1]) (¢) (3 —e1) (t)dt > 0.

Allerdings ist der Stop-Operator auf dem Raum W*(0,T) lokal monoton im Sinne von
Ungleichung (2.10). Im folgenden Lemma findet sich eine diskrete Version der lokalen
Monotonie fiir beliebige stetige Funktionen.

Lemma 2.2.12 Flir jedes T > 0 und jede Funktion e € C([0,T]), die im Intervall [t1, 2],
0 <t <ty <T, monoton ist, ist der Stop-Operator im folgenden Sinne diskret lokal
monoton:

(sr[e](t2) — srle](t1)) (e(f2) —e(t1)) = 0.

Beweis:
Die Aussage folgt sofort aus (2.8).
Fir e(t2) > e(t1) gilt

s,[e](t2) — sr[e](t1) = min{r, s,[e](t1) + e(t2) — e(t1)} — sr[e](ta)
> s;[e](t1) — s,[e](t1) = 0.
Fir e(t2) < (1) gilt
s,[e](t2) — sr[e](tr) = max{—r, s, [e](t1) + e(t2) — &(t1)} — sv[e](ta)
< s,[e](t1) — s,[e] (1) = 0.
Dies liefert die Behauptung. O

Aus der fiir Input-Funktionen aus W'(0,T) giiltigen Energie-Ungleichung (2.9) 148t
sich die folgende diskrete Energie-Ungleichung des Stop-Operators fiir beliebige stetige
Input-Funktionen gewinnen.
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Korollar 2.2.13 (diskrete Energie-Ungleichung Stop-Operator) Fir jedesr > 0
und jede Funktion € € C([0,T)), die im Intervall [t1,ts], 0 < t; < to < T, monoton ist,
gilt die folgende Ungleichung mit o, := s,[e]:

% (07(t2) — 07(t1)) < op(t2) (e(t2) — e(ta)) - (2.16)

Beweis:
1. Fall: g(t1) # e(t2).
Die Funktion € : [0, 7] — R sei definiert durch

&(t) == { e(ty) + F (e(ta) —e(tr)) , fallst € (ty,15)

e(t), fallste [O,T]\(,tl,tg) :

€ ist streng monoton in (¢;,%s) und é| (t1,t2) € W1, L2).
Sei 6, := s, [€]. Es ist 6,|(t,4,) € W''(t1,12). Nach Lemma 2.1.5 gilt

G.(t) = o,(t) und G, (ts) = oy (L) .

Wir nutzen die lokale Monotonie des Stop-Operators, die sich direkt aus der Beziehung
(2.10) ergibt.

Ist € monoton wachsend (fallend) in (¢1,¢2), dann ist es auch &,. Insbesondere gilt also
in beiden Fillen 6. (t)£&(t) < 6, (tZ)di ( ) fiir fast alle ¢t € (¢1,t2). Zusammen mit der
Energie-Ungleichung (2.9) folgt

% (02(t2) — 02 (t1)) = % (67(t2) — 67(t1)) = %/tl? <2A2> (t) dt

= /: o, (t) (%m) (t) dt (<) /t: . (t) (%é) (t)dt

< 0r(t) (6(t2) — €(t1)) = 0, (t2) (e(t2) — &(t1)) -
2. Fall: E(tl) = (2)
Dann ist € = £(¢;) in [t1,s]. Also ist auch o, = 0,.(¢1) in [t1,%2] und die Ungleichung
(2.16) ist erfiillt. O

2.3 Der Prandtl-Ishlinskii-Operator

Im Gegensatz zum Stop-Operator, der iiber ein lokales Gedédchtnis im Sinne von Defini-
tion 2.1.6 verfiigt, besitzt der im folgenden definierte Hysterese-Operator ein nichtlokales
Gedéichtnis.

Definition 2.3.1 Zu ¢ € C([0,7]) und ¢ € [0,T] definieren wir die Gedédchtnisfunk-
tion v; zum Zeitpunkt ¢ durch

) Ry — R,
%'{ ro— slel(t). (2.17)

Wir nennen die so definierte Gedachtnisfunktion auch Gedachtnisfunktion mit ge-
dachtnisfreiem Anfangswert.
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Lemma 2.3.2 Die Geddchinisfunktion y; zu einer Funktion ¢ € C([0,T]) ist fir jedes
t € [0,T) Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante 1 und beschrankt.

Beweis:
Die Lipschitz-Stetigkeit der Gedachtnisfunktion folgt direkt aus Lemma 2.2.9. Danach
gilt fiir jedes e € C([0,T]) und ¢ € [0,T] fiir r, ¢ > 0

[ve(r) = vi(9)| = [sr[e](t) — s[e] ()] < | — gl

Fiir e = 0 ist s,[¢] = 0. Aus Abschétzung (2.13) und Bemerkung 2.2.8 folgt damit fiir
jedes e € C([0,TY)

max |s.[e](t)] < 2 max |e(t)| fir aller >0.
0<t<T 0<t<T
Da jede stetige Funktion ¢ auf dem Kompaktum [0, 7] beschrankt bleibt, sind die Funk-
tionen 4, t € [0, T, gleichméBig beschriankt. Es gilt also

< i .
max ()] < 20121%)% le(t)| fiir alle t € [0,T]

0

Definition 2.3.3 Sei v : [0,00) — R monoton wachsend und beschrinkt. Dann de-
finieren wir den Prandtl-Ishlinskii-Operator mit gedédchtnisfreiem Anfangswert P,
P :C([0,T]) — Abb(0,T), durch das uneigentliche Riemann-Stieltjes-Integral

Plel(t) := /000 s.[e](t)dv(r) == lim s.[e](t)dv(r) fiir alle e € C(]0,T]). (2.18)

R— o0 0

v nennen wir Verteilungsfunktion.

Bemerkung 2.3.4 Es ist v € BV(0,00). Die Gedachtnisfunktion v, v(r) = s.[¢](t),
ist nach Lemma 2.3.2 fiir jedes ¢ € C([0,7]) und ¢t € [0,7] stetig und beschrankt.
Also existiert das Riemann-Stieltjes-Integral von =y, iiber jedes kompakte Intervall [0, c|,
¢ > 0, beziiglich v. Sei f(s) := [; 7(r)dv(r). Aus der Monotonie und Beschrianktheit von
v sowie der Beschrianktheit von ~; folgt, dafl zu jedem ¢ > 0 eine Konstante C existieren
muf , so dafl |f(R) — f(Q)| < e fiir beliebige R > @ > C ist. Das Cauchy-Kriterium
sichert die Existenz des obigen, uneigentlichen Riemann-Stieltjes-Integrals (vgl. [W91,
6.12.b]). Ferner gilt fiir jedes ¢t € [0, T]

[Ple)®)] < maxy(r)][[v]|avo,00)

Bemerkung 2.3.5 Nach Definition 2.3.3 ist jeder Prandtl-Ishlinskii-Operator eine ge-
wichtete Uberlagerung von Stop-Operatoren mit gedichtnisfreien Anfangswerten. Da
die Stop-Operatoren s,, r > 0, ratenunabhédngige Volterra-Operatoren sind, gilt dies
auch fiir die Prandtl-Ishlinskii-Operatoren. In Lemma 2.3.11 werden wir sehen, daf} jeder
Prandtl-Ishlinskii-Operator den Banachraum (C([0,77]), || - ||o) in sich abbildet. Setzen
wir Y := (), dann geniigt jeder Prandtl-Ishlinskii-Operator der Definition 2.1.1 und ist
damit ein Hysterese-Operator mit geddchtnisfreiem Anfangswert.
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Bemerkung 2.3.6 Das rheologische Modell von Prandtl-Ishlinskii-Operatoren ist eine
gewichtete Parallelschaltung von moglicherweise iiberabzéhlbar vielen Stop-Operatoren
zu verschiedenen Flieflgrenzen. Mit Hilfe dieser Operatoren lassen sich viele physikalisch
relevante Hysterese-Erscheinungen beschreiben; so konnen innere Schleifen und Verfesti-
gung modelliert werden, also das Verhalten von nicht perfekt-plastischen Materialien, bei
denen sich die Lage der Plastizitatsgrenze in Abhingigkeit von der Materialgeschichte
dndert. Die von Prandtl-Ishlinskii-Operatoren generierten Schleifen geniigen den soge-
nannten ,Madelung’schen Regeln“. Letztere sind experimentell gewonnene Aussagen iiber
die Verzweigung von Hysterese-Schleifen und den Verlauf innerer Schleifen, die in [BS96,
S. 27| nédher diskutiert werden.

Bemerkung 2.3.7 Fiir monoton wachsende und beschrinkte Funktionen v : [0,00) —
R existiert der Grenzwert lim, ., v(r), den wir folgendermafien bezeichnen:

v(oc0) := TIH& v(r).

Wir nennen nunmehr zwei wichtige Klassen von Beispielen fiir Prandtl-Ishlinskii-Opera-
toren. Dazu definieren wir:

Definition 2.3.8 Die Funktion

0, fallsT <0
H(r):=¢ "’ asr==
1, fallsr >0,

heiit Heaviside-Funktion .

Beispiele 2.3.9

(i) Zu v(r) := H(r —7), H die Heaviside-Funktion, ist
Plel) = [ alelantr) = elele).

(ii) Ist ¢ : [0,00) — [0, 00) uneigentlich Riemann-integrierbar, und ist v(r) := for ©(p)dp,
dann gilt fiir den Prandtl-Ishlinskii-Operator zu v

PlE](t) = / " s El()du(r) = / " s E()e(r)dr.

Bemerkung 2.3.10 In [BS96, Def. 2.4.4] findet sich eine andere Definition von Prandtl-
Ishlinskii-Operatoren. Dort wird das Integral in Gleichung (2.18) als Lebesgue-Integral
aufgefaflt, wobei v als ein reguldres, c—endliches Borel-Maf} auf R., vorausgesetzt wird.
Zur Definition der Begriffe verweisen wir auf [BS96, Sect. 1.1].

Fiir monoton wachsende Funktionen v € W'1(0,00) 148t sich das Riemann-Stieltjes-
Integral in (2.18) fiir jedes ¢ € C([0,7]) und ¢ € [0,7] mit einem Lebesgue-Integral
identifizieren (vgl. [K96, Lem. V.1.25]). Es gilt dann

/0 " e e (Ddv(r) = /0 " 6 e]()/ (r)dr
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Ist v € WH1(0, 00) monoton wachsend, dann 148t sich die zu a, b € R, a < b, definierte
Funktion

i ((a, B]) = / v (r)dr = v(b) — v(a)

eindeutig zu einem reguldren, o-endlichen Borel-Maf} auf R., fortsetzen und es gilt

/0 " e [0 (r)dr = /0 " 6 [](8) dpo

Fiir Verteilungsfunktionen v € W1'1(0,00), die monoton wachsend, und damit auch
beschrankt sind, 148t sich also die von uns gewédhlte Definition der Prandtl-Ishlinskii-
Operatoren auf die Definition 2.4.4 in [BS96| zuriickfiihren.

In den beiden folgenden Abbildungen ist das Input-Output-Verhalten eines Prandtl-
Ishlinskii-Operators skizziert:

15 -

10 |

210

-15

! ! ! ! ! ! ! !
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 t

Abbildung 2.2: Input-Funktion ¢

Lemma 2.3.11 Sei P der durch eine monoton wachsende und beschrankte Funktion
v:[0,00) — R definierte Prandtl-Ishlinskii-Operator.

(i) Dann gilt fir e, e2 € C([0,T]) und jedes t € [0,T]
[Pler](t) — Plea](t)] < 2 (v(00) — v(0)) max ey () — e2(7)] (2.19)

P ist also ein Lipschitz-stetiger Operator von (C([0,T1]),] - ||le) in sich.

(ii) Fir jede Funktion v € C([0,t]), 0 <t < T, ist der Zweig ®, des Prandtl-Ishlinskii-
Operators P zur Vergangenheit v im Intervall [v(t),o0) konkav und im Intervall
(—o0, v(t)] konvez.
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0-60

40 |

20 -

20
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60 1 1 1 1
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Abbildung 2.3: ¢ = Ple| mit Verteilungsfunktion

{r, falls r € [0, 10],
v(r) =
10, sonst.

(i) Es gilt P(WHL(0,T)) € WH(0,T) und Ple] =0 fiir e = 0.
(iv) Fiir jedes e € WH(0,T) gilt fiir fast alle t € (0,T)
(Plel), () ex(t) = 0,

d. h. P ist lokal monoton.

Beweis:

zu (i):

Wegen der Monotonie und Beschranktheit von v, der Abschitzung (2.13) und der Be-
merkung 2.2.8 gilt

|Pleal(t) = Plea](t)] =

/0 (sl (8) — solea) (6)dur)
< / s a](8) — 2] (8)|du(r)

< 2 max |(e; — &)(T |/ dv(r

0<r<t

= 2((v(00) — v(0)) max [(e1 — &2)(7)].

0<r<t

Dies liefert die Abschatzung (2.19).
Zu t; € [0,T] definieren wir die Funktion

(r) e(r), falls0<7<t,
el(7) :=
' e(ty), fallst; <7<T.
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Wegen der Abschitzung (2.19), und da P ein ratenunabhéngiger Volterra-Operator ist,

[Ple](t2) — Plel(ta)] = [Plel(t2) — Plea](t2)] < 2(v(00) — 1(0)) max |(e —e1)(t)]
= 2(v(o0) — v(0)) max |e(t) —e(t1)].

t1<t<t2

Also ist o := Ple] € C([0,T]).

zu (ii):

Da in diesem Beweis die Zweige verschiedener Hysterese-Operatoren auftauchen, bezeich-
nen wir den Zweig des Stop-Operators s, zur Vergangenheit v in diesem Beweis mit ®;".
Sei y # z. Nach der Definition 2.1.6 gilt mit den dort definierten Funktionen v,, v,

®,(y) — @u(2) _ Pl,)(T) = Plua)(T) _ [y (:[vy)(T) — 8¢ [va](T)) di(r)
R y—* (2.20)

y—< )

_ /oo (I)qs;r (y) — (I)zs;T (m) dV(T) )

y—x
Nach der Bemerkung 2.2.4 gilt fiir jedes » > 0

8

o7 (2) = max{—r, min{s,[v](t) + z — v(¢)}}.

Der Zweig ®;~ des Stop-Operators s,, r > 0, zur Vergangenheit v ist also im Intervall
[v(t), c0) konkav und im Intervall (—oo,v(t)] konvex. Fiir jedes r > 0 gilt also nach der
Definition A.0.8, falls v(t) <z <y < z oder z <y < z < v(t) ist,

B () - B (o) BY() - B ()
y—T - Z—x '

Nach Lemma 2.3.2 ist die Funktion f : (0,00) = R, f(r) := (}’S’T(y;:;pir @ — ST[”y](T;:Z”[”z](T)
stetig und beschrankt.

Nach der Bemerkung 2.3.4 ist f beziiglich der monoton wachsenden und beschrénkten
Verteilungsfunktion v Riemann-Stieltjes-integrierbar.

Im folgenden Teil des Beweises sei v(t) < z <y < zoder z < y < z < v(t). Da v
monoton wachsend ist, liefern die Definition A.0.4 des Riemann-Stieltjes-Integrals und
die Ungleichung (2.21)

/oo (I)f)r (y) _ (I)f;r (117) dl/(?") > /oo (I)f;r (Z) B (I)f)r ($) dV(T‘) )

y—c Z2—x

Daraus und aus der Gleichung (2.20) folgt

y—T B zZ—

Also gilt

o,(y) > y- m(bv(z) + <1 _y- x) ®,(z), fallsv(t) <z <y<zist,
Z2—x
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und

y—-<r y—< .
P, (y) < d, 1- ®,(z), fallsz<y<az <w(t)ist.
(y)_z—x (z)+< z_$> (z) alls z <y <z <w(t) is
Nach der Definition A.0.8 ist ®, also im Intervall [v(t), c0) konkav und im Intervall
(—o0, v(t)] konvex.

zu (741):

Wir nutzen, daf8 die Funktionen aus dem Sobolev-Raum W'!(0,T) genau die absolut
stetigen Funktionen sind (vgl. [Bre73, App. 2]).

Sei jetzt e € W1(0,T) und damit absolut stetig. Zu jedem ¢ > 0 gibt es also ein § > 0,
so daB fiir jede endliche Familie {(a;,b;) : j € {1,...,m}} von disjunkten Teilintervallen
von [0, 7] mit

f;(bj—aj) <d gilt Z|s —e(ay)| <.
]g;airii(eren wi)r <t Z_] rln(axa] st,), £t5 |Z(lts)o—g§t(aj)| = max,; < <, [€(T) — £(a;)|}, dann ist
]f;w(bj) ~ ola)] = Emj 1Plel(bs) — Plel(ay)
< 2(v(o0) ~ 10)) ]ml max [e(0) - elay)

= 2(v Z|€ ) —e(a;)| < 2(r(o0) — v(0))e.

Also ist auch o absolut stetig auf [0, 7] und damit aus W41(0, T').

Ist e = 0, dann ist s,.[e] = o, = 0 fiir jedes r > 0, da das Paar (g,0,) die Bedin-
gungen (2.4)-(2.6) mit gedéchtnisfreiem Anfangswert o0 erfiillt. Also ist auch P[e](t) =
[.7 s,[e](t)dv(r) = 0 fiir jedes t € [0, T).

zu (v):

Die Aussage folgt sofort aus der lokalen Monotonie des Stop-Operators gemafl Abschét-
zung (2.10) aus Proposition 2.2.6 und der Monotonie der Verteilungsfunktion v. U
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2.4 Der zeitdiskrete Hysterese-Operator

Definition 2.4.1 Sei V' eine Menge. S(V) sei definiert als die Menge der endlichen
Folgen auf der Menge V.

S(V) :={(vy,v1,...,on) : NENy, v, €V,0<i< N} (2.22)

Die Anzahl der Folgenglieder einer endlichen Folge heifit Lange der endlichen Folge.
Sei k € Ny. Si(V) sei die Menge der endlichen Folgen mit einer Lidnge von mindestens
k+1:

Sp(V) :={(vo,v1,...,on) € S(V): N > k}. (2.23)

Notation: Sind v, w € S(R), v = (vy,...,vn), w = (wy, ..., wy) fir N, M € Ny, dann
bezeichnet (v, w) wieder eine endliche Folge:

(v,w) := (v,wy, ..., wur) := (Vo, -, Un,Wo, -, Wnr) -
Das Symbol () bezeichnet die leere Folge. Ist v = () und w wie oben, dann ist
(v,w) := (v, wy, ..., wy) := (W, ..., wy) =w.

Definition 2.4.2 7 sei die Projektion einer endlichen Folge auf ihre letzte Komponente:

. sSV) = V,
7r.{ (v0, (2.24)

..,’UN) = Un.

7 sei die Projektion einer endlichen Folge mit einer Lénge von mindestens k£ + 1 auf die
(k + 1)-te Komponente:

m“'{ (vo,-.-,UN) — V. (2.25)

Definition 2.4.3 Sei (g,...,en) € S(R) fir ein N € Ny. Fir N > 0 sei ¢; := L,

0<i< N.Fir N>0und 0 < i< N —1 definieren wir die Funktion ¢ : [0,7] — R
durch

e(t) = ei+ ot —ti)(eiy1 —&i) fiirt € [ti, tia),

Fir N = 0 setzen wir ty :=ty :=1T.
e heifit stetige, stiickweise affine Interpolierende von (gy,...,en).
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Definition 2.4.4 Seien (Y, d) ein metrischer Raum und H : Y x C([0,T]) — C([0,T))
ein Hysterese-Operator. Zu jedem (g, ...,en) € S(R), N € Ny, bezeichne € : [0,7] — R
die zugehorige stetige, stiickweise affine Interpolierende.

Dann ist der diskrete Hysterese-Operator 7 zu H definiert durch

S(R),

(Hy; €] (to), - ., Hly; €] (tn)) - (2.26)

~ { Y x S(R) —
H:

(y) (607"'7EN)) =
Ist # ein Hysterese-Operator mit gedéchtnisfreiem Anfangswert, H : C([0,T]) — C([0,T1),
dann heifit H definiert durch

7. S(R) — S(R),
H{ ((EO""7EN)) = (H[E](tO)a"'7H[E](tN))7

diskreter Hysterese-Operator mit gedachtnisfreiem Anfangswert.

Die Abbildung

Y x S(R) — R,

(y; (g0, ---,en)) — Hy;el(T), (2.27)

7:[f =mOo 7:[ : {
die einem Parameterwert und einer endlichen Folge den Output-Wert, der durch den

diskreten Hysterese-Operator zum Endzeitpunkt 7" = ¢ty erzeugt wird, zuordnet, heifit
Endauswertung des diskreten Hysterese-Operators.

Entsprechend definieren wir fiir diskrete Hysterese-Operatoren H mit gedéchtnisfrei-
em Anfangswert die Endauswertung des diskreten Hysterese-Operators mit ge-
dachtnisfreiem Anfangswert als die Abbildung

~ ~ S(R) — R
Hye:= H: ’
f=me { ((€0,---,en)) = HIENT).
Bemerkung 2.4.5 (i) Die Bezeichnung #; wurde in Anlehnung an die Notation in
[BS96] fiir ,final value mapping“ gewéahlt.

(ii) Entsprechend der Definition 2.4.4 bezeichnet 5, den diskreten Stop-Operator und
P den diskreten Prandtl-Ishlinskii-Operator.

Definition 2.4.6 Seien ¢ € S(R) U( und y € Y. Dann heift die Funktion ®., : R — R
definiert durch

ey (2) = Hy(y; (e, 2)) (2.28)

Zweig des diskreten Hysterese-Operators 7/ zur diskreten Vergangenheit ¢
und zum Anfangswert y. Fiir diskrete Hysterese-Operatoren mit gedéchtnisfreiem
Anfangswert definieren wir entsprechend fiir alle z € R

o, (z) == Hs((e, 2)). (2.29)
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Lemma 2.4.7 Sei H ein diskreter Hysterese-Operator. Dann ist H ein diskreter Volterra-
Operator, d. h. fir alle (ug,...,un), (vo,...,vn) € S(R) und y € Y gilt

u; =v; fur allei € {0,...,k} fireink <N
= g O?‘Z(y, ('Ll,o,. .. )U’N)) = Tk Oﬂ(y) (U07' .. )UN)) . (230)

Beweis:

1. Fall: Fiir N = 0 ist nichts zu zeigen.

2. Fall: Seien N > 0, u; = v; fir alle i € {0,...,k} firein k < N, t; := k% und u bzw.
v die stetigen, stiickweise affinen Interpolierenden von (uy, ..., uy) bzw. (vg,...,vy). Es
gilt also

uo,6] = V0,14

Sei H der zugehorige Hysterese-Operator. Da H nach Definition ein Volterra-Operator
ist, gilt fiir jedes y € Y

Hly; u](te) = Hly; v](t),
und damit
m o H(y; (uo, - - -, un)) = Hly; ul(te) = Hly; v](te) = m 0 H(y; (vo, - - -, vw))-

Dies liefert die Aussage des Lemmas. O

Bei einer konkreten numerischen Rechnung ist es wichtig die Komplexitidt des Gedéacht-
nisses zu reduzieren. Im allgemeinen Fall, fiir jeden ratenunabhingigen Operator, haben
wir die folgende Moglichkeit.

Lemma 2.4.8 Sei 7 der diskrete Hysterese-Operator zum Hysterese-Operator H.

(i) Sei k > 0. Dann gilt

7o H(y; (ug, ..., Uk, ug)) =70 7:l(y; (o, -y Ug))-

(ii) Seik > 2. Fir ug o <ugp 1 < ug oder ug o > up_1 > uy gilt

mo H(y; (uo, ..., ux)) = 7o H(y; (wo, - .., Ug_2,Ug)).

Die Abbildung

S(R) — S(R),
(woy ..., Uk 2,ux), fallsk>2 und (up 2 < up 1 < uy
oder ug_o > ug_1 > Ug) ,
, falls k> 1 und up_1 = uy,
, sonst,

(UO) vy Uk—1
(uo, - - -, ug

~— —

heifst Monotonie-Reduktion.
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Beweis:
Beide Aussagen folgen aus der Ratenunabhéngigkeit von Hysterese-Operatoren fiir ge-
eignet gewihlte Zeittransformationen a.

zu (i):
Sei u die stetige, stiickweise affine Interpolierende von (u, ..., u).
Sei @ die stetige, stiickweise affine Interpolierende von (uy, . .., ug, ug).

Seien t; := i1 fiir 0 <4 < kund 7 := izl5 fir 0 < i < k+1. Sei a : [0,7] — [0, 7]
definiert durch

T —T;

a(t) =1t; + (tipz1—t;) firT € [n,71), ©=0,...,k—1,

Ti+1 — Ti
a(r) =ty =T firTen,T].

« ist damit eine stetige, surjektive und nicht fallende Funktion.
Fiir jedes ¢ € {0,...,k + 1} gilt

a(r;) = (uo a)(r).

Fiir jedes ¢ € {0, ...,k}ist uoa|[, -, affin, da es sich um eine Hintereinanderausfiihrung
von affinen Funktionen handelt. Da auch 4|, ,,.,j fiir i = 0,...,k affin ist und an den
Stiitzstellen 7;, ¢ =0, ...,k + 1, mit u o a iibereinstimmt, muf} gelten

U=1uoa.

Sei H der zugehorige Hysterese-Operator. Wegen der Ratenunabhéngigkeit von H gilt

™o H(y; (uo, - - -, uk, ur)) = H[y; @|(T) = Hy; u o o|(T') = Hly; u](a(T))
= H[y; u)(T) {

[
o H(y; (uo, - - ., ur)) -

zu (ii):

1. Fall: Sei ug 2 = ug_; oder ug 1 = ug. Dann liefert Lemma 2.4.8 (i) in Verbindung mit
Lemma 2.4.7 die Aussage von (7).

2. Fall: Seien ug o < ug_1 < ug oder ug_o > up_1 > ug und v die stetige, stiickweise affine
Interpolierende von (uy, . . ., ur_2, ux) sowie u die stetige, stiickweise affine Interpolierende
von (ug, ..., Ug), ti:i%,z’:Q...,k—l und T7; ::z'%,z'zo,...,k.

Sei o : [0,T] — [0, T] definiert durch

T —T;

a(r) =ti+ ———(tiya — ;) flir 7 € [1i,7541), 1=0,...,k =3,
Ti+1 — Ti
T — Tk 2 ,~
o(r) =tpo + £2 (t =ty 2) flirT€|n 2 m1),
Tk—1 — Tk—2
ar) =i+ — (T —§) fir T € [r_1,T],
T — T

wobei t € [ty_o, T] durch

> Ug—1 — Up—2
t:=1 o+ 7(T — tk,z)
U — Up—2
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definiert sei. a ist damit eine stetige, surjektive und nicht fallende Funktion.
Es gilt

uw(r) =u; =v(t;)) = (woa)(rn), i=0,....,k—2,

U1 — Uk—
u(Tk—1) = U1 = U2 + M(uk — Ug_2)
U — Ug—2
Def.t t~—t _ V|[t, o, T]afin  ~
= o(tya) + Ty . tk () —v(te2) =T v(@) = (voa) (1),
—tlg 2

w(T) =ur, =v(T) = (voa)T).
Wie im Beweis von (i) folgt
u=voa.

Wegen der Ratenunabhéngigkeit des zugehorigen Hysterese-Operators H gilt

7o H(y; (wo, - -, ur)) = Hy; u](T) = H[y; v o of(T) = H[y; v](a(T))
= H[y; v](T) = 7o H(y; (uo, - . ., ur—2, ux)) -

2.5 Die Auswertung des Prandtl-Ishlinskii-Operators

In diesem Abschnitt soll gezeigt werden, wie die Auswertung des diskreten Prandtl-
Ishlinskii-Operators zu einer gegebenen Verteilungsfunktion v beziiglich der endlichen
Input-Folge (eo, . . .,ex) erfolgt. Dazu wird zunéchst eine diskrete Version von Definition
2.3.1 eingefiihrt.

Definition 2.5.1 Zu (ey,...,cx) € S(R) definieren wir die diskrete Ged&chtnisfunk-
tion 4, durch

~ R>0 — R,
L ro— 5 ((e0 .- 5e1) -

Bemerkung 2.5.2 Wir sagen auch, da8 (g, ..., &) die Geddchtnisfunktion 7, erzeugt.
Ist £ die stetige, stiickweise affine Interpolierende von (ey, ..., &) nach Definition 2.4.3,
dann ist s.[€](T) = & ¢((eo,.-.,€x)) fir jedes r > 0. Also ist die in Definition 2.3.1
eingefiihrte Gedachtnisfunktion vz = 4.

Zur Auswertung des diskreten Prandtl-Ishlinskii-Operators beziiglich einer gegebenen
endlichen Input-Folge (go,...,cx) bestimmen wir im Abschnitt 2.5.1 die diskrete Ge-
dachtnisfunktion 7 beziehungsweise die dort definierte Folge der wesentlichen Extre-
ma von (g,...,¢ex), die 4 eindeutig festlegt. Im Abschnitt 2.5.2 wird gezeigt, wie die
Verteilungsfunktion v aus gemessenen Materialdaten bestimmt werden kann, falls der
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Prandtl-Ishlinskii-Operator zur Beschreibung von Materialverhalten in der Elastoplasti-
zitat verwendet werden soll. Das Bild der Input-Folge (eg, . .., ex) beziiglich des Prandtl-
Ishlinskii-Operators 148t sich dann mit Hilfe der Materialdaten und der Folge der we-
sentlichen Extrema zu (ep,...,ex) bestimmen. Im Abschnitt 2.5.3 werden verschiedene
Ansétze vorgestellt, wie sich die Berechnung des Bildes durch eine Approximation der
Verteilungsfunktion realisieren 148t. Im Abschnitt 2.6 werden obere Schranken fiir die
dabei entstehenden Fehler hergeleitet.

2.5.1 Berechnung der Gedachtnisfunktion

Nach der Definition der diskreten Gedéchtnisfunktion 44 miissen zu ihrer Berechnung die
Bilder der Input-Folge (eq,...,ex) beziiglich der Endauswertungen der diskreten Stop-
Operatoren s, 7, r > 0, bestimmt werden. Nach der Definition der Stop-Operatoren in
Satz 2.2.1 sind dazu unendlich viele Variationsungleichungen zu 16sen. Die Eigenschaften
der Familie der Stop-Operatoren erlauben aber einen anderen Zugang, der es moglich
macht, die diskrete Gedachtnisfunktion ohne Riickgriff auf die Variationsungleichungen
zu bestimmen. Wir haben bereits im letzten Abschnitt in Lemma 2.4.8 gesehen, dafl
die endliche Input-Folge ¢ := (eg,...,&x) und die durch Anwendung der Monotonie-
Reduktion auf € erhaltene endliche Folge R;(e) beziiglich der Endauswertung eines dis-
kreten Hysterese-Operators dasselbe Bild liefern. In diesem Abschnitt werden wir weitere
Reduktionen, die fiir die Familie der diskreten Stop-Operatoren gelten, kennenlernen. Der
Ansatz, die Input-Folge durch Anwendung von Reduktionsregeln so weit wie moglich zu
verkiirzen, wobei das Bild beziiglich der Endauswertung eines Hysterese-Operators er-
halten bleibt, findet sich bereits in [BS96, Sect. 2.6 und 2.7]. In Lemma 2.5.4 wird sich
herausstellen, daf3 die diskreten Stop-Operatoren, und damit auch die Prandtl-Ishlinskii-
Operatoren, innere Schleifen vergessen, wie es die in [BS96, S. 27] ndher erlduterten
,Madelung’schen Regeln“ postulieren. In Lemma 2.5.5 werden wir zeigen, da} Anfangs-
werte von betragsgrofleren Werten iiberschrieben werden. Daher ist zur Bestimmung der
diskreten Gedéchtnisfunktion 4 zur endlichen Folge € = (ey,...,¢&x) nur eine Teilfolge
der Folge ¢, die Folge der wesentlichen Extrema von €, die wir in Definition 2.5.6 ein-
fiihren werden, notwendig. In Proposition 2.5.12 wird die diskrete Gedéchtnisfunktion
in Abhéngigkeit von der Folge der wesentlichen Extrema von e explizit angegeben. In
Bemerkung 2.5.13 werden wir eine diskretisierte Gedédchtnisfunktion einfiihren, welche
sich einfacher berechnen 148t als die oben eingefiihrte diskrete Gedéchtnisfunktion.

Im folgenden bezeichnen m, m, die Projektions-Operatoren aus der Definition 2.4.2. In
diesem Abschnitt bezeichnet k eine Zahl aus IN; und n eine natiirliche Zahl.

Da die Stop-Operatoren iiber ein lokales Gedéchtnis verfiigen, ist der Zweig des Stop-
Operators zur Vergangenheit v, v : [0,¢] — R, fiir ein ¢ > 0, und zum Anfangs-
wert ol allein durch (v(t),s.[0Y;v](t)) festgelegt. Die diskreten Stop-Operatoren wer-
den mit Hilfe der stetigen, stiickweise affinen Interpolierenden einer endlichen Input-
Folge (eo,...,ex) auf die (kontinuierlichen) Stop-Operatoren zuriickgefiihrt. Deshalb
kann 7 o &, (¢2; (g, - - .,€ex)) durch sukzessive Bestimmung und Auswertung der Zweige
des Stop-Operators, die durch (e,, 7, o s, (02; (g0, .. .,¢€x)), p € {0, ...,k — 1}, festgelegt
sind, berechnet werden. Dies motiviert das folgende Lemma.
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Lemma 2.5.3 (Halbgruppeneigenschaft des diskreten Stop-Operators) Zur >
0, (g0,---,ex) € S(R) und ¢° € [—r, 7] definieren wir fir jedes p € {1,...,k}

of :=1,05,.(0%; (g0, --,€1)) -
Dann gilt fir jedes p € {0,...,k}
(i) of =7 o5,.(c2; (g0,...,8p)).

(ii) 7o 5.(02; (g0,...,€x)) =70 5.(0%; (gp, .. -,EL))-

(iii) Insbesondere gilt fir jedes p € {0,...,k— 1}

o™ = min{r, max{—r,0f + €,,1 — €,}} = 70 5, (0F; (ep, €p11)) -

Beweis:

zu (1):

Fiir £ = 0 ist die Aussage offensichtlich. Sei also & > 0. Fiir p € {0,...,k} sei € :=
(€0,---,€k) == (€0y---,€p,---,€p) eine endliche Folge der Lénge k + 1, wobei gelte

s -1 eo falls g € {0,...,p — 1},
a ey, fallsqge{p,...,k}.

Sei € die stetige, stlickweise affine Interpolierende von € mit

| &, fallsie{0,...,p—1}, T
E(tl)_{sp, falls i € {p,...,k}, ti=ig,i€{0,..k},

wobei € in jedem Intervall [¢;,¢;11], i € {0,...,k — 1}, affin ist.
Aus Lemma 2.4.7 und der Definition 2.4.4 der diskreten Hysterese-Operatoren ergibt
sich
Tp 0 8, (07 (€0, -+, Ek)) = Tp 0 5, (075 €) = s.[07; €](Ey) -
Da e(t) = €, im Intervall [t,, T ist, folgt aus der Bemerkung 2.2.4
05 )(ty) = sulos£](T)
Wegen Lemma 2.4.8 (i) und der Definition 2.4.4 der diskreten Hysterese-Operatoren gilt
5.[0Y;e|(T) = mo 5, (00;€) = mo 5,.(00; (€0, -, 6p)) -

Insgesamt folgt

T, 05,.(00; (€0, .- €k)) =T 05, (00 (€0, --,€p)) -
zu (i47):
Sei € jetzt die stetige, stiickweise affine Interpolierende von (e, ..., ex). Sei € die stetige,

stiickweise affine Interpolierende von (g,,€p41), p € {0,...,k — 1}.
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Nach der Definition der diskreten Hysterese-Operatoren in Definition 2.4.4 mit Hilfe
von stiickweise monotonen Interpolierenden und dem in Bemerkung 2.2.4 gegebenen
analytischen Ausdruck fiir den Zweig des Stop-Operators gilt

o™t = mp1 08, (0v; (€0, - - -y €x)) = 5:[0); €] (tps1)
= max{—r, min{r,o? +e,11 —€,}}
— 5, (0% E(T) = 70 8, (0% (5, p11)) -
zu (i7):
Sei € wieder die stetige, stlickweise affine Interpolierende aus dem Beweis von Teil (47).
Sei eP? die stetige, stiickweise affine Interpolierende von (g, ...,¢,). Die Werte of =

7,058, (02 (g0, ..., €x)) = 8.[00;€](t,), 1 < g < k, lassen sich nach dem bereits bewiesenen
Teil (4i7) dieses Lemmas beginnend mit ¢ = 1 sukzessive berechnen durch

of =max {—r,min{r,c? '+, -, 1}} . (2.31)

Entsprechend dem Beweis von Teil (ii7) gilt fiir 0 <p < ¢g <k

705, (025 (gp, - -, €q)) = 5r0F;ePI)(T) = max{—r, min{r,c?" +¢, —,.1}}
=0l =m 05, (07;(c0,--.,€k)) ,
wobei g4~ sich aus 6? und (g, . . ., &,) durch sukzessive Anwendung von (2.31) berechnet.
Fiir ¢ = k folgt die Aussage von (7). O
Lemma 2.5.4

(i) Fir (eo,...,e3) € S(R) seien €1, €2 € [min{ey,es}, max{eg,e3}|, dann gilt fir
jedes r > 0 und o2 € [—7,7]

™o gr(O'E, (EOa €1, €2, 63)) =Tmo gr(O'E, (EOa 63)) .

(ii) Fir (eg,...,ex) € S(R), k > 3, seien ex_2, €1 € [min{ex_3,er}, max{er_s3, e},
dann gilt fir jedes 7 > 0 und o € [—7, 7]

7 05.(0%; (€0y---,€k)) = T 0 5.(00; (€0, -+, Ek_3,ER)) -

Die Abbildung
(€0y..- €k 3,€k), fallsk>3 undey o, €, 1 €
[min{ey3,ex}, max{er_3,ex}],
(€0y---,€k), Sonst,

heifit Mladelung-Reduktion.
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Beweis:

zu (i):

1. Fall: Falls g < g7 < g5 < g3 oder gy > €1 > €2 > €3 ist, folgt die Aussage aus der
diskreten Ratenunabhéngigkeit nach Lemma 2.4.8.

2. Fall: Sei gg < g9 < g1 < e3.

Wegen der Lemmata 2.5.3 und 2.4.7 lassen sich die Endauswertungen der diskreten Stop-
Operatoren folgendermaflen charakterisieren:

= m035,(0%; (g0,€1)) = min{r,o’ + &1 — &},

= m05,(0%; (e0,€1,€2)) = 70 5,.(0}; (€1,62)) = max{—r,0F +e9 —€1}.
Einerseits gilt

7 08,.(00; (0,61, 2,€3)) = T 0 5, (02; (2,€3)) = min{r, 0> + €3 — &5}
> min{r,o} +e3 — &}
= min{r,min{r,0’ + &1 — e} + €3 — €1}
= min{r,o° +e3 — o} = 7 0 5,(07; (0, €3)) -

Andererseits gilt

TSO- +61_€0a

N

0 _ 0
02 = max{—r,o! + ey — &1} <max{—r,0° +e3 — g9} = 0" +e3— &g,

7 08,(00; (0,61, €2,€3)) = T 0 5, (02; (2,€3)) = min{r, o> + €3 — &5}

< min{r,o? +e3 — &9} = w0 5,(07; (€0,€3)) -
Insgesamt folgt
™o gr‘(o-?') (607 €1,€E2, 63)) =TmTo 57‘(0-?') (607 63)) .

3. Fall: Sei g > €9 > €1 > e3.

Dies 148t sich auf den 2. Fall zuriickfithren, da der Stop-Operator nach Lemma 2.2.5
ungerade ist.

zu (71):

Wegen Lemma 2.4.7 gilt

0f % i=mi_3 0 5,.(07; (g0, - . - €k)) = k3 © 5,(07; (€0, - - - Ek=3, Ek» ER> ER)) -

Daraus und aus der Halbgruppeneigenschaft des diskreten Stop-Operators nach Lemma
2.5.3, sowie Teil (i) dieses Lemmas und Lemma 2.4.8 (3) folgt

m05,.(0% (co, - - ., €1)) Lem':mwogr( 3 (en s, Ek))
Lem 254 g( 7,? 3. (Ek 3,€k))
Lem. 253 ( ,(«) ( -Ek—375k75k75k))
Lem'i4'8() 05,.(0%; (0, ..., €k 3,E1)) -



30 KAPITEL 2. HYSTERESE-OPERATOREN

Lemma 2.5.5 Fir (eg,...,ex) € S(R) sei |ex] = maxo<j<k |€j|. Dann gilt fir jedes
r >0

mo5,.((go,---,€k)) = mo5((ex))-

Die von (e) erzeugte Geddichinisfunktion 4y hat die Form

- [ sign(eg)r, falls T < |ex|,
Te(r) = { ek, falls r > |eg].

Die Abbildung

Rs: (ex), falls |ex| > maxo<j<k |€;]

(€0, ye0) = { (€0,---,€k), Sonst,
heifit Initial-Reduktion.

Beweis:
Nach Lemma 2.5.3 gilt fiir £ > 1

m o5, ((g0,.-.,€k))
B min{r, 7 05.((0,...,6k-1)) + €k —€x_1}, fallser > er_1,
| max{—r,m05,.((g0,..-,6k-1)) + €x —€r_1}, fallser <ep_1,

und §,((g9)) = sign(eo) min{r, |eo|} nach der Definition des Stop-Operators mit gedacht-
nisfreiem Anfangswert.

Fiir r > |eg| > |eo| gilt
mo5,.((e0)) = €o-
Ist mo8,.((eo,...,€j-1)) =¢€j_1 firein j € {1,...,k}, dann folgt fiir jedes r > |ex| > ||

min{r,e;} =¢;, falls g; > ¢4,

(s 057'((507 . ,Ej)) - { max{—r, €j} =€, falls £j <€ 1-

Induktiv folgt fiir alle j < k und r > |ey|

mo§.((gg,...,€;)) = ¢; =sign(e;) min{r, |e;|} = 70 5,.((g;)) -
Insbesondere gilt also fiir die Gedachtnisfunktion 44(r) = m o §.((eo,...,€x)) = & fir
r > |egl.

Fiir r < || =: 7 gilt wegen der Lipschitz-Stetigkeit der Gedédchtnisfunktion nach Ab-
schdtzung (2.15)

lr—7| > |mo5.((eo,...,ek)) —mo8:((€0,-.., k)|
> |mos.((eo,. .. ex)) — €rl — lex — w0 5:((e0, - .-, €k))|
> |lmos.((eo,- .- er))| — lexl| = [r — 7.
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Es gilt also

im0 8. ((c0,. .. ek) —mo8:((€0, ..., ek))| = [T 05 ((e0,...,ex)) — k| = |r — 7.

Da |7 0 5.((g0,...,€x))| < ist, folgt daraus

x(r) = o 5. ((go, ..., ex)) = sign(eg)r = sign(ex) min{r, |ex|} = 7 0 §,.((er)) -
Ul
Vit
Lt
F;‘k T
Abbildung 2.4: Gedichtnisfunktion 4 zur reduzierten Input-Folge (g)
Der folgende Algorithmus bestimmt sukzessive zu jeder endlichen Folge (eo,...,€&p) €

S(R), 0 < p < k, eine durch Anwendung einer Komposition von Monotonie-, Madelung-
und Initial-Reduktionen reduzierte Folge, aus der Folge v = (w?!,¢,), die sich fiir p > 1
aus der reduzierten Folge wP~! der Folge (o, ...,&, 1) bzw. fiir p = 0 aus der leeren Folge
w™" := () und dem aktuellen Input-Wert &, zusammensetzt, wobei ein gedéchtnisfreier

Anfangswert vorausgesetzt wird.

In Lemma 2.5.7 werden wir sehen, daf§ die Folge (e, ..., ex) und die durch den Algorith-
mus (A) aus (go,...,¢ex) reduzierte Folge (wy,...,w,) identische Gedachtnisfunktionen
erzeugen.

Dieses schrittweise Vorgehen ist auf die spatere Anwendung der Kopplung von Prandtl-
Ishlinskii-Operatoren mit einem System von partiellen Differentialgleichungen zugeschnit-
ten. Die numerischen Lésungen des gekoppelten Systems zu den verschiedenen Zeitschich-
ten werden dabei nacheinander bestimmt. Dazu mufl der Prandtl-Ishlinskii-Operator in
jedem diskretem Zeitschritt ausgewertet werden.

Zu der endlichen Folge € := (gg,...,ex) € S(R), £ > 0, sei |e] := k die um 1 reduzierte
Lange der endlichen Folge e. Fiir die leere Folge w := (), setzen wir |w| := 0.
Zu a, b € R definieren wir das abgeschlossene Intervall

la,b], fallsa < b,

<“’b>::{ b,a], fallsa>b.
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Algorithmus (A) : Berechnung der reduzierten Folge zu (e, ..., &):
w = () Initialisierung
n:=0
p:=0 aktuelle Zeitschicht
ifp<=k
if w=()
w:= ()
else W = (wp, ..., w,)
= (—wy,wy, ..., wy,)
Y=g neuer Input-Wert
BEGIN
n = |0
ifn=20
W= (w07 wl) = (_y7 y)
goto END
if w, E<wy, 1,y > Monotonie-Reduktion bzw.
W = (wo, ..., Wn 1) fiir n = 1 Initial-Reduktion
goto BEGIN
if Weo1 €< Wy, y > Madelung-Reduktion bzw.
ifn>2 fiir n = 1,2 Initial-Reduktion
W= (W, ..., Wn 2)
ifn=1
W := ()
goto BEGIN
Wnt1 ' =Y
END
n:=n+1
w:= (wy,..., w,) reduzierte Folge zu (eo, ..., €p)
p=p+1

else  stop

Definition 2.5.6 Die durch den Algorithmus (A) aus der endlichen Folge (go, . ..,&x) €
S(R), k& > 0, reduzierte Folge (wy,...,w,), n > 1, heift Folge der wesentlichen
Extrema von (ey, .. .,¢€x).

Lemma 2.5.7 Ist (wy,...,w,) die Folge der wesentlichen Extrema der endlichen Folge
(€0,...,€k) € S(R), dann gilt fir jedes r > 0

m o5& ((€0,y...,ek) =m0 8. ((wy,...,wy)).

Die beiden Folgen erzeugen also identische Geddchtnisfunktionen.

Beweis:
Fir p € {0, ..., k} bezeichnen wir mit w? := (wf, ey wﬁ(;;)) die durch den Algorithmus

(A) bestimmte reduzierte Folge zur Folge e? := (ey,...,¢,). Wir beweisen die Aussage
des Lemmas induktiv.
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Induktions-Anfang: Die reduzierte Folge zu (g¢) ist w® = (g). Fiir k = 0 ist das
Lemma also bewiesen.
Induktions-Voraussetzung: Sei p > 1. Es gelte

ot =105, (ap’l) =T o5, (wp’l)
und
ep 1= wh "

n(p—1)

Induktions-Schlufl Nach dem Algorithmus (A) ergibt sich die Folge w? durch Anwen-
dung einer Komposition von Monotonie-, Madelung- und Initial-Reduktionen auf die
Folge (w?!,¢,). Nach den Lemmata 2.4.8, 2.5.4 und 2.5.5 bildet die Endauswertung des
diskreten Stop-Operators s, fiir jedes r > 0 die beiden Folgen auf denselben Wert ab:

To§(wP) =mos, (W' e)) . (2.32)

Die Definition der Monotonie-, Madelung- und Initial-Reduktion stellt sicher, dafl das
letzte Folgenglied des Bildes einer Reduktion identisch mit dem letzten Folgenglied des
Urbildes ist. Deshalb ist

Wegen der Induktions-Voraussetzung und der Halbgruppeneigenschaft nach Lemma 2.5.3
folgt

Tos, ((w'™'g)) =705, (of_l; (wﬁ&){l), ep)> =mo5, (6?7 (epo1,6p))  (2.33)
und

T o8&, ((€0,...,6p)) =m05, (627 (ep-1,8p)) - (2.34)
Insgesamt folgt aus (2.32), (2.33) und (2.34)

o5, ((€o,...,&p)) =m0 5, (WP) .

Definition 2.5.8 Eine endliche Folge s € S(R) heifit wesentlich, wenn entweder
s = (v) fiir ein v € R ist
oder

s = (v1,...,v,) fir ein n > 1 ist, und mit vy := —v; fiir jedes
ie{l,...,n—1} gilt

vir1 € (min{v; 1, v;}, max{v; 1,v;}) .
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Lemma 2.5.9 Die durch den Algorithmus (A) zur endlichen Folge (g, . .., ) bestimm-
te Folge der wesentlichen Fxtrema ist wesentlich.

Beweis:

Wir beweisen die Aussage induktiv.

Induktions-Anfang: Die durch den Algorithmus (A) ermittelte, reduzierte Input-Folge
zur Folge (g9) ist w := (gp). Sie ist wesentlich.

Induktions-Voraussetzung: Sei p > 1. Sei w := (wy,...,w,), n > 1, die reduzierte
Input-Folge zur Folge (ey,...,&p—1). Sie sei wesentlich.

Induktions-Schluf} : Die durch den Algorithmus (A) bestimmte, reduzierte Folge zur
Folge (eo, .. .,€,) ist entweder

(€p)

und ist damit wesentlich oder sie hat die Form
v=(wy,...,Wn,¢ep)

fiir ein m € {1,...,n}. Sei wiederum wy := —w;. Es muf} gelten
gp € (min{wpm_1, Wy, }, max{wm,_1, Wn}) ,

da ansonsten
W € < Wp—1,Ep > oder Wp_1 €< Wy, gp >

ist, und damit v durch eine der Reduktionen R;, Ry oder R3 nicht auf sich abgebildet
wird. Dies steht im Widerspruch dazu, da8 v die durch den Algorithmus (A) bestimmte,

reduzierte Folge zur Folge (e, ..., ¢€,) ist.
Da m < n ist, ist die Folge (wy, ..., w,,) nach Induktions-Voraussetzung wesentlich. Also
ist auch v wesentlich. O

Bemerkung 2.5.10 Das Reduktionsverfahren des Algorithmus (A) fiihrt dazu, dafl die
Folge der wesentlichen Extrema von (eg, ..., ex) gerade aus einem Teil der lokalen Maxi-
ma und Minima der stetigen, stiickweise affinen Interpolierenden von (gy, .. ., &) besteht.
Sie sind so gewahlt, daf sie in alternierender Reihenfolge auftreten, wobei die Teilfolge
der lokalen Maxima streng monoton fallend und die der lokalen Minima streng monoton
wachsend ist.

Lemma 2.5.11 Zu der endlichen Folge (g, ...,cx) und der zugehérigen Folge der we-
sentlichen Extrema (wy, ..., w,) ezistiert eine streng monoton wachsende Funktion J :
{1,...,n} = {0,...,k}, so daff (wy,...,w,) die Folge der wesentlichen Extrema von

(EO, . ,EJ(p)) fir jedes p € {1,...,n} ist.

Beweis:

Wir beweisen die Aussage induktiv.
Induktions-Anfang: Wir setzen J(n) := k.

Fiir n = 1 ist damit die Aussage des Lemmas wahr.
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Induktions-Voraussetzung: Sei 1 <[ < n. Es existiere eine streng monoton wachsen-
de Funktion J : {l,...,n} — {0,...,k}, so daB fiir jedes m € {[,...,n} gilt:

(wy, ..., wy,) ist die Folge der wesentlichen Extrema von (50, . ,Ej(m)).
Induktions-Schlufl : Ist R : S(R) x R — S(R) die durch den Algorithmus (A) be-
stimmte Abbildung, die die reduzierte Folge wP™! := (wy,...,w,), fir ein ¢ > 1, zur

Folge (o, .-.,€p-1), p > 1, und den aktuellen Input-Wert €, auf die reduzierte Folge w?
zur Folge (e, . ..,¢€,) abbildet, dann ist

w? = R ((wy,...,wy),ep) = (gp), falls |e,| > w; fiir allei € {1,...,q} ist
oder

es existiert ein s € {1,...,q}, so dafl

w? = R ((wy,...,wy),ep) = (wy,...,ws, &) ist.

Es gilt also:

e |wP| < |wP™!| + 1, d. h. die Linge der Folge w? ist hochstens um 1 grofer als die
Linge der Folge w? 1.

e Ist w; ein Folgenglied von w? ' und kein Folgenglied von w?, dann ist auch w,
i < 7 < q kein Folgenglied von w?.

Auflerdem hat die reduzierte Folge zur Folge (¢y) die Lénge 1.

Nach Induktions-Voraussetzung ist (ws, ..., w;) die Folge der wesentlichen Extrema von
(€0,--.,€501)). Wegen der genannten Eigenschaften der reduzierten Folgen muf es ein
p € {0,...,J(I) — 1} geben, so daBl (wy,...,w; 1) die Folge der wesentlichen Extrema
von (&, ...,¢&p) ist. Die Fortsetzung der Funktion J aus der Induktions-Voraussetzung
auf die Menge {l — 1,...,n} durch

JIl-1)=p
ist eine streng monoton wachsende Funktion. O

Im folgenden wird gezeigt, wie sich die diskrete Gedachtnisfunktion einer endlichen Folge
aus der zugehorigen Folge der wesentlichen Extrema bestimmen 148t. Entsprechende
Resultate fiir Gedédchtnisfunktionen, die mit Hilfe der Familie der Play-Operatoren {p, :
r > 0}, pr[u] = u —s,[u], statt wie hier der Stop-Operatoren, definiert werden, existieren
bereits. Sie finden sich in [BS96, Prop.2.7.5] und fiir stetige Input-Funktionen in [K96,
Prop.I1.2.5|. Dort werden allgemeinere Gedachtnisfunktionen betrachtet, die mit Hilfe
der parameterabhingigen Play-Operatoren p,.[00;e] = u —s5,[00; €], 0¥ € [—r, 7], definiert
werden.

Proposition 2.5.12 Zu einer endlichen Folge (gq,...,cx) € S(R) und der zugehorigen

Folge der wesentlichen Extrema (ws, ..., w,) seien
1 .
T ::§|wi—wi,1|, firi=2,...,n, (2.35)

r = |wy|.



36 KAPITEL 2. HYSTERESE-OPERATOREN

w; = €1 ® _
Yo |
Wyq — W2
W3 = €5 [ ]
€3 ¢} N
Wy =€ ° )
4 6 ty Wy /\ﬁ
to t1 to I3 ts tg t T4 s, 'Ty T
€4 o)
Wq — W3
W9 = €9 [ ]
o 0]
Wy — W1

Abbildung = 2.5:  endliche ~Folge Abbildung 2.6: Gedéchtnisfunktion

£€0,...,€¢) mit zugehoriger Fol- ~ .

(eo der 6)Wesentlicl%en %xtrema ¥s zur endlichen Folge (e, .-, €s)
% \ aus Abb. 2.5

Wi,y...,Ws

Dann liegt die Geddchitnisfunktion 4y, von (eo, ...,ex) in der Menge T,
[:={yeW"(0,00):
es existiert R >0 mit |y (r)] =1 fd. in (0,R), v'(r) =0 firr> R}, (2.36)

und hat die Gestalt

sign(wy)(—=1)"*r, fallsT €[0,7,),
Fi(r) = wp — wp +sign(wy)(—1)P* e, fallsr € [rpi,mp), p=1,...,n— 1,
wy,, fallsr>ry,

wobet w,, — €, ist.

Beweis:

Nach Lemma 2.5.11 existiert eine streng monoton wachsende Funktion J : {1,...,n} —
{0,...,k}, sodaB (w,...,w,) die Folge der wesentlichen Extrema von (50, . ,sJ(p)) fiir
jedes p € {1,...,n} ist.

Wegen des Lemmas 2.5.7 erzeugen (gq,...,c¢) und (ws,...,w,) identische Gedachtnis-
funktionen.

Wir beweisen die Aussage der Proposition induktiv.
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Induktions-Anfang: Nach Lemma 2.5.5 gilt

_ B Sign(’wl)’r‘, falls r < T,
Yy (r) = { wy, fallsr >ry.

Ist J(1) = k, dann ist die Proposition bewiesen. Ist J(1) < k, dann setzen wir induktiv
fort.

Induktions-Voraussetzung: Sei p > 1. Die Gedéchtnisfunktion ;¢ zu (wy, ..., w,)
habe fiir jedes ¢ € {1,...,p} die Gestalt

sign(w)(—1)2*tr, fallsr € [0,r,),
Y1) = wg — wy + sign(w)(—=1)"*r, fallsr € [rq,m),l=1,...,g—1,
w,, fallsr>r.

Da 77(4)(0) = 0 und 7,y stetig ist mit |5:7(‘5’%| < 1 fiir fast alle r > 0, gilt insbesondere

5 (r)| <7 fiir alle 7> 0.

Induktions-Schlufl : Nach Lemma 2.5.3 hat die Geddchtnisfunktion #;(,41) die Gestalt

. min{r, Jsp) + Wpt1 — wp}, falls wppq > wy,
= ! 2.37
V1) (7) { max{—7, V) + Wpy1 — wp}, falls wypyy < wy. (2.37)
Fiir r > r; > |wp41]| folgt aus der Induktions-Voraussetzung
V1p+1)(r) = Wp4a -
Da die Folge (wy, ..., w,+1) wesentlich ist, folgt mit wy := —w; aus der Definition 2.5.8

fiir jedes i € {1,...,p}
sign(w; 1 — w;)sign(w; — w;_1) = —1.
Daraus folgt
p
sign(wy )sign(wp41 — w,) = sign(2w) H (sign(w; — w;_1))? sign(wp11 — wp)
i=2

p
= Hsign(wiﬂ — w;)sign(w; —w; 1) = (—=1)P.
i=1

Deshalb gilt
(—1)P*tsign(w;) sign(wp1 — wy) = (—1)%+ = 1.

Fir r € [0,r,) gilt also

P = Sign(pr - wp)(_r) )

min{r, —r + wp41 — wp} = min{r, —r + 2r,1}, falls wyi1 > w,,
max{—r,r + wpy1 — Wy} = max{—r,r — 2rp1}, falls wy41 < w,.

Yap)(7) = sign(wy) (—1)

Fapn)(r) = {
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Fiir r € [0, rp41) folgt daraus
Vip+1)(r) = rsign(wpi1 — wp) = rsign(wi)(—1)
und fiir r € [rpi1,7p)
Yrwi1)(r) = =7 sign(wp1 — wp) + Wpy1 — wp = rsign(wr) (=1 + w1 — w,.

Ist p = 1, so haben wir eine explizite, analytische Beschreibung der Gedéchtnisfunktion
’?J(p+1) bestimmt.
Da die Folge (wy, ..., w,) nach Lemma 2.5.9 wesentlich ist, gilt

v € (wp—1,w,), falls w, 1 < w,,
P (wp, wp_1), falls wy, 1 > w,.

Deshalb gilt fiir p > 2 fiir jedes a € R
gt — af < max {w, — al, [, 1 — al}.
Daraus und aus der Induktions-Voraussetzung folgt fiir jedes [ € {1,...,p — 1} und
T € [riy1,71)
‘wm_l —w; + sign(wl)(—l)lHr‘
< max{‘wp —w; + sign(wl)(—l)l“r‘ , ‘wp,l —w; + sign(wl)(—l)lﬂr‘}
= maX{HJ(p)(T)‘ J "?J(pfl)(r)‘} <r.
Zusammen mit (2.37) ergibt sich fiir jedes [ € {1,...,p— 1} und r € [r;1, 1)

l+1’f‘ _

Yi(p+1) (1) = wpy1 — wy + sign(wy)(—1) = €j(p+1) — W + sign(wl)(—l)l+1r.

O

Bemerkung 2.5.13 Bei der exakten Berechnung der Gedéchtnisfunktion zur endlichen
Folge € = (eo,...,€x) kann die Linge der zugehorigen Folge der wesentlichen Extrema
gleich der Lénge von € sein, da beide Folgen identisch sein kénnen.

Durch die im folgenden definierte diskretisierte Geddchtnisfunktion kann die Auswertung
des Prandtl-Ishlinskii-Operators vereinfacht werden.

Sei u > 0 ein Diskretisierungsparameter. Sei puZ = {uz : z € Z} ein Gitter auf R. Fiir
e = (€o,...,€x) € S(R) definieren wir die Gitterabbildung G,

SR = S(uz),
G“'{ e — etr=(ef,...,eh), (2.38)
mit ! := max;,ez{m < e}, firi=0,... k.

Die p-diskretisierte Gedachtnisfunktion 7%: R.; — R zur Folge (go,...,ex) ist
definiert durch

A (r) = %ff,f((sg, corer) =8 p((eh, ... ER)) (2.39)

Das Ersetzen der diskreten Gedachtnisfunktion durch die p-diskretisierte Gedéchtnis-
funktion bietet die folgenden Vorteile:
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e Ist die Input-Folge € = (ey,...,€) beschriankt, d. h. ist maxg<;<k |6;] < R < uN
fiir ein N € N, dann hat die Folge der wesentlichen Extrema von €* hichstens die
Lange 2NN unabhéngig von der Léinge von €.

e Die Glieder der Folge der wesentlichen Extrema von ¢ lassen sich als Integer-Werte
speichern.

e Die ,Ecken* des Graphen von 4, d. h. die Punkte (r,5;(r)), wobei 7; in r die

Steigung wechsele, liegen in £N x £7Z.

In Lemma 2.6.8 werden wir eine Abschétzung fiir den Fehler, der durch die p-Diskreti-
sierung der Gedéchtnisfunktion entsteht, herleiten.

2.5.2 Identifizierung der Verteilungsfunktion

Soll der Prandtl-Ishlinskii-Operator zur Beschreibung der Spannungs-Verzerrungs-Be-
ziehung realer Materialien verwendet werden, so mufl die den Operator bestimmende
Verteilungsfunktion v aus den Materialdaten ermittelt werden. Das durch das Modell ge-
gebene Spannungs-Verzerrungs-Verhalten kann nur dann mit dem realen Materialverhal-
ten ilibereinstimmen, wenn das Material qualitativ dasselbe ratenunabhéngige Hysterese-
Verhalten zeigt, insbesondere was die Form der inneren Schleifen betrifft, wie es durch den
Prandtl-Ishlinskii-Operator modelliert und in den Abschnitten 2.3 und 2.5.1 beschrieben
wurde. In Materialien auftretende Effekte, wie nichtlineare Elastizitat, Viskositéit, Ein-
spielvorgénge bei zyklischer Belastung oder Bruch, werden durch den Prandtl-Ishlinskii-
Operator nicht modelliert. Das Lemma 2.5.16 wird zeigen, dafl die Verteilungsfunktion
v des Prandtl-Ishlinskii-Operators mit Hilfe der Erstbelastungskurve ¥, bestimmt wer-
den kann. Die Erstbelastungskurve W, ergibt sich aus Messungen und gibt die Span-
nung als Funktion der Verzerrung fiir monoton wachsende Verzerrung an. Dabei wird im
ungestorten Zustand, d. h. mit gedachtnisfreiem Anfangszustand und verschwindender
Anfangsverzerrung, gestartet.

Da sich das Abbildungsverhalten des Prandtl-Ishlinskii-Operators durch Verschiebung
der monoton wachsenden und beschrédnkten Verteilungsfunktion v um eine Konstante
nicht dndert, sei v(o0) = lim, ,,, ¥(r) = 0 angenommen.

Die im folgenden definierte Formfunktion ist der gedédchtnisfreie Zweig des durch die
Verteilungsfunktion v definierten Prandtl-Ishlinskii-Operators. Sie beschreibt also die
Spannungs- Verzerrungs-Relation bei geddchtnisfreiem Anfangswert fiir monotone Input-
Funktionen.

Definition 2.5.14 Sei die Funktion € : Ry; — R definiert durch (7) := 7. Sei 7, die
Gedéachtnisfunktion von € zum Zeitpunkt 7. Fiir 7 < 0 sei 7, die Gedéachtnisfunktion
von —e zum Zeitpunkt —7. Dann ist die Formfunktion ¥ : R — R zur monoton
wachsenden und beschriankten Verteilungsfunktion v definiert durch das uneigentliche
Riemann-Stieltjes-Integral

¥) = [ loivle).
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Die Einschrankung der Formfunktion ¥ auf Ry, heifit Erstbelastungskurve ¥, zur
Verteilungsfunktion v.

Bemerkung 2.5.15 Nach der Bemerkung 2.5.2 ist v, = 71, wobei 74, die diskrete Ge-
déchtnisfunktion zur endlichen Folge (0, r) ist. Nach dem Lemma 2.5.5 hat die Gedéacht-
nisfunktion v, die Form

_ ~\_ J sign(r)p, falls p<]|r|,
'YT(p) - 'Yl(P) - { r, falls p > |7.|

Ist ’ﬁf die Endauswertung des durch v definierten diskreten Prandtl-Ishlinskii-Operators,
dann gilt fiir jedes r € R

By ((r) = By((0,7)) = / " 5,5((0,7)dv(p) = / " 51(0)dv(p)
- / e ()dvlp) = U(r)

Lemma 2.5.16 Flir jedes v € BV (0,00), v(oo) = 0, besteht der folgende Zusammen-
hang zwischen der Verteilungsfunktion v und der Erstbelastungskurve W,:

Beweis:
Die Gedachtnisfunktion 7, aus Definition 2.5.14 hat fiir die reelle Zahl ¢ > 0 nach
Bemerkung 2.5.15 die Form

(r) = r, falls r < e,
Ve\r) = g, fallsr>e.

Nach der Definition der Erstbelastungskurve und nach Satz A.0.6 gilt fiir jedes € > 0
U, (g) :/ Ye(r)dv(r) :/ rdu(r)+€/ dv(r)
0 0 €
€ R
=— / v(r)dr +v(e)e —v(0)0 +¢ I%im / dV(?"))
0 €

_ /0 v(r)dr + v(oo)e = — /0 o(r)dr .
]

Lemma 2.5.17 Der Prandtl-Ishlinskii-Operator ist ungerade, d. h. fir jedese € C([0,T])
gilt
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Beweis:
Dies folgt direkt aus (2.40), (2.41), da die von € bzw. —e erzeugten Gedachtnisfunktionen
zum Zeitpunkt ¢ symmetrisch bzgl. der x-Achse sind. O

Wird der Prandtl-Ishlinskii-Operator aus einer gegebenen Erstbelastungskurve ¥, iden-
tifiziert, dann zeigt der folgende Satz, dafl zur Berechnung des Bildes einer endlichen
Input-Folge beziiglich der Endauswertung des zugehoérigen diskreten Prandtl-Ishlinskii-
Operators nicht das (ggf. numerische) Differenzieren von ¥, entsprechend Lemma 2.5.16
notig ist, sondern die Auswertung der durch ¥, eindeutig bestimmten Formfunktion ¥
an diskreten Punkten, die durch die wesentlichen Extrema der Input-Folge festgelegt
werden, geniigt.

Satz 2.5.18 Zu jeder endlichen Input-Folge (g, ..., ex) lafit sich das Bild beziglich der
Endauswertung eines diskreten Prandtl-Ishlinskii-Operators mit Hilfe der zugehorigen
Formfunktion ¥ und der Folge (ws,...,w,) der wesentlichen Eztrema von (eq, ..., &)
auf die folgende Weise berechnen:

o0 =By (e0,-ren)) = By (0, w)) =23 (%) + U (w).

=2
Beweis:
Sei H die Heaviside-Funktion aus der Definition 2.3.8. Nach Lemma 2.5.7 erzeugen
die endlichen Folgen (gy,...,ex) und (wy,...,w,) identische Gedachtnisfunktionen. Aus
Proposition 2.5.12 folgt die folgende Charakterisierung der Gedéchtnisfunktion 4 zur
endlichen Input-Folge (eg, ..., &) mit der zugehorigen Folge der wesentlichen Extrema
(wy, ..., wy,):
5(0) =0, (2.40)
d
d—’?k|Ak(r) = sign(w;) (—1)? = (=1)PHHE@OL firp=2 ... ,n+1, (2.41)
r P

mit A% .= (rp,rp 1) fir2<p<mn und A%, :=(0,r).

Der Beweis wird induktiv mit Hilfe der Charakterisierung der Gedédchtnisfunktion 4, in
(2.40) und (2.41) gefiihrt. Im folgenden bezeichne 4; fiir jedes j € {0,...,k} die Ge-
déchtnisfunktion der endlichen Folge (ey,...,¢;).

Sei n = 1. Bei genau einem wesentlichen Extremum w; ist das Bild von (gy,...,ex) be-
zliglich der Endauswertung des diskreten Prandtl-Ishlinskii-Operators nach Bemerkung
2.5.15 durch die Formfunktion gegeben:

ok = Ps (€05 - - €8)) = Ps ((wn)) = ¥(wn).

Sei n > 1. Nach Lemma 2.5.11 muf} es zur endlichen Folge der wesentlichen Extre-
ma (wy,...,Ww,) zu (€o,...,€) €in p < k geben, so daB (w,...,w, 1) die Folge der
wesentlichen Extrema zu (eo, ..., ¢,) ist. Mit der Notation aus (2.41) gilt

AP = (0,7,-1) D (0,7,) = A¥ |,
Alr)b - (Oafrnfl) D (frnarnfl) - AI:”
und A¥ = AP fir2<i<n.
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Wy+

T4 T3 T2 1 r

Abbildung 2.7: Gedichtnisfunktion 4%, £ = 6, aus Abb. 2.6 zur Input-Folge aus Abb.
25, n=14

Vo

AR
Wy

e J

AF;Z T3 Ty T1 T

Abbildung 2.8: Gedéchtnisfunktion %,, p = 5, zur Folge der wesentlichen Extrema
(wy, ..., ws) aus Abb. 2.5

Fiir die Funktion (9% —4,)(r) gilt deshalb und wegen der Gleichungen (2.40) und (2.41)

(% = 3)(0) = 0,
d d d

2 b= ), () = kL (1) = Sy Lagas, ()

— (_I)H(w1)+n _ (_I)H(w1)+n71 — 2(_1)H(w1)+n

)

d : :
(= Fp)ar(r) = (=) — (C)FET <0, firi =2, m.
r 7
Wir definieren i(r) := (% — 4,)(r). Dann ist ¢ die Geddchtnisfunktion beziiglich der
Input-Folge (@) mit

G — . -1 H(wi)+n — n71| -1 H(w1)+n _ Wy — Wp—1

= ra(-1) = Entl () Lo oot

wobei 7, in Gleichung (2.35) definiert wird.

Das Bild von (@) beziiglich der Endauswertung des diskreten Prandtl-Ishlinskii-Operators

stimmt mit dem Funktionswert der Formfunktion im Punkt & iiberein. Es gilt also

o = /0 S dv(r) = /0 5 (r)dv(r) + 2 /0 TN dv(r) = 0, + 20 (%) |



2.5. DIE AUSWERTUNG DES PRANDTL-ISHLINSKII-OPERATORS 43

Abbildung 2.9: Gedichtnisfunktion 7 zur Input-Folge (a)

Induktiv folgt

=230 (B ).
=2

2.5.3 Approximation der Verteilungsfunktion

Fiir die Verteilungsfunktion v setzen wir wie im Abschnitt 2.5.2 voraus, daf8 v(o0) =
lim, o v(r) = 0 ist. Sei also —oo < v(0) < 0, v : [0,00) — [1(0),0]. Nach Lemma 2.5.16
ist dann die zugehorige Erstbelastungskurve W, eine nicht fallende, konkave Funktion.
Zu dem durch die Verteilungsfunktion v bestimmten Prandtl-Ishlinskii-Operator P de-
finieren wir im folgenden zwei Familien von approximierenden Verteilungsfunktionen vg
und zugehdrigen Prandtl-Ishlinskii-Operatoren P°, § > 0. Wir approximieren v zunéchst
durch stiickweise konstante Funktionen und danach durch stetige, stiickweise affine Funk-
tionen.

Approximation der Verteilungsfunktion v durch eine stiickweise konstante
Funktion

Definition 2.5.19 Sei v : [0,00) — [1(0),0], —oc0 < v(0) < lim,,v(r) = 0, ei-
ne monoton wachsende Funktion. v ist also von beschrinkter Variation und in jedem
beschrinkten Intervall Riemann-integrierbar. Sei § > 0. Wir definieren die stiickweise
konstante Verteilungsfunktion

L[

vs(r) : v(s)ds firre[(j—1)4,70), jeN. (2.42)

"0 S
Wir definieren den Prandtl-Ishlinskii-Operator P° : C([0,7]) — C([0,T]) durch das
uneigentliche Riemann-Stieltjes-Integral (vgl. Abschnitt 2.3)

’P‘s[s](t) = /000 s.[e](t)dvs(r), te€[0,T]. (2.43)
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)
-0. 2}
-0. 4}
-0.6 : Ve
0.8} V
_ 111

Abbildung 2.10: Verteilungsfunktion v und stiickwei-
se konstante Approximierende v

Bemerkung 2.5.20 vy ist monoton wachsend und beschréankt, da fiir alle r > 0 gilt

v(0) < ws(r) < rlirgo vs(r) =0.
Insbesondere ist also auch vs von beschréankter Variation und in jedem beschrinkten
Intervall Riemann-integrierbar.
Da v; stiickweise konstant ist, wobei die Sprungstellen in der Menge {jé : j € N} liegen,
hat das uneigentliche Riemann-Stieltjes-Integral von v, v(r) := s.[¢|(¢), bezliglich vs
den Wert

Plel(t) = Z5j6[5](t)(’/6(j6) —v((G—1)9)), t€l0,T]. (2.44)

Nach Lemma 2.5.16 gilt fiir die Erstbelastungskurve ¥, 5 zu vs

U, 5(e) = — /0E vs(r)dr. (2.45)

VU, 5 ist also eine stiickweise affine und konkave Funktion. Fiir jedes j € N gilt

jé J i6 1 [©
\I! ] = — = — —
e.s(j9) /0 vs(r)dr Z/(i—l)& ((5 /(i—1)5 V(S)d8> dr

i=1

(2.46)

7o

_ / v(s)ds = U, (36),

0
wobei W, die Erstbelastungskurve und ¥ die Formfunktion zu v sei. Die Erstbelastungs-
kurve ¥, ;5 zu vs stimmt also in den Knoten jd, j € N, mit der Erstbelastungskurve W,
zu v iiberein.
Im folgenden werden zwei verschiedene Ansétze vorgestellt, wie das Bild der endlichen
Folge (eo,...,ex) unter der Endauswertung des diskreten Prandtl-Ishlinskii-Operators
ﬁ? zu Vs berechnet werden kann.
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0. 8¢
0.6+
0.4 \Ile/,
\Ile,5
0.2
1 2 3 4
4]

Abbildung 2.11: Erstbelastungskurven ¥, und ¥, s

Auswertung von ﬁ? ohne Riickgriff auf die wesentlichen Extrema:

ﬁ? bezeichne die Endauswertung des diskreten Prandtl-Ishlinskii-Operators zu P? aus
(2.43).

Sei [a] := max,cz{z : 2 < a}. Fiir die endliche Folge (gy,...,ex) € S(R) definieren wir

B :=v5(j6) — vs((j — 1)8), fiir j € N.
Fir j € {1,..., I} gilt wegen Lemma 2.5.16
W ((5 +1)8) — 20, (jd) + U ((j — 1)d)

B; = 5
Es gilt dann
Z Sis1((€0y---,ek))Bi = €k Z B; = er(vs(o0) — vs(I*6)) = —v5(I*0)ey, -
j=I*+1 j=I*+1
Darum ist

Pi((eo, - - ex)) = Zﬁja,f((%, caen)) (v5(50) — vs((5 — 1)9))

= > Sins(Eos - 20) ((36) — v6(( — 1)6) — va(I*0)e

Ils:

Ik
= &i5s((e0,- )8 — | ws(0) + ) By | e
=1

i=1

= 3 Gnsl(eos -r20)) — 28) 65 + L0 ()er. (2.47)
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Das Bild von (gy, .. .,ex) beziiglich der Endauswertung des Prandtl-Ishlinskii-Operators
75]‘§ 148t sich also mit Hilfe der Werte W.(j9) der Erstbelastungskurve ¥, zur Vertei-
lungsfunktion v an den Knoten jd, j € {0,...,I* + 1}, und der Bilder von (e, ...,&)
beziiglich der Endauswertung der Stop-Operatoren §;5, j € {1, ..., I*}, berechnen. Die-
se konnen induktiv bestimmt werden:

Induktions-Anfang: Fiir k£ = 0 definieren wir fiir g > § und j € {1,...,I°}

_— B jo, fallsey >0,
CHESS 5551((€0)) = { —j56, fallsey <O.

Fiir €y > § ergibt sich ﬁ?((sg)) aus Gleichung (2.47).
Fiir ey < 6 ist I° = 0 und es ist

P((=0)) = —v5(0)ey .

Induktions-Voraussetzung: Seien k > 1, ;7 und I*~! bekannt. Falls 7¥~1 > 1 ist,

seien 3?’1 =5,57((g0,---,€xk-1)), 5 € {1,...,I*"'} bereits bestimmt.

Induktions-Schlufl : Zu gegebenem ¢y, ist

I* = max{I*7!, [%] }.

Falls I* > I*! ist, dann ist nach Lemma 2.5.5 5, ((go,-..,ex)) = 5.;((ex)) fiir jedes
r > 0 und wir setzen fiir j € {1,...,I*}

k. =% = B jo, fallsep >0,
1= Siasl(Fon-- o)) = Sias((en) = { 3§65, fallse, <0,

Falls I* = [*=! > 1 ist, dann setzen wir fiir j € {1,...,I*}

sf = 551((€0,...,€k)) = {
Falls I* > 1 ist, ergibt sich ﬁ?((sg, ...,€x)) aus Gleichung (2.47). Ist I}, = 0, dann ist

Pi((eo, - - - ex)) = —v5(0)er -

Auswertung von ﬁ? mit Hilfe der wesentlichen Extrema:
Nach Definition 2.5.14 und Lemma 2.5.17 gilt fiir die Formfunktion ¥4 zur Verteilungs-
funktion vs

min{jé, "t +ep —ex_1}, fallsep > ery,
max{—jd, Sj_l +er —ep_1}, fallsep <ep_q.

B U, s5(e), fallse >0,
Ws(e) = { —V,s5(—¢), fallse <O0.

Nach Satz 2.5.18 148t sich das Bild der endlichen Input-Folge (eo, . ..,ex) € S(R) beziig-
lich der Endauswertung des diskreten Hysterese-Operators ’P;E mit der zugehorigen Folge
der wesentlichen Extrema (wy,...,w,) und der Formfunktion ¥s zu vs bestimmen:

B((c0,...,x) = /Ooogr,f((ao, L e))dus(r) = /OoogT,f((wl, L w))dvs(r)

(2.48)

: " (2.49)
= 'P?((wl, W) =2 Z Vs <%> + Ws(wy) .
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Dazu ist die Formfunktion Ws also an Stellen, die durch die Folge der wesentlichen

Extrema (wy, ..., w,) bestimmt sind, auszuwerten.
Fiir € € [§6, (j + 1)d), j € Ny, ergibt sich aus (2.42), (2.45) und (2.46)

Us(e) = Ve 5(e) = — /03'5 vs(r)dr — /]6 vs(r)dr

j&

wdgﬁ-%é:<éfﬂwywym)dr
:w4ﬁy+€;ﬁ5(—A@me@mybAﬂm@@)

=0, () + S (4 1) - W)
Fire € (—(j + 1), —j6], 7 € Ny, gilt entsprechend wegen (2.48)
Uie) = Wes(—<) = ~0.(38) + T (WG + 1)) - 0.59)).

Definition 2.5.21 Wir bezeichnen mit der Menge S%(R) der beschrinkten, endli-
chen, reellen Folgen mit der Schranke R > 0 alle endlichen Folgen aus S(R), deren
Folgenglieder vom Betrage nicht grofler als R sind.

(2.50)

Schrinken wir den Definitionsbereich von Pjs auf die Menge S®(R) ein, wobei R < I§
fiir ein I € N sei, dann 148t sich die Gleichung (2.49) mit Hilfe von (2.50) und der I + 1
Werte ¥.(j0), j € {0,...,I}, berechnen.

Die ndherungsweise Auswertung des Prandtl-Ishlinskii-Operators wird weiter verein-
facht, wenn die diskrete Gedéachtnisfunktion yx(r) = &, ¢((eo,...,€x)) in der Gleichung
(2.49) durch die u-diskretisierte Gedachtnisfunktion aus Gleichung (2.39) in Bemerkung

2.5.13 ersetzt wird. Wir definieren den Operator P*# : S(R) — S(R) mit Hilfe der
p-diskretisierten Gedachtnisfunktion:

moﬁM«%Vnﬁgy:Awmqu%,uﬁme@)

:/‘moa«%wnﬁme@)
0
= mioP((eh,...,et)), i=0,...,k,

wobei et = mameuZ{m < g}, firi =0,...,k, ist. Setzen wir 4 = 2§, dann 148t sich
ﬁﬁ’26((60, CyER)) = Pf((so . ,€20)) wie unter (2.49) losen, wobei die Formfunktion
U, ausschlieﬁhch in Punkten der Menge {jé : j € {—I,...,I — 1}} auszuwerten ist, in
denen Vs und ¥ iibereinstimmen:

Py (0, -ven) = PR, -, e8)) = PR(wd, .., wd))

8 _ 20
_22\11,;< = 1>+\115(wf5)

26

n 2% _
=2)" v (%) +w(w?).
1=2



48 KAPITEL 2. HYSTERESE-OPERATOREN

Die Folge der wesentlichen Extrema hat hochstens die Lénge 2I. Zur Auswertung des
Funktionals P* an der Stelle (eo,...,ex) sind also maximal 2] Werte der Menge
{+¥.(j0) : 7 € {0,...,1}} zu addieren.

Approximation der Verteilungsfunktion v durch eine stetige, stiickweise affine
Funktion

Zur Vereinfachung der Notation werden in diesem Unterabschnitt die stetige, stiickweise
affine Verteilungsfunktion und der zugehorige Prandtl-Ishlinskii-Operator wieder mit v
bzw. mit P? bezeichnet.

Definition 2.5.22 Sei v : [0,00) — [¢(0),0], —o0 < v(0) < lim, ,v(r) = 0, eine
monoton wachsende Funktion. Sei § > 0. Wir definieren die stetige, stiickweise affine
Verteilungsfunktion

() = v (G- 19) + L (0 46) v (G - 1)9)

firr € [(j —1)0,76),5 € N. (2.51)
Wir definieren den Prandtl-Ishlinskii-Operator P° durch

Ple](t) := /Ooo s.[e](t)dvs, fiir jedes t € [0,T]. (2.52)

-0. 4}
-0.6/

.
.
'0.8’ /
1
1

-1V

Abbildung 2.12: Verteilungsfunktion v und stiickwei-
se affine Approximierende v

Bemerkung 2.5.23 Fiir alle j € N, gilt
vs(j0) = v(j6).
vs ist monoton wachsend und beschriankt, da fiir alle r > 0 gilt
v(0) <ws(r) < lim ys(r) =0.
7 —>00

Insbesondere ist also auch vs von beschrankter Variation.
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Auswertung von ’ﬁ}s mit Hilfe der wesentlichen Extrema:
Nach Lemma 2.5.16 gilt fiir die zugehorige Erstbelastungskurve ¥, 5

U, 5(e) = — /0 us(r)dr (2.53)

V. 5 ist also konkav. Sei [; := fl‘s

(I-1)3 vs(r)dr = £ (v((l — 1)) + v(16)). Fiir jedes j € N

0. 8¢ PP
- \Ile
0.6+
\Ile,ﬁ .
0.4t
0.2
1 2 3 4

)
Abbildung 2.13: Erstbelastungskurven ¥, und ¥, s

gilt

W, o(i9) = za VoG~ 1)8) — 3 (G~ 1)8) +1(59))
(2.54)

= S 0(0) + wl38) ~ 83 w19).

Nach Definition 2.5.14 und Lemma 2.5.17 gilt fiir die zugehorige Formfunktion W,

B U, s5(e), fallse >0,

Ws(e) = { W,5(—¢), fallse<0. (2.55)
Nach Satz 2.5.18 148t sich das Bild der endlichen Input-Folge (eo, .. .,ex) € S(R) beziig-
lich der zu P° gehoérigen Endauswertung des diskreten Hysterese- Operators 73‘5 mit der
zugehorigen Folge der wesentlichen Extrema (wy, ..., w,) und der Formfunktlon Vs zu
Vs bestimmen:

Ph((eor- -, x)) = PE((w, . wn) = 22% ( ) F U, (256)

Dazu ist die Formfunktion W4 also an Stellen, die durch die Folge der wesentlichen
Extrema (wy, ..., w,) bestimmt sind, auszuwerten.
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Es gilt
/mmmy+dmn—uw»ms:mmn+%imn—um»
0 . (2.57)
= —(zu(1l) + (2 — z)u(0)) .

2
Fir e € [jo,(j + 1)d), 7 € Ny, ergibt sich aus (2.51), (2.53) und (2.57) mit z := E_Tj‘s
o (j+z)d
Us(e) = W s(e) = —/ vs(r)dr — / vs(r)dr
e i (2.58)
= W 5(3) — Jaav(( + D8) + (2 - 2)u(i)

Fire € (—(j + 1), —j6], 7 € Ny, gilt wegen (2.55)

\115(6) = —\1167,5(—6) .

Schrinken wir den Definitionsbereich von P; auf SE(R) ein, wobei R < I fiir ein [ € N
sei, dann 148t sich die Gleichung (2.56) mit Hilfe von (2.58) und (2.54) aus den Werten
v(39), j € {0,...,I}, berechnen.

Wir definieren den Operator P%* : S(R) — S(R) mit Hilfe der p-diskretisierten Ge-
déchtnisfunktion aus Gleichung (2.39) in Bemerkung 2.5.13:

70 P (o, .- en)) = /Ooo 708 (20, £x))dus(r)

:/ ;i 0 5.((g, - - -, x))dvs(r)
0
=moP((eh,...,e¥), i=0,...,k,

wobei et = rna,meHZ{m < g}, fir i = 0,...,k ist. Setzen wir g = 2§, dann 148t sich
P]f 25((50, cen) = Pi((e¥, ..., e¥)) wie unter (2.56) lsen:
Ok = 75?2‘5((50, cer) = Pi(ed, i e) = PH(wD, .. wd)

26

_22\115( — U 1) + Uy(w?).

Da % € 0Z ist fiir jedes ¢ € {1,...,n}, miissen wegen (2.55) also nur die Bilder
der Erstbelastungskurve ¥, s an den Knoten jé, j € {1,...,I}, bekannt sein, um die
Gleichung (2.59) zu lésen. Diese kénnen mit Gleichung (2 54) bestimmt werden. Zur
Auswertung des Funktionals Pf ?» sind also maximal 21 Werte der Menge {+W, 4(j6) :
j €40,...,1}} zu addieren.

Im Gegensatz zur Approximation der Verteilungsfunktion v durch eine stiickweise kon-
stante Funktion im vorhergehenden Abschnitt stimmen die Werte ¥, 5(jd) nicht mit den
Funktionswerten der gegebenen Erstbelastungskurve ¥, in den Knoten 54, j € {0, ..., I},
iberein.

(2.59)
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2.6 Untersuchungen zu den approximierenden Opera-
toren

Bei allen in diesem Abschnitt auftauchenden Integralen handelt es sich um Riemann-
bzw. Riemann-Stieltjes-Integrale.

2.6.1 Hilfsmittel

Die folgenden Abschétzungen und Gleichungen werden fiir den Beweis der Fehlerabschét-
zungen im Abschnitt 2.6.2 bendétigt.

Lemma 2.6.1 Sei die Funktion f : [0, 1] — [0, 1], monoton wachsend und damit Riemann-
integrierbar. Fir N € N, 6 := +, sei die Funktion fy : [0,1) — [0, 1] definiert durch
jo
fn(z) =N f(s)ds firz e |[(j—1)5,56),5€{l,...,N}. (2.60)
(j-1)d
Dann gilt
! 1
[ 18- twl@ide < 5 (70) - £0)
0
Beweis:
Es gilt
N_ pis io
/ |f — fnl(z Z - N f(s)ds|dz
—1 (5-1)é
/ / f(s)|dsdx
(-1 J(j-1)8
N
<N (£(35) — F((j — 1)6)) ds dz

Lemma 2.6.2 Sei die Funktion f : [0, 1] — [0, 1], monoton wachsend und damit Riemann-
integrierbar. Dann gilt

/|f )~ alde < ..
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Beweis:
Fir N € N, § := &, sei fy : [0,1) — [0,1] die durch (2.60) definierte Funktion. fy
ist monoton wachsend. Da fy stiickweise konstant ist, gibt es hdchstens endlich viele

Punkte ay,...,a, € (0,1), a1 < ... < a,, fir die gilt
lim fy(z) <a; < lim fy(z), i€{l,...,n},
T—ra;— r—a;+

wobei der linke bzw. der rechte Ausdruck, den links- bzw. rechtsseitigen Grenzwert von
fn an der Stelle a; bezeichne. Existiert kein Punkt im Intervall (0, 1), der diese Bedingung
erfiillt, dann setzen wir n := 0. Seien ag := 0, a, 1 := 1. Wegen der Monotonie von fy
ist a; < fy(z) < a;; 1 im Intervall (a;,a;41), ¢ € {0,...,n}. Nach der Definition der a;,
i €{1,...,n}, wechselt fy(z)—z nicht das Vorzeichen in (a;, a;11). In (a;, a;11) gilt also

z —a;, falls fy(z) <z in (a;,ai41),

Qiy1 — T, falls fN(a}) Z T in (ai’ a’i+1) . (261)

fn(e) — 2| < {
Es ist

Ai+1 1 )
/ (il? — al)d:c = §(ai+1 — ai)

7

und (2.62)
a;+1 1 )
(i1 — z)dz = i(aiﬂ —a;)”.

Aus (2.61) und (2.62) folgt

1 n a;+1 n 1
[ 1@ —side =3~ [ 1wle) — sl < 3 300 — 0
0 i=0 ¥ % =0
<

1 1
> EZ(CMH —a;) = 9

=0

Daraus und aus Lemma 2.6.1 ergibt sich fiir jedes N € N

[NCRI

[ 156 ~atde < [17 - i@+ [ 1fule) - aldr < +

Also muf} auch fiir f gelten

! 1
/ F(z) — aldz <~
0 2
]

Lemma 2.6.3 Sei f monoton wachsend, —oco < f(0) < lim,_,» f(r) = 0. Sei § > 0.
Die stetige, stiickweise affine Funktion fs sei definiert durch

r—(j—1)8

falr) 1= £ (G- 1)) + —

(f(46) — f((7 —1)d))
firr € [(j — 1)6,56), 7 € N.
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Dann gilt

|11 = fil@)ds < =550,

0

Beweis:
Da f monoton wachsend ist, ist auch fs monoton wachsend. Also sind beide Funktionen
in jedem Intervall [(j — 1)d, j6], j € N, Riemann-integrierbar. Fiir jedes j € N gilt

76
/ fs - fl(a)de
)

(51

(f(50) = F((G —1)9)) — f(=)| dz.

Die Substitution g(y) := f((j — 1)d + yd) — f((7 — 1)d), y € [0,1], z = (j — 1) + 9,
fiihrt auf

/J |f6 - f|($)dm = 5/ |yg(1) _ g(y)| dy =: 1.
(7-1)8 0

j—1

Da f monoton wachsend ist, ist auch g monoton wachsend und nichtnegativ.
Fiir g(1) = 0 gilt

1
0

1= / 9(y)|dy = 5 / o(u)dy < 89(1) =0 < 2 (£(38) — £((j ~ 1)9))

Fiir g(1) # 0 und h : [0,1] — [0, 1], h(y) := L% gilt wegen Lemma 2.6.2

g9(1)
r=bg(t) [ |y = 580 dy = 900) [ 1y~ ntlay < a0
= S(GD) ~ 1~ 1)

Daraus ergibt sich

9] N 7o
| 1ts= flt@yde = fim > L Sl
N

< Jim 372 (7G8) ~ £(G -~ 1)9))
.0 0
= lim 2 (J(N8) — /(0)) < —5 £ (0).

Lemma 2.6.4 Sei § > 0. Fiir jede konkave Funktion u € C*([0,d]) gilt

[ futr) = 800 = 5 - o)) dr < G0(0) - w6,
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Beweis:
Da u konkav und stetig differenzierbar auf [0, §] ist, gilt wegen Korollar A.0.9 und Defi-
nition A.0.8 fiir alle a, b € [0, ¢]

u(b) < ga(b) :=u(a) + u'(a)(b— a) (2.63)
und
u(r) > %u(é) + (1 . %) u(0) fiir alle r € [0,4]. (2.64)
Daraus folgt
/ \ (1) = u(0) = 5 — )| ar = [ (ur) = u(0) = 5(u5) — u(0))) ar
| (minfan(r), g5(r)} — (0) = (u(8) ~ u(0)) ) dr
i mln{u + ru’(0),u(d) + (r — 0)u'(8)} — u(0) — %(u(é) — u(O))) dr

=1

Da u konkav ist, muf} u' eine monoton fallende Funktion sein. Falls u'(d) = u'(§) = /(0)
fiir alle £ € (0, ) ist, ist go(r) = gs(r) und wir definieren

a:=94.
Falls v'(§) < 4/(0) ist, definieren wir
_ u(0) — u(0) — 6u'(0)
W) —w ()

a ist so gewéhlt, dal go(a) = gs(a) ist.
Aus (2.63) folgt

0<a.

Aus der Monotonie von u’ folgt

5
u(s) - u(0) = [ w(e)de < 5u(0),
0
und damit ist
a<9§.
Es folgt

I< /Oar <u'(0) _ M) dr—i—/aa(d— r) (M —u'(5)> dr

- %(u'(O) —(8)) <((5—a) /0 rdr+a/a6((5—r)dr>
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2.6.2 Fehlerabschatzungen

In diesem Abschnitt finden sich Abschitzungen fiir den Fehler, der gemacht wird, wenn
die den Prandtl-Ishlinskii-Operator definierende Verteilungsfunktion v durch die im Ab-
schnitt 2.5.3 definierten stiickweise konstanten beziehungsweise affinen Approximieren-
den ersetzt wird.

Der Fall der stiickweise konstanten Approximation der Verteilungsfunktion entspricht
einer stiickweise affinen Interpolation der zugehorigen Erstbelastungskurve. Er erlaubt
eine weitere Interpretation. Die Erstbelastungskurve W, kann in Messungen nie exakt
bestimmt werden, sondern ist aus einer endlichen Anzahl von Spannungs-Verzerrungs-
Werten geeignet zu interpolieren. Haben die diskreten Verzerrungs-Werte den dquidistan-
ten Abstand ¢ und werden die diskreten Spannungs-Verzerrungs-Werte affin interpoliert,
dann gibt die folgende Abschdtzung eine obere Schranke fiir den Interpolations-Fehler
an. Dabei wird vorausgesetzt, daf die unbekannte, exakte Erstbelastungskurve monoton
wachsend und beschrédnkt ist.

Satz 2.6.5 Sei v : [0,00) — [1(0),0] eine monoton wachsende Funktion mit —oo <
v(0) < lim, o v(r) = 0. Zu & > 0 sei P° der in (2.43) definierte Operator. Dann gilt
fir jedes e € C([0,T])

sup |(Ple] — P°[e]) (¢)] < —v(0)6.

te[0,T] o

Beweis:
Wegen der Abschitzung (2.15) gilt fiir jedes ¢ € [0,7] und ¢ < r

[s:[e](t) — sle](B)| < |r —ql =7 —4q. (2.65)

Da v monoton und beschriankt ist, ist ¥ von beschridnkter Variation und in jedem be-
schrankten Intervall Riemann-integrierbar. Wegen der Voraussetzungen an v ist auch die
P? bestimmende, in (2.42) definierte Verteilungsfunktion v monoton und beschrénkt und
damit von beschrinkter Variation. Denn es gilt
v(0) < ws(r) < lim vg(r) =0.
r—00
Die zugehérigen Operatoren P und P° sind somit wohldefiniert. Die partielle Integrations-
Formel aus Satz A.0.6, die Beschrinktheit der Gedéchtnisfunktion v;, v:(r) = s,.[e](t)
sowie v;(0) = 0 fiir jedes t € [0,7'] und limp_,o (v — v5)(R) = 0 liefern fiir jedes ¢ € [0, T]

lim/0 Ye(r)d(v — vs)(r)

R— o0

‘('P[E] — PJ[S]) (t)‘ = ‘/000 Ye(r)d(v — vs)(r)

= | lim (’Yt(R)(V —v5)(R) — %(0)(v — v5)(0) — /OR(V - VJ)(T)d’Yt(T)> ‘

R— o0

(2.66)
< | lim w(R)(w - vp)(R)| +
=|lim [ (v—vs)(r)dv(r)

R— o0 0

R—o0

lim/o (v — vs)(r)dy(r)

= lim
R—o0

[ v -wnm).
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Wegen der Abschétzung (2.65) gilt fiir jede Zerlegung Z := {ry,...,r,} von [0, R] und
fiir jeden Zwischenvektor (&1,...,&,), & € [ri—1, ;] fir jedes i € {1,...,n}

n

> (v = vs) (&) (velrr) — w(re-1))

k=1

S Z (v — vs) (&) [7e(re) — Ye(rr-1)]
<3 1w = va) (&)l (ri — ra1).

Da die Funktionen v und vs monoton in [0, R] sind, sind sie und damit auch |v — v, ,
Riemann-integrierbar. Aus der Definition des Riemann-Stieltjes-Integrals folgt

. " ([)+1)s
| w=mmano| < [ 1o-wmier< [T 1@ -melar. (@60

Aus der Monotonie von v folgt fiir jedes N € N

N§ N 1 [7¢ Jjo
v—1us)(r)|dr < - v(r) — v(s)|dsdr
| 1= <;5/(jl)5/(j1)5|() (5)
<83 ((38) — ¥ — 1)8) = (-(N8) ~ v(0)3.

Daraus und aus den Abschitzungen (2.66), (2.67) sowie der Nichtpositivitét von v folgt

‘('P[E] — PJ[S]) (t)‘ < lim (¥(N9§) — v(0))d < —v(0)6.

N—o0

O

Die beiden folgenden Sétze geben eine obere Schranke fiir den Fehler an, der durch die
Approximation der Verteilungsfunktion durch eine stetige, stiickweise affine Funktion
wie in (2.51) gemacht wird.

Satz 2.6.6 Sei v : [0,00) — [1(0),0], —oo < v(0) < lim,_, v(r) = 0 eine monoton
wachsende Funktion. Zu § > 0 sei P° der in (2.52) definierte Operator. Dann gilt fiir
jedes € € C(]0,T1)

S |(Ple] = P°[e]) (8)] < —@6.

Beweis:

Ve, Ye(r) = s.[€|(t), bezeichne wieder die Gedéchtnisfunktion zu € zum Zeitpunkt ¢. Aus
der Definition der P° bestimmenden Verteilungsfunktion vs in (2.51) folgt, daB v — v;
in den Knoten 34, 7 € N, verschwindet. Die Funktionen v und v sind monoton und
beschrénkt, also auch von beschrénkter Variation, d. h. die zugehérigen Operatoren P
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und P’ sind wohldefiniert. Zusammen mit der partiellen Integrationsformel aus Satz
A.0.6 ergibt sich fiir jedes ¢t € [0,7] und n € N

(Plel ~ PPl (0] = lim [ () = )7

n—o0

/0 " () — ) (r)

lim <%(n5)(V = v5)(nd) = 1(0)(v — v5)(0) — /OM(V - Va)(r)d%(r)> ‘ (2.68)

—|im [0 )t = fim | [* @ - e

Wie im Beweis von Satz 2.6.5 folgt
nd nd
| w=wman)| < [ 1w
0 0

Daraus, aus Abschitzung (2.68) und aus Lemma 2.6.3 folgt

(Ple] - PPLe)) (1) < —gV(O) |
]

Satz 2.6.7 Seiv € C'(]0,00)), —oo < v(0) < lim, o, v(r) = 0, eine monoton wachsen-
de und konkave Funktion. Zu § > 0 sei P° der in (2.52) definierte Operator. Dann gilt
fir jedes e € C([0,T])

5%,

sup ‘('P[E] — P‘s[s]) (t)‘ < v'(0)

£€[0,T - 8

Beweis:
Wie im Beweis des vorhergehenden Satzes 2.6.6 weisen wir die Giiltigkeit der folgenden
Abschétzung nach:

nd

(Pl = PPN < Jim [ 1= w)ldr = [ 1= wa) )i
Wir definieren fiir jedes 7 € N
I; = " v —vs)(r)|dr
j /() (v = w)(r)
= [, ) =G = 09 - TR ) — v - )| ar

Durch die Substitution u(s) := v((j — 1)d + s) fiir s € [0,6], r = (j — 1)d + s ergibt sich
unter Anwendung von Lemma 2.6.4

8

[ S (52
I; = u(s) — u(0) — =(u(d) —u(0))|ds < —(¥'(0) — u'(§
é (8) = u(0) — 5(u(d) — u(0)) (w'(0) — u'(4)) 2.69)

= LG - 109 -V (9)).
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Da nach Voraussetzung v/ nichtnegativ und monoton fallend und v beschrinkt ist, mufl
lim,, oo /(nd) = 0 gelten. Daraus und aus der Abschétzung (2.69) folgt

[0 — o)l ar =t 371, = i 504G - 106) - /6
= lim %(V’(O) — V'(nd)) = %V’(O) :
Insgesamt ergibt sich
(Ple] ~ Pe)] < 0

a

Die folgende Abschétzung liefert den Fehler, der durch die Diskretisierung der Gedéacht-
nisfunktion entsteht.

Lemma 2.6.8 Seien p > 0 und pZ = {np : n € Z} ein Gitter auf R. Zu e :=
(€0y.--,€x) € S(R) definieren wir e € S(uZ) durch e* = G,(g), wobei G, die Git-
terabbildung aus (2.38) ist. Zu § > 0 sei P° der in (2.43) oder (2.52) definierte Prandtl-
Ishlinskii-Operator. Sei P° := P. Dann gilt fiir den zugehorigen diskreten Prandtl-
Ishlinskii-Operatoren P®, § > 0, und fir jedes € € S(R)

|moPP(e) —moP(e")| < L
mit L := —v(0) .

Beweis:

€ bzw. " bezeichnen die affin Interpolierenden von € bzw. #. Dann gilt aufgrund der De-
finition des zeitdiskreten Hysterese-Operators 2.4.4, der Lipschitz-Stetigkeit des Prandtl-
Ishlinskii-Operators nach (2.19) und der gleichméfBigen Lipschitz-Konstante L der Fami-
lie von Approximationen nach Hilfsssatz 2.6.9

o P?(e) — m o Pa(e")| = [P°[EN(T) — PPIE|(T)| < L sup | — &

te(0,T

=L sup |gj—¢%| < Lp.

2.6.3 Gleichmaflige Lipschitz-Stetigkeit

In allen beiden betrachteten Fallen von Approximationen des Prandtl-Ishlinskii-Operators
148t sich eine einheitliche Lipschitz-Konstante der Familie von approximierenden Prandtl-
Ishlinskii-Operatoren unabhingig vom Diskretisierungsparameter § angeben.
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Lemma 2.6.9 Sei v : [0,00) — [1(0),0], —oo < v(0) < lim, o, v(r) = 0, eine monoton
wachsende Funktion. Ist die Familie von Approzimierenden vs, 6 > 0, wie in (2.42) oder
(2.51) definiert, so gilt fiir jedes § > 0

/Ooo di(r) < /000 dv(r) = —v(0).

Deshalb ist der Operator P° Lipschitz-stetig im Sinne von (2.19) mit einer von § unab-
hangigen Lipschitz-Konstante L = —v/(0).

Beweis:

Im Fall der Approximation von v durch eine stiickweise konstante Funktion wie in De-
finition (2.42) gilt fiir alle Diskretisierungsparameter § > 0 wegen der Monotonie von v
und da limpg_, vs(R) = 0 ist

/0 T dusr) = tim [ dvs(r) = lim (us(R) — v5(0))

R—o0 0 R—o0

1

—0- g/oszx(s)ds < —u(0) = /000 dv(r).

Bei der Approximation von v durch eine stetige, stiickweise affine Funktion wie in Defini-
tion (2.51), ist vs eine monoton wachsende, beschrinkte Funktion, also von beschrankter
Variation. Also existiert das Integral fooo dvs und ist endlich. Da die Funktionen v und
vs in den Knoten jd, 7 € N, identisch sind, gilt fiir alle § > 0

/0 " dvi(r) = lim, [ () = Jim (05(R5) = 14(0)
= J%EEO(V(Ré) —v(0)) = }%1_{1;0 i dv(r) = /000 dv(r).

2.7 Ortsabhiangige Hysterese-Operatoren

Die bisher betrachteten Hysterese-Operatoren bilden zeitabhéngige Funktionen auf zeit-
abhédngige Funktionen ab. Sie sind geeignet Phédnomene zu modellieren, die ausschlief3-
lich von der Zeit abhéngen und zum Beispiel durch gewohnliche Differentialgleichungen
beschrieben werden kénnen. In raumstrukturierten Problemen, wie sie bei partiellen Dif-
ferentialgleichungen auftreten, mufl eine Erweiterung des Modells eingefiihrt werden.

Definition 2.7.1 Seien V' C Abb(0,T) ein Banachraum, Q C R” fiir ein n > 1 und
H :V — V ein Hysterese-Operator. Wir definieren fiir jede Funktion v : Q@ — V

Hul(z) = Hlu(z)].
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Bemerkung 2.7.2 H wird also auf jeden Punkt z € {2 unabhéngig angewandst.
Hlul(z, t) := Hluf(x)(t) = Hu(z)](t)
hangt von u(z)|4, aber nicht von u(y)|o 4 fiir y # = ab. Dieses Modell kann Gedéchtnis-

Effekte, aber keine Rauminteraktionen wiedergeben.

Satz 2.7.3 Seien V, W Banachrdume und X ein o-endlicher Mafiraum. Der Operator
b: X xV — W erfille die Carathéodory-Bedingungen, d. h. es gelte

(i) b(-,v) : X — W ist fir jedes v € V mefbar,
(ii) b(z,-) : V — W ist fir fast jedes x € X stetig.

Sei B: VX — WX der zu b gehirige Superpositions-Operator definiert durch
Blul(z) := b(z, u(z)).
Seien p, q € [1,00). Gilt zusdtzlich die Wachstums-Bedingung
|b(z, v)||% < cl|v]|}+g(x) fir eine Funktion g € L*(X) und eine Konstante c, (2.70)
so bildet B den Raum LP(X;V') stetig in L1(X; W) ab.

Beweis:

Fiir den Spezialfall V. = R*, n > 1, W = R folgt diese Aussage aus [T87, Lemma
4.20], bzw. |Zei90b, Prop. 26.6]. Der Beweis 148t sich auf beliebige Banachrdume V, W
iibertragen. O

Bemerkung 2.7.4 Sei v € V fest gewéhlt. Ist b(z,-) = b(-) unabhéngig von z und
Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante L und ist das Lebesgue-Mafl von X, A(X),
endlich, dann ist die Wachstums-Bedingung (2.70) fiir jedes p = ¢ € [1, 00) erfiillt:

[16Cuw) [l w 16(u) = b(v)[lw + [[b(v)lw < Lilu — vllv + [lb(v)|lw

<
< Lflully + Lijvlly + [[o(v)[lw = Llullv + C < oo

fiir eine Konstante C'. Konstante Funktionen sind integrierbar, da X nach Voraussetzung
endliches Maf} hat.

Korollar 2.7.5 Seien V' C Abb(0,T) ein Banachraum, Q C R fir einn > 1 ein endli-
cher MafSraum beziiglich des Lebesque-Mafes, p € [1,00) und H : V — V ein Lipschitz-
stetiger Hysterese-Operator. Dann bildet der in Definition 2.7.1 erkldrte Operator §) den
Banachraum LP(Q; V) stetig in sich ab.

Beweis:
Dies folgt sofort aus dem Satz 2.7.3 und Bemerkung 2.7.4. O

Bemerkung 2.7.6 Fiir den Beweis von Korollar 2.7.5 wird weder die Ratenunabhéngig-
keit noch die Volterra-Eigenschaft des Operators H benotigt. Die Aussage gilt vielmehr
fiir beliebige Lipschitz-stetige Operatoren H : V' — W, wobei V und W Banachrdaume
seien.



Kapitel 3

Die eindimensionale Wellengleichung
mit Hysterese und ihre Diskretisierung

Im zweiten Teil dieser Arbeit koppeln wir einen Hysterese-Operator mit einem System
von partiellen Differentialgleichungen. Wir untersuchen ein spezielles System von Er-
haltungsgleichungen in einer Raumdimension. Dies ist ein System von nichtlinearen,
hyperbolischen Differentialgleichungen erster Ordnung in Divergenzform

U, + (F[U]), =0,
U(z,0) = Up(z),

wobei in unserem Fall U = U(z,t) € R? ist und die Ortsvariable = aus einem beschrink-
tem Intervall stammt. Damit das Problem wohlgestellt ist, werden wir zusédtzlich fordern,
dafl die Lésung U bestimmten Randbedingungen geniigt.

In klassischen Modellen ist der Flufl F durch einen Superpositions-Operator gegeben. Es
gibt also eine hinreichend glatte Funktion f : RP — RP, wobei in unserem Fall p = 2 ist,
mit

F[U](z,t) = f(U(z,1)).

Fiir derlei Systeme kann in vielen Fillen nicht die Existenz einer fiir alle Zeiten ¢t > 0 glat-
ten Losung bewiesen werden. Statt dessen kann es zu Unstetigkeiten oder Singularitdten
in der Losung, sogenannten Schockwellen oder blow-ups, kommen. Um solche, physika-
lisch durchaus sinnvollen Losungen auch als mathematische Losungen zu akzeptieren,
muf} der klassische Losungsbegriff abgeschwicht werden. Da solche schwachen Lésungen
im allgemeinen nicht eindeutig sind, miissen weitere, iiblicherweise physikalisch motivier-
te Bedingungen an die Losung gestellt werden, um eine sinnvolle und eindeutige Losung
auszuzeichnen (vgl. [RR93, Chap. 3|, [E98, Chap. 11]).

In dem von uns betrachteten System von Erhaltungsgleichungen kann der Fluf} im all-
gemeinen nicht durch einen Superpositions-Operator beschrieben werden. Statt dessen
ist eine Komponente des Flusses durch einen Hysterese-Operator gegeben. Erfiillt dieser
Operator die im Abschnitt 3.2 genannten Eigenschaften, wozu insbesondere die richti-
ge Form der Zweige des Hysterese-Operators, also der ,Hystereseschleifen®, gehort, dann
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kann die Existenz einer eindeutigen, stetigen Losung bewiesen werden. Die oben genann-
ten fiir allgemeine Erhaltungsgleichungen charakteristischen Phdnomene treten also nicht
auf.

3.1 Ausgangsproblem

Wir betrachten ein eindimensionales Modell fiir die Longitudinal- oder Torsionsschwin-
gungen eines Stabes der Lange 1 von konstanter Massendichte unter dem Einfluf einer
uniaxialen dufleren Kraftdichte g. Bezeichnen v, o, ¢ Geschwindigkeit, Spannung und
Verzerrung (in dieser Reihenfolge), so 148t sich die Impulsbilanz schreiben in der Form

Ve =0z 1+ g,

€t = Uy,

in (0,1) x (0,7), wobei T > 0 eine gegebene, endliche Endzeit ist. Die Spannungs-
Verzerrungs-Relation wird in der Form eines hysteretischen elastoplastischen Material-
gesetzes angenommen, d. h. wir setzen fiir jedes z € [0, 1]

U(x’ ) = ,H[E(x’ )] ) (3.3)

fiir einen Hysterese-Operator mit geddchtnisfreiem Anfangswert H : C([0,T]) — C([0, T1).
Zu den Zustandsgleichungen (3.1) - (3.3) betrachten wir die Anfangsbedingungen

~—

v(z,0) =vo(z), z€][0,1], (3.4
eo(z), z€]0,1], (3.5
o(z,0) = Hle(z,)](0), z€][0,1],

D
~ ~—

sowie eine der drei Randbedingungen

v(0,t) = w(1,8) =0, telo,7], 3.
o(0,¢) = o(1,t) =0, telo,T], (3.8)
v(0,t) = o(1,£) =0, tel0,T]. 3.9)

Der Stab ist im Falle von Randbedingung (3.7) an beiden Enden eingespannt und im Falle
von Randbedingung (3.8) an beiden Enden spannungsfrei. Im Falle von Randbedingung
(3.9) ist er am linken Ende eingespannt und am rechten spannungsfrei.

Wir fiihren die folgenden Bezeichnungen ein:

Vi= Whee(0,T; L*(0, 1)) N L(0, T3 WH#(0, 1))

3.10
W = W"b>(0,T; L*(0,1)). (3-10)
Zur Definition der Funktionenrdume verweisen wir auf Kapitel A.
Nach Lemma A.0.17 ist W stetig eingebettet in den Banach-Raum L?(0, 1; C([0,T7)).
Die Zeitfunktion e € W, die jedem Zeitpunkt ¢ € [0, T] eine Funktion (-, ¢) € L?(0, 1)
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zuordnet, kann also mit einer Ortsfunktion aus L?(0,1;C([0,71])), die fast jedem Orts-
punkt z € (0,1) eine Funktion e(z,-) € C(]0,7]) zuordnet, identifiziert werden. Es ist
also e(z,-) € Dom(H) fiir fast Jedes z € (0,1).

Problemstellung:

Seien vy, g € W2(0,1) und g € W2(0,T; L?(0,1)) gegeben. Gesucht ist ein Tripel
(v,0,6) € V x V x W, so daB8 (3.1) - (3.3) fast iiberall in (0,1) x (0,7) gelten, die
Anfangsbedingungen (3.4) - (3.6) erfiillt sind und ferner eine der folgenden Bedingungen
gilt:

e Problem (P,4): Randbedingung (3.7) und vy(0) = vo(1) = 0,
e Problem (Pg): Randbedingung (3.8) und 4(0) = €4(1) = 0,
e Problem (P¢): Randbedingung (3.9) und vy(0) = €o(1) = 0.

Bemerkung 3.1.1 Ist (v,e,0) eine Lésung von Problem (P,), (Pg) bzw. (Pg) zum
Anfangswert (vy,€9) und definieren wir u(z,t) = fo z,T)dT + uo(z) und up(z) =
5 €0(€)dE, so erfiillt (u, o) die Gleichungen

Ut — 0z = G, (311)
o(z,-) = Hlug(z,-)] fir fast jedes z € (0,1), (3.12)

mit den Anfangsbedingungen

u(z,0) = ug(z), wi(z,0)=vy(z), (3.13)

sowie den Randbedingungen

u(0,t) =0, u(1,t) =0 fiir alle ¢ € [0,7] im Fall von Problem (P,), (3.14)
0(0,t) =0,0(1,t) =0 fiir alle t € [0,T] im Fall von Problem (Pg), (3.15)
u(0,t) =0, 0(1,t) =0 fiir alle ¢t € [0,7] im Fall von Problem (P¢), (3.16)

wobei im Fall von Problem (P,) zusétzlich fol e0(§)d€ = 0 gefordert werden muf .

Resultate zur Wellengleichung mit Hysterese

Anfangsrandwertaufgaben fiir die Wellengleichung mit hysteretischem Spannungs-Ver-
zerrungs-Gesetz wie in (3.3) sind bereits in einer Reihe von Arbeiten behandelt worden.
Im folgenden werden Ergebnisse dieser Untersuchungen vorgestellt.

(a) In [K86] wird die Existenz von w-periodischen Losungen fiir die eindimensionale
quasilineare Wellengleichung

0
%P[um(x, )(t) = g(z,t), g w-periodisch ,w >0,

mit homogenen Neumann-Randbedingungen

utt(x, t) —

uz(0,t) = ug(m,t) =0,
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bewiesen, wobei P ein Prandtl-Ishlinskii-Operator ist, der durch eine wachsende, konkave
Erstbelastungskurve ¥, € C?(R(), die einer Wachstumsbeschrinkung geniigt, definiert
wird.

(b) In [BS96, Th. 3.5.3] wird die eindimensionale Wellengleichung mit Hysterese auf
(0, L) x (0,T) fiir eine verschwindende duflere Kraftdichte g = 0 in der folgenden Form
betrachtet:

ou_ 0z
Por ~ oz’
0: _
ot 77 (3.17)
8 f— @
- Oz’
o(z,") = W 1(z);e(z,)], =€ (0,L).
Es werden die Anfangsbedingungen
u(z,0) = ug(z) € W2*(0,L) und 2(z,0) = 2z(z) (3.18)
und die Randbedingungen
u(0,t) =0 und z(L,t)=0, te(0,7), (3.19)

vorausgesetzt. Dabei ist, fiir ein abgeschlossenes Intervall I, wobei 0 ein innerer Punkt
von [ ist,

W : W, x Cr([0,T]) — C([0,T))

ein Hysterese-Operator vom Preisach-Typ (vgl. [BS96, Def. 2.4.2]), wobei der Parame-
terraum Y = W, definiert ist durch

Uo:={¢:Rog = R:|¢(r) —¢(s)| < |r — s| fiir alle ;s > 0
und der Trager supp(¢) ist endlich}

und
Ci([0,T]) :={e € C([0,T7) : ([0, TT]) C I}
W hat die folgenden Eigenschaften:

(i) Fiir jedes ¥ _; € Uy ist W[y_1; | lokal Lipschitz-stetig, stiickweise C?, hat lineares
Wachstum und es gilt:

Wi ;WP (0,T)] € WH(0,T),
wobei W} '(0,T) := W'(0,T) N C;([0, T)) ist.
(ii) Die Zweige von W[y _1;-| sind fiir jedes ¢ ; € ¥, streng wachsend. Es gibt Kon-
stanten 0 < ¢y < ¢y, so daB fiir alle € € W}’I(O,T) gilt:

ale'(1)] < \%W[wl;d(t)\ < ().
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(iii) Fiir jedes ¢y € Wy, t € [0,7) und v € C;([0,¢]) ist der Zweig ®,, , von W im
Intervall (—oo, v(t)] N I eine konvexe und im Intervall [v(¢),00) N I eine konkave
Funktion.

(iv) Der inverse Operator (W[y_1;-]) !, ¥_1 € ¥y, existiert und ist stetig und héngt
stetig vom Anfangswert ¢ ; ab.

(v) Die Funktion der Anfangswerte ¢ 1 : [0, L] — W, ist Lipschitz-stetig mit Lipschitz-
Konstante Ly > 0. Fiir ¢ = 0 gilt die Kompatibilitatsbedingung W[y_1(L);e] = 0.
AuBerdem liegt (W[_1(z);€]) 7 (t) fiir jedes ¢ € [0, 7] im Inneren des Intervalls I.

Ist entweder I/ = R oder sind ||uo|lw22(o,y und Lo hinreichend klein, dann hat das
Problem (3.17) - (3.19) eine Losung (u, 0,€) mit

Ut , Ugt , 2ty 2zt ) 2zx S LOO(O7T) L2(07 L)) )

o,e € C([0,L] x [0,T7]).

Fiir I = R erfiillen die Prandtl-Ishlinskii-Operatoren mit konkaver Erstbelastungskurve
U, € W3Y(R.), W, stiickweise C? und ¥/ (0o0) > 0 alle gefordeten Voraussetzungen. Fiir
diese wird in [BS96, Th.3.5.7] auch die Eindeutigkeit der Losung bewiesen.

(c) In [K96, Th. III.1.2] wird die folgende schwache Formulierung der mehrdimensionalen
Wellengleichung mit Hysterese auf der offenen und beschrinkten Menge Q C RY, N € N,
mit glattem Rand untersucht:

/Q [(ua(z,t) — g(z,t), w(z)) + (flz, Du(z,-)|(t), Dw(z))r] dz =0
fiir fast alle ¢ € (0,T) fiir alle w € W, ?(Q; RY).

(3.20)

Dabei bezeichnet (T, || - ||r) den normierten linearen Raum der symmetrischen N x N
Tensoren mit der vom Skalarprodukt

N
(& mr = Z &ijij

ij=1
induzierten Norm

€]l == (€, €)%

Das Symbol (-,-) wird fiir das gewShnliche Skalarprodukt (u,v) := .Y wiv? in RY
benutzt, D : WH2(Q; RY) — L?(2; T) ist der durch den folgenden Ausdruck gegebene
Differential-Operator

1 [/out O
— ] 1,....N
2 (al’_] + 8xl> ) Z)J E { ) ) })

und f[z, ] : Wh2(0,T;T) — WL2(0,T;T) ist fiir jedes z € Q ein Volterra-Operator.
Fiir eine duBere Kraftdichte g € W1(0,T; L?(2; RY)), die Anfangsbedingungen

(DU)” =

u(z,0) = ug(x) € W22 RY) n Wy (4 RY) und ws(z,0) = uy (z) € Wy *(Q; RY)
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und die homogenen Dirichlet-Randbedingungen
u(z,t) =0 fir (z,t) € 00 x (0,7)

wird die Existenz einer eindeutigen Losung u von (3.20), u € L>(0,T; W,*(Q; RY), mit
uy € L0, T; L2(;RY)) und  Du, € L®(0,T; L*(Q;T))

bewiesen, falls der Operator f die folgenden Bedingungen erfiillt:
Es gibt Konstanten a, b, ¢ > 0 und einen Volterra-Operator

V:Qx (WH(0,T;T))*> — Wh(0,T),
so daf fiir jedes (z,y,¢,0) € Q x Q x (WL2(0,T; T))? gilt
@) 1| (flz, e, Ollr < Bllee(®)]r 1. .,
(i) [1f[z,el(T)—fly, INDE < ¢ (|:v — g2 +1[e(0) — B(O)|2+ fy llex(t) - ﬂt(t)H%dt) :
(iii) Jo ((fle,€])s ea(®))ndt > §lle(T)|E — Elle0)I[2,  fiir e € W22(0, T3 T),

i)

(iv) (flz,el(t) — flz, (1), (t) — 0u(t))r > £V[z,6,9] f. i,

(v) Vz,e,9](t) = V[z,¥,¢|(t) >0, V|[z,e,e|(t) =0 fir allet € [0,T],
)

Viz, e1,9](0) — V[z, &5, 9](0)|
< cmax{[le1(0) |, [[e2(0)[|z, [[9(0) |} (J& — y| + [le1(0) — £2(0)][x) -

(vi

(d) In [K96, Th.III.1.6] werden die Gleichungen (3.1), (3.2) mit dem konstitutiven Gesetz
e(z,") = Glz,o(z,-)] fiir z €[0,1] (3.21)

verkniipft. Hierbei ist G[z,-] : C([0,T]) — C([0,T]) fiir jedes =z € [0, 1] ein Hysterese-
Operator mit gedachtnisfreiem Anfangswert. Es werden die Randbedingungen

v(0,t) =0o(1,t) =0, te€(0,T), (3.22)
und die Anfangsbedingungen
v(z,0) = vy € WH(0,1) und o(z,0) =0y € WH(0,1), (3.23)

wobei v9(0) = 0¢p(1) = 0 ist, angenommen.

Es wird vorausgesetzt, daf§ der Operator G : [0, 1] x C([0,T]) — C([0,T]) stetig ist und

die folgende Annahme erfiillt ist:

Es gibt positive Konstanten R, ag, bg, so daf zu jedem z € [0,1] und v € C([0,t]),
€ [0,T), mit max,cjoq |v(7)] < R, der Zweig ®, =: (,(z, ) zum Hysterese-Operator

Glz, -] im Intervall [—R, R| eine absolut stetige Funktion ist, wobei gilt

(i) Glpyx-rr € C([0,1] x [-R, R]),
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(i) ar < 2¢(z,2) < b fiir fast jedes z € (—R, R),

(iii) Der Zweig (,(z, -) ist konvex im Intervall [v(¢), R] und konkav im Intervall [— R, v(¢)].

Ist zusdtzlich g € W'(0,T; L?(0,1)) und erfiillen die Daten die folgende Beschrinkt-
heitsbedingung

2

1
1 R
[ (30 + 2 @P + (@) do + Alalrriron < 150 (620)

dann wird die Existenz von (mindestens) einer Losung (v, 0, ¢) € [C([0, 1] x [0, T])]*, wel-
che die Gleichungen (3.1), (3.2) und (3.21) fiir fast alle (z, ) (0,1)x(0,T), sowie (3.22)
und (3.23) erfiillt, mit vy, vy, 0y, 04, &, € L=(0,T; L?(0,1)) und maxo<z<1 0<i<7 |o(z,t)| <
% bewiesen.

Ist die obige Annahme fiir jedes R > 0 und ar > ay > O erfiillt, kann die Bedingung
(3.24) entfallen.

3.2 Voraussetzungen

Hier findet sich eine Zusammenstellung der im folgenden bendtigten Voraussetzungen.
Da in diesem Abschnitt die Zweige von verschiedenen Hysterese-Operatoren #?, § > 0,
betrachtet werden, bezeichnen wir die Zweige von H° zur Vergangenheit v zur Unter-
scheidbarkeit mit ®° statt ®,.

Voraussetzung 1
(i) Es existiert eine Familie von Hysterese-Operatoren H?, § > 0, mit H° := H. Fiir
jedes 6 > 0 gilt

HC(o,1) — C([0,1]),
HO (W0, T)) < WHH0,T).

Fiir alle § > 0 gilt #’[¢] = 0, falls ¢ = 0 ist.

(ii) Die Familie #°, § > 0, ist gleichmiBig lokal stark monoton, d. h. es existiert ein
a > 0, so daB fiir alle e € WH(0,T) und jedes § > 0 und fiir fast alle ¢t € (0,7)
gilt

(H'[e]), (t)eu(t) > aci(t). (3.25)
(iii) Die Familie #°, § > 0, ist gleichméBig Lipschitz-stetig, d. h. es gibt ein b > 0, so

dafB fiir beliebige Funktionen €1, €5 € C([0,T1), fiir jedes ¢ € [0,7] und jedes 6 > 0
gilt

‘,Hé[gl] - Ha[@” (t) < b sup |e1 — &2 (7). (326)

T€[0,t]
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(iv) Fiir jedes t € [0,7), v € C([0,t]) und § > 0 ist der Zweig ®° des Hysterese-
Operators H°, zur Vergangenheit v im Intervall [v(t),00) eine konkave und im
Intervall (—oo, v(t)] eine konvexe Funktion.

(v) Die Operatoren H’, § > 0, approximieren den Operator H im folgenden Sinne:
Es gibt eine Konstante p > 0, so daf fiir jedes § > 0 und € € C([0,T]) die folgende
Fehlerabschiatzung gilt:

sup |H[e] — H'le ]| (t) < pé. (3.27)

t€[0,T]

Voraussetzung 2

Es gilt folgende weitere Monotoniebedingung. Fiir jedes § > 0 gibt es einen stetigen
Operator V0 : [W'2(0,T)]> — W%1(0,T), so daB mit einer positiven Konstanten e fiir
alle €, €1, e € WH2(0,T) und fiir alle 6 > 0 gilt:

(i) 2Ver,&0)(t) < (H[ea](t) — HOle2)(t)) ((e1), — (e2),) (t) fiir fast alle t € (0,T) .
(i) Vler,ea)(t) = Voez,e1](t) >0, Vo[, el(t) =0 fiir allet € [0,7T] .
(iii) [V’[e1,](0) — V’[e2,€](0)] < emax{[e(0)], [e2(0)], [e(0)[} |e1(0) — 2(0)] -

)

(iv) Es gibt positive Konstanten ¢, d, so daf gilt

2
i <ec (:}‘) +d.

U, U] HWI,I(O,T) [W1.2(0,T)]2

(v) Wir definieren V := V°.

Voraussetzung 2*
Der Operator H ist invertierbar. Der inverse Operator

H~H (C([0,T])) — C([0,T))

ist Lipschitz-stetig, d. h. es gibt eine Konstante S > 0, so da8 fiir beliebige Funktionen
o1, 02 € H(C([0,T])) und fiir jedes ¢ € [0, T] gilt

# o) = 1 foal] ()< S sup Jon = ] (7).
T7€(0,t

Voraussetzung 3
Es gibt eine Konstante L > 0, so daf fiir den Operator ¥V = V° aus Voraussetzung 2 fiir
alle €1, e € W42(0,T) und ¢ € [0, 7] gilt

(H[e1] — H[ea))® (t) < 2L Ve, e3](2) - (3.29)



3.3. BEISPIELE 69

3.3 Beispiele

Beispiel 3.3.1 Die linearen Superpositions-Operatoren

Hle]l :=ae, a>0,
H'le] := He] fiir alle § >0,

erfiillen offensichtlich die Voraussetzung 1 und fiir
a
VJ[Sl,EQ](t) = V[El,Sz](t) = 5(6’1 —82)2, 52 0,
die Voraussetzungen 2 und 3. Mit dem inversen Operator

L {cao,T]) = c(o,7)),

o — 1o,
wird auch Voraussetzung 2* erfiillt.

Bemerkung 3.3.2 Die Voraussetzung 1 (iv) ist fiir jeden nichtlinearen Superpositions-
Operator verletzt. Um weitere Beispiele zu konstruieren, werden also ,echte” Hysterese-
Operatoren bendtigt.

Beispiel 3.3.3 Wir betrachten die Familie von Prandtl-Ishlinskii-Operatoren
P’le], 6>0,

wobei P° = P der durch die Verteilungsfunktion v gegebene Prandtl-Ishlinskii-Operator
aus der Definition 2.3.3 sei. Die Prandtl-Ishlinskii-Operatoren P?, § > 0, seien entweder
die durch (2.43) oder die durch (2.52) definierten Approximationen. Wegen Lemma 2.3.11
in Verbindung mit Lemma 2.6.9 sowie den Sétzen 2.6.5 und 2.6.6 erfiillt die Familie P?,
0 > 0, die Voraussetzung 1 mit Ausnahme der lokal starken Monotonie-Bedingung. Statt
dessen ist die Monotonie-Ungleichung (3.25) nur fiir a = 0 erfiillt.

Mit vy := v erfiillt der Operator

1 oo
V0ewel(t) = / (sule1] — s,[e2])? (Ddus(r), 6> 0,
0
die Voraussetzung 2. Dies folgt aus der zweiten Monotonie-Ungleichung des Stop-Ope-
rators (2.11) sowie den Abschitzungen (2.13) und (2.14) der Proposition 2.2.6, wenn
zusdtzlich die Monotonie der Verteilungsfunktion vs beriicksichtigt wird. Die Holder-
Ungleichung liefert die Giiltigkeit von Voraussetzung 3.

Die Familie der Prandtl-Ishlinkii-Operatoren erfiillt also die Voraussetzung 1 nicht voll-
stindig. Mit der folgenden Bemerkung 3.3.4 148t sich eine abgewandelte Familie von
Hysterese-Operatoren konstruieren, die die Voraussetzungen 1, 2 und 3 erfiillt. In der
Bemerkung 6.2.4 werden wir dann von dem abgewandelten Problem auf das Problem
mit Prandtl-Ishlinskii-Operator zuriickschliessen.
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Bemerkung 3.3.4 Erfiillen die Familien (#¢,V?,a;), § > 0, mit positiven Konstanten
bi, pi, ci, d;, e;, S; und L;, i = 1, 2, die Voraussetzungen 1, 2 und 3, wobei fiir die zweite
Familie nur die schwéchere Bedingung as > 0 gefordert wird, dann existieren positive
Konstanten b, p, ¢, d, e, S und L mit denen die Familie

(041;'{(1S + agHg, O(1Vf + agvg, o1aq + agaz) y 5 Z 0 s

fiir a; > 0 und ay > 0 die Voraussetzungen 1, 2 und 3 erfiillt.

Beispiel 3.3.5 Fiir die Verteilungsfunktion v gelte lim, ,,, v(r) = 0, —v(0) > b und
—v(R) = a fiir positive Konstanten a, b und R. Dann erfiillt die Familie der ,abgeschnit-
tenen Prandtl-Ishlinskii-Operatoren®

HO[(8) = M| () = /0 o [e](B)du(r) + £ (1) / ()

R

= /0 s.[e](t)dv(r) + ae(t),

(1) = /0 s [e]()dvs(r) + as(t), 650,

wobei v5, § > 0, entweder die in Gleichung (2.42) oder die in Gleichung (2.51) definierte
approximierte Verteilungsfunktion sei, die Voraussetzungen 1, 2 und 3. Da die Operatoren
H°, 6 > 0, sich als Summe eines Prandtl-Ishlinskii-Operators P?, der durch die Vertei-
lungsfunktion 75 := x[o,r)Vs, Yo := v, gegeben ist, mit einem linearen Superpositions-
Operator schreiben lassen, folgt die Giiltigkeit der Voraussetzungen 1, 2 und 3 aus der
Bemerkung 3.3.4 sowie den Beispielen 3.3.1 und 3.3.3.

3.4 Diskretisierung

Wir wollen die Anfangsrandwertaufgaben, die durch die Probleme (P4), (Pg) und (P¢)
gegeben sind, diskretisieren. Dazu betrachten wir fiir gegebene N, M € N das uniforme
Gitter

{(z1,tm) : z =1k, tp:=mh,1=0,...,N,m=—1,..., M}
mit Zeitschrittweite h := % und Ortsschrittweite k := % Fiir das Verhéltnis der Schritt-
weiten gelte
k
h<——, 3.30
N (3.30)

wobei b die Lipschitz-Konstante aus Voraussetzung 1 ist.
Fiir gegebenes 6 > 0 bezeichnet ”H{, den zeitdiskreten Hysterese-Operator mit gedacht-
nisfreiem Anfangswert zu H° und H$ : S(R) — R die Endauswertung von 7£°.

Wir setzen die Funktion g auf [0, 1] x [—h, T'| fort, indem wir fiir z € [0, 1] und ¢ € [—h, 0)
g(z,t) := g(=,0)
setzen. Diese Funktion liegt in g € W'2(—h, T'; L*(0, 1)).
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Definition 3.4.1 Firm=0,...,M,[l=1,..., N definieren wir die Mittelwerte
1 [mh Ik
g = / g(z,t)dzdt . (3.31)
bk Jm-1)n Ja=1)k

Fiirm=0,...,M,l=0,...,N sei v}, € R ein Ndherungswert fiir v(z;, t,,) = v(lk, mh).
Wir definieren die Differenzen-Operatoren

1

Dh’U:n = D}IL’UL,L = E (,Uin - Uinfl) )
Dkvin = Di'l)in = % (/Uin — '()5;1) )
Dpvl, = Dt (Dyol,)  firn>1,

Dpvy, := Dyt (Dyol,)  fiirn > 1.

Wir betrachten das folgende implizite Finite-Differenzen-Schema mit Gedéachtnis:
Gesucht sind reelle Zahlen

v?n, m=20,...,M,

e . m=-1,...,M, 1=0,...,N—1,
€ »

o, m=-1,...,.M, 1=0,...,N—1,
a,lx, m=0,...,M,

die das folgende Gleichungssystem erfiillen

1 1 !

m h"‘*lz m_ +g-, 1=1,...,N, m=0,...,M, (3.32)
Elm_hslm—lszk_vin, [=0,... N—1, m=0,..., M, (3.33)
ob, =H) ((e"y,...,eh) , 1=0,...,N—1, m=—1,..., M, (3.34)

mit den Anfangsbedingungen

vh =vo(z), 1=0,...,N, (3.35)

el =eo(z;), 1=0,...,N, (3.36)
und einer der folgenden Randbedingungen

v =vN =0, m=-1,..., M, (3.37)

o0 = =0, m=-1,..., M, (3.38)

v =c =0, m=-1,...,M. (3.39)
Bezeichnungen:

Die Gleichungen (3.32)-(3.36) mit Randbedingung (3.37) nennen wir Problem (D).
Die Gleichungen (3.32)-(3.36) mit Randbedingung (3.38) nennen wir Problem (Dp).
Die Gleichungen (3.32)-(3.36) mit Randbedingung (3.39) nennen wir Problem (D¢).
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Lemma 3.4.2 Sei die Voraussetzung 1 fiir die Familie der Hysterese-Operatoren H°,
6 > 0, erfillt. Dann ibertragen sich die dort geforderten Eigenschaften in der folgen-
den Weise auf die Familie der Endauswertungen H%, § > 0, der zugehérigen diskreten

Hysterese-Operatoren F°.
(1) Fiir jedesv € S(R) UD und xz € R gilt
(v, 2,2)) = H} (v, 2)),
und es ist 7:[‘}((0)) = 0.

(i3) 7-2? ist lokal stark monoton im folgenden Sinne:
Fir alle § > 0, v € S(R) U 0 und z,y € R gilt mit der in Voraussetzung 1
definierten Monotonie-Konstante a

(7 (v, 2,9) — A3(v,2)) (v — @) = aly — )", (3.40)

(11i) Fir allen € N und 6 > 0 ist 7:2?|Rn Lipschitz-stetig beziiglich der Mazimumsnorm
mit der in Voraussetzung 1 definierten Lipschitz-Konstante b, d. h. fir alle x =

(mOa Tt mnfl); Yy= (yOa st aynfl) € S(R) gllt

78 )
,Hf(x) - Hf(y) < bie{(f_l_%ff_l} lzi — yi| -

(iv) Fir jede endliche Folge (gg,...,emy1) € S(R), m > 1, fir die €, 1 < € < Emi1
oder €qm 1 > €m > Ema1 18t, gilt fiir jedes § > 0

Hi((g0, .-+ €m)) — 7:[‘}((60, ey Emo1)) - 7:[‘}((60, ey Eme1)) — 7:[?((60, ey Em)) ‘

Beweis:
zu (i): Dies folgt direkt aus der diskreten Ratenunabhingigkeit nach Lemma 2.4.8 und
Voraussetzung 1.

zu (ii): Sei (g, - . ., £,) eine Input-Folge, n > 1. Sei € die stiickweise affine Interpolierende
mit

Sei oy := 7:[‘}((60, coy6)) = Ho[e|(t:), i =0,...,n, und o(t) := H°[e](t), t € [0, T).
Ist €, = €,,_1, dann ist die starke Monotonie-Ungleichung

(0n — Op1)(€n — €n_1) > alen — En_1)? (3.41)

fiir jedes a > 0 erfiillt.
Sei nun ¢, 1 # &,. Wir betrachten das Intervall I

I := (min{e,,en_1}, max{en,en_1}) -
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Da € auf dem Intervall (¢,_1,¢,) affin ist, vermittelt die Funktion & := €|, _, ) einen
C'-Diffeomorphismus zwischen diesem Intervall und I. Die Ratenunabhingigkeit von #?°
liefert nach Lemma 2.1.5 die Existenz einer Funktion w : I — R mit

o(t) = H[e](t) = w(e(t)) firallet € 1.
Fiir € € I gilt
goé H(§) =o(& (€)= w(E).

Aus der Glattheit von &, und da o € WH1(0,T) ist wegen Voraussetzung 1, folgt, daB
auch w = co& ! € WHI([) ist und die schwache Ableitung von w mit der Kettenregel
berechnet werden kann (vgl. [Alt92, 2.15|):

w'(€) =o' (E7HE) [F ()] = :Eg = (Hg[j(]g)t (®) fiir alle £ € T .

Wegen der in (3.25) vorausgesetzten starken Monotonie folgt fiir fast alle £ € T

w'(€) >a.

Falls €,,_1 < €, ist, gilt
Op — Op_1 = 0(tn) — 0(tn1) = w(e,) —w(e,_1) = / w'(§)d€ > ale, —en_1) -

Falls €, 1 > ¢, ist, folgt entsprechend
On—1 —0On Z a(Enfl - En) .

In beiden Féllen folgt daraus Ungleichung (3.41).

Setzen wir v := (€g,...,6,_2) flir n > 1 bzw. v := 0 fiir n = 1, sowie ¢ := &, 1, Y := &,
so folgt aus (3.41) die lokal starke Monotonie (3.40) des diskreten Hysterese-Operators
.

zu (iii): Die Aussage folgt sofort aus der gleichméafigen Lipschitz-Stetigkeit der Familie
der (kontinuierlichen) Hysterese-Operatoren nach Ungleichung (3.26). Seien u bzw. v die
stetigen, stiickweise affinen Interpolierenden von z bzw. y geméafl Definition 2.4.3. Dann
gilt

Hj(2) — A ()| = |[H[u)(T) - H[o)(T)

<bsup [u—v|(r)=b max |z; —y -

T€[0,T] i€{0,...,n—1}
zu (iv): Sei € die stetige, stiickweise affine Interpolierende von (eg, ...,&m 1) Fiir ¢; :=
—=T,1=0,...,m+1, ist dann e(t;) = &

Sei I := (min{em_1,Em+1}, max{em 1,Em+1}). Da € streng monoton in (¢, 1, tmy1) ist,
existiert nach Lemma 2.1.5 eine Funktion w : R — R, der Zweig des Hysterese-Operators
H® zur Vergangenheit ep,,, ,) mit H’[e](¢t) = w(e(t)) fiir alle ¢ € I. Mit derselben
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Begriindung wie im Beweis von (i%) ist w in den Intervallen (min{e;_1,¢;}, max{e;_1,&;}),
i € {m, m+ 1}, absolut stetig. Da w auBerdem stetig in e, ist, ist w|; € W(I). Weil w
nach Voraussetzung im Intervall (g,,_1,00) konkav und im Intervall (—oo, €,,_1) konvex
ist, gilt

'H’sf((so, ey Em)) — 7‘2(}((60, ey Em1)) HOle] (tm) — H[e)(tm1)

Em — Em—1 €m —E€m—1
_ ow!'(€)d
_ w(ey) — w(em-1) _ fam_l (&)de¢ > w(en)
Em — Em—1 E€m — E€m—1
o LT Od wiemi) — wlen) | HLEl(tni) — HE](tn)
o Em+1 — Em B €m+1 — Em B Em+1 — Em
_ H?((Eo,...,8m+1)) —H(]Sc((é’[),...,é’m)) (3 42)
Em+1 —Em ‘ ‘
U

Bemerkung 3.4.3 Aus Lemma 3.4.2 und der Randbedingung (3.38) folgt

0= (a?n — a?n_l) (s?n — s?n_l) >a (s?n — g )2.

m—1

Also gilt €, = €% ,, m = 0,..., M. Soweit das Problem (Pg) bzw. die zugehorige

Diskretisierung (Dp) behandelt wird, gilt €) = £4(0) = 0 wegen der Anfangsbedingung
(3.36). Also ist

g) =0 fiiralle m=—1,..., M.



Kapitel 4

Existenz und Eindeutigkeit der
numerischen Losung

In diesem Kapitel wird die eindeutige Losbarkeit des im Abschnitt 3.4 eingefiihrten
Finite-Differenzen-Schemas fiir alle drei betrachteten Fille von Randbedingungen ge-
zeigt, d. h. fiir die Probleme (D,), (Dg) und (D¢), soweit die Zeitschrittweite A im
Verhéltnis zur Ortsschrittweite k£ hinreichend klein ist. Die Bedingung an das Schritt-
weitenverhéltnis sorgt dafiir, dal zumindest im Fall von Prandtl-Ishlinskii-Operatoren
als Hysterese-Nichtlinearitdten das Abhingigkeitsgebiet des diskreten Systems im Ab-
héngigkeitsgebiet des kontinuierlichen Systems enthalten, d. h. die Courant-Friedrichs-
Lewy-Bedingung erfiillt ist.

Wir fiihren den Beweis mittels Induktion iiber die Zeitschichten. Dazu zeigen wir in
Lemma 4.0.2, daf} bei gegebenen Losungen zu den Zeitschichten —1,0,1,...,m — 1 ei-

ne eindeutige Losung zur Zeitschicht m existiert, falls alle Funktionen <I>fn’l, welche die
Zweige des diskreten Hysterese-Operators 7 zur Vergangenheit (¢ ,... ! ;) darstel-

len, Lipschitz-stetige Funktionen mit einheitlicher Lipschitz-Konstante L > 0 sind und
eine Schrittweitenbedingung erfiillt ist, wie es die folgende Voraussetzung 4.0.1 fordert.
Ist Voraussetzung 1 aus Abschnitt 3.2 erfiillt, dann folgt aus Lemma 3.4.2 die Lipschitz-
Stetigkeit aller Zweige des Hysterese-Operators H® mit einheitlicher Lipschitz-Konstante
L =0

Voraussetzung 4.0.1 R
e Firalled >0, m € {1,...,M} und [ € {0,..., N — 1} sei die Funktion ) , : R —
R Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante L > 0, d. h. es gelte fiir alle z, y € R

|7(2) = 0,4(y)| < Lz —y|.
e Fiir das Verhiltnis der Schrittweiten gelte

h]<i
2L
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Lemma 4.0.2 FEs sei die Voraussetzung 4.0.1 erfillt. Es seim € {1,..., M}.

(i) Seien vp_1 == (v, 1 )i=1,..v-1 € RV ey = (b 1 )ico..nv—1 € RY und g, =
(gin)lzl,---,N—l € RN-! gegeben. Dann hat das Gleichungssystem
U’?n e U’rlx = 0, (41)
1 l ! -1
Um = U1 Om — Om 1
= l=1,..,. N -1 4.2
h k + gm ) ) ) ) ( )
1 1 I+1 l
€m ~ E€m-1 U™ — Up
= [=0,.,.N—-1 4.3
h k ) b b ) ( )
o = (eh), 1=0,.,N—1, (4.4)

genau eine Losung (Vm, Om, Em), Um = (Uin)lzl,...,Nfl e RN o, = (Uin)l:[),---,Nfl =
RN und &, := (€}, )i=o. v 1 €RV.

(ii) Seien vi—1 == (vh,_1)iz1,..v € RY, ey = (el 1)i=1,..v—1 € RN ! und g, =
(gin)lzl,---,N € RN gegeben. Dann hat das Gleichungssystem
o) =oN =0, (4.5)
1 ! ! -1
Um = U1 Om — Om 1
= l=1,..,.N 4.6
h k + gm ) ) ) ) ( )
1 1 I+1 !
€m ~ E€m-1 U™ — Uy
= l=1,.,N—-1 4.7
h k ) b b ) ( )
o =% (eh), 1=1,.,N—1, (4.8)
genau eine Lisung (Vm, Om,€m), Um = (V. )iy € RY, 0y = (0} )1z N1 €

RV und ey := (e} )1=1.. v 1 € RVN7L,

(iit) Seien v,y = (Uin_l)lzl,...,N, Em—1 = (Elm_l)l:o,...,N—l e RY und gy, == (gin)l:L...,N €
RN gegeben. Dann hat das Gleichungssystem

v =o =0, (4.9)
1 ! ! -1
Um = U1 Om — Om 1
= l=1,.. N 4.10
h k + gm ) ) b ) ( )
1 1 141 !
Em — Em_1 Uit —w
= l=0,... N -1 4.11
h k ) b b ) ( )
o =00 (ch), 1=0,.,N—1, (4.12)
genau eine Lisung (Vm, Om,€m), Um = (V. )iy € RY, 0y = (0} )= N1 €

RY und e, := (€}, )i=0...n-1 € RY.
Im Beweis von Lemma 4.0.2 werden die im folgenden definierten Matrizen verwendet.

Definition 4.0.3 Die Matrix Cy ar = (cij)iz1,..vj=1,..m € RV*M gei definiert durch

-1, falls j =1,
Cij -— ]_, falls _] =1+1 ,
0, sonst .

Sei Cy := Cy,n und C’?\;’M die transponierte Matrix von Cy .
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Bemerkung 4.0.4 Seien N, M > 2. Fiir die Standardmatrixnormen || - ||1, || - [|2, || * |0
gilt

ICxarll = ICatlleo = ICRpallr = ICN lloc =2
und

ICN.all2 s ICK arll2 < 2
Im folgenden Beweis sei || - || := || - ||,, fiir ein p € {1, 2, 00}.

Beweis von Lemma 4.0.2:

zu (i):
Sei @ (e,,) = (i)fnl(el )) . Mit Hilfe der oben definierten Matrizen 148t sich
: 1=0,...,N—1

m

das Gleichungssystem (4.1)-(4.4) in folgender Fixpunktform formulieren:

h
Um = Up—1 + ECNfl,NO'm + hgm ) (413)
h
Em = Em—1 — EC’JZ\LLNvm, (4.14)
Om = D (em) . (4.15)

Substituieren wir &, in (4.15) durch (4.14) und ersetzen o,, in (4.13) durch (4.15), so ist
(4.13) eine Fixpunkt-Gleichung der Form

Vm = G™(Um)
mit
h

h .
G™(x) = Um_1 + ECNfl,N(I)fn(Emfl - ECIT\;'—LN z) .

Unter Beriicksichtigung der Voraussetzungen 4.0.1 ist G™ auf RY~! eine Kontraktion,
da fiir beliebige vy, v, € RV gilt
m m h h
1G™(v1) = G™(w)| = || Cn-rv(on = o)l < LlICx-1nl llon — o2

h h?
< ZLICwawlller—ell < FLICK Al ICxorn

| |lvr — w2

=: gljvr — va .

Wegen der Voraussetzungen an die Zeitschrittweite h ist ¢ < 1 und damit G™ eine
Kontraktion. Mit Hilfe des Banachschen Fixpunktsatzes folgt die eindeutige Losbarkeit
des Gleichungssystems (4.1)-(4.4).

zu (ii):

Sei ®? (e,,) = ((i,a (€ )) . Mit Hilfe der oben definierten Matrizen 148t sich
=1
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das Gleichungssystem (4.5)-(4.8) in folgender Fixpunktform formulieren:

h
Um = Um—1 — ECI’I\;*LNUT"' + hgm , (4.16)

~—~

Em =E€m-1 T+ ECNfl,N+lvma 417)

Om = D (em) .

~—~

4.18)
Durch dieselbe Substitution wie unter (i) ergibt sich die Fixpunkt-Gleichung
Vm = G™ (V)
mit
G™(T) = Vm—1 — EC]’I\;fl,N(i)fn(Em—l + ECN—LN-H z)
und die Abschitzung
h? T

IG™ (1) = G™(va)ll < 5L [|Cn 1w

[1CN— sl [or = vall =:g[los — ws

fiir alle vy, v, € RV .

Aus der Voraussetzung 4.0.1 folgt, dal G™ eine Kontraktion auf RV ist. Damit ist das
Gleichungssystem (4.5)-(4.8) eindeutig losbar.

zu (iii):

Sei @ (e,,) = (i)fn’l(ein)%:o ..... L Mit Hilfe der oben definierten Matrizen 148t sich
das Gleichungssystem (4.9)-(4.12) in folgender Fixpunktform formulieren:
Um = Um—1 + %CNam + hgm , (4.19)
Em = Em—1 — %Cgvm, (4.20)
Om = D% (1) . (4.21)

Durch dieselbe Substitution wie unter (i) ergibt sich die Fixpunkt-Gleichung
Vm = G™ (V)

mit
G™(z) = Vm 1+ %C’N@fn(sml — %C’?\; )

und die Abschitzung

h? .
IG™(v1) — G™(v9)]| < ﬁL |Cn|| ||C’]7\;|| |lv1 —ws|| =: qljlvy —vy|| fiir alle vy, vy € RY .

Aus der Voraussetzung 4.0.1 folgt, dal G™ eine Kontraktion auf RY ist. Damit ist das
Gleichungssystem (4.9)-(4.12) eindeutig 16sbar. O
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Satz 4.0.5 Fs sei die Voraussetzung 1 aus dem Abschnitt 3.2 erfillt. Fir das Verhdltnis
der Schrittweiten gelte h < 2i\/5 mit der in der Voraussetzung 1 definierten Konstanten

b. Dann haben die Probleme (D,), (Dp) und (D¢) jeweils eine eindeutige Losung.

Beweis:
Die eindeutige Existenz einer Losung wird mittels Induktion iiber die Zeitschritte nach-
gewiesen.

Induktionsanfang:

Aus den Anfangsbedingungen (3.35), (3.36) den jeweiligen Randbedingungen (3.37) bzw.
(3. 38) bzw. (3. 39) und den Gleichungen (3.32)-(3.34) ergeben sich die eindeutigen Losun-
gen g, ’UO,l—O wNundé' ,,1=0,...,.N-1,¢",,1=0,...,N—1,0},1=0,...,N
sowie v! |, 1 =1,..., N. Im Fall der Randbedingungen (3.38) ist geml Bemerkung 3.4.3
e) = 0.

Induktionsannahme:

Sei m € {1,...,M}. Fiir —1 < k < m — 1 existiere eine eindeutige Losung ek, 0 <[ <
N —1,und v}, 1 <1 < N. Im Fall der Randbedingungen (3.38) sei €2, ; = 0.

Induktionsschluf :
Da die Losungen e, —1 <k <m-—1,0 <! < N-—1nach Induktionsannahme existieren,

ist fiir jedes ! € {0, .. —1} der Zwelg <I>(E el ) des diskreten Hysterese-Operators
H? zur diskreten Vergangenhe1t (e, .yl ) gegeben durch
éfn,l( ) é(6 LreemEl 1)(1‘) :72(]1((51—17"'a€£n—1a$))a T € R.

Die sich aus Lemma 3.4.2 ergebende Lipschitz-Stetigkeit von H¢, iibertragt sich auf die
Funktionen Ci)fn’l mit einheitlicher Lipschitz-Konstante L = b.

Im Fall von Problem (D,) folgt aus Lemma 4.0.2 (i) und den Randbedingungen (3.37)

die eindeutige Existenz von Losungen €', o! | [ = 0,. ,N — 1 und v! , 1 =0,...,N.
Aus Gleichung (3.32) fiir [ = N ergibt sich eindeutig o = o1 — kg¥.

Im Fall von Problem (Dp) folgt aus Lemma 4.0.2 (ii) und den Randbedlngungen (3.38)
die eindeutige Existenz von Lésungen ¢!, I =1,...,N —1, 0. 1 =0,...,N und v,

[ =1,...,N. Aus Bemerkung 3.4.3 folgt gl = 0. Da nach Indukt1onsannahme auch
g’ | =0 ist, folgt aus Gleichung 3.33 v2, =

L

Im Fall von Problem (D¢) folgt aus Lemma 4. 0 2 (iii) und den Randbedlngungen (3.39)

sofort die eindeutige Existenz der Losungen €' , 1 =0,...,N —1,0! 1 =0,...,N und
vl 1=0,...,N zum Zeitschritt m.

Nach dem Prinzip der vollstdndigen Induktion folgt damit die Existenz einer eindeutigen
Losung fiir das gesamte Gleichungssystem, d. h. fiir alle Zeitschritte m < M. O



Kapitel 5

Abschatzungen zur Wellengleichung
mit Hysterese

Die Eigenschaften der betrachteten Hysterese-Operatoren ermoglichen die Herleitung
von zwei verschiedenen Energieabschdtzungen fiir die in Abschnitt 3.1 eingefiihrte Wel-
lengleichung mit Hysterese, die wir Energieabschdtzungen erster und zweiter Ordnung
nennen. Diese Abschédtzungen werden in diesem Kapitel auf das in Abschnitt 3.4 einge-
fiihrte Finite-Differenzen-Schema iibertragen. Wir werden von der Wahl der Diskretisie-
rungsparameter unabhéngige diskrete Energieabschitzungen erster und zweiter Ordnung
herleiten. Die Energieabschédtzung zweiter Ordnung liefert die Grundlage fiir den in Ka-
pitel 6 gefiihrten Konvergenzbeweis und fiir die Fehlerabschéitzung.

Fiir die Energieabschédtzung erster Ordnung wird die lokale Monotonie der Familie der
Hysterese-Operatoren H’, § > 0, und die Existenz von freien Energie-Operatoren F?,
§ > 0, vorausgesetzt, so daB das Paar (H°, F%), § > 0, eine aus den Hauptsitzen der
Thermodynamik hergeleitete Bedingung, die Energie-Ungleichung, welche in Definition
5.2.1 eingefiihrt werden wird, erfiillt.

Fiir die Energieabschitzung zweiter Ordnung wird die lokal starke Monotonie und Lip-
schitz-Stetigkeit der Familie der approximierenden Hysterese-Operatoren #°, § > 0,
mit einheitlicher Monotonie- und Lipschitz-Konstante vorausgesetzt. Auflerdem wird ge-
fordert, dafl jeder Zweig der Hysterese-Operatoren zu einer beliebigen Vergangenheit
v € C([0,t]) im Intervall [v(t), 00) eine konkave und im Intervall (—oo, v(t)] eine konvexe
Funktion ist.

5.1 Hilfsmittel

Im folgenden finden sich grundlegende Abschédtzungen und Konvergenzaussagen, die fiir
die Energieabschitzungen in diesem Kapitel und den Konvergenzbeweis und die Fehler-
abschitzung im Kapitel 6 benotigt werden. Bei den ersten drei Lemmata handelt es sich
um Standardwerkzeuge, weshalb wir auf einen Beweis verzichten.
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Lemma 5.1.1 (Hbldersche Ungleichung) Sei G eine mefbare Teilmenge der R",
n € N. Seien 1 < p,q < oo mit Il) —i—i = 1. Firu € LP(G) und v € LY(G) ist wv € L'(QG)
und es gilt

I fallzre) < Ifllzeellgllzee)
Lemma 5.1.2 (Youngsche Ungleichung) Fira, b € R und € > 0 gilt
1
ab < —b.
2“ T3

Lemma 5.1.3 (Diskretes Lemma von Gronwall) Fir nichtnegative reelle Zahlen c,
A0y -+ vy O,y Ty ..., Tn, €N, gelte

o S ¢,
i1
z; < c—i—Zajmj fir allei € {1,...,n}.
§=0
Dann ist
i1
z; < cexp (Z@) fir allei € {1,...,n}.
§=0

Lemma 5.1.4 Sei g € L*((0,1) x (0,7)). Sei g% € L?((0,1) x (0,T)) die stickweise
konstante Interpolierende der durch Definition (3.31) gegebenen Mittelwerte g!,

gK(:I?,t) = gin fur (il?,t) = [mlflaml) X [tmfl7tm)7
1<I<N=N(K), 1<m<M=MK),

mit N(K), M(K) — oo fir K — oo. Dann gilt
g€ —g inL*((0,1) x (0,T)) fir K— .
Ist g € L*(0, T; W'2(0,1)) n W2(0,T; L?(0,1)), dann gilt

Hg - gKHLZ((O,l)x(O,T)) =O(h+k).

Beweis:
Die Funktion g sei so auf R? fortgesetzt, dal g € L*(R?) ist. Dann gilt

2
Hg—gKHL2 ((0,1)x(0,T))

_ Zz/tm/ 9 - o[’ (z, t) da dt

m=1 [=1

S0 9 o) i T

tm

2
(z,t) — g(§, 1)) dédr| dzdt




82 KAPITEL 5. ABSCHATZUNGEN

Holder | <IN ptm pmo ptm pwm ,
S a7 et s n)y dedrds
m=1 =1 Ylm-1 Y @1 Vtm_1 ST
1 M N tm z t+h pztk \
< w2 / / / (9(z,t) — g(&,7))° dédr dz dt
m=1 =1 Ytm-1Jxi_1 Jt-h Ja—k
1 T 1 h k
= [ [ ][ een-ge+sien)rasidsa
h’k 0 0 —h J—k

1 e
= ﬁ /h /k ||g( + S, + 7') - g||iz((071)x(0,T)) dsdr — 0 fir K — oo, (51)

wobei die Konvergenz aus der Stetigkeit im Mittel der zur p-ten Potenz, 1 < p < oo,
Lebesgue-integrierbaren Funktionen folgt (vgl. z.B. [Alt92, Lemma 2.5]). Danach gilt

2 .
||g(- + 87 - + T) - g||L2((0’1)X(O’T)) — 0 fur T, S — 0 .

Nach Voraussetzung gilt N(K), M(K) — oo fiir K — oo und damit k = L+, h = L — 0.

Ist g € L*(0,T; W'2(0,1)) nWh2(0,T; L*(0, 1)), dann 148t sich die Abschitzung verbes-
sern. g sei so auf R? fortgesetzt, dal g € L*(R; W2 (R))N W (R; L?(R)) ist. Eine solche
Fortsetzung existiert, wie in [Hes41| gezeigt wird. Nach der vorhergehenden Abschitzung
und dem Satz von Fubini gilt

“II;
Hg 9 lL2((0,1)%(0,1))

h_/ /// (z,t) — g(z + s,t + 7))’ ds dr dz dt
hi/ / / / (/ 9a(2 +£,t+r)|d§> de dt ds dr
+%/h/k/0 /0 </0 |gt(:v,t+7')|dr>2d:cdtdsdr

2
< 82K° |19a |2 mna ki T 3207196l 12 Cnrinizzo)
=0 ((h+k)?) .

IN

IN

([l
Lemma 5.1.5 Sei g € L%((0,1) x (0,T)). Firm € {1,...,M}, 1 € {1,...,N} sei g’
der in Definition (3.31) eingefihrte Mittelwert. Fir jedesi € {1... M} gilt
i N ,
2
hk Z Z 90| < N9l 0.0y 0.y - (5.2)
m=1 =1
Beweis:

) N i
WRDSD lonl = Z

m=1 [=1 m=1 [=0
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i

C.S. Ungl

(I+1)k
Zkh/ / (z,t)dz dt
1

m=1 =0

= kh ||g||L2((0,1)><(0,ih)) :

Lemma 5.1.6 Sei g € WY2(—h,T; L?(0,1)). Firm € {1,...,M}, l € {1,...,
g, der in Definition (3.31) eingefiihrte Mittelwert. Dann gilt fiir jedes i € {1, ...,

N A Ay 2
5 Z Z gm‘ + o < gllwre ninrey) -
m=1 1=1
Beweis:
i N
hk> > (Dugh,)?
m=1 [=1
2 1k 2
— (/ / g(z,t) — g(z,t — h))dz dt)
= 1) J(-1)k

N

CS.—Ungl. 1 / / /lk
< — (z,s)dzx dsdt
N h Z 1) Jt—h J (1-1)k
1 mh+t 9
= — g; (z, s)dx ds dt
hZ/ [o g, st

1 ih+t
= / / / g2 (z, s)dz ds dt

< E/hdt||gt||L2 —h,ik;L2(0,1)) < ||g||W12 —h,ik;L2(0,1)) -

Zusammen mit dem vorhergehenden Lemma 5.1.5 folgt die Abschatzung (5.3).

Lemma 5.1.7 Seiy € W42(0,1), y(zyx1) := y(zy). Dann gilt
L

=3 (@) — yl@))? < Il
=1

| =

N
—Z y(wr1) — 2y(@) + y(zi- 1))2 <4 ||3/||%/V1,2(0,1) :
1=1

Beweis:

Ty

83

O

N} sei
M}

(5.3)

%Z (y(w1) — y(zi1))* = %Z (/ y'(ﬂf)dﬂf) H?er % Z (/zl ' ()] da:) k

=1 -
1

2
- / Y@z < [lyPrae, -
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> (ylzia) — 2y(@) + (o))’

=1

T =

(o) — w2+ £ 3 (o) — (o)

IA
Il
M) =

=1

y(zn+1)=y(zN)
<

|
E TN
M=

2 2
(y(z1) —y(zi1))” <4 ||y||W1,2(0,1) :

=1

O
Elementare Berechnungen liefern die folgenden Identitaten.
Lemma 5.1.8 Seien a, b, a;, b;, t = —1,..., N, reelle Zahlen. Dann gilt
L o5 o 2
(a—b)azﬁ(a — b+ (a —b)?), (5.4)
N N-1
Y (b —bi1)ai ==Y bi(aiy1 — a;) + anby —agh 1, (5.5)
i=0 i=0
N
Z(bi —bi1)a; = — sz 1(ai —a; 1) +anby —a 1b ;. (5.6)
i=0
Lemma 5.1.9 Seien N, M € N, (al,)meqo,... a1 1600, 5y € RMIDXNHY " = L —
N. Es gelte
N
max k (Dhalm)2 < Ky, (5.7)
1<m<M -
N
max k (Dkalm)2 < Ks, (5.8)
1Sm<M -
N
k> af| < K. (5.9)
=1
Dann folgt
1 1
max |ap,| < K3+ TK? + K3 . (5.10)

1<m<M,0<I<N

Beweis:
Fiir jedes m € {1,..., M}, 1 € {0,..., N} gilt

m
1o 1 !
am—ao—l—hE Dya; ,

i=1
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woraus mit Hilfe der Cauchy-Schwarz-Ungleichung folgt

k <k

>,

=1

Zao +khZZ\Dha‘<K3+hZ(k§: (Dnat) )5

=1 i=1 i=1

N 2

)2 3

< K3+Mhlglna<xM (k E (Dhai) ) <K;+TK;?.
<m< =

Fir [, j € R sei p; := min{l, j}, M;; :== max{l,j}. Dann ist fiir jedes m € {1,..., M}
und [, j € {0,..., N}

Mlj

al —al =sign(l — j) (a%’j a#) =sign(l — j) k Z Dya?, .

p=p;+1

Es gilt also die Identitat

M]
Nal = Za] —|—k251gnl—] zl: Dya?, .
Jj=1 p=p;+1

Daraus folgt fiir jedes al,, m € {1,...,M},1 € {0,...,N}

|| < &

Za’

< Ks+TK? + Kg .

N 2
+kzzZ|Dka | < K3+TK +1n71na<xM (kZ(DkafnP)

]1p1 p=1

O
_ T _
Lemma 5.1.10 Fir N, M € N, (a! )me{o, Myie(..N) € RMADXN - — T k=%
gilt
al 2 al 2 al 2
1 ! 1
1§1naJ§XMk (ah,)” <2k Z (af)” + 277  max, k (Dnat,)
=1 =1 =1
Beweis:
Fiir jedes l € {1,...,N}, m e {1,..., M} gilt
m 2 m
(ain)2 = (ag + hZDha;) <2 ( 0) + 2mh? Z (Dha;-)2
j=1 j=1

M
<2(ah)’ +2Th " (Dpat)®

i=1
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Daraus folgt fiir jedes m € {1,..., M} und damit auch fiir das Maximum

N N M N
EY(dh) <263 (ah)’ +2TkR >N (Dial)?
=1 =1 j=1 I=1
al 2 il 2
< 2k 12; (ag) + 277 12}2}}(\4k 2 (Dhaé-) )

O
Es folgen von den Diskretisierungsparametern unabhingige Abschitzungen fiir die dis-
kreten Anfangswerte der Spannungen bzw. ihrer diskreten Ortsableitungen in der dis-
kreten L2-Norm.

Lemma 5.1.11 Fiir die Familie der Hysterese-Operatoren H°, 6 > 0, sei die Voraus-
setzung 1 aus dem Abschnitt 3.2 erfillt. Dann gilt unabhdngig von der Wahl der Diskre-
tisierungsparameter N, M und

N 2 N
_ _1\2 2 2
(kz |0} 1\) <kY (b 1) < 267 [l2oll oy + 26T |vollnegony -
=1 =1

Beweis:
Wegen 7-2‘}((0, ...,0)) =0, der Lipschitz-Stetigkeit der Endauswertungen der zeitdiskre-

ten Hysterese-Operatoren 7—2‘} nach Lemma 3.4.2 und der Gleichungen (3.33), (3.34) des
Differenzenschemas gilt fiir jedes [ € {0,..., N — 1}

oy = Hj((ely, €0) — H3((0,0))

(e, 26)) — F5((0,0))] (5.11)

< bmax{|el |, |} gb(\aé\ +%‘Ué+l_yé‘> .

<

Daraus ergibt sich aufgrund der Regularitdt der Anfangswerte und Lemma 5.1.7

N N B2 N
By (o) <20k () + 201 D7 (v —of)
=1 =1 =1

2 N

= 20k Z (eo(zi1))” + 2b2% Z (vo(m1) — vo(@1 1))°

1=1
2 2
< 20 ||50||C([0,1}) + 2b%h? ||U0||W1,2(0,1)

2 2
< 2b? ||50||C([0,1}) + 20°T7 ||U0||W1a2(0,1) :
O

Lemma 5.1.12 Es sei die Voraussetzung 1 aus dem Abschnitt 3.2 erfillt. Falls fir das

Verhdltnis der Schrittweiten h < 2%/5 gilt, dann ezistiert eine positive Konstante D =
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D(vg, €0,b,9), so daf§ unabhdngig von der Wahl der Diskretisierungsparameter N, M und
0 mit einer Finbettungskonstante ¢ > 0 gilt

N

2 2 2 2
k> (Drob)” < 26 [[eol 5200y +2b 100l +€ 191520 miz200y) = D(v0, 0, b, 9) -
=1

Beweis:

Wir schiitzen zunichst den Term Dol in Abhingigkeit von den Randbedingungen ab.
Im Fall von Problem (D,) gilt vV, = v}’ = 0 und damit wegen Gleichung (3.32) des
Differenzenschemas 0 = Dyo + g/'. Daraus folgt die Abschétzung

Mz

=1

Im Fall der Probleme (Dg) und (D¢) ist 0" = 0 und &} = £yp(1) = 0. Aus Lemma 3.4.2
folgt Ha((eo ,ed")) = 0. Deshalb gilt die Gleichungskette

D) = () = s (e )’

Definieren wir eV, := £lY, dann gilt fiir jedes der Probleme (D,), (D3g), (D¢)

b (Do) <kZ )+ (A ) - A ) (1)

Wegen (5.12), der Lipschitz-Stetigkeit des Hysterese-Operators nach Lemma 3.4.2, der
Definition von g}, [ € {1,..., N}, der Gleichung (3.33) des Differenzen-Schemas, dem
Lemma 5.1.7 und der Bedingung an das Schrittweitenverhiltnis A < ﬁg gilt mit der
Einbettungskonstanten ¢ > 0 fiir die stetige Einbettung

Wh2(0,T; L*(0,1)) < L>(0,T; L*(0, 1))

unabhéngig von den Diskretisierungsparametern N, M und §

N
£ (Deot)’
=1
Iy VL NTPUNN S8 =1 I—1yy ) 2 N .
S E Z (Hf((s_las())) - Hf((s 1,0 ))) + k;z (g())
=t =1
-
< ? Z max {(56 — 56*1)2, (s’ ) 61:11)2}
=1
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(3:33), 00 Tri=ol 2 N ! 1-1\2 l -1 ho 1 l -1 i
< A max { (e, — & );((50—50 )_E(UO — 205 + v )>

Hélder 2%

< TZ

(3.35), (3.36) 202

< v > (eol@r) = eo(@i1))?

_ h? _
((eh = o7+ o = 20d o2 + oo, Ol

26%h? o ) )
13 Z (vo(2141) — 2vo(m1) + vo(21-1))" + [lg(, 0)|[12(0,1)
=1
Lem.5.1.7 9 9 9
< 20° ||50||W1,2(0,1) + SbZE ||UO||W1,2(0,1) + ||g||L<>o(0,T;L2(0,1))
2 2 2
< 2 ||EO||W172(0,1) +2b ||/UO||W172(0,1) t+c ||g||W1’2(0,T;L2(0,1)) :

5.2 FErste Energieabschatzung

Genauere Ausfiihrungen zu den folgenden, als Motivation gedachten, Uberlegungen fin-
den sich in [BS96, Sect. 2.5] und [K96, Sect. L.1].

Fiir kleine Verzerrungen e ergibt sich im elastischen, also reversiblen, kontinuierlichen
Fall das Materialgesetz, welches die Spannungs-Verzerrungs-Relation beschreibt, aus der
freien Energiedichte F' = F(¢)

dF
o = E(S) .

Fiir die Leistungsdichte oe; gilt also, falls die Kettenregel angewendet werden darf,

In unserem Ansatz in der konstitutiven Gleichung (3.3) haben wir ein allgemeineres,
durch Hysterese-Operatoren definiertes Materialgesetz gewahlt, mit dem sich insbeson-
dere auch (ratenunabhéngiges) plastisches und damit irreversibles Verhalten beschreiben
1a8t, bei dem Energie dissipiert wird. Damit dieser Ansatz physikalisch sinnvoll ist, mufl
es zu dem Hysterese-Operator H einen Operator F geben, der als die zugehorige freie
Energiedichte interpretiert werden kann, so dafl das Paar die Energie-Ungleichung (5.13)
erfiillt.

Definition 5.2.1 Seien #, F : W'>(0,T) — W'(0,T) Hysterese-Operatoren. Das
Paar (#,F) heift thermodynamisch konsistent, wenn fiir alle e € W*°(0,7T) die
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Energie-Ungleichung
He](t)e(t) > (Fle]), (t) fiir fast alle t € (0,7") (5.13)

erfiillt und Fle] > 0 ist.
Der Operator F heifit dann Hysterese — Potential.

Bemerkung 5.2.2 Die Ungleichung (5.13) folgt im isothermen Fall als notwendige Be-
dingung aus dem ersten Hauptsatz der Thermodynamik und dem zweiten Hauptsatz der
Thermodynamik in Form der Clausius-Duhem-Ungleichung. Die nichtnegative Funktion
Hleles — (Fle]): 148t sich als Dissipationsrate interpretieren.

Existiert zu dem Hysterese-Operator #, der das Materialgesetz (3.3) definiert, ein Hys-
terese-Potential F, dann 148t sich zu den Problemen (P,), (Pg) und (P¢) eine Energie-
abschitzung gewinnen. Testet man die Gleichung (3.1) mit v und die Gleichung (3.2) mit
o und integriert die Summe iiber den Ort, dann liefert die thermodynamische Konsistenz
von (H,F) im Fall einer verschwindenden Kontrollfunktion g, dafl das Energiefunktional
erster Ordnung

By(t) = /0 1 Gv?(x,t) + Fle(a, -)](t)> iz

entlang Lésungen monoton fillt.

Diese Uberlegung wollen wir auf den diskreten Fall iibertragen. Dazu definieren wir zu-
néchst, was wir unter diskreter thermodynamischer Konsistenz verstehen wollen. Danach
formulieren wir in Voraussetzung 5.2.4 die Annahmen unter denen wir in Satz 5.2.8 eine
diskrete Energieabschétzung herleiten. Im Lemma 5.2.5 zeigen wir, wie sich die ther-
modynamische Konsistenz von (#, F) fiir lokal monotone Operatoren H sofort auf den
diskreten Fall iibertrdgt. Mit Hilfe dieses Lemmas konstruieren wir Beispiele, die die
Voraussetzung 5.2.4 erfiillen.

Definition 5.2.3 Seien H, F zeitdiskrete Hysterese-Operatoren. Fir jedes (€0y...,€n) €
S(R) gelte F¢((eo,-.-,€n)) > 0. Das Paar (H,F) heifit diskret thermodynamisch
konsistent, wenn fiir jede endliche Folge (e, ...,e,) € S(R) mit n > 1 gilt

Hi((€o, - 6n))(En — €n1) > Fi((€0s - 6n)) — Fr((g0, - - -1 En 1)) (5.14)
F heift diskretes Hysterese-Potential.

Voraussetzung 5.2.4 _
Sei #°, 6 > 0, die Familie der Hysterese-Operatoren aus der Voraussetzung 1 und #°,
0 > 0, die Familie der zugehorigen zeitdiskreten Hysterese-Operatoren.

(i) Zu jedem ., 6 > 0, gibt es ein diskretes Hysterese-Potential F?, d. h. das Paar
(H°, F?) ist diskret thermodynamisch konsistent. Wir definieren

¢ = F((e y,...,eh), 1=0,...,N—-1, m=-1,...,M, (5.15)

’Tm

wobei die Werte e}, —1 < n < M, 0 <[ < N — 1, Losungskomponenten des
diskreten Problems (D,), (Dg) bzw. (D¢) sind und § der zugehorige Diskretisie-
rungsparameter ist.
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(ii) Es existiert eine Konstante E > 0, so da8 sich die diskrete L'-Norm der Anfangs-
werte des diskreten Hysterese-Potentials unabhédngig von den Diskretisierungspa-
rametern IV, M und § nach oben abschétzen 148t:

N
- 2 2
kZd) t< E(||EU||W172(0,1) + ||U0||W172(0,1)) :

=1

Ist der Hysterese-Operator H lokal monoton und das Paar (#,F) thermodynamisch
konsistent, dann ist das zugehorige Paar von zeitdiskreten Hysterese-Operatoren (’H F )
diskret thermodynamisch konsistent, wie das folgende Lemma zeigt. Fiir den Spezialfall
der Stop-Operatoren hatten wir dies schon in Korollar 2.2.13 gezeigt.

Lemma 5.2.5 Sei 0 < a < b < T und das Paar (H, F) thermodynamisch konsistent.
Ist H lokal monoton, gilt also fiir alle e € W1>°(0,T)

(He]), (t) e(t) > 0 fiir fast allet € (0,T), (5.16)
dann gilt in jedem Monotonie-Intervall (a,b) von €

He](b) (e(b) — e(a)) > Fle](b) — Fle](a) - (5.17)

Beweis:

Wir nutzen die lokale Monotonie von H. Ist ¢ monoton steigend (fallend) in (a,b), dann
ist es auch die Funktion H[e]. Insbesondere gilt also He|(t)e:(t) < H[e](b)e:(t) fiir fast
alle ¢t € (a,b). Daraus ergibt sich

ERTE0 / (£)dt = HE|B) (0) - (a)
u

Bemerkung 5.2.6 Erfiillen die Hysterese-Operatoren #, F die Bedingungen (5.13),
(5.16) und sind #, F die zeitdiskreten Hysterese-Operatoren zu H bzw. F, dann ist
das Paar (#H,F) diskret thermodynamisch konsistent. Dies folgt sofort aus dem Lem-
ma 5.2.5 und der Definition 2.4.4 der zeitdiskreten Hysterese-Operatoren, da fiir je-

des (g9,...,en) € S(R), n > 1, gilt, wobei ¢ die stiickweise affine Interpolierende von
(€0y...,€n) ist,

~ Def.2.4.4

Hi((20, - - €n))(En —En-1) — =" H[e[(T) (e(T) — e (=;2T))

Def 2.4.4

> Flel(T) = Flel(=T) Fi((eo,-- - €a)) = Fy((ev, - En1)).

Beispiele 5.2.7 (i) Das Paar (H, F) := (s, £52), 7 > 0, ist nach der Energie-Ungleichung
des Stop-Operators (2.9) thermodynamisch konsistent. Da der Stop-Operator s, nach der
Ungleichung (2.10) lokal monoton ist, liefert Lemma 5.2.5, da8 das zugehorige Paar von
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zeitdiskreten Hysterese-Operatoren (§,, 352) diskret thermodynamisch konsistent ist. Al-
so erfiillt (H®, F°) := (H, F) fiir jedes § > 0 die Voraussetzung 5.2.4 (i).

(ii) Sei #° := H der Prandtl-Ishlinskii-Operator zur Verteilungsfunktion v =: v,. Fiir
§ > 0 sei H°, entweder der in Gleichung (2.43) oder der in Gleichung (2.52) definierte
approximierende Prandtl-Ishlinskii-Operator zu . Dann ist jedes Paar (H°, F°), § > 0,
mit
1 o0
FE© = [ sE©d0)
0

thermodynamisch konsistent. Dies 148t sich ebenfalls aus der Energie-Ungleichung des
Stop-Operators (2.9) folgern. Da der Prandtl-Ishlinskii-Operatiren H° wegen Lemma
2.3.11 (iv) fiir jedes 6 > 0 lokal monoton ist, ist also auch das zugehorige Paar von zeitdis-
kreten Prandtl-Ishlinskii-Operatoren (7:[5, .7:"5) diskret thermodynamisch konsistent, wie
sich wiederum aus Lemma 5.2.5 folgern 148t. Da sich der Stop-Operator s, als Prandtl-
Ishlinskii-Operator P zur Verteilungsfunktion

—1 firpel0,r),
v(p) := ) 0,7)
0 firp>r.

darstellen 148t, gilt die folgende Abschétzung fiir beide Beispiele (i) und (ii).

Wegen der Lipschitz-Stetigkeit des Stop-Operators im Sinne der Abschédtzung (2.13),
der Gleichung (3.33), dem Lemma 5.1.7, den Anfangsbedingungen (3.35), (3.36) und der
Regularitdt der Anfangswerte sowie dem Lemma 2.6.9 und der stetigen Einbettung von
W2(0,1) in C([0,1]) mit Einbettungskonstante C' > 0 in Verbindung mit s,[e = 0] =0
fiir jedes r > 0 existiert eine Konstante E := 4 ([, dv(r)) max{7?, C?}, so da die
folgende Abschatzung unabhingig von den gewdhlten Diskretisierungsparametern N,
M e N, § >0 gilt:

kZCbéil = k - ~}5( (L1, €0)) ];Z/ ((e%, £0))dvs(r)
_ g / (e eh) — 2,((0,0))) dus(r)
(2%3) 5 /Ooo du,s(T)> k i max{ (5’ 1)2, (56)2}

(3.33)

(
(
Lem.5.1.7 (
(
(

VAN
S

[\
B~

N
8
<H
S
=S
N—
N
S

B oo asony +  max {(em))?})

0<IKN-1

/oo dv(r )) (1 1ol 10,1y + €012 0.0)
)

Lem. 2.6.9

VAN
S

(h? ||U0||W12 o) T C? ||50||W12 01))
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IN

o 2 2
4 ( / dum) max{h, G2} (ool a0 + ol yraon)
0
2 2
< E(||UO||WL2(0,1) + ||60||W1a2(0,1)) .

Damit ist die Voraussetzung 5.2.4 in beiden Beispielen (i) und (ii) erfiillt.
(iii) Sei F' € C?*(R) eine konvexe Funktion, F(R) C Rso. Dann erfiillt das Paar (H, F)
von Superpositions-Operatoren definiert durch
Hle](t) :== F'(e(1)
Flelt) = F(e(t),
die Ungleichungen (5.13) und (5.16). Nach Proposition 5.2.5 sind deshalb die zugehorigen

zeitdiskreten Operatoren (H?, F?) := (#, F) fiir jedes 6 > 0 diskret thermodynamisch
konsistent.

Das einfachste Beispiel ist F'(z) = ax? fiir positive a.

Gilt zusétzlich die Wachstumsbedingung |F(y)| < wyP fiir ein p € N und eine positive
Konstante w, dann ist auch Voraussetzung 5.2.4 (ii) erfiillt. Mit einer Einbettungskon-
stanten ¢ > 0 gilt

N N-1 N-1
kY ¢ =k) Fleo(@)) < kY [Fleo(a))
=1 1=0 =0
N-1
< wk 12; (eo(z1))” < w max {leo(z)"}
<w ||50||€*([0,1}) < cfw ||50||€V1,2(0,1) :
(iv) Erfiillen (¢, F?) und (#H3, F2), 6 > 0, die Voraussetzung 5.2.4, dann erfiillt sie

auch jede Linearkombination (a’;‘:[‘lS + ﬂ’;flg, a]:"f + ﬂﬁg), 0 > 0, fiir nichtnegative «, .

Satz 5.2.8 Fs sei die Voraussetzung 5.2.4 erfillt. Dann gibt es eine positive Konstante
C(vo,€0,9,E,T), so daff fir jedes der Probleme (D,), (Dg) und (D¢) unabhingig von
der Wahl der Diskretisierungsparameter N, M und § gilt

N N
max (k > (k) + qub’n;l) < C(v, 20,9, B,T).
=1

1<m<M
=1

Beweis:
Multiplikation der Gleichung (3.32) mit v}, und Summation iiber [ =1,..., N liefert

iv: U'fn_vinfl Uin_oir:l L)l —0
h k Jm | Vm =1

=1
Daraus folgt
ul 1 2 2 1 & 2
L () = (o 1)?) = (Dao, + L) vgn> — LSl - ) <0
12:1: <2h ! 2h 12—1: !
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Sei 1 <4 < M. Durch Summation der Ungleichung (5.18) iiber m = 1,. .., ergibt sich

0> 305 (5 (4"~ 04 ") ~ (00t + 400 )

N i N (519)
=5 22 (0" = (8)7) = X3 (Dol + b v,

Wird Gleichung (3.33) mit ¢!, multipliziert und das Ergebnis iiber [ = 0,...,N — 1
summiert, dann ergibt sich mit der diskreten partiellen Integrations-Formel (5.5) und
den Randbedingungen (3.37), (3.38) bzw. (3.39) die Gleichungskette

1N71 1Nfl
) S AN A DA
1=0 =0

N-1

S 1 (5.20)
£ Z V(@ — o) = 2 (om — o
LN
LS ot ot
=1
Wegen der Voraussetzung 5.2.4 folgt aus (5.20)
L N L N1
T L AC RTINS o AR )
=1 =0
By o (5.21)
> EZ”L(U&—UZI)JFE (B — Do 1) -
=1 =0
Sei 1 <4 < M. Summation von Ungleichung (5.21) iiber m =1, ..., ergibt
i N s,
023> (Deoy,) vha + 5 > (9~ 60). (5.22)
m=1 I=1 1=0
Addition von (5.19) und (5.22) liefert
LN , 1V LN , 1V i N
S () D <Y () D b+ DD v (5.23)
=1 =0 =1 =0 m=1 [=1

N | X LN
Zginvin < 562 (gin)2 + % Z (vin)2 : (5.24)
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Seien ¢; > 0 und €2 > 0. Aus (5.23) und (5.24) folgt mit Hilfe von Lemma 5.1.5

1 & )
%; ((2))"+2¢ )
1 N 2 € XN 2 1 i 2
e ((vé) + 2¢6‘1) YD (@)Y ()
2h =1 2 m=1 [=1 261 m=1 [=1
€ 2 1 N 2
2 1 1
+-= N+ — .
DR
1 & )
= %Z <(”[l’) +2¢%’i1> 2hk 19112 (0,1y(0.6-1ym)

=1
i—1

> (k) + 5 > 6

m=1 [=1 =1

1
2hk ||9||L2 (0,1)x ((i—1)h,ih)) 2—

“ 7<622h 1 12 4 ghi-1 1 2 Lo
> oh ((UO) + 2¢; >+m ||g||L2((0,1)><(0,T)) +E||g||L2((0,1)><(0,T))

+33 (@)’ + ﬁ (0})*. (5.25)

Wegen der Anfangsbedingung (3.35), der Regularitdt der Anfangswerte und der Voraus-
setzung 5.2.4 gilt

N
2 _
2k Z ((v[’)) + 20} 1) + (1 + 4h) ||g||i2((0,1)><(0,T))
=1

2 2 2 2
<2 ||U0||Loo(0,1) +4E (“UOHWL?(O,I) + ||60||W1,2(0,1)> + (1 +4T) ||g||L2((0,1)x(0,T))
= CO(UOa €0, 9, Ea T) :

Multiplikation von (5.25) mit 4hk ergibt

N
o )2 B
S k; ((vzl) + 46! 1)

N i—1
2 _
< ZkZ ((U[l)) + 29} 1) + (1 + 4h)|gllZ2(0.1yx 0my) + 4hz Sm
=1 m=1
i1
S CO(UOaEOaga E’T) +4hZSm
m=1

Das diskrete Gronwall-Lemma liefert fiir jedes i € {1,..., M}

S S CO(UO)E():g) E)T) exp(4h2) S OO(U0)€0)97E7T) eXp(4T)
=: C(voy,€0,9,F,T).
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Also 148t sich das Maximum der Energien s,,, 1 < m < M, unabhingig von den Diskre-
tisierungsparametern IV, M und § nach oben abschétzen durch

N
max k ((vin)2 + 4¢£;1> = max S, < C(vy,e0,9,E,T).

1<m<M

5.3 Zweite Energieabschatzung

Die Idee aus der Form der Hysterese-Schleife eine weitere Energieabschitzung zu gewin-
nen stammt von Krejéi (vgl. [K86], [K93], [K96], [KSZ99]). Ist jeder Zweig des Hysterese-
Operators #H zu einer beliebigen Vergangenheit v € C([0,¢]) im Intervall [v(t), 00) eine
konkave und im Intervall (—oo, v(t)] eine konvexe Funktion, wie es in Voraussetzung 1 (iv)
gefordert wird, und bildet der Hysterese-Operator den Raum der stetigen Funktionen in
sich ab, dann gilt fiir Funktionen e € W2!(0, T, fiir die 0 = H[e] € W>(0,T) ist, und
fiir alle nichtnegativen Funktionen w € W,"'(0,T’) die folgende sogenannte Konvexitiits-
Ungleichung (vgl. [BS96, Prop. 3.4.2]):

/0 <ett(t)at(t)w(t) + %et(t)ot(t)wt(t)> dt> 0. (5.27)

Die Giiltigkeit der Konvexitdts-Ungleichung ist dquivalent zur Existenz eines nichtwach-
senden Représentanten der Aquivalenzklasse P(t) definiert durch

Plt) = — /0 culT)o ()T + Seut)on(t). (5.28)

Die zugehorigen Beweise finden sich in [KSZ99, Prop. 5.2|.

Differenziert man die Gleichungen (3.1) und (3.2) jeweils nach ¢, testet die differenzier-
ten Gleichungen mit v; bzw. o; und integriert die Summe iiber das kartesische Produkt
aus dem Ortsintervall [0, 1] und dem Zeitintervall [0,¢], 0 < ¢t < T, dann 148t sich mit
der Konvexitédts-Ungleichung in der Form (5.28) im Fall einer verschwindenden Kontroll-
funktion g zeigen, dal das Energiefunktional zweiter Ordnung

Es(t) := —/0 (v} (z,t) + 0¢(z, t)es(x, t)) d

auf Losungen der Probleme (P,), (Pg) und (P¢) fast iiberall monoton fillt.

Diese zweite Energieabschitzung wird im folgenden auf das diskrete System iibertragen.
Die lokale starke Monotonie und die Lipschitz-Stetigkeit der Hysterese-Operatoren wer-
den genutzt, um die diskreten L>°(L?)—Normen der diskreten Zeitableitungen aller drei
Unbekannten unabhéngig von den Diskretisierungsparametern nach oben abzuschétzen.
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Definition 5.3.1 Seien €' , 0! ' m € {-1,...,M}, 1 € {0,...,N — 1}, Lésungskom-

m?

ponenten der diskreten Probleme (Dj4), (Dg) bzw. (D¢). Wir definieren den lokalen
Elastizitats-Modul ¢! firm e {-1,...,M —1},1 € {0,...,N — 1} durch

! l
o-erl*a-m f 1 l
alls € €
Pl o= el mi1 7 Em s (5.29)
a, sonst ,

wobei a die Monotonie-Konstante aus der Voraussetzung 1 aus dem Abschnitt 3.2 ist.

Bemerkung 5.3.2 Ist Voraussetzung 1 erfiillt, dann folgt aus Lemma 3.4.2 (iv), daB fiir
eine streng monotone Input-Folge die zugehorige Folge der lokalen Elastizitdts-Module
monoton fallend ist. Falls e}, < &' < & . oderel , > el > el , fireinl e

m m

{0,...,N =1} und m € {0,..., M} ist, dann ist also
1> U

Ist der diskrete Hysterese-Operator ein Superpositions-Operator, d. h. gilt 7—2‘}(0,93) =
h(z) fiir eine Funktion h, wobei h die Voraussetzung 1 erfiillt, dann ist A affin. Denn
nach Lemma 3.4.2 (iv) gilt fiir beliebige z < y < 2z
h(y) = h(z)  h(z) = h(y) _ h(y) = h(z) _ h(z) — h(y)

y—x = z—y y—2 r-y

Da die linke und die rechte Seite der Ungleichung iibereinstimmen, mufl Gleichheit zwi-
schen allen Ausdriicken herrschen. Es existiert also eine Konstante ¢, die identisch ist
mit dem Wert jedes Differenzenquotienten

h(y) — h(z)
y—cz
Also ist h affin. Bei dem betrachteten Gleichungssystem (3.32)-(3.34) handelt es sich in
diesem Fall um eine Diskretisierung der linearen Wellengleichung.
In allen nichttrivialen Fallen, die Voraussetzung 1 erfiillen, muf} es sich also um ,echte

Hysterese-Operatoren handeln, d. h. die Operatoren sind keine Superpositions-Operato-
ren.

=c¢ fir alle z,y € R.

Lemma 5.3.3 Fs sei die Voraussetzung 1 aus dem Abschnitt 3.2 erfillt. Dann gilt fir
den lokalen Elastizitits-Modul ¥¢ , 1€ {0,...,.N -1}, me {-1,...,M — 1},

a <y, <b,
mit den Konstanten a, b aus der Voraussetzung 1.

Beweis:
Nach Definition 5.3.1 gilt fiir €}, # €!:

. Ohr — b H((E - eh)) = H((E - Eh))
m [ ]

Emi1 ~ Em Emi1 — Em (5.30)
- (ﬂ((sl—la sy E’lrn—l—l)) - 72((61—17 s ,E;))) (E’lrn-}—l - Ein)(sin-i—l - Ein)_2 .
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Wegen Lemma 3.4.2 (ii) folgt aus (5.30)

z/)in2a.

Auflerdem folgt

(5.31)

Wegen der Lipschitz-Stetigkeit im Sinne von Lemma 3.4.2 (iii) folgt aus (5.30) und (5.31)

. l l
fllI' €m+1 7& Em

~ ~ -1
U= A et )) — b)) by — b
~ ~ -1
= A 1 ) FE b)) b — el <.
Fiir ¢!, = &!, folgt die Aussage des Lemmas direkt aus der Definition von ¢%,. O

Wir beweisen nun eine diskrete Version der Konvexitats-Ungleichung, mit deren Hilfe im
Satz 5.3.5 eine diskrete Energieabschitzung zweiter Ordnung hergeleitet wird.

Lemma 5.3.4 (diskrete Konvexitdts-Ungleichung) Es sei die Voraussetzung 1 aus
dem Abschnitt 3.2 erfillt. Set 0 <[ < N —1und 0 < i < M — 1. Dann gilt fir die
Lésungen der Probleme (Dy4), (Dp) und (D¢) unabhdingig von der Wahl der Diskretisie-
rungsparameter N, M und § die diskrete Konvexitdts-Ungleichung

: ! ! a b
> Dl Duoti 2 o (Dack)” = 20 (Duh)’ > o (Duel)” — o (Dach)’

m=0

wobet a und b die Monotonie- bzw. Lipschitz-Konstanten aus der Voraussetzung 1 sind.

Beweis:
Sei H die Heaviside-Funktion aus der Definition 2.3.8. Aus der Abschéitzung

(Dhernsr — Dael) Dhersy (5.32)
% (Dh5£n+1)2 — % (Dh&‘in)Z, falls (Dhsin) (Dh€£n+1) >0

v

: (DhsinH)Z, falls (Dpet,) (Dnel, 1) <0

und der Tatsache, da Dyol, ., = 0 ist, falls Dyel, ., = 0 ist sowie der Nichtnegativitit
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der ¢!, 148t sich fiir jedes [ € {0,..., N — 1} folgern

i

Y Dietii Duoriy
2
P S DR Dyt
2
_ % Z (Dreyr — Drel) Diety il
Z
o3 % Z ((Drebnsn)” = H (Drelu Dnclyss) (Drel)”) o,
S (s H (DD ) ) (D))
Z
2 (i)~ ot (DickDicl) ()’
S R

Dabei folgt die letzte Abschitzung aus Lemma 3.4.2 (iv) und der Nichtnegativitat der
Yl nach Lemma 5.3.3, da gilt

I I I I
m—1 " H (DhEmDhEm+l) wm

B b =k, fallsel ., >el >el oderel, <l <€l >0
! sonst -

m—1

Aus Lemma 5.3.3 folgt
v %
2h 2h

1
> min{¢y. :m e {-1,...,i},1 €{0,...,N — 1}}% (Dh€£+1)2

(Dnetin)” = 5 (Duet)”

~max{el me{—1,...,i1€{0,..., N — 1}}% (Dueh)?
a 2 b 2
> L (et )= L (D)
O

Satz 5.3.5 Fs sei die Voraussetzung 1 aus dem Abschnitt 3.2 erfillt. Fir das Verhdltnis
der Schrittweiten gelte h = O(k). Dann ezistiert eine von der Wahl der Diskretisierungs-
parameter N, M und § unabhdingige positive Konstante C(vy,€0,b,9,T), so dafs fir die
Lésungen der Probleme (Dy4), (Dg) und (D¢) gilt

N N
lér’rlna,gXM (k) lz:; (Dh’Uﬁn)2 + ak lz:; (Dhsigl)2> S C(UO) €0, ba g, T) .
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Beweis:
Diskretes Differenzieren der Gleichung (3.32), d. h. Subtraktion der beiden folgenden
Gleichungen und Multiplikation mit %, ergibt

1 T
Dy 1 — Dr0pit = Gt
1 ! 1
Dyv,, — Dyo,, = g,
! 1
:>thm+1 DwDyoy 1 = Digpyy, t=1,...,N, m=0,...,M—1.

Diese Gleichung wird mit thinﬂ multipliziert und iiber [ = 1, ..., N summiert. Die linke
Seite kann unter Ausnutzung der Gleichungen (5.4) und (5.6) und der Randbedingungen
(3.37), (3.38) bzw. (3.39) nach unten abgeschitzt werden:

N
1
ﬁ Z ( thm—l—l Dh’U ) Z DhO'm+1DthUm+1

1

-~

N
1
-3 ( Dyol,,,)° — (Dyol) ) + Z Dyoll, DyDyol
=1 =1 (5.33)

0 0
= DnVp i1 Diomiy — 7 Dip i1 Diy

k

1

k

N

S Z thm—l—thvm—i-l Z Dth0m+1thm+l Z Dhgm—l—thvm—i-l :
=1 =1 =1

Entsprechend ergibt diskretes Differenzieren der Gleichung (3.33)
Diebt — DyDyl,,, =0, 1=1,...,N, m=0,...,M—1.
Multiplikation dieser Gleichung mit Dhoirjil und Summation iiber [ = 1,..., N liefert

N
> Drell Dyol ZDthvm Dol =0, (5.34)
= =1

Sei 0 < ¢ < M — 1. Addition der Summe von (5.33) und (5.34) iber m = 0,...,7 und
Multiplikation mit 2hk ergibt

N 7 N
> ((thf+1)2 . (th{))z) +20k Yy D2l L Dyol
=1 m=0 =1
% N
< 2hk» ) Dugh,  Duvh,y . (5.35)
m=0 [=1

Mit Hilfe der Gleichungen (3.32), (3.33) des Differenzen-Schemas, dem Lemma 5.1.12,
der Anfangsbedingung (3.35), der Definition der g}, I € {1,..., N}, dem Lemma 5.1.7
und der Einbettungskonstante ¢ > 0 zur stetigen Einbettung W2(0,T; L?*(0,1)) <
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L>(0,T; L?(0,1)) ergibt sich
N
kY (Do) +bk2 (Dneb )
=1 =1

(3.32), (3.33) N
2k Y (Dyob)’ + 2k Z gb)’ + bk Z Dyl)”
-1 -1 -1

<
Lem. 5.1.12, Def. g} 9 NV 2 N )
< D(vo,€0,b,9) + — Z (/ (z O)d:c> —|—ka (Dxvp)
=1 - =1
Hoélder, (3.35) b N
289 Do, 20,6,9) + 21l9(2, 0oy + 7 D (v0(@1) — volar 1))
=1
Lem.5.1.7
>~ D('UO; €0, ba 9) + 2 ||g||Loo(0,T;L2(071)) +b ||'U0||W1,2 0,1)
S D(’UO; €0, b, g) + 2¢ ||g||W1,2(07T;L2(071)) + b ||'U0||W1 2(0,1)
(5.36)

CI(U0)€07ba g) .

Unter Ausnutzung der diskreten Konvexitdts-Ungleichung aus Lemma 5.3.4 und der
Abschitzung (5.36) ergibt sich aus (5.35) mit der Youngschen Ungleichung

N

kY (Duvlyy)” + ak Z (Dretid)?
=1

=1
N i N
bk (Dueb 1)’ +20k YN Dughy i Datl,
=1

m=0 =1

(5.36)
< Cy(vo,&0,b,9) + 2hk Z Z Dngty 1 Davl, iy

m=0 [=1
1

Young i1 N e g il N
< Ci(vo,€0,b,9) +2hk Y > (Dughin) t5 > Dutt,,y)”
m=0 [=1

m=0 [=1
N

N
!
+2h%k Y~ (Dagha)” + 5 Z Dyt )’
=1 =1
Daraus folgt mit der positiven Konstanten

2
Cy(vo,€0,b,9) +4 ||g||W1,2(—h,(i+1)h;L2(0,1))

CZ(UOa €0, b) g) =

Si+1

k N
EZ Dh'l)z+1 +G,k2 DhEz—i—l)z
=1 =1

Lem. 5.1.6 0 L
C1(vo, €0, b, 9) + 4 ||g||W1,2(7h,(i+1)h;L2(0,1)) +h Z Sm
m=1

IN
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= Cg(’l)o,&'o,b, g) +h28m (537)

m=1

Nach dem diskreten Lemma von Gronwall ergibt sich daraus

_ h(i+1)<T
Siv1 < Ca(vg,€0,b,9)exp(h(i+1)) < Cy(vg,e0,b,9)exp(T).

Also ist

N
k
e = s, (5 () X 00 )
S CZ(UO) €0, b) g) eXp(T)
=: C(vy,€0,b,9,T) unabhingig von N, M und §.

Aus dem Satz 5.3.5 lassen sich direkt die beiden folgenden Korollare folgern.

Korollar 5.3.6 Es sei die Voraussetzung 1 aus dem Abschnitt 3.2 erfillt. Fir das Ver-
hdltnis der Schrittweiten gelte h = O(k). Dann ezistieren von den Diskretisierungspara-
metern N, M und § unabhéingige positive Konstanten C(vy,€0,b,9,T), C1(vo,€0,b,9,T),
so daf fiir die Losungen der Probleme (Dg4), (Dg) und (D¢) gilt

N
2
lgrlna%XMk (DkO{n) < CI(U():EOa b:.ga T) ) (538)
- =1
e X
 max bZkZ (Do’ ")” < C(v, €0,b,9,T) . (5.39)
Beweis:

Zur 1. Abschidtzung: Nach Satz 5.3.5 und Gleichung (3.32) des Differenzen-Schemas
gilt unabhéngig von den Diskretisierungsparametern N, M und §

N N
max k (Dka —i—gm) = max k (thin)ng(vo,sg,b,g,T).

1<m<M 1<m<M
=1 =1

Fiir jedes m € {1,..., M} folgt mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung

N

N
EY (Didl,) <kZ (Drat)* + &Y (d)°
=1 =1
N
< C(UO;EOab7gaT) o 2k2 (Dko—’fn) gl

N
< C(vo,0,0,9,T) + 2k Y _ | Dot | | 9|

< C(vg,€0,b,9,T) + 2k (Z (Dkoin)2> (Z (g£n)2> )
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Daraus folgt

k (Z (Dko-in)2> B ( (gin)2> < C(UO’EO’b’g’T) + kZ (gin)2 :

Mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung ergibt sich

N N

kY (Diol)* <2 (C(vo,ao,b,g,T) +EY (g;)2> +263 (g)°

=1
N 1 mh lk 2
= 2C(vo, €0,b,9,T) + 4k Z <% /( 1)h/(l g(z, t)dz dt)

m— —1)k

mh Ik
/ / g*(z,t)dzx dt)
(m—1)h J 1—1)k

1
< 2C(vg, €0,b,9,T) + 4 sup / g*(z,t)dz dt
tef0,1] Jo

N
4
S 2C(UO)€07bag7T) + E Z <

= 2C(vo,€0,6,9,T) + 4|9/ L (0.7:22(0,1))
= Cl(”O; €0, b7 g, T) .

Da die letzte Ungleichung fiir jedes m € {1, ..., M} gilt, gilt sie auch fiir das Maximum.
Dies liefert die gewiinschte Abschéitzung.

Zur 2. Abschitzung: Die Abschitzung (5.39) folgt direkt aus dem Satz 5.3.5 mit der
dort eingefiihrten Konstante C/(vy,€0,b,9,7) und dem Lemma 5.3.3, wenn man bertick-
sichtigt, dal Dyo! = 0 genau dann gilt, wenn Dye! = 0 ist. Dies ergibt sich direkt aus
dem Lemma 3.4.2. O

Korollar 5.3.7 Es sei die Voraussetzung 1 aus Abschnitt 3.2 erfillt. Fir das Verhdltnis
der Schrittweiten gelte h = O(k). Dann ezistieren von den Diskretisierungsparametern
N, M und § unabhdngige positive Konstanten Cs(vy,e0,a,b,9,T), C3(vo,£0,a,b,9,T)
und Cy(vo, €0,b,9,T), so daf8 fir die Losungen der Probleme (Dy4), (Dg) und (D¢) gilt

S ) < e, () < Calmena b ), (5.40)
N
1?3%XM]€ 2 (vin)2 < 1Sm£mﬂﬁ<g§N (vin)2 < Cs(vo, €9,a,b,9,T), (5.41)
N
max. ak (si;l)? < Cy(vo, €0,b,9,T) . (5.42)
== 1=1
Beweis:

Zu Abschitzung (5.40): Das Korollar 5.3.6 und das Lemma 5.1.11 liefern die folgenden
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von den Diskretisierungsparametern NV, M und § unabhéngigen Abschitzungen:

N-1

b2
max k (Dha—’fn)2 < _C(U():E()ab:gaT) = D('U(),E(),(J,,b,g,T) )
= a

max k (Dkain)Z < Ol(UO;€07bag7T)7

1<m<M
=1
N-1
l
>
=1

Damit sind die Voraussetzungen des diskreten Einbettungssatzes 5.1.9 erfiillt und es folgt
unabhingig von der Wahl der Diskretisierungsparameter N, M und ¢

-

k

N-1 1
<k Z ‘U(l)‘ < (262 ||80||Z’([0,1}) +2b°T* ||UO||12/VL2(0,1)> = Dy (vo, €0,b,T) .
=1

N-1

< max (ain)2
1<m<M,0<I<N—1 (5.43)

1

2
b? 2 1
S (Dl(vo,é‘o,b, T) + T <EC(UOaEO)bag)T)> + CI(UOaEOabagaT)2>

= CZ(UOaEO)aab)gaT) .

Zu Abschitzung (5.41): Der Satz 5.3.5 in Verbindung mit der Gleichung (3.33) des
Differenzen-Schemas, sowie die Anfangsbedingung (3.36) und die Regularitét von v,
liefern die folgenden von den Diskretisierungsparametern N, M und § unabhéngigen
Abschétzungen:

N
max k (thin)2 < C(vy,€0,b,9,7),

1

max k (D]‘;'Uin)2 S _O(U0750ab7gaT)’
a

- =1

N
k <k Y [vo(@)] < [lvoll oo -
=1

N

!
2%
=1

Mit dem diskreten Einbettungssatz 5.1.9 148t sich daraus bei beliebiger Wahl der Dis-
kretisierungsparameter N, M und ¢ folgern

l 2
lgna,SXM k 2 (Uin)
< max (vin) 2

~ 1<m<M,I<I<KN

1\ 2
1 1 2
< (“UOHC([O,ID +TC(UOa60abag’T)§ + <EC(U0a€0abag)T)> )

= CB(UOaEO)aab)gaT) .
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Zu Abschitzung (5.42): Der diskrete Einbettungssatz 5.1.9 148t sich nicht anwenden,
da die Bedingung (5.8) nicht vorausgesetzt werden kann. Nach dem Lemma 5.1.10, dem
Satz 5.3.5, der Anfangsbedingung (3.36) und der Regularitat von g, gibt es eine positive
Konstante Cy(vo, €9, b, g,T), so da8 die folgende Abschétzung unabhingig von der Wahl
der Diskretisierungsparameter N, M und ¢ gilt:

N N N
—1\2 —1\2 —1\2
1gna§XM ak 2 (Elml) < 2ak lgl (e{, 1) + 2aT? 1grlna§XMk 2 (Dhelml)

< 2b ||€o||2c([0,1]) + 21%C(vo, €0, b, 9,T)
=: 04(1)0, €0, ba g, T) :



Kapitel 6

Grenzubergang

In diesem Kapitel wird gezeigt, in welchem Sinne die Lésungen der diskreten Probleme
(Da4), (Dg) bzw. (D¢) aus dem Abschnitt 3.4 gegen eine Losung des jeweiligen zugehori-
gen kontinuierlichen Problems (P,), (Pp) bzw. (Pc) aus dem Abschnitt 3.1 konvergieren,
falls der Hysterese-Operator H bestimmte Kombinationen von Voraussetzungen aus dem
Abschnitt 3.2 erfiillt.

Nach der Zusammenstellung von Hilfsmitteln im Abschnitt 6.1 folgt im Abschnitt 6.2 ein
Konvergenzsatz, der Aussagen zur Existenz und Eindeutigkeit von Lésungen der Proble-
me (P,), (Pg) und (P¢) und zur Konvergenz der Differenzenverfahren der zugehorigen
diskreten Probleme (D4), (Dp) und (D¢) enthélt. Im Abschnitt 6.3 findet sich eine Feh-
lerabschatzung der Ordnung 1/2 fiir jedes der betrachteten Probleme (P,), (Pp) und
(Pc). AuBerdem wird eine Aussage zur stetigen Abhéngigkeit der Losung von den Daten
getroffen.

Die klassischen Funktionenrdumen, die zur Behandlung instationdrer Probleme, also sol-
cher Probleme die durch sogenannte Evolutionsgleichungen beschrieben werden, verwen-
det werden, enthalten Funktionen, die jedem Punkt ¢ des betrachteten Zeitintervalls eine
Funktion der Ortes zuordnen. Im Gegensatz dazu bestehen der Definitions- und Wer-
tebereich der im Abschnitt 2.7 eingefiihrten ortsabhingigen (Hysterese-)Operatoren aus
Funktionen, die jedem Ortspunkt x eine Funktion der Zeit zuordnen. Da in unserem ein-
dimensionalen Problem der Ortsraum ebenfalls ein Intervall ist, 148t sich die Rolle von
Ort und Zeit in der Theorie von banach-raumwertigen Funktionenrdumen auf Intervallen
(sieche dazu Anhang A) vertauschen. Mit Hilfe der Lemmata A.0.17 und A.0.18 lassen
sich Zeitfunktionen mit Ortsfunktionen und umgekehrt auf eine Weise miteinander iden-
tifizieren, in der die Theorien der Evolutionsgleichungen und der Hysterese-Operatoren
im Fall der in dieser Arbeit betrachteten eindimensionalen Wellengleichung ineinander-
greifen. Dies wird in den Beweisen des Konvergenzsatzes 6.2.3 und der Fehlerabschitzung
6.3.1 genutzt.

105
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6.1 Hilfsmittel

In diesem Abschnitt findet sich eine Konvergenzaussage sowie Definitionen und Bemer-
kungen zu ortsabhiangigen (Hysterese-)Operatoren. Diese Resultate werden wir in den
beiden folgenden Abschnitten benutzen.

Lemma 6.1.1 FEs gelte

e¥ e in L>°(0,T; L*(0,1)) fir K — oo,
g, in L>(0,T;L*(0,1)) fir K — oo.

Dann folgt

eX(-,0) = ¢(-,0) in L*(0,1) fir K — oco.

Beweis:
Seien ¢ € L?(0,1), n € L*(0,T). Mit Hilfe des Satzes von Fubini 148t sich folgern

/0 (e¥(z,0) — &(,0)) p(z)dz /OT n(t)dt

— e(z,0)) p(e)n(t)de dt

sK — e¥(z,t) + e¥(z,t) — e(z,t) + &(x,t) — (,0)) @(z)n(t)dz dt

</ ez, 7) — eX(z,7)) d7> o(@)n(t)d dt

i (EK e(z, 1)) p(z)n(t)dz dt

- /01 /OT (ee(z,7) — &) (2, 7)) </TT n(t)dt) o(z)dr dz
i /oT /01 (e (z,t) —e(@,1)) p(z)n(t)de dt

— 0 fir K -

[
+ \Nc\
S N~
\’ﬂ O\O\

wegen der schwach*-Konvergenz nach Voraussetzung. Dies liefert die Behauptung. [

Definition 6.1.2 Fiir jede Funktion e € L?(0,1; C([0,T7])) und fiir jedes § > 0 definieren
wir den ortsabhiingigen Hysterese-Operator $° punktweise wie in Definition 2.7.1:

9°[e|(z) := H'[e(z)] fiir z € [0,1].

Bemerkung 6.1.3 Nach Korollar 2.7.5 ist der Operator $°, § > 0, eine stetige Abbil-
dung des Banach-Raums L?(0,1; C([0,T])) in sich. Nach Lemma A.0.18 ist der Raum
L?(0,1;C([0,T))) stetig eingebettet in den Banach-Raum L°°(0,T'; L?(0,1)). Die Orts-
funktion $e] 148t sich also mit einer Zeitfunktion aus L*°(0,T; L*(0, 1)) identifizieren.
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Aus dem Einbettungslemma A.0.18 und der Fehlerabschétzung (3.27) folgt fiir jedes
e € L*(0,1;C([0,7])) und 6 > 0

Hﬁ[e] o '66[6”|L°°(0,T;L2(0,1)) < Hﬁ[e] - '66[6]HL2(0,1;C([0,T]))

1 , ) (6.1)
:</0 sup |H[e(z,)](t) — H'[e(z, )](t) dw) <cd.

te[0,T

Voraussetzung 2 aus dem Abschnitt 3.2 definieren wir fiir (g1, £2) € L2(0, 1; [W2(0, T')])
den ortsabhéngigen Operator

Definition 6.1.4 Zu dem Operator V7 : [W32(0,T)° — WU(0,T), & > 0, aus der
1.

Wley, e2](z) := V[e1(z), ea()] .

Bemerkung 6.1.5 Der Operator 0%, § > 0, bildet L2(0,1;[W"2(0,T)]*) nach Satz
2.7.3 stetig in L2(0,1; W1(0,T)) ab, falls die Voraussetzung 2 erfiillt ist. Wir fiihren die
folgende Notation ein:

Vley, e2] := VO[e1, &3],
Yley, eq](x, t) := Vley, e2)() (1),
Ve, e5)(z,t) := Vley, ea](z) (), §>0.

6.2 Konvergenz

Im folgenden fiihren wir den Grenziibergang durch. Wir setzen voraus, daf§ die Diskre-
tisierungsparameter N, M und § des Finite-Differenzen-Schemas aus Abschnitt 3.4 als
Funktionen von K € N, gegeben sind. Dann sind auch die Schrittweiten h = h(K) =
ﬁ und k = k(K) = N(lK) Funktionen von K.

ur

. [i_1,z;), fallsle{l,...,N(K)—-1},
T
[z 1,2], fallsl=N(K),

und

‘e [tm-1,tm), fallsme{0,...,M(K)—1},
[tm-1,tm), fallsm= M(K),

definieren wir die Interpolierenden der Losung des diskreten Problems (D,), (Dg) bzw.
(D¢) zum Diskretisierungsparameter K.
t— tp
ey t) =ty + R ol ),

- _ r— -1 _
5 (o, 1) = ol + T, — ol
in
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)
— r—xy_
ol + 2l —o

b o 1;7111)1+HTW_1(0£;1 — 0 )
T—Ti— —tm— - — .o
58 (z,t) == o Opy — O 1 — O 1) fiir @ € 21, 21),
’ 1<I<N-1,
ol 1+ HTm_l(aﬁ_l — oYY fiirz € [zy_1,TN],
t— e
6"(2,t) = opty + " (0 — ol ),
" (z,t) == oh " & _:lil( Lo,
% (z,t) == o,
g5 (z,t) =g’ . (6.2)

Die Interpolierenden sind also Funktionen mit Definitionsbereich [0, 1] x [—h, T']. Die Ein-
schrénkung jeder dieser Funktionen auf [0, 1] x [0, 7] wird wieder mit demselben Funkti-
onssymbol bezeichnet. Es ergibt sich jeweils aus dem Zusammenhang, welche Funktion
gemeint ist.

Bemerkung 6.2.1 Da die Inputs e = (¢_4,...,&,,) der diskreten Hysterese-Operatoren
in unserem numerischen Schema als erste Komponente einen Wert aus der Zeitschicht
—h fiihren, die Definition der (kontinuierlichen) Hysterese-Operatoren aber auf dem Zeit-
intervall [0, T'] arbeitet, miissen im folgenden Shiftoperatoren 7 (t) := t — h verwendet
werden, um den Ubergang von den diskreten zu den kontinuierlichen Operatoren zu
ermoglichen.

Lemma 6.2.2 Es sei die Voraussetzung 1 aus dem Abschnitt 3.2 erfillt. Sei 7,(t) :=
t—h. Sei HS, die aus H° : C([0,T]) — C([0,T]) generierte Endauswertung des diskreten

Hysterese-Operators, also H2[EX (z1,+) o T)(tmi1) = 7—2?((6’_1, net)), 1 <m < M,
0 < | < N. Dann ezistiert eine Transformation of : [0,1] x [0,T] — [0,T], wobei
aX(z,-) fir jedes © € [0, 1] eine stetige, nichifallende und surjektive Funktion ist, mit

X (z,tm) =t fiir 0 < m < M, so daf fir jedes K gilt

6% (z, ™ (z,t)) = H[e¥ (x,-) o T](t + h).

Beweis:

Da é¥(z,t) in z stiickweise konstant und in ¢ stiickweise monoton und stetig ist, der Zeit-
Operator H° lokal monoton, d. h. (#’[e]), &; > 0, ist und C([0, T']) Lipschitz-stetig in sich
abbildet, ist auch die Funktion o (z,t— h) := H°[¢K(x,-) o 73] (t) stiickweise konstant in
z und stiickweise monoton und stetig in ¢. Nach Definition ist 6%(z, -) stiickweise affin
und stetig und es gilt 6% (z,t,,) = 0% (z,t,) fir -1 <m < M.

Wir definieren die stetige, nichtfallende und surjektive Transformation o : [0,7] —
[0, T fiir festes z € [z, 2141), 0 <I< N —1,¢ € [ty tmi1), m=0,..., M — 1 durch

LK (j) oK (z,t)™ o oK (z,1), falls 6% (z, ty) # 65 (z, tmi1),
t, falls 6%(z,tm) = 6% (x, tms1) -
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Fiir alle m = 0,..., M gilt: a"%(t,,) = tn. Fir z € [z;,2141),l = 0,...,N — 1, sei
a¥(z,t) := ol¥(t). Diese Funktion besitzt alle gewiinschten Eigenschaften. O

Sei o die in Lemma 6.2.2 erklirte Transformation. Aufgrund der Gleichungen (3.32) -
(3.34) des Finite-Differenzen-Schemas gilt

K

0 =0y +g", (6.3)
e = 5k (6.4

%z, (z,t)) = HEO[EK (z,-) o m](t + h) fiir fast alle (z,t) € (0,1) x (0,T).
(6.5)

Der folgende Satz enthdlt Aussagen zur Konvergenz des Differenzenverfahrens zu jedem
der diskreten Probleme (D), (D) bzw. (D¢) aus Abschnitt 3.4, und damit zur Existenz
von Losungen der zugehdrigen kontinuierlichen Probleme (Py), (Pp) bzw. (Pc) sowie zu
deren Eindeutigkeit.

Satz 6.2.3 Fs seien die Voraussetzung 1 sowie die Voraussetzung 2 oder 2* aus dem
Abschnitt 3.2 erfullt. Sei K € N. Seien M, N :N — N, 6 : N = R Funktionen mit

M(K), N(K) = oo fir K — oo,
M(K)
2T/

und §(K) —0 fir K — oco.

N(K) <

fiir die in Voraussetzung 1 definierte Konstante b

Dann besitzt jedes der Probleme (Py4), (Pp) und (Pc) eine Losung (v,0,e) € VXV xW.
Fiir diese gilt

v, 0 €C([0,1] x[0,T]),
und im Fall von Voraussetzung 2* auch e € C([0,1] x [0,T1]),

wobei die folgenden Konvergenzen, zumindest fiir eine Teilfolge, zur Vereinfachung be-
halten wir die bisherige Indizierung bei, gelten:

7K swv, 65 50 gleichmafig auf [0,1] x [0,T] fir K — oo,
K Lg ek RN
o Doy, 5 Doy, in L=°(0,T; L*(0,1)) fiir K — oo.

Ist Voraussetzung 2 aus Abschnitt 3.2 erfillt, dann ist die Losung der Probleme (P,),
(Pp) und (Pc) eindeutig. Insbesondere gelten die oben genannten Konvergenzen dann
fiir die Gesamtfolge.

Beweis:

Seien || - || := || - [ o,r5220,0)) und || - ||z == || - [[20,10(00,77))-

Zur Vereinfachung der Schreibweise bezeichnen wir die von K abhingigen Diskretisie-
rungsparameter auch mit N, M, §, h und k ohne explizit auf die Abhangigkeit von K
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hinzuweisen.

Da Voraussetzung 1 erfiillt ist, sind Satz 4.0.5 sowie Satz 5.3.5 und die daraus resultie-
renden Korollare 5.3.6 und 5.3.7 anwendbar.

Der Satz 4.0.5 liefert die Existenz von eindeutigen Losungen der diskreten Probleme
(DA), (DB) und (Dc)

Aufgrund der Abschétzungen in Korollar 5.3.7 und Satz 5.3.5 sowie der Gleichung (3.33)
des Finite-Differenzen-Schemas gibt es positive Konstanten C' = C(vg, €9, b, g,T) und
C3 = C3(vo, €0,a,b,9,T), die nur von den jeweils angegebenen Daten und Konstanten
abhéngen, so daf fiir alle K gilt

N
5717 = ma, k3047 < Calon v 0,,0.7), (6.6
N
[o]* =  max > (Dnvp)* < C(vo, 20,09, T), (6.7)
N N
1552 = max kY (Dpvl)?> = max kY (Due-t)?
1<m<M 1<m<M
=1 =1
1
S _O(UO;EOab7gaT) ) (68)
a
N
||'UK - ®K||2 S 1£naJ<XM h2k (thin)z S hZC(/U():EOab7gaT) — 0 fir K — 00,
== =1
(6.9)
N N
175 — 95> < max £*) (Dol)? = max k*) (Dpel, ')
— 1<m<M — m 1<m<M L= m
]{?2
< —C(vg,€0,b,9,T) = 0 fiir K — oo. (6.10)
a

Da die Folge (9%)xen wegen Abschétzung (6.6) in L>°(0,T; L?*(0,1)) beschrinkt ist,
existiert eine Teilfolge, die schwach* gegen eine Funktion v € L>(0,T; L?(0,1)) konver-
giert. Wegen der Abschéitzungen (6.9) und (6.10) konvergieren auch Teilfolgen der Folgen
(9%) ken und (7%)gen, schwach* gegen v. Zur Vereinfachung der Schreibweise behalten
wir die bisherige Indizierung bei.

Weiterhin gibt es aufgrund der Abschédtzungen in den Korollaren 5.3.7 und 5.3.6 und
Lemma 5.1.12 neben der bereits eingefithrten Konstante C = C/(vy, €0, b, g, T') weitere po-
sitive Konstanten C; = Ci(vp, €9,b,9,T), Co = Ca(vo,€0,a,b,9,T) und D = D(vy, g, b),
die nur von den jeweils angegebenen Daten und Konstanten abhéngen, so daf fiir alle K
gilt

||6K||2 = max k (0l71)2 S 02(1)0,50,&, bagaT)a (611)

b2
||6]§K||2 = max k (Dhoirjl)z < ;C(vo,eo,b,g,T), (6.12)
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N
||6£{||2 - lérrlnaéXMk ; 1(Dko-£n)2 S OI(U0)€07bag7T)7 (613)
N-1 N-1
5512 < max 9k (Diob,)’ + 6k > (Do)’
z - 1<m<M m 0
- =1 =1
(5.38),5.1.12
S gcl(UQ,EO,b,g,T)+6D('U0,E(),b), (614)
BEE < 126 3" (Dro 12 2 197 Clon, 0,6, 9.7, (6.15)
O ~ lérrlnaéXM - hOm ~ a V9, ¢€0,0, 9, ’ .
N
|5 — 652 < max h’k Y (Dpol1)?
1<m<M
- =1
b2
< h?>—C(vg,€0,b,9,T) — 0 fiir K — o0, (6.16)
a
N
||5-K - &K“Z S 1£171na)<XM ks ; (Dko-in)2 S k2Cl(U0a60abagaT)
= =1
— 0 fir K — oo, (6.17)
N-1
|65 — &% )2 < max 4k% Y (Diol)?
0<m<M —
(5.38),5.1.12
S 4k201(U0,60,b,g,T) +4k2D(’U0,EQ,b)
— 0 fir K = . (6.18)

Aus den Abschétzungen (6.11), (6.16), (6.17) und (6.18) folgt die Existenz einer Funktion
o € L>=(0,T; L*(0,1)), so daf8 jeweils fiir eine Teilfolge, zur Vereinfachung behalten wir
wiederum die bisherige Indizierung bei, gilt

— ~ v ~ * .
ok 6K 8 68 Lo fir K — oo.

Beriicksichtigt man zusétzlich die Abschédtzungen (6.14) und (6.15), so folgt, dafl die
Folge (5%) . beschrankt im Raum V = W>(0,T; L*(0, 1)) N L>(0, T; W*(0, 1)) ist.
Da dieser Raum nach [K96, Cor. V.2.5] kompakt in C([0, 1] x [0,T]) einbettet, ist die
Konvergenz der obigen Teilfolge der Folge (E}K ) xen 8egen o sogar gleichmiBig. Da nach
der Definition der Interpolierenden fiir alle z € [z;_1, ), [ € {1,..., N(K)}, gilt

&K(x, t) = 5K(ml,1, t),

konvergiert eine Teilfolge der Folge (6%) ke Stark in L°(0,1;C([0,77)) gegen o.
Da L*(0,1;C([0,T])) in L?(0,1;C([0,T])) einbettet, konvergiert diese Teilfolge auch
stark in L%(0,1; C([0, TY)).
Auflerdem gibt es aufgrund von Satz 5.3.5 und der Abschétzung (5.42) in Korollar 5.3.7
neben der bereits eingefiihrten Konstante C = C(vg, €9, b, g,T) die positive Konstante
Cy = Cy(vg,€0,b,9,T), die nur von den angegebenen Daten und Konstanten abhéngt, so
daf fiir alle K gilt

N

1
K2 = max kY (1) < =Cy(vo,€0,b,9,T), (6.19)
a

15 g
<m<M
=1
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N

1
||éf{||2 = 1£Irlna%XMk (Dheirjl)2 < EC(’UQ,EO, b,g,T), (6.20)
== I=1

1<m<M

N
1% — X < max A%k Z(Dhelnjl)z
=

1
< h?=C(vy,€0,b,9,T) — 0 fiir K — co. (6.21)
a

Aus (6.19) und (6.21) folgt die Existenz einer Funktion e € L*°(0,T; L?(0,1)), so daB
jeweils fiir eine Teilfolge, zur Vereinfachung der Schreibweise behalten wir die bisherige
Indizierung bei, gilt

gX eK Le fiir K — oo. (6.22)

Weiterhin folgt aus den Abschitzungen (6.7), (6.8), (6.12) - (6.15) und (6.20), daf} jeweils
auch geeignete Teilfolgen von 9%, 5%, 6K, 65 &K 5K und éX in L>(0,T; L?(0,1)) beziig-
lich der schwach*-Topologie konvergieren. Zur Vereinfachung der Schreibweise behalten
wir wiederum die bisherige Indizierung bei. Da schwache Ableitungen mit schwachen

Grenzwerten kompatibel sind (vgl. z.B. [Zei90a, Problem 21.3b]), gilt fiir K — oo

K *

of Doy, 0K Do, (6.23)
of oy, &% Loy, (6.24)
ok Loy, 65 Loy, (6.25)
eF L, (6.26)

Damit ist v € V. Da V nach [K96, Cor. V.2.5] in C([0,1] x [0,T]) einbettet, ist also
v e C([0,1] x [0,T7).

Da die g wegen Lemma 5.1.4 fiir K — oo stark gegen g in L?(0,T; L?(0, 1)) konvergie-
ren, folgt mit den obigen Konvergenzen die Existenz einer Teilfolge, zur Vereinfachung
behalten wir die bisherige Indizierung bei, so daf} gilt

of — 6K — g% ~w, —0,—¢g in L*0,T;L?*0,1)) fiir K — oco.

Aus Vereinfachungsgriinden verzichten wir bei den folgenden Integralausdriicken auf die

explizite Angabe der Integrationsvariablen und schreiben zum Beispiel 0 statt o/ (z, t).
Wegen Gleichung (6.3) ist die duale Paarung

T 1
/ /(f}tK—&f—gK)sodmdtZO,
0 0

fiir jedes ¢ € L?(0,T; L?(0,1)). Also gilt auch fiir den Grenzwert

T
/ / (v — 0, — g) pdzdt =0, (6.27)
o Jo

insbesondere fiir jedes ¢ € C§°((0,1) x (0,7")). Das Hauptlemma der Variationsrechnung
liefert

(v — 0y — g)(z,t) =0 fiir fast alle (z,t) € (0,1) x (0,7T). (6.28)
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Entsprechend ergeben die schwach*-Konvergenzen (6.23), (6.26)
el — 9K Heg,—w, in L™(0,T;L*(0,1)) fiir K — oco.

Daraus und aus der Gleichung (6.4) folgt fiir jedes ¢ € L'(0,T; L?(0,1)), also auch fiir
jedes ¢ € Cg°((0,1) x (0,T))

T p1
/ / (et —vg) pdxdt = 0. (6.29)
0o Jo
Das Hauptlemma der Variationsrechnung liefert wieder
ei(z,t) = vy(z,t) fiir fast alle (z,t) € (0,1) x (0,7). (6.30)

Wir zeigen jetzt, dafl die Grenzfunktionen v, ¢ die Anfangsbedingungen und die Rand-
bedingungen erfiillen.

Nach den Abschéitzungen (6.19) - (6.21) und dem Lemma 6.1.1 konvergiert eine geeignete
Teilfolge von (6% (-,0))xcn schwach gegen €(+,0) in L?(0,1). Da auBerdem (¢%(-,0))xen
in L>°(0, 1) stark gegen die stetige Funktion €y konvergiert, existiert ein stetiger Repré-
sentant von £(-,0), der gleich €g ist. In diesem Sinne erfiillt ¢ die Anfangsbedingung (3.5).
Entsprechend folgt, da8 v die Anfangsbedingung (3.4) erfiillt.

Wegen der Abschétzungen (6.6), (6.8), (6.10) sowie (6.11), (6.13), (6.17) sind die Fol-
gen (05(-,t))ken und (6% (-, t))ken in W12(0,1) fiir fast alle ¢t € (0,7") beschréinkt. Da
Wh2(0,1) kompakt in C([0, 1]) einbettet, konvergiert fiir fast jedes ¢ € (0,7T') jeweils eine
Teilfolge von (9% (-,¢))kxen und (6% (-, t)) ken gleichmiBig gegen v(-,t) bzw. o(-,t).

Nach der Definition der Interpolierenden gilt fiir ¢ € [t;,_1,%m), 0 < m < M,

7%(0,t) =%, %(1,t) =Y,
750,t) =00, &%(1,t)=0oX.

Aus den Randbedingungen (3.37), (3.38) bzw. (3.39) und der Stetigkeit der Funktionen
v, o ergibt sich dann, daf8 v und o die Randbedingungen (3.7), (3.8) bzw. (3.9) erfiillen.

Samtliche bisher aufgetauchten Teilfolgen, die in der jeweils genannten Topologie kon-
vergieren, konnen so gewéhlt werden, daf sie alle durch ein und dieselbe streng monoton
wachsende Indexfolge (K;);jen, K; € N, festgelegt sind, indem die Suche nach Teilfolgen
jeweils auf diejenige Indexfolge eingeschriankt wird, fiir die die vorhergehende Konvergenz
gezeigt wurde. Die Indexfolge beziiglich der die letzte Teilfolge konvergiert, hat die ge-
wiinschten Eigenschaften. Alle weiteren Uberlegungen beziehen sich auf diese Indexfolge.
Zur Vereinfachung wird weiter die bisherige Indizierung beibehalten, ohne daf explizit
darauf verwiesen wird, dafl nur die durch diese Indexfolge bestimmte Teilfolge gemeint
ist.

Es bleibt zu zeigen, daf fiir die Funktionen ¢ und o der folgende Zusammenhang gilt:

Hel = o,



114 KAPITEL 6. GRENZUBERGANG

wobei $ der ortsabhingige Hysterese-Operator aus Definition 6.1.2 ist.
Dazu definieren wir fiir z € [0, 1] und ¢ € [0, 7] fiir jedes K € N die Funktionen

s¥(x,t) .= HOB) K (2, )](1), (6.31)

wobei in der Definition der Funktionen s und s mit é¥(z,-) die Einschrinkung dieser
Funktion auf das Intervall [0, T] gemeint ist.

Da die Funktion éX € Wb>°(—h, T; L?(0,1)) ist, und W1>(—h,T; L?(0,1)) entsprechend
Lemma A.0.17 in L2(0,1; C([—h,T)])) einbettet, 1aBt sich éX also mit einem Element aus
L*(0,1; C([—h, T))) identifizieren. Fiir jedes z € [0, 1] ist €% (z,-) o, € C([0,T + h]) und
damit nach Voraussetzung 1 im Definitionsbereich des Hysterese-Operators H?(K). Aus
der Bemerkung 6.1.3 ergibt sich, daf§ s¥, s& und s € L?(0, 1;C([0, T]) sind. Wir zeigen
zunichst, daf8 die Folge (s¥)xen in L2(0,1;C([0,77])) stark gegen o konvergiert. Dazu
untersuchen wir die folgenden Summanden:

Is* = olla
<[Is" = sglla+llsg — s lla + st — 6"l + 16" —olln
= A+B+C+D.

Wegen der Fehlerabschéitzung (3.27) aus der Voraussetzung 1 gilt

2 = 1su Xz, - — HE K (g, - *dz
A /otqo%m[ (2, )](t) — HE[X (2, )] (8)] d (6.32)

<p*(6(K))> =0 fir K — co.
Sei die Funktion X : [0,1] x [~h,T| — R definiert durch

[0, 1]
0,1

€ [0,7],
E[’ ] -

K X (z,t), falls (z,t X
(m’t)‘:{ ) o x [~h,0).

°F éK(z,0), falls (z,t)

Wegen der Ratenunabhéngigkeit der Hysterese-Operatoren gilt fiir alle ¢ € [0,7] und
z € |0,1]

s&(x,t) = HEBO K (z,-) o m](t + ). (6.33)

Aus (6.33) und aus der Lipschitz-Stetigkeit des Hysterese-Operators nach Voraussetzung
1, der Gleichung (3.33) und der Anfangsbedingung (3.35) des Finite-Differenzen-Schemas
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sowie aus Lemma 5.1.7 ergibt sich

1
B? = / sup ‘H‘s(K)[éK(a:, Jom)(t+h) — sé{(x,t)‘z dzx
0 te[0,T]
N

=k>" sup [HOFEK (24, ) o m)(t + h) — HOD[eK (21, ) o mal(t + B)[]
1—1 t€[0,T]

N

<0k sup  sup |e¥(zi_y, 7 — h) — EX @iy, T — h)[*

-1 te[0,T] T€[0,t+h]
N (6.34)

R N 2
LS s et 1) )
1—1 TE[0R]

N N
= b2k Z ‘éK(ml,l, —h) - ég(xl,l, —h)‘z = bzki Z ‘Sl:ll -
=1 =1

N
=0’k Y _(Dwvy)’h? < B||volfyrzyh® — 0 fiir K — oo,
=1

Fiir z € [z;_1,71), 1 <1 < N(K), gilt nach der Definition der Funktionen sf, 6% und
der Monotonie des Operators H%(¥) nach Voraussetzung 1

3{{($, t) = 3{{($l,1, t) )
UK(x, t) = 6K(ml,1, t),

wobel s, 1 4] (@i—1,-) und 6% g, g1 (zio1, ) 0 < m < M(K), monotone Funktionen
sind, deren Bilder jeweils im Intervall [o'!,, 0% 1] liegen. Deshalb gilt

ml’m

-1

sup |3{{ - &K|($l—1at) < |0-'£r:1 — O]

te[tmfl 7tm}

Zusammen mit dem Korollar 5.3.6 folgt die Existenz einer von K unabhéngigen, positiven
Konstanten C, so daf gilt

c* = ||s¥ —aKnH—Z [ s (ot -

z;_q1 t€[0

N N 6.35
< k max (05;1 — 01—_11)2 = h? max (k Z (thi;l)2> (6:35)

" 1<m<M m 1<m<M
Séh2—>0 fir K — 0.

Wir haben bereits oben gezeigt, daf§ die Folge (6%)gen in L2(0, 1; C([0, T])) stark gegen
o konvergiert. Also gilt

D —0 fir K— oo. (6.36)

(6.
1;

)

Aus den Abschétzungen (6.32),

), (6.34), (6.35) und (6.36) folgt die starke Konvergenz der
Folge (s%)xen gegen o in L2(0,1;C(

[0, ).
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Wegen der Lipschitz-Stetigkeit des Hysterese-Operators nach Voraussetzung 1 gilt

% = Sl = 191 - Bl
= [ s 10~ Hiete, o) 637

1
< b2/ sup |[€5(z,t) — e(z,t)|?dr = b* ||€K —¢||% .
0 t€[0,T]

Wiirde die Folge (¢%) xcn sogar stark in L?(0, 1; C([0,T]) gegen ¢ konvergieren, so wiirde
aus der starken Konvergenz der Folge (s¥)xen gegen o und der Abschitzung (6.37)
folgen, dafl $Hle| = o ist.

Die obigen A-priori-Abschatzungen liefern aber nicht geniigend Kompaktheit, um daraus
die starke Konvergenz der Folge (€¥)gcn folgern zu konnen.

Falls der inverse Operator H ! existiert und Lipschitz-stetig ist, wie in der Voraussetzung
2* gefordert, ergibt sich, dafl (éK)KeN eine Cauchy-Folge in L%(0,1;C([0,T])) ist. Fiir
J, g € N gilt dann nidmlich

éJ-l-q _ é‘]

o= [ s (@0 - 1 (@, )(0)’ do

€[0,T]

1

< S? / sup (s7"9(z,t) — s‘](a:,t))2 do = S? ||s/H — s‘]HZ )
0 tef0,T]

wobei (s%) . eine Cauchy-Folge in L?(0, 1; C([0, T])) ist. Da L?(0,1; C([0, T]) vollstén-

dig ist, konvergiert (¢¥),_, dann stark in L?(0,1; C([0,T])). Der Grenzwert muf gleich

der unter (6.22) eingefiihrten Funktion € sein. Mit den vorhergehenden Uberlegungen
folgt

Hlel=o.
Dao € C([0,1]x[0,T1) ist, ergibt sich aus der Lipschitz-Stetigkeit des inversen Operators

H ™', daB auch ¢ einen stetigen Reprisentanten, e € C([0, 1] x [0,T]), besitzt.

Ist Voraussetzung 2* nicht erfiillt, dann 1a8t sich die fehlende Kompaktheit unter Aus-
nutzung der Monotonie gemifl Voraussetzung 2 mit Hilfe des Minty-Tricks kompensieren
(vgl. [E90, 5.A.3] und [K96, Beweis von Th. III.1.2]):

Da die Folge (s¥)xcn stark gegen o in L?(0,1;C([0,77])) und damit nach dem Einbet-
tungslemma A.0.18 auch in L>(0,T’; L?(0, 1)) konvergiert, liefern (6.32) und das Einbet-
tungslemma A.0.18 auch die starke Konvergenz von (s{)xen gegen o in L>(0,T; L*(0, 1)),
also auch in L'(0,7; L?(0,1)). AuBerdem gilt

el S e, in L0, T; L*(0,1)) = (L*(0,T;L*(0,1)))"  fiir K — oo.

Aus diesen beiden Konvergenzen folgt

T 1 T 1
/ / 2/5(K) [éK(m, .)](t)étK(x,t)dm dt — / / o(z,t)ei(z, t)dedt fir K — oo.
0o Jo 0o Jo
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(6.38)
Es gilt
/ / g)edrdt =0 fir alle p € L?(0,T; L*(0,1)). (6.39)
Sei v¥(z,t) := e(x, t) fo 7)dr mit p € R\ {0}, v € L*(0,T), w € L*(0,1).

Nach Voraussetzung 2, Deﬁmtlon 6 1.4 und Bemerkung 6.1.5 existiert ein Operator
DS L2(0, L [Wl’z(oa T)]Z) - L2(0, L Wl’l(oa T))a Q76[51’ 82](x) = V(S[El(x’ ')’ 82(37’ )]’
so daf} gilt

/0 / (HOEOEK (2, )] — S bz, ])(E) K — vl (z, ) dit

> / (VIR (z,), v (z, Y(T) — VIO (2, ), v¥(z, )(0) da
/ YIEK)[g -), v (z, -)](0)dz (6.40)

- / (VO i(z, ), 08 (z, ))(0) — VO EK (2, ), (2, ))(0) da

- / VO (z, ), 04z, ))(0) — VX (2, ), " (2, )](0)|da

> —e m[ax] leo(z)| m[ax leo(z) — %(z,0)| = 0 fiir K — 0.
zc|0,1

v

Aus (6.38) und der schwach*-Konvergenz von éX gegen ¢; und der starken Konvergenz
von sX gegen o in L>(0, T; L*(0, 1)) sowie von $°F)[v#] gegen $H[v*] in L2(0,1;C([0,T]))
nach (3.27) in Voraussetzung 1 und damit nach dem Einbettungslemma A.0.18 auch in
L>(0,T; L*(0,1)) folgt

o< im [ [ (M ) - 1O, MO k) e
_ /OT /Ol(a(m, £) — Mo (2, )](1)) (61 — ") (, t)de dt
=i [ [ o0 - Mt MO en iz

Fiir alle u > 0 gilt also

0< /0 /0 (o(z, ) — Hv"(z, )|(£))w(z)y(t)dz dt (6.41)

Fiir alle p < 0 gilt

0> /0 /0 (o(z, £) — Ho"(z, )|(£))w(z)y(t)de dt (6.42)
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Aus der Lipschitz-Stetigkeit nach Voraussetzung 1 und dem Einbettungslemma A.0.18
folgt

19[v*] = Hle]llL=,r5z20,0) < [9[v*] = Dlelll2o,5000m)
t
<blu| sup | [ y(r)dr|||w|r201) — 0 fiir p—0.
tef0,7] |Jo

Aus der starken Konvergenz von $)[v*] gegen $|e] in L>(0,T'; L?(0, 1)) fiir u — 0, (6.41)
und (6.42) folgt

0= / / o (@, 1) — Hle(z, Y(1))w(z)y(t)dz di
Das Hauptlemma der Variationsrechnung liefert

o(z,t) = Hle(z,-)|(t) fir fast alle (z,t) € (0,1) x (0,7).
Damit ist der erste Teil des Beweises abgeschlossen. Es bleibt die Eindeutigkeit zu zeigen.
Eindeutigkeit:
Sei Voraussetzung 2 erfiillt. Seien (v;, 0i,¢;) € V x V. x W, i = 1,2, Losungen desselben
Problems (P,), (Pg) bzw. (P¢). Insbesondere 148t sich ¢;, ¢ = 1,2, dann nach Lemma
A.0.17 mit einer Funktion aus L?(0, 1; W2(0,T')) identifizieren. Sei U der ortsabhéingige

Operator aus der Definition 6.1.4. Da (v;, €4, 0;), ¢ = 1,2, Losungen sind, gilt nach (6.27)
mit ¢ := (v1 — v2)X[01]x[0,q € L*(0,T; L*(0,1)) fiir jedes ¢ € (0, 7]

T 1
0= / / (V10 — Vo0 — O10 + 02,5) (V1 — V2) X[0,1]x[0,4 dT dt .
o Jo

Daraus folgt mit dem Satz von Fubini, partieller Integration, den Randbedingungen (3.7)
bzw. (3.8) bzw. (3.9), der Gleichung (3.2), den Anfangsbedingungen (3.4), (3.5) sowie
der Voraussetzung 2 (i) und der Bemerkung 6.1.5, welche

U(L?(0,1; [WH2(0,T)]?)) C L*(0,1; Wht(0,T))

liefert

/ / Ult—’l}zt ’Ul—’l}z)dZL'dT—/ / Ulm—Uzm)(Ul—Ug)diEdT
1 1

=3 (/ vy — vp)?(z, t)dx —/ (v — vo)*(, O)d:c>

/ o1 — 09)(v1 — ve)(z, )]s OdT—l—// o1 — 09) (V1,5 — Vo )dz dT

1 "

= 5/ v; — vg)?(z, t)dx —i—/ / (01 — 02) (€14 — €24 )dx dT (6.43)
X 0 01 ot ,

> —/ v; — v2)?(z t)da:—i—/ / —Viei(z,-),e2(z, )| (7)dr dz
2 /o o Jo OT
1 1 1 1

= 5/ vy — vg)?(z, t)dx +/ Yleq, eq)(z, t)dz —/ Yleq, 9] (z, 0)dz
X 01 0 0

> —/ v1 — v2)?(z, t)dz .
2 Jo
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Aus der Ungleichung (6.43), den Gleichungen (3.2) - (3.3) und der Anfangsbedingung
(3.5) folgt

U1 =V2, €1 =E2, O01=02.

Wegen der Eindeutigkeit der Losung (v,0,e) € V x V' x W muf} die im Satz genannte
Konvergenz jeweils fiir die Gesamtfolge, und nicht nur fiir eine Teilfolge, gelten.
Andernfalls gébe es zu der Grenzfunktion (v, 0, ¢) eine Umgebung im Sinne der zu die-
ser Konvergenz gehorigen Topologie, so dafl unendlich viele Folgenglieder nicht in dieser
Umgebung liegen.

Auf die aus diesen Gliedern gebildete Folge konnen wieder die im ersten Teil des Bewei-
ses gefiihrten Kompaktheitsschliisse angewandt werden. Diese sichern die Existenz einer
konvergenten Teilfolge, wobei die Grenzfunktion wieder eine Lésung im Sinne unseres
Losungsbegriffs sein mufl | die verschieden von (v, 0,¢) ist. Dies steht im Widerspruch
zur Eindeutigkeit der Losung. 0

Bemerkung 6.2.4 Sei (v,0,¢) die nach Satz 6.2.3 eindeutige Losung des Problems
(Pa), (Pg) bzw. (P¢), wobei das konstitutive Gesetz (3.3) durch den im Beispiel 3.3.5
definierten abgeschnittenen Prandtl-Ishlinskii-Operator gegeben sei

R oS
He](t) = / s, [€l()du(r) + &(2) / du(r),
0 R
mit —v(R) = a fiir positive Konstanten R und a. Aus [BS96, Prop. 2.11.1] folgt, daf} es
einen Hysterese-Operator G = H~' : H[C([0,T])] — C([0,T]) gibt mit

GoH =1Id.

Der Operator G ist Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante % Nach der Abschéitzung
(5.43) im Beweis von Korollar 5.3.7 gilt, wobei wir o. B. d. A. annehmen, daf a < 1 ist,

2

C(U07 €0, ba g, T)) +CI(U07 €0, b7 g, T)

2

N

1<m<M,0<I<N-—1 a

b
max or,| < Di(vo, 0,6, T)+T (

Nach der Abschitzung (5.11) aus dem Beweis zum Lemma 5.1.11, dem Lemma 5.1.7 und
der Bedingung an das Schrittweitenverhéltnis (3.30) gilt fiir jedes [ € {0,..., N — 1}

3,1
|ob| < 2blleo]|co,1) + b5 T2 [|vo|lwr2(0,1) =t Do(vo, €0, b, T) -
Also gilt fiir die in (6.2) definierte Interpolierende ¢¥ fiir alle K

max __|6%(z, )]
0<@<1,0<¢<T

< aié (Dl(’UU,SU,b, T) + TbC(UOaSUabagaT)

= aiéD2(,U0) €0, b’ g, T) .

N[
N

+ C1(vo,€0,b,9,T)2 + Dy(vo, €0, b, T))

Nach den Uberlegungen im Beweis von Satz 6.2.3 konvergiert zumindest eine Teilfolge
der 0¥, K € N, gleichmiflig gegen o. Also ist auch

_1
0<:cglla0}ét<T |0(1‘,t)| <a ZDZ(U0a€07b’g7T)'
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Wegen der Lipschitz-Stetigkeit des Operators G gilt

03, @) = max  [Glo(,)](®)
1
< - max |0'(17,t)| < a7%D2(Uo,€0,b,g,T).

T @ 0<x<1,0<t<T
Fiir hinreichend kleine Daten vy, €g, g ist
Do (v, €0,b,9,T) < Ra?
Dann ist

max |e(z,t)| <R
0<2<1,0<¢<T

und fiir alle » > R gilt

s.le(z,-)|(t) = e(z,1).

Das Bild von € beziiglich des abgeschnittenen Prandtl-Ishlinskii-Operators H stimmt also
mit dem Bild von e beziiglich des durch die Verteilungsfunktion v gegebenen Prandtl-
Ishlinskii-Operators iiberein:

Hle(z,)I(t) = /0 s;le(z, ))(8)dv(r) =: Ple(z,-)](t) -
Fiir hinreichend kleine Daten ist das Tripel (v, 0, €) also auch Losung des Problems (P,),
(Pp) bzw. (P¢) fiir das konstitutive Gesetz

U($7 ) - P[E($7 )] :

Es lassen sich zwei Féille unterscheiden:

(i) Erfillt die Verteilungsfunktion v die Bedingung

: 2
rllglo —v(r)rs

:+OO,

dann existieren fiir beliebige, nicht gleichzeitig verschwindende Daten v, €, g
.. 3 .
positive Konstanten a und R, R := a2 Ds(vy,€0,b,9,T), so daB gilt
2

—V(R)é — _u(R) (DZ(UO; b,g,T)>§ 1.

Es ist also —v(R) > a. Der an der Stelle R = R(Dz(vg,¢€0,b,g,T)) abgeschnittene
Prandtl-Ishlinskii-Operator

Hel(t) = /0 s,.[e](t)dv(r) + (t) /Roo dv(r)

ist also von der Form wie in Beispiel 3.3.5. Nach den obigen Uberlegungen ist die
Losung (v, 0,¢e) des zugehdrigen Problems (Pa), (Pg) bzw. (P¢) auch Losung des
entsprechenden Problems mit dem konstitutiven Gesetz

o(z,t) = Ple(z,)](t) = /Ooo sple(z, )](t)dv(r) .
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(ii) Ist

A :=lim sup —V(T)’r‘% < 400,

—>00

dann gilt diese Uberlegung nur fiir hinreichend kleine Daten, fiir die
DZ(UO) €0, ba g, T)% <A

erfillt ist.

6.3 Fehlerabschatzung und stetige Abhangigkeit von
den Daten

In diesem Abschnitt wird eine Fehlerabschatzung der Ordnung 1/2 fiir jedes der Probleme
(Pa4), (Pg) und (P¢) bewiesen und eine Aussage zur stetigen Abhéngigkeit der Losung
von den Daten getroffen.

Sei wieder || || := || ||ze(0,7:22(0,0)) und ||| & = |||l z2(0,1;0(0,77))- Sei U der ortsabhéngige
Operator aus der Definition 6.1.4. Die Diskretisierungsparameter /N, M und ¢, und damit
auch die Schrittweiten h und k, seien wieder als Funktionen von K, K € N, gegeben.
Zur Vereinfachung der Schreibweise verzichten wir wieder auf die explizite Angabe der
K-Abhéngigkeit.

Satz 6.3.1 FEs seien die Voraussetzungen 1, 2 sowie 3 aus Abschnitt 3.2 erfillt und
(v,0,€) sei eine Losung von Problem (P,), (Pg) oder (Pc) fir eine Funktion g €
L>(0,T; W2(0,1)) N WH2(0,T; L*(0,1)). Dann gilt fiir den Approzimationsfehler

max (Lo = 85|30y &) + llo = 65220y ) < O+ +9) (6.44)

mit einer von K unabhdngigen Konstante C.

Fir i = 1,2 sei (v;,0;,€;) eine Losung des gleichen Problems (Pa), (Pp) bzw. (Pc) zu
den Daten (g;,vo;,€0,i). S€i |€0|oc = MaXief1,2){Maxzepo ) |€0,i()|}. Dann gilt

L 9 )
nax, <§ [or = w2l 7201y () + [lo1 — 02l[7201) (t))

4
< Llvoy — UO,2||§,2(071) + b7 leos — 50,2”%2(0,1) + 2Leleo|oo |l€0,1 — 50,2||L1(0,1) (6.45)

2
+2LT [|g1 = 9272 0,1y % (07)) -

Beweis:

Zur besseren Lesbarkeit verzichten wir in diesem Beweis bei einem Teil der Integralaus-
driicke auf die explizite Angabe der Integrationsvariablen.

Der ortsabhiingige Operator 2 bildet den Raum L2(0, 1; [W'2(0,T)]?) nach der Bemer-
kung 6.1.5 stetig in L2(0,1; W'(0,T)) ab. Nach dem Einbettungslemma A.0.17 kénnen
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die Funktionen ¢, €& € W jeweils mit einem Element aus L*(0, 1; W'2(0,T)) identifiziert
werden. Also liegt (g, %) im Definitionsbereich von 0.

Da die Funktionen o,v,9% € W42(0,T;L?(0,1)) sind und die Funktion Ule, K] €
L?(0,1; WH(0,T)) ist, folgt mit partieller Integration, der Voraussetzung 3, den Ein-
bettungslemmata A.0.17 und A.0.18, dem Hauptsatz, dem Satz von Fubini und der Vor-
aussetzung 2 (i) sowie den Ausgangsgleichungen (3.1) - (3.3) und ihren Diskretisierungen
(3.32) - (3.34) fiir fast jedes t € (0,7") die Abschétzung

1 R A
5 (Ll = %22 O + llo = D] [0 O

Lo =500y 0 = [lo = 91" 0 @)

t 1
=L O/O(Ut—@tK)(v—@K)(a:,T)d:ch
1 N

+ 5 (1906 = 9 (0) = 911 = 911, )
<L// vy — 0F) (v — o) (z, 7)dz dr

+L</ Ve, e¥](x, td:c—/ Ve, e¥](x, O)d:c> +L/ Ule, e%)(z,0)dz + 0

_ L/ / v — 65 (0 — %) (z, 7)da dr
+L/ / ( Yle, é¥)(x T)> dex+L/Olm[s,éK](x,o)dm

gL/ / (v — 55 (v — 55 (3, 7)dz dr

+L// e — ¢X) (2,7) (9] — HIEX) (a, T)d:ch—IrL/Ol‘II[E,éK](x,O)d:c
:L/O/ (00 — 65)(w — 55) + (v, — 35)(0 — 5)) dedr

+L Ot/ol (02 = 65) (% = %) + (v — 85) (67 — 67)) dewdr

—i—L/t/l(&K—fJ[éK])(vz—6f)dxdT+L/0t/01(g—gK)(v—@K)da:dT

+L/0t/0 (00 — 5V — 65) + (g — 55)(65 — 6)) dedr
+L/Ot/01(&K—ﬁ[éK])(vz—ﬁf)dwdT+L/0t/Ol(g—gK)(v—ﬁK)da:dT
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1
4L / e, 65 (z, 0)dz
0
=A+B+C+D+E. (6.46)

Aus dem Hauptsatz und den Randbedingungen (3.7) und (3.37) bzw. (3.8) und (3.38)
bzw. (3.9) und (3.39) folgt

A=pY [ (olr) = o)1)~ o) = (o(0,7) ~ oB)(0,7) ~ o)) dr

m=1 ( )h

=0.
(6.47)
Fir z € [z;_1,21), t € [tm_1, tm) gilt
7B — 0B <ol — ot 4+ ol — ot L], 6.48
m m m m—1
K — 65| <ot —a Y+ ot =gl . 6.49
| m m m m—1

Mit Hilfe der Holderschen Ungleichung und der Abschitzungen (6.13), (6.24), (6.48),
(6.49), (6.7), (6.8), (6.23) und (6.12) folgt

B < Lt (Jou| + }65])) 5% — 5%

|
N N

< 2Lt (|os || + ||6X])) <1g}na<xM <k3 Z (Dkvin)z + h’k Z (thin)2>>
=T -1 =1

|+ Lt (leall + [[22°[]) 6% — 6

2

1

N N 2

+ 2Lt (||vg|| + ||55)) <lglna<XM <k3 S (Diol)’ +h%Y (Dho—i,;l)2>>
- =1 =1

=2LT [(llow|l + [|o2[]) (ke [[o]| + A [0 1) + (loall + [|55]]) (k[ + 2 [|&:5[])]
—O(h+k). (6.50)

~K ~ K
Uy O

Aus Lemma A.0.18 sowie (6.8), (6.23) und den Abschitzungen (6.32), (6.34) und (6.35)
folgt mit der Holderschen Ungleichung

C < Lt ([loa]l + [|5X]))
< Lt (Jlog || + [[85]])

o — 9"

o — 9leX]||, = O(h+9). (6.51)

Die Holdersche Ungleichung, Lemma 5.1.4 und die Abschitzungen (6.6), (6.9) zusammen
mit der schwach*-Konvergenz der 9% gegen v liefern

D <22 lg — 9% o nyeiomy (I + [95]) < OCh +5). (6.2
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Aus der Voraussetzung 2 sowie den Anfangsbedingungen (3.5) und (3.36) folgt
1 1
E=1L / Wle, 5] (z, 0)dz = L / B[z, (2, 0) — Ve, €]z, 0)| da
0 0
1
< Le [ (max{le(z, 0), ¥ 2,0)[He¥ (2,0) ~ e(a,0)) de
0
N g
< LeZ/ (max{leo()], [eo(z1-1)[} |eo(z11) — e0()]) dz (6.53)
< Le rg%nl( leo(z |Z/ / leg(€)| dédx

< Lezrg[%)f] leo()] ||50||L1(0,1) k< Le ||50||W1,2(0,1) k=0(k).

’

Auflerdem gilt nach der Definition der diskreten Anfangsbedingungen (3.35)

@K_UH;@’”(O):é/:I( — vz d:c—Z/ (/ g)de

N T
<83 [ ) & <K ol
=1 V%1

Aus den Definitionen (3.5) und (3.36) der Anfangswerte und der Lipschitz-Stetigkeit des
Hysterese-Operators nach Lemma 3.4.2 folgt

o= 51 [ 2,1, (0)
=30 [ (Frtenta) ) e <83 [ eole) - euler ) de 055

1
< PR / (4(€))? de < k282 [lsol Py, -

Insgesamt folgt aus den Abschatzungen (6.46), (6.47), (6.50), (6.51), (6.52), (6.53), (6.54),
(6.55) sowie dem Einbettungslemma A.0.18 und den Abschiatzungen (6.32), (6.34) und
(6.35), wobei die Bezeichnungen aus (6.31) verwendet werden, fiir fast jedes ¢ € (0,7)

L HU — o ‘7:2(0,1)
< 2L [Jo = 0% o1y () + 2 [lo = DI [0y (O) + 2|95 = 6520, ()

S4(A+B+C+D+E)+2LHv—vKHL201) (0) +2|jo — e

t)+ HU - 6KH7:2(0,1) (¢)

]HLZ(O,I) (0)

+6H‘6[‘§K — S0 HLZ (0,1) t)+6H30 — 5 HL201) )+6H3{{_6KH7:2(0,1) (t)
=O0(h+k+9).

Da die Funktionen v, 9%, o und $% € C([0,T]; L?(0, 1)) sind, muB die Abschitzung sogar
fiir jedes t € [0, T gelten. Dies liefert die Fehlerabschéatzung (6.44).
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Jetzt folgt der Beweis der stetigen Abhéngigkeit der Losung von den Daten im Sinne der
Abschitzung (6.45).

Wie in der Abschatzung (6.46) folgt mit partieller Integration, der Voraussetzung 3, den
Einbettungslemmata A.0.17 und A.0.18, dem Hauptsatz, dem Satz von Fubini und der
Voraussetzung 2 (i) sowie den Ausgangsgleichungen (3.1) - (3.3) und den Randbedin-
gungen (3.7) bzw. (3.8) bzw. (3.9) fiir fast jedes ¢t € (0,7

1 2 2
> (L1 = wllEago (@) + llon = 02ll3agoy (0

Ll = vall3a01) (0) = llor = 02l (0))

t pl
- L/ / (Ul,t - U2,t)(U1 — vg)dz dT
0o Jo

45 (190e1] = Sleal By ) = 19l61] = Sleall oy (0))
<L /0 t /0 (0re — 02) (00 — va)d dr

) </01 Vley, e](z, t)dz — /01 Vley, &)z, 0)dm> + L/O1 Ble1, e)(z, 0)dz + 0
= L/t /l(o—l,x + 91— 020 — g2)(v1 — va)dz dT

+L/ /( YVley, e2(, T))dex—l—L/ Vle1, e2)(z, 0)dz
<L// O1e — O24) vl—vzdxdT+L// g1 — 92)(v1 — vo)dz dr
+L// (€1t — €2,) (Jl—oz)da:dT—l—L/ Yleq, 2] (z, 0)dz

/o 10a 0
:L/O/O 2 (o1~ 02)(0s — w2)) dardr

t 1 1
+L/ / (gl—gz)(vl—vg)d:ch—IrL/ YVley, e2](z,0)dz

0o Jo 0

t pl 1
=0+ L/ / (g1 — 92)(v1 — vo)dz dT + L/ Yley, eo)(z,0)dz
o Jo 0
=D+ E. (6.56)

Aus der Hélderschen und der Youngschen Ungleichung folgt

Y g
< gy ([0 wrtenar) ([ [ -spwa) 0o

< 1, [ax] |1 — U2||%2(0,1)(T) + LT|g1 — 92||L2((0,1)><(0,T)) :

b
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Aus der Voraussetzung 2 (ii) und (iii) sowie der Anfangsbedingung (3.5) ergibt sich

E = L/o Yleq, e2)(z,0)dr = L/o |V[e1, €2](x,0) — Ve, 2)(z, 0)| dz

< Le/0 max{|eg1(z)|, |eo2(z)|}eo1(z) — €02(z)|dz (6.58)

< Le|€o|oo||50,1 - 50,2||L1(0,1) :

Insgesamt folgt unter Beriicksichtigung der Anfangsbedingungen (3.4) - (3.6), der Lipschitz-
Stetigkeit des Hysterese-Operators nach Voraussetzung 1 (iii) sowie den Abschitzungen
(6.56), (6.57) und (6.58)

L , ,
tIGI%()a,J%] <§ ||U1 - 'U2||L2(0,1) (t) + ||O'1 — 0-2||L2(071) (t))
< Llvox — vosl 7201y + 0 ll€o1 — €02ll72(01) + 2Lel€0loo €01 — 02l 10

+2LT [|g1 — 92||iz((o,1)x(o,T)) :

Dies liefert die Abschitzung (6.45). O



Kapitel 7

Ein Beispielproblem

Zum Abschlufl dieser Arbeit diskutieren wir ein Beispiel zur Wellengleichung mit Hy-
sterese. Es ist so gewdhlt, da} wir die exakte Losung analytisch bestimmen koénnen.
Wir geben die exakte Losung an, berechnen die numerische Losung mit unserem Finite-
Differenzen-Schema und vergleichen die Losungen.

Wir betrachten das im Abschnitt 3.1 eingefiihrte Problem (Pjg) fiir eine verschwindende
Kraftdichte g und die Anfangswerte

vo(z) =Vo(l—2), V>0,
eo(z) =0,
wobei das Materialgesetz durch den Stop-Operator gegeben sei
Hle(z, )] = srle(z, )]
Als approximierende Operatoren wahlen wir fiir alle § > 0
H =s,.

Nach dem Satz 6.2.3 ist die Losung des Problems eindeutig. Wie im Beispiel 3.3.3 148t
sich folgern, daf} die Voraussetzung 2 erfiillt ist.

Nach der Definition unseres Losungsbegriffs in Verbindung mit dem Einbettungslemma
A.0.19 sind die Lésungskomponenten o, v € C((0,1) x (0,7)).

Da (9,d,¢) = (V,0,0) die Lésung des Problems zu den Anfangswerten o(z,0) = 9y(z) =
Vo, E(z,0) = &y(x) = 0 ist, gilt die Symmetriebeziehung

v(l —z,t) = Vy —v(z,t), (7.1)
o(l1—z,t)=0(z,t), (7.2)
e(1—z,t) =e(z,t). (7.3)

Das Gebiet Qp := (0,1) x (0,7") zerfallt in zwei disjunkte Teilmengen, die elastische
Menge E und die plastische Menge P

E :={(z,t) € Qp: 0(z,t) € (—r,7)},
P :={(z,t) € Qr:0(z,t) € {—r,r}}.

127
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Die Menge E ist offen und P ist abgeschlossen. In der elastischen Menge E gilt nach der
Definition des Stop-Operators s,

Et = O¢.

Damit reduzieren sich die Gleichungen (3.1) - (3.2) zum Problem (Pg) in E auf das
lineare Problem

Ot = Vg,

Ut =0 . 75

Da o stetig ist, mufl o auf jeder Zusammenhangskomponente von P konstant sein. Die
Gleichungen (3.1) - (3.2) reduzieren sich im Inneren von P also auf

€t = Vg,
Vs = 0, (76)
O — 0. (77)

Durch die Variablentransformation
p=v+o0,
qg=v—o,
148t sich das Gleichungssystem (7.4) - (7.7) schreiben als

Pt —p:; =0 in K, p:=0 1in P,
¢g+¢q¢ =0 ink, g =0 inP.

Auf den linkslaufenden Charakteristiken (z_(t),)(s,), die durch

z_(to) = o,
mlf(t) _ {_1, falls (m—(t),t) €E,

0, sonst,

definiert sind, ist p konstant. Auf den rechtslaufenden Charakteristiken (2. (t),?)(o,t),
die durch

z4(ty) =z,
z',(t) = {1’ falls (z,(1),1) € £,

0, sonst,

definiert sind, ist ¢ konstant. Ein Punkt (z,7) ist genau dann aus P, wenn es zwei
Startpunkte (zg, ) und (z1,%;) gibt, so daB fiir die zugehorige links- bzw. rechtslaufende
Charakteristik (z_(t),t)(zo,t) Und (¢4 (), 1) (2, ,4,) gilt

e () = =2.(r)
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und

Ip(w0,t0) — q(z1,t1)| = 2r.

Mit Hilfe der Charakteristiken sowie der Anfangs- und Randwerte 148t sich eine Losung
des Problems bestimmen.
Dazu definieren wir

Zo Z:t() 1:0,

; r
T _= = — y
1 L
und fiir 7 > 0
P2 = (2 +1)—
Tjyq = — = —,
j+1 i J v
T T
tj-i-l = tj+$j+1+$j :tj+4]— = (] +(_]+1) )
Vo Vo
Sei M :=int({2 + 1), wobei int(z) den ganzzahligen Anteil von z bezeichne. Es ist

$M§§<xM+1-

1. Fall: Sei V, > 2r.
Dann zerféllt die plastische Menge in die Zusammenhangskomponenten F;, ¢ > 0. Der
Rand von P, ist gegeben durch

8P0:ROUR1
mit

roi={(o5;) e [0
und

Ry := {(x,s(x)):xe [ 1——]
Vo
wobei die Funktion s fiir z € [z}, z;41] N [%, %], j€{1,..., M}, definiert ist durch
, T
s(z) := 2j(x — z;) + ¢; —2jx—|-— (1—25%)

und fiir z € ( 1-— —] durch

s(z) :=s(l—z).

Dann ist

Py = {(x,t):xe {%1_%} te {%,s(x)” .
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Fir (z,t) € Py gilt

o(z,t) =—r,
v(z,t) = V(1 —z),
g(z,t) = =Vt

und die Teilmengen Ej, Fj, E; und Fj von E durch

EO::{(x,t)EQT:t—xSO,t+x§1,0<t<%},
0

Ei={(z,t)eQr:t—z<zj+t;,t+z>z;+t;,s(z) <t <t.}, firje{l,..., M},
FjZ:{(x,t)EQTZt—£C>CL']‘+t]‘,t+1‘<$j+1+tj+1,t§te}, ﬁiI‘jE{O,...,M},
B ={(z,t) € Qp: (1 —x,t) € E;}, firje{l,...,M},
Fi={(z,t) € Qr: (1 —=,t) € F}}, firje{0,...,M}.

Fir (z,t) € Fj, j € {0,..., M}, ist

\%
o(z,t) = ———z,
27 +1
(z,t) Yo (t+2'('+1)r)+v
v(z,t) = — — ,
Fiir (z,t) € F}, j € {0,..., M}, ist
o(z,t) =0(l —z,t),
v(z,t) = Vo —v(l —z,t).
Fir (z,t) € E; ,j €{0,..., M}, ist
Vo . o T
)= 0 (—2jz+t— 22—
% . . .9 T
t) = — 25t —25(25° — 1) — |2

Fiir (z,t) € £}, j € {1,..., M}, ist

o(z,t) =0(l —z,t),
v(z,t) = Vo —v(l —z,t).

Damit sind die Funktionen v, o auf EN(0,1) x (0, ¢ erkléart. Es bleibt, die Funktionen v,
o auf (0,1) x (t.,T) zu bestimmen. Da die Funktionen p(z, t.), q(z, t.) auf [0, %) U (%, 1]
nur Werte aus dem Intervall (% -, % + 7") annehmen und p (%,te) = % — r sowie
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Abbildung 7.1: Das Raum-Zeit-Gebiet 2,

fiir %0 = % P, ist der Bereich der plasti-

schen Verformung.

q (%,te) = % + r ist, bestehen die Komponenten P,, n > 1, der plastischen Menge

jeweils aus den isolierten Punkten

1 1
P, = <§,te + n) ,  wobei o <§,te + n) = (—1)""tr
ist. Fiir z € [0, 1) definieren wir
1
F(z):= 3 (o(z,te) +v(z, t.)) ,
%
F(l+4z):= 70 — F(z),

und setzen die Funktion F' 2-periodisch auf R fort. Der d’Alembertsche Losungsansatz
liefert unter Beriicksichtigung der Randbedingungen und der Symmetriebeziehung (7.1)
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fir (z,t) € (0,1) x (t,T)
olzg,t)=F(zx+t—t,) — F(—z+t—t.),
v(z,t) =F(z+t—t.)+F(—z+t—1t.).

2. Fall: Sei V < 2r.

Dann ist £ = Qr und P = (). Mit dem d’Alembertschen Lésungsansatz ergibt sich fiir
alle (z,t) € Qr

o(z,t) =Gz +t) - G(—z+1),
v(z,t) =Gz +t)+G(—z+1),

wobei G eine 2-periodische Funktion ist mit

) i(o(z,0) + v(z,0) =2 (1-2), fallsze(0,1),
Gle) = {% —Fz—1)=%(z - 1) falls z € [1,2).

Mit der Parameterwahl

r=1.0,
Vo =13.0,
T=4.0,

wurden die folgenden numerischen Resultate erzielt. Die Grafiken zeigen die mit unse-
rem Finite-Differenzen-Schema aus dem Abschnitt 3.4 berechneten Naherungslsungen
7% 7% und die absoluten Fehler fiir eine Wahl von 128 Stiitzstellen im Ort und 4096
Stiitzstellen in der Zeit.

In unseren numerischen Tests zu verschiedenen Zeit- und Ortsschrittweiten haben wir
die folgende sublineare Fehlerentwicklung beobachtet. Der Fehler wurde in der diskreten
Supremums-Norm gemessen.

# Stiitzstellen | # Stiitzstellen | abs. Fehler | abs. Fehler | rel. Fehler | rel. Fehler
im Ort in der Zeit | [lo— 0% loo | [Jv — 0| | 1z2rl= | Lol

16 512 0.221532 0.610389 0.221532 | 0.050083

32 1024 0.150131 0.338367 | 0.150131 | 0.027763

64 2048 0.101984 0.190382 0.101984 | 0.015621

128 4096 0.069241 0.110142 0.069241 | 0.009037

256 8192 0.046036 0.064296 0.046036 | 0.005276
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Abbildung 7.2: Evolution der Spannung ¢* von t = 0

(links unten) bis ¢ = T' (rechts oben)
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Abbildung 7.3: Evolution der Geschwindigkeit 7% von
t = 0 (links oben) bis t = T' (rechts unten)
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000531
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=0.022T
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Abbildung 7.4: Evolution des absoluten Fehlers in der
Spannung o — 6% von ¢t = 0 (links unten) bis t = T
(rechts oben)
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Abbildung 7.5: Evolution des absoluten Fehlers in der
Geschwindigkeit v — 9% von ¢ = 0 (links oben) bis t = T'
(rechts unten)



Anhang A

Grundlagen

In diesem Kapitel bezeichnen a, b, ¢, d reelle Zahlen und T eine positive, reelle Zahl.

Definition A.0.2 Sei a < b. Zu der Funktion g : [a,b] — R und der Zerlegung Z :=
{ro,...,mn} von [a,b], a =1y <71 <...<r, =Dbfir ein n € N, definieren wir

= Z lg(ri) — g(ri1)]

Falls die Variation von g

Var[g] :=supv,(Z) < o0
Z

ist, hei}t g von beschriankter Variation.

Die Menge aller Funktionen f : [a,b] — R von beschriankter Variation bezeichnen wir
mit BV (a,b). Die Menge BV (a, 00) enthalte alle Funktionen h, h : [a,00) — R fiir die
gilt

Varlh] :=sup Var[h|y] < oo.

b>a

Bemerkung A.0.3 Var[h|j] ist eine in b monoton wachsende Funktion. Ist h €
BV (a,00), dann existiert der Grenzwert lim,_,, h(7).

Definition und Satz A.0.4 Sei a < b. Zu den Funktionen f, g : [a,b] — R, der
Zerlegung Z := {ry,...,m} von [a,b], a =1y < ... <71, =b fiir ein n € N, und einem
zugehorigen Zwischenvektor € .= (&1,...,&n), & € [rio1, i), 1 € {1,...,n}, heifst

So(f, Z,€) - Zf &) (g(r) — g(r-1))

.....

feC(a,b]) und g € BV(a b), dann existiert der emdeutzge Grenzwert
/f )dg(r) = lim ,(1,2,

135
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und heiffit Riemann-Stieltjes-Integral von f beziiglich der Verteilungsfunktion g.
(vgl. [Heu88, Kap.90, Satz 92.1])

Bemerkung A.0.5 Im Falle g(z) = z geht das Riemann-Stieltjes-Integral in das Riemann-
Integral iiber.

Der Beweis des folgenden Satzes findet sich in [Heu88, Satz 90.2].

Satz A.0.6 (Partielle Integration von Riemann-Stieltjes Integralen) Seien f, g :
la,b] — R. Mit fab f(r)dg(r) existiert auch f g(r)df(r), und es gilt

/ f(?")dg(r)+/ g(r)df (r) = f(b)g(b) — f(a)g(a).

Definition A.0.7 Sei I C R ein Intervall. Die Funktion f : I — R heif}t absolut stetig
auf I, wenn es zu jedem € > 0 ein § > 0 gibt, so dafl

Z|f flaj)| <e

ist fiir jede endliche Familie {(a;,b;) : j € {1,...,m}} beschrinkter und paarweise
disjunkter Teilintervalle von I mit

m

Z(b] —aj) < 4.

i=1

Definition A.0.8 Sei a < b. Die Funktion f : (a,b) — R heifit konvex, wenn fiir alle
1, T2 € (a,b) und fiir alle A € [0, 1] gilt

fQz+ (1= N)zg) < Af(21) + (1= A) f(z2) . (A1)
f heilt konkav, falls — f konvex ist.

Aus der Definition A.0.8 ergibt sich unmittelbar das folgende Korollar.

Korollar A.0.9 Ist f : (a,b) — R differenzierbar und konvez, dann ist f' monoton
wachsend und fir alle z1, zo € (a,b) gilt

f(x2) > f(z1) + f'(z1) (22 — 71) .

Wir werden jetzt Funktionen mit Werten in einem Banach-Raum einfiihren. Ausfiihrli-
chere Erlauterungen finden sich zum Beispiel in [Bre73, Appendice], [GGZT74, Kap. IV]
und [K96, Chap. V].

Definition A.0.10 Seien X ein reeller Banach-Raum mit Norm || - ||x, a < b, m € Ny
und 1 < p < oo. Auf der Klasse der (Bochner-)mefbaren Funktionen u : [a,b] — X
fithren wir eine Aquivalenzrelation ein, indem wir definieren:

u~v < ut) =v(t) fir fast alle ¢t € [a, b].
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Wir definieren die Funktionenriume, wobei wir jede meBbare Funktion mit ihrer Aqui-
valenzklasse identifizieren,

b :
LP(a,b; X) :=={u: [a,b] = X : ||u||pr@apx) := (/ ||u(t)||§(dt> < oo},
L*(a,b; X) :={u: [ b] = X ¢ |Jul| Lo (abix) 7= €58 Supejqllu(t)llx < oo},
Ollx = inf  {sup{fju(t)llx :t € [a,b]\ M} },

M Nullmenge
C™(la,b]; X) :={u : [a,b] — X : u ist stetig und besitzt stetige Ableitungen
bis zur Ordnung m} .

(A.2)

Wir nennen v € L'(a, b; X) schwache Ableitung von u € L!(a, b; X), wenn in C*([a, b]; X)
eine Folge (w,)nen existiert, so dafl gilt

w, —+u und w, —v in L'(a,b;X) fiir n — oo,
und setzen u' := v. Fiir 1 < p < oo definieren wir
Wh?(a,b; X) := {u € LP(a,b; X) : u' € LP(a,b; X)} . (A.3)

Fiir u € W'?(a, b; X) sei

=

lullwsoap) = (1l + 1 o) falls 1< p < oo,

|ullwieo(apx) := max {||ul|Loo(abx), U] L (apix) } -

Ist (X,||-]]) = (R,|-]), dann benutzen wir auch die Bezeichnungen
C™([a,b]) := C™([a,b];R), m €N,
LP(a,b) := LP(a, b5R), || [lp = | [[er(apmy, 1 <p < o0,
Wh(a,b) := W (a,bR), || lip =1l llwrr@pm), 1<p<oo.

Wir setzen C([a,b]; X) := C%([a, b]; X) und C([a, b)) := C°([a, b]).
Der folgende Satz ergibt sich aus [Bre73, App. 2].

Satz A.0.11 Seien a, b reelle Zahlen, a < b, und u : [a,b] — R. Die Funktion u ist
genau dann aus Whl(a,b), wenn sie absolut stetig ist.

Definition A.0.12 Seien (X, | -||x), (Y, - ||y) reelle Banach-Raume. Wir sagen, daf}

(i) Y in X einbettet und bezeichnen dies durch Y — X falls Y C X ist und es eine
Konstante C' > 0 gibt, so daf fiir alle u € Y gilt

lullx < Cllully,
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(ii) Y kompakt in X einbettet und bezeichnen dies durch ¥ <> X falls Y — X
und jede in Y beschriankte Menge relativ kompakt in X ist.

Definition A.0.13 Sei (X,d) ein metrischer Raum. X heifit separabel, falls X eine
abzihlbare dichte Menge enthilt.

Sei (X, || - ||x) ein Banach-Raum. Der Raum X* = L(X,R) der stetigen linearen Funk-
tionale auf X heifit der zu X duale Raum.

Der Banach-Raum X heiflt reflexiv, wenn X = X** beziiglich der kanonischen Einbet-
tung ist.

Der Beweis der folgenden Proposition findet sich in [GGZ74, Satze IV.1.1, IV.1.11,
IV.1.12]| und [Alt92, Satz 8.8].

Proposition A.0.14 Seien (X, ||-||x), (Y,||-||y) reelle Banach-Rdume und 1 < p < co.
Es gilt:

(i) (C(la,b]; X), || - [|z=(ap;x)) ist ein reeller Banach-Raum.
(it) (LP(a,b; X), | - [|Leapsx)) ist ein reeller Banach-Raum.

e Ist X separabel und 1 < p < oo, dann ist LP(a,b; X) separabel.
o Ist X reflexiv und 1 < p < oo, dann ist LP(a,b; X) reflexiv.

(iti) (WP(a,b; X), | - [[wre(apx)) ist ein reeller Banach-Raum.
(iv) Wenn'Y — X gilt, dann ist fir 1 < q <r < oo auch L"(a,b;Y) < L%(a,b; X).
(v) Firp>1 gilt: W'?(a,b) << C([a, b]).
Der Beweis des folgenden Satzes findet sich in [Zei90a, Prop. 23.23(iv)].
Proposition A.0.15 (partielle Integrationsformel) Seiu € W2(0,T; L?*(0,1)). Dann
gilt fir beliebige s, t mit 0 < s <t <T

t 1
Il ) = lulE0s0(6) =2 | ([ v ryuto,r)az ) ar.

Der Beweis des folgenden Satzes findet sich zum Beispiel in [Alt92, A 4.10].

Satz A.0.16 (Satz von Fubini) Seiena < b, c<d, 1 <p < oo und \"*, n > 1, das
n-dimensionale Lebesgue-Maf .

Dann existiert ein isometrischer Isomorphismus von LP?((a,b)x (¢, d)) auf LP(a, b; L?(c, d)).
Es ist also

LP((a,b) x (¢,d)) < LP(a,b; LP(c,d)) wund LFP(a,b;LP(c,d)) — LP((a,b) X (c,d)).

Fiir jedes f € LP((a,b) x (c,d)) existiert

F(z) = /df(m, y)dA(y) fir fast alle x € (a,b),
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und es ist F' € LP(a,b) mit

jf F(z)d\(z) = /{ oy [V,

Insbesondere gilt also aus Symmetriegrinden

/(/fmydM))d)\ /(/fmyd/\ )dA(y)_

Lemma A.0.17 Es gilt
Wt(0,T; L*(0,1)) < L*(0,1;W"*(0,T)) < L*(0,1;C([0,T7)) .
Beweis:
Sei u € Wh*(0,T; L?(0,1)). u hat also eine schwache Ableitung v’ und es gilt u, u' €

L>(0,T; L?(0,1)).
Aus Proposition A.0.14 (iv) und aus dem Satz von Fubini A.0.16 folgt

L>(0,T; L*(0,1)) — L*(0,T; L*(0,1)) < L*((0,1) x (0,T)) < L*(0,1; L*(0,T)).

Es ist also u € L?(0, 1; W2(0,T)).
Wegen Satz A.0.11 ist W(0,T) c C([0,T]). Fiir jedes 0 < s,t <T und u € W'(0,T)
gilt

Iulloqo = ma u(®) = max lu(s) + [ w(r)ar

€[0,T] t€[0,T

< [u(s)] + max |/ Pdr| < Ju(s )|+/0 () dr

te(0,T

Integration iiber [0, 7] liefert

T
1
|ulleo,r) < —/ |ds+/ |u/(T)|dT < maX{T, L} |u|lwrro,r) -

Also bettet W1(0,T) in C([0,T]) ein.
Aus Proposition A.0.14 folgt

L*(0, 1, WH*(0,T)) < L*(0,1;C([0,T7)),
und damit

whte(0,T; L*(0,1)) — L?*(0,1;C([0,T])).

Lemma A.0.18 Sei 1 < p < oo. Es gilt
L7(0,1;C([0,T])) = L>(0,T; L7(0,1)),
wobes fir alle uw € LP(0,1;C([0,TY))) gilt

||| oo o,1zp0,1)) < 2l oo, 1,0(10,77)) -
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Beweis:
Da C([0,T]) < L*(0,T) fiir jedes p, folgt aus Proposition A.0.14 und aus dem Satz von
Fubini A.0.16

L7(0,1;C([0, 7)) < LP(0,1; LP(0,T')) < LP((0,1) x (0,T)) = LP(0,T; L*(0,1)).

Ist uw € L?(0,1; C([0,T1])), dann ist insbesondere u(-,t) € L?(0, 1) fiir fast alle t € (0, 7).
Da fiir jedes ¢t € (0,7T) gilt

ulP(-,¢) < sup |uf’(-,7),
T€[0,T]

folgt
1
[l o) = 55 S0Pty [ 1P, )do
0

1
S/ sup |ul’(z,t)dr = ||u||11;,1)(0,1;0([0,T])'
0 t€[0,T]

Der Beweis des folgenden Lemmas findet sich in [K96, Cor. V.2.5].
Lemma A.0.19 FEs gilt
V =Wh>(0,T; L*(0,1)) n L>=(0,T; W2(0, 1)) < C([0,1] x [0,T]).

Definition A.0.20 Sei (X, || - ||x) ein reeller Banach-Raum und X* := L(X,R) der zu
X duale Raum von X. Ist z € X und f € X*, so schreiben wir

(z,f) = f(z).
und bezeichnen dies auch als duale Paarung von f und u.

Wir sagen, daf

(i) eine Folge (z¢)ren in X schwach gegen z € X konvergiert und bezeichnen dies
durch z; — z in X fiir kK — oo, falls

(xg, ) = (z, f) firalle f e X*.

(ii) eine Folge (fi)ren in X* schwach® gegen f € X* konvergiert und bezeichnen
dies durch f, = f in X* fiir k — oo, falls

(z, fr)y = (z,f) firallez e X.

(iii) eine Menge M C X (bzw. X*) schwach (bzw. schwach*) folgenkompakt ist,
falls jede Folge in M eine schwach (bzw. schwach*) konvergente Teilfolge besitzt,
deren Limes wieder in M liegt.
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Bemerkung A.0.21

Normkonvergenz impliziert schwache (bzw. schwach*) Konvergenz.

Aus fi, = f in X* fiir k — oo folgt

I fllx+ < liminf || fx| x= -
k—o0

e Aus zy — z in X fir k£ — oo folgt

|z||x < liminf||zg||x -
k—o0

Es gelte z;, — = in X und f; — f in X*. Dann folgt
(g, fre) = (z, f) firk — 0.

Dasselbe folgt, wenn z; — z in X und f; — f in X*.

Der Beweis des folgenden Satzes findet sich in [Alt92, Sétze 5.4, 5.7]. Die erste Aussage
des Satzes ist ein Spezialfall des Satzes von Alaoglu.

Satz A.0.22 (X,||-||x) sei ein separabler Banach-Raum. Dann ist jede abgeschlossene
Kugel in X* schwach* folgenkompakt.

(X, - |x) sei ein reflexiver Banach-Raum. Dann ist jede abgeschlossene Kugel in X
schwach folgenkompakt.

Der Beweis des folgenden Lemmas findet sich in [Zei90a, Prop. 18.2].

Lemma A.0.23 (Hauptlemma der Variationsrechnung) SeiG eine nichtleere und
offene Menge, G C R" fiir ein n € N. Wir definieren

C(G) = [ Ci (@),

meN

mit CJ*(G) := {u € C™(G) : Der Triger von u ist eine kompakte Teilmenge von G}.
Fir u € L*(G) gelte

/u(pdmzo fir jedes ¢ € C5°(G) .
G

Dann gilt fir fast alle x € G

u(z) =0.
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Symbolverzeichnis

Symbol Bedeutung

Abb(0,T)
o

v,y

o,

Sr
sign
Tt

P

v

H
S(V)
Sk(V)

Menge der Abbildungen vom Intervall [0, 7] nach R
Zweig des Hysterese-Operators zur Vergangenheit v
und zum Anfangswert y

Zweig des Hysterese-Operators mit gedichtnisfreiem
Anfangswert zur Vergangenheit v

Stop-Operator

Signum-Funktion

Gedéachtnisfunktion

Prandtl-Ishlinskii-Operator

Verteilungsfunktion

Heaviside-Funktion

Menge der endlichen Folgen auf der Menge V'

Menge der endlichen Folgen auf der Menge V'

mit einer Lange von mindestens k + 1

Projektion einer endlichen Folge auf ihre letzte Komponente
Projektion einer endlichen Folge auf ihre (k+1).-Komponente
diskreter Hysterese-Operator

Endauswertung des diskreten Hysterese-Operators
diskreter Stop-Operator

diskreter Prandtl-Ishlinskii-Operator

Zweig des diskreten Hysterese-Operators zur diskreten
Vergangenheit € und zum Anfangswert y

Zweig des diskreten Hysterese-Operators mit
gedichtnisfreiem Anfangswert zur diskreten Vergangenheit ¢
diskrete Gedéchtnisfunktion

pu-diskretisierte Gedachtnisfunktion

Formfunktion

Erstbelastungskurve

Menge der beschrinkten, endlichen, reellen Folgen
mit der Schranke R > 0

ortsabhéngiger Hysterese-Operator
Hysterese-Potential
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