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Zusammenfassung

Mit der vorliegenden Dissertation wollen wir einen Beitrag zur Theorie der
konvexen Risikomafle und ihrer Dynamik leisten.

Im Kapitel 1 beschéftigen wir uns zunachst mit unbedingten konvexen Ri-
sikomaflen. Wir erldutern die Eigenschaften dieser Funktionale und geben
einen Uberblick iiber die Moglichkeiten ihrer Darstellung. AnschlieBend dis-
kutieren wir das Problem ihrer Fortsetzbarkeit.

Im Kapitel 2 erklédren wir, wie sich die Darstellungssitze auf bedingte kon-
vexe Risikomafle tibertragen lassen, und untersuchen, unter welchen Voraus-
setzungen eine regulére bedingte Darstellung existiert. Auf polnischen Réu-
men beweisen wir die Existenz auf den Klassen der halbstetigen Funktionen.
Fir das bedingte Average Value at Risk zeigen wir, dass durch eine zuge-
horige Familie von unbedingten AVaR-Risikomafien eine reguliare bedingte
Darstellung sogar auf der Klasse aller beschrinkten Auszahlungsprofile ge-
geben ist.

Im Kapitel 3 untersuchen wir die intertemporale Struktur von dynamischen
konvexen Risikomaflen. Zunéchst analysieren wir verschiedene Formen der
Akzeptanz- und Ablehnungskonsistenz, welche einem zeitlich riickwarts ge-
richteten Ansatz der Risikobewertung entsprechen und in der Regel zur Kon-
struktion von dynamischen konvexen Risikomaflen zu einer vorgegebenen Fil-
tration verwendet werden. Als Alternative formulieren wir einen vorwérts ge-
richteten Ansatz, bei dem jedes bedingte konvexe Risikomaf} als eine Konse-
quenz aus der vorherigen Risikobewertung und der eingehenden Information
konstruiert wird.

Dann diskutieren wir Aktualisierungsvorschriften fiir konvexe Risikomafle.
Wir iiberpriifen, inwieweit die vorgestellten Bedingungen der zeitlichen Kon-
sistenz in ihrer starken und schwachen Form oder die Bedingung der Konse-
quenz als Aktualisierungskriterium geeignet sind. In diesem Zusammenhang
diskutieren wir abschlieBend auch das Problem der Unsicherheitsreduzierung
nach dem Erhalt von Zusatzinformation.

Schlagworter:
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Abstract

This thesis is a contribution to the theory convex risk measures and their
dynamics.

In chapter 1 we consider unconditional convex risk measures. At first, we
explain the properties of these functionals and present different possibilities
of their representation. Then we discuss the extension problem for convex
risk measures.

In chapter 2 we study conditional convex risk measures and their represen-
tations. We also analyze under which conditions these functionals admit a
regular conditional representation. On polish spaces we prove existence on
the classes of semicontinuous functions. For the conditional Average Value
at Risk, we show that a regular conditional representation is given by a cor-
responding family of unconditional AVaR risk measures on the class of all
bounded payoff functions.

In Chapter 3 we investigate the intertemporal structure of dynamic convex
risk measures. We begin by considering different conditions of acceptance and
rejection consistency which correspond to a backward approach of dynamic
risk evaluation and which are used for the construction of dynamic convex
risk measures with respect to some given filtration. We also introduce an
alternative forward approach where each conditional convex risk measure is
constructed as a consequence of the initial risk evaluation and the incoming
information.

Then we discuss update rules for convex risk measures. We analyze whether
the conditions of strong and weak consistency and the condition of consecu-
tivity are appropriate update criteria. In this context, we finally discuss how
uncertainty may be reduced after receiving some additional information.

Keywords:
Dynamic convex risk measures, Consistency, Consecutivity, Updating
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Einleitung

Jede Finanzanlage birgt ein gewisses Verhéltnis zwischen Chance und Risiko.
Je hoher die mogliche Rendite einer Anlage ist, desto héher ist in der Regel
auch ihr Verlustrisiko. Letzteres gilt es zu bewerten und insbesondere zu be-
messen. Banken und Versicherungsinstitute haben bestimmte Auflagen zur
Bildung von Kapitalriicklagen oder Sicherheitsreserven, die eventuelle Ver-
luste ihrer Finanzanlagen kompensieren sollen. Als Maf fiir das Verlustrisiko
einer Finanzanlage kann deshalb die Mindesthohe einer solchen Riickstellung
betrachtet werden, die aus der Sicht der zustédndigen Aufsichtsbehorde erfor-
derlich ist. Basierend auf dieser Idee entstand in der Finanzmathematik die
Theorie der kohdrenten und konvexen Risikomafle. Artzner, Delbaen, Eber
& Heath [1] erarbeiteten einen axiomatischen Ansatz zur kohérenten Risi-
kobewertung. Follmer & Schied [18], [19] sowie Frittelli & Rosazza Gianin
[22] entwickelten diesen Ansatz weiter, indem sie die Struktur von konvexen
Risikomaflen untersuchten.

Eine Finanzanlage wird dabei durch ihr zugehoériges Auszahlungsprofil be-
schrieben, also durch eine Zufallsvariable X auf einem messbaren Raum
(2, F). Ein konvexes Risikomaf} p auf einer Klasse von solchen Auszahlungs-
profilen ist definiert als ein reellwertiges, monotones und konvexes Funktio-
nal, das die Eigenschaft der Translationsinvarianz besitzt. Unter geeigneten
Zusatzbedingungen erlaubt p eine robuste Darstellung der Form

p(X) = sup{Eq(-X) — (@)}
QeQ

Bei der Risikobewertung betrachtet man demnach eine ganze Klasse von
Wahrscheinlichkeitsmafien auf dem Raum der zukiinftigen Szenarien. Das Ri-
siko einer Finanzanlage wird gemafl der robusten Darstellung als der grofite
erwartete Verlust berechnet, der innerhalb dieser Klasse auftreten kann, ab-
zuiglich eines vom jeweiligen Wahrscheinlichkeitsmafl abhangigen Strafterms.
Die Penalty-Funktion « ermoglicht einen differenzierten Vergleich der pro-
babilistischen Modelle. Im ersten Teil von Kapitel 1 setzen wir uns mit den
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Eigenschaften von konvexen Risikomaflen auseinander und geben einen um-
fassenden Uberblick iiber die Méglichkeiten ihrer Darstellung.

In diesem ersten axiomatischen Ansatz zur Risikobewertung wird die Rolle
der zur Verfiigung stehenden Information nicht beriicksichtigt. Deshalb be-
gann man in der finanzmathematischen Literatur, bedingte und dynamische
konvexe Risikomafle zu untersuchen. Zu nennen sind hier u. a. die Arbeiten
von Artzner, Delbaen, Eber, Heath & Ku [2], [3] und Riedel [31] fiir den
kohérenten Fall sowie Detlefsen & Scandolo [13], Kloppel & Schweizer [26],
Follmer & Penner [17], Weber [40] und Cheridito, Delbaen & Kupper [7]
fiir den allgemeinen konvexen Fall. Das Verlustrisiko einer Finanzanlage X
bewertet man nun zu verschiedenen Zeitpunkten ¢ in Abhéngigkeit von der
verfiighbaren Information, welche durch eine o-Algebra F, C F représentiert
wird. Das Risiko py(X) ist durch eine Fi-messbare Zufallsvariable gegeben.
Wie sich die Darstellungssétze fiir konvexe Risikomafle auf die bedingte Si-
tuation iibertragen lassen, erklaren wir im ersten Teil von Kapitel 2. So erhélt
man insbesondere unter geeigneten Voraussetzungen fiir das jeweilige beding-
te konvexe Risikomafl p; eine robuste Darstellung der Form

pr(X) = esssup{Eq(—X|F;) — (@)}

Qe

Im Rahmen der vorliegenden Dissertation untersuchen wir Beziehungen zwi-
schen unbedingten und bedingten Risikomaflen und analysieren die Rolle der
zur Verfiigung stehenden Information bei der dynamischen Risikobewertung.
Die vier Problemstellungen aus der Theorie der kohédrenten und konvexen
Risikomafe, mit denen wir uns beschéftigen, wollen wir im Folgenden kurz
erlautern.

Fortsetzbarkeit von konvexen Risikomaflen

Im zweiten Teil von Kapitel 1 diskutieren wir das Problem der Fortsetzbarkeit
von konvexen Risikomaflen, das sowohl aus 6konomischer als auch aus mathe-
matischer Sicht interessant ist. Wir beantworten damit insbesondere die Fra-
ge, wie das Verlustrisiko einer Finanzanlage, deren Auszahlungsprofil nicht
im Definitionsbereich eines konvexen Risikomafles p liegt, in Vereinbarung
mit den durch p vorgegebenen Akzeptanzkriterien bewertet werden kann.
Gleichzeitig dient diese Diskussion als Vorbereitung fiir die Untersuchungen
zur Existenz einer reguldren bedingten Darstellung von bedingten konvexen
Risikomaflen, was der zweite Schwerpunkt unserer Arbeit ist.

Wir stellen zwei allgemeine Methoden der Fortsetzung vor. Ein von oben oder
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unten stetiges Risikoma$ p : X — R kann durch monotone Approximation
auf die Klasse X, bzw. X7 fortgesetzt werden, welche alle Auszahlungsprofile
enthalt, die als Grenzwert einer monoton fallenden bzw. wachsenden Folge
in X darstellbar sind. Weiter reicht die Methode der inneren oder aufleren
Approximation, welche eine Fortsetzung auf der Klasse A* aller Auszahlungs-
profile erzeugt. Wir tiberpriifen in beiden Féllen, ob Eigenschaften wie Kon-
vexitat oder Stetigkeit durch die Bildung der Fortsetzung erhalten bleiben.

Im Allgemeinen ist es selbst unter zusétzlichen Stetigkeitsannahmen nicht
moglich, ein konvexes Risikomafl eindeutig fortzusetzen. Aus diesem Grund
untersuchen wir Regularitatseigenschaften, mit deren Hilfe spezielle Fortset-
zungen charakterisiert werden kénnen. Regularitat von innen oder auflen ist
eine aus der Mafl- und Integrationstheorie bekannte Forderung, vgl. z.B.
Bauer [5] oder Konig [27], und sie ist eng verwandt mit der Eigenschaft der
Kapazitabilitdt, welche von Choquet [8] zuerst fiir Mengenfunktionen und
spater fiir funktionale Kapazitaten untersucht wurde. In der Diskussion von
konvexen Risikomaflen wurden Regularitéitseigenschaften unter topologischen
Voraussetzungen erstmals von Krétschmer [28] verwendet, um diejenigen
konvexen Risikomafle zu beschreiben, die auf der Klasse B aller beschrankten

Auszahlungsprofile eine robuste Darstellung durch eine Penalty-Funktion auf
M, erlauben.

Seine Ergebnisse sowie Charakterisierungen von konvexen Risikomaflen auf
den beschrénkten und stetigen Funktionen von Follmer & Schied [21] be-
nutzen wir, um die Frage zu beantworten, unter welchen Bedingungen ein
konvexes und stetiges Risikomafl p : C, — R in regulédrer und stetiger Weise
auf die Klasse B fortgesetzt werden kann. Durch duflere oder innere Appro-
ximation kann p zunéchst zu einem konvexen Risikomafl auf den Mengen
Ly, und U, der beschrinkten unter- bzw. oberhalbstetigen Funktionen fort-
gesetzt werden derart, dass p*|., stetig von unten und p,y, stetig von oben
ist. Danach wechselt man die Approximationsrichtung und setzt das jeweilige
Funktional nach B fort. Unter geeigneten Voraussetzungen erhélt man so die
konvexen Risikomafle

(p*|£b)* und (IO*|U5)*7

wobei (p*|z,)« stetig von oben und von innen L,-reguldr ist und (p.|y,)*
stetig von unten und von auflen Uy-regular. Falls die Voraussetzungen fiir die
Bildung beider Fortsetzungen erfiillt sind, dann stimmen diese sogar iiberein.
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Regulare bedingte Darstellungen von bedingten Risikomaflen

Im zweiten Teil von Kapitel 2 befassen wir uns mit der Frage nach der Exis-
tenz einer reguldren bedingten Darstellung von bedingten konvexen Risiko-
mafen py : L>(Q2, F, P) — L>®(Q, Fy, P). Die Zufallsvariable po(X), die ei-
ner Finanzanlage X durch ein Fy-bedingtes konvexes Risikomafl zugeordnet
wird, kann bis auf eine P-Nullmenge als die Mindesthtéhe eine erforderlichen
Kapitalriicklage fur X in Abhéngigkeit von der zum Bewertungszeitpunkt
verfiigharen Information Fy angesehen werden. Wir untersuchen, unter wel-
chen Bedingungen p, eine solche Interpretation auch punktweise erlaubt, d. h.
fiir jedes eintretende Szenario. Unter einer regularen bedingten Darstellung
verstehen wir eine Familie {p,} von unbedingten konvexen Risikomaflen auf
einer geeigneten Klasse Y C L*(Q, F, P) von Auszahlungsprofilen, so dass
die Abbildung w +— p,(X) fur jedes X € )Y messbar beziiglich Fy ist und

po(X)(w) = pu(X) P-fast sicher.

Im linearen Fall, bei dem po(X) fir alle Auszahlungsprofile durch die bedingte
Erwartung Ep(—X|F) definiert ist, existiert auf polnischen Raumen eine
reguldre bedingte Wahrscheinlichkeit (w, A) — P,(A). Das bedeutet, dass
durch P, fir jedes Szenario ein Wahrscheinlichkeitsma$l auf (2, F) gegeben
ist und dass die Abbildung w — P, (A) fiir alle Ereignisse A € F eine Version
der bedingten Erwartung Ep(I4|Fp) ist. Durch mafitheoretische Induktion
zeigt man, dass die Familie {p,} der unbedingten linearen Risikomafie mit
pu(X) = Ep, (—X) auf der Klasse B aller beschréankten Auszahlungsprofile
eine regulare bedingte Darstellung fiir pg liefert.

Fiir den konvexen Fall beweisen wir die Existenz einer regularen bedingten
Darstellung fiir py auf polnischen Rdumen zunachst auf den Mengen der ober-
bzw. unterhalbstetigen Funktionen. Falls der zugrunde liegende Raum €2 der
zuklnftigen Szenarien kompakt ist, dann folgt dies sofort aus der Separabi-
litdt der Menge aller stetigen Funktionen und der Lipschitz-Stetigkeit von
bedingten konvexen Risikomaflen beziiglich der Supremumsnorm. Um die
Existenz auf nicht-kompakten Radumen zu zeigen, nehmen wir zusatzlich an,
dass pg stetig von unten ist und sich auf einfachen Auszahlungsprofilen der
Form — K14 positiv subhomogen bzw. subadditiv verhalt. Im Beweis verwen-
den wir auch die Resultate aus Kapitel 1 zur Fortsetzbarkeit von konvexen
Risikomaflen. Im Allgemeinen kann man jedoch selbst unter diesen zusétz-
lichen Voraussetzungen nicht davon ausgehen, dass py eine regulare bedingte
Darstellung auf der gesamten Klasse B erlaubt.

Anschlielend betrachten wir eine spezielle Klasse von bedingten koharen-
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ten RisikomafBlen, die starke Zusatzeigenschaften sowie eine regulare beding-
te Darstellung auf B besitzen. Es handelt sich um bedingte komonotone und
verteilungsinvariante Risikomafle, die durch das Choquet-Integral beziiglich
einer konvexen Verzerrung der reguldren bedingten Wahrscheinlichkeit des
Referenzmafes induziert werden. Das heift, es gibt eine Familie { f,,} von kon-
vexen Verzerrungsfunktionen derart, dass fiir alle Auszahlungsprofile X € B
gilt:
po(X)(w) = =Ef op,(X) P-fast sicher.

Ein Beispiel fiir ein solches bedingtes kohérentes Risikomaf3 ist das bedingte
Average Value at Risk. Wir zeigen, dass es in Abhéngigkeit des eintreten-
den Szenarios als ein unbedingtes Average Value at Risk in Bezug auf das
jeweilige Referenzmafl P, angesehen werden kann. Dazu beweisen wir, dass
es mit dem Choquet-Integral beziiglich einer einfachen konvexen Verzerrung
der reguléren bedingten Wahrscheinlichkeit tibereinstimmt.

Konsistenz und Konsequenz von dynamischen Risikomafien

In der Literatur zu dynamischen konvexen Risikomaflen wird derzeit disku-
tiert, welche Beziehungen und Abhéngigkeiten zwischen den einzelnen Zeit-
punkten bei der Bewertung des Risikos zu fordern sind und welche Relatio-
nen sich daraus fir die Akzeptanzmengen oder die darstellenden Penalty-
Funktionen ableiten lassen. Dies ist der dritte Schwerpunkt unserer Arbeit.
Grundsatzlich kann das Problem aus zwei verschiedenen Perspektiven be-
trachtet werden.

Bei der Konstruktion eines dynamischen konvexen Risikomafies {p;} zu einer
vorgegebenen Informationsstruktur {F;} verwendet man Bedingungen der
zeitlichen Konsistenz, wonach zu jedem Bewertungszeitpunkt gewisse Maf3-
gaben des bedingten konvexen Risikomafles p;1 in Bezug auf die Akzeptanz
oder Ablehnung von Risiken bereits durch das bedingte konvexe Risikomaf3
pr beriicksichtigt werden sollen. Dies entspricht einem zeitlich riickwérts ge-
richteten Ansatz der Risikobewertung.

Die starke Form der Zeitkonsistenz, die von Artzner, Delbaen, Eber, Heath
& Ku [2], [3] und Riedel [31] im kohérenten Fall und von Detlefsen & Scan-
dolo [13], Kléppel & Schweizer [26], Follmer & Penner [17] und Cheridito,
Delbaen & Kupper [7] im konvexen Fall untersucht wurde, ist dquivalent zur
Gultigkeit einer Rekursionsgleichung, namlich dass p(X) = pi(—p1(X))
fiir alle Auszahlungsprofile.

Weber [40] betrachtet auch schwéchere Konsistenzbedingungen fiir dynami-
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sche konvexe Risikomafle. Dabei unterscheidet er zwei Formen und benutzt
jeweils eine Bedingung, um Beziehungen in Bezug auf die Akzeptanz bzw.
Ablehnung von Risiken zwischen den einzelnen Bewertungszeitpunkten zu
beschreiben. Die schwache Akzeptanz- und Ablehnungskonsistenz sind not-
wendige Bedingungen fiir die starke Zeitkonsistenz und dquivalent zur Gil-
tigkeit der Ungleichungen p;(X + pr1(X)) < 0 bzw. p(X + pir1(X)) > 0.
Roorda & Schumacher [33] untersuchen diese Konsistenzbedingungen im ko-
hérenten Fall.

Falls hingegen die Filtration im Voraus nicht genau festgelegt ist oder falls
sie im Laufe der Zeit erweitert wird, dann muss ein bedingtes konvexes Ri-
sikomafl p; nach dem Erhalt von zusétzlicher Information F;,; nach geeig-
neten Kriterien modifiziert bzw. aktualisiert werden. Das bedeutet, dass das
bedingte konvexe Risikomafl p;11 so gewahlt werden muss, dass die Bewer-
tung des Verlustrisikos der Finanzanlagen sowohl mit den urspriinglichen
Bewertungsmafigaben durch p; als auch mit der eingehenden Information
vereinbar ist. Dieses Aktualisierungsproblem verlangt einen zeitlich vorwarts
gerichteten Ansatz der Risikobewertung. Dieser Aspekt wurde in der Lite-
ratur iiber dynamische konvexe Risikomafle bisher noch nicht systematisch
berticksichtigt.

Wir untersuchen die intertemporale Struktur von dynamischen konvexen
Risikomaflen in diskreter Zeit im ersten Teil von Kapitel 3. Zuerst analy-
sieren wir verschiedene zeitlich riickwérts gerichtete Formen der Akzeptanz-
und Ablehnungskonsistenz beziiglich einer gewissen Testklasse, welche den
Grad der Konsistenz bestimmt. Die starken und schwachen Konsistenzbe-
dingungen der oben genannten Autoren entsprechen den beiden extremen
Testklassen, die alle bzw. nur die konstanten Auszahlungsprofile enthalten.
Als Alternative formulieren wir danach einen zeitlich vorwarts gerichteten
Ansatz, bei dem zu jedem Zeitpunkt das jeweilige bedingte konvexe Risiko-
maf} als eine Konsequenz aus der urspriinglichen Risikobewertung und der
eingehenden Information konstruiert wird.

Konsistenz
urspriingliche neue modifizierte
Risikobewertung Information Risikobewertung
Pt Fer1 Pt+1

\//

KOHSG(IUGHZ
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Im linearen Fall der bedingten Erwartung stimmen der riickwarts und der
vorwarts gerichtete Ansatz stets tiberein. Im allgemeinen konvexen Fall un-
terscheiden sie sich, was wir anhand der robusten Shortfall-Risikomafle ver-
anschaulichen. Wir zeigen fiir diese Beispielklasse, wie sich Veranderungen in
Bezug auf Risikoaversion oder Unsicherheit gegeniiber dem zugrunde liegen-
den probabilistischen Modell im Laufe der Zeit im Sinne einer konsistenten
oder konsequenten dynamischen Risikobewertung interpretieren lassen.

Aktualisierung von konvexen Risikomaflen

Das Aktualisierungsproblem, das als Motivation fiir die Formulierung ei-
nes zeitlich vorwérts gerichteten Ansatzes der dynamischen Risikobewertung
diente, ist der vierte Schwerpunkt unserer Arbeit und wird im zweiten Teil
von Kapitel 3 diskutiert. Wir betrachten die Situation, bei der wir das Ver-
lustrisiko von Finanzanlagen zunéchst mit Hilfe eines unbedingten konvexen
RisikomaBes p : L>(2, F, P) — R bewerten und dann eine beliebige Zusatz-
information Fy C F erhalten. Wir untersuchen Aktualisierungsvorschriften

.7:0C.7:r—>pf0€720,

also Abbildungen, die in Abhéngigkeit vom urspriinglich verwendeten Risi-
komaf} p jeder in F enthaltenen o-Algebra ein bedingtes konvexes Risikomaf3
pr, + L>®(Q,F,P) — L*(, Fy, P) zuordnen. Die Frage lautet, nach wel-
chen Kriterien wir unsere Risikobewertung aktualisieren sollen, so dass das
zugehorige bedingte konvexe Risikomafl pz, sowohl mit den bisherigen Bewer-
tungsmafigaben als auch mit der nun zur Verfiigung stehenden Information
vereinbar ist. Wir tberpriifen, inwieweit die vorgestellten Bedingungen der
starken Zeitkonsistenz, der schwachen Akzeptanzkonsistenz oder der Konse-
quenz als Aktualisierungskriterien gewahlt werden kénnen.

Die starke Zeitkonsistenz ist im Allgemeinen nicht als Aktualisierungskriteri-
um geeignet. Unter gewissen Stetigkeits- und Monotoniebedingungen zeigen
wir, dass ein konvexes Risikomafl p, das bei jeder Zusatzinformation Fy C F
so aktualisiert werden kann, dass p und pg, stark zeitkonsistenz sind, nur
von seinen Werten auf einfachen Auszahlungsprofilen der Form zI4 abhangt.
Im kohérenten Fall beweisen wir, dass die Existenz einer stark zeitkonsis-
tenten Aktualisierungsvorschrift sogar die Linearitat von p impliziert. Dieses
Resultat war bisher nur im Spezialfall der Choquet-Integrale bekannt, die im
Kontext der Nutzentheorie auftreten, vgl. Yoo [41].

Im Gegensatz dazu lasst sich ein konvexes Risikomafl nach den beiden an-
deren Kriterien sehr wohl aktualisieren. Sind p und pg, schwach akzeptanz-



EINLEITUNG 8

konsistent, dann bedeutet dies unter Umsténden jedoch eine Verscharfung
der Bewertungskriterien. Das ist nicht der Fall, wenn pz als eine Konse-
quenz aus p und Fy konstruiert wird. Da diese Aktualisierungskriterien ein
zugehoriges bedingtes konvexes Risikomafl fiir gewohnlich nicht eindeutig
charakterisieren, untersuchen wir fiir beide Félle die Existenz einer Aktuali-
sierungsvorschrift, die unter dem jeweiligen Kriterium die schwéchsten bzw.
die strengsten Akzeptanzbedingungen verwendet.

Bei einer konsequenten Aktualisierung eines konvexen Risikomafles p kann
man nach dem Erhalt von zusétzlicher Information jedes einzelne proba-
bilistische Modell, das bei der urspriinglichen Risikobewertung beriicksich-
tigt wurde, daraufhin iiberpriifen, ob es auch in Zukunft noch berticksichtigt
werden soll. Unter Umstanden kann Unsicherheit so reduziert werden. Wir
stellen in einem einfachen Rahmen eine Aktualisierungsmethode vor, nach
der solche Entscheidungen getroffen werden kénnen. Es werden nur solche
Modelle beibehalten, unter denen die Wahrscheinlichkeit des eintretenden
Ereignisses gewissen Restriktionen gentigt. Die Idee fiir diese Methode haben
wir aus der Theorie der nicht-additiven Mengenfunktionen iibernommen, wo
man das Problem der Aktualisierung schon seit ldngerer Zeit diskutiert, vgl.
u. a. die Arbeiten von Dempster [10] und Shafer [36], Walley [37], Fagin &
Halpern [16], Gilboa & Schmeidler [23] oder Denneberg [11].

Abschlieflend beschaftigen wir uns mit der Aktualisierung im entropischen
Fall. Das entropische Risikomaf§ erlaubt eine stark zeitkonsistente Aktuali-
sierungsvorschrift. Dennoch kann man sich nach dem Erhalt einer gewissen
Zusatzinformation dafiir entscheiden, die Menge der zu berticksichtigenden
probabilistischen Modelle zu verkleinern. Wegen der speziellen Struktur der
minimalen Penalty-Funktion steht dieses Problem der Unsicherheitsreduzie-
rung fiir jedes Auszahlungsprofil X in direktem Zusammenhang mit einem
Entropie-Minimierungsproblem vom Typ:

Minimiere Hy(Q|Qx) tber Q€ Q!

Dabei bezeichnet @Qx das Wahrscheinlichkeitsma mit Dichte dQx/dP =
e~X.const. Wir diskutieren das Problem in der unbedingten Situation und
konzentrieren uns besonders auf den Fall, bei dem © durch den Kern einer
konvexen Verzerrung des Referenzmafles P gegeben ist. Unter Verwendung
von Existenzaussagen von Liese & Vajda [30] und Charakterisierungen von
Goll & Riischendorf [24] zeigen wir, dass unter diesen Bedingungen fiir eine
einfache Zufallsvariable der eindeutige Minimierer der relativen Entropie im-
mer von der Form Q,x) ist mit Dichte dQ,x)/dP = e 9X). const und einer
streng monoton wachsenden und Lipschitz-stetigen Funktion g.



Kapitel 1

Konvexe Risikomafie

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns mit monetéren, koharenten und kon-
vexen Risikomaflen in einem statischen und unbedingten Modell. Die axio-
matische Formulierung dieses Ansatzes zur Bewertung des Verlustrisikos von
Finanzanlagen geht auf Artzner, Delbaen, Eber & Heath [1] fir den kohé-
renten Fall sowie auf Follmer & Schied [20] und Frittelli & Rosazza Gianin
[22] fiir den allgemeinen konvexen Fall zurtick.

Der ersten Teil dient als Einfithrung in die Theorie der konvexen Risiko-
mafle und soll helfen, Bedingungen und Annahmen in den folgenden beiden
Kapiteln zu bedingten und dynamischen konvexen Risikomafien besser zu
verstehen. Wir diskutieren die Eigenschaften von konvexen Risikomafien und
ihre Darstellung. Bei der Présentation der Ergebnisse orientieren wir uns am
Buch von Follmer & Schied [21]. Im Abschnitt 1.1.1 erklaren wir zunéchst
in einem allgemeinen Rahmen den Zusammenhang zwischen konvexen Risi-
komaflen und ihren Akzeptanz- und Ablehnungsmengen. In den Abschnitten
1.1.2 und 1.1.3 geben wir einen umfassenden Uberblick iiber die verschiedenen
Moglichkeiten der so genannten robusten Darstellung von konvexen Risiko-
mafen auf dem linearen Raum aller messbaren und beschrankten Funktionen
mittels einer Penalty-Funktion, wobei im Abschnitt 1.1.3 die Existenz eines
Referenzmafles auf dem Raum der moglichen Szenarien vorausgesetzt wird.

Im zweiten Teil befassen wir uns mit dem Problem der Fortsetzbarkeit von
monetdren Risikomaflen, das sowohl aus 6konomischer als auch aus mathe-
matischer Sicht interessant ist. Wir beantworten damit die Frage, wie das
Verlustrisiko einer Finanzanlage, das nicht im Definitionsbereich eines mo-
netiren Risikomafles p liegt, in Vereinbarung mit den durch p vorgegebenen
Akzeptanzkriterien bewertet werden kann. Wir untersuchen auf Ebene der
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Funktionale, ob typische Eigenschaften wie Konvexitat oder Stetigkeit durch
die Bildung einer Fortsetzung erhalten bleiben und ob solche Eigenschaften
geeignet sind, um eine Fortsetzung eindeutig zu charakterisieren. Die gewon-
nenen Resultate wenden wir auflerdem im Kapitel 2 bei der Diskussion von
reguléren bedingten Darstellungen fiir bedingte konvexe Risikomafle an.

Im Abschnitt 1.2.1 stellen wir allgemeine Methoden der Fortsetzung vor und
priifen, unter welchen Bedingungen die Eindeutigkeit einer Fortsetzung ga-
rantiert werden kann. Solche Bedingungen sind jedoch haufig zu stark, des-
halb untersuchen wir im Abschnitt 1.2.2 Eigenschaften der Regularitéit, mit
deren Hilfe spezielle Fortsetzungen eines konvexen Risikomafles charakteri-
siert werden kénnen. Regularitdt von innen oder auflen ist eine aus der Maf3-
und Integrationstheorie bekannte Forderung, vgl. z. B. Bauer [5] oder Konig
[27]. In der Diskussion von konvexen Risikomafien werden diese Eigenschaften
erstmals von Kratschmer [28] verwendet. Im Abschnitt 1.2.3. betrachten wir
unter topologischen Voraussetzungen reguléire Fortsetzungen von konvexen
RisikomaBen, die auf der Klasse aller beschrankten und stetigen Auszah-
lungsprofile definiert sind.

1.1 Konvexe Risikomafle und ihre
Darstellung

1.1.1 Darstellung beziiglich der Akzeptanzmenge

Es sei €2 eine beliebige Menge von zukiinftigen Szenarien. Ein Auszahlungs-
profil ist eine Abbildung X : Q — R, wobei R die um die beiden Elemen-
te —oo und +oo erweiterte reelle Zahlenachse bezeichnet. Der Wert X (w)
soll als die diskontierte Nettoauszahlung einer Finanzanlage am Ende einer
Handelsperiode bei Eintreten des Szenarios w € €) interpretiert werden. Da-
bei seien auch unendliche Gewinne X (w) = 400 oder unendliche Verluste
X (w) = —o0 zugelassen. Wir fixieren eine Klasse X von Auszahlungsprofilen
und bewerten das Verlustrisiko eines jeden Auszahlungsprofils mit Hilfe eines
so genannten monetaren Risikomafles. Dabei nehmen wir an, dass der Raum
X alle reellwertigen konstanten Auszahlungsprofile enthélt und stabil beziig-
lich der Addition von Konstanten ist. Das bedeutet, dass R ¢ X = X + R.
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Monetare Risikomafle

Definition 1.1.1. Eine Abbildung p : X — R heifit monetéres Risikoma$,
falls sie die folgenden Bedingungen erfillt:

e Monotonie: p(X) > p(Y) fir alle X, Y € X mit X <Y,

e Translations- oder Cashinvarianz: p(X+m) = p(X)—m fir alle X € X
und m € R,

e Normiertheit: p(0) = 0.

Der Wert p(X), der einem Auszahlungsprofil X € X durch ein monetéres
Risikomafl p zugeordnet wird, soll, wie es in der Literatur iiblich ist, als
Mindestbetrag einer notigen Riicklage fiir X interpretiert werden. Nimmt ein
Investor eine Finanzanlage mit dem Auszahlungsprofil X in sein Portfolio
auf, so konnen dadurch gewisse Zahlungsverpflichtungen entstehen. Diese
Risiken muss er gemafl den Forderungen einer Aufsichtsbehorde durch eine
zuséatzliche risikofreie Anlage der Hohe p(X) kompensieren.

Eine Ausnahme bei dieser Interpretation bilden solche Auszahlungsprofile
X, deren Risiko mit +o0o bemessen wird. Unter unendlich hohem Risiko
p(X) = 400 konnte man vielleicht verstehen, dass das Auszahlungspro-
fil ,vollkommen inakzeptabel® ist, also dass keine noch so hohe Riicklage
das Risiko von X reduzieren kénnte. Eine plausible Erklarung fiir den Fall
p(X) = —oo ist hingegen schwieriger. Dennoch wollen wir an dieser Stelle
unsere Betrachtungen nicht beschranken.

Konvexitat und Koharenz

Um das Risiko seines Portfolios zu verringern, investiert ein Portfoliomanager
in moéglichst unterschiedliche Finanzanlagen. In der Theorie der Risikomafle
wird dieses Diversifikationsprinzip durch die Forderung der Konvexitat um-
gesetzt. Priifen wir zunéchst, unter welchen Bedingungen konvexe Kombina-
tionen auf Ebene der Auszahlungsprofile und auf Ebene der Funktionswerte
wohldefiniert sind.

Bemerkung 1.1.2. Es sei p: X — R ein monetires Risikoma.

(i) Ist X eine Menge nach oben beschrinkter Auszahlungsprofile, d. h., zu
jedem X € X existiert eine Konstante m € R, so dass X(w) < m



KAPITEL 1. KONVEXE RISIKOMASSE 12

fir alle w € Q, dann erhalten wir aus den Figenschaften von p, dass
p(X) > p(m) = —m. Somit ist der Wertebereich von p auf X eine Teil-
menge von RU{+o0}. Falls X hingegen eine Menge von Auszahlungs-
profilen ist, die nach unten beschrankt sind, so bildet p in RU{—o0} ab.
Wenn beide Voraussetzungen gelten, dann ist das monetire Risikomaf
reellwertig.

(it) Falls X sogar ein linearer Raum von beschrinkten Funktionen ist, dann
folgt aus Monotonie und Translationsinvarianz, dass ein monetdres Ri-
sikomaf$ p Lipschitz-stetig beziiglich der Supremumsnorm ist, vgl. [21],
Lemma 4.3. Fiir alle Auszahlungsprofile X,Y € X gilt:

[p(X) = p(Y)] < [|[X = Y|e
Nehmen wir an, dass X eine konvexe Menge nach oben beschriankter Aus-
zahlungsprofile bzw. eine konvexe Menge nach unten beschriankter Auszah-

lungsprofile ist. Nach obiger Bemerkung ist unter diesen Voraussetzungen die
folgende Definition sinnvoll.

Definition 1.1.3. Ein monetires Risikomaf p : X — R heifit konvexes
Risikoma$, falls es die Eigenschaft der

o Konvezitit: p(AX +(1=N)Y) < Ap(X)+ (1= N)p(Y) fir alle X € [0,1]

besitzt. Falls X sogar ein konvexer Kegel ist, dann nennt man ein konvexes
Risikomafs p mit der zusdtzlichen Eigenschaft der

o Positiven Homogenitit: p(AX) = Ap(X) fir alle A > 0

ein koharentes Risikomalf3.

Akzeptanzmengen

Jedem monetdren RisikomaB p : X — R kann seine Akzeptanzmenge zu-
geordnet werden. Diese enthalt alle akzeptablen Positionen, also diejenigen
Auszahlungsprofile, die keine Riicklagenbildung erforderlich machen:

Ay ={X e X[ p(X) <0}.

Die folgenden beiden Satze zeigen, dass eine eineindeutige Korrespondenz
zwischen monetaren Risikomafien und ihren Akzeptanzmengen besteht. In
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[21], Propositionen 4.6 und 4.7, findet man die Beweise fiir den Fall, dass
X ein linearer Raum von beschrénkten Auszahlungsprofilen ist. In der leicht
verallgemeinerten Situation dieses Abschnitts ist die Argumentation ganz
analog und sei deshalb dem Leser tiberlassen.

Satz 1.1.4. Es sei p: X — R ein monetires Risikomap.

(1) Die zugehirige Akzeptanzmenge A, ist nicht leer und solide, d. h., fir
alle X € A, undY € X mit Y > X gilt Y € A,. Auflerdem ist
0=inf 4, NR.

(i) Das monetdre Risikomaf$ p erlaubt fir alle Auszahlungsprofile X € X
die Darstellung

p(X)=inf{meR | X+me A}, (1.1)
wobei inf ) := +o0.

(iii) Falls X eine konvexe Menge nach oben beschrankter Auszahlungsprofile
bzw. eine konvere Menge nach unten beschrinkter Auszahlungsprofile
ist, so ist das monetdire Risikomafs p genau dann konvex, wenn seine
Akzeptanzmenge A, konvex ist. Falls X zusdtzlich ein Kegel ist, so ist
p genau dann kohdrent, wenn A, ein konvexer Kegel ist.

Die Darstellung eines monetéren Risikomafles p beztiglich seiner Akzeptanz-
menge wie in (1.1) unterstiitzt die Interpretation von p(X) als Mindesthohe
einer erforderlichen Kapitalriicklage fiir das Auszahlungsprofil X.

Satz 1.1.5. Es sei umgekehrt ) # A C X eine Menge von akzeptablen
Auszahlungsprofilen, welche solide ist und die Bedingung 0 = inf ANR erfillt.
Definiert man

pa(X):=inf{m eR | X +mec A} VXcA,

wobei inf () := 400, dann gilt:

(i) Die Abbildung p4 : X — R ist ein monetires Risikomaf.
(it) A ist eine Teilmenge der zugehorigen Akzeptanzmenge A, ,.

(117) Falls sowohl X als auch A konvexe Mengen nach oben bzw. nach unten
beschrankter Auszahlungsprofile sind, so ist p4 ein konvexes Risikomaf
auf X. Wenn X und A sogar konvere Kegel sind, dann ist p4 ein ko-
harentes Risikomafs.
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Konjugation und Ablehnungsmengen

Betrachten wir nun die zu einem monetaren Risikomafl p : X — R gehorige
Ablehnungsmenge
Ny ={X € X | p(X) = 0}.

Die Bezeichnung ist im Sinne der 6konomischen Interpretation ein wenig irre-
fihrend. Die Menge N, enthélt nicht nur diejenigen Auszahlungsprofile X,
die tatsdchlich eine Riicklagenbildung erforderlich machen und deshalb aus
der Perspektive einer Aufsichtsbehorde abzulehnen sind, sondern auch solche
mit p(X) = 0. Wie die folgende Bemerkung zeigt, kann die Ablehnungsmenge
von p bis auf das Vorzeichen als Akzeptanzmenge eines dualen monetéren
Funktionals angesehen werden.

Bemerkung 1.1.6. Es seip: X — R ein monetires Risikomaf. Wir setzen
nun X := —X und definieren ein konjugiertes Funktional durch

p(X):=—p(—X) VXeEX.
Die Abbildung p: X — R ist ebenfalls ein monetires Risikomaf. Es gilt:

(i) Das konjugierte Funktional zu p ist durch p gegeben, d. h., dass p = p.

(it) Fir die zugehorigen Akzeptanz- und Ablehnungsmengen gilt A, = —N;
und N, = —A;.

(7ii) Falls X eine konvexe Menge nach oben beschrankter Auszahlungsprofile
ist, dann ist X eine konvexe Menge nach unten beschrinkter Auszah-
lungsprofile. Ist X ein linearer Raum, so gilt X = X. Auferdem ist
p genau dann ein konveres Risikomafl auf X, wenn p ein konkaves
Risikomafs auf X ist. Aufgrund dieser Eigenschaft ist es sinnvoller,
p(—+) = —p als monetdres Nutzenfunktional auf X zu interpretieren.

Indem wir die Séatze 1.1.4 und 1.1.5 auf das konjugierte Funktional p an-
wenden, konnen wir Zusammenhéange zwischen dem monetaren Risikomaf$ p
und seiner Ablehnungsmenge N, erklaren. So erlaubt p beispielsweise fiir alle
Auszahlungsprofile X € X die Darstellung

p(X)=sup{m e R | X +m € N,},

und die Konvexitéit der Ablehnungsmenge wére gleichbedeutend mit der Kon-
kavitdt von p. Die Ablehnungsmenge N, ist fiir die allgemeine Diskussion
von konvexen Risikomaflen weniger geeignet als die Akzeptanzmenge A,.
Wir werden sie jedoch gelegentlich zur Beschreibung von zuséatzlichen Eigen-
schaften heranziehen. In Zukunft werden wir dort, wo Verwechslungen aus-
geschlossen sind, die Bezeichnungen A und N verwenden.
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1.1.2 Robuste Darstellungen

In diesem Abschnitt geben wir einen Uberblick iiber die verschiedenen Mog-
lichkeiten der Darstellung von konvexen Risikomaflen als ein Supremum von
linearen Funktionalen. Es sei (€2, F) ein messbarer Raum. Wir wahlen den li-
nearen Raum B := B(£2, F) der beschrankten und messbaren Zufallsvariablen
als Klasse aller zu bewertenden Auszahlungsprofile. Versehen mit der Supre-
mumsnorm ist B ein Banachraum. M := M (€, F) bezeichne die Menge
der monotonen und endlich-additiven Mengenfunktionen @ auf (€2, F), wel-

che auf Q(0) = 0 und Q(2) = 1 normiert sind.

Robuste Darstellung auf M;

Wir sagen, ein konvexes Risikomaf} p : B — R besitzt eine robuste Darstellung
auf My, falls eine so genannte Penalty-Funktion o : My — R U {400}
existiert mit

Qgglf a(Q) =0, (1.2)
so dass fiir alle Auszahlungsprofile X € B gilt:
p(X) = sup{Eq(—X) — (@) | Q € My} (1.3)

Jedes Funktional auf B, das mit Hilfe einer Penalty-Funktion wie in (1.2) und
(1.3) tber einen robusten Ansatz definiert wird, ist ein konvexes Risikomaf.
Umgekehrt besagt das folgende Theorem, vgl. Theorem 4.15 in [21], dass
tatsichlich jedes konvexe Risikomafl auf B eine solche robuste Darstellung
besitzt. Die Penalty-Funktion ist im Allgemeinen nicht eindeutig.

Theorem 1.1.7. Jedes konvexe Risikomafl p : B — R erlaubt eine robuste
Darstellung der Form

p(X) = max{Eqg(—X) — amn(Q) | Q € My} V X €5, (1.4)
wobei die Penalty-Funktion fir alle Q € My gegeben ist durch
Omin(Q) = sup Eg(—X). (1.5)
XeA

Ist p ein kohdrentes Risikomaf, dann nimmt die Penalty-Funktion o, nur
die Werte 0 und +00 an, d. h., es gilt mit Quax := {Q € Mis | min(Q) = 0}
X) = Eo(—X) V X eB.
plX) = max Eo(—X)

max

Falls o eine weitere Penalty-Funktion auf My ist, die eine robuste Darstel-
lung von p wie in (1.2) und (1.3) ermaoglicht, dann gilt cmin(Q) < a(Q) fir
alle @ € M.
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Robuste Darstellung auf M;

Von besonderem Interesse sind konvexe Risikomafle, die eine robuste Dar-
stellung durch eine Penalty-Funktion auf der Menge My := M;(Q, F) aller
o-additiven Wahrscheinlichkeitsmafle auf (€2, F) erlauben. Die Existenz einer
solchen Darstellung ist eng verbunden mit gewissen Stetigkeitseigenschaften.

Nehmen wir fiir einen Moment an, dass p : X — R ein monetéres Risiko-
maf} auf einer beliebigen Klasse von Auszahlungsprofilen ist. Falls fiir jede
monoton wachsende Folge {X,,} C X gilt:

X = nli_)rgloXn ceX = pX)= Jirgop(Xn), (1.6)
so nennen wir p stetig von unten auf X. Ist die Bedingung (1.6) hingegen
fiir alle monoton fallenden Folgen in X erfiillt, so heifit p stetig von oben auf
X. Fiir ein konvexes Risikomaf ist die Stetigkeit von unten eine wesentlich
starkere Eigenschaft als die Stetigkeit von oben, vorausgesetzt, dass es auf
einem linearen Raum von beschréinkten Auszahlungsprofilen definiert ist.

Lemma 1.1.8. Es sei p: X — R ein konvexes Risikomaf§ auf einem linea-
ren Raum von beschrinkten Auszahlungsprofilen. Dann sind die folgenden
Bedingungen dquivalent:

(a) p ist stetig von unten und stetig von oben auf X .

(b) p ist stetig von unten in 0.

Beweis: Wir miissen zeigen, dass (b) eine hinreichende Bedingung fur (a)
ist. Betrachten wir dazu eine monoton wachsende Folge {X,,} C X so, dass
X, /X € X. Da p monoton und konvex ist, erhalten wir fir alle A € (0,1)

) < 906) <30 (255 ) -0 (125

Nach Voraussetzung konvergiert der erste Summand auf der rechten Seite
der Ungleichnung fiir n — oo gegen 0, d. h., es ist

p(X) £ lim p(6) < (1= p (125 )

Fir A — 0 konvergiert die rechte Seite wegen der Lipschitz-Stetigkeit beziig-
lich der Supremumsnorm gegen p(X), also ist p stetig von unten auf X
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Der Nachweis der Stetigkeit von oben ist dhnlich. Wir betrachten nun eine
monoton fallende Folge {X,,} C & mit X,, \, X € X. Fir alle A € (0,1) gilt

() < pX) < 00 (F57 )+ - (725).

und der erste Summand auf der rechten Seite der Ungleichung konvergiert
nach Voraussetzung fiir n — oo gegen 0. Wegen der Lipschitz-Stetigkeit
von p beziiglich der Supremumsnorm finden wir auflerdem eine Konstante
0 < K < oo derart, dass

X, A
— ) <pX) +—~ K .
p(l_k)_p( Y VneN

Daraus folgt, dass

lim p(X,) < p(X) < lim lim (1 — A\)p ( Xn ) < lim p(X,).

n—00 A—0 n—oo

Somit ist p auch stetig von oben auf X. O

Wir kehren nun zuriick zur eigentlichen Diskussion dieses Abschnitts und
betrachten wieder den linearen Raum B der beschrankten und messbaren
Funktionen als Klasse der zu bewertenden Auszahlungsprofile.

Theorem 1.1.9. Es sei p: B — R ein konvexes Risikomafl. Dann sind die
folgenden Bedingungen dquivalent:

(a) p ist stetig von unten auf B.

(b) In der robusten Darstellung (1.4) erfillt die in (1.5) definierte mini-
male Penalty-Funktion o, die Bedingung:

min(Q) <0 = Qe M,.

Falls das konvexes Risikomaf} p stetig von unten ist, dann ist jedes endlich-
additive Maf}, das effektiv zur Bildung des Maximums in der robusten Dar-
stellung (1.4) beitréagt, ein o-additives Wahrscheinlichkeitsmafl. Diese Rich-
tung des Beweises findet man in [21]. In Proposition 4.21 und Lemma 4.22
wird dort gezeigt, dass fiir ein konvexes Risikomafl p, das stetig von un-
ten ist, die Niveaumengen A. := {amn < ¢} der zugehérigen minimalen
Penalty-Funktion fiir alle Konstanten ¢ > 0 gleichméafig o-additiv sind. Die
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Notwendigkeit der Stetigkeit von unten fiir eine solche robuste Darstellung
von p wird in [28] bewiesen, vgl. Proposition 3.

Auf geeigneten topologischen Zustandsraumen folgt aus der Stetigkeit eines
konvexen Risikomafles von unten sogar die Existenz eines Referenzmafles
P € My, so dass jedes endlich-additive Mafl @ € My mit amin(Q) < oo
ein beziiglich P absolutstetiges Wahrscheinlichkeitsmafl ist. Man vergleiche
dazu das Theorem 1.1.16.

Eine zweite Moglichkeit der robusten Darstellung durch Wahrscheinlichkeits-
maBe besteht darin, die in (1.5) definierte minimale Penalty-Funktion cy,
in ihrem Definitionsbereich von M, ¢ auf M, zu beschrénken. Unter welchen
Voraussetzungen gilt

p(X) =sup{Eg(—X) — amn(®Q) | @ € My} V X € B, (1.7)

d. h., wann bleibt die robuste Darstellung von p erhalten? Wie die folgende
Bemerkung zeigt, ist die Stetigkeit von oben eine notwendige Bedingung.

Bemerkung 1.1.10. Besitzt ein konvezes Risikomaf$ p : B — R eine robuste
Darstellung wie in (1.7), dann ist es stetig von oben, vgl. Lemma 4.20 in [21].
Fiir eine monoton fallende Folge {X,,} C B mit X :=lim X,, € B gilt namlich
nach dem Satz von der monotonen Konvergenz:

p(X) = sup{lim Eo(—X,) — aun(@) | @ € My}
lir{gioglf sup{Eq(—X,) — amin(Q) | Q@ € M;}
= liniinfp(Xn) < p(X).

IN

Konvexe Risikomafle konnen verwendet werden, um Unsicherheit gegeniiber
dem zugrunde liegenden Wahrscheinlichkeitsmafi auf (€2, F) zu modellieren.
Eine robuste Darstellung auf M; wie z.B. in (1.7) macht dies deutlich. Wir
gehen davon aus, dass wir die tatséachliche Verteilung eines Auszahlungspro-
fils X nicht kennen. Deshalb bewerten wir das Verlustrisiko von X genau
dann als akzeptabel, wenn fiir jedes probabilistische Modell Q € M der
mittlere Verlust von X unter ) nicht grofler als ein Level a(Q) ist. Die
zugehorige Penalty-Funktion « spiegelt dabei unsere Einschatzung von der
,Korrektheit“ des jeweiligen Wahrscheinlichkeitsmafles wider.

In diesem allgemeinen Rahmen beenden wir die Diskussion der robusten Dar-
stellung. Unter topologischen Voraussetzungen wird in [28] eine weitere not-
wendige Bedingung bewiesen, die jedes konvexe Risikomaf erfiillen muss, das
beziiglich einer Penalty-Funktion auf M darstellbar ist. Es wird gezeigt, dass
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aus der Existenz einer solchen robusten Darstellung die Regularitat von in-
nen beziiglich der unterhalbstetigen Funktionen folgt, vgl. Satz 1.2.26. Mit
dieser Eigenschaft befassen wir uns ausfiihrlich im zweiten Teil des Kapitels.

1.1.3 Konvexe Risikomafle auf L*

In diesem Abschnitt fixieren wir ein Wahrscheinlichkeitsmafl P auf (§2, F),
das als Referenzmafl dienen soll. Das heif}t, es legt fest, welche Ereignisse als
Nullmengen angesehen werden kénnen. Wir betrachten konvexe Risikomafe
p: B — R, die die folgende zusatzliche Eigenschaft besitzen:

X=Y PAfs = pX)=pY). (1.8)

In diesem Fall ist p also auch als ein konvexes Risikomafl auf dem Raum
L> = L>(Q,F, P) aller messbaren und P-fast sicher beschrankten Zufalls-
variablen wohldefiniert.

Robuste Darstellung auf M, (P)

Bemerkung 1.1.11. Es sei p: L — R ein konvexes Risikomajf§ mit einer
robusten Darstellung wie in (1.4). Wir betrachten ein endlich-additives Maf
Q) € My und nehmen an, dass es ein Ereignis A € F gibt mit P(A) = 0
und Q(A) > 0. Wegen (1.8) gilt p(—nla) = 0 fiir alle n € N und damit

amin(Q) = sup Eq(—X) = nQ(A).
XeA

Das heifst, sobald anin(Q) < 0o ist, muss fir alle A € F gelten:
P(A)=0 = Q(A)=0.
Jedoch folgt aus der obigen Bedingung noch nicht, dass () auch o-stetig ist.

Nach Bemerkung 1.1.10 wissen wir, dass die Eigenschaft der Stetigkeit von
oben eine notwendige Bedingung fiir eine robuste Darstellung durch Wahr-
scheinlichkeitsmafle wie in (1.7) ist. Unter der Annahme, dass es ein Refe-
renzmafl P auf (§2, F) gibt, so dass (1.8) erfiillt ist, folgt auch die umgekehrte
Implikation. Die Bemerkung 1.1.11 besagt weiter, dass ein Wahrscheinlich-
keitsmafl bei der Bildung des Supremums in der robusten Darstellung nur
dann berticksichtigt werden muss, wenn es absolutstetig beziiglich P ist. Wir
bezeichnen mit M;(P) die Menge aller absolutstetigen Wahrscheinlichkeits-
mafle () < P. Fiir den Beweis der folgenden aquivalenten Charakterisierun-
gen verweisen wir auf [21], Theorem 4.31.
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Theorem 1.1.12. Es sei p : L™ — R ein konvexes Risikomajf. Dann sind
die folgenden Bedingungen dquivalent:

(a) p besitzt eine robuste Darstellung beziglich einer Penalty-Funktion auf

M, (P).
(b) p erlaubt die robuste Darstellung
p(X) = sup{Eq(—X) — amn(Q) | Q € My(P)} VX € L™ (19)

Dabei sei die minimale Penalty-Funktion o, fir alle absolutstetigen
Wahrscheinlichkeitsmafle QQ € My (P) wie in (1.5) definiert.

(c) p ist stetig von oben.

(d) p besitzt die ,Fatou-Eigenschaft®: Fir jede beschrankte Folge {X,} in
L, die P-fast sicher gegen X € L*> konvergiert, gilt
p(X) <liminf p(X,).

n—oo

(e) p ist unterhalbstetig beziiglich der Schwach*-Topologie o(L>, L').

Die Akzeptanzmenge A von p ist schwach® abgeschlossen in L.
g P g

Robuste Darstellung auf M. (P)

Nun erklaren wir, unter welchen Bedingungen ein konvexes und von oben
stetiges Risikomafl eine robuste Darstellung besitzt, bei der die minimale
Penalty-Funktion auf die Menge M, (P) aller d4quivalenten Wahrscheinlich-
keitsmafle () ~ P eingeschrankt wird. Eine solche Darstellung fordern wir in
Kapitel 3 bei der Diskussion zur Aktualisierung von konvexen Risikomafien.
Die folgende Charakterisierung ergibt sich aus Lemma 3.5 bei [17].

Lemma 1.1.13. Es sei p : L™ — R ein konveres und von oben stetiges
Risikomaf, und ony sei definiert wie in (1.5). Dann sind die folgenden Be-
dingungen dquivalent:

(a) p besitzt eine robuste Darstellung durch die auf M.(P) eingeschrinkte
minimale Penalty-Funktion auyy,, d. h., es gilt:

p(X) = sup{Eq(=X) —amn(Q) | @ ~ P} VX e L*  (1.10)
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(b) In der robusten Darstellung (1.9) gibt es ein dquivalentes Wahrschein-
lichkeitsmafl Q ~ P mit apin(Q) < 00.

Auflerdem wird in Lemma 3.4 in [17] bewiesen, dass eine robuste Darstellung
durch eine Penalty-Funktion auf M. (P) existiert, falls das konvexe Risiko-
maf stetig von oben und sensitiv im Sinne von (1.11) ist.

Satz 1.1.14. Es sei p : L — R ein konvezes und von oben stetiges Risiko-
maf. Falls p fir alle A € F die Bedingung erfillt:

P(A)>0 = p(—€ls) >0 Ve>0, (1.11)

dann existiert zu jedem 0 > 0 ein Wahrscheinlichkeitsmafs Q ~ P mit
amin(Q) < §. Insbesondere erlaubt ein solches Risikomaf eine robuste Dar-
stellung (1.10).

Bemerkung 1.1.15. Aus einer robusten Darstellung von p auf M (P) wie
in (1.10) folgt wegen der Normiertheit sofort, dass

égﬁj min (@) = 0.

Fulls es ein dquivalentes Wahrscheinlichkeitsmaf gibt, das durch die mini-
male Penalty-Funktion nicht bestraft wird, d. h.,

3 Q" ~P mit omn(Q*) =0, (1.12)

so gilt p(—elq) > eQ*(A) > 0 fir jedes Ereignis A € F mit P(A) > 0 und
alle e > 0. Das bedeutet, dass p dann auch die Bedingung (1.11) erfillt.

Das folgende Beispiel zeigt, dass eine robuste Darstellung eines konvexen
RisikomaBes p durch dquivalente Wahrscheinlichkeitsmafie wie in (1.10) im
Allgemeinen nicht die Sensitivitatsbedingung (1.11) impliziert.

Beispiel: Es sei Q* € M;(P) ein Wahrscheinlichkeitsma$, das nicht dqui-
valent zu P ist. Fir jedes ¢ € (0, 1] setzen wir Q¢ := eP + (1 —&)Q* ~ P
und definieren eine Penalty-Funktion a auf M;(P) durch

e falls @ = Q¢ fir ein € € (0, 1],
(@) = { +00, sonst.

Nach Theorem 1.1.12 und Lemma 1.1.13 besitzt das durch « induzierte kon-
vexe Risikomafl p eine robuste Darstellung (1.10) beztiglich der minimalen
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Penalty-Funktion ay,;, < a. Fir alle Auszahlungsprofile X € L gilt:

p(X) = sup{Eq(=X) —a(Q) | @ € My(P)}
= max{Ep(—X) - 17EQ*<—X)}
= Sup{EQ(_X) - amin(Q) | Q ~ P}‘

Da das Referenzmafi P nicht absolutstetig beziiglich @Q* ist, gibt es ein Er-
eignis A € F, so dass Q*(A) = 0 und P(A) > 0. Betrachten wir nun das
Auszahlungsprofil X* = —I 4, so ist dieses unter p akzeptabel, denn

p(X*) = max{P(A) — 1,0} = 0.

Somit ist die Bedingung (1.11) nicht erfillt. Ebenso wenig gilt die Bedingung
(1.12), denn fiir jedes dquivalente Wahrscheinlichkeitsmafi ) ~ P haben wir

amin(Q) = )S(léa]EQ(_X) > Eq(—X") =Q(4) > 0.

Existenz eines Referenzmafles

Abschlieend wollen wir zeigen, dass die Existenz eines Referenzmafles unter
den Voraussetzungen eines topologischen Zustandsraums und der Stetigkeit
des konvexen Risikomafles von unten keine zusatzliche Forderung darstellt. In
ahnlicher Form gibt es ein solches Resultat bereits in der Theorie der nicht-
additiven Mengenfunktionen: Zu jeder konvexen Kapazitéit ¢ auf (Q, F), die
stetig von unten ist, existiert ein Wahrscheinlichkeitsmaf3 P auf (2, F), so
dass jedes Wahrscheinlichkeitsmafl im Kern Q(c) dieser Kapazitét absolut-
stetig beztiglich P ist.

Wir nehmen an, dass €2 ein separabler, metrischer Raum ist, und F sei gege-
ben durch die zugehorige o-Algebra der Borelmengen. Wie oben bezeichne B
den linearen Raum aller beschrénkten und messbaren Funktionen auf (§2, F).

Theorem 1.1.16. Es sei p : B — R ein konvexes Risikomafl und stetig
von unten. Dann existiert ein Wahrscheinlichkeitsmafi P € My, so dass
die Bedingung (1.8) erfillt ist, d. h., dass p als ein konvezes Risikomaf auf
L>(Q, F, P) angesehen werden kann.
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Beweis: Ein konvexes Risikomafl p auf B ist nach Theorem 1.1.9 genau
dann stetig von unten, wenn die minimale Penalty-Funktion i, auf My
die folgende Bedingung erfillt:

min(Q) <0 = Q€ M,.

Wir zeigen, dass unter den gegebenen topologischen Voraussetzungen ein
Wahrscheinlichkeitsmafl P € M konstruiert werden kann, so dass tatséch-
lich gilt:

amin(@Q) <0 = Q€ My(P). (1.13)
Aus der robusten Darstellung von p folgt dann fir alle Auszahlungsprofile
X, Y € Bmit X =Y P-fast sicher, dass

p(X) = max{Eq(—X) — amn(Q) | @ € My(P)}
= max{Eq(=Y) — omin(Q) | @ € M1 (P)}
= p(Y).

Wir betrachten die Niveaumengen der minimalen Penalty-Funktion, die fiir
alle n € N definiert seien als

A, = {Q e M, | amin(Q) < n}

Diese Mengen sind beschréankt beziiglich der Totalvariation und auf jedem
Niveau gleichméaBig o-additiv, d. h., fiir jede absteigende Folge von Ereignis-
sen {A,,} C F mit NA,, = 0 gilt:

lim supQ(A,,) =0 VneN.

m—00 An

Ist ndmlich € > 0 fixiert, dann wéhlen wir in Abhéngigkeit des entsprechen-
den Niveaus eine Konstante K > 1, so dass n/K < e/2. Mit dieser erhalten
wir

S}\{PQ(AWL) - g < 5}\13) {Q(Am) - %}
< sup {Q(Am) - aminK(Q)}
< s (o) -0
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Da p stetig von unten ist, gibt es einen Index my € N derart, dass fiir alle
m > my

—Kly,,)

sup Q(A,,) < L +S<e
An

K 2
Nach Theorem IV.9.1 von [15] ist jede Niveaumenge A, schwach folgenkom-
pakt im Raum der o-additiven Mafle. Nach Theorem 1V.9.2 existiert fiir alle
n € N ein Wahrscheinlichkeitsmafl P, € M, so dass jedes Element @) € A,
absolutstetig beztiglich P, ist. Definieren wir nun

VAeF,

P(A) = Z P’;ELA)

so liefert dies das gewiinschte Referenzmafl P € M, denn es gilt:

P(A)=0 & P,(A)=0 VneN
= Q(A) =0 VQ e M; mit ay,(Q) < oco.

1.2 Fortsetzbarkeit konvexer Risikomafle

1.2.1 Methoden der Fortsetzung

In diesem Abschnitt stellen wir in einem allgemeinen Rahmen zwei Methoden
vor, durch die ein vorgegebenes monetéres Risikomafl auf eine grofere Klasse
von Auszahlungsprofilen fortgesetzt werden kann. Dazu betrachten wir eine
beliebige Menge €2 von zukiinftigen Szenarien und eine Klasse X von Auszah-
lungspofilen X : Q — R. Letztere sei so gewihlt, dass R € X = X + R. Das
bedeutet, dass X alle konstanten reellwertigen Auszahlungsprofile enthélt
und stabil beztiglich der Addition von Konstanten ist. Monetéare Risikomafle
p: X — R scien wie im ersten Teil dieses Kapitels als monotone, transla-
tionsinvariante und normierte Abbildungen definiert.

Fortsetzung durch monotone Approximation

Zunachst untersuchen wir die Methode der Fortsetzung durch monotone
Approximation. Wir nehmen an, dass die Menge X eine Verbandsstruktur
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besitzt, d.h., dass fiir zwei Auszahlungsprofile X,Y € X auch das punkt-
weise gebildete Minimum X A Y und das punktweise gebildete Maximum
X VY zu X gehoren. Mit X, bezeichnen wir die Menge aller Auszahlungs-
profile X, fiir die eine monoton fallende Folge {X,} C X existiert, so dass
X(w) = lim X, (w) fur alle w € Q. Analog definieren wir X7 als die Menge
derjenigen Auszahlungsprofile, die als Grenzwert einer monoton wachsenden
Folge in X darstellbar sind. Diese Klassen von Auszahlungsprofilen kénnen
ebenfalls fiir die Diskussion von monetaren oder konvexen Risikomaflen ver-
wendet werden, wie die folgende Bemerkung zeigt.

Bemerkung 1.2.1. Es sei X eine Klasse von Auszahlungsprofilen wie oben.

(i) Fir X, gilt die Bedingung R C X C X, = X, + R, und die Verbands-
struktur tbertrdagt sich von X auf X,. Auflerdem ist jede Grenzfunktion
X einer monoton fallenden Folge {X,} C X, in X, enthalten, d. h., es
ist (Xy)y = Xy. Falls X eine konvere Menge von Auszahlungsprofilen
ist, die nach oben beschrinkt sind, dann ist auch X, konvex und jedes
2u X, gehorige Auszahlungsprofil nach oben beschrankt.

Beweis von (X,), = X,: Zu jedem n € N wdhlen wir eine monoton
fallende Folge {Y"} C X derart, dass lim,,_ Y,® = X,. Definieren
wir nun die monoton fallende Folge Z,, := min(Y,} ... . Y™) so gilt
X <limZ, <X, firallen € N, d.h., dass X als Grenzfunktion der
Folge {Z,,} C X darstellbar ist.

(ii) Genauso erfillt X° die Bedingung R C X C X7 = X% +R. Die Menge
bildet einen Verband und enthdlt jede Grenzfunktion einer monoton
wachsenden Folge in X7, d. h., es ist (X?)7 = X?. Falls X konvex ist
und jedes zu X gehérige Auszahlungsprofil nach unten beschrinkt, dann
ist X7 eine konvere Menge nach unten beschrankter Auszahlungsprofile.

Die Methode der Fortsetzung durch monotone Approximation ist fiir konvexe
Risikomafle geeignet, die stetig von oben oder stetig von unten sind.

Satz 1.2.2. Es sei p: X — R ein monetires Risikoma.

(i) Falls p stetig von oben ist, dann gibt es genau ein monetires Risikomaf
ps X, — R, das stetig von oben ist und eine Fortsetzung von p,
d.h., pslx = p. Ist X eine konvexe Menge nach oben beschrinkter
Auszahlungsprofile und p konvex, so ist p, konver auf X,,.

(ii) Falls p stetig von unten ist, so gibt es genau ein monetares Risikomafs
P’ X7 — R, das stetig von unten ist und eine Fortsetzung von p,
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d.h., p°|lx = p. Ist X eine konvere Menge nach unten beschrinkter
Auszahlungsprofile und p konvex, dann ist p® konvex auf X°.

Beweis: Wir zeigen die Aussage (i), der Beweis von (ii) ist analog. Dazu be-
trachten wir zunéchst zwei Folgen { X, }, {Y,} C X, so dass beide punktweise
und monoton fallend gegen ein Auszahlungsprofil X € X, konvergieren. Die
zugehorigen Folgen {p(X,,)} und {p(Y;,)} sind monoton wachsend in R. Falls
lim p(X,,) = lim p(Y;,), dann ist das Funktional p, : X, — R mit

po(X) = lim p(X,) VX €A,

wohldefiniert, wobei {X,,} C X eine beliebige approximierende Folge fiir
X € A&, ist. Offenbar ist p, die einzige mogliche Fortsetzung von p unter der
vorgegebenen Stetigkeitsbedingung.

Wir fixieren m € N und setzen Z,, := X,, VY, € X fir alle n € N. Die Folge
{Z,} konvergiert fiir n — oo punktweise und monoton fallend gegen X,,.
Wegen Monotonie und Stetigkeit von p auf X haben wir

p(Xin) = lim p(Z,) < lim p(Y,)

und somit
lim p(X,,) < lim p(Y;).

m—00

Wir wiederholen die obigen Uberlegungen, wobei wir die Rollen von X,,, und
Y,, vertauschen, und erhalten daraus die Eindeutigkeit des Grenzwerts.

Die Eigenschaften Monotonie, Translationsinvarianz und Normiertheit von p
iibertragen sich auf p,, d. h., dass dieses Funktional tatsachlich ein monetéres
Risikomafl auf X, ist. Falls X eine konvexe Menge nach oben beschrinkter
Auszahlungsprofile ist und p ein konvexes Risikomaf, so bleibt auch die Kon-
vexitdt nach dem Grenziibergang erhalten.

Kommen wir zum Nachweis der Stetigkeit von oben. Es sei {X,,} C X,, eine
Folge, die monoton fallend gegen ein Auszahlungsprofil X € X, konvergiert.
Fir alle n € N wéhlen wir eine monoton fallende Folge {Y"} C X mit
lim,, o Y,» = X,, und definieren

Zp=min(Y,! ... )Y eXx VneN

Nach Konstruktion ist die Folge {Z,} ebenfalls monoton fallend und kon-
vergiert punktweise gegen X, d.h., dass p,(X) = lim p(Z,). AuBerdem gilt
Z, > X, > X fir alle n € N. Aus der Monotonie von p, folgt die Behaup-
tung, denn po(X) > po(Xy) > po(Zn) = p(Zn). O
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Bemerkung 1.2.3. Es seien p : X — R ein monetires Risikomafs, das
stetig von oben ist, und p, seine von oben stetige Fortsetzung auf X,. Fiir
die zugehorigen Akzeptanzmengen gilt die Beziehung A,, = (A,)s. Falls p
hingegen stetig von unten ist und p° seine von unten stetige Fortsetzung auf
X7, dann gilt diese Beziehung fir die zugehdrigen Ablehnungsmengen, d. h.,

dass Ne = (N,)°.

Fortsetzung durch duflere und innere Approximation

Eine weiterreichende Methode ist die der Fortsetzung durch auflere oder in-
nere Approximation. Es sei p : X — R ein monetéres Risikomaf. Mit X*
bezeichnen wir die Klasse aller Auszahlungsprofile X : Q@ — R, und wir
definieren fiir jedes X € &A™

P (X) =inf{p(Y) | Y € X mit Y < X} (1.14)
sowie

px(X) =sup{p(Y) | Y € X mit Y > X}. (1.15)
Dabei verwenden wir die Konventionen inf) := +oo und sup() := —oo.

Wegen der Monotonie von monetéren Risikomafien setzen beide Abbildungen
p fort, das bedeutet, dass p*|x = pi|x = p. Im folgenden Satz zeigen wir,
dass durch (1.14) und (1.15) tatséchlich zwei monetare Risikomafle auf A™*
definiert werden.

Aus 6konomischer Sicht erscheint der Ansatz von p*, also das Verlustrisiko
eines Auszahlungsprofils X € X*\X von auflen durch riskantere Auszah-
lungsprofile abzuschéatzen, besser zur Risikobewertung geeignet zu sein. Falls
keine zusétzlichen Eigenschaften fiir X und p angenommen werden, ist die-
ser Ansatz dem anderen auch aus mathematischer Sicht vorzuziehen, weil
sich die Konvexitit von p stets auf p* jedoch im Allgemeinen nicht auf p,
iibertragt.

Satz 1.2.4. Es sei p: X — R ein monetires Risikoma.

(i) Beide Fortsetzungen p*, p, : X* — R_ sind monetdare Risikomafe. Fir
jedes monetdire Risikomafl p: X* — R mit plx = p gilt p. < p < p*.

(ii) Falls X eine konvexre Menge nach oben (unten) beschrankter Auszah-
lungsprofile ist und p konvex, dann ist p* ein konvexes Risikomafs auf
der Menge aller nach oben (unten) beschrinkten Auszahlungsprofile.
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Beweis: Wir zeigen die Aussagen in Teil (i) nur fir p*. Fir p, ist der Beweis
analog bzw. folgt durch Konjugation, vgl. dazu auch die Bemerkung 1.2.6.
Die Abbildung p* ist monoton, denn fiir zwei Auszahlungsprofile X, Y € X*
mit X <Y gilt

{ZeX | X>Z}c{ZeX|Y > 7},

also ist nach Definition p*(X) > p*(Y'). Die Translationsinvarianz von p*
folgt sofort aus der Beziehung

{ZeX | X+m>Z}={ZecX | X>Z}+m VmeR

AuBerdem haben wir p*(0) = p(0) = 0, d. h., dass p* ein monetares Risikomaf
ist. Ist p ein weiteres monetéres Risikomafl auf X* mit p|y = p, dann wird es
durch p* dominiert, denn fiir jedes X € X™* gilt entweder p*(X) = +oo oder

p(X) = inf{p(Y) | X 2V € X} > p(X).

Teil (ii) des Satzes beweisen wir fiir den Fall, dass X" eine konvexe Menge nach
oben beschrankter Auszahlungsprofile ist. Der andere Fall sei wieder dem Le-
ser iiberlassen. Die Klasse aller nach oben beschriankten Auszahlungsprofile
ist konvex und insbesondere fiir die Diskussion von Konvexitat eines mone-
tdaren Risikomafles geeignet. Die Fortsetzung p* nimmt auf dieser Klasse nur
Werte in R U {400} an.

Wir wéhlen nach oben beschrankte Auszahlungsprofile X und Y und miissen
zeigen, dass fir alle A € (0, 1) gilt: p*(AX+(1=N)Y) < Ap*(X)+(1=X)p*(Y).
Diese Ungleichung ist trivial, falls p*(X) = 400 oder p*(Y') = +o00. Deshalb
nehmen wir an, dass beide Werte endlich sind, und fixieren eine Konstante
e > 0. Fiir alle Z%, 7Y € X mit X > ZX, Y > Z¥ und p(Z%) < p*(X) +¢,
p(ZY) < p*(Y) + ¢, erhalten wir aufgrund der Konvexitét von p, dass

PFAX +(1=N)Y) p(AZX +(1—-N)Z")
M(Z7) + (1= Np(Z7)

AH(X)+ (1 =X)p"(Y) +e.

INIAIA

Da ¢ > 0 beliebig klein gewéhlt werden kann, impliziert dies die Konvexitat
von p*. O

Definition 1.2.5. Die in (1.14) und (1.15) definierten monetiren Risiko-
mafle p* und p, auf X* heiffen auBere bzw. innere Fortsetzung von p.
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Bemerkung 1.2.6. Wir betrachten ein monetdres Risikomafi p : X — R und
das zugehorige konjugierte Funktional p : X — R auf der Klasse X = —X,
das wie in Bemerkung 1.1.6 definiert sei. Dann haben wir

)= (p). sowie (p) = (7)"

Bemerkung 1.2.7. Die Akzeptanzmengen der dufleren und inneren Fort-
setzung von p sind gegeben durch A, = {X € X* | 3{V,} C &, Y, <
X VneN lim op¥,) <0} bzw A, ={X € &X* | VY € & :
X <Y =Y € A,}. Fir die Ablehnungsmengen gelten die Beziehungen
Ny ={X e X | VY eX: Y < X=YecN}umdN, ={X ¢
A | I{Y X, X<Y,VneN, lim, ., p(Y,) >0}

Bemerkung 1.2.8. FEs seien X C X zwei Klassen, die alle reellen kon-
stanten Auszahlungsprofile enthalten und stabil beziglich der Addition von
Konstanten sind. Sind p und p monetdire Risikomafle auf X bzw. X derart,
dass p|lx = p, dann gelten auf X* die Abschitzungen p, < p, < p* < p*.

Beispiel: Betrachten wir den trivialen Fall X = R. Auf dieser Menge ist
das lineare Funktional p = —id das einzige monetére Risikomafl. Die duflere
Fortsetzung von p ist das Worst-Case-Risikomafl

prX) = p"(X) = — inf X (w).

we

Die innere Fortsetzung ist gegeben durch das entsprechende , Best-Case-
Risikomaf}*

pu(X) = p"™(X) = —sup X (w).

we

BekanntermaBen sind pV°™' und p"*' Schranken fiir jedes monetire Risiko-

map. 0

Im weiteren Verlauf dieses Abschnitts nehmen wir wieder an, dass die Klasse
X beziiglich der beiden Operatoren Minimum und Maximum einen Verband
bildet. X, und X7 seien wie oben als Klassen derjenigen Auszahlungsprofile
definiert, die als Limiten von monoton fallenden bzw. monoton wachsenden
Folgen in X darstellbar sind.

Korollar 1.2.9. Es sei p: X — R ein monetdires Risikomaf. Falls p stetig
von oben ist, dann ist seine innere Fortsetzung p, stetig von oben auf X,
d.h., dass pi|x, = ps. Falls p stetig von unten ist, dann ist seine dufSere
Fortsetzung p* stetig von unten auf X7, d. h., dass p*|xo = p°.
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Beweis: Wir zeigen die Behauptung fiir die d&uflere Fortsetzung. Nach Be-
merkung 1.2.8 gilt p7 = (p?)* < p* auf X?. Andererseits haben wir fiir jede
monoton wachsende Folge {X,,} C X, die punktweise gegen ein Auszahlungs-
profil X € X7 konvergiert, dass

pH(X) < inf{p(Xy) [ n € N} = lim p(X,,) = p7(X).

Die Aussage fir die innere Fortsetzung folgt durch Konjugation. O

Gibt es Bedingungen, unter denen die Stetigkeit der inneren oder der dufleren
Fortsetzung in einem gewissen Sinne auf der Klasse aller Auszahlungsprofi-
le garantiert werden kann? Im folgenden Satz fordern wir, dass X beziiglich
Minimum und Maximum die Struktur eines o-Verbands besitzt, d. h., dass X
ein Verband ist derart, dass fir jede abzdhlbare Familie {X,,} C X die Aus-
zahlungsprofile inf X,, und sup X,, ebenfalls in X enthalten sind. Natiirlich
stellt diese Annahme eine starke Einschrénkung dar. Die linearen Raume,
die iiblicherweise fiir die Diskussion von konvexen Risikomaflen verwendet
werden, haben eine solche Struktur nicht. Im néchsten Abschnitt zeigen wir,
wie zu einer vorgegebenen Klasse von Auszahlungsprofilen mit Hilfe des Sus-
linoperators ein zugehoriger o-Verband konstruiert werden kann.

Satz 1.2.10. Es sei p: X — R ein monetires Risikomafl und X besitze die
Struktur eines o-Verbands. Falls p stetig von oben ist, dann ist die dufSere
Fortsetzung p* stetig von oben auf X*. Falls p hingegen stetig von unten ist,
dann ist die innere Fortsetzung p, stetig von unten auf X*.

Beweis: Wir weisen die Stetigkeit von oben fiir die &uflere Fortsetzung
nach. Der andere Fall folgt durch Konjugation. Es sei {X,} C X* eine mo-
noton fallende Folge von Auszahlungsprofilen, die punktweise gegen X € X™*
konvergiert. Die Monotonie liefert

P (Xn) < p"(Xnga) < p"(X),

und wir miissen zeigen, dass lim p*(X,,) = p*(X). Wenn p*(X,,) = +o0 fir
ein n € N oder wenn p*(X) = —oo, dann ist die Behauptung trivial.

Es sei nun p*(X,,) = —oo fiir alle n € N. Zu einem beliebigen Level m € N
wahlen wir Auszahlungsprofile V,, < X,, in X, so dass p(Y,) < —m. Da X
ein o-Verband ist, konnen wir ohne Einschrénkung annehmen, dass {Y,,} eine
monoton fallende Folge von Auszahlungsprofilen ist. Wenn dies nicht der Fall
ist, betrachten wir stattdessen die Auszahlungsprofile

YV =infV,eX

n k>n
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Wir setzen Y = infY,, < inf X,, = X. Wegen der o-Verbandsstruktur ist
Y € X. Aus der Stetigkeit von p folgt

pH(X) < p(Y) = lim p(Y,) < —m.
Da die Abschétzung fiir alle nattrlichen Zahlen gilt, haben wir p*(X) = —oc.

Falls p*(X,) € R fiir alle n > ng, dann wéhlen wir wieder eine monoton
fallende Folge {Y,,} C X, so dass Y,, < X,, und p*(X,,) < p(V,,) < p*(X,) +¢
fir alle n > ng. Dabei sei die Konstante ¢ > 0 fixiert aber beliebig klein.
Auch hier definieren wir Y :=1limY,, € . Es gilt ¥ < X und

p*(X) < p(Y) = lim p(Yy) < lim p*(X,) +e.

Beispiel: ~Wir fixieren einen Level ¢ € [0, +oo] und definieren X als die
Klasse aller Auszahlungsprofile X : {2 — R mit einem beschrankten Werte-
bereich der Form

sup X (w) — inf X(w) <c¢,
weN weh

wobei wir X¢ auch die Abbildungen mit konstantem Wert +oo oder —oo
zuordnen. Durch die Wahl von ¢ = 0 bzw. ¢ = +00 erhalten wir so z. B. die
Raume R und X*. Alle Klassen X bilden einen o-Verband. Ebenso kénnen
diese Beispielklassen unter Messbarkeitsbedingungen definiert werden. &

1.2.2 Regularitat

Im Allgemeinen ist eine Fortsetzung eines konvexen Risikomafles selbst un-
ter zusatzlichen Stetigkeitsbedingungen nicht eindeutig. Deshalb diskutie-
ren wir in diesem Abschnitt Regularitatseigenschaften, die verwendet wer-
den konnen, um spezielle Fortsetzungen zu charakterisieren. Es sei X ei-
ne beliebige Klasse von Auszahlungsprofilen, die wie tiblich der Bedingung
R C X = X + R gentigen soll. Wir betrachten ein monetéres Risikomafl
p: X — R sowie eine weitere Klasse H C X, die ebenfalls die konstan-
ten Auszahlungsprofile enthalten und stabil beziiglich der Addition reeller
Konstanten sein soll. Nach Satz 1.2.4 liefert die Fortsetzungsmethode durch
innere und duflere Approximation Abschatzungen fiir p auf X. Es gilt

(Plr)x < p < (pln)",

und dies motiviert die folgende Definition.
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Definition 1.2.11. Das monetdre Risikomafl p heif$t von innen H-regular
in X € X, falls (p|n)«(X) = p(X). Es heifit von aulen H-regulér in X € X,

falls p(X) = (plw)*(X).

Bemerkung 1.2.12. Es seien p : X — R ein monetires Risikomaf und p
das konjugierte Funktional auf X := —X, definiert wie in Bemerkung 1.1.6.
Wir wissen, dass auch die zugehdérigen inneren und dufleren Fortsetzungen
konjugiert zueinander sind. Es gelten die Bezichungen (p.) = (p)* und (p*) =
(P)x. Das bedeutet, dass p in X € X genau dann H-reguldr von innen (auflen)
ist, wenn p in —X € X von aufen (innen) H-reguldr ist, wobei H = —H.

Die Eigenschaft der Regularitat von monetaren Risikomaflen ist eng mit der
Eigenschaft der Kapazitabilitdt verbunden, welche von Choquet fiir Mengen-
funktionen untersucht wurde. Seine Ideen kénnen jedoch auch auf Abbildun-
gen auf Funktionen verallgemeinert werden, deshalb werden wir zunéachst die
Resultate seines Artikels ,,Forme abstraite du théoréme de capacitabilité, [8],
in einer Version fir funktionale Kapazititen darstellen. AnschlieBend tiber-
tragen wir sie auf monetare Risikomafle.

Das Kapazitabilitatstheorem

Wir betrachten Klassen ‘H und & von Auszahlungsprofilen mit R C 'H C X.
Auflerdem nehmen wir an, dass beide einen Verband beziiglich der Opera-

toren Minimum und Maximum bilden. Es gelte fiir jede abzahlbare Familie
{H,} € H und alle ny € N:

max H, € H sowie inI{] H, €¢H.
ne

n<ng

Definition 1.2.13. Eine Abbildung I : X — R heifst H-Kapazitét, falls sie
die folgenden Bedingungen erfillt:

o [(X)<I(Y) firalle X,Y € X mit X <Y,
e [(m) < 4oo fiir alle m € R,
o [ ist stetig von unten auf X und stetig von oben auf H.
Ein Auszahlungsprofil X € X heifst kapazitabel beziiglich einer H-Kapazitdt

I, wenn
I(X)=sup{l(H) | X > H € H}.
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Das Kapazitabilitatstheorem besagt, dass fiir eine H-Kapazitit die zugeho-
rigen H-Borelfunktionen und sogar die H-Suslinfunktionen kapazitabel sind.
Klaren wir also zuerst, was unter diesen beiden Funktionentypen zu verstehen
ist. Die Klasse BOR(H) aller H-Borelfunktionen ist definiert als der kleinste
o-Verband von Auszahlungsprofilen, der die Menge H umfasst. Im Allge-
meinen kann BOR(H) nicht ohne weiteres charakterisiert oder konstruiert
werden, jedoch ist diese Klasse in der Klasse aller H-Suslinfunktionen ent-
halten, welche folgendermaflen definiert sind.

Mit &; bezeichnen wir die Menge aller endlichen natiirlichen Folgen s =
{s1,...,8,} mit s; € N fiir alle i < n € N. Weiter sei S die Menge aller
natiirlichen Folgen 0 = {0;} € NY. Nun betrachten wir zwei Relationen.
Wir schreiben s < 5 oder auch s < o, wobei 5,5 € Sy und 0 € S, wenn
die ersten n = |s| Eintragungen von s bzw. von ¢ durch s gegeben sind.
Dabei bezeichne |- | die Lange einer endlichen Sequenz. Wir schreiben s < s,
wenn fur alle i < n = |s| = |5] gilt s; < §;. In diesem Sinne ist auch
o < ¢ gemeint. Schliefllich verwenden wir fiir eine nattrliche Folge 0 € S
die Notation o|n € Sy, wenn die Anfangssequenz {oy,...,0,} der Linge n
gemeint ist.

Unter einem H-System A : Sy — H verstehen wir eine Abbildung s — H,
die im folgenden Sinne monoton ist:

s<s§ = H,>H,

Jedes H-System A kann auf die Menge S der natiirlichen Folgen erweitert
werden. Wir setzen fiir alle 0 € S

H, := inf H,,
neN
und definieren
H(A) :=sup H,. (1.16)
o€eS

Ein so konstruiertes Auszahlungsprofil H(A) nennen wir eine H-Suslinfunk-
tion. Wir bezeichnen mit SUS(H) die Klasse aller auf diese Weise erzeugten
Funktionen.

Lemma 1.2.14. Fir die Klasse aller H-Suslinfunktionen gilt die Bedingung
SUS(SUS(H)) = SUS(H). Insbesondere ist SUS(H) ein o-Verband, d. h.,
dass BOR(H) C SUS(H).

Einen Beweis dieser Aussagen fiir Suslinmengen findet man in [32], Theorem
2.3.1. Fiir Suslinfunktionen in unserem Setting ist der Beweis analog. Man
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tauscht lediglich die Operatoren und benutzt V statt U und A statt N. Der
Vollstéandigkeit halber zeigen wir nun noch ein Distributivgesetz, das wir
unten im Beweis des Kapazitabilitatstheorems verwenden werden.

Lemma 1.2.15. Es sei s € Sy — Hy € 'H ein H-System. Es gilt:

sup H, = inf sup Hy,, VoeS.

<o neN o<z

Beweis: Fiir jede natiirliche Folge o < & gilt offenbar

H, = inf H,p, < inf sup H,p,
neN neN o/<g

und auf der linken Seite kénnen wir zum Supremum {iibergehen, ohne dass
dadurch die Ungleichung verletzt wird.

Die andere Richtung beweisen wir fiir ein beliebiges aber fixiertes Szenario
w € Q. Fiir alle n € N enthélt die Familie {H,,|0c < ¢} nur endlich viele
Elemente. Somit gibt es jeweils eine Folge ¢ < ¢ mit

Honjp(w) = max Hypn(w).
Wir werden eine Teilfolge {n;} und ein o* < & konstruieren mit ¢ |m =
o*|m fir alle £ > m. Aus der Monotonie eines H-System folgt dann

inf Hynp(w) = kn>1f H g, (w) < klgf Heoni (W) = Hosjm (),

neN

und damit ist
inf sup H,pp(w) < Hox(w).

neN <o

Wir nehmen an, dass fiir den Index m € N bereits eine Teilfolge {n]'}, C N
und ein m-Tupel {o7,..., 0%} < d|m konstruiert wurden, so dass

o™ |\m = {o},...,05}

fiir alle k € N. Es gibt dann eine weitere Teilfolge {n}"™*} C {n"} und eine
nattirliche Zahl o3, | < 6,,41 < 00 mit

nm+1

Wir setzen o7y, als néchsten Eintrag von o* und fahren so fort. O
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Das Kapazitabilitatstheorem besagt, dass fiir eine H-Kapazitéit auf der Klas-
se X* aller Auszahlungsprofile jede H-Suslinfunktion kapazitabel ist. Da wir
funktionale Kapazitaten auch auf Teilklassen von X* betrachten, gilt die
Aussage in der folgenden Version des Kapazitabilitdtstheorems nur unter der
Zusatzbedingung (1.17).

Theorem 1.2.16. Gegeben sei eine H-Kapazitit I : X — R. Eine H-

Suslinfunktion
X =supH,eX
cEeS
ist kapazitabel beziiglich I, wenn fir das zugehdrige erzeugende H-System

s €S8y — Hy € H gilt:
supH, e X VseSy. (1.17)

s<o

Beweis: Es sei X € X eine H-Suslinfunktion, darstellbar wie oben durch
ein ‘H-System s € Sy — H, € H, welches der Bedingung (1.17) geniigt.
Wir nehmen zunéchst an, dass X nach oben durch eine Konstante K > 0
beschrankt ist. Das zugehorige H-System kann dann so gewéhlt werden, dass
es ebenfalls durch K beschrankt ist. Wegen der Monotonie von I haben wir
I(X) < +oo. Wir miissen zeigen, dass es zu jedem ¢ > 0 ein H € H gibt mit
H<Xund I(H) > I(X) —e.

Fiir eine endliche Folge s € Sy fithren wir die folgenden Bezeichnungen ein:

X, =sup inf Hy, € X

s<o neN

und
Y, = max X;e X,

Es sei ¢ > 0 beliebig klein und fixiert. Wir konstruieren eine natiirliche Folge
o* € § derart, dass fiir die zugehorigen Anfangssequenzen gilt, dass die Folge
{Y5+jn} monoton fallend in n € N ist, nach oben durch X beschrankt und
mit

I(Youn) > I1(X)—e VneN.
Wir setzen Yj+o := X. Sind die ersten n € N Folgenglieder von o* bereits
konstruiert, dann betrachten wir

Yhﬁ ..... ok ,m) ::gégg ;gﬁﬁ;)(@ky
wobei (s, k) € Sf die endliche Folge der Lange |s|+1 bezeichnet, deren Anfang
durch s gegeben ist und die k£ als letzten Eintrag besitzt. Die Folge von
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Funktionen ist monoton wachsend und konvergiert fiir m — oo punktweise
gegen Y(yr  o+y. Wegen der Stetigkeit von unten auf X gibt es einen Index
0,1 €N, so dass

[(Ypenir) > 1(Youp) — 27;.
Das bedeutet, dass
n+1
I(Yornr1) = 1(X) + > (I (Yorip) = I(Voupo1)) > 1(X) — <.
k=1

Wir fahren so fort und erhalten die gewtinschte Folge o* € S.

Fiir eine endliche natiirliche Folge s € &¢ definieren wir nun

Zs :=max H; € 'H.

5<s
Wegen der Monotonie eines H-Systems gilt

Xy <supmin Hyp, = sup Hyjs) = Hy < Z
s<o

s<o n<|s|

und
Y, <max Z; = Z,.
5<s

Die Monotonie von I liefert I(Z,+,) > I(X) — e. AuBerdem haben wir

Za'*\n+1 < SS%{%;;J Hs|n — Log*|n-
Da ‘H stabil ist beziiglich der Bildung des Infimums iiber eine abzihlbare
Familie, ist auch die Grenzfunktion H := inf, ey Zy+), in der Menge H ent-
halten. Aufgrund der Stetigkeit von oben auf H gilt I(H) > I(X) —¢, d.h.,
dass nur noch H < X zu zeigen bleibt. Dies folgt sofort aus Lemma 1.2.15,
denn
H = inf sup Hgy), = sup H, < X.

neN o<o* o<o*

Ist X € SUS(H) nach oben unbeschrinkt, so ist X = limg ... X A K.
Aus der Stetigkeit von unten auf X folgt I(X) = limg o [(X A K). Gilt
I(X) < 400, dann finden wir fir jedes € > 0 eine Konstante K > 0 und ein
geeignetes H € H mit H < X A K und

[(H)> (X AK) — % > I(X) —e.

Der Fall I(X) = +oo ist analog. Also ist X kapazitabel beziiglich I. 0
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Monetare Risikomafle als funktionale Kapazitaten

Befassen wir uns wieder mit dem Problem der Regularitit von monetéren
Risikomaflen. Wie zu Beginn dieses Abschnitts seien H C X zwei Klassen
von Auszahlungsprofilen, die die konstanten reellwertigen Auszahlungsprofile
enthalten und stabil beziiglich der Addition von Konstanten sind. Des Wei-
teren nehmen wir an, dass beide einen Verband beziiglich der Operatoren
Minimum und Maximum bilden.

Ein monetéres Risikomafl p : X — R erzeugt durch I(X) := —p(X) und
I[(X) := p(—X), X € X, zwei monotone Abbildungen, die unter geeigneten
Voraussetzungen im Sinne von Definition 1.2.13 als funktionale Kapazitéten
beziiglich H bzw. H := —H aufgefasst werden konnen.

Korollar 1.2.17. Es seip : X — R ein monetdres Risikomaf, das stetig von
unten auf X und stetig von oben auf H ist. Gilt fir jede abzdihlbare Familie
{H,} CH, dass

inf H, € H,

neN

und ist X € X eine wie (1.16) definierte H-Suslinfunktion, so dass das
erzeugende H-System die Bedingung (1.17) erfillt, dann ist p von aufen
H-requldr in X.

Beweis: Unter den gegeben Voraussetzungen des Korollars ist die Abbildung
I:X — R mit
I(X):=—pX) VXe&X

eine H-Kapazitiat. Nach dem Kapazitabilitatstheorem 1.2.16 gilt
I(X)=sup{l(H) | X > H e H}

und somit

p(X) =inf{p(H) | X > H € H} = (pl2)"(X).

Nach Bemerkung 1.2.12 ist die Eigenschaft der inneren H-Regularitéit eines
monetiren RisikomafBes p auf der Klasse X' gleichbedeutend mit duBerer H-
Regularitit des konjugierten RisikomafBes p auf X := —X, wobei H := —H.
Daraus erhalten wir das folgende Resultat.

Korollar 1.2.18. Es seip : X — R ein monetdres Risikomaf, das stetig von
oben auf X und stetig von unten auf H ist. Gilt fir jede abzdihlbare Familie
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{H,} CH, dass

sup H,, € H,

neN
und ist X € X derart, dass —X eine wie in (1.16) definierte H-Suslinfunk-
tion ist und das erzeugende H-System die Bedingung (1.17) erfiillt, dann ist
p von innen H-reqular in X.

Regularitat und Eindeutigkeit einer Fortsetzung

Bevor wir die Diskussion zur Regularitat in diesem allgemeinen Rahmen
beenden, befassen wir uns kurz mit dem Problem der Eindeutigkeit einer
Fortsetzung. Es sei X eine geeignete Klasse von Auszahlungsprofilen und
p: X — R ein monetires RisikomafB. Da p auf verschiedene Arten fortgesetzt
werden kann, ist es natturlich von Interesse, auf welcher Klasse eine Fort-
setzung eindeutig ist. Die Methode der inneren und &ufleren Approximation
liefert eine untere bzw. eine obere Schranke. Demnach ist eine Fortsetzung
von p genau dann eindeutig in X € A*, wenn

In einem solchen Auszahlungsprofil X ist die auflere Fortsetzung p* von innen
X-regular und die innere Fortsetzung p, von aulen X'-regular. Unter der star-
ken Bedingung aus Satz 1.2.10, dass die Klasse & beziiglich der Operatoren
Minimum und Maximum einen o-Verband bildet, konnen wir die Ergebnisse
der beiden vorherigen Korollare kombinieren.

Korollar 1.2.19. Es sei p : X — R ein monetires Risikomaf auf einer
Klasse X von Auszahlungsprofilen, die die Struktur eines o-Verbands besitzt.
Falls p stetig von oben und stetig von unten auf X ist, so existiert eine ein-
deutige Fortsetzung von p auf der Menge

SUS(X) N (=SUS(—-X))
aller Auszahlungsprofil X € X*, die darstellbar sind in der Form

X = inf X, =supY,

oceS oc€ES

mit X,,Y, € X fir alle natirlichen Folgen o € S.
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Beweis: Nach Satz 1.2.10 ist die innere Fortsetzung p, ist stetig von unten
auf der Klasse aller Auszahlungsprofile, und die duflere Fortsetzung p* stetig
von oben. Nach Korollar 1.2.17 ist jedes X € SUS(X) von auflen X-regular
beztiglich p,. Nach Korollar 1.2.18 ist jedes X € (—SUS(—X)) von innen
X-regular beztglich p*. O

1.2.3 Fortsetzung unter topologischen Voraussetzun-
gen

Wir fithren nun die Diskussion der Fortsetzbarkeit von konvexen Risikomaflen
unter der Bedingung fort, dass die zugrunde liegende Menge der zuktinfti-
gen Szenarien durch einen topologischen Raum gegeben ist. Genauer gesagt,
nehmen wir an, dass {2 ein separabler, metrisierbarer und lokal kompakter
Raum ist. Mit F bezeichnen wir die zugehorige o-Algebra der Borelmengen.

Unser Ziel ist es, geeignete Kriterien zu finden, unter denen ein konvexes
Risikomafl auf dem linearen Raum C, := Cp(2) der beschréankten und steti-
gen Auszahlungsprofile unter gewissen Stetigkeitsbedingungen eindeutig auf
den linearen Raum B := B(2, F) aller beschrénkten und messbaren Auszah-
lungsprofile fortgesetzt werden kann. Solche Kriterien formulieren wir un-
ter der Voraussetzung von Regularitatseigenschaften beziiglich der konvexen
Mengen Uy, = Up(Q2) und L, = L£,(2) aller beschrankten oberhalb- bzw.
unterhalbstetigen reellen Funktionen.

Wiéhrend unseren Untersuchungen orientieren wir uns an der entsprechenden
Diskussion zur Fortsetzung von funktionalen Kapazitiaten auf topologischen
Réaumen. Man vergleiche dazu [9]. Wir erinnern daran, dass unter geeigne-
ten Stetigkeitsbedingungen jedes monetére Risikomafl auf zwei verschiedene
Weisen als eine funktionale Kapazitat aufgefasst werden kann.

Auflerdem verwenden wir Charakterisierungen von konvexen Risikomaflen
von [28], notwendige und hinreichende Bedingungen fiir die Existenz ei-
ner robusten Darstellung beziiglich einer Penalty-Funktion auf der Menge
My = M;(Q, F) aller WahrscheinlichkeitsmaBe. In unserer Notation lassen
sich diese als Regularitdats- und Stetigkeitseigenschaften formulieren. Man
vergleiche dazu den Satz 1.2.26.

Bemerkung 1.2.20. Auf einem separablen, metrisierbaren und lokal kom-
pakten Raum ) ist jede beschrdnkte oberhalbstetige Funktion als Limes einer
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monoton fallenden Folge von stetigen Funktionen darstellbar, d. h., es gilt
U, C C,.

Eine Funktion X ist genau dann oberhalbstetig, wenn —X unterhalbstetig ist.
Das bedeutet, dass jede beschrinkte unterhalbstetige Funktion als Limes einer
monoton wachsenden Folge von stetigen Funktionen darstellbar ist, d. h., dass

Ly,=-U,C—-C,=C".

Beweise dieser Charakterisierungen von Ober- und Unterhalbstetigkeit findet
man z. B. in [14], Satz 12.7.8.

Konvexe Risikomafle auf C,

Betrachten wir ein konvexes Risikoma8 p : C, — R. Der folgende Satz von [21]
besagt, dass p eine robuste Darstellung durch eine Penalty-Funktion auf der
Menge M aller o-additiven Wahrscheinlichkeitsmafle besitzt, falls es stetig
von unten ist. Da die Klasse der beschrankten und stetigen Funktionen einen
linearen Raum bildet, geniigt es nach Lemma 1.1.8 zu fordern, dass p stetig
von unten in 0 ist, und in diesem Fall ist das konvexe Risikomafl auch stetig
von oben auf Cp.

Satz 1.2.21. Es sei p : C, — R ein konvexes Risikomaf. Falls p stetig von
unten ist, dann erlaubt es eine robuste Darstellung beziglich einer Penalty-
Funktion o auf My, d. h., dass

p(X) = max{Eq(—X) —a(Q) | Q e My} YV X €Cp. (1.18)

Beweis: Wir kénnen p beliebig zu einem konvexen Risikomafl p* : B — R
fortsetzen, beispielsweise mit Hilfe der Methode durch aufleren Approxima-
tion. Nach Theorem 1.1.7 erlaubt p* eine robuste Darstellung beziiglich seiner
minimalen Penalty-Funktion o ; auf M;;. AuBlerdem erfiillt es alle Voraus-
setzungen der Proposition 4.25 in [21]. Demzufolge erlaubt p*|c, = p auf C,
eine robuste Darstellung (1.18) durch die Penalty-Funktion mit

a(Q) = inf{al,;,(Q) | Q" € Myy mit Eq(-) = Eg(-) auf G} ¥V Q € M.

O
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Bemerkung 1.2.22. Fulls €2 ein kompakter metrischer Raum ist, dann ist
jede stetige Funktion auch beschrdnkt, d. h., es ist C, = C. Auflerdem ist jedes
monetdre Risikomafs auf diesem Raum stetig von unten und stetig von oben.
Konvergiert namlich eine monoton wachsende oder monoton fallende Folge
{X,} C C punktweise gegen eine stetige Funktion X € C, dann erfolgt die
Konvergenz nach dem Lemma von Dini sogar gleichmdflig. Die Lipschitz-
Stetigkeit von p beziiglich der Supremumsnorm liefert
Jim [p(X,) — p(X)] < lim |[X, — Xl = 0.

Insbesondere besitzt jedes konvexe Risikomafs auf C eine robuste Darstellung
(1.18).

Im Folgenden analysieren und vergleichen wir zwei mogliche Fortsetzungen
eines konvexen Risikomafles p : C, — R, die von innen L,-regulér bzw. von
auen U,-regular sind. Kurz zusammengefasst handelt es sich dabei um die
Funktionale

(P"ley)e - und (puleg )" (1.19)

Links setzen wir p zuerst durch &uflere Approximation von C, nach L, fort
und anschlieBend durch innere Approximation von £, nach B. Rechts ist die
Vorgehensweise umgekehrt. Wir setzen p durch innere Approximation von
Cp nach U, fort und dann durch auflere Approximation von U, nach B. Wir
zeigen, dass beide Methoden in gewissem Sinne kanonische Fortsetzungen von
p erzeugen, da Stetigkeitseigenschaften und auch eine robuste Darstellung
unter geeigneten Voraussetzungen erhalten bleiben.

Zunéchst betrachten wir jeden Approximationsschritt separat. Wir wissen
bereits aus der allgemeinen Diskussion, dass bei der Fortsetzungsmethode
durch innere Approximation zusitzliche Bedingungen angenommen werden
missen, die die Konvexitat des erzeugten monetéren Risikomafles garantie-
ren. Bei einer Fortsetzung durch duflere Approximation wird die Konvexitét
stets iibertragen, jedoch kann unter Umstédnden eine robuste Darstellung
verloren gehen.

Fortsetzung nach £, durch Cy,-duflere Approximation
Satz 1.2.23. Es sei p : C, — R ein konvezres Risikomafs.

(i) Die durch
pe,(X) =inf{p(Y) | X >Y €C} VX €L,
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definierte Fortsetzung pe, : Ly — R ist ein konvezes Risikomaf.

(i1) Falls p stetig von unten ist, dann ist auch pr, stetig von unten, und
mit dieser Eigenschaft ist die Fortsetzung von p auf L, eindeutig.

(777) Das konveze Risikomaf pr, besitzt genau dann eine robuste Darstellung
beziiglich einer Penalty-Funktion o auf My, d. h.,

pr, (X) =sup{Eqg(—X) —a(Q) | Q e M1} V X €Ly, (1.20)

wenn p beziiglich o wie in (1.18) robust darstellbar ist, so dass fir alle

X € Ly gilt:
sip inf {Eq(-Y)—a(@} = inf sup {Eo(—V) - a(Q)}
QeM; X>Ye(, X>YeC, QeM;

(1.21)
In diesem Fall ist pz, stetig von oben auf Ly.

Beweis: Die Aussage (i) folgt direkt aus Satz 1.2.4, da p,, als duBere Fort-
setzung von p definiert ist. Nach Bemerkung 1.2.20 ist £, enthalten in der
Menge (Cp)?, welche alle Limiten von monoton wachsenden Folgen in C, um-
fasst. Nach Korollar 1.2.9 stimmt die durch duflere Approximation erzeugte
Fortsetzung auf dieser Menge mit der durch monotone Approximation er-
zeugten Fortsetzung iiberein. Das bedeutet, dass p,, stetig von unten ist und
mit dieser Eigenschaft auch eindeutig auf Ly.

Das konvexe Risikomafl p,, besitzt genau dann eine robuste Darstellung
durch eine Penalty-Funktion o auf M, wenn fiir alle X € £, einerseits
p(X) = sup {Eq(-=X) —a(Q)}
QeM,

= sup inf {Eo(=Y)—a(Q)}
QeMi X>YeC,

und andererseits

p(X) = inf p(Y)
X>Yeq,

= inf sup {Eq(=Y) —a(Q)}
X>YeC, QeM;

gilt. Das bedeutet, dass die Penalty-Funktion « die Bedingung (1.21) erfiil-
len muss. Dabei haben wir fiir jedes Wahrscheinlichkeitsmafl ) € M; die
folgende Regularitatseigenschaft des Erwartungswertes verwendet:

EQ(—X) = inf EQ(—Y) VXe £b-

X>YeC,
Diese gilt nach Korollar 1.2.9. a
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Fortsetzung nach U, durch C,-innere Approximation
Satz 1.2.24. Es sei p : C, — R ein konvezres Risikomafs.

(i) Die durch
pu,(X) =sup{p(Y) | X <Y €C} VX el,
definierte Fortsetzung py, : Uy — R ist ein monetdres Risikomays.

(ii) Falls p stetig von oben ist, dann ist py, ein konveres Risikomaf§ und
stetig von oben. Auferdem ist die Fortsetzung mit dieser Stetigkeitsei-
genschaft eindeutig auf U,

(117) Erlaubt p eine robuste Darstellung auf My wie in (1.18) beziglich einer
Penalty-Funktion o, dann ist py, ebenfalls beziiglich o robust darstell-
bar, d. h.,

Pu,(X) = sup{Eq(—X) —a(Q) | Q € M1} V X €Uy,

Beweis: Nach Satz 1.2.4 ist die durch innere Approximation definierte Fort-
setzung ein monetéres Risikomafl auf U,. Falls p stetig von oben ist, dann
stimmen nach Korollar 1.2.9 und wegen U, C (Cp), die innere Fortsetzung
und das durch monotone Approximation erzeugte konvexe Risikomaf} tiber-
ein. Das bedeutet, dass py, ebenfalls konvex ist und die einzige von oben
stetige Fortsetzung von p auf U,.

Nun nehmen wir an, dass eine Penalty-Funktion a auf M existiert, die eine
robuste Darstellung fir p wie in (1.18) liefert. Fiir alle X € U, erhalten wir

pu,(X) = sup p(Y)
X<Y€C,

= sup sup {Eg(—Y)—a(Q)}
X<YeC, QeMy

= sup sup {Eg(—Y)—«a(Q)}
QeMy X<Y€eC

= sup {Eg(—X) — a(Q)},
QEM;

denn fiir jedes Wahrscheinlichkeitsmafl @) € M, gilt nach Korollar 1.2.9

EQ<—X) = Sup EQ(—Y) vV X EL{b.

X<YeCy
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Fortsetzung nach B durch L;-innere Approximation

Satz 1.2.25. Es sei pg, 1 Ly — R ein konvezes Risikomaf.

(i) Die durch
pp(X) =sup{p,,(Y) | X <Y e Ly} VXeB,
definierte Fortsetzung pp : B — R ist ein monetdres Risikomafs.

(i1) Falls pr, eine robuste Darstellung (1.20) beziiglich einer Penalty-Funk-
tion o auf My besitzt, dann ist pg ein konvexes Risikomafs auf B. In
diesem Full erlaubt auch pg eine robuste Darstellung beziglich o, d. h.,

pe(X) =sup{Eg(—X) —a(Q) | Q e M1} V X € B,

und es ist das einzige konvexe Risikomaf auf B, das pz, auf B fortsetzt
und eine robuste Darstellung beziiglich einer Penalty-Funktion auf M
besitzt.

(1ii) Falls pg, stetig von unten ist auf Ly, dann ist die Konvezitit von pg
dquivalent zur Existenz einer Penalty-Funktion o auf My, die pg,|e,
robust darstellt und die Bedingung (1.21) erfullt.

Beweis: Die Aussage (i) folgt wieder aus Satz 1.2.4. Wir zeigen Teil (ii)
und nehmen an, dass p., eine robuste Darstellung beztiglich einer Penalty-
Funktion « auf M besitzt. Dann gilt fiir alle X € B

ps(X) = sup pg, (V)
X<YeL,

= sup sup {Eg(—Y)—a(Q)}
X<YeL, QeM;y

= sup sup {Eq(—=Y) —a(Q)}
QeMy X<YeL,

= sup {Eg(—X) — a(Q)},
QeEM

denn fiir jedes Wahrscheinlichkeitsmafl () € M; haben wir

EQ(—X) = Sup EQ(—Y) VX eB.

X<YeLy

Diese Gleichheit erhélt man zunéchst fiir einfache Funktionen, da

Q(B) =inf{Q(A) | BC A, A€ F offen} V Be F,
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und weil die Indikatorfunktion einer offenen Menge unterhalbstetig ist. Die
Darstellung iibertragt man dann fiir beliebige beschrénkte und messbare
Funktionen durch Approximation von oben durch einfache Funktionen mit
Hilfe der Stetigkeit des Erwartungswertes.

Nach Satz 1.2.26 (i) ist jedes konvexe Risikomafl auf B, das eine robuste Dar-
stellung beziiglich einer Penalty-Funktion auf M; erlaubt, von innen regulér
beztiglich L. Dies impliziert die Eindeutigkeit der Fortsetzung.

Die Behauptung (iii) folgt aus Satz 1.2.26 (ii). Ein konvexes Risikomafl auf
B, das von innen L,-regular ist und auf £, stetig von unten, besitzt eine
robuste Darstellung durch eine Penalty-Funktion auf M. Diese leistet das
Gewtinschte. Die umgekehrte Richtung hatten wir bereits bewiesen. O

Die Ergebnisse des folgenden Satzes von [28], vgl. dort Proposition 3.4 und
Theorem 3.5, haben wir im Beweis oben verwendet, um die Eindeutigkeit der
Fortsetzung zu zeigen.

Satz 1.2.26. Es sei pg : B — R ein konvezres Risikomafl. Dann gilt:

(i) Falls pg eine robuste Darstellung beziglich einer Penalty-Funktion auf
M, besitzt, dann ist pg von innen Ly-requldr, d. h., dass pg = (p5lc, )s-

(ii) Falls pg von innen Ly-requldr ist und stetig von unten auf Ly, so besitzt
pp eine robuste Darstellung beziiglich einer Penalty-Funktion auf M.

Fortsetzung nach B durch U,-duflere Approximation

Satz 1.2.27. Es sei py, : U, — R ein konvezes Risikomaf.

(i) Die durch
p(X) =inf{p, (V)| X >Y elh} VX eB,
definierte Fortsetzung pp : B — R ist ein konvezes Risikomaf.

(ii) Zusdtzlich gelte fir alle Konstanten K > 1 und jede absteigende Folge
{A,} C F von offenen Mengen mit NA, = 0, dass

lim py, (—K1y,) = 0. (1.22)
Dann ist das konvexe Risikomafl pp stetig von unten auf B. AufSerdem

ist es das einzige konvexe Risikomaf$, das py, auf B fortsetzt und stetig
von unten st.
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Beweis: Der erste Teil des Satzes folgt direkt aus Satz 1.2.4, da durch
die Methode der duflere Approximation ein Risikomaf erzeugt wird und die
Konvexitéat des urspriinglichen Risikomafles erhalten bleibt. Das konvexe Ri-
sikomafl pp ist genau dann stetig von unten, wenn es von unten stetig in 0
ist. Unter den topologischen Voraussetzungen dieses Abschnitts ist Stetigkeit
von unten sogar dquivalent zur obigen Bedingung (1.22), vgl. [28], Theorem
3.2.

Ein konvexes Risikomaf, das stetig von unten ist, besitzt nach Theorem 1.1.9
eine robuste Darstellung durch eine Penalty-Funktion auf M. Auflerdem ist
es nach Satz 1.2.26 (i) Ly-regular von innen. Nach Satz 1.2.25 (ii) ist pg
eindeutig. O

Vergleich beider Fortsetzungsmethoden

Wir fassen nun die Ergebnisse der obigen Sétze zusammen, um die beiden in
(1.19) beschriebenen Fortsetzungsmethoden unter Regularitatsbedingungen
zu vergleichen.

Korollar 1.2.28. Es sei p: C, — R ein konvexes Risikomafl und stetig von
unten.

(i) Die Fortsetzung (p*|c,)« ist genau dann ein konvezes Risikomaf auf
B, stetig von unten auf Ly und stetig von oben auf B, wenn p eine
robuste Darstellung beziiglich einer Penalty-Funktion o erlaubt, die der
Bedingung (1.21) gendigt. In diesem Fall gilt:

(7]2,)+(X) = sup{Eq(—=X) —a(Q) | @ € M1} V X € B,
und die Fortsetzung (p*|z, )« ist eindeutig im Sinne von Satz 1.2.25 (ii).

(i1) Die Fortsetzung (ps«|u,)* ist genau dann ein konvexes Risikomafs auf B
und stetig von unten, wenn pyly, die Bedingung (1.22) erfillt. Insbe-
sondere ist diese Fortsetzung von innen Ly-reguldr und stetig von unten
auf Ly, d. h., dass

(Pelea,)” = (0"],)+-
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Regulire Fortsetzungen von C, nach L

Die Diskussion der Fortsetzbarkeit von p : C, — R kann vereinfacht werden,
wenn wir annehmen, dass es ein Referenzmafl P € M, auf (2, F) gibt, so
dass das konvexe Risikomaf} fiir alle stetigen Auszahlungsprofile X,Y € C,
die Bedingung erfiillt:

X=Y PAfs. = pX)=pY). (1.23)

Unter diesen Voraussetzungen bietet sich eine Fortsetzung von der Klasse C,
auf den linearen Raum L := L*>°(Q, F, P) der messbaren und P-fast sicher
beschrankten Zufallsvariablen an. Das heifit, wir behalten das Referenzmaf
bei. Dadurch kénnen wir die Regularititseigenschaften des Wahrscheinlich-
keitsmafles P beziiglich der Mengen aller ober- bzw. unterhalbstetigen Funk-
tionen ausnutzen, welche das folgende Lemma beschreibt.

Lemma 1.2.29. FEs sei X € L™ ein beliebiges Auszahlungsprofil.

(i) Es gibt eine monoton fallende Folge {X,} C Ly, von unterhalbstetigen
Funktionen, so dass X = lim X,, P-fast sicher.

(ii) Es gibt eine monoton wachsende Folge { X, } C Uy von oberhalbstetigen
Funktionen, so dass X = lim X,, P-fast sicher.

Beweis: Ein Wahrscheinlichkeitsmafl P auf (€2, F) ist regulér im folgenden
Sinne. Fir jede Borelmenge B € F gilt

P(B) = sup{P(A) | AC B, A€ F abgeschlossen}
inf{P(A) | BC A, A€ F offen}.

Die Indikatorfunktion I, eines Ereignisses A € F ist genau dann oberhalb-
stetig, wenn A abgeschlossen ist. Umgekehrt ist T4 genau dann unterhalb-
stetig, wenn A offen ist. Das bedeutet, dass jede Treppenfunktion im P-
fast sicheren Sinne von oben durch eine fallende Folge von unterhalbstetigen
Funktionen sowie von unten durch eine wachsende Folge von oberhalbstetigen
Funktionen approximiert werden kann. Fiir allgemeine Auszahlungsprofile
erhalten wir die Aussagen durch Approximation von oben und unten durch
einfache Funktionen. O

Alle bisher untersuchten Fortsetzungsmethoden besitzen eine Variante in Be-
zug auf eine P-fast sichere Approximation, und die Resultate der Satze 1.2.2
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und 1.2.4 sowie des Korollars 1.2.9 gelten in entsprechender Weise. Es sei
dem interessierten Leser iiberlassen, die Beweise zu iibertragen. Nach Lemma
1.2.29 kann jede P-fast sichere Approximation von innen durch unterhalb-
stetige Funktionen als eine monoton fallende und P-fast sicher punktweise
Approximation aufgefasst werden. Ebenso kann eine P-fast sichere Approxi-
mation von aulen durch oberhalbstetige Funktion als eine monoton wach-
sende und P-fast sicher punktweise Approximation angesehen werden. Damit
erhalten wir folgendes Resultat.

Korollar 1.2.30. Es sei p: C, — R ein konvexes Risikomafs, das stetig von
unten ist und der Bedingung (1.23) geniigt.

(i) Die durch

(P2 )w.p(X) == sup inf  p(2) VXel™
X<YeLyP-f.s. Y>ZeC,P-L.s.

definierte Fortsetzung von p ist ein monetares RisikomafS auf L™ und
stetig von unten auf Ly. (p*"|z, ) r ist genau dann ein konvexes Risi-
komaf und stetig von oben auf L, wenn p*"|z, auf Ly stetig von oben
ist. In diesem Fall besitzt (p*"|z,)«p €ine robuste Darstellung durch
eine Penalty-Funktion auf My(P).

(ii) Die durch

(pr.rleg,) " (X) = inf sup  p(Z) VXelL™
X>YeU,P-f.s. Y<SZeCyP-f.s.

definierte Fortsetzung von p ist ein konveres Risikomafl auf L™ und
stetig von oben auf Uy. (ps.pluy, )" ist genau dann stetig von unten auf
L, wenn py plu, die Stetigkeitsbedingung (1.22) erfillt. In diesem Fall
qilt

(Paplen)™" = (07", ) .-



Kapitel 2

Bedingte konvexe Risikomafle

Der Ubergang zu einem statischen und bedingten Modell stellt die nichste
konzeptionelle Erweiterung der Theorie der konvexen Risikomafle dar. Die
Bewertung des Verlustrisikos von Finanzanlagen erfolgt nun auch in Ab-
héngigkeit von der zum Bewertungszeitpunkt zur Verfliigung stehenden In-
formation. Jedem Auszahlungsprofil wird eine Zufallsvariable zugeordnet, die
wie zuvor als Hohe einer aus Sicht der zustdndigen Aufsichtsbehorde erfor-
derlichen Riicklage interpretiert werden soll. Erste Untersuchungen zur Dar-
stellung von bedingten konvexen Risikomaflen fithrten Detlefsen & Scandolo
[13] durch.

Das Kapitel 2 ist wie folgt gegliedert. Im ersten Teil diskutieren wir die
Eigenschaften von bedingten konvexen Risikomaflen und die verschiedenen
Moglichkeiten ihrer Darstellung. Wir gehen dabei analog zur unbedingten
Situation vor. Im Abschnitt 2.1.1 erkldren wir den Zusammenhang zwischen
bedingten konvexen Risikomaflen und ihren Akzeptanzmengen. Im Abschnitt
2.1.2 erlautern wir, unter welchen Voraussetzungen ein bedingtes konvexes
Risikomaf eine robuste Darstellung mittels einer Penalty-Funktion besitzt.

Im zweiten Teil untersuchen wir regulare bedingte Darstellungen von beding-
ten konvexen Risikomaflen. Dies sind szenarioabhangige Familien von unbe-
dingten konvexen Risikomaflen auf geeigneten Klassen von Auszahlungsprofi-
len, die eine punktweise Interpretation eines bedingten konvexen Risikomafles
als Mindesthohe einer erforderlichen Kapitalriicklage ermdglichen. Im Ab-
schnitt 2.2.1 definieren wir solche Darstellungen und motivieren sie anhand
einiger Beispiele. Im Abschnitt 2.2.2 beweisen wir die Existenz von regu-
laren bedingten Darstellungen auf polnischen Réaumen fiir die Klassen der
ober- bzw. unterhalbstetigen Funktionen. Auf der Klasse aller beschrankten
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und messbaren Auszahlungsprofile konnen wir die Existenz nur fiir Spezial-
félle nachweisen. So zeigen wir im Abschnitt 2.2.3, dass bedingte kohéarente
Risikomafle, die durch das Choquet-Integral beziiglich einer konvexen Ver-
zerrung der zugrunde liegenden reguléren bedingten Wahrscheinlichkeit des
Referenzmafles induziert werden, eine regulare bedingte Darstellung erlau-
ben. Ein Beispiel dafiir ist das bedingte Average Value at Risk, welches in
Abhéngigkeit des eintretenden Szenarios als ein unbedingtes Average Value
at Risk angesehen werden kann.

2.1 Bedingte konvexe Risikomafle
und ihre Darstellung

2.1.1 Darstellung beziiglich der Akzeptanzmenge

Die Diskussion der Eigenschaften von bedingten konvexen Risikomafien und
der Moglichkeiten ihrer Darstellung fithren wir nicht unter den allgemeinen
Bedingungen des ersten Kapitels, sondern wir beschranken uns auf den in der
Literatur tblichen Rahmen. Es sei ein Wahrscheinlichkeitsraum (€, F, P)
gegeben, wobei {2 eine Menge von zukiinftigen Szenarien ist und F eine
o-Algebra von Ereignissen, die am Ende einer Handelsperiode beobachtbar
sind. Das Wahrscheinlichkeitsmafl P dient hierbei als ein Referenzmafl auf
(Q, F) zur Festlegung von Nullmengen. Sdmtliche Ungleichungen und Glei-
chungen von Zufallsvariablen sind in diesem Abschnitt im P-fast sicheren
Sinne gemeint.

Als Klasse der zu bewertenden Auszahlungsprofile wahlen wir den linearen
Raum X := L*>(Q, F, P) der F-messbaren und P-fast sicher beschrinkten
Zufallsvariablen. Das Risiko eines Auszahlungsprofils X € X soll wie im un-
bedingten Fall durch ein monotones, translationsinvariantes, normiertes und
konvexes Funktional py bewertet werden, mit der Interpretation von py(X)
als Hohe einer erforderlichen Riicklage fiir X. Diesmal nehmen wir jedoch
an, dass uns zum Bewertungszeitpunkt eine gewisse Information zur Verfi-
gung steht. Deren Struktur sei dargestellt durch eine Teil-o-Algebra Fy C F.
Wir bezeichnen mit Xy := L*(, Fy, P) die Klasse aller Fy-messbaren und
P-fast sicher beschrinkten Zufallsvariablen und definieren bedingte konvexe
bzw. kohérente Risikomafle wie in [13].
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Eigenschaften

Definition 2.1.1. FEine Abbildung py : X — Xy heifst bedingtes konvexes
RisikomaB, falls sie die folgenden Eigenschaften besitzt:

e Monotonie: po(X) > po(Y) fir alle X, Y € X mit X <Y,

e Bedingte Translationsinvarianz: po(X + Xo) = po(X) — Xo fiir alle
X e X und Xy € &),

e Normiertheit: py(0) = 0,
e Bedingte Konvexitit: po(AX + (1 —=AN)Y) < Apo(X)+ (1 —=A)po(Y) fiir
alle X, Y e X und A € Xy mit 0 < A <1.

Erfillt ein bedingtes konvexes Risikomafs py zusdtzlich die Bedingung:

e Bedingte positive Homogenitit: po(AX) = Apo(X) fir alle X € X und
0<A€eA,,

so nennt man es ein bedingtes kohédrentes Risikomaf.

Beispiel: Falls die zum Bewertungszeitpunkt verfiighare Information trivial
ist, d. h. Foy = {0, Q}, so stimmt die Definition eines bedingten konvexen Risi-
komafles py : X — R mit der fritheren Definition eines konvexen Risikomafes
auf X tberein, vgl. Abschnitt 1.1.3.

Ist die Information hingegen vollstindig, d.h. Fy = F, dann implizieren die
beiden Eigenschaften Normiertheit und bedingte Translationsinvarianz die
Eindeutigkeit eines bedingten konvexen Risikomafles pg : X — X. Dieses ist
gegeben durch py = —id. &

Wie in der unbedingten Situation unterscheiden wir verschiedene Arten von
Stetigkeit.

Bemerkung 2.1.2. Es sei pg: X — Xy ein bedingtes konvexes Risikomafs.

(i) Aus den Eigenschaften Monotonie und bedingte Translationsinvarianz
folgt, dass py Lipschitz-stetig beziiglich der Supremumsnorm ist, vgl.
auch [13], Bemerkung 2.4. Fir zwei Auszahlungsprofile X,Y € X' gilt:

[1P0(X) = po(Y)loe < [[X = V|
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Demnach stellt es keine Beschrinkung der Allgemeinheit dar, dass be-
dingte konvezre Risikomafe als Abbildungen mit Werten in Xy statt in

LY(Q, F, P) definiert sind.

(7i) po heifit stetig von unten (stetig von oben) in einem Auszahlungsprofil
X € X, falls fir jede monoton wachsende (monoton fallende) Folge
{X,} C X gilt:

X =lim X, P-fs. = po(X)= lim py(X,) P-fs.

n—oo

Das Lemma 1.1.8 gilt auch in bedingter Form: py ist genau dann stetig
von unten und stetig von oben auf X, wenn es stetig von unten in 0 ist.
Der Beweis ist analog.

In der folgenden Bemerkung erkliren wir, unter welchen Voraussetzungen
sich die drei Eigenschaften der bedingten Translationsinvarianz, der beding-
ten Konvexitidt und der bedingten positiven Homogenitit aus den Eigen-
schaften in unbedingter Form ableiten lassen.

Bemerkung 2.1.3. Es sei pg : X — Xy eine monotone und normierte

Abbildunyg.

(i) Falls py ein bedingtes konvexes Risikomaf ist, dann erhalten wir aus
der Normiertheit und der bedingten Konvexitit von py fiir jedes X € X
und fiir ein beliebiges Ereignis Ag € Fo die Ungleichungen

po(XTay) < Tagpo(X) = Lagpo(LagLag X + Tag X) < Taopo(ILag X)

und
0= po(laglla, X) < Tacpo(lLa, X).
Daraus folgt, dass

pO(]IAoX) = HAOPO(X) VXeX, AeF. (21)

Natiirlich implizieren die Figenschaften bedingte Translationsinvarianz,
bedingte Konvexitdt und bedingte positive Homogenitdt die entsprechen-
den FEigenschaften in unbedingter Form fiir Konstanten.

(ii) Unter der Annahme, dass py stetig von oben oder stetig von unten ist,
gilt auch der Umkehrschluss: Falls py translationsinvariant und konvez
fiir Konstanten ist und die Bedingung (2.1) erfillt, dann handelt es sich
bei dieser Abbildung um ein bedingtes konvexes Risikomafs. Wenn py
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zusdtzlich positiv homogen ist, dann ist es auch bedingt positiv homogen,
also ein bedingtes kohdarentes Risikomafs. Man beweist die Eigenschaften
in threr bedingten Form zundchst fir einfache Funktionen und tbertrdigt
sie danach mit Hilfe der Stetigkeit von oben auf beliebige Fy-messbare
Funktionen.

Akzeptanz- und Ablehnungsmengen

Auch zwischen bedingten konvexen Risikomaflen py : X — A und ihren
Akzeptanzmengen

Apy ={X € X | po(X) <0}
besteht eine eineindeutige Korrespondenz. Die Beweise zu den folgenden bei-
den Sétze findet man in [13], Proposition 2.5. Fiir eine detaillierte Einfithrung

und Charakterisierung des dort verwendeten Begriffs des essentiellen Supre-
mums einer Familie von Zufallsvariablen verweisen wir auf [21], Anhang A.5.

Satz 2.1.4. Es sei py :— Xy ein bedingtes konvexes Risikomays.

(1) Die zugehdrige Akzeptanzmenge A,, ist nicht leer, bedingt konvexr und
solide, d. h., dass Y € A,,, wennY > X und X € A,,. Auflerdem ist
0 = essinf A, N Ap.

(ii) Falls py ein bedingtes kohdrentes Risikomaf ist, dann ist seine Akzep-
tanzmenge A, zusdtzlich bedingt positiv homogen.

(7ii) Fir alle Auszahlungsprofile X € X gilt die Darstellung

po(X) =essinf{X, € X | X+ X, € A, }.

Umgekehrt lésst sich aus einer geeigneten Klasse von akzeptablen Auszah-
lungsprofilen ein bedingtes konvexes Risikomafl konstruieren.

Satz 2.1.5. Es sei ) # Ay C X eine Menge von Auszahlungsprofilen, die
solide und bedingt konvex ist und derart, dass 0 = essinf Ag N Xy. Definiert
man

pa(X) =essinf{Xo € Xy | X+ Xo€ A} VXeEAX,

dann gilt:

(i) Die Abbildung pa, : X — Xy ist ein bedingtes konvezes Risikomaf.



KAPITEL 2. BEDINGTE KONVEXE RISIKOMASSE o4

(i1) Ay ist eine Teilmenge der zugehdrigen Akzeptanzmenge A, ,

(7ii) Falls Ay zusdtzlich bedingt positiv homogen ist, dann ist py ein bedingtes
kohdrentes Risikomaf.

Im weiteren Verlauf dieses Kapitels werden wir dort, wo Verwechslungen
ausgeschlossen sind, die Akzeptanzmenge A, eines bedingten konvexen Ri-
sikomafles py mit Ay bezeichnen. Wie in der unbedingten Situation definieren
wir auch hier eine zugehorige Ablehnungsmenge

No =N,y :={X € X | po(X) > 0}.

Wir wollen jedoch darauf verzichten, auf die Eigenschaften dieser Menge ein-
zugehen. Wir verweisen auf den entsprechenden Abschnitt in Kapitel 1 und
iiberlassen es dem interessierten Leser, die dort durch Konjugation erhaltenen
Resultate zu tibertragen. Die Ablehnungsmenge werden wir im Kapitel 3 iiber
dynamische konvexe Risikomafie neben der Akzeptanzmenge verwenden, um
eine zeitlich , konsistente und konsequente“ Risikobewertung zu beschreiben.

2.1.2 Robuste Darstellungen

In diesem Abschnitt geben wir einen Uberblick iiber die verschiedenen Mog-
lichkeiten der robusten Darstellung von bedingten konvexen Risikomafien als
ein essentielles Supremum von bedingten linearen Funktionalen.

Robuste Darstellung auf M;(P)

In einer robusten Darstellung fiir bedingte konvexe Risikomafle verwendet
man bedingte Erwartungen statt Erwartungswerte und eine Penalty-Funk-
tion, die jedem Wahrscheinlichkeitsmafl eine Fy-messbare Zufallsvariable zu-
ordnet. Fiir ein Auszahlungsprofil X € A und ein absolutstetiges Wahr-
scheinlichkeitsmafl () < P kann es verschiedene Versionen der bedingten
Erwartung Eq(—X|F,) geben. Diese stimmen stets ()-fast sicher iiberein,
jedoch gilt diese Gleichheit nicht notwendigerweise auch im P-fast sicheren
Sinne. Auf der Menge {Ep(dQ/dP|Fy) = 0} € Fy ist die bedingte Erwar-
tung Eqo(—X|Fy) nicht eindeutig, deshalb definiert man bedingte Penalty-
Funktionen auf der Menge aller absolutstetigen Wahrscheinlichkeitsmafe, fiir
die das Ereignis eine Nullmenge unter dem Referenzmaf ist. Wir bezeichnen
diese mit

Po:={Q € My(P) | Q|5 ~ Plx}-
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Wir sagen, dass ein bedingtes konvexes Risikomaf py eine robuste Darstellung
auf Py besitzt, falls eine Penalty- Funktion o existiert, die jedem Wahrschein-
lichkeitsmafl ) € Py eine Fy-messbare Zufallsvariable (@) mit Werten in
[0, +00] zuordnet, so dass

e%selg)f ap(Q) =0 (2.2)

und

po(X) = esssup {Eq(—X|Fo) —an(Q) | Q € Py} VX e X. (2.3)

Gelegentlich interessiert auch eine robuste Darstellung beziiglich der Teil-
menge von Py derjenigen Wahrscheinlichkeitsmafle, die auf der o-Algebra Fy
mit dem Referenzmafl identisch sind, also beziiglich

Qo :={Q € My(P) | Q|5 = P|r} C Po.

Das folgende Theorem zeigt jedoch, dass fiir eine solche Darstellung keine
zusétzlichen Eigenschaften des bedingten konvexen Risikomafles vorauszu-
setzen sind. Wie im unbedingten Fall ist die Existenz einer robusten Darstel-
lung gleichbedeutend mit der Forderung, dass p, fiir monoton fallende Folgen
von Auszahlungsprofilen stetig ist.

Theorem 2.1.6. FEs sei py : X — Xy ein bedingtes konveres Risikomafs.
Dann sind die folgenden Bedingungen dquivalent:

(a) po besitzt eine robuste Darstellung auf Py wie in (2.2) und (2.3).

(b) po erlaubt eine robuste Darstellung auf Py beziiglich der Penalty-Funk-
tion o2 . die definiert ist durch

min’

. (Q) :=esssup Eq(—X|F) YV Q € P,. (2.4)

min
XeAy

(c) po ist stetig von oben.
(d) po besitzt eine robuste Darstellung auf Q.

(e) po erlaubt eine robuste Darstellung auf Qg beziiglich der in (2.4) defi-
nierten Penalty-Funktion o. . d.h., dass

min’

po(X) = esssup {Eq(—X|F) —af™(Q) | Q € Qy} VX €X.
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Falls die obigen Bedingungen erfillt sind, dann wird die Penalty-Funktion
al. wvon jeder anderen Penalty-Funktion oy dominiert, d.h., dass fiir alle

Q € Po gilt a;,(Q) < ao(Q).

In [13], Theorem 3.2, wird der Nachweis daftir erbracht, dass die Existenz
einer robusten Darstellung auf Q, dquivalent zur Stetigkeit von oben ist.
In [17] wird das Theorem um die dquivalente Bedingung der Existenz einer
robusten Darstellung auf Py erganzt, vgl. dort Theorem 2.3.

Bemerkung 2.1.7. Falls pg : X — X ein bedingtes kohdrentes Risikomaf
mit einer robusten Darstellung ist, so gilt fiir alle Auszahlungsprofile X € X

po(X) = esssup {Eq(—X|%) | Q € Qu, apin(Q) =0 Q-f. 5.},

vgl. [17], Korollar 2.5.

Robuste Darstellung auf M, (P)

Wir wollen kurz zusammenfassen, unter welchen zusétzlichen Bedingungen
eine robuste Darstellung durch eine Penalty-Funktion auf der Menge M, (P)
aller aquivalenten Wahrscheinlichkeitsmafle moglich ist. Es gilt die aus der
unbedingten Situation bereits bekannte Charakterisierung, vgl. [17], Lemma
3.5.

Lemma 2.1.8. Es sei py : X — & ein bedingles konvezes Risikomaf, das
stetig von oben ist. Dann sind die folgenden Bedingungen dquivalent:

(a) po besitzt eine robuste Darstellung durch die auf M.(P) eingeschrinkte
und wie in (2.4) definierte minimale Penalty-Funktion o2, d.h., dass

min’

po(X) = esssup {Eq(~X|F) — (@) | Q ~ P} V X € X.

(b) In der robusten Darstellung von py beziiglich der minimalen Penalty-
Funktion o2, auf Py gibt es ein dquivalentes Wahrscheinlichkeitsmaf

Q ~ P mit %, (Q) < <.

min

Damit erhilt man die folgenden Resultate zur Existenz einer robusten Dar-
stellung durch eine Penalty-Funktion auf den aquivalenten Wahrscheinlich-
keitsmaflen. Fiir den Beweis der Aussage (i) verweisen wir auf [17], Lemma
3.4, und fiir den von Aussage (ii) auf [26], Theorem 3.13.



KAPITEL 2. BEDINGTE KONVEXE RISIKOMASSE o7

Satz 2.1.9. Es sei pg: X — Xy ein bedingtes konvexes Risikomafl und stetig
von oben.

(i) Falls pgy fiir alle Ereignisse A € F die Bedingung erfillt:
P(A) >0 = P(p(—cly) >0)>0 Ve>0,

dann ezistiert zu jedem & > 0 ein dquivalentes Wahrscheinlichkeitsmaf
Q ~ P mit o°, (Q) < . Insbesondere besitzt py eine robuste Darstel-

lung auf M.(P).

(ii) Falls die o-Algebra Fy alle P-Nullmengen enthdlt, dann besitzt py auch
ohne Zusatzbedingungen eine robuste Darstellung auf M(P).

2.2 Regulare bedingte Darstellungen

2.2.1 Definition

Es sei pg : X — A} ein bedingtes konvexes Risikomafl und Y C X eine
konvexe Klasse von Auszahlungsprofilen, die der Bedingung R ¢ Y =Y+ R
geniigt, d. h., dass ) alle konstanten Auszahlungsprofile enthélt und stabil
beziiglich der Addition von Konstanten ist. In diesem Abschnitt ist die Be-
trachtung von Nullmengen von Bedeutung, deshalb werden wir im Folgenden
stets explizit angeben, ob eine Gleichung oder Ungleichung von Zufallsvaria-
blen im fast sicheren Sinne zu verstehen ist.

Definition 2.2.1. Fine Familie von konvexen Risikomafen p, : Y — R,
w € §Q, heifit regulare bedingte Darstellung fir py auf Y, falls fir alle Aus-
zahlungsprofile X € Y gilt:

o Die Abbildung w € Q — p,(X) ist messbar beziiglich Fy,
e po(X)(w) = pu(X) P-fast sicher.

Wenn ein bedingtes konvexes Risikomafl py eine regulére bedingte Darstel-
lung besitzt, dann kénnen wir fiir jedes Auszahlungsprofil X € ) den Wert
p.(X) als Hohe einer bei Eintreten des Szenarios w € € erforderlichen Riick-
lage auffassen. Das bedeutet, dass py auf der Klasse ) eine punktweise In-
terpretation als konvexes Risikomaf} erlaubt.
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Einige Beispiele

Beispiel: Betrachten wir den atomaren Fall, bei dem die o-Algebra F
durch eine abzahlbare Partition von 2 erzeugt wird, d. h., dass es paarweise
disjunkte Ereignisse B; € F, i € N, gibt derart, dass Fy = o(B;,i € N).
Ohne Einschrankung nehmen wir an, dass P(B;) > 0 fir alle ¢ € N. Es sei
po 1 X — A ein bedingtes konvexes Risikomafl und X € X ein beliebiges
Auszahlungsprofil. po(X) ist eine Fy-messbare Zufallsvariable, das bedeutet,
dass sie P-fast sicher konstant auf jedem Atom der o-Algebra ist. Wir defi-
nieren
pi(X) = po(X)(w;) fiir ein w; € By,

wobei das entsprechende Szenario so gewéhlt sei, dass p;(X)Ip, = po(X)Ip,
P-fast sicher. Die Abbildungen p; : X — R sind konvexe Risikomafle. Falls
po stetig von oben bzw. stetig von unten ist, dann gelten die gleichen FKi-
genschaften auch fir die Familie {p;}. Insbesondere erhalten wir aus einer
robusten Darstellung fiir pg eine robuste Darstellung fiir jedes p;. Es ist

po(X) = esssup {Eq(—X|Fo) —ao(Q) | Q € Py} VX eAX,
und mit einem geeignet gewahlten Szenario w; € B; haben wir

pi(X) = po(X)(wi) = sup{Eq(|p,)(—X) — ao(wi) | Q € Po} V X € X.

Setzen wir schliellich p, = p; fir alle w € B; und ¢ € N, dann sind die
Abbildungen w +— p,(X) mit X € X messbar beziiglich Fy und es gilt die
Darstellung p,(X) = po(X)(w) P-fast sicher. Demzufolge besitzt py eine
regulare bedingte Darstellung auf der Klasse Y = X. &

Beispiel: Jedes bedingte konvexe Risikomafl pg : X — &) besitzt eine tri-
viale regulare bedingte Darstellung auf der Klasse ) = By aller Fy-messbaren
und beschrankten reellen Funktionen. Setzen wir namlich fiir alle w € 2

po(X)i=—X(w) VXe,

dann erfilllt die Familie der konvexen bzw. linearen Risikomafie {p,} die
Forderungen der Definition 2.2.1. <&

Beispiel: Wir betrachten ein bedingtes lineares Risikomafl pg : X — Aj,
das durch ein dquivalentes Wahrscheinlichkeitsmafl () ~ P erzeugt wird, d. h.,

po(X) = Eo(—X|F) VX €AX.
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Wir nehmen an, dass es auf (2, F, Q) eine reguldre bedingte Wahrscheinlich-
keit beziiglich Fy gibt. Das bedeutet, es existiert eine Abbildung

(w,A) e QA x F — Qu,(A) €[0,1],

so dass fir jedes Szenario w € §2 durch A — @Q,(A) ein Wahrscheinlich-
keitsmafl auf (2, F) gegeben ist und dass fiir jedes Ereigniss A € F die
Zufallsvariable w — @, (A) eine Version der bedingten Erwartung von I,
beztiglich F{ unter @) ist.

Es sei ) = B, also der lineare Raum aller messbaren und beschrankten reellen
Funktionen auf (€2, F). Natiirlich ist fiir jedes Szenario w € 2 die Abbildung

pu(X) =Eqg (-X) VXe)Y

ein lineares Risikomafl auf ). AuBerdem zeigt man durch mafitheoretische
Induktion, dass fiir alle Auszahlungsprofile X € ) die Abbildung w — p,(X)
messbar beziiglich Fj ist und

po(X)(w) = pu(X) P-Ls.

Demnach besitzt pg eine regulare bedingte Darstellung auf ). &

Beispiel: Nun betrachten wir ein bedingtes entropisches Risikomaf}, defi-
niert als

1
po(X) = 3 logEg(e "X F) VXeX,

Dabei ist ) ~ P ein aquivalentes Wahrscheinlichkeitsmafl und 5 > 0 ein
konstanter Parameter. Wie oben nehmen wir an, dass es auf (2, F, Q) be-
ziiglich Fy eine reguldre bedingte Wahrscheinlichkeit (w, A) — @, (A) gibt,
und wieder setzen wir Y = B.

Die Familie der entropischen Risikomafe

pu(X) = % logEq,(e™) VX ey
mit Wahrscheinlichkeitsmafl ), und Parameter § > 0 liefert eine regulire
bedingte Darstellung fiir py auf ), denn fiir alle X € ) ist die Zufallsvariable
w — Eg,(e7X) eine Version der bedingten Erwartung Eqg (e ?%|F). Also
ist auch die Abbildung w — p,(X) messbar beziiglich Fy und es gilt die
Darstellung po(X)(w) = p.(X) P-fast sicher.

Den allgemeinen Fall, bei dem der Parameter § in Abhéngigkeit der zur
Verfiigung stehenden Information Fy gewéhlt wird, untersuchen wir in der
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Bemerkung 2.2.3. Auch hier tibertragt sich eine regulare bedingte Darstellung
von () auf das zugehorige bedingte entropische Risikomaf. &

Erhalt der regulidren bedingten Darstellung

Um diesen ersten Abschnitt zur reguliaren bedingten Darstellung von be-
dingten konvexen Risikomaflen abzuschliefen, wollen wir untersuchen, welche
Verkniipfungsmoglichkeiten eine solche Darstellung erhalten. Wir betrachten
die Bildung von bedingten konvexen Kombinationen, Streckung, Robustifi-
zierung, Komposition und Faltung.

Bemerkung 2.2.2. Fs sei Y C X eine fivierte Klasse von Auszahlungs-
profilen wie oben. Die Menge aller bedingten konvexen Risikomafle, die auf
Y eine requldre bedingte Darstellung erlauben, ist bedingt konvexr. Das heifst,
wenn py und pi zwei Fo-bedingte konvere Risikomafle auf X mit einer re-
guldren bedingten Darstellung auf Y sind und 0 < A < 1 eine Fy-messbare
Zufallsvariable, dann erlaubt auch das bedingte konvexe Risikomafl mit

po(X) = Aph(X) + (1 — A)pE(X) V X € X,

eine requlire bedingte Darstellung auf Y. Sind ndamlich {pl} und {p2} zwei
requlire bedingte Darstellungen fir py bzw. p3 auf Y, dann definieren wir
eine neue Familie von konvexen Risikomaflen auf Y und setzen

pu(X) = Aw)py(X) + (1 = Aw))py(X) VX e.

Die Abbildung w — p,(X) ist messbar beziglich Fy. Auferdem gilt P-fast
sicher

po(X)(w) = Aw)pp(X)(w) + (1 = Aw))pp(X) (w)

I
=
£
s
=
+
=
|
=
E
Y
=

= pw(X)'

Bemerkung 2.2.3. Es sei py ein bedingtes konvexes Risikomaf, das eine
requldre bedingte Darstellung {p,} auf einer Klasse Y C X besitzt. Zusdtzlich
nehmen wir an, dass mit jedem X € Y auch die Auszahlungsprofile AX mit
A >0 in Y enthalten sind.

Betrachten wir zundchst das durch Streckung mit einem konstanten Parame-
ter X > 0 erzeugte bedingte konvezxe Risikomaf

X
Py (X) := Apo (X) VXedX.
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po besitzt eine requlire bedingte Darstellung von auf ). Diese ist gegeben
durch die Familie der konvexen Risikomajffen mit

PN(X) == Apo (%) VXe).

Nun set 0 < m < A < M < oo eine Fy-messbare und beschrankte Zu-
fallsvariable, und Y sei bedingt positiv homogen. Diesmal erlaubt das durch
Streckung mit A erzeugte bedingte konvexe Risikomafs

X

Py (X) == Apg (K) vVXed

nur unter einer Zusatzbedingung eine requldre bedingte Darstellung auf Y.
Hier definieren wir fir alle w € Q)

X

) = A (575 ) FX €D,

Auch fiir diese Familie von konvexen Risikomafen sind die Abbildungen w —
pﬁ(w) (X) mit X € Y messbar beziglich Fy. Wegen

AW = Al () ) = Al (T ) PE,

ist {pf},(w)} genau dann eine regqulire bedingte Darstellung fiir ply, wenn

Die Bedingung (2.5) ist in jedem der folgenden Fille erfillt:

(i) A ist eine einfache Funktion, d. h., dass es paarweise disjunkte Ereig-
nisse A; € Fo, i < n, und N\; > 0 gibt, so dass A = > Nla,. Dann gilt
ndamlich P-fast tiberall

n(3) - (B

1=1

_ Zp (5) @
_ Zz;:pw (iﬁ) Ly, ().

1




KAPITEL 2. BEDINGTE KONVEXE RISIKOMASSE 62

(ii) Die konvexen Risikomafle {p,} sind stetig von oben auf Y. Die Be-
dingung (2.5) folgt dann aus Teil (i), indem wir A von unten durch
einfache Fy-messbare Funktionen approrimieren.

(iii) Angenommen, auf (2, F, P) existiert beziiglich Fy eine requldre bedingte
Wahrscheinlichkeit (w, A) — P,(A). Nach Lemma 2.2.4 nimmt A fir
P-fast alle w € Q P,-fast sicher den Wert A(w) an. (2.5) folgt, wenn
fiir P-fast alle w € Q und fir alle Auszahlungsprofile X,Y € Y gilt:

X=Y Pofs = po(X)=p,(Y)

Der Vollstandigkeit halber beweisen wir noch die in der obigen Bemerkung
2.2.3 (iii) verwendete Behauptung,.

Lemma 2.2.4. Es sei A : QQ — R eine beschrinkte und Fy-messbare Zu-
fallsvariable. Falls es auf (2, F, P) eine reguldire bedingte Wahrscheinlichkeit
(w,A) — P,(A) beziiglich Fy gibt, dann ist A P,-fast sicher konstant fiir
P-fast alle w € Q, d. h., dass eine P-Nullmenge N € Fy existiert, so dass

A=Ep,(N) =Aw) P,-f s fir allew € N°.

Beweis: Wir nehmen zunéchst an, dass A eine Treppenfunktion ist, also
seien A; € Fy, 1 < n, endlich viele paarweise disjunkte Ereignisse und \; € R,

1 < n, so dass
n
A=) Al
i=1

Da jede Abbildung w +— P, (A;) eine Version der bedingten Erwartung
P(Al|f0) = ]IAi P-f.s.

ist, haben wir P, (A;) = 1 fiir P-fast jedes w € A; und fir i < n. Fir w € A;
nimmt A demzufolge P, -fast iiberall den konstanten Wert \; = Ep_(A) an.

Nun sei A eine beliebige Fy-messbare und beschrankte Zufallsvariable. Es gibt
eine monoton fallende Folge {A,} von einfachen Fy-messbaren Funktionen,
so dass lim A, (w) = A(w) fir alle w € Q. Wir wissen bereits, dass es P-
Nullmengen N,, € F gibt, so dass fir alle w € N¢ gilt, dass A, = A, (w) =
Ep,(A,) P,-fast sicher. Setzen wir N := UN,, € Fy, dann erhalten wir nach
dem Satz von der monotonen Konvergenz fiir alle w € N¢

A= lim A, = lim Ep,(A,) =Ep,(A) P.fs.

n—oo n—oo

Da P(N) =0, folgt die Behauptung,. O
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Bemerkung 2.2.5. Durch Robustifizierung kann die reguldre bedingte Dar-
stellung verloren gehen. Falls {p}}z eine Familie von bedingten konvezen Ri-
sikomafSen ist, die eine regulire bedingte Darstellung {p.} erlauben, so besitzt
das bedingte konvexe Risikomaf$ mit

po(X) :=esssup ph(X) VX € X,

i€T
im Allgemeinen keine requldre bedingte Darstellung mehr. Ausnahmen bilden

die beiden Fille einer endlichen Indexfamilie oder einer atomaren Informa-
tionsstruktur.

Bemerkung 2.2.6. Es sei py : X — Xy ein bedingtes konveres Risiko-
maf, das eine requlire bedingte Darstellung {p,} auf Y C X erlaubt. Wir
vergréfsern die Klasse der Auszahlungsprofile und betrachten einen Raum
X = L®(Q,F,P), wobei F C F und Pl = P gelten soll. Weiter seien
p: X — X ein bedingtes konvezes Risikomaff und po : X — Xy das durch
Komposition erzeugte bedingte konvexe Risikomaf$ mit

po(X) = po(=p(X)) V X € X.
Falls p eine requlire bedingte Darstellung {p,} auf einer Klasse ycX
besitzt derart, dass .

—0.(X)e)y VXe),

dann wird fiir jedes w €  durch

X)) = pu(—p(X)) VXeY
ein konvezes Risikomafy auf Y definiert. Fir alle X € Y ist die Abbildung
w — p2(X) messbar beziiglich Fy, und es gilt die Darstellung:

o(X) = po(=p(X)) = po(=p.(X)) = pu(=p.(X)) = pL(X) P-f.s.
Somit ist {p°} eine regulire bedingte Darstellung fir py auf V.
Bemerkung 2.2.7. Falls p} und p? zwei bedingte konveze Risikomafe sind,
dann ist die Faltung der beiden definiert als

poBpo(X) = ess Sup {Po(X =Y)+p5(Y)} VXeX.
S

Vorausgesetzt, dass py0p3(0) € Xy, so wird durch
po(X) = poOp3(X) — poTpp(0) ¥V X € X

ein bedingtes konvexes Risikomaf erzeugt, vgl. [4] und [26]. Bei dieser Ver-
kniipfung wird jedoch eine requldre bedingte Darstellung im Allgemeinen nicht
tibertragen.
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2.2.2 Existenz von reguliaren bedingten Darstellungen

In diesem Abschnitt untersuchen wir die Existenz einer regulédren bedingten
Darstellung fiir bedingte konvexe Risikomafle unter der Voraussetzung, dass
die zugrunde liegende Menge der zukiinftigen Szenarien durch einen polni-
schen Raum gegeben ist. Das heifit, €2 ist ein topologischer Raum, vollstandig
metrisierbar und separabel. F sei gegeben durch die zugehorige o-Algebra der
Borelmengen. Wie gewohnt, verwenden wir die Bezeichnungen C, := C(2),
Uy == Up(2) und L, = L£,(Q) fiir die Klassen der beschriankten stetigen,
ober- bzw. unterhalbstetigen Funktionen auf (2.

Die o-Algebra Fy C F sei beliebig und fixiert. Wir diskutieren Kriterien,
unter denen ein bedingtes konvexes Risikomaf eine reguldre bedingte Dar-
stellung auf U, oder L, besitzt. Eine reguliare bedingte Darstellung auf der
Klasse B := B(Q2, F) aller beschriankten und messbaren Funktionen kénnen
wir hingegen nur fiir Spezialfalle nachweisen, z. B. bedingte lineare und entro-
pische Risikomafle oder das bedingte Average Value at Risk. Man vergleiche
dazu den Abschnitt 2.2.3.

Bemerkung 2.2.8. Auf polnischen Rdumen besitzt jedes Wahrscheinlich-
keitsmafl Q auf (2, F) beziglich Fy eine regulire bedingte Wahrscheinlichkeit
(w, A) — Qu(A), vgl. 2. B. [5], Satz 44.3.

Lemma 2.2.9. Es sei ) # S C B ein abzihlbarer Verband beziiglich Mini-
mum und Maximum, so dass die Bedingungen Q C § = QS + QS erfillt
sind. Dann besitzt jedes bedingte konvexe Risikomafl py : X — Xy eine regqu-
lire bedingte Darstellung auf Y = S, wobei S den Abschluss von S beziiglich
der Supremumsnorm bezeichnet.

Beweis: Wir verzichten auf den Nachweis, dass die oben definierte Menge
Y eine fur die Diskussion von reguldren bedingten Darstellungen geeignete
Klasse von Auszahlungsprofilen ist. ) ist ein linearer Teilraum von B. Au-
Berdem gilt RC Y = ).

Wir betrachten die Einschrankung von py auf S und setzen
Pu(X) =p(X)(w) VXeES, we.

Da S abzahlbar ist, gibt es eine P-Nullmenge N € F;, so dass fir je-
des w € N°¢ die Abbildung p, : & — R normiert, monoton fallend, Q-
translationsinvariant und Q-konvex ist. Fiir w € N definieren wir p,(X) :=
Ep, (—X), wobei (w, A) — P,(A) eine regulire bedingte Wahrscheinlichkeit



KAPITEL 2. BEDINGTE KONVEXE RISIKOMASSE 65

auf (2, F, P) beztglich Fy ist. Dann gelten die oben genannten Eigenschaften
fiir alle Szenarien.

Aus Monotonie und Q-Translationsinvarianz erhalten wir gleichméflige Lip-
schitz-Stetigkeit, d. h., dass
(X)) = pu(Y) < [ X = Y] Vwel

vgl. dazu auch [21], Lemma 4.3. Also existiert fiir alle w € Q) eine eindeutige
Lipschitz-stetige Fortsetzung von p,, auf ), die wir ebenfalls mit p, bezeich-
nen wollen.

Nun sei X € Y und {X,} C S eine beliebige approximierende Folge mit
lim [| X — X, ||c = 0. Die Abbildung
W pu(X) = lim p(X,)

ist als Grenzwert einer Folge von Fy-messbaren Abbildungen ebenfalls Fy-
messbar. Auflerdem folgt aus der Lipschitz-Stetigkeit, dass
po(X)(w) = lim po(Xp)(w) = lim p,(Xn) = pu(X) P-fs.

Demnach ist {p,} genau dann eine regulire bedingte Darstellung fiir py auf
Y, wenn alle Abbildungen p,, :  — R konvexe Risikomafle sind.

Nattirlich ist jedes p, normiert, translationsinvariant und konvex. Sind zwei
Auszahlungsprofile XY € ) gegeben mit X <Y, dann gilt die Monotonie,
falls aus 0 < Z € Y folgt, dass p,(Z) < 0 ist. Wegen Konvexitit und
Lipschitz-Stetigkeit haben wir namlich

p(Y) < lim (spw (g) +(1—¢)pu (1)—(5))

< }:ii%(l—s)pa,(l)_(g) = pu(X).

Diese Bedingung ist jedoch stets erfiillt, denn falls {Z,} C S eine approximie-
rende Folge fiir Z > 0 ist, dann kénnen wir ohne Einschrénkung annehmen,
dass auch alle Z,, > 0 sind. Sonst betrachten wir stattdessen {Z,, V 0} C S,
weil |Z — Z,V 0|l < ||Z — Z1||so. Damit haben wir

pu(Z) = lim p,(Z,) <0,

n—oo

und daraus folgt die Behauptung. O
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Lemma 2.2.10. Es sei py : X — X ein bedingtes konvexes Risikomaf$ und
Y C B eine konvexe Menge mit R C Y =Y + R und einer Verbandsstruktur
beziiglich Minimum und Mazimum. Auferdem sei{p,} eine requlire bedingte
Darstellung fir py auf Y.

(i) Falls po und alle konvexen Risikomafe p, stetig von oben sind, dann
erlaubt py eine requldre bedingte Darstellung {(p,)s} auf Yy N B, so
dass jedes konvexe Risikomaf$ (p, ). stetig von oben ist.

(ii) Falls po und alle konvexen Risikomafe p,, stetig von unten sind, dann
erlaubt py eine regulire bedingte Darstellung {(p,)°} auf Y7 N B, so
dass jedes konvezre Risikomaf$ (p,)° stetig von unten ist.

Beweis: Wir zeigen Teil (i), der Beweis von (ii) ist analog. Angenommen,
die konvexen Risikomafle sind stetig von oben. Nach Satz 1.2.2 liefert die
Methode der Fortsetzung durch monotone Approximation konvexe und von
oben stetige Risikomafle (p,), : V>, N B — R.

Sei nun X € Y, N B ein Auszahlungsprofil und {X,} C ) eine beliebige
monoton fallende Folge, die X von oben approximiert, d.h., dass fiir alle
w e Q gilt X(w) =lim X,,(w). Weder die Fy-Messbarkeit der Abbildung

w = (po)o(X) = lim p,(Xn)

n—oo

noch die Darstellung

po(X)(w) = nlLHOlO po(Xn)(w) = nhjgo Pu(Xn) = (pu)o(X)  P-fs.
wird aufgrund der Stetigkeit durch den Grenziibergang beeintréchtigt. Dem-
zufolge ist {(p,)s} eine regulére bedingte Darstellung fur py auf Y, N B. O

Korollar 2.2.11. Falls Q2 kompakt und pg : X — Xy ein bedingtes konvezes
Risikomafs ist, dann gilt:

(1) po besitzt eine requldire bedingte Darstellung {p,} auf der Klasse C aller
stetigen Funktionen derart, dass jedes konvexe Risikomaf p, stetig von
oben und stetig von unten ist.

(ii) Die regulire bedingte Darstellung {p,} aus (i) kann zu einer reguldren
bedingten Darstellung {(p.)s} auf Uy, fortgesetzt werden, so dass jedes
konvezxe Risikomaf (p,)s stetig von oben ist.
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(7ii) Die regulire bedingte Darstellung {p,} aus (i) kann zu einer requldren
bedingten Darstellung {(p,)?} auf Ly fortgesetzt werden, so dass jedes
konvezxe Risikomaf (p,)? stetig von unten ist.

Beweis: Auf einem kompakten metrischen Raum ist die Klasse C = C, aller
stetigen Funktionen ein Banachraum beziiglich der Supremumsnorm, und sie
besitzt eine abzahlbare dichte Teilmenge §. Wir konnen die Menge S ohne
Einschrankung so wéhlen, dass sie den Bedingungen aus Lemma 2.2.9 geniigt.
Daraus folgt die Existenz einer regulédren bedingten Darstellung {p,} fiir po
auf C.

Da nach dem Lemma von Dini jede monoton wachsende Folge in C, die punkt-
weise gegen eine stetige Funktion konvergiert, auch gleichméaflig konvergiert,
folgt die Stetigkeit von oben und von unten fiir jedes konvexe Risikomaf
p. aus der Lipschitz-Stetigkeit beziiglich der Supremumsnorm. Mit Lemma
2.2.10 ergeben sich die Aussagen in (ii) und (iii) sofort aus Teil (i). O

Falls der Zustandsraum nicht kompakt ist, benutzen wir die folgende techni-
sche Zusatzbedingung, um die Existenz einer regularen Darstellung auf den
Klassen U, und £, zu beweisen. Wir fordern entweder, dass das bedingte kon-
vexe Risikomafl auf einfachen Funktionen der Form — K14 in einem gewissen
Sinne positiv subhomogen ist, oder alternativ dazu, dass es sich auf dieser
Klasse subadditiv verhalt.

Annahme 2.2.12. Das bedingte konvexe Risikomafl py : X — Xy gendigt
einer der beiden folgenden Bedingungen:

o Zu jedem K € N existiert eine Konstante cx > 1, so dass

po(—nKly) < n-cgpo(—Kly) P-f.s. VAeF, neN,

o Fir alle K € N ist
po(—Klaup) < po(—Kla) + po(=Klp) P-f.s. VA BeTF.

Theorem 2.2.13. Es sei py : X — Xy ein bedingtes konvexes Risikomafs,
das stetig von unten ist. Falls die Annahme 2.2.12 erfullt ist, dann gilt:

(1) po besitzt eine regulire bedingte Darstellung {p,} auf Uy, so dass fir
alle w € Q) das konvexe Risikomaf p, stetig von oben ist.

(7i) po besitzt eine regulire bedingte Darstellung {p,} auf Ly, so dass fir
alle w € ) das konvezre Ristkomaf p,, stetig von unten ist.
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Beweis: Da ) ein polnischer Raum ist, konnen wir eine abzahlbare Algebra
G C F auswahlen, die ein Erzeuger von F ist und eine Basis der Topologie
enthélt, vgl. dazu auch [5], Beweis von Satz 44.3. Wegen der starken Regula-
ritat von Wahrscheinlichkeitsmafien auf (€2, F) finden wir zu jedem Ereignis
A; € G eine ansteigende Folge { K;;};en C A; von kompakten Teilmengen, so
dass

jeN

Wir bezeichnen mit G" C F die von G und den Ereignissen {K;; | i,7 € N}
erzeugte Algebra. G’ ist ebenfalls abzahlbar. Nun setzen wir

S = {ZQkﬂAk |neN, g, €Q, Akeg’}.

k=1

S ist eine abzahlbare Teilmenge von B, die die Bedingungen von Lemma
2.2.9 erfilllt. Somit erlaubt py eine regulére bedingte Darstellung {p,} auf
dem Abschluss § von S beziiglich der Supremumsnorm.

Wegen der Abzéhlbarkeit von § konnen wir ohne Einschrankung die regu-
lare bedingte Darstellung von pg auf § so wahlen, dass sie einer der beiden
folgenden Bedingungen geniigt:

e Zu jedem K € N gibt es ein cx > 1, so dass

po(—nKTy) < n-cgp(—KIy) Vwe, Aeg, neN.

e Fur alle K € N ist

po(—KLiug) < pu(—KILa) + pu(~Klp) YweQ ABEeG.

Wir betrachten ein Ereignis A; € G und seine zugehoérige Folge {K;;} von
kompakten Teilmengen. Da p, stetig von unten ist, folgt fir alle K € N
wegen der P-fast sicheren Konvergenz von {—KT4,\k,, }; gegen 0, dass

0= lim po(—Kla\k,,)(w) = lim p,(=Kls\k,;) P-f.s.
=00 j—00

Die Algebra G ist abzédhlbar, also gibt es eine Menge N € Fy mit P(N) = 0,
so dass fir alle K € N, fiir jedes Ereignis A; € G, i € N, mit zugehoriger
Folge {K;;} sowie fiir alle w € N¢ gilt:
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Auf der Nullmenge N modifizieren wir die reguldre bedingte Darstellung, so
dass (2.6) fiir alle Szenarien erfiillt ist, z. B. durch p,(X) = Ep, (—X).

Im néachsten Schritt schrénken wir die regulére bedingte Darstellung auf den
linearen Raum Y C S aller einfachen Funktionen der Form

X = Z xk]IAk
k=1

ein, wobei n € N, z; € R und A; € G seien fir alle k£ < n. Wir werden
zeigen, dass jedes konvexe Risikomafl p, : ) — R stetig von unten und stetig
von oben ist. Nach Lemma 1.1.8 gentigt es dabei, die Stetigkeit von unten in
0 nachzuweisen.

Sei X € ) ein nicht-positives Auszahlungsprofil. Es existiert eine Konstante
K € N, so dass fiir alle ¢ > 0 gilt

0 2 X 2 —KH{X<_€} — €.
Aus Monotonie und Translationsinvarianz folgt fiir alle w € Q
0< pw(X) < pw(_K]I{X<—a}) +e.

Demnach sind die konvexen Risikomafle p,, genau dann stetig von unten und
stetig von oben, wenn fiir jede absteigende Folge von Ereignissen {A,} C G
mit NA, = 0 und K € N gilt, dass

lim p,(—Kl4,) = 0.

n—oo

Seien also {A,} € G und K € N wie oben. Wegen Bedingung (2.6) gibt es
kompakte Teilmenge K,, C A,,, K, € G, so dass fiir die konvexen Risikomafie
p. — hier wieder als Abbildungen auf der Menge S definiert — gilt:

J

CK-Qn

im ersten Fall bzw. 5
im zweiten Fall, wobei die Konstante § > 0 beliebig klein gewéhlt sei. Der
Durchschnitt der kompakten Mengen ist leer, und es gibt einen Index ny € N

mit N, K,, = (. Wir haben dann

A, C Cj AN\K,.

n=1
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Monotonie und Konvexitat liefern im ersten Fall

,OQu noKHA Kn (5
pw(_K]IAnO) < pw(_K]Iu"O L An \Kn ) < Z ! Z 2_

n=1

bzw. im zweiten Fall

no S
pw(_K]IA”O> S pw(_K]IUZO:IAn\Kn) S pr(_K]IA”\K") S Z 2_ S 5
n=1 n=1
d.h., dass {p,} auf Y eine Familie von konvexen Risikomaflen ist, die sowohl
stetig von oben als auch stetig von unten sind.

Es bleibt zu zeigen, dass die regulare bedingte Darstellung {p,} von ) nach
U, oder L, fortgesetzt werden kann. Dazu wenden wir wieder das Lemma
2.2.10 an. Die Algebra G enthélt eine Basis der Topologie, d.h., dass jede
offene Menge in F als eine abzéhlbare Vereinigung offener Mengen in G und
jede abgeschlossene Menge als ein abzéahlbarer Durchschnitt von abgeschlos-
senen Mengen in G darstellbar ist. Das bedeutet, dass jede unterhalbstetige
Indikatorfunktion I4 — mit A € F offen — in ) enthalten ist und jede ober-
halbstetige Indikatorfunktion 14 — mit A € F abgeschlossen — in ). Durch
maftheoretische Induktion zeigt man, dass

L, CY’ und U, CJY,.
Daraus folgt die Behauptung. a

Bemerkung 2.2.14. Die Frage bleibt offen, unter welchen Bedingungen ei-
ne requldre bedingte Darstellung {p,} eines bedingten konvexen Risikoma-
fes pg : X — Xy von Uy bzw. von Ly auf die Klasse B aller beschrankten
und messbaren Funktionen ausgedehnt werden kann. Wir wissen, dass un-
ter zusdtzlichen Stetigkeitsannahmen eindeutige Fortsetzungen von konvexen
Risikomaflen existieren, vgl. dazu die Sdatze 1.2.25 und 1.2.27. Nehmen wir
beispielsweise an, dass py stetig von unten ist und eine requldre bedingte Dar-
stellung auf Uy, erlaubt derart, dass jedes konvexe Risikomafs p, stetig von
oben und sogar stetig von unten ist. Fiir alle w € Q wird dann durch dufere
Approzximation

po(X) =inf{p,(Y)| X>Y, Yel} VXeB

ein konvexes Risikomaf pl, : B — R definiert, das stetig von unten ist und
eine Fortsetzung von p,,. Diese Fortsetzung ist eindeutig unter den obigen Be-
dingungen. Jedoch ist nicht ohne Weiteres klar, ob die jeweiligen Abbildungen
w i (X)) mit X € B messbar beziiglich Fy sind. Auch die Darstellung von
po ist im Allgemeinen nicht gesichert.
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2.2.3 Average Value at Risk

Um die Diskussion von regularen bedingten Darstellungen abzuschlieen, un-
tersuchen wir das bedingte koharente Risikomafl Average Value at Risk. Es
sei definiert wie in [13]:

AVaRA(X) :=esssup Eq(—X|Fy) V X € X, (2.7)
Qe
wobei A € X} eine Fy-messbare Levelfunktion ist mit 0 < A < 1 P-fast sicher
und 40 .
= — < — P-f.s.p. .
Oa {QGQO dP_APfS} (28)

Bemerkung 2.2.15. Fin Wahrscheinlichkeitsmafl QQ € Qg ist wegen
dQ
EQ(X|.7:0):]EP Xﬁ|fg VXeX

genau dann in der Menge Oy enthalten, wenn fir alle Ereignisse A € F auf

{A > 0} gilt:

(EP(I[AL’TOix_ O A>)+ < Eq(La|Fo) < (w " 1) '

Auflerdem geniigt es zu zeigen, dass eine der beiden Abschdtzungen fir alle
Ereignisse erfillt ist. Die andere folgt dann durch Betrachtung des komple-
mentaren Ereignisses.

Auch in diesem Abschnitt nehmen wir an, dass die Menge €2 der zuktnfti-
gen Szenarien durch einen polnischen Raum gegeben ist und F durch die
zugehorige o-Algebra der Borelmengen. Wir fixieren fiir das Referenzmafl P
eine reguldre bedingte Wahrscheinlichkeit (w, A) — P,(A) beziiglich Fy. In
Abhéngigkeit vom eintretenden Szenario w € ) wird das Wahrscheinlich-
keitsmafl P, ebenfalls als Referenzma8 auf (€2, F) dienen.

Wir zeigen, dass fiir jede Levelfunktion A das bedingte Average Value at Risk
AV aR, eine regulére bedingte Darstellung auf der Klasse B aller beschrénk-
ten und messbaren Funktionen besitzt. Die zugehorige Familie von konvexen
— hier sogar koharenten — Risikomaflen ist durch die unbedingten Versionen
des Average Value at Risk zum Level A, := A(w) unter dem jeweiligen Wahr-
scheinlichkeitsmafl P, gegeben, fiir jedes Auszahlungsprofil X € B und fiir
alle Szenarien w € €2 also durch

d 1
AVCLR)\MPW(X) = Sup {EQ(—X) | Q € Ml(Pw), % S )\— Pw—f.S.} .
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Konvexe Verzerrungen der regulidren bedingten Wahrscheinlichkeit

Zur Vorbereitung untersuchen wir eine spezielle Klasse von ,,bedingten Ka-
pazitaten® sowie die zugehorigen ,,bedingten Choquet-Integrale®. Wir fixieren
eine Fy-messbare Parameterfunktion A : Q — [0,1]. Nach Lemma 2.2.4 ist
diese Zufallsvariable P,-fast sicher konstant P-fast tiberall, d.h., dass eine
Menge N € Fy existiert mit P(NN) = 0, so dass fiir alle Szenarien w € N° gilt

A=Aw) =\, P,fs.

Fir w € N setzen wir A, := 1. Die Abbildung w — )\, ist ebenfalls messbar
beziiglich Fy, und es gilt A(w) = A, P-fast sicher.

Nun betrachten wir eine mit A parametrisierte Familie von konvexen Verzer-
rungsfunktionen

f M) 10,1 = [0,1], weQ,

das bedeutet, dass die Funktion f(-, \,) fiir jedes w € © monoton wachsend,
konvex sowie auf f(0,\,) = 0 und f(1,\,) = 1 normiert ist. Wir definieren
durch

(w,A) € A X F = c,(A) := f(P,(A),\) (2.9)

eine Abbildung auf dem Produktraum € x F. Da sowohl w +— P, (A) als
auch w +— A\, messbar beziiglich der o-Algebra Fj sind, ist fiir jedes Ereignis
A € F auch die Zufallsvariable w +— ¢,(A) Fop-messbar. Aulerdem ist bei
fixiertem Szenario w € Q die zugehorige Mengenfunktion ¢, : F — [0,1]
eine konvexe Verzerrung des Wahrscheinlichkeitsmafles P,,, also eine unter
P, verteilungsinvariante und konvexe Kapazitdt.

Das Choquet-Integral beziiglich dieser Kapazitdten liefert eine Familie von
koharenten Risikomaflen p, : B — R auf der Klasse aller beschrankten und
messbaren Auszahlungsprofile mit

po(X) = —E.(X) VXeB.

Man vergleiche dazu auch die Abschnitte 4.6 und 4.7 im Buch von [21]. Fiir
eine detaillierte Einfithrung des obigen Integralbegriffs verweisen wir auf [12].
Im Kapitel 3.3.2 geben wir in einem anderen Zusammenhang einen kurzen
Uberblick iiber Eigenschaften von Choquet-Integralen und Méglichkeiten der
Darstellung, deshalb wollen wir an dieser Stelle darauf verzichten.

Jedes koharente Risikomaf p, bewertet das Verlustrisiko eines Auszahlungs-
profils nur in Abhéngigkeit von seiner Verteilung unter dem jeweiligen Refe-
renzmafl P,. Es ist stetig von oben und sogar stetig von unten, falls f(-, A,)
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stetig ist, also linksstetig in 1. Des Weiteren verhéalt sich jedes p, additiv
auf komonotonen Funktionen, d.h., wenn XY € B zwei Auszahlungsprofile
sind, so dass (X (w;) — X(w2))(Y(w1) — Y(w2)) > 0 fir alle wy, wy € 2, dann
haben wir p,(X +Y) = p,(X) + pu(Y).

Nun setzen wir fir jedes Auszahlungsprofil X € X

po(X) (@) 1= po(X') (w) = pu(X), (2.10)

wobei das definierende Auszahlungsprofil X’ € B so gewéhlt sei, dass X = X’
P-fast sicher.

Satz 2.2.16. Die in (2.10) definierte Abbildung ist ein bedingtes kohdrentes
Risikomaf pg : X — Xo. Auflerdem liefert die Familie {p,} eine requldre be-
dingte Darstellung fiir py auf B. Insbesondere lassen sich daraus die folgenden
FEigenschaften ableiten:

® 00 Lweq|r( ) stetigy St stetig von unten.
e po verhdlt sich additive auf komonotonen Funktionen.

e pg ist bedingt verteilungsinvariant:

X~p Y firP-faweQ = po(X)=py(Y) P-fs.

Beweis: Sind X’ € Bund Ay € Fy, dann gilt P,(Ay) = [4,(w) P-fast sicher.
Damit haben wir

pu(X")Liy (@) = pu(X'Ly,)  P-Eis.

Das bedeutet, dass fiir alle Auszahlungsprofile die Bedingung (2.1) erfullt ist,
namlich
po(X )4, = po(X1y,) P-f.s. VXeX.

Offenbar ist py eine monotone, normierte und von oben stetige Abbildung,
die konvex und positiv homogen fiir Konstanten ist. Nach Bemerkung 2.1.3
(ii) ist po ein bedingtes kohdrentes Risikoma$, falls wir die Fy-Messbarkeit
der Abbildung w — p,(X') = po(X’) fiir alle X’ € B nachweisen konnen.
Die aufgelisteten Eigenschaften folgen aus den Eigenschaften der Familie der
unbedingten koharenten Risikomafe.

Wir nehmen ohne Einschrankung an, dass X’ > 0 ist, denn fir allgemeine
Funktionen folgt die Aussage durch Addition einer geeigneten Konstanten.
Ist X’ eine Treppenfunktion der Form

XI = i .fEi]IAi
i=1
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mit Konstanten x; > 0 und Ereignissen A; € F, die ohne Einschrinkung
aufsteigend gewahlt sind, dann gilt wegen der Additivitdt auf komonotonen
Funktionen, dass

po(X') = — Z Tico(Ay).

Demnach ist die Messbarkeitsbedingung fiir alle einfachen Auszahlungsprofi-
le erfillt. Ein beliebiges nicht-negatives Auszahlungsprofil X’ € B lasst sich
stets punktweise von oben durch eine monoton fallende Folge {X,,} von ein-
fachen Funktionen approximieren. Da die kohéarenten Risikomafle p, stetig
von oben sind, gilt

po(X) = lim p,(Xy).

Als Grenzfunktion einer Folge von messbaren Funktionen ist die Abbildung
w — p,(X') ebenfalls messbar beziiglich F. O

Eine regulare bedingte Darstellung fiir AVaR,

Es sei A € X eine beliebige Fy-messbare Levelfunktion. Wir zeigen in diesem
Abschnitt, dass das bedingte Average Value at Risk als ein solches bedingtes
komonotones Risikomafl beziiglich einer konvexen Verzerrung der zugrunde
liegenden regularen bedingten Wahrscheinlichkeit aufgefasst werden kann.
Da AVaR, als ein essentielles Supremum definiert ist, vgl. die Definition in
(2.7) und (2.8), konnen wir ohne Einschrankung annehmen, dass 0 < A(w) <
1 fiir alle w € 2. Nach Lemma 2.2.4 diirfen wir die Levelfunktion auflerdem
so modifizieren, dass

A=Aw)=:A, P, fs VYwe. (2.11)

Zunéchst betrachten wir die Klasse aller stochastischen Kerne von (€, Fp)
nach (€, F), die im unten definierten Sinne absolutstetig und beschrénkt be-
ziglich der regularen bedingten Wahrscheinlichkeit des Referenzmafes sind:

dQ), 1
Ky = {(W,A) — Qu(A) | Qu < P, % < " P,-f.s. fiir alle w € Q}

Wie das folgende Lemma zeigt, kann K, mit der Klasse Op identifiziert
werden. Damit gilt fiir alle Auszahlungsprofile X € X
AVaRA(X) := esssup Eq(—X|Fo)
QeQx

= esssup Eg (—X).
{Qw}EICA
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Lemma 2.2.17. Zu jedem Wahrscheinlichkeitsmafl Q € Qp gibt es eine zu-
gehdrige requldire bedingte Wahrscheinlichkeit in KCn, und jeder stochastische
Kern {Q.,} € Ka kann als eine regulire bedingte Wahrscheinlichkeit eines
Wahrscheinlichkeitsmafles in Qa aufgefasst werden.

Beweis: Fixieren wir zuerst ein Wahrscheinlichkeitsmafl () € Qx. Fur die
Dichte h := dQ/dP € L'(P) gilt P-fast sicher 0 < h < 1/A und

Ep(h|Fo)(w) =1 =Ep,(h).

Wir konnen also eine Modifikation von h wiéhlen, so dass h € L'(P,) mit
Ep,(h) = 1und 0 < h < 1/A = 1/, P,-fast sicher fiir alle Szenarien
w € €. Die durch h induzierten Wahrscheinlichkeitsmafle O, < P, bilden
eine reguldre bedingte Wahrscheinlichkeit fiir ) beziiglich Fy, denn fiir alle
X € B ist die Abbildung

wi— Eg,(X)=Ep, (Xh)

messbar und eine Version der bedingten Erwartung Eq (X |Fy) = Ep(Xh|Fy).
Nach Konstruktion gilt {Q,} € Kx.

Nun betrachten wir einen stochastischen Kern {Q,} € K, und definieren
Q(4) = Ep(Qu(A) VAeF.
Offenbar ist ) ein Wahrscheinlichkeitsmaf} auf (§2, F). Es gilt fiir alle A € F

P(A)=0 = P,(A)=0 P-ts.
=  Qu(4)=0 PAfs.
= QA =0,

somit ist ) auch absolutstetig beziiglich P. Aulerdem haben wir
P,(Ao) = Qu(Ay) =4, (w) P-fs. VA€ Fo, (2.12)

woraus folgt, dass Q(Ag) = P(Ay), also ist Q € Q.

Wir zeigen, dass {Q,,} eine reguliare bedingte Wahrscheinlichkeit von @ be-
ziiglich Fy ist. Fur jedes Ereignis A € F ist die Abbildung w — Q,(A)
Fo-messbar. Wegen (2.12) und Q|z, = P|#, gilt weiter fir alle Ay € Fy

QAN Ag) = Ep(Qu(AN Ag)) = Ep(Qu(A)Ls,) = Eq(Qu(A)l4,).
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Es gilt @ € Q,, falls die zugehorige Dichte h := dQ/dP P-fast sicher nach
oben durch 1/A beschrénkt ist. Wir setzen A := {h > 1/A} und wollen

nachweisen, dass tatsichlich P(A) = 0 ist. Fur alle w € € haben wir namlich

P,(A
Q) < A,
woraus die Ungleichung folgt
Ep(La|F Ep(La|F
W < EP(h]IA‘fQ) = EQ(]IA|JT0) < % P-f.s.
Demnach gilt, dass Ep(I4]|Fy) = 0 P-fast sicher. Insbesondere haben wir,
dass P(A) = ]EP(EP<]IA|f0)) =0. (I

Nun betrachten wir die durch die Parameterfunktion A induzierte Familie
der einfachen konvexen Verzerrungsfunktionen f(-, \,) : [0, 1] — [0, 1] mit

w

+
(@) . falls A, > 0,
f(iL', )\w) =

01 (x), sonst.
fir alle z € [0,1] und w € €. Die zugehorige Familie der kohérenten und

komonotonen Risikomafle p, : B — R ist gegeben durch das unbedingte
Average Value at Risk unter dem Referenzmafl P, zum Level )\,

pu(X) :=AVaRy, p,(X) VX eB YVweQ, (2.13)
und es gilt
dqQ 1
pu(X) =sup Eg(—X) | Q € My(F,), P < ™ P,fs. 3,

vgl. dazu die Theoreme 4.47, 4.57 und 4.82 in [21].

Theorem 2.2.18. Die in (2.13) definierte Familie von AV aR-Risikomaflen
ist eine requldre bedingte Darstellung auf B fir das bedingte Average Value
at Risk AVaRy mit Levelfunktion A. Insbesondere lassen sich daraus die
folgenden Eigenschaften ableiten:

o AVaR, -Ijasoy ist stetig von unten.
o AVaR verhdlt sich additive auf komonotonen Funktionen.

o AVaR, ist bedingt verteilungsinvariant:

X ~p, Y fir P-faweQ = AVaR)\(X)=AVaR\(Y) P-fs.
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Beweis: Nach Satz 2.2.16 gentigt es zu zeigen, dass das in (2.10) definierte
kohérente Risikomafl py : X — Ay mit dem bedingten Average Value at Risk
zum Level A tibereinstimmt, d. h., dass AVaRA(X) = po(X) fur alle X € X
bzw. fir alle X € B.

Es gibt eine bedingt konvexe Menge
KCKy:={(w,A)— Qu(A) | Q, < P, fiir alle w € Q},
so dass fiir alle X € X die robuste Darstellung gilt:

po(X) =esssup Eg (—X) P-fs.
{Qu}eK

Wir fixieren einen beliebigen stochastischen Kern {Q.} € K. Fiir jedes Er-
eignis A € F haben wir P-fast sicher

Qu(A) > —pu(la) = cu(A), (2.14)

wobei die konvexen Kapazitiaten c,, wie in (2.9) als einfache konvexe Verzer-
rungen des jeweiligen WahrscheinlichkeitsmaBles P,, definiert sind. Nun wer-
den wir diesen Kern {Q,} auf einer P-Nullmenge N € Fy so modifizieren,
dass die obige Bedingung fiir alle Szenarien und auf der gesamten o-Algebra
F erfullt ist.

Ohne Einschrinkung kénnen wir annehmen, dass A > 0 ist. Da €2 ein polni-
scher Raum ist, existiert eine abzahlbare Basis der Topologie. Diese bezeich-
nen wir mit {4;} C F. Dann gibt es eine Menge N € Fy mit P(N) = 0, so
dass (2.14) fiir alle Ereignisse A = A;, i € N, und fiir alle Szenarien w € N°¢
gilt.

Wahrscheinlichkeitsmafle sind stetig von unten und regulér, und jede konvexe
Kapazitét ¢, wird durch eine stetige Verzerrungsfunktion erzeugt. Es sei nun
A € F offen. Wir wihlen eine aufsteigende Folge {A,} C {4;} mit A = UA,
und erhalten

QulA) = m Qu(A,) > lmey(A,) = cu(4) ¥ we N
Jetzt sei B € F beliebig und w € N¢. Es ist
Qu(B) =inf{Q.(A) | B C A offen} > inf{c,(A) | B C A offen} = ¢, (B).

Auf der Nullmenge modifizieren wir den stochastischen Kern, indem wir
Q. := P, fur alle w € N setzen. Das bedeutet, dass die Bedingung (2.14)
tatsdchlich auf der gesamten o-Algebra F und fir alle Szenarien w €  gilt.
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Ein Wahrscheinlichkeitsmafl ), < P, mit ), > ¢, auf F ist ein Element
des Kerns Q(c,) dieser Kapazitat. Aufgrund der speziellen Struktur der Ka-
pazitit wissen wir, dass dann

aQu _ 1
dP, =

P,f.s.

Man vergleiche dazu die Charakterisierungen in [6], Proposition 1. Das heifit,
dass es zu jedem stochastischen Kern {Q,} € K eine modifizierte Version in
KCa gibt. Deshalb haben wir fir alle X € X

po(X) < AVaRp(X) P-fs.

Andererseits gilt fiir jeden stochastischen Kern {Q),} € Ka nach Definition
dieser Klasse, dass Q,, € Q(c,) fir alle w € 2. Darum gilt fir alle X € B

Eq.(=X) < =Ec, (X) = pu(X) = po(X).

Der Ubergang zum essentiellen Supremum auf der linken Seite verdndert die
Relation nicht, also stimmen beide bedingten kohérenten Riskikomafle fiir
alle Auszahlungsprofile P-fast sicher iiberein. O

Bemerkung 2.2.19. Durch die Bildung von bedingten konveren Kombina-
tionen bedingter kohdrenter Risikomafle des Typs AV aR werden weitere be-
dingte kohdrente Risikomajfle erzeugt. Wir setzen

po(X) = A AVaR,(X) VX € X,

i=1

wobei fiir alle i < n die Koeffizientenfunktion A; : Q — [0, 1] Fo-messbar ist
und

d Aw)=1 Yweq
=1

Nach der Bemerkung 2.2.2 besitzt ein solches bedingtes kohdarentes Risiko-
maj$ ebenfalls eine requlire bedingte Darstellung {p.} auf B, welche auch in
diesem Fuall als eine konvexe Verzerrung der requldren bedingten Wahrschein-
lichkeit des Referenzmafles angesehen werden kann, d. h., dass

pu(X):=-E. (X) VX € B,
mat

)= 30 P (PA) Y AEF
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und 8¢, = A;(w) sowie N\, = A;(w) P-fast sicher. Aus der reguliren beding-
ten Darstellung lassen sich die folgenden Figenschaften ableiten: py verhdlt
sich additiv auf komonotonen Funktionen. Es ist bedingt verteilungsinvariant
beztiglich P und stetig von unten auf der Menge

{EH:AZAZ>O}€FO

i=1



Kapitel 3

Dynamische konvexe
Risikomalfle

Ein dynamisches konvexes Risikomaf ist eine an eine Filtration adaptierte
Familie von bedingten konvexen Risikomaflen, mit denen man das Verlust-
risiko von Finanzanlagen zu verschiedenen Zeiten unter Berticksichtigung
der jeweils zur Verfiigung stehenden Information bewertet. In der finanz-
mathematischen Literatur wird derzeit diskutiert, welche Beziehungen und
Abhéangigkeiten zwischen den einzelnen Zeitpunkten bei der Risikobewer-
tung zu fordern sind und welche intertemporalen Strukturen sich daraus
fir die Akzeptanz- und Ablehnungsmengen oder die darstellenden Penalty-
Funktionen ableiten lassen. Grundsatzlich kann dieses Problem aus zwei ver-
schiedenen Perspektiven betrachtet werden.

Bei der Konstruktion von dynamischen konvexen Risikomafien zu einer vorge-
gebenen Informationsstruktur ist darauf zu achten, dass gewisse Formen der
zeitlichen Konsistenz in Bezug auf die Akzeptanz oder Ablehnung von Risiken
erfiillt werden. Vorgeschlagen und analysiert wurde solche Konsistenzbedin-
gungen erstmals von Artzner, Delbaen, Eber, Heath & Ku [2], [3], Riedel
[31] und in einer schwachen Variante von Weber [40]. Es handelt sich dabei
um zeitlich riickwérts gerichtete Bedingungen, die mit Hilfe der Akzeptanz-
oder Ablehnungsmengen charakterisiert werden kénnen. Wir vergleichen die
Konsistenzbedingungen der oben genannten Autoren und verallgemeinern sie
durch Einfiihrung einer gewissen Testklasse, welche den Grad der Konsistenz
bestimmt.

Ist die Filtration im Voraus nicht festgelegt, dann muss nach jedem Erhalt
von zusatzlicher Information die Risikobewertung unter geeigneten Kriterien

80
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aktualisiert werden. Wir argumentieren, dass dieses Aktualisierungsproblem
einen zeitlich vorwérts gerichteten Ansatz der dynamischen Risikobewertung
verlangt. Wir formulieren ein Kriterium, nach der jedes bedingte konvexe
Risikomaf als eine Konsequenz aus der eingehenden Information und der ur-
spriinglichen Risikobewertung konstruiert wird. Im linearen Fall der beding-
ten Erwartung stimmen beide Ansétze iiberein, im allgemeinen konvexen Fall
jedoch nicht.

In der Theorie der nicht-additiven Mengenfunktionen, welche in der Form
c(A) = infg Q(A) darstellbar sind, diskutiert man das Problem der Aktua-
lisierung in einem einfachen Rahmen schon seit ldngerer Zeit, vgl. u.a. die
Arbeiten von Dempster [10] und Shafer [36], Walley [37], Fagin & Halpern
[16] oder Gilboa & Schmeidler [23]. Die dort beschriebenen Aktualisierungs-
ansatze basieren alle auf demselben Prinzip, wonach einige Wahrscheinlich-
keitsmafle nach dem FErhalt von zusatzlicher Information fiir die Zukunft
aus der Menge Q entfernt und die verbleibenden nach der Regel von Bayes
aktualisiert werden. Wir vereinheitlichen und verallgemeinern diese Aktuali-
sierungsmethoden und wenden sie auf die Klasse der koharenten Risikomafe
an, um die Reduzierung von Unsicherheit nach dem Erhalt von Zusatzinfor-
mation darzustellen.

Das Kapitel 3 ist wie folgt aufgebaut. Im ersten Teil untersuchen wir auf
axiomatischer Ebene Kriterien, die die intertemporale Struktur von dynami-
schen konvexen Risikomafien beschreiben. Nach der Definition von dynami-
schen konvexen Risikomaflen im Abschnitt 3.1.1 analysieren wir im Abschnitt
3.1.2 zunéachst die zeitlich riickwarts gerichteten Bedingungen der Akzeptanz-
und Ablehnungskonsistenz. Im Abschnitt 3.1.3 formulieren wir danach eine
zeitlich vorwarts gerichtete Bedingung, die wir als Konsequenz bezeichnen
wollen. Zur Veranschaulichung der einzelnen Kriterien betrachten wir im Ab-
schnitt 3.1.4 die Klasse der dynamischen robusten Shortfall-Risikomafie und
als einen Spezialfall das Average Value at Risk.

Im zweiten Teil beschéftigen wir uns mit dem Problem der Aktualisierung
von konvexen Risikomaflen nach dem Erhalt von zusétzlicher Information.
Im Abschnitt 3.2.1 definieren wir so genannte Aktualisierungsvorschriften.
In den Abschnitten 3.2.2; 3.2.3 und 3.2.4 untersuchen wir anschlielend, in-
wieweit die Bedingungen der starken Zeitkonsistenz, der schwachen Akzep-
tanzkonsistenz oder der Konsequenz als Aktualisierungskriterium geeignet
sind. Im Abschnitt 3.2.5 stellen wir eine Methode zur Reduzierung von Unsi-
cherheit vor, nach der Entscheidungen dartiber getroffen werden kénnen, wel-
che probabilistischen Modelle nach dem Erhalt von neuer Information weiter
beriicksichtigt werden sollen. Im Abschnitt 3.2.6 diskutieren wir die Redu-
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zierung der Unsicherheit im Fall der entropischen RisikomafBe. Dies fiihrt auf
ein Problem der Entropie-Minimierung, welches wir unter der Annahme un-
tersuchen, dass die Menge der weiter verwendeten Modelle durch den Kern
einer konvexen Verzerrung des Referenzmafles gegeben ist. Diese spezielle
Struktur erlaubt es, die Dichte des entropieminimierenden Mafles genauer zu
bestimmen.

3.1 Dynamische konvexe Risikomafle
und ihre intertemporale Struktur

3.1.1 Definition

Es sei (2, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, wobei ) eine Menge von zu-
kiinftigen Szenarien bezeichnet und F eine o-Algebra von Ereignissen, die
am Ende einer Handelsperiode beobachtbar sind. Wie im vorherigen Kapi-
tel dient P als Referenzmafl. Sdmtliche Ungleichungen und Gleichungen von
Zufallsvariablen sind im P-fast sicheren Sinne zu verstehen.

Die Klasse der zu bewertenden Auszahlungsprofile sei gegeben durch den
linearen Raum X := L*(Q,F,P) aller messbaren und P-fast sicher be-
schrankten Funktionen. Das Risiko dieser Auszahlungsprofile bemessen wir
zu verschiedenen Zeiten in Abhéangigkeit von der zur Verfiigung stehenden
Information. Wir fixieren eine Filtration {F;}L, C F, wobei die o-Algebra
F; die Informationsstruktur zum jeweiligen Bewertungszeitpunkt ¢ widerspie-
geln soll. Auflerdem setzen wir X, := L>®(Q, F;, P) fir alle 0 <t < T.

Definition 3.1.1. Eine Familie {p;}1_, heifst dynamisches konvexes Risiko-
maB, falls zu jedem Zeitpunkt 0 < t < T die Abbildung p; : X — X, ein
bedingtes konvezres Risikomafs beziiglich F; ist.

Jedes dynamische konvexe Risikoma$i {p;}7_, kann mit seiner zugehorigen
Folge von Akzeptanzmengen {A;}L, identifiziert werden. Ebenso kénnen
wir ihm seine Folge von Ablehnungsmengen {\;}], zuordnen.

In Kapitel 2 haben wir uns bereits ausfiihrlich mit bedingten konvexen Ri-
sikomaflen und den Moglichkeiten ihrer Darstellung befasst. Jetzt wollen
wir Eigenschaften von dynamischen konvexen Risikomaflen und die dadurch
implizierten Strukturen zwischen den einzelnen Bewertungszeitpunkten un-
tersuchen. Wir diskutieren Kriterien fiir eine zeitlich , konsistente und kon-
sequente” Risikobewertung.
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3.1.2 Akzeptanz- und Ablehnungskonsistenz

Zunachst untersuchen wir verschiedenen Formen der zeitlichen Konsistenz
von dynamischen konvexen Risikomaflen. Dabei vergleichen wir fiir jeweils
zwei aufeinander folgende Bewertungszeitpunkte ¢ und ¢ + 1 die Akzeptanz-
und Ablehnungskriterien der bedingten konvexen Risikomafle p, und pyy;.

Fixieren wir also einen Zeitpunkt 0 < ¢ < T — 1. Des Weiteren sei ), C X
eine Vergleichs- oder Testklasse von Auszahlungsprofilen, so dass die Be-
dingungen 0 € ), und YV, + &, = ), erfiillt sind. Diese Testklasse bestimmt den
Grad der Konsistenz. Sie kann in Abhéngigkeit der zur Verfiigung stehenden
Information gewéhlt werden, z.B. ), = &} oder ), = A},,. Sie kann aber
auch allgemein festgesetzt sein, z. B. ), = X.

Definition 3.1.2. Die bedingten konvexen Risikomafle p; und p;y1 heiffen
akzeptanzkonsistent (‘ablehnungskonsistent) beziiglich der Testklasse Y, falls
fiir alle X € X und Y € Y, gilt:

pre1(X) < (2) pea(Y) = p(X) < (2) pu(Y). (3.1)

Diese Konsistenzbedingungen entsprechen einem zeitlich rickwdrts gerichte-
ten Ansatz der dynamischen Risikobewertung. In (3.1) wird gefordert, dass
gewisse Mafigaben durch p;;; hinsichtlich der Akzeptanz bzw. Ablehnung
von Auszahlungsprofilen — zumindest fiir die Menge ), — bereits durch das
bedingte konvexe Risikomafl p; berticksichtigt werden sollen.

Da fiir jede Wahl von ) die konstanten Auszahlungsprofile in der Testklasse
enthalten sind, insbesondere ist 0 € )}, lassen sich die folgenden Beziehungen
ableiten: Falls die bedingten konvexen RisikomafBle p; und p;;1 akzeptanzkon-
sistent sind, dann gilt fiir die zugehorigen Akzeptanzmengen A, C A;. Sind
sie hingegen ablehnungskonsistent, dann ist Ny, ; C N;.

Bemerkung 3.1.3. Betrachten wir zwei solche Testklassen Y, C X und
Vi C X derart, dass Y, C Y|. Falls die bedingten konvexen Risikomafse
pr und piy1 akzeptanz- oder ablehnungskonsistent beziglich Y| sind, dann
sind sie nach Definition auch akzeptanz- bzw. ablehnungskonsistent beziiglich
Y;. Deshalb werden wir in Zukunft den Begriff schwache Akzeptanz- bzw.
Ablehnungskonsistenz verwenden, wenn ), = X} ist.

Mit der gleichen Begriindung sprechen wir von starker Akzeptanz- oder Ab-
lehnungskonsistenz, wenn Y, = X ist. Man beachte, dass Akzeptanz- und
Ablehnungskonsistenz in diesem Fall dieselbe Bedeutung besitzen. In der Li-
teratur zu dynamischen konvexen Risikomaflen wird diese Figenschaft fir
gewohnlich nur Zeitkonsistenz genannt.
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Charakterisierungen von Akzeptanz- und Ablehnungskonsistenz

Charakterisierungen der starken Zeitkonsistenz, also Beschreibungen der da-
durch implizierten Eigenschaften der zugehorigen Akzeptanzmengen und Pe-
nalty-Funktionen, findet man z. B. in [2], [3] und [31] fiir den kohéarenten Fall
sowie in [13], [26], [17] und [7] fir den konvexen Fall. In [40] und [33] wer-
den dynamische konvexe bzw. kohédrente Risikomafle hinsichtlich schwacher
Akzeptanz- und Ablehnungskonsistenz untersucht.

Das folgende Theorem liefert eine allgemeine Charakterisierung von dyna-
mischen konvexen Risikomafien, die akzeptanzkonsistent sind. Im Beweis
verwenden wir nur die Eigenschaften Normiertheit, bedingte Translations-
invarianz und Monotonie. Die Resultate gelten somit auch fiir dynamische
monetire Risikomafle. Dabei verwenden wir die Bezeichnungen

Aviin =X NA und Ny =X NN

fiir die Mengen aller beziiglich F; 1 messbaren Auszahlungsprofile, die unter
p: akzeptiert bzw. abgelehnt werden.

Theorem 3.1.4. Es seien p; : X — X, und pyy1 0 X — X1 bedingte konveze
Risikomafie und )y C X wie oben. Dann sind die folgenden Bedingungen
aquivalent:

(a) pi und pyyq sind akzeptanzkonsistent beziglich Y.

(b) pe(X) <essinf {p, (Y)Y € Y, pr1(X) < pea(Y)} fiir alle X € X.
(¢) es55up {pu(X i1 (X)—pra (V) (V)Y € Wi} < 0 fiir alle X € X.
(d) Apsr — praa (Ve N A) C A,

AujfSerdem impliziert die Eigenschaft der Akzeptanzkonsistenz von py und pyyq
beziiglich der Testklasse Y, die folgenden dquivalenten Bedingungen, wobei
th = {X S X| _Pt+1(X) € yt}

(¢) p(X) < p(=per1(X)) fiir alle X € Xt
(f) (A1 + DN Aprir) N XY C A,
(g) M ﬂ th C j\/;&Jrl + yt ﬂM,t+1-

(h) Fiir alle X € X¥* und alle Y € Y, N Xy, gilt die folgende Implikation:
pr1(X) < pra(Y) = p(X) < pu(Y).
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Beweis: Die Aquivalenz von (a) und (b) ist offensichtlich. Wir zeigen, dass
aus der Akzeptanzkonsistenz beztiglich ), die Bedingung (d) folgt. Dazu
wahlen wir X € A und Y € Yy N A Es st pr1 (X — pea(Y)) < per (V)
und somit pi(X — p1(Y)) < pe(Y) <0.

Bedingung (d) impliziert (c¢), denn fir X € X und Y € ), ist

X+ pe1(X) = pra (V) + (V) = X + pria(X) — pea (Y + pe(Y))
und damit ein Element von A1 — pi1 (VN A C A,

Aus Bedingung (c) folgt (a). Fir X € X und Y € Y, mit pi11(X) < pra(Y)
ist namlich wegen der Monotonie p, (X +pi(Y)) < pp(X +pr1(X) —pesa (V) +
p:(Y)) <0, also pi(X) < p(Y). Damit haben wir den ersten Teil dieses
Theorems bewiesen.

Jetzt sei angenommen, dass p; und pyy; akzeptanzkonsistent beziiglich ),
sind. Fiir ein beliebiges X € XY* haben wir aufgrund von Monotonie und
Fir1-Translationsinvarinanz pgy1(X) = pr1(—pie1(X)). Die Bedingung (e)
folgt dann wegen —p;,1(X) € V.

Wir beweisen die Aquivalenz von (e) und (f). Wenn (e) erfiillt ist und wenn
X e Apqyund Y € Yy N Appyq so gewdhlt werden, dass X +Y € XYt dann
ist pr(X +Y) < p(=pr1(X +Y)) = pi(=pr1(X) +Y) < pi(Y) <0.

Umgekehrt ist X + p;(—p1(X)) € XY fiir alle X € A, also gilt p;(X) <
pi(—pir1(X)), denn das Auszahlungsprofil X+ p;(—pi11(X)) = X+p1(X)—
Pti-1 (X) -+ ,0t<_pt+1 (X)) ist ein Element von At+1 + yt N .At,tJrl - At.

Der Beweis der Aquivalenz von (e) und (g) ist dhnlich. Ist (e) erfiillt und X €
N;NXYt dann ist —pyy 1 (X) € ViNNiii1, also X = X +p1(X) —pier (X) €
Nit1 + Vi N Nisp1. Gilt umgekehrt (g), und wéhlen wir X € X, dann ist
X+pi(X) € N;NnXY:. Demnach existiert ein Y € X1, so dass X +Y € N,
und =Y + p(X) € Vi NNy Da Y < piyg(X) ist, folgt (e) aufgrund der
Monotonie von p;, weil 0 < p (=Y + pi(X)) < pr(—pr1(X) + pe(X)).

Schliefllich nehmen wir (e) an und betrachten ein X € X* sowie ein Y €
VN X mit pg(X) < prr(Y) = =Y. Aus der Monotonie folgt py(X) <
pr(—per1(X)) < pe(Y) und somit (h). Umgekehrt impliziert (h) die Bedin-
gung (e), denn fiir jedes X € XY haben wir —p;11(X) € Y, N X,y und
pr1(X) = prar(=pe1 (X)). =

Das folgende Theorem liefert dquivalente Charakterisierungen von Ableh-
nungskonsistenz und Bedingungen, die sich aus dieser Eigenschaft ableiten
lassen. Wir verzichten auf den Beweis, da er analog zum vorherigen ist.
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Theorem 3.1.5. Es seien p, : X — X, und pyy1 0 X — X1 bedingte konveze
Risikomafie und Yy C X wie oben. Dann sind die folgenden Bedingungen
aquivalent:

(a) pi und py1 sind ablehnungskonsistent beziiglich Y.

(b) pi(X) > esssup {p:(Y)|Y € Vs, pry1(X) > pea(Y)} fiir alle X € X.
(c) essinf {pi(X +pr1(X) — o1 V) + 0. (Y)Y € Vi} > 0 fiir alle X € X
(d) Nis1 = pe1 (Ve N N;) C N

Auflerdem impliziert die Eigenschaft der Ablehnungskonsistenz von p; und
pra1 beziiglich der Testklasse Yy die folgenden dquivalenten Bedingungen, wo-
bei XYt :={X € X| — pr1(X) € Y }:

(¢) p(X) = pe(=pe1(X)) fiir alle X € Xt
(f) Acn XY C Ay + YN Ay
(9) Nig1 + VN Np) N XY C N

(h) Fiir alle X € XY und alle Y € Y, N X,y1 gilt die folgende Implikation:
per1(X) = pea(Y) = pe(X) = pe(Y).

Beispiel: =~ Wir betrachten die Testklasse )V, = X;;1. In diesem Fall gilt
X = XY weshalb sowohl in Theorem 3.1.4 als auch in Theorem 3.1.5 die
Bedingungen (a)—(d) dquivalent zu den Bedingungen (e)—(h) sind. Die beiden
bedingten konvexen Risikomafie p; und p;41 sind genau dann akzeptanzkon-
sistent beziiglich X1, wenn A, 1+As 111 C A; oder wenn Ny C Niy1+ N 41
Aquivalent dazu ist auch die Abschitzung:

pr(X) < pr(—pe1(X)) VX EX.

Bei Ablehnungskonsistenz beziiglich X;,; gelten die umgekehrten Inklusio-
nen und Ungleichungen. Aulerdem sind p; und p;y1 genau dann akzeptanz-
und ablehnungskonsistent beziiglich &, wenn sie akzeptanz- oder ableh-
nungskonsistent beziiglich X sind, also stark zeitkonsistent. &

Wir wollen noch einmal die Resultate dieses Abschnitts fiir die starke und
schwache Form der Akzeptanzkonsistenz zusammenfassen. Beginnen wir mit
der grofiten Testklasse ), = X. Die Forderung von starker Zeitkonsistenz
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bei dynamischen konvexen Risikomaflen impliziert u.a. eine Projektionsei-
genschaft, wie wir sie von der bedingten Erwartung von Wahrscheinlichkeits-
maflen kennen, vgl. dazu die Bedingung (d) des folgenden Korollars.

Korollar 3.1.6. Es seien p; : X — X, und pyyq @ X — X1 bedingte konveze
Risikomafie. Dann sind die folgenden Bedingungen dquivalent:

(a) pi und pyy sind stark akzeptanzkonsistent.
(b) pi und piq sind stark ablehnungskonsistent.

(c) pi und piyq sind akzeptanz- und ablehnungskonsistent beziiglich X, 1.

(d) pe(X) = pi(=pes1(X)) fiir alle X € X
(e) Ay = Ay + Aryia.
(f) Ny = Nig1 +Nigsa.

Bemerkung 3.1.7. Falls p; und p;11 stetig von oben sind, dann erlauben sie
eine robuste Darstellung durch Wahrscheinlichkeitsmaje, vgl. Theorem 2.1.6.
Die zugehirigen minimalen Penalty-Funktionen o™ und a?}:ﬂl stehen in di-
rekter Beziehung zu den Akzeptanzmengen A, und A1, vgl. die Definition
in (2.4). Somit ergeben sich durch die starke Form der Zeitkonsistenz star-
ke Relationen fir die minimalen Penalty-Funktionen. Diese werden in [17],
Theorem 4.5, beschrieben. Unter der Voraussetzung, dass p; eine robuste Dar-
stellung auf Mo(P) besitzt, wird die Aquivalenz der folgenden Bedingungen

gezeigt:

(a) pi und peyq sind stark zeitkonsistent.

(b) Es gilt

oi™(Q) = a1 (Q) + Eq(eifi (Q)IF) ¥V Q € Mc(P),

min

wobei iy, gegeben ist durch

i (Q) = esssup Eo(—X|F).
tt4+1

Die schwache Akzeptanzkonsistenz von dynamischen konvexen Risikomafien
beziiglich der Testklasse ); = X} ist eine notwendige Voraussetzung fiir jede
andere Form der Akzeptanzkonsistenz.
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Korollar 3.1.8. Es seien p; : X — X, und pyyoq 0 X — X1 bedingte konveze
Risikomafle. Dann sind die folgenden Bedingungen dquivalent:

(a) py und peyq sind schwach akzeptanzkonsistent.

(a’) Fir alle X € X gilt py(X) <0, falls pr1(X) < 0.

(b) pe(X) <essinf{X; € X, | prs1(X) < X} fir alle X € X.
(¢) pe(X + pry1(X)) <O fiir alle X € X.

(d) A1 C Ay

(') Ay C{X €A | XI4e A,V A€ Fipa}.

Beweis: Die Aquivalenz von (a)—(d) wurde bereits in Theorem 3.1.4 gezeigt,
und wegen der bedingten Translationsinvarianz genitigt es, die Konsistenzbe-
dingung (3.1) nur fiir Y = 0 nachzuweisen. Das heift, dass (a) und (a’) dqui-
valent sind. Natiirlich imliziert (d’) die Bedingung (d). Umgekehrt gilt fiir
ein beliebiges Auszahlungsprofil X € A;,; und fir alle Ereignisse A € F;.1,
dass auch XTI, € A, C A, ist. O

Bemerkung 3.1.9. Sind die bedingten konvexen Risikomajfle p; und pyy ste-
tig von oben, so erlauben sie eine robuste Darstellung, vgl. Theorem 2.1.6. In
[17], Proposition 4.10, wird gezeigt, dass sich aus der schwachen Akzeptanz-
konsistenz von p; und pyiq fiir die zugehorigen minimalen Penalty-Funktionen

min

™™ und o't die folgende Beziehung ableiten ldsst:
Eo(aif1(Q)|F) < a™(Q) ¥V Q € Mc(P).

Falls py und pyyq eine robuste Darstellung auf M (P) erlauben, dann folgt
umgekehrt auch aus der obigen Ungleichung die schwache Akzeptanzkonsis-
tenz von p; und piiq.

Die im Korollar 3.1.8 (d’) zur Charakterisierung der schwachen Akzeptanz-
konsistenz verwendete Menge

At(./,:;g_ﬂ) = {X c At | X]IA c At \V/ A € Ft—i—l}

bezeichnen wir von nun an als die Akzeptanzmenge von p; beziiglich Fyy1.
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Bemerkung 3.1.10. Die Akzeptanzmenge Ay(Fy11) von p; beziiglich Fyyq ist
im Allgemeinen keine Akzeptanzmenge eines Fyy1-bedingten konvexen Risi-
komafes. Ay(Fii1) C Ay ist nicht leer und Fi-bedingt konvex, jedoch fiir
gewdhnlich nicht beziglich Fyy1. Falls p; ein bedingtes kohdrentes Risiko-
maj$ ist, dann ist Ay(Fir1) ein Fp-bedingter konvexer Kegel. Auflerdem ist
Ay(Fii1) solide im Sinne, dass jedes Auszahlungsprofil Y € X mitY > X zu
Ai(Fii1) gehort, wenn X € Ay(Fiyq) ist. Falls py fiir alle Ereignisse A € F
die Bedingung erfullt:

P(A)>0 = P(p(—cls)>0)>0 Ve>0,

dann haben wir essinf A;(F;11)NXy1 = 0. Man beachte auch die Darstellung
von Ay(Fiy1) in Theorem 3.2.11 fir den Fall, dass F; trivial ist.

Bemerkung 3.1.11. Es seien p; : X — X und pyq @ X — Xpq zwed
bedingte konvexe Risikomafle. Sind diese stark zeitkonsistent, insbesondere
schwach akzeptanzkonsistent, so gilt Ayv1 C Ay(Fiaq). Falls py zusdtzlich fir
alle Ereignisse A € F die Bedingung erfillt:

P(A)>0 = P(p(—cly)>0)>0 Ve>0,

dann haben wir sogar Ai1 = A(Fiy1), vgl. [7], Proposition 4.7. Gabe es ein
X € Ay(Fi11) derart, dass die Menge A = {py1(X) > 0} € Fiy1 positive
Wahrscheinlichkeit unter P besitzt, so wirde wegen der obigen Implikation
der folgende Widerspruch entstehen:

0 > pi(XTa) = pe(—pry1(X)La) > 0.

Bemerkung 3.1.12. Es seien p; : X — X, und piyq : X — X1 beding-
te konvezre Risikomafle, die schwach akzeptanzkonsistent sind. Falls p; sogar
ein bedingtes kohdrentes Risikomafs ist, dann sind p; und p;1 auch akzep-
tanzkonsistent beziglich Y, = Xipq. Fiur alle X € X und Y € X1 mit
pri1(X) < pea(Y) = =Y gilt ndmlich:

pe(X) < pe(X + prr1 (X)) + pe(=per1 (X)) < pe(Y).

Erhalt von Akzeptanz- und Ablehnungskonsistenz

Der Vollstandigkeit halber wollen wir verschiedene Verkniipfungsmoglichkei-
ten fiir dynamische konvexe Risikomafle hinsichtlich der Frage untersuchen,
ob diese in gewissem Sinne Akzeptanz- oder Ablehnungskonsistenz erhalten.
Wir betrachten die Bildung bedingter konvexer Kombinationen, Streckung,
Robustifizierung, Komposition und Faltung.
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Bemerkung 3.1.13. Es sei Y, C X eine Testklasse wie oben und fiziert.

(i)

(i)

Die zu einem Fyyq1-bedingten konvexen Risikomaf$ pyy1 gehorige Klas-
se der Fi-bedingten konvexen Risikomafle p;, so dass p; und py1 ak-
zeptanzkonsistent (ablehnungskonsistent) beziglich Y, sind, ist bedingt
konvex. Fiir alle X € X und Y € YV, und fir jede Fi-messbare Para-
meterfunktion 0 < A <1 gilt namlich:

Pt+1(X) < (2) Pt+1(Y)
= p(X) <(2) p(Y) und pi(X) < (=) pi(Y)
= Ap (X)) + (1= AN)pi(X) < () Ap (V) + (1= A)p(Y).

Umgekehrt ist die zu einem F-bedingten konvexen Risikomafs p, geho-
rige Klasse aller F;.1-bedingten konveren Risikomafle pii1, so dass p;
und piy1 akzeptanzkonsistent (ablehnungskonsistent) beziiglich Y, sind,
im Allgemeinen nicht bedingt konvex.

Bemerkung 3.1.14. Es seien p; und p;q bedingte konvere Risikomafse.
Streckung mit einem F;-messbaren Parameter 0 <m < A < M < oo erzeugt
ein F;-bedingtes konvexes Risikomafy p* und ein Fy 1 -bedingtes konvezes Ri-
sitkomafs Pé\ﬂ; und zwar firt=1t,t+1

(i)

(i)

X
pM(X) = Ap; (K) VXed.

Eine Testklasse V; induziert die Menge ytA =AYy, und py und pgyq sind
genau dann akzeptanz- oder ablehnungskonsistent beziiglich Y, wenn p*
und ppy, akzeptanz- bzw. ablehnungskonsistent beziglich Vi sind.

Speziell sei Yy = X;, und N und A seien zwei F;-messbare Parameter-
funktionen mit 0 <m < N <1< A< M < oo. Wegen der bedingten
Konvexitdt der Risikomafle gilt fiir alle X € X und firi=1tt+1

pH(X) < pi(X) < P (X).

Falls py und piyq schwach akzeptanzkonsistent sind, dann sind dem-
nach auch p und pyy1 schwach akzeptanzkonsistent fiir alle Parameter
A > 1. Ebenso sind p; und pffrl schwach akzeptanzkonsistent fir alle
Parameter ' < 1.

Falls py und pyy1 hingegen schwach ablehnungskonsistent sind, dann
sind p» und p,1 schwach ablehnungskonsistent fiir alle ' < 1. Ge-
nauso sind p; und pg\ﬂ schwach ablehnungskonsistent fir alle A > 1.
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Bemerkung 3.1.15. Es seien {pf }rer und {p}. }rez Familien von bedingten
konvexen Risikomafen. Durch Robustifizierung erzeugen diese zwei weitere
bedingte konvexe Risikomafle p; und pyy1 mit

pi(X) =esssup pF(X) VXX, i=tt+1
kel

Wir nehmen an, dass Yy C Xy1. Sind pf und pf,, akzeptanzkonsistent beziig-
lich Y fiir jeden Index k € I, dann sind auch p¥ und p;y1 akzeptanzkonsistent
beziiglich Yy fiir alle k € Z. Insbesondere sind p; und pyy1 akzeptanzkonsistent
beziiglich Yy,. Falls Yy keine Teilmenge von Xy ist, dann bleibt die Akzep-
tanzkonsistenz im Allgemeinen micht erhalten. Auch Ablehnungskonsistenz
kann bei Robustifizierung verloren gehen.

Bemerkung 3.1.16. Es seien p; und pyy1 bedingte konvexe Risikomajfe. Wir
vergrifern die Menge aller Auszahlungsprofile und setzen X = L>(Q, F, 15),
wobei F C F sowie ]5|f = P gelten soll. Jedes beziiglich F bedingte konvexe
Risikomaf p: X — X erzeugt durch Komposition bedingte konvexe Risiko-
maf p, : X — X, und P X — X,1. Wir definieren firi=t,t+ 1

piX) = pi(=p(X)) VXeX

Falls p; und piy1 akzeptanzkonsistent (ablehnungskonsistent) beziiglich Y, C
X sind, dann sind p, und p;,, akzeptanzkonsistent (ablehnungskonsistent)

beziiglich der induzierten Testklasse Y, == {Y, € X | = p(Y) € Y} C X.

Bemerkung 3.1.17. Es seien pf und pr mit k = 1,2 bedingte konvexe
Risikomafe. Die Faltung von p; und p; bzw. von pi ., und pi,, ist fir alle
X € X definiert als

piOp;(X) = essinf {p;(X —Y) + pi(Y)}
= essinf pj (X —Y),
YeA?

wobei i = t,t + 1. Angenommen, dass p;0p2(0) € X; fiiri = t,t + 1. Durch
Normierung, d. h. durch

pi(X) == pi0p;(X) — p;0p7(0) VX € X,

erhalten wir bedingte konveze Risikomafe p; und pey1, vgl. [4]. Wenn p} und
p? fiiri = t,t+1 stetig von unten sind, dann ist p; ebenfalls stetig von unten
und die zugehorige Akzeptanzmenge ist gegeben durch

Ai = A} + A7 — pi0p}(0),
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wobei der Abschluss beziiglich der Schwach*-Topologie o(L>°, L') gemeint ist.
Den Beweis dieser Aussagen findet man in [26], Theorem 4.3. Unter diesen
Voraussetzungen gilt:

(i) Die Faltung beeintrichtigt die starke Form der Zeitkonsistenz nicht.
Falls pf und pf,, sowohl fir k =1 als auch fir k =2 stark zeitkonsis-
tent sind, dann sind auch p; und py1 stark zeitkonsistent, vgl. Theorem
4.8 in [26].

(i) Unter der Zusatzbedingung —A? C N} haben wir p; = p;Op? fir
t=t,t+ 1. Dann sind p; und piy1 schwach akzeptanzkonsistent, wenn
pF und pf., sowohl fir k =1 als auch fir k = 2 schwach akzeptanz-
konsistent sind.

3.1.3 Konsequenz

Neben der Konstruktion von dynamischen konvexen Risikomaflen zu einer
vorgegebenen Filtration kann das Problem der dynamischen Risikobewer-
tung auch aus einer anderen Perspektive betrachten werden. Bei dieser nimmt
man an, dass zu jedem Zeitpunkt das bedingte konvexe Risikomafl p;y; in
Ubereinstimmung mit den BewertungsmaBgaben des urspriinglichen beding-
ten konvexen RisikomafBles p; und der erhaltenen Information F;,, konstruiert
wird. Die Struktur der o-Algebra ist im Voraus nicht bekannt.

Motiviert durch diese Sichtweise stellen wir in diesem Abschnitt einen zeit-
lich vorwdarts gerichteten Ansatz der dynamischen Risikobewertung vor. Wie
im vorherigen Abschnitt sei {p;}/_, ein dynamisches konvexes Risikomaf} auf
X, adaptiert an die Filtration {F;}]_,. Wieder vergleichen wir die Akzep-
tanzkriterien der beiden bedingten konvexen Risikomafle p; : X — A&} und
pre1 @ X — Xy zu zwei aufeinander folgenden Bewertungszeitpunkten. Es
sei 0 <t <T —1 fixjert.

Zunachst wollen wir kurz an die Charakterisierung der schwachen Akzep-
tanzkonsistenz in Korollar 3.1.8 (d’) erinnern. Bei dieser Konsistenzeigen-
schaft wird das Risiko eines unter p;,; akzeptablen Auszahlungsprofils unter
p: ebenfalls als akzeptabel angesehen, d.h., es gilt die Inklusion A;;; C A;.
Wegen der Bedingung piy1(X )14 = pir1(X1,) fiir alle X € X und jedes
Ereignis A € F;,1 wird schwache Akzeptanzkonsistenz auch durch die Bezie-
hung A1 C A (Fi1) dquivalent charakterisiert, wobei

.At(JT;g_H) = {X S At | X4 € .At VAe Ft—i—l}
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die Akzeptanzmenge von p; beziiglich F;,; bezeichnet.

Die folgende Eigenschaft kann als die zeitlich vorwarts gerichtete Variante
der schwachen Akzeptanzkonsistent angesehen werden. Das bedingte konvexe
Risikomafl p;1 wird dabei als eine Aktualisierung von p; nach dem Erhalt
der Information F;., aufgefasst.

Definition 3.1.18. Das bedingte konvexe Risikomafl p;y1 heifft Konsequenz
aus p; und der eingehenden Information Fiyq, falls

AdFiir) C Ay (3.2)

Die Forderung (3.2) bedeutet, dass das Risiko eines Auszahlungsprofils, das
unter p; unabhéngig davon, welches Ereignis im néchsten Bewertungszeit-
punkt tatsachlich eintritt, als akzeptabel angesehen wird, auch von dem dann
verwendeten bedingten konvexen Risikomafl p;,; als akzeptabel eingestuft
werden sollte. Im Vergleich zur Bedingung (3.1) kann auch die folgende Im-
plikation als Definition einer Konsequenz p;;; aus p, und F;y; verwendet
werden. Fiir alle Auszahlungsprofile X € X gilt:

pe(XI4) <0 VA Fpn = pa(X) <0.

Bemerkung 3.1.19. Fulls das bedingte konvere RisikomafS pyi1 stetig von
oben ist, dann besitzt es eine robuste Darstellung auf der Menge Py al-
ler absolutstetigen Wahrscheinlichkeitsmafle, die auf F;1q1 zum Referenzmafs
dquivalent sind, vgl. Theorem 2.1.6. In diesem Fall ist p;+1 genau dann eine
Konsequenz aus p, und der Information F, 1, wenn die minimale Penalty-
Funktion, definiert wie in (2.4), die folgende Ungleichung erfillt:

esssup Eq(—X|Fi1) < a1 (Q) V Q€ Py
XEAt(.'Ft+1)

Bemerkung 3.1.20. Als zeitlich vorwidrts gerichtete Variante der schwa-
chen Ablehnungskonsistenz kann auch die Forderung Ny(Fiyi1) C Nip1 be-
trachtet werden, um intertemporale Strukturen von dynamischen konvexen
Risikomaflen zu charakterisieren. Mit Hinblick auf die Diskussion des Aktua-
listerungsproblems im zweiten Teil dieses Kapitels wollen wir uns jedoch mit
diesem Kriterium nicht weiter befassen.
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Erhalt der Konsequenzeigenschaft

Wie im Abschnitt zur Konsistenz wollen wir abschliefend Verkniipfungsmog-
lichkeiten fiir dynamische konvexe Risikomafle hinsichtlich der Frage untersu-
chen, ob sie in gewissem Sinne , konsequenzvertraglich® sind. Wir betrachten
die Bildung bedingter konvexer Kombinationen, Streckung, Robustifizierung,
Komposition und Faltung.

Bemerkung 3.1.21. Die zu einem bedingten konvexen Risikomaf$ p; und zur
Information F; 1 C F gehorige Klasse aller Konsequenzen ist bedingt konvex.
Definiert man namlich pyy1 := App,+(1—A)pi, | fiir eine Parameterfunktion
Ae Xy mit 0 <A <1, dann ist

Ai(Frr) C A DAL C A,

Bemerkung 3.1.22. Es sei p;q eine Konsequenz aus p; und Fiy1. Die
bedingten konvezen Risikomafe p und pé\ﬂ bezeichnen die durch Streckung
mit einer Fy-messbaren Parameterfunktion 0 <m < A < M < oo erzeugten
Risikomafe, d. h., dass

PN X) = Ap; (%) VXedX i=tt+1.

Wegen der bedingten Konvezitit gelten fiir alle Parameterfunktionen A und
A, s0dass0<m < AN <1< A<M < oo, die Beziechungen

Aév (./Tt_H) C At(ft+1) - A?(.E+1) U?’Ld "4?—1/—1 C At+1 - Ar{‘—&-l'

Das bedeutet, dass p,41 auch eine Konsequenz aus p und Fiy1 ist fiir alle
N < 1. Ebenso ist pﬁrl eine Konsequenz aus py und Fyyq fiir alle A > 1.

Bemerkung 3.1.23. Es seien {p} brer und {p},, }rer zwei Familien beding-
ter konvezer Risikomafe derart, dass fir jeden Index k € T durch pf,, eine
Konsequenz aus p¥ und Fiy1 gegeben ist. Fiir die durch Robustifizierung er-
zeugten bedingten konvexen Risikomafle p; und piy1 mit

pi(X) :=esssup pf(X) VXX, i=tt+]1,

kel

gelten die Beziehungen

A(Fri1) = ﬂ A (Fipr)  und Ay = ﬂ A

kel kel
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Jedes bedingte konvexe Risikomaf$ der Form

piia (X) i= ess sup Pia(X) VXex
S

mit J C 7 ist eine Konsequenz aus py und Fiyq.

Bemerkung 3.1.24. Es seien p; und piq bedingte konvere Risikomafse.
Wir vergréfern nun den Raum der Auszahlungsprofile und betrachten X :=
L>(Q, F, P), wobei F C F und P|z = P gelten soll. Jedes F-bedingte kon-
veze Risikomaf p : X — X erzeugt durch Komposition, also durch

pi(X) i=pi(—p(X)) VXeX, i=tt+1,

bedingte konvexe Risikomafe p, : X — X; und Pyt : X — X1, Falls pyyq
eine Konsequenz aus p; und Fiyq ist, dann ist p,, eine Konsequenz aus p;
und Fiiq, denn es gilt:

A(Fia) = Ao
c {

P

€ 2\:? | — ﬁt():() € Ai(Fiqn)}
€ X ‘ —ﬁt(X) < At+1} - A:H—l'

Bemerkung 3.1.25. Es sei p; ein bedingtes konvexes Risikomafs. Wir be-
trachten zwei Konsequenzen py,, pi,, aus p; und Fyi1. Beide seien stetig von
unten und so, dass das durch Faltung induzierte bedingte konvexe Risikomaf

pre1(X) = p}HDpr(X) - Pt1+1DP?+1(0) VXed,

wohldefiniert ist, d.h., dass py,,0p7,,(0) € Xpyq ist, siehe auch Bemerkung
3.1.17. Fir die zugehérige Akzeptanzmenge gilt

A1 = At1+1 + A%-H - 101}+1Dp§+1(0)»

wobei der Abschluss beziiglich der Schwach*-Topologie o(L>, L') gemeint ist,
vgl. [26]. Ist nun piOp3(0) Fii1-akzeptabel unter p;, also ein Element von
Ai(Fii1), dann folgt aus

Ai(Fip1) C Al For) + Al(Fia) — P%+1DP3+1(O)
- Ai—i—l + -A?Jrl - P%+1DP3+1<O)a

dass pii1 ebenfalls eine Konsequenz aus p; und Fyiq ist.
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3.1.4 Robustes Shortfall-Risikomaf}

Anhand des Beispiels eines robusten Shortfall-Risikomafles wollen wir die
vorgestellten Kriterien noch einmal veranschaulichen. Wieder vergleichen wir
die bedingten konvexen Risikomafle p; : X — X, und py11 : X — A4 zu zwei
beliebigen aufeinander folgenden Bewertungszeitpunkten mit 0 <¢ <7 — 1.

Wir fixieren zwei konvexe und streng monoton wachsende Verlustfunktionen
li,li11 : R — R und setzen z; := [;(0) sowie z4y1 := l;11(0). AuBlerdem seien
Q; und Q;,; konvexe Mengen von aquivalenten Wahrscheinlichkeitsmafien
Q@ ~ P. Die Akzeptanzmengen von p; und p;,1 seien gegeben durch

A= (X € X | Eo((—=X)|F) <V Q € Q) (3.3)
bzw.
A1 ={X € X [ EqUer1 (= X)[Fis1) S @51 V Q € Qi }. (3.4)

Nattirlich kann das bedingte robuste Shortfall-Risikomafl auch in allgemei-
nerer Form mit einer szenarioabhéngigen Verlustfunktion definiert werden,
z.B. durch Einfiihrung eines messbaren Parameters. Diesen Aspekt wollen
wir jedoch aufler Acht lassen.

Wie miissen nun die Verlustfunktionen und die zugrunde liegenden Mengen
von Wahrscheinlichkeitsmafien gewéhlt werden, damit die bedingten robusten
Shortfall-RisikomafBle p; und p; 1 akzeptanz- oder aber ablehnungskonsistent
sind? Unter welchen Bedingungen kann p;,; als eine Konsequenz aus p; und
der eingehenden Information F;,; aufgefasst werden?

Charakterisierung der Akzeptanzmenge von p; beziiglich 7.,

Satz 3.1.26. Es sei p; : X — X, ein robustes Shortfall-Risikomaf$ mit einer
Akzeptanzmenge wie in (3.3). Dann ist die zugehorige Akzeptanzmenge von
pr beztiglich Fiy1 gegeben durch

Al(Fipr) = {X € X [ Eq((=X)|Fi1) S V Q € O}

Beweis: Wir betrachten zunéchst ein beliebiges Auszahlungsprofil X, das
oben in der rechts definierten Klasse enthalten ist. Fir alle Q € Q; gilt
Eq(l,(—X)|Fit1) < 2y, und wir haben fiir jedes Ereignis A € F;44

Eq(l(~XLa)|F) = Eq(Eq(li(~X)|Fis)La + (0) L

ft) < @4,
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Demnach ist XI4 € A; und X € Ay(Fpp1).

Um die umgekehrte Inklusion zu zeigen, nehmen wir an, dass es ein Auszah-
lungsprofil X € A;(F;11) und ein Wahrscheinlichkeitsmafl @@ € Q, gibt, so
dass die Fiyi-messbare Menge A := {Eq(l¢(—X)|Fit1) > @} nicht leer ist
und P(A) > 0. Es ist X14 € A; und damit

Eq(li(—X1a)|F:) = Eq(Eq(e(—X)|Fir1)Lal Fr) + 1:(0)Eq(Lac

ft) < @4.
Wir erhalten einen Widerspruch, denn es folgt, dass

EqQ(Eq(l(=X)|F1)lalF) < 2:Eo(Lal 7).

Mit Hilfe dieses Satzes konnen wir eine ,konsistente und konsequente* dy-
namischen Risikobewertung im Fall der robusten Shortfall-Risikomafle wie
folgt beschreiben.

Korollar 3.1.27. Es seien p; : X — X und pir1 @ X — Xy robus-
te Shortfall-Risikomajfe mit zugehdrigen Akzeptanzmengen wie in (3.3) und
(3.4). Falls

lp = liq und  Qp = Qui,

dann sind p; und pi11 schwach akzeptanzkonsistent. Gleichzeitig ist p;y1 eine
Konsequenz aus p; und der Information F;.q.

Veranderungen in Bezug auf Unsicherheit und Risikoaversion

Die Mengen Q; und Q,.; konnen so interpretiert werden, dass sie die Un-
sicherheit gegeniiber dem zugrunde liegenden probabilistischen Modell zum
jeweiligen Bewertungszeitpunkt widerspiegeln. Eine im Laufe der Zeit stei-
gende oder sinkende Unsicherheit hat im mathematischen Sinne die folgende
Bedeutung.

Korollar 3.1.28. Es seien p; : X — X und ppy1 @ X — X1 robuste
Shortfall-Risikomafle mit Akzeptanzmengen wie in (3.3) und (3.4). Auferdem

set angenommen, dass l; = l;q. Dann gilt:

(1) py und pyyq sind schwach akzeptanzkonsistent, falls Q; C Q1.

(7i) pis1 ist eine Konsequenz aus py und Fyiq, falls Qu1 C Q.
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Der Grad der Konvexitat der Verlustfunktionen [, und [, spiegelt die Ri-
sikoaversion zum entsprechenden Bewertungszeitpunkt wider. Als Maf§ da-
fir konnen wir den Arrow-Pratt-Koeffizienten der absoluten Risikoaversion
betrachten. Dieser ist fiir zweimal stetig differenzierbare Verlustfunktionen
definiert als

I(z) 111 (2)

= > bzw. =
M) =y 20 e el
Korollar 3.1.29. Es seien p; : X — X, und ppy1 @ X — X1 robuste
Shortfall-Risikomafe mit Akzeptanzmengen wie in (3.3) und (3.4) und zwei-

mal stetig differenzierbaren Verlustfunktionen. Auflerdem sei angenommen,
dass Qy = Qyy1. Dann gilt:

>0 VzelR

(1) pr und piy1 sind schwach akzeptanzkonsistent, falls oy < .

(7i) pii1 ist eine Konsequenz aus py und Fiyq, falls ayiq < ay.

Beweis: Wir zeigen Teil (i), denn der Beweis von Teil (ii) ist analog. Es
seien [; und [, zweimal stetig differenzierbare Verlustfunktionen derart, dass
fiir die zugehorigen Arrow-Pratt-Koeffizienten gilt, dass ay(z) < ayyq(z) fiir
alle z € R. Dann existiert eine streng monoton wachsende und konvexe
Funktion F', so dass l;;; = F o l;. Man vergleiche dazu das Resultat fiir
Nutzenfunktionen in [21], Proposition 2.47.

Um zu zeigen, dass schwache Akzeptanzkonsistenz erfiillt ist, miissen wir
nachweisen, dass A;y1 C Ay (Frrq1). Es sei X € Ayyq. Nach der Ungleichung
von Jensen gilt fiir alle Wahrscheinlichkeitsmafle QQ € Q; = Q11

F(EQ(lt(_XN]:tH)) < ]EQ(lt+1(—X)|-7:t+1) < Li41-
Demzufolge ist
Eq(li(—X)|Fir1) < F~ N (w41) = 1(0) = 24,

fir alle @ € Q;, was nach Satz 3.1.26 bedeutet, dass X € Ay(Fypq) ist. O

In [40], Theorem 4.15, werden die nicht-robusten dynamischen Shortfall-
Risikomafle mit einer festen Verlustfunktion unter gewissen technischen Vor-
aussetzungen eindeutig als diejenigen dynamischen konvexen und verteilungs-
invarianten Risikomafle identifiziert, die schwach akzeptanz- und schwach
ablehnungskonsistent sind. Die schwache Ablehnungskonsistenz bleibt auch
erhalten, wenn die Risikoaversion im Laufe der Zeit abnimmt.



KAPITEL 3. DYNAMISCHE KONVEXE RISIKOMASSE 99

Bemerkung 3.1.30. FEs sei Q; = Qi1 = {Q} mit einem dquivalenten
Wahrscheinlichkeitsmafs Q) ~ P. Falls die Verlustfunktionen l; und l;11 zwei-
mal stetig differenzierbar sind derart, dass a1 < oy, dann sind p; und pyiq
schwach ablehnungskonsistent. Der Beweis erfolgt wieder mit Hilfe der Un-
gleichung von Jensen. Man vergleiche auch die Aussage (ii) des vorherigen
Korollars.

Average Value at Risk

Abschlieflend wollen wir die Ergebnisse dieses Abschnitts auf das koharente
Average Value at Risk anwenden. Wir beschranken unsere Untersuchungen
dabei auf die folgende einfache Situation. Im Bewertungszeitpunkt ¢ sei die
verfiighare Information F; trivial, und in t+1 sei die entsprechende o-Algebra
Fii1 atomar. Wir fixieren einen konstanten Level 0 < A < 1 und setzen

aQ 1
= P)y| —=<—->%.
Das kohérente Risikomafl p;, : X — R sei fiir alle Auszahlungsprofile X € X
definiert durch

pe(X) == AVaRy\(X) := sup Eqg(—X).
QEQ
Da das Referenzmafl P selbst in (), enthalten ist, konnen wir nach Lemma

1.1.13 bei der Bildung des Supremums auch zu den dquivalenten Wahrschein-
lichkeitsmaflen tibergehen, d. h., dass mit Q; := Q) N M. (P) gilt:

per(X) = sup Eo(—X) VX edX.
QeQy

Demnach kann p; als ein robustes Shortfall-Risikomafl mit einer linearen
Verlustfunktion aufgefasst werden. Nach Satz 3.1.26 und Korollar 3.1.28 ist
das durch die Akzeptanzmenge

-At+1 = At(]:tﬂ) - {X eX | EQ(—XU:tH) <0VQe Qt}

induzierte bedingte kohérente Risikomafl p;11 : X — X1 eine Konsequenz
aus p; und der Information F;y;. Gleichzeitig sind p; und p;11 schwach ak-
zeptanzkonsistent. Wir zeigen unten, dass p;,; ebenfalls vom Typ eines be-
dingten Average Value at Risk ist, ndmlich

prs1(X) = AVaR, (X) VX € X, (3.5)
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wobei

) d
At+1 =\ egselgrif EP (%'ﬁ—s—l) € Xt+1. (36)

Fiir die Definition des Average Value at Risk in seiner bedingten Form ver-
weisen wir auf (2.7) und (2.8) in Kapitel 2. Offenbar gilt 0 < Ay < X < 1.
Nach der folgenden Bemerkung nimmt die aktualisierte Levelfunktion sogar
den Wert 0 an, sobald die zusétzliche Information F;,; fein genug ist. In
diesem Fall ist p;;1 also durch das bedingte Worst-Case-Risikomafl gegeben.

Bemerkung 3.1.31. Wir wollen das in (3.6) verwendete essentielle Infi-
mum

. d
My = eCSQSelan Ep <£|ft+l> € X

bestimmen. Die o-Algebra F,1 ist atomar. Das bedeutet, dass eine Zerle-
gung von § in paarweise disjunkte Ereignisse {B;}ier C F existiert, so dass
Fii1 = 0(By,i € I). Wir nehmen ohne FEinschrinkung an, dass jedes Parti-
tionselement positive Wahrscheinlichkeit unter P besitzt. Nun unterscheiden
wir zwetl Falle.

Zundchst sei B € Fiyq ein Ereignis mit 0 < P(B) < 1—\. Das beziiglich B°
bedingte Wahrscheinlichkeitsmajf$ mit

_ P(ANBY)

Q(A) = PBY) VAeF

gehort ebenfalls zu Q. Auflerdem gilt
d
0< Mylp <Ep (£|E+l) Ip=0.

Nun betrachten wir ein Atom B € Fiyy mit P(B) > 1 — \. Wir haben dann

Q(B) P(B)—(1-X)

My llg =inf ——= 1 > Ip.
HBTS PB) P ap(B) ¢
Definieren wir
P(B)—(1-=2X) 1

Q(A) = Ep <]IA[‘]B + ]IAOBC X) VA € f, (37)

\ P(B)

so ist QQ € Oy und My, wird auf B durch die bedingte Erwartung der Dichte
dQ/dP angenommen.
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Fir die festgelegte einfache Informationsstruktur — F; trivial, F;,; atomar —
erhalten wir nun das folgende Resultat. Es zeigt erneut, dass die schwache
Akzeptanzkonsistenz eine Zunahme der Unsicherheit gegeniiber dem proba-
bilistischen Modell impliziert. Im Gegensatz dazu bedeutet eine Abnahme
der Unsicherheit, dass das bedingte Average Value at Risk als eine Kon-
sequenz aus dem unbedingten Average Value at Risk und der eingehenden
Information konstruiert wird.

Satz 3.1.32. Es sei 0 < X\ < 1 ein fizierter Level, Ay 1 € X1 definiert wie
in (3.6) und A € X;11 eine weitere bedingte Levelfunktion mit 0 < A < 1.
Dann gilt:

(i) AVaRy und AVaRy, sind genau dann schwach akzeptanzkonsistent,
wenn A < Ayyq.

(i) AVaR, ist genau dann eine Konsequenz aus AVaRy und Fii1, wenn
A <A

Beweis: Die Aussagen ergeben sich sofort aus der Gleichheit in (3.5). Diese
ist trivial, falls A = 0 oder A = 1 ist. Deshalb nehmen wir an, dass 0 < A < 1.
Es sei Q € Oy beliebig. Fiir alle Auszahlungsprofile X € X gilt

Ep(~Xh|Fis)

Bol=X1Fer) = =g imy)

= EP(—Xh,|ft+1) = EQ’(_X|JT;5+1)7

wobei h := dQ/dP und dQ'/dP := h' := h/Ep(h|Fi+1). AuBerdem haben
wir Ep(h'|Fip1) =1 und ' < 1/A;14, d.h., dass Q' in der Menge

dQ

Quuri= {Q € M(P) | QI = Plr wid G5 < L1

} NM.(P)

enthalten ist. Demzufolge ist p;11(X) < AVaR,,,, (X) fir alle X € X

Nun sei B € F;4 ein fixiertes Atom. Wir nehmen zuerst an, dass dieses
Ereignis der Bedingung P(B) > 1 — A gentigt. Fur das in (3.7) definierte
Wahrscheinlichkeitsmafl @) € Q; mit zugehoriger Dichte h := dQ/dP gilt

Q(B)

Ep(h|Fir) Ip = P(B)

Ip = M1 I,

Zu jedem Q" € Q; 1 kénnen wir dann durch

- LAD P00

+QANBY) YAecF (3.8)
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ein WahrscheinlichkeitsmaB @) € M.(P) erzeugen, und fiir alle X € X haben
wir

IEQ/(X]IB)
sowie E (X]I )
EQ(X|«7:t+1) Ip = ]EQ’(XU:tH) Ip= % Ip.

Nach Bemerkung 2.2.15 und nach Definition der Levelfunktion A;y; gilt fir
alle Ae F

A

Q(A) = Eq(Eq(IalFi)ls) + Q(AN B
E, (h : ]EP(]IA|~7:t+1)]IB) n P(AN B)

At-i—l )\
. (Ep(hlfm) Ep(LalFis), ) P(AN B
- P B +
At )
_ PANB)  P(ANB)
_ - —.

Das bedeutet, dass auch Q € 9, ist. Damit erhalten wir auf dem Ereignis B
die Gleichheit

prs1(X) Ig = AVaR,,, (X) Iz ¥V X € X. (3.9)

Falls P(B) <1 — X ist, dann wird das essentielle Infimum M, Iz = 0 tber
Q; nicht angenommen. Wir betrachten einen grofleren Level ' > A derart,
dass P(B) > 1 — ). Nach dem ersten Teil dieses Beweises haben wir fir alle
Auszahlungsprofile X € X

pt+1(X) ]IB Z Sclgllp EQ<—X|JT,§+1) ]IB = AVaRA;H (X) ]IB,
wobei Q) := Qx N M, (P) C Q. Lassen wir nun A’ monoton von oben gegen
P(B°) V X streben, so konvergiert die bedingte Levelfunktion A;,, auf B
gegen 0. Das bedeutet, dass die bedingten AV aR-Risikomafle auf der linken
Seite der Ungleichung auf dem Ereignis B gegen das Worst-Case-Risikomaf
konvergieren. Somit gilt (3.9) auch in diesem Fall. O

Nach Bemerkung 3.1.11 ist die Bedingung A; 1 = A;(F;+1) notwendig dafiir,
dass p; und p; 1 stark zeitkonsistent sind bzw. dass fiir alle X € X die rekur-
sive Darstellung py(X) = pi(—pi1(X)) gilt. Wie das folgende Beispiel zeigt,
lassen sich fiir das Average Value at Risk leicht Situationen konstruieren, in
denen die Forderung der starken Zeitkonsistenz nicht erfiillt werden kann.
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Beispiel: Wieder betrachten wir p; = AVaR), mit einem Level 0 < \ < 1,
und wir nehmen an, dass der zugrunde liegende Wahrscheinlichkeitsraum
(Q,F, P) grofl genug ist, so dass paarweise disjunkte Teilmengen B; € F,
i <mn, mit 0 < P(B;) < 1— X\ ausgewéhlt werden konnen. Zusétzlich sei
A € F ein Ereignis mit 0 < P(AN B;), P(A°N B;) fiir alle i < n und P(A) >
1 — A Wir setzen Fyy1 := o(B;,i < n). Gibt es ein zugehoériges bedingtes
konvexes Risikomafl p;. 1, so dass die starke Form der Zeitkonsistenz erfiillt
ist? Bei dieser Informationsstruktur existiert ein solches p;;1 nicht. Nach Satz
3.1.32 und nach Bemerkung 3.1.31 wird namlich durch A;(F;;1) das bedingte
Worst-Case-Risikoma8l pj?1™ erzeugt. Somit ist py?** der einzige Kandidat
fiir ein bedingtes konvexes Risikomaf}, das in Bezug auf p; stark zeitkonsistent
ist. Jedoch gilt

(1-X) = P(A)

pr(X) = 3 < 0 = p(=pi™ (X))

fir das Auszahlungsprofil X = 14. <&

Bemerkung 3.1.33. In [2], vgl. Abschnitt 6, ist ein weiteres Beispiel kon-
struiert, so dass fiir das Average Value at Risk kein zugehoriges bedingtes
konvezes Risikomafs existiert, das die starke Zeitkonsistenz erfillt. Dort wird
nachgewiesen, dass die Menge Q, im Allgemeinen nicht stabil ist.

3.2 Aktualisierung von konvexen Risikoma-
3en

3.2.1 Aktualisierungsvorschriften

Wir betrachten einen Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P), wobei P wie ge-
wohnlich als Referenzmafl dienen soll, d.h., dass auch in diesem Abschnitt
Ungleichungen und Gleichungen angewandt auf Zufallsvariablen im P-fast
sicheren Sinne gemeint sind. Als Klasse aller Auszahlungsprofile wéahlen wir
den Raum X := L>*(Q, F, P). Ein konvexes Risikomafl p : X — R soll nach
dem Erhalt von neuer Information angepasst werden. Die Struktur der zu-
sétzlichen Information wird durch eine o-Algebra Fy C F représentiert. Wir
setzen Xy 1= L*(Q, Fy, P) und bezeichnen mit Ry := Rz, die zugehorige
Klasse aller beziiglich Fj bedingten konvexen Risikomafle py : X — Ap.
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Definition 3.2.1. Es sei p : X — R ein konvexes Risikomaf. Eine Aktua-
lisierungsvorschrift fir p ist eine Abbildung Fo C F +— pg, € Ro, die jeder
o-Algebra ein bedingtes konvexes Risikomaf zuordnet, so dass pgp oy = p.

Eine Aktualisierungsvorschrift fiir ein konvexes Risikomafl ordnet jeder o-
Algebra ein bedingtes konvexes Risikomafl zu. Das bedeutet, dass wir die
Informationsstruktur bzw. die Filtration, von der sie repréisentiert wird, im
Voraus nicht festlegen.

Fir jede Aktualisierungsvorschrift gilt pr = —id, da es bei voller Informa-
tion nur dieses eine bedingte konvexe Risikomafl gibt. Deshalb nehmen wir
an, dass es in F mindestens drei disjunkte Ereignisse mit positiver Wahr-
scheinlichkeit unter P gibt. Ansonsten wére die Aktualisierung eines jeden
konvexen Risikomafles trivial. Auflerdem werden wir in Zukunft die Bezeich-
nung po statt pz, benutzen.

Bemerkung 3.2.2. In gleicher Weise konnen wir auch fiir ein bedingtes
konvexes Risikomaf$ py : X — Xy Aktualisierungsvorschriften definieren, wo-
bei Fo C F die urspringlich zur Verfiigung stehende Information darstellt.
Dies sind Abbildungen F1 — pr, € Ry auf der Menge aller o-Algebren mit
Fo C F1 C F, so dass pr, = po. Wir wollen uns jedoch auf die oben be-
schriebene einfache Situation konzentrieren.

Wir diskutieren die Frage, inwiefern die zeitlich riickwarts gerichteten Be-
dingungen der Akzeptanzkonsistenz, die zur Konstruktion von dynamischen
konvexen Risikomafle verwendet werden, auch als Aktualisierungskriterien
geeignet sind. Dabei beschranken wir unsere Untersuchungen auf die starke
und die schwache Form der Akzeptanzkonsistenz. Alternativ dazu betrach-
ten wir die zeitlich vorwérts gerichtete Bedingung, nach welcher das bedingte
konvexe Risikomaf als eine Konsequenz aus der urspriinglichen Risikobewer-
tung und der eingehenden Information aufgefasst wird.

Im Fall der linearen Risikomafie der Form p(X) = Eo(—X) fir alle X € &,
wobei () ~ P ein aquivalentes Wahrscheinlichkeitsmaf sei, stimmen die bei-
den Anséatze der riickwérts oder vorwérts gerichteten dynamischen Risikobe-
wertung iiberein. Die bedingte Erwartung definiert eine Aktualisierungsvor-
schrift Fo — po € Ro mit po(X) := Eg(—X|Fo) fir alle X € X. Bei jeder
Zusatzinformation sind p und pg stark zeitkonsistent, und p, kann als eine
Konsequenz aus p und F{ angesehen werden. Im allgemeinen konvexen Fall
sind der rickwérts und der vorwérts gerichtete Ansatz nicht identisch.

Bei vorgegebener Information Fy C F charakterisiert das jeweilige Aktuali-
sierungskriterium ein zugehoriges bedingtes konvexes Risikomafl pg nicht im-
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mer eindeutig, sondern wird unter Umstédnden von einer ganzen Klasse von
bedingten konvexen Risikomaflen erfillt. Dann werden wir die Akzeptanz-
kriterien der in Betracht kommenden Risikomafle vergleichen. Wir benutzen
dabei die folgende partielle Ordnung auf R,.

Definition 3.2.3. Es seien pg, py € Ro bedingte konvexe Risikomafe. Wir
schreiben
po 3 py & Ay C A (3.10)

FEin bedingtes konvezes Risikomafl py € Ry ist das kleinste Element einer
Klasse Ry, C Ry, falls py = pg fir alle po € R{y. Es heifft minimales Element,
wenn fir alle py € Ry gilt:

po=p0 = Ay=Ao.

Die Definition des groBten bzw. eines maximalen Elements von Ry, ist analog.

Bemerkung 3.2.4. Es sei Fo C F. Fir die Relation (3.10) gilt:

(i) Es ist py < pjy genau dann, wenn po(X) > po(X) fir alle Auszahlungs-
profile X € X. Das bedeutet, dass bei einer Risikobewertung durch py
strengere Akzeptanzkriterien verwendet werden als bei einer Risikobe-
wertung durch pj.

(it) Das Worst-Case-Risikomafl p§°™=* mit
Py (X)) i=essinf{Xp€e X | X+ X0 >0} VXeX

ist das kleinste Element der Klasse Ry, denn AF°™* = X, ist fiir jedes
po € Ry eine Teilmenge der zugehdrigen Akzeptanzmenge Aj.

(iii) Jedes bedingte lineare Risikomaf$ py € Ro der Form
polX) = Bg(—X|Fy) V¥ X € &

mit einem Wahrscheinlichkeitsmafs (Q ~ P ist ein mazimales Element.
Falls namlich p, € Ry ein bedingtes konvezes Risikomaf ist, so dass
po = po, dann folgt aus der Konvexitdt von pj

—Eo(X|Fo) < —pp(—X) < ph(X) < Eq(=X[Fy) VX e,

also die Gleichheit von py und pj.
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(iv) Es sei p : X — R ein konvezes Risikomaf$ und Ry C Ro. Angenom-
men, py € Ry ist das grofite (kleinste) Element dieser Klasse. Aus der
Monotonie von p folgt fir alle py € Ry

p(X +po(X)) > (<) p(X + ph(X)) ¥ X € X. (3.11)

Falls p sogar streng monoton ist im Sinne, dass p(X) > p(Y') fir alle
X <Y mit P(X <Y) >0, dann ist umgekehrt jedes bedingte konveze
Risikomaf po das grofste (kleinste) Element der zugehérigen Klasse Ry
aller bedingten konvexen Risikomafe py, € Ry, die die Ungleichung
(3.11) erfiillen.

Diese Beziehung charakterisiert z. B. ein bedingtes konvexes Risiko-
maf po € Ry, das in Bezug auf p sowohl schwach akzeptanz- als auch
schwach ablehnungskonsistent ist. Es gilt namlich nach Korollar 3.1.8
und Theorem 3.1.5:

p(X +po(X)=0 VXeX.

Demnach ist py das grofste Element innerhalb der Klasse der beziiglich
p schwach akzeptanzkonsistenten bedingten konvexen Risikomafle und
das kleinste Element der Klasse der schwach ablehnungskonsistenten
bedingten konvexen Risikomafse.

Um Aktualisierungsvorschriften fiir ein konvexes Risikomafl p : X — R zu
beschreiben, werden wir héufig davon ausgehen, dass p stetig von oben ist und

eine robuste Darstellung durch dquivalente Wahrscheinlichkeitsmafle besitzt,
d. h., dass

p(X) = sup{Eq(—X) — amin(@) | @~ P} VX € X, (3.12)

wobei ap,in die minimale Penalty-Funktion bezeichnet. Wir verweisen auf das
Kapitel 1, wo wir erlautert haben, unter welchen Bedingungen eine solche
Darstellung existiert. Wegen der Normiertheit von p gilt:

5’22 min(Q) = 0.

Fiir unsere Zwecke ist es haufig sehr hilfreich anzunehmen, dass das Infimum
tatsachlich erreicht wird, d. h., dass ein aquivalentes Wahrscheinlichkeitsmaf3
existiert, das unter der minimalen Penalty-Funktion nicht bestraft wird:

3Q~P mit amn(Q)=0. (3.13)
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Beispiel: Es sei p : X — R ein robustes Shortfall-Risikomaf§ mit ei-
ner streng monoton wachsenden und konvexen Verlustfunktion [ : R — R
und einer Menge Q von dquivalenten Wahrscheinlichkeitsmafien () ~ P. Das
heifit, dass die Akzeptanzmenge von p gegeben ist durch

A={X e X |Eo(l(-X)) <z V Qe Q},

wobei x := [(0). Da p stetig von oben ist, besitzt es nach Theorem 1.1.12 eine
robuste Darstellung auf M, (P). Fur weitere Details verweisen wir auf [21],
Abschnitt 4.9. Nach der Ungleichung von Jensen gilt fiir alle akzeptablen
Auszahlungsprofile X € A

(Eq(~X)) < Bq((-X)) <o VQeQ.
Demnach haben wir fir alle Q € Q

0 < amin(Q) = sup Eg(—=X) < 17'(z) = 0.
XeA

Nach Lemma 1.1.14 erlaubt p also auch eine robuste Darstellung auf M, (P)
wie in (3.12). Aulerdem werden die probabilistischen Modelle der Menge Q
unter der minimalen Penalty-Funktion nicht bestraft. &

3.2.2 Starke Zeitkonsistenz
als Aktualisierungskriterium

In diesem Abschnitt untersuchen wir, inwiefern die Bedingung der starken
Zeitkonsistenz als Aktualisierungskriterium verwendet werden kann. Wir be-
trachten ein konvexes Risikomafl p : X — R. Gibt es eine Aktualisierungs-
vorschrift Fy +— pg € Ry derart, dass p und pg stets stark zeitkonsistent sind
bzw. dass die folgende Rekursionsformel erfiillt ist:

p(X) =p(=po(X)) VXeX VFCF?
Fir weitere aquivalente Charakterisierungen der starken Zeitkonsistenz ver-

weisen wir auf das Korollar 3.1.6.

Eindeutigkeit einer Aktualisierungsvorschrift und Beispiele

Bemerkung 3.2.5. Es seien p: X — R ein konvexes Risikomafl mit einer
robusten Darstellung wie in (3.12) und (3.13), Fo C F beliebig und py € Ro
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ein bedingtes konvexes Risikomafs, so dass p und pg stark zeitkonsistent sind.
Nach Bemerkung 1.1.15 erfillt p die Sensitivititsbedingung aus Bemerkung
3.1.11, und nach letzterer ist die Akzeptanzmenge von py gegeben durch

Ao = A(Fo).

Diese Gleichheit ist notwendig jedoch nicht hinreichend fiir die starke Zeit-
konsistenz von p und py. Zu jeder o-Algebra Fo C F gibt es demnach hochs-
tens ein bedingtes konvexes Risikomaf, das diesem Aktualisierungskriterium
genugt.

Es gibt drei Standardbeispiele fiir konvexe Risikomafle, die bei jeder zusatzli-
chen Information stark zeitkonsistent aktualisiert werden konnen, das Worst-
Case-Risikomaf, die linearen und die entropischen Risikomafe.

Beispiel: Das Worst-Case-Risikomaf ist definiert als
P X) i =inf{meR | X+m>0} VXeEX.

Wir betrachten die Aktualisierungsvorschrift Fo +— pf°™=t € Ry, wobei die
bedingte Version des Worst-Case-Risikomafies analog gegeben ist durch

Py (X)) i=essinf {Xo e Xy | X+ Xo >0} VXeX.

Fir jede o-Algebra Fy C F haben wir A"t = A¥* = X', . Nach Bedingung
(e) des Korollars 3.1.6 sind p¥* und p§°™* also stark zeitkonsistent. <&

Beispiel: Es sei p : X — R ein lineares Risikomafl, gegeben durch ein
aquivalentes Wahrscheinlichkeitsmafl () ~ P, d.h., dass

p(X)=Eo(-X) VXeERX.

Die bedingte Erwartung definiert eine kanonische Aktualisierungsvorschrift
fo = po € Ro far 1% mit

po(X) =Eq(—X|F) VXeX.
Nattirlich sind p und p, stets stark zeitkonsistent. <&
Beispiel: Wir fixieren einen Parameter § > 0 und ein aquivalentes Wahr-

scheinlichkeitsmafl () ~ P. Das zugehorige entropische Risikomafl p : X — R
ist gegeben durch

p(X) = %ngQ (e7) VvXea. (3.14)
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Die Aktualisierungsvorschrift Fy — pg € R mit
1
po(X) = BlogEQ (e ?X|F) VXeAa,

ist wohldefiniert. Die konvexen Risikomafle p und py sind stark zeitkonsistent,
denn es gilt die Bedingung (d) des Korollars 3.1.6. &

Bemerkung 3.2.6. Die linearen und die entropischen Risikomafle gehoren
zur Klasse der Shortfall-Risikomafe, d. h., ihre Akzeptanzmengen sind von
der Form

A={X € X | Eq((~X)) < ).

Dabei sei | : R — R eine konvere und monoton wachsende Verlustfunk-
tion,  :=1(0) und Q ~ P ein dquivalentes Wahrscheinlichkeitsmaf. Lineare
Risikomafle entsprechen einer linearen und entropische Risikomajfle einer ex-
ponentiellen Verlustfunktion. Fir jede o-Algebra Foy C F ist das zugehérige
bedingte Shortfall-Risikomaf durch die Akzeptanzmenge

Ap ={X € X [ Eq(I(=X)|Fo) < o}

gegeben. Die durch A und Ay induzierten Shortfall-Risikomafle p und py sind
schwach akzeptanz- und ablehnungskonsistent, vgl. dazu Korollar 3.1.27 und
Bemerkung 3.1.30.

Die Eigenschaft der starken Zeitkonsistenz gilt jedoch im Allgemeinen nicht,
was durch das Beispiel 3.5 von [34] belegt wird: Wir betrachten die konvexe
Verlustfunktion l(y) = (y + )" fir ein 0 < e < 1/4 sowie zwei Auszahlungs-
profile X1, X € X mit Q(X; =0) = Q(X; = 1) = 1/2, i = 1,2. Weiter
sei angenommen, dass X; messbar bezuglich Fy ist und Xy unabhdngig von
Fo. Wir setzen X := —X; - Xy und erhalten fir die durch | induzierten
Shortfall-Risikomafle die Beziehungen p(X) = 1 — 3¢, po(X) = (1 — )Xy
und p(—po(X)) =1 — 2e.

Notwendige Bedingung fiir die Existenz einer
Aktualisierungsvorschrift

Das folgende Theorem liefert eine weitere notwendige Bedingung fiir konvexe
RisikomaBe, die bei jeder Zusatzinformation stark zeitkonsistent aktualisiert
werden konnen. Unter gewissen Stetigkeits- und Monotoniebedingungen zei-
gen wir, dass ein konvexes Risikomaf, das eine solche Aktualisierungsvor-
schrift erlaubt, nur von seinen Werten auf einfachen Auszahlungsprofilen der
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Form zI4 abhéngt. Dies lasst bereits vermuten, dass die starke Zeitkonsistenz
als Aktualisierungskriterium fiir konvexe Risikomafle ungeeignet ist.

Es sei p: X — R ein konvexes Risikomaf}, das eine robuste Darstellung wie
in (3.12) und (3.13) erlaubt. Fiir alle Ereignisse A € F gilt:

P(A)>0 = p(—cly) >0 Ve>0. (3.15)

Man vergleiche auch die Diskussion zur Existenz einer robusten Darstellung
von konvexen Risikomaflen durch dquivalente Wahrscheinlichkeitsmafle im
Kapitel 1. Im folgenden Theorem fordern wir, dass fiir alle Ereignisse A € F
die etwas starkere Monotoniebedingung

P(A)>0 = pzly) >pyls) YVe<y<0 (3.16)

erfiilllt ist. Unter der Annahme von positiver Homogenitat sind (3.15) und
(3.16) aquivalent.

Theorem 3.2.7. Es sei p : X — R ein konvexes Risikomaf, das eine ro-
buste Darstellung wie in (3.12) und (3.13) erlaubt und der Bedingung (3.16)
gentigt. Falls eine Aktualisierungsvorschrift Fo — po € Ro fiir p existiert, so
dass p und py stets stark zeitkonsistent sind, dann gilt:

(i) p ist eindeutig durch seine Werte auf der Menge der einfachen Auszah-
lungsprofile {zl, | © € (—o0,0], A € F} bestimmit.

(ii) Fir disjunkte Ereignisse A, B € F mit P(A), P(B),P((AU B)¢) > 0
und fir alle Konstanten x,y,s,t € R ist

p(ally + ylae) = p(slg + tlge),
falls es Konstanten o, 8 < 0 gibt, so dass

[ ] p(tHBc) = p(l’]IA + Oé]IAc)}
* p(ylac) = p(slp + Flpe),
[} p(Oé]IAc) = p(ﬂ]IBc)

Beweis: Zunéchst fixieren wir ein beliebiges Ereignis A € F mit P(A) > 0
und betrachten die Abbildung x — p(zl4). Diese ist konvex, Lipschitz-stetig
und wegen der Bedingung (3.16) auch streng monoton fallend auf (—oo, 0].
Auflerdem gilt |x|p(—=14) < p(2l4) fir alle x < —1. Demnach konvergiert
p(xll4) gegen +o0o, wenn x gegen —oo strebt. Fiir jedes y > 0 besitzt also die
Gleichung

p(zla) =y (3.17)
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eine eindeutige Losung x < 0.

Nun sei X € X ein beliebiges Auszahlungsprofil. Wir wéhlen Fy := o(A), und
dann liefert die Aktualisierungsvorschrift ein zugehoriges bedingtes konvexes
Risikomaf} py. Wir bezeichnen mit pa(X) den konstanten Wert von py(X)
auf der Menge A. Aufgrund der starken Zeitkonsistenz von p und pg, 10st
pa(X) die Gleichung

p(X14) = p(—2ly), x€R.

Fir alle X <0 ist diese Losung eindeutig.

Um Teil (i) zu beweisen, zeigen wir, dass fiir jede Treppenfunktion X das
Risiko p(X) durch Losen von Gleichungen des Typs (3.17) berechnet werden
kann. Da ein relevantes konvexes Risikomafl stetig von oben ist, erhalt man
das Risiko beliebiger Auszahlungsprofile danach durch Approximation von
oben. Nehmen wir also ein Auszahlungsprofil

n+1

X = Z .TZ']IAZ.,
i=1

wobei {4;}i<nt1 C F eine endliche Partition von 2 ist und z; € R fur
1 < n+ 1. Wegen der Translationsinvarianz konnen wir ohne Einschrankung
annehmen, dass x; < x,.1 =0 fir alle i <n. Fiar k= 1,...,n setzen wir

k
Xk = ZIiHAi und  y, = p(XF) > 0.
i=1

Offenbar ist X™ = X und y,, = p(X). Zu jedem Index k < n gibt es genau
ein z < 0, das die folgende Gleichung 16st:

plelag,,) = yr-

Aus der starken Zeitkonsistenz beziiglich Fy := o(Ax41) folgt, dass

T = —PAQH (Xk—f—l).

Wir erhalten

(Xk+1)

Y1 = pl—pag,, Lag,, + @pslay,,)

= p((z - $k+1)HA;+1) = Tk+1-

Der Startwert 1, ist gegeben. Wir wiederholen diese Berechnungen bis £ = n
und haben damit den ersten Teil des Theorems bewiesen.
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Wir zeigen nun Teil (ii) des Theorems. Es seien A, B € F disjunkte Ereig-
nisse, ,y,s,t € R und o, < 0 Konstanten, so dass die drei aufgelisteten
Bedingungen erfiillt sind. Der Einfachheit halber setzen wir C' := (AU B)°.
Nach Voraussetzung hat dieses Ereignis positive Wahrscheinlichkeit unter P.

Es existiert eine Konstante v < 0 derart, dass

padlae) = p(Blpe) = p(vle),

das bedeutet, dass

a=—pac(yle) und B =—pp (7).

Mit der Konstante definieren wir das Auszahlungsprofil X := x4+ slg+~l¢.
Aus der starken Zeitkonsistenz von p beziiglich der beiden durch A bzw. B
erzeugten o-Algebren erhalten wir

p(X) = plala — pac(X)Lac)
= p(slp — ppe(X)Ipe).

Die Behauptung folgt, wenn y = —pac(X) und ¢ = —ppge(X). Tatsachlich
haben wir wegen der starken Zeitkonsistenz beziiglich Fy := ¢(B) und nach
Voraussetzung:

p(XTae) = p(slp +7lc)
= p(slp — pp-(7lc)lpe)
= p(slp + Plpe)
= p(yla).

Den anderen Fall behandelt man analog. a

Aus den in Theorem 3.2.7 genannten notwendigen Bedingungen fiir die Exis-
tenz einer stark zeitkonsistenten Aktualisierungsvorschrift ergeben sich weite-
re Fragen, die wir im Rahmen dieser Arbeit jedoch nicht beantworten kénnen.
So ware es interessant zu erfahren, ob es ausgehend von einer Risikobewer-
tung auf den einfachen Funktionen vom Typ xl4 moglich ist, ein zugehoriges
konvexes Risikomafl auf X' zu definieren, das stets stark zeitkonsistent ak-
tualisiert werden kann.

Bemerkung 3.2.8. Wir betrachten eine Abbildung

(x,A) € (—00,0] X F — p(xly) € R, (3.18)
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so dass fir jedes Ereignis A € F die Funktion x — p(xlly) Lipschitz-stetig
mit Lipschitz-Konstante 1 ist, konvex, streng monoton fallend und normiert
auf p(014) = 0. Auferdem sei lim p(xl4) = +o0, falls © — —oo.

Diese Abbildung induziert ein monetdres Risikomafs auf der Klasse aller Aus-
zahlungsprofile der Form X = xllg + ylize mit x,y € R und A € F, und zwar
e (e =) —y, f
_ ) pllz—y)la) —y, fallsz <y,
X = { p((y — )l 4c) —x, sonst.

Angenommen, der Zustandsraum ) ist endlich. Zusdtzlich fordern wir, dass
p die Konsistenzbedingung in Theorem 3.2.7 (ii) erfillt. Dann konnen wir p
induktiv — wie im Beweis des Theorems beschrieben — zu einem monetdren
RisikomafS auf X fortsetzen, so dass es bei jeder Information stark zeitkon-
sistent aktualisiert werden kann. Die Konsistenzbedingung wird bendtigt, um
die Wohldefiniertheit des Funktionals zu beweisen.

Bislang konnten wir nicht ermitteln, welchen Bedingungen die Abbildung
(3.18) geniigen muss, damit auf diese Weise ein konvexes Risikomafl indu-
ziert wird. Um auf die Annahme eines endlichen Zustandsraums verzichten
zu kénnen, miissen auflerdem noch Eigenschaften der Abbildung untersucht
werden, die die Stetigkeit von oben garantieren.

Eine andere Frage, die sich stellt, betrifft die Klasse der Shortfall-Risikomafe.
Gibt es aufler den exponentiellen oder linearen Verlustfunktionen noch ande-
re, die ein konvexes Risikomafl induzieren, das stets stark zeitkonsistent ak-
tualisiert werden kann oder zumindest die notwendige Bedingung aus Theo-
rem 3.2.7 (ii) erfilllt? Wir vermuten, dass dies nicht der Fall ist.

Existenz einer Aktualisierungsvorschrift im kohirenten Fall

Im vorherigen Abschnitt hatten wir fiir das Beispiel des Average Value at Risk
bereits nachgewiesen, dass die Bedingung der starken Zeitkonsistenz bei einer
hinreichend feinen Informationsstruktur nicht erfiillt werden kann. Fiir die-
ses koharente Risikomaf existiert demnach im Allgemeinen keine stark zeit-
konsistente Aktualisierungsvorschrift. Um unsere Uberlegungen zur starken
Zeitkonsistenz abzuschlieflen, betrachten wir nun die Klasse der koharenten
Risikomafle, die der folgenden Zusatzbedingung geniigen:

P(A)>0, AeF = p(,) <0. (3.19)

Wir werden zeigen, dass auch hier die starke Zeitkonsistenz kein geeignetes
Aktualisierungskriterium ist. Man beachte, dass fiir ein koharentes Risikomafl
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p: X — R, das (3.19) erfiillt, auch die Implikationen in (3.15) und (3.16)
giiltig sind, denn fiir alle Ereignisse A € F mit positiver Wahrscheinlichkeit
P(A) > 0 haben wir:

0 < —p(la) < p(=La).

Das folgende Theorem ist eine Verallgemeinerung eines Satzes von [41] im
Kontext der Nutzentheorie, welcher besagt, dass fiir das Choquet-Integral
beziiglich einer Kapazitiat ¢ : F — [0,1] auf einem endlichen Zustandsraum
das ,Iterative Gesetz der Erwartung® nur dann gilt, wenn ¢ ein Wahrschein-
lichkeitsmafl auf (€2, F) ist:

E(E(X|F) =E(X) VXEX, VR CF & ceMQF).

Das bedeutet, fiir ein nicht-lineares komonotones Risikomaf p(X) := —E.(X)
kann keine Aktualisierungsvorschrift Fy — pg := —E.(:|Fy) € Ry tiber die
starke Zeitkonsistenz definiert werden. In unserem Theorem verzichten wir
auf die Forderung der Additivitat auf komonotonen Funktionen und auf die
Voraussetzung eines endlichen Zustandsraums.

Theorem 3.2.9. Fs seip: X — R ein kohdrentes Risikomafs, so dass (3.19)
erfillt ist, und Fo — po € Ro eine Aktualisierungsvorschrift fir p. Dann sind
die folgenden Bedingungen dquivalent:

(a) Fir jede o-Algebra Fo C F sind p und py stark zeitkonsistent.

(b) p ist linear, und jede Aktualisierung py ist durch die bedingte Erwartung
gegeben.

Beweis: Die Implikation von (b) nach (a) ist klar. Es sei umgekehrt Fy —
po € Ry eine Aktualisierungsvorschrift, so dass p und py stets stark zeitkonsis-
tent sind. Da p ein kohéarentes Risikomaf ist, das insbesondere die Bedingung
(3.16) erfiillt, gentigt es nach Theorem 3.2.7 zu zeigen, dass durch

QA) = p(-1y) Y AEF

ein Wahrscheinlichkeitsmaf§ auf (Q, F) definiert wird, das dquivalent zu P
ist. () ist eine monotone, subadditive und von unten stetige Mengenfunktion,
die auf Q(#) = 0 und Q(2) = 1 normiert ist. AuBerdem gilt Q(A) = 0
genau dann, wenn P(A) = 0. Es reicht demnach aus, die Additivitat bzw.
Superadditivitdt von ) nachzuweisen. Wir zeigen, dass

p(~1a) = —p(la) Y AEF, (3.20)
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denn dann gilt fiir zwei disjunkte Mengen A, B € F
Q(A) + Q(B) = —p(la) — p(Is) < —p(laus) = QAU B).

Um (3.20) zu beweisen, fixieren wir ein beliebig gewéhltes Ereignis A € F
und setzen Fy := o(A). Wir nehmen an, dass 0 < P(A) < 1, ansonsten wére
(3.20) offensichtlich. Die Aktualisierungsvorschrift liefert ein zugehoriges be-
dingtes konvexes Risikomafl py. Fiir X € X bezeichnen wir mit pa(X) den
konstanten Wert von po(X) auf der Menge A. Aus der starken Zeitkonsistenz
und der positiven Homogenitét folgt

p(XLa) = p(=pa(X)La) = pa(X)p(-Ls) VX X, X <O
Da p(—I4) > 0 ist, gilt fir nicht-positive Auszahlungsprofile

palX) =2 E)_(]Il[j)) (3.21)

Wegen der Bedingung (3.19) kénnen wir eine Partition Q = A; U Ay U Aj
wahlen, so dass p(I4,) < 0 fir alle ¢ < 3 und so dass das oben fixierte Ereignis
A in der o-Algebra G := o(A;,7 < 3) enthalten ist. Fur i # j definieren wir

X = —I4, — By,

wobei der Parameter 3 > 1 hinreichend grofl sei, damit wir in den beiden
folgenden Berechnungen die positive Homogenitéit von p ausnutzen kénnen.
Aus der starken Zeitkonsistenz beziiglich der o-Algebra Fy := 0(A;) und aus
(3.21) erhalten wir

p(XJ) = pl=pa(XF)La; = pac (X7 )Lae)
~ o (p, g, )
B p( fa =l P(—HAS))
B Bp(=Ly,) Bp(—la;)
- pqp(—w 1] M) )
= p(la) + Bp(-1a) [M—

= —p(la,) + Bp(=14,)-
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Andererseits folgt aus der starken Zeitkonsistenz beziiglich Fj := o(A;)
p(XY) = pl=pa, (X5 )a, — pas(XF)Lac)
—Iy,
= p <—5HAJ- - HACP( Al))

7 p(=lac)

_ s (=) p(—14,)
B p( [ﬁ P(—HA;)] HAj) - p(—lac)

_ p(_HAj) -1
ol

L)
p(—Lac)

+ Bp(—14;)

- _p(_]IAi) +6p(_]114j>‘

Somit ist

p(—La,)  p(=Lae)
Da wir ¢ und j beliebig gewahlt haben, folgt daraus, dass

p(I)
p(—Ip)

Insbesondere nimmt dieses Verhéltnis fiir das fixierte Ereignis A € F den
Wert K an. Es bleibt zu zeigen, dass K = —1 ist.

0>

=K>-1 VBeg\{0Q} (3.22)

Die Einschrankung von p auf die Menge aller beschrankten und G-messbaren
Funktionen ist ein koharentes Risikomafl und streng monoton im Sinne der
Bedingung (3.16). Es besitzt eine robuste Darstellung durch aquivalente
Wahrscheinlichkeitsmafle, d. h., dass eine konvexe Menge

Q: {<p7Q71 _p_Q) ’ p € [aab]v q € [Cad]}
existiert derart, dass

p(X) =supEqy(—X) VX e L>(,G,P).
Q

Wegen (3.19) haben wir 0 < a < bund 0 < ¢ < d. Setzen wire:=1—-b—d
und f:=1—a— ¢, dann ist 0 < e < f. (3.22) angewandt auf die Mengen
B =A;, 1 <3, liefert a = —Kb, c = —Kd und e = — K f. Demzufolge ist

(1-K>)(b+d) =1+K.
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Mit (3.22) und B = Ay U A; erhalten wir andererseits
(1-K>)b=1+K.

Wiére K > —1, dann miisste gelten, dass b+d = b ist. Dies ist ein Widerspruch
zur Bedingung (3.19), darum folgt K = —1. O

3.2.3 Schwache Akzeptanzkonsistenz als
Aktualisierungskriterium

In diesem Abschnitt verwenden wir die Akzeptanzkonsistenz in ihrer schwa-
chen Form als Aktualisierungskriterium. Das heifit, fiir ein konvexes Risiko-
maf} p: X — R untersuchen wir Aktualisierungsvorschriften Fy — py € Ry

derart, dass
Ay C A(Fy) VYV FyCF. (3.23)

Fir weitere dquivalente Charakterisierungen der schwachen Akzeptanzkon-
sistenz verweisen wir auf das Korollar 3.1.8.

Existenz und Eindeutigkeit einer Aktualisierungsvorschrift

Jedes konvexe Risikomafl kann auf mindestens eine Weise schwach akzep-
tanzkonsistent aktualisiert werden. Haufig gibt es jedoch mehrere mogliche
Aktualisierungsvorschriften, die der Bedingung (3.23) gentigen.

Beispiel: Fiir ein beliebiges konvexes Risikomafl p : X — R betrachten wir
die triviale Worst-Case-Aktualisierungsvorschrift Fo — pd°™* € Ry mit

oy (X)) i=essinf {Xg € Xy | X+ Xo >0} VXeEAX.

Wéhlen wir X € X und m € R, so ist pf®**(X) < m genau dann, wenn
X > —m. Wegen Monotonie und Translationsinvarianz von p folgt p(X) <

p(—=m) = m. Demnach sind p und p§°™=* schwach akzeptanzkonsistent. <

Beispiel: Es sei p: X — R ein konvexes Risikomafl, das stetig von oben
ist und eine robuste Darstellung durch dquivalente Wahrscheinlichkeitsmafie
erlaubt, d. h., dass

p(X) =sup{Eq(—X) —a(Q) | @ ~ P} VX €EX,
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wobei « eine geeignete Penalty-Funktion auf M, (P) ist. Wir betrachten nun
die durch o induzierte Aktualisierungsvorschrift Fy — pg € Ro mit

po(X) :==esssup{Eq(—X|Fo) —a(Q) | Q ~ P} VX eAX.

Falls po(X) < m € R, dann gilt Eo(—X|Fy) — a(Q) < m fir alle Q ~ P.
Insbesondere ist Eg(—X) — a(Q) < m, und wir erhalten p(X) < m. Das
bedeutet, dass p und pg schwach akzeptanzkonsistent sind. &

Wie diese Beispiele zeigen, charakterisiert die Forderung der schwachen Ak-
zeptanzkonsistenz ein zugehoriges bedingtes konvexes Risikomafl nicht ein-
deutig. AuBlerdem sind beide vorgestellten Aktualisierungsvorschriften aus
okonomischer Sicht wenig plausibel. Warum sollten die Kriterien fiir die Ak-
zeptanz von Risiken wie im Fall der Worst-Case-Aktualisierung durch den
Erhalt zuséatzlicher Information grundlegend verschérft werden? Die Aktua-
lisierungsmethode des zweiten Beispiels ist ebenfalls fragwiirdig. Zum einen
héngt sie von der Wahl der Penalty-Funktion ab. Auflerdem spiegelt die
Penalty-Funktion unsere Unsicherheit gegeniiber dem zugrunde liegenden
probabilistischen Modell wider. Da sich diese Unsicherheit in Abhéngigkeit
der zur Verfiigung stehenden Information verdndern kann, erscheint auch
eine Aktualisierung der Penalty-Funktion notwendig.

Notwendige Bedingung fiir die Existenz einer optimalen
Aktualisierungsvorschrift

Im weiteren Verlauf dieses Abschnitts werden wir bei einer fixierten Informa-
tionsstruktur versuchen, innerhalb der Klasse der schwach akzeptanzkonsis-
tenten Aktualisierungen eines konvexen Risikomafles diejenige zu bestimmen,
die die mildesten Akzeptanzkriterien verwendet, die maximal im Sinne der
partiellen Ordnung (3.10) ist. Es sei p : X — R ein konvexes Risikomaf und
Fo C F eine beliebige o-Algebra. Mit

Ry = {po € Ro | p und py sind schwach akzeptanzkonsistent}

bezeichnen wir die zugehorige Klasse aller bedingten konvexen Risikomafle,
die nach dem Kriterium der schwachen Akzeptanzkonsistenz als eine Aktua-
lisierung von p nach dem Erhalt der Information Fy in Frage kommen. Der
Pfeil soll dabei andeuten, dass es sich bei dieser Konsistenzbedingung um
einen zeitlich riickwérts gerichteten Ansatz der dynamischen Risikobewer-
tung handelt. Im Sinne der partiellen Ordnung (3.10) gilt fur zwei bedingte
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konvexe Risikomafe:
po=po und p€Ry; = pyER;.
Das kleinste Element der Klasse R~ ist das bedingte Worst-Case-Risikoma$.

Bemerkung 3.2.10. Es seip: X — R ein konvezres Risikomafl und Fo C F.

(i) Angenommen, p ist streng monoton, d.h., dass p(X) > p(Y) fir alle
X <Y mit P(X >Y) > 0. Gibt es ein p§ € Ry, so dass p und pj
auch schwach ablehnungskonsistent sind, also p(X + p§(X)) = 0 fir
alle X € X, dann ist p§ nach Bemerkung 3.2.4 (iv) das gréfite Element
von Ry .

(ii) Angenommen, fir ein bedingtes konvexes Risikomafs p§ € Ro gilt
Af = A(Fy).

Nach Korollar 3.1.8 (d’) sind die RisikomajSe p und pj schwach akzep-
tanzkonsistent, und p§ ist das grofite Element von R .

Nach unserer letzten Bemerkung ist ein bedingtes konvexes Risikomaf3, des-
sen Akzeptanzmenge mit der Akzeptanzmenge von p beziiglich Fy tiber-
einstimmt, das von uns gesuchte schwach akzeptanzkonsistente Risikomaf
mit den mildesten Akzeptanzkriterien. Dieser Idee wollen wir weiter nach-
gehen. Wir wissen bereits, dass diese Bedingung auf die robusten Shortfall-
Risikomafle anwendbar ist, vgl. Satz 3.1.26. Wir zeigen jetzt, dass sie im
Fall der konvexen Risikomafe, die eine robuste Darstellung durch dquivalen-
te Wahrscheinlichkeitsmafle besitzen, sogar notwendig fiir die Existenz eines
grofiten Elements innerhalb der Klasse Ry~ ist.

Theorem 3.2.11. Es seien p : X — R ein konveres Risikomafs mit ei-
ner robusten Darstellung wie in (3.12) und (3.13) und Foy C F eine fizierte
o-Algebra. Die zugehdrige Akzeptanzmenge von p beziiglich Fy besitzt die fol-
gende Darstellung:

AF) = | Ao

POERG

Insbesondere ist ein bedingtes konvexes Risikomafs pf € Ry genau dann das
grofite Element der Klasse Ry, wenn seine Akzeptanzmenge A§ mit A(Fy)
tbereinstimmdt.
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Beweis: Die Vereinigung aller Akzeptanzmengen Ay von bedingten konve-
xen Risikomafle pg € R ist eine Teilmenge von A(Fp). Um die umgekehrte
Inklusion zu zeigen, fixieren wir ein beliebiges Auszahlungsprofil X € A(Fy).
Wir werden ein bedingtes konvexes Risikomaf} p konstruieren, so dass p und
px schwach akzeptanzkonsistent sind und dabei pg (X) < 0 gilt.

Da p eine robuste Darstellung durch dquivalente Wahrscheinlichkeitsmafle
besitzt,

p(Y) =sup{Eq(-Y) — amn(Q) | Q ~ P} VY € X,

ist ein Auszahlungsprofil Y genau dann in A(F,) enthalten, wenn es die
folgende Bedingung erfiillt:

]EQ(—Y]IA) < Oémin(Q) A Q ~ P, A€ Fo. (324)

Nun betrachten wir das Funktional p mit
py (V) :==esssup {Eo(—Y|Fy) — g (Q) | Q ~ P} VY €X.
und
a5 (Q) = Eq(=X|Fo)lgg(-x7)20p V@~ P,

Nach Konstruktion ist p (X) < 0. AuBlerdem ist pg ein bedingtes konvexes

RisikomaB, wenn wir zeigen koénnen, dass die bedingte Penalty-Funktion g

normiert ist. Nach Voraussetzung existiert ein aquivalentes Wahrscheinlich-
keitsmafl Q* ~ P derart, dass o, (Q*) = 0. Wir erhalten

0> Eot (= XLip . (- x170)201) = Eqr (Bo+ (=X [Fo) iz, (- x170)03) = 0.
Daraus folgt, dass Eg«(—X|F;) < 0, also
0 < 0 (Q") = Eq- (= X|F0)Liiqu (—x|7)20p = 0.
Es bleibt zu zeigen, dass p und p schwach akzeptanzkonsistent sind. Wir

weisen die Inklusion A C A(Fy) nach. Dazu nehmen wir ein Auszahlungs-
profil Y € A¥. Fiir Q ~ P haben wir

Eq(=Y|Fo) < Eq(—X|Fo)lig(—x|70)=0
woraus wir fiir jedes Ereignis A € F; die Ungleichung
Eq(Eq(—Y|Fo)la)
Eq(Bq(=X[Fo) g x|7)>014)

Eq(—Xr, (- x|7)>01L4)
amin(Q)'

Eo(—=Y14)

IN

IN
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erhalten. Die Behauptung folgt aus (3.24). O

Da die Vereinigung von Akzeptanzmengen im Allgemeinen keine Akzeptanz-
menge eines bedingten konvexen Risikomafles mehr ist, muss ein grofites
Element in der Klasse R~ nicht existieren. Das Fazit lautet demnach: Die
schwache Akzeptanzkonsistenz ist als Aktualisierungskriterium geeignet. Un-
ter Umstanden muss man dabei jedoch eine Verscharfung der Akzeptanzkri-
terien in Kauf nehmen. Fiir einige o-Algebren Fy C F kann es Auszah-
lungsprofile geben, die unter p akzeptabel sind unabhéngig davon, welches
Fo-messbare Ereignis eintritt, jedoch unter dem zugehorigen bedingten kon-
vexen Risikomafl py nicht mehr als akzeptabel angesehen werden.

3.2.4 Konsequenz als Aktualisierungskriterium

Wir priifen nun, ob das zeitlich vorwérts gerichtete Kriterium, nach dem das
zugeordnete bedingte konvexe Risikomafl als eine Konsequenz aus der ur-
spriinglichen Risikobewertung und der eingehenden Information konstruiert
werden soll, fir die Aktualisierung eines konvexen Risikomafles p : X — R
geeignet ist. Das heifft, wir untersuchen Aktualisierungsvorschriften Fy +—
po € Ry fiir p, so dass

.A(fo)CAo Vf()Cf. (325)

Die Akzeptanzmenge A(Fy) von p beztiglich Fy ist im Allgemeinen eine ech-
te Teilmenge der Akzeptanzmenge A. Wir fordern nicht, dass jedes unter p
akzeptable Auszahlungsprofil auch unter dem bedingten Risikomaf§ py akzep-
tabel sein soll, also A C Ay. Als Aktualisierungskriterium ist diese Bedingung
namlich zu stark. Das zeigt die folgende Bemerkung.

Bemerkung 3.2.12. FEs sei p: X — R ein konvexes Risikomajf. Angenom-
men, es existiert eine Aktualisierungsvorschrift Fo— po € Ry fiir p, so dass
stets die Bedingung A C Aq erfillt ist. Fir jede o-Algebra Foy C F erhalten
wir dann

essinf XAy N A > essinf Xy N Ay = 0.

Daraus folgt, dass A = X,. Die Akzeptanzmenge A entspricht somit der des
Worst-Case-Risikomafes, d. h., es ist p = p“or.
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Eindeutigkeit einer Aktualisierungsvorschrift

Wie das folgende Beispiel zeigt, existiert zu jedem konvexen Risikomafl min-
destens eine Aktualisierungsvorschrift, die das Kriterium einer konsequenten
Risikobewertung erfiillt, vorausgesetzt, dass p eine robuste Darstellung be-
sitzt derart, dass es ein dquivalentes Wahrscheinlichkeitsmaf3 gibt, welches
unter der minimalen Penalty-Funktion nicht bestraft wird.

Beispiel: Es sei p : X — R ein konvexes Risikomaf, das eine robuste
Darstellung der Form

p(X) = sup{Eq(—X) — amin(@) | Q ~ P} ¥V X € X

erlaubt, wobei oy, die minimale Penalty-Funktion bezeichnet. Falls es ein
aquivalentes Wahrscheinlichkeitsmafl Q* ~ P gibt, so dass aumi,(Q*) = 0,
dann konnen wir die folgende Aktualisierungsvorschrift Fy — py € Ry fiir p
definieren. Wir setzen

po(X) :=Eg:(—X|Fy) VXeEX

fir den Fall, dass JFy nicht trivial ist, und pgp oy sei gegeben durch p. Das
bedeutet, sobald wir irgendeine Art von Information erhalten, gehen wir von
einem robusten Bewertungsansatz zu einer linearen Risikobewertung unter

dem Modell Q* tber.

Tatséachlich ist jedes solche bedingte konvexe Risikomafl py eine Konsequenz
aus p und der jeweiligen Information Fj. Fiir ein Auszahlungsprofil X €
A(Fp) haben wir namlich Eg«(—X1I4) < 0 fir alle A € Fy, d.h., dass
Eg-(—X|Fo) < 0. Nach Bemerkung 3.2.4 (iii) ist ein bedingtes lineares Risi-
komafl mazimal im Sinne der partiellen Ordnung (3.10). &

Fir gewohnlich charakterisiert die Bedingung (3.25) eine Aktualisierungs-
vorschrift nicht eindeutig und vor allem nicht ausreichend, wie es das obige
Beispiel zeigt. Deshalb bezeichnen wir fiir jede o-Algebra Fy C F mit

Ry = {po € Ro | po ist eine Konsequenz aus p und Fy}

die Klasse aller bedingten konvexen Risikomafle, die als eine Konsequenz aus
p und Fy aufgefasst werden konnen. Wir wissen bereits, dass diese Klasse
nicht leer ist, falls p ein konvexes Risikomaf ist, das eine robuste Darstellung
besitzt derart, dass ein aquivalentes Wahrscheinlichkeitsmafl existiert, wel-
ches unter der minimalen Penalty-Funktion nicht bestraft wird. Die partielle
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Ordnung (3.10) ermdglicht wie im vorherigen Abschnitt einen Vergleich von
Elementen dieser Klasse. Fiir zwei bedingte konvexe Risikomafle gilt:

po=po und p ERy = py€Ry.

Bemerkung 3.2.13. Es seien p : X — R ein konvezes Risikomafl mil einer
robusten Darstellung wie in (3.12) und (3.13) und Fy C F eine beliebige
o-Algebra.

(1)

(i)

Besitzt die Klasse R~ ein grofstes Element, d. h. ein schwach akzeptanz-
konsistentes bedingtes konvexes Risikomaf pj € Ry mit den mildesten
Akzeptanzkriterien innerhalb dieser Klasse, dann gilt nach Theorem
3.2.11

A = A(Fo).

Das bedeutet, dass pjy gleichzeitig das kleinste Element von Ry’ ist, also
diejenige Konsequenz aus p und Fy mit den strengsten Akzeptanzkrite-
rien.

Angenommen, p ist sogar linear, d.h., dass ein dquivalentes Wahr-
scheinlichkeitsmafl Q) ~ P existiert mit

p(X)=Eo(-X) VX e€AX.

Nach Satz 3.1.26 ist die Akzeptanzmenge von p beziglich Fo gegeben
durch
A(Fo) ={X € X | Eq(=X|Fo) <0},

also durch die Akzeptanzmenge Ay des durch @Q induzierten bedingten
linearen Risikomafles mit

po(X) =Eq(—X|F) VX eX.

Dieses py ist das kleinste Element von Ry’ . Gleichzeitig ist es auch ma-
zimal, vgl. Bemerkung 3.2.4 (iii). Fir dquivalente lineare Risikomafse
gibt es demnach bei jeder Information genau eine mégliche Konsequenz.
Diese ist durch die bedingte Erwartung gegeben.
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Existenz einer optimalen Aktualisierungsvorschrift

Ein konvexes Risikomafl, das stetig von oben ist und eine robuste Darstel-
lung besitzt derart, dass ein dquivalentes probabilistisches Modell existiert,
dass unter der minimalen Penalty-Funktion nicht bestraft wird, erlaubt stets
eine konsequente Aktualisierungsvorschrift wie in (3.25), so dass das zuge-
ordnete bedingte konvexe Risikomafl in der jeweiligen Klasse der méglichen
Konsequenzen die strengsten Akzeptanzkriterien verwendet.

Theorem 3.2.14. Es sei p : X — R ein konveres Risikomajf§ mit einer
robusten Darstellung wie in (3.12) und (3.13). Auflerdem sei Fo — p§ € Ry’
die Aktualisierungsvorschrift fir p mit

Po(X) = pas(X) :=essinf {Xg € Xy | X + Xp € A} VX eA,
wobei die Akzeptanzmenge A von pf§ gegeben ist durch
As= ) A
POERY”

Fir jede o-Algebra Fo C F ist das zugehirige bedingte konvexe Risikomafs
py eine Konsequenz aus p und Fo und das kleinste Element von Ry . Ebenso
qilt die Darstellung:

po(X) =essinf {Xo € Xy | X + Xo € convg, A(Fy)} VX € X,
wobei
convr, A(Fo) = {AY1 + (1 - A)Ys | Y1,Ys € A(Fy), A€ Ay, 0 <A <1},

die bedingte konvexe Hiille der Akzeptanzmenge von p beziiglich Fy bezeichnet.

Beweis: Fiir jede o-Algebra Fy C F wird py durch Robustifizierung iiber
die nicht-leere Klasse R,” gebildet und ist somit ein bedingtes konvexes Ri-
sikomaf. Offenbar ist pj eine Konsequenz aus p und Fy, da A(Fy) C Aj.
Auflerdem ist es nach Konstruktion das kleinste Element von R;’.

Um die Darstellung im zweiten Teil des Theorems zu beweisen, zeigen wir,
dass auch durch die bedingte konvexe Hiille von A(F;) ein bedingtes konvexes
Risikomaf pj, erzeugt wird. Wegen

A(.F()) C COIIV]:O.A(JTQ) - .AS

und der Minimalitat von pfj innerhalb der Klasse aller Konsequenzen folgt
dann sofort die Behauptung.
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Die Eigenschaften der Akzeptanzmenge A(Fy) von p beziiglich Fy, vgl. Be-
merkung 3.1.10, ibertragen sich auf ihre bedingte konvexe Hiille. Die Men-
ge convg, A(Fp) ist solide und nach Konstruktion bedingt konvex. Es gilt
essinf A(Fy) N Xy = 0 und insbesondere essinf convz A(Fy) N Ay = 0. Nach
Satz 2.1.5 erzeugt die konvexe Hiille ein bedingtes konvexes Risikomaf pj
mit A(Fy) C convg, A(Fy) C Ajp. Das bedeutet, dass pf, eine Konsequenz aus
p und der eingehenden Information Fj ist. O

Wir haben gezeigt, dass das Kriterium der Konsequenz sehr gut zur Aktua-
lisierung geeignet ist. Fiir jedes konvexe und von oben stetige Risikomafle
existiert eine Aktualisierungsvorschrift derart, dass das zugeordnete beding-
te konvexe Risikomaf stets mit der urspriinglichen Risikobewertung und der
eingehenden Information vereinbar ist, vorausgesetzt, dass es ein dquivalen-
tes Wahrscheinlichkeitsmafl gibt, das unter der minimalen Penalty-Funktion
nicht bestraft wird. Unter diesem Aktualisierungskriterium ist auch die Re-
duzierung der Unsicherheit gegeniiber dem probabilistischen Modell oder der
Risikoaversion moglich, die sich aus dem Erhalt von neuer Information erge-
ben kann.

3.2.5 Reduzierung der Modellunsicherheit

Zusétzliche Information kann dazu beitragen, dass Unsicherheit in Bezug
auf das zugrunde liegende probabilistische Modell verringert wird. In diesem
Abschnitt stellen wir eine Methode vor, nach der Entscheidungen dartiber
getroffen werden konnen, welche probabilistischen Modelle weiterhin bei der
Bewertung des Risikos berticksichtigt werden sollen. Damit wollen wir gleich-
zeitig die Diskussion zum Thema der Aktualisierung von konvexen Kapazita-
ten aus der Theorie der nicht-additiven Mengenfunktionen zusammenfassen
und ergéanzen.

Die Aktualisierungsmethode

Betrachten wir eine Menge Q von Wahrscheinlichkeitsmafien auf (2, F), wel-
che wie beim Shortfall-Risikomafl durch Robustifizierung in die Risikobewer-
tung eingeht. @) sei konvex und jedes Element () € O zum Referenzmafl
P aquivalent. Das Problem der Unsicherheitsreduzierung durch den Erhalt
zusétzlicher Information werden wir in einem sehr einfachen Rahmen unter-
suchen. Angenommen, wir erfahren, dass ein gewisses Ereignis B € F mit
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positiver Wahrscheinlichkeit P(B) > 0 eintritt. Die Menge Q erzeugt dann
eine zugehorige Menge von bedingten Wahrscheinlichkeitsmaflen

Qs :={Q(|B) | Q € Q},

die dquivalent zum bedingten Referenzmafl P(-|B) sind. Aus dieser Menge
Op konnen wir je nachdem, wie stark die Information unsere Annahmen
zum probabilistischen Modell beeinflusst, einige Wahrscheinlichkeitsmafe fiir
die Zukunft ausschlieSen. Es bleibt die Frage, nach welchen Kriterien dabei
verfahren werden soll.

In der Literatur zu diesem Thema findet man im Wesentlichen drei Vor-
schlage, die verallgemeinerte Regel von Bayes, die Dempster-Shafer-Regel
und die klassische Regel von Bayes. Sie alle basieren auf demselben Prin-
zip: Der Ausschluss eines bedingten probabilistischen Modells Q(-|B) erfolgt
in Abhangigkeit von der Wahrscheinlichkeit des Ereignisses B unter (). Wir
wahlen ein Intervall

[, 8] € [inf Q(B), ZEIQ)Q(B)] (3.26)
und definieren
9.~ {Q(|B) | Q € Q und Q(B) € [a, b]}. (3.27)

Die oben erwdahnten Regeln entsprechen den Extremvarianten dieser Aus-
wahlmethode.

Beispiel: Das Intervall [info Q(B),supg Q(B)] definiert die verallgemeiner-
te Regel von Bayes. Das bedeutet, dass die Information tiber das Eintreten
von B keine Unsicherheitsreduzierung bewirkt. Jedes Wahrscheinlichkeits-
mafl ) € Q wird geméf der Regel von Bayes aktualisiert, und das so erzeugte
bedingte Wahrscheinlichkeitsmafl Q(-|B) verbleibt in Qgg’b]. Analysiert wird
diese Methode z. B. in [37], [16], [25] oder [11]. <&

Beispiel: Die auf die beiden Randpunkte reduzierten Intervalle mit a =
b =supg Q(B) oder a = b = infg Q(B) definieren die Dempster-Shafer-Regel
bzw. die klassische Regel von Bayes. Den Namen der zweiten Aktualisierungs-
regel erklaren wir spater mit Hilfe der Darstellung in Theorem 3.2.19. Es
werden nur diejenigen probabilistischen Modelle weiter verwendet, die dem
Ereignis B maximale bzw. minimale Wahrscheinlichkeit zuordnen. Bei diesen
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Methoden miissen zusétzliche Bedingungen formuliert werden, die garantie-
ren, dass die Menge Q[g’bl nicht leer ist. Untersucht wurden sie von [10] und
[36] sowie z. B. in [23] oder [11]. <&

Anwendung auf konvexe Kapazitiaten

Anstatt durch eine Menge Q von Wahrscheinlichkeitsmaflen und Robustifi-
zierung kann Modellunsicherheit auch durch ein nicht-additives Mafl ¢ und
das zugehorige Choquet-Integral dargestellt werden. Beide Ansétze stimmen
unter gewissen Annahmen tiberein, ndmlich wenn Q durch den Kern Q(c)
einer konvexen Kapazitit gegeben ist. Um die durch (3.26) und (3.27) defi-
nierten Aktualisierungsregeln zu charakterisieren und zu vergleichen, wollen
wir sie nun unter dieser zusétzlichen Voraussetzung untersuchen.

Definition 3.2.15. Fine Mengenfunktion ¢ : F — [0,1] heifit Kapazitat,
wenn sie monoton und auf ¢(B) = 0 sowie ¢(Q) = 1 normiert ist. Eine
Kapazidt ¢ heifit konvex, falls

c(A)+c¢(B) < ¢(AUB)+c¢(ANB) VA BEeF.

Fine Kapazitit ¢ heifst beziiglich B € F bedingt, wenn c¢(A) = ¢(AN B) fir
alle A € F.

Das zugehorige Choquet-Integral einer messbaren und beschréankten Funk-
tion X € B ist definiert als

E,(X) i /Xdc - /O<C<X > 2) = 1)dz + 7C(X > o)de. (3.29)

Wenn ¢ ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf (€2, F) ist, dann stimmt E.(X) mit
dem iiblichen Erwartungswert iiberein. Das Choquet-Integral ist ein Funk-
tional, das durch vier Eigenschaften charakterisiert werden kann. Fiir eine
Einftihrung des Integralbegriffs und den Beweis des folgenden Satzes verwei-
sen wir auf [12], Kapitel 5 und 6.

Satz 3.2.16. Es sei c eine Kapazitit und E. : B — R das durch das Choquet-
Integral induzierte Funktional. Dieses besitzt die folgenden Figenschaften:

e Normiertheit: E.(I) = 1.
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e Positive Homogenitit: E.(AX) = AE.(X) fir alle A > 0.
e Monotonie: E.(X) < E.Y) fir X, Y e Bmit X <Y.

o Additivitit auf komonotonen Funktionen: E.(X +Y) = E.(X)+E.(Y)
fiir komonotone X,Y € B, d.h., (X(w) — X)) (Y(w) =Y (v)) >0
fiir alle w,w" € €.

Ist F': B — R ein Funktional mit den obigen Eigenschaften, dann wird durch
c(A):=F{l,) VAeF
eine Kapazitit definiert, und das zugehorige Choquet-Integral stimmt mit F

tiberein, d. h., dass F(X) = E.(X) fir alle X € B.

Kommen wir nun zum bereits angedeuteten Zusammenhang beider Anséatze
zur Unsicherheitsmodellierung. Die Menge ) erzeugt durch

c(A) ;= inf Q(A) (3.29)

QeQ

eine Kapazitiat auf F, so dass fiir alle Ereignisse A € F gilt:
P(A)=0 = ¢(A) =0. (3.30)

Unter welchen Bedingungen sind das durch Q induzierte Funktional F' mit

F(X):= éEfQEQ(X) VXenB

und das Choquet-Integral E. der durch Q induzierten Kapazitat auf der
Menge B der beschrankten und messbaren Funktionen identisch? Die Ant-
wort liefert der folgende Satz von [35].

Satz 3.2.17. Es sei ¢ eine Kapazitit. Dann sind die folgenden Aussagen

dquivalent:

(a) c ist konvex.

(b) Das Choquet-Integral E. : B — R ist superadditiv, d. h., dass fir alle
XY eB gilt E(X)+E(Y) <E/(X+Y).

(¢) Der Kern Q(c) :=={Q € My (1, F) | c(A) < Q(A) YV A € F} ist nicht

leer, und es gilt die Darstellung

E.(X) = Eo (X X e B.
(X) Qrgg(lc) e(X) VXeB
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Bemerkung 3.2.18. FEs seien ¢ eine konveze Kapazitat auf (2, F) und Q(c)
thr Kern.

(1) Das Infimum diber den Kern in Aussage (c) des vorherigen Satzes wird
stets angenommen, vgl. dazu auch [21], Proposition 2.85., bzw. das
Theorem 1.1.7 in Kapitel 1.

(ii) Ist die Kapazitdt stetig von unten in ), so besteht der Kern nur aus
Wahrscheinlichkeitsmafien, denn wegen 1 > Q(A) > c¢(A) ubertrigt
sich die Stetigkeit von unten auch auf jedes Q € Q(c).

(7ii) Fir alle Mengen A C B gibt es ein additives Mafs Q* € Q(c), so dass
c(A) = Q*(A) und ¢(B) = Q*(B). Wegen der Additivitit des Choquet-

Integrals auf komonotonen Funktionen gilt namlich fir ein Q* € Q(c),
c(A) +¢(B) =E.(Ia+ 1) =Eg(I4 +1p) = Q*(A) + Q*(B).
Dieses leistet das Gewinschte, denn

0> ¢(B) — Q*(B) = Q*(A) — ¢(A) > 0.

Nehmen wir im weiteren Verlauf dieses Abschnitts an, dass die in (3.29)
definierte Kapazitat ¢ konvex und stetig von unten ist und dass die in die
Risikobewertung eingehende Menge Q mit dem Kern Q(c) dieser Kapazitét
ibereinstimmt. Des Weiteren bezeichnen wir mit

c(A) = max Q(A)=1—c(A°) VAeF,

die durch Q induzierte konjugierte Kapazitat auf (€2, F). Fur zwei beliebige
Ereignisse A, B € F gilt ¢(A) + ¢(B) > ¢(AUB) +¢(AN B), d.h., dass ¢
konkav ist.

Das folgende Theorem liefert eine Darstellung und Eigenschaften der beding-
ten Kapazitit, die aus der Aktualisierung von Q bzw. ¢ hervorgeht. Damit
verallgemeinert es die Darstellungssétze fiir die oben erwahnten drei Metho-
den, vgl. z.B. [37], Theorem 7.2, oder die Abschnitte 2 und 3 in [11], .

Theorem 3.2.19. Die aus (3.26) und (5.27) resultierende Menge Q[;’b] von
bedingten Wahrscheinlichkeitsmafen erzeugt durch

ceV(A1B) = it {QAIB) | QUIB) € Q") v aeF,
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eine bedingte, konvere und von unten stetige Kapazitat. Es gilt

¢(A°N B) c¢(ANB) c¢(ANB)
a c¢(ANB)+c(ANB)’ b

@t (A|B) = max (1 -

(3.31)

Im Allgemeinen ist Qg’b} eine Teilmenge des Kerns Q(cl*¥(-|B)). In den

Spezialfillen a = b = maxg Q(B) bzw. a = b = ming Q(B) > 0 stimmen
beide Mengen stets tiberein.

Beweis: Wir zeigen zunéchst die Darstellungsformel fiir die bedingte Ka-
pazitdt cl®¥(-|B). Dazu wihlen wir ein beliebiges Wahrscheinlichkeitsmaf

Q € Q@ mit Q(B) € [a,b]. Dann gilt fiir alle A € F

QANB) Q(A°N B) c¢(ANB) ¢(A°N B)
o)~ am) Zmax( I )
Falls ¢(AN B) > 0 ist, erhalten wir auflerdem
Q(ANB) S 1 - 1

QB) ~ 14 sup (—Q(ACQB)> ~ 1+4sup (—E(ACQB)> ‘

Q(ANB) c(ANB)

Demnach ist

OV (A|B) > max (1 _ AN B) c(ANB) (AN B)) '

a c(ANnB)+¢e(AcnB) b

Um zu beweisen, dass beide Seiten gleich sind, betrachten wir drei Félle.
Zuerst nehmen wir an, dass ¢(ANB)+¢(A°NB) < a, d. h., dass das Maximum
auf der rechten Seite 1 —¢(A°NB)/a gegeben ist. Nach Bemerkung 3.2.18 (iii)
existieren @1, Q2 € Q mit Q1(A°N B) = Q2(A°N B) =¢(A°N B), Q1(B) =
¢(B) und Q2(AN B) = ¢(AN B). Definieren wir nun @ = @ + (1 — £)Qs
mit Parameter
a—(c(ANB)+¢(A°N B))

¢(B) — (c(ANB)+c¢(A°nN B))

dann gilt @ € Q und Q(B) = a. Insbesondere ist die Darstellung (3.31) in
diesem Fall giiltig, denn

€ [0, 1],

€=

c(A°NB
Q(A|B) =1 g
a
Jetzt sei ¢(AN B) + ¢(A°N B) € [a,b]. Das Maximum auf der rechten Seite
von (3.31) ist durch den mittleren Term gegeben. Wieder finden wir ein
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Wahrscheinlichkeitsmafl Q € Q mit Q(A°NB) = ¢(A°NB) und Q(ANB) =
c(AN B). Damit gilt auch die Darstellung fiir c/*(A|B), denn es ist

c(ANB)
(ANB)+¢(AcNB)

QAIB) = -

Wenn ¢(ANB)+¢(A°NB) > bist, dann bildet der Term ¢(ANB)/b das Maxi-
mum in (3.31). Nach Bemerkung 3.2.18 (iii) gibt es Wahrscheinlichkeitsmafle
Q1,Q2 € Q,s0 dass Q1 (AN B) = Q2(ANB) = ¢(AN B), Q1(B) = ¢(B)
und Q2(A°N B) = ¢(AN B). Wie im ersten Fall definieren wir nun ein Wahr-
scheinlichkeitsmafl @ := @y + (1 — €)Q2 € Q mit Q(B) = b, wobei

_ c(AnB)+eA°nNB)—b
T (ANB)+ AN B) - c(B)

€ [0,1].

Die Darstellung (3.31) gilt erneut, weil

c¢(ANB)

QuIB) = 5

Mit Hilfe von (3.31) zeigt man die Stetigkeit von unten fiir die bedingte Ka-
pazitit cl*¥(.|B). Der Nachweis der Konvexitit ist aufwendiger. Wir werden
eine Idee aus [37], wo die Konvexitat fiir die verallgemeinerte Bayes-Regel
bewiesen wird, auf unsere Situation tbertragen. Dazu definieren wir zwei
nicht-negative Mengenfunktionen auf F durch

g(A) :==max(c(ANB),a—c¢(A°NB)) VAecF

und
h(A) :==min(b—c¢(AN B),¢(A°NB)) VAeF.
Fir alle A € F gilt dann

9(A)

AP = S Ry

Wegen der Konvexitédt von ¢ ist A — ¢(A N B) + ¢(A° N B) eine monoton
fallende Abbildung beziiglich der partiellen Ordnung der Mengeninklusion.
Damit zeigt man fiir die Mengenfunktionen die folgenden Eigenschaften:

e g ist konvex, g(A) + g(A") < g(ANA")+g(AUA) fir A,A" € F,
e h ist konkav, h(A) + h(A") > h(ANA)+h(AUA) fur A, A" € F,
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e g+ h ist monoton fallend und nach unten beschrankt durch a > 0.

Die Beweise seien dem Leser iiberlassen. Jetzt betrachten wir zwei Ereignisse
A, A" € F. Es gibt Konstanten 3,7, > 0, so dass

g(A)+h(A) = g(AUA)+h(AUA) +7,
gAY +h(A) = g(AUA)+h(AUA) ++

und

g(ANA) 4+ g(AUA") = g(A) + g(A) + 5.
Der Einfachheit halber setzen wir « = g(AUA’) +h(AUA") und haben somit

gANA)Y+h(ANA) <a+pB+v+7.

Die Konvexitét von c?(-|B) folgt, wenn

g4)  gA) _g(AUA) g(ANn A
aty at+y T« atft+y+o

ist. Durch Multiplikation mit a(a + v)(a +7')(a 4+ S+ v 4+ 7') und weitere
Umformungen erhalten wir, dass diese Ungleichung dquivalent ist zu

0 < [@°3—a’Bg(AUA)]
+ By +7) + (g(AUA) — g(A)(B+7)
+(g(AUA) — g(A))(B+7)]
+ al(g(AUA) —g(A) B+ + (g(AUA) = g(A)(B + )]
+ g(AUA)YY 2a+ B+ +7) +abyy.

Der erste Term in eckigen Klammern auf der rechten Seite der Ungleichung
ist nicht-negativ, weil a > g(AU A’) > 0 ist. ¢ ist monoton wachsend und
alle Konstanten sind nicht-negativ. Damit sind auch alle iibrigen Terme nicht-
negativ.

Abschliefend betrachten wir den zugehorigen Kern
Q(c*I(|B)) ={Q € My (Q,F) | “*(A|B) < Q(A) YV A€ F}.

Da die bedingte Kapazitiat von unten stetig ist, ist ihr Kern eine Menge von
beziiglich B bedingten Wahrscheinlichkeitsmaflen. Natiirlich ist QE‘;"’] eine
Teilmenge. Fiir die Dempster-Shafer-Regel bzw. die klassische Bayes-Regel
stimmen beide Mengen sogar tiberein. Falls ndmlich ¢ = b = maxg Q(B)
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ist, konnen wir ein beliebiges Q € Q mit Q(B) = a fixieren. Jedes bedingte

Wahrscheinlichkeitsmafl @' € Q(cl*¥(:|B)) induziert durch
QA):=Q'(A)-a+QANBY) YAcF,

ein Wahrscheinlichkeitsmafl Q mit Q(B) = a und Q(-|B) = Q. Aufgrund der
Konvexitét von ¢ und der Darstellungsformel (3.31) gilt

Q(A) > d*(A|B)a + ¢(AN B®) = ¢(AU B°) — ¢(B°) + ¢(AN B°) > ¢(A),

d.h., dass Q € Q. Den Fall a = b = ming Q(B) behandelt man analog. O

Beispiel: Die zum Intervall [a,b] = [¢(B), ¢(B)] gehorige verallgemeinerte
Regel von Bayes liefert die bedingte konvexe Kapazitét

c¢(ANB)
(AN B)+¢(AN B)

¢P(A|B) = - VAeF.

Fiir das Choquet-Integral gilt die Abschéatzung:

]ECVBHB)(X) S ianB EQ(X) VXEe€e B
QeQy

&

Beispiel: Aus der Dempster-Shafer-Regel mit a = b = ¢(B) und aus der
klassischen Regel von Bayes mit a = b = ¢(B) resultieren die bedingten
konvexen Kapazitaten mit

c(A°N B)
DS AlB :1—0(— A F
und (AN B)
kB _ ¢
¢ (A|B) = B VAeF.

Man beachte, dass bei der zweiten Aktualisierungsregel die bedingte Kapazi-
tdt eines Ereignisses ganz ,klassisch®, d. h. wie fir Wahrscheinlichkeitsmafle,
berechnet wird. Die beiden Aktualisierungsmethoden sind eng miteinander
verwandt. Fiir die Darstellungen der zugehorigen konjugierten Kapazitaten
gelten die Beziehungen:

¢(ANB)

DS(A|B) =1 — PS(A°|B) = -5

VAeF
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und
E — . CkB c — o C(AC m B)
B(A|B) =1 (A°|B) =1 —c(B)

Auflerdem erhalten beide Aktualisierungen die Additivitat auf komonotonen
Funktionen, denn fiir die Choquet-Integrale gilt:

VAeF.

Ec[a,b](,lB)(X) = inf EQ(X) VXeB
Qegly”

Anwendung auf konvexe Verzerrungen eines
Wahrscheinlichkeitsmafles

Betrachten wir nun eine spezielle Klasse von konvexen Kapazitaten. Bei die-
sen soll die Unsicherheit gegentiber dem probabilistischen Modell durch eine
konvexe Verzerrung des Wahrscheinlichkeitsmafles P dargestellt werden. Das
heif}t, dass @ durch den Kern einer konvexen Kapazitit ¢ der Form

c(A) = f(P(A)) YAeF

gegeben ist. Dabei ist f : [0,1] — [0, 1] eine konvexe Verzerrungsfunktion,
eine konvexe, monoton wachsende Funktion mit f(0) = 0 und f(1) = 1. Neh-
men wir zusatzlich an, dass f stetig ist, so besteht der Kern Q aus absolutste-
tigen Wahrscheinlichkeitsmafien () < P, deren Dichten wie folgt beschrankt
sind:
/ aQ _

f(0+) < P < f'(1-) P-Af.s. (3.32)
Man vergleiche auch [6], Proposition 1. Aufierdem sei f'(04) > 0. In diesem
Fall ist Q sogar eine Menge von aquivalenten Wahrscheinlichkeitsmaflen.

Die aus der Aktualisierung mit dem Intervall [a, b] hervorgehende bedingte
konvexe Kapazitat ist ebenfalls eine konvexe Verzerrung eines Wahrschein-
lichkeitsmafles, ndmlich des bedingten WahrscheinlichkeitsmaBles P(:|B). Es
gilt

d*(AIB) = f5"(P(A|B)) VA€ F,

wobei die konvexe und stetige Verzerrungsfunktion fl[g o [0,1] — [0, 1] defi-
niert ist durch

R (1_1_f<v<x>> f(u()) 7f(ulfw))> -
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mit u(x) := xP(B) und v(z) := 1 — (1 — 2)P(B). Diese Funktion erhalten
wir direkt aus der Darstellung (3.31).

Im Allgemeinen ist der Kern Q(fl** o P(-|B)) der bedingten Kapazitit we-
sentlich grofer als die Menge QE_%“. Dies wollen wir anhand der Klasse der ein-
fachen konvexen Verzerrungen verdeutlichen. Die zugehorigen Verzerrungs-
funktionen bilden in diesem Fall das Maximum zweier linearer Funktionen.
Wir fixieren konstante Parameter s, A € (0, 1] und setzen

f(x) :== f{(z) = max <mc, #) vV x el 1] (3.34)

Die durch f und das Wahrscheinlichkeitsmafl P erzeugte konvexe und stetige
Kapazitiat ¢ = f o P besitzt den Kern

Q _ 1 } (3.35)

= = ~P|kr<—=<—- P-fs.
Q=00 ={Q~Plns Gl < Pis
Nach den Abschitzungen in (3.32) ist Q in der Menge auf der rechten Seite
enthalten. Beide Mengen sind sogar gleich, weil fiir jedes Wahrscheinlich-
keitsmafl mit einer wie oben angegeben beschrinkten Dichte gilt:

aQ. e

Q(A) =Ep (d—P,A) —1-Ep (d—P;AC) > f(P(A)) VAeFT.

Jetzt beobachten wir ein Ereignis B € F mit Wahrscheinlichkeit P(B) > 0
und aktualisieren die Menge Q geméaf der in (3.26) und (3.27) beschriebenen
Methode.

Satz 3.2.20. Es sei ¢ = f o P eine einfache konvere Verzerrung des Re-
ferenzmafles P mit einer Verzerrungsfunktion wie in (3.34) und einem zu-

gehorigen Kern wie in (3.35). Die aktualisierte Menge Q[;’b] von bedingten
Wahrscheinlichkeiten induziert durch

F(X):= inf Eg(X) VXeB
Qeale?!

ein Funktional, das als Infimum von Choquet-Integralen beziiglich einfacher
konvexer Verzerrungen des bedingten Referenzmafes P(-|B) darstellbar ist:

[a’b] — 1
FB (X) — lnf Ef:;J(P(IB))(X> Z Ef[Ba,b](P(|B))(X> V X € B,

y€la,b]

wobei die aktualisierten Parameter gegeben sind durch

Ky = —P(B)€(0,1] und X, i=—o0_
y
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Insbesondere ist Fgl’b] nur von der Verteilung unter P(-|B) abhdngig. Falls

das Aktualisierungsintervall [a,b] auf einen Punkt reduziert ist, dann verhdlt
sich Fg’b] additiv auf komonotonen Funktionen.

Beweis: Zunichst nehmen wir an, dass das die Aktualisierung definierende
Intervall einem einzelnen Punkt entspricht, also0 < a = b=y € [¢(B),é(B)].
Die Verzerrungsfunktion in (3.33) reduziert sich auf eine einfache konvexe
Verzerrungsfunktion

fB( ) Hy('r) vxe[()?l]?

mit neuen Parametern wie in (3.36). Die aktualisierte Menge Q% ist eine
Teilmenge des zugehorigen Kerns. Wir zeigen, dass Q% diesen Kern sogar
vollstédndig ausschopft. Sei Q' € Q( fyy o P(:|B)). Jedes Wahrscheinlichkeits-
maB Q € Q mit Q(B) = y induziert durch

Q(A):==Q'(ANDB) -y +QANL)

ein Wahrscheinlichkeitsmafl Q < P mit Q(B) = y und Q(:|B) = @’. Dieses
ist ein Element der urspriinglichen Menge Q, denn fiir seine Dichte gilt P-fast
sicher B

dQ Y Q) dQ 1

dP  P(B) dP(-|B) dP )\
Wir haben bisher gezeigt: Die aus der Aktualisierung hervorgehende Menge

Y induziert eine eine einfache Verzerrung des bedingten Wahrscheinlich-

keitsmafles

¢(A|B) = [, (P(A|B)) VAE€F,

mit den beiden aktualisierten Parametern r,, A, € (0,1]. Der zugehorige
Kern Q( f:j o P(:|B)) stimmt mit der Menge Q% tiberein. Insbesondere gilt

Wir wenden nun die Ergebnisse auf die allgemeine Aktualisierungsmethode
mit einem Intervall [a,b] C [¢(B),¢(B)] an. Es ist

W~ | b= |J Qv e PCIB) € Q(f o P(|B)).
y€la,b] y€la,b]

Wir erhalten daraus die oben beschriebene Darstellung sowie die Eigenschaft
der Verteilungsinvarianz in Bezug auf das bedingte Referenzmaf. a
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Anwendung auf koharente Risikomafle

Die in diesem Abschnitt diskutierte Aktualisierungsmethode kann direkt auf
die Klasse der koharenten Risikomafle angewandt werden. Fassen wir also die
Resultate zusammen. Wir betrachten ein kohérentes Risikomafl p : B — R,
das in Bezug auf ein Referenzmafl P fiir alle X, Y € B die folgende Bedingung
erfiillt:

X=Y Pfs. = pX)=pY).

In diesem Fall kann p auch als ein koh&hrentes Risikomafl auf der Klasse
X = L>(Q, F, P) aufgefasst werden. Auflerdem nehmen wir an, dass p stetig
von oben ist und derart, dass p(—I4) > 0 fiir alle Ereignisse A € F mit
P(A) > 0. Nach Theorem 1.1.12 und Satz 1.1.14 erlaubt p unter diesen
Voraussetzungen eine robuste Darstellung beziiglich einer konvexen Menge
Q C M. (P) von dquivalenten Wahrscheinlichkeitsmafen:

p(X)=supEy(—X) VXeX.
QeQ

Nach dem Eintreten eines Ereignisses B € F, das unter dem Referenzmafl P
eine positive Wahrscheinlichkeit besitzt, aktualisieren wir die Menge Q und
damit das kohéarente Risikomafl p geméafl der in (3.26) und (3.27) beschriebe-
nen Methode. Wir wéhlen ein Intervall

[a,b] C [CiQIElfQQ(BLSIEng(B)] = [—p(I), p(—1)]

und erhalten eine Menge Qg_g’b] von bedingten Wahrscheinlichkeitsmaflen. Je-

des @) € Q[;’b} ist dquivalent zu P(-|B). Das durch Qgg’b] induzierte kohérente

]

und beziiglich B bedingte Risikomaf} pgg’b ist gegeben durch

Pel(X) = sup Eg(—X) VX eX. (3.37)
Qeoly!

Korollar 3.2.21. Es sei p : X — R ein kohdrentes Risikomafl mit einer

robusten Darstellung beziiglich einer Menge Q C M.(P) und B € F ein

FEreignis mit P(B) > 0. Die aktualisierte Menge von bedingten Wahrschein-

lichkeitsmafen Qg_g’b] C M(P(-|B)), die durch (3.26) und (5.27) induziert
wurde, erzeugt wie in (3.37) ein kohdrentes Risikomaf pgg’b} X — R, so
dass pgg’b](X) = pgg’b} (X1p) fir alle X € X. Auflerdem gilt:

p(XIz) <0 = px)<o.
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Die obige Implikation bedeutet, dass die Aktualisierungsmethode ein kohéa-

. . [a,b] . . .
rentes Risikomafl pp™ erzeugt, das als eine Konsequenz aus dem urspriingli-
chen Risikomafl p und der Information iiber das Eintreten von B angesehen
werden kann. Die konservativste Aktualisierungsmethode, bei der dieses Er-
eignisses keine Reduzierung der Unsicherheit gegeniiber dem zugrunde liegen-
den probabilistischen Modell bewirkt, entspricht der verallgemeinerten Regel
von Bayes mit [a, 5] = [—p(Is), p(~Is)].

Nehmen wir zusatzlich an, dass sich p additiv auf komonotonen Funktionen
verhalt, dann ist p nach den Sétzen 3.2.16 und 3.2.17 bis auf das Vorzeichen
gegeben durch das Choquet-Integral beziiglich einer konvexen Kapazitat c,
d.h., dass

p(X)=-E.(X) VXeAX. (3.38)

In diesem Fall liefert das Theorem 3.2.19 eine Abschétzung des bedingten
. .. [a,b}
koharenten Risikomafles p™" nach oben.

Korollar 3.2.22. FEs sei p: X — R ein kohdrentes und komonotones Risi-
komafl mit einer robusten Darstellung beziiglich einer Menge Q@ C M(P).
Dabei sei @ = Q(c) durch den Kern einer konvexen Kapazitit ¢ : F — [0, 1]
gegeben und B € F ein Ereignis mit P(B) > 0. Fir alle X € X gilt:

a,b
PE(X) < —E o5 (X),

wobei die bedingte konveze Kapazitit cl*¥(-|B) wie in (3.31) definiert ist.
Fiir die Dempster-Shafer-Regel und die klassische Regel von Bayes mit a =
b= p(—Ip) bzw. a = b = —p(lp) gilt sogar die Gleichheit. In diesen beiden
Fallen st pgg’b] stets additiv auf komonotonen Funktionen. Im Allgemeinen

geht diese Eigenschaft durch die Aktualisierung verloren.

Falls die konvexe Kapazitédt in (3.38) durch eine konvexe Verzerrung des
ReferenzmafBles gegeben ist, d. h., dass

c(A) = f(P(A) VAeF

fiir eine konvexe Verzerrungsfunktion f, dann ist das komonotone kohéaren-
te Risikomall p verteilungsinvariant beziiglich P. Wenn f’(04) > 0 ist, so
ist die zugehorige bedingte konvexe Kapazitit eine konvexe Verzerrung des
bedingten Wahrscheinlichkeitsmafles P(-|B), namlich

d“(AIB) = [y (P(AIB)) VAeF

mit der konvexen Verzerrungsfunktion aus (3.33). Somit héngt die obere

]

Schranke fiir das aktualisierte Risikomaf3 pgg’b nur von der Verteilung der
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Zufallsvariablen unter P(-|B) ab. Insbesondere erhalten die Dempster-Shafer
Regel und die klassische Regel von Bayes fiir komonotone Risikomafle auch
stets die Verteilungsinvarianz.

Abschlieflend hatten wir die Klasse der einfachen konvexen Verzerrungsfunk-
tionen vom Typ f{ betrachtet, wobei k, A\ € (0,1]. Fiir die Definition und
die Beschreibung des Kerns dieser Kapazitéten verweisen wir auf (3.34) und
(3.35). Fiir k = 0 sind diese einfachen Verzerrungsfunktionen f := f{ eben-
falls definiert und sie induzieren wie in (3.38) das Average Value at Risk
zum Level A. Den Satz 3.2.19 fiir konvexe Verzerrungen des Referenzmafles
konnen wir jedoch nur unter der Bedingung f’(0+) > 0 anwenden. Durch ei-
ne geeignete Approximation sind die Ergebnisse der Aktualisierung dennoch
ibertragbar.

Wir fixieren einen konstanten Parameter A € (0, 1] und betrachten das zuge-
horige Average Value at Risk

AVaR\(X) == —Efop(X) = sup Eg(—X) VX e X,

QEQx
wobei 4 .

Da das Referenzmafl P selbst in Q) enthalten ist, konnen wir nach Lemma
1.1.13 bei der Bildung des Supremums auch zu den dquivalenten Wahrschein-
lichkeitsmaflen iibergehen. Mit Q := Q) N M, (P) haben wir die Darstellung

AVaR\(X) =supEg(—X) VX e X.
QeQ

Nach dem Eintreten eines Ereignisses B € F mit P(B) > 0 wahlen wir ein
beliebiges Intervall

[a7 b] - [f)\(P(B))>1 - fz\(P(BC»]a

und aktualisieren die Menge Q nach der in diesem Abschnitt vorgestellten
Methode. Das induzierte bedingte koharente Risikomaf ist wieder vom Typ
eines Average Value at Risk, jedoch nun in Bezug auf das beziiglich B be-
dingte Referenzmafl und mit einem aktualisierten Levelparameter. Letzterer
héngt vom urspriinglichen Level, der Wahrscheinlichkeit des eintretenden
Ereignisses unter dem Referenzmafl und der unteren Grenze des Aktualisie-
rungsintervalls ab.

Korollar 3.2.23. Es seien B € F ein Ereignis mit P(B) € (0,1) und [a, b]
ein geeignetes Intervall mit a > 0. Die Aktualisierung des AVaR, mit Le-
vel A € (0,1] gemdf$ der in (3.26) und (3.27) beschriebenen Methode liefert
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das bedingte kohdrente und komonotone Risikomafi AV aR), p(|p), wobei der
aktualisierte Parameter gegeben ist durch

A-a

P(B)

Beweis: Offenbar gilt fiir die bedingte Dichte eines Wahrscheinlichkeitsma-
Bes @ € Q mit Q(B) € [a, b] die folgende Abschétzung:
P(B) 1

dQ(|B) _; dQP(B) _ b
dP(|B) ~ P dPQ(B) = X-a A

Daraus erhalten wir fiir das wie in (3.37) induzierte bedingte kohérente Ri-
sikomaf

(X)) = sup Eo(=X) < AVaR, pep(X) VX €X.
Qegab

Wir zeigen, dass beide Seiten sogar iibereinstimmen. Fiir alle X € &X' gilt die
Darstellung
AVaRy\(X) = sup sup  Eg(—X),
k€(0,1] QEQ(froP)
das bedeutet, dass das Average Value at Risk auch eine robuste Darstellung
beziiglich der kleineren Menge

U afsepr)co

k€(0,1]

besitzt. Nach Satz 3.2.20 liefert die Aktualisierung von Q(ff o P) gemé8
dem Intervall [a,b] fir jeden Parameter x € (0, 1] die Mengen der bedingten
Wahrscheinlichkeitsmafle

(fmePy= | QfyroP(|B)

ye[am m}

wobei a, :==aV (k- P(B)), b, :==bA (1 — k- P(B)) und die aktualisierten
Parameter x,, A, wie in (3.36) gegeben sind. Wir kénnen ohne Einschréankung
annehmen, dass die obere Intervallgrenze b < 1 ist, denn damit verstirken
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wir die folgende Ungleichung nur noch. Wir haben fiir alle X € X

a,b
pgg ](X) > sup sup Eq(—X)
~€(0.1] Qeolet(frop)
= sup sup sup Eq(—X)
r€(0.1] y€lanbe] QeQ(f3¥oP(|B))
> sup sup —Epgpip(X)
0<k<K y€la,b v

= — inf inf Eﬁyop(.|B)(X>

y€lab] 0<k<K f)\y

= — inf Ep op¢p)(X)

y€la,b]

= _EfAGOP('|B)(X) = AVCLR)\MP(.|B)(X),

wobei wir die Konstante 0 < K := (a/P(B)) A ((1 — b)/P(B¢)) verwendet
haben. Daraus folgt die Behauptung. O

3.2.6 Reduzierung der Modellunsicherheit fiir das
entropische Risikomaf}

Im letzten Abschnitt des Kapitels iiber die Aktualisierung von konvexen Ri-
sikomaflen wollen wir das Problem der Reduzierung von Unsicherheit ge-
geniiber dem zugrunde liegenden probabilistischen Modell im entropischen
Fall genauer untersuchen. Betrachten wir also auf X := L*(Q, F, P) das
Shortfall-Risikomafl p : X — R, das durch eine exponentielle Verlustfunk-
tion I(x) := €’* mit einem Parameter 3 > 0 induziert wird. Das bedeutet,
dass p fiir alle X € X gegeben ist durch
p(X) = inf{m e R |Ep (e P*tm) <1}

1
= —logEp(e™X).
G
Das entropische Risikomaf} besitzt viele wertvolle Eigenschaften. Es ist stetig
von unten, stetig von oben und robust darstellbar auf der Menge M;(P)
beziiglich der minimalen Penalty-Funktion

d d
(@) = H@IP) = 5 B (2105 (52))

vgl. [21], Beispiel 4.33. Nach Lemma 1.1.13 erlaubt p sogar eine robuste Dar-
stellung auf der Menge M, (P) aller 4quivalenten Wahrscheinlichkeitsmafle.
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Eine Aktualisierungsmethode

Das entropische Risikomafl ist auflerdem eines der wenigen konvexen Risi-
komafBe, fiir die eine stark zeitkonsistente Aktualisierungsvorschrift existiert.
Nach dem Erhalt einer beliebigen Zusatzinformation Fy C F konnen wir
zum zugehorigen bedingten entropischen Risikomafl iibergehen, welches fiir
X € X definiert ist durch

po(X) = essinf{Xy€ Xy | Ep (e‘ﬁ(X+X°)|.7-"o) <1}
1
= 3 log Ep(e™ 7| Fp).

In diesem Fall sind p und py stets stark zeitkonsistent. Gleichzeitig ist das be-
dingte konvexe Risikomafl py : X — AXj eine Konsequenz aus dem urspriing-
lichen Risikomafl p und der eingehenden Information Fy, und es verwendet
innerhalb der Klasse aller Konsequenzen die strengsten Akzeptanzkriterien.
Man vergleiche dazu Satz 3.1.26 und Theorem 3.2.14.

Auch das bedingte entropische Risikomaf} erlaubt eine robuste Darstellung.
Auf der Menge Py aller absolutstetigen Wahrscheinlichkeitsmaflie () < P mit

Q|.7"o ~ P|.7"o gﬂt
po(X) = esssup {Eq(—X|Fo) — af™(Q) | Q € Po} VX € X,

wobei die minimale Penalty-Funktion durch die bedingte relative Entropie
gegeben ist. Fir jedes Q) € Py bezeichne h = dQ/dP die Dichte von Q
beziiglich P auf F und ho := Ep(h|Fy) die entsprechende Dichte auf Fy.

Dann ist

1 h h

ag™(Q) = 3 Ho(Q|P) := % Ep <h_010g <h_o) |f0) '

Man beachte, dass af'"(P) = 0, d. h., dass p sogar eine robuste Darstellung
auf der Menge M, (P) aller dquivalenten Wahrscheinlichkeitsmafle besitzt.
Fiir weitere Eigenschaften des bedingten entropischen Risikomafles und der
bedingten relativen Entropie verweisen wir auf [13], Abschnitt 4, sowie auf

[17], Abschnitt 6.
Wir wahlen nun eine konvexe Teilmenge
QCPy, mit PeQ. (3.39)

Die Wahrscheinlichkeitsmafle, die nicht in dieser Menge enthalten sind, wer-
den wir bei der Risikobewertung nach dem Eingang der Information Fy C F
nicht mehr berticksichtigen. Das fiir X € & durch

pR(X) = esssup {Eq(—X|Fo) — af™(@) | Q€ Q) (340)
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definierte bedingte konvexe Risikomaf pg ist fiir jede Wahl von Q eine Konse-
quenz aus p und Fy. Durch den Ausschluss gewisser probabilistischer Modelle
fiir die Zukunft schwichen wir im Vergleich zu pg die Akzeptanzkriterien ab,
d.h.; es ist

Ao = A(F,) C AS.

Satz 3.2.24. Das durch die in (3.39) und (3.40) beschriebene Aktualisie-
rungsmethode erzeugte bedingte konvexe Risikomafs pOQ X — Xy besitzt fiir
jedes Auszahlungsprofil X € X die Darstellung

1 1 .
p(X) = 3 log Ep(e™"¥|Fy) — 3 e%elgf Hy(Q|Qpx),

wobei das dquivalente Wahrscheinlichkeitsmafl Qgx € M (P) durch die fol-
gende Dichte beziuglich P gegeben ist:

dQ@X . efﬁx
dP — Ep(e=fX)’

Beweis: Fiir jedes Wahrscheinlichkeitsmafl ) € Py kann die bedingte rela-
tive Entropie beziiglich P auf die folgende Weise umgeformt werden:

Ho(Q|P) = Hy(Q|Qsx) — Eq(BX|Fo) — log Ep(e™¥|F).

Damit erhalten wir fur alle X ¢ X
1 }
p(X) = —7 essinf {Eo(GX|70) + Ho(QIP)}

= % logEP(675X|JT0) - % e%gseilglf HO(Q|Q§X)

Falls das zugrunde liegende Referenzmafl P beziiglich F, C F eine regulére
bedingte Wahrscheinlichkeit (w, A) — P, (A) auf (Q, F) besitzt, dann liefert
die Familie {p,} der unbedingten entropischen Risikomafle p,, : B — R mit
1
Pu(X) = 3 logEp,(e™™) VX eB
eine regulare bedingte Darstellung fiir das bedingte entropische Risikomaf}
po auf dem Raum B aller beschrankten und messbaren Zufallsvariablen. Das
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bedeutet, dass fir jedes Auszahlungsprofil X € B die Abbildung w — p,,(X)
messbar beziiglich F; ist und

po(X) (@) = pu(X) P-is.

Unter diesen Bedingungen kann das in der robusten Darstellung von p, ver-
wendete essentielle Supremum als ein punktweise gebildetes Supremum an-
gesehen werden.

Unter geeigneten Voraussetzungen existiert auch fiir das durch Q induzierte
bedingte konvexe RisikomaB p$ eine regulire bedingte Darstellung {pS~}
mit Q, C M;(P,) und

1
b2 (X) = sup {EQ<—X>—BH<Q1PM>}

QeQu
1 1
e —_ _/BX — — 1
G108 Er () = 2 inf H(QIQsx)

Dies ist beispielsweise der Fall, wenn die o-Algebra Fy C F durch eine dis-
junkte Zerlegung von €2 erzeugt wird. Man vergleiche dazu auch die Un-
tersuchungen im zweiten Teil von Kapitel 2. Dann kann das Problem der
Minimierung der bedingten relativen Entropie fiir jedes Szenario als ein ent-
sprechendes Minimierungsproblem in der unbedingten Situation aufgefasst
werden, welches wir im Folgenden fiir den Spezialfall mit P, = P und g =1
diskutieren.

Das zugehorige unbedingte Minimierungsproblem

Wir fixieren ein beliebiges Auszahlungsprofil X € X und betrachten eine
Menge Q von Wahrscheinlichkeitsmaflen, welche absolutstetig beziiglich P
sind. Es soll das folgende Problem gelost werden:

Minimiere H(Q|Qx) tber Q € Q! (3.41)
Dabei bezeichne () x ~ P das dquivalente Wahrscheinlichkeitsmafl mit Dichte

dQ) x o e X
dP - EP(Q_X).

Mininierungsprobleme dieser Art sind in der Literatur wohlbekannt. Im fol-
genden Satz fassen wir zunachst Resultate zur Existenz eines minimierenden
Wahrscheinlichkeitsmafles von [30] und allgemeine Charakterisierungen von
[24] zusammen.
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Satz 3.2.25. Unter den obigen Voraussetzungen gelten folgende Aussagen:

(i) Falls Q konver und abgeschlossen beziiglich der Totalvariation ist, so
existiert genau ein Wahrscheinlichkeitsmafi Q" € Q, das die relative
Entropie in (3.41) minimiert.

(i) Q' € Q minimiert die relative Entropie in (3.41) genau dann, wenn

o (1)) - o ()

(iii) Angenommen, es existiert ein Q € Q mit QQ ~ P. Falls ein Wahr-
scheinlichkeitsmaft Q' € Q die relative Entropie in (3.41) minimiert,
dann gilt Q' ~ P.

Beweis: Die Existenz eines Wahrscheinlichkeitsmafles, das die relative En-
tropie tiber @ minimiert, wird von [30] in Proposition 8.5 in allgemeinerer
Form fiir so genannte p-Divergenzen gezeigt. Die relative Entropie entspricht
der @-Divergenz mit p(z) := xlogz. Aus der strikten Konvexitit des Funk-
tionals H(-|Qx) folgt die Eindeutigkeit des Minimierers. Die Charakterisie-
rung in (ii) und den Beweis von (iii) findet man in [24], Theorem 2.2 und
Korollar 2.3. O

Minimierung der relativen Entropie iiber einen Kern Q(f o P)

Um weitere qualitative Aussagen tiber die Losung des Problems (3.41) tref-
fen zu konnen, werden wir von nun an unsere Diskussion auf die Situation
beschrénken, bei der @ durch den Kern einer konvexen Verzerrung des Refe-
renzmafles gegeben ist. Diese zusatzliche Struktur wird sich auch in diesem
Abschnitt als sehr hilfreich erweisen. Nehmen wir also an, es ist

Q=0Q(foP):={Q e My(P) | Q(A) = f(P(A))V A e F}

fir eine konvexe Verzerrungsfunktion f : [0,1] — [0,1]. AuBlerdem sei f ste-
tig. Unter diesen Bedingungen ist Q eine konvexe Menge von absolutstetigen
Wahrscheinlichkeitsmaflen, vgl. Bemerkung 3.2.18, und abgeschlossen beziig-
lich der Totalvariation. Nach Satz 3.2.25 existiert genau ein Wahrscheinlich-
keitsmafl @' € Q, das die relative Entropie in (3.41) minimiert. Da auch das
Referenzmafl P in Q enthalten ist, ist der Minimierer ()’ ein zu P aquivalentes
Wahrscheinlichkeitsmaf.
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Das Choquet-Integral beziiglich einer konvexen Verzerrung von P ist ein
konkaves Funktional auf dem Raum X', vgl. die Definition in (3.28) und die
Eigenschaften in Satz 3.2.16. Es gilt nach Satz 3.2.17:

Esp(Y)=minEo(Y) VY € X.
for(Y) glelgcg()

Besitzt das minimierende Wahrscheinlichkeitsmafl Q' € Q eine beschriankte
Dichte beziiglich @) x, dann muss nach Satz 3.2.25 (ii) die Gleichheit

o (e (20)) <20 (s (2))

gelten. Das bedeutet, der Erwartungswert der Zufallsvariable log(dQ'/dQ x)
stimmt unter (' mit dem Choquet-Integral beziiglich f o P tiberein.

Leider gibt es keine allgemein giiltige Charakterisierung von Wahrschein-
lichkeitsmaflen, die innerhalb des Kerns der konvexen Verzerrung f o P den
Erwartungswert einer beliebigen Zufallsvariable minimieren. Umgekehrt l&sst
sich jedoch zu einem fixierten Wahrscheinlichkeitsmafl @ € M, (P) stets eine
konvexe Verzerrungsfunktion f@ und damit eine konvexe Verzerrung f€ o P
konstruieren, so dass diese Optimalitat zumindest flir spezielle Zufallsvaria-
blen erfiillt ist.

Lemma 3.2.26. Fin Wahrscheinlichkeitsmaf8 Q < P mit zugehériger Dich-
te h = dQ/dP induziert durch

T

fOx) = /F,;l(t)dt vz e0,1], (3.43)

0

eine absolutstetige, konvexe Verzerrungsfunktion f@ : [0,1] — [0, 1], wobei
Fh_1 die rechtsstetige verallgemeinerte Inverse der Verteilungsfunktion von h
bezeichnet, d. h., dass fir allet € [0,1)

Fol(t):=imf{z eR | Fi(z) >t} =inf{z € R | P(h < z) >t}

Auferdem gilt:

(i) Eq(eo(h)) = Eteop(@(h)) fir jede fallende Funktion ¢ : R — R.

(ii) Esist Q € Q(f o P) genau dann, wenn f@ > f. Insbesondere gilt, dass
Qe Q(feoP),
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Beweis: In Teil (i) verwendet man den Satz von Fubini und die untere
Hardy-Littlewood-Ungleichung, siehe [21], Theorem A.24. Wir betrachten
eine Zufallsvariable Y € X. Ohne Einschrankung kénnen wir annehmen,
dass Y > 0 ist. Der allgemeine Fall folgt durch die Addition einer geeigneten
Konstanten. Es gilt:

Ejoup(Y) = 7fQ( PY > y) dy—// FL (1= )F (1) dt dy

Fo'1—t)F ' (t)dt < Ep(Yh) = Eg(Y).

Il
o\ o
[

Insbesondere folgt daraus, dass Q € Q(f? o P). Aufierdem stimmen die linke
und die rechte Seite der Ungleichung iiberein, falls die Zufallsvariable von
der Form Y = (h) ist mit einer monoton fallenden Funktion ¢ : R — R. In
ausfithrlicher Form findet man den Beweis in der Diplomarbeit von [29].

Natiirlich gilt Q(f? o P) € Q(f o P), wenn f@ > f ist. In Teil (ii) bleibt
demnach nur zu zeigen, dass f¢ jede andere konvexe Verzerrungsfunktion
dominiert, deren zugehoriger Kern das Wahrscheinlichkeitsmafl ¢) enthalt.

Es sei also @ € Q(f o P). Wir betrachten die monoton fallenden Funktionen
vom Typ p(x) = Ifz<.y mit ¢ > 0. Wir erhalten

P <e)=Q(h<c)> f(P(h<c)).

Fir alle x € [0,1] der Form z = P(h < ¢) mit ¢ > 0 haben wir damit
f9(z) > f(x). Besitzt die Verteilungsfunktion von h eine Sprungstelle, so ist
die verallgemeinerte Inverse auf dem zugehorigen Sprungintervall konstant
und @ wichst linear. Die Funktion f ist konvex. Deshalb gilt die Ungleichung
auf dem gesamten Einheitsintervall. O

Ausgestattet mit diesem Lemma sind wir nun in der Lage, das ,passende
Problem zur Loésung® zu formulieren.

Bemerkung 3.2.27. Jede Funktion g : R — R induziert durch

ng(X) o e_g(X)
dP  Ep(e9(X))

(3.44)

ein dquivalentes Wahrscheinlichkeitsmaf$ Q4 x) ~ P, welches wiederum durch
(3.43) eine absolutstetige und konvexe Verzerrungsfunktion fQu) erzeugt.
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(i) Falls die Funktion g (streng) monoton wdchst, dann ist die Dichte
dQgx)/dP eine (streng) monoton fallende Funktion von X.

(i) Angenommen, g ist streng monoton wachsend und Lipschitz-stetig mit
Lipschitz-Konstante 1. Dann ist

dQg(x) Ep(e™¥)
log (dQLX) =X —g(X) +log (W) eX

eine monoton wachsende Funktion von X bzw. eine fallende Funktion
von dQgx)/dP. Nach Lemma 5.2.26 gilt Qyx) € Q(f9) o P) und

d d
man (e (552) ) =i (e (G52))

Nach den Charakterisierungen in Satz 3.2.25 (ii) und (3.42) bedeu-
tet dies, dass das Wahrscheinlichkeitsmafl Qq(x) die relative Entropie
beziiglich Qx tiber den Kern der konvexen Verzerrung f%+ o P mini-
miert. Fs gilt:

H(Qg(X)|QX) = min H(Q|Qx)

QeQ(f%(X)oP)

= By (X~ 9X) 4108 (ri )

Wegen der Komonotonie von g(X) und X —g(X) erhalten wir aufierdem

IEng(X)Op (X - g(X)) = IEng(X)Op (X) - IE’ng(X)Op (g(X)) .

(iii) Fir die rechtsstetige verallgemeinerte Inverse von Verteilungsfunktio-
nen gilt folgende Rechenregel, vgl. [21], Lemma A.23: Ist ¢ eine mo-
noton fallende Funktion, so ist ng_&)(t) = o(Fx'(1 —t)) fir fast alle
t € (0,1). Wachst die Funktion g monoton, dann haben wir also

xT

Ois e 9(Fx ' (1-1)
fQo0(z) = ) dt (3.45)
mait

c(g) =Ep (e*g(X)) = /eg(Fxl(lt)) dt. (3.46)
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Fiir konvexe Verzerrungsfunktionen f = f%)  die durch eine streng mono-
ton wachsende und Lipschitz-stetige Funktion ¢g induziert werden, haben wir
das Minimierungsproblem gelost. Jedoch kann nicht jede Verzerrungsfunkti-
on f in dieser Form dargestellt werden. Das folgende Lemma zeigt jedoch,
dass es fiir die Losung des Minimierungsproblems nicht notwendig ist, dass f
und f%) identisch sind. Es geniigt, dass die zugehérigen Choquet-Integrale
der Zufallsvariable X — g(X) iibereinstimmen.

Lemma 3.2.28. Fs seien g : R — R ein monoton wachsende Funktion
und fQo die in (3.45) und (3.46) definierte absolutstetige, konvewe Verzer-
rungsfunktion, so dass die folgenden Bedingungen erfillt sind:

e g ist streng wachsend und Lipschitz-stetig mit Lipschitz- Konstante 1,

L4 ng(X) > f;
o Eo,,p (X = g(X)) = Epop (X — g(X)).

Dann ist durch das in (3.44) definierte Wahrscheinlichkeitsmaf$ Qg(x)y ~ P
die eindeutige Losung des Problems (3.41) gegeben, d. h., dass Qqx) € Q und

H(Qg(X)lQX) = min H(Q|Qx)

QeQ

= Epop (X — g(X)) + log (%) |

Beweis: Es ist Qg x) € Q nach Lemma 3.2.26 (ii), und nach Bemerkung
3.2.27 (ii) ist die Zufallsvariable log (dQ(x)/dQx) eine monoton fallende
Funktion der Dichte dQyx)/dP. Mit dem Lemma 3.2.26 (i) und der dritten
vorausgesetzten Eigenschaft erhalten wir

dQ 40
EQg(X) <10g <ﬁ(§))) = ]Eng(X)oP (log (ﬁ))
Eo(e—X
= B X~ 900 + 1o ()
Eo(e—X
= Efop(X — g(X)) + log (%)
= Efop <log (dQLX))

. dQg(x)
= e (s ()
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Nach Satz 3.2.25 (ii) ist Qg(x) der eindeutige Minimierer von (3.41). O

Lemma 3.2.29. Es sei g : R — R eine monoton wachsende und Lipschitz-
stetige Funktion mit Lipschitz-Konstante 1. Die durch (3.45) und (3.46) de-
finderte absolutstetige, konvexe Verzerrungsfunktion f9 ) sei derart, dass
f@) > f. Dann sind folgende Bedingungen dquivalent:

(a) E oy p (X = g(X)) = Epop (X — g(X)).
(b) fQu0 = f u, x-fast sicher, wobei dju, x = d(g —id)(Fx' (1 —-)).

Zusdtzlich sei f sogar streng konvex. Fulls die obigen Bedingungen erfillt
sind, dann kann ohne Einschrinkung angenommen werden, dass g streng
monoton wachsend ist.

Beweis: Wir verwenden die Notation f, := f@0. Nach Theorem 4.64 und
Lemma A.15 bei [21] gilt fur die Choquet-Intergale beziiglich absolutstetiger
und konvexer Verzerrungen des Referenzmafes

0 < Epor(X —g(X)) —Epop(X —g(X))
_ / Fl oo (L=1) (f) = 1)(t) dt

[0,1]

_ / (id — g)(Fg (1= 1)) - (f, — f)(¢) dt
[0,1]

- /G(t) dF(t),
[0,1]

wobei F(t) := f,(t) — f(t) und G(t) := (id — g)(Fx'(1 —t)) firr alle t € [0, 1].
In ¢t = 0 haben wir F5'(1—t) beliebig monoton fortgesetzt. Der Satz von der
partiellen Integration in seiner allgemeinen Form fiir linksstetige Funktionen
F und G von beschrankter Variation lautet:

F(1)-G(1)— F(0)-G(0) = / G(t)dF(t) + / F(t+)dG(t)
[0,1] [0,1]
Die Funktion F ist stetig und normiert auf F'(0) = F'(1) = 0. Damit erhalten
wir

0 < Bpop(X — (X)) ~ Epor(X = 9(0) = [ (fy = £

[0,1]
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Da f, > f ist, sind die Bedingungen (a) und (b) dquivalent.

Gilt die Bedingung (b) und ist f streng konvex, dann kénnen wir ohne Ein-
schrankung annehmen, dass ¢ streng monoton wachsend ist. Falls namlich
ein Intervall (a,b] existiert, auf dem ¢ konstant ist, dann haben wir entwe-
der f,(t) = f(t) fiir alle t € (a,b] oder Fy'(1 —t) ist ebenfalls konstant auf
diesem Intervall. Im ersten Fall folgt, dass die Ableitung

auf dem Intervall streng monoton wéachst und damit auch g. Dies ist ein
Widerspruch. Im zweiten Fall konnen wir g auch linear zwischen a und b
interpolieren, ohne dass dadurch die obigen Beziehungen beeintrachtigt wer-
den. O

Fir eine einfache Zufallsvariable X € X ist das Wahrscheinlichkeitsmaf
Q' € Q, das die relative Entropie beziiglich Qx in (3.41) minimiert, stets
von der Form Q' = Q4x), wobei g eine streng monoton wachsende und
Lipschitz-stetige Funktion ist. Leider lassen sich die Beweismethoden nicht
ohne Weiteres auf den allgemeinen Fall iibertragen.

Theorem 3.2.30. Es sei X € X eine einfache Zufallsvariable. Falls die
Verzerrungsfunktion f streng konvex ist und f'(1—) < oo, dann existiert
etne streng monoton wachsende und Lipschitz-stetige Funktion g : R — R
mit Lipschitz-Konstante 1 derart, dass durch das in (3.44) definierte Wahr-
scheinlichkeitsmafs Qq(x) ~ P der eindeutige Minimierer des Problems (3.41)
gegeben ist. Es gilt:

H(Qg(X)lQX) = min H(Q|Qx)

Qe

— Epop (X - (X)) + 108 (g ri ey )

Beweis: Betrachten wir eine einfache Zufallsvariable X € X der Form

X = i .I’Z']IAZ.,
i=1

welche gegeben sei durch eine disjunkte Zerlegung {A;} C F mit P(4;) >0
fur alle ¢ < n und durch die reellen Werte z; > ... > =x,. Die Vertei-
lungsfunktion von X ist gegeben durch Fx(z) = P(A, U...U A1), falls
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Tpp1 < o < xp. Fir die rechtsstetige Inverse erhalten wir Fgl(l —t) = xy,
falls P(AF1) <t < P(AF), wobei AF := A; U... U Ay.

Nach Lemma 3.2.28 und Lemma 3.2.29 gentigt es zu zeigen, dass eine mono-
ton wachsende und Lipschitz-stetige Funktion g : R — R existiert, so dass
fir die in (3.45) und (3.46) definierte absolutstetige, konvexe Verzerrungs-
funktion die folgenden Bedingungen gelten:

o [P > f,
o fQux) = f p, y-fast sicher.
Fiir eine monoton wachsende und Lipschitz-stetige Funktion ¢ : R — R

mit Lipschitz-Konstante 1 ist die zugehorige Verzerrungsfunktion f@¢%) eine
stiickweise lineare, konvexe Funktion. Es gilt fiir P(A*"!) < z < P(AF)

F9u00 (2) k1 e_g(mZ)P(A) o—9(@r) (o — P(AF)
9X) () = i + €T — - ,
—~ c(9) c(9)
wobei .
c(g) = Ze‘g(mi)P(Ai).
i=1
Demnach reicht es aus, die Funktion g auf der Menge {x,,...,2z1} zu be-

stimmen. Die obigen Eigenschaften sind dquivalent dazu, dass fiir alle £ =
1,...,n — 1 die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

o [0 (P(AY)) = f(P(AY)),

PY ng(X) (P(Ak)) = f(P(Ak)) bzw. g(:}ck) — g($k+1) =Tk — Tk+1-

Wir konnen ohne Einschrankung annehmen, dass essinf X = z, = 0, an-
sonsten betrachten wir statt X die Zufallsvariable Y = X — z,,. Ist gy die
gesuchte Funktion fiir Y, dann setzen wir gx(z) := gy (x — x,,). Wir erhalten
Qox(x) = Qgy(v)- Wegen Fi' — 2, = F,!' gelten die obigen Bedingungen
genau dann fiir gy, wenn sie fiir gx erfiillt ist.

Es sei G(f, X) die Menge aller wachsenden Funktionen ¢ : {x,,...,z;} — R
mit g(z,) = 0, welche Lipschitz-stetig sind mit Lipschitz-Konstante 1 und
s0, dass die induzierte Verzerrungsfunktion der Bedingung f@s0(P(AF)) >
f(P(AF)) fiir alle K < n — 1 geniigt. Auf dieser Menge von Funktionen defi-
nieren wir eine partielle Ordnung:

n=g & [ < [, (3.47)
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Die konstante Funktion 0 ist das grofite Element von G(f, X). Es gilt namlich
f9(z) = x, und fiir jedes g € G(f, X) ist die Identitit auf dem Einheitsin-
tervall groBer als f@), also g < 0. Fiir unsere Zwecke benétigen wir jedoch
ein minimales Element. Das ist eine Funktion g € G(f, X) derart, dass fiir
jede weitere Funktion g = g in G(f, X) die Beziehung f@ 0 = Q) folgt.
Wir zeigen unten, dass fiir ein solches minimales Element die gewiinschten
Eigenschaften gelten.

Zunachst beweisen wir die Existenz eines minimalen Elements mit Hilfe
des Zornschen Lemmas. Dazu miissen wir nachweisen, dass jede Kette C
in G(f, X) eine untere Schranke ¢g* € G(f, X) besitzt. Es sei C C G(f, X)
eine total geordnete Teilmenge. Wir verwenden der Einfachheit halber die
Notation f, := f@) und setzen
[ (x) :=inf f,(x) Yz el0,1].
geC

Die Funktion f* ist wohldefiniert, stiickweise linear und dominiert f. Au-
Berdem gibt es eine Folge {g,} C C, so dass g, > gm1 fur alle m € N
und

f*(x) = lim f, (x) Vzel01].

Die Funktionen f, konvergieren gleichmaflig gegen f*, womit die Grenz-
funktion ebenfalls eine konvexe und stetige Verzerrungsfunktion ist.

Es bleibt zu zeigen, dass eine Funktion g* € G(f, X) existiert mit f* = fg..
Der einzige Kandidat ist fiir alle k& < n definiert durch

g (zy) = —log (f*(P(A );)(—Afk;(P(A ) -C(g*))

= i (omte v (3G57))

wobei ¢(g*) eine geeignet gewahlte Konstante ist. Wir miissen nachweisen,
dass ¢* monoton wachsend und Lipschitz-stetig ist. Dazu betrachten wir die
Folge der Konstanten

Cocgm)  P(A) 1 !
) = anen = T, (PLAD) — (1) =~ P

g

> 0.

Diese fallt monoton und ist nach unten durch eine positive Konstante be-
schrankt. Setzen wir ¢(¢*) := lim ¢(g,,), dann kann demnach g* dargestellt
werden als Grenzwert der Folge {g,,}. Es gilt

g (xg) = lim gp(xy) YE=1,... n.
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Somit ist ¢* monoton wachsend und Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante
1. Das bedeutet, dass wir mit g* € G(f, X) eine untere Schranke fiir die Kette
C in Bezug auf die partielle Ordnung (3.47) gefunden haben.

Wir beweisen nun, dass ein minimales Element g € G(f, X) auch die zwei-
te gewiinschte Eigenschaft besitzt, d.h., dass fiir alle & < n — 1 entweder
£,(P(A¥)) = F(P(A¥)) oder g(zi) — g(whs1) = o5 — Txar gilt. Wir nehmen
stattdessen an, dass

fo(P(AR)) > f(P(AY))  sowie  g(ar) = g(ari1) < @ — Thp

fir ein £ < n — 1 und leiten daraus einen Widerspruch ab. Ohne Einschrén-
kung gelte g(xx) < g(z—1) und g(xp41) > g(zpi2), falls 1 <k <n —1. Wir
setzen

. c(9), falls £k <n—1,
c(g:) = { %, falls k=n—1
und definieren die Funktion
—log (e — ) falls =,
g.(z;) = “log e—g<m;;(+gl)>c(gs) + P?iii)) o falls i=k+1,
—log %), sonst.

Wiéhlen wir £ > 0 hinreichend klein, dann gilt g. € G(f, X). Der Beweis
dieser Aussage sei dem interessierten Leser iiberlassen. Auflerdem haben wir

: fy(P(A%)) — ¢, falls i=k,
Joe (P(A)) :{ fo(P(AY)), ) sonst.

Dies ist ein Widerspruch zur Minimalitdt von g, und daraus folgt die Be-
hauptung. a
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Symbolverzeichnis

Zahlen

N

Q

R

R

(a,b), |a, b

Mafle und Kapazitiaten

(€2, F)

Q

My, Mag(Q, F)
My, My(Q, F)

P

Q<P

dQ/dP

M, (P)

Q~P

M.(P)

Q

fo cF

Po

D

{F}o

Eq(X)

Eq(X|Fo), Eq(X|F)
(w, A) = Qu(A), {Qu}
%}714) — P,(A), {P.}

Menge der natiirlichen Zahlen

Menge der rationalen Zahlen

Menge der reellen Zahlen

RU{—0o0, +o0}

offenes bzw. abgeschlossenes Intervall

messbarer Raum

endlich- oder o-additives Maf} auf (2, F)
Menge der endlich-additiven Mafe
Menge der Wahrscheinlichkeitsmafe
Referenzmaf auf (€2, F)

@ ist absolutstetig beziiglich P

Dichte von @) beztiglich P

Menge aller Q < P

Q ist aquivalent zu P

Menge aller ) ~ P

geeignete Teilmenge von M
Teil-o-Algebra

Menge aller @ € M;(P) mit Q|z ~ P|x,
Menge aller Q € M;(P) mit Q|z = P|x
Filtration

Erwartungswert von X unter @

bedingte Erwartung von X unter )
regulare bedingte Wahrscheinlichkeit fiir @)

regulare bedingte Referenzwahrscheinlichkeit

Menge aller {Q,} mit Q, < P, V w € Q
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C

E.(X)
Q(c)
Q(A|B)
Op
I )

Funktionen

X,Y,Z H
X*

X, YV, H
X, H

Xo, X,

B, B(Q,F)
L, L®(Q, F, P)

Xo
s
C, Gy, Cy(Q2)

U, Uy, Up($2)
L, Ly, Ly(S2)

BOR(H)
H(A)
SUS(H)

Risikomafle

p
Po, Pt
{Pt}tho
{ru}

7

pln
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Kapazitat auf (2, F)

konjugierte Kapazitat
Choquet-Integral von X beziiglich ¢
Kern von ¢

bedingte Wahrscheinlichkeit

Menge aller Q(:|B) mit Q € Q
bedingte Kapazitiaten

Auszahlungsprofile, R-wertige Funktionen
Menge aller Auszahlungsprofile
geeignete Teilmengen von A

-X, -H

Menge aller Grenzfunktionen von monoton
wachsenden bzw. fallenden Folgen in X
Menge der messbaren und beschrankten
Funktionen

Menge der messbaren und P-f.s.
beschrankten Funktionen

L>(Q, Fo, P)

Indikatorfunktion eines Ereignisses
Menge der stetigen, stetigen und
beschréankten Funktionen

Menge der oberhalbstetigen, oberhalb-
stetigen und beschrinkten Funktionen
Menge der unterhalbstetigen, unterhalb-
stetigen und beschrankten Funktionen
Menge der ‘H-Borelfunktionen
‘H-Suslinfunktion

Menge der ‘H-Suslinfunktionen

monetéres Risikomafl, meist konvex
bedingtes konvexes Risikomafl
dynamisches konvexes Risikomaf}
regulare bedingte Darstellung
konjugiertes Risikomaf zu p
Einschréankung von p auf H
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Pos P°

P*5 P

p*,P7 p*,P
A, A

Ay Ao, Ay
A(Fo)
Ai(Fiir)
N,y N
NPm -Ava '/\/t

Omin, O

Sonstige Symbole

|- oo
V, A

ess sup
ess inf
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monotone Fortsetzungen von p

auflere, innere Fortsetzung von p
auflere, innere Fortsetzung von p, P-f.s.
Akzeptanzmenge

bedingte Akzeptanzmenge
Akzeptanzmenge von p beziiglich Fy
Akzeptanzmenge von p; beztglich F; 4
Ablehnungsmenge

bedingte Ablehnungsmenge
Penalty-Funktion

bedingte Penalty-Funktion

Menge aller Fj-bedingten konvexen
Risikomafe

Menge der schwach akzeptanzkonsistenten
Risikomaf}e zu p

Menge aller Konsequenzen aus p

Supremumsnorm
Maximum, Minimum
essentielles Supremum
essentielles Infimum
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