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Diese  Arbeit widmet sich der Untersuchung von  Algebro-
Differentialgleichungen mit Index 3.  Algebro-Differentialgleichung werden
wir bezeichnen durch DAE. Ich baue auf die Ergebnisse und grundlegenden
Begriffe, die in den Arbeiten von R.Mé&rz und in der Doktorarbeit von
D.Estévez-Schwarz vorgeschlagen worden sind auf. In der Arbeit [Ba.M4] ist
eine Theorie der DAE mit Index 1,2 entwickelt worden, die auch wichtig fiir
die Untersuchung der DAEs mit Index 3 ist. In [Ba.M&] und in [Mér] werden
DAESs mit proper formulierten Hauptterm untersucht. Auch in der vorliegenden
Arbeit wird vorausgesetzt, dass der Hauptterm proper formuliert ist.

Meine Arbeit ist in drei Teile gegliedert. Im ersten Kapitel werden grundle-
gende Begriffe und die Definition der DAE mit Index3 eingefiihrt. Dabei wird
eine spezielle Kette von Matrixfunktionen verwendet. Weiter wird die Invarianz
des Indexes p = {1,2, 3} unter reguliren Transformationen bewiesen.

Im zweiten Kapitel erhalten wir die Zerlegung der index3 DAE und beweisen
die Losbarkeit der DAE.

Im dritten Teil vergleichen wir den von P.Kunkel und V.Mehrmann
[Kun.,Meh] vorgeschlagenen Begriff des Strangeness-Indexes mit dem hier ver-
wendeten Index-Begriff.

1 Definition von DAE mit Index-3.

Wir betrachten die Differentialgleichung
A (D(B=(t) + Bt)a(t) = q(t) teTER, (1)
wobei A € C(I,L(R*,R™)),D € C(I,L(R™,R")),B € C(I,L(R™)),q €
C(I,R™).

Definition 1 : z(.) ist Losung der DAFE (1), wenn z(.) € CH(I,R™) = {z(.) €
C(I,R™),D()z(.) € CY(I,R*)} und die Gleichung (1) auf I erfiillt ist.

Definition 2 A(t), D(t) heissen zusammenpassend, wenn ker A(t) ® imD(t) =
R* Vt € I und wenn ein Projektor R(.) € C'(I,L(R"™)) ezistiert so, dass
imR(t) = imD(t),kerR(t) = kerA(t) Vt € I gilt.



Der Hauptterm in (1) heisst proper formuliert, wenn A und D zusammen-
passend sind.

Weiterhin setzen wir voraus, dass die Matrix A(t)D(t) = Go(t) singulér ist.
Bezeichne Py(t) einen Projektor mit kerPy(t) = kerGy(t).

Definition 3 Sei D(t) eine (m x n) Matriz. D~ (t) heisst verallgemeinerte
reflexive Inverse zu D(t), wenn D~ (t) folgende Eigenschaften erfiilli:

Fiir jede (m x n) Matrix kann man mehr als eine verallgemeinerte reflexive
Inverse definieren. Wir bestimmen die verallgemeinerte reflexive Inverse D~ zu
D durch die Bedingungen D(t)D(t) = R(t) und D~ (t)D(t) = Po(t). In
diesem Fall ist die verallgemeinerte reflexive Inverse eindeutig bestimmt.
Im Folgenden verwenden wir noch die Bezeichnungen:
No(t) = kerA(t)D(t), So(t) = {z € R™ : B(t)z € imGy(t)},
Qo(t) ist ein Projektor auf No(t), Po(t) = I — Qo(t),
Wo(t) ist ein Projektor so dass kerWy(t) = imGo(t)
Gy (t) = Go(t) + B(t)Q()(t), Ny (t) = kerGy (t),
Si(t) ={z € R™ : B(t)Py(t)z € imG4(t)},
Q1(t) ist ein Projektor auf N; (), Pi(t) = I — Q1(t),
Ga(t) = Gu(t) + Bi())Qu (1),

wobei
By (t) = B(t)Py(t) — G1(£)D~ (t)(D(t) Py (t) D~ (¢))' D(t) und
No(t) = kerGa(t), Sa(t) = {z € R™ : B()Py(t) Py (1)2 € imGa (1)}
Qs(t) ist ein Projektor auf Na(t), Py(t) = T — Qs (t).
Gs(t) = Ga(t) + B2 () Q2(1),

wobei
Bs(t) = Bi(t) i (t) — G2(t) D™ (1) (D) P (t) P>(¢) D~ (¢)) D(t) P (t)

Definition 4 Sei (1) eine DAE mit proper formulierten Hauptterm.

1) Die DAE (1) hat index1, wenn No(t) N So(t) = 0,Vt € I.

2) Die DAFE (1) hat index2, wenn dim(Ny(t) N So(t)) = ko > 0 und N1 (t) N
Sl(t) =0,Vtel.

3) Die DAFE (1) hat index3, wenn dim(Np(t) N So(t)) = ko >
0, dim(Nl(t)ﬁSl(t)) =K1 >0, NQ(t)ﬁSQ(t) =0,Vtel.



Wir befassen uns hier mit DAEs mit dem Index< 3. Im Folgenden seien die
Projektoren Qq(t),@Q1(t) so gewdhlt, dass sie die Eigenschaft Q;Q; = 0 fiir
j > i erfiillen. Diese Wahl ist fiir DAEs mit Index< 3 moglich, weil fiir sie
N;NN; =0 fiir i # j gilt. Speziell sei Q2 der kanonische Projektor auf N, ldngs
Ss.

Es gilt:

Q> = Q2G3'By = Q2G3'BPyP, — Q2G5 'G3P,P,D (DP,D")'DP,
~Q2G5'G3P,D~(DP,P,D")'DP,
= :G3'BRP =(Q:G;'B

Bemerkung 1 Wie man aus [Grie.Md] erkennt, ist Definition 4 dquivalent zu
den Bedingungen:

1) Die DAE (1) ist indexl, wenn Go(t) singuldr ist und konstanten Rang
hat und G1(t) requldr ist Vt € 1.

2) Die DAE (1) ist index2, wenn Go(t), G1(t) singuldr sind und konstanten
Rang haben und G2 (t) reguldr ist Vt € I .

3) Die DAFE (1) ist index3, wenn Go(t),G1(t),G2(t) singuldr sind und kon-
stanten Rang haben und G3(t) reguldr ist Vt € I.

Im Folgenden werden wir einige Ergebnisse der Arbeit [Ba.M4&] verwenden, wo
DAEs mit Index p = {1,2} detailiert untersucht werden. In [Ba.,M4] ist die
Matrix G5 dargestelt in der Form G2 = G1 + BFPyQ1. Wir verwenden hier fiir
G einen komplizierteren Ausdruck. Mit Beispiel 1 wird gezeigt, dass diese
kompliziertere Form notwendig ist.

Beispiel 1: Wir betrachten die DAE mit den zeitinvarianten Koeffizienten:

0 1 0 1 0 0
0 01 |2+ 010 |z=4q,
0 0 O 0 0 1
wobei
~ 1 0 0 ~ 0 1 0
A= 01 0 |,D= 0 0 1
0 0 O 0 0 O
Wir nehmen:
1 0 0 1 0 0
K(t) = 0 1 0 |,H(t)= nt 1 0
0 nt 1 0 0 1
und
1 0 0
H' )= -n 1 0
0 0 1

Die DAE hat Index 3. Durch die regulére Transformation mit der Matrix
K (t) und die Refaktorisierung mit der reguldren Matrix H (t) erhalten wir:



(ha(t), Alt) = AH(t),D(H) = H'(1)DK(t),B(#t) = B -
(t). Dann hat die neue DAE folgende Gestalt:

K
1 00 01 0 ' 1 0 0

(nt 1 0) ((0 0 1)37(75)) +(0 n+1 0>x(t):q(t),
0 00 00 0 0 nt 1

wobei 7 € R ein Parameter ist.

Weiterhin wird gezeigt, dass der Index p = {1,2, 3} invariant unter regulére
Transformation ist. Es folgt, dass die neue DAE unabhiingig von Parametr n
ebenfalls den Index 3 hat.

58

01 0
Wir bestimmen Go(t) = A(t)D(t) = ( 0 nt 1 ) und
0 0 0

No(t) = kerGo(t) = {z € R3 : 29 = 0,ntz2 + 23 = 0}

)

R3 : ntze + 23 = 0},

={2€R:25=0,23 =0}

= o O

Es folgt insbesondere
No(t)NSo(t) = No(t) # 0,

1 1 0
G1(t) = Go(t) + B(t)Qo(t) = ( 0 nt 1 ) und
0 0 0

kerGy(t) = Ni(t) = {z € R® : 21 + 20 = 0,mt22 + 23 = 0}.
Si(t) ={z € R® : B(t)Py(t)z € imG1(t)} = {2z € R® : ntzn + 23 = 0}.

Insbesondere gilt Ny (¢)NSy(t) = N1 (t) # 0.
Wir berechnen einen Projektor Qi (t) auf Np(t) so, dass Q1Qo = 0. Es

ergeben sich
0 -1 0 1 1 0
Q=0 1 0 ),PA=[0 0 0 ]und
0 —nt O 0 nt 1

Wir betrachten die Matrix G2 = Gy + BPyQ1 — G1D~(DP,D~)' D@,

wobei
0
D= und D = 0 .
0

4

O = O
_= o O
o OO
OO =
O = O



Man erhalt

1 1 0
Go=| 0 nt+1 1
0 0 0

Wir setzen

Ny =kerGo = {2 € R® : 21 + 22 = 0, (nt + 1)22 + 23 = 0},

Sy ={2€R3: BRyPz € imGy} = {z € R® : ntzy + 23 = 0} und folgern SoNNy = 0

d.h. unsere DAE hat fiir beliebige n den Index 3.

1 1 0
Wir betrachten die Matrix Ay (t) = G1(t) + B(t)Po(t)Q1(t) = | 0 nt+n+1 1
0 0 0

und setzen
No(t) =kerAs(t) = {2 € R® : 21 + 20 = 0,(npt + 1 + 1)22 + 23 = 0} und

Sg(t) = {Z €R3: B(t)P()(t)Pl (t)Z € lmAQ(t)} = {Z cER3: ntzo + 23 = 0}

Wir haben dann im Falle von p = —1, die Beziehung S2NN» # 0. Damit erhalten
wir, dass die Matrix As = G; + BPyQ, zur Definition des Indexes 3 nicht
geeignet ist.

In der Zerlegung der DAE entstehen die Ableitungen der Terme
D(t)P(t)D~(t), D(t) Py (t) P»(t)D~ (t). Deshalb ist es nétig vorauszusetzen, dass
diese Terme stetig differenzierbar sind.

Im Folgenden seien die Matrizen und Projektoren weiterhin von t abhéngig,
wir werden aber die Variable t wegen besserer Lesbarkeit nicht mitschreiben.

Wir betrachten eine DAE in der Form (1) mit proper formulierten Haupt-
term und K € C(I,L(R™) sowie H € C'(I,L(R")). Nach der reguliren
Transformation z(t) = K(t)z(t) und der Refaktorisierung AD = AHH~'D
von der DAE (1) mit der reguldren Matrix H(¢), bekommt man die DAE
AHH Y(DKZz)'+BKZ =q,d.h.,, AH(H 'DKZ)' +(BK —AH(H ')DK)z =
q (2a).

Mit A= AH,D = H 'DK und B = BK — AH(H ')'DK hat (2a) die Gestalt:

AWD®)z() + B(t)z(t) = q(t), (2)

wobei die Koeffizienten A und D zusammenpassend sind.

Im Satz 1 zeigen wir, dass sich der Index p € {1, 2,3} unter reguldren Trans-
formationen nicht verindert, d.h. die DAE (2) hat den selben Index wie die
urspriingliche DAE (1).

Satz 1 Der Index u € {1,2,3} ist invariant unter requliren Transformationen.



Beweis:Wir betrachten die DAE (2), die durch eine regulire Transformation
mit K(t) € L(R™) der unbekannten Variablen z(t) erhalten wurde.

Go=AD = AHH'DK = GyK.
Da K(t) als regulir vorausgesetzt wurde, folgt dass imGo = imGo und Ny =
KN,y sowie
So={2€R™:Bz€ Gyl ={2€R" : BKz — AH(H™')) DKz € imGy}
={2 € R" : BKz € imGo} = K~1S;.

Somit erhalten wir, dass dimNyNSy = dimN, N Sp.

Bei der Verwendung regulirer Transformationen erhilt man folgende
Beziehungen fiir den Projektor Qg auf kerGy und die reflexive verallgemein-
erte Inverse D~:

Qo = K 'QoK
D-=K"'DH.
Wir setzen G := Gy + BQo und bestimmen G durch
G1 = GoK + BQ
=GoK +[BK — AH(H 'YDK]K QoK
Wir erhalten mit dieser Beziehung
imGy (t) = imG (), N1(t) = K~'(t)N1(¢) und
Sy = {2 € R™ : BPyz € imG,}
={2€R™: BPRKz— AH(H~')'D € imG,}
= {Z €R™ : BFKz € 1mG’1} = K‘lSl.

Daraus folgt o
dileﬂSl = dlleﬁsl

Die Matrix G5 ist definiert durch
G2 = G1 + BP()Ql — GlDi(DplDi)lDQl.
Wir bemerken dabei, dass

G2P1P0 = G1P1P0 = G1P0 = ADPO = AD

GiD~ =ADD™ = A.

Dann definieren wir eine weitere Matrix G5 und erhalten



Gy = G+ BPQ,—-G,D-(DP,D-)DQ

= G1K+[BK - AH(H "YDK|K 'PyQ: K —G\D"H(H'DP,D"H)H™'DQ,K

= G1K+BPyQ,K — AH(H YYDP,Q:K —G,D H(H 'DP,D"H)'H 'DQ, K

= G1K +BPQ\K — AH(HYYDQ\K —G,D"H(H "YDP.D"DQ1 K
-G1D~(DP,D™)'DQ,K —GiD~DP,D~(H)YH™'DQ, K

= [Gi+BPRQ1 —G D (DPD")'DQ\|K — AH(H ')'DQ\ K
—~ADP,D™ (H)H 'DQ: K

= [Gi+ BPyQ, -G D~ (DP,D7)'DQ,|K — ADD"H(H™'YDQ K
—ADP,D-(H)H'DQ\ K

= G2K - GyP,P,D H(H 'YDQ,K — GyP,PoP,D (H)H 'DQ, K

= Go[l - PLPyD H(H ')'DQ, — PP,P,D H'H 'DQ,|K

= Gyl - P (PoD"H(H™" + PBRPD"H'H ")DQ:|K

= G2RK,

wobei
Fy=I-P[P,D H(H ') + P,P,D H'H '|DQ,

eine reguldre Matrix ist und
F,' =1+ P[P,D HH ') +PP D HH'DQ,.

Wir erhalten mit diesen Beziehungen

Ny = kerGy = K~ 'F,'N,

Sy = {2z€R™:BPPz €imG->}
= {2€R™:(BK - AH(H ')DK)K 'P,P,Kz € imG>}
= {2€R™:BPPKz— AH(H ')DPy,P,Kz € imG>}
= {2z€R™:BPyP Kz €imGy} = K 'S;.

Wir wollen priifen, ob Sy = F2_152 erfiillt ist. In der Tat gilt:

F;'Sy = {2€R™:BPRP F; 'z €imG,}
= {2€R™:BPy,Piz+ BPyP,\D H(H ')DQ, + BPyP,D H'H 'DQ,z € imG»}
= {2€R™:BPRyPiz+ BPRP D [HH") + HH '1DQ,z € imG,}
= {2€R":BPyPz € imGs} = So,

also FQ_lSQ = S5. Wir erhalten auch die Beziehungen
N2052 = K71F2_1(N2052)<:>dimN2052 = d1mN2052

Damit ist Satz 1 bewiesen. O



Wir betrachten nun ein Beispiel.

Beispiel 2: Wir betrachten die zeitinvariante DAE (1) in Kronecker Normal-
form, wobei

I o I 0 W oo
=0 3)m=(on)e=(57)

Sei J ein nilpotenter Operator mit J2 # 0 und J? =0

J=

o OO
O O =
O = O

und Pj ein Projektor mit kerPy = kerJ, JP; = J.
Man zeigt, dass die Aufgabe den Index 3 hat.
Es ist

kerAD = {z € R™ : 2, =0, Jz; = 0}.
kerAD ist nicht leere Menge, weil
kerJ = {z € R : 25 = 23 = 0} # 0 = kerGy # 0 = G singulir ist.

Qo ist ein Projektor auf kerG.

Es bietet sich an
0 — 0 QJ )

wobei Q; = I — Py ein Projektor auf kerJ ist, zu wéhlen.
1 00
Qs=10 0 0
0 00

Dann ist

ner-a=(1 %)

Wir finden einen Projektor R mit Hilfe der Bedingungen kerR =
kerA,imR = imD und es ergibt sich

I 0
(1 2).

Mit den Bedingungen D™D = Py, DD~ = R finden wir die verallgemeinerte
reflexive Inverse D™, welche hier gegeben ist durch

_ (T 0
e=(10)

Fir die Matrix G bekommen wir

I 0
G1=Go+ BQo = ( 0 J+Qy )



Es gilt auch
kerGy ={z € R™ : 21 = 0,22 € ker(J + Qs)}.

Sei nun @) ein kanonischer Projektor auf kerGGy, dann erhalten wir

0 0 I 0
Q1:<0 Qn)’Pl:I_Ql:(o I—QJ1>'

wobei @ 1 ein Projektor auf ker(J + Q) ist

110 0 -1 0
J+Qs;=[00 1}, Qn=[0 1 0].
00 0 0 0 0

ker(J + Q) ={x € R® : 31 = —x2,73 = 0} # 0 = kerGy # 0 = G ist singulir.

Die Matrix G2 hat folgende Gestalt:

I 0
G2 =G + BPyQ, = < 0 J+Qs+(I—-Q)Qn >

kerGy = {Z eR™ 121 =0,20 € keI‘(J+Q]+ (I—Q])le)}.

0
1
0

dann ker(J + Qs+ (I — Q7)Qu1) = {x € R® : w2 = —x1,70 = —23} # 0

O = =

1
J+Qr+{I-QnQn = ( 0
0

= kerGy # 0 = (G5 singuldr ist.
Q- ist ein Projektor auf kerG> dann gilt:

(0 0
Q2_<0 QJz)’

wobei @ j2 ein Projektor auf ker(J + Qs + (I — Q)@ j:) und

0 0 -1
Qr=100 1 |.
0 0 -1

Fiir die Matrix G5 erhalten wir:

0

I
G3 = G+24+BPyP1Q2 = < 0 J+Qi+UT-QnNQn+{UI—-Qs)I—Qj1)QJ2

).



kerGz3 ={z € R" : 21 =0,z2 €ker(J+ Qs+ (I —-Q1)Qn+ (I —-Qs)I —Q1)RQs2)},

0
1
1
ker(J+Qr+(I-QNQn+(I—-Q)I—-Qn)Qs2) ={zeR 2y =—2y=23=0}=0

= kerG3 = 0 = (3 ist regulér.

1 1
wobel J+ Qs+ (I —Q)Qn+ T —-Qi)I —Qs)Qj2 = ( 01
0 0

Nach einer reguliren Transformation =z(t) = K@)z(),K(E) €
C(I,L(R™)),H(t) € C'(I, L(R™)) bekommen wir die DAE At)(D(t)z(t)) +
Bt)(t) = qlt), wobei A(t) = AH(t), D(t) = H~'())DK (1), B(t) = BK(f) -

AH(t)(H 1(t))' DK (t). Nach Satz 1 ist diese DAE Index3-tractable und es gilt

Go(t) = GoK (1) = ( é 3 )K(t) sowie

Gi(t) = G K (1) = ( ! J+0QJ )K(t).

Fiir die Matrix G erhalten wir
Go(t) = Go[I — P[PoD™H(H™ 1)+
PoP,D~H'(t)H 1()]DQ1]K (t) =

Gl o 1)+ (0 1—guu—qy ) HOE O+

I 0 : B
< 0 (I-Qn)Ps )H (t)H='(t)) DQ:1]K (t).

2 Hauptsatz fiir lineare DAEs mit Index-3

In diesem Abschnitt erhalten wir die Zerlegung der DAE mit Index 3 in
eine Differentialgleichung und algebraische Gleichungen. Im Index- 3 Fall gibt
es eine Zerlegung R"™ = ker A(t)® D (t) N1 (t)®D(t) Py (t)S2(t) D D(t) Py (t) N2 (t) =
kerA(t) ® imD(¢)Q1(t) ® imD(¢t) Py (¢) P2(t) ® imD(t) Py (t)Q=2(t). Damit kénnen
wir die DAE in eine ODE fiir D(¢t) Py (t) P>(t)x(t) und algebraische Gleichungen
fiir Qo(t)z(t), D(t) P (t)Q2(¢)x(t) und D(t)Q1(t)x(t) entkoppeln. In [M4] ist
die Zerlegung fiir die DAE mit Index3 in Standardform vorgeschlagen und ihre
Losbarkeit bewiesen. Wir beweisen die Losbarkeit unter allgemeineren Bedin-
gungen. Analog zu [Ba.M4] definieren wir dafiir einen Projektor @;., durch den
man die Zerlegung vereinfachen kann.
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Wir setzen voraus, dass die DAE A(t)(D(t)z(t))" + B(t)z(t) = ¢(t) Index 3
hat. Es gilt, dass die Matrizen

Go(t) = A()D(t), G1(t) = Go(t) + B(t)Qo(?)
Ga2(t) = G1(t) + B(t) Po(t)Q1(t) — G1(¢) D~ ()(D(t) PL(t) D~ (¢)) D()Q1 ()

singular sind und die Matrix
Gs(t) = Ga2(t) + B(H) Po (1) PL(t)Q2(t) — G1() D~ (1) (D(t) PL(t) D~ (¢))' D(t) P1(t) Q= ()
—Ga(t) D™ (t)(D(t) PL(t) P2 (t) D™ (1)) D(t) Pr(t) Q2(t)

reguléir ist. Wir multiplizieren die DAE mit der Matrix G5 ' und verwenden
folgende Identitéten:
G3;'AD = G;'G3P,P Py

B(PoQ1+ PyPiQ2 + PoPiP, + Qo) = B

und
BPyQ1 = G3Q1 + G3 PP D~ (DP,D™)'DQ,

BPyP1Q2 = G3Q2 + G3P,PLD~(DP,D™)'DP1Q> + G3P,D~ (DPLP,D™)' DP1Q2,
BQo = G3Qo.

Damit erhalten wir die Differentialgleichung

PQPlD_(DQZ)I + G;IBPOPIPQIL' + PQPlD_(DplD_)IDQliL'
+Q17 + Q2 + Qox + P,PLD™(DP,D™)' DP,Qsx (3)
+P, D~ (DP,P,D")'DP,Q>x = G3'q,
die wir durch Multiplikation mit DP; Py, Q1 P, Qo Py P>, @2 in folgendes Sys-

tem umformen:

DP,P,D™(Dz)' + DP,P,G3'BPyP, P>z
+DP1P2D_(DP1D_)IDQ1$ + DP1P2D_(DP1D_)IDP1Q2.T (4)
+DP1P2D7(DP1P2D7),DP1Q2.T = DPlngglq

—~Q1Q2D™ (D) + QPG5 ' BPy P, Py
—@1Q2D~(DP,D™)'DQz — Q1Q2D~ (DP,D™ ) DP,Q>x (5)
+Q1P2D7(DP1P2D7)IDP1QQCU + Q1CU = Q1P2G3_1q

QoP, D™ (Dz)' + QP PG5 BPyP, Pox:
+QoP1 P, D~ (DPD™)'DQ1z + QoPAP,D~ (DPiD”)'DPiQ2z (6)
+QoP P»D™(DP PaD™)' DP, Qs + Qor = Qo P >G5 'q

11



Q2 = (2G5 ¢q

(7)

Dieses System schreiben wir in der geeigneten Gestalt auf. Wir rechnen aus:

DP1P2D_(D$)I = (DPlPQ:U)' - (DP1P2D_)ID£L'
Fiir den Term (DP, P»D~)' Dz erhalten wir:

(DP1P2D7)ID1' = (DP1P2 ) DQl.T + (DP1P2D7)IDP1.’L'
= (DP1P2 ) DP1PQCU+(DP1P2D_)IDP1Q2$
(DP1P2 _)IDQll'

Nach den Berechnungen:

DP,P,D (DP,D )'DP,Qs = DP,P,D (DP\P,P,Q,) — DP,P,P,P,D (DP.Q,)'
= 0
DP,P,D (DP,P,D )DP,Q, = (DP,P,P,P,P,D )'DP,Q,

—(DPiP,D™)'DP, PPy P, Q>
(DP,P,D~) DP;Qs.

DP,P,D~(DP,D)DQ, = (DP,P,D™)'DQ,
Dann formen wir Differentialgleichung (4) um in:
(DP1P2£L')I— (DP1P2D7)IDP1P2£L' + DP1P2G3_IBP0P1P2$
= DPPG;'q

Nach den folgenden Berechnungen:

Q1Q2D (Dx)’ = Q1Q:D (DPiz)' + Q1Q2D (DQ:1x)'

= Q1Q2D" (DP Pox) + Q1Q2D" (DPQ2z)" + Q1Q2D

= Q1Q2D" (DPQ2x) + Q1Q2PoPLD™ (DQ1 )’
+Q1Q2PyPQ2D™ (DP, Pox)’

= Q1Q2D (DP,Q>z) — Q1Q>2D (DP.D ™)' DQsx
—Q1Q2D™(DP,Q2D™) DP, Pyx

Q1Q2D~(DP,D™)'DP,Q>

(Q1Q2PyPLD™)'DP, Q>
—(Q1Q2D")'DP,PyP,Q>
= 0
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(Q1PPyPiP,D™)' DPQ>
—(Q1P,D" ) DPIP,PyP1 Q>
= 0

Q1P,D~(DP,P,D™)'DP,Q>

erhalten wir fiir Gleichung (5)
Qiz = QiPG'q+Q1Q2D (DP1Q2G5'g)
~[@1Q2:D (DP1Q2D")'D + Q1 PG5 ' B|Ry P Py (9)
Fiir den Term QoP; PoD~ (Dx)' rechnen wir aus:

QoPiP,D™ (Dz) = QoP\P,D™ (DP,x)' + QoPLP,D™ (DQ )’
= QoPiP,D™(DP P>z) + QoPiP,D™ (DP1Q2x) + QoPiP,D™ (DQ:z)'

Nach weiteren Berechnungen:

QoPyP,D™(DP Pyx)' = QoPoD™ (DP, Pox) — QuQ1P.D™ (DP, Pox)’'
= —QoQ:D (DPPx)' — QoQ:1D ™ (DP Pax) + QoQ1Q2D~ (DP,Px)’
= —Qo@Q1D (DP,Pyx) — QoP1Q2D ™ (DP Pyx)'
QoPLPoQ1D™ (DPPyx) — QoP1Q2D~DP,Q2D™ (DP, Prx)’
— QuP.D~(DQ.D~DP,Pyz) — QoP,D~(DQ:D~) DP, Py
~QoP1Q2D " (DP,Q2D ™~ DPiPox)' + QoP1Q2D™ (DP1Q2D ™)' DP, Pox
= —QoPD (DQ1D )'DP,Px 4+ QoP1Q2D (DPiQ2D ") DP, Prx

—QoP,P,D™(DQ:2)' — QoP,P,D~(DP,D™)'DQ:x
~QoP D (DQ:1x) + QoP P PoPLD™ (DQ, )’
= —QoPiP:D (DQ1x) + QoPiP2D ™ (DQ1z)'
—QoPID™(DQ )
= —QoP.D™(DQ:z)’

QoP P,D~(DP,P,D™)'DPQ> = —-QoPiP,PyPiP,D (DP,Q>)
= 0.

erhélt man die algebraische Gleichung fiir Qoz:

Qo7 = QoPi PGy g — QoPLP,D™(DP1Q2G5 ' q)’
—QoPiD™ (DQ:z) — QoP P,D™ (DP,D~)' DP,Q>x
—[QoPiQ2D (DP1Q2D™)'D — QoD (DQ:D™)'D
+Qo P P»G3 ' B|Py P, P (10)
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Nun erkennen wir leicht die Struktur der entkoppelten DAE mit Index 3:

1) (8) ist eine ODE fiir Py P, Pyx

2) Q2 wird direkt durch (7) bestimmt.

3) Die Komponenten D@1z und Qoz werden durch die algebraischen Gle-
ichungen (9) und (10) bestimmt.

Wir bezeichnen nun das System aus den Gleichungen (8) (9) (10) (7) mit
(*). Wir wollen eine neue Zerlegung der DAE (1) bekommen, die eine einfachere
Form hat. . In der Tat fangen wir mit einem Projektor Qo., der bestimmt wird
durch

QoP1Q2D~(DPyQ2D7)'D — QoPiD~(DQ1D~)'D + QoP1 P,G5 ' B = Q...

unsere Kette von Matrixfunktionen noch einmal neu an.

Wenn man die Eigenschaft BQg = G3Qo verwendet, folgt sofort,dass Qo
ein Projektor auf kerGy ist und Qo.Qo = Qo, QoQoc = Qo. gelten. Wir priifen,
dass Q()CP()Ql =0:

QocPo@1 = QoPiQ2D (DP,Q2D™)'DQy
—QoP1D (DQ1D ) DQ; + QoP PxG3 ' BPyQ:

QoP1Q2D (DP1Q>PyQy)’
—QoP1Q2PyPiQ2D~ (DQ1)’
= —QoPiQ:D(DQy)

QoP1Q2D~ (DP1Q2D~)' D@y

QoPiD™(DQ1D7)'DQ1 = QoPiD™(DQ1) + QoQ:1D™ (DQ1)’
= 0
QoPiP,G5'BPyQ1 = QoPiPQy

+QoP1P,PLD™(DPiD™)'DQ,
= —QoPi\P,PyP.D~(DQ:)
= —QoPiP.D™(DQ1) + QoPi1D™(DQ1)

Schlislich erhalten wir:
~QoP1Q2D " (DQ1) — QoPiPoD™ (DQ1) + QoPAD ™ (DQy) =0
Wir untersuchen einen Operator (1.
Qic = @QiQ:D™(DPQ:D™)'D + Q1 PG5 ' BP,
Q1Q2D (DP,Q2D™)'D + Q1 P.G3' B, + Q. P,G;'G, D~ (DP,D")'D
)

Q1Q2D " (DPiQ2D")'D + Q1 P.G5' By + Q1 P,P,D (DP,D~)'D
= QiPG;'Bi —Q1Q2D~ (DP P,D™)'D

14



wobei By = BPy — G1 D~ (DP,D~)'D. Wir priifen, dass Q?, = Q1.

Q. = [@PG3'Bi—QiQ:D" (DPP,D ™)' D]
[Q1 PG5 ' B1 — Q1Q2D~ (DP,P,D™)'D]
= Q1Q:D™(DP.P,D™)'DQ:Q2D~(DPP,D™)'D
-Q:1P,G5'B1Q:Q2D (DP,P,D™)'D
~Q1Q>D" (DPiP,D™)'DQ1 PG5 ' By + Q1 PG5 ' B1Q1 PG5 ' By

wobei

Q1Q2D (DP,P,D )’ DQ.Q2:D (DPP,D")'D
= Q1Q:D (DP,P,PyQ:Q:D ") (DPP,D")'D
—Q1Q2PoPLP,D™(DQ1Q2D™) (DPP,D™)'D
= Qi1Q:D™(DP (I - Q2)Q1Q2D7)(DP,P,D™)'D
0

Q1Q>D~ (DP,P,D™)'DQ, PG5 ' By
= (Q1Q2PPiP,D™)DQ, PG5 "By
_(Q1Q2D7)IDP1P2P0Q1P2G;131
= —(Q1Q2D7)'DP(I — Q5)Q:1 PG5 "' By
+(@1Q2D7)' DP1QoQ1 PG5 ' By
= 0

Aus der Difinition der Matrix G2 bemerken wir, dass
BPyQ1 = G2Q1 +G1D™(DPD™)'DQ1 = G3Q1 + G1 D~ (DPLD™)'DQy

Dann erhalt man

Q1P.G;'B1Q1Q2D (DPP,D")'D = Q1 >G5 ' BRyQ:1Q-D (DP,P,D)'D
—Q1PG3'G1D™ (DPLD ™)' DQ1Q2D~ (DPyP,D™)'D
= Q1P,Q1Q>2D™ (DPP,D7)'D = Q1Q:D~ (DP,P,D™)'D

Q1G5 ' Bi1Q1 PG5 ' By = Q1 PG; ' BPQ1 PG5 ' By
~Q1P,G5'G\D=(DP,D™)' DQ, P,G5' B,
= Q1 PG5 ' By

Also ist @1, ein Projektor auf Ni. = kerG1. = Gy + BQo. und Q. erfiillt
folgende Eigenschaften:

1NQ1Q1c = Q1c
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2)Qlch = Ql

Q1:Q1 = QiPG;'BiQ1 — Q1Q2D~ (DPP,D™) DQy
= —Q1Q2D (DPPPyQ1) + Q1Q2P Py P2D™ (DQ,)’
+Q1P.G3;'BPRyQ, — Q1 P,G5'G,D~(DP,D~)'DQ,
= QPQ1+ Q1 »G;'GiD™(DPD™)'DQy
-1 P.G;'G,D~(DP,D™)'DQ,
= @

3)Q1.Qo = Q1 P>2G3'B1Qo — Q1Q2D~(DPP,D™)'DQo =0
4)QICQOC =0
5)Qi1.P1Q2 =0

Q1:PQ: = QiP.G3'BiPiQs— Q:1Q2D (DP,P,D™)'DP,Q>
Q1Q2PPrP2D ™ (DP1Q3) — Q1Q2D ™ (DPyP2PyP1Qs)’
+Q1 PG5 ' BRyP1Q2 — Q1 P2G3 G1 D™ (DP,D™)' DP1 Q>
= Q1P2Q2+ Q1P2G§1G1D_(DP1D_)IDP1Q2

—Q.P,D (DP,P,D ") DP,Qs — Q. PsG;'G1 D~ (DP.D )DP, Qs
= @Q1PD (DP,P,PyPQ>) — Q1 PPyPiP,D™ (DP,Q>)’

0

wobei wir benutzen
BPyP,Qs = G3Qs + G1 D~ (DP,D ") DP,Qs + Gs P,D~ (DP,P,D ") DP,Q>
Aus den Eigenschaften der Projektoren Q1. und Qq. erhilt man:
Gic = AD + BQoc = AD + BQoQoc + BQo — BQo = G1 — BQo Po.
=G1(I = QoPy) = G 1,
wobei F; ' = I + Qo Py.. Also erhiilt man fiir Projektoren Q; und Q1.:
Qic = (I + QoPoc)Q1.

Wir verwenden folgende Eigenschaften: DD~ = R = DD, und Fy
D~D,Py. = D_D und erhalten D~ = D"DD_,D, = Fy.D~, wobei P, =
I- QOc-

Wir erhalten eine analoge Beziehung fiir Matrizen G, und Gs.

GQc = Glc + BPOchc - GlCDC_ (DPICDC_)IDQlc
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G1.D;(DP,.D;)'DQ1. = Gi(I— QoPyc)PocD™(DPi.PyeD™)DQ;,

G1Py. D™ (DP,.D7)'DQ1. — G1QoPo. D~ (DP,.D™)' DQ1.

= GlDf(DPMD*)'DQlc — GlQOCDf(DPMD*)'DQlc
+G1Q0Qo. D™ (DP1.D7)'DQs.

= G.D~(DPi.D")DQ.. = GiD~(DP,.D-DP.D~)'DQ;.

= GiD (DP,.D")'DPiPyQic + G1PoPi.c.D~ (DP,D™)'DQ1.

— G\PyP.D-(DP.D~) DO\,

= G1P.D™(DP,D™)'DQi. — G1QoPi.D~ (DP,D™)'DQ1.

= G1D (DP.D")'DQ1.(Q1 + P1) — G1Q1.D~ (DP,D™)'DQ1.
~G1QoPr.D™ (DP,D ™)' DQ:.

= GlD_(DplD_)'DQl + GlD_(DplD_)'DQlcpl
—G1Q1cD™(DP,D™)'DQ1. — G1QoP,cD™ (DP,D™)' DQ1.

BPy.Qic = BPy.PoQic = BPyQ1.(Q1 + P1) — BQoQo-PoQ1c
BPyQ1 + BPyQ1Q1.P1 — BQoQo Py Q1.
BPyQ1 + G2Q1.Py + G1D~(DP,D™)'DQ1Q1.P1,

wobei
BPyQ1Q1.Pi = G2Q1.P1 + GiD~(DP,D™)' DQ1.P;,

BQo:.PyQ1. = 0 wegen der Eigenschaft Qo.Py@; = 0.
Es ist leicht zu priifen, dass

BPOchcFl = BPOCQlC

und
G1.D; (DP,.D;)'DQ1.F\ = G1.D; (DP,.D; ) DQ;.

Also erhalten wir

G2cF1_1 =G+ BPyQ1 — G D~ (DP,D™)DQ1 + G1Q1.D~(DP,D~)'DQ1.
+G1QoP1. D (DPiD™)'DQ1c + G2Q1. Py
=G2(I+Q1.Pr + QoPicD™(DPD™)'DQ1.)) = G2 F>

Fy wird dargestellt durch Multiplikation zweier reguldre Matrizen:
Fy = (I +Q1P)(I+QoPiD (DPLD )'DQ:.)

Es folgt, dass F» regulér ist. Wir haben folgende Beziehungen fiir die Matrizen
G, G2 und fiir die Operatoren Qs, Q2. = kerGa,.:

Goe = Go2Fo Fy
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Q2 = F'F7'Qo
= (I+QoPoc)I —QicPr — QoPicD™ (DPD™)'DQ1.
+QoP1cD™(DPD™)' DQ1.P1)Q>
= Q2— QoP..D™(DPD7)' DQ1Q2 + QoPocQ2

Aus der Definition von s folgt sofort , dass Q2. ein Projektor ist und Qs
folgende Eigenschaften erfiillt:

Q2Q2. = Q2,Q2.Q2 = Q2c, Q2:Q0c = 0, Q2:Q1. = 0.

Aus analogen Rechnungen folgt, dass die Matrix G'3. dargestellt werden kann
in der Form:

ch = G3F3F2F1, wobei F3 =1 + P2XQ2 und F3_1 =1 - P2XQ2
mit einer gewissen Matrix X = —Q1.P1D (DP1.P>. D7) DP,.Q2: — Qo.P1
Gyl = F 'Fy F PGyt
Lemma 1 :Es gilt
A=[Q1.Q2.D; (DP.Q2.D;) D
+Q10P20G§01B]P00P1cp2c =0

Beweis:Wir  zeigen, dass der Term Q1.Q2.D.(DP1.Q2.D.)'D +
QPG5! B = Qic — QiePoFy'Fy ' PyX Q. Damit ist das Lemma be-
wiesen. Also:

@Q1:Q2.D, (DP1.Q2.D, ) D = Q1.Q2.D (DP1.Q2.D")'D

Q1:Q2:D7 = Q1Q1:.PoQ2:D™ = Q1Q1cQ1Q2D™ + Q1Q1.PiQ2D™ = Q1Q2D~
Dabei wurde die Eigenschaft Q1.P;Q> = 0 verwendet.

DP.Q2.D~ = DP.PiFPyQ2D"
= DP P .PQ:D” +DQ,P.PQ:D” =DP, QD™

Man erhélt:
Q10Q20Dc_ (DPICQQCDC_)ID = QIQQD_(DPIQQD_)ID
Qlcp2chclB = Q1cG§(}B - QlcQQchclB
= Qi.F'F,'F;'Gy'B — Q1.Qq.F, 'F, ' Fy G 'B
Wir rechnen weiter aus:

Qi.F'F,'F'G'B = Qi Fy'F,'GL'B
~Q1.FT'F ' P X Q.G B
= Qi.G3'B—Qi.P\G5'B — Q.F7'F; ' P, X Qo
= QiG3'B - Qi Fy'Fy ' P XQo
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QieQ2cF ' Fy 'Fy 'G3'B = Q1cQacFy'Fy 'GT'B
~Q1cQaFy T Fy ' P X Q0GB
= Qic(Q1+ P1)Q2G§13 - Q16Q2CF171F271P2XQ2
= Q1Q2G3'B — Q1.Qo.FT'Fy ' P X Qo

Wir erhalten:

Q1CP2CG§613 Q1P2G§13 - Q16F171F271P2XQ2

+ Q16Q2CF1_1F2_1P2XQ2
Daraus folgt:
A= (Qic — Q1ePoc Fy ' Fy ' PaXQ2) Poc P Pae = 0

O

Aus dem Lemma folgt, dass man eine neue Zerlegung der DAE (1) durch Pro-
jektoren Qoe, Poc, Q1c, Pie, @2¢, Poe und entsprechende Matrizen Gi., Ga., G3e
gewinnen kann, die folgende Gestalt hat:

(DP10P20-T)I - (DP16P2CDC_)IDP10P20-T + DP10P2CG;61-BPOCP10P2CJ:
= DP,.P,.G3lq (11)
Qlcw = QlCPQCG[;clq + Q10Q20Dc_ (DPICQQCG??clq)I (12)

Qocr = QOCP10P2CG3_Clq — QocPicP2 D, (DP16Q2CG3_Clq),
— QocPi.D; (DQlcw)' — QocPic P D (DPchc_)lelcQgcw(l3)
— [QocQicD; (DQ1.D;)'D
+ QocPicQaeD. (DP1.Q2.D.)' D + Qoc P P2.Gy, B|Po.PioPoc:

Qch = QQchclq (14)

Man sieht insbesondere an (11), dass Anfangsbedingungen nur fiir die Kom-
ponente D Py . Pz frei gegeben werden kénnen. Die Beziehungen (12), (13) und
(14) konnen als Konsistenzbedingungen verstanden werden. Oder man kann die
Anfangsbedingungen definieren durch die Beziehung: D(tg)z(to) = z°. Dabei
muss man verlangen, dass die Anfangsbedingungen die Beziehungen (12), (13)
und (14) erfiillt.

Aus den gegebenen Resultaten folgt:

Satz 2 Die DAE (1) habe Index 3. Seien:DP,.D;,DP,.P>.D_ stetig differen-
zierbar sind.
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Das Anfangswertproblem

A@)(D(t)z(t)" + B(H)a(t) = q(t), (DPicPac)(to)z(to) —yo =0

ist eindeutig losbar fir
Yo € im(DPy.Ps.)(to),to € 1
q € C(I,R™), DP1.Q2.G3. q € C*(I, L(R™)),

DQiPocG. q + DQ1eQ2c D, (DP1eQ2:Gy q)" € CH(I, L(R™))
0
Man definiert den Operator L:

L:Ch—C(I,R™), Lz = A(Dz)" + Bx

Satz 3 : Die DAE habe Index 3. Sei DP,.D_,DP,.P5.D_
bar.
Dann ist das Bild des Operatores L gegeben durch

stetig differenzier-

imL = {qg € C(I,R™) : DP,.Q.G5.}q € C'(I, L(R™)),
DQ1.P2.G3 q+ DQ1.Q2.D, (DP1.Q1.G3.q)' € C*(I, L(R™))}

Beweis Wir haben vorausgesetzt, dass die Projektoren
DD~ ,DP,.D_,DP,.P,.D_ stetig differenzierbar sind
Dann folgt aus z € Ch(I,R™) sofort:

DP,.x = DP,.D_ Dx € C*(I,R™), DQ1.x = DQ,.D_ Dz € C*(I,R™),
DPlCPQC.CL' = DPlCPQCD;D.T S Cl (I,]Rm), DPlCQQC.T = DPlCQQCD;D.T S Cl (I,]Rm)
Fiir ¢ = Lz sind dann folgende Bedingungen erfiill:

DP;.Q2.G3.lq € CH(I,R™) wegen(14)
DQICPQCG?,_Clq + DQ10Q20D;(DP10Q20G;CI(Z)I € Cl([a ]Rm) Wegen(IQ)

Zusammen mit Satz 2 ergibt sich die Behauptung.
0
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3 Beziehung zum Strangeness-Index.

In [Kun.,Meh.] werden DAEs in der Form E(t)x’(t)+N(t)x(t)=q(t) unter-
sucht und der Index der DAE wird durch den Begriff Strangeness-Index von
Matrixpaar (E(t),N(t)) definiert. Um die Definition zu verstehen, schreiben wir
nachfolgend die notwendigen Definitionen und Theoreme auf, die in [Kun.,Meh]
gegeben sind.

Wir fangen mit der kurzen Beschreibung des Konzeptes an, das in [Kun.Meh)]
vorgeschlagen worden ist.

Man betrachtet DAE in der Form:

E(t)x'(t) + N(H)z(t) = q(t), (15)
wobel E(t) € C(I,L(R™)),N(t) € C(I,L(R™)),q(t) € C(I,R™).
Definition 5 Zwei Paare (E;,N;),E;,N; € C(I,L(R™))i = 1,2 von Ma-

trizfunktionen heissen global dquivalent, wenn es regulire Matrizfunktionen
M € C(I,L(R™)),K € C' (I, L(R™)) gibt, sodass

Ey = ME,K,N; = MN,K — ME, K. (16)
Man schreibt (E1, N1) ~ (E9, N3).

Definition 6 Zwei Paare (E;, N;),E;, N; € L(R™),i = 1,2 von Matrizen heis-
sen lokal dquivalent, wenn es Matrizen M, K, H € L(R™), M,K regulir gibt,
sodass

Ey=MFE,K,Ny=MN,K - ME,H. (17)
Wir verwenden folgende Bezeichnungen:
T Basis von kerE/

Z Basis von imE+ = kerE*
T’ Basis von kerE' = imE*
V Basis von im(Z*NT)*,

wobei E* die transponierte Matrix zu E ist. Man setzt ebenfalls voraus, dass
rangFE = ry.

Die Matrix T besteht aus den Basisvektoren des Raums kerE. Es folgt, dass
T eine (m — r) * m Matrix ist und kerT = 0,rangT = rangT™* = m — r. Fiir die
Matrix Z erhalten wir analoge Eigenschaften: Z ist eine (m — r) x m Matrix,
deren kerZ = 0,rangZ =rangZ* =m —r.

Dabei bemerken wir, dass die Matrizen (T*T') und (Z*Z) regulére sind.
Wenn T*Tz = 0 ist, dann Tz € kerT* = imT+ = z = Tz € imT* NimT =
x = 0. Dann erhilt man Tz = 0 & z = 0.
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Satz 4 Die Gréssen

r = rangk

a = rang(Z*NT)

s = rang(V*Z*NT')
d = r—s

= m-r—a-—s

sind invariant unter (17) und (E,N) ist local dquivalent zu der Normalform

I, 0 0 0 0 00 0 00
0 I 0 0 0 00 0 00
o 0o0o0o0]|,]oo01I 00 (18)
0 0 00O I, 0 0 00
0 0 00O 000 00

Beweis:In [Kun.Meh.] O
Die Matrix

Z*NT nennt man algebraischen Teil, rang(V*Z* NT') = s-Strangeness,

d-differentieller Teil, u-unbestimmter Teil.

Man kann fiir jedes ¢ € I dem Matrixpaar (E(t), N(t)) die charakteristi
schen Werte (r(t), a(t), s(t)) konstruieren. Man nimmt an, dass die Funktionen
r(t),s(t) und a(t) konstant sind. Dann erhalten wir, dass die entsprechenden
Blockgrossen in (18) von t nicht abhéngig sind.

Satz 5 Sei (E,N) ein Paar von hinreichend glatten Matrizfunktionen und gelte
r(t), s(t), a(t) konstant. Dann ist (E,N) global dquivalent zu der Normalform:

I, 0 0 0 0 0 Nio 0 Ny Nis
0 I, 0 0 0 0 0 0 Ny Nos
o 0ooo0o0],]o o 1L o o . (19)
0 0 00O I, 0 0 0 0
0 0 00O 0O 0 0 0 O

Dabei sind alle N;; selbst Matrizfunktionen.

Beweis: In [Kun.Meh.]. O
Damit kann man eine dquivalente differentiell-algebraische Gleichung zur
DAE (15) aufschreiben:

Ty = Niaxs + Niazs + Niszs + 1 (20)
xhy = Naogzy + Nosts + g (21)
= x3+4qs (22)
= T +q (23)
= ¢ (24)
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Die Gleichung (22) ist eine algebraische Gleichung fiir x5 (algebraischer
Teil), (21) ist eine Differentialgleichung (differentieller Teil), (24) ist eine Kon-
sistenzbedingung zusammen mit der freien Wahl von z5 (unbestimmter Teil).
Man kann die algebraische Gleichung (23) fiir z; ableiten und das Resultat in
die Gleichung (20) einsetzen, wo die Ableitung von z} vorkommt (Strangeness).
Es folgt daraus, dass (20) eine algebraische Gleichung ist. Die Matrizen, die zur
neuen differential-algebraische Gleichung gehoren, haben folgede Gestalt:

00 000 0 Nio 0 Ny Nis
0 I, 000 0 0 0 Ny Nos
00000 ,] O 0 I, 0 0 . (25)
00 000 I, 0 0 0 0
00 00 0 O 0 0 0 0

Wir iiberfiihren die Matrixpaar (E, N) zu der Normalform (19)((E1, N1))
und dann zu der Form (25), die wir durch (Es, N3) bezeichnen. Wenn
Strangeness-Index s; von der Matrixpaar (Es, N2) ungleich Null ist, dann wird
die Matrixpaar (E2, N2) wieder zu der Normalform (19), dann zu (25) gebracht.
Wir erfiihlen diese Prozeduren bis Strangeness-Index s; gleich Null ist. Dabei
gewinnen wir die Matrixfolge (E;, N;) und die Folge (r;,a;, s;)i = 0,1,2,.... Aus
der Struktur der Matrizen F; und E;y; in (19) und (25) bemerken wir , dass
rir1 = r; — ;. Dies garantiert, dass nach endlich vielen Schritten Strangeness
s; verschwindet und durch Ubergang von (19) auf (25) die Folge (E;, N;) sich
nicht mehr dndert.

Definition 7 Sei (E,N) ein Paar von hinreichend glatten Matrizfunktionen.
Die Folge (ri, a;, s;) besteht aus konstanten Funktionen r;, s; und a;. Dann heisst

p=min{i =0,1,2,..: 5, =0}
Strangeness-Index von (E,N).

Beispiel Wir betrachten die DAE (1) mit den Koeffizienten:
010 100
Jo=10 0 1 |,Bo=| 010
0 0 0 0 01
Wir zeigen , dass Strangeness-Index sz = 0 ist. = DAE (1) mit den Koeffizien-

ten Jy, By hat Strangeness-Index 2.

kerJo = {z € R® : 2y =23 =0} =

1
Die Basis von kerJy ist: Ty = 0
0
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0 00
Jy=11 00
010
0
und kerJj ={z € R® 12y =2, =0}, dann Zo=| 0 | =2Z5=(0 0 1).

1

T} ist Basis von imJ§, T} =

o = O
_—0 O N————

Dann ist der algebraische Teil Z§BoTy = 0 = im(Z5BoTp)* = R = Vp
1= ViZiBoT} = ( 01 ) Also erhalten wir: rg = 2,a9 = 0,89 = 1,d;
1, Upg = 0.

Dann musste das Paar J}, B} die folgende Normalform (19) haben:

100 0 bia bia
Jp = 01 0 , By = 0 0 by
0 0 1 1 0 0

Wir iiberfiihren das Matrixpaar Jo, By zur Normalform (19) und dann zu
der Normolform (25).
In der Tat multiplizieren wir das Matrixpaar Jo, Bp mit der Matrix Ugy =1

0 01
auf der linken Seite und mit der unitaren Matrix Vo = 1 0 0 auf der
010
rechten Seite. Damit erhalten wir ein neues Matrixpaar J§, By, wobei
1 00 0 01
Jo=10 10 |,Bj=|1 0 0
0 0 0 010
Durch die Multiplikation des Matrixpaares (J3, B}) mit den Matrizen U} =
010
Tund Vi = 1 0 0 | erhilt man das Matrixpaar JZ, B3 :
0 01
010 0 01
Jo=(100|,BiE=[0 1 0
0 0 0 100

und weiter mit den Matrizen



erhalten wir das Matrixpaar J§, B3, das die Normalform (19) hat:
1 0 0 0 1 0
JB=1010 |,BE=00 1
0 0 O 1 0 0
Heraus gewinnen wir geméss (25) Jy, B; als:
0 0 O 0 1 0
Jl = 01 0 ,B1 = 0 0 1
0 0 O 1 0 0

Durch die Multiplikation mit den reguldren Matrizen K und M erhalten wir
die Kroneker Normalform J&, BX von J;, B;:

010 001
K=[100]|,M=[010
00 1 1 00
010 1 00
KiM=JfK=100 0 |,KBBM=Bf=[0 10
00 0 00 1

JE enthilt einen Jorden-Block mit der Ordnung 2 und einen Jorden-Block
mit der Ordnung 1.
Basis von ker.J; ist:

1 0
T, =1 0 0
0 1
. . . N 1 00
und Z; =T, wobei Z; Basis von kerJ; = Z7 = 00 1)

0 0
10
aufgespannt durch:

ZfBlTl = < > = rank(ZfBlTl) =1= 1m(ZfBlT1)J‘ € R? wird

T} ist Basis von imJ; = {z € R® : 2y = 23 =0} =

0
T'=|1|=V2ZBT =1
0

Fiir das Matrixpaar Ji, By ergibt sich: ry =a; =s1 =1,dy = u; = 0.
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Wir transformieren die Matrixpaar J;, By zur Normalform (19). Die Ma-
trizen U und Vp werden so gewahlt, dass

01 0 01 0
ui=10 0 1 |,hb=|100
1 0 0 0 01
Dann erhalten wir
1 0 0 0 01
J=UinVo=0 0 0 |,Bl=UiBiVo=| 0 1 0
0 0 O 1 0 0
Aus dem Matrixpaar J!, Bl gewinnen wir durch Ubergang zu (25)
0 0 O 0 01
Jo=| 0 0 0 |,Be=| 0 1 0
0 0 O 1 0 0
Also: Ty =73 =R =

0 0 1
Z3ByTo=| 0 1 0 | = dim(im(Z;ByT»)*) =0= V» = 0.
100

=>ry=0,a0 =3,520 =0,ds = 0,us =0.

Definition 8 Sei E eine nxn Matriz, ET heisst Moore Penrose Inverse zu F,
wenn ET folgende Bedingungen erfiillt:

EE'E = E

EtEE* = Et
(EET)* = EE*
(EYE)* = E'E

Wir {iberfiihren DAE (15) zu der Form (1). Die DAE EETEz' + Nz = ¢
ist Aquivalent zur Gleichung EEY(Ex)' + (N — EETE')x = q. Man bezeichnet
EEtT = AJE = D,N — EETE' = B und so bekommen wir eine DAE in der
Form (1), d.,h.

A(Dz) + Bz =q.

Die Projektoren Q¢ und Wy wihlen wir als Orthoprojektoren:

Q = I-E'E
W, = I—-EE"

Wir studieren den algebraischen Teil von DAE (1). Der algebraische Teil
wird durch die Matrix Wy B(Qo beschrieben.
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Lemma 2 T(T*T) 'T* ist der Orthoprojektor auf kerE.

Beweis Zunichst zeigen wir, dass T'(T*T) 'T* ein Orthoprojektor ist.
T(T*T) 'T*T(T*T)"'T* = T(T*T) 'T*

und
(T(T*T)~'T*)* =T(T*T)~'T*.
Jetzt beweisen wir: imT (T*T) 1T* = kerE.
Aus dem Struktur des Orthoprojektors folgt:

imT (T*T) 'T* € imT = kerE.

Sei # € iImT = z = Tz = T(T*T)"'T*Tz = T(T*T)"'T*z = z €
T(T*T)~'T*.

Also imT(T*T)~'T* = imT = kerE.

O

Da wir oben Qg als Orthoprojektor gewihlt haben, gilt Qo = T(T*T) 'T*
ist.

Analog kann man zeigen, dass Z(Z*Z)~'Z* ein Ortoprojektor auf imZ =
imEL = kerE* ist und Wy = Z(Z2*Z)~' Z* gilt.

Den algebraischen Teil Wy BQq schreiben wir auf in der Form:

WoBQy = (I—-EE")N —EEYE)(I - E'E) (2
= (I-EE")N(I-ETE)
= Z(Z*Z)'Z*NT(T*T)"'T*

—~ o~
N DN
® g O
o —

Lemma 3 :
rangZ*NT = rangWyBQo.

Beweis Man setzt voraus, dass rangZ*NT = a. Die Matrizen T*T und Z*Z
sind nicht singular und

rang(T*T) = m — ro,
rang(Z*Z) =m — rg

rangZ*NT =rang(Z*Z) ' Z*NT(T*T)"' = a < (m —ro)

Wir multiplizieren letzte Matrix mit der Matrix 7™ auf der rechten Seite
und mit der Matrix Z auf der linksten Seite, so bekommen wir die Matrix
WoBQo = Z(Z*Z) *Z*NT (T*T) 'T*. Wir erhalten:

rankWyBQo < rankZ*NT = a
Z*WoBQoT = Z*NT
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also rankZ*WyBQoT = a daher rankWyBQo > a =
rankWoBQ@Qo = rankZ*NT.

O

Wir zeigen, dass kerWoBQo = (Ng N Sp) & im Py :

Sei x € (N()ﬁS()) @®imPy = © = x1 + 2, wobei 1 € Ng NSy = Qoxr1 =
z1,Br; € imGy und x5 € imP.

Dann WoBQol‘ = WoBQol‘l + WoBQol‘Q = WoBQ()P()y =0=2x €
kerWOBQO.

Sei ¢ € kerWyBQo = WoBQox = 0 = BQor € imGy = Qor € SpN Np.
Dann aus der Beziehung x = Qox + Pox = z1 + 22 und 21 € Ng N Sy, z2 € imFy.

Wir bezeichnen:

rangGo = ro

rangG; =7

Aus der Beziehung: dim(kerGy) = dim(Ny N Sy) = m — 7 erhalten wir:
dim(kerWOBQg) =m-—7r] +7ry=> dlmWOBQO =7 —Tg.

Wir nehmen an, dass die Definition des Strangeness-Indexes algebraisch
dquivalent zu der Definition des Indexes von DAE, die im ersten Teil gegeben
ist. Das Problem kann man wahrscheinlich im Detail studieren mittels der
kanonischen Normalform vom Matrixpaar (E,N). Man kann ebenfalls die
Beziehung zwischen dem Strangeness-Index p und Differentationsindex v ver-
wenden: p = v — 1. [Kun.Meh]
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