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Kapitel �

Einleitung

Kritische Ph�nomene sind bis zum heutigen Tag Gegenstand intensiver For

schung� Man versteht unter kritischen Ph�nomenen Erscheinungen in der un

mittelbaren Umgebung kontinuierlicher Phasen�berg�nge ��
Als Standardbeispiel f�r einen kontinuierlichen Phasen�bergang dient der Ferro

magnet bei Abwesenheit eines �u�eren Feldes� F�r Temperaturen kleiner als die
kritische Temperatur Tc tritt spontane Magnetisierung auf	 das System be�ndet
sich in der geordneten �ferromagnetischen� Phase� F�r Temperaturen gr��er als
Tc verschwindet die Magnetisierung	 es liegt nun die ungeordnete �paramagneti

sche� Phase vor� Am kritischen Punkt �T � Tc� kommt es zu einem kontinuier

lichen Phasen�bergang� Als Ordnungsparameter des Phasen�bergangs dient die
Magnetisierung�
Ein charakteristisches Merkmal kritischer Ph�nomene ist die Divergenz der Kor

relationsl�nge am kritischen Punkt� Dies macht ihre Behandlung extrem schwie

rig	 da Fluktuationen �ber alle L�ngenskalen gleichzeitig auftreten k�nnen �� Bei
Phasen�berg�ngen ��Ordnung bleibt die Korrelationsl�nge stets endlich	 ihre Be

handlung gestaltet sich i�a� einfacher�
Neben der Korrelationsl�nge gibt es weitere thermodynamische Gr��en	 die am
Phasen�bergang in einer charakteristischen Weise divergieren� Dieses Verhalten
spiegelt sich in Skalengesetzen wieder� Im folgenden sei als Beispiel die magneti

sche Suszeptibilit�t � angef�hrt� Das Skalengesetz f�r die magnetische Suszepti

bilit�t lautet�

� � jtj�� � �����

wobei 	 der kritische Exponent der magnetischen Suszeptibilit�t ist� Die �redu

zierte� Temperatur t � �T � Tc�
Tc kennzeichnet den Abstand zum kritischen
Punkt� Das Zeichen � liest sich als�

�
��� verh�lt sich im kritischen Bereich wie

�����
�Diese werden h�u�g auch als Phasen�berg�nge ��Ordnung bezeichnet�
�Eine sch�ne Darstellung dieses Sachverhaltes �ndet man in ��	�

�



Die eingangs erw�hnte Korrelationsl�nge � verh�lt sich im kritischen Bereich in
�hnlicher Weise�

� � jtj�� � ���
�

mit dem kritischen Exponenten ��
An dieser Stelle kann man sich fragen�

�
Woher stammt das nachhaltige Interesse

an kritischen Ph�nomenen	 wo sie doch nur in einem sehr kleinen Temperaturbe

reich auftreten ��
Die Antwort auf diese Frage liefert das bemerkenswerte Ph�nomen der Universa�
lit�t� Nach der sogenannten Universalit�tshypothese lassen sich alle Systeme �ob
Modellsysteme oder reale makroskopische Systeme�	 die kontinuierliche Phasen

�berg�nge aufweisen	 in Universalit�tsklassen einteilen� Demnach zeigen an sich
�mikroskopisch� verschiedenartige Systeme am Phasen�bergang gleichartiges ma

kroskopisches Verhalten	 in dem Sinne	 da� gewisse �universelle� Gr��en	 wie z�B�
die kritischen Exponenten	 f�r alle Systeme einer Universalit�tsklasse dieselben
Werte annehmen�
Zu welcher Universalit�tsklasse ein System geh�rt	 h�ngt hierbei lediglich von
drei Faktoren ab� der r�umlichen Dimension des Systems	 der Symmetrie des
Ordnungsparameters und der Reichweite der zugrundeliegendenWechselwirkung�
Das bedeutet insbesondere	 da� am Phasen�bergang mikroskopische Details des
Systems �wie z�B� die genaue Form der Hamiltonfunktion� unwichtig werden�
Zur Untersuchung kritischer Ph�monene	 d�h� vorwiegend zur Bestimmung uni

verseller Gr��en	 wie z�B� der kritischen Exponenten	 greift man neben Expe

rimenten an realen makroskopischen Systemen auch auf vergleichsweise einfache
Modellsysteme zur�ck� Liegen beide Systeme in derselben Universalit�tsklasse	 so
sind nach der Universalit�tshypothese auch die Werte aller universeller Gr��en
f�r beide Systeme dieselben ��
Daher ist man in der Lage	 experimentelle Ergebnisse mit analytischen Rechnun

gen und numerischen Simulationen an solchen Modellsystemen zu vergleichen ��
Modellsysteme lassen sich sowohl im Kontinuum als auch auf dem Gitter formu

lieren� In dieser Arbeit werden lediglich Gittermodelle betrachtet�
Bei Gittermodellen wird jedem Gitterpunkt eine Feldvariable zugeordnet	 die
mindestens einen Freiheitsgrad � enth�lt und dieser Feldvariablen entsprechend

�Es handelt sich hierbei
 wie der Name schon sagt
 um eine Hypothese� Messungen universel�
ler Gr��en an verschiedenen Systemen derselben Universalit�tsklasse dienen in erster Linie der
Best�tigung der Universalit�tshypothese� Von besonderem Interesse ist hierbei der Vergleich
realer makroskopischer Systeme mit Modellsystemen�

�Man darf allerdings von den erw�hnten Modellen nicht quantitativ richtige Ergebnisse
f�r nichtuniverselle Gr��en wie z�B� die kritische Temperatur eines realen Systems erwarten

vielmehr geht es um das Studium des Verhaltens von Systemen mit einer gro�en Anzahl von
Freiheitsgraden�

�Wird z�B� jedem Gitterpunkt ein N �dimensionaler Vektor zugeordnet
 so kann man von N
Freiheitsgraden pro Gitterpunkt sprechen�

�



der Gitterstruktur eine Wechselwirkung mit Feldvariablen auf benachbarten Git

terpunkten�
Das bekannteste und einfachste Beispiel eines solchen Gittermodells ist das Ising�
Modell� Es wird im Verlauf dieser Arbeit h�u�g als Standardbeispiel zur Erl�u

terung von Konzepten oder Verfahren dienen� Das Ising
Modell geh�rt zu den
sogenannten O�N�
invarianten nichtlinearen �
Modellen� Diese werden zusam

men mit dem sogenannten ��
Modell � in Kapitel 
 vorgestellt�
Gittermodelle k�nnen als gel�st angesehen werden	 wenn es gelingt	 einen ge

schlossenen analytischen Ausdruck f�r die freie Energie im thermodynamischen
Limes anzugeben� Das ist trotz der einfachen Struktur der Modelle leider nur in
wenigen F�llen m�glich ��
Zur Bestimmung universeller Gr��en ist man also meistens gezwungen	 auf N�

herungsmethoden zur�ckzugreifen� Als Beispiele � seien an dieser Stelle genannt�
Die Theorie der sogenannten Molekularfeldn�herung �

�
mean �eld approximati


on�� �siehe z�B� ����	 und Verbesserungen hiervon �
�
coherent
anomaly method��

��� 	 Hoch
und Tieftemperaturentwicklungen �siehe z�B� ���� sowie Entwicklungen
in �
N um N �� 	�
Neben den genannten analytischen Methoden haben in den letzten Jahren	 nicht
zuletzt aufgrund der rasanten Entwicklung der Computertechnologie	 Monte�

Carlo�Simulationen �Kapitel �� immer mehr an Bedeutung gewonnen� Hierbei
werden Erwartungswerte thermodynamischer Gr��en durch Mittelwerte angen�

hert	 die aus �mit Hilfe stochastischer Prozesse erzeugten� Stichproben aus der
Menge aller m�glichen Kon�gurationen des zugrundeliegenden Modells stammen�
Die theoretische Grundlage unseres heutigen Verst�ndnisses kritischer Ph�no

mene bildet die Renormierungsgruppe� Unter anderem l��t sich mit ihrer Hilfe
verstehen	 wie es zu Skalengesetzen und Universalit�t kommt� Die Renormie

rungsgruppe ist ein sehr m�chtiges Werkzeug	 es ist jedoch wichtig zu bemerken	
da� ihre St�rken darin liegen	 qualitative Ergebnisse	 wie z�B� Skalengesetze	 zu
liefern� F�r quantitative Ergebnisse	 wie z�B� Zahlenwerte f�r universelle Gr��en	
ist man nach wie vor auf oben erw�hnte N�herungsmethoden und Monte
Carlo

Simulationen angewiesen� Die Grundlagen der Renormierungsgruppe im Zusam

menhang mit kritischen Ph�nomenen werden ausf�hrlich in Kapitel � erl�utert�
Vorrangiges Ziel dieser Arbeit war die Bestimmung der kritischen Exponenten
f�r die dreidimensionale ��d� XY
Universalit�tsklasse mit Hilfe von Monte
Carlo


�Es ist auch die Bezeichnung Landau�Ginzburg�Modell gebr�uchlich� F�r das ���Modell exi�
stiert neben der Beschreibung auf dem Gitter auch eine kontinuierliche Formulierung�

�Eine Zusammenfassung gel�ster Gittermodelle �ndet man in �
	�
�Die genannten Beispiele sind Methoden
 die auf dem Gitter angewandt werden� Es gibt

daneben noch weitere
 die im Kontinuum Verwendung �nden� Wichtige Beispiele hierf�r sind
im Zusammenhang mit kritischen Ph�nomenen� die Landau�Theorie �siehe z�B� ��	�
 st�rungs�
theoretische Rechnungen in drei Dimensionen �siehe z�B� ��	�
 ��Entwicklungen �siehe z�B� ��	��

	Die O�N ��invarianten nichtlinearen ��Modelle sind im Limes N � � exakt gel�st� N
kennzeichnet die Dimension der Feldvariablen� F�r eine Einf�hrung in ��N �Entwicklungen siehe
z�B� ��	�

�



Simulationen� Diese Universalit�tsklasse ist von besonderem Interesse	 da f�r sie
experimentell erhaltene Werte f�r kritische Exponenten existieren	 die die theore

tisch bestimmten an Genauigkeit deutlich �bertre�en� Diese Experimente wurden
f�r den �
Phasen�bergang von �He durchgef�hrt �
� Beispiele f�r solche Experi

mente sind die Arbeiten ���	 �
	 ���� Eine einf�hrende Darstellung des Phasen

�bergangs �ndet man z�B� in �����
Die Bestimmung kritischer Exponenten mit Hilfe von Monte
Carlo
Simulationen
wird	 neben der unvermeidlichen Beschr�nkung der Computerressourcen	 haupt

s�chlich durch zwei Dinge erschwert� Zum einen existieren Korrekturen zu den
Skalengesetzen und zum anderen k�nnen Computersimulationen nur auf endlich
gro�en Gittern durchgef�hrt werden� Die Schwierigkeiten	 die sich aus diesen bei

den Punkten ergeben	 sowie die in dieser Arbeit angewandten Methoden zu ihrer
�berwindung sollen im folgenden kurz angerissen werden�
Skalengesetze der Form ������ und ���
�� gelten nur in einer in�nitesimal kleinen
Umgebung des Phasen�berganges und f�r das unendlich gro�e System �thermo

dynamischer Limes�	 da es nur f�r dieses zu einem echten Phasen�bergang	 also
auch zur Divergenz thermodynamischer Gr��en ��	 kommen kann� Be�ndet man
sich nicht in einer in�nitesimal kleinen Entfernung vom kritischen Punkt	 so sind
Korrekturen zu ber�cksichtigen�

� � jtj���� � ajtj� � bjtj� ����� �����

� hei�t in der Literatur
�
universal correction to scaling exponent�� Die Korrek


tur � jtj� ist nicht
analytisch� Man wei� z�B� aus der 

Entwicklung	 da� f�r die
�d
XY
Universalit�tsklasse � � ��� ist� Der Term � jtj ist eine analytische Kor

rektur� Daneben gibt es noch eine Vielzahl h�herer Korrekturen	 �ber die bis
heute quantitativ nur wenig bekannt ist�
Gleichung ����� gilt nach wie vor nur f�r das unendlich gro�e System� In der
Praxis bedeutet dies f�r Monte
Carlo
Simulationen	 da� die Bedingung � ��
L	 wobei L die lineare Gitterausdehnung ist ��	 eingehalten werden mu�� Die
Korrelationsl�nge � w�chst f�r t � � stark an	 so da� man in Simulationen bei
Ann�herung an den Phasen�bergang zu sehr gro�en Gittern �bergehen mu�� Dies
ist jedoch in der Praxis kaum durchf�hrbar	 da die Rechenzeit rapide ansteigt�
Den Ausweg aus diesem Dilemma liefert das sogenannte �nite size scaling� Mit
Hilfe der Renormierungsgruppe lassen sich hierbei unter Ber�cksichtigung der
f�hrenden nicht
analytischen Korrektur f�r endliche Gitter verallgemeinerte

�
Man geht davon aus
 da� �He in der Umgebung des �bergangs in der 
d�XY�
Universalit�tsklasse liegt� Siehe z�B� ���	�

��Divergenzen thermodynamischer Gr��en erscheinen bei Simulationen endlicher Systeme
stets �gerundet�
 n�hern sich aber mit wachsender Systemgr��e dem Verhalten im thermodyna�
mischen Limes an�

��In dieser Arbeit wurden lediglich einfach kubische Gitter der Gr��e Ld betrachtet�

�



�
Finite
Size
Skalengesetze� der Form

� � L����
�
t

t

L���� cL��

�
�����

herleiten	 wobei die Konstanten t
 und c vom betrachteten System abh�ngen�
Hierbei gilt f�r die �d
XY
Universalit�tsklasse� � � �
� � ��	� Die Funktion �
wird als Skalenfunktion bezeichnet� Sie ist universell und analytisch und l��t sich
f�r kleine t und hinreichend gro�e L entwickeln�

� � L����� � c�tL
��� � c�L

�� � ���� � �����

Gesetze dieser Art sind nun auch g�ltig	 wenn � �� L nicht mehr erf�llt ist�
Wichtig ist die Tatsache	 da� die kritischen Exponenten dieselben sind wie in den
Skalengesetzen� Man kann mit Hilfe des �nite size scaling also auch Simulationen
zur Bestimmung kritischer Exponenten in der unmittelbaren N�he des Phasen

�bergangs durchf�hren �man spricht dann h�u�g von

�
Finite
Size
Techniken���

Simuliert man genau am kritischen Punkt	 so ist t � � und es gilt�

� � L����� � c�L
�� � ����� �����

Der Term � L�� wird als f�hrende Skalenkorrektur bezeichnet� Daneben gibt es
eine Vielzahl weiterer Skalenkorrekturen	 die jedoch schw�cher ins Gewicht fallen
���
Die f�hrende Skalenkorrektur erschwert nun betr�chtlich die Bestimmung kriti

scher Exponenten	 da sie in Fitans�tze miteinbezogen werden mu� ��� Man m�chte
sie also gerne �loswerden�� Der naheliegendste Ansatz ist es	 die Simulation an sehr
gro�en Gittern durchzuf�hren	 was jedoch einen starken Anstieg der ben�tigten
Rechenzeit mit sich f�hrt�
Ein wesentlich eleganterer Zugang ist die Methode der verbesserten Wirkung �

�
im


proved action��� Hierbei betrachtet man im einfachsten Fall Modelle	 deren Ha

miltonfunktion bzw� Wirkung zwei Parameter �Kopplungskonstanten� enth�lt���
Die Amplitude c� der f�hrenden Skalenkorrektur in ����� h�ngt dann direkt von ei

ner dieser Kopplungskonstanten ab� Die Amplitude besitzt eine Nullstelle	 die f�r
alle Gr��en	 die ein Verhalten der Form ����� aufweisen	 gleich ist� Man versucht
nun durch geeigneteWahl der Kopplungskonstanten die f�hrende Skalenkorrektur
zu eliminieren �Kapitel ���
Die Monte
Carlo
Simulationen zur Bestimmung der kritischen Exponenten der
�d
XY
Universalit�tsklasse wurden am zweikomponentigen��
Modell ausgef�hrt�

��Der n�chsth�here Korrekturexponent f�r die 
d�XY�Universalit�tsklasse ist �� � ��
��Je mehr freie Parameter ein Fitansatz enth�lt
 umso genauer m�ssen die Me�daten sein
 will

man die Genauigkeit der ge�tteten Gr��e festhalten� F�r Monte�Carlo�Simulationen bedeutet
dies eine Erh�hung der Rechenzeit�

���blicherweise enthalten Modelle wie das Ising�Modell lediglich eine Kopplungskonstante in
der Hamiltonfunktion
 sofern man sie ohne �u�eres Feld betrachtet�

�



Hierbei wurden Finite
Size
Techniken und die Methode der verbessertenWirkung
verwendet� Das Simulationsprogramm wird in Kapitel � beschrieben	 Kapitel �
enth�lt die Auswertung der Daten und den Vergleich der Ergebnisse dieser Arbeit
mit experimentell und theoretisch erhaltenen Werten anderer aktueller Arbeiten�
Kapitel � schlie�lich bietet eine Zusammenfassung und einen Ausblick�

�



Kapitel �

Gittermodelle

��� Einf�hrung und De�nitionen

Unter einem Gitter versteht man allgemein eine periodische Anordnung von
Punkten� Der Einfachheit halber werden in dieser Arbeit ausschlie�lich einfach
kubische Gitter in d Dimensionen mit linearer Abmessung 
L in jeder der d Raum

richtungen betrachtet� Die Gitterkonstante a bezeichnet den Abstand der Gitter

punkte� Im folgenden soll unter der �linearen� �Gitterl�nge� L stets 
L
a verstan

den werden	 womit L eine dimensionslose Gr��e ist� Die Anzahl der Gitterpunkte
ist dann V � Ld�
Die Gitterpunkte seien in jeder Raumrichtung mit �� �� ���� L� � durchnumeriert	
jeder Gitterpunkt �site� kann dann durch ein d
Tupel �Koordinaten� gekennzeich

net werden� Die einzelnen Raumrichtungen �� ���� d seien mit � bezeichnet	 �� sei
ein Einheitsvektor in Richtung �� Zwei Gitterpunkte gelten als direkt benachbart	
wenn sie sich in einer ihrer Koordinaten um �� unterscheiden�
Um nun ein Gittermodell zu erhalten	 wird jedem Gitterpunkt ein oder mehrere
lokale Freiheitsgrade zugeordnet	 die Werte aus einer bestimmten Menge S an

nehmen k�nnen� Eine Kon�guration C ist dann die Vorgabe von Werten aus S
f�r die lokalen Freiheitsgrade an jedem Punkt�
Auf den Gittermodellen lassen sich Observablen A de�nieren ��
Zur Bestimmung von Erwartungswerten von Observablen ben�tigt man noch die
De�nition einer HamiltonfunktionH f�r das jeweilige Modell� In der statistischen
Physik stehen verschiedene Gesamtheiten zur Bestimmung von Erwartungswer

ten im thermodynamischenGleichgewicht zur Verf�gung� Bei den in dieser Arbeit
durchgef�hrten Simulationen wurde stets die kanonische Gesamtheit gew�hlt� In
dieser de�niert die Hamiltonfunktion einen Boltzmannfaktor exp���H� und da

mit die Zustandssumme Z des Systems� Der Erwartungswert hAi einer Observa


�Wir betrachten Modelle der statistischen Physik� Bei A wird es sich also i�a� um eine
�Modellversion� einer thermodynamischen Gr��e
 wie z�B� der Magnetisierung
 handeln�

�



blen A ist dann gegeben durch�

hAi � �

Z

X
C

A�C� exp���H�C�� � �
���

wobei
Z �

X
C

exp���H�C�� �
�
�

die Zustandssumme des Systems ist und
P

C die Summe �ber alle m�glichen
Kon�gurationen bezeichnet ��
Die Hamiltonfunktion eines Gittermodells setzt sich i�a� aus Termen zusam

men	 die Freiheitsgrade auf benachbarten Gitterpunkten miteinander koppeln�
Hat das zugrunde gelegte Gitter eine endliche Ausdehnung	 so m�ssen geeig

nete Randbedingungen de�niert werden� In dieser Arbeit werden ausschlie�lich
periodische Randbedingungen betrachtet� Das bedeutet	 da� die Gitterpunkte
����� xi��� �� xi��� ���� und ����� xi��� L��� xi��� ���� als direkt benachbart gelten	 und
zwar f�r alle i � �� ���� d� Diese Wahl der Randbedingungen hat eine hohe Sym

metrie	 da alle Punkte gleichberechtigt sind� Abbildung 
�� illustriert periodische
Randbedingungen am Beispiel eines zweidimensionalen Gitters�

��� Das Ising�Modell

Das einfachste Gittermodell ist das Ising
Modell� Es war urspr�nglich als sehr
einfache Beschreibung eines Ferromagneten mit uniaxialer Symmetrie gedacht	
kann jedoch dar�ber hinaus auch zur Beschreibung von z�B� bin�ren Gemischen
dienen�
Das Ising
Modell ist f�r d � � ���� und d � � ���� exakt gel�st	 f�r den dreidimen

sionalen Fall existiert bis heute trotz der Einfachheit des Modells keine exakte
L�sung� Die Feldvariable �spin� sx kann beim Ising
Modell lediglich die Werte
sx � f��� �g annehmen� Geht man von der Modellierung eines einfachen Fer

romagneten aus	 so symbolisieren die Spins kleine Elementarmagneten	 die sich
lediglich entlang einer Achse ausrichten k�nnen �

�
spin up�	

�
spin down���

Die Hamiltonfunktion ist gegeben durch�

H � �J X
�xy�

sxsy � h
X
x

sx � �
���

������ und ����� gelten streng genommen nur f�r Modelle mit diskreten Freiheitsgraden
 de�
ren Kon�gurationen abz�hlbar sind� Bei Gittermodellen mit kontinuierlichen Freiheitsgraden

wie das in dieser Arbeit betrachtete ���Modell
 sind die Kon�gurationen nicht mehr abz�hlbar�
In diesem Fall ist die Summe �ber alle Kon�gurationen durch ein nV�dimensionales Integral
�ber die einzelnen Feldvariablen zu ersetzen
 wobei n die Zahl der Freiheitsgrade pro Gitter�
punkt �Dimension der Feldvariablen� und V die Anzahl der Gitterpunkte ist� F�r die in diesem
Kapitel dargestellten Sachverhalte ist dieser Unterschied allerdings ohne Bedeutung
 man kann
die Summe auch als ein solches Integral lesen�

��



Abbildung 
��� Periodische Randbedingungen in 
d� Die durch gestrichelte Kur

ven verbundenen Gitterpunkte gelten als direkt benachbart� Die Abbildung
stammt aus �����

wobei x die einzelnen Gitterpunkte numeriert und sx der Wert des Spins auf dem
Gitterpunkt x ist� Dabei bezeichnet � xy � ein Paar von n�chsten Nachbarpunk

ten auf dem Gitter� J ist die Kopplungsst�rke zwischen benachbarten Spins und
h ein �u�eres Feld� F�r J � � hat man das Modell eines Ferromagneten	 f�r J � �
das eines Antiferromagneten� In dieser Arbeit wird des �fteren o�B�d�A� J � � ge

setzt� F�r den Spezialfall h � � weist das Modell f�r d � � einen kontinuierlichen
Phasen�bergang auf�
Als Beispiel f�r eine Observable sei die Magnetisierung angef�hrt�

M �
X
x

sx � �
���

��� O�N��invariante nichtlineare ��Modelle

W�hlt man verallgemeinernd die Feldvariable als N 
dimensionalen Einheitsvek

tor	 so erh�lt man die sogenanntenO�N�
symmetrischen nichtlinearen �
Modelle�
F�r N � � bekommt man das Ising
Modell	 f�r N � � das XY�Modell und f�r
N � 
 das Heisenberg�Modell�
Die Bezeichnung O�N� bezieht sich auf die Invarianz dieser Modelle� F�r eine
Drehung R � O�N� �ndert die Transformation �sx � R�sx	 an allen Gitterpunkten
x gleichzeitig ausgef�hrt	 die Hamiltonfunktion nicht�

��



��	 Das ���Modell

Beim ��
Modell �Landau
Ginzburg
Modell� auf dem Gitter � ist die Feldvariable
��x ein N 
dimensionaler Vektor mit reellen Komponenten�
Die Wirkung � ist gegeben durch�

S �
X
x

�
��X

�

��x��x��� � ���x � �����x � ���
�
� �
���

Der Boltzmannfaktor ist gegeben durch exp��S�� � �ndet man in der Literatur
oft auch die Bezeichnung �� �� wird h�u�g als �hopping parameter� bezeichnet��
Das Modell weist in d � � einen kontinuierlichen Phasen�bergang auf� Aufgrund
der zwei Parameter �Kopplungskonstanten� � und � in der Wirkung �ndet man
hierbei eine kritische Linie �c���	 die die beiden Phasen voneinander trennt ��
F�r � � � erh�lt man das N 
komponentige Gau�sche Modell	 im Limes � ��
wird das Modell in Abh�ngigkeit vonN exakt zum jeweiligenO�N�
symmetrischen
nichtlinearen �
Modell ��
In drei Dimensionen liegt f�r � � � das N 
komponentige Modell in der gleichen
Universalit�tsklasse wie das entsprechende O�N�
symmetrische nichtlineare �

Modell�

��
 Weitere Gittermodelle

Neben den bereits vorgestellten gibt es eine Vielzahl weiterer Gittermodelle	 zum
Beispiel die q�Zustands Pottsmodelle	 die ebenfalls eine Verallgemeinerung des
Ising
Modells darstellen� Hier kann der Spin q verschiedene Zust�nde einnehmen	
also sx � �� �� ���� q� Die Hamiltonfunktion dieses Modells lautet�

H � �J X
�xy�

�sx	sy � �
���

F�r einen einf�hrenden �berblick in das Thema Gittermodelle sei z�B� auf ���
verwiesen�

�F�r dieses Modell existiert auch eine Formulierung im Kontinuum�
�Das Modell stammt aus der Feldtheorie� Dort ist die Bezeichnung Wirkung �blich� Der

Zusammenhang mit der Hamiltonfunktion ist gegeben durch� S � �H�
�Beim Ising�Modell ohne �u�eres Feld enth�lt die Hamiltonfunktion nur einen Parameter ��

Somit gibt es lediglich einen kritischen Punkt �bei � � �c��
�Der Grenzfall ��� erzwingt j��xj � ��

�




Kapitel �

Monte�Carlo�Simulationen in der

statistischen Physik

In diesemKapitel sollen die grundlegenden Verfahren der Monte
Carlo
Simulationen
in der statistischen Physik	 insbesondere im Zusammenhang mit Gittermodel

len	 erl�utert werden� Dabei wird zur Veranschaulichung des �fteren auf das in
Abschnitt 
�
 eingef�hrte Ising
Modell zur�ckgegri�en� Die Darstellung ist bei
weitem nicht vollst�ndig	 zur Vertiefung greife man beispielsweise auf ���	 ��	 
��
zur�ck�

��� Motivation

Ein Modell der statistischen Physik kann als gel�st angesehen werden	 wenn es
gelungen ist	 die Zustandssumme �
�
� zu berechnen� Dies ist jedoch auf direk

temWege bereits f�r das sehr einfache Ising
Modell �u�erst schwierig� Der Grund
liegt darin	 da� die Zahl der Kon�gurationen beim Ising
Modell mit wachsender
Gittergr��e exponentiell ansteigt	 genauer mit �V 	 wenn V die Anzahl der Git

terpunkte bezeichnet� Man mu� also nach anderen Methoden zur L�sung des
Modells Ausschau halten� F�r das ein
 und zweidimensionale System existieren
exakte L�sungen �z�B� der Transfermatrixformalismus�	 f�r das dreidimensionale
System gibt es bis heute keine Methode zur exakten L�sung des Modells� Hier
kann nun neben den in der Einleitung erw�hnten N�herungsmethoden die Technik
der Monte
Carlo
Simulation helfen�

��� Simple sampling

Die grundlegende Idee der Monte
Carlo
Simulation ist es	 aus der riesigen Zahl
m�glicher Kon�gurationen eine Stichprobe von N Kon�gurationen zuf�llig her

auszugreifen und den Erwartungswert hAi der Observablen A durch den Mittel


��



wert �A anzun�hern �� Zuf�llig hei�t in diesem Zusammenhang	 da� die Kon�gu

rationen mit Hilfe eines stochastischen Prozesses erzeugt werden�
Der naivste Zugang ist hierbei	 dieN Kon�gurationen Ci unabh�ngig voneinander
und mit gleichem statistischen Gewicht zu erzeugen� Diese Methode wird als
simple sampling bezeichnet� Der so erhaltene Mittelwert der Gr��e A lautet�

�A �
�

NP
i
�

exp���H�Ci��

NX
i
�

A�Ci� exp���H�Ci�� � �����

wobei die �Messwerte� A�Ci� und H�Ci� die Werte der Observablen A und H
sind	 die sich aus der Kon�guration Ci ergeben�
Die Methode des simple samplings ist	 wie der Name schon sagt	 sehr einfach	
hat aber einen gravierenden Nachteil� Nur wenige Kon�gurationen haben n�m

lich einen vergleichsweise gro�en Boltzmannfaktor exp���H�� Demzufolge tragen
auch nur wenige Kon�gurationen entscheidend zur Zustandssumme und damit
auch zum Erwartungswert der Gr��e A bei� Dieser Sachverhalt wird mit stei

gender Gittergr��e immer ausgepr�gter� Zur Veranschaulichung betrachte man
Tabelle ����

L Anteil

 �����
� �����
� ������
� ����
��

Tabelle ���� Anteil der Kon�gurationen die n�tig sind	 um ��� der Zustandssum

me im 
d Ising
Modell am Phasen�bergang zu erhalten�

Beim simple sampling werden nun aber alle N Kon�gurationen mit gleicher
Wahrscheinlichkeit erzeugt� Das bedeutet	 da� man die meisten Kon�guratio

nen �nutzlos� erzeugt� Die Methode des simple sampling ist also sehr une�ektiv�
Eine bessere Idee w�re es	 von vornherein die ma�geblichen Kon�gurationen her

auszugreifen	 sie also bereits mit einer Wahrscheinlichkeit proportional zu ihrem
Boltzmannfaktor zu erzeugen� Dies ist in der Tat m�glich und wird als importance
sampling bezeichnet�

�Im Limes N �� wird �A zu hAi�

��



��� Importance sampling und Markov�Prozesse

Die Methode des importance sampling versetzt uns in die Lage	 Kon�gurationen
mit ihrer Boltzmann
Wahrscheinlichkeit

p�C� �
�

Z
exp���H�C�� ���
�

zu erzeugen�
Der Erwartungswert einer Observablen A wird dann angen�hert durch�

hAi � �A �
�

N

NX
i
�

A�Ci� � �����

Zun�chst einmal ist die direkte Erzeugung einer Kon�guration mit ihrer zuge

h�rigen Wahrscheinlichkeit ���
� nicht m�glich	 da die Zustandssumme Z	 die
die richtige Normierung festlegt	 nicht bekannt ist� Man kennt aber stets das
Verh�ltnis

p�X�

p�Y �
� exp����H�X��H�Y �� � �����

wobei X und Y zwei beliebige Kon�gurationen sein sollen� Es ist nun m�glich	
Kon�gurationen mit ihrem richtigen Gewicht nur aufgrund dieser Kenntnis zu
erzeugen�
Der hierbei zugrunde gelegte stochastische Proze� hei�t Markov�Proze�� Im fol

genden sei ein Markov
Proze� �Markov
Kette� ��Ordnung betrachtet� Die einzel

nen Glieder der Kette sind generierte Kon�gurationen des Modells� Man erzeugt
diese jedoch nicht wie beim simple sampling unabh�ngig voneinander	 sondern
eine neue Kon�guration Ci�� ausgehend von einer bereits vorhandenen Ci	 der
zu diesem Zeitpunkt letzten in der Kette� Man erh�lt also eine stochastische
Dynamik	 d�h� eine zeitliche Abfolge von Kon�gurationen�
Der Markov
Proze� ��Ordnung zeichnet sich nun dadurch aus	 da� alle Kon�gura

tionen	 die in diesem Sinne zeitlich vor Ci liegen	 f�r die Erzeugung von Ci�� keine
Rolle spielen �man spricht deshalb auch von einem ged�chtnislosen Proze��� Die
statistischen Eigenschaften der Markov
Kette sind vollst�ndig beschrieben durch
Festlegung einer �bergangswahrscheinlichkeit P �Ci��� Ci� von einer Kon�gura

tion Ci zu einer Kon�guration Ci��� Entscheidend ist nun	 da�	 bei Einhaltung
bestimmter Bedingungen an P �Ci��� Ci�	 die durch die Markov
Kette erzeugte
Verteilung der Kon�gurationen im Limes unendlich vieler erzeugter Kon�gura

tionen gegen die Boltzmannverteilung konvergiert� Diese Bedingungen lauten im
einzelnen �seien im folgenden erneut X und Y zwei beliebige Kon�gurationen��
�� Normierung� X

Y

P �Y�X� � � � �����

Dies gelte f�r alleX und bedeutet	 da� es genau eine Nachfolgekon�guration gibt�

��




� Ergodizit�t�
P �Y�X� � � � �����

Dies gelte f�r alle X und alle Y und bedeutet	 da� jede Kon�guration erreicht
werden kann�
�� Stabilit�t� X

X

P �Y�X�p�X� � p�Y � � �����

mit p gem�� ���
�� Dies gelte f�r alle Y �
Es seien nun die Bedingungen �� bis �� erf�llt und es bezeichne V �X� eine Ver

teilung der erzeugten Kon�gurationen� Gegeben sei eine Startverteilung V
�X��
Die Kette wird fortgesetzt durch Vt���X� �

P
Y P �X�Y �Vt���Y ��

Dann wird im Limes gro�er t die Boltzmannverteilung erreicht�

lim
t��

jjVt � pjj � � � �����

mit
jjVt � pjj ��X

X

jVt�X�� p�X�j � �����

Beweis� X
X

jVt���X�� p�X�j

�
X
X

jX
Y

P �X�Y �Vt�Y �� p�X�j

�
X
X

jX
Y

P �X�Y ��Vt�Y �� p�Y ��j

Mit 
P �X�Y � � P �X�Y �� Pmin � � und Pmin � ��

�
X
X

jX
Y


P �X�Y ��Vt�Y �� p�Y �� � Pmin

X
Y

�Vt�Y �� p�Y ��j
Mit der Dreiecksungleichung�

	 X
X

X
Y

j 
P �X�Y ��Vt�Y �� p�Y ��j

Da 
P �X�Y � � � �

�
X
X

X
Y


P �X�Y �j�Vt�Y �� p�Y ��j
Mit der Eigenschaft ���

� �� �NPmin�
X
Y

j�Vt�Y �� p�Y ��j �

������

wobei N die Zahl aller Kon�gurationen und Pmin die minimale �bergangswahr

scheinlichkeit bezeichnet�
Damit wurde gezeigt	 da� die Markovkette bei beliebiger Startverteilung gegen
die Boltzmannverteilung konvergiert�

��



Es gilt�

jjVt � pjj 	 exp
�
� t

r

�
jjV
 � pjj � ������

mit�
r � ��
 ln�� �NPmin� � ����
�

Schl�gt man nun einen konkreten Algorithmus vor	 der die Eigenschaften der
Markov
Kette ausnutzt und somit Kon�gurationen mit ihrem richtigen statisti

schen Gewicht erzeugt	 so ist stets zu zeigen	 da� der Algorithmus obige Bedingun

gen erf�llt� Die Stabilit�t ist in der Praxis f�r einen vorgeschlagenen Algorithmus
i�a� schwer zu zeigen� Man begn�gt sich deshalb h�u�g mit der st�rkeren	 aber
daf�r einfacheren Bedingung�

P �Y�X�

P �X�Y �
�

p�Y �

p�X�
� ������

Diese Bedingung wird als detailed balance bezeichnet und gelte f�r alleX und alle
Y � Sie ist hinreichend f�r die Stabilit�t	 wie man unter Benutzung der Normierung
einfach sieht� X

X

P �Y�X�p�X� �
X
X

P �X�Y �p�Y � � p�Y � � ������

In diesemZusammenhang sei noch bemerkt	 da� die Verkettung einzelnerMarkov

Prozesse	 die jeder f�r sich detailed balance erf�llen	 zu einem Gesamtproze�
m�glich ist	 der zwar in der Regel detailed balance nicht mehr erf�llt	 wohl aber
das entscheidende Kriterium der Stabilit�t�

��	 Der Metropolis�Algorithmus

In diesem Abschnitt soll der Metropolis
Algorithmus �
��	 der die Eigenschaften
eines Markov
Prozesses erf�llt und somit importance sampling liefert	 erl�utert
werden� Dieser Algorithmus wurde auch bei den Simulationen in dieser Arbeit
eingesetzt�
BeimMetropolis
Algorithmus wird die �bergangswahrscheinlichkeit in zwei Teile
aufgespalten� zum einen in die Wahrscheinlichkeit T �Y�X�	 ausgehend von einer
Kon�guration X eine Kon�guration Y vorzuschlagen	 und zum anderen in die
Wahrscheinlichkeit A�Y�X�	 mit der der Vorschlag Y akzeptiert wird� Falls er
nicht akzeptiert wird	 so wird einfach die alte Kon�guration beibehalten� Somit
l��t sich P �Y�X� schreiben als�

P �Y�X� � A�Y�X�T �Y�X� �

�
��X

Y

A�Y�X�T �Y�X�

�
��X�Y �� ������

��



Dabei werden an T und A folgende Bedingungen gestellt�
X
Y

T �Y�X� � �� ������

T �X�Y � � T �Y�X� ������

und
A�Y�X� � minf�� exp����H�Y ��H�X��g � ������

Gleichung ������ ist hierbei nicht die einzige M�glichkeit f�r die Wahl einer Ak

zeptanzwahrscheinlichkeit�Die einfachste Modi�kation w�re es	A�Y�X�mit einer
Konstanten zwischen � und � zu multiplizieren	 was jedoch in der Regel zu einer
Verschlechterung des Algorithmus f�hrt�
Es bleibt noch zu beweisen	 da� der Algorithmus tats�chlich die in Abschnitt ���
aufgef�hrten Bedingungen f�r die Erzeugung boltzmannverteilter Kon�guratio

nen erf�llt�
Die Normierungsbedingung ����� ist erf�llt	 wie man sofort an ������ sieht�
Der Beweis von detailed balance ������ lautet wie folgt�
Seien X 
� Y und H�X� � H�Y �� Dann gilt�

P �Y�X�

P �X�Y �
�

T �Y�X�A�Y�X�

T �X�Y �A�X�Y �

�
�

exp����H�X��H�Y ��

�
exp���H�Y ��

exp���H�X��
�

Analog zeigt man H�X� 	 H�Y �	 der Fall X � Y ist trivial� Zum Beweis der Er

godizit�t mu� die Vorschlagswahrscheinlichkeit T �Y�X� noch genauer spezi�ziert
werden�
Der Einfachheit halber sei dies hier am Beispiel des Ising
Modells durchgef�hrt
��
Bei der konkreten Anwendung des Metropolis
Algorithmus auf das Ising
Modell
wird in einem elementaren Schritt vorgeschlagen	 den Wert des Spins sx am Git

terpunkt x umzuklappen �zu �ippen�	 um eine neue Kon�guration zu erzeugen�
Die Vorschlagswahrscheinlichkeit daf�r l��t sich schreiben als�

Tx�Y�X� � ���s�� �����sx� ���� sV �� �s�� ���� sx� ���� sV �� � ������

Zur Bestimmung der Akzeptanzwahrscheinlichkeit mu� H�Y ��H�X� berechnet
werden� Hierbei heben sich die meisten Terme auf	 da sich der Spin nur an einem
Gitterpunkt �ndert�

�Die Umsetzung des Metropolis�Algorithmus auf das in dieser Arbeit benutzte ���Modell
�ndet sich in Abschnitt ��
��

��



Es bleibt�
H�Y ��H�X� � �sx

X
y
nn
x

sy � ���
��

wobei y�nn�x bedeutet� y ist n�chster Nachbar von x� Man erh�lt�

Ax�Y�X� � min

�
�� exp

�
���sx

X
y
nn
x

sy

��
� ���
��

Ein solcher Elementarschritt reicht jedoch nicht aus	 um Ergodizit�t zu gew�hrlei

sten� Dies kann erst durch Verkettung mehrerer Elementarschritte erreicht wer

den� Hierbei gibt es mehrere M�glichkeiten� Man kann zum Beispiel f�r jeden
elementaren Schritt den Gitterpunkt zuf�llig ausw�hlen	 so da� durch hinrei

chend viele Elementarschritte prinzipiell jede m�gliche Kon�guration mit einer
endlichen Wahrscheinlichkeit erreicht werden kann� In der Praxis hat sich dieses
Schema jedoch nicht bew�hrt� Stattdessen benutzt man in der Regel einen regel

m��igen Durchgang durch das Gitter	 wobei jeder Gitterpunkt im Verlauf eines
solchen sweeps genau einmal besucht wird� Man beachte	 da� dieses Schema nur
f�r jeden Elementarschritt detailed balance erf�llt	 der verkettete Algorithmus
aber dennoch korrekt bleibt	 da er aus einer Verkettung korrekter Einzelschritte
besteht und somit die Stabilit�t erf�llt�
Algorithmen	 die in einem Elementarschritt lediglich Ver�nderungen an einem
Gitterpunkt zulassen	 bezeichnet man als lokale Algorithmen�
Neben dem Metropolis
Algorithmus seien an dieser Stelle als Beispiele das soge

nannte W�rmebad
Verfahren �heat bath� und �berrelaxations
Algorithmen �over�
relaxation� genannt�
Im Gegensatz dazu gibt es Algorithmen	 die in einem Schritt gr��ere Kon�gu

rations�nderungen erzeugen k�nnen� Diese bezeichnet man als nichtlokale Algo

rithmen �siehe Kapitel �����

��
 Fehleranalyse korrelierterMonte�Carlo�Daten

Algorithmen	 die auf Markov
Prozessen basieren �importance sampling�	 garan

tieren zwar eine deutlich verbesserte Auswahl der Kon�gurationen des simulierten
Modells	 die einzelnen Kon�gurationen der Stichprobe sind jedoch nicht mehr de

korreliert	 wie es beim simple sampling der Fall ist� Dies macht die Fehleranalyse
kompliziert� Im folgenden soll die Beschreibung auf die wesentlichen Gesichts

punkte beschr�nkt bleiben	 tieferen Einblick bieten z�B� ���	 
�	 
�	 
���

��



����� Autokorrelationszeiten

Sei �A ein durch importance sampling gewonnener Mittelwert der Gr��e A aus
einer Stichprobe der Gr��e N � Der statistische Fehler � lautet dann�

�� �A� �

s
��A
N

���A� � ���
��

wobei die integrierte Autokorrelationszeit �A de�niert ist durch�

�A ��
�

�

�X
t
��

�A�t� �
�

�
�

�X
t
�

�A�t� � ���
��

Hierbei wurde die normierte Autokorrelationsfunktion

�A�t� ��
hAiAi�ti � hAi�
hA�i � hAi� ���
��

eingef�hrt� Der Index i numeriert die einzelnen Messungen�
Hierzu einige Bemerkungen� In der Praxis liegen nat�rlich nur endlich viele Mes

sungen N vor� Das bedeutet	 da� t h�chstens den Wert N � � annehmen kann�
Weiterhin wird in der Praxis neben �� �A� auch �A numerisch aus den Me�da

ten bestimmt� Es hat sich als sinnvoll erwiesen	 dabei die Summation �ber t auf
tmax � ��A einzuschr�nken ��
Die normierte Autokorrelationsfunktion und damit auch die integrierte Autokor

relationszeit sind f�r verschiedene Gr��en A unterschiedlich �daher der Index
A��
Die normierte Autokorrelationsfunktion f�llt mit wachsendem t ab� Dies ist ein

leuchtend	 da t die �Monte
Carlo
Zeit�	 d�h� den Abstand zweier zur Messung von
A beitragenden Kon�gurationen aus der Markov
Kette	 bezeichnet� Je gr��er t	
desto �unabh�ngiger� die Kon�gurationen�
Gleichung ���
�� l��t sich dahingehend interpretieren	 da� sich die Zahl der ef

fektiv unabh�ngigen Messungen von N �simple sampling� auf N
���A� reduziert�
Die integrierte Autokorrelationszeit �A ist mit einem statistischen Fehler behaftet	
der von der Summationsgrenze tmax abh�ngt und wie folgt abgesch�tzt werden

�In der Praxis hat man oft nur eine Me�reihe der Gr��e N vorliegen� In diesem Fall kann
�� �A� nicht direkt bestimmt werden� Deshalb bringt man in Gleichung �
��
� �� �A� mit ��A� in
Verbindung� Auf eine Herleitung dieses Zusammenhangs sei hier aus Platzgr�nden verzichtet�
��A� l��t sich aus einer Me�reihe absch�tzen�

��A� �
�

N � �

vuut NX
i��

� �A �Ai�� 	 �
����

�Da die normierte Autokorrelationsfunktion exponentiell mit t abf�llt
 w�rden gr��ere tmax
nur noch zur Aufnahme von �stochastischem Rauschen� f�hren�
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kann �

��

����A� � �

N
���tmax � ��� �A � ���
��

����� Die Binning�Methode

Die Binning
Methode bietet eine weitere M�glichkeit zur Absch�tzung des sta

tistischen Fehlers aus korrelierten Datens�tzen� Hierzu teilt man die Daten in
�Teilme�reihen� �bins� der Gr��e nb ein und bildet zun�chst N
nb Mittelwerte �Aj

in den einzelnen Bins�

�Aj �
�

nb

jnbX
i
�j���nb��

� ���
��

Die Idee ist nun	 da� die einzelnen �Aj im Limes nb �� statistisch unabh�ngig
werden �� Somit kann man auf die Fehlerabsch�tzung f�r unkorrelierte Daten
zur�ckgreifen �

�� �A� �

r
nb
N
�� �A� � ���
��

In der Praxis berechnet man den statistischen Fehler bei festem N f�r eine Reihe
verschiedener nb und pr�ft	 ob sich der Fehler mit wachsendem nb stabilisiert�
Hierbei ist jedoch zu beachten	 da� mit wachsender Binl�nge die Zahl der Bins
sinkt und somit die Ungenauigkeit der Bestimmung des statistischen Fehlers an

steigt� Damit die Binning
Methode einen guten Sch�tzwert f�r den Fehler liefert	
sollte stets gelten�

�A �� nb �� N � ���
��

Die im vorherigen Abschnitt beschriebene Methode der Fehleranalyse mit Hilfe
der integrierten Autokorrelationszeit liefert eine genauere Bestimmung des sta

tistischen Fehlers und ist insbesondere bei relativ kleinem N vorzuziehen� Ist N
jedoch sehr gro� �typischerweise mehrere Millionen Messungen	 wie bei den Simu

lationen in dieser Arbeit�	 so kann die Binning
Methode bedenkenlos angewandt
werden�

����� Die Jackknife�Methode

Die Binning
Methode ist f�r Gr��en geeignet	 die sich als Erwartungswert oder als
lineare Funktion von Erwartungswerten schreiben lassen� Betrachtet man hinge

gen Gr��en	 die eine nichtlineare Funktion von Erwartungswerten darstellen	 wie
z�B� die Binderkumulante �����	 so kann deren Fehler durch die Binning
Methode
nicht mehr in zufriedenstellender Form bestimmt werden�
Im Falle nichtlinearer Funktionen F �hAi� hBi� ���� greift man daher zur sogenann

ten Jackknife�Methode �
�	 
��� Hierbei werden zur Bestimmung des statistischen

�Dies liegt daran
 da� die im letzten Abschnitt eingef�hrte Autokorrelationsfunktion 
A
exponentiell abf�llt�
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Fehlers Datens�tze gebildet	 die zu den Bins der Binning
Methode �komplemen

t�r� sind �

�
gelochte bins�� und f�r jeden dieser Datens�tze die Mittelwerte der

Observablen A�B� ��� bestimmt�


Aj �
�

N � nb

�
� NX
i
�

Ai �
jnbX

i
�j���nb��

Ai

	
A � ������

Man mittelt also die j gelochten Bins jeweils fast �ber den gesamten Datensatz�
Bildet man nun noch 
Fj� 
Aj� 
Bj� ����	 so lautet der statistische Fehler von F �

��F � �

vuuutm
�
� �

m

mX
j
�


F �
j � �

�

m

mX
j
�


Fj��

	
A � ������

m � N
nb bezeichnet hierbei die Anzahl der Bins�
Ist F eine Gr��e	 die sich direkt als Erwartungswert schreiben l��t	 so geht Glei

chung ������ in Gleichung ���
�� �ber�
�hnlich wie beim Binning mu� man sich auch hier in der Praxis von der Stabili

sierung des Fehlers mit wachsendem nb �berzeugen�

��� Critical slowing down

N�hert man sich in Simulationen einem kontinuierlichen Phasen�bergang	 so
steigt die Korrelationsl�nge stark an� Im Falle des Ising
Modells bedeutet dies	
da� gro�e Dom�nen parallel gerichteter Spins auftreten� Kon�gurationen	 die sol

che Dom�nen enthalten	 besitzen ein hohes statistisches Gewicht�
In der Umgebung eines kontinuierlichenPhasen�bergangs bewirkt die divergieren

de Korrelationsl�nge des Systems deshalb in der Regel eine drastische Erh�hung
der Autokorrelationszeiten von Gr��en	 die mit Hilfe eines Markov
Prozesses be

stimmt werden� Dies wird als

�
kritische Verlangsamung� �critical slowing down�

bezeichnet� Besonders betro�en sind hierbei lokale Algorithmen�
Der Grund daf�r liegt darin	 da� lokale Algorithmen wie Metropolis nicht in der
Lage sind gr��ere Kon�gurations�nderungen	 wie z�B� die Erzeugung und Ver

nichtung von Dom�nen	 in einem Schritt durchzuf�hren	 und damit ein e�ektives
Durchlaufen der physikalisch relevanten Kon�gurationen zu erm�glichen�
Eine M�glichkeit zur Bek�mpfung des critical slowing down bieten nichtlokale Al

gorithmen	 wie z�B� die im n�chsten Abschnitt vorgestellten Clusteralgorithmen�
Das Verhalten der integrierten Autokorrelationszeit am Phasen�bergang l��t sich
wie folgt beschreiben�

�A � �zA � ����
�

zA nennt man den dynamischen kritischen Exponenten des verwendeten Algorith

mus im Bezug auf die Observable A� Im Falle endlicher Gitter bildet die lineare







Gitterausdehnung L eine obere Schranke f�r die Korrelationsl�nge� Am kritischen
Punkt gilt dann�

�A � LzA � ������

Den dynamischen kritischen Exponenten z eines Algorithmus de�niert man i�a�
�ber die am langsamsten dekorrelierende Observable des Systems� F�r z�B� den
lokalen Metropolis
Algorithmus gilt z � �� Er ist deshalb zur Simulation kontinu

ierlicher Phasen�berg�nge nur unter Einsatz erheblicher Rechenleistung geeignet�
Man ist stets bem�ht	 Algorithmen mit m�glichst kleinem z zu �nden�

��� Clusteralgorithmen

Clusteralgorithmen wurden ���� zum ersten Mal von R�H� Swendsen und J�S�
Wang �
�� f�r das Ising
Modell vorgeschlagen� Inzwischen existieren verschiedene
Variationen �z�B� der Single�Cluster
Algorithmus	 U� Wol� ���� �
��� und auch
Umsetzungen f�r weitere Modelle�
Im folgenden sei der Swendsen
Wang
Algorithmus der Einfachheit halber am
Ising
Modell erl�utert sowie der Single
Cluster
Algorithmus kurz vorgestellt�
Die Umsetzung auf das in dieser Arbeit benutzte zweikomponentige ��
Modell
�ndet sich in Abschnitt ������
Aus Platzgr�nden sei in diesem Abschnitt auf Beweise der Korrektheit der Algo

rithmen verzichtet	 diese sind in den angegebenen Referenzen zu �nden�
Die naheliegendste Idee zur Bek�mpfung des critical slowing down ist es	 in ei

nem gr��eren Teil des Gitters alle Spins in einem Schritt umzuklappen� Die ein

fachste M�glichkeit w�re hierbei	 im Metropolis
Algorithmus vorzuschlagen	 das
Vorzeichen aller Spins in einem Teilgitter der Gr��e ld zu wechseln� Das Problem
ist jedoch	 da� im kritischen Bereich im Mittel mehr Spins parallel zueinander
stehen als antiparallel� Ein Umklappen aller Spins im Teilgitter f�hrt deshalb
in der Regel zu einer �Energievergr��erung� �die Hamiltonfunktion �
��� nimmt
einen gr��eren Zahlenwert an� proportional zur Ober��che des Teilgitters	 was zu
einem exponentiellen Absinken der Akzeptanzwahrscheinlichkeit ���
�� mit der
Ober��che des Teilgitters f�hrt�
Dieses Problem l��t sich mit Hilfe des Clusteralgorithmus l�sen� Die Idee ist	 da�
in einem Schritt lediglich Spins umgeklappt werden k�nnen	 die innerhalb einer
Dom�ne liegen�
Der Clusteralgorithmus beruht auf der Darstellung des Isingmodells als gewich

tetes Perkolationsmodell� Diese Darstellung geht auf �
�� zur�ck�
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Ausgangspunkt ist die Zustandssumme f�r das Ising
Modell�

Z �
X
s
��

exp��
X
�xy�

sxsy�

�
X
s
��

Y
�xy�

exp��sxsy�

� exp��dV �� X
s
��

Y
�xy�

�� � �sx	sy�exp������ ���

� exp��dV �� X
s
��

X
d

	�

Y
�xy�

���� d�xy��

�d�xy��sx	sy�exp������ ��� � ������

wobei
P

s
�� die Summation �ber alle m�glichen Kon�gurationen bezeichnet�
Die Rechnung wird in �
�� noch fortgesetzt	 indem die Summation �ber die Spins
ausgef�hrt wird und man bei einem Modell angelangt	 das lediglich die d�xy� als
Freiheitsgrade hat� �Gewichtetes Perkolationsmodell��
Um den Clusteralgorithmus zu beschreiben ist es jedoch am g�nstigsten bei der
Version zu bleiben	 die sowohl die urspr�nglichen Spins sx als auch die neu ein

gef�hrten d�xy� als Freiheitsgrade hat� d�xy� � f�� �g ist hierbei auf den Kanten
� xy �	 d�h� den Verbindungslinien zwischen direkt benachbarten Gitterpunkten
x und y	 de�niert�
Die grobe Struktur des Algorithmus ist es nun	 da� zun�chst die d�xy� bei fest

gehalten sx neue Werte erhalten und in einem zweiten Teilschritt die Spins sx bei
festgehalten d�xy� neue Werte erhalten�
Das relative Gewicht von d�xy� � � und d�xy� � � ist unabh�ngig von den
Werten der d�xy� auf anderen Kanten� Man kann also die d�xy� alle unabh�ngig
voneinander neu setzen� Eine Abh�ngigkeit besteht lediglich von den Spins sx
und sy an den Enden der Kante � xy �� Hierbei sind zu unterscheiden�
Fall �� sxsy � ���
F�r das Gewicht von d�xy� ergibt sich�

�� d�xy� � d�xy��sx	sy�exp������ ��� � �� d�xy� ������

Man sieht� d�xy� � � hat das Gewicht � und d�xy� � � das Gewicht ��
Fall 
� sxsy � ��
F�r das Gewicht von d�xy� ergibt sich�

��d�xy��d�xy��sx	sy�exp��������� � ��d�xy��d�xy��exp�������� ������

Also hat d�xy� � � die Wahrscheinlichkeit

p�d�xy� � �� �
�

exp������ � � �
� exp����� ������

und
p�d�xy� � �� � � � exp����� � ������
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Nun werden auf allen Kanten entsprechend der oben gegebenen Wahrscheinlich

keiten die d�xy� neu gesetzt� Zusammengefa�t sind diese Wahrscheinlichkeiten
mit

p�d�xy� � �� � exp����� � sxsy�� ������

und
p�d�xy� � �� � � � p�d�xy� � �� ������

gegeben�
Anschlie�end werden bei festem d�xy� neue Werte f�r die Spins erzeugt�
Dabei sind folgende F�lle zu betrachten�
Fall �� d�xy� � ��
Es ergibt sich �

� � d�xy� � d�xy��sx	sy�exp������ ��� � �sx	sy�exp������ ��� � ������

Wegen �sx	sy mu� sxsy � � gelten�
Fall 
� d�xy� � ��

�� d�xy� � d�xy��sx	sy�exp������ ��� � � � �sx	sy � �sx	�sy � ����
�

Das bedeutet	 da� sxsy � � und sxsy � �� das gleiche Gewicht haben�
Nun de�niert man einen Cluster wie folgt�
Zwei Punkte des Gitters geh�ren zum gleichen Cluster	 wenn es eine Verbindungs

linie zwischen den beiden Punkten gibt	 so da� f�r alle Kanten � xy �	 die auf
dieser Verbindungslinie liegen	 d�xy� � � gilt�
Man erkennt	 da� alle Spins	 die zu einem Cluster geh�ren	 gleich sein m�ssen
�� Die verbleibenden Freiheitsgrade sind also die Vorzeichen der Spins f�r die
einzelnen Cluster� Dabei haben beide Vorzeichen das gleiche Gewicht�
Im Algorithmus von Swendsen und Wang wird nun mit gleicher Wahrscheinlich

keit f�r jedes Cluster der Wert �� oder �� neu gew�hlt�
Die e ziente Bestimmung der Cluster ist ein nichttrivales Problem� In der Lite

ratur werden haupts�chlich zwei Verfahren diskutiert� zum einen der

�
Hoshden


Kopelman
Algorithmus� �
�� und zum anderen die sogenannte Tiefensuche ��Depth

First Search�	

�
Ants in the labyrinth���

Der dynamische kritische Exponent liegt f�r das �d
Ising
Modell bei z � ��
�
und f�r das 
d
Ising
Modell bei z � ���� �
���
Neben dem vorgestellten Swendsen
Wang
Algorithmus gibt es weitere Varianten
des Cluster
Algorithmus� In erster Linie ist hier der Single
Custer
Algorithmus
zu nennen� Hierbei wird ein Gitterpunkt zuf�llig ausgew�hlt und nur das Vorzei

chen aller Spins gewechselt	 die zu dem Cluster geh�ren	 das diesen Gitterpunkt
enth�lt� Der Algorithmus ist einfacher zu implementieren und auch e�ektiver	
da er einen dynamischen kritischen Exponenten von z � ��� f�r das �d
 und

d
Ising
Modell aufweist �
���

�Cluster k�nnen also niemals �ber Dom�nengrenzen hinausgehen�
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Die Verallgemeinerung auf die O�N�
invarianten nichtlinearen �
Modelle �
�� ge

lingt wie folgt�
Man w�hlt zun�chst zuf�llig eine Richtung im RN aus und erlaubt in einem
Schritt lediglich Vorzeichenwechsel der Komponente der Feldvariablen parallel zu
dieser Richtung� Ergodizit�t wird gew�hrleistet	 wenn man die Richtung f�r jeden
Schritt neu ausw�hlt�

��
 Technische Bemerkungen

Zum Abschlu� des Kapitels seien noch einige �technische� Details erw�hnt	 die bei
Monte
Carlo
Simulationen von Modellen der Statistischen Physik zu beachten
sind�

����� Thermalisierung

In Abschnitt ��� wurde beschrieben	 wie man mit Hilfe von Algorithmen	 die
auf Markov
Prozessen basieren	 Kon�gurationen eines Systems im thermodyna

mischen Gleichgewicht erzeugt� Dabei mu� jedoch die Simulation mit irgendeiner
Kon�guration gestartet werden� Diese und auch die ihr folgenden in der Markov

Kette werden i�a� zun�chst noch nicht der Boltzmannverteilung entsprechen� Viel

mehr gilt f�r gro�e

�
Monte
Carlo
Zeiten� t nach �������

jjVt � pjj � exp
�
� t

R

�
������

wobei R durch r aus ����
� nach oben beschr�nkt ist�
Dieses Zusteuern des Systems auf das Gleichgewicht bezeichnet man als Therma�
lisierung� Es stellt sich nun die Frage	 wieviele Kon�gurationen in der Praxis zu
erzeugen sind	 um in zufriedenstellender Weise das Gleichgewicht zu erreichen�
Diese d�rfen dann nicht in die Berechnung von Erwartungswerten von Observa

blen miteinbezogen werden	 sondern sind zu verwerfen� Hierzu gibt es mehrere
�Faustregeln� �siehe z�B� �
���� Es emp�ehlt sich	 mindestens nR �mit n � O�����
der Anfangskon�gurationen zu verwerfen�
R ist in der Regel analytisch nicht bekannt	 sondern mu� aus der Simulation
selbst abgesch�tzt werden� Hierbei ist z�B� sinnvoll	 mit verschiedenen Startkon

�gurationen zu beginnen und die gemessenenWerte f�r eine gew�hlte Observable
f�r jede folgende Kon�guration zu vergleichen�
In Abbildung ��� ist dies am Beispiel des zweidimensionalen Ising
Modells illu

striert� Es wurden eine zuf�llige und eine geordnete �alle Spins zu Beginn gleich
�� Startkon�guration gew�hlt� Ab ca� t � 	� beginnen die Werte f�r die Magne

tisierung zu �berlappen	 man sch�tzt daraus R � 	� ab�
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d
Ising
Modells�

����� Ableitungen in Monte�Carlo�Simulationen

H�u�g besteht bei der Untersuchung kritischer Ph�nomene mit Hilfe von Monte

Carlo
Simulationen die Notwendigkeit	 Ableitungen von Erwartungswerten von
Observablen nach Parametern der Hamiltonfunktion zu bestimmen�
Als Beispiel sei die erste Ableitung des Erwartungswertes einer Observablen A
nach dem Parameter � beim Ising
Modell angef�hrt� Die Hamiltonfunktion ist
durch �
��� mit J � � gegeben� Zur Berechnung von dhAi
d� leitet man �
���
einmal nach � ab� Es ergibt sich�

dhAi
d�

� hAihHi � hAHi � ������

Die Ableitung von hAi kann also mit Hilfe von Erwartungswerten von Observa

blen des Systems geschrieben werden� Das bedeutet	 da� sowohl hAi als auch die
Ableitungen von hAi aus derselben Simulation bestimmt werden k�nnen�
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Kapitel �

Renormierungsgruppe und

kritische Ph�nomene

Wie bereits in der Einleitung erw�hnt	 bildet die Renormierungsgruppe �RG� die
moderne Grundlage unseres Verst�ndnisses kritischer Ph�nomene� Mit ihrer Hilfe
l��t sich zum Beispiel verstehen	 wie es zu Skalengesetzen bei kontinuierlichen
Phasen�berg�ngen kommt� Sie bietet des weiteren die theoretische Grundlage f�r
das �nite size scaling und liefert Erkl�rungen f�r das Ph�nomen der Universalit�t�
Die Grundideen der Renormierungsgruppe wurden in den sechziger Jahren von
L�P� Kadano� und anderen entwickelt und zu Beginn der siebziger Jahre ins

besondere von K�G� Wilson aufgegri�en und auf ein mathematisch konsistentes
Ger�st gestellt�
Die Anwendungen und Methoden der Renormierungsgruppe sind vielf�ltig� In
diesem Kapitel kann nur ein kleiner Teil davon beschrieben werden� Ausf�hrli

che Darstellungen	 insbesondere im Zusammenhang mit kritischen Ph�nomenen	
�nden sich z�B� in �
� oder in �����
F�r die Zwecke dieser Arbeit ist vor allem die Methode der Ortsraumrenormie�
rung wichtig	 so da� die Darstellung im folgenden auf diese beschr�nkt bleiben
soll� Die Ausf�hrungen sind dabei zu einem gro�en Teil an die Darstellung in �
�
angelehnt�

	�� Motivation

Alle Anwendungen der Renormierungsgruppe haben eine Grundidee gemeinsam�
Man versucht die Freiheitsgrade eines physikalischen Systems durch geeignete
Transformationen des Systems zu reduzieren	 ohne dabei die wesentlichen physi

kalischen Aspekte zu verf�lschen� Dabei gelangt man stets zu Renormierungsgrup�
pen��ssen in einem i�a� komplizierten Parameterraum� Man versucht nun durch
das Studium dieser Fl�sse Aussagen �ber das betrachtete System zu gewinnen�
In der unmittelbaren N�he eines kontinuierlichen Phasen�bergangs treten Fluk



�



tuationen �ber alle L�ngenskalen auf� Das makroskopische Verhalten eines physi

kalischen Systems am Phasen�bergang wird jedoch in erster Linie von den lang

reichweitigen Fluktuationen bestimmt� Dies gilt insbesondere f�r die Gittermo

delle der statistischen Mechanik�
Hier setzt nun die Renormierungsgruppe an� Man reduziert die Freiheitsgrade
des Modells durch geeignete RG
Transformationen	 wobei die kurzreichweitigen
Fluktuationen �ausintegriert� werden� Dabei bleibt die Physik auf langen Skalen
erhalten� Das reduzierte und damit einfacher zu behandelnde System zeigt dann
qualitativ dasselbe kritische Verhalten wie das urspr�ngliche�
Bei den f�r diese Arbeit relevanten Modellen weist der dabei entstehende RG

Flu� einen nichttrivialen Fixpunkt auf	 der das kritische Verhalten der Modelle
bestimmt�

	�� Renormierungsgruppe im Ortsraum

RG
Transformationen sind sowohl im Ortsraum	 als auch im Impulsraum durch

f�hrbar� Der Impulsraum vereinfacht analytische Rechnungen	 der Ortsraum bie

tet daf�r ein besseres Verst�ndnis und ist als Basis f�r Monte
Carlo
Simulationen
geeigneter� Eine konkrete Realisierung der Reduzierung der Freiheitsgrade eines
gegebenen Systems im Ortsraum sind die sogenannten Blockspintransformatio�

nen�

����� Blockspintransformationen

Die Idee der Blockspintransformation geht zur�ck auf L�P� Kadano� ����� Zur
Veranschaulichung der Methode soll das Ising
Modell in d Dimensionen dienen�
Als Startpunkt der Transformation �

�
Startsystem�� ist jede beliebige Kon�gura


tion C denkbar� Die Freiheitsgrade des Startsystems seien wie �blich als Spins
sx � f��� �g bezeichnet� Zur Durchf�hrung der Blockspintransformation teilt
man nun das Gitter in Bl�cke der Gr��e bd ein � und weist nach einer bestimm

ten Vorschrift �Blockungsregel� jedem Block einen Blockspin s�X zu	 wobei X die
entstandenen Bl�cke numeriert� b hei�t hierbei Blockungsfaktor der Transforma

tion� Anschlie�end reskaliert man das erhaltene geblockte Gitter um den Faktor
b��	 um wieder die urspr�ngliche Gitterkonstante zu erhalten �siehe Abbildung
�����
Es sind verschiedene Blockungsregeln denkbar� F�r das Ising
Modell w�hlt man
oft die sogenannteMajorit�tsregel� Das bedeutet	 da� der Blockspin s�X denWert �
�
�� annimmt	 falls im BlockX mehr Spins sx den Wert � �
�� haben als den Wert

� ���� Falls X eine gerade Anzahl von Spins enth�lt	 und die Summe der Spins

�Das Blockungsschema
 also die Form der Bl�cke
 ist im Prinzip beliebig� Auf kubischen
Gittern bieten sich kubische Bl�cke an�


�
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Abbildung ���� Blockspintransformation an einem zweidimensionalen Gitter�
Das urspr�ngliche Gitter �links� wird in quadratische Bl�cke der Gr��e b� mit
Blockungsfaktor b � � eingeteilt und geblockt �Mitte�� Anschlie�end wird um
den Faktor b�� reskaliert �rechts��

gleich � ist	 so w�hlt man f�r den Blockspin � oder 
� mit der Wahrscheinlichkeit
�!
 aus� Eine weitere oft benutzte Vorschrift ist die sogenannte lineare Blockung�

s�X �
�

by

X
x�X

sx � �����

Der Faktor by ist hierbei keineswegs trivial	 sondern bedarf einer genaueren Un

tersuchung� N�heres hierzu �ndet man z�B� in ����� Man beachte	 da� diese
Blockungsregel f�r das Ising
Modell aus der Systemspezi�kation herausf�hrt	
denn der Blockspin kann nun reell werden ��
Im folgenden sei zur Vereinfachung der Schreibweise der Faktor � � �
kbT in
die Hamiltonfunktion H integriert und die Vorfaktoren der einzelnen Wechsel

wirkungsterme in H mit K��K�� ��� bezeichnet �� Beispielsweise gilt dann f�r das
Ising
Modell in Anwesenheit eines �u�eren Feldes�

H � K�

X
�xy�

sxsy �K�

X
x

sx ���
�

mit K� � ��J und K� � ��h� Die Ki seien im folgenden als Kopplungen
bezeichnet�
Die Zustandssumme des Startsystems schreibt sich dann als�

Z �
X
C

exp��H�C�� � �����

�Neben der Majorit�tsregel und der linearen Blockung existieren noch weitere Blockungs�
regeln
 siehe z�B� ��	� Die konkrete Wahl einer bestimmten Blockspintransformation ist jedoch
f�r die qualitativen Ergebnisse
 die aus der Renormierungsgruppe folgen
 unerheblich
 deshalb
mu� diesbez�glich f�r die Zwecke dieser Arbeit keine Festlegung erfolgen�

�Dies bezeichnet man mitunter als
�
reduzierte Hamiltonfunktion��

��



Der Boltzmannfaktor einer Kon�guration C �	 die durch Ausf�hrung von Block

spintransformation auf die Menge aller denkbaren Startkon�gurationen entsteht	
lautet�

exp�H ��C ��� �
X
C

T �C �� C� exp�H�C�� � �����

wobei T �C �� C� die Blockspintransformation beschreibt �� Hierbei sind alle m�gli

chen Startkon�gurationen zu ber�cksichtigen� Dabei soll T �C �� C� folgenden Be

dingungen gen�gen�

��
P
C�

T �C �� C� � � � �����

�� T �C �� C� � � � �����

Die Bedingungen �� und 
� besagen	 da� die Blockspintransformation T �C �� C�
als Wahrscheinlichkeit	 der Kon�guration C eine Block
Kon�guration C � zuzu

ordnen	 interpretiert werden kann�
Die Zustandssumme bleibt unter der Blockspintransformation unver�ndert�

Z � �
X
C�

exp��H�C ���

�
X
C�

X
C

T �C �� C� exp��H�C��

�
X
C

X
C�

T �C �� C� exp��H�C��

�
X
C

exp��H�C�� � Z �

Bei der letzten Umformung wurde Bedingung �� benutzt�
Der Vergleich der Boltzmannfaktoren des Startsystems und des geblockten Sy

stems zeigt	 da� die Blockspintransformation eine Abbildung

H � H � �����

bewirkt� Die Hamiltonfunktion H � des geblockten Systems wird nun i�a� nicht
mehr die einfache Form der Hamiltonfunktion H des Startsystems haben� Durch
Anwendung der Blockspintransformation k�nnen vielmehr Wechselwirkungster

me entstehen	 die beliebig weit entfernte Blockspins miteinander koppeln� Zu

�Als Beispiel betrachte man das zweidimensionale Modell mit b � �� Dann enth�lt jeder
Block bd � � Spins s�� 			� s	
 die zu einem Blockspin s� zusammengefa�t werden� Unter Benut�
zung der Majorit�tsregel l��t sich dann T �C�� C� schreiben als T �

Q
X TX 
 wobei

TX �s
�� s�� 			� s	� � �� falls s�

X
i

si � 	 und TX �s
�� s� � 	 sonst� �����

Die TX sind dabei f�r jeden Block X zu de�nieren�

��



jedem dieser Terme geh�rt eine Kopplungskonstante Ki� Man kann also die Block

spintransformation als eine Abbildung R im Raum der Kopplungen verstehen�

�K � � R� �K� � �����

����� wird als Renormierungsgruppengleichung bezeichnet� Hierbei ist es sinnvoll	
die Kopplungen in Vektorform zu schreiben mit �K � �K��K�� ����� F�r z�B� das
Ising
Modell ohne �u�eres Feld als Startsystem schreibt man �K � �K�� �� �� ����	
da die Hamiltonfunktion lediglich die Kopplung K� � ��J enth�lt�
Es ist eine der Hauptannahmen der Renormierungsgruppe	 da� die St�rke der
Kopplungen exponentiell mit dem Abstand der Blockspins abnimmt� Hierf�r hat
sich der Begri� kurzreichweitig eingeb�rgert� Man kann deshalb Wechselwirkungs

terme	 die weit entfernte Blockspins miteinander koppeln	 i�a� vernachl�ssigen�
Der Kopplungsraum wird dann endlich�
Die iterierte Anwendung von Blockspintransformationen f�hrt nun zu einem �dis

kreten� Renormierungsgruppen�u� �RG
Flu�� im Kopplungsraum�

����� Renormierungsgruppen	u
 und Fixpunkte der Trans�

formation

Im folgenden soll die Bezeichnung
�
Blockspintransformation� durch die allgemei


nere Bezeichnung
�
Renormierungsgruppentransformation� ersetzt werden� Der

Flu�	 der durch eine RG
Transformation beschrieben wird	 kann verschiedene
Formen annehmen	 die vom zugrundeliegenden Modell abh�ngen �siehe z�B� ������
Wichtig f�r die Behandlung kritischer Ph�nomene sind Fixpunkte des Flusses�

�K� � R� �K�� � ������

Solche Fixpunkte klassi�ziert man als attraktiv	 repulsiv oder gemischt
attraktiv

repulsiv	 je nachdem	 ob sie alle Punkte ihrer Umgebung nach iteriertem Anwen

den der RG
Transformation in sich hineinziehen	 absto�en oder in verschiedenen
Richtungen anziehend bzw� absto�end sind�
F�r eine Reihe von Systemen �ndet man drei Fixpunkte� Zum einen zwei soge

nannte triviale Fixpunkte	 die Tief
 und Hochtemperatur�xpunkt genannt wer

den	 und zum anderen einen nichttrivialen Fixpunkt �

�
Wilson
Fisher
Fixpunkt�

��
	 ����	 der das kritische Verhalten des betrachteten Systems bestimmt� Allge

mein bezeichnet man Modelle	 die unter RG
Transformationen ein solches Ver

halten zeigen	 als isingartige Systeme� Hierzu z�hlen u�a� die O�N�
invarianten
nichtlinearen �
Modelle sowie das ��
Modell� Der Wilson
Fisher
Fixpunkt kann
verschiedene Werte im Kopplungsraum annehmen� Hier kommt nun die in der
Einleitung erw�hnte Universalit�t ins Spiel� Alle Systeme� deren kritisches Ver�

halten von demselben Wilson�Fisher�Fixpunkt bestimmt wird� geh�ren zu dersel�

ben Universalit�tsklasse	

�




F�r das anschauliche Verst�ndnis des Zustandekommens der Fixpunkte betrachte
man das Transformationsverhalten der Korrelationsl�nge � ��

�� �
�

b
� ������

Der Strich in ������ soll besagen	 da� genau eine RG
Transformation ausgef�hrt
wurde� Startet man mit einem System endlicher Korrelationsl�nge und f�hrt die
RG
Transformation n
mal aus	 so wird die Korrelationsl�nge nach jeder RG

Transformation um den Faktor b kleiner� Im Limes n�� gilt � � ��
Dies ist aber nur bei T � � und T � � der Fall� Das bedeutet	 da� je

des beliebige Startsystem mit endlicher Korrelationsl�nge durch iterierte RG

Transformationen entweder zumTieftemperatur�xpunkt �T � �� oder zumHoch

temperatur�xpunkt �T � �� getrieben wird� Welcher der beiden F�lle hierbei
eintritt	 h�ngt davon ab	 in welcher Phase sich das Startsystem be�ndet�
Lediglich bei T � Tc ist die Korrelationsl�nge unendlich� Startet man also genau
am kritischen Punkt	 so �ndern die RG
Transformationen die Korrelationsl�nge
nicht� Das System bleibt stets kritisch� Man spricht hierbei von Selbst�hnlich�

keit des Systems am kritischen Punkt� In diesem Fall wird das System unter
RG
Transformationen entlang der sogenannten

�
kritischen Ober��che� �critical

surface� zum Wilson
Fisher
Fixpunkt getrieben�
Startet man in der unmittelbaren Umgebung des kritischen Punktes	 so wird
das System unter RG
Transformationen zun�chst in die Umgebung des Wilson

Fisher
Fixpunktes gelangen	 schlie�lich aber zu einem der beiden trivialen Fix

punkte abgetrieben werden�
Die Grundidee der Renormierungsgruppe ist	 wie eingangs erw�hnt	 da� die lang

reichweitigen Eigenschaften des Startsystems durch RG
Transformationen nicht
ver�ndert werden	 obwohl die Zahl der Freiheitsgrade stark reduziert wird� Das
bedeutet	 da� das Startsystem und das daraus durch RG
Transformationen ge

wonnene System qualitativ dasselbe �makroskopische� Verhalten zeigen� Zur qua

litativen Untersuchung des kritischen Verhaltens eines isingartigen Systems ge

n�gt es also	 das Verhalten des Systems unter RG
Transformationen in der Um

gebung des Wilson
Fisher
Fixpunktes zu betrachten�

����� Die Renormierungsgruppe in der Umgebung des

Wilson�Fisher�Fixpunktes

Die Abbildung R in ����� h�ngt allgemein von der konkret gew�hlten RG
Trans

formation und im Besonderen vom gew�hlten Blockungsfaktor b ab� Unter der
Annahme	 da� R am Fixpunkt di�erenzierbar ist	 l��t sich ����� in der Umgebung

�Die Korrelationsl�nge soll hier in Einheiten der Gitterkonstanten a betrachtet werden
 sie
ist also eine dimensionslose Gr��e�

��



des Wilson
Fisher
Fixpunktes linearisieren�

K �
a �K�

a �
X
b

Tab�Kb �K�
b � � ����
�

wobei Tab � �K �
a
�Kbj �K
 �K� ist� Die Eigenwerte der Matrix T seien mit �i und

ihre Linkseigenvektoren mit ��i bezeichnet	 so da� gilt�
X
a

�iaTab � �i�ib � ������

Zur Untersuchung des RG
Flusses in der Umgebung des Wilson
Fisher
Fixpunktes
ist die Einf�hrung sogenannter Skalenfelder sinnvoll�

ui 

X
a

�ia�Ka �K�
a� � ������

Diese sind Projektionen des Vektors � �K � �K� �K� ��Abstand� zum Fixpunkt� auf
die Eigenvektoren ��i� Die Skalenfelder verhalten sich unter RG
Transformationen
in der N�he des Fixpunktes wie folgt�

u�i � �iui � ������

Man f�hrt noch sogenannte Renormierungsgruppeneigenwerte yi �ber �i � byi ein	
um sich von der konkreten Wahl des Blockungsfaktors b unabh�ngig zu machen�
Es gilt dann�

u�i � byiui � ������

Es sind nun drei F�lle zu unterscheiden�
Ist yi � �	 so gilt� u�i � ui� In diesem Fall wird ui als relevantes Skalenfeld be

zeichnet� Wiederholte RG
Transformationen treiben ui von seinem Fixpunktwert
Null weg�
Ist hingegen yi � �	 so gilt� u�i � ui� In diesem Fall wird ui als irrelevantes
Skalenfeld bezeichnet� Startet man hinreichend nahe am Fixpunkt	 so konvergiert
ui unter RG
Transformationen gegen Null�
Ist schlie�lich yi � �	 so gilt� u�i � ui� In diesem Fall wird ui als marginales Skalen

feld bezeichnet� Es ist nicht zu erkennen	 ob sich ui unter RG
Transformationen
zum Fixpunkt hin oder von ihmweg bewegt� Um dies zu entscheiden	 reicht ����
�
nicht aus	 es ist dann eine h�here Entwicklung vorzunehmen�

	�� Skalengesetze und kritische Exponenten

In diesem Abschnitt soll die Herleitung der Skalengesetze mit Hilfe der Renor

mierungsgruppe beschrieben werden� Dazu seien zun�chst die Skalengesetze am
Beispiel des Ferromagneten in knapper Form vorgestellt �f�r eine ausf�hrliche
Diskussion der Skalengesetze siehe z�B� �
���

��



Die spezi�sche W�rme C zeigt bei Abwesenheit eines �u�eren Feldes folgendes
Verhalten�

C � jtj�� � ������

Die spontane MagnetisierungM verh�lt sich im Grenzfall eines verschwindenden
�u�eren Feldes wie�

M � ��t�
 � ������

F�r die magnetische Suszeptibilit�t gilt in Abwesenheit eines �u�eren Feldes�

� � jtj�� � ������

Bei t � � gilt f�r die Magnetisierung in Abh�ngigkeit vom �u�eren Feld�

M � jhj��� � ���
��

Die Korrelationsl�nge � verh�lt sich in Abwesenheit eines �u�eren Feldes wie
folgt�

� � jtj�� � ���
��

Die Exponenten �� �� 	 und � werden oft als �thermodynamische� kritische Expo

nenten bezeichnet� Schlie�lich gibt es noch den kritischen Exponenten �	 dieser
wird �ber das Verhalten der Korrelationsfunktion �

G�x� y� � h�x�yi � h�xih�yi ���

�

bei t � � de�niert� Dort gilt�

G�x� y� � �

jx� yjd���� �

Zur Herleitung dieser Gesetze sei als Startsystem der RG
Transformationen ein
System betrachtet	 dessen Hamiltonfunktion zwei Kopplungen K� und K� ent

h�lt	 die von den �physikalischen� Parametern t und h abh�ngen �also beispiels

weise das Ising
Modell mit den Kopplungen K� � ��J und K� � ��h�� Es sei
also ein �u�eres Feld in Betracht gezogen�
F�r ein solches System existieren zwei relevante Skalenfelder� das sogenannte
thermische Skalenfeld ut und das sogenante magnetische Skalenfeld uh� Zus�tz

lich existieren �im Prinzip unendlich viele� irrelevante Skalenfelder u�� u�� ��� mit
y� � y� � ��� �� Das kritische Verhalten solcher Systeme wird vom Wilson
Fisher

Fixpunkt bestimmt	 dabei gelten die linearisierten RG
Gleichungen lediglich in
der N�he des Fixpunktes� Das Startsystem l��t sich jedoch stets durch eine end

liche Zahl von RG
Transformationen in die N�he des Fixpunktes bringen�

�Es wird hier die De�nition der Korrelationsfunktion �
�
Zweipunktfunktion�� f�r Gittermo�

delle verwendet� �x sei eine beliebige Feldvariable und x� y zwei beliebige Gitterpunkte�
�u� ist also das irrelevante Skalenfeld mit dem gr��ten RG�Eigenwert kleiner Null� Es wird

als
�
f�hrendes irrelevantes Skalenfeld� bezeichnet�

��



Die Skalenfelder ui h�ngen in der Umgebung des Fixpunktes analytisch von t
und h ab �
�� Die irrelevanten Skalenfelder werden unter RG
Transformationen
kleiner	 sie sollen daher in der Umgebung des Fixpunktes	 d�h� nachdem schon
endlich viele Transformationen ausgef�hrt wurden	 vernachl�ssigt werden� F�r
die relevanten Skalenfelder gilt �
��

ut � t
t
 �O�t�� h�� ���
��

uh � h
h
 �O�th� � ���
��

Die Konstanten t
 und h
 sind hierbei abh�ngig vom betrachteten Startsystem
und somit nicht universell�
Man beachte	 da� die relevanten Skalenfelder auf der kritischen Ober��che zu
Null werden ��
Der singul�re Anteil 	 der freien Energiedichte fs zeigt unter Ausf�hrung von n
RG
Transformationen folgendes Verhalten �
� �
�

fs� �K� � b�ndfs� �K
�� � ���
��

wobei d die r�umliche Dimension des betrachteten Systems und b der Blockungs

faktor der RG
Transformation sind�
In der N�he des Fixpunktes l��t sich ���
�� mit ������ als Funktion der relevanten
Skalenfelder schreiben�

fs�ut� uh� � b�ndfs�b
nytut� b

nyhuh� � ���
��

Hierbei mu�	 damit die Linearisierung der RG
Gleichungen G�ltigkeit beh�lt	 n
geeignet beschr�nkt werden �
��
Unter Benutzung von ���
�� und ���
�� l��t sich der singul�re Anteil der freien
Energiedichte als Funktion der physikalischen Parameter des Startsystems schrei

ben �
��

fs�t� h� � jt
t
jd�yt �
�

h
h

jt
t
jyh�yt

�
� ���
��

Hierbei wurden h�here Ordnungen in ���
�� und ���
�� vernachl�ssigt ���
� wird als Skalenfunktion bezeichnet� Skalenfunktionen sind universell	 eine Ab

h�ngigkeit vom betrachteten Startsystem besteht lediglich �ber die Konstanten t

und h
� Man beachte	 da� f�r t � � und t � � zwei verschiedene Skalenfunktionen
existieren�

�Am Fixpunkt sind alle Skalenfelder per de�nitionem Null� Das System kann den Fixpunkt
jedoch nur erreichen
 wenn das Startsystem auf der kritischen Ober��che liegt� Da relevante
Skalenfelder unter RG�Transformationen anwachsen
 m�ssen sie also auf der kritischen Ober�
��che den Wert Null haben�

	Zur Ableitung der Skalengesetze gen�gt es
 den singul�ren Anteil der freien Energiedichte
zu betrachten�

�
Dies folgt aus der Invarianz der Zustandssumme unter RG�Transformationen�
��Diese f�hren zu analytischen Korrekturen zu den Skalengesetzen�

��



Aus dem Skalenverhalten des singul�ren Anteils der freien Energiedichte lassen
sich die Skalengesetze ������ bis ���
�� herleiten	 so gilt z�B� f�r die magnetische
Suszeptibilit�t ��

� �
��f

�h�







h



� jtj�d��yh��yt � ���
��

so da� mit � � jtj�� folgt�
	 �

�yh � d

yt
� ���
��

F�r die anderen thermodynamischen kritischen Exponenten gilt �
��

� � �� d
yt � ������

� �
d� yh
yt

� ������

� �
yh

d� yh
� ����
�

Aus der Korrelationsfunktion ���

� lassen sich durch �hnliche Betrachtungen die
restlichen kritischen Exponenten herleiten �
��

� � �
yt � ������

� � d � �� �yh � ������

Die kritischen Exponenten lassen sich also auf die zwei RG
Eigenwerte yt und
yh zur�ckf�hren� Daher existieren sogenannte Skalenrelationen	 die die kritischen
Exponenten miteinander verkn�pfen�

� � �� � 	 � � � ������

�� ��� � �� � � � ������

� � �� d� � ������

	 � ��� � �� � ������

An dieser Stelle sei die Methode der Monte�Carlo�Renormierungsgruppe ���� er

w�hnt� Dabei versucht man �auf einem endlichen Gitter� die Matrixelemente in
����
� zu berechnen und durch Diagonalisierung der Matrix T die RG
Eigenwerte
yt und yh zu bestimmen	 aus denen sich dann sofort die kritischen Exponenten
ergeben�

��



	�	 Finite size scaling

In diesem Abschnitt kann �nite size scaling nur knapp behandelt werden� Zur
Vertiefung sei	 insbesondere im Zusammenhang mit numerischen Simulationen	
auf ���� verwiesen�
Skalengesetze der Form

A � jtj�x ������

gelten nur im thermodynamischen Limes �d�h� f�r das unendlich gro�e System� ���
Oft �insbesondere bei Monte
Carlo
Simulationen� m�chte oder mu� man jedoch
bei der Untersuchung kritischer Ph�nomene endliche Systeme betrachten�
Mit Hilfe der Renormierungsgruppe l��t sich f�r ein kubisches Gitter mit Git

terl�nge L in Abwesenheit eines �u�eren Feldes sogenanntes �nite size scaling

herleiten ���
A�t� L� � Lx���

�
t

t

L���

�
� ������

Die Skalenfunktion � ist universell und f�r t � � bzw� t � � verschieden� Die
Konstante t
 h�ngt vom betrachteten System ab� Gesetze dieser Form seien im
folgenden als

�
Finite
Size
Skalengesetze� bezeichnet�

Bei der Herleitung solcher Gesetze wird vorausgesetzt	 da� die endliche Ausdeh

nung des System den RG
Flu� in der Umgebung des Fixpunktes nicht beein�u�t�
Dies ist f�r kurzreichweitige isingartige Systeme bei hinreichend gro�em L plau

sibel�
������ ist auch im thermodynamischen Limes g�ltig� Im Limes t� � nimmt die
Skalenfunktion einen konstanten Wert ���� an	 es gilt dann�

A � Lx�� � ������

Im Limes L�� kann man nun L durch die Korrelationsl�nge � ersetzen�

A � Lx�� � �x�� � �jtj���x�� � jtj�x � ����
�

womit ������ reproduziert ist�
Finite
Size
Skalengesetze stellen also �modi�zierte� Skalengesetze f�r endliche Sy

steme dar� Wichtig ist	 da� die kritischen Exponenten dieselben sind wie in den
urspr�nglichen Skalengesetzen� Mit Hilfe der Finite
Size
Skalengesetze ist es nun
m�glich	 Monte
Carlo
Simulationen in der Umgebung kontinuierlicher Phasen

�berg�nge zur Bestimmung kritischer Exponenten durchzuf�hren	 ohne die Be

dingung � �� L einhalten zu m�ssen�

��In diesem Abschnitt seien Korrekturen zu den Skalengesetzen vernachl�ssigt� Werden diese
ber�cksichtigt
 so ist f�r die G�ltigkeit von ���
�� zus�tzlich zu fordern
 da� t in�nitesimal klein
ist�

��Auf die Herleitung sei an dieser Stelle verzichtet
 sie �ndet sich im n�chsten Abschnitt�
Dort werden auch Korrekturen zu Skalengesetzen ber�cksichtigt�

��



	�
 Korrekturen zu Skalengesetzen

Bei der Herleitung der Skalengesetze in Abschnitt ��� wurde ein unendlich gro�es
System betrachtet	 sowie die irrelevanten Skalenfelder vernachl�ssigt� Mit Hilfe
der irrelevanten Skalenfelder lassen sich nicht
analytische Korrekturen zu Skalen

gesetzen erkl�ren�
In diesem Abschnitt soll die Herleitung der Finite
Size
Skalengesetze unter Be

r�cksichtigung des f�hrenden irrelevanten Skalenfeldes u� durchgef�hrt werden	
die restlichen irrelevanten Skalenfelder seien vernachl�ssigt� Es seien die gleichen
Systeme wie in Abschnitt ��� betrachtet�
Das irrelevante Skalenfeld u� transformiert sich wie folgt�

u�� � by�u� � ������

mit y� � �� In der N�he des Fixpunktes gilt �
��

u� � u
� �O�t� h�� � ������

Man beachte	 da� u� auf der kritischen Ober��che nicht Null sein mu��
Es sei ein kubisches Gitter mit Gitterl�nge L zugrundegelegt� Nun sollen n RG

Transformationen durchgef�hrt werden� Aufgrund des Anwachsens der relevanten
Skalenfelder mu� n beschr�nkt werden� Dies soll hier dadurch geschehen	 da� le

diglich solange geblockt wird	 bis die geblockten Gitter eine konstante Gitterl�nge

L erreichen� Dann gilt�


L�� � bnL�� � ������

Man kann also L�� als relevantes Skalenfeld mit RG
Eigenwert � au�assen�
Der singul�re Anteil der freien Energiedichte zeigt dann unter Ber�cksichtigung
von u� und L folgendes Transformationsverhalten �vergleiche ���
����

fs�ut� uh� u�� L
��� � b�ndfs

�
bnytut� b

nyhuh� b
ny�u�� b

nL��
�
� ������

Der Faktor bn l��t sich nach ������ durch L
L�� ersetzen	 wodurch L eliminiert
wird� Benutzt man nun noch ���
��	 ���
�� unter Vernachl�ssigung h�herer Ord

nungen in t und h sowie ������ mit u� � u
� � const	 so l��t sich fs als Funktion
der physikalischen Parameter t und h sowie der Gitterl�nge L schreiben�

fs�t� h� L� � L�d�

�
t

t

L����

h

h

Lyh � u
�L

��

�
� ������

wobei � eine universelle Skalenfunktion ist� In ������ wurde noch die Ersetzung
yt � �
� ������ vorgenommen	 sowie der Exponent � �ber � � �y� eingef�hrt�
Nun l��t sich das Skalenverhalten thermodynamischer Gr��en berechnen� F�r
die magnetische Suszeptibilit�t � � ��f
�h�jh

 gilt beispielsweise�

��t� L� � L��� 
�
�
t

t

L���� u
�L

��
�
� ������

��



Hierbei wurde u�a� �nite size scaling reproduziert �vergleiche ��������
Die Funktion 
� in ������ ist analytisch und l��t sich f�r kleine Argumente ent

wickeln�

��t� L� � L����� � atL��� � bL�� � ���� � ������

Der Term bL�� wird als f�hrende Skalenkorrektur bezeichnet�
Die in obiger Herleitung vernachl�ssigten weiteren irrelevanten Skalenfelder f�h

ren ebenfalls zu nicht
analytischen Korrekturtermen	 die jedoch eine schw�chere
Rolle spielen�

	�� Ph�nomenologische Kopplungen

Unter einer ph�nomenologischen Kopplung R versteht man eine Gr��e	 die inva

riant unter RG
Transformationen ist	 d�h� es gilt�

R� � R � ������

Ein einfaches Beispiel f�r eine ph�nomenologische Kopplung ist die Gr��e �
L�
Unter einer RG
Transformationen verh�lt sich �
L wie folgt��

�

L

��
�

��

L�
�

�
b

L
b
�

�

L
� ������

Im folgenden soll das Finite
Size
Skalenverhalten einer beliebigen ph�nomenolo

gischen Kopplung R unter Ber�cksichtigung der f�hrenden Skalenkorrektur her

geleitet werden�
R bleibt unter RG
Transformationen erhalten	 so da� gilt �vergleiche mit �������

R�ut� uh� u�� L
��� � R�bnytut� b

nyhuh� b
ny�u�� b

nL��� � ����
�

In Analogie zu ������ gilt dann in Abwesenheit eines �u�eren Feldes�

R�t� L� � �
�
t

t

L���� u
�L

��
�
� ������

mit der universellen Skalenfunktion �	 die analytisch ist und sich entwickeln l��t�

R�t� L� � R� � ctL��� � dL�� � ��� ������

Die Konstante R� ist universell	 c und d h�ngen vom betrachteten System ab�
Zur Bestimmung des kritischen Exponenten � der Korrelationsl�nge werden in
dieser Arbeit Ableitungen ph�nomenologischer Kopplungen nach der reduzierten
Temperatur verwendet �siehe Abschnitt ����� Es gilt nach �������

�R

�t
� L��� 
�

�
t

t

L���� u
�L

��
�
� ������

Nach Entwicklung von 
� erh�lt man�

�R

�t
� L����� � etL��� � fL�� � ���� � ������

mit systemabh�ngigen Konstanten e und f �

��



Kapitel �

Methode der verbesserten

Wirkung


�� Schwierigkeiten bei der Bestimmung kriti�

scher Exponenten mit Hilfe vonMonte�Carlo�

Simulationen

Die in Abschnitt ��� beschriebenenKorrekturen zu Skalengesetzen sind die Haupt

ursache systematischer Fehler bei der Bestimmung kritischer Exponenten mit Hil

fe von Monte
Carlo
Simulationen	 da diese an endlichen Systemen durchgef�hrt
werden m�ssen �� Dies sei im folgenden n�her erl�utert�
Sei A eine thermodynamische Gr��e	 die im kritischen Bereich ein Verhalten der
Form

A � t�x�� � a�jtj� � a�jtj� ���� �����

aufweist� Mit Hilfe der Renormierungsgruppe l��t sich f�r endliche Systeme her

leiten�

A���L� � Lx���� � aL����� � �c� � bL�� � ���� � ���
�

Dies wurde in Abschnitt ��� am Beispiel der magnetischen Suszeptibilit�t durch

gef�hrt �vergleiche mit �������� In ���
� wurde t durch � � �c ersetzt�
Genau am kritischen Punkt gilt�

A���L�j


c � Lx���� � bL�� � ���� � �����

Im folgenden seien die h�heren Korrekturen der Einfachheit halber weggelassen	
man sollte sich jedoch ihres Vorhandenseins bewu�t bleiben	 sie spielen insbeson

dere bei der Behandlung systematischer Fehler �siehe Abschnitt ���� eine wichtige

��hnliches gilt f�r die experimentelle Bestimmung kritischer Exponenten
 sofern die Mes�
sungen in einer endlichen Entfernung von der kritischen Temperatur durchgef�hrt werden�

��



Rolle� Es gelte also�

A���L�j


c � c�L
x���� � c�L

��� � �����

M�chte man nun x
� bestimmen	 so ist der naheliegendste Zugang die Gr��e A
bei � � �c f�r verschiedene L zu messen und gem�� ����� zu �tten	 wobei die
f�hrende Korrektur ber�cksichtigt wird�
Dies erfordert jedoch einen nichtlinearen Fit mit mehreren freien Parametern	
was viel CPU
Zeit zur Folge hat	 da mehrere freie Fitparameter eine sehr hohe
Genauigkeit der Daten erzwingen�
Eine andere M�glichkeit besteht darin	 durch Simulationen an sehr gro�en Gittern
die f�hrende Korrektur �n�herungsweise� zu eliminieren	 diese im Fitansatz nicht
mehr zu ber�cksichtigen und somit die Zahl der freien Fitparameter zu reduzieren�
Die Simulation gro�er Gitter erfordert jedoch ebenfalls viel CPU
Zeit�
Die geschilderten Zug�nge sind also nicht befriedigend� Im folgenden sei nun die
in dieser Arbeit angewandte Methode der verbesserten Wirkung zur Bestimmung
von kritischen Exponenten beschrieben	 mit deren Hilfe es gelingt	 die erl�uterten
Schwierigkeiten zu umgehen�


�� Die Methode der verbesserten Wirkung

Zum Verst�ndnis der Methode der verbesserten Wirkung ist es n�tzlich	 auf die
Renormierungsgruppe zur�ckzugreifen�
Beim Ising
Modell liegen die relevanten Skalenfelder ut�t� h� und uh�t� h� in zwei
getrennten Unterr�umen des Kopplungsraumes	 die

�
gerader� und

�
ungerader�

Unterraum genannt werden �
�� Terme der Hamiltonfunktion im geraden Unter

raum �ndern ihr Vorzeichen nicht	 wenn alle Spins des Gitters mit��multipliziert
werden	 w�hrend sich das Vorzeichen f�r die Terme der Hamiltonfunktion im un

geraden Unterraum �ndert� Startet man im geraden Unterraum �so wie das beim
Ising
Modell mit h � � der Fall ist�	 so bleibt man unter RG
Transformationen
im geraden Unterraum	 da diese die Z� Symmetrie erhalten� Das thermische Ska

lenfeld ut liegt also im geraden	 das magnetische uh im ungeraden Unterraum�
Da das Ising
Modell seinen kritischen Punkt bei h � � erreicht	 mu� der Wilson

Fisher
Fixpunkt im geraden Unterraum liegen�
Abbildung ��� zeigt schematisch RG
Fl�sse in der Umgebung des Wilson
Fisher

Fixpunktes im geraden Unterraum� Der Einfachheit halber sei dieser als zweidi

mensional angenommen� Er enth�lt somit genau ein irrelevantes Skalenfeld	 dies
sei o�B�d�A� u��t� h�� Dann existiert eine eindimensionale kritische Ober��che�
Dies ist die Linie in Abbildung ���	 auf der alle Punkte unter RG
Transformationen
in den Fixpunkt hineingezogen werden�
Um Informationen �ber das kritische Verhalten zu gewinnen	 betrachtet man das
zu simulierende Ising
Modell als Startsystem einer RG
Transformation� In Ab

wesenheit eines �u�eren Feldes �h � �� enth�lt es dann lediglich die Kopplung

�




Abbildung ���� RG
Flu� in der Umgebung des Wilson
Fisher
Fixpunktes in einem
zweidimensionalen Kopplungsraum� Die Abbildung stammt aus �
��

K� � ��J � Variiert man nun den pysikalischen Parameter t �d�h� man simu

liert bei verschiedenen Werten von ��	 so kann das Startsystem nur entlang der
K�
Achse verschoben werden� Am Schnittpunkt dieser Achse mit der kritischen
Ober��che liegt der kritische Punkt des Ising
Modells �t � � �� Dort gilt zwar
ut��� �� � uh��� �� � �	 aber u���� �� 
� �� Das bedeutet	 da� am kritischen
Punkt die f�hrende Skalenkorrektur nicht verschwindet� Lediglich am Fixpunkt
ist u� � �� Optimal w�re es also	 wenn man genau am Fixpunkt simulieren k�nn

te� Dies ist jedoch mit dem Ising
Modell nicht m�glich	 da es die K�
Achse nicht
verlassen kann�
Es sei nun ein zweites Startsystem betrachtet	 das in seiner Hamiltonfunktion
bereits die Kopplungen K� und K� enth�lt� K� kann beispielsweise eine Kopp

lung zwischen �bern�chsten Nachbarn sein	 die durch eine RG
Transformation	
angewandt auf das Ising
Modell	 entsteht� Diese Kopplung wird in irgendeiner
Form von t und h abh�ngen� Variiert man erneut t bei festem h � �	 so wird sich
das Startsystem nun irgendwie in der K�
K�
Ebene bewegen �in Abbildung ���
durch die gestrichelte Linie angedeutet�� Der kritische Punkt des Systems liegt
auf dem Schnittpunkt der gestrichelten Linie mit der kritischen Ober��che�
Nach der Universalit�tshypothese liegt dieses System in derselben Universali

t�tsklasse wie das Ising
Modell	 da das kritische Verhalten beider Systeme von
demselben Wilson
Fisher
Fixpunkt bestimmt wird�
Dies f�hrt nun zur Idee der

�
verbesserten Wirkung� �improved action�� Zur Be


stimmung universeller Gr��en erweitert man die Hamiltonfunktion des Ising


��



Modells um einen geeignet gew�hlten Wechselwirkungsterm mit einer weiteren
Kopplungskonstante 
� und versucht durch geschickte Wahl von � und 
� �

�
Tu


ning�� m�glichst nahe am Fixpunkt zu simulieren ��
Die Idee l��t sich auf eine Reihe weiterer Modelle und Universalit�tsklssen anwen

den� Allerdings ist die Sache in der Praxis nicht so einfach wie gerade beschrieben	
denn der Kopplungsraum mu� prinzipiell als unendlich dimensional angenommen
werden� Der Fixpunkt liegt dann �irgendwo� in diesem Raum� Somit existieren
prinzipiell auch unendlich viele irrelevante Skalenfelder	 die alle zu verschiedenen
Skalenkorrekturen f�hren�
Es ist jedoch eine der Hauptannahmen der Renormierungsgruppe	 da� bei kurz

reichweitigen isingartigen Systemen die St�rke der Kopplungen exponentiell mit
dem Abstand der Feldvariablen abnimmt� Deshalb ist es m�glich	 f�r prakti

sche Berechnungen einer verbesserten Wirkung von einem endlich dimensionalen
Kopplungsraum auszugehen	 indem man nur die �wichtigsten� Kopplungen bei

beh�lt� Um jedoch in guter N�herung an den Fixpunkt �heranzukommen�	 ist i�a�
eine gro�e Zahl beibehaltener Kopplungen notwendig� Die Rechnungen sind also
sehr kompliziert� Zudem ist es oft schwer zu entscheiden	 welche Kopplungen man
beibehalten und welche man verwerfen soll ��
In dieser Arbeit wurde deshalb lediglich versucht	 die f�hrende Skalenkorrektur
zu eliminieren� Es ist dann zu erf�llen ��

ut��� 
�� h� � uh��� 
�� h� � u���� 
�� h� � � � �����

Dies ist mit Hilfe der drei Kopplungskonstanten im Prinzip m�glich� Es ist jedoch
von vornherein nicht klar	 ob �berhaupt eine L�sung existiert� Dies h�ngt vom
Abstand des Wilson
Fisher
Fixpunktes zu dem Unterraum des Kopplungsraumes
ab	 der von � und 
� �bei h � �� aufgespannt wird	 da lediglich in diesem simuliert
werden kann�
Rechnungen des ��
Modells imKontinuumhaben ergeben	 da� der Wilson
Fisher

Fixpunkt in guter N�herung in der Ebene liegt	 die durch die beiden Kopplungs

konstanten des Modells aufgespannt wird �siehe hierzu z�B� ������
Aus diesem Grunde wurde in dieser Arbeit f�r die Simulationen zur Bestimmung
der kritischen Exponenten der �d
XY
Universalit�tsklasse das zweikomponentige
��
Modell auf dem Gitter �Abschnitt 
��� gew�hlt �� Dieses enth�lt die Kopp

lungskonstanten � und ��

�Gelingt es dabei
 genau am Fixpunkt zu simulieren
 so kann man von einer
�
perfekten

Wirkung� �perfect action� sprechen�
�Als Beispiel f�r eine konkrete Durchf�hrung dieser Rechnungen f�r das zweidimensionale

nichtlineare O������Modell siehe �
�	�
�Man erkennt
 da� diese Bedingung mit dem Standard�Ising�Modell nicht zu erf�llen ist
 da

nur die zwei Parameter � und h eingestellt werden k�nnen�
�Eine andere M�glichkeit w�re gewesen
 das XY�Modell �Abschnitt ��
� wie oben beschrieben

um eine Kopplungskonstante zu erweitern�

��



F�r dieses Modell schreibt sich ���
� in der Form�

A��� �� L� � Lx���� � a���L����� � �c� � b���L��� � �����

Vorfaktoren zu Termen in L �
�
Amplituden�� sind nun nicht mehr konstant	 son


dern h�ngen von � ab� Dies gilt insbesondere f�r die f�hrende Korrekturamplitude
b����
Ist die Bedingung ����� erf�llt	 so ist b��� � �� Es existiert dann mindestens eine
Nullstelle der f�hrenden Korrekturamplitude�
Seien nun A� und A� zwei beliebige Gr��en	 die ein Verhalten der Form �����
mit f�hrenden Korrekturamplituden b���� und b���� aufweisen� Die Amplitu

den werden i�a� verschiedene Funktionen von � sein� Das Amplitudenverh�ltnis
b����
b���� ist jedoch universell ����	 d�h� also von � unabh�ngig und somit f�r
alle Gr��en gleich� Das bedeutet	 da� die Nullstellen	 falls sie existieren	 f�r alle
Gr��en gleich sind�
Es ist nun a priori nicht klar	 ob Nullstellen �berhaupt existieren und wenn ja	 wie
viele� In den letzten beiden Jahren haben sich Monte
Carlo
Simulationen unter
Anwendung von Finite
Size
Techniken als die beste Methode herausgestellt	 um
dies zu �berpr�fen	 da Finite
Size
Techniken sehr �sensibel� auf nicht
analytische
Korrekturen reagieren� Im Falle des einkomponentigen ��
Modells wurde gefun

den ���	 ���	 da� genau eine Nullstelle existiert�
Im folgenden sei davon ausgegangen	 da� auch f�r das zweikomponentige Modell
ein � mit b��� � � existiert� Dieses sei als �opt bezeichnet� �opt ist dann f�r alle
Gr��en gleich	 zur Au ndung kann also eine beliebige Gr��e eingesetzt werden�
An der Stelle � � �opt gilt dann in ������

A��� �� L�j


c��opt� � cLx�� � �����

womit die in Abschnitt ��� beschriebenen Schwierigkeiten beseitigt sind�


�� Die Bestimmung von �opt

Am besten geeignet f�r die Bestimmung der Nullstelle der f�hrenden Korrektur

amplitude sind Gr��en	 bei denen die f�hrende Skalenkorrektur deutlich hervor

tritt� Dies ist bei ph�nomenologischen Kopplungen der Fall�
Seien R� und R� zwei beliebige ph�nomenologische Kopplungen� F�r diese gilt
nach ������ unter Vernachl�ssigung h�herer Korrekturen�

R���� �� L� � R�
� � a����L

����� � �c� � b����L
�� � �����

und analog

R���� �� L� � R�
� � a����L

����� � �c� � b����L
�� � �����

��



Die Gr��en R�
� und R�

� sind universell	 d�h� von � unabh�ngig� Sie nehmen am
Phasen�bergang f�r das unendlich gro�e System nichttriviale	 konstante Werte
an� Es gilt f�r i � �� ��

R�
i � lim

L��
Ri��� �� L� j


c��� � ������

An dieser Stelle eine Bemerkung zur Notation�
Sei Rf � const ein fest gew�hlter Wert einer ph�nomenologischen Kopplung
R��� �� L�� Dann sei im weiteren Verlauf dieser Arbeit mit �A���L� der

�
Wert der

Gr��e A��� �� L� bei festem R � Rf� bezeichnet� Damit ist gemeint�

�A���L� � A��f���L�� �� L� � ������

wobei �f���L� festgelegt wird �ber�

R��f ���L�� �� L� � Rf � ����
�

Betrachtet man R� bei festem R� � R�f 	 so gilt�

�R����L� � R�
� �

a����

a����

�
R�f �R�

�

�
�

�
b���� � a����

a����
b����

�
L�� � ������

Das Amplitudenverh�ltnis a����
a���� ist universell ����	 also ebenfalls von �
unabh�ngig� Somit l��t sich ������ schreiben als�

�R����L� � 
R�
� � c���L�� � ������

wobei

R�
� � R�

� �
a����

a����

�
R�f �R�

�

�
������

ist� Bei � � �opt ist c��� � �	 so da� gilt�

�R���opt� L� � 
R�
� � ������

Zur Bestimmung von �opt geht man nun wie folgt vor� Man f�hrt Simulationen
f�r verschiedene � durch	 jeweils f�r eine Reihe verschieden gro�er Gitter und
bestimmt dabei stets �R����L��
Welches Verhalten ist qualitativ zu erwarten �
Mit wachsender Gittergr��e konvergiert �R����L� f�r alle � gegen 
R�

�	 jedoch in
Abh�ngigkeit von � mit unterschiedlicher Schnelligkeit� Bei � � �opt wird 
R�

�

bereits f�r sehr kleine Gitter erreicht �� Man erwartet also ein Verhalten	 wie es
in Abbildung ��� zu sehen ist�

�Das nicht f�r alle L �R���opt� L� � 
R�

� gilt
 liegt an den vernachl�ssigten h�heren Korrek�
turen� Diese spielen f�r kleine Gitter noch eine wichtige Rolle�

��



In der Praxis beginnt man mit Simulationen auf relativ kleinen Gittern f�r ver

schiedene � und versucht �opt mit Hilfe von �R� grob abzusch�tzen� Je nach ver

f�gbarer Rechenzeit kann man die Absch�tzung mit weiteren Simulationen auf
gr��eren Gittern und �
Werten in der N�he des groben Sch�tzwertes immer mehr
verfeinern�
Zur endg�ltigen Ermittlung von �opt bestimmt man aus allen Simulationsdaten
mit Hilfe von Fits die Korrekturamplitude c��� f�r verschiedene � und sucht die
Nullstelle durch Interpolation�
Details sind in Abschnitt ��
 beschrieben�


�	 Die Bestimmung kritischer Exponenten

Hat man sich mit Hilfe der im vorangegangenen Abschnitt beschriebenen Metho

de einen Sch�tzwert f�r �opt verscha�t	 so f�hrt man bei diesem eine Reihe von
Simulationen f�r verschiedene L durch� Aus diesen Simulationsdaten bestimmt
man dann die kritischen Exponenten� Dies sei im folgenden genauer beschrieben�
Die Skalenrelationen ������ 
 ������ verkn�pfen die kritischen Exponenten� Es
gen�gt also zwei von ihnen zu bestimmen� In dieser Arbeit wurden � und �
gew�hlt�
Den Exponent � wurde mit Hilfe der magnetischen Suszeptibilit�t bestimmt� Die

se zeigt nach ������ unter Benutzung der Skalenrelation ������ folgendes Finite

Size
Skalenverhalten�

���� �� L� � c����L
��� �� � c����L

����� � �c� � c����L
��� � ������

Betrachtet man die magnetische Suszeptibilit�t bei einem festen Wert einer ph�

nomenologischen Kopplung R �siehe die Erl�uterungen im vorangegangenen Ab

schnitt�	 so gilt�

�����L� � 
c����L
��� �� � 
c����L

��� � ������

Bei � � �opt verschwindet die f�hrende Korrekturamplitude	 so da� gilt�

���L� � cL��� � ������

Zur Bestimmung des Exponenten � wurde die erste Ableitung verschiedener ph�

nomenologischer Kopplungen nach � verwendet� Diese zeigen nach ������ folgen

des Finite
Size
Skalenverhalten�

�R

��
��� �� L� � d����L

��� �� � d����L
����� � �c� � d����L

��� � ���
��

Betrachtet man �R
�� bei festem R oder einem festen Wert einer beliebigen
anderen ph�nomenologischen Kopplung	 so gilt bei � � �opt��

�R

��

�
� dL��� � ���
��

��



������ und ���
�� wurden nun als Fitans�tze zur Bestimmung der jeweiligen kri

tischen Exponenten verwendet� Details sind in Abschnitt ��� und Abschnitt ���
beschrieben�
Es sei noch erw�hnt	 da� das Verfahren	 bestimmteGr��en bei einer festen ph�no

menologischen Kopplung zu betrachten	 nichts mit der Methode der verbesserten
Wirkung zu tun hat�
Fitans�tze der Art ������ und ���
�� gelten genauso	 wenn man die Gr��en bei
�opt und �c��opt� betrachtet�
Das Verfahren hat jedoch zwei Vorteile� um einen mu� man �c��opt� nicht kennen
und zum anderen f�hren Korrelationen zwischen der festgehaltenen ph�nomeno

logischen Kopplung und der bei dieser betrachteten Gr��e zu einer Reduktion
des statistischen Fehlers �����

��



Kapitel �

Das Simulationsprogramm

Vor Beginn dieser Arbeit wurden bereits Monte
Carlo
Simulationen des einkom

ponentigen ��
Modells von M� Hasenbusch ���� durchgef�hrt� Dabei wurde eben

falls die Methode der verbessertenWirkung	 kombiniertmit Finite
Size
Techniken	
benutzt� Das Simulationsprogrammwurde mir von M� Hasenbusch zur Verf�gung
gestellt�
Zur Bestimmung von �opt wurden von M� Hasenbusch f�r das einkomponentige
Modell die ph�nomenologischen Kopplungen U ����� und Za
Zp ��
� verwendet	
wobei U bei festem Za
Zp betrachtet wurde�
Das erste Ziel dieser Arbeit war es	 f�r das einkomponentige Modell Za
Zp durch
die ph�nomenologische Kopplung Rmin ����� zu ersetzen und das umgeschriebene
Programm auf Korrektheit zu testen �Abschnitt ��
����
Anschlie�end wurden die physikalischen und statistischen Eigenschaften der bei

den Gr��en Za
Zp und Rmin verglichen �Abschnitt ��
�
�� Dabei wurde auch die
ph�nomenologische Kopplung ��nd
L ����� untersucht� Es stellte sich heraus	 da�
��nd
L f�r die Zwecke dieser Arbeit bessere Eigenschaften als Rmin aufweist�
Zus�tzlich wurden verschiedene Schritte zur Optimierung des Programms un

ternommen� Diese sind aus Platzgr�nden f�r das einkomponentige Modell nicht
erl�utert� Ebenso wird auf eine Beschreibung der Simulationsalgorithmen f�r das
einkomponentige Modell verzichtet� Es sei lediglich erw�hnt	 da� die Algorith

men Metropolis	 �berrelaxation und Single
Cluster verwendet wurden� �Eine Be

schreibung der Algorithmen �ndet sich in ����	 dort wurde allerdings anstatt des
Single
Cluster
Algorithmus der sogenannte

�
Wall
Cluster
Algorithmus� verwen


det���
Nach Beendigung der Simulationen am einkomponentigen Modell wurde das Pro

gramm f�r das zweikomponentige Modell umgeschrieben� F�r dieses sind die Si

mulationsalgorithmen erl�utert �Abschnitt ������� Anschlie�end wurden wie beim
einkomponentigen Modell Tests auf Korrektheit �Abschnitt ����
� und eine Op

timierung des Programms �Abschnitt ������ durchgef�hrt�

��



��� Gemessene Gr��en

In diesem Abschnitt sollen die wichtigsten gemessenen Gr��en eingef�hrt werden�
Dabei wird die Feldvariable stets in allgemeiner Form als Vektor geschrieben�
Die Binder
Kumulante ���� � U ist de�niert durch

U ��
h��m���i
h�m�i� � �����

wobei

�m �
�

V

X
x

��x ���
�

die Magnetisierung pro Gitterpunkt bezeichnet�
Rmin ist de�niert durch�

Rmin ��
F

�
� �����

wobei

F �
�

V
hjX

x

exp
�
i
��

L
x�

�
��xj�i �����

die Fouriertransformierte der Korrelationsfunktion �
�
Zweipunktfunktion��

G�x� y� � h ��x ��yi �����

bei �minimalem Impuls� pmin � ���
L� �� �� und

� � V h�m�i �����

die magnetische Suszeptibilit�t sind�
F wird auch als

�
Suszeptibilit�t bei minimalem Moment� bezeichnet�

F�r die Korrelationsl�nge � sind mehrere sinnvolle De�nitionen m�glich� In die

ser Arbeit wurde die sogenannte

�
second moment correlation length� ��nd ����

benutzt� ��nd
L lautet somit�

��nd
L

�
�

L

�
�
F � �

� sin���
L�

����

� �����

Der kritische Exponent � der Korrelationsl�nge bestimmt sich am einfachsten
aus der ersten Ableitung einer beliebigen ph�nomenologischen Kopplung nach
der Kopplungskonstanten � �siehe Abschnitt �����
In dieser Arbeit wurden verwendet�

�U

��
� U

�
hEi � h��m���Ei

h��m���i � �
h�m�Ei
h�m�i

�
�����

�Hierbei wurde anders normiert als urspr�nglich von Binder�
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und
�

��

��nd
L

� ��Rmin

��

�
	L��ndR

�
min sin

���
L�
���

� �����

wobei
�Rmin

��
� Rmin

�hFEi
F

� h�m�Ei
h�m�i

�
������

ist�
Hierbei gilt stets�

E �
X
�xy�

��x��y � ������

��� Das einkomponentige Modell

����� Tests auf Korrektheit des Programms

Vor Beginn ernsthafter Simulationen wurde das Programm verschiedenen Tests
unterzogen	 um die Korrektheit zu �berpr�fen� Dabei wurden die Monte
Carlo

Daten verglichen mit�

� Hochtemperaturentwicklungen
� der exakten L�sung des Gau�schen Modells
� der exakten L�sung des Ising
Modells f�r kleine Gitter

Im folgenden seien die Tests lediglich kurz erl�utert	 eine ausf�hrliche Beschrei

bung sowie die Ergebnisse �nden sich in Anhang B�

Hochtemperaturentwicklungen

F�r kleine � ist die Kopplung zwischen den Feldvariablen benachbarter Gitter

punkte schwach	 und so ist es m�glich eine Reihenentwicklung verschiedener Gr�

�en in � �f�r beliebige �� vorzunehmen� Dies bezeichnet man als Hochtemperatur

entwicklung� Die Berechnung von Koe zienten h�herer Ordnung erfordert dabei
ausgefeilte Methoden	 wie z�B� die sogenannte

�
linked cluster expansion� �siehe

z�B� M� Wortis in�����
In ���� wurden Hochtemperaturentwicklungen durchgef�hrt	 mit einigen der dort
bestimmten Gr��en wurden die Monte
Carlo
Daten verglichen� Die Simulationen
wurden bei � � ��� durchgef�hrt� Zum Zeitpunkt dieses Tests war aus Simu

lationen	 die von M� Hasenbusch durchgef�hrt wurden	 bekannt� �opt � ���� In
Anhang B�� wird der Test ausf�hrlich erl�utert�

��



Das Gau
sche Modell

Das ��
Modell mit � � � wird als Gau�sches Modell bezeichnet� Dieses ist f�r
beliebige Raumdimension d und beliebiger Dimension der Feldvariablen exakt
l�sbar� In Anhang A �ndet sich die L�sung des einkomponentigen Gau�schen
Modells f�r beliebige d�
Als Test wurden Simulationen bei � � � durchgef�hrt und verschiedene gemes

sene Gr��en mit den exakten Werten	 die sich aus der L�sung des Gau�schen
Modells berechnen lassen	 verglichen�
Diese Berechnungen und die Testergebnisse sind in Anhang B�
 zu �nden�

Das Isingmodell

Das einkomponentige ��
Modell wird im Limes � �� zum Ising
Modell �siehe
Abschnitt 
���� F�r dieses lassen sich die Erwartungswerte von Observablen f�r
ein kubisches Gitter in annehmbarer Zeit auf dem Rechner exakt berechnen	 so

lange die Gitterl�nge klein ist �L"�� �� Gr��ere Gitter entziehen sich der exakten
Berechnung	 da die Zahl der zu erzeugenden Kon�gurationen exponentiell mit
der Anzahl der Gitterpunkte anw�chst �siehe Abschnitt 
�
��
Es bietet sich damit eine weitere M�glichkeit	 das Programm zu testen� Eine
Beschreibung sowie die Testergebnisse �nden sich in Anhang B���

����� Vergleich ph�nomenologischer Kopplungen

Nach erfolgreicher Beendigung der Programmtests wurden die ersten ernsthaften
Simulationen in Angri� genommen�
Zur Bestimmung von �opt und der kritischen Exponenten � und � wurden in
dieser Arbeit ph�nomenologische Kopplungen verwendet �siehe die Abschnitte
��� und �����
Das Ziel der Simulationen war es	 die physikalischen und statistischen Eigenschaf

ten der ph�nomenologischen Kopplungen Rmin und Za
Zp ��
� zu vergleichen�
Dabei wurde auch die ph�nomenologische Kopplung ��nd
L untersucht�
Man beachte	 da� ��nd von Rmin wie folgt abh�ngt�

��nd �

vuut�
Rmin � �

� sin���
L�
� ����
�

Aus Simulationen	 die von M� Hasenbusch am einkomponentigen Modell durch

gef�hrt wurden ����	 lagen f�r eine Reihe von � und L Daten vor� Es war aus
diesen Simulationen bekannt	 da� f�r das einkomponentige Modell �opt � ��� ist�
Zudem lag �c�� � ���� � ��
��������� vor�

�F�r L�� und L�� ist dies allerdings auch nur unter geschickter Ausnutzung von Symme�
trien des Modells m�glich�

�




L Rmin ��nd!L
� ������������ �������������
� ������������ ����
��������
� ������������ ����
�
������
�
 ���������
�� ����
�
������
�� ����������
� �������������

� ����������
� ���������
���
�
 ������������ �������
�
���

Tabelle ���� Rmin und ��nd
L bei � � ����

Zun�chst wurde untersucht	 ob Rmin und ��nd
L genau wie Za
Zp bei � � �opt am
Phasen�bergang mit wachsendem L gegen einen konstanten Wert konvergieren�
Dazu wurden f�r verschiedene L Simulationen mit � � ��� und � � ��
������
durchgef�hrt� Die Ergebnisse �nden sich in Tabelle ����
Man erkennt	 da� bei beiden Gr��en Konvergenz auftritt	 wobei ��nd
L wesent

lich schneller konvergiert� Dies ist vorteilhaft	 da schnelle Konvergenz zu einer
Reduktion systematischer Fehler f�hrt�
Aus diesem Grund wurde ��nd
L vorgezogen und Rmin nicht mehr betrachtet�
Als n�chstes wurde das Verhalten der Binder
Kumulanten U bei festem Za
Zp

und bei festem ��nd
L verglichen�
Hierzu wurden zus�tzlich Simulationen bei � � ��� und � � ��� f�r verschiedene
L durchgef�hrt� Die Ergebnisse �nden sich in Tabelle ��
�
Die Werte stimmen weitestgehend �berein	 die physikalischen Eigenschaften der
beiden Gr��en sind also gleichartig�
Auch die statistischen Eigenschaften sind in etwa gleich	 wie man an den ange

gebenen statistischen Fehlern erkennt �� Da ��nd
L leichter zu implementieren
ist als Za
Zp	 wurde entschieden	 f�r die Simulationen des zweikomponentigen
Modells ��nd
L zu verwenden�

��� Das zweikomponentige Modell

����� Simulationsalgorithmen

In ���� wurde gezeigt	 wie man das einkomponentige ��
Modell mit Hilfe des
Swendsen
Wang
Clusteralgorithmus und des Metropolis
Algorithmus simulieren
kann� In dieser Arbeit wurde diese Idee zur Simulation des zweikomponentigen
Modells aufgegri�en� Im Unterschied zu ���� wurde hierbei der Single
Cluster

Algorithmus eingesetzt� Der Single
Cluster
Algorithmus dient der �nderung der

�Die Simulationen wurden mit vergleichbarer Statistik wie in ���	 ausgef�hrt�
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Tabelle ��
� U bei festem Za
Zp � ������ und bei festem ��nd
L � ����
 f�r
drei verschiedene Werte von �� Die Werte	 bei denen die ph�nomenologischen
Kopplungen festgehalten wurden	 sind Sch�tzwerte f�r Za
Z

�
p bzw� ��nd
L

� �siehe
�������� Die statistischen Fehler sind in Klammern angegeben�

Richtung der Feldvariablen	 der Metropolis
Algorithmus der �nderung ihres Be

trags� Im folgenden sei die konkrete Realisierung der Algorithmen kurz beschrie

ben �vergleiche mit den Erl�uterungen der Algorithmen in Kapitel ���
Single
Cluster
Algorithmus�
Zun�chst wird zuf�llig eine Richtung �n in der xy
Ebene gew�hlt�

n� � sin����� n� � cos����� � ������

wobei � eine gleichverteilte Zufallszahl aus ��	�� ist�
Anschlie�end wird zuf�llig ein beliebiger Gitterpunkt als Startpunkt des Clusters
ausgesucht� Der Cluster wird rekursiv aufgebaut	 hierbei wird die Tiefensuche
verwendet� Die Wahrscheinlichkeit zur Aufnahme eines neuen Gitterpunktes in

��



den Cluster ist hierbei gegeben durch�

p � ��min
h
�� exp������n��x���n��y��

i
� ������

Abschlie�end werden alle Gitterpunkte des Clusters gespiegelt�

���x � ��x � ���n��x��n � ������

Metropolis
Algorithmus�
In einem Schritt des Algorithmus wird am Gitterpunkt x vorgeschlagen	 die Be

tr�ge der Komponenten der Feldvariablen zu �ndern�

��i	x � �i	x � s�ri � ���� � ������

mit i � �� �	 wobei ri eine gleichverteilte Zufallszahl aus ��	�� und s ein Parameter
ist	 mit dem sich die Akzeptanzrate beein�ussen l��t �� Die Akzeptanzwahrschein

lichkeit lautet�

A � min��� exp�S � S��� � ������

wobei S die Wirkung der alten Kon�guration und S� die Wirkung der neuen
Kon�guration sind�

����� Tests auf Korrektheit des Programms

Das Programm f�r das zweikomponentigeModell wurde ebenfalls einer Reihe von
Tests unterworfen� Dabei wurden die Ergebnisse der Simulationen verglichenmit�

� Hochtemperaturentwicklungen
� der exakten L�sung des Gau�schen Modells
� Ergebnissen aus Monte
Carlo
Simulationen des XY
Modells

Hochtemperaturentwicklungen

Das Prinzip des Tests ist dasselbe wie beim einkomponentigen Modell �Abschnitt
��
���� Details zur Durchf�hrung und die Testergebnisse sind in Anhang C�� zu
�nden�

Das Gau
sche Modell

Bei � � � lassen sich simulierte Gr��en auch f�r das zweikomponentige ��
Modell
mit den exakten Ergebnissen des Gau�schen Modells vergleichen� Hierzu mu� die
L�sung des zweikomponentigen Gau�schen Modells nicht explizit bekannt sein	
denn alle in den Tests betrachteten Gr��en lassen sich mit Hilfe des einkompo

nentigen Modells berechnen� In Anhang C�
 ist dies ausf�hrlich beschrieben	 dort
sind auch die Testergebnisse aufgef�hrt�

�Man versucht durch Tuning des Parameters s eine Akzeptanzrate von ca� �� Prozent zu
erhalten� F�r die Simulation des zweikomponentigen Modells erwies sich s � � als optimal�

��



Das XY�Modell

Analog wie beim Ising
Modell erzwingt ��� f�r die Feldvariable des zweikom

ponentigen ��
Modells j ��x j� �� Sie wird zu einem zweidimensionalen Einheits

vektor� F�r diesen Grenzfall geht das Modell exakt in das XY
Modell �ber	 f�r das
Monte
Carlo
Daten existieren ����� Mit diesen wurde das Simulationsprogramm
verglichen �siehe Anhang C����

����� Programmoptimierung

Zur Optimierung des Programms wurden verschiedene Schritte unternommen�
Aus Platzgr�nden sei im folgenen nur eine Auswahl wiedergegeben� Die einzel

nen Schritte wurden in �hnlicher Weise bereits f�r das einkomponentige Modell
durchgef�hrt�
Die gr��ten Anstrengungen wurden bei der Optimierung der Performance unter

nommen� Unter Performance ist das Inverse des Produkts aus der Autokorrelati

onszeit � und der f�r einen

�
Update
Zyklus� ben�tigten CPU
Zeit zu verstehen�

Ein Update
Zyklus trennt hierbei zwei Messungen der Observablen des simu

lierten Systems� Unter einem Update versteht man die Erzeugung einer neuen
Kon�guration des Systems mit Hilfe der in Kapitel � vorgestellten Algorithmen�
Je mehr Updates man in einem Zyklus einsetzt	 desto kleiner werden die Auto

korrelationszeiten und damit der statistische Fehler der gemessenen Observablen	
h�lt man die Anzahl der Messungen fest� Gleichzeitig steigt aber die ben�tigte
CPU
Zeit an� Man erwartet also f�r das Produkt �� CPU
Zeit ein Minimum	
dort ist die Performance optimal�
Es wurden nun eine Reihe von Testl�ufen bei verschieden � und L im kritischen
Bereich durchgef�hrt	 um die optimale Performance zu ermitteln� Die Autokorre

lationszeit wurde dabei f�r verschiedene Gr��en bestimmt� F�r die Updates wur

den die Algorithmen Metropolis	 �berrelaxation und Single
Cluster eingesetzt�
Der Metropolis
Algorithmus ist ine zient �critical slowing down�	 wird aber f�r
die Sicherstellung der Ergodizit�t ben�tigt� Es wurde pro Update
Zyklus deshalb
nur ein Metropolis eingesetzt� Die restlichen Algorithmen wurden innerhalb eines
Zyklus in verschiedener Anzahl und in verschiedenen Kombinationen ausprobiert
und jeweils die Performance gemessen� Dabei wurde in allen F�llen ein Verhalten
gefunden	 wie in Abbildung ��� am Beispiel der �inneren Energie� ������ pro Git

terpunkt verdeutlicht� Das Produkt �� CPU
Zeit zeigt kein �scharfes� Minimum	
sondern ist �ber ein weiten Bereich der Anzahl der eingesetzten Single
Cluster
konstant� Geht man �ber diesen Bereich hinaus	 so steigt �� CPU
Zeit jedoch
stark an� F�r die Ermittlung der optimalen Performance gen�gt es also	 ein sol

ches �Tal� zu �nden�
Die beste Performance wurde in fast allen F�llen erreicht	 wenn zus�tzlich zu
Metropolis lediglich Single
Cluster verwendet wurden� Dabei steigt die optimale
Zahl der Single
Cluster in etwa linear mit L an�
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Abbildung ���� Ausschnitt aus einer Performancemessung am Beispiel der inneren
Energie pro Gitterpunkt� Die Simulationen wurden bei � � ��� im kritischen
Bereich mit L � �� durchgef�hrt� Man erahnt bei �� Single
Clustern pro Update

Zyklus ein Optimum der Performance� Die Kurve verl�uft jedoch sehr �ach	 der
Wert ist also nicht kritisch� Innerhalb der statistischen Fehler stimmen die Werte
in diesem Bereich sogar �berein� Die statistischen Fehler wurden �ber ���
��
bestimmt�

F�r das gr��te Gitter �L � �	� erwiesen sich �� Single
Cluster pro Zyklus als op

timal� Der �berrelaxations
Algorithmus wurde im weiteren Verlauf dieser Arbeit
nicht mehr eingesetzt�
Eine weitere Optimierung wurde bei den Abfragen der Akzeptanzwahrschein

lichkeiten ������ und ������ vorgenommen� Beide ben�tigen die Berechnung der
Exponentialfunktion	 die auf dem Rechner viel CPU
Zeit kostet�
Die Vorgehensweise sei am Beispiel des Metropolis
Algorithmus beschrieben� Zu

n�chst berechnet man � �� S�S�	 wobei nur die n�chsten Nachbarn des Gitter

punktes	 an dem die �nderung vorgeschlagen wird	 in Betracht gezogen werden
m�ssen� Ist� � � 	 so wird der Vorschlag mit der Wahrscheinlichkeit � akzeptiert�
Die Berechnung der Exponentialfunktion kann dann von vornherein entfallen� Ist
jedoch � 	 �	 so wird akzeptiert	 falls exp��� � r oder �quivalent � � ln�r�
ist� Um sich die Berechnung von ln�r�	 die genauso zeitaufwendig ist	 zu erspa

ren	 legt man sich im Programm einmalig eine Tabelle an	 in der man eine feste
Anzahl n von Werten f�r ln�x� abspeichert	 wobei x in gleichm��igen Abst�nden
�
n von �
n bis � zu w�hlen ist� Diese Werte legt man an den Positionen 
 bis
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n � � der Tabelle ab� F�r ln��� w�hlt man zus�tzlich eine betraglich sehr gro�e
negative Zahl und legt sie an der Position � der Tabelle ab� Die Tabelle enth�lt
dann n� � Eintr�ge� Die Abfrage der Akzeptanz geschieht nun folgenderma�en�
Man vergleicht zun�chst � mit dem �nr� ��
ten � Tabelleneintrag� Ist � gr��er
als dieser Eintrag	 so wird akzeptiert� Andernfalls wird gepr�ft	 ob � gr��er als
der �rn�
te Eintrag ist� Falls nein	 wird nicht akzeptiert� Falls ja	 so mu� ln�r�
berechnet werden� Dieser Fall kommt aber nur noch selten vor� Es handelt sich
hierbei um ein exaktes Verfahren�
Schlie�lich sei noch eine weitere Optimierung erw�hnt� Die f�r diese Arbeit �u

�erst wichtige ph�nomenologische Kopplung ��nd
L ����� h�ngt von der Gr��e F
����� ab� Bei der Berechnung von F im Programm �Messung� wurde �ber die drei
Raumrichtungen x�� x� und x� gemittelt	 was zu einer Reduktion des statistischen
Fehlers von F und damit auch von ��nd
L f�hrt�

��	 Technische Details

Die meisten Simulationen dieser Arbeit wurden auf 
�� MHz Pentium Pro PCs
ausgef�hrt� Die gesamte CPU
Zeit betrug ca� � Jahre� Die Simulationsprogramme
wurden in der Programmiersprache C geschrieben	 die Auswertung der Simula

tionsdaten wurde mit dem Softwarepaket MATLAB durchgef�hrt� Zur Erzeu

gung der Pseudo
Zufallszahlen wurde der linear kongruente Zufallszahlengenera

tor G��CAF aus der NAG
Bibliothek verwendet� Dieser erzeugt eine Zahlenfolge

zi � �a zi�� � c�mod b ������

mit a � �
��	 b � ��	 und c � ��

�Dabei werden in rn die Nachkommastellen abgeschnitten�

��



Kapitel 	

Analyse der Daten

In diesemKapitel wird die Auswertung der Simulationsdaten	 sowie der Vergleich
der Ergebnisse mit Literaturwerten beschrieben� Bei der Bestimmung der meisten
Gr��en �insbesondere der kritischen Exponenten� waren dabei nichtlineare Fits
vonn�ten� Dazu wurde die Methode des ���Fittings ���� verwendet� Die Minimie

rung der ��
Funktion wurde stets mit Hilfe der Downhill Simplex
Methode ����
durchgef�hrt�

��� Systematische Fehler

Die in Kapitel ����� vorgestellte Fehleranalyse von Monte
Carlo
Daten gibt uns
lediglich Auskunft �ber statistische Fehler� Da heutzutage aufgrund der rasanten
Entwicklung der Computertechnik statistische Fehler sehr klein gehalten werden
k�nnen �	 ist eine sorgf�ltige Analyse der systematischen Fehler unerl��lich	 da
diese von der Rechenzeit unabh�ngig sind�
Die Hauptursache systematischer Fehler bei der Bestimmung universeller Gr��en
sind nicht
analytische Korrekturen zu Skalengesetzen� Dies gilt insbesondere f�r
die Bestimmung kritischer Exponenten mit Hilfe von Monte
Carlo
Simulationen�
Diese Korrekturen werden mit wachsender Gittergr��e geringer� Die einfachste
Methode zur Kontrolle systematischer Fehler besteht deshalb darin	 Fits mehr

mals durchzuf�hren und dabei Lmin sukzessive zu erh�hen	 wobei Lmin die Git

terl�nge des kleinsten	 in den Fit mit einbezogenen Gitters sein soll �dabei steigt
allerdings der statistische Fehler an	 da die Anzahl der Daten sinkt�� Tritt ab
einem bestimmten Lmin im Rahmen der statistischen Ungenauigkeit eine Stabi

lisierung der ge�tteten Gr��e auf	 so kann das Ergebnis aus dem Fit bei diesem
Lmin als Sch�tzwert angegeben werden� Der systematische Fehler ist dann f�r
diesen Fit abzusch�tzen�
In dieser Arbeit wurde mit Hilfe der Methode der verbesserten Wirkung die f�h


�Es gilt� � � N����
 wobei N die Anzahl der Messungen ist�

��



rende Skalenkorrektur � L�� eliminiert �	 h�here Korrekturen sind jedoch nach
wie vor vorhanden� Diese wurden aber in den Fitans�tzen zur Bestimmung der
kritischen Exponenten nicht ber�cksichtigt	 f�hren also zu einem systematischen
Fehler�
Des weiteren ist zu beachten	 da� die Bestimmung der Nullstelle der f�hren

den Korrekturamplitude �m�a�W� die Bestimmung von �opt� numerisch geschieht
und somit fehlerbehaftet ist� Zudem kann eine genaue Bestimmung von �opt erst
nach Beendigung der Simulationen erfolgen �� Simulationen	 die der Bestimmung
kritischer Exponenten dienen	 m�ssen also zwangsl�u�g bei einem vorl�u�gen
Sch�tzwert f�r �opt durchgef�hrt werden	 der aus vorbereitenden Simulationen
mit kleinen Gittern gewonnen wird� Daher ist bei der Bestimmung der kritischen
Exponenten mit einer �wenn auch kleinen� verbleibenden f�hrenden Korrektur
zu rechnen	 die ebenfalls nicht in die Fitans�tze aufgenommen wird und somit zu
einem weiteren systematischen Fehler f�hrt�
Methoden zur Absch�tzung dieses systematischen Fehlers werden in Abschnitt
��� beschrieben�
Im folgenden sei erl�utert	 wie der systematische Fehler	 der durch die Vernach

l�ssigung h�herer Korrekturen entsteht	 abgesch�tzt werden kann�
Als f�hrende in den Fitans�tzen vernachl�ssigte h�here Korrektur wird � L��

angenommen� Diese ist aus dem Gau�schen Modell bekannt ��
Es gibt zus�tzlich eine Vielzahl weiterer h�herer Korrekturen	 die jedoch gegen

�ber der gerade genannten vernachl�ssigbar sind�
Zur Absch�tzung des Fehlers f�hrt man nun zwei getrennte Fits durch	 einmal mit
Gittern im Bereich Lmin� ���� Lmax und einmal mit L�min� ���� L

�
max	 wobei L

�
min �

�Lmin und L�max � �Lmax sind�
Der systematische Fehler betr�gt dann beim zweiten Fit nur noch ein Viertel
des systematischen Fehlers beim ersten Fit� Aus der Di�erenz der Fitergebnisse
l�sst sich nun �unter Ber�cksichtigung des statistischen Fehlers� der systematische
Fehler absch�tzen� Er betr�gt ein Drittel der Di�erenz�
Dies l��t sich verallgemeinern� Geht man davon aus	 da� die f�hrende vernach

l�ssigte Korrektur � L�� ist	 so betr�gt der systematische Fehler �
��� � ��	
wenn � die Di�erenz der beiden Fitergebnisse ist�

��� Bestimmung von �opt

Das Verfahren zur Bestimmung von �opt wurde in Abschnitt ��� ausf�hrlich
erl�utert� Als ph�nomenologische Kopplungen R� und R� wurden die Binder

Kumulante U ����� und ��nd
L ����� gew�hlt�

�Und damit auch alle Korrekturen � L�n�
 mit n � ��
�Vor Beginn dieser Arbeit war �opt vollkommen unbekannt�
�Die Ergebnisse aus ���	 weisen darauf hin
 da� solche Korrekturen auch am Wilson�Fisher�

Fixpunkt existieren�

��
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Abbildung ���� Die Binder
Kumulante bei festem ��nd
L � ������ f�r drei ver

schiedene Werte von � als Funktion von L� Die Fehlerbalken stellen den statisti

schen Fehler dar�

Aus vorbereitenden Simulationen	 die f�r verschiedene � bei verh�ltnism��ig klei

nen Gittern �i�a� L 	 ��� durchgef�hrt wurden	 wurde mit Hilfe der

�
cumulant


crossing�
Methode ���� ein Sch�tzwert f�r ��nd
L� ermittelt�

��nd
L
� � lim

L��

��nd
L
j


c � ������ � �����

sowie f�r diese Simulationen U bei festem ��nd
L � ������ ausgewertet�
Zur Bestimmung von U bei ��nd
L � ������ bestimmt man zun�chst f�r alle
� und L jeweils dasjenige �f���L�	 bei dem ��nd
L��� �� L� den Wert ����
�
annimmt� Anschlie�end bestimmt man f�r alle � und L den Wert von U bei
�f���L�� Diese �Umwichtung� der Gr��e U wird mit Hilfe einer Taylorreihe zweiter
Ordnung in � durchgef�hrt� Die erforderlichen Koe zienten stammen aus der
urspr�nglichen Simulation� Es wurde dabei sehr gr�ndlich darauf geachtet	 da�
der systematische Fehler	 der durch die Trunkierung der Reihe entsteht	 stets
kleiner als der statistische Fehler ist ��
Abbildung ��� � zeigt die Ergebnisse f�r � � ���	 � � ��� und � � ����

�Dies gilt auch f�r alle anderen Gr��en
 die in dieser Arbeit bei einem festen Wert einer
ph�nomenologischen Kopplung ausgewertet wurden�

�Aus Gr�nden der Anschaulichkeit sind in Abbildung ��� auch Ergebnisse aus Simulationen
zu sehen
 die zu einem sp�teren Zeitpunkt durchgef�hrt wurden�

��
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Tabelle ���� Au�istung der Simulationsparameter� In der ersten Spalte �nden sich
die �
Werte	 in der zweiten Spalte die Gitterl�nge L und in der dritten Spalte die
Anzahl der Messungen geteilt durch 
� ����

Im Limes L � � erwartet man f�r alle � Konvergenz gegen eine universelle
Konstante� Dieses Verhalten ist deutlich zu erkennen� Man erkennt weiterhin	
da� bei � � ��� diese Konstante bereits f�r sehr kleine Gitter im Rahmen der
durch statistische Fehler bedingten Ungenauigkeit erreicht wird	 d�h� � � ��� war
ein guter vorl�u�ger Sch�tzwert f�r �opt�
Nach diesen vorbereitenden Betrachtungen wurde nun eine Vielzahl weiterer Si

mulationen durchgef�hrt	 wobei das Hauptgewicht auf Simulationen bei � � ���
gelegt wurde� In Tabelle ��
 sind die Simulationsparameter aufgelistet�
F�r die Binder
Kumulante bei festem ��nd
L � ������ gilt nach �������

�U�L� �� � 
U� � c���L�� � ���
�

Hierbei ist 
U� die oben erw�hnte universelle Konstante�
Zur genaueren Bestimmung von �opt wurden nun alle Daten gem�� Ansatz ���
�
gemeinsam ge�ttet� Der Fit enth�lt die freien Parametern 
U�	 � sowie die c���
f�r alle ��
Die Ergebnisse f�r 
U� und � sind in Tabelle ��
 aufgef�hrt� Man erkennt	 da�
die ��!d�o�f�
Werte trotz steigendem Lmin relativ gro� bleiben� Dieses Verhal

ten konnte nicht erkl�rt werden� Andererseits stabilisiert sich � im Rahmen der
statistischen Fehler bereits f�r kleine Lmin� Dies deutet darauf hin	 da� der sy

stematische Fehler verh�ltnism�ssig klein ist� Eine sorgf�ltige Absch�tzung des
systematischen Fehlers w�re nur unter gro�en Anstrengungen durchf�hrbar ge

wesen� Als Sch�tzwert f�r � sei angegeben�

� � ������� � �����

Tabelle ��� enth�lt die Korrekturamplitude c��� f�r alle ��

�
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Tabelle ��
� Fitergebnisse f�r die Binder
Kumulante U bei ��nd
L � �������
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Tabelle ���� Korrekturamplitude c��� als Funktion von � f�r verschiedene Lmin�

Aus den Ergebnissen f�r die Korrekturamplitude l��t sich �opt absch�tzen� Li

neare Interpolation der Ergebnisse bei � � ��� und � � ��� f�hrt auf �opt �
��������� ���	���� und ���������	 jeweils f�r Lmin � ��� �� und ���
Man erkennt ein Ansteigen des Wertes mit wachsendem Lmin	 welches jedoch mit
wachsendem Lmin geringer wird� Als endg�ltiger Sch�tzwert sei angegeben�

�opt � ���������� � �����

Der groben Absch�tzung des systematischen Fehlers dient hierbei die Di�erenz
der Ergebnisse f�r Lmin � �� und Lmin � ���
Abschlie�end wurde noch ein Fit der Di�erenz von �U bei � � ��� und � � ���
durchgef�hrt� Der Fitansatz hierzu lautet�

�U�L� � � ���� � �U�L� � � ���� � 
cL�� � �����

Die Ergebnisse sind in Tabelle ��� aufgef�hrt�
��!d�o�f�� � wird bereits f�r Lmin � 
 erreicht� Auch das Ergebnis f�r � ist
bereits f�r Lmin � 
 mit ����� konsistent�

��



Lmin � 
c����� � 
c����� ��!d�o�f�
� ��������� ��������� ����
� ��������� ��������� ����
� ��������� ��������� ��
�

Tabelle ���� Fits der Di�erenz von �U bei � � ��� und � � ����

Dies deutet darauf hin	 da� h�here Korrekturen nur sehr wenig von � abh�ngen
und sich in �U �L� � � ���� � �U�L� � � ���� kompensieren� Diese Beobachtung
wurde bereits in ���� f�r das einkomponentige Modell gemacht�

��� Der Exponent �

Der kritische Exponent � wurde aus dem Finite
Size
Skalenverhalten der magne

tischen Suszeptibilit�t � bestimmt� Dabei wurde � sowohl bei festem ��nd
L �
������ als auch bei festem U � ����
 betrachtet� U � ����
 ist ein guter Sch�tz

wert f�r

U� � lim
L��

U���L�j


c��� � �����

und wurde wie ��nd
L� mit Hilfe der cumulant
crossing
Methode ermittelt� Im
folgenden bezeichne �� die magnetische Suszeptibilit�t bei einer der beiden festge

haltenen ph�nomenologischen Kopplungen� Die Daten wurden bei � � ���	 also
in der N�he von �opt	 ausgewertet�
Es wurde nach ������ zun�chst folgendes Skalenverhalten zugrunde gelegt�

�� � dL��� � �����

Die Ergebnisse �nden sich in Tabelle ��� �f�r festes U� und in Tabelle Tabelle ���
�f�r festes ��nd
L��
Man erkennt	 da� in beiden F�llen gro�e Lmin notwendig waren	 um ��!d�o�f
� � zu erhalten� Aus diesem Grund wurden die Fits wiederholt	 diesmal mit
folgendem Ansatz�

�� � c� dL��� � �����

Der Fitparameter c ber�cksichtigt den analytischen Anteil der freien Energiedich

te� Man beachte	 da� dieser Ansatz e�ektiv auch Skalenkorrekturen � L�x mit
x � � parametrisiert�
Die Ergebnisse be�nden sich in Tabelle ��� �f�r festes ��nd
L� und in Tabelle
��� �f�r festes U�� Man erkennt	 da� in beiden F�llen bereits f�r kleine Gitter
��
d�o�f� � � erreicht wird� Dennoch stimmen die Werte f�r kleine Gitter noch
nicht im Rahmen der statistischen Ungenauigkeit �berein� Dies ist ein Beispiel
daf�r	 da� ein kleines ��
d�o�f� nicht bedeuten mu�	 da� der systematische Fehler
von der gleichen Gr��enordnung wie der statistische ist�

��
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Tabelle ���� Fits der magnetischen Suszeptibilit�t bei U � ����
 nach Ansatz
������

Lmin d � ��!d�o�f�
�� ��
��
��
�� ���������� ���
�

� ��
�������� ������
���� 
���

� ��
�������� ����������� ����

� ��
�������� ����������� ����

Tabelle ���� Fits der magnetischen Suszeptibilit�t bei ��nd
L � ������ nach An

satz ������

Die Ergebnisse aus den Fits nach Ansatz �����	 also ohne die Korrektur c	 stimmen
f�r hinreichend gro�e Gitter mit den Ergebnissen aus den Fits mit dieser �����
�berein� Die statistischen Fehler aus den Fits bei festem ��nd
L nach Ansatz
����� sind kleiner als die aus den Fits bei festem U � Deshalb wurde der endg�ltige
Sch�tzwert f�r � ������ aus den Fits bei festem ��nd
L entnommen�
Zur Absch�tzung des systematischen Fehlers aufgrund der vernachl�ssigten Kor

rektur � L�� wurde wie in Abschnitt ��� beschrieben vorgegangen� Die Ergeb

nisse sind in Tabelle ��� aufgef�hrt� Als endg�ltiger Sch�tzwert f�r � ������ wur

de der Wert aus dem Fit mit Lmin � �� und Lmax � �	 gew�hlt	 da dieser
den kleinsten systematischen Fehler aufweist� Der systematische Fehler betr�gt
� �����
�

 � ��������
Aufgrund der e�ektiven Parametrisierung von Korrekturen � L�x mit x � �
in Ansatz ����� ist der systematische Fehler m�glicherweise �bersch�tzt	 man
ist jedoch unter der Annahme	 da� die f�hrende vernachl�ssigte Skalenkorrektur
� L�� ist	 auf der sicheren Seite�
Zur Absch�tzung des systematischen Fehlers aufgrund der verbleibenden Korrek

tur � L�� bei � � ��� wurde wie folgt vorgegangen�
Es wurden Fits nach Ansatz ����� f�r � � ��� und � � ���	 ebenfalls bei fe

stem ��nd
L und bei Lmin � �� durchgef�hrt �siehe Tabelle ����	 diese enth�lt
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Tabelle ���� Fits der magnetischen Suszeptibilit�t bei ��nd
L � ������ nach An

satz ������

auch Werte f�r Lmin � ���� j��eff j bezeichne den Betrag der Di�erenz in � aus
den beiden Fits unter Ber�cksichtigung der statistischen Fehler� In Tabelle ���
sind die Werte f�r die Korrekturamplitude c��� aufgef�hrt� j�c���j bezeichne
die Di�erenz der Korrekturamplituden bei � � ��� und � � ���	 ebenfalls unter
Ber�cksichtigung der statistischen Fehler� Es gilt�




��eff�c���






 � ����	 � �����

Ebenfalls aus Tabelle ��� entnimmtman	 da� unter Ber�cksichtigung des statisti

schen Fehlers c����� � ����� gilt �hierbei wurde der Fit mit Lmin � �� zugrunde
gelegt�� Das bedeutet	 da� der systematische Fehler kleiner als ������� sein sollte�
Hierbei wird vorausgesetzt	 da� sich �eff als Funktion der Korrekturamplitude
im betrachteten �
Bereich linear verh�lt	 was im Rahmen der Ungenauigkeit auf

grund statistischer Fehler der Fall ist�
Als Check wurde dasselbe Verfahren bei Lmin � �� durchgef�hrt� Es wurde	 wie
erwartet	 ein leicht gr��erer systematischer Fehler gefunden� Eine weitere Me

thode zur Absch�tzung des systematischen Fehlers ist in ��
� beschrieben� Diese
wurde ebenfalls durchgef�hrt und f�hrte auf ein �bereinstimmendes Ergebnis ��
Der endg�ltige Sch�tzwert f�r � lautet somit�

� � ���
	������� � ������

In den runden Klammern steht der statistische Fehler	 in den eckigen Klammern
der systematische�

�Die erw�hnte Methode ist umfangreicher als die oben beschriebene und wird deshalb aus
Platzgr�nden nicht erl�utert�
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Tabelle ���� Fits der magnetischen Suszeptibilit�t bei U � ����
 nach Ansatz
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Tabelle ���� Absch�tzung des systematischen Fehlers aufgrund vernachl�ssigter
Korrekturen� Es ist stets Lmax � �� und L�max � �	� �� bezeichnet die Di�erenz
der Fitergebnisse� Details siehe Text�

Eine weitere M�glichkeit zur Bestimmung des kritischen Exponenten � bietet das
Finite
Size
Skalenverhalten der vierten Potenz der Magnetisierung�

hm�i � aL����� � ������

wobei hm�i den Wert von hm�i bei festem U bzw� ��nd
L bezeichnet�
Als Check wurden Fits nach diesem Ansatz durchgef�hrt� Die Ergebnisse sind in
den Tabellen ���� und ���
 aufgef�hrt� Die Werte f�r � stimmen f�r hinreichend
gro�e Lmin mit ������ �berein� Auf eine Absch�tzung systematischer Fehler wurde
hierbei verzichtet�
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Tabelle ����� Fitergebnisse f�r � f�r verschiedeneWerte von �� Details siehe Text�
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�� ��������� ��������� ��




 ����
���
� ��������� 
�
�

� �����
���� ��������� ����

� ���������� ��������� ��
�

� �������
�� �������
� ��
�
�
 ���������� �������
� ����

Tabelle ����� Fits der vierten Potenz der Magnetisierung bei ��nd
L � ������
nach Ansatz �������
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Tabelle ���
� Fits der vierten Potenz der Magnetisierung bei U � ����
 nach
Ansatz �������
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Tabelle ����� Fits von �U
�

bei ��nd
L � ������ nach Ansatz ����
��

��	 Der Exponent �

F�r die Bestimmungdes kritischen Exponenten � wurde die Ableitung der Binder

Kumulanten nach � bei festem ��nd
L und bei festem U betrachtet�
Diese Gr��en zeigen nach ���
�� bei � � �opt folgendes Finite
Size
Skalenverhalten�

�
�U

��

�
� cL��� � ����
�

Die Fits wurden mit Ansatz ����
� bei � � ��� durchgef�hrt� Die Ergebnisse
�nden sich in Tabelle ���� �f�r festes ��nd
L� und in Tabelle ���� �f�r festes U��
Die Werte f�r ��!d�o�f� erreichen � � f�r Lmin � 	 �bei festem ��nd
L� und f�r
Lmin � � �bei festem U��

Lmin c � ��
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Tabelle ����� Fit von �U
�

bei U � ����
 nach Ansatz ����
��
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Tabelle ����� Absch�tzung des systematischen Fehlers aufgrund vernachl�ssigter
Korrekturen� Es ist stets Lmax � �� und L�max � �	� �� bezeichnet die Di�erenz
der Fitergebnisse�

� � ��!d�o�f�
��� ���������� 
���

�� ����
���� ����
��� ���������� ����

Tabelle ����� Fits von �U
�

bei festem U bei Lmin � �� f�r verschiedene Werte von

��

Die statistischen Fehler sind bei festem U ein wenig geringer	 der endg�ltige
Sch�tzwert f�r � wurde deshalb Tabelle ���� entnommen� Wie bei der Bestim

mung des kritischen Exponenten � treten zus�tzlich zu den statistischen Fehlern
systematische Fehler auf	 die auf h�here Korrekturen � L�� und verbleibende
f�hrende Korrekturen � L�� zur�ckzuf�hren sind� Bei der Absch�tzung dieser
systematischen Fehler wurde genauso vorgegangen wie in Abschnitt ��� beschrie

ben�
Die zur Absch�tzung des systematischen Fehlers aufgrund der Korrektur � L��

durchgef�hrten Fits sind in Tabelle ���� aufgef�hrt� Sie wurden bei festem U
durchgef�hrt� Als endg�ltiger Sch�tzwert f�r � wurde der Fit mit Lmin � �� und
Lmax � �	 gew�hlt� Der systematische Fehler wird gesch�tzt auf� ������

 �
�������
Zur Absch�tzung des systematischen Fehlers aufgrund der verbleibenden f�h

renden Korrektur wurden wie in Abschnitt ��� zus�tzliche Fits bei festem U bei
� � ��� und � � ��� durchgef�hrt� Tabelle ���� zeigt die Ergebnisse f�r Lmin � ���
In Analogie zu ����� erh�lt man�
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 � ���� � ������

Die Korrekturamplitude c�
��� wurde in Abschnitt ��� durch� ����� abgesch�tzt	
der systematische Fehler l��t sich demnach durch ����� ����� � �����
 absch�t

zen�

��
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�Plus� und �U
�

�Sternchen�	 jeweils

bei ��nd
L � ������ und � � ��� als Funktion von Lmin� Die Fehlerbalken stellen
den statistischen Fehler dar�

Der endg�ltige Sch�tzwert f�r � lautet somit�

� � �����
�
��	� � ������

Er stammt aus dem Fit der Ableitung der Binder
Kumulanten U bei festem
U � ����
 mit Lmin � ��� In den runden Klammern ist der statistische Fehler
angegeben	 in den eckigen Klammern der systematische�
Dieses Ergebnis wird durch Fits best�tigt	 die aus der Ableitung von ��nd
L nach
� bei festem ��nd
L sowie bei festem U durchgef�hrt wurden� Diese Fits sind hier
aus Platzgr�nden nicht aufgef�hrt�
Der Erwartungswert der Ableitung des Logarithmus der n
ten Potenz der Magne

tisierung nach � zeigt ebenfalls ein f�hrendes Finite
Size
Skalenverhalten � L���

�siehe ������
Bei fester ph�nomenologischer Kopplung gilt dann analog zu ����
��

�
� lnhmni

��

�
� bL��� ������

Als Check wurden Fits nach Ansatz ������ mit n � � und n � � bei festem
U und festem ��nd
L durchgef�hrt� Die Gr��e erwies sich jedoch in allen F�llen

��



f�r die Bestimmung von � als schlecht geeignet� Der Grund ist in Abbildung ��

ersichtlich� Die Fitergebnisse f�r � beginnen sich erst bei relativ gro�en Lmin zu
stabilisieren� Das bedeutet	 da� systematische Fehler aufgrund von Skalenkorrek

turen eine gr��ere Rolle spielen als bei der Ableitung der Binder
Kumulanten
und deshalb f�r diese Gr��e Simulationen an deutlich gr��eren Gittern vonn�ten
w�ren�

��
 Die kritische Linie

Das ��
Modell in drei Dimensionen mit den beiden Kopplungskonstanten � und
� weist einen kontinuierlichen Phasen�bergang auf� Die beiden Phasen �ferro
und
paramagnetisch� werden durch eine kritische Linie ���c� im zweidimensionalen
Raum der Kopplungskonstanten voneinander getrennt�
Der genaue Verlauf der kritischen Linie h�ngt von der Zahl der Komponenten
der Feldvariablen ��� ab� Vor der Aufnahme dieser Arbeit waren f�r das zwei

komponentige Modell lediglich zwei Punkte der kritischen Linie bekannt� F�r
� � � wei� man aus der exakten L�sung des Gau�schen Modells� �c � �

� F�r
� �� �XY
Modell� existieren Sch�tzwerte	 z�B� aus Monte
Carlo
Simulationen
����� �c � ������������
In Tabelle ���� sind diese und weitere	 aus dieser Arbeit stammende	 Punkte der
kritischen Linie aufgef�hrt� Im folgenden sei kurz auf ihre Bestimmung und die
Absch�tzung des systematischen Fehlers eingegangen�
Zur Bestimmungder kritischen Exponenten wurden verschiedeneGr��enA��� �s� L�
��s ist derjenige Wert von �	 bei dem simuliert wurde� auf einen Wert A��� �f � L�
�umgewichtet�	 bei dem eine ph�nomenologische Kopplung R einen festen Wert
Rf annahm� Man kann nun einfach zeigen	 da� �f bei festgehaltenem � mit wach

sendem L der kritischen Kopplung �c zustrebt�
F�r Rf gilt unter Vernachl�ssigung h�herer Korrekturen�

Rf � R� � c����L
�����f � �c� � c����L

�� � ������

Aufgel�st nach �c � �f ergibt sich�

�c � �f �
R� �Rf

c����
L���� �

c����

c����
L������ � ������

Nun wurde f�r alle � f�r das jeweils gr��te simulierteGitter �L � Lmax� �f���Lmax�
als Sch�tzwert f�r �c��� angegeben� Dabei wurde Rf � ��nd
L � ������ gew�hlt
�Tabelle ������
Der systematische Fehler ist dann f�r alle � durch �c��� � �f���Lmax� gegeben�
Bei festgehaltenem � sind c� und c� konstant	 �c��f f�llt also f�hrend mit L����

ab �Tabelle ������
Somit l��t sich der systematische Fehler nach dem in Abschnitt ��� beschriebenen
Verfahren absch�tzen �man w�hle f�r � anstatt 
 nun �
� � �����

�
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Tabelle ����� Sch�tzwerte der kritischen Kopplung �c f�r alle �	 bei denen Simu

lationen durchgef�hrt wurden� Angegeben sind die jeweilige Gittergr��e	 von der
der Sch�tzwert stammt	 sowie statistische Fehler �runde Klammern� und systema

tische Fehler �eckige Klammern�� Der statistische Fehler ist nur dann angegeben	
wenn er von der gleichen Gr��enordnung wie der systematische ist� Der Wert f�r
� �� stammt aus �����

Als Check wurde �c��� f�r � � ��� noch mit Hilfe der cumulant
crossing
Methode
bestimmt� Bei festem � gilt nach �����

�c � �cross�L� � s�� � �

�� s���
L������ ������

�cross�L� ist hierbei derjenige Wert von �	 bei dem eine beliebige ph�nomenologi

sche Kopplung sowohl f�r L	 als auch f�r sL denselben Wert annimmt und wird
f�r das gr��te L als Sch�tzwert f�r �c genommen� Die Methode wurde bei festem
s � � f�r U und f�r ��nd
L durchgef�hrt� Die Ergebnisse sind in Tabelle ����
angegeben� Die systematischen Fehler wurden ebenfalls nach der in Abschnitt
��� beschriebenen Methode abgesch�tzt�

��� Bewertung der Ergebnisse

Tabelle ��� zeigt einen Vergleich aktueller Resultate f�r kritische Exponenten
der �d
XY
Universalit�tsklasse mit den Ergebnissen aus dieser Arbeit� Die an

gegeben Resultate wurden mit Hilfe von Hochtemperaturentwicklungen	 der 


Entwicklung	 st�rungstheoretischen Rechnungen in drei Dimensionen und Monte

Carlo
Simulationen auf der einen Seite sowie experimentellenUntersuchungen des
�
�bergangs von �He auf der anderen Seite bestimmt� Auf die jeweiligen Refe

renzen wird in der Tabelle verwiesen�

��
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Tabelle ����� �f f�r ��nd
L � ������ bei � � ��� und � � ���� Die Werte konver

gieren mit wachsender Gittergr��e gegen �c����

L �cross�U� �cross���nd
L�
� ������
�
�� ���������
� ���������� �����������
�
 ��������
� �������������
�
�� ���������
���� ���������
����

� ���������
���� ���������
����

� �������
�
���� ���������
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�

Tabelle ����� �cross�L� bei festem s � � f�r � � ���	 ermittelt mit Hilfe von U
�linke Spalte� und ��nd
L �rechte Spalte�� In runden Klammern ist der statisti

sche	 in eckigen Klammern der systematische Fehler angegeben� Der statistische
Fehler ist nur dann aufgef�hrt	 wenn er von der gleichen Gr��enordnung wie der
systematische ist�

Die Genauigkeit der Ergebnisse f�r die kritischen Exponenten � und � aus dieser
Arbeit �bertri�t alle bisherigen theoretisch bestimmten Resultate�
Innerhalb der Fehlergrenzen stimmt das Ergebnis f�r � mit fast allen theoretisch
bestimmtenResultaten �berein� Das Resultat der Monte
Carlo
Studie ���� scheint
ein wenig zu klein zu sein�
Das Ergebnis f�r � stimmtmit allen Resultaten bis auf diejenigen aus den Monte

Carlo
Studien ����	 ���� und ���� �berein� Die Werte aus ���� und ���� sind im
Vergleich zu dem Ergebnis dieser Arbeit zu klein� Es ist zu beachten	 da� in
diesen Arbeiten keine genaue Analyse systematischer Fehler	 die aufgrund von
Skalenkorrekturen entstehen	 durchgef�hrt wurde� Andererseits ist das Resultat
aus der Arbeit ���� um zwei Standardabweichungen gr��er als das Ergebnis aus
dieser Arbeit	 obwohl in ���� Korrekturen � L�� in Betracht gezogen wurden�
Im Gegensatz zum einkomponentigen Modell ���� ist das Ergebnis f�r den Kor

rekturexponenten � in �bereinstimmung mit den theoretisch bestimmten Resul

taten�
Wenige Tage vor Beendigung dieser Arbeit wurde ein Vorabdruck einer Arbeit

��



Referenz Methode � � �

Diese Arbeit MC ����
������� �������
��
� �����
�
���� MC ����
��� ���
����
���� MC ������
� ���������

���� MC ���������� ��������
���� MC ����
����� ����
�
�
���� �d	ST ���������� �������
�� ���������
���� 
	bc ���������� ���������� ����
����
���� 
	free ����� ������ ����
����
���� HT ������
� ���
�����

���� �He �����������
��
� �He ���������
���� �He ���������

Tabelle ��
�� Ergebnisse f�r kritische Exponenten aus Monte
Carlo
Simulationen
�MC�	 

Entwicklung 	 �d
St�rungstheorie ��d	ST� und Hochtemperaturentwick

lungen �HT�� Der Index bc besagt	 da� bei der Analyse die exakten Werte der
kritischen Exponenten in 
d in Betracht gezogen wurden� Dies ist bei free nicht
der Fall� Falls in der Referenz lediglich � und 	 angegeben waren	 wurde � mit
Hilfe der Skalenrelation 	
� � � � � berechnet� Diese F�lle sind durch ein �

gekennzeichnet� In Referenz ���� wird ein Ergebnis f�r � angegeben� In dieser
Tabelle wird � aus diesem mit Hilfe der Skalenrelation � � � � d� bestimmt�
Eine Diskussion der Ergebnisse �ndet sich im Text�

ver��entlicht � ����	 deren Genauigkeit bei der Bestimmung kritischer Exponenten
die in dieser Arbeit erzielte Genauigkeit �bertri�t�
Die hohe Genauigkeit in ���� ist darauf zur�ckzuf�hren	 da� in dort bereits das
Ergebnis �opt � ���������� aus dieser Arbeit verwendet wurde 		 um mit Hilfe einer
verbesserten Wirkung Hochtemperaturentwicklungen f�r das zweikomponentige
��
Modell durchzuf�hren�
In ���� werden angegeben�

� � ����������� � � � ���
	��
� � ������

Diese Werte be�nden sich in sch�ner �bereinstimmung mit den Ergebnissen die

ser Arbeit�
Die untersten drei Zeilen von Tabelle ��� zeigen Resultate f�r �	 die aus Experi

menten an �He stammen� Die Resultate sind deutlich genauer als die Ergebnisse
dieser Arbeit und �bis auf ��
�� auch genauer als das Resultat in �����

�Dieser ist seit dem ��������� auf dem �cond�mat��Server zu �nden�
	Ein Vorabdruck der Ergebnisse dieser Arbeit wurde am ��������� auf dem �cond�mat��

Server ver��entlicht�

��



Die hohe Genauigkeit ist darauf zur�ckzuf�hren	 da� das singul�re Verhalten der
Kompressibilit�t am �
�bergang schwach ist und da� sehr reine Proben zur Ver

f�gung stehen� Dar�ber hinaus besteht die M�glichkeit Experimente imWeltraum
auszuf�hren� Dabei wird der Ein�u� der Schwerkraft auf den Phasen�bergang be

tr�chtlich reduziert� Die Experimente in ���� wurden im Space Shuttle ausgef�hrt
und liefern die bei weitem genauesten Resultate�
Die experimentell erhaltenen Werte sind etwas geringer als das Ergebnis dieser
Arbeit	 jedoch die Fehlerbalken ber�hren sich zumindest� Das Resultat aus ����
liegt n�her am experimentellen Resultat�

��



Kapitel 


Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit wurden die kritischen Exponenten � und � der dreidimensionalen
XY
Universalit�tsklasse mit Hilfe von Monte
Carlo
Simulationen des zweikompo

nentigen ��
Modells bestimmt�
Hierbei wurden Finite
Size
Techniken sowie die Methode der verbesserten Wir

kung verwendet� Es gelang dabei durch Eliminierung der f�hrenden Skalenkor

rektur die Genauigkeit in der Bestimmung der Exponenten gegen�ber bisherigen
theoretischen Resultaten deutlich zu verbessern�
Insbesondere wurden zus�tzlich zu den statistischen Fehlern sorgf�ltig bestimmte
systematische Fehler	 die durch Skalenkorrekturen entstehen	 angegeben�
Das Resultat � � �����
�
��	� ist mit allen theoretischen Resultaten vertr�glich�
Es ist jedoch gr��er als die experimentellen Resultate	 die durch die Untersuchung
des �
�bergangs von �He ���	 �
	 ��� erzielt wurden	 die Werte von ������ bis
������ mit einer Unsicherheit in der letzten Stelle aufweisen�
Es w�re interessant	 die Genauigkeit des theoretischen Sch�tzwertes bis zur Ge

nauigkeit der experimentellen Ergebnisse zu verbessern� Dies k�nnte mit Hilfe
von Monte
Carlo
Simulationen erreicht werden	 indem man bei � � ��� simu

liert und dabei Gitter verwendet	 die in etwa eine doppelte Gitterl�nge als die in
dieser Arbeit betrachteten aufweisen� Die daf�r notwendige CPU
Zeit auf einem
heutzutage erh�ltlichen PC d�rfte etwa �� Jahre betragen�
Eine andere M�glichkeit zur Verbesserung der theoretischen Sch�tzwerte f�r kri

tische Exponenten w�re es	 den in dieser Arbeit ermittelten Wert f�r �opt f�r
Hochtemperaturentwicklungen zu verwenden� Bei diesen ist die Anwesenheit nicht

analytischer Korrekturen das haupts�chliche Hindernis beim Studium kritischer
Ph�nomene	 da die nichtanalytischen Korrekturen zu gro�en und nur schwer auf

�ndbaren systematischen Fehlern bei der Analyse der Reihen f�hren� Die Ver

wendung einer verbesserten Wirkung kann hier Abhilfe scha�en	 jedoch ist sie
mit analytischen Methoden nur sehr schwer zu �nden� Hier sind Monte
Carlo

Simulationen im Vorteil�
Diese M�glichkeit wurde auch tats�chlich schon genutzt� In ���� wurde der Sch�tz

wert f�r �opt ���� ��d
Ising
Universalit�tsklasse� und in ���� der Sch�tzwert f�r

��



�opt aus dieser Arbeit verwendet	 um mit Hilfe von Hochtemperaturentwicklun

gen kritische Exponenten zu berechnen� Dabei gelang es in beiden F�llen	 die
Genauigkeit deutlich zu verbessern�
Die Resultate in ���� sind n�her an den Ergebnissen aus den Experimenten an
�He als die Resultate dieser Arbeit�
Insgesamt unterst�tzen also die Resultate die Hypothese	 da� der �
�bergang in
der �d
XY
Universalit�tsklasse liegt�

Ein zusammen mit Martin Hasenbusch erstellter Vorabdruck der Ergebnisse die

ser Arbeit ist auf dem

�
e
Print
archive� unter cond
mat!������� einzusehen�

Der Vorabdruck ist zur Begutachtung bei der Fachzeitschrift JOURNAL OF
PHYSICS A� MATHEMATICAL AND GENERAL eingereicht worden�

��



Anhang A

Exakte L�sung des

einkomponentigen Gau�schen

Modells

Der Einfachheit halber sei der einkomponentige Fall N � � betrachtet	 d�h� �x
ist ein reellwertiges Skalarfeld� Im folgenden wird die Kopplungskonstante � ver

wendet� Es gilt� �� � ��
Es sei ein Ld
dimensionales Gitter mit periodischen Randbedingungen zugrunde
gelegt� Die Zustandssumme �ohne �u�eres Feld� lautet dann�

Z �
Z
D� exp

�X
x

�
��
X
�

�x�x��� � ��x

��
� �A���

wobei

D� �
Y
x

d�xp
�

�A�
�

die Integration abk�rzt	 es handelt sich also um ein Ld
dimensionales Gau�inte

gral� Die Summe

P
� im Exponenten l�uft �ber alle Raumrichtungen � � �� ���� d	

wobei �� als Einheitsvektor in der jeweiligen Raumrichtung aufzufassen ist�
Zur L�sung solcher Integrale gibt es ein festes Schema	 das nun vorgestellt werden
soll�
Man betrachtet zun�chst folgendes eindimensionale Integral�

Z�j� �
Z
dx e������Ax

��jx � mit

Z��� �
Z
dx e������Ax

�

�
q
��
A �

Zur Berechnung von Z�j� �ndert man die Variable� x � x� � j
A und schreibt�

��

�
xAx� jx � ��

�
x�Ax� �

�

�
j
�

A
j �

��



Damit lautet die L�sung des Integrals�

Z�j� � e�����j ���A� j Z��� �

Man betrachtet nun das entsprechende N 
dimensionale Integral �

Z�j� �
Z NY

i
�

dxi exp

�
���

�

NX
i	j
�

xiAijxj �
NX
i
�

jixi

	
A � �A���

wobei die Matrix A symmetrisch und positiv de�nit sein soll� Zur Vereinfachung
der Schreibweise setzt man im folgenden�

NX
i	j
�

xiAijxj � xTAx �
NX
i
�

jixi � jTx �

Hierbei sind x � �x����xN� und j � �j����jN� Spaltenvektoren	 und xT bzw� jT die
transponierten Zeilenvektoren�
Zur L�sung des Integrals f�hrt man	 analog zum eindimensionalen Fall	 eine
Transformation der Variablen durch� x � x� �A��j	 so da� gilt�

��

�
xTAx� jTx � ��

�
x�TAx� �

�

�
jTA��j �

�Die Matrix A�� existiert	 da A als positiv de�nit angenommen wurde��
Man erh�lt�

Z�j� � e�����j
TA��jZ��� � �A���

Es bleibt die Berechnung von Z����

Z��� �
Z NY

i
�

dxie
������xTAx � �A���

Sei nun R eine orthogonale Transformation �RRT � ��	 die A diagonalisiert�

A � RTDR� D �

�
BBBB�

d�
d� �

�
� � �

dN

	
CCCCA � di � � �i �

Man ben�tigt noch eine Variablentransformation� x� � Rx �detR � ��	 dann
gilt� Z NY

i
�

dxie
������xTAx �

Z NY
i
�

dx�ie
������x�TDx� �

��



Bei dem Integral auf der rechten Seite handelt es sich um N unabh�ngige Gau�

Integrale	 es wird gel�st durch�

����N��
NY
i
�

�di�
���� �

����N��

�detA����
� �A���

Somit gilt schlie�lich�

Z��� �
����N��

�detA����
� �A���

Nach diesen Vorbereitungen ist man nun in der Lage die Zustandssumme �A���
zu berechnen�
Dazu geht man von �A��� aus� Der Exponent in �A����

X
x

�
��
X
�

�x�x��� � ��x

�

l��t sich in der Form wie in �A��� �

��

�
xTAx � ��

�

NX
i	j
�

xiAijxj

schreiben	 wenn man � �� ��x�� ���� �xN� mit x identi�ziert� Dann ergibt sich als
L�sung �A��� f�r die Zustandssumme�

Z � �detA����� � �A���

�Der Faktor ����N�� taucht nicht mehr auf	 da er in die Integration miteinbezogen
wurde �A�
���
Die Bestimmung von A und die Berechnung der Determinante gestalten sich im
Ortsraum als m�hselig� Ein Blick auf �A��� weist einen einfacheren Weg� Man
ben�tigt eine orthogonale Transformation des Vektors �	 die A diagonalisiert�
Das leistet die diskrete Fouriertransformation� Beim�bergang in den Impulsraum
wird also A diagonal	 die Zustandssumme ergibt sich dann in einfacher Weise aus
den Eigenwerten von A ��
In der Literatur wird die explizite Transformation meist nicht angegeben	 des

halb sei sie hier einmal durchgef�hrt �der Einfachheit halber f�r den Fall einer
Raumdimension� �
Dazu formt man zun�chst die Zustandssumme �A��� ein wenig um�

Z �
Z
D� exp

�
��X

x

�X
�

��x � �x����
� �

�
�

�
� �d

�
��x

��
� �A���

�Dies ist ein sch�nes Beispiel daf�r
 da� es mitunter n�tzlich ist in den Impulsraum zu
wechseln
 da sich dort analytische Rechnungen oft vereinfachen� F�r die Anschauung und ins�
besondere f�r Monte�Carlo�Simulationen hingegen eignet sich der Ortsraum i�a� besser�

��



Der Exponent lautet dann f�r d � ��

��X
x

�
��x � �x���

� �
�
�

�
� �

�
��x

�
� �A����

wobei die Summation �ber x von � bis L� � laufen soll ��
Der �bergang in den Impulsraum gestaltet sich nun wie folgt ��


�k �
�

L

X
x

�x exp
�
�i��

L
kx
�
� �A����

Entsprechend lautet die R�cktransformation in den Ortsraum �

�x �
X
k


�k exp
�
i
��

L
kx
�
� �A��
�

Auch hier laufen die Indices x und k von � bis L� ��
Man ben�tigt noch folgende Identit�t ��

�

L

L��X
x



exp
�
i
��

L
�l �m�x

�
� �l	m � �A����

Nun kann man �A���� im Impulsraum darstellen� Man transformiert zun�chst�
X
x

��x � �x���
� �

�
X
x

�X
k




�k exp

�
i
��

L
kx
�
� 
�k exp

�
i
��

L
k�x� ��

����

�
X
x

�X
k




�k exp

�
i
��

L
kx
��

� � exp
�
i
��

L
k
�����

�
X
k

X
k�


�k 
�k�
X
x

exp
�
i
��

L
�k � k��x

�
�

�


�� exp

�
i
��

L
k
�
� exp

�
i
��

L
k�
�
� exp

�
i
��

L
�k � k��

��

� L
X
k


�k 
��k



��

�
exp

�
i
��

L
k
�
� exp

�
�i��

L
k
���

� L
X
k


�k
�
�k



� � � cos

�
��

L
k
��

�

�Nach wie vor seien periodische Randbedingungen vorausgesetzt
 deshalb ist �L wie �
 zu
behandeln�

�Zur allgemeinen De�nition der diskreten Fouriertransformation siehe z�B� ���	�
�Die G�ltigkeit der Transformationen l��t sich dann durch einfaches Einsetzen schnell veri�

�zieren� Zur Verdeutlichung der Beziehung f�hre man die Summation einmal auf dem Einheits�
kreis aus
 z�B� f�r L���

�




Bei der vorletzten Umformungwurde zum einen �A���� benutzt und zum anderen	
da� bei periodischen Randbedingungen gilt� 
�k � 
�k�L�
Analog	 aber einfacher ergibt sich�

X
x

��x � L
X
k


�k
�
�k �

Insgesamt lautet somit �A���� im Impulsraum�

L
X
k


�k
�
�k

�
�� cos

�
��

L
k
�
� �

�
�

Man sieht	 da� A tats�chlich diagonalisiert wurde	 die Eigenwerte lauten�

L
�
� � �� cos

�
��

L
k
��

�

Eine etwas kompliziertere Rechnung � ergibt f�r d Dimensionen die Eigenwerte�

Ld

�
� � ��

X
�

cos
�
��

L
k��
��

� �A����

Die Zustandssumme ergibt sich damit problemlos aus �A����

Z �
Y
k

�
Ld

�
�� ��

X
�

cos
�
��

L
k��
�������

� �A����

�Man beachte
 da� in �A���� und �A���� nun �ber d Dimensionen summiert wird
 d�h es gibt
Ld Summanden und der Vorfaktor in �A���� lautet deshalb �

Ld
statt �

L
�

��



Anhang B

Programmtests f
r das

einkomponentige ���Modell

B�� Hochtemperaturentwicklungen

F�r den Vergleich mit den Monte
Carlo
Daten interessiert man sich f�r folgende
Gr��en�

�
�

�
X
x

h�x�
i �

�
�

�
X
x

x�h�x�
i �

In ���� wurden diese Gr��en bis zur ���Ordnung in � berechnet� Die Daten wurden
mir von Peter Weisz zur Verf�gung gestellt�
�

�
entspricht der magnetischen Suszeptibilit�t � ������ � wurde per Simulation

bestimmt	 es ist also ein direkter Vergleich m�glich� �
�
hingegen wurde nicht per

Simulation bestimmt	 ist aber dennoch hilfreich	 denn es gilt�

F � ��
V �hjX
x

exp
�
i
��

L
x�

�
�xj�i

� ��
V �
X
x

X
y

exp
�
i
��

L
�x� � y��

�
h�x�yi

�
X
x

exp
�
i
��

L
x�

�
h�x�
i

�
X
x

cos
�
��

L
x�

�
h�x�
i

�
X
x

�
� �

���

L�
x�� �O�x���

�
h�x�
i

�

�X
x

h�x�
i � ���

L�

X
x

x��h�x�
i
�
�O�x���
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Abbildung B��� Sch�tzung der Konstanten c� in �B���� Details siehe Text�

�

�
�� � ���

dL�
��

�
�O�x��� � �B���

mit F gem�� ������ Hierbei wurde bei der letzten Umformung benutzt	 da� die d
Raumrichtungen auf dem kubischen Gitter gleichberechtigt sind	 und somit gilt�

�
�
� d

X
x

x��h�x�
i �

Man erh�lt�

F �
�
�� � ���

dL�
��

�
� �B�
�

Dieser Zusammenhang erm�glicht eine Gegen�berstellung von Fsimu und den
Werten f�r �

�
und �

�
	 die sich aus der HT
Entwicklung ergeben� Letztere sei


en im folgenden als �
HT
bzw� als �

HT
bezeichnet�

Man m�chte nun den Vergleichstest f�r einen m�glichst gro�en Wertebereich von
� durchf�hren� Daher ist es wichtig	 den Fehler	 der durch das Abschneiden der
Taylorreihe nach der ���
ten Ordnung entsteht	 abzusch�tzen� Das ist in der Tat
m�glich� F�r die magnetische Suszeptibilit�t gilt in der Umgebung des Phasen

�bergangs n�herungsweise folgendes Skalengesetz�

���� � c��� � �c�
�� � �B���

In �hnlicher Weise verh�lt sich die Korrelationsl�nge�

���� � c��� � �c�
�� � �B���

��



� L �
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�verb �

���� � �����	�	 �����	�	 ���������
� ���������
�� ���������
�� ����	����

���� � �������
 �������� ���������
���� � ��
����	 ��
����� ��
����	�

	 ��
��
�
�
���� � ������	� �������	 ����������

�� ����

���
�
�� �����	����

��
� 	 
������� 
������� 
������
��

Tabelle B��� Vergleich von �
HT
und �verb mit � aus ������

Diese ist mit �
�
und �

�
verkn�pft � �����

� �

s
�
�

�d�
�

� �B���

Aus �B��� bis �B��� folgt somit ein Skalengesetz f�r �
�
�

�
�
��� � c��� � �c�

���� � �B���

Es kann nun folgenderma�en vorgegangen werden�
Man entwickelt �B��� und �B��� jeweils bis zur ���
ten Ordnung in � �denn bis
zu dieser Ordnung sind auch die HT
Entwicklungen bekannt� und subtrahiert die
Ergebnisse von den Werten von � und �	 die sich aus �B��� und �B��� ergeben�
Damit hat man nun einen Sch�tzwert f�r den Anteil der in den HT
Entwicklungen
nicht ber�cksichtigten Ordnungen	 den man als �Fehler� von �

HT
bzw� �

HT
auf


fassen kann� Addiert man diesen zu �
HT
bzw� �

HT
hinzu	 so lassen sich die Werte

auch bei gr��eren � noch mit den Werten aus der Simulation vergleichen� Im
folgenden seien die so erhaltenen Werte als �verb und �verb bezeichnet�
Die in den Skalengesetzen auftretenden Konstanten c sind a priori nicht bekannt�
F�r das eben beschriebene Verfahren sind sie jedoch vonn�ten� Sch�tzwerte f�r
diese Konstanten lassen sich wie folgt erhalten�
Man bestimmt f�r jede verf�gbare Ordnung in � die Koe zienten der HT

Entwicklung und die Koe zienten der Taylorentwicklung der Skalengesetze	 wo


�Die Korrelationsl�nge ist das Inverse der dort behandelten Gr��emR ��renormierte Masse���

��



� L FHT Fverb F
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��� ����
��� ����
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 ������	
 �����
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���� � �������	 ������
� ��	������
���� � ���
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���	 ���
�	�
�

	 �������� �������� ���
	������
���� � �����	�� ���	�		� ���
�����

�� �����	�� �������	 ���
�	�����
�� ��	����� ��	����� ��	������

��
� 	 �������� �������� �������	�

Tabelle B�
� Vergleich von FHT �B�
� und Fverb mit F aus ������

bei man bei letzteren c au�er Acht l��t �� Nun dividiert man getrennt f�r jede
Ordnung die HT
Koe zienten durch die Koe zienten der Taylorentwicklung und
erh�lt damit jeweils einen Sch�tzwert f�r c	 der sich mit steigender Ordnung sta

bilisieren sollte �da mit wachsender Ordnung in � der Ein�u� der Korrekturterme
zu den Skalengesetzen abnimmt�� In Abbildung B�� ist dies exemplarisch f�r �
�bei � � ���� dargestellt�
Die Genauigkeit der vorgestelltenMethode zur Bestimmung der verbesserten Gr�

�en ist f�r Testzwecke ausreichend�
Die Testl�ufe wurden bei � � ��� f�r verschiedeneWerte von � durchgef�hrt� Die
Ergebnisse sind in den Tabellen B�� bis B�� aufgef�hrt�
Die Monte
Carlo
Ergebnisse zeigen eine sch�ne �bereinstimmung mit den �ver

besserten�Werten	 insbesondere f�r gro�e �� Die reinen HT
Werte zeigen f�r gro�e
� deutliche Abweichungen� Au��llig ist die starke Diskrepanz zwischen den er

rechneten und dem simuliertenWert f�r F bei � � ��
� Dies liegt an den vernach

l�ssigten Termen h�herer Ordnung in �B���� Diese werden jedoch mit wachsender
Gittergr��e immer unbedeutender �der f�hrende nicht ber�cksichtigte Term ist
� L���� Dieser E�ekt ist bei � � ���� sichtbar� Mit steigendem L n�hern sich die
Werte aus den Entwicklungen immer mehr den Monte
Carlo
Werten an�
Die Testl�ufe sind also insgesamt zufriedenstellend verlaufen�

�Zur Bestimmung der Koe zienten der Taylorreihe ben�tigt man Sch�tzwerte der jeweiligen
kritischen Exponenten� Diese wurden ���	 entnommen� Zudem mu� man sich einen Sch�tzwert
f�r �c verscha�en
 daf�r ist die cumulant�crossing�Methode am geeignetsten�

��
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Tabelle B��� Vergleich von �HT �B��� und �verb mit ��nd aus ������

B�� Gau�sches Modell

Zun�chst sollen aus der exakten L�sung des einkomponentigen Modells �Anhang
A� einige Gr��en berechnet werden�
Zur Berechnung der Korrelationsfunktion ���

� de�niert man folgenden Aus

druck�

Z
 ��
�

Z
Z
D� exp

X
x

�
��
X
�

�x�x��� � ��x � bx�x
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�

Aus �A��� und �A��� folgt�
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�
bTA��b

�
�

Es gilt nun�
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Gr��e exakt MC
h�xi � ���������
�
h��xi �������� �������	����
h��xi ����
��
 ����
����
	�

h�x�x���i �������� ������	�����
� ������	� �����������
F ���	���� ���	������
� �������� ����������

Tabelle B��� Vergleich der exakten Werte verschiedener Gr��en mit MC
Werten
bei � � �� � ��� und L � 	� � wurde hierbei mit ��nd aus ����� verglichen�
Angegeben sind die statistischen Fehler�

Man erkennt�

h�xi �
�
�

�bx
Z


�
j



� � �

Die Korrelationsfunktion ist also gegeben durch�

G�x � y� � A��
xy �

Man erh�lt nun G�x�y�	 indemman 
G�k� durch Invertierung des entsprechenden
Eigenwertes von A im Impulsraum bestimmt und in den Ortsraum zur�cktrans

formiert�
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L
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�
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L
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�

G�k� �

F�r kleine d ist dies noch �von Hand� durchf�hrbar	 f�r gr��ere ben�tigt man
den Rechner�
F�r die magnetische Suszeptibilit�t gilt�

� �
X
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L
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Gr��e
L � 	 L � ��

exakt MC exakt MC
h�xi � ���������	� � ������������
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� ���
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Tabelle B��� Vergleich der exakten Werte verschiedener Gr��en mit MC
Werten
bei � � �� � ���� � wurde hierbei mit ��nd aus ����� verglichen� Angegeben sind
die statistischen Fehler�

Hier wurde �A���� �f�r beliebige d� benutzt� Weiter gilt�

h��xi � G��� �
X
k


G�k� �
�

Ld

X
k

�

�� ��
P

� cos�
��
L
k���

�

F�r das Gau�sche Modell gilt�

h��xi � 

�
h��xi

��
�

Diesen Zusammenhang erh�lt man durch�

h��������i � h����ih����i� h����ih����i
�h����ih����i

� 

�
h��xi

��
�

Zur �inneren Energie� ������ gelangt man �ber�

h�x�x���i � G�����

�
�

Ld

X
k

exp
�
i��
L
k��
�

� � ��
P

� cos
�
��
L
k��
�

�
�

Ld

X
k

cos
�
��
L
k��
�

� � ��
P

� cos
�
��
L
k��
� �

F�r F ����� gilt�

F � 
G ���� �� ���� ���

�
�

Ld

�

� � ��
�
cos���

L
� � d� �

� �

��



Die Korrelationsl�nge l��t sich durch Berechnung der Korrelationsfunktion im
Kontinuum gewinnen �siehe z�B� ������ Es gilt�

� �
�
�

�
� �d

�����

Alle diese Gr��en wurden f�r d � 
 berechnet und mit den Monte
Carlo
Daten
verglichen� Exemplarisch sind drei Testl�ufe in Tabelle B�� und Tabelle B�� an

gegeben� Der Test ist zufriedenstellend verlaufen�

B�� Ising�Modell

L Gr��e Ising exakt Methode � Methode 

� m� ���

��
 ���
������ ���
�����
��

Q ������
� ���������� ���������
��
S �������� ����������� ������������
c �������� ���������� ����������
�

� m� �����
�� ���
������ �����
����
Q �������� ���������� ������
���
S ��
��

� ��
�������� ��
��
����
c �������� ����������� �����������

Tabelle B��� Vergleich exakt berechneter Gr��en mit MC
Daten f�r das �d
Ising

Modell bei � � �������
� Details zu den Methoden siehe Text�

In ���� wurden verschiedene Gr��en f�r das �d
Ising
Modell exakt berechnet� Die
Gr��en sind dort wie folgt de�niert�

m� �� hm�i
Q ��

hm�i�
hm�i

S ��
�

V
hX
�xy�

�x�yi

c �� ��
�
hS�i � hSi�

�
�

mit m �
�

V

X
x

�x �

Diese Gr��en wurden nun simuliert und mit den exakten Resultaten verglichen
Die Ergebnisse sind in Tabelle B�� zusammengestellt�

��



Dabei bedeutet Methode �� F�r die Updates wurden die Algorithmen Metropo

lis und Single
Cluster verwendet� Es wurde ad hoc � � ���� gew�hlt� Hier sind
ungenaue Ergebnisse zu erwarten	 da die Feldvariable nicht genau den Wert �
annnehmen wird� Bei Methode 
 wurde nur der Single
Cluster
Algorithmus be

nutzt und � � � gesetzt� Der Single
Cluster
Algorithmus ist f�r das Ising
Modell
ergodisch�
Der Test ist zufriedenstellend verlaufen�

�




Anhang C

Testergebnisse f
r das

zweikomponentige ���Modell

C�� Hochtemperaturentwicklungen

Zum Zeitpunkt der Ausf�hrung dieses Tests war die kritische Linie �c��� des
zweikomponentigen Modells f�r endliche � vollkommen unbekannt� Die Testl�ufe
wurden deshalb ad hoc bei � � ��� durchgef�hrt� Ein Sch�tzwert f�r �c�����
wurde mit Hilfe der cumulant crossing
Methode erhalten� Die Vorgehensweise des
Tests ist die gleiche wie beim einkomponentigen Modell �Anhang B���� Die zur
Bestimmung der �verbesserten� Gr��en notwendigen Sch�tzwerte der kritischen
Exponenten der �d
XY
Universalit�tsklasse wurden erneut ���� entnommen�
In den Tabellen C�� bis C�� sind die Ergebnisse aufgef�hrt�

� L �
HT

�verb �
���� 	 ������� ������� �����������
���� � ���
��	 ���
��	 �����������
��
� � 
������ 
����
� 
��
����
�

�� 
��
	��
��
���� 
� ����	 ���	� ���������

Tabelle C��� Vergleich von �
HT
und �verb mit� aus ����� f�r das zweikomponentige

Modell�

��



� L FHT Fverb F

���� 	 ������� ������� �����������
���� � ������� ������� ����	������
��
� � ������� ����
	� ����
���

�

�� ������� ������� ���	����
�
���� 
� ������ ������ ���	������

Tabelle C�
� Vergleich von FHT �B�
� und Fverb mit F aus ����� f�r das zweikom

ponentige Modell�

� L �HT �verb �

���� 	 ������ ������ ����
�����
���� � ��
���� ��
���� ��
	��	����
��
� � ���
��
 ������� �����	�����

�� ����������
���� 
� ����� ����� ������
��

Tabelle C��� Vergleich von �HT �B��� und �verb mit ��nd aus ����� f�r das zwei

komponentige Modell�

C�� Gau�sches Modell

Beim zweikomponentigen Gau�schen Modell ist die Feldvariable ein zweidimen

sionaler Vektor �der Index x sei im folgenden der Einfachheit halber unterdr�ckt��

�� � ���� ��� �

L��t sich nun eine Observable A���� durch die Komponenten von �� ausdr�cken	
so da� keine Mischterme der Komponenten auftreten	 gilt also�

A���� � f���� � g���� �

so kann man ihren Erwartungswert mit Hilfe des einkomponentigen Modells be

stimmen	 da bei der Berechnung des Erwartungswertes das Integral zerf�llt und
die beiden Komponenten von �� als gleichberechtigt anzusehen sind ��

hA����i � hf����i � hg����i � hf���i � hg���i �

wobei � die Feldvariable des einkomponentigen Modells ist�

��



Gr��e exakt MC

h����x�i �������� ������������

h����x�i �����	� �����������
hE
V i ������
� �����	������
hE�
V �i �������� �������
�	�
h�m�i �������� ������	����
h�m�i ���������� �������������
� ����	�� ����	������
C ���	��� ���	�������
F ��
���� ��
���	����
Rmin �������� �����	�����
�Rmin
�� ������ ����
�����
��Rmin
��

� ����� �
����
	�
� �����
 ����������
U � �����������
�U
�� � �������	�
��U
��� � ���
�����

Tabelle C��� Vergleich der exakten Werte verschiedener Gr��en mit Monte
Carlo

Werten� Simuliert wurde bei � � �� � ��� und L � 	�

Dar�ber hinaus fehlt beim Gau�schen Modell in der Wirkung S der ���
Term	
d�h� S enth�lt nur quadratische Terme in �� und somit l��t sich die Wirkung
aufspalten�

S � S� � S� �

Die Zustandssumme faktorisiert�

Z � Z�Z� �

Das hat nun zur Folge	 da� sogar Erwartungswerte von Observablen	 die von
Mischtermen abh�ngen	 in einfacher Weise auf die entsprechenden Erwartungs

werte des einkomponentigen Modells zur�ckgef�hrt werden k�nnen�
Sei A���� eine Observable mit A���� � f����g����� Dann gilt�

hA����i �

R D��e�SA����
Z

�

R D��D��e�S�e�S�f����g����
Z�Z�

�F�r viele Observable gilt sogar� A���� � A�����A����� Dann ist einfach hA����i � �hA���i�

��



Gr��e exakter Wert MC
Wert

h����x�i �������� ������	���
�

h����x�i �������	 ����������
�
hE
V i ��
��
�� ��
��
�
����
hE�
V �i ����	
�� ����	

�����
h�m�i ��������
� ��������	�����
h�m�i ����������� ��������������
� ��� ����	�����
C ������ ����������
F ����	
� ����	������
Rmin ����

� ��������	��
�Rmin
�� ������ ����������
��Rmin
��

� ���� ��������
�
� ��� ����������
U � �����
����
�U
�� � �������		�
��U
��� � �������

Tabelle C��� Vergleich der exakten Werte verschiedener Gr��en mit Monte
Carlo

Werten� Simuliert wurde bei � � �� � ��� und L � ���

�

R D��e�S�f���� R D��e�S�g����
Z�Z�

� hf����ihg����i �

Man erh�lt �
� A���� �� hf����g����i � hf���ihg���i �

Alle f�r den Test interessanten Gr��en lassen sich nun aus den Ergebnissen f�r
das einkomponentige Modell berechnen� Als Beispiel sei dies f�r ��� vorgef�hrt �

h���i � h������i
� h���� � ��

���i
� h��� � ���

���
� � ��

�i
� �h��i � �h��i�

� 	h��i� �

In der letzten Umformung wurde die
�
Wick
Regel� �siehe z�B� ����� benutzt�

Noch einige Bemerkungen� Die Berechnung von hE�
V �i gestaltet sich als die
komplizierteste� Zwar l��t sich der Wert f�r das zweikomponentige Modell leicht

��



aus dem f�r das einkomponentige bestimmen	 dieser jedoch ist schwierig zu be

rechnen� Die Wick
Regel ist zwar anwendbar	 f�hrt aber auf Terme	 die sich nur
zum Teil durch bereits bekannte Gr��en darstellen lassen� Um diese Terme nicht
alle fourier
transformieren zu m�ssen	 wurde hE�
V �i f�r das einkomponentige
Modell wie folgt bestimmt �
hE
V i l��t sich mit Hilfe des Rechners leicht berechnen� Man bestimmt nun
numerisch die Ableitung von hE
V i nach �$ das liefert die spezi�sche W�rme

C �
�

V

�
hE�i � hEi�

�
� �C���

aus der sich dann hE�
V �i ergibt� Die dabei auftretende Genauigkeit ist f�r die
Testl�ufe ausreichend�
F�r das einkomponentige Modell ist die Binder
Kumulante U unabh�ngig von L
exakt �	 wie sich mit Hilfe der Wick
Regel zeigen l��t� Der Wert f�r das zwei

komponentige Modell l��t sich leicht berechnen�

UN
� �
h�m�i
h�m�i�

�
h�m�

� �m�
��

�i
hm�

� �m�
�i�

�
hm�

� � �m�
�m

�
� �m�

�i
�hm�

�i � hm�
�i��

�
�hm�i � �hm�i�

�hm�i�
� �

�
UN
� �

�
�

� � �

Da das Gau�sche Modell nur f�r � 	 �c de�niert ist	 ist U��� konstant� Somit
m�ssen die Ableitungen nach � verschwinden�
Die Ergebnisse f�r die erw�hnten und einigen weiteren Gr��en sind in Tabelle
C�� und Tabelle C�� zusammengestellt� Der Test ist zufriedenstellend verlaufen�

��



C�� XY�Modell

Ebenso wie bei den Tests des einkomponentigen Modells wurde auf zwei Arten
vorgegangen� Zum einen wurden die Testl�ufe bei � � � nur mit Single
Cluster

Updates durchgef�hrt �dies ist f�r das XY
Modell ebebfalls ergodisch	 man startet
z�B f�r alle x mit ��x � ��� ���
Zum anderen mit einem sehr hohen Wert f�r �	 wobei die Schrittweite des Metropolis

Algorithmus zu tunen war	 um eine angemessene Akzeptanzwahrscheinlichkeit zu
erhalten� Hierbei wird man unzuverl�ssigere Werte erhalten	 da der Betrag der
Feldvariablen bei endlichem � nicht genau � wird�

Gr��e L%� L%� L%��
��

V �E ����������� ��
��	����� ��

��
���

������	����� ��
��������� ��

�������
�������
�

� ��
���������

C ��������� 	�	���
�� ���
�����
��������� 	���	����� ����������
���������� 	�	������

� �������
�� ���	����� ��
�����
����������� ��������	�� �������
�����	����� ��������	�

� ��
����
�� ���	������ 
����
����
��
������
� ���		���� 
�������
�
��
�������� ���	����	
�

Tabelle C��� Testergebnisse f�r das XY
Modell� Die Tabelle ist f�r jede Gr��e wie
folgt zu lesen� Erste Zeile� Ergebnisse aus ����� Zweite Zeile� Testl�ufe mit � � ��
Dritte Zeile� Testl�ufe mit � � ����

��
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