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Zusammenfassung

Mit der vorliegenden Arbeit wurde ein Konzept zur differenzierten Beurteilung und Riick-
meldung mathematischer Kompetenzen entwickelt und exemplarisch erprobt. Damit liegt
ein Beurteilungskonzept vor, dass fachdidaktischen Anforderungen an einen kompe-
tenzorientierten Mathematikunterricht gentigt aber auch alltagstauglich ist. Es erlaubt dem
Lehrer seinen Schiilern ihre Stirken und Schwiéchen bei der Bearbeitung mathematischer
Aufgaben differenziert und konkret aufzuzeigen und Hinweise zum selbstdndigen Lernen

Zu geben.

Die Differenzierung in die vier Kompetenzbereiche darstellend-interpretativ, heuristisch-
experimentell, formal-operativ und kritisch-argumentativ spiegelt fachdidaktische Zielset-
zungen an den Mathematikunterricht wider. Das mathematische Grundwissen bildet als

Grundlage der Auspragung von Kompetenzen die fiinfte Beurteilungskomponente.

Fiir den spezifischen Zweck der differenzierten Beurteilung wurde ein Aufgabenanalysein-
strument entwickelt. Dieses vereint Kriterien an Aufgaben zum Leisten, allgemeine Krite-
rien der Aufgabenqualitit und Kriterien verbunden mit der Anregung vielseitiger
mathematischer =~ Kompetenzen.  Dariiber hinaus  werden  kompetenzspezifische

Anforderungen beschrieben.

Die Beurteilung der bei der Aufgabenbearbeitung dargelegten Kompetenzen erfolgt durch
kompetenz- und aufgabenspezifische Beurteilungskriterien. Individuelle Riickmeldungs-
bogen enthalten fiir die erfassten Kompetenzen kriterienorientierte Beurteilungen und

lernfordernde Hinweise.

Bei der exemplarischen Erprobung des Konzeptes in drei mathematisch profilierten Klas-
sen zeigten sich unterschiedliche Leistungsverteilungen fiir die einzelnen Kompetenzberei-
che. Es wurden zum einen Stidrken und Schwéchen der Schiiler deutlich. Zum anderen
zeigten aufgabenabhédngige Unterschiede innerhalb der Kompetenzbereiche, dass die
Kompetenzdarlegungen von der Art der Aufgabe oder vom speziellen angesprochenen

Inhalt abhéngen.

In einer weiteren Untersuchung wurden die mit einer Aufgabe intendierten Aktivitdten den
tatsdchlich ausgefiihrten gegeniibergestellt und aus der Umsetzung verschiedener Aufga-
ben Hinweise zur Aufgabengestaltung fiir die differenzierte Beurteilung im Mathematikun-

terricht abgeleitet.
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Einleitung

Die Vielfalt mathematischen Arbeitens ist gekennzeichnet durch Aktivitdten, wie Ent-
wickeln von Losungsstrategien, Aufstellen und Priifen von Vermutungen, Formalisieren,
Verallgemeinern, graphisch Darstellen, Interpretieren, Modellieren, Nutzen von Algorith-
men und Kalkiilen, Argumentieren. H. Winter biindelte bereits 1975 ,die vielseitigen
Aktivititen beim wirklichen Lernen von Mathematik zu allgemeinen Lernzielen. Die
Anregung vielseitiger Aktivitdten, mit dem Ziel der Férderung entsprechender mathemati-
scher Fahigkeiten, ist eine der wichtigsten Aufgaben des Mathematikunterrichts. Die Ver-
einbarung von Bildungsstandards durch die Kultusministerkonferenz stellt die Forderung
allgemeiner mathematischer Fahigkeiten bzw. Kompetenzen noch stiarker in den Mittel-
punkt der mathematikdidaktischen Diskussion. Die fachdidaktische Umsetzung der Kom-
petenzorientierung erfordert entsprechenden Unterricht. Ein konkreter Ansatzpunkt ist
dabei die Entwicklung von Aufgaben, die Schiiler zu vielseitigen und anspruchsvollen

mathematischen Aktivitdten anregen und entsprechende Kompetenzen férdern und fordern.

Dariiber hinaus ist es wichtig, den Schiilern ihre Stidrken und Schwichen innerhalb des
Spektrums mathematischer Kompetenzen bewusst zu machen. Aussagekriftige Riickmel-
dungen helfen ihnen, ein realistisches mathematisches Selbstbild zu entwickeln und an
ithren Féhigkeiten zu arbeiten. Die Mathematiknote allein kann diesen Anforderungen nicht
gerecht werden. Bestenfalls stellt sie eine Mittelung der Bewertungen unterschiedlicher
mathematischer Kompetenzen dar, welche individuelle Starken und Schwéchen verdeckt.
Héaufig spiegelt sie durch die einseitige Konstruktion herkommlicher Klassenarbeiten {iber-
wiegend formale Fertigkeiten eines Schiilers wider. Die Beurteilung und Riickmeldung
von Schiilerleistungen ist eine Komponente des gesamten Unterrichtskonzeptes. Ist der
Unterricht auf die Forderung vielseitiger mathematischer Fahigkeiten ausgerichtet, sollte er
von einer differenzierten Beurteilung und transparenten Riickmeldung bereits erworbener
Kompetenzen begleitet werden. Ziel dieser Arbeit ist es, ein in den alltdglichen Mathema-
tikunterricht integrierbares Konzept fiir eine differenzierte Beurteilung und individuelle

Riickmeldung mathematischer Kompetenzen zu entwickeln.
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Mathematische Aktivitdten sind zum einen grundlegend fiir den Erwerb fachlicher Kompe-
tenzen. Zum anderen zeigen sich bereits aufgebaute Kompetenzen in der Ausfiithrung von
Aktivitdten. In der Analyse von Schiileraktivititen wird deshalb der Ansatzpunkt einer
kompetenzorientierten Leistungsbeurteilung gesehen. Zur Differenzierung mathematischer
Aktivitdten findet die Systematisierung von Lechner (2002, S. 255ff)) Anwendung. Die
vier Aktivitatsbereiche darstellend-interpretativ, heuristisch-experimentell, formal-operativ
und kritisch-argumentativ verdeutlichen unterschiedliche Aspekte mathematischen Arbei-
tens und spiegeln die allgemeinen mathematischen Kompetenzen der KMK-Bildungs-
standards und fachdidaktische Zielstellungen wider. Von einer in diese Bereiche differen-
zierten Beurteilung von Schiilerleistungen wird erwartet, dass sie Stdarken und Schwichen
eines Schiilers im Spektrum mathematischer Kompetenzen aufdeckt. Das mathematische
Grundwissen, eine wichtige Grundlage der Ausprigung von Kompetenzen, bildet eine

flinfte Komponente der differenzierten Beurteilung mathematischer Kompetenzen.

Die Basis der Beurteilung mathematischer Kompetenzen ist die Ausfithrung mathemati-
scher Aktivitdten, die im Unterricht durch Aufgaben angeregt werden. Im ersten Kapitel
dieser Arbeit werden die Verbindungen zwischen den Komponenten des Beurteilungskon-
zeptes, Aufgaben — Aktivititen — Beurteilung, hergestellt. Nach einer Darstellung der
lerntheoretischen Bedeutung von Schiileraktivititen wird ausgelotet, welche fachlichen
Aktivitdten fiir das Mathematiklernen und somit fiir eine Leistungsbeurteilung in diesem
Fach relevant sind. Die Differenzierung mathematischer Aktivitdten in die vier Aktivitdts-
bereiche heuristisch-experimentell, darstellend-interpretativ, formal-operativ und kritisch-
argumentativ wird beschrieben und anderen fachdidaktischen Systematisierungen gegen-
iibergestellt. Einen weiteren Schwerpunkt des ersten Kapitels bildet die Beschreibung von
Kriterien flir ein Konzept der Leistungsbeurteilung, das Anforderungen eines kompetenz-
orientierten Unterrichts geniigt. AbschlieBend werden im ersten Kapitel vorliegende Kon-

zepte der differenzierten Begutachtung von Schiilerleistungen diskutiert.

Die differenzierte Beurteilung mathematischer Kompetenzen stellt spezifische Anforde-
rungen an Aufgaben als Grundlage der Leistungsbeurteilung. Diese ergeben sich aus der
Beurteilungssituation, aus Anspriichen an Aufgabenqualitidt allgemein und schlielich aus
der Zielstellung, vielseitige mathematische Aktivitdten einzubeziehen. Zur Einordnung der
erbrachten Schiilerleistungen ist es aullerdem wichtig, die mit einer Aufgabe verbundenen
kompetenzspezifischen Anforderungen zu beschreiben. Zur Untersuchung dieser Kriterien

bedarf es einer systematischen Aufgabenanalyse, die auf diese Zielsetzung zugeschnitten
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ist. In Kapitel 2 erfolgt die Entwicklung eines solchen Instruments sowie dessen Veran-

schaulichung bei der Konstruktion und Modifikation von Aufgabenbeispielen.

Das dritte Kapitel stellt das entwickelte Konzept der differenzierten Beurteilung mathema-
tischer Kompetenzen vor. Nach einer notwendigen Abgrenzung des Beurteilungsgegen-
standes werden die Bausteine des Konzeptes im Einzelnen beschrieben und begriindet. Ein
Schwerpunkt ist dabei die Erarbeitung kompetenz- und aufgabenspezifischer Beurteilungs-
kriterien. Das Konzept wird fiir die Umsetzung in der Sekundarstufe II konkretisiert und

anhand der Kriterien fiir kompetenzorientierte Beurteilungsformen reflektiert.

Das vierte Kapitel berichtet von der exemplarischen Erprobung des Beurteilungskonzeptes
in der Sekundarstufe II. In drei Fallstudien wurde das Konzept in abweichenden Organisa-
tionsformen im schulischen Umfeld umgesetzt. An exemplarischen Schiilerarbeiten wird
gezeigt, dass bereits an einzelnen Aufgaben bestimmte Kompetenzauspragungen sichtbar
werden konnen. Die Dokumentation von Kompetenzdarlegungen tiber mehrere Aufgaben
zeigt neben stabilen individuellen Stdrken und Schwichen auch deutliche aufgabenabhén-
gige Schwankungen. Die Erprobung verdeutlicht, wie anhand der differenzierten Beurtei-
lung Hinweise zur Gestaltung der mathematischen Forderung gewonnen werden kénnen

und gibt einen Eindruck zur Akzeptanz der differenzierten Beurteilung durch die Schiiler.

Bezieht sich die Analyse von Aufgabenbearbeitungen auf die individuell ausgefiihrten
Aktivitdten, steht der Losungsprozess des Schiilers im Mittelpunkt. Ergebniszentrierte
Bewertungsverfahren sind nicht mehr ausreichend. Die ausgefiihrten Aktivitidten sind zu
selektieren, zu analysieren und einzuordnen. Erst dann kann eine kriteriengeleitete Beurtei-
lung erfolgen. In der didaktischen Diskussion wird als ein Merkmal der Aufgabenqualitit
die Offenheit der Aufgabe genannt. Methodisch offene Aufgaben erlauben Schiilern unter-
schiedliche Zugénge und Losungsstrategien. Dies hat zur Folge, dass die von den Schiilern
bei der Bearbeitung einer Aufgabe ausgefiihrten Aktivitdten deutlich von den mit der
Aufgabe intendierten Aktivititen abweichen konnen. Die individuellen Wege der Schiiler
sind bei der Beurteilung anzuerkennen. Sollen die Schiiler aber Stirken und Schwéchen
beziiglich ausgewdhlter Aktivitdtsbereiche erfahren, sind auch spezifische Aktivitdten
anzuregen. In einer weiteren, in Kapitel 5 dargelegten, Untersuchung wird anhand ausge-
wihlter Aufgaben exemplarisch die Vielfalt der ausgefiihrten Aktivitdten verdeutlicht und
den intendierten Aktivitdten gegeniibergestellt. Ziel dieser Untersuchung war es, Hinweise

auf Aufgabenmerkmale zu erhalten, welche die Anregung vielseitiger und spezifischer
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Aktivitdten unterstiitzen, was insbesondere flir die Validitdt von Beurteilungsaufgaben

wichtig ist.

Im abschlieBenden sechsten Kapitel werden die Erfahrungen mit den entwickelten Instru-
menten, dem System der Analyse von Beurteilungsaufgaben und dem Konzept der diffe-
renzierten Leistungsbeurteilung, reflektiert und Anregungen fiir die schulische Umsetzung

der differenzierten Beurteilung mathematischer Kompetenzen gegeben.
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1 Schiileraktivititen als Indikatoren mathematischer

Kompetenzen

Kognitive Fahigkeiten duBern sich darin, dass Aktivitdten ausgefiihrt werden konnen, die
als Auspriagungen (Indikatoren) dieser Fahigkeiten angesehen werden (vgl. Fischer/Malle
1985, S. 281, Lompscher 1972, S. 17) und koénnen deshalb nur {iber die Analyse dieser
Aktivitdten erkannt werden (vgl. Lompscher 1972, S. 17). Aus der zielgerichteten und
erfolgreichen Ausfithrung bestimmter Aktivititen, z. B. beim Losen von Aufgaben, wird
auf das Vorhandensein entsprechender Kompetenzen geschlossen (vgl. Blum et al. 2005,
S. 268). Umgekehrt wird davon ausgegangen, dass durch das Durchfiihren von (mathema-
tischen) Aktivitdten entsprechende (mathematische) Féhigkeiten erworben werden kénnen
(vgl. Fischer/Malle 1985, S. 281). Mathematische Aktivititen haben somit grundlegende
Bedeutung sowohl fiir die Forderung und Entwicklung mathematischer Fahigkeiten bzw.
mathematischer Kompetenzen als auch fiir deren Beurteilung und Riickmeldung. Bevor auf
die Bedeutung von Schiileraktivitdten aus lerntheoretischer Sicht und die Verbindungen
zwischen Aufgaben — Aktivititen — Beurteilung eingegangen wird, wird das in dieser

Arbeit verwendete Kompetenzkonzept beschrieben und begriindet.

Das Konzept der Kompetenz wird in verschiedensten wissenschaftlichen Bereichen einge-

setzt, ohne dass eine einheitliche Theorie oder eine Grundlage fiir eine Definition und

Klassifikation gefunden werden kann (vgl. Weinert 2001, S. 46). Weinert beschreibt 2001

verschiedene Ansédtze, Kompetenz zu definieren, zu beschreiben, zu interpretieren (vgl.

auch Klieme 2004, S. 11). Drei dieser Ansdtze sind flir die Abgrenzung des in dieser Ar-
beit verwendeten Kompetenzbegriffes von besonderer Bedeutung:

- Allgemeine intellektuelle Kompetenzen: Kompetenzen werden als kognitive Féhigkei-
ten und Fertigkeiten verstanden, die es einer Person ermdglichen in unterschiedlichen
Situationen anspruchsvolle Aufgaben zu meistern.

- Spezialisierte intellektuelle Kompetenzen: Kompetenzen entsprechen einer Klasse
kognitiver Voraussetzungen, iiber die eine Person verfligen muss, um in einem speziel-
len Inhaltsgebiet gute Leistungen zu erzielen.

- Kognitive Kompetenzen in Verbindung mit motivationalen Handlungsmustern: Kompe-
tenz ist zu sehen als Verbindung zwischen kognitiven Voraussetzungen und
motivationalen Orientierungen, die fiir erfolgreiche Problembehandlungen notwendig

sind.
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An anderer Stelle verwendet Weinert die folgende Definition, die in Deutschland inzwi-
schen zum Referenzzitat flir Bemithungen um Bildungsstandards und Kompetenzmodelle

geworden ist (vgl. Klieme 2004, S. 11/12, Klieme et al. 2003, S. 72):

»Dabei versteht man unter Kompetenzen die bei Individuen verfiigbaren oder
von ihnen erlernbaren Fihigkeiten und Fertigkeiten, bestimmte Probleme zu 16-
sen, sowie die damit verbundenen motivationalen, volitionalen und sozialen Be-
reitschaften und Fihigkeiten um die Problemldsungen in variablen Situationen
erfolgreich und verantwortungsvoll nutzen zu kénnen.* (Weinert 2002, S.27/28)

In Bezug auf den Allgemeinheitsgrad der einbezogenen Fihigkeiten und die Einbeziehung
affektiver Dispositionen ist in dieser Arbeit das Verstdndnis der Schriften zu den Bildungs-

standards leitend, da sie flir das schulische Umfeld richtungsweisend sind.

Klieme et al. (2003, S. 72) verstehen Kompetenz als ,,eine Disposition, die Personen befa-
higt, bestimmte Arten von Problemen erfolgreich zu 16sen, also konkrete Anforderungssi-
tuationen eines bestimmten Typs zu bewiltigen®. Forschungsbefunde sprechen gegen zu
grole Erwartungen an eine breite Anwendbarkeit von (Schliissel-) Kompetenzen (vgl.
Klieme 2004, S. 12): Inhaltspezifischen Kompetenzen wird eine gro3e Rolle bei der Lo-
sung schwieriger Aufgaben zugesprochen; ihr Mangel kann nicht addquat von allgemeinen
(Schliissel-) Kompetenzen ausgeglichen werden (vgl. Weinert 2001, S. 53). Die Beschrei-
bung allgemeiner Féhigkeiten als Aspekte von Fachkompetenzen in den Bildungsstandards

ist somit lernpsychologisch angemessen (vgl. Klieme 2004, S. 12).

Des Weiteren konzentrieren sich die in den Bildungsstandards angesprochenen fachlichen
Kompetenzen auf kognitive Leistungsbereiche (vgl. Klieme 2004, S. 12). Diese, aus prag-
matischen Griinden nachvollziehbare, Einschrinkung wird bewusst benannt und es wird
darauf hingewiesen, dass ebenso motivationale und handlungsbezogene Merkmale zum
Kompetenzbegriff gehoren. Auch diese Begrenzung wird in dieser Arbeit iibernommen.
Die nicht zufriedenstellenden Erklarungsmoglichkeiten flir bestimmte Ergebnisse un-
terstreichen jedoch den Zusammenhang zwischen der Schiilerleistung und der allgemeinen

Lerneinstellung sowie der situationsbezogenen Motivation eines Schiilers (vgl. Kapitel 5).

Klieme und Leutner (2006, S. 4) begegnen der Diskussion des Kompetenzbegriffes, indem
sie Kompetenzen auffassen als ,kontextspezifische kognitive Leistungsdispositionen, die
sich funktional auf Situationen und Anforderungen in bestimmten Domidnen beziehen®.
Daran angelehnt werden in dieser Arbeit mathematische Kompetenzen verstanden als

kognitive Fiahigkeiten und Fertigkeiten, die sich auf Aufgaben und Anforderungen im Fach
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Mathematik beziehen. Dieses Begriffsverstindnis rechtfertigt die synonyme Verwendung
der Begriffe ,,Kompetenzen* bzw. ,,Fahigkeiten und Fertigkeiten* in dieser Arbeit.

Kompetenz in diesem Verstdndnis kann nur leistungsbezogen erfasst und gemessen werden
(vgl. Klieme et al. 2003, S. 73). Die Beurteilung aufgebauter mathematischer Kompeten-
zen eines Schiilers ist folglich nur auf Grund der Beurteilung seiner Leistungen bei der
Bewiltigung konkreter mathematischer Aufgaben moglich. Insofern wird die Beurteilung
mathematischer Kompetenzen als Leistungsbeurteilung eines kompetenzorientierten Ma-
thematikunterrichts gesehen. Die Beziehung zwischen Kompetenz und Leistung wird dabei
jedoch moderiert durch situationsbezogene Bedingungen, aktuelle kognitive und affektive
Merkmale des Schiilers, Merkmale der Umgebung, Merkmale der Aufgabe u. a. (vgl
Weinert 2001, S. 47ff.). Deshalb konnen Kompetenzen nicht durch einzelne isolierte Leis-
tungen dargestellt und erfasst werden: ,,.Der Bereich von Anforderungssituationen, in de-
nen eine bestimmte Kompetenz zum Tragen kommt, umfasst immer ein mehr oder weniger
breites Leistungsspektrum® (Klieme et al. 2003, S. 74). Rahmen und Methode der Kompe-

tenzerfassung in dieser Arbeit werden in Kapitel 3 beschrieben.

Aufgaben, Aktivititen und Beurteilung sind die wesentlichen Komponenten des Konzeptes
der differenzierten Beurteilung mathematischer Kompetenzen: Aufgaben' sind der schuli-
sche Anlass, Schiiler zu Aktivitdten anzuregen. Schiileraktivitidten sind als Indikatoren fuir
mathematische Kompetenzen die Grundlage der Beurteilung. Eine differenzierte Beurtei-
lung bedingt entsprechend vielseitige Aktivitdten, die nur durch hinreichend gehaltvolle
Aufgaben initiiert werden konnen. In diesem ersten Kapitel werden Grundlagen zu den
Komponenten Aktivititen — Aufgaben — Beurteilung herausgearbeitet, auf denen ein Kon-
zept zur Beurteilung mathematischer Kompetenzen, durch Analyse von Schiileraktivitdten

bei der Bearbeitung mathematischer Aufgaben, aufgebaut werden kann.

' Die Bedeutung der Aufgaben liegt fiir diese Arbeit in erster Linie in der zielorientierten Aktivierung der
Schiiler. Aufgaben konnen somit weit gefasst als jegliche Aufforderung der Schiiler zum Lernhandeln gese-
hen werden (,,Handlungsaufforderungen®, vgl. Bruder 1988, S. 193 und Anhang I, S. 22). Die Aufgaben der
Umsetzung des Beurteilungskonzeptes entsprechen jedoch, auf Grund ihrer Komplexitidt und der Eingren-
zung des Beurteilungsgegenstandes (vgl. 3.1), Aufforderungen zur Bearbeitung und Auseinandersetzung mit
einer spezifischen mathematischen Situation (vgl. Neubrand, J. 2002, S. 17).
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1.1 Lerntheoretische Bedeutung von Schiileraktivitiiten

Die Bedeutung von Schiileraktivititen fiir die Qualitdt und Effektivitat des Unterrichts
ergibt sich zuerst aus lerntheoretischen Uberlegungen. Unbestritten ist: ,,Gelernt wird im
Prinzip nur, was Inhalt des aktiven Lernens der Schiiler ist (Weinert 2002, S. 24). Fiir den
Lernerfolg eines Schiilers ist entscheidend, wie viel Zeit er mit der aktiven Bearbeitung
welcher Aufgaben verbringt (vgl. Weinert 2002, S. 24). Renkl (1991, S. 144f.) arbeitet aus
unterschiedlichen Theorien zum mathematischen Wissenserwerb die gemeinsame Annah-
me heraus, dass ,,mathematisches Wissen durch fortgesetzte aktive Auseinandersetzung
mit Aufgaben erworben wird” (vgl. Lompscher 1972, S. 92). Die ,kognitive Aktivierung
der Lernenden” (Blum et al. 2005, S. 267) wird als eines der wichtigsten Kriterien fiir die

Qualitdt des Mathematikunterrichts gesehen.

Nach dem Tiétigkeitskonzept zuriickgehend auf Rubinstein, Leont’ev, Lompscher u. a.
entwickeln sich kognitive Fahigkeiten aus kognitiven Tétigkeiten (vgl. Lompscher 1972,
S. 32, Rubinstein 1969, S. 110). Die Bedeutung eigener Handlungen fiir das Lernen wird

auch in der konstruktivistischen Lerntheorie hervorgehoben.
1.1.1 (Mathematik-)Lernen als aktive Wissenskonstruktion

Nach der konstruktivistischen Lerntheorie werden durch die menschliche Wahrnehmung
nicht reale Gegebenheiten abgebildet, wie sie ,,an sich® sind, sondern individuelle Modelle
(Konstrukte) entworfen, deren Objektivitdt nicht gepriift werden kann (vgl. Lindemann
1999, S. 1). Der Wert aufgebauter kognitiver Strukturen wird nach ihrer Funktion in der
erlebten Wirklichkeit bemessen (vgl. von Glasersfeld 1999, S. 501). Nicht die wahre Be-
schreibung der Realitdt, sondern die Brauchbarkeit (,,Viabilitdt”) des Modells ist entschei-
dend. Begriffe, Anschauungen, Hypothesen und Theorien werden verdringt, wenn sie in
threr Anwendung nicht brauchbar sind (vgl. von Glasersfeld 1999, S. 501). An dieser
groben Skizze konstruktivistischer Ideen wird bereits die Bedeutung von Aktivitdten fiir
das Lernen in zweierlei Hinsicht deutlich: Der Aufbau von Konstrukten, aber auch das
Priifen der Brauchbarkeit aufgebauter Konstrukte ist nur durch geeignete Aktivitdten mog-

lich.

Aus dem konstruktivistischen Verstdndnis vom lernenden Subjekt ergeben sich Folgerun-

gen flir das Lernen im Mathematikunterricht:
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- Wichtig fiir den Konstruktionsprozess ist die individuell erworbene kognitive Struktur
des Lernenden (vgl. Leuders, 2001, S. 78). Subjektive Erfahrungen sind Ausgangs- und
Bezugspunkt der Gestaltung und Entwicklung individueller Beziehungen mit der Um-
welt (vgl. Werning 1998, S. 40). Konsequenzen sollten die Individualisierung des Lern-
prozesses, Schiilerorientierung und kumulatives Lernen sein (vgl. Leuders 2001,
S. 78ft).

- Lernen entspricht der aktiven Konstruktion von Wissen. Unterricht dient der Anregung,
individuelle Konstruktionen zu hinterfragen, zu tberpriifen, weiterzuentwickeln, zu
verwerfen oder zu bestétigen etc. (vgl. Werning 1998, S. 40). Das macht eine stédrkere
Beriicksichtigung schiileraktiver Arbeitsformen und ausfiihrliche Phasen der Auseinan-
dersetzung mit mathematischen Fragestellungen notwendig (vgl. Leuders 2001, S. 78).
Lernerfolge héngen von anregungsreichen Lernumgebungen ab, die Eigenkonstruktio-
nen der Lernenden anstiften, z. B. lebensnahe, ganzheitliche Problemstellungen, die an
Erfahrungen und Interessen der Lernenden ankniipfen (vgl. Hefendehl-Hebeker 1999,
S. 39).

- Da Modelle vornehmlich nach ihrer Viabilitdit bewertet werden (vgl. Leuders 2001,
S. 82, von Glasersfeld 1999, S. 501), entsteht Lernmotivation vor allem durch prakti-
sche Erfolge, weniger durch duflere Leistungsanreize (vgl. Rustemeyer 1999, S. 475).
Wichtig fiir das Priifen aufgebauter Konstrukte ist auch sozialer Austausch, Lernen wird
zum aktiven Prozess in kollegialen Beziigen (vgl. Rustemeyer 1999, S. 475). Daraus
erwichst die Bedeutung individueller Riickmeldungen, z. B. vom Lehrer oder Mitschii-

lern an den Schiiler, und der gemeinsamen Reflexion von Lernprozessen.

Die Herausbildung mathematischer Einsicht im Kopf der Lernenden ist ein ,,empfindlicher
Prozess, der von aullen nicht im Detail gesteuert werden kann* (Hefendehl-Hebeker 2003,
S. 109). Die innere Struktur bestimmt, wie sich ein Lernender mit Anregungen von auflen
auseinandersetzt. Folge dieser Beeinflussungsfaktoren ist eine ,,Unsicherheitsrelation
(Werning 1998, S. 40) zwischen den Zielen des Lehrenden und den (Lern-)Handlungen des
Lernenden. Eine Konsequenz dieser Erkenntnis ist die Notwendigkeit flexibler Beurtei-
lungsformen, die von Schiilern gezeigte Leistungen wiirdigen, auch wenn sie nicht vom

Lehrer geplant wurden.
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1.1.2 Schiileraktivititen im Beziehungsnetz des Unterrichts

Leont’ev (1982) bezeichnet als Handlung® den einem bewussten Ziel untergeordneten
Prozess. Realisierte Handlungen sind fiir thn Komponenten der menschlichen Tatigkeiten.

Ahnlich schreiben Christiansen und Walther:

»Human activity proceeds through a system of actions, which are goaldirected
processes caused by the motive of the activity. The activity is realized through
these actions, which can be regarded as its components. Activity exists only in
actions, but activity and actions are different entities.” (Christiansen/Walther
1986, S. 255)

Jede Schiileraktivitdt kann analog in Teilaktivititen aufgefichert werden. Beim graphi-
schen Darstellen einer Funktion wird ein Koordinatensystem gezeichnet, werden Punkte
eingetragen, verbindende Linien gezogen etc. Derartige Aufspaltungen sind jedoch nur
soweit sinnvoll, wie die Teilaktivititen fir die Forderung der Schiiler relevant sind. Bei
einer weiteren Differenzierung gewinnen motorische Handlungen oder unbewusste, auto-
matisierte Vorginge an Bedeutung.’ Unter einer mathematischen Aktivitit wird in dieser
Arbeit eine fiir das Lernen von Mathematik sinnvolle Einheit bewusster Handlungen ver-

standen.

Ein Modell menschlicher Handlungen

Wissens- und

> Erfahrungsstand <

Bediirfnisse + l
Spannungs- Bedenken und Ausfithren Verarbeitung von
zustand _» Bewerten von N einer > Handlungsergebnis
(Motivation) Handlungsmdglich Handlung sen bzw. -folgen

keiten
Situation f T
>l sozial-kognitives Niveau < .

Abb. 1/1: Allgemeine Modellvorstellung menschlichen Handelns (Quelle: Tulodziecki/Herzig/Blo-
meke 2004, S. 37)

? Fiir die Zielsetzung dieser Arbeit ist es nicht notwendig, wie z. B. bei Leont’ev (1982), zwischen Aktiviti-
ten/Tatigkeiten und Handlungen zu unterscheiden. Nach Tulodziecki, Herzig und Blémeke (2004, S. 33)
lassen sich Lernaktivitdten als Handlungen verstehen (vgl. S. 11).

? Was eine sinnvolle Einheit ist, hingt auch vom Alter der Schiiler ab. Wenn z. B. zu Beginn der Schulzeit
das ,,Ausfithren der Grundrechenoperationen® eine anspruchsvolle mathematische Tatigkeit ist, verliert diese
im Sinne einer zu fordernden Kompetenz an Bedeutung, obwohl die Operationen notwendig bleiben.
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Das Modell menschlichen Handelns nach Tulodziecki, Herzig und Blomeke (2004, S. 37)
verdeutlicht das komplexe Beziehungsnetz um menschliche Aktivitdten (vgl. Abb. 1/1).

Aktivititen sind objektorientiert (vgl. Christiansen/Walther 1986, S. 255, nach Leont ev’
z. B. 1982, S. 101/102) und situationsbedingt: Jede menschliche Tatigkeit entspringt einem
spezifischen Bediirfnis, das in einer bestimmten Situationen aktiviert wird (vgl. Tulodzie-
cki/Herzig/Blomeke 2004, S. 35). Bediirfhisse konnen im Rahmen einer zielgerichteten
Aktivitdit zum Motiv werden, welches die Handlung aktiviert, und auf bestimmte Ziele
hinsteuert (vgl. Scheibe 1989, S. 183, 190). Neben dem Ziel ist eine Aktivitdt gekenn-
zeichnet von Bedingungen, die festlegen, wie das Ziel erreicht werden kann (vgl. Christi-

ansen/Walther 1986, S. 255).

Die aus den wechselseitigen Beziehungen zwischen Bediirfnis und Situation entstehende
Motivation fordert eine Entscheidung zugunsten einer der bewussten Handlungsméglich-
keiten (vgl. Tulodziecki/Herzig/Blomeke 2004, S. 35). Uberlegungen dazu werden beein-
flusst durch das bereichsspezifische Wissen, individuelle Erfahrungen, intellektuelle Fa-

higkeiten und Werthaltungen (vgl. Tulodziecki/Herzig/Blomeke 2004, S. 35).

Nach der Ausfiihrung der Handlung werden die Handlungsergebnisse und -folgen verarbei-
tet, was zu Modifikationen der Elemente des Beziehungsnetzes und neuen Handlungsmus-

tern fiihrt. Riickmeldungen von auflen konnen diesen Prozess beeinflussen.

Aktivitditen des Lernens

Wissens- und
> Erfahrungsstand < L
Bediirfhisse v
Spannungs- Lern- Lern- Reflexion der
— ! zustand —p{ aktivititen | ergebnis |y, Lernergebnisse
(Motivation) Rickwirkungen
Anforderung/ $
Aufgabe
Intellektuelle Fahigkeiten <
Werthaltungen

Abb. 1/2: Kognitionstheoretisches Lernmodell (Quelle: Tulodziecki, Herzig, Blomeke 2002, S. 55)
Abbildung 1/2, das kognitionstheoretische Lernmodell nach Tulodziecki, Herzig und Bl5-
meke (2002, S. 55), verdeutlicht das Beziehungsgeflecht von Lernhandlungen. In der

* Leont’ev (1975, 1982) beschreibt ausfithrlich die Beziehungen zwischen , Titigkeit, Personlichkeit und
Bewusstsein® und die Bedeutung von Tatigkeiten fiir das Lernen.
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kognitionstheoretischen, speziell in der konstruktivistischen Auffassung vom Lernen, wird
angenommen, dass Lernaktivititen ,,zum Aufbau, zur Verdnderung oder zur Ausdifferen-
zierung kognitiver Strukturen beitragen® (Tulodziecki/Herzig/Blomeke 2004, S. 54, vgl.
1.1.1). Aktivitdten sind die Grundlage der Beziehungen eines Menschen zu seiner Umwelt
(vgl. Christiansen/Walther 1986, S. 254). Potenziell sind alle Aktivitdten Lernaktivitéten,
da sie auf den Wissens- und Erfahrungsstand, die intellektuellen Féhigkeiten und auch die
Lernhaltungen wirken konnen. Damit ergeben sich gemeinsame Strukturen und Elemente
in den Beziehungsnetzen fiir Aktivitdten allgemein und fiir Lernaktivititen. Unterschiede
entsprechen Konkretisierungen auf Grund der spezifischen Bedingungen des Lernens in

der Schule.

In der Schule findet Lernen statt, indem die vom Lehrer gestellten Aufgaben zum Gegen-
stand der Aktivititen der Schiiler werden (vgl. Christiansen/Walther 1986, S. 260,
S. 290ff). Hier kann sich Lernen nicht nur auf Aktivitdten stiitzen, die von individuellen
Bediirfnissen und Interessen herriithren. Aufgaben, die personliche Interessen des Lernens

ansprechen, konnen jedoch zu einer starken Motivierung fithren (vgl. 2.2.1).

Riickmeldungen erméglichen es, extern gesammelte Daten mit inneren Modellen zu ver-
gleichen und konnen Aktivitdten anregen, die Unstimmigkeiten ausgleichen (vgl. Christi-
ansen/Walther 1986, S. 257). Beim schulischen Lernen wird bei der Reflexion der Lerner-
gebnisse der Lehrer, der auch die Lernanforderungen stellt, eine entscheidende Rolle spie-

len.
Aktivitditen als Vorstufe von Strategien

An lebensweltbezogenen Aufgaben kann verdeutlicht werden, welche unterschiedlichen
Motive Lehrer und Schiiler mit einer Aufgabe verbinden konnen. An der Fragestellung
,Welches ist fiir mich der giinstigste Internetanbieter?> konnen Jugendliche (z. B. der 8.
Klasse) durchaus personliches Interesse haben. In eine solche reale Situation eingespannt,
erfasst ein Schiiler selten die allgemeine Bedeutung seiner aktuellen Aktivititen. Das
Ergebnis der Aufgabe ist das Ziel seiner Téatigkeit. Fiir die fachbezogene Entwicklung des
Schiilers und somit unter fachdidaktischen Gesichtspunkten spielt das Ergebnis selbst eine
geringere Rolle. Die Motive des Lehrers bei der Planung der Aufgabe betreffen den erhoft-

ten Lernprozess. Seine Intention konnte es sein, dass die Aktivititen dazu beitragen, das

> Christiansen und Walther (1986, S. 261) erliutern die hier wiedergegebenen Zusammenhinge an der
Fragestellung ,,How much does it cost to keep a dog?*.
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Modellieren realer Situationen (hier z. B. anhand linearer Funktionen) zu lernen.®

Wird eine solche Aufgabe gestellt, werden nur einige Schiiler die intendierten Aktivititen
spontan ausflihren. Die Entwicklung geeigneter Handlungen und Handlungsschemata muss
durch den Lehrer unterstiitzt werden (vgl. Christiansen/Walther 1986, S. 261). Notwendig
dafiir ist eine Reflexion, bei der mathematische Aktivitdten vorgestellt und diskutiert wer-
den und den Schiilern deutlich wird, dass Aktivitdten bewusst und zielorientiert gestaltet
werden konnen. Wurde eine Aufgabe, unter Ausfiihrung inhaltsgebundener Aktivitdten
gelost, und liegen Resultate und (unterschiedliche) Losungswege vor, ,.geht es darum,
explizit herauszuarbeiten, worin der Lernzuwachs aus dieser Aufgabe besteht (Bruder
2006, S. 137). Dabei sind z. B. eingesetzte (mathematische) Begriffe und Verfahren als
allgemeine Konzepte oder inhaltsgebundene Aktivititen als (allgemeine) heuristische
Strategien herauszuarbeiten und ,,in ihrer Tragweite und ihrer Ubertragbarkeit auf andere
Anwendungskontexte bewusst zu machen* (Bruder 2006, S. 137). Die Vorbildwirkung des
Lehrers kann zu bewusster und unbewusster Ubernahme von Aktivititen durch die Schiiler
fithren. Wichtig ist aber ebenso das Ausprobieren eigener Ideen, Vermutungen, sprachli-

cher Formulierungen etc. (vgl. Christiansen/Walther 1986, S. 261).

In Zusammenhang mit der Generalisierung von Aktivitdten zu kognitiven Strategien (vgl.

Christiansen/Walther 1986, S. 261) werden die mit einer Aufgabe verbundenen Aktivitdten

zwei Ebenen zugeordnet (vgl. Walther 1985, S. 38, Christiansen/Walther 1986, S. 261):

- Ebene 1 ist bestimmt durch das Objekt der Schiileraktivitdten, den mathematischen
Gegenstand oder den betreffenden Sachgegenstand.

- Ebene 2 bezicht sich auf die (iiber Ebene 1)’ zu entwickelnden und zu festigenden
Lernhandlungen®.

Auf Grund der sich ergédnzenden Wirkung sind beiderlei Aktivitdten im Unterricht ausge-

wogen anzusprechen (vgl. Walther 1985, S. 38). Eine einseitige Betonung inhaltsgebunde-

ner Aktivititen von Ebene 1 kann zu unbeweglichen Losungsverfahren und deren mecha-

% Im Detail kénnte er seine Schiiler mit der Aufgabe zu folgenden mathematischen Aktivititen anregen
wollen: Entwerfen eines geeigneten Vorgehens, Sammeln notwendiger Daten (Anbieter auflisten, aktuelle
Tarife notieren, Internetnutzung abschitzen etc), Systematisieren der Daten, Transformieren, Reorganisieren,
Berechnen, Veranschaulichen der Ergebnisse, Bewerten der Eignung des verwendeten Modells.

7 Kognitive Handlungen werden in aktuellen Situationen ausgeldst. Durch Wiederholung in gleich- und ver-
schiedenartigen Situationen werden diese Handlungen allmédhlich verfestigt und verallgemeinert, d. h. vom
konkreten Inhalt abgel6st und auf verschiedene Inhalte und Situationen tibertragen (vgl. Lompscher 1972,
S. 33).

¥ Gemeint sind intellektuelle Grundtechniken und allgemeine kognitive Strategien, bezugnehmend auf
Wittmann (1981, S. 53).
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nischer Anwendung fiihren. Bei einer Fixierung auf allgemeine Strategien der Ebene 2
dagegen bleiben Lernhandlungen sinnleer und formal, da sie nicht gegenstandsnah entwi-
ckelt worden sind (vgl. Walther 1985, S. 38). Das Verhiltnis beider Ebenen kann durch
Aufgabentext und Umsetzung im Unterricht gesteuert werden (vgl. Walther 1985, S. 38).

Mathematische Aktivitdten dienen somit dem Aufbau von Kenntnissen und der Herausbil-
dung von Handlungsschemata bzw. Strategien. Diese Zusammenhidnge werden bei der
Beurteilung von Kompetenzen genutzt. Von einer Beurteilung der Giite einer Aktivitit
wird auf das Vorhandensein der entsprechenden Kompetenz geschlossen. Dieser Schluss
von der aufgabenbezogenen Leistung auf die Kompetenz ist prinzipiell unsicher (vgl.
1.5.5). Die Sicherheit eines solchen Schlusses ist zunichst fiir die aufgabenbezogene Kom-
petenzeinschiatzung zu verbessern, indem ausfiihrliche und gut nachvollziehbare Schiiler-
duBerungen gefordert werden. Zur Beurteilung einer Kompetenz sind unterschiedliche
Aufgaben zu unterschiedlichen Aspekten einer Kompetenz und zu unterschiedlichen ma-

thematischen Inhalten heranzuziehen.
Verdichtung und Schlussfolgerung

Kognitive Strukturen sind in konstruktivistischer Sicht wertvoll, wenn sie sich bei vielsei-
tigen Aktivititen und in vielseitigen Anwendungssituationen als brauchbar erweisen. Akti-
vitdten wirken in dieser Weise auf die innere Struktur und verfligbaren Handlungsmuster.
Beim schulischen Lernen werden Aktivitdten durch Aufgaben angeregt und organisiert.
Aus inhaltsgebundenen Aktivitdten gilt es weiter allgemeine Strategien zu entwickeln.
Dafiir ist die Art der Schiileraktivitdten, beeinflussbar durch die Aufgabenauswahl, und die
Reflexion der aufgabenbezogenen Aktivitdten wichtig. Eine Analyse der individuellen
Schiileraktivititen verbunden mit einer differenzierten Beurteilung und individuellen
Riickmeldung sollte die Schiiler sowohl bei der Entwicklung geeigneter kognitiver Model-

le, als auch bei der Entwicklung von Kompetenzen unterstiitzen.
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1.2 Anforderungen an das Spektrum mathematischer Aktivititen aus

fachlicher, fachdidaktischer und gesellschaftlicher Perspektive

Fir das Lernen von Mathematik und die Entwicklung mathematischer Kompetenzen ist
nicht nur wichtig, dass die Schiiler aktiv sind, sondern auch, welche Aktivitdten sie ausfiih-
ren. In diesem Abschnitt wird herausgearbeitet, welche Aktivititen im Mathematikunter-
richt explizit angeregt, beobachtet und auch beurteilt werden sollten. Bedeutsam sind dabei
Aktivitdten, die den besonderen Charakter des Faches Mathematik und des Lernens von

Mathematik widerspiegeln, aber auch solche, die allgemeinen Bildungszielen entsprechen.
1.2.1 Fachlich und fachdidaktisch bedeutsame Schiileraktivitiiten

Damit sich Mathematikunterricht nicht von der Fachwissenschaft und ihrer allgemeinen
Bedeutung abkoppelt, darf der Unterricht fachwissenschaftliche Bezugspunkte (Inhalte und
Methoden) nicht aus den Augen verlieren (vgl. Leuders 2003, S. 15). Eine Moglichkeit die
Struktur des Faches zu beschreiben sind fundamentale Ideen bzw. Leitideen (zur Ubersicht
z. B. Heymann 1996, S. 161ff., Humenberger/Reichel 1995, S. 1ff.). Leitideen vereinigen
Inhalte gleicher Struktur verschiedener mathematischer Fachgebiete und durchziehen ein
Curriculum spiralférmig. Die zunehmende Popularitdt von Leitideen wird auch als ,,Ant-
wort auf die Uberflutung mit unverbundenem Detailwissen und auf das Problem der Stoff-
fiille und Stoffisolation* (Tietze/Klika/Wolpers 2000, S. 37) gesehen.

Mit der Entwicklung und Anwendung der in den Katalogen fundamentaler Ideen genann-
ten Begriffe’ sind spezifische Aktivititen verbunden, z. B. Zahl — zdhlen, ordnen; Raum —
rdumlich darstellen, rdumliche Darstellungen lesen/interpretieren; Funktion — funktionale
Zusammenhidnge erkennen, darstellen, beschreiben; Algorithmus — Algorithmen erstellen,
anwenden. Andere fundamentale Ideen stellen direkt mathematische Téatigkeiten heraus:

Modellieren, Linearisieren, Geometrisieren, Koordinatisieren, Strukturieren.

Neben spezifischen Inhalten zeichnet sich Mathematik durch charakteristische Methoden
aus. H. Winter (1975, S. 116) beschreibt Mathematik treffend durch vier Aspekte, die auf

wichtige mathematische Aktivitdten hinweisen und im Folgenden skizziert werden.

? In den Bildungsstandards im Fach Mathematik fiir den Mittleren Schulabschluss (KMK 2004) und fiir den
Hauptschulabschluss (KMK 2005) strukturieren die Leitideen Zahl, Messen, Raum und Form, Funktionaler
Zusammenhang, Daten und Zufall die mathematischen Inhalte der Sekundarstufe 1. In der gymnasialen
Oberstufe ziehen sich durch die Sachgebiete Analysis, Lineare Algebra/Analytische Geometrie und Sto-
chastik die Leitideen Funktionaler Zusammenhang, Grenzprozesse/Approximation, Modellieren, Messen,
Algorithmus, Rdumliches Strukturieren/Koordinatisieren, Zufall (vgl. KMK 2002).
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Mathematik als beweisende Wissenschaft

Die Methode, welche wohl am stiarksten mit der Mathematik assoziiert wird, ist das Be-
weisen. Die Giiltigkeit von Aussagen wird in der Mathematik nicht wie in anderen Wissen-
schaften empirisch (Experimente, Untersuchungen) nachgewiesen. Eine neue Aussage
wird durch Regeln des logischen SchlieBens deduktiv auf bereits bewiesene Sitze oder
gesetzte Axiome zuriickgefiihrt. Die logische Strenge wird als ein zentraler Aspekt mathe-
matischen Denkens gesehen (vgl. Winter 1975, S. 109, Walsch 2000, S. 28): ,hier gehort
die logisch begriindende Rechtfertigung, die Analyse der Begriindung sozusagen mit zum

Inhalt* (Winter 1975, S. 109).
Mathematik als schopferische Wissenschaft

Charakteristisch fiir die Mathematik als Wissenschaft sind auch ihre forschenden und
entdeckenden Prozesse. Dabei wird die Mathematik oft als ,,Wissenschaft der Muster”!°
gesehen (vgl. Devlin 2002, Devlin 2006, Stewart 2001, Wittmann 2003). Nach Stewart
leben wir in einem ,,Universum voller Muster* (2001, S. 11) und Mathematik ist ,,die mehr
oder weniger systematische Art und Weise, die Regeln und Strukturen, die hinter einigen
beobachtbaren Mustern oder RegelmdBigkeiten verborgen sind, ans Licht zu bringen.*
(Stewart 2001, S. 24). Die z. T. auch gegensétzlichen mathematischen Erkenntnistheorien
(zur Ubersicht z. B. Leuders 2003, S. 19ff) stimmen darin iiberein, dass die Prozesse des
Erkenntnisgewinns, also der Musterentdeckung, auf schopferischen Aktivititen beruhen.
Bei vielen heuristischen Aktivitdten, wie Verallgemeinern, Analogisieren, Strukturieren,
wird wiederum das Vorhandensein von Mustern vorausgesetzt. Ohne schopferische
Aktivitdten kann, so H. Winter (1975, S. 107), wirkliche Mathematik nicht erlernt werden.

Die Intuition ,,ist in der kreativen Mathematik stets vorhanden und sie motiviert und leitet

selbst die abstraktesten Denkvorgédnge* (Courant 1974, S. 195).

Mathematik als formale Wissenschaft

Typisch fiir mathematisches Arbeiten ist weiterhin die Formalisierung. Eigenschaften von
Objekten und Zusammenhédnge zwischen verschiedenen Objekten werden auf ihre mathe-

matische Struktur abstrahiert und durch Systeme der symbolischen Darstellung beschrie-

' Die Wirkung dieser populir gewordenen Bezeichnung fiir Mathematik liegt nicht zuletzt in ihrer Kiirze.
Devlin erweitert die Definition zu ,,Mathematik ist die Wissenschaft von Ordnungen, Mustern, Strukturen
und logischen Beziehungen” (2006, S. 97). Da aber Mathematiker unter dem Begriff ,,Muster ” alle Elemen-
te der erweiterten Definition einschliefen, hélt auch er den kurzen Ausdruck fiir umfassend (Devlin 2006,
S. 97).
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ben. Durch die Formalisierung werden semantische Bezilige ausgeblendet, Verallgemeine-
rungen weit liber das Anschauliche hinaus moglich und Denkschritte prézisiert (vgl. Win-
ter, H. 1975, S. 114). ,,Das Formale in Gedankengingen herauszuarbeiten und damit mehr
Transparenz und Einsicht in Zusammenhédnge zu schaffen” (Hefendehl-Hebeker 2003,
S. 108) ist ein besonderes Anliegen der Mathematik. Die mathematische Losung von Prob-
lemen erfolgt durch formale Operationen auf der symbolisch-abstrakten Ebene. Dabei
sichern Algorithmen ,,Gedankengénge ein fiir alle Male ab und entlasten den Geist zuguns-
ten produktiven Denkens® (Winter 1975, S. 114).

Mathematik als anwendbare Wissenschaft

Die Entwicklung der Mathematik erhielt wichtige Impulse durch ihre Anwendbarkeit und
die breite Anwendbarkeit ist Zeichen der Vielseitigkeit des Faches (vgl. Humenber-
ger/Reichel 1995, S. 13). Der Wirklichkeitsbezug der Mathematik kommt ebenfalls einem
wesentlichen Aspekt der geistigen Existenz des Menschen nach: ,,dem Bestreben, Wirk-
lichkeit zu beherrschen, d. h. Voraussagen zu treffen, 6konomisch zweckméfige Entschei-
dungen zu treffen, Technik zu betreiben” (Winter 1975, S. 112). Die wesentlichen Aktivi-
taten bei der Anwendung von Mathematik in au3ermathematischen Situationen werden im
Modellbildungskreislauf (z. B. Westermann 2003, Kieme/Neubrand/Liidtke 2001, vgl.
1.3.3) deutlich.

Die Vielfalt der Aktivititen beim Betreiben von Mathematik wird eindrucksvoll von He-
fendehl-Hebeker (2003) verdeutlicht. Aktivitdten zu den vorgestellten vier Aspekten ma-
thematischen Arbeitens benennt H. Winter (1975). In dieser Arbeit findet sich ein systema-
tischer Katalog mathematischer Aktivitdten in Abschnitt 1.3, der bei verdnderter Struktu-

rierung die vier Aspekte von Mathematik nach H. Winter (vgl. 1.3.2) berticksichtigt.
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1.2.2 Gesellschaftlich und individuell bedeutsame Schiileraktivititen

Erwartungen und Forderungen an den Mathematikunterricht werden von unterschiedlichen

Teilen der Gesellschaft formuliert (vgl. Leuders 2001, S. 37ff., Weinert 1999, S. 21):

Wirtschaf, Universitidt, erwachsenen Nichtmathematikern und den Schiilern selbst. In den

vielschichtigen Anforderungen an mathematische Bildung treten unterschiedliche Kompo-

nenten hervor (vgl. Leuders 2003), die z. T. auch in fachdidaktischen Konzepten der ma-
thematischen Allgemeinbildung (vgl. Winter 1995, Heymann 1996) betont werden:

- Mit Mathematischer Bildung als Vordergrundbildung ist eine funktionale, abrufbare
mathematische Grundbildung gemeint (vgl. Leuders 2003, S. 49ff): elementare
mathematische Techniken (,,Kulturtechniken, Zech 1996, S. 59, ,Biirgerliches
Rechnen®, Winter, H. 1995), Féhigkeiten zum Umgang mit Zahlen und Gréfen, zur
Orientierung in Raum und Zeit und zum Verstédndnis stochastischer Zusammenhdnge
(vgl. Wittmann 1981, S. 45). Dabei geht es vorwiegend nicht um die Reproduktion von
Kenntnissen und Methoden und die kontextfreie Darlegung technischer Fertigkeiten,
sondern darum, mathematisches Denken und mathematische Konzepte in vielfiltigen
Situationen einzusetzen (vgl. Leuders 2003, S. 50ff., Winter, H. 1995).

- Mathematik als Hintergrundbildung heiB3t, die grundlegende und spezifische Bedeutung
der Mathematik fiir Technik, Wissenschaft, Wirtschaft, Kultur zu kennen (vgl. Leuders
2003, S. 54/55, Zech 1996, S. 60). Mathematikunterricht sollte den Schiilern ermé6gli-
chen, mathematische Konzepte als geistige Schopfungen, als eine deduktiv geordnete
Welt eigener Art kennen zu lernen und zu begreifen (vgl. Winter 1995).

- Mathematische Bildung als Expertenbildung bezieht sich auf den Bedarf an mathema-
tisch qualifizierten Fachkriften, die auch mit spezielleren Aspekten des Faches vertraut
sind (vgl. Leuders 2003, S. 56/57).

- Mathematische Bildung als personale Bildung beschreibt den spezifischen Beitrag des
Faches Mathematik zur kognitiven Entwicklung von Kindern insgesamt. Von besonde-
rer Bedeutung ist dabei der Erwerb heuristischer Fihigkeiten (vgl. Winter, H. 1995).
Ebenso sind Argumentieren, Darstellen, rationales und logisches Denken, aber auch
konzentriertes Arbeiten, exaktes Arbeiten, Beharrlichkeit, konstruktiver Umgang mit
Fehlern Beispiele allgemein'' wichtiger Fahigkeiten, die besonders im Mathematikun-

terricht gefordert werden konnen.

" Weinert (1999, S. 29) weist auf einen (qualitativ) antiproportionalen Zusammenhang zwischen Allgemein-
heitsgrad und Wirksamkeit einer Kompetenz hin. Allgemeine Kompetenzen miissen deshalb auf unterschied-
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1.2.3 Schiileraktivititen als Beitrige zu allgemeinen Lernzielen und zur Umsetzung

von Bildungsstandards

Aus gesellschaftlichen Anforderungen und dem besonderen fachlichen Charakter ergeben
sich allgemeine Lernziele'? fiir den Mathematikunterricht, d. h. Ziele, die fachbezogene
Tatigkeiten beschreiben, jedoch nicht an ein mathematisches Gebiet gebunden sind (vgl.
Zech 1996, S. 54). Die Umsetzung von Lernzielen erfolgt durch (Schiiler-)Aktivitéten,
welche ,.ein Bindeglied zwischen mathematischen Inhalten und allgemeinen Lernzielen*
(Fischer/Malle 1985, S. 278) darstellen. Die Beschreibung durch Aktivititen, als Auspra-
gungen der Lernziele, stellt neben der Festlegung des zu erwerbenden Wissens und Kon-
nens in Lehrpldnen und der Angabe von Aufgaben in Lehrbiichern, eine dritte Moglichkeit
der Prizisierung allgemeiner Lernziele dar (vgl. Fischer/Malle 1985, S. 296ft.). Fiir die
praktische Umsetzung ist die Verbindung von Inhalten, Aktivitdten und konkreten Aufga-
ben wichtig (vgl. 1.4), wie sie neben Fischer und Malle (1985, S. 282ff)) von H. Winter
(1975), Biirger (1981) und Lechner (2002, S. 260ft.) vorgenommen wird.

Obwohl seit langem und fortlaufend auf die Bedeutung allgemeiner Lernziele hingewiesen

wird, gelingt die Umsetzung im Unterricht bisher nicht zufriedenstellend:

,Die internationalen Vergleichsstudien TIMSS und PISA" haben gezeigt, dass
die mathematische Bildung unserer deutschen Schiiler nicht den in Lehrpldnen
und didaktischen Zielvorstellungen formulierten Anspriichen geniigt und die
Leistungen im Vergleich mit anderen Lindern nur im Mittelfeld liegen, allge-
meiner: dass unser Bildungssystem nicht effektiv ist. (Blum et al. 2005, S. 266).

Als eine Reaktion auf die unbefriedigenden Lernerfolge der deutschen Schiiler hat die
Kultusministerkonferenz 2003 die Einfithrung von Bildungsstandards beschlossen, u. a.
auch fir das Fach Mathematik. Damit wird (verbindlich) festgelegt, welche allgemeinen
mathematischen Kompetenzen die Schiiler bis zu gewissen Stationen ihres Bildungsgangs
(Abschluss Klasse 4, Hauptschulabschluss, Mittlerer Schulabschluss) erworben haben
sollen (vgl. Blum 2005, S. 267/268, KMK 2004, KMK 2005, Heymann 2004, S. 7/8). Der
Ansatz, Kompetenzen in den Mittelpunkt zu riicken, wird als ein verniinftiger und vielver-

sprechender Mittelweg zwischen unverbindlichen allgemeinen Zielformulierungen und

lichen Allgemeinheitsebenen und in enger Verbindung mit der Vermittlung inhaltlichen Wissens erworben
werden (vgl. Weinert 1999, S. 29). Der Transfer auf auBBermathematische Probleme stellt sich nicht von
selbst ein, sondern ist durch geeignete didaktische Vermittlungen zu unterstiitzen (vgl. Winter 1995).

> Eine umfassende Analyse und Ordnung von Lernzielen fiir den Mathematikunterricht findet sich in Witt-
mann 1981 (S. 46ff.) und Zech 1996 (S. 54ff.). Die allgemeinen Lernziele des Mathematikunterrichts von
Winter (1975) werden in 1.3.2 vorgestellt.

!> Zu den Ergebnissen dieser Studien siehe z. B. Baumert/Lehmann 1997 und Baumert et al. 2001.
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unerfiillbaren Feinlernzielkatalogen gesehen (vgl. Blum 2005, S.268). Das fiir die Bil-
dungsstandards zum Mittleren Schulabschluss und zum Hauptschulabschluss verwendete
Kompetenzmodell orientiert sich eng an dem fiir PISA entwickelten und dort erprobten
Modell (vgl. OECD 2003, S. 40ft.). Unterschieden werden neben sechs Kompetenzberei-
chen flinf inhaltliche Leitideen und drei Anforderungsbereiche (vgl. Blum 2005, S. 269,
KMK 2004, KMK 2005, Tab. 1/1). Damit werden die fir mathematisches Arbeiten in der
Mittelstufe relevanten kognitiven und inhaltlichen Tétigkeiten weitgehend abgedeckt (vgl.
Blum 2005, S. 269).

Tab. 1/1: Kompetenzbereiche, Leitideen und Anforderungsbereiche der Bildungsstandards fiir den
Mittleren Schulabschluss und den Hauptschulabschluss im Fach Mathematik.

Allgemeine mathematische Kompetenzen Mathematische Leitideen

K1 Mathematisch argumentieren L1 Zahl

K2 Probleme mathematisch 16sen L2 Messen

K3 Mathematisch modellieren L3 Raum und Form

K4 Mathematische Darstellungen verwenden L4 Funktionaler Zusammenhang

K5 Mit symbolischen, formalen und technischen |L5 Daten und Zufall
Elementen der Mathematik umgehen

K6 Kommunizieren

Anforderungs- (AB I) Reproduzieren (AB II) Zusammenhdnge | (AB III) Verallgemeinern
bereiche herstellen und Reflektieren

Da Bildungsstandards anzustrebende ,,fachliche und fachiibergreifende Basisqualifikatio-
nen* formulieren (KMK 2004, S. 3), hat das Erwerben der dort benannten Kompetenzen,
insbesondere deren inhaltliche Konkretisierungen, die Stellung von Lernzielen.'" In Ab-
schnitt 1.3.2 wird gezeigt, dass sich die allgemeinen mathematischen Kompetenzen der
Bildungsstandards, die allgemeinen Lernziele von H. Winter und die in dieser Arbeit ver-
wendete Differenzierung mathematischer Kompetenzen, zuriickgehend auf die Aktivitéts-

bereiche von Lechner, weitestgehend entsprechen.

'* In Lehrplinen wurden bisher die Kenntnisse, Fihigkeiten und Einstellungen, die Schiiler beim schulischen
Lernen erwerben sollen, in Lernzielen und -inhalten aufgelistet und zeitlich angeordnet (vgl. KMK 2003,
S. 7). Bildungsstandards formulieren bzgl. zentraler Kompetenzbereiche ,,die zu erreichende Zielebene bis zu
einer bestimmten Jahrgangsstufe bzw. einem bestimmten Abschluss, wiahrend Lehrplidne den Weg zur Zieler-
reichung beschreiben und strukturieren® (KMK 2003, S, 7). Fiir die schulpraktische Umsetzung kénnen die
inhaltlichen Konkretisierungen der aufzubauenden allgemeinen mathematischen Kompetenzen, wie sie in
den Bildungsstandards Mathematik und in neuen Rahmenpldnen formuliert werden als Lernziele aufgefasst
werden, die es zeitlich zu- und anzuordnen gilt.
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Verdichtung und Schlussfolgerung

Mathematik ist eine beweisende, schopferische, formale und anwendbare Wissenschatft.
Diese fachliche Charakteristik, verbunden mit gesellschaftlichen Anforderungen, erfordert
ein breites Spektrum von Schiileraktivititen im Mathematikunterricht, um allgemeine

Lernziele und die Bildungsstandards flir den Mathematikunterricht umzusetzen.
1.3 Systematisierung mathematischer Aktivititen

Um einschdtzen zu konnen, ob eine Aufgabe vielseitige mathematische Aktivititen an-
spricht, ist eine geeignete Systematisierung mathematischer Aktivitdten zu finden. In die-
sem Abschnitt wird das in dieser Arbeit verwendete System der Systematisierung in vier
»Qualitdten mathematischen Arbeitens® von Lechner (2002, S. 255ff) vorgestellt. Eine
Gegeniiberstellung mit den allgemeinen Lernzielen von Winter und den Bildungsstandards
fiir das Fach Mathematik verdeutlicht, inwiefern das gewihlte System Anforderungen an
den Mathematikunterricht berticksichtigt. Eine geeignete Systematisierung mathematischer
Aktivitdten liefert als Unterscheidung entsprechender Kompetenzbereiche die Grundlage

einer differenzierten Beurteilung und Riickmeldung mathematischer Kompetenzen.
1.3.1 Systematisierung nach Qualititen mathematischen Arbeitens

Die ,fiir ein produktives mathematisches Arbeiten erforderlichen Fertigkeiten und Fihig-

keiten ordnet Lechner (2002, S. 255fF.) vier Aktivititsbereichen (,,Qualititen) zu."
Darstellend-interpretatives Arbeiten

umfasst Aktivititen, die Ubersetzungen von Situationen, Zustinden, Prozessen aus der
Alltagssprache in die Sprache der Mathematik und wieder zuriick betreffen, aber auch

Aktivititen der Ubersetzung zwischen verschiedenen mathematischen Darstellungen.

z. B.: zwischen Darstellungsformen iibersetzen (z. B. Realitdt<>Modell, Algebra<>Geo
metrie, Term<>Grafik), mathematische Sachverhalte verbal oder formal beschreiben,
graphisch darstellen (auch mit Computeralgebrasystemen), schematisch darstellen, allge-
meine Zusammenhdnge mit konkreten Daten veranschaulichen, Darstellungen interpretie-

ren

1 Diese Systematik wurde vom Rahmenplan der AHS Oberstufe (bmbwk, 2004) iibernommen und ist eine
Weiterentwicklung fritherer in sterreichischen Lehrplanen und didaktischen Arbeiten verwendeten Ordnun-
gen (vgl. Fischer/Malle 1985, S. 279, Biirger 1981, S. 283).
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Heuristisch-experimentelles Arbeiten

bezieht sich auf Aktivitdten des zielgerichteten Entdeckens, Experimentierens, Vermutens.
Dazu zdhlt die Variation von Parametern, das Ausfiihren von Simulationen, das Untersu-

chen von Spezial- und Grenzfillen sowie das Ubergehen zu Verallgemeinerungen.

z. B.: Probleme finden, Kenntnisse/vertraute Methoden kombinieren — eine Losungsstrate-
gie entwickeln, Beispiele finden, charakteristische Eigenschaften herausarbeiten, probie-
ren/systematisch probieren, heuristische Strategien angeben, experimentieren, analysieren,
abstrahieren, konkretisieren, analogisieren, verallgemeinern, spezialisieren, Fragen nach

Zusammenhéngen stellen

Formal-operatives Arbeiten

beinhaltet die kalkiilhaften und algorithmischen Aktivititen des Mathematikunterrichts,
d. h. alle Aktivitdten, die mit der Anwendung von Verfahren, Rechenmethoden, Techniken

usw. zu tun haben.

z. B.: Operationen/Umformungen durchfiihren, Umformungsschritte erldutern/Rechenre-
geln dazu angeben, Gleichungen l6sen, geometrische Konstruktionen durchfiihren, statisti-
sche KenngroBen ermitteln, Verfahren/Algorithmen ausfithren, Algorithmen erstellen, mit

Rechenwerkzeugen umgehen
Kritisch-argumentatives Arbeiten

umfasst Aktivititen, die das Argumentieren, Begriinden, Beweisen betreffen, ebenso das
kritische Uberpriifen von Eigenschaften und Vermutungen und das Vornehmen von Fall-

unterscheidungen.

z. B.: Aussagen prézisieren, definieren, mathematische Begriffe in Bezug auf ihre Bedeu-
tung/Entwicklung/Erweiterung diskutieren, begriinden, die Vollstdndigkeit einer Argumen-
tation iiberblicken, mit logischen Schlussweisen arbeiten, mathematische und auB3erma-
thematische Begriindungen vergleichen, beweisen (direkt, indirekt, induktiv), Beweisme-
thoden kennen, erkldren und vielseitig anwenden, Exaktheitsniveaus hinterfragen, Eigen-
schaften/Vermutungen/Ergebnisse {iberpriifen, Fallunterscheidungen vornehmen, die be-

schriankte Giiltigkeit von Aussagen erkennen, Voraussetzungen feststellen

Im folgenden Abschnitt wird verdeutlicht, dass eine Differenzierung in die vier vorgestell-

ten Aktivitdtsbereiche allgemeine Lernziele des Mathematikunterrichts und die KMK-
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Bildungsstandards widerspiegelt und als Unterscheidung wichtiger Kompetenzbereiche fiir

differenzierte Beurteilungen potenziell geeignet ist.

1.3.2 Vergleich der gewihlten Systematisierung mit Bereichen allgemeiner Lernziele

und den Kompetenzbereichen der Bildungsstandards

Um allgemeine Lernziele fiir den Mathematikunterricht zu gewinnen, untersucht H. Winter
1975 mathematische Grundtétigkeiten, die sich aus der alltdglichen allgemeinen Denkpra-
xis entwickelt haben und von denen er annimmt, dass bei ihrer Entwicklung allgemeine
kognitive Féhigkeiten beeinflusst werden konnen. Seine vier Bereiche allgemeiner Lern-
ziele sieht er als Versuch, ,die vielfialtigen Aktivititen beim Lernen von Mathematik zu
biindeln und ihre genetischen Wurzeln freizulegen* (H. Winter 1975, S. 107): Der Unter-
richt soll dem Schiiler Moglichkeiten geben,

- schopferisch tétig zu sein.

- rationale Argumentation zu iiben.

- die praktische Nutzbarkeit der Mathematik zu erfahren.

- formale Fertigkeiten zu erwerben.

Werden die zugehorigen Aktivitdten verglichen, stimmen die Bereiche schopferisch Tatig-
sein (H. Winter) und heuristisch-experimentell (Lechner) sowie rationale Argumentation
(H. Winter) und kritisch-argumentativ (Lechner) tiberein. Beziiglich der beiden weiteren

Komponenten gibt es keine entsprechende Deckung, jedoch deutliche Zusammenhénge.

H. Winter fasst den Bereich der formalen Fertigkeiten breiter als Lechner den Bereich
formal-operativ. Neben den kalkiilhaften Fertigkeiten ordnet H. Winter hier auch die Pro-
zesse des Formalisierens, des Ubertragens in die formale Darstellung, ein (z. B. codieren,
decodieren, Beziechungen zwischen Gegenstands- und Sprachbereich beschreiben). Letzte-

re Aktivitdten zahlt Lechner zum darstellend-interpretativen Arbeiten.

Der entscheidende Unterschied zwischen beiden Systemen ist, dass H. Winter im Gegen-
satz zu Lechner das Anwenden der Mathematik in auBBermathematischen Situationen als
separates Gebiet mathematischer Aktivitidten herausstellt. Die dort zugeordneten Aktivitd-
ten (z. B. schematisieren, messen, tabellieren, die Fragestellung in mathematischer Sprache
formulieren, mathematisch sinnvolle Fragestellungen finden) sind bei Lechner im darstel-

lend-interpretativen, formal-operativen oder heuristisch-experimentellen Bereich enthalten.
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Realitit Mathematik
Reales Modell mathematisieren - Mathematisches
Modell

abstrahieren deduzieren

idealisieren (,,rechnen”)

strukturieren

Reale Situation  <€— - Mathematisches
Interpretieren Resultat

validieren

Abb. 1/3: Modellbildungskreislauf nach Westermann 2003, S. 157

Wie vielféltig und unterschiedlich die Tétigkeiten beim Modellieren auBBermathematischer
Situationen sind, wird am Modellbildungskreislauf (vgl. Abb. 1/3 nach Westermann 2003,
S. 157) deutlich. Zunichst wird die reale Situation abstrahiert, idealisiert, strukturiert. Erst
das vereinfachte reale Modell ist der Mathematisierung zugénglich. Diese Tétigkeiten sind
heuristisch-experimentell: Wesentliche Strukturen sind zu erkennen und von unwesentli-
chen zu trennen. Das reale Modell wird in ein mathematisches Modell umgewandelt, die
natlirliche Beschreibung in eine mathematisch-symbolische oder graphische Darstellung
iibersetzt. Variablen werden definiert, Gleichungen, Funktionen, Matrizen etc. aufgestellt.
Dabei treten heuristisch-experimentelle (eine geeignete Darstellung finden/entwickeln,
Zusammenhinge zwischen verschiedenen Darstellungen erkennen/herstellen) und darstel-
lend-interpretative Aktivitdten auf. Wird im néchsten Schritt auf mathematischer Ebene ein
(formales) Ergebnis bestimmt, sind iiberwiegend formal-operative Aktivititen auszufiih-
ren. Auch dabei konnen heuristisch-experimentelle Aktivitdten notwendig werden, z. B.
wenn erst ein geeignetes Vorgehen zu entwickeln ist. SchlieBlich ist das mathematische
Resultat zu interpretieren und das verwendete Modell zu validieren. Beziiglich der Aktivi-
taten ist es giinstig, diesen Schritt aufzugliedern (vgl. Klieme/Neubrand/Liidtke 2001,
S. 144). Bei der Riickiibersetzung des formalen Ergebnisses in die Sprache des Kontextes
werden darstellende Aktivitdten angesprochen. Eventuell sind hier erneut heuristische
Aktivitdten notwendig, z. B. wenn aus mehreren formalen Losungen die im Kontext sinn-
vollen herauszustellen sind. Bei der Validierung des verwendeten Modells sind kritisch-

argumentative Aktivitdten erforderlich: Das Modell ist beziiglich seiner Eignung kritisch
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zu betrachten und zu bewerten. Es wird deutlich, dass bei genauer Betrachtung mathemati-

sche Anwendungen alle vier Aktivititsbereiche von Lechner ansprechen. '

heuristisch- schopferisch
experimentell tatigsein
darstellend- | Tt praktisch
interpretativ nutzen
formal- < formale
operativ Fertigkeiten
kritisch- ’ rational
argumentativ argumentieren

Abb.1/4: Verbindungen zwischen den Bereichen allgemeiner Lernziele von H. Winter und den
Aktivitdtsbereichen von Lechner. Durchgezogene Linien verdeutlichen direkte Verbindungen,
gestrichelte Linien stehen fiir weniger offensichtliche Verbindungen, die erst bei einer genauen
Analyse der zugehorigen Bereiche aufgedeckt werden.

Abbildung 1/4 verdeutlicht die Verbindungen zwischen den Aktivitdtsbereichen von Lech-
ner und den allgemeinen Lernzielen von Winter und zeigt, dass bei einer Verwendung des
Systems von Lechner alle wichtigen Aspekte des Faches Mathematik (vgl. 1.2.1) bertick-
sichtigt werden. Beziiglich der Systematisierung von Aktivitdten unterscheidet das System
von Lechner deutlicher nach der Struktur der Aktivitdt und der damit verbundenen Anfor-
derung. Die Anforderungen von (auBermathematischen) Anwendungen liegen eher in der
Notwendigkeit von Verkniipfungs- und Ubersetzungsvorgingen als in der Tatsache, dass
es sich um einen auflermathematischen Kontext handelt. Das zeigt sich auch in der Verall-
gemeinerung von Modellierung auf innermathematische Kontexte (vgl. Neubrand, J. 2002,
S. 104, Neubrand, M. et al. 2002, S. 102). Allein durch einen aulermathematischen Kon-
text entsteht noch keine hohere Anforderung (vgl. Neubrand, M. et al. 2002, S. 112). Der
kognitive Anspruch der Aufgabe ergibt sich dagegen aus der Komplexitdt der Modellie-
rung (Neubrand, M. et al. 2002, S. 112), d. h. aus der Anzahl und Komplexitit der herzu-
stellenden Zusammenhinge und der Anzahl und Komplexitit der vorzunehmenden Uber-
setzungen zwischen Darstellungen. Ob sich dabei die Kompetenzen des heuristisch-

experimentellen und darstellend-interpretativen Bereichs trennen lassen, ist offen.

Eine weitere fiir den Unterricht geeignete Systematik mathematischer Aktivitdten sind die

allgemeinen Kompetenzen der Bildungsstandards fiir das Fach Mathematik (KMK 2004,

'® Die Zuordnung der Aktivititen zeigt sich hier auch als eine Frage der Auflosung. Oft wird erst bei einer
tiefgehenden Prozessanalyse deutlich, wie vielfdltig die notwendigen Aktivitdten sind. Wuschansky (1989,
S. 66) verdeutlicht an einer scheinbar einfachen Rechenaufgabe, wie umfangreich und vielschichtig die
einbezogenen Kompetenzen sind, wenn der Losungsvorgang genau analysiert wird.
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KMK 2005, vgl. 1.2.3). In Abb. 1/5 wird verdeutlicht, welche Aktivititsbereiche zu den
Kompetenzbereichen der Bildungsstandards beitragen. Auch hier gibt es direkte Entspre-
chungen, welche durch die vier durchgezogenen Linien gekennzeichnet sind. Zu den
Kompetenzen des mathematischen Modellierens tragen, wie oben erldutert wurde, alle vier
Aktivitdtsbereiche bei. Eine Besonderheit stellen die Kompetenzen des Kommunizierens
dar. Sowohl kritisch-argumentative als auch darstellend-interpretative Aktivitdten tragen
zu dieser Kompetenzgruppe bei. Hier ist jedoch die Grenze zwischen den fachlich-inhalt-
lichen und den sozial-kommunikativen Kompetenzen der Handlungskompetenz erreicht.
Das Beurteilungskonzept dieser Arbeit wird bewusst auf den fachlich-inhaltlichen und
methodischen Bereich begrenzt (vgl. 3.1.1). Fiir die Beurteilung von Selbst- und Sozial-
kompetenz sind erweiterte Methoden notwendig. Bis auf diese Einschrinkung werden die
Kompetenzen der Bildungsstandards durch die vier Aktivitdtsbereiche von Lechner abge-
deckt. Eine ausgewogene Beriicksichtigung der vier Aktivitdtsbereiche von Lechner ist
somit eine gute Basis fiir die Umsetzung der Bildungsstandards. Die Differenzierung in
vier Bereiche anstelle von sechs Bereichen wird flir die Beurteilung mathematischer Kom-
petenzen als giinstig erachtet, da Uberschneidungen so verringert werden und die Riick-

meldung an die Schiiler in vertretbarer Komplexitét stattfinden kann.

Probleme
.. mathematisch 16sen
heuristisch-
experimentell  [[S=~___
~=1 mathematisch
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Abb. 1/5: Uberblick iiber die Verbindungen zwischen den Kompetenzbereichen der Bildungsstan-
dards und den Aktivititsbereichen von Lechner. Durchgezogene Linien verdeutlichen direkte
Verbindungen, gestrichelte Linien stehen fiir weniger offensichtliche Verbindungen, die erst bei
einer genauen Analyse der zugehorigen Bereiche aufgedeckt werden.
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Verdichtung und Schlussfolgerung

Die vier Aktivitdtsbereiche von Lechner (2002, S. 255ff)) bilden ein geeignetes System,
mathematische Aktivitdten zu ordnen. Es schlieft sowohl die durch die Bildungsstandards
geforderten mathematischen Kompetenzen als auch die allgemeinen Lernziele des Mathe-
matikunterrichts von H. Winter ein. Die Systematisierung nach darstellend-interpretativen,
heuristisch-experimentellen, kritisch-argumentativen und formal-operativen Aktivitdten
kann genutzt werden, um Unterrichtsqualitdt in Bezug auf eine ausgewogene mathemati-
sche Aktivierung zu bewerten. In erster Linie bietet sie aber eine ausreichend differenzie-
rende und dennoch handhabbare Moglichkeit, Aufgaben, die gezielt mathematische Aktivi-
taten anregen, auszuwéhlen (vgl. Kapitel 2), um entsprechende mathematische Kompeten-

zen zu beurteilen und in differenzierter Form zuriickzumelden (vgl. Kapitel 3)."

1.4 Aufgaben — Elemente der Organisation und Steuerung von Schiiler-

aktivitiiten

»Lunter pddagogischer Perspektive sind Aufgaben als die zentralen Elemente des
Mathematikunterrichtes anzusehen, die sowohl die Schiiler- wie die Lehrertitig-
keit determinieren.* (Neubrand, J. 2002, S. 4/5)

»Mathematische Aufgaben sind fiir das Lernen von Mathematik, fiir den Unter-
richt, fur die Unterrichtsvorbereitung und fiir die Evaluation des Wissenstandes
der Schiiler von zentraler Bedeutung. Aufgaben sind die schulgeméfBen Formen
fiir mathematische Probleme, mit deren Hilfe der Wissenserwerb in der Schule
organisiert wird.” (Bromme/Seeger/ Steinbring 1990, S. 1)

Die beiden Zitate demonstrieren die Bedeutung von Aufgaben flir zwei wesentliche Aspek-
te dieser Arbeit'®: die Anregung von Schiileraktivititen und die Beurteilung mathemati-

scher Kompetenzen.

'" Eine gewisse Uberlappung der Aktivititsbereiche ist nicht vermeidbar. Vor allem heuristische Aktivititen
werden auch in den anderen Bereichen bendtigt, z. B. um Fallunterscheidungen vorzunehmen. Fir die
Beurteilung wird versucht diese Uberlappung einzugrenzen, indem konkrete und genaue
Beurteilungskriterien formuliert werden (vgl. 3.2.2 sowie Anhang 1.3 und 1.4).

'8 Die Zitate weisen auch auf die generelle Bedeutung von Aufgaben fiir das Lernen von Mathematik und die
Gestaltung und Organisation des Mathematikunterrichts hin. Als ,Indikatoren fiir die realisierte Art von
Selbsttatigkeit im Unterricht* (Neubrand, J. 2002, S. 3) erhalten Aufgaben beispielsweise bei der Evaluation
und Verbesserung von Unterricht Bedeutung (vgl. Leuders 2001). Einen Uberblick zum Thema Aufgaben im
Mathematikunterricht geben z. B. J. Neubrand (2002, S. 14ff.) und Leuders (2001, S. 94ff.). Die vielfiltigen
Funktionen des Losens von Aufgaben im Unterricht werden von Bruder 1988 (S. 198a) zusammengestellt.



Seite 28 Schiileraktivititen als Indikatoren mathematischer Kompetenzen

Fahigkeiten/

Aufgaben | —p | Aktivitdten y | Kompetenzen,
allgemeine

Lernziele

Abb. 1/6: Zusammenhang zwischen Aufgaben, Aktivititen, Kompetenzen (nach Fischer/Malle
1985, S. 281)

Aufgaben bestimmen Art und Inhalt der Tatigkeiten von Schiilern (vgl. Neubrand, J. 2002,
S. 1 sowie 1.1). Da Aktivititen der Schiiler die Grundlage ihrer Kompetenzentwicklung
sind (vgl. 1.1), gehen didaktische Bemiithungen dahin, das Arbeiten mit Aufgaben im Sinne
der gezielten Kompetenzforderung weiterzuentwickeln. Uber das Stellen und Losen von
Aufgaben sind solche Schiileraktivititen zu organisieren, ,,deren erfolgreiche Ausfiihrung
das Erreichen sowohl ,lokaler‘ Lernziele (Aneignung eines bestimmten Begriffes oder
eines bestimmten Satzes usw.) als auch ,globaler® Zielsetzungen (Entwicklung allgemeiner
Féhigkeiten, Einstellungen, Verhaltensweisen usw.) moglichst wahrscheinlich macht*
(Walsch 1985, S. 7, vgl. Fischer/Malle 1985, S. 281). Fiir die Umsetzung der Bildungs-
standards ist es notwendig, ,,gegebene Aufgaben konsequent daraufhin (zu) analysieren
bzw. neue Aufgaben darauthin (zu) konstruieren, welche Kompetenzen auf welchem Ni-

veau zu ihrer Lésung mindestens erforderlich sind“ (Blum et al. 2005, S. 270)."

Mit der Umsetzung von Standards oder Lernzielen ist deren Uberpriifung verbunden. Die
alltagliche Beobachtung des Entwicklungsstandes der Kompetenzen der Schiiler erfolgt
ebenfalls anhand ihrer Aktivitditen beim Bearbeiten von Aufgaben. Dies flihrt zu einer

zweiten Beziehungskette (Abb. 1/7).

Aufgaben Beobachtung,
—»| Aktivititen |——p | Beurteilung
Féhigkeiten/ und
Kompetenzen, Riickmeldung
allgemeine dargelegter
Lernziele Kompetenzen

Abb. 1/7: Zusammenhang zwischen Kompetenzen, Aufgaben, Aktivititen und Beurteilung

Um anspruchsvollen Zielvorstellungen gerecht zu werden, sind die Schiiler mit geeigneten
mathematischen Aufgaben zu konfrontieren (z. B. Stein/Grover/Henningsen 1996, S. 456).
Dazu sind insbesondere Verdnderungen beziiglich der Verteilung der einbezogenen Aktivi-

titen auf die unterschiedlichen Bereiche erforderlich (vgl. Christiansen/Walther 1986,

" Dies erfordert eine aktivititenbezogene Aufgabenanalyse, wie sie in Kapitel 2 entwickelt wird.
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S. 246/247). Alle wichtigen mathematischen Kompetenzen sollten sich in den Aufgaben
als Potenzial ausgewogen wiederfinden. Kriterien fiir Aufgabenqualitit, auch in Bezug auf

die Anregung wertvoller Schiileraktivititen, werden in Kapitel 2 betrachtet.

Fir den Zusammenhang zwischen Aufgaben und Aktivitdten ist es auch wichtig, Aktivita-
ten als intrinsisches Element der Mathematik zu sehen (vgl. Christiansen/Walther 1986,
S. 281): Der mathematische Gehalt einer Aufgabe hat ausschlaggebende Bedeutung auf die
Art und Weise der initiierten Aktivitdten. Eine einfache Rechenaufgabe wird meist nur
formale Aktivitdten wie das Ausfiihren von Operationen hervorrufen. Aufgaben, die an-
spruchsvolle mathematische Inhalte verkniipfen, bieten Potenzial zu vielseitigen Aktivité-
ten. Aufgaben fordern zu Auseinandersetzungen mit spezifischen mathematischen Situati-
onen heraus, beziehen sich auf konkrete mathematische Inhalte und verbinden so Inhalte

tiber Aktivitdten der Schiiler mit allgemeinen Lernzielen (vgl. Neubrand, J. 2002, S. 17).

Uber die moglichen Titigkeiten stiften Aufgaben vielfiltige Beziechungen des Unterrichts
(vgl. Walther 1985, S. 40). Es gilt, diesen globalen Charakter von Aufgaben zu beachten
und nicht Ergebnisse gegeniiber Lernfortschritten {iberzubewerten, z. B. durch ein breites
Spektrum von Aktivititen (vgl. Christiansen/Walther 1986, S. 244ff)). Nach Auffassung
von Christiansen und Walther (1986, S. 246) muss sich die Schulmathematik zukiinftig
mehr an den individuellen Aktivitdten der Schiiler orientieren. Verstiarkte Aufmerksamkeit
ist dem aktuellen Lernprozess der Schiiler zu widmen, den Aktivitdten der konstruktiven,
entdeckenden und problemlosenden Art. Es ist notwendig, dass die Lehrer ihre Erlduterun-
gen auf die individuellen Arbeiten ihrer Schiiler zu den von ihnen flir ihre Schiiler erstell-

ten Aufgaben beziehen (vgl. Christiansen/Walther 1986, S. 246).
Verdichtung und Schlussfolgerung

Aufgaben sind Gegenstand der Schiileraktivitdten, regen diese an, organisieren sie und sind
damit auch Grundlage der Beurteilung entsprechender Kompetenzen. Fiir die Umsetzung
von Lernzielen und Bildungsstandards sind Aufgaben auszuwaihlen, die potenziell entspre-
chende Aktivitdten ansprechen. Um ausgewogene und anspruchsvolle Aktivitdten anzure-
gen, ist sowohl der Charakter der Aufgabe als auch der mathematische Inhalt von Bedeu-
tung. Fir die Entwicklung von Kompetenzen ist es wichtig, sich dem individuellen Lern-

prozess der Schiiler, konkret ihren Aktivititen an den gestellten Aufgaben zuzuwenden.
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1.5 Analyse von Schiileraktivititen als Grundlage der Beurteilung ma-

thematischer Kompetenzen

Kompetenzorientierter Mathematikunterricht ist erst dann konsequent, wenn auch die
Leistungsbeurteilung kompetenz- und nicht nur ergebnisorientiert ist. Insbesondere pro-
zessorientierte Kompetenzen, wie Argumentieren, Problemlésen, Modellieren, kénnen
nicht angemessen allein anhand des Ergebnisses des Losungsprozesses beurteilt werden.
Nicht das Ergebnis von Schiileraktivitdten, sondern auch die Aktivitdten selbst, z. B. beim

Bearbeiten mathematischer Aufgaben, miissen in die Beurteilung eingebunden werden.

Walsch raumte bereits 1985 (S. 7) ein, dass bestimmte Fahigkeiten von den Schiilern nur
gelernt werden, wenn die Durchfithrung auch angemessene Konsequenzen hat und sich
beispielsweise in der Bewertung niederschligt. Ahnlich wird innerhalb der Bemiihungen

um die Verbesserung der Unterrichtsqualitdt auch heute argumentiert:

»Gegenwirtig wird in Deutschland die Diskussion um ,Qualitédt von Schule® auf
breiter Basis gefiihrt. Der Unterricht befindet sich in einem Wandel — es werden
neue Unterrichtsformen erprobt, neue Technologien einbezogen, Aufgaben sehen
manchmal anders aus als gewohnt. Sollen diese Anderungen nachhaltige Wir-
kung zeigen, miissen sie auch in die Leistungsbeurteilung einbezogen werden.*
(Bruder/Weigand 2001, S. 4, vgl. Frohlich/Smolinski/Stern 2006, S. 1, Para-
dies/Wester/Greving 2005, S. 9)

Hier spielt eine wesentliche Rolle, dass Leistung sozial bewertet wird (vgl. Rauschenber-
ger 1999, S. 15): Durch die Wiirdigung anderer wird einer Handlung ein Wert gegeben.
Die Auswahl zu bewertender Handlungen bzw. Handlungsergebnisse ist immer wieder neu
zu diskutieren (vgl. von Saldern 1999, S. 11). Je nachdem, ob nur das (formale) Ergebnis
der Aktivitdt oder die Aktivitdt selbst und die dabei gezeigten Kompetenzen honoriert wer-
den, werden die Schiiler zukiinftig den Elementen Bedeutung zukommen lassen. So kann
eine kompetenzorientierte Leistungsbeurteilung, die Kompetenzorientierung des Unter-
richts nicht nur ergénzen, sondern auch die Férderung der Kompetenzen wesentlich unter-

stiitzen.

Die Entwicklung und Ausbreitung einer neuen Lernkultur steht in der Praxis dagegen oft
im Widerspruch zu tradierten Bewertungsformen, da diese besondere individuelle oder

fachiibergreifende Leistungen nicht beriicksichtigen (vgl. Winter, F. 2002, S. 48). In die-

" Auch eine Schiileraktivitit ohne sichtbares Ergebnis, sogar eine Schiileraktivitit mit formal falschem
Ergebnis kann eine anerkennungswerte Leistung sein. Wichtig ist, welche (mathematischen) Kompetenzen,
auf welchem Niveau ein Schiiler zeigt.
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sem Abschnitt werden, nach einem Abriss wichtiger Grundlagen der Leistungsbeurteilung,
Anforderungen an eine mit aktuellen Zielsetzungen des Mathematikunterrichts konforme
Leistungsbeurteilung formuliert und Moglichkeiten neuer Beurteilungsformen diskutiert.
Ziel ist es, Kriterien einer kompetenzorientierten Form der Leistungsbeurteilung zusam-
menzustellen. Dabei wird auch hier die besondere Rolle von Aufgaben beriicksichtigt, bei

deren Bearbeitung die Kompetenzen der Schiiler deutlich werden.

1.5.1 Grundlegende Aspekte von Leistungsbeurteilung

»Leistungsbewertung ist in gewisser Weise der Kern von Schule. An ihr messen
Kinder, Jugendliche und Eltern, ob die Bemiihungen der Schule Friichte tragen,
zudem ob dabei gerecht gegen jedermann verfahren wird. An den Abschluss-
zeugnissen wollen die ,Abnehmer® weiterfithrender Schulen, vor allem aber Ar-
beitgeber, erkennen, ob ein junger Mensch fiir sie geeignet ist.“ (Wunder 2002,
S. 60)

Funktionen von Leistungsbeurteilung

Im Zitat von Wunder wird deutlich, dass die schulische Leistungsbeurteilung vielseitige
Funktionen zu erfiillen hat. Diese sind (vgl. Sacher?' 2002, S. 21, Paradies/Wester/Greving
2005, S. 24ft., Leuders 2004 S. 63/64, Arnold/Jirgens 2001, S. 15ff):

- Selektion: Auslese befihigter Anwérter auf hohere Bildungslaufbahnen, begehrte Ab-
schliisse, angesehene berufliche und gesellschaftliche Positionen,

- Legitimation: Begriindung bildungspolitischer, administrativer, unterrichtlicher Ent-
scheidungen,

- Kontrolle: Kontrolle von Lehrern, Lehrpldnen, ganzer Schulen, Schularten, Schulsyste-
me durch Priifungen, Zeugnisse, Noten,

- Prognose: Ableitung von Erwartungen hinsichtlich des weiteren Lernfortschrittes und
der kiinftigen Leistungen,

- Information und Riickmeldung: Information an Schiiler und andere Personen (Eltern,
potenzielle Arbeitgeber/Ausbilder, Lehrer weiterfiihrender Klassen etc.) iiber die ge-
machten Lernfortschritte und den erreichten Lernstand,

- Lehr- und Lerndiagnose: Diagnose des Lernstandes als Grundlage fiir die Gestaltung
des weiteren Unterrichts und individueller Fordermalinahmen,

- Sozialisation: Eingliedern der nachwachsenden Generation in die Leistungsorientierung

unserer Gesellschaft.

I Sacher listet die Funktionen der Leistungsbeurteilung auf, um auszufiihren, dass die Ziffernnoten die
meisten Funktionen der Leistungsbeurteilung nur scheinbar erfiillen.
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Die Funktionen der Leistungsbeurteilung verdeutlichen gegenpolige Anforderungen. Leis-
tungsbeurteilung unterstiitzt die Autonomie der Schiiler und Leistungsbeurteilung dient der
Steuerung von Schiilern (vgl. Leuders 2004, S. 63/64). Leistungsbeurteilung wirkt ,,nach
innen®, tragt durch Informationen an Schiiler, Lehrer, auch Eltern zur Steuerung des Lern-
prozesses selbst bei, und wirkt aber auch ,,nach aulen“, durch Informationen an Personen
und Institutionen, die nicht am aktuellen Lernprozess beteiligt sind (vgl. Fischer/Malle
1985, S. 304). Die vielschichtigen, z. T. gegensitzlichen Funktionen von Leistungsbeurtei-
lung sind eine Ursache dafiir, dass Leistungsbeurteilung fiir Schiiler und Lehrer problem-
behaftet ist (vgl. Leuders 2004, S. 64, Fischer/Malle 1985, S. 304). Insbesondere scheint es
fragwiirdig, dass Noten gleichzeitig der individuellen Férderung und der systemischen

Auslese dienen (vgl. Frohlich/Smolinski/Stern 2006, S. 6).

Die Zensurenvergabe wird (in Deutschland) oft als die ,,prototypische Beurteilungsaufga-
be*“ (Schrader/Helmke 2002, S. 45) gesehen. Zur Ziffernnote als vorherrschendes Instru-
ment der Leistungsbewertung in der Schule (vgl. Leuders 2003b, S. 297) gibt es jedoch
unterschiedliche Auffassungen. Teilweise wird die Ziffernnote stark kritisiert (z. B. Sacher
2002, S. 20ff., Bartnitzky 1989, S. 5) und es werden Moglichkeiten gesucht, diese zu erset-
zen (z. B direkte Leistungsvorlage: vgl. 1.5.4, verbale Leistungsbeurteilungen: zur Uber-
sicht z. B. Arnold/Jiirgens 2001, Tarnai 2001, Valtin/Schmude 2000, Praxisbericht z. B.
Thurn 1996). Teilweise wird die Ziffernote akzeptiert und sich bemiiht, die Formen und
Methoden der Notenfindung, zeitgemifBer, gerechter” und differenzierter zu gestalten
(z. B. Paradies/Wester/Greving 2005, S. 10, Bartnitzky 1989)*. Wenn es auch iiber die
Form der Leistungserfassung, -beurteilung und -riickmeldung unterschiedliche Auffassun-
gen gibt, wird die Notwendigkeit Leistungen erfassen, bewerten und vergleichen zu miis-
sen nicht (mehr) in Frage gestellt und Leistung als ein Bildungsziel akzeptiert.”* Wichtig

ist, zu kldren, welche Kriterien Leistungsbeurteilung erfiillen sollte und welche Methoden

*2 Gerecht wird hier auf die Vermeidung von Fehlern (z. B. Paradies/Wester/Greving 2005, S. 34ff., Arnold/
Jirgens 2001, S. 84) bei der Leistungserfassung und -beurteilung bezogen.

3 Bei Bartnitzky wird deutlich, was auch fiir andere Autoren zutreffen wird, die Wege der Verbesserung der
Notengebung beschreiben: Grundiiberzeugung ist, dass die Abschaffung der Zensuren der bessere Weg in
Bezug auf eine padagogische Ausgestaltung von Schule wire (vgl. Bartnitzky 1989, S. 5). Da das Zensieren
in der Schule aber rechtliche Vorgabe ist, die derzeit in Deutschland unumstoBlich scheint, wird es fiir
wichtig gehalten, ,,Wege zu finden, wie man auch mit dem untauglichen Instrument Zensur flir das Leben
und Lernen von Kindern leidlich vertraglich umgehen kann“ (Bartnitzky 1989, S. 5).

* Weinert (2002, S. 19) skizziert die generelle Diskussion um die Bedeutung des Leistungsprinzips fiir die
Schule (vgl. Saldern 1999). Vor allem die &ffentliche Diskussion der TIMSS-Ergebnisse weist darauf hin,
dass ,,Leistung zwar nicht das einzige, aber ein unverzichtbar wichtiges Bildungsziel der Schule ist™ (Weinert
2002, S. 26).
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dies leisten. Dabei ist zu beachten, dass Leistungsbeurteilung nicht nur der Bewertung von
Schiilern, sondern auch der Verbesserung der Unterrichtsgestaltung und des Lernens die-
nen soll. Fir beide Aspekte sind ,alltdgliche Beurteilungen im Klassenzimmer* (Schra-

der/Helmke 2002, S. 45) von zentraler Bedeutung.
Vergleichsmapstdibe fiir Schiilerleistungen

Der Prozess der Leistungsbeurteilung wird, insbesondere um die Objektivitdt zu erhohen,
in ,,Leistungsfeststellung und ,,Leistungsbewertung® (Fischer/Malle 1985, S. 304, Klauer
2002) bzw. ,Leistungsmessung® und ,Leistungsbeurteilung® (Rheinberg 2002, S. 59)
getrennt. Bei der Leistungsmessung wird die Menge (z. B. Anzahl richtig geloster Aufga-
ben) oder Giite (z. B. Qualitdt einer Argumentation) der erbrachten Leistung beschrieben
(vgl. Rheinberg 2002, S. 59) bzw. deren Abweichung vom Lernziel (vgl. Fischer/Malle
1985, S. 304). Bei der Leistungsbewertung werden der festgestellten Leistung Bewertun-

gen zugeordnet, die sich an einer Norm® orientieren.

Fiir die Bewertung von Schiilerleistungen gibt es drei mogliche MaBstdbe: Vergleich mit
den Leistungen anderer Schiiler — soziale Bezugsnorm, Vergleich mit den Leistungen
desselben Schiilers zu einem fritheren Zeitpunkt — individuelle Bezugsnorm, Vergleich mit
dem angestrebten Lernziel bzw. festgelegten Kriterien — sachbezogene oder kriteriale
Norm (vgl. Schrader/Helmke 2002, S. 46, Rheinberg 2002, S. 61, Biichter/Leuders 2005,
S. 180, Ingenkamp 1997, S. 44). Die Diskussion der Vor- und Nachteile der drei Bezugs-
normen durch Rheinberg (2002, S. 64ff., vgl. Arnold/Jirgens 2001, S. 41ff., Froh-
lich/Smolinski/ Stern 2006, S. 5) macht deutlich, dass keine Bezugsnorm fiir sich allein zu
einer optimalen Beurteilung fiihrt und trotz erhohtem Beurteilungsaufwand Kombinationen

von Beurteilungsnormen an Bedeutung gewinnen sollten.

Verbale Definitionen der Notenbezeichnungen hat die Kultusministerkonferenz*® bundes-
weit festgelegt’. Da (auch) fiir den Mathematikunterricht kriterienorientierte, fach- und
stufenspezifische Konkretisierungen dieser Anforderungen bisher fehlen, werden Noten

traditionell durch eine unterschiedlich gewichtete Kombination aus anforderungsorientier-

** Leistungen im gesellschaftlichen Sinne sind normativ. Sie miissen fiir jede Situation neu definiert werden
und lassen sich immer nur in Bezug auf eine Norm bestimmen. Was als gut oder schlecht bewertet wird, ist
vom angelegten Maf3stab abhingig (vgl. Paradies/Wester/Greving, 2005, S. 32).

%% Beschluss der Kultusministerkonferenz vom 3.10.1968.

*" Ein Beispiel: ,,Die Note ,sehr gut’ soll erteilt werden, wenn die Leistung den Anforderungen in besonde-
rem Male entspricht“ (zitiert nach Arnold/Jirgens 2001, S. 7). Die Definitionen aller sechs Leistungsstufen
werden in Paradies/Wester/Greving 2005 (S. 12ff.) und Arnold/Jiirgens 2001 (S. 7) aufgelistet.
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ten Lehrererwartungen und klasseninternem Vergleichsmaf3stab gebildet (vgl. Leuders
2003b, S. 298, Leuders 2004, S. 64). Eine sachgerechte und faire Beurteilung erfordert
jedoch den Vergleich mit objektiven Kriterien, den vom Lehrplan abgeleiteten Lernzielen,

und sollte von Leistungsunterschieden in der Klasse unabhingig sein (vgl. Schra-

der/Helmke 2002, S. 50).
Giitekriterien

Standardisierte vergleichende Messungen von Schulleistungen haben als wissenschaftliche

Verfahren Qualitédtskriterien zu geniigen. Die drei Hauptgiitekriterien sind (vgl. Arnold

2002, S. 118, Stern/Hardy 2002, S. 164, Ingenkamp 1997, S. 34ff):

- Objektivitdt: Unabhdngigkeit der Ergebnisse von situativen Aspekten der Testdurchfiih-
rung sowie individuellen Variationen der Leistungsauswertung und —interpretation,

- Reliabilitdt (Zuverldssigkeit): geringe Belastung der Testergebnisse durch Messfehler,

- Validitit (Giiltigkeit): hohe Ubereinstimmung mit dem, was der Test zu messen bean-
sprucht®.

Die Hauptgiitekriterien fiir Testverfahren werden ergénzt um sogenannte Nebengiitekrite-

rien, die starker den Anwendungszusammenhang der Testverfahren beriicksichtigen (vgl.

Arnold 2002, S. 119): Normierung, Vergleichbarkeit, Okonomie, Niitzlichkeit, Fairness.

Da nach wie vor Schulleistung iiberwiegend durch Noten reprasentiert wird, ist auf Grund
threr Bedeutung auch fiir Schulnoten eine hohe Messgiite zu fordern (vgl. Tent 2001,
S. 809). Empirische Befunde hierzu sind jedoch vielschichtig®: ,,Auf ihre Klassen bezogen
verfligen Lehrer liber gentigend stabile und valide MaBstédbe; es hapert an der Lokalisie-
rung auf dem objektiven Merkmalskontinuum® (Tent 2001, S. 809). Lehrern fehlt oft ein
klasseniibergreifender Mal3stab (vgl. Tent 2001, S. 807, Ingenkamp 1997, S. 110 ff.). Fiir
eine zutreffende Einschidtzung des absoluten Leistungsstandes sind professionell ent-
wickelte, am Lehrplan orientierte Instrumente notwendig (vgl. Schrader/Helmke 2002,
S. 50). Im Rahmen der Standardsetzung (KMK-Bildungsstandards, Kerncurricula) und
Standardiiberpriifung (Zentrale Vergleichsarbeiten/Priifungen) sind Vereinheitlichungs-
und Objektivierungstendenzen erkennbar (vgl. Leuders 2004, S. 64). Derzeit ist jedoch

offen, ob so eine hohere Notengerechtigkeit und verbesserte Unterrichtsqualitidt erreicht

¥ Beziiglich der Validitit einer Leistungsmessung ist u. a. die Lerngeschichte und das Vorwissen der Schiiler
von Bedeutung. Derselbe Test sollte nicht in einer Klasse Faktenwissen erfassen, weil dort derartige Aufga-
ben bekannt sind, und in einer anderen Klasse Problemldsewissen (vgl. Stern/Hardy 2002, S. 164).

** Einen Uberblick iiber empirische Befunde zur Giite von Schulnoten geben Tent (2001, S. 807ff.) sowie
Schrader und Helmke (2002, S. 50).
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werden kann. Risiken der Einfiihrung von Bildungsstandards und ihrer Kontrolle durch
Leistungstests, wie eine Orientierung des Unterrichts an Testaufgaben,’® werden diskutiert

und begleitende MaBBnahmen vorgeschlagen (vgl. Blum et al. 2005, Leuders 2004, S. 64).

In der Diskussion um Leistungsbeurteilung spielen die Giitekriterien eine wichtige Rolle.
Wird auf der einen Seite, z. B. durch den Einsatz wissenschaftlicher Leistungstests, um
eine bessere Erflillung der Giitekriterien gerungen, wird auf der anderen Seite die Notwen-
digkeit neu gefasster Kriterien flir Beurteilungen gesehen (vgl. Paradies/Wester/Greving
2005, S. 43ff.). Dabei steht nicht die Objektivitdt im Sinne von Intersubjektivitdt im Mit-
telpunkt, sondern ,,Ziel schulischer Leistungsbewertung kann nur sein, die unkontrollierte
Subjektivitdt zugunsten einer kontrollierten und transparenten Leistungsbewertung mog-
lichst weit zuriickzudrangen* (Paradies/Wester/Greving 2005, S. 43). Gerade Bearbeitun-
gen anspruchsvoller offener Aufgaben konnen nicht durch entpersonalisierte Verfahren
ausgewertet werden. Wichtig fiir eine gerechte und forderungsorientierte Beurteilung ist
eine differenzierte Analyse der Bearbeitung unter Einbindung der Unterrichtssituation und
des individuellen Lernprozesses sowie eine ebenso differenzierte und transparente Riick-
meldung. Besondere Beachtung bedarf auch die Validierung (vgl. Frohlich/Smolinski/-
Stern 2006, S. 2). Hierflir kann z. B. gepriift werden, ob tatsdchlich Schiilerleistungen im
Sinne von Bildungsstandards gemessen und beurteilt werden oder nur eine unzureichende

Teilmenge der Anforderungen beriicksichtigt wird.
1.5.2 Anforderungen an die Weiterentwicklung von Leistungsbeurteilung

Leistungsmessung erhélt erst durch den Bezug zu Lernzielen Sinn (vgl. Bruder/Weigand
2001). Lernziele sind jedoch interessen- und zeitabhéngig. Deshalb ist zu priifen, ob tradi-
tionelle Formen der Leistungsbeurteilung aktuellen Zielsetzungen des Mathematikunter-
richts und gesellschaftlichen Anforderungen geniigen (vgl. Képnick 1998, S. 27). Ein
verdnderter Leistungsbegrift zeigt sich nach Grunder, Bohl und Broszat (2001) in einem
vielfiltigeren Bewertungsversténdnis: ,,Leistung ist prozess- und produktorientiert, Selbst-

und Fremdbeurteilung ergénzen sich, ein Dialog tiber Leistungserwartungen findet statt,

3% Gefahren der Standardsetzung werden in den USA beobachtet, wo es eine lange Tradition der Standardset-
zung und -iiberpriifung gibt: Tendenz der Uberbetonung des Messens und Reduktion der Curricula auf leicht
messbare Inhalte (vgl. Blum et al. 2005, S. 269). Die Ausrichtung des Unterrichts auf Leistungsiiberpriifun-
gen ist so Blum et al. (2005, S. 272) jedoch nicht neu. Gerade der derzeit alltigliche Mathematikunterricht ist
dadurch geprigt, ,.dass er in groBen Teilen ein Ubungsfeld fiir Aufgabentypen darstellt, die in der nichsten
Klassenarbeit ,drankommen‘“. Dies ist jedoch nur bei verfahrensorientierten Aufgaben maglich, nicht bei
starker kompetenzorientierten Aufgaben (vgl. Blum et al. 2005, S. 272/273).
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individuelle Leistung wird honoriert. Im Folgenden werden Qualitédtskriterien einer ver-

dnderten Leistungsbeurteilung formuliert und beschrieben.
Vielfdltige Leistungen werden anerkannt

Fir Leistungsbewertung als Teil padagogischer Arbeit ist es unentbehrlich, sich auf die
individuelle Vielfalt von Leistungen einzulassen (vgl. Winter, F. 2002, S. 55). Leistungen
sind zu ermoglichen und anzuerkennen, die nicht in einem engen zeitlichen und rdumli-
chen Rahmen erbracht worden sind, ,,die Fachgrenzen sprengen, die Initiative und Enga-
gement, Selbstverantwortung und gemeinsames Handeln erfordern* (Winter, F. 2002,
S. 51/52). Derartige Leistungen diirfen nicht gegeniiber leichter benotbaren Klassenarbei-
ten unterbewertet werden und miissen eine Bewertung erfahren, die ihre Qualitdten zum
Ausdruck bringt (vgl. Winter, F. 2002, S. 52). Im Mathematikunterricht ist zu vermeiden,
dass aus Griinden der Korrektur6konomie und Quantifizierbarkeit geschlossene Aufgaben
und einseitig niedere kognitive Kompetenzen bevorzugt werden (vgl. Leuders 2003b,
S. 300/301). Offenere Aufgabenformen und prozessbezogene Kompetenzen, wie Problem-
16sen oder argumentative und reflexive Leistungen, sind in der Bewertung (gleichwertig)

zu berticksichtigen (vgl. Leuders 2003b, S. 300/301, Bruder/Weigand 2001, Althoff 2001).

Vielfiltigen Leistungen sollte auf entsprechend vielfiltige Weise begegnet werden (vgl.
Winter, F. 2002, S. 55). Nur durch vielseitige Auswertungsinstrumente und -situationen
(Beobachtungen, Selbsteinschitzungen, reflektierende Schiilertexte etc.) kann ein vielseiti-

ger Eindruck von Schiilerkompetenzen gewonnen werden (vgl. Leuders 2003b, S. 300).
Der Lernprozess findet Berticksichtigung

In Noten geht hdufig nur der erreichte Endstand ein, weniger die Qualitidt der Lernprozes-
se, z. B. Anstrengungsbereitschaft, Verarbeitung von Misserfolgen, {iberlegtes Vorgehen
(vgl. Sacher 2002, S. 22, von Saldern 1999, S. 195, Bartnitzky 1989, S. 11, Wuschansky
1989, S. 72). Auch wesentliche Aspekte von Mathematik, wie logisches Denken, Kritikfa-
higkeit, Problemloseverhalten, Kreativitdt, werden nur im Prozess sichtbar (vgl. Wu-
schansky 1989). Werden lediglich Ergebnisse von Aufgaben betrachtet, konnen Kompe-
tenzen unterschétzt werden. Analysen von Fehlern innerhalb von Losungswegen ergeben
oft, dass bereits Kompetenzen vorliegen, aber eine unvollstindige Wissenskette die richti-
ge Antwort verhindert (vgl. Stern/Hardy 2002, S. 166). Leistungsbeurteilung sollte deshalb
verstdrkt geistige Prozesse der Schiiler einbeziehen: Kommunikation und Kooperation,

Entwicklung von Erkenntnissen, Beschreiben und Begriinden von Losungswegen, Prob-
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lembewusstsein, Finden von Losungswegen, Erkennen und Uberwinden von Fehlern,
Selbststéandigkeit, kurz: Problemlosefdhigkeit (vgl. Schipper 1998, S. 22, Bruder/Weigand
2001, S. 6, Wuschansky 1989, S. 72, Althoftf 2001, S. 47).

Leistungsbeurteilung ist verbunden mit differenzierten, forderungsorientierten Riickmel-

dungen

Befunde von Leistungsdiagnosen sollten genutzt werden, um die Stirken und Schwichen
der Schiiler zu beschreiben und Ansatzpunkte fiir das eigenstdndige Weiterlernen zu geben
(vgl. Winter, F. 2002, S. 52). Fiir die Lernplanung des Einzelnen ist eine am individuellen
Malistab orientierte Riickmeldung geeignet, soziale Vergleiche sind zu vermeiden (vgl.
Leuders 2003b, S. 300). Aussagen iiber Stirken und Entwicklungsméglichkeiten werden
fiir erfolgversprechender gehalten als die Feststellung von Defiziten in der Vergangenheit
(vgl. Leuders 2003b, S. 300).>" Auch die Schiiler selbst sind gefordert, Lernentscheidungen
zu treffen. Mit thnen gemeinsam ist tiber niitzliche Maflnahmen zu beraten (vgl. Winter, F.

2002, S. 52/53).

Durch das Priifen am Abschluss der Wissensaneignung nutzt die herkémmliche Leistungs-
bewertung zu wenig dem Lernprozess selbst (vgl. Winter, F. 2002, S. 52, Frohlich/Smo-
linski/Stern 2006, S. 4). Notwendig ist eine Leistungsbeurteilung, die qualitativ gute Riick-
meldungen liefert, die auch wihrend des Lernens und Arbeitens genutzt werden kann und
so hilft zu guten Leistungen zu gelangen. Dazu zdhlt F. Winter Mallnahmen der ge-
meinsamen Vorausschau, Reflexion, Lernkontakte sowie Anleitungen zur Selbstbewertung

und die Vermittlung von Bewertungskriterien an die Schiiler.
Leistungen sind sichtbar und offentlich

In der Diskussion iiber schulische Leistungen werden hiufig Noten oder Testergebnisse
mit den Leistungen selbst verwechselt (vgl. Winter, F. 2002, S. 53ff.). Noten lassen Lei-
stungen nicht klar genug erkennen, insbesondere wenn die zu Grunde gelegte Bezugsnorm
nicht deutlicht wird (vgl. Sacher 2002, S. 21). Selbst wenn sie das Leistungsniveau richtig
trifft, kann dieselbe Note sehr unterschiedliche Leistungsprofile verbergen (vgl. Sacher

2002, S. 21). Eine Note allein gibt nicht wieder, welche mathematischen Kompetenzen be-

31 Auch fiir das Beurteilungskonzept dieser Arbeit werden positiv formulierte Riickmeldungen fiir wichtig
gehalten. Die Riickmeldung von Schwichen, Defiziten und Wissensliicken soll aber nicht ausgeklammert
werden, um den Schiilern Ansatzpunkte fiir selbstdndiges Lernen zu geben. Ein Vorteil individueller Riick-
meldungen ist, dass das ,,mathematische Selbstbewusstsein“ der Schiiler beriicksichtigt werden kann (vgl.
Kapitel 3 und 4).
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reits beherrscht werden und wo noch Forderbedarf besteht. Demgegeniiber wird es fiir

wichtig gehalten, die Leistungen der Schiiler direkt einsehbar zu machen (vgl. Winter, F.

2002, S. 54ft. und 1.5.3).

Eine sachliche Kommunikation iiber Leistungen wird hergestellt

Notwendig ist eine sachliche, inhaltliche Kommunikation iiber Leistungen, bei der ver-
schiedene Personen ihre Sichtweisen formulieren und gegenseitig respektieren (vgl. Win-
ter, F. 2002, S. 53). Das heif3t auch, Selbstbewertungen (z. B. Winter, F. 1996, Reiff 2006,

Leuders 2003b, S. 312ff.) der Schiiler zu unterstiitzen und anzuerkennen.

Sollen Schiiler mehr Verantwortung fiir ihr Lernen iibernehmen, muss Leistungsbeurtei-
lung transparent sein: Den Lernenden sind klare Rahmenorientierungen tiber die Lernziele
zu geben (vgl. Bruder/Weigand 2001). Dazu gehort eine moglichst genaue Formulierung

von Beurteilungskriterien, am besten deren gemeinsame Erarbeitung (vgl. Kapitel 3 und 4).

Leistungsbeurteilung unterstiitzt individuelles Lernen, aber auch das Erreichen gemeinsa-

mer hoher Standards

Wenn die Schule alle Schiiler fordern und ihnen gerecht werden will, wird sie nicht um-
hinkommen Lernen in manchen Bereichen stirker zu individualisieren (vgl. Winter, F.
2002, S. 54). Sollen Bewertungen zur Starkung des ,,Schiiler-Ichs* beitragen, sind indivi-
duelle Leistungen angemessen zu wiirdigen, aber nicht zum Maf@stab fiir alle zu machen
(vgl. Bruder/Weigand 2001, S. 6). Jeder hat, so Bruder und Weigand, ein Recht auf Aner-

kennung seiner Starken (und Schwéchen).

Individuelle Lernprozesse sind wieder zusammenzufiihren, damit Schule eine soziale
gemeinschaftsfordernde Einrichtung bleibt (vgl. Winter, F. 2002, S. 54). Das unerwartet
schlechte Abschneiden deutscher Schiiler bei internationalen Leistungsuntersuchungen
zeigt, dass die mathematische Bildung unserer Schiiler nicht den in Lehrplinen und didak-
tischen Zielvorstellungen formulierten Anspriichen geniigt (vgl. Blum et al. 2005,
S.267)*%. Zukiinftig muss sich Leistungsbeurteilung stéirker an gemeinsamen Standards
ausrichten. Fiir den Mathematikunterricht geben die KMK-Bildungsstandards eine ver-

bindliche Orientierung.

*2 Die Notengebung, die sich in diesem Zusammenhang erneut als wenig aussagekriftiges und ungerechtes
Verfahren erwies, fand erstaunlicherweise nur wenig Aufmerksamkeit (vgl. Winter, F. 2002, S. 49/50).
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1.5.3 Alternative Beurteilungsformen

Innerhalb von Bemiihungen um eine intensive und gleichzeitig differenzierende Leistungs-
bewertung werden von Lehrern und Wissenschaftlern neue Verfahren entwickelt oder gute
Traditionen in reflektierter Weise fortgesetzt (vgl. Winter, F. 2002, S. 50). Dabei geht es
darum, Leistungen nicht nur einzustufen, sondern mit Schiilern dariiber zu reden, ihre
Entwicklungen zu verfolgen und sie zur Selbstbewertung anzuregen. Im Folgenden werden

einige dieser Moglichkeiten vorgestellt.
Direkte Leistungsvorlage/Portfolio

Die direkte Leistungsvorlage umgeht die mit subjektiven Interpretationen verbundenen
Kodierungen und Dekodierungen von Schiilerleistungen bei Ziffernnoten. Leistung an sich
wird offentlich gemacht (vgl. Vierlinger 2002, S. 31). In einer direkten Leistungsvorlage
bzw. einem Portfolio sammeln die Schiiler von ihnen ausgewdihlte Arbeiten, die exempla-
risch ihren Leistungsstand dokumentieren (vgl. Vierlinger 2002, S. 30). Portfolios kénnen
innerhalb eines Unterrichtsfaches bzw. eines Kurses oder als fach-/kursiibergreifende
Leistungsmappe angelegt werden (vgl. Winter, F. 2002b, S. 176). Ein Mathematikportfolio
kann ausgewidhlte Materialien aus dem Arbeitsprozess (wichtige Arbeitsbldtter, eigene
(offene) Fragen/Thesen, Zusammenfassungen etc.), besondere eigene Arbeiten und Pro-
dukte (selbst ausgedachte Aufgaben, originelle Anwendungen/Weiterflihrungen/Verall-
gemeinerungen, Kurzvortrage/Referate/individuelle Hausarbeiten etc.) sowie strukturie-
rende Elemente und Dokumente der Fremd- und Selbstbeurteilung enthalten (vgl. Leuders
2003b, S. 317). Dabei diirfen die Arbeiten nicht unkommentiert abgeheftet werden, son-
dern sind zu iiberarbeiten, zu strukturieren, durch personliche Bewertungen und Kommen-
tare einzuordnen. Es soll deutlich werden, aus welchem Anlass oder mit welchem Ziel sie

aufgenommen wurden (vgl. Leuders 2003b, S. 317).

Der Lehrer kann beim Erstellen des Portfolios beratend wirken. Seine Kommentare kénnen
Interessenten der Leistung als Lesehilfe dienen, beigelegte Lernziellisten und andere Vor-

gaben das Einordnen der Leistungen erméglichen (vgl. Vierlinger 2002, S. 31).

Portfolios sind als Mittel der Leistungsbeurteilung bisher vor allem in den USA® verbreitet
(vgl. Winter, F. 2002b, S. 176). Die positiven Effekte der Portfolioarbeit werden von F.
Winter (2002b, S. 176ff.) darin gesehen, dass

3 Im deutschen Sprachraum liegen bislang kaum Unterrichtserfahrungen mit Portfolios vor (Winter, F.
2002b. S. 181). Eine Ausnahme bildet Osterreich. Dort hat Vierlinger das Konzept der Direkten Leistungs-
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- die Schiiler in groferer Selbstidndigkeit und an komplexeren sowie individuelleren
Aufgaben arbeiten,

- sich Moglichkeiten der Differenzierung ergeben und gleichzeitig zur Standardbildung
beigetragen wird, indem Leistungsanspriiche und -kriterien zur Sprache kommen,

- die Schiiler aufgefordert sind reflexiv und wertend eigene und fremde Leistungen zu
beschreiben und dabei Bewertungskriterien erwerben und anwenden,

- bezugnehmend auf die Selbstdiagnosen Lehrer differenzierte und konkrete Kommentare
geben und im Vergleich mit fritheren Leistungen Entwicklungen erkennen kénnen,

- ein sachlicher, mehrperspektivischer Dialog zur Leistungsbeurteilung entsteht, der
durch verstehende Diagnose von Lernprozessen und -produkten das Lernen unterstiitzt.

Werden Portfolios mit anderen Beurteilungsinstrumenten wie dem Pensenbuch®® kombi-

niert, kann lernziel- und produktorientierter Unterricht miteinander verbunden werden (vgl.

Engstler 2002, S. 158ff.). Lernziele kénnen auch die Entwicklung von Kriterienrastern

leiten, an denen sich die Schiiler bei der Auswahl und Reflexion ihrer Arbeiten und die

Lehrer bei Riickmeldungen orientieren (vgl. Gubler-Beck 2005, S. 231).
Dialogisches Lernen mit dem Lernjournal

Das Konzept, Mathematik und Sprache dialogisch zu unterrichten, wurde von den Schwei-
zer Gymnasiallehrern und Fachdidaktikern Gallin und Ruf aus der Unterrichtspraxis heraus
entwickelt (z. B. Gallin/Ruf 1990).

»Kennzeichnend fiir das dialogische Lernen ist, dass Lehrkréfte gleich viel Zeit
und Energie dafiir aufwenden, ihre Schiilerinnen und Schiiler zu verstehen, wie
diese Zeit und Energie aufwenden miissen, um ihre Lehrkréfte und die Inhalte
aus den Lehrmitteln zu verstehen.* (Ruf/Ruf-Bréaker 2002, S. 67).

Beim Dialogischen Lernen werden gemeinsam Qualitdten in den Arbeiten der Schiiler
gesucht und fiir nachfolgende Lernprozesse genutzt — Diagnose und Forderung werden in
den Unterrichtsprozess integriert (vgl. Ruf/Winter 2006). Dabei sind vier methodische
Instrumente wichtig (vgl. Ruf/Ruf-Briaker 2002, S. 67/68, Gallin/Humann 2006, Gal-
lin/Ruf 1990): Ausgangspunkt ist eine vom Lehrer formulierte provokative Kernidee.
Daraus entwickelt sich flir einen Schiiler ein Auftrag, den er auf seinem Niveau im Journal

(Lerntagebuch, Reisetagebuch) bearbeitet. SchlieBlich erfolgt eine personliche Riickmel-

vorlage bereits in den 70er Jahren entwickelt und spiter mit ermutigenden Ergebnissen umgesetzt (dazu
Vierlinger 1999, Thonhauser 2002, S. 188). In den USA entwickelte sich die Idee unter dem Namen Portfolio
in den 90er Jahren als eine Moglichkeit der Dominanz von Tests zu begegnen (vgl. Thonhauser 2002,
S. 188). Durch die breite Anwendung entstanden vielfiltige Portfolio-Typen.

** Ein Pensenbuch (von Pensum) ist eine Auflistung von Lernzielen, orientiert an den Themen und Teilberei-
che des giiltigen Lehrplans (vgl. Engstler 2002, S. 159).
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dung auf das vom Lehrer oder einem anderen Schiiler im Journal Gelesene (vgl. Gal-
lin/HuBmann 2006), wobei oft eine neue Kernidee generiert wird (vgl. Ruf/Ruf-Braker
2002, S. 68).

Abb. 1/8: Der Kreislauf des dialogi-
schen Lernens nach Gallin und HuB-
mann (2006, S. 5): Ausgangspunkt ist
eine herausfordernde Kernidee, Ziel
sind Riickmeldungen auf Journaltexte,
die oft neue Kernideen enthalten

Die Riickmeldung des Lehrers erfolgt durch Kommentare oder Hékchen, entsprechend der
Intensitdt der Auseinandersetzung (vgl. Gallin/HuBmann 2006). Die vier verwendeten
Intensitédtsstufen werden bewusst offen beschrieben. Gallin und HuBmann (2006) warnen
vor dem Aufstellen von Kriterienkatalogen, da diese Lehrer auf ihre eigene Sichtweise
fixieren und Offenheit gegeniiber Uberraschendem verhindern. Vor allem in Bezug auf das
Riickmelden ist beim dialogischen Lernen umzudenken: Ein ,akribisches Korrigieren*
sollte abgelost werden durch ,,Vertrauen auf die eigene Flexibilitdt und Fachkompetenz®,
welche schnell eine Vorstellung von der vorliegenden Leistung vermittelt und der indivi-

duelle, nicht planbare Leistungen zugénglich sind (vgl. Gallin/HuBmann 2006).
Facharbeiten — erste Schritte zum wissenschaftlichen Arbeiten

Facharbeiten, d. h. eigenstdndig verfasste, umfassende (Haus-)Arbeiten zu einem groBBeren
fachlichen Zusammenhang, ermoglichen es, auch allgemeine Ziele und Féhigkeiten, wie
Kommunikations-, Team-, Kritik-, Lern-, Problemlosefdhigkeit und Kreativitdt zu bewer-
ten (vgl. Bruder/Weigand 2001, S. 5, Leuders 2004, S. 69). Dabei ergeben sich fiir den
Lehrer Herausforderungen durch Neuheit und Offenheit der Aufgabenstellung, durch den
Umfang der Arbeiten sowie dadurch, dass wesentliche Leistungen wéhrend der Entstehung
der Arbeit erbracht wurden und nur noch bedingt im Produkt ablesbar sind (vgl. Hacken-
broch-Krafft et al. 2002, S. 151). Bewertungskriterien konnen abgeleitet werden, indem die
mit der Facharbeit verbundenen Ziele in konkrete und erreichbare Anforderungen iibersetzt

werden (vgl. Hackenbroch-Krafft et al. 2002, S. 152). Geeignete Kriterien spiegeln verein-
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barte Standards wider, lassen aber auch Raum fiir Individualitit. In dem von Leuders®’
(2004, S. 70) vorgeschlagenem Bewertungsschema werden in den Dimensionen Korrekt-
heit und Kreativitdt die Bereiche Gestaltung, Nutzung von Mathematik, Sprache und
Griindlichkeit beurteilt. Transparente Bewertungskriterien sind Voraussetzung dafiir, dass
die Bewertung trotz fehlender Vergleichbarkeit als gerecht empfunden und von den Schii-
lern in ihrer Differenziertheit angenommen werden kann (vgl. Hackenbroch-Kraftt et al.

2002, S. 152).

Projektarbeit — gemeinsame Erfolge reflektieren und zertifizieren

Projektorientierter Unterricht stellt die Interessen und Bediirfnisse der Schiiler in den Vor-

dergrund und ist so angelegt, dass die Schiiler beim selbstorganisierten Lernen Planen,

Lernen und Handeln verbinden (vgl. Driikke-Noe 2006, S. 126). Projekte fiir den Mathema-

tikunterricht entspringen Problemen, die gesellschaftlich relevant sind oder die Lebenswelt

der Schiiler betreffen (vgl. Emer/Horst 2002) oder innermathematisch interessant sind.

Durch die Offenheit der (selbstgestellten) Probleme kann die Erarbeitung neuen Wissens

angeregt werden. Projektarbeit ist gepragt durch eine problem-, zukunfts-, gruppen- und

anwendungsorientierte Lernkultur, deren Arbeitsformen selbstbestimmt, ganzheitlich und
fachiibergreifend sind (vgl. Emer/Horst 2002, S. 195). Die Anforderungen und erbrachten

Leistungen sind dabei so vielfiltig, dass eine zusammenfassende Note dem nicht gerecht

werden kann (vgl. GroB3 1996, S. 19, Bastian 1996). Emer und Horst (2002) entwickeln

Beurteilungskriterien, die diesem besonderen Charakter der Projektarbeit entsprechen:

- Kiritertum des Relevanzfilters (z. B. Welches Problembewusstsein ist erkennbar? Wel-
ches Reflexionsniveau besetzt die Themenauswahl, -formulierung?)

- Kiritertum der Prozessbedeutung: Bewertung des Prozesslernens (Wie gelingt Planung,
Organisation, Entscheidung, Konfliktregelung und Zusammenarbeit?), Bewertung des
Handlungslernens (Wie werden unterschiedliche Kompetenzen eingebracht und reali-
siert?), Bewertung des Anwendungslernens (Welche Kompetenzen, Inhalte, Methoden
werden aus den verschiedenen Fachern umgesetzt?)

- Kiritertum der offentlichen Wahrnehmung: Bewertung der Prédsentation (Wie wird was
inhaltlich differenziert und in formaler Qualitdt vorgestellt?), Bewertung der Vermitt-

lung (Wie prézise, interessant, vollstdndig, ... werden die Ergebnisse vermittelt?), Be-

% Weitere Moglichkeiten fiir Kriterien- und Bewertungsraster fiir Facharbeiten werden von Hackenbroch-
Krafft et al. (2002) vorgeschlagen.
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wertung der Kommunikation (Wie verstidndlich, plausibel, reaktionsfihig, standhaltend
und argumentativ verlduft die Kommunikation?)
Paradies, Wester und Greving (2005, S. 103ff) schlagen eine Beurteilung von Projektarbeit
vor, die sich auf die dokumentierbaren Leistungen der Schiiler, das entstandene Produkt

und einen Arbeitsprozessbericht stiitzt (vgl. Bastian 1996).

Die bisher beschriebenen Methoden der Leistungsbeurteilung sind in dem Sinne ,,alterna-
tiv, dass sie (zwingend) zu einer Erweiterung auf allgemeine Lernziele und zur Individua-
lisierung der Leistungen fithren und sich so von traditionellen Formen der Leistungsbeur-
teilung unterscheiden. Dies ist bei vergleichenden Leistungsmessungen nicht allein durch
die Methode gegeben. Bei einer geeigneten Aufgabenwahl und Testkonstruktion bieten sie

dennoch die Moglichkeit, Schwichen herkommlicher Beurteilungsformen zu begegnen.
Vergleichende Leistungsmessungen

Wihrend die von einem Lehrer vergebenen Noten die Leistungsunterschiede innerhalb
einer Klasse meist gut widerspiegeln, werden fiir vergleichbare Leistungen in verschiede-
nen Klassen oft unterschiedliche Noten vergeben — Lehrer haben Schwierigkeiten das
absolute Leistungsniveau ihrer Klasse zutreffend einzuschédtzen (vgl. Schrader/Helmke
2002, S. 50). Informationen iiber Schiilerleistungen aus wissenschaftlichen Testverfahren
konnen subjektive Lehrerurteile korrigieren und erginzen und Lehrern bei der Uberprii-
fung eigener Erwartungen helfen (vgl. Schrader/Helmke 2002, S. 54).*® Zu den Zielen
zentraler Lernstandserhebungen (vgl. Burkhard/Peek 2004, S. 26, Eikenbusch/Lagergren
2004, S. 30) zdhlen weiterhin die Feststellung von Lern- und Forderbedarf und die Weiter-
entwicklung des Unterrichts, insbesondere in Bezug auf Aufgabenformate (vgl. Siewert
2004, Burkhard/Peek 2004).

Beziiglich der Eignung von Tests fiir Individualdiagnosen gehen die Meinungen auseinan-
der: Leuders (2006, S. 79) hélt dafiir differenzierte Instrumente, die den Lernprozess und
die Kenntnis des Lehrers einbeziehen, fiir notwendig. Wollring (2006) weist auf die Ein-
schrinkung von Vergleichsstudien auf schriftliche AuBerungen, auf eine Orientierung am

Produkt, auf Individualleistung und Momentaufhahmen hin. Blum et al. (2005) sehen

% Schulleistungsmessungen werden als summative Leistungsbewertung aufgefasst (vgl. Arnold 2002,
S. 118). Schulleistungen sind dabei Lernsténde, die auf personale Kompetenzen hinweisen, welche durch das
Lernen bedingt sind. Kompetenzen werden als latente Personenmerkmale behandelt, die sich mehr oder
weniger direkt im beobacht- und testbaren Verhalten dufern (vgl. Arnold 2002, S. 118). Werden erworbene
Schulleistungen als psychologische Attribute der Schiiler aufgefasst, wird die Ubertragbarkeit auf andere
Leistungssituationen und eine mittelfristige Merkmalsstabilitdt vorausgesetzt (vgl. Arnold 2002, S. 127).
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dagegen in der Diagnose des Entwicklungsstands von Kompetenzen und im Sichtbarma-
chen von Forderbedarf den primiren Zweck standardbezogener Tests (vgl. Burkhard/Peek
2004). Die in Schweden etablierten zentralen Lernerfolgsiiberpriifungen zeichnen sich
gerade durch eine deutliche diagnostische Orientierung aus (vgl. Burkhard/Peek 2004,
S. 25, Eikenbusch/Lagergren 2004). Sie geben nicht Anlass zur Fehlersuche beim Lehrer,
sondern leiten eine professionelle Analyse von Stirken und Schwichen der Klasse und
Schule, der Rahmenbedingungen des Unterrichts, z. T. auch eine Diskussion didaktischer
Ansétze, Konzepte, Methoden, Aufgabenformate ein (vgl. Eikenbusch/Lagergren 2004,
S.31).

Da Ergebnisse einmaliger Testuntersuchungen spezifischen Einschrinkungen®’ (erhohter
Erfolgsdruck, schlechte Tagesform, ungewohnte Situation etc.) unterliegen, spricht vieles
dafiir, die umfassenderen und reprédsentativeren Lehrerurteile durch (objektive) diagnosti-

sche Hilfsmittel abzusichern und zu erginzen (vgl. Schrader und Helmke 2002, S. 51).
1.5.4 Leistungsbewertung und Aufgaben

Bleiben neue Beurteilungsformen eine Besonderheit innerhalb herkommlicher Leistungs-
messungen, werden sie nicht zu Bedeutung gelangen. Es geht vielmehr um konkrete viel-
filtige Wege der Leistungsbeurteilung im Unterrichtsalltag, die es Lehrern erlauben, sich
stetig iber den Lernfortschritt ihrer Schiiler zu vergewissern und sie iiber ihren Leistungs-
stand zu informieren (vgl. Bruder/Weigand 2001, S. 4). Hierbei spielt die Auswahl und
Konstruktion geeigneter Aufgaben eine besondere Rolle. Verdnderungen des Unterrichts
konnen nur gelingen, wenn Aufgabenkultur und Auswertungskultur aufeinander abge-
stimmt werden (vgl. Leuders 2003b, S. 300). Die Kritik herkommlicher Klassenarbeiten
richtet sich daher auch deutlich an das enge Spektrum einbezogener Aufgaben (vgl. Leu-
ders 2006, S. 79/80, Leuders 2004, S. 64/65):
- Es iiberwiegen geschlossene Aufgaben, fiir die nur ein Weg zu nur einem richtigen
Ergebnis erwartet und akzeptiert wird.
- Die Mehrheit der Aufgaben richtet sich ,,an Kenntnisse und Fertigkeiten auf einer
mechanisch lernbaren Ebene* (Leuders 2006, S. 79).
Leistungsbewertungen durch ergebnisorientierte Aufgaben lassen nicht ausreichend erken-

nen, ob allgemeine Lernziele erreicht wurden (vgl. Bruder/Weigand 2001, S. 6). Gute

*7 Weitere Probleme in Zusammenhang mit normorientierten Schulleistungstests werden in Schrader/Helmke
2002 und Stern/Hardy 2002 erértert.
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Noten konnen dabei auch durch unverstandenes Beherrschen von Kalkiilen oder auswendig
gelerntes Wissen erreicht werden. Aufgaben sind besser so zu stellen, dass auch verbal
beschrieben und begriindet werden muss, dass Losungsskizzen angefertigt und Kontroll-
verfahren durchgefiihrt werden miissen, analysiert, interpretiert und reflektiert wird (vgl.
Bruder/Weigand 2001, S. 6, Althoff 2001). Ahnlich forderten Fischer und Malle bereits
1985 (S. 322) dazu auf, Leistungsbeurteilung auf sinnvolle Ziele des Mathematikunter-
richts abzustimmen und dafiir Aufgaben zu entwickeln, in denen Titigkeiten wie Argu-
mentieren, Darstellen, Interpretieren wichtig sind und die nicht nur auf das Produzieren
eines bestimmten Ergebnisses ausgerichtet sind. Die fiir mathematisches Arbeiten wichti-
gen Aktivitdten sollten sich in Aufgaben zur Leistungsbeurteilung ausgewogen wiederfin-

den.

Gerade eine im Sinne des ,,Offnens von Aufgaben® verinderte Ubungs- und Aufgabenkul-
tur muss sich ,,auf die Aufgabenstellung in Leistungskontrollen und die gesamte Art der
Leistungsmessung auswirken* (Bruder/Weigand 2001, S. 8). Andernfalls werden ,,offene
und divergente* Aufgabenstellungen von den Schiilern ,,schnell als unbedeutsame Beson-
derheiten in priifungsirrelevanten Oasen erkannt (Bruder/Weigand 2001, S. 8). Dabei
konnen durchaus ,,normale” Aufgaben verwendet werden, wenn sie unterschiedliche Lo-
sungswege ermoglichen und diese zugelassen werden. Die Bewertungsformen miissen
jedoch so flexibel sein, dass auch unerwartete, kreative Losungen gewlirdigt und beurteilt

werden konnen.

Beurteilungsaufgaben sollten aber nicht nur das Unterrichtskonzept mit den gesetzten
Lernzielen widerspiegeln, sondern ebenso Kriterien gentigen, die aus der besonderen Situa-
tion des ,,Leistens* heraus entstehen (vgl. Biichter/Leuders 2005, S. 114, S. 1651ff.). Diese
Kriterien werden im Folgenden dargelegt. Zuvor wird die von Biichter und Leuders vorge-

nommene Trennung von Aufgaben zum Lernen und Aufgaben zum Leisten diskutiert.
Exkurs: Aufgaben zum Lernen und Aufgaben zum Leisten?

Die Unterscheidung von Lern- und Leistungsaufgaben entspricht einer Konkretisierung der
Auffassung, Phasen des Lernens im Unterricht von Phasen des Leistens zu trennen, weil
Leisten und Lernen unterschiedlichen psychologischen GesetzmifBigkeiten unterliegen
(vgl. Weinert 1999, S. 23, Biichter/Leuders 2005, S. 165, Leuders 2004, S. 67, Leuders
2003b, S. 300, BLK 1997, S. 27). Da sowohl Lernen als auch Leisten im Unterricht not-
wendig sind, hilt Weinert (1999, S. 24) es flir eine Aufgabe guten Unterrichts ,,Lern- und

Leistungssituationen im Bewusstsein der Schiiler so zu separieren, dass eine produktive
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Lernkultur entstehen kann“. Die bewusste und transparente Trennung zwischen Lern- und
Leistungsphasen wird als ein Weg gesehen, Angst durch Leistungsdruck und Kontrolle zu
begegnen. Biichter und Leuders (2005, S. 187) rdumen jedoch ein, dass ,,Lernen und Leis-
ten im Mathematikunterricht nicht unverbunden nebeneinander stehen, sondern sich wech-
selseitig eng aufeinander beziehen®. Lernen, als Aufbauen von Kompetenzen, ist die
Grundlage fiir das Leisten. Das Leisten, als Anwenden erworbener Kompetenzen, ist Ziel
des Lernens und auch Motivation. AuBerdem sind der Trennung von Lernen und Leisten in
der Praxis Grenzen gesetzt (vgl. Leuders 2004, S. 68). Daher gilt es, ,,die unterschiedliche
und nicht kompatible Logik von Lern- und Leistungssituationen zu betonen und auf die

Problematik ihrer dauerhaften Vermischung aufmerksam zu machen* (BLK 1997, S. 27).

In Bezug auf Aufgaben sollten nach Blum et al. (2005, S. 271) nicht strikt Aufgaben flir
den Unterricht (Lernaufgaben) und Aufgaben flir Leistungsiiberpriifungen (Testaufgaben)
getrennt werden. Nicht nur Lernaufgaben, sondern auch Testaufgaben konnen und miissen
vielseitig sein. So wird das Spektrum der PISA-Aufgaben z. B. breiter eingeschitzt als das
der Lernaufgaben im alltdglichen deutschen Mathematikunterricht (vgl. Blum et al. 2005,
S. 271). Die meisten Testaufgaben sind auch im Unterricht verwendbar oder konnen zu
Lernaufgaben umgestaltet, insbesondere gedffnet, werden (vgl. Blum et al. 2005, S. 271).
Weiterhin bemerken Blum et al., dass die fiir den reflektierten Einsatz einer Aufgabe in
Leistungsiiberpriifungen wichtige prédzise Analyse beziiglich der involvierten Kompeten-
zen, der Erwartungen an den Bearbeiter und der Beurteilungskriterien auch fiir den Unter-
richt wichtig sind. Trotz der Beflirwortung von Uberschneidungen in den Aufgaben sind

Blum et al. nicht fiir ein generelles Vermischen von Lernen und Beurteilen.

Eine andere mogliche Einstellung wird beim dialogischen Lernen deutlich. Durch den
Kreislauf Kernidee — Auftrag — Bearbeitung — Riickmeldung im Forschungsheft (vgl.
1.5.3) erhalten die Schiiler standig Riickmeldungen zu ihren Leistungen beim Lernen. Thre
Lernprozesse werden hier als individuelle Leistung wahrgenommen. Es herrscht keine
Leistungssituation vor, verbunden mit Fehlerangst, Zeitdruck und Ahnlichem. Die Unter-
richtssituation entspricht eher der des Lernens. Dennoch werden die Arbeiten der Schiiler
beim Entdecken, Problemlésen, Modellieren etc. als Leistungen gewertet und honoriert.
Ruf und Ruf-Briker (2002, S. 81) diskutieren die Frage, ob jede Schiilerarbeit durch ,,Hak-
chen oder ,,qualifizierender Bildstempel* beurteilt werden sollte. Nach ihrer Ansicht wird
beim ernsthaften Befassen mit der Losung eines Auftrages immer unterschwellig ein Urteil

gefillt (vgl. Saldern 1999, S. 196). Ein klar durchdachter Auftrag ist, auch wenn er offen
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formuliert wird, mit Erwartungen verbunden. Die offenen Auftrige des dialogischen Ler-
nens zielen auf eine intensive und sachbezogene Auseinandersetzung mit den Unterrichts-
inhalten. Werden derartige Auseinandersetzungen nicht gewiirdigt und beurteilt, bekom-
men die Kinder den Eindruck, ihr Tun ist beliebig, hat keine oder willkiirliche Wirkung:
,Gibt die Lehrperson ihre Leistungseinschdtzung nicht klar und unmissverstiandlich be-
kannt, erzeugt sie frither oder spéter Desinteresse oder wilde Spekulationen iiber das, was
wohl der Kern der Sache und die Intention des Unterrichts sei.” (Ruf/Ruf-Briaker 2002,
S. 81).

Im Konzept dieser Arbeit wird versucht Lernen und Leisten miteinander zu verbinden. Die
erstellten Aufgaben dienen in erster Linie dazu, Kompetenzen zu zeigen, kénnen aber auch
Kompetenzen vertiefen und erweitern. Dabei sollen die Schiiler erfahren, dass ihre indivi-
duellen Prozesse und Produkte gewiirdigt werden. Ahnlich dem dialogischen Lernen wer-
den bei der differenzierten Beurteilung mathematischer Kompetenzen die Anstrengungen
der Schiiler beim Bearbeiten mathematischer Problemstellungen, ihre bei vielseitigen
mathematischen Aktivitdten dargelegten Kompetenzen und nicht vorwiegend korrekte

Endergebnisse honoriert (vgl. Kapitel 3, 4).*®

Bei der Erarbeitung von Kriterien fiir Aufgaben zum Leisten unterscheiden Biichter und
Leuders (2005, S. 166) auf Grund unterschiedlicher Funktionen Aufgaben zur Diagnose,
Aufgaben zur Leistungsbewertung und Aufgaben zum Kompetenzerleben. Diese Differen-
zierung verdeutlicht die vielschichtigen Anforderungen an Aufgaben zur Leistungsbeurtei-
lung und wird deshalb hier vorgestellt, auch wenn die Gruppen im eigenen Konzept wieder

zusammengefiihrt werden (vgl. Kapitel 2 und 3).
Kriterien an Aufgaben zur Diagnose

Pdadagogische Mallnahmen sollten nach Schrader (1998, S. 68) optimal wirken, wenn die
gestellten Anforderungen zu den Personlichkeitsmerkmalen der Betroffenen passen. Eine
zutreffende Diagnose derartiger Merkmale ist eine wichtige Bedingung fiir erfolgreiches
und effektives padagogisches Handeln (vgl. Schrader 1998, S. 68). Diagnostische Kompe-
tenzen gehoren neben Sachkompetenzen, didaktischen Kompetenzen und Klassenfiih-

rungskompetenzen zu den notwendigen und wichtigen Kompetenzbereichen des Lehrers

** Das in Kapitel 2 vorgestellte Konzept der Aufgabenanalyse dient nicht dazu, Aufgaben zum Leisten von
Aufgaben zum Lernen zu trennen, sondern wichtige Merkmale fiir Aufgaben zur Beurteilung mathematischer
Kompetenzen zu formulieren. Generell sind die so erstellten Aufgaben auch zum Lernen geeignet, geniigen
dartiiber hinaus aber Anforderungen, die in Leistungssituationen zu beachten sind.
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(vgl. Weinert 1999, S. 30/31). Dabei handelt es sich um Fahigkeiten, die erméglichen ,,den
Kenntnisstand, die Lernfortschritte und die Leistungsprobleme der einzelnen Schiiler sowie

die Schwierigkeiten verschiedener Lernaufgaben im Unterricht fortlaufend beurteilen zu

konnen* (Weinert 1999, S. 30/31).

Der Schluss vom beobachtbaren Verhalten (Performanz®®) der Schiiler, ihren Worten,
Aufzeichnungen, Skizzen etc., auf ihre Kompetenzen ist prinzipiell unsicher (vgl. Biich-
ter/Leuders 2005, S. 168, S. 166, Saldern 1999, S. 35, Arnold 2002, S. 118). Beruhend auf
diesem Schluss, ist Diagnose umso unsicherer, je weniger beobachtbares Verhalten einge-
schétzt werden kann (vgl. Biichter/Leuders 2005, S. 168). Um Kompetenzen zutreffend zu
beurteilen, sind deshalb Aufgabenformate notwendig, die Schiiler zu individuellen Lo-
sungswegen und ausfiihrlichen, nachvollziehbaren Darlegungen ihrer Uberlegungen anre-
gen. Um verborgene Kompetenzen oder Defizite sichtbar zu machen, sind insbesondere
Aufgaben geeignet, die Erlduterungen erfordern bzw. zum Darlegen, Beschreiben und

Erkldren eigener Gedanken anregen (vgl. Sjuts 2006, S. 110).

Kriterien an Diagnoseaufgaben nach Biichter und Leuders (2005, S. 173):

- Validitdt: Die Aufgabe konzentriert sich auf diejenigen Kompetenzen zu denen Informa-
tionen gewonnen werden sollen und tiberlagert diese nicht mit anderen Aspekten.

- Offene Antwortformate: Da Diagnose auf Eigenproduktionen der Schiiler beruht, miis-
sen diese zu (ausreichend) umfangreichen AuBerungen angeregt werden.

- Individuelle Wege: Schiilervorstellungen kénnen nur aus individuellen Wegen und Ant-
worten aufgedeckt werden. Dafiir sollten die Aufgaben offen und differenzierend sein.
Schwierigkeiten werden darin gesehen, Validitit, d. h. die Beschrankung auf vorher festge-
legte, zu priifende Kompetenzen mit Offenheit und Individualitdt zu vereinbaren. Gehen
Schiiler eigene Wege, werden diese von den Vorstellungen des Aufgabenstellers abwei-

chen und nicht intendierte Kompetenzen einbeziehen (vgl. Kapitel 5).
Aufgaben zur Leistungsbewertung

Biichter und Leuders (2005, S. 179) fordern von Leistungsbewertung vor allem Transpa-
renz und Gerechtigkeit. Transparenz sehen sie gut iiber Aufgaben realisierbar: In Aufgaben

zeigen sich Anforderungen objektiv (vgl. 2.1) und die Schwierigkeit der Leistungssituation

** Unter Performanz werden konkrete Realisierungen, d. h. Anwendungen und Ausfiihrungen, von Kompe-
tenzen verstanden (von Saldern 1999, S. 34). Mit Performanz wird bezeichnet, was der Schiiler zeigt, mit
Kompetenz dagegen das, was der Schiiler kann. Die Umsetzung von Kompetenz in Performanz ist von
situativen Variablen abhingig (vgl. von Saldern 1999, S. 34).
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kann an ihnen diskutiert werden. Die Bewertung der Schiilerarbeiten ist transparent, wenn
deren Kriterien offen gelegt werden (vgl. Biichter/Leuders 2005, S. 179). In Bezug auf
Gerechtigkeit ist fiir Biichter und Leuders (2005, S.180) die Wahl der Bezugsnorm und

Objektivitdt, insbesondere Unabhéngigkeit von der bewertenden Person, entscheidend.

Neben den allgemeindidaktischen Anforderungen Transparenz und Gerechtigkeit sind
fachdidaktische Anforderungen an Aufgaben zu erflillen (vgl. Biichter/Leuders 2005,
S. 180). Fachdidaktisch nicht valide sind beispielsweise Aufgaben, die nicht mathemati-
sche Kompetenzen, sondern oberflachliche Schemata tiberpriifen (vgl. Biichter/Leuders
2005, S. 180). Die Auswahl fachdidaktisch valider Aufgaben ist vor allem auf Grund der
normativen Wirkung von Leistungsbewertung auf das Lernen im Fach®® wichtig. Soll
dieser Einfluss positiv genutzt werden, um verstehensorientiertes, nachhaltiges Lernen zu
unterstiitzen, diirfen sich Inhalte von Klassenarbeiten nicht auf die letzte Unterrichtsreihe
beschrianken, sondern miissen Inhalte verschiedener Unterrichtsreihen und Stoffgebiete
vernetzen. Zum anderen sollten die Aufgaben verstehensorientiert sein, d. h. einen kompe-
tenten, reflektierenden Umgang mit Verfahren, Begriffen, Modellen einfordern (vgl. Biich-

ter/Leuders 2005, S. 181).

Fiir die Stimmigkeit von Klassenarbeiten sind nach Biichter und Leuders (2005, S. 182)
zwei weitere Aspekte von Bedeutung: Ergebnisorientierung und schwierigkeitsbestimmen-
de Faktoren. Ergebnisorientierung heiflt, dass eine lange Bearbeitungszeit, die auf viele
notwendige Zwischeniiberlegungen hindeutet, zu entsprechend honorierbaren Ergebnissen
fithrt. Das bedeutet weniger, Teil- und Unterergebnisse von Routineaufgaben entsprechend
(proportional) zu bepunkten (formal-dulerlich korrekte Bewertung), sondern anspruchsvol-
le Aufgaben nach ihren Teilkompetenzen zu analysieren und entsprechende Teillosungen

zu honorieren (inhaltlich giiltige Bewertung) (vgl. Biichter/Leuders 2005, S. 182).

In einer Leistungsiiberpriifung sind moglichst Leistungen verschiedener Leistungsbereiche
oder -niveaus zu unterscheiden. Daflir miissen Aufgaben gezielt ausgewéhlt bzw. die
schwierigkeitsbestimmenden Faktoren der Aufgabe gezielt verdndert werden. Im Rahmen
der Aufgabenanalysen zu PISA 2000-E wurden als schwierigkeitsrelevante Merkmale die
Komplexitdt einer Modellierung, die curriculare Wissensstufe, der Kontext der Aufgabe,

die Offenheit der Aufgabe, der Verarbeitungsumfang und die Notwendigkeit von Argu-

“ Herget (1996, S. 53) schreibt dazu: ,,In einem System, wo bei allen Beteiligten sich alles immer wieder um
Noten und Bewertung, um Leistung und Erfolg dreht, kommt den Aufgaben, insbesondere in den Leistungs-
kontrollen eine entscheidende Bedeutung zu!*
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mentationen herausgestellt (Neubrand, M. et al. 2002, S. 108/109). Modelle zur Analyse

der Komplexitét einer Aufgabe werden in Kapitel 2 beschrieben.

Kriterien an Aufgaben zur Leistungsbewertung nach Biichter und Leuders (2005, S. 185):

- Validitdt: Die Aufgabe konzentriert sich auf die Kompetenzen, die bewertet werden
sollen und iiberlagert diese nicht durch andere Aspekte.

- Verstdndlichkeit: Die Aufgabe ist so formuliert, dass die Schiiler verstehen konnen, was
von ihnen verlangt wird. Nur notige Fachbegriffe sind zu verwenden, Sitze einfach zu
formulieren, Auftrage explizit und klar zu stellen.

- Erwartungstransparenz: Den Schiilern ist vor Aufgabenbearbeitung klar ersichtlich, was
von ihnen gefordert wird und wann die Anforderungen in welchem Maf3e erfiillt sind.

- Ergebnisorientierung: Das Verhéltnis von Bearbeitungszeit und bewertbaren Schiilerdu-
Berungen stimmt, wobei auch Zwischenbetrachtungen berticksichtigt werden.

- Verfahren- vs. Verstehensorientierung: Es wird bewusst entschieden, ob das Beherr-
schen eines Verfahrens oder das Verstehen von Konzepten tiberpriift wird.

- Schwierigkeit: Es ist zu untersuchen, welche Faktoren in welchem Umfang Einfluss auf

die Schwierigkeit der Aufgabe nehmen.

Aufgaben zum Kompetenzerleben

Schulisches Lernen unterliegt institutionellen Rahmenbedingungen (z. B. vorgegebene
Lerninhalte,  eingeschriankte  eigenverantwortliche  Gestaltungsmoglichkeiten — von
Lernprozessen), weshalb angenommen wird, dass das schulische Lernen, im Gegensatz
zum freiwilligen, auBerschulischen Lernen, einer besonderen Motivierung bedarf (vgl.
Tulodziecki/Herzig/Blomeke 2004, S. 69). Neben inhaltlichen Aspekten kann Motivation
aus dem Bediirfnis nach Kompetenzbestitigung, dem Bestreben, sich als handlungsfihig
zu erleben, Erfolge auf Grund des eigenen Konnens zu erzielen, erwachsen (vgl. Tulodzie-
cki/Herzig/Blomeke 2004, S. 71). Das Gefiihl fiir Selbstbestimmtheit und das Kompetenz-
erleben ist fiir intrinsisiche Motivation grundlegend (vgl. Beckmann 1999, S. 179). Eine
hohe Selbstwirksamkeit, d. h. die subjektive Uberzeugung, schwierige Aufgaben auf
Grund eigener Kompetenzen bewiltigen zu konnen, fordert die Suche nach anspruchsvol-
len Leistungszielen sowie die Anstrengung und Ausdauer bei deren Bewiltigung und
erhoht so die Erfolgswahrscheinlichkeit (vgl. Jerusalem/Mittag 1999, S. 224). Erfolgser-

lebnisse schaffen somit Motivation fiir weitere Lernprozesse, konnen sie fordern und wie-
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schaffen somit Motivation fiir weitere Lernprozesse, konnen sie fordern und wiederum zu

besseren Leistungen fiihren (vgl. Biichter/Leuders 2005, S. 188)*'.

Nach Rheinberg (1980, S. 139) kann insbesondere Unterricht und Leistungsbeurteilung,
unter individueller Bezugsnorm erfolgszuversichtliche Motivauspridgungen fordern. Neben
der Bezugsnorm wird der Gestaltung der Aufgaben Potenzial beziiglich des Kompetenzer-
lebens der Schiiler, ihrer Lernfreude, ihrem fachbezogenen Selbstvertrauen und ihrer Ein-
stellung gegeniiber (neuen) Anforderungen zugemessen (vgl. Biichter/Leuders 2005,

S. 188, Sjuts 2006, S. 97).

Das Erfahren der eigenen Kompetenzen ist nicht nur fiir die Motivation, sondern auch fiir
die Entwicklung eines realistischen Selbstbildes bedeutsam. In dieser Arbeit wird es des-
halb fir wichtig gehalten, neben den eigenen Stdrken auch die eigenen Schwéchen zu
erfahren. Ziel sollte sein, dass beide Erfahrungen konstruktiv aufgenommen werden. Dazu
ist zum einen ein lernforderlicher Umgang mit Fehlern notwendig und zum anderen eine
konkrete, individuelle Riickmeldung, die Ansatzpunkte fiir eigenstdndige Verbesserungen
gibt und unterstiitzend wirkt (vgl. Kapitel 3 und 4). Aber auch eine wohliiberlegte Aufga-
benstellung kann bereits demjenigen, der sie bearbeitet, Starken und Schwéchen bewusst
machen und somit Kompetenzen konsolidieren und stabilisieren oder ihn veranlassen,

Defizite zu beheben (vgl. Sjuts 2006, S. 97).

Kriterien an Aufgaben zum Kompetenzerleben nach Biichter und Leuders (2005, S. 189):

- Hohes Differenzierungsvermogen, damit starke wie schwache Schiiler Erfolgserlebnisse
erzielen konnen.

- Moglichkeit der eigenstdndigen Auswahl von Aufgaben, damit sich im Hinblick auf die
Selbstwirksamkeitserwartung die Schiiler schon bei der Auswahl der Aufgaben als Ak-
teure erleben kénnen.

- Ergebnis- oder Produktorientierung, da viele Gelegenheiten fiir Erfolgserlebnisse gebo-
ten werden, wenn die Schiiler schon nach kurzer Bearbeitungszeit ein Ergebnis vorzei-

gen oder ein individuelles Produkt erstellen konnen.

*! Fiir Rheinberg (1999, S. 190) ist die Annahme, dass Motivation wiederum gute Lernleistungen verursacht
eine zu selbstverstindlich angenommene alltagspsychologische Gewissheit. Die komplexen Wirkungsstruk-
turen sind genauer zu untersuchen. Es konnte gezeigt werden, dass mit steigender Motivation bei geeigneten
Aufgaben die Bearbeitungsgeschwindigkeit, aber nicht ebenso die Bearbeitungsgiite stieg. Es kann zwar, so
Rheinberg, gesagt werden, dass ,,Hochmotivierte” intensiver, griindlicher, ldnger, bedeutungsvoller etc.
lernen. Aber, was das im einzelnen bedeutet und wie es sich niederschlégt, ist bislang schwer nachzuweisen.
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Biichter und Leuders weisen darauf hin, dass vor allem beziiglich des dritten Punktes ein
Gleichgewicht flir den Unterricht zu finden ist: Ergebnisorientierte Aufgaben diirfen weder
den Unterricht dominieren noch ganz fehlen. Eine Moglichkeit dafiir bietet z. B. das pro-
duktive Uben (vgl. Wittmann 2001): Beim Losen der Teilaufgaben eines Aufgabenpick-
chens konnen auf Grund mehrerer gleichartiger Aufgaben Erfolgserlebnisse erzielt werden.
Innerhalb der Reflexion tritt dann das Verstehen von Begriffen und Verfahren in den Vor-
dergrund, wenn z. B. libergeordnete Zusammenhédngen zwischen den Ergebnissen operativ

strukturierter Aufgaben analysiert und gedeutet werden.
Verdichtung und Schlussfolgerung

Eine Leistungsbeurteilung, die den Anforderungen eines modernen, kompetenzorientierten
Mathematikunterrichts gentigt, erkennt vielfiltige Leistungen an, bezieht sich auf Produkt
und Prozess des Lernens, gibt differenzierte, forderungsorientierte Riickmeldungen, macht
Leistungen sichtbar, unterstiitzt eine sachliche Kommunikation tiber Leistungen, fordert
die Individualitit des Lernens, aber auch das Erreichen gemeinsamer Standards. Einige
neue Formen der Leistungsbeurteilung gentigen diesen Anforderungen. Sie bedingen z. T.
aber eine Umgestaltung der gesamten Unterrichtsorganisation und sind nicht ohne Weite-
res in den (derzeit iiblichen) alltdglichen Mathematikunterricht integrierbar. Fiir Leistungs-
beurteilung im alltdglichen Unterricht spielt die Auswahl und Konstruktion geeigneter
Aufgaben eine wesentliche Rolle. Aufgaben fiir Leistungsbeurteilungen sollten fachdidak-
tische Zielsetzungen widerspiegeln, aber auch Kriterien geniigen, die von der Situation des

Leistens bedingt werden.
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1.6 Konzepte der differenzierten Beurteilung mathematischer Kompeten-

zen

Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, ein Konzept der differenzierten Beurteilung mathemati-

scher Kompetenzen zu entwickeln, welches integriert in den alltdglichen Mathematikunter-

richt den Lernprozess unterstiitzt und die Entwicklung von Kompetenzen darstellt. Aus den

Betrachtungen einzelner Komponenten eines solchen Konzeptes wurde festgestellt,

- dass mathematische Kompetenzen durch das Ausfiihren entsprechender Schiileraktivita-
ten gezeigt und somit beurteilbar werden (vgl. 1.1),

- dass die Schiileraktivititen im Mathematikunterricht durch geeignete Aufgaben indu-
ziert werden (vgl. 1.1 und 1.4),

- dass die Differenzierung der Aktivitdten und zugehorigen Kompetenzen in die Bereiche
heuristisch-experimentell, darstellend-interpretativ, formal-operativ und kritisch-argu-
mentativ fachdidaktisch valide ist und

- welche Anforderungen kompetenzorientierte Leistungsbeurteilung erfiillen sollte.

In diesem Abschnitt werden bereits vorliegende Konzepte zur kompetenzorientierten Leis-

tungsbeurteilung diskutiert und der Zielstellung des eigenen Konzeptes der differenzierten

Beurteilung mathematischer Kompetenzen durch Analyse von Schiileraktivitdten bei der

Bearbeitung mathematischer Aufgaben gegeniibergestellt.

1.6.1 Konzepte, Studien und Unterrichtserfahrungen zur kompetenzorientierten

Leistungsbeurteilung

Zundchst werden die in 1.5.3 umrissenen Beurteilungskonzepte in Bezug auf die Ziele des

eigenen Beurteilungskonzeptes zusammenfassend diskutiert.

Mit dem Portfolioansatz (vgl. 1.5.3) konnen die Kriterien kompetenzorientierter Leis-
tungsbeurteilungen erfiillt werden. Bedingung daflir sind geeignete unterrichtliche Anre-
gungen, insbesondere Aufgaben, damit die Schiiler aus einem Spektrum Produkte wihlen
konnen, die ihre besonderen Leistungen dokumentieren. Soll ein Portfolio verschiedene
fachliche Leistungen widerspiegeln, ist eine differenzierte Beurteilung der Leistungen
notwendig. Der mathematikspezifische Kriterienkatalog von Gubler-Beck (2005) ist durch
die Formulierung von Konnensaussagen auf die differenzierte Beurteilung fachlicher
Kompetenzen ausgerichtet und wird derzeit in der Primarstufe erprobt. Dabei liegt der
Schwerpunkt auf der Selbstbewertung, nicht auf der kriteriengeleiteten Beurteilung durch
den Lehrer. Andere wissenschaftliche Studien zum Portfolioeinsatz (z. B. Hicker 2007)
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beziehen sich vorwiegend auf den Einsatz von Portfolios als Instrument der Unterrichts-
entwicklung, ohne auf die eingesetzten Bewertungsverfahren niher einzugehen. Das Port-
folio bietet einen geeigneten Rahmen fiir differenzierte kompetenzorientierte Leistungsbe-
urteilungen, in dem geeignete Aufgabenstellungen und Beurteilungsmethoden zu entwi-

ckeln bleiben.

Beim dialogischen Lernen nach Gallin und Ruf (vgl. 1.5.3) werden Schiilerarbeiten tiefge-
hend analysiert und Losungsprozesse wie -produkte betrachtet. Bei der Riickmeldung wird
auf eine differenzierte Beurteilung anhand von Kriterienkatalogen bewusst verzichtet (vgl.
Gallin/HuBmann 2006). Im Mittelpunkt steht das Aufdecken und Weitergeben geeigneter
Losungsideen und besonderer Leistungen, weniger deren genaue und zuverlédssige Einord-
nung. Richtungsweisend ist das Konzept fir die differenzierte Beurteilung mathematischer
Kompetenzen anhand von Aufgabenbearbeitungen vor allem beziiglich der Anregung zur
schriftlichen Darlegung von Gedankengingen durch ansprechende Kernideen bzw. Aufga-
benstellungen. In Bezug auf die Kriterien der kompetenzorientierten Leistungsbewertung
ist zu tiberlegen, wie individuelle Wege gemeinsamen Standards gegeniibergestellt werden

konnen, ohne den Dialog zwischen Verfasser und Lesendem zu zerstéren.

Fach- und Projektarbeiten (vgl. 1.5.3) verbinden fachlich-inhaltliche Kompetenzen mit
methodischen, sozialen und personlichen Kompetenzen, was entsprechend differenzierte
Kriterienkataloge (vgl. z. B. Emer/Horst 2002) und unterschiedliche Beobachtungsinstru-
mente erforderlich macht. Beide Beurteilungsanldsse sind jedoch mit einer Verdnderung
der gesamten Unterrichtskonzeption verbunden. Eigenstidndig werden komplexe Problem-
stellungen bearbeitet, was umfassende und vielseitige Beurteilungen ermoglicht. Entwick-
lungen von Kompetenzen bzw. Kompetenzeinschitzungen anhand unterschiedlicher Inhal-

te und Situationen sind mit diesen Konzepten schwer darstellbar.

Bei Vergleichsarbeiten, wie sie derzeit in Deutschland durchgefiihrt werden, steht nicht die
individuelle lernprozessunterstiitzende Riickmeldung im Vordergrund. Es handelt sich in
der Regel um einen einmaligen Beurteilungsanlass (vgl. Wollring 2006, S. 64) nach abge-
schlossenen Lernprozessen. Auch wenn zunehmend Aufgaben einbezogen werden, die dies
zulassen wiirden, werden mit Vergleichsarbeiten derzeit nicht einzelne Kompetenzdarle-
gungen differenziert analysiert. Die Ausrichtung von Vergleichsarbeiten an den Bildungs-
standards kann valide Aufgaben vorlegen, deren Bearbeitungen differenziert beurteilt
werden konnen. Beziiglich der Funktion der Uberpriifung von Standards und der Entwick-

lung von kriteriumsorientierten Diagnoseverfahren flir die Hand des Lehrers steht Deutsch-
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land, so Sill (2006), jedoch noch am Anfang. Perspektivisch sollen durch die Entwicklung
von standardbasierten Instrumenten der Individualdiagnose Kompetenzprofile flir einzelne
Schiiler darstellbar gemacht werden konnen (vgl. Kéller 2007). Ob derartige Instrumente

auch fiir die kontinuierliche Riickmeldung im Unterricht einsetzbar sind, ist derzeit offen.

Zusammenfassend kann durch den Wechsel der Organisationsform der Leistungsbeurtei-

lung und die Einbindung von Prozess und Produkt die Leistungsbeurteilung in Richtung

Kompetenzorientierung verbessert werden. Zwei Punkte bleiben dabei aber ungeklért:

1. Wie sind die Anregungen, d. h. die Aufgeben und Problemstellungen, zu gestalten, um
die gewlinschten Kompetenzen beurteilen zu konnen?

2. Wie kann die Leistungsbewertung, d. h. der Vergleich gezeigter Kompetenzen anhand
gemeinsamer Standards, und die Dokumentation der Kompetenzentwicklung erfolgen?
Der Wechsel in eine alternative Form der Leistungsbeurteilung fiihrt somit nicht zwangs-
laufig zur Erfillung der Kriterien kompetenzorientierter Leistungsbeurteilung. Damit liegt
es nahe, von tiiblichen Organisationsformen der Leistungsbeurteilung auszugehen und diese
hinsichtlich der beiden Fragestellungen so zu modifizieren, dass die Kriterien der kompe-
tenzorientierten Leistungsbeurteilung erfiillt werden. Damit ist auch die Hoffhung verbun-
den, ein in den alltiglichen Mathematikunterricht integrierbares Konzept zu entwickeln,
welches lernprozessbegleitende Riickmeldungen erlaubt und durch hdufige Beurteilungs-
anldsse Kompetenzbeurteilungen zu verschiedenen Inhalten in verschiedenen Situationen
ermoglicht. Gerade durch die Modifikation der alltdglichen Lernleistungsbeurteilungen
von ergebniszentrierten zu kompetenzorientierten Konzepten sollte auch die Bedeutung der

unterschiedlichen mathematischen Kompetenzen verinnerlicht werden kénnen.

Im Folgenden wird aus Studien und Unterrichtserfahrungen zur Analyse und Beurteilung

von Kompetenzdarlegungen bei der Bearbeitung mathematischer Aufgaben berichtet.

Studien zur prozessorientierten Leistungsbeurteilung

Die in den USA 1995 von der NCTM veré6ffentlichten ,,Assessment Standards for School
Mathematics* stellen mit der propagierten prozessorientierten Leistungsbewertung die Art
und Weise der Aneignung von Inhalten und die Ausbildung mathematischer Féahigkeiten in
den Mittelpunkt (vgl. Arvold 2001). Arvold stellt speziell fiir die prozessorientierte Leis-
tungsbeurteilung konstruierte Aufgaben vor, mit denen beurteilt werden soll, wie Lernende
Aufgaben interpretieren, Losungsstrategien entwickeln und Losungswege durchfiihren. Die
Auswahl geeigneter Problemstellungen, die vielfiltige mathematische Aktivititen erlau-

ben, wird als ein zentraler Punkt prozessorientierter Leistungsbeurteilung gesehen. Die
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Bearbeitung der Aufgaben (Sekundarstufe I) fand in Gruppenarbeit statt, schwierige Teil-
probleme wurden mit der ganzen Klasse diskutiert. Bewertet wurden der schriftliche Be-
richt, die Prisentation und die miindlichen Beitrdge der Schiiler in fiinf Kategorien: Zu-
génge zur Problemstellung, Sammeln von Informationen, Problemldsestrategien, Begriin-
den, Kommunikation. Bei Arvold werden zwei wesentliche Komponenten der prozessori-
entierten Leistungsbeurteilung deutlich: geeignete Beurteilungsaufgaben und eine differen-
zierte Beurteilung und Riickmeldung. Wie die dargelegten Leistungen beurteilt werden,
wird nicht beschrieben. McCrae und Stacey (1997) gehen in ihrem Bericht zum Priifen von
Problemlosefihigkeiten in erster Linie auf die eingesetzten Aufgaben und die Organisation

der Priifungen, weniger auf die Beurteilung der gezeigten Leistungen ein.

Auch in Deutschland wird bei der Modifikation von Klausuren, Klassenarbeiten und Prii-
fungen hin zu kompetenzorientierten Formen vor allem der Gestaltung der Aufgaben Be-
deutung zugemessen (z. B. Leuders 2004, Biichter/Leuders 2005, Althoff 2001, Herget
1996, vgl. 1.5). Dabei geht es um die Offhung der Aufgaben, vor allem um unterschiedli-
che Losungswege zuzulassen, und um die Einbeziehung anspruchsvoller und vielseitiger
Aktivitdten. Von ersten Unterrichtserfahrungen berichten z. B. Althoff (2001), Leuders
(2006) und Perlich (2006). Eine systematische Formulierung von Kriterien an Aufgaben
zum Leisten findet sich bei Biichter und Leuders (2005, vgl. 1.5.5), wobei klar zwischen
Aufgaben zum Leisten und Aufgaben zum Lernen unterschiedenen wird. Dieses wird aus
Griinden der Validitdt der Beurteilungsaufgaben und auf Grund der Wirkung von Leis-
tungsbeurteilung auf den Unterricht (vgl. 2.2.1) fiir das Konzept dieser Arbeit nicht ange-
strebt. In Kapitel 2 wird deshalb ein Kriterienkatalog fiir Aufgaben zur differenzierten
Beurteilung mathematischer Kompetenzen entwickelt, welcher neben Kriterien an Aufga-
ben zum Leisten, Kriterien der Aufgabenqualitdt allgemein aus lerntheoretischer Sicht und
Kriterien verbunden mit dem Ziel vielseitige Aktivitdten anzuregen vereint und auflerdem

die Beschreibung kompetenzspezifischer Anforderungen erlaubt.

Uber die Beurteilung der Schiilerarbeiten bei prozess- und kompetenzorientierten Leis-
tungsbeurteilungen wird wenig berichtet. Althoff (2001, S. 51) schreibt, dass die Korrektur
der Schiilerlosungen von Aufgaben, die prozessorientierte Kompetenzen einbeziehen
schwierig und tiberdurchschnittlich zeitaufwendig und die Bewertung subjektiv und juris-
tisch leicht anfechtbar ist. Nach Perlich (2006) erlaubt die Aufschliisselung von Bewer-
tungskriterien den Einsatz offener Aufgaben in Klassenarbeiten u. 4. Den Schiilern kann

dadurch auch flir diese Art von Aufgaben eine detaillierte und ,,gerechte* Bewertung und
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Riickmeldung ihrer Leistungen gegeben werden. Allerdings sind Bewertungsschemata zu
entwickeln, ,die verschiedene Losungswege zulassen und entsprechend ihrer Angemes-
senheit bewerten” (Perlich 2006, S. 27). Das von Perlich vorgestellte aufgabenbezogene
Bewertungsschema bezieht sich mit den Kriterien Befolgen der Arbeitsanweisungen,
Nachvollziehbarkeit, Schliissigkeit, mathematische Richtigkeit, Genauigkeit des Ergebnis-
ses, besondere Leistungen nicht primér auf die tiefgehende Analyse ausgefiihrter Aktiviti-

ten.
1.6.2 Konzepte und Studien zur kompetenzorientierten Diagnose

Die detaillierte Analyse von Schiilerarbeiten wird vor allem in Studien zur Diagnose be-
schrieben. Dabei geht es um die Beschreibung von Besonderheiten des Entwicklungsstan-
des eines Schiilers, insbesondere um das Feststellen behebbarer Defizite in den Leistungs-
eigenschaften von Lernenden (vgl. Sill 2007, S. 65), nicht um deren Bewertung. Der Ver-
gleich mit einer Norm ist auch hier wichtig, um tiberhaupt von Besonderheiten sprechen zu
konnen, fithrt aber zu lernprozessunterstiitzenden Hinweisen, nicht zur Benennung eines
Wertes der gezeigten Leistungen. Anhand einer begrenzten Auswahl aktueller diagnosti-
scher Studien wird aufgezeigt, welche Ansatzpunkte fiir ein Konzept der differenzierten
Beurteilung mathematischer Kompetenzen aus diagnostischen Ansdtzen gewonnen werden

konnen.

Ein Gebiet der Diagnose ist die Analyse von Fehlern und Fehlvorstellungen. Ein Uberblick
tiber Forschungen zu Fehleranalysen und zur Bedeutung von Fehleranalysen in der Ma-
thematikdidaktik findet sich bei Sikora (2007, S. 145ff.). Sikora entwickelte eine inhalts-
und bereichsunabhédngige Klassifizierung von Schiilerantworten fiir die Vergleichsarbeiten
in Mecklenburg-Vorpommern in den Jahren 1999-2001. Aus dem Abgleich aufgetretener
Schiilerlésungen bei vorrangig offenen Aufgabenformaten mit theoretischen Konstrukten
ergaben sich Ursachen fehlerhafter Losungen oder Strategien (vgl. Sikora 2007, S. 172).
Mogliche Fehlerursachen bei der Losung von Aufgaben waren: Fehler beim Aufnehmen
der Aufgabeninformation, Fehler beim Verstehen der Aufgabe, Fehler beim Erfassen der
Aufgabenanforderungen, Fehler beim Aufbau emner Ldsungsidee und Aufstellen eines
Losungsplanes, Fehler beim Ausfithren des Losungsplanes, d. h. Aufbau der Losungspro-
zedur und Abarbeitung der Losungsschritte, Fehler bei der Riickkopplung. Eine solche
detaillierte Fehleranalyse hat gemeinsame Strukturen mit der differenzierten Analyse von
Schiileraktivititen. Einige der Fehlergruppen stehen direkt mit bestimmten Kompetenzbe-

reichen in Verbindung (z. B. Fehler beim Aufbau einer Losungsidee und Aufstellen eines
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Losungsplanes — heuristisch-experimentelle Kompetenzen, Fehler bei der Abarbeitung von
Losungsschritten — formal-operative Kompetenzen). Es ergeben sich Parallelen in der
qualitativen Auswertung der Schiilerarbeiten und nachtréglichen Einordnung in Kategorien
bei der Fehleranalyse und der Analyse von Schiileraktivitdten und nachtriaglichen Zuord-
nung in Aktivitits- bzw. Kompetenzbereiche (vgl. 3.2.1 und 5.1). Obwohl bei der differen-
zierten Beurteilung mathematischer Kompetenzen die gezeigten Kompetenzen im Vorder-
grund stehen, ist fiir die Erstellung von Beurteilungskriterien, also fiir die Normierung der
gezeigten Leistungen die Kategorisierung von Fehlern und Unzuldnglichkeiten hilfreich.
Bei der Diagnose geht es jedoch um das Aufdecken von Fehlern und das Riickmelden
haufiger Fehler zur Verbesserung des Unterricht (vgl. Padberg 1996), nicht um die Ge-

wichtung von Fehlern zur Normierung von Leistungen.

Sjuts (2006) berichtet von der Nutzung kompetenzorientierter Aufgaben in diagnostischer
Hinsicht. Wie auch in der Aufgabenanalyse zur differenzierten Beurteilung mathemati-
scher Kompetenzen (vgl. Kapitel 2) analysiert er die eingesetzten Aufgaben danach, wel-
che Kompetenzen von ihnen (potenziell) angesprochen werden. Bei der Analyse der Schii-
lerlosung wird eine ganzheitliche Betrachtungsweise deutlich: Besonderheiten der Lo-
sungsstrategie sind sowohl hinsichtlich dargelegter Kompetenzen als auch hinsichtlich
deutlich werdender Fehlkonzepte aufzudecken. Die Analyse der Schiilerlosungen beziig-
lich ausgewahlter Kompetenzen und die Auswahl von Aufgaben zur Anregung von Eigen-
produktionen geben Anhaltspunkte fiir eine differenzierte Analyse von Schiilerlésungen

hinsichtlich aller einbezogenen Kompetenzen (vgl. 3.2.1).

Zur Leistungsfeststellung als Grundlage individueller Forderung bewédhren sich in der
Primarstufe Standardortbestimmungen (vgl. HuBmann/Selter 2007, Sundermann/Selter
2006). Diese geben erstens Lehrern strukturierte Informationen {iber Kompetenzen und
Defizite einzelner Kinder und tragen zweitens dazu bei, dass die Lernenden Transparenz
iiber ihren eigenen Lernstand erhalten (vgl. HuBmann/Selter 2007, S. 9). Fiir Standardort-
bestimmungen werden aus einem Inhaltsbereich Aufgaben gewihlt, die zu erwerbende
oder bereits vorhandene Kompetenzen beschreiben. Bei den von HuBBmann und Selters
angegebenen Beispielen handelt es dabei iiberwiegend um inhaltsbezogene Kompetenzen,
die Aussagen zum Verstdndnis eines mathematischen Konzeptes bzw. zu Fehlvorstellun-
gen machen. Prozessorientierte Kompetenzen werden bei der Ubersetzung zwischen Dar-
stellungen und dem Nutzen inhaltlicher Vorstellungen zu mathematischen Konzepten in

Alltagssituationen angesprochen. Derartige Standortbestimmungen sind, z. B. beim Uber-
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tragen des Konzeptes in die Sekundarstufe, auch fiir komplexe prozessorientierte

mathematische Kompetenzen wie Argumentieren und Problemlésen denkbar.

Bei diagnostischen Ansétzen steht das Aufdecken bzw. Fehlen von Kompetenzen im Vor-
dergrund nicht deren Bewertung durch Vergleich mit einer Norm. Die Untersuchungen
geben wichtige Anhaltspunkte zur Aufgabengestaltung, insbesondere hinsichtlich der
Anregung der fiir die Diagnose so wichtigen Eigenproduktionen der Schiiler, sowie hin-
sichtlich der Analyse von Schiilerlosungen. Diese sind flir die differenzierte Beurteilung

von Kompetenzen durch notwendige Bewertungskonzepte und -maBstidbe zu ergénzen.

Leuders (2006) versucht Diagnose und Leistungsbewertung zu verbinden (,,Diagnose in
Klassenarbeiten). Die von ihm entwickelten offenen Aufgabenstellungen erlauben es
Schiilerantworten auf verschiedenen Niveaus einzuordnen, wobei nicht die Wahl des Lo-
sungsweges, sondern dessen Qualitdt, z. B. Qualitdt der Begriindung einer moglichen
Antwort, entscheidend ist (vgl. Leuders 2006, S. 81). Die verwendete Einstufung ist ein
Beispiel fiir ein aufgabenbezogenes Bewertungsschema, das sich aus der Analyse und dem

Vergleich von Schiilerlosungen heraus ergibt.

1.6.3 Differenzierte Beurteilung mathematischer Kompetenzen im ,,Balanced As-

sessment Program*

Bedarf an der Bestimmung von Kompetenzprofilen, d. h. an der systematisch differenzier-
ten Beurteilung von Kompetenzen, wird in Deutschland verstérkt seit dem Beschluss von
Bildungsstandards 2003 geduBlert. In den USA erforderten die 1995 von der NCTM ver6f-
fentlichten ,,Assessment Standards for School Mathematics* Konzepte zur Umsetzung der
dort festgehaltenen sechs Standards. ,,Balanced Assessment in Mathematics* ist ein natio-
nales Forschungsprojekt, welches neue Ansédtze der Beurteilung mathematischer Kompe-
tenzen entwickelt. Das Konzept ,,Assessing Mathematical Understanding and Skills Effec-
tively (AMUSE)*“ der beteiligten Harvard Graduate School of Education kommt dem mit

dieser Arbeit intendierten Beurteilungskonzept am nichsten.

Das differenzierte Beurteilungskonzept unterscheidet sich deutlich von den traditionell in
den USA dominierenden Leistungstests anhand von multiple-choice Fragen, welche zur
Beurteilung prozessorientierter Kompetenzen nicht geeignet sind. Es wird davon ausge-
gangen, dass jedes kognitive Gebiet, einschlieBlich der Mathematik, zu komplex ist, um
auf eine eindimensionale Messung reduziert werden zu kénnen. Kompetenzbeurteilungen

von Schiilern sollten diese Komplexitit widerspiegeln. AuBerdem soll in Ubereinstimmung
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mit den NCTM Assessment Standards die Beurteilung 6ffentlich gemacht werden, anstatt

sie zu verschliisseln.

Die Differenzierung im Projekt AMUSE findet nach mathematischen Konzepten und
mathematischen Aktivitdten statt. Es werden die Konzepte ,,Number and Quantity*, ,,.Sha-
pe and Space®, ,,Pattern and Function®, ,,Chance and Data* und ,,Arrangement® sowie die
Tatigkeitsfelder ,,Modeling/Formulating, , Transforming/Manipulating®, ,Inferring/Dra-

wing Conclusions* und ,,Communicating‘‘ unterschieden.

Fiir alle genannten mathematischen Konzepte wurden Aufgaben (Routineaufgaben, Prob-
lemstellungen und Projekte) konstruiert und hinsichtlich der einbezogenen Kompetenzen
analysiert, wobei die Bedeutung der vier Kompetenzbereiche auf einer Skala von 0 bis 4

gewichtet wurde.

Die Bewertung der Schiilerleistung in einem Kompetenzbereich erfolgt durch die Zuord-
nung eines Wertes von 0 bis 3. In einem Bericht iiber die dargelegten Leistungen eines
Schiilers werden in Form einer Tabelle zu allen bearbeiteten Aufgaben die Bewertungen
der einzelnen Kompetenzbereiche symbolisch aufgelistet. Eine solche Darstellung spiegelt
Stiarken und Schwéchen eines Schiilers beziiglich unterschiedlicher Inhaltsbereiche und
unterschiedlicher Kompetenzbereiche wider. Durch den Vergleich der Berichte verschie-
dener Schiiler konnen Gemeinsamkeiten und Unterschiede zwischen Leistungsverteilungen

sichtbar gemacht werden. Die einzelnen Werte werden bewusst nicht gemittelt.

Im vorgestellten Projekt wurden fiir vier Stufen der Mathematikausbildung (Grade 4,
Grade 10, Gradel2, Senior Honors) vielfiltige Aufgaben entwickelt, analysiert und be-

schrieben.

Das Projekt AMUSE zeigt eine mogliche Organisation der differenzierten Beurteilung und
Riickmeldung mathematischer Kompetenzen auf. Fiir das eigene Konzept der differenzier-
ten Beurteilung mathematischer Kompetenzen wird angestrebt, vor der Gruppierung der
Leistungen in Kompetenzbereiche detaillierter auf unterschiedliche vollzogene Schiilerak-
tivitdten Bezug zu nehmen, um Besonderheiten der individuellen Leistungen noch stirker
wahrnehmen und aufzeigen zu kénnen. Aulerdem wird es flir wichtig gehalten, die quanti-
tativen (bzw. symbolhaften) Riickmeldungen verbal zu erldutern und durch lernférdernde
Hinweise zu ergénzen (vgl. 3.3). SchlieBlich wird die Verwendung konkreter kompetenz-
und aufgabenspezifischer Beurteilungskriterien fiir notwendig gehalten, um die Beurtei-

lung objektiver und zuverldssiger zu gestalten (vgl. 3.2).
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Verdichtung und Schlussfolgerung

Unter Beriicksichtigung bewihrter Konzepte der Diagnose und der kompetenzorientierten

Leistungsbeurteilung sowie einem US-amerikanischem Konzept der differenzierten Beur-

teilung mathematischer Kompetenzen werden fiir das Konzept der differenzierten Beurtei-

lung mathematischer Kompetenzen anhand der Analyse von Schiileraktivititen beim Bear-

beiten mathematischer Aufgaben folgende Komponenten abgeleitet:

- Auswabhl einer geeigneten Differenzierung flir mathematische Kompetenzen (vgl. 1.3),

- Entwicklung eines Instrumentes zur Analyse und Konstruktion von Aufgaben zur diffe-
renzierten Beurteilung mathematischer Kompetenzen,

- Entwicklung einer Methode der differenzierten Beurteilung von Schiilerleistungen,

- Entwicklung einer geeigneten Form der differenzierten individuellen Riickmeldung und
der Dokumentation von Kompetenzdarlegungen zu unterschiedlichen Inhalten.

Die Entwicklung und Ausgestaltung der Elemente des Konzeptes der differenzierten Beur-

teilung mathematischer Kompetenzen durch Analyse von Schiileraktivititen beim Bearbei-

ten mathematischer Aufgaben findet in Kapitel 2 (Konzept der spezifischen Aufgabenana-

lyse) und in Kapitel 3 (Beurteilungskonzept) statt.
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2 Analyse und Konstruktion von Aufgaben zur differen-

zierten Beurteilung mathematischer Aktivititen

Um Aufgaben zu finden, die zur differenzierten Beurteilung mathematischer Kompetenzen
geeignet sind, ist ein System der Aufgabenanalyse notwendig, mit dem das Potenzial einer
Aufgabe beziiglich der Anregung mathematischer Aktivititen eingeschitzt werden kann.
AuBerdem sind Kriterien zu erfiillen, die sich aus der besonderen Situation der Beurteilung
ergeben (vgl. 1.5.5) und auch Aufgaben fiir Leistungsbeurteilungen, nicht nur Aufgaben
zum Lernen (vgl. 1.5.5), sollten didaktischen und fachdidaktischen Kriterien der Aufga-
benqualitdt geniigen. Des weiteren konnen die (kognitiven) Anforderungen der Aufgabe
Einfluss auf die Aktivitdten eines Schiilers bei der Bearbeitung haben. Um Aufgaben zur
differenzierten Beurteilung mathematischer Kompetenzen auswihlen oder erstellen und die
Ergebnisse in Zusammenhang mit Aufgabenparametern reflektieren zu konnen, wird ein
System der Aufgabenanalyse gebraucht, welches alle genannten Aspekte vereinigt. In
diesem Kapitel wird ein solches Analyseinstrument entwickelt und anhand der Analyse
und Entwicklung von Aufgaben veranschaulicht. Dazu werden vorhandene Modelle der
Aufgabenklassifikation gegeniibergestellt und die fiir die spezifische Fragestellung wesent-
lichen Parameter selektiert.*” Fiir die praktische Umsetzung werden die Analysekriterien
erldutert und Analysefragen formuliert. Am Anfang dieses Kapitels steht die Beschreibung
und Abgrenzung verschiedener Ebenen der Aufgabenanalyse, die auch fiir Beurteilungs-

aufgaben bedeutsam sind.

* Vergleichbar geht J. Neubrand (2002, z. B. S. 3) bei der Entwicklung eines Klassifikationssystems mathe-
matischer Aufgaben fiir die spezifische Fragestellung, den Zusammenhang zwischen Selbsttétigkeit - Aufga-
ben - Seatwork abzubilden, vor.
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2.1 Objektive, realisierte und subjektive Anforderungen von Aufgaben

»~Man muB3 wohl unterscheiden zwischen einer Aufgabe als Text, einer Aufgabe
als Analysegegenstand und konstruktivem Mittel des Lehrers bzw. Didaktikers,
und einer Aufgabe als Komponente des lebendigen Systems: Unterricht. Es ist
meines Erachtens eine verkiirzende Sichtweise, wenn man davon ausgeht, dafl
Aufgaben allein schon als Texte die jeweils intendierte pidagogische Absicht
vermitteln wiirden und koénnten.” (Walther 1985, S. 35)

Ahnlich wie Walther beschreiben Stein, Grover und Henningsen (1996) drei Phasen fiir
Aufgaben im Unterrichtsprozess: 1.) ,,curricular or instructional material®, 2.) ,,set up by
the teacher in the classroom®, 3.) ,.implemented by students during the lesson®. Wichtig
beim Arbeiten mit Aufgaben ist nicht nur das (urspriingliche) Potenzial einer Aufgabe,
sondern auch wie sich Eigenschaften und Anforderungen von Aufgaben in diesen Phasen

verdndern, was zu drei Ebenen der Aufgabenanalyse fiihrt.

Mit der Analyse einer Aufgabe wird oft die Hoffnung verbunden, die Schwierigkeit der
Aufgabe einzuschidtzen. Die Schwierigkeit einer Aufgabe kann jedoch ,,immer nur relativ
zum Repertoire des Menschen, der sie in Angriff nimmt* (Aebli 1981, S. 355) bestimmt
werden, ergibt sich erst aus der Interaktion eines Schiilers mit der Aufgabe (vgl. Willi-
ams/Clarke 1997b, S. 451) bzw. aus der subjektiven Wahrnehmung der gestellten Anforde-
rungen durch den Schiiler (vgl. Knoll 1998, S. 47). Die Komplexitdt bzw. das kognitive
Anforderungsniveau (vgl. Baumert/Bos/Lehmann 2000, S. 68) ist dagegen eine Eigen-
schaft der Aufgabe allein, unabhingig von ihrer Umsetzung in einer konkreten Unterrichts-
situation. Diese objektiven Anforderungen entsprechen nur einem Teil der Faktoren, wel-
che die Schwierigkeit einer Aufgabe flir einen Schiiler ausmachen. Williams und Clarke
(1997, S. 451) vergleichen die Schwierigkeit einer Aufgabe flir einen Schiiler mit einem
Punkt in einem zweidimensionalen Koordinatensystem: Die vertikale Achse des Systems
ist eine Skale flir die Aufgabenkomplexitét, die horizontale fiir die Fahigkeiten des Schii-

lers.

Resnick (1976) unterscheidet zwischen ,rationaler” und ,.empirischer” Aufgabenanalyse.
Die rationale Aufgabenanalyse (re-)konstruiert unter padagogischer oder didaktischer
Perspektive die ideale Bearbeitung eines durchschnittlichen, idealen Aufgabenlosers (vgl.
Resnick 1976, S. 65). Die empirische Aufgabenanalyse untersucht, wie Aufgaben tatséch-
lich gelost werden. Nach den Untersuchungen von Resnick (1976) verwenden Schiiler,
auch fir einfache Subtraktionsaufgaben, andere Routinen als die vom Aufgabensteller

erwarteten. Aufgaben konnen somit nicht (nur) als objektive Anforderungen verstanden
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werden, der entscheidende Faktor fiir die Aufgabenbearbeitung ist in der Wahrnehmung
der Aufgabe durch den Schiiler zu sehen (vgl. Bromme/Seeger/Steinbring 1990, S. 6/7).

Analysen individueller Umsetzungen von Aufgaben finden derzeit vor allem zur Diagnose
statt (vgl. 1.6.2) oder, um Herangehensweisen von Schiilern an spezifische Anforderungen,
wie z. B. Modellierungsaufgaben (z. B. Borromeo Ferri 2004), zu untersuchen. Die Analy-
sen von Sjuts (2006) zeigen, dass dokumentierte Schiilerlosungen nachtrdglich Anhalts-
punkte liefern, wie die Schwierigkeit von Teilaufgaben einzuschétzen ist und in welchen
Aktivitdten sich die einbezogenen Kompetenzen niederschlagen. Bei Untersuchungen
mathematischer Denkstile und Herangehensweisen werden primér unterschiedliche Strate-
gien verglichen. Bei beiden Untersuchungsgegenstdanden steht nicht die Umsetzung des mit

der Aufgabe intendierten (gesamten) Aktivitdtenspektrums im Vordergrund.

Unter objektiver Aufgabenanalyse wird in dieser Arbeit die Analyse nach mathematikin-
haltlichen und fachdidaktischen Merkmalen und kognitiven Anforderungen verstanden.
Diese findet vor der Umsetzung der Aufgabe durch die Schiiler statt und bezieht sich nicht
auf tatsdchliche Schiilerbearbeitungen. Dabei gibt es Merkmale, die unabhidngig von der
konkreten Bezugsgruppe und Einsatzsituation sind, wie Stoffgebiet, curriculare Wissens-
stufe, Art des Kontextes. Andere konnen nicht losgelost von einer Bezugsgruppe betrachtet
werden, z. B. Verstdndlichkeit, Offenheit, Problemgehalt, kognitive Anforderungen. Diese

werden auf einen durchschnittlichen Schiiler der Bezugsgruppe bezogen.

Schon die objektive Aufgabenanalyse ist nicht eindeutig: ,,Es gibt offensichtlich, bereits
von dem Stoff her gesehen, mehr als eine mogliche Interpretation des Aufgabeninhaltes
und damit auch mehr als einen moglichen (zuldssigen) Weg zur Aufgabenlosung® (Brom-

me/Seeger/Steinbring 1990, S. 8).

Neben objektiven und subjektiven Anforderungen ist die Unterscheidung realisierter An-
forderungen sinnvoll. Zwischen den Anforderungen und Eigenschaften der urspriinglichen
Aufgabe und denen der Aufgabe, die den Schiilern gestellt wird, konnen in Abhéngigkeit
von der Unterrichtgestaltung Abweichungen bestehen (vgl. Blomeke et al. 2006). Bereits
die Intentionen des Lehrers beziiglich einer Aufgabe konnen von der objektiven Beschrei-
bung abweichen (vgl. Blomeke et al. 2006), was sich in der konkreten Einbettung der
Aufgabe, z. B. durch die Wahl von Arbeitsformen oder Medien, schon in der Unterrichts-
planung duBert. Im Unterricht kann der Lehrer durch zusitzliche Kommentare, Hilfen,

Medien die an die Schiiler gestellten Anforderungen beeinflussen. Die Umsetzung kann
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sowohl vom Potenzial der Aufgabe als auch von den (urspriinglichen) Intentionen des
Lehrers abweichen (vgl. Blomeke et al. 2006). Dabei hdngt es auch vom vorangegangenen
Unterricht und den Ubungen ab, welche Anforderungen eine Aufgabe stellt (vgl. Herget
1996, S. 54).

Es sind sowohl Aufwertungen als auch Abwertungen der objektiven Anforderungen durch
die Umsetzung der Aufgabe im Unterricht moglich. So konnen fertigkeitsorientierte Auf-
gaben durch eine Reflexion und Diskussion moglicher Losungswege bedeutungshaltig(er)
werden (vgl. Neubrand, J. 2002, S. 57). J. Neubrand (2002) beobachtete in japanischen
Mathematikstunden der TIMS-Videostudie eine Kombination aus selbstindiger Bearbei-
tung mathematischer Aufgaben und gemeinsamer Besprechung moglicher Losungswege
(vgl. Knoll 1998, Schiimer 1997). Derartige Reflexionen konnen zur Aufarbeitung heuris-
tischer Strategien und zur Vertiefung und Vernetzung der mathematischen Inhalte beitra-

gen und somit einen Lerngewinn iiber die Aufgabe hinaus ermoglichen.

Fiir Deutschland typischer ist dagegen, nach den Ergebnissen der TIMS-Videostudie, dass
neuartige Anforderungen gemeinsam im relativ kurzschrittigen fragend-entwickelnden
Unterrichtsgesprach, welches auf eine Losung fiihrt, bearbeitet werden (vgl. Baumert/Leh-
mann et al. 1997, S. 226/227, BLK 1997, S. 75, Knoll 1998, Schiimer 1997, S. 64). Aufga-
ben, welche die Schiiler selbstdndig bearbeiten, sind tiberwiegend anspruchsarm und algo-
rithmischer Art (vgl. Neubrand, J. 2002, S. 350/351, 353, Baumert/Lehmann et al. 1997,
S. 229, Schiimer 1997, S. 67). Problemstellungen und Denkaufgaben werden in Deutsch-
land nur selten in Einzel-, Partner- oder Gruppenarbeiten gestellt (vgl. Schiimer 1997,
S. 67, Klieme/Schiimer/Knoll 2001, S. 44). In den innerhalb der TIMS-Videostudie aufge-
zeichneten deutschen Mathematikstunden wurde sehr hdufig das Phanomen des ,,Kleinar-
beitens komplexer Anforderungen® beobachtet: ,.Der Lehrer beginnt seine Ausflihrungen
mit einer relativ komplexen, anspruchsvollen Aufgabenstellung, die womdglich verschie-
dene Reprisentationsformate (...) verkniipft und einen Anwendungsbezug herstellt. Diese
Aufgabe wird aber nicht von den Schiilern in ihrer Komplexitdt bearbeitet, sondern im
Unterrichtsgespréach, unter starker Steuerung durch den Lehrer, Schritt fiir Schritt bearbei-
tet. Die Teilleistungen, die dabei von den Schiilern erwartet werden, sind dann meist nur
noch von elementarer Art: ... . Auf diese Weise wird eine komplexe, offene Problemstel-
lung umgeformt in eine Serie wenig anspruchsvoller, geschlossener Aufgaben.® (Klieme/-

Schiimer/Knoll 2001, S. 45, vgl. Knoll 1998)
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Stein, Grover, Henningsen (1996) untersuchen die Art und Weise und das AusmaB, in dem
Aufgaben mit hohen kognitiven Anforderungen im Unterrichtsprozess in weniger an-
spruchsvolle Aufgaben oder Teilaufgaben zergliedert werden. Dabei wurde beobachtet,
dass die objektiv ermittelte Vielfalt bzgl. der Losungsstrategien und Darstellungsformen
umgesetzt wurde (vgl. Stein/Grover/Henningsen 1996, S. 473).* Die kognitiven Anforde-
rungen wurden dagegen oft nicht beibehalten. Mit steigenden Anforderungen nahm das
Ausmall der Zergliederung in weniger anspruchsvolle Teilaufgaben zu: Die Aufgaben,
welche die Anwendung von Routinen ohne die Verbindung mit mathematischen Konzep-
ten und Zusammenhingen erforderten, wurden wie intendiert umgesetzt. Uber die Hilfte
der Aufgaben mit bedeutungshaltigen Vernetzungen konnten diesen Anspruch wéhrend der
Umsetzung nicht halten. Ahnlich waren die Modifikationen von Aufgaben, die urspriing-
lich erforderten, mathematisch zu denken und zu argumentieren. Nur bei einer Minderheit
der gestellten Aufgaben wurden die intendierten anspruchsvollen Aktivitdten tatsdchlich

ausgetibt (vgl. Stein/Grover/Henningsen 1996, S. 476ft., 483).

Die Art und Weise, wie anspruchsvolle Aufgaben zergliedert wurden, ist nach den Unter-
suchungen von Stein, Grover und Henningsen abhingig von der Art der Aufgabe: Aufga-
ben mit bedeutungshaltigen Verbindungen wurden herabgesetzt in Aufgaben, welche durch
Prozeduren ohne Verbindungen zu bedeutungshaltigen Konzepten gelost werden konnten
(vgl. Stein/Grover/Henningsen 1996, S. 476). Aufgaben, welche das mathematische Den-
ken (z. B. Problemlosen, Aufstellen und Priifen von Vermutungen) fordern sollten, wurden
in vielseitigerer Weise und auch in nicht mathematikbezogene Aktivitdten zerlegt. Hen-
ningsen und Stein (1997, S. 534) arbeiteten unterrichtsbezogene Faktoren heraus, welche
fiir das Ausiiben anspruchsvoller Aktivitditen durch die Schiiler maBgeblich sind. Dazu
gehoren die Anpassung der Anforderungen an die Voraussetzungen der Schiiler, eine
geeignete zur Verfuigung stehende Losungszeit und das Einfordern von Erkldrungen. Die
Bedeutung einzelner dieser Faktoren fiir die Modifikation anspruchsvoller Aufgaben ist
dabei abhdngig vom spezifischen Zerlegungsmuster (vgl. Henningsen/Stein 1997,
S. 5351f).

Die Ergebnisse unterstreichen, wie wichtig es ist, die tatsdchlichen Bearbeitungen der

Schiiler zu analysieren (vgl. Kapitel 5) und Unterrichtsqualitdt nicht (nur) an objektiven

“ Dabei ist zu beachten, dass die beobachteten und videographierten Lehrkrifte an einer reformorientierten
nationalen Studie teilnahmen und so fiir die Problematik sensibilisiert waren, was sich z. B. in der Auswahl
tiberwiegend didaktisch hochwertiger Aufgaben duflerte (vgl. Stein/Grover/Henningsen 1996, S. 473).
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Anforderungen festzumachen. Dies gilt sowohl fiir Lernaufgaben als auch fiir Aufgaben in
Leistungsbeurteilungen: Der Lernzuwachs eines Schiilers héngt von seiner individuellen
Aufgabenbearbeitung ab. In der individuellen Bearbeitung werden die Kompetenzen des

Schiilers sichtbar. Sie bestimmt, welche Kompetenzen beurteilt werden kdnnen.

Interpretation Interpretation

des Lehrers, des Schiilers,

Bezug zu Fahigkeiten,

f{fhziif_ hen Umset_zung im I]gi;c?sltlgllllzrsl:en, Schﬁle_r—

P bedin; en, Unterricht, Motivation u.a. bea_rb_emmg,
urspriingliche s konkrete Auf- Eioanehtt individuelle
Aufgabe in Izjur " o h o gabenstellung, 1gensehatten Aktivititen,
Lehrbiichern Ele:nc S Kommentare, des Schilers Lernprozesse,
u.a. Materialien situation Hilfen etc. Leistungen

Objektive Realisierte Subjektive
Anforderungen > Anforderungen > Anforderungen

Abb. 2/1: Umsetzung einer Aufgabe im Unterricht und zugehorige Phasen der Aufgabenanalyse

Abbildung 2/1 veranschaulicht die Anordnung der drei Ebenen der Aufgabenanalyse. Bei
(schriftlichen) Leistungsbeurteilungen hat, so auch in dieser Arbeit, die realisierte Umset-
zung einen geringeren Einfluss als bei Lernaufgaben. In der Regel verdndert der Lehrer
Beurteilungsaufgaben nicht durch zusitzliche Kommentare oder gemeinsame Uberlegun-
gen. Dagegen kann die individuelle Umsetzung auch hier deutlich von den Intentionen des
Lehrers abweichen, was auf die Beurteilung und ihre Ergebnisse wesentlichen Einfluss hat.
Fiir die differenzierte Beurteilung mathematischer Kompetenzen ist deshalb von Interesse,
wie intendierte Kompetenzdarlegungen zu individuellen Schiileraktivititen fiihren. Aus
dem Vergleich von intendierten Aktivitditen und umgesetzten Aktivititen wird deutlich,
inwiefern objektive Anforderungen in subjektive iiberfiihrt wurden. Nur die von einem
Schiiler erkannten und angenommenen Anforderungen kénnen zu beurteilbaren Aktivitdten
fithren. Daher sollte das Instrument der Analyse von Aufgaben zur differenzierten Beurtei-
lung mathematischer Kompetenzen sowohl zur Analyse objektiver Aufgabenmerkmale als

auch zur Analyse der realisierten Umsetzung geeignet sein.
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2.2 Ein System zur Analyse von Aufgaben fiir die differenzierte Beurtei-

lung mathematischer Kompetenzen

Ein System zur Analyse von Aufgaben zur differenzierten Beurteilung mathematischer
Kompetenzen hat zwei Aufgaben zu erfiillen. Zum ersten ist die Auswahl geeigneter Auf-
gaben bzw. deren gezielte Modifikation und Konstruktion zu ermdoglichen. Dazu sind
Kriterien zu entwickeln, die priifen, ob die Aufgabe zur Beurteilung von Kompetenzen
geeignet ist, ob sie allgemeinen Anforderungen an Aufgabenqualitit geniigt und ob sie das
Potenzial hat, vielseitige oder spezifische Aktivititen anzuregen, um entsprechende Kom-
petenzen beurteilen zu konnen. Diese Kriterien kommen Bedingungen gleich, an die die
Auswahl einer Aufgabe zur differenzierten Beurteilung mathematischer Kompetenzen
gebunden ist. Zum zweiten ist eine Charakterisierung der (objektiven) Anforderungen der
Aufgabe notwendig, um die Ergebnisse der Bearbeitung reflektieren und einordnen zu
konnen. Das zu entwickelnde Analyseinstrument setzt sich somit aus zwei Teilen zusam-
men:

1. Katalog an Kriterien, die Bedingungen fiir Aufgaben zur Beurteilung vielseitiger mathe-

matischer Kompetenzen benennen (entscheidende Merkmale) und

2. Katalog an Kriterien, die kognitive Anforderungen der Aufgaben zur Beurteilung viel-

seitiger mathematischer Kompetenzen beschreiben (beschreibende Merkmale).

Zur Erstellung der Kriterienkataloge werden vorliegende Modelle der Aufgabenqualitit
und -klassifikation verglichen, um bedeutsame Parameter der aktuellen fach- und allge-
meindidaktischen Diskussion herauszustellen und sie mit den spezifischen Anforderungen
dieser Arbeit in Zusammenhang zu bringen. Die Diskussion der Parameter miindet in

konkreten Analysefragen fiir die praktische Anwendung.

2.2.1 Bedingungen an Aufgaben zur differenzierten Beurteilung mathematischer

Kompetenzen

Die Bedingungen an Aufgaben zur differenzierten Beurteilung individueller mathemati-
scher Kompetenzen gliedern sich in drei Gruppen:

A) Kriterien, die aus der besonderen Situation der Beurteilung resultieren,

B) Kriterien, die sich aus Dimensionen von Aufgabenqualitit ergeben,

C) Kriterien verbunden mit dem Ziel des Ansprechens vielseitiger mathematischer Kompe-

tenzen.



Seite 70 2 Analyse und Konstruktion von Aufgaben

2.2.1.1 Bedingungen auf Grund der Beurteilungssituation

Tab. 2/1: Zusammenfassung der Kriterien an Aufgaben zum Leisten von Biichter und Leuders
(2005). Die Fiarbung kennzeichnet die Zugehorigkeit zu den in dieser Arbeit verwendeten Krite-
riengruppen, die unten erklirt werden.

Aufgaben zur Diagnose Aufgaben zur Leistungsbe- Aufgaben zum Kompetenzer-
wertung leben
Validitét Validitét
Verfahrens- vs. Verstehens-
orientierung
Verstiandlichkeit
Erwartungstransparenz
Ergebnisorientierung Ergebnisorientierung
Schwierigkeit
Offene Antwortformate Differenzierungsvermogen
Individuelle Wege
Moglichkeit der eigenstindi-
gen Auswahl von Aufgaben

Die von Biichter und Leuders (2005) zusammengestellten Kriterien an die drei Gruppen
von Aufgaben zum Leisten (vgl. Tab. 2/1) wurden in Abschnitt 1.5.5 beschrieben. Die
Aufteilung in Aufgaben zur Diagnose, zur Leistungsbewertung und zum Kompetenzerle-
ben wird nicht {ibernommen. Bei dem in dieser Arbeit verfolgten Konzept der differenzier-
ten Beurteilung und Riickmeldung mathematischer Kompetenzen werden in unterschiedli-
cher Gewichtung alle drei Aspekte des Leistens einbezogen: Priméres Anliegen ist, dass
die Schiiler ihre mathematischen Kompetenzen erfahren, um geeignete Konsequenzen fiir
thre weiteren Lernanstrengungen zu ziehen. Dabei liegt auch eine Beurteilungssituation
vor, denn was, wenn nicht die aufgedeckten Kompetenzen der Schiiler, sollte valide
Grundlage von Leistungsbeurteilung sein. SchlieBlich konnen stichhaltige Beurteilungen
und Riickmeldungen nur erstellt werden, wenn wirklich Diagnose betrieben wird. Stirken
und Schwichen sollen mit analytischen Mitteln aufgedeckt werden, um den individuellen

Lernprozess durch qualitativ hochwertige Urteile zu unterstiitzen.

Werden die Kriterien von Biichter und Leuders (vgl. Tabelle 2/1, 1.5.5) einzeln analysiert
und verglichen, ergeben sich drei Kriteriengruppen jeweils dhnlicher Aspekte an Aufgaben

zur Beurteilung mathematischer Kompetenzen, die fiir diese Arbeit relevant sind.
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Validitit [ 1]

Die Kriteriengruppe Validitdt, in Tabelle 2/1 durch den hellsten Grauton schraffiert, be-
zieht das Kriterium Validitat (fiir Aufgaben zur Diagnose und Aufgaben zur Leistungsbe-

wertung) und das Kriterium der Verstehens- vs. Verfahrensorientierung ein.

Biichter und Leuders (2005, S. 173) stellen an valide Aufgaben die Forderung, dass diese
sich auf die mathematischen Kompetenzen konzentrieren, zu denen Informationen gewon-
nen werden sollen und diese nicht mit anderen Aspekten iiberlagern. Beispielsweise kon-
nen ungeeignete Darstellungen innerhalb der Aufgabenstellung verhindern, dass bestimmte
Aktivitdten ausgeiibt werden: Vorgegebene formale Darstellungen konnen sonst mogliche
begriffliche Argumentationen unterbinden. Bei Aufgabenstellungen, die eine Beschreibung
im Kontext enthalten, kann unzureichende Lesekompetenz oder Vertrautheit mit dem
Kontext den Zugang zur Aufgabe verhindern. Bei auflermathematischen Modellierungen
ist es moglich, dass eine falsche Ubersetzung in die mathematische Sprache das Ausiiben
intendierter Aktivitdten stort. Es ist deshalb genau zu durchdenken, welche Kompetenzen
beurteilt werden sollen und die Aufgabenstellung so zu gestalten, dass diese moglichst

wenig iiberlagert oder unterbunden werden kénnen.**

Die Methode der Leistungsbeurteilung sollte dariiber hinaus valide zum Unterrichtskon-
zept sein und verbindlichen Kompetenzforderungen an den Mathematikunterricht gerecht
werden. Die genutzten Aufgaben sollten ein breites Spektrum mathematischer Kompeten-
zen (vgl. 1.2, 1.3) ansprechen, nicht unbegriindet Schwerpunkte setzen.* Dieser Aspekt
von Validitdt steht in Zusammenhang mit dem bei Aufgaben zur Leistungsbewertung
genannten Kriterium der Verfahrens- und Verstehensorientierung. Ebenso sollte sich die
Beurteilung auf den Lernprozess und das -produkt beziehen (vgl. 1.5.2), was Aufgabenstel-

lungen bedingt, die Schiiler zur Darlegung ihrer Uberlegungen anregen.

* Verbunden mit einer hohen Validitit kann es manchmal notwendig sein, die Losungsvielfalt durch die
Aufgabenstellung einzuschrénken. Dies ist z. B. dann der Fall, wenn konkrete mathematische Konzepte oder
Verfahren gepriift werden sollen. Liegt dagegen der Schwerpunkt der Beurteilung auf der Kompetenz des
Problemlgsens steht die Validitdt nicht mit der Losungsvielfalt im Widerspruch. Oft ist auch ein Kompromiss
zwischen beiden Kriterien zu finden (vgl. 2.3.2, Beispiel 1b). Ein weiterer Zusammenhang besteht zwischen
Validitdt und Merkmalen der Aufgabenkomplexitdt (vgl. 2.2.2): Sind die Anforderungen zu hoch, kénnen
bestimmte Aktivitdten nicht ausgefiihrt und entsprechende Kompetenzen nicht beurteilt werden. Fiir Beurtei-
lungsaufgaben ist somit die Schwierigkeit und die Chance der Bewdltigung (s.u.) nicht nur aus Griinden der
Gerechtigkeit von Bedeutung. Bereits beim erstgenannten Kriterium wird somit deutlich, dass die einzelnen
Kriterien nicht unabhéngig voneinander betrachtet werden konnen.

* Dabei ist zu erginzen, dass innerhalb einer Aufgabe Schwerpunktsetzungen erfolgen konnen, z. T. sogar
sinnvoll sind. Uber einen lingeren Zeitraum ist jedoch eine ausgewogene Kompetenzforderung und -riick-
meldung zu erreichen.
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Fiir das Kriterium der Validitédt ergeben sich damit die folgenden Analysefragen:

- Konzentriert sich die Aufgabe auf die Kompetenzen, die beurteilt werden sollen oder
werden diese von anderen Aspekten iiberlagert?

- Richtet sich die Aufgabe an mathematische Kompetenzen, die nach fachdidaktischen

Zielsetzungen zu fordern sind?

Von den drei Giitekriterien Validitdt, Objektivitdt und Reliabilitat (vgl. 1.5.1) wird somit
im Beurteilungskonzept dieser Arbeit die Validitdt an die Auswahl der Aufgabe und die
Wahl der Differenzierung der Kompetenzen (vgl. 1.3) gebunden. Objektivitit und Reliabi-
litdt konnen nicht allein tiber die Aufgabe umgesetzt werden. Um diesen beiden Kriterien
auch bei der Beurteilung komplexer, schwer quantifizierbarer Kompetenzen gerecht zu
werden, werden kompetenz- und aufgabenbezogene Beurteilungskriterien formuliert (vgl.
3.2.2). Zur Erhohung der Reliabilitit von Kompetenzeinschdtzungen ist es aullerdem er-

forderlich, eine Vielzahl von Aufgaben zu stellen (vgl. Baxter et al. 1993).
Gerechtigkeit ]

Unter der Kriteriengruppe ,,Gerechtigkeit™, in Tabelle 2/1 gekennzeichnet durch den mitt-
leren Grauton, werden Kriterien zusammengefasst, die Voraussetzungen dafiir sind, dass
die Schiiler die Aufgabe angemessenen bearbeiten konnen bzw. die an sie gestellten An-
forderungen erkennen konnen. Diese sind: Verstdndlichkeit (der Aufgabenstellung), Er-
wartungstransparenz, Schwierigkeit sowie Ergebnisorientierung (vgl. 1.5.5, Biich-

ter/Leuders 2005, S. 1791%).

Beziiglich der angemessenen Schwierigkeit gibt es enge Verbindungen zur Komplexitét
einer Aufgabe (vgl. 2.2.2). Wird eine Aufgabe fiir eine Beurteilungssituation ausgewdhlt,
sollten die Schiiler Aufgaben dhnlicher Komplexitét bereits ausgeflihrt haben, bzw. die zur
Losung notwendigen Kenntnisse und Methoden aus dem Unterricht kennen. Ahnliches gilt
fiir das Kriterium der Verstindlichkeit der Aufgabenstellung: Die verwendeten Fachbegrif-
fe und Symbole sollten den Schiilern aus dem Unterricht bekannt sein. Wird eine Aufga-
benstellung im Kontext formuliert, sind Begriffe einzusetzen, die zur Allgemeinbildung
von Schiilern dieser Alltagsstufe gehdren. Erwartungstransparenz ist nur dann moglich,
wenn die Schiiller den Aufforderungen bzw. Fragestellungen der Aufgabenformulierung
entsprechende Anforderungen an die Bearbeitung zuordnen kénnen, was bei offen oder in

der Sprache des Kontextes formulierten Fragestellungen problematisch sein kann.
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Die Ergebnis- und Produktorientierung ist zu erweitern, sie darf sich nicht nur auf (numeri-
sche) Ergebnisse bzw. Teilergebnisse beziehen. Werden die vier vorgestellten Aktivitéts-
bereiche gleichermaflen beriicksichtigt, werden auch Losungsansitze, Argumentations-
schritte, Ubersetzungen zwischen Darstellungen etc. als Teilergebnisse honoriert (vgl.
Biichter/Leuders 2005, S. 182). Dem wird auch Rechnung getragen, indem Losungsprozess

und Ergebnis in die Bewertung einbezogen werden.

Die Analysefrage fiir das Kriterium der Gerechtigkeit lautet:
- Erfullt die Aufgabe die Kriterien Verstidndlichkeit der Aufgabenstellung, Erwartungs-

transparenz, angemessene Schwierigkeit sowie Ergebnis- und Produktorientierung?*®
Individuelle Wege /T

Sollen individuelle Kompetenzen der Schiiler beurteilt, Starken und Schwéchen aufgedeckt
und evtl. auch individuelle Entwicklungen beschrieben werden, muss den Schiilern erlaubt
werden, ihren eigenen Weg zu gehen. Dies ist nur moglich, wenn die Aufgaben metho-
disch offen sind (vgl. 1.5.5, Biichter/Leuders 2005). Wichtig ist aber nicht nur, dass ver-
schiedene Losungswege moglich und den Schiilern zuginglich sind, sondern dass die
individuellen Wege auch nachvollzogen werden konnen. Deshalb sind die Schiiler anzure-
gen, sich umfassend zu duBern.*’ Dies gilt nicht nur fiir Aufgaben zur differenzierten Beur-
teilung mathematischer Kompetenzen, sondern ebenso fiir Lernaufgaben. Die Beurteilung
bestimmter prozessbezogener Kompetenzen, wie Argumentieren, Erldutern der Losungs-
strategie, Beschreiben der Modellentwicklung, ist jedoch bei einer ergebnisorientierten

Losungsdarstellung schlichtweg unmoglich.

Mit der Offenheit ist ein gewisses Differenzierungsvermogen hinsichtlich der Methodik

verbunden. Fiir das Kompetenzerleben der Schiiler sind Aufgaben geeignet, die auf unter-

% Beim Kriterium der Gerechtigkeit wird besonders deutlich, was eingeschrinkt auch auf andere Kriterien
zutrifft: Es ist zu beachten, dass die Kriterien in einem vertretbaren Mal3e fiir alle Schiiler der oft heterogenen
Lerngruppen erfiillt werden. Beispielsweise sollte das Kriterium der Schwierigkeit fiir Schiiler unterschiedli-
cher Vorerfahrungen und Vorkenntnisse, das Kriterium der Verstdndlichkeit und das der Erwartungstranspa-
renz fiir Schiiler unterschiedlicher sprachlicher Kompetenz erfiillt werden.

*" Ein offenes Problem ist dabei die Validitit bzgl. der sprachlichen Kompetenz der Schiiler: Sind die Schiiler
nicht in der Lage, ihre Uberlegungen verstindlich darzulegen, bleiben u. U. mathematische Kompetenzen
verborgen. Im Beurteilungskonzept dieser Arbeit (vgl. Kapitel 3) ist der sprachliche Aspekt bestimmter
mathematischer Kompetenzen, insbesondere des Argumentierens, nicht vom mathematischen Aspekt dieser
Kompetenz trennbar. Dazu wiren starker differenzierende Methoden notwendig. In den Beurteilungskriterien
fiir das Argumentieren wird sogar transparent die sprachlich korrekte Darlegung einbezogen (vgl. Beispiel 3
und 8 sowie Anhang 1.3 und 1.4). Die differenzierte und individuelle Riickmeldung erlaubt es jedoch, die
Schiiler auf sprachliche Defizite hinzuweisen, wenn diese offensichtlich sind.
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schiedlichen kognitiven Niveaus, evtl. auch auf unterschiedlichen Exaktheits- oder Abs-

traktionsniveaus bearbeitet werden konnen (vgl. 1.5.5, Biichter/Leuders 2005).

Zusammenfassend wird fiir das Kriterium der Ermoglichung individueller Wege folgende
Analysefrage formuliert:

- Ist die Aufgabe geeignet, individuelle Wege anzuregen und nachzuvollziehen?

Das von Biichter und Leuders fiir Aufgaben zum Kompetenzerleben genannte Kriterium
der Moglichkeit der eigenstdndigen Auswahl von Aufgaben wird fiir Aufgaben zur diffe-
renzierten Beurteilung mathematischer Kompetenzen nicht tibernommen. Dies wird damit
begriindet, dass Diagnose, Leistungsbewertung und Kompetenzerleben weitestgehend
vereinigt werden sollen. Leistungsbewertung setzt aber voraus, das gemeinsame Beurtei-
lungsmalBstdbe fiir alle Schiiler gelten. Dies ist ungleich aufwendiger, wenn die Schiiler
verschiedene Aufgaben auswéhlen konnen. Mit einer anderen Aufgabenstellung ist immer

eine andere Situation mit wenigstens leicht verdnderten Anforderungen verbunden.

2.2.1.2 Bedingungen durch Anspruch auf Aufgabenqualitiit

Aufgaben in Beurteilungssituationen sollten, wie Aufgaben sonst im Unterricht, Kriterien
der Aufgabenqualitdt geniigen. Im Sinne einer positiven Wirkung von ,, Teaching to the
Test* konnen qualitativ hochwertige Aufgaben der Leistungsbeurteilung die im Unterricht
eingesetzten Aufgaben und damit die Schwerpunkte der mathematischen Forderung allge-
mein beeinflussen. So kann z. B. die zunehmende Héufigkeit von Problemloseaufgaben in
Leistungsiiberpriifungen deren Stellenwert im Unterricht erhéhen (vgl. McCray/Sta-cey
1997, S. 34, 1.5). Werden bereits qualitativ hochwertige Aufgaben im Unterricht einge-
setzt, ist das Konzept der Leistungsbeurteilung nur valide zum Unterrichtskonzept, wenn

auch die Beurteilungsaufgaben diesen Anforderungen gentigen (vgl. 1.5.2).

Um Kiriterien der Aufgabenqualitit zu formulieren, werden fachdidaktische und allge-

meindidaktische Dimensionen von Aufgabenqualitit diskutiert.
Fachdidaktische Dimensionen von Aufgabenqualitdit

Leuders (2001, S. 98ff.) erachtet drei ,,Dimensionen von Aufgabenqualitédt™ fiir wesentlich,
die mit konstruktivistisch begriindeten Qualitdtsmerkmalen und Zielen von Mathematikun-
terricht in Verbindung stehen: Authentizitdt, Offenheit und Aufforderungscharakter. Mit
diesem Merkmalskatalog wird weder ,,Anspruch auf Objektivitdt noch auf Vollstandigkeit*
erhoben (Leuders 2001, S. 99). Die drei (fachdidaktischen) Dimensionen von Aufgaben-
qualitdt sind eine Moglichkeit, Aufgaben nicht nach Komplexitit und kognitiven Anforde-
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rungen, sondern nach Merkmalen, die aus lerntheoretischen Uberlegungen und der Bedeu-

tung von Aufgaben auf die Unterrichtsqualitit insgesamt erwachsen, zu analysieren.

Authentische Aufgaben geben ,die Gegebenheiten unserer (natiirlichen und sozialen) Um-
welt realistisch und fiir Schiiler glaubwiirdig**® wieder (Leuders 2001, S. 100). Gelingt es,
Schiilern die Niitzlichkeit einer Aufgabe glaubwiirdig zu machen, bekommt die Aufgabe
fiir sie Relevanz (vgl. Leuders 2001, S. 101) und sie machen sich die Ziele der Aufgabe zu
eigen. Die Tatigkeiten der Schiiler bekommen dann natiirlichen Charakter, da sie durch
echte Bediirfnisse eingeleitet werden (vgl. 1.1.2). Dies kann Auswirkungen auf die Intensi-
tat der Ausfiihrung der Aktivitdten, auf die Ausdauer, mit der an der Aufgabe gearbeitet

wird, und insgesamt auf die Qualitdt des Losungsprozesses haben.

Offene Aufgaben oder allgemeiner eine ,,offene Mathematik* wird von vielen Fachdidakti-
kern als Qualitdtsmerkmal des Mathematikunterrichtes gesehen. Fischer und Malle benen-
nen bereits 1985 Argumente fiir eine ,,offene Mathematik (S. 266ff.). Offene Aufgaben
bedingen eigenstdndige Denkprozesse und dienen so dazu, ,die Mathematik besser zu
verstehen und ihre Moglichkeiten, Zusammenhidnge und Anwendungen nachhaltig zu
begreifen* (Herget 2000, S. 4). Sie werden als ein Mittel gesehen, den Schwéchen deut-
scher Schiiler bei komplexeren, realitdtsbezogenen und inhaltliche Vorstellungen erfor-
dernden Aufgaben zu begegnen (vgl. Blum/Wiegand 2000, S. 52, BLK 1997, S. 89). Die
mit offenen Aufgaben verbundenen Zielvorstellungen sind hoch: Es soll die mathematische
Grundbildung gefordert und mathematisches Denken auf hohem Niveau ermoglicht wer-
den, anspruchsvolle geistige Aktivitdten sollen stimuliert und auch hohere Fahigkeiten, wie
Argumentieren, Modellieren, Problemlosen, unterstiitzt werden (vgl. Blum/Wiegand 2000,
S. 53). Und offene Aufgaben bieten Moglichkeiten, ,,Verstdndnis flir mathematische Be-
griffe, Sidtze und Verfahren zu wecken und zu vertiefen (Ambrus/Schulz 2001, S. 69). Da
offene Aufgaben offene Lernumgebungen, die Schiileraktivititen stimulieren, erfordern,
werden sie als Mittel gesehen, die Unterrichtskultur generell zu verbessern (vgl

Blum/Wiegand 2000, S. 53).

*¥ Streng authentische Aufgaben in dem Verstindnis, dass die verwendeten Daten einer wirklichen Situation
entnommen sind und das Problem einer dort relevanten Fragestellung entspricht sind nach Jahnke (2005)
kaum zu finden. Aufgaben sind didaktische Konstrukte, vom Aufgabensteller konstruiert, um seine Intentio-
nen umzusetzen (vgl. Jahnke 2005). Bestenfalls konnen authentische Kontexte angesprochen werden. In
Bezug auf die Aktivierung von Schiileraktivititen ist jedoch weniger die Relevanz der Problemstellung in der
wirklichen Situation wichtig, sondern die Relevanz, welche die Aufgabe fiir die Schiiler hat. Es ist wichtig,
dass die Schiiler in der Aufgabe ein echtes Problem sehen, welches fiir sie bedeutsam ist.
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Unter den verschiedenen Merkmalen offener Aufgaben (vgl. Bruder 2000) wird hier als
wichtigstes die Moglichkeit mehrerer Losungswege gesehen. In allen Typen offener Auf-
gaben (vgl. Bruder 2000, S. 70, Neubrand, J. 2002, S. 125) wird das Losungsverfahren
nicht explizit gegeben, immer sind heuristische Aktivitidten erforderlich. Durch die, insbe-
sondere bei offenen Aufgaben wichtige, Reflexion unterschiedlicher geeigneter Losungs-
wege konnen aber auch verstdrkt kritisch-argumentative Aktivitdten, wie Bewerten und
Begriinden, einbezogen werden. Ebenso sind mit eigenstdndigen Losungsstrategien eigen-
standige Darstellungen verbunden bzw. wenigstens das eigenstdndige Auswéhlen und
Verkniipfen bekannter Darstellungen. Da schlieBlich oft auch formal-operative Aktivitdten
einbezogenen werden, sind offene Aufgaben fiir die Umsetzung aller vier Aktivitdtsberei-

che vorteilhaft.

Die Dimension Aufforderungscharakter (Anwendungsrelevanz, aktueller Bezug, kogniti-
ver Konflikt, Bezug zur Wahrnehmungswelt der Schiiler, Priasentationsform und innerma-
thematische Eigenschaften) bezweckt, die Aufgabe fiir die Schiiler attraktiv zu machen,
Bediirfnisse der Schiiler anzusprechen, sie zur Bearbeitung der Aufgabe zu motivieren
(vgl. Leuders 2001, S. 99). Sie steht direkt mit der Bedeutung der Eigenaktivitdt fiir das
Mathematiklernen (vgl. 1.1) in Verbindung. Ahnlich wie die Authentizitit kann der Auf-
forderungscharakter Quantitdt und Qualitdt von Aktivititen beeinflussen. Der Einfluss auf

die spezielle Art der Aktivitdten ist vermutlich geringer.
Ein fachiibergreifendes Modell didaktischer und fachlicher Aufgabenqualitdit

Blomeke et al. (2006) formulieren neun Merkmale von Aufgabenqualitit fiir lernprozess-
anregende Aufgaben, die sich aus dem kognitionstheoretischen Lernmodell von Tulodzie-
cki, Herzig und Blomeke (2004, S. 55, vgl. 1.1.2) und Aspekten konstruktivistischer An-
sdtze begriinden. Die Kriterien werden fiir lernprozessanregende Aufgaben, also Aufgaben
des Lernens, und nicht primédr fiir Aufgaben des Leistens formuliert. Einige Kriterien
haben Bedeutung auf die Anregung von Schiileraktivititen. Sollen vielfiltige und an-
spruchsvolle Kompetenzen der Schiiler beurteilt werden, miissen auch Beurteilungsaufga-
ben entsprechende Aktivitdten anregen, besser sogar bedingen. Derartige Aktivitdten wer-
den sich nicht von denen des Lernens unterscheiden, nur die Bedingungen sind mogli-
cherweise andere (vgl. 1.5.5). Im Folgenden werden die neun Merkmale lernprozessanre-
gender Aufgaben nach Blomeke et al. (2006) vorgestellt und es wird untersucht, inwiefern

sie auch fiir Beurteilungsaufgaben bedeutsam sind.
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Die Schiiler sollten sich im Unterricht mit Inhalten und Methoden befassen die gesell-
schaftliche oder individuelle Bedeutung haben (vgl. Blomeke et al. 2006, S. 335). Auf
Grund der Wirkung von Leistungsbeurteilungen auf den Unterricht (vgl. 1.5) sollten sich

diese bedeutungshaltigen Elemente in den Leistungsbeurteilungen wiederfinden.

Die Forderung nach einem Ansprechen von Bediirfnissen der Schiiler (vgl. Blomeke et al.
2006, S. 335) stimmt mit den von Leuders genannten Dimensionen von Aufgabenqualitit
(Authentizitit, Aufforderungscharakter) iiberein. Dabei steht die Motivierung und Aktivie-

rung der Schiiler im Vordergrund, was auch bei Leistungsbeurteilungen wichtig ist.

Die Forderung genereller intellektueller Fdhigkeiten bezieht sich auf die mit einer Aufga-
be verbundenen Lernprozesse, wobei als Indikator der kognitiven Anforderungen die
zweidimensionale Hierarchie der kognitiven Prozesse und Wissensformen von Anderson et
al. (2001) oder auch die Taxonomie kognitiver Anforderungen von Bloom (1976) geeignet
ist. Die Anforderung einer Aufgabe beziiglich kognitiver Fahigkeiten kann wie die kompe-
tenzspezifischen Anforderungen Einfluss auf die Anzahl und Art der Aktivititen und auf

das Ergebnis der Beurteilung haben.

Ein Neuigkeitswert beziiglich des bereichspezifischen Wissens- und Erfahrungsstandes ist
flir Aufgaben zum Beurteilen mathematischer Kompetenzen nicht zu fordern, muss aber
auch nicht ausgeschlossen werden. Auch Leistungen beim ErschlieBen neuer Wissens-
inhalte konnen beurteilt werden. Hier ist aber zu beachten, dass das Kriterium der ange-
messenen Schwierigkeit, welches flir Beurteilungsaufgaben aus Griinden der Gerechtigkeit

Vorrang hat, nicht beeintrachtigt wird.

Wichtig gerade fiir Beurteilungsaufgaben ist es, den Schiilern eine Chance auf Bewxlti-
gung zu geben, indem grundlegende Inhalte und notwendige Methoden bekannt sind bzw.
von den Schiilern in einem zeitlich geeigneten Rahmen erschlossen werden konnen (vgl.

Blomeke et al. 2006, S. 336). Verstandlichkeit der Aufgabenstellung ist dafiir Bedingung.

In Zusammenhang mit der Bewdéltigung steht auch das Potenzial zur inneren Differenzie-
rung (vgl. Blomeke et al. 2006, S. 336), ein Aspekt, der auch von Biichter und Leuders

(2005, S. 189) als ein Kriterium fiir Aufgaben zum Kompetenzerleben benannt wurde.

Die bei Lernaufgaben erworbenen Kenntnisse sollen flexibel einsetzbar sein, was durch
authentische Aufgaben und komplexe Situationen unterstiitzt werden kann (vgl. Blomeke et

al. 2006, S. 336, Tulodziecki/Herzig/Blomeke 2004, S. 81, 83). Eine gewisse Komplexitét
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ist auch fur Aufgaben zur Kompetenzbeurteilung notwendig, da nur so anspruchsvolle und
vielseitige Kompetenzen angesprochen werden konnen. Allerdings ist auf das Verhiltnis

zwischen Komplexitit und Chance der Bewiltigung besonders zu achten.

Die Forderung der Problemlosefdhigkeit wird, in Zusammenhang mit der Forderung nach
(methodisch) offenen Aufgaben, auch in den fachdidaktischen Kriterien genannt und steht

in engster Verbindung mit der Anregung heuristischer Aktivitdten.

Das Erfordernis sozialer Interaktionen ist bei lernprozessanregenden Aufgaben im kon-
struktivistischen Lernmodell bedeutsam, insbesondere in Bezug auf das Priifen der Brauch-
barkeit individueller Konstrukte (vgl. 1.1.1). Das Konzept dieser Arbeit beschrankt sich
jedoch auf die Beurteilung individueller Kompetenzen (vgl. 3.1.2), weshalb bei der Aufga-
benbearbeitung sozialer Austausch eingeschrankt wird. Wichtig werden soziale Interaktio-
nen bei der Riickmeldung der Kompetenzen, aber nicht als Kriterium der Aufgabenquali-

tét.

Werden die in Tabelle 2/2 zusammengestellten Kriterien von Aufgabenqualitdt der Model-
le von Leuders (2001) und Blomeke et al. (2006) verglichen, ergeben sich auf Grund &hnli-
cher Aspekte wiederum drei Kriteriengruppen, die fiir Aufgaben zur differenzierten Beur-

teilung mathematischer Kompetenzen von Bedeutung sind.
Tab. 2/2: Kriterien fiir Aufgabenqualitit der Modelle von Leuders und Blomeke. Die Fiarbung

kennzeichnet die Zugehorigkeit zu den in dieser Arbeit verwendeten Kriteriengruppen, die im
folgenden Text erklédrt werden.

Dimensionen von Aufgabenqualitéit Fachiibergreifendes Modell didaktischer und fach-

nach Leuders 2001 licher Aufgabenqualitiit von Blomeke et al. 2006
Gesellschaftliche Relevanz

Aufforderungscharakter Ansprechen eines Bediirfnisses

Authentizitét

Allgemeine intellektuelle Féhigkeiten

Komplexitit der Situation

Forderung von Probleml6sefdhigkeit

Chance auf Bewdltigung

Offenheit Potenzial zur Differenzierung

Neuigkeitswert in Bezug auf den bereichsspezifi-
schen Wissens- und Erfahrungsstand

Erfordernis sozialer Interaktionen
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Individuelle und gesellschaftliche Bedeutung der Aufgabe 1]

In der Kriteriengruppe individuelle und gesellschaftliche Bedeutung der Aufgabe, in
Tabelle 2/2 mit dem hellsten Grauton schraffiert, werden die Merkmale Authentizitdt und
Aufforderungscharakter aus dem fachdidaktischen Modell von Leuders und die Merkmale
gesellschaftliche Relevanz und Ansprechen eines Bediirfnisses aus dem fachiibergreifen-
den Modell von Blomeke et al. vereint. Diese Kriterien tragen dazu bei, den Schiiler fiir die
Aufgabe zu interessieren und zur Bearbeitung zu aktivieren. Authentizitdt und Aufforde-
rungscharakter sprechen direkt Bediirfnisse eines Schiilers an und entsprechen somit die-
sem Kriterium von Blomeke et al. Wird die gesellschaftliche Relevanz der Aufgabe vom
Schiiler erkannt, kann ebenfalls ein Bediirfnis entstehen. Auf der anderen Seite steht die
gesellschaftliche Relevanz in Verbindung mit der Validitdt der Aufgabe. Die motivierende
Wirkung der Aufgabe ist fiir die Darlegung von Kompetenzen von Bedeutung, da sie die
Intensitdt der Auseinandersetzung mit der Aufgabe beeinflussen kann. Schwierig ist dabei,
dass es nicht ausreicht, die Schiiler zur Bearbeitung der Aufgabe zu motivieren, sondern

auch zur Ausfiihrung spezifischer Aktivitdten zu bewegen.

Zusammenfassend wird in Bezug auf die individuelle und gesellschaftliche Bedeutung der
Aufgabe die folgende Analysefrage formuliert:
- Spricht die Aufgabe gesellschaftlich und individuell wichtige Inhalte und Methoden an?

Kognitive Forderung 1

Eine Aufgabe ist dann wertvoll, wenn sie die Schiiler in geeignetem Malle fordert und
dadurch ihre Kompetenzentwicklung fordert. Die Kriteriengruppe kognitive Forderung, in
Tabelle 2/2 mit dem mittleren Grauton schraffiert, bezieht sich auf drei Merkmale aus dem
Modell von Blomeke et al.: allgemeine intellektuelle Fahigkeiten, Komplexitdt der Situati-

on und Forderung von Problemlosefahigkeit.

Zur Einordnung der allgemeinen kognitiven Anforderungen wird analysiert, welche der
Kategorien der Taxonomie kognitiver Féhigkeiten von Bloom (1976) angesprochen wer-
den, d. h. ob zur Bearbeitung der Aufgabe Wissen, Verstehen, Anwenden, Analysieren,
Synthetisieren oder Evaluieren notwendig ist. Inwiefern mit der Aufgabe Problemldsen
angesprochen wird oder weitere anspruchsvolle allgemeine mathematische Kompetenzen,
ist Gegenstand der aktivititenbezogenen Aufgabenanalyse anhand der dritten Kriterien-

gruppe. Die Analyse der Komplexitédt der situativen Einbettung ist Teil der Charakterisie-
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rung heuristischer Anforderungen innerhalb der Beschreibung kompetenzbereichsspezifi-

scher Anforderungen in Abschnitt 2.2.2.

Die Forderung kognitiv anspruchsvoller Kompetenzen ist nur dann in Beurteilungsaufga-
ben gerechtfertigt, wenn die Chance der Bewiltigung bewahrt wird, das heifit den Schiilern
auch Inhalte und Methoden zur Verfligung stehen, um den Anforderungen gerecht zu
werden. Eine Chance der Bewiltigung sollte jedoch bestehen, wenn die Aufgabe eine

geeignete Schwierigkeit hat, was unter dem Kriterium der Gerechtigkeit gepriift wird.

Fiir die Kriteriengruppe kognitive Forderung werden folgende Analysefragen gewéhlt:
- Werden die Schiiler mit der Aufgabe kognitiv gefordert? Welche Kategorien kognitiver
Fahigkeiten (Wissen, Verstehen, Anwenden, Analysieren, Synthetisieren, Evaluieren)

werden angesprochen?
Offenheit [T

Offenheit, im Sinne des Erlaubens und Wiirdigens unterschiedlicher Herangehensweisen
(Selbstdifferenzierung), ist inzwischen als Qualitdtsmerkmal von Aufgaben anerkannt und
wird sowohl im Modell von Leuders als auch im Modell von Blomeke (Potenzial zur
Differenzierung) beriicksichtigt (gekennzeichnet durch den dunkelsten Grauton). Merkma-
le der Offenheit werden im Analysemodell dieser Arbeit bereits in Zusammenhang mit

dem Potenzial zur Anregung individueller Wege beschrieben.

2.2.1.3 Kiriterien verbunden mit dem Ziel des Ansprechens vielseitiger mathematischer

Kompetenzen

Bisher wurden Aufgabenmerkmale, die sich aus Anspriichen an Aufgabenqualitit allge-
mein und aus Anspriichen verbunden mit der besonderen Situation der Leistungsbeurtei-
lung ergeben, zusammengestellt. Das Ziel, Kompetenzen differenziert zu beurteilen, erfor-
dert auBerdem, entsprechend vielseitige oder spezifische Aktivitdten der Schiiler anzure-
gen. Eine Aufgabe ist dann zur Beurteilung einer bestimmten Kompetenz geeignet, wenn
sie Aktivitdten induziert, welche Indikatoren fiir diese Kompetenz sind. Die dritte Gruppe
von Entscheidungsfaktoren fiir die Konstruktion und Auswahl von Aufgaben zur differen-
zierten Beurteilung mathematischer Kompetenzen dient damit der aktivititenbezogenen
Analyse der Aufgabe, welche offen legt, welche Aktivititen mit der Aufgabe angesprochen

werden (Aktivitdtenspektrum).
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Analyse von Aufgaben nach einbezogenen Aktivitditen

»~Man muss, um die Bildungsstandards mit Leben zu erfiillen, ,die Kompetenz-
brille’ aufsetzen und gegebene Aufgaben konsequent daraufhin analysieren bzw.
neue Aufgaben darauthin konstruieren, welche Kompetenzen auf welchem Ni-
veau zu ihrer Lésung mindestens erforderlich sind.“ (Blum et al. 2005, S. 270).

Das Zitat von Blum et al. driickt die Bedeutung der kompetenz- bzw. aktivitdtenbezogenen
Aufgabenanalyse flir den zielgerichteten Einsatz mathematischer Aufgaben zur Forderung

spezifischer Kompetenzen aus.

In Abschnitt 1.1.2 wurden in Bezug auf die Entwicklung kognitiver Strategien zwei Ebe-
nen der mit einer Aufgabe verbundenen Aktivitdten beschrieben (vgl. Christiansen/Walther
1986, S. 261): Ebene 1 der inhaltsbezogenen mathematischen Aktivitdten und Ebene 2 der
inhaltsunabhingigen allgemeinen Strategien. Die zugehorigen Aktivitdten sollen von den
Schiilern geplant und ausgeflihrt werden, miissen aber vom Lehrer, u. a. durch Auswahl
und Planung der Aufgabe, unterstiitzt werden. Eine kompetente und padagogische Ver-
wendung von Aufgaben macht, so Christiansen und Walther, Werkzeuge notwendig, um

- die Art der potenziell mit der Bearbeitung der Aufgabe verbundenen Aktivitdten zu

identifizieren, zu beschreiben, zu charakterisieren und zu unterscheiden.
- Aufgaben nach den potenziell mit ihnen verbundenen Aktivitdten zu charakterisieren

und zu typisieren.

Seit lingerem werden immer wieder in mathematikdidaktischen Arbeiten aktivitdtenbezo-
gene Aufgabenanalysen durchgefiihrt, insbesondere, um Lernziele zu veranschaulichen, zu
konkretisieren und deren Umsetzung zu unterstiitzen:

- Innerhalb seiner hier mehrfach zitierten Arbeit ,,Allgemeine Lernziele fiir den Mathema-
tikunterricht* fligt Winter 1975 den Begriindungen und Erlduterungen der vier Lernziel-
bereiche Beispielaufgaben verschiedenster Klassenstufen an, die diese Lernziele umset-
zen. Die Aufgaben werden nicht nach den Aktivitdten aufgeschliisselt, aber mit den zu-
vor genannten lernzielspezifischen Aktivitdten in Verbindung gebracht.

- Biirger geht in seiner Arbeit zur ,,Realisierung allgemeiner Lernziele im Mathematikun-
terricht (1981)* in der Aufgabenanalyse einen Schritt weiter. Zu drei Stoffgebieten
(,,Potenzen mit ganzzahligem Exponenten®, ,Lineare Funktionen®, ,,Aquivalenzre-
lationen) formuliert er spezifische Aufgabentypen, die allgemeinen Lernzielen entspre-

chen und prisentiert dafiir Beispielaufgaben. Die in den Beispielen identifizierten Akti-

* In Teilen iibernommen von Fischer und Malle 1985 (S. 282ff)).
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vitdten werden konsequent zugeordnet, u. a. den allgemeinen Lernzielen des dsterreich-
ischen Lehrplans flir die gymnasiale Oberstufe (Auflistung bei Biirger 1981 selbst) und
den allgemeinen Lernzielen fir den Mathematikunterricht von Winter (1975). Dabei ist
ein Teil der Aufgabenanalyse direkt nachvollziehbar. Durch die Typisierung der Aufga-
ben wird ihr Potenzial beziiglich eines Lernziels oder beziiglich verwandter Lernziele
herausgestellt, jedoch nicht das ganze Aktivitdtenspektrum aufgezeigt.

- Lechner (2002, S. 12ff) stellt zu den vier Bereichen mathematischer Grundtitigkeiten
(vgl. 1.3), die fiir die Differenzierung innerhalb dieser Arbeit ausgewéhlt wurden, Auf-
gabenbeispiele vor, welche derartige Aktivitdten einbeziehen. Sein Schwerpunkt liegt
auf dem Beitrag von Computeralgebrasystemen innerhalb dieser Aktivitdtsbereiche. Be-
reichsspezifische Aktivititen der Aufgaben werden herausgestellt, das gesamte Potenzi-
al wird nicht ausgelotet.

- In den kommentierten Aufgabenbeispielen der Bildungsstandards (KMK 2004, KMK
2005) wird benannt, welche allgemeinen mathematischen Kompetenzen durch die Auf-
gabe angesprochen werden. Dabei werden wichtige einbezogene Aktivitdten deutlich,
aber nicht das ganze Aktivititenspektrum der Aufgabe. Ahnliches gilt fiir die Aufgaben-
analysen von Sjuts (2006) sowie Sundermann und Selters (2006) zur Diagnose spezifi-
scher Kompetenzen.

Derartige Arbeiten stellen einen direkten Zusammenhang zwischen der Aufgabe und den

einbezogenen Aktivititen bzw. entsprechenden Lernzielen und Kompetenzen her. Die

aktivitdtenbezogenen Analysen innerhalb dieser Arbeit knilipfen daran an, haben aber zum

Ziel das gesamte Potenzial einer Aufgabe beziiglich der Anregung mathematischer Aktivi-

taten (Aktivititenspektrum) auszuloten, weniger den Beitrag zu ausgewdihlten Lernzielen.

Zusitzlich zur Analyse des Potenzials einer Aufgabe beziiglich der Anregung vielseitiger

Aktivitdten wird innerhalb dieser Arbeit (Kapitel 5) an exemplarischen Aufgaben unter-

sucht, inwiefern Schiiler die intendierten Aktivitdten umsetzen.

Fiir Lernaufgaben wird durch das Herausarbeiten des Aktivitdtenspektrums einer Aufgabe
erkennbar, welche mathematischen Kompetenzen mit der Aufgabe gefordert werden kon-
nen. Bei Beurteilungsaufgaben wird durch das Aktivitdtenspektrum deutlich, welche Fa-
higkeiten ein Schiiler bei der Bearbeitung der Aufgabe unter Beweis stellen muss. Das
Losen mathematischer Aufgaben und Problemstellungen ist ein komplexer Vorgang, der in
der Regel eine Vielzahl an Tatigkeiten erfordert (vgl. Lechner 2002, S. 255). Dabei ist eine

Aufgabe umso anspruchsvoller, je mehr und je verschiedenartiger die zur Bearbeitung
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notwendigen Aktivitdten sind (vgl. Lechner 2002, S. 255). Bei offenen Aufgaben kdnnen
die verschiedenen Losungswege der Schiiler mit unterschiedlichen und unterschiedlich
vielen Aktivititen verbunden und somit unterschiedlich komplex sein, weshalb in den
Aufgabenanalysen (vgl. Kapitel 5 und Anhang 2) die kompetenzspezifischen Anforde-

rungsniveaus nicht immer genau benannt werden konnen.

Mit dem in dieser Arbeit entwickelten Konzept der differenzierten Beurteilung mathemati-
scher Kompetenzen werden den Schiilern Riickmeldungen {iber ihre individuellen Stirken
und Schwichen, differenziert in die vier Aktivitdtsbereiche heuristisch-experimentell,
darstellend-interpretativ, formal-operativ, kritisch-argumentativ gegeben (vgl. 1.3). Als
flinfte Komponente werden die dargelegten inhaltlichen Kenntnisse der Schiiler (Grund-
wissen) erfasst. In der Aufgabenauswahl ist zu untersuchen, welche dieser Bereiche be-
riicksichtigt werden. Generell kann sowohl innerhalb einer Aufgabe als auch innerhalb
einer Aufgabensequenz auf Ausgewogenheit geachtet werden. In der letzten Variante kann
dann bei einer Aufgabe eine Schwerpunktsetzung auf ein oder zwei Aktivitdtsbereiche
erfolgen. Bei der Auswahl der Aufgaben fiir die schulpraktische Erprobung wurde die erste
Variante gewdhlt, d. h. versucht innerhalb einer Aufgabe mindestens drei Aktivitédtsberei-
che zu beriicksichtigen. Das kommt dem Erscheinungsbild wirklicher Problemstellungen

niher, die vielfiltige Kompetenzen einbinden.

Zur Untersuchung, welche Aktivitdtsbereiche eine Aufgabe anspricht, dienen die folgen-

den Analysefragen (Auswahl):
Darstellend-interpretative Aktivitdten

- Sind Sachverhalte mathematisch darzustellen, z. B. formal, graphisch, fachsprachlich-
verbal, schematisch etc.?
- Wird es notig, zwischen verschiedenen Darstellungen zu iibersetzen?

- Sind (z. B. graphische) Darstellungen zu interpretieren?
Heuristisch-experimentelle Aktivitdten

- Werden die Schiiler angeregt, Zusammenhénge herzustellen, Inhalte und Konzepte zu
verkniipfen, eigene Losungsstrategien zu entwickeln?
- Haben sie Gelegenheit, kreativ zu denken und zu arbeiten?

- Konnen sie heuristische Strategien (z. B. Verallgemeinern, Systematisieren) anwenden?
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Formal-operative Aktivitdten

- Ist es erforderlich, formale mathematische Verfahren/Algorithmen auszufiihren?

- Sind algebraische Operationen/Umformungen auszufiihren oder Gleichungen zu 16sen?
Kritisch-argumentative Aktivitdten

- Ist es wichtig oder notwendig, Aussagen zu begriinden oder zu beweisen?
- Sind Fallunterscheidungen durchzuftihren?
- Sind Schlussfolgerungen zu ziehen oder zu begriinden?

- Sind Modelle zu diskutieren oder zu bewerten?

2.2.2 Komplexititsbeschreibende Merkmale von Aufgaben zur differenzierten Beur-

teilung mathematischer Kompetenzen

Neben Merkmalen, die entscheiden, ob eine Aufgabe zur differenzierten Beurteilung ma-
thematischer Kompetenzen geeignet ist, gibt es Merkmale, die nicht entscheidend, aber
charakterisierend sind. Diese Merkmale beschreiben die kognitiven Anforderungen der
Aufgabe, zunidchst aus objektiver Sicht. Es ist zu vermuten, dass die kognitiven Anforde-
rungen Einfluss darauf haben, welche Aktivititen bei einer Aufgabe auf welchem Niveau
ausgefiihrt werden. Die Analyse der kognitiven Anforderungen eingesetzter Aufgaben ist
bedeutsam fiir die Formulierung aufgabenspezifischer Burteilungskriterien (vgl. Kapitel 3

und 4) und die Reflexion der Umsetzung durch die Schiiler (vgl. Kapitel 5).

Zur Auswahl der komplexitdtsbeschreibenden Merkmale werden zwei bestehende Systeme
der objektiven Aufgabenanalyse untersucht und verglichen: die Kategorien der Aufgaben-
komplexitdt von Williams und Clarke (1997) und das sehr differenzierte System der Klas-
sifikation mathematischer Aufgaben zur Analyse von Unterrichtssituationen von J. Neu-
brand (2002). Wenn méglich, werden weitere Aspekte von Aufgabenanforderungen einge-
ordnet, um verschiedene vorliegende Ansitze zu verbinden. J. Neubrand (2002) struktu-
riert objektive Kriterien in Aufgabenkern, Aufgabenperipherie und strukturbildende As-
pekte von Aufgaben. Damit werden Aspekte dhnlicher Bedeutung bei der Beschreibung
der Orientierung des Mathematikunterrichts zusammengefasst. Das eigene System der
Aufgabenklassifikation beziiglich objektiver Merkmale wird dagegen durch Bereiche
strukturiert, die sich in thren Verbindungen mit mathematischen Aktivitdten unterscheiden.
Um derartige Merkmalsgruppen aufzudecken werden die Kategorien der Systeme von

J. Neubrand sowie Williams und Clarke in Tabelle 2/3 gegeniibergestellt.
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Es wird deutlich, dass es eine Gruppe von Merkmalen gibt, welche die Aufgabenstellung
an sich betreffen: die sprachliche Komplexitit, die Art und Weise der Anweisungen, die
Art der Prisentationen und den geforderten Grad der Ausfiihrung. Diese Merkmale kénnen

eine unmittelbare Wirkung auf alle einbezogenen Aktivitdten haben.

Eine zweite Gruppe von Merkmalen betrifft Anforderungen beziiglich der mathematischen
Kenntnisse der Schiiler, die sich direkt auf die Beurteilungskategorie Grundwissen auswir-
ken konnen. Die inhaltlichen Kenntnisse konnen aber indirekt auch mit der Anzahl und

Qualitdt ausgefiihrter Aktivitidten in Verbindung stehen.

Eine dritte Merkmalsgruppe betrifft Anforderungen, die sich direkt auf Aktivitidten bezie-
hen. Die Komplexitdt der Repradsentationsformen und die Komplexitidt der mathematischen
Operationen steht direkt mit dem darstellend-interpretativen bzw. formal-operativen Akti-
vitdtsbereich in Verbindung. Die von J. Neubrand aufgeficherten Anspriiche beziiglich des
Findens einer Losungsstrategie, des Problemlosecharakters, der strukturellen Tiefe und der
Offenheit einer Aufgabe entsprechen im Wesentlichen heuristisch-experimentellen Anfor-
derungen. Auch die Komplexitdt der kontextuellen Einbindung dufBert sich im Anspruch
beziiglich des Findens der Losungsstrategie, also in heuristischen Anforderungen, was von
J. Neubrand direkt formuliert wird, aber auch an den Stufen der kontextuellen Komplexitét
von Williams und Clarke ablesbar ist. Anspriiche auf Grund notwendiger Argumentationen
werden in beiden Modellen nicht explizit betrachtet. M. Neubrand et al. (2002, S. 107)
sehen dagegen die Komplexitdt einer Aufgabe von einbezogenen Argumentationen beein-
flusst. Die Autoren zeigen, dass PISA-Aufgaben, welche Schiiler explizit auffordern zu

argumentieren, erhohte Schwierigkeiten machten (vgl. Neubrand, M. et al. 2002, S. 114).

Alle vier Aktivitdtsbereiche haben somit Einfluss auf die Komplexitidt der Aufgabe, was
rechtfertigt, die Anforderungen einer Aufgabe beziiglich der vier Aktivitdtsbereiche heuris-
tisch-experimentell, formal-operativ, darstellend-interpretativ und kritisch-argumentativ zu

analysieren.

Es werden Beziehungen zwischen den bereichspezifischen Anforderungen und der Anzahl,
Art und Qualitdt der entsprechenden Aktivitdten vermutet, die auch in Bezug auf die Beur-
teilung mathematischer Kompetenzen von Bedeutung sind. Bereichsspezifische Anforde-
rungen konnen FEinfluss auf die Kompetenzdarlegungen der Schiiler haben und sollten
deshalb in der Reflexion, evtl. auch in der Riickmeldung der Schiilerleistungen bei der

Bearbeitung einer Aufgabe Beachtung finden. Inwiefern die bereichsspezifischen Anforde-
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rungen Einfluss auf die Beurteilungskriterien und die Zuweisung von Bewertungen haben
sollten, ist derzeit eine offene Frage. Dariiber hinaus ist es denkbar, dass bereichsspezifi-
sche Anforderungen bereits die Art und die Anzahl der Aktivitdten, welche die Schiiler bei
der Bearbeitung einer Aufgabe ausfiihren, beeinflussen konnen, was Hinweise auf die
Gestaltung von Beurteilungsaufgaben geben kann. Systematische empirische Untersu-
chungen dazu sind im Rahmen dieser Arbeit nicht moglich. Ein Eindruck iiber die Bezie-
hungen zwischen Aufgabenparametern und den von den Schiilern ausgefiihrten Aktivitdten

soll aus einer Fallstudie gewonnen werden (vgl. Kapitel 5).

Tab. 2/3: Gegentiberstellung der Aspekte von Aufgabenkomplexitit von Williams und Clarke
(1997) und Neubrand (2002). Die Féarbung kennzeichnet die Zuordnung zu den in dieser Arbeit
verwendeten Kriteriengruppen, die unten erkldrt werden.

Komponenten objektiver Anforderungen Objektive Aufgabenmerkmale der Klassifika-

mathematischer Aufgaben nach dem Konzept | tion mathematischer Aufgaben zur Analyse

von Williams und Clarke (1997) von Unterrichtssituationen von J. Neubrand
(2002)

Sprachliche Komplexitét Anweisungen

Art der Aufgabenprésentation

Komplexitdt bzgl. der mathematischen Konzepte | Wissenseinheit

Art des Wissens

Mathematisches Stoffgebiet der Aufgabe

Komplexitit der Représentationsformen

Komplexitit der Operationen

Komplexitit des Kontextes Kontext

Aspekte der Modellierung: Unterschiedlicher
kognitiver Anspruch im Finden der Losungsstra-
tegie

Arten von Aufgaben: Unterschiedlicher kogniti-
ver Anspruch auf Grund des Problemldsecharak-
ters der Aufgabe

Strukturelle Tiefe: Unterschiedlicher kognitiver
Anspruch auf Grund innermathematischer An-
forderungen

Heuristische Tiefe: Unterschiedlicher kognitiver
Anspruch auf Grund der Offenheit der Aufgabe

Intellektuelle Komplexitit

In Tabelle 2/3 werden die Komponenten der Modelle zur objektiven Aufgabenanalyse von
J. Neubrand (2002) sowie Williams und Clarke (1997) gegeniibergestellt. Im Anschluss
werden die davon abgeleiteten, fiir die Beschreibung der Anforderungen von Aufgaben zur
differenzierten Beurteilung mathematischer Kompetenzen bedeutsamen, Merkmalsgruppen

erldutert.
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Die Komplexitit beziiglich intellektueller Fihigkeiten, welche sich auf die Aufgabe als
Ganzes bezieht, wird auf Grund der Beschreibung bereichsspezifischer Anforderungen in
diesem Analyseteil nicht untersucht. Die Analyse nach den von Williams und Clarke zur
Beschreibung der intellektuellen Komplexitit eingesetzten Stufen kognitiver Anforderun-
gen von Bloom (1976) wird, wie von Blomeke et. al (2006) vorgeschlagen, bereits ver-

wendet, um die kognitive Forderung als ein Qualitdtsmerkmal der Aufgabe zu beschreiben

(2.2.1).

2.2.2.1 Anforderungen auf Grund der Aufgabenformulierung [ 1]

Anforderungen, die sich direkt aus der Formulierung der Aufgabenstellung ergeben, sind
die sprachliche Komplexitdt aus dem Modell von Williams und Clarke sowie die Merkma-
le Anweisungen und Grad der Ausfiihrung aus dem Modell von J. Neubrand. Diese Merk-

male sind in Tabelle 2/3 mit dem hellsten Grauton markiert.
Sprachliche Komplexitit

Zur sprachlichen Komplexitdt von Aufgaben (,,Linguistic Complexity”, Williams/Clarke
1997b, S. 409) tragt das verwendete Vokabular, einschlieBlich fachsprachlicher Begriffe,
und die Satzstruktur, einschlieBlich logischer Verkniipfungen, bei. AuBlerdem spielen offe-
ne Fragen (,,open-ended phrasing®), wie ,,Was konnte sein, wenn ... 7, eine Rolle, welche

fiir Schiiler ungewohnt sein konnen und erst verstanden und interpretiert werden miissen.

Auch fiir Christiansen und Walther (1986, S. 276/277) ist die Art und Weise, wie die Auf-
gabe als Text préasentiert wird (,,the textual presentation®), ein Element der Aufgabenanaly-
se. In ihrer Kategorie ,,Form and Appearance® ist zusitzlich wichtig, ob der Text Ansatz-
punkte fiir eine Reflexion oder flir einen Dialog zwischen Leser und Text liefert und ob

sich die Form der sprachlichen Formulierungen innerhalb der Aufgabenstellung @ndert.

Das in der Aufgabenstellung verwendete Vokabular und die Komplexitdt der Satzstruktur
haben auf das Verstdndnis der Aufgabenstellung Einfluss und somit auf die Losung und
die damit verbundenen mathematischen Aktivitdten. Dies gilt insbesondere, wenn Interpre-
tationen offener Fragestellungen oder Deutungen logischer Strukturen notwendig sind. Der
Rahmenplan bietet eine Orientierung dariiber, ob die verwendeten fachsprachlichen Begrif-
fe Schiilern der angesprochenen Altersgruppe bekannt sind oder erst erarbeitet werden
missen. Dies ist auch fiir Anwendungsaufgaben zu priifen, wenn (Fach-)Begriffe aus dem

Kontext auftreten (z. B. be1 Anwendungen aus der Finanzmathematik).
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Bei der Erprobung des Analysemodells wurde die Erfahrung gemacht, dass sich die Analy-
sepunkte der sprachlichen Komplexitdt mit denen des Verstidndnisses, einem Kriterium auf
Grund der Beurteilungssituation, iiberschneiden. Eine angemessene sprachliche Komplexi-
tiat von Beurteilungsaufgaben ist aus Griinden der Gerechtigkeit daher den Entscheidungs-

faktoren (2.2.1), nicht den beschreibenden Faktoren, zuzuordnen.
Anweisungen

Aufgabenstellungen konnen nach Neubrand (2002, S. 119) implizite und explizite Anwei-
sungen enthalten. Explizite Anweisungen entsprechen direkten Handlungsanweisungen.
Sie geben an, welche Aktivititen, wenigstens primédr, auszufiihren sind (z. B. ,,Begriin-
de!*). Bei impliziten Anweisungen wird nicht direkt formuliert, was zu tun ist, sondern der
Schiiler muss die Fragestellung interpretieren und selbst Anweisungen und Teilaufgaben
ableiten. Zum Beispiel macht die Frage ,,Ist das Modell geeignet?* eine Analyse des Mo-
dells beziiglich (selbst) gewdhlter Kriterien und eine Bewertung notwendig. Die Notwen-
digkeit dieser und weiterer Aktivitdten ist von den Schiilern selbst zu erkennen. Implizite
Anweisungen sind durch die Zusammenhédnge innerhalb der Aufgabe gegeben. Beispiels-
weise kann auch ohne explizite Aufforderung erwartet werden, dass die Schiiler ihre
Schlussfolgerungen begriinden, wenn sie diesen Anspruch aus dem Unterricht gewohnt
sind. Hier wird deutlich, dass die Anforderungen einer Aufgabe von der Unterrichtsgestal-
tung abhidngen konnen. Vor allem offene Aufgaben enthalten kaum direkte Anweisungen
und sind dennoch mit konkreten Erwartungen verbunden. Neben der Gefahr, dass ge-
wiinschte Aktivitdten nicht ausgefiihrt werden, haben nicht-explizite und offene Fragestel-
lungen aber auch das Potenzial, vielfiltigere Schiileraktivitdten anregen zu konnen als es

explizite Fragestellungen erlauben (vgl. Schulz 2000).

Die hier genannten Aspekte wurden bereits unter dem Kriteritum der Erwartungstranspa-
renz (2.2.1) betrachtet. Dennoch spielt die Form der Anweisungen nicht nur als Auswahl-
kriterium, sondern auch in der Reflexion der Aufgabenbearbeitungen (vgl. Kapitel 5) eine

Rolle.
Aufgabenprisentation

Die Art der Aufgabenprésentation gibt an, inwiefern in die Aufgabenstellung Text, Symbo-
le, Visualisierungen, Tabellen, graphische Darstellungen, Modelle oder weitere Présentati-

onsformen einbezogen werden (vgl. Neubrand, J. 2002, S. 120).
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Die Prisentationsform der Aufgabenstellung kann iiber zwei Wege die Schiileraktivititen
bei der Bearbeitung beeinflussen. Zum einen hat die Aufgabenprésentation Auswirkungen
auf das Verstidndnis der Aufgabe. Graphische Darstellungen, aber auch Modelle, Beispiel-
aufgaben und weitere in die Aufgabenstellung einbezogene zusétzliche Medien konnen den
Schiilern als Hilfen dienen. Je anschaulicher ein Sachverhalt dargestellt ist, desto besser
sollte ein Zugang moglich sein (vgl. Zech 1996, S. 328). Geeignete Veranschaulichungen
unterstiitzen das Verstidndnis des mathematischen Gehaltes der Aufgabe und lenken nicht
vom mathematischen Kern ab. Die zweite Funktion ist die der Anregung. Pridsentationen
konnen die Schiiler anregen, ebenfalls derartige Mittel zu verwenden. So konnten formale
Aufgabenstellungen zu tiberwiegend formalen Losungswegen flihren, die Verwendung von
Skizzen oder Graphiken die Haufigkeiten dieser Darstellungen in den Schiilerlosungen
erhohen. In diesem Sinne dienen Darstellungen evtl. sogar als ,,Schliisselbegriffe” und

legen bestimmte Losungswege und damit verbundene Aktivitdten nahe.

In der Erprobung des Analysemodells wurde festgestellt, dass sich die Analysepunkte des
Aspektes der Aufgabenpriasentation mit dem Aspekt Verstdndnis der Aufgabenstellung und

der Analyse der darstellend-interpretativen Anforderungen tiberschneiden.

Damit tiberschneiden sich nach den Erfahrungen der Erprobung alle Aspekte der Anforde-
rungen beziiglich der Aufgabenformulierung mit anderen Kriterien fiir Aufgaben zur diffe-
renzierten Beurteilung mathematischer Kompetenzen und werden folglich nicht separat

erfasst. Die Komplexitidt des Analyseinstrumentes soll nur so grof3 wie nétig sein.

2.2.2.2 Komplexitit der einbezogenen mathematischen Inhalte L]

Die Kriteriengruppe Komplexitdt der einbezogenen mathematischen Inhalte vereinigt das
Kriterium der Komplexitdt beziliglich der mathematischen Konzepte von Williams und
Clarke und die Kriterien Wissenseinheit, mathematisches Stoffgebiet und Art des Wissens

von J. Neubrand.
Wissenseinheit

Unter den zur Losung einer Aufgabe erforderlichen Wissenseinheiten versteht J. Neubrand
(2002, S. 95) ,.die von einem Experten in Hinblick auf die Anforderungen der jeweiligen

Aufgabe aktivierten Wissensbestandteile®. Unterschieden werden von ihr, ob eine oder
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mehrere Wissenseinheiten™ zur Bearbeitung erforderlich sind und, ob es sich um implizit

oder explizit’' gegebene Wissenseinheiten handelt.

Die Anzahl und Art der durch die Aufgabe angesprochenen Wissenseinheiten hat neben
ihrer Bedeutung fiir die didaktische Aufgabenqualitdt (Vernetzung) Einfluss auf die poten-
ziell initiierbaren Aktivitdten. Aufgaben, die nur eine Wissenseinheit einbeziehen, die
explizit aktiviert wird (Grundaufgaben), sind dazu geeignet spezielle mathematische Tétig-
keiten zu trainieren. Mit solchen Aufgaben konnen formal-operative Tétigkeiten angeregt
werden, wie algebraische Umformungen ausfiihren oder Algorithmen abarbeiten. Durch
den Einsatz von Grundaufgaben konnen die Schiiler nicht zu heuristisch-experimentellen
und kritisch-argumentativen Aktivitdten angeregt werden. Heuristisch-experimentelle Ak-
tivitdten sind erforderlich, wenn Wissenseinheiten nicht explizit gegeben oder zu verbin-
den sind. Auch bei Argumentationen sind mehrere Wissenseinheiten aufeinander zu bezie-
hen. Wird eine Darstellungsform als Wissenseinheit betrachtet, sind auch bei darstellend-
interpretativen Aktivititen Wissenseinheiten zu verkniipfen. Im Falle einer impliziten
Aktivierung mehrerer Wissenseinheiten sind auf Grund der notwendigen Vernetzungen
und Modellierungen vielfiltige mathematische Aktivititen zu erwarten (vgl. Beschreibung

der Aktivitdten beim Modellbildungskreislauf 1.3.3).

Anhand der folgenden Analysefragen konnen die in der Aufgabe angesprochenen Wis-
senseinheiten untersucht werden:

- Werden mit der Aufgabe eine oder mehrere Wissenseinheiten angesprochen?

- Wird durch die Aufgabenstellung die Wissenseinheit explizit aktiviert oder macht eine

implizit einbezogene Wissenseinheit eine Modellierung erforderlich?
Stoftgebiet und curriculare Wissensstufe

Die konzeptuelle Komplexitdit von Williams und Clarke (,,Conceptual Complexity”,
1997b, S. 409) bezieht sich auf Typen und Kombinationen notwendiger mathematischer

Konzepte. Eine Aufgabe kann mehr oder weniger komplex sein, je nach dem, wie hoch das

30 Abgrenzung einer Wissenseinheit nach J. Neubrand (2002, S. 100): ,,Bei der Klassifikation der Aufgaben
werden jeweils die in den Aufgaben angesprochenen hierarchisch obersten Ebenen des zur Losung der
Aufgabe notwendigen Wissens betrachtet. Wissenseinheit ist also der Wissensbestandteil, der von einem
Experten als eine Einheit abrufbar und im Hinblick auf die gestellte Anforderung der Aufgabe gruppiert ist.*
> Durch die Unterscheidung nach explizit oder implizit vorliegenden Wissenseinheiten werden Aufgaben
getrennt, die zu ihrer Losung einen Modellierungsprozess bendtigen oder nicht (Neubrand 2002, S. 1011f.).
Modellierungsprozesse liegen vor, wenn Wissenseinheiten implizit gegeben sind, vom Bearbeiter ausgewahlt
und aktiviert werden miissen. Das kann auf (auBermathematische) Anwendungsaufgaben aber auch auf
innermathematische (komplexe) Situationen zutreffen. In beiden Fillen sind Ubersetzungsprozesse notwen-
dig. Der Begriff des Modellierens wird von J. Neubrand also in einem erweiterten Sinne verwendet.
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Anspruchsniveau und die Anzahl der erforderlichen Konzepte ist, wobei sich der Anspruch
aus der Stellung im relevanten Lehrplan ergibt. Auch in anderen Konzepten der Aufgaben-
analyse wird die ,,curriculare Wissensstufe* als ein Faktor fiir die Aufgabenschwierigkeit
gesehen. Baumert, Bos und Lehmann (2000, S. 75/76) unterscheiden bei der Analyse der
TIMSS III-Aufgaben fiir die gymnasiale Oberstufe, ob es sich tiberwiegend um Wissensin-
halte aus dem Alltag bzw. der Grundschule, der Sekundarstufe I oder der Sekundarstufe 11
handelt. Eine zusédtzliche Stufe konzeptueller Komplexitdt wird erreicht, wenn verschiede-

ne Konzepte miteinander zu verbinden sind oder ein neues Konzept innerhalb der Aufga-

benbearbeitung zu entwickeln ist (vgl. Williams/Clarke 1997b, S. 409).

Neben der curricularen Wissensstufe wird dem Stoffgebiet Bedeutung zugeordnet (vgl.
J. Neubrand 2002, S. 115/116). Beziiglich der Anregung mathematischer Aktivitdten konn-
te vermutet werden, dass unterschiedliche Stoffgebiete Schwerpunkte in verschiedenen
Aktivitdtsbereichen setzen. Beispielsweise konnten innerhalb der Linearen Algebra gehéduft
darstellend-interpretative Aktivitdten ausgefiihrt werden, in der Analysis eher formal-ope-
rative. Auffillige Schwerpunktsetzungen sind zu vermeiden, um zu verhindern, dass Stoff-
gebiete mit spezifischen Aufgabentypen gleichgesetzt werden. In dieser Hinsicht bietet die
Differenzierung in Aktivitits- oder Kompetenzbereiche eine Kontrollméglichkeit, denn
prinzipiell konnen alle vier Aktivitdtsbereiche in allen Stoffgebieten beriicksichtigt werden.
Bei globalen Vernetzungen mathematischer Inhalte ist die eindeutige Zuordnung zu einem
mathematischen Stoffgebiet nicht moéglich. Dann wird beschrieben, welche Stoffgebiete

einbezogen werden.

Die thematische und curriculare Einordnung der mit der Aufgabe angesprochenen Wis-
sensinhalte erfolgt durch die Analysefrage:
- Welchen curricularen Wissensstufen und welchen Stoffgebieten kénnen die einbezoge-

nen Inhalte zugeordnet werden?
Art des Wissens

Beziiglich der Art des zur Losung einer Aufgabe notwendigen Wissens unterscheidet
J. Neubrand (2002, S. 107) zundchst zwischen prozeduralem und konzeptuellem Wissen.
Prozedurales Wissen besteht zum einen aus der formalen Sprache, dem benutzten symboli-
schen Darstellungssystem, und zum anderen aus der Kenntnis von Regeln, Algorithmen
und Prozeduren (vgl. Neubrand, J. 2002, S. 108). Konzeptuelles Wissen gibt dagegen Zu-

sammenhinge zwischen mathematischen Konzepten wieder (vgl. Neubrand, J. 2002,
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S. 109). J. Neubrand fligt in ihrem Aufgabenmodell zwei weitere Kategorien hinzu: Fak-

. . . . . 52
tenwissen und Aufgaben, die Kombinationen von Wissensarten erfordern.

Es ist anzunehmen, dass die konzeptuelle Komplexitit indirekt Einfluss auf die Aktivitdten
der Schiiler bei der Bearbeitung der Aufgabe hat. Ist innerhalb der Aufgabe lediglich Fak-
tenwissen bzw. das Wissen von konkreten Einzelinhalten abzurufen und wiederzugeben,
sind keine mathematischen Aktivitdten im Sinne der Darlegung mathematischer Fahigkei-
ten und Fertigkeiten erforderlich. Andererseits beruhen alle komplexeren Wissensarten und
auch mathematische Aktivitdten auf der Kenntnis von Einzelinhalten. Prozedurales Wissen
wird innerhalb von Aufgabenbearbeitungen bei der Ausfithrung mathematischer Verfahren
bzw. Algorithmen deutlich. Diese Wissensart sollte mit der Ausfiihrung formal-operativer
Aktivitdten verbunden sein. Seltener werden die Verfahren durch die Schiiler (verbal)
beschrieben werden, was einer darstellend-interpretativen Aktivitdt entsprache. Konzeptu-
elles Wissen sollte mit heuristischen Aktivitidten, wie Herstellen von Zusammenhéngen,

Verallgemeinern, Analogisieren, einhergehen.

Zur Beschreibung der Art des einbezogenen Wissens wird in Anlehnung an J. Neubrand
(2002, S. 111) die folgende Analysefrage formuliert:
- Ist zur Bearbeitung der Aufgabe Faktenwissen, prozedurales Wissen oder konzeptuelles

Wissen oder eine Kombination von Wissensarten notwendig?

2.2.2.3 Komplexitit beziiglich spezifischer Aktivititsbereiche ]

Ein groBer Teil der in den Modellen von Williams und Clarke sowie von J. Neubrand
enthaltenen Aspekte der Charakterisierung objektiver Aufgabenanforderungen steht direkt
mit bestimmten mathematischen Kompetenzen in Verbindung (in Tabelle 2/3 mit den
dunkelsten Grauton markiert). So steht die Komplexitdt von Représentationsformen (Willi-
ams/Clarke 1997b, S. 408/409, 1997, S. 452) in direktem Zusammenhang zu darstellend-
interpretativen Aktivititen, die Komplexitit beziiglich mathematischer Operationen (Willi-
ams/Clarke 1997b, S. 409) dagegen mit formal-operativen Aktivitdten. Die Komplexitit
des Kontextes (Williams/Clarke 1997b, S. 408) sowie alle weiteren in Tabelle 2/3 aufge-

>2 Renkl und Helmke (1992, S. 48) unterscheiden zwischen perfomanzorientierten Aufgaben, die mechani-
sches Wissen iiber einzelne Fakten und Verfahren erfordern und strukturorientierten Aufgaben, die bedeu-
tungshaltiges Wissen iiber mathematische Begriffe und Prinzipien einschlieen. Bloom (1976, S. 217) wiéhlt
die Kategorien ,,Wissen von konkreten Einzelinhalten®, ,,Wissen tiber Wege und Mittel mit konkreten Einzel-
inhalten zu arbeiten®, ,,Wissen iiber Verallgemeinerungen und Abstraktionen eines Fachgebietes®. Diese
Kategorien stimmen beziiglich der Unterscheidung kognitiver Anforderungen im Wesentlichen mit den von
J. Neubrand iiberein.
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fiihrten Aspekte des Analysemodells von J. Neubrand (Kontext, Aspekte der Modellierung,
Arten von Aufgaben, Strukturelle Tiefe und heuristische Tiefe) stehen in erster Linie mit
heuristisch-experimentellen Aktivititen in Zusammenhang. Die Merkmale der Anforde-

rungen beziiglich bestimmter Aktivititsbereiche werden im Folgenden beschrieben.
Heuristische Anforderungen

Die heuristischen Anforderungen setzen sich aus den Aspekten kontextuelle Einbettung
und Modellierung, Offenheit (heuristische Tiefe) und Problemlosecharakter der Aufgabe

sowie strukturelle Tiefe zusammen.
Kontextuelle Einbettung und Modellierung

Der Begrift Kontext wird von J. Neubrand (2002, S. 112) wie der Begriff der Modellierung
nicht nur auf auBermathematische Anwendungen, sondern auch auf innermathematische
Einbettungen bezogen. Der Kontext einer Aufgabe spiegelt die beriicksichtigten Vernet-
zungen mathematischer Konzepte wider. AuBlermathematische Kontexte bedingen eine
Vernetzung von Fach- und Sachwissen. Innermathematische Kontexte driicken die Bezie-

hungshaltigkeit der Aufgabe innerhalb der Mathematik aus (vgl. Neubrand 2002, S. 114).

In der Systematisierung von Williams und Clarke (1997b, S. 40) ist eine Aufgabe beziig-
lich der situativen Einbettung wenig komplex, wenn die zur Losung der Aufgabe erforder-
lichen mathematischen Operationen explizit benannt werden. Eine zweite Stufe wird er-
reicht, wenn das mathematische Schliisselkonzept spezifiziert und so auf die damit verbun-
dene Operation hingewiesen wird. Die hochste Komplexitdt beziiglich des Kontextes ist
gegeben, wenn die zur Losung der Aufgabe relevante mathematische Operation hinter den
kontextuell spezifischen Ausdriicken versteckt bleibt. Fiir die Schiiler ergibt sich dann die
Notwendigkeit, den Aufgabentext zu interpretieren, um die erforderlichen Operationen zu
identifizieren. Die kontextuelle Komplexitidt einer Aufgabe entspricht einer Barriere aus
Details, welche spezifisch fiir die situative Einbettung sind (vgl. Williams/Clarke 1997b,
S. 408). Anforderungen, die auf einen Aufgabenkontext zuriickgehen, sind vor allem heu-
ristische Anforderungen: Die spezielle Situation ist zu analysieren, Zusammenhdnge mit
mathematischen Konzepten sind herzustellen, moglicherweise Vereinfachungen, Verall-
gemeinerungen, Spezialisierungen vorzunehmen und schlieBlich sind die Uberlegungen zu
systematisieren, zu ordnen, zu synthetisieren. Bei einer vollstdndigen Modellierung werden
jedoch alle Aktivitdtsbereiche angesprochen (vgl. 1.3.2). Die Komplexitidt bedingt durch

einen Kontext kann somit auch Einfluss auf die anderen drei Aktivititsbereiche haben.
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J. Neubrand (2002, S. 121/122)*® bezieht die Kategorie ,,Finden des Losungsansatzes oder
der Losungsstrategie auf das Erkennen der (mathematischen) Wissenseinheit in einem
spezifischen (Sach-)Zusammenhang und unterscheidet ebenfalls, ob durch die Aufgaben-
stellung oder zusitzliche Informationen das Finden des Losungsansatzes erleichtert oder,

z. B. durch zusétzliche Angaben, erschwert wird.

Mit der kontextuellen Komplexitit ist der ,,Bekanntheitsgrad* (Zech 1996, S. 329) sowie
der ,,Abstraktionsgrad* (Zech 1996, S. 328) einer Aufgabe verbunden. Vertraute Sachver-
halte stellen geringere Anforderungen dar als fremde. Ebenso konnen in einer Aufgabe
enthaltene bekannte Teilaufgaben bis hin zu Automatismen vereinfachend wirken (vgl.
Zech 1996, S. 329). Unter ,,Abstraktionsgrad* versteht Zech (1996, S. 328), die Anzahl der
unwesentlichen Angaben in der Aufgabenstellung. Diese verbergen die wesentliche ma-
thematische Operation und erhéhen die kontextuelle Komplexitit. Vor allem der Bekannt-
heitsgrad flihrt dazu, dass Art und Anzahl ausgefiihrter heuristischer Aktivitdten nicht nur
mit der Komplexitit, sondern auch mit der Art des Kontextes zusammenhidngen konnen.
J. Neubrand (2002, S. 132ff.) unterscheidet bzgl. der Art des Kontext nicht nur inner- und
auBBermathematische Kontexte, sondern weiter ,,real-world* und eingebettete Aufgaben im
auBBermathematischen Bereich und lokal und global im innermathematischen Bereich. Es
liegt die Vermutung nahe, dass ,real-world“ Aufgaben und innermathematisch globale
Kontexte weitaus mehr und vielfdltigere Aktivitdten induzieren konnen als lokale Kontex-
te. Diese Kriterien konnen innerhalb der Beschreibung des Kontextes auftreten, werden in

dieser Arbeit aber nicht systematisch erfasst.

Zur Beschreibung der kontextuellen Einbettung werden folgende Analysefragen gewahlt:
- Welche Stufe kontextueller Komplexitét liegt vor: Wird innerhalb der Aufgabenstellung
ein mathematisches Schliisselkonzept spezifiziert, also auf die erforderliche mathemati-

sche Operation hingewiesen (1. Stufe)? Bleiben die mathematischen Operationen in der

>3 Fiir Neubrand (2002, S. 122) entspricht das ,,Finden der Losungsstrategie” dem ,Mathematisieren® bzw.
,.Ubersetzen* bei anwendungsbezogenen Aufgaben. In dieser Arbeit wird Mathematisieren, d. h. Ubertragen
in ein mathematisches Modell, in eine heuristische und eine darstellend-interpretative Komponente aufgefi-
chert. Zunéchst ist ein geeignetes mathematisches Modell fiir das Anwendungsproblem zu finden oder zu
entwickeln (heuristisch-experimentell). Dann erfolgt das Ubersetzen, d. h. das Ubertragen der in der Sprache
des Kontextes gegebenen Information in die fiir das gewéhlte Modell spezifische mathematische Sprache
(darstellend-interpretativ)(vgl. 1.3.2).
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Einbettung verborgen (2. Stufe)? Wird das Auffinden der hilfreichen mathematischen
Operation durch die Aufgabenformulierung erschwert (3. Stufe)?**

- Liegt ein auBermathematischer oder ein innermathematischer Kontext vor?
Offenheit und Problemlosecharakter der Aufgabe

Aspekte der Offenheit einer Aufgabe werden als Indikator verwendet, um einzuschétzen,
ob mit einer Aufgabe ,,Problemlosestrategien, Strategiewissen oder Heuristiken entwickelt
werden konnen* (Neubrand, J. 2002, S. 135). Die ,,heuristische Tiefe* (Neubrand, J. 2002,
S. 135ff) einer Aufgabe duBlert sich dabei in der Anzahl der moéglichen Losungen, der
multiplen Losbarkeit und der Offenheit in der Fragestellung.

Die Forderung heuristischer Fahigkeiten erfolgt auf verschiedenen unterrichtlichen Ebe-
nen: Eine Aufgabenstellung muss moglichst verschiedene Losungswege einfordern bzw.
wenigstens zulassen, bei der Bearbeitung sind individuelle Herangehensweisen zu unter-
stiitzen und bei der Reflexion der Aufgabe sind die unterschiedlichen Ansitze zu diskutie-
ren und zu wiirdigen. Zur Beschreibung der objektiven Merkmale der Aufgabe ist relevant,
,ob die Aufgabe liberhaupt die Moglichkeit enthélt, Heuristiken im Unterricht aufzuzei-
gen* (Neubrand, J. 2002, S. 136). Ein Indikator dafiir ist so J. Neubrand ,,vor allem die

Forderung nach vielfiltigen Losungsmoglichkeiten®.

Offenheit und Problemldsecharakter einer Aufgabe sollten sich auf die Art, Anzahl und
Vielfalt heuristischer Aktivititen auswirken. Eine methodisch offene Aufgabe macht die
eigenstdndige Entwicklung von Losungsstrategien durch das Herstellen von Zusammen-
hiangen erforderlich. Innerhalb der individuellen Losungswege konnen weitere heuristische
Aktivitdten auftreten, z. B. Verallgemeinern, Systematisieren, Probieren, Experimentieren,
Spezialisieren. Aufirdge, die auch im Zielzustand offen sind, wie die in 1.1.2 vorgestellte
Aufgabe zum giinstigsten Handytarif, sollten das Spektrum méglicher heuristischer Aktivi-
taten weiter verbreitern. Zugleich kann aber auch die Vielfalt der Aktivitdten insgesamt

von der Offenheit der Aufgabe abhiingen.>

> Da auf der ersten Stufe kontextueller Komplexitit nach Williams und Clarke (1997b, S. 408) die erforder-
liche mathematische Operation explizit spezifiziert wird, also kein Kontext vorliegt und somit auch keine
heuristischen Anforderungen, werden hier drei Stufen der kontextbedingten Komplexitit neu definiert.

> Beziiglich der Offenheit erscheint die Beobachtung der Aufgabe im Unterricht und die Analyse der indivi-
duellen Bearbeitungen von besonderer Bedeutung, denn eine objektiv offene Aufgabe kann durch Hinweise
auf mogliche Herangehensweisen oder durch die Einordnung in eine spezielle Unterrichtseinheit (,,Verfah-
rentraining*) zu einer geschlossenen Aufgabe werden (vgl. auch Blomeke et al. 2006). Eigene (unsystemati-
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Vom Merkmal der Offenheit unterscheidet J. Neubrand (2002, S. 123ff.) den Probleml6se-
charakter einer Aufgabe und systematisiert, welche Komponente des mathematischen
Problemlseprozesses — Anfangssituation, Transformation, Endsituation®® (vgl. Bruder
2000, S. 69/70) — gegeben und welche gesucht ist. Jeder der moglichen acht Aufgabenty-
pen (vgl. Bruder 2000, S. 70, Neubrand, J. 2002, S. 125) bildet wesentliche Lerntétigkeiten
ab (Bruder, Vortrag ,,Welche Aufgabe — wann?, 15.12.2003, Humboldt-Universitit zu
Berlin, vgl. Bruder 2000, S. 71). Der Typ einer Aufgabe kann mit Anzahl, Art und Vielfalt
der heuristischen Aktivitdten aber auch der Aktivitdten allgemein zusammenhéngen. Bei-
spielsweise ldsst eine Grundaufgabe (Ausgangssituation und Transformation gegeben, Ziel
gesucht) keine heuristischen Aktivitdten zu, wohl aber z. B. eine Umkehraufgabe, bei der
nur das Ziel vorgegeben ist. Grundaufgaben sind iiberwiegend mit formal-operativen Akti-
vitdten verbunden, Beweisaufgaben (Transformation gesucht, Anfang und Ziel vorgege-
ben) dagegen mit argumentativen und heuristischen Aktivitdten. Innerhalb der praktischen
Aufgabenanalysen dieser Arbeit wird der Aufgabentyp vermerkt, wenn er bedeutsam fiir

die Umsetzung der Aktivitdten ist, aber nicht systematisch erfasst.

In Anlehnung an J. Neubrand werden folgende Analysefragen zur Beschreibung der Of-

fenheit einer Aufgabe formuliert:

- Ist die Aufgabe eindeutig 16sbar oder gibt es mehrere (gleichwertige) Losungen?

- Gibt es einen oder vielfiltige mogliche Losungswege? Ist die Aufgabe methodisch
offen?

- Liegt eine nicht explizit formulierte Fragestellung vor?
Strukturelle Tiefe

Mit einer Aufgabe konnen unterschiedliche kognitionspsychologische Ebenen angespro-
chen werden, indem ,Metakonzepte* einbezogen werden, die {iber der Aufgabe selbst
liegen und aus Aufgaben unterschiedliche Anforderungen machen, die rein stofflich nicht
beschreibbar sind (vgl. Neubrand, J. 2002, S. 128). Differenziert werden von J. Neubrand
drei Formen fiir Metakonzepte, die jeweils einem Aspekt struktureller Tiefe entsprechen:
1.) Unterschiedliche Typen von Situationsmodellen, 2.) Anwendung des mathematischen
Wissens auf verschiedenen Ebenen (konkret — allgemein), 3.) Vernetzungen durch aufga-

benimmanentes Wiederholen oder essentielle mathematische Tétigkeiten.

sche) Beobachtungen zeigten, dass ein und dieselbe Aufgabe in einer Klasse durch sehr unterschiedliche
Strategien, in einer anderen Klasse aber durch ein geiibtes Verfahren bearbeitet werden kann.
36 Zur Struktur des Problemldseprozesses allgemein siehe Dérner 1987 (z. B. S. 10).
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Fiir die vorliegende Arbeit ist vor allem der zuletzt genannte Aspekt von Interesse. Bei der
Beschiftigung mit einem mathematischen Inhalt wihrend einer Aufgabenbearbeitung
werden nicht nur die Inhalte selbst geiibt, sondern auch ,,libergeordnete Prinzipien®, wie
das Beweisen (vgl. Neubrand, J. 2002, S. 134, vgl. auch Lernen in Dimensionen 1 und 2,
1.1.2). In der Variablengruppe ,essentielle mathematische Titigkeiten* untergliedert
J. Neubrand Beweisen (formal), Begriinden (informell), Verallgemeinern, etwas in Bezie-
hung setzen/vergleichen, Klassifizieren, Logisches Ordnen. Im Analysemodell dieser
Arbeit werden derartige Aktivitdten innerhalb der aktivititenbezogenen Aufgabenanalyse

(2.2.1) erfasst.
Formal-operative Anforderungen

Die Komplexitdt einer Aufgabe beziiglich mathematischer Operationen (,,Operational
Complexity*, Williams/Clarke 1997b, S. 409) schlie3t alle Arten und Kombinationen von
Operationen ein, die zur Losung der Aufgabe erforderlich sind. Zur Einstufung des An-
spruchs der zur erfolgreichen Bearbeitung einer Aufgabe notwendigen Operationen dient
der aktuelle Lehrplan. Um den Anforderungen der Sekundarstufe II gerecht zu werden,
wird die ,,Operational Complexity von Williams und Clarke um die mathematischen
Verfahren und Algorithmen erweitert, welche in der Sekundarstufe II die algorithmischen

Anforderungen einer Aufgabe wesentlich bestimmen.

Der Einfluss zu Grunde liegender formaler mathematischer Konzepte (z. B. einer Glei-
chung) auf die Schwierigkeit einer Aufgabe wurde moglicherweise bislang iiberbewertet.
Die Wirkung der Art und Anzahl notwendiger mathematischer Operationen und Verfahren
auf die Schwierigkeit einer Aufgabe muss differenziert und in Abhédngigkeit vom Aufga-
bentyp betrachtet werden. M. Neubrand et al. (2002, S. 111) zeigen, dass sich bei techni-
schen Aufgaben die (empirische) Schwierigkeit vor allem aus der curricularen Wissensstu-
fe der geforderten Routinen ergibt, der Umfang der Bearbeitung dagegen keinen signifi-
kanten Beitrag zur Aufgabenschwierigkeit leistet. Bei rechnerischen Modellierungsaufga-
ben kommen zusitzlich zur curricularen Wissensstufe die Komplexitidt der Modellierung

und der Umfang der Bearbeitung ins Spiel (vgl. Neubrand, M. et al. 2002, S. 112).

Zwischen den algorithmisch-kalkiilhaften Anforderungen und der Anzahl, Art und Vielfalt
der von den Schiilern ausgefiihrten formal-operativen Aktivitdten ist ein direkter Zusam-

menhang zu erwarten.

Zur Beschreibung der formal-operativen Anforderungen dienen folgende Analysefragen:
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- Welcher curricularen Wissensstufe sind die auszufiihrenden Operationen und Verfahren
zuzuordnen?

- Wie wird die Anzahl der Operationen bzw. die Komplexitit der algorithmischen Anfor-
derungen charakterisiert: einzelne Operationen, komplexe Verkniipfungen von Operati-

onen, Verfahren mit wenigen Rechenschritten, komplexe Verfahren?

Darstellend-interpretative Anforderungen

Die Komplexitdt der Darstellungen (,,Representational Complexity*, Williams/Clarke
1997b, S. 408/409, 1997, S. 452) wird erzeugt durch Symbole, Diagramme, Graphen, aber
auch verbale Darstellungen, Tabellen und weitere Repréisentationsformen, welche verwen-
det oder interpretiert werden miissen, um die Aufgabe verstehen und bewéltigen zu kon-
nen. Anzahl, Art und Vielfalt der notwendigen Représentationsformen und die Erfordernis
zwischen Darstellungsformen zu iibersetzen haben vermutlich nicht nur Einfluss auf die
Komplexitdt der Aufgabe, sondern speziell auch auf die Anzahl und Art der ausgefiihrten
darstellend-interpretativen Aktivititen. Anspruchsvolle Ubersetzungen und Analysen
bedingen auch heuristische, u. U. auch argumentative Tétigkeiten. Insbesondere die eigen-
standige Auswahl von Darstellungsmitteln, welche der Losungsfindung dienlich sind, sie
moglichst erleichtern, ist eine solche heuristische Aktivitdt. So kénnen zeichnerisch-ikoni-
sche Darstellungen (Skizzen) oder auch Konkretisierungen allgemeiner Zusammenhdnge
als Hilfsmittel dienen (vgl. ,,Anschaulichkeitsgrad®, Zech 1996, S. 328, ,sekundédres Medi-
um®, Aebli 1981, S. 359/360). Wéhrend des Losungsprozesses sind jedoch — ebenso wie
bei der Aufgabenstellung — mehrere Faktoren ausschlaggebend dafiir, ob die Darstellungen
den Losungsprozess unterstiitzen oder erschweren, z. B. die Eignung des gewéhlten Dar-
stellungsmittels oder die Vertrautheit der Schiiler mit der Darstellungsform (vgl. Aebli

1981, S. 360, Jahnke 1984).

Die Anforderungen beziiglich darstellend-interpretativer Aktivititen werden beschrieben
durch die Analysefragen:

- Welche Darstellungsformen werden durch die Aufgabe gefordert oder angeregt?

- Welche Ubersetzungen zwischen Darstellungen sind erforderlich?

- Sind diese Darstellungen den Schiilern geldufig oder sind sie fiir sie ungewohnt? Sind

eigene/neue Darstellungsformen zu entwickeln?

Kritisch-argumentative Anforderungen

Werden die bisher dargelegten spezifischen Anforderungen von Aufgaben betrachtet,

konnen drei der vier Aktivitdtsbereiche von Lechner (heuristisch-experimentell, formal-
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operativ und darstellend-interpretativ) wiedergefunden werden. Der kritisch-argumentative
Aktivitdtsbereich blieb bisher weitestgehend unberiicksichtigt. In vorliegenden Klassifika-
tionssystemen fiir mathematische Aufgaben werden die Anforderungen beziiglich des
Argumentierens nicht in dem Malle explizit analysiert wie z. B. heuristische Anforderun-
gen. M. Neubrand et al. (2002, S. 107) benennen dagegen Argumentationen als ein anfor-
derungsbeeinflussendes Merkmal von Aufgaben und zeigen, dass Aufgaben, die von den
Schiilern explizites Argumentieren, d. h. Begriindungen und Beweise, verlangen, hohe
Schwierigkeiten aufweisen (S. 114). In dieser Arbeit wird deutlich, dass Anforderungen im
argumentativen Bereich auch flir Schiiler mathematisch-profilierter Klassen eine hohere
Schwierigkeit darstellen als die in anderen Aktivitdtsbereichen (vgl. Kapitel 4). Reiss
(2002, S. 42) stellte bei Untersuchungen in Gymnasien fest, dass Aufgaben, die explizit
Begriindungen verlangen, schlechter bearbeitet werden. Und auch bei Untersuchungen in
anderen Bereichen der Mathematik fiel auf, dass methodische Defizite in der Beweisfiih-
rung vorliegen und (auch begabte) Schiiler Schwierigkeiten haben, Behauptungen mit
Hilfe einer logischen Argumentationskette zu stiitzen (vgl. Stengel 2002, S. 64). Nach
Goldberg (1992, S. 34/35) liegen Ursachen der Schwierigkeiten beim Beweisenlernen im
kognitiven Bereich der Schiiler (Schwierigkeiten im Gebrauch der Umgangs- und Fach-
sprache, Schwierigkeiten beim Verwenden von Variablen/Symbolen, ungeniigend ausge-
pragtes Verstiandnis logischer Bestandteile der Sprache), aber auch in Aspekten der Unter-
richtsgestaltung, wie einer zu starken Bindung an formale Darstellungen (vgl. Heske 2002,

S. 52/53).

Mathematik ist charakterisiert durch logische und sprachliche Strenge und dies kommt
beim Beweisen besonders zum Ausdruck. Beide Aspekte von Strenge sind im Unterricht
angemessen zu berlicksichtigen, ohne ,,durch iiberhohte Forderungen einen lebendigen Ge-
dankenaustausch im Unterricht zu erschweren und inhaltliches Verstehen zu behindern
(Walsch 2000, S. 28). Die Ziele beziiglich der Entwicklung logischer Fahigkeiten sind
nicht durch das Beweisen allein erreichbar, sondern ,,es bedarf der Ergédnzung durch viel-
seitige AnstoBe, Fragestellungen und Ubungen, bei denen der Gehalt an iiberzeugenden
Argumentationen im Vordergrund steht und nicht das Beweisen von Sitzen* (Walsch
2000, S. 30). Walsch (1992, S. 31) erscheint es bedeutsam, Schiilern Gelegenheit zu geben,
eigene Ergebnisse, Vermutungen, Urteile zu begriinden sowie Behauptungen anderer zu

werten und eventuell zu widerlegen (vgl. Goldberg 2002, S. 11).
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Nach diesen Aussagen zur spezifischen Schwierigkeit des Argumentierens ist zu vermuten,
dass sich die Anforderungen der mathematischen Argumentation deutlich auf die Tétigkei-
ten der Schiiler auswirken, nicht nur auf die argumentativen. Schon die Aufforderung ,,Be-
griinde oder ,.Beweise” kann Einfluss darauf haben, ob sich ein Schiiler iiberhaupt der
Aufgabe stellt, denn ,,aus der Sicht der Schiiler ist das Beweisen oft negativ belegt™
(Walsch 1992, S. 27). Ihre Ablehnung begriinden die Schiiler mit geringen Erfolgschancen
und Unsicherheiten bzgl. der Beweisfiihrung (vgl. Walsch 1992, S. 27).

Anforderungen bzgl. argumentativer Kompetenzen ergeben sich aus dem Grad an Formali-
sierung und aus der Komplexitidt auf Grund der Verkniipfung unterschiedlicher Argumente
und Schlussweisen. Es sind so Malle (2002, S. 6) ,,zwei grundlegend verschiedene Sachen,
eine Begriindung zu finden und diese ordentlich zu formulieren. Er berichtet, dass auch
Studienanfinger bei einer Beweisaufgabe oftmals eine Beweisidee finden, aber keine
korrekte Argumentation aufschreiben konnen. Malle (2002, S. 6) unterscheidet nicht zwi-
schen Begriinden und Beweisen, sondern zieht fiir den Mathematikunterricht (generell) das
»sanftere Wort ,Begriinden‘“ vor. Um formale Anforderungen zu unterscheiden, scheint es

jedoch sinnvoll, das (anschauliche) Begriinden und das (formale) Beweisen zu trennen.

Fiir Goldberg (2002, S. 9) bedeutet Begriinden im Mathematikunterricht, ,,andere und sich
selbst durch (logisches) Verbinden einzelner Argumente von der Richtigkeit einer Aussage
zu iiberzeugen“. Die Uberzeugungsfunktion (Malle 2002, S. 4) steht im Vordergrund.
Beim Begriinden wird fachsprachlich und mit mathematischen Argumenten gearbeitet. In
Verbindung mit auBermathematischen Kontexten konnen, z. B. beim Bewerten der Eig-
nung eines mathematischen Modells, mathematische und nichtmathematische Argumente
verkniipft werden. Begriindungen unterliegen nicht den strengen logischen Regeln und

formalen Anspriichen von Beweisen bzw. Nachweisen und werden oft verbal formuliert.

Beim fachwissenschaftlichen Beweisen werden die zuldssigen Argumente auf Axiome und
bereits bewiesene Aussagen und die zuldssigen Verbindungen auf die logischen Schlussre-
geln eingeschriankt (vgl. z. B. Walsch 1972, S. 28). Dabei diskutieren aber auch Mathema-
tiker immer wieder, welche Regeln in der Mathematik giiltig sind (vgl. Reiss 2002, S. 39,
Dreyfus 2002). Das Beweisen ist die Argumentationsform, die am stirksten durch logische
und sprachliche Strenge gekennzeichnet ist (vgl. Walsch 2000, S. 28, Walsch 1972). Dies
sollte ebenso fiir den Mathematikunterricht gelten, wenn auch hier nicht mit Axiomen-
systemen gearbeitet wird und viele Sdtze anschaulich gewonnen werden. Unter einem

Beweis bzw. Nachweis wird in dieser Arbeit ein mehrstufiger Prozess verstanden, der sich
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formal in die Abschnitte Behauptung, Beweisschritte oder Argumentationsfolge, Beweis-
schluss gliedert. Zuldssige Argumente sind dabei bereits im Unterricht bewiesene Aussa-
gen, aber auch solche, die im Unterricht, z. B. auf Grund von Plausibilitidtsbetrachtungen
oder Begriindungen, als giiltig anerkannt wurden. Die Verbindungen der Argumente soll-
ten die logischen Schlussweisen sein, wobei die Darstellung nicht nur formal, sondern auch
fachsprachlich verbal, aber prézise, erfolgen kann. Moglich sind verschiedene Beweisver-
fahren, wie indirekter Beweis, vollstindige Induktion, Beweis durch Fallunterscheidung,
bei denen Teile der logischen Schlusskette bereits vorgegeben sind. Andere Beweise dage-
gen sind in ihrer Struktur offener, z. B. viele geometrische Beweise. Die Komplexitdt von

Beweisen, d. h. Art und Anzahl vorzunehmender Argumentationsschritte ist unterschied-

lich.>’

Neben diesen beiden komplexeren Argumentationsformen, die sich im Formalisierungs-
grad unterscheiden, wird in dieser Arbeit das (einfache) Schilussfolgern, z. B. das Schlielen
auf ein lokales Extremum nach einer Extremwertbetrachtung, als Kompetenz des Argu-
mentierens verstanden. Auch, wenn die Grenze zum Grundwissen nicht immer gezogen
werden kann, zeigt die explizite Anwendung von Schlussregeln, dass Grundregeln des
mathematischen Argumentierens und die logischen Bestandteile der Sprache und Symbolik

beherrscht werden™.

Fiir die Beschreibung der Anforderungen von Aufgaben beziiglich kritisch-argumentativer
Aktivitdten sind die folgenden Analysefragen wichtig:

- Sind zur Losung der Aufgabe (nur) einfache logische Schlussfolgerungen notig?

- Miissen die Schiiler Aussagen mit mathematischen Mitteln begriinden?

- Ist ein logisch und mathematisch exakter Beweis bzw. Nachweis zu fiihren?

- Wie komplex ist die Argumentationskette (Anzahl, Art der Argumentationsschritte)?

°7 Beweisaufgaben an sich sind Problemstellungen und schlieBen viele einzelne Aktivititen ein (dhnlich dem
Modellbildungsprozess). Deshalb werden sie innerhalb der Aktivitdtenanalyse weiter aufgeschliisselt. Neben
der argumentativen Komponente werden bei einem vollstaindigen Beweis in der Regel auch heuristische,
formale und darstellende Aktivitdten einbezogen.

% Argumentationen auf allen Ebenen unterscheiden sich von verbalen Erliuterungen und Kommentaren
durch argumentative Ausdriicke, wie ,,weil®, ,,daraus folgt®, ,,somit“, die auch durch entsprechende logische
Symbole ersetzt werden konnen. Der logische Zusammenhang wird so entwickelt und dargestellt.
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2.2.2.4 Beschreibung durch Anforderungsniveaus

Eine Moglichkeit der konkreten Benennung kognitiver Anforderungen sind Anforderungs-
bereiche, wie sie in den Bildungsstandards (Reproduzieren, Zusammenhinge herstellen,
Verallgemeinern und Reflektieren, KMK 2004, KMK 2005) und in den Einheitlichen
Priifungsanforderungen (EPA) Mathematik (KMK 2002, Tabelle 2/4) formuliert werden.

Tab. 2/4: Anforderungsbereiche der EPA (KMK 2002, S. 121f.)

Anforderungsbereich I umfasst

die Verfugbarkeit von Daten, Fakten, Regeln, Formeln, mathematischen Sitzen usw. in einem
abgegrenzten Gebiet im gelernten Zusammenhang

die Beschreibung und Verwendung gelernter und getibter Arbeitstechniken und Verfahrenweisen
in einem abgegrenzten Gebiet und einem wiederholenden Zusammenhang

Anforderungsbereich II umfasst

selbstidndiges Auswihlen, Anordnen, Verarbeiten und Darstellen bekannter Sachverhalte unter
vorgegebenen Gesichtspunkten in einem durch Ubung bekannten Zusammenhang

selbstindiges Ubertragen des Gelernten auf vergleichbare neue Situationen, wobei es entweder
um verdnderte Fragestellungen oder um veridnderte Sachzusammenhinge oder um abgewandelte
Verfahrensweisen gehen kann

Anforderungsbereich III umfasst

planméBiges und kreatives Bearbeiten komplexer Problemstellungen mit dem Ziel, selbstindig zu
Losungen, Deutungen, Wertungen und Folgerungen zu gelangen

bewusstes und selbstdndiges Auswihlen und Anpassen geeigneter gelernter Methoden und Ver-
fahren in neuartigen Situationen

Auch zur Einordnung der Anforderungen von Aufgaben zur differenzierten Beurteilung
mathematischer Kompetenzen sind Zuordnungen zu konkreten Anforderungsbereichen
sinnvoll. Besser als die ausfiihrlichen Beschreibungen der Anforderungen, die fiir die
Reflexion der Ergebnisse wichtig sind, erlauben sie eine schnelle Ubersicht, um die Eig-
nung der Aufgabe fiir die Lerngruppe abzuschitzen und erméglichen einen Uberblick iiber
die Einbeziehung unterschiedlicher Anforderungsniveaus, z. B. in einem Themengebiet.
Der in dieser Arbeit verwendeten Differenzierung werden Beschreibungen von Anforde-
rungsbereichen fiir die vier Aktivitdtsbereiche und die einbezogenen mathematischen In-
halte gerecht, denn in einer Aufgabe konnen die Anforderungen zwischen einzelnen ange-
sprochenen mathematischen Kompetenzen durchaus variieren. In einer Beweisaufgabe
z. B. konnen die argumentativen Anforderungen hoch, die formal operativen dagegen
niedrig sein. Es konnen aber auch Zusammenhénge bestehen, z. B. zwischen hohen Anfor-
derungen bzgl. mathematischer Inhalte und hohen heuristischen Anforderungen. Im Fol-
genden werden kompetenzbereichspezifische Anforderungen exemplarisch konkretisiert,

z. T. auch durch Beispiele aus den EPA (KMK 2002, S. 12ff.). Unterschiedliche Anforde-
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rungsniveaus ergeben sich aus der Neuartigkeit einbezogener Elemente und aus der Kom-

plexitédt durch Anzahl und Vernetzung der Elemente.

Tab. 2/5: Anforderungsbereiche bzgl. einbezogener mathematischer Inhalte

Anforderungsbereich I bzgl. einbezogener mathematischer Inhalte umfasst u. a.

die Verfugbarkeit von Definitionen, Fakten, Regeln, Formeln, mathematischen Sétzen aus einer
Wissenseinheit, die zu den Standardinhalten der Sekundarstufe II gehort

die Verfugbarkeit von Standardinhalten der Sekundarstufe I und der Primarstufe ohne Vernetzun-
gen zwischen Wissenseinheiten

Anforderungsbereich II bzgl. einbezogener mathematischer Inhalte umfasst u. a.
die Verfugbarkeit von Einzelinhalten verschiedener Stoffeinheiten und Jahrgangsstufen
die Verfugbarkeit von Zusammenhéngen zwischen Standardinhalten

Anforderungsbereich III bzgl. einbezogener mathematischer Inhalte umfasst u. a.

die Verfugbarkeit zahlreicher Einzelinhalte und deren Zusammenhinge aus unterschiedlichen
Stoffeinheiten und unterschiedlichen Schulstufen

die Erarbeitung neuer Wissensinhalte innerhalb einer Aufgabe

Tab. 2/6: Anforderungsbereiche bzgl. einbezogener darstellend-interpretativer Aktivititen

Anforderungsbereich I bzgl. einbezogener darstellend-interpretativer Aktivitdten umfasst u. a.
Skizzen auf bekannte Weise anfertigen, z. B. Graphen von Grundfunktionen skizzieren
(formale) Routinedarstellungen anwenden, z. B. algebraische Umformungen darlegen

Anforderungsbereich II bzgl. einbezogener darstellend-interpretativer Aktivitdten umfasst u. a.
charakteristische Eigenschaften einer Funktion aus dem Graphen erschliefen
einen Graphen in einen Funktionsterm oder einen Funktionsterm in einen Graphen iibersetzen

eine verbal beschriebene Situation in eine formale Darstellung {ibersetzen, wenn die mathemati-
schen Konzepte aus dem Unterricht bekannt sind

Anforderungsbereich III bzgl. einbezogener darstellend-interpretativer Aktivititen umfasst u. a.
graphische Darstellung komplexer oder neuartiger Zusammenhénge
kreatives Ubersetzen einer komplexen oder neuartigen Situation in eine formale Darstellung
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Tab. 2/7: Anforderungsbereiche bzgl. einbezogener heuristisch-experimenteller Aktivitdten

Anforderungsbereich I bzgl. einbezogener heuristisch-experimenteller Aktivititen umfasst u. a.
Auswabhl eines Standardverfahrens, das zur Losung der Problemstellung geeignet ist, wobei
analoge Problemstellungen im Unterricht bearbeitet wurden

Zusammenhénge zwischen Standardinhalten herstellen, auf die im Unterricht bereits eingegangen
wurde

Anforderungsbereich II bzgl. einbezogener heuristisch-experimenteller Aktivitdten umfasst u. a.

bekannte Verfahren und heuristische Strategien fiir Problemstellungen auswihlen, die in &hnlicher
Form im Unterricht bearbeitet wurden (z. B. Umkehrungen von Standardaufgaben)

Zusammenhénge zwischen Inhalten verschiedener Stoffeinheiten und/oder Jahrgangsstufen
herstellen

Eigenschaften von Funktionen, mathematischen Zusammenhéngen u. 4. analysieren

Anforderungsbereich III bzgl. einbezogener heuristisch-experimenteller Aktivitdten umfasst u. a.
Losungsstrategien fiir neuartige oder komplexe Problemstellungen finden
komplexe Zusammenhinge herstellen (Inhalte verschiedener Stoffeinheiten und Schulstufen)

einen Sachverhaltes verallgemeinern, der nur aus Beispielen bekannt ist

Tab. 2/8: Anforderungsbereiche bzgl. einbezogener formal-operativer Aktivitidten

Anforderungsbereich I bzgl. einbezogener formal-operativer Aktivitdten umfasst u. a.

Routineverfahren/Routineoperationen der Sekundarstufe I und wenig komplexe Verfahren und
Operationen der Sekundarstufe II ausfiithren

Anforderungsbereich II bzgl. einbezogener formal-operativer Aktivitdten umfasst u. a.
komplexe Verfahren der Sekundarstufe II ausfiihren
Standardoperationen kombinieren

Anforderungsbereich III bzgl. einbezogener formal-operativer Aktivititen® umfasst u. a.
Kalkiile und Verfahren auf neuartige Situationen selbstindig anpassen

Operationen oder verschiedene Verfahren, auch verschiedener Stoffeinheiten und Schuljahre,
zusammensetzen

ein neuartiges Verfahrens kreieren

> Beispiele fiir Anforderungsniveau I im heuristisch-experimentellen Bereich sind kaum zu finden: Werden
bekannte Verfahren in bekannten Situationen angewendet, liegt keine heuristische Anforderung vor. Werden
aus dem Unterricht bekannte Zusammenhinge hergestellt, handelt es sich eigentlich um Grundwissen. Es
kann sich hier also nur um das selbstindige Auswihlen bekannter Verfahren in bekannten Zusammenhéngen
und um das selbstindige Herstellen bekannter Zusammenhangen handeln, also um das eigenstdndige Nach-
vollziehen heuristischer Aktivitdten, die im Unterricht gemeinsam ausgefiihrt wurden.

% Es ist anscheinend nicht moglich, Beispiele von Aktivititen des Anforderungsbereichs III formal-
operativer Aktivitdten zu finden, ohne das auch eine heuristisch-experimentelle Komponente vorliegt.
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Tab. 2/9: Anforderungsbereiche bzgl. einbezogener kritisch-argumentativer Aktivitaten

Anforderungsbereich I bzgl. einbezogener kritisch-argumentativer Aktivititen umfasst u. a.
eine Begriindung/einen Beweises, die/der im Unterricht erarbeitet wurde, wiedergeben
wiederholende Beschreibung eines Beweisverfahrens

Anforderungsbereich II bzgl. einbezogener kritisch-argumentativer Aktivitdten umfasst u. a.
Beweise, deren Beweisstruktur aus dem Unterricht bekannt ist, ausfiihren
vollstdndige Fallunterscheidungen in iiberschaubaren Situationen durchfiihren

Anforderungsbereich III bzgl. einbezogener kritisch-argumentativer Aktivititen umfasst u. a.
Beweise fiihren, zu denen eigenstindige Beweisgedanken erforderlich sind
eigenstdndig Ergebnisse, Modelle, Vorgehensweisen tiberpriifen und bewerten

2.2.3 Uberblick iiber das entwickelte Modell der Analyse und Beschreibung von Auf-

gaben zur differenzierten Beurteilung mathematischer Kompetenzen

Als Ergebnis der in Abschnitt 2.2.1 und 2.2.2 geflihrten Diskussion von Merkmalen ver-
schiedener vorliegender Modelle der Aufgabenklassifikation und -analyse werden in die-
sem Abschnitt zusammenfassend die ausgewéhlten Kriterien und beschreibenden Merkma-
le fiir Aufgaben zu differenzierten Beurteilung mathematischer Kompetenzen aufgelistet.
Zusammen mit den Analysefragen (vgl. 2.2.1 und 2.2.2) liegt damit ein praktischer Krite-
rienkatalog vor, der flir die Auswahl und Konstruktion der in dieser Arbeit eingesetzten
Aufgaben verwendet wird. Die Eignung des Kriterienkataloges fiir Aufgaben zur differen-
zierten Beurteilung mathematischer Kompetenzen wird nach den Erfahrungen bei der

Erprobung in Abschnitt 6.1 kritisch reflektiert.
Bedingungen an Aufgaben zur differenzierten Beurteilung mathematischer Kompetenzen

Bedingungen auf Grund der Beurteilungssituation

- Validitét,

- Gerechtigkeit,

- individuelle Wege (Offenheit)

Bedingungen durch Anspruch an Aufgabenqualitit

- individuelle und gesellschaftliche Bedeutung von Aufgaben,
- kognitive Forderung

Bedingungen verbunden mit dem Ziel des Ansprechens vielseitiger mathematischer
Kompetenzen

- darstellend-interpretative Aktivitédten,

- heuristisch-experimentelle Aktivitdten,

- formal-operative Aktivitéten,
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- kritisch-argumentative Aktivititen
Komplexitdtsbeschreibende Merkmale von Aufgaben zur differenzierten Beurteilung

mathematischer Kompetenzen

Komplexitét der einbezogenen mathematischen Inhalte

- Wissenseinheit/Stoffgebiet und curriculare Wissensstufe,

- Art des Wissens

Komplexitét beziiglich spezifischer Aktivitdtsbereiche

- Anforderungen beziiglich darstellend-interpretativer Aktivitéten,
- Anforderungen beziiglich heuristisch-experimenteller Aktivitédten,
- Anforderungen beziiglich formal-operativer Aktivitédten,

- Anforderungen beziiglich kritisch-argumentativer Aktivitdten

2.3 Entwicklung von Aufgaben zur differenzierten Beurteilung mathema-

tischer Kompetenzen

»---» the crucial function of the teacher is not to motivate students for activity on
a selected task, but to select task which motivate his students for activity — and
which as far as possible do this in and by themselves.* (Christiansen/Walther
1986, S. 294).

Das Zitat von Christiansen und Walther bringt es auf den Punkt: Die Auswahl geeigneter
Aufgaben ist wesentlich fiir die Anregung anspruchsvoller und vielseitiger Schiileraktivita-
ten und damit auch fiir die Beurteilung entsprechender Kompetenzen. Ein Instrument zur
zielorientierten und spezifischen Analyse von Aufgaben wurde in 2.2 entwickelt und wird
hier angewendet, um die Eignung von Aufgaben zur differenzierten Beurteilung mathema-
tischer Kompetenzen zu bewerten und gegebenenfalls Ansatzpunkte fiir eine Modifikation
oder Erweiterung von Aufgaben zu finden. Gleichzeitig wird das Modell der Aufgabenana-

lyse und das Vorgehen bei der Konstruktion von Aufgaben verdeutlicht.
2.3.1 Angebot an Aufgaben

Die wohl nach wie vor wichtigste Aufgabenquelle fiir Lehrer ist das Schulbuch. Die (her-
kommliche) Unterrichtsorganisation ist insgesamt stark an das verwendete Schulbuch ge-
bunden (vgl. Christiansen/Walther 1986, S. 293). Schulbiicher nehmen méglicherweise so-
gar einen groferen Einfluss auf das Unterrichtsgeschehen als Lehrpline (vgl. Dockhorn
2000), werden deshalb mitunter als ,,heimlicher Lehrplan® bezeichnet. Das Schulbuch bie-
tet einen Rahmen fiir die Organisation des Lernprozesses, erleichtert die Sequenzierung

des mathematischen Inhalts und die Aufteilung der Unterrichtszeit (vgl. Christiansen/Wal-
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ther 1986, S. 295). Sowohl Standardbeispiele zu Aufgabentypen als auch diesbeziigliche
Ubungen kénnen dem Schulbuch entnommen werden (vgl. Christiansen/Walther 1986,
S. 293). Aus Griinden der Arbeitsokonomie wird diese Stellung auch erhalten bleiben.
Gerade auch differenzierende und auf selbstéindiges Lernen und Uben gerichtete Unter-
richtformen machen eine Vielzahl von Ubungsaufgaben und Problemstellungen notwen-
dig, auf die der Lehrer schnell und situationsgerecht zugreifen kann. Dennoch weisen die
nicht zufriedenstellenden Ergebnisse internationaler Vergleichsstudien auch darauf hin,
dass das dominierende Unterrichtsmittel zu wenig auf eine ausgewogene Forderung der
Schiiler ausgerichtet ist und das kalkiilhafte Arbeiten mehr als anspruchsvolle Kompeten-
zen wie das Argumentieren und Problemlosen unterstiitzt. ,,Trotz einiger motivationsorien-
tierter Verbesserungen™ (Bruder 2000, S. 71) beriicksichtigt das Aufgabenangebot in
Schulbiichern unterschiedliche Aufgabentypen, insbesondere anspruchsvolle Umkehr- oder
Problemaufgaben, noch nicht ausreichend (vgl. Bruder 2000, S. 71). Offene Fragestellun-
gen treten in gdngigen Schulbiichern in der Regel kaum auf (vgl. Dockhorn 2000). Dock-
horn (2000) zeigt Wege auf, wie Fragestellungen aus Lehrbiichern verdndert, auch aufge-
wertet werden konnen, wobei es ihm vor allem darum geht, diese Aufgaben zu 6ffhen (vgl.

Wiegand/Blum 1999).

Auch bei der Suche nach Aufgaben, die zur differenzierten Beurteilung mathematischer
Kompetenzen geeignet sind, konnen Schulbiicher hilfreich sein. Neben der Offaung der
Aufgaben, die in vielen Fillen notig sein wird, um heuristische Aktivitdten anzuregen, sind
zur Konstruktion von Aufgaben fiir den speziellen Zweck der Beurteilung vielseitiger
mathematischer Kompetenzen weitere Analyse- und ggf. anschlieBende Modifikations-
schritte erforderlich. Mit dem dafiir in dieser Arbeit entwickelten Analyseinstrument wird
in Abschnitt 2.3.2 exemplarisch eine Lehrbuchaufgabe analysiert und zielgerichtet modifi-

ziert.

Eine weitere Quelle fiir Aufgaben zur Beurteilung mathematischer Aktivititen sind Mate-
rialien, die zur Umsetzung der Bildungsstandards entwickelt wurden, vor allem dann, wenn
sie eine objektive Analyse wichtiger Aufgabenmerkmale und Anforderungen, wenigstens
in Ansétzen, einschlieBen. Dies ist zum Beispiel bei den kommentierten Aufgabenbeispie-
len der Bildungsstandards (KMK 2004, KMK 2005) der Fall, bei denen einbezogene ma-
thematische Kompetenzen und zugehorige Anforderungsniveaus benannt, wenn auch nicht
ndher beschrieben werden. Gleiches gilt fiir die umfangreiche Aufgabensammlung in Blum

et al. 2006 (S. 207ff.). In einer eigenen Arbeit (Risse 2006b) zur Unterstiitzung der Umset-
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zung der Bildungsstandards und des neuen Berliner Rahmenlehrplans fiir die Sekundarstu-
fe I wurden Aufgaben hinsichtlich ihrer Anforderungen beziiglich der einbezogenen allge-
meinen mathematischen Kompetenzen der Bildungsstandards beschrieben und Hinweise

zur Umsetzung der Aufgaben im Unterricht gegeben.

In zahlreichen weiteren Veroffentlichungen finden sich Aufgaben, die geeignet sind, spezi-
fische Kompetenzen zu entwickeln, wovon im Folgenden nur einige Beispiele gegeben
werden konnen. Eine Analyse dieser Aufgaben mit den in 2.2 zusammengestellten Ent-
scheidungskriterien deckt auf, ob sie auch zur Beurteilung derartiger Kompetenzen geeig-
net sind. Aufgabenbeispiele zu allen ,vier Qualititen mathematischen Arbeitens® stellt

Lechner 2002 (S. 255ft) vor.

Verschiedenartige Aufgaben mit Schwerpunkt auf der Argumentation finden sich bei
Biirger (2000). Bei den Erlduterungen zu einigen Aufgaben wird auch auf Schiileraktivita-
ten und Anforderungen eingegangen. Neben argumentativen Téatigkeiten werden von die-
sen Aufgaben auch die anderen Aktivitdtsbereiche einbezogen. Da Argumentieren vom
Herstellen von Beziehungen zwischen Sachverhalten gekennzeichnet ist (vgl. Biirger 2000,
S. 33), sind mit argumentativen Aktivitditen vor allem auch heuristisch-experimentelle
Aktivitdten verbunden. Interessante Argumentationsaufgaben mit ,,gezielten Trugschliis-
sen‘ stellt Hanisch (1985, S. 140) vor. Jahnke (2002) entwickelt eine ,,begriindende Unter-
richtseinheit zur Einfiihrung in die Analysis* (Klasse 11). Beispiele unterschiedlichster
Argumentations- und Beweisaufgaben finden sich auch bei Fischer und Malle (1985,

S. 178fF).

Offene Aufgaben sind, ebenso wie Aufgaben die direkt zur Férderung von Problemlose-
strategien konstruiert wurden, geeignet, heuristische Kompetenzen zu fordern. Auch bei
diesen Aufgaben werden aber hdufig mehrere, wenn nicht sogar alle, Kompetenzbereiche
verkniipft: Darstellungen, formale Tatigkeiten und Argumentationen sind hdufig in die
Problemlésung integriert. Auf Grund der groBen Bedeutung offener Aufgaben fiir die
Unterrichtsqualitidt (vgl. 2.2.1) gibt es zahlreiche mathematikdidaktische Verdéftentlichun-
gen mit Beispielen offener Aufgaben und Anregungen zum Offnen von Aufgaben, z. B.
Herget 2000, Dockhorn 2000, Wiegand/Blum 1999, Bruder 2000, Biichter/Leuders 2005
(S. 88ft.), Schulz 2000. Auch dabei bleibt zu priifen, ob diese Aufgaben Kriterien an Beur-
teilungsaufgaben erfiillen. Vor allem bei sehr offenen Fragestellungen ergibt sich hdufig
eine Diskrepanz zu den Kriterien an Aufgaben zu Beurteilungszwecken, insbesondere bzgl.

der Erwartungstransparenz und der Validitit (vgl. dazu auch die Aufgabenanalysen in den
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Kapiteln 4 und 5). In der Rubrik ,.Die etwas andere Aufgabe der Zeitschrift ,,mathematik
lehren werden Aufgaben vorgestellt, die hohere Fahigkeiten, wie z. B. schopferische,
beschreibende, begriindende und beurteilende Féhigkeiten ansprechen und dennoch auch
fiir Klausuren und Klassenarbeiten geeignet gehalten werden (vgl. Herget 1996, S. 53).
Unter dem Motto ,,Weg vom Kalkiil — hin zum Analysieren, Interpretieren und Argumen-
tieren® stellt Althoff (2001) Priifungsaufgaben fiir die Jahrgangsstufen 9 bis 13 zusammen,
die sich auf vielseitige Féhigkeiten beziehen. Weitere Beispiele fiir anspruchsvolle und

vielseitige ,,Aufgaben zum Leisten finden sich bei Biichter und Leuders 2005.

Werden zur Umsetzung bestimmter Unterrichtsziele keine geeigneten Aufgaben gefunden,
gibt es nur die Moglichkeit, solche selbst zu entwickeln. Christiansen und Walther (1986,
S. 295) sehen in der eigenstidndigen Konstruktion von Aufgaben eine gute Gelegenheit fiir
den Lehrer zum Thema Aufgaben und Aktivititen in der komplexen Situation des Unter-
richts dazuzulernen, was vor allem auf die unmittelbaren Riickmeldungen aus den Schiiler-
arbeiten zuriickzufiihren ist. Der Lehrer kann beobachten, ob die Aktivititen bei der Um-
setzung der Aufgabe seinen Erwartungen entsprechen (vgl. Kapitel 5). In Abschnitt 2.3.3
wird exemplarisch eine Aufgabe, mit dem Ziel der Anregung vielseitiger und anspruchs-

voller Kompetenzen konstruiert.
2.3.2 Exemplarische Analyse und Modifikation einer Lehrbuchaufgabe

An dieser Stelle wird exemplarisch eine Lehrbuchaufgabe hinsichtlich ihrer Eignung zur
differenzierten Beurteilung mathematischer Kompetenzen gepriift. Fir die Auswahl der
Aufgabe werden die entscheidenden Faktoren des Analysemodells untersucht. Analysen
der charakterisierenden Merkmale, insbesondere der kompetenzspezifischen Anforderun-
gen, welche zur Reflexion der Umsetzung und der Beurteilungsergebnisse notwendig sind,
werden in Kapitel 5 vorgenommen. Vollstdndige Aufgabenanalysen befinden sich auler-

dem in Anhang 1.3 und Anhang 2.
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Beispiel 1a:
Analyse der Aufgabe ,,Absorption von Licht* (urspriingliche Aufgabe)
Quelle: Analysis Leistungskurs. Berlin 1997: Volk & Wissen, S. 77
Aufgabenstellung

Dringt Licht in Wasser ein, so verliert es mit zunehmender Wassertiefe durch Absorption

an Intensitdt. In reinem Meerwasser nimmt die Lichtintensitidt pro Meter um ca. 75 % des

bis dahin verbliebenen Wertes ab.

a) Beschreiben Sie den Vorgang mit einer geometrischen Folge.

b) Wie viel Prozent der urspriinglichen Intensitdt sind in 1 m, 2 m, 3 m Wassertiefe noch
vorhanden?

¢) In welcher Tiefe betragt die Lichtintensitiat nur noch 1/1000 des urspriinglichen Wertes?

Bedingungen auf Grund der Beurteilungssituation

Validitét

Der Schwerpunkt liegt auf formal-operativen Aktivitdten. Um diese ausfiihren zu konnen,
ist das physikalische Phdnomen in eine geometrische Folge zu iibersetzen, wozu der Text
verstandig gelesen, analysiert und interpretiert werden muss. In Folge der Beschrinkung
auf darstellend-interpretative und formal-operative Kompetenzen spiegelt die Aufgabe

nicht die breiten Kompetenzanforderungen an den Mathematikunterricht wider.
Gerechtigkeit

Verstiandlichkeit: Die Aufgabenstellung ist tiberwiegend in der Sprache des Kontextes
formuliert, enthélt physikalische Begriffe. Diese (Absorption, Intensitédt) sind Schiilern der
gymnasialen Oberstufe in aller Regel bekannt, {iberwiegend sogar aus dem Alltag. Den
mathematischen Begriff der geometrischen Folge kennen die Schiiler, so ist die Aufgabe
gedacht, aus den vorhergehenden Stunden der Stoffeinheit Reelle Zahlenfolgen. Prozent-

sdtze sind den Schiilern spatestens seit der achten Klasse vertraut.

Erwartungstransparenz: Alle Aufforderungen werden direkt formuliert. Die Aufforderung
des Beschreibens anhand einer geometrischen Zahlenfolge ist jedoch irrefiihrend, da ge-
meint ist, das in der Aufgabenstellung beschriebene physikalische Phdnomen in die forma-

le Darstellung zu {ibersetzen.
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Ergebnis und Produktorientierung: Dieser Aspekt wird durch explizite Teilaufgaben erfiillt.
Die Aufgabe ist sogar ergebniszentriert, da kaum prozessbezogene Aktivitdten einbezogen

werden.

Schwierigkeit: Zur Losung der Aufgabe ist Verstdndnis des Begriffs der geometrischen
Zahlenfolge notwendig, was die Schiiler in den vorhergehenden Stunden erworben haben
sollten. Alle notwendigen algebraischen Umformungen und Berechnungen entsprechen
Routineoperationen der Sekundarstufe 1. Die Anforderungen sind fiir einen Leistungskurs
oder einen mathematisch profilierten Kurs gering und nur angemessen, wenn es sich um

eine erste Ubung zum Konzept der geometrischen Zahlenfolge handelt.
Moglichkeit individueller Wege (Offenheit)

Teilaufgabe a) wird methodisch eingeschrankt durch die Vorgabe, eine geometrische Folge
zu verwenden. Die Teilaufgaben b), c) sind nicht methodisch eingeschréankt, lassen aber

auf Grund ihrer formalen Fragestellungen den Schiilern wenig Spielraum fiir eigene Wege.

Bedingungen durch Anspruch an Aufgabenqualitiit

Individuelle und gesellschaftliche Bedeutung: Der physikalische Kontext hat gesellschaft-
liche Bedeutung und kann bei den Schiilern, wenigstens bei einigen, Interesse hervorrufen.
Es wird deutlich, dass das wichtige mathematische Konzept der geometrischen Zahlenfol-
ge auch auBermathematisch anwendbar ist. Auf Grund der starken methodischen Einen-
gung, die keine eigenstindige Modellierung zuldsst, ist die Aufgabe methodisch weder

bedeutsam noch interessant.

kognitive Forderung: Die Aufgabe stellt fiir Schiiler eines Leistungskurses keine kognitive
Forderung dar: Die Zuordnungsvorschrift fiir geometrische Zahlenfolgen ist heranzuzie-
hen, um die Daten der Aufgabenstellung einzusetzen. Alles andere sind numerische Be-
rechnungen und algebraische Operationen geringer bis méfiger Schwierigkeit. Es werden

kognitive Fahigkeiten hochstens bis zur Stufe des Analysierens notwendig.

Kriterien verbunden mit dem Ziel des Ansprechens vielseitiger mathematischer Kompe-

tenzen

Darstellend-interpretative Aktivititen: im Kontext gegebene Daten in die symbolische

Sprache {ibersetzen, formal darstellen
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Heuristisch-experimentelle Aktivititen: Zusammenhinge zwischen den Angaben der Auf-
gabenstellung und den Parametern der allgemeinen Zuordnungsvorschrift geometrischer

Zahlenfolgen herstellen
Formal-operative Aktivititen: algebraische Umformungen und Berechnungen ausfiihren
Kritisch-argumentative Aktivititen: keine

Fazit der Analyse der entscheidenden Faktoren

Die Schulbuchaufgabe erfiillt die Anforderungen an Aufgaben zur differenzierten Beurtei-
lung mathematischer Kompetenzen nicht zufriedenstellend. Dies liegt zum einen an der
Vorgabe des mathematischen Modells ,,geometrische Zahlenfolge™, was bewirkt, dass
kaum heuristische Aktivitdten notwendig sind, sondern mit Kenntnis der Zuordnungsvor-
schrift fiir geometrische Zahlenfolgen die Aufgabe praktisch gelost ist. Das Aktivitits-
spektrum der Aufgabe ist dadurch eng. AuBBerdem sind die kognitiven Anforderungen der
Aufgabe fiir einen Leistungskurs und die profilierten elften Klassen der schulpraktischen
Erprobung (vgl. Kapitel 4 und 5) zu gering. Wichtige mathematische Konzepte der Unter-
richtsreihe ,,Reelle Zahlenfolgen*, wie das Konzept der Monotonie oder des Grenzwertes,
werden nicht einbezogen. Diese Schwachstellen sollen durch die folgende Modifikation

beseitigt, der interessante Kontext aber beibehalten werden.

Beispiel 1b:
Analyse der Aufgabe ,,Absorption von Licht* (modifizierte Aufgabe)
Aufgabenstellung®’

Dringt Licht in Wasser ein, so verliert es mit zunechmender Wassertiefe durch Absorption

an Intensitdt. In einem Gewésser wurde gemessen, dass die Lichtintensitdt pro Meter um

ca. 75 % des bis dahin verbliebenen Wertes abnimmt.

a) Beschreiben Sie diesen physikalischen Vorgang mit Hilfe einer Zahlenfolge.

b) Untersuchen Sie Monotonie und Konvergenz dieser Folge. Werten Sie Ihre Ergebnisse
in Bezug zur physikalischen Realitit. Ist das Modell geeignet?

c) Wie viel Prozent der urspriinglichen Intensitdt sind in 1 m, 2 m, 3 m Wassertiefe noch
vorhanden?

d) In welcher Tiefe betrdgt die Lichtintensitédt erstmals weniger als 1/1000 des urspriingli-

chen Wertes?

%! Eine mogliche Losung zu dieser Aufgabe wird in 3.2.2 vorgestellt.
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Bedingungen auf Grund der Beurteilungssituation

Validitéat

Die Notwendigkeit des Textverstdndnisses zum Losen der Aufgabe bleibt in der modifi-
zierten Fassung erhalten. Das grundlegende Versténdnis der physikalischen Vorgédnge wird
noch bedeutender, da es nicht nur fiir die Ubersetzung in ein mathematisches Modell son-
dern auch fiir die Bewertung des Modells in Verbindung mit der Realitét erforderlich ist.
Der Schwerpunkt der mathematischen Aktivitdten liegt nicht mehr auf formal-operativen
Aktivitdten, sondern alle vier Aktivitdtsbereiche werden (ausgewogen) einbezogen und

somit Kompetenzanforderungen an das Fach Mathematik umfassender beriicksichtigt.
Gerechtigkeit

Verstandlichkeit: Die Verstdandlichkeit der Aufgabenstellung bleibt erhalten, vorausgesetzt
die Schiiler haben die Begriffe Monotonie und Konvergenz in den vorangegangen Stunden

kennen gelernt und angewendet.

Erwartungstransparenz: Aufforderungen werden explizit formuliert. Wichtig fiir die Erwar-
tungstransparenz ist, dass die Schiiler die Anforderungen an eine angemessene Untersu-
chung der Monotonie und der Konvergenz und an die Darlegung einer solchen Untersu-
chung aus dem Unterricht kennen, was zum Zeitpunkt der Aufgabenstellung der Fall sein
sollte. Problematisch ist moglicherweise die Aufforderung zum Bewerten, wenn die selb-
standige schriftliche Formulierung einer Bewertung fiir die Schiiler eine neuartige Anfor-
derung ist. Aus ihrem Alltag und aus anderen Unterrichtsfichern sollten sie jedoch eine
Vorstellung von einer Bewertung haben und sich ableiten konnen, dass die Begriindung

der Einschédtzung hier mit mathematischen Argumenten erfolgen muss.

Ergebnisorientierung: Die Ergebnisorientierung der urspriinglichen Aufgabe bleibt erhal-
ten, jedoch nicht die Ergebniszentrierung, da prozessorientierte Aktivitdten einbezogen
werden. Es ist von einer nachvollziehbaren Darstellung abhéngig, ob die Untersuchungen

oder die Bewertung in Teilleistungen separiert und diese honoriert werden kdnnen.

Schwierigkeit: Die Schwierigkeit wurde gegeniiber der herkommlichen Aufgabe erhoht, da
komplexere mathematische Konzepte der Sekundarstufe II und kognitive Fahigkeiten bis

zur hochsten Stufe des Evaluierens einbezogen werden. Sie wird fiir einen Leistungskurs
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als angemessen eingeschitzt, wenn die mathematischen Konzepte aus dem Unterricht

bekannt sind. %
Moglichkeit individueller Wege (Offenheit)

Heuristisch und argumentativ gepriagte Teilaufgaben machen individuelle Wege moglich.
Insbesondere Analyse und Bewertung des verwendeten Modells lassen individuelle Heran-
gehens- und Darstellungsweisen zu. Die Schiiler sind auBerdem gefordert selbst ein ma-
thematisches Modell zu entwickeln, wenn auch innerhalb des Bereichs der Zahlenfolgen.
Hierzu gibt es unterschiedliche Ansédtze. Naheliegend ist ein exemplarisches Vorgehen:
Bestimmen einiger Folgenglieder und Verallgemeinern zur Zuordnungsvorschrift. Ebenso
konnen die Schiiler aus dem Kontext schlieBen, dass es sich um eine geometrische Zahlen-

folge handeln muss und die allgemeine Zuordnungsvorschrift dieser Folgen anwenden.

Bedingungen durch Anspruch an Aufgabenqualitiit

Individuelle und gesellschaftliche Bedeutung: Die Bedeutung durch den Kontext ist unver-
dndert. Hinzu kommt eine methodische Bedeutung, denn die Schiiler wenden zum einen
wichtige und gesellschaftlich relevante Methoden der Sekundarstufe II, wie Untersuchun-
gen auf Konvergenz und Monotonie, an. Zum anderen hat die eigenstindige Modellierung

und die Bewertung des Modells durch Vergleich mit der Realitét allgemeine Bedeutung.

Kognitive Forderung: Die eigenstindige Modellierung, die Untersuchung auf Monotonie
und Konvergenz und die Analyse und Bewertung des Modells erhéhen die kognitiven
Anforderungen auf Grund der erhohten Anforderungen beziiglich mathematischer Konzep-

te. Kognitive Fahigkeiten bis zur Stufe des Evaluierens werden einbezogen.

Kriterien verbunden mit dem Ziel des Ansprechens vielseitiger mathematischer Kompe-

tenzen

Heuristisch-experimentelle Aktivitdten: mathematisches Modell entwickeln (Zusammen-
hiange herstellen, analysieren, verallgemeinern, ...), geeignete Strategien zur Untersuchung
von Monotonie und Konvergenz finden, Argumente zur Bewertung des Modells wihlen,

Beziehungen zwischen physikalischem Kontext und mathematischem Modell analysieren

82 Fiir die Schiiler der Untersuchungsklasse stellten die Ubersetzung in die mathematische Darstellung und
die Losung auf mathematischer Ebene keine Schwierigkeiten dar. Beziiglich der Wertung gab es im Wesent-
lichen zwei Standpunkte: Einige Schiiler hielten das Modell fiir realistisch. Einige Schiiler hielten das Modell
nicht fiir geeignet, da es Dichte- und Temperaturdnderungen mit zunehmender Tiefe nicht berticksichtigt.
Dabei wurde deutlich, dass es fiir die Schiiler ungewohnt war, mathematische Strukturen physikalischen
Eigenschaften gegeniiber zu stellen. Einigen Schiilern gelang keine Argumentation.
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Darstellend-interpretative Aktivitdten: in die symbolische Sprache {iibersetzen, formal

darstellen, Zusammenhénge verbal beschreiben, evtl. auch graphisch veranschaulichen

Formal-operative Aktivitdten: algebraische Operationen und Berechnungen ausfiihren,

formale Verfahren ausfithren

Kritisch-argumentative Aktivitdten: Schlussfolgerungen ziehen, mathematisch argumentie-

ren, bewerten

Fazit der Analyse der entscheidenden Faktoren

Die modifizierte Aufgabe erfiillt im Wesentlichen die Bedingungen an Aufgaben zur diffe-
renzierten Beurteilung mathematischer Kompetenzen, Die Einwende beziiglich der Ge-
rechtigkeit entfallen, wenn die Schiiler bereits selbstindig modelliert und mathematische

Modelle bewertet sowie Monotonie und Konvergenz einfacher Folgen analysiert haben.

Anmerkung: Anliegen der Aufgabe ist es auch Grundkenntnisse der Schiiler zum Thema
Zahlfolgen zu priifen. Es ist deshalb nicht moglich, eine vollig eigenstindige Modellierung
zuzulassen. Diese Einschrankung kann und sollte im Anschluss an die Bearbeitung disku-
tiert werden. Bei der Bewertung des diskreten Modells der Zahlenfolge wird deutlich
werden, dass das kontinuierliche Modell der Exponentialfunktion geeigneter ist und des-
halb in Physik und Chemie Anwendung findet (Lambert-Beersches Gesetz). Der Kontext
kann in der Differenzialrechnung aufgegriffen und das physikalische Gesetz abgeleitet

werden.
2.3.3 Exemplarische kriteriengeleitete Entwicklung einer Aufgabe

In der Unterrichtssequenz ,,Lineare Gleichungssysteme* der Sekundarstufe II dominieren
hiufig kalkiilhafte Anforderungen. Im Mittelpunkt steht in der Regel das sichere Beherr-
schen des GauBalgorithmus. Durch die gezielte Konstruktion von Aufgaben kénnen jedoch
die inhaltlichen Anforderungen der Einheit mit der Forderung allgemeiner mathematischer
Kompetenzen verbunden werden. Umkehraufgaben bieten nicht nur die Moglichkeit des
verstindnisorientierten Ubens und der Diagnose echten Verstehens (vgl. Biichter/Leuders
2005, S. 95) sondern sie zeichnen sich gegeniiber den Grundaufgaben auch durch eine
erhohte Offenheit aus (vgl. Biichter/Leuders 2005, S. 95, Bruder 2000, S. 70, Herget 2000,
S. 8). Fiir Umkehraufgaben gibt es im Regelfall kein Standardlosungsverfahren, mehrere
Moglichkeiten fiihren zum Ziel bzw. zum mathematischen Ausgang: z. B. systematisches

Probieren, analytisches Vorgehen/Riickwértsarbeiten. Kognitionspsychologisch gesehen ist
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eine Barriere zu liberwinden (vgl. Neubrand, J. 2002, S. 127), weshalb Umkehraufgaben
zur Forderung und Beurteilung heuristischer Kompetenzen geeignet sind. Ambrus und
Schulz (2002, S. 72/73) geben Anregungen, wie mit Umkehraufgaben zum Losen von
Gleichungen und Linearen Gleichungssystemen nicht nur dquivalente Umformungen in
vielfiltigster Weise geilibt werden konnen, sondern auch auf die Problemlosestrategie
,,Ruckwirtsarbeiten” aufmerksam und ein automatisch verwendetes Verfahren bewusst
gemacht werden kann. Eine anspruchsvolle Umkehraufgabe zur Losung eines linearen
Gleichungssystems in der Sekundarstufe I (Angabe einer zweielementigen Losungsmenge)
findet sich bei Herget 2000 (S. 8). Hier wird eine Umkehraufgabe zur in der Sekundarstufe
IT dominierenden Grundaufgabe des Losens von Gleichungssystemen mit drei Unbekann-
ten vorgestellt. Das Aufireten eines Parameters in der Losungsmenge kann eine zusétzliche

(heuristische) Anforderung darstellen.
Beispiel 2:
Analyse der Aufgabe ,,Lineares Gleichungssystem gesucht*
Aufgabenstellung

Die Menge L={(1+2t, -1, 2+¢); telR} ist Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems.

Wie konnte das lineare Gleichungssystem lauten? Geben Sie zwei Moglichkeiten an.

Bedingungen auf Grund der Beurteilungssituation

Validitét

Der Schwerpunkt der Aufgabe liegt auf heuristisch-experimentellen Aktivitdten, da ein
Ansatz fiir eine den Schiilern ungewohnte Aufgabenstellung zu finden ist. Eine Losung
kann jedoch nicht gefunden werden, wenn die Schiiler die formale Darstellung der Lo-
sungsmenge nicht interpretieren konnen. AuBlerdem konnen die heuristischen Kompeten-
zen nur beurteilt werden, wenn die Losungsfindung (nachvollziehbar) dargelegt wird.
Weitere Kompetenzen, formal-operative und darstellend-interpretative, kénnen in der
Regel nur beurteilt werden, wenn ein Zugang gelingt. Die beurteilbaren Kompetenzen
finden sich in den Bildungsstandards (KMK 2004) und den EPA (KMK 2002) wieder.
Uber diese wichtigen Kompetenzen des Mathematikunterricht hinaus kann beurteilt wer-
den, ob der Schiiler das Konzept der linearen Gleichungssysteme, insbesondere den Zu-
sammenhang zwischen Losungsmenge und Eigenschaften des Gleichungssystems verstan-

den hat.
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Gerechtigkeit

Verstindlichkeit: Die Aufgabenstellung ist versténdlich, wenn den Schiilern die verwende-
ten mathematischen Begriffe und die symbolische Darstellung der Losungsmenge vertraut

sind.

Erwartungstransparenz: Die genannten Kompetenzen koénnen nur aus einer ausreichend
ausflihrlichen und nachvollziehbaren Darstellung des Losungsweges erschlossen werden.
Die Schiiler sollten diese Anforderung gewohnt sein. Anderenfalls ist eine direkte Auffor-

derung zur Darstellung des Losungsweges notwendig.

Ergebnisorientierung: Beide Teilaufgaben setzen sich aus einer Reihe von Losungsschrit-
ten zusammensetzen. Die Separation und Wiirdigung von Teilleistungen ist aber ebenfalls

an eine explizite Dokumentation derselben gekoppelt.

Schwierigkeit: Sind alle mathematischen Elemente den Schiilern bekannt, liegen die
Schwierigkeiten hier eindeutig bei den methodischen Anforderungen. Das Ldsen einer
Umkehraufgabe kann auch fiir Schiiler leistungsstarker Lerngruppen eine neuartige Her-

ausforderung sein.
Moglichkeit individueller Wege (Offenheit)

Die Aufgabe ist methodisch offen. Individuelle Herangehensweisen sind moglich und
notig, da es fir Umkehraufgaben in der Regel kein Standardlosungsverfahren gibt. Wie fiir
Umkehraufgaben allgemein beschrieben, ergeben sich Losungsansidtze auf unterschiedli-
chen kognitiven Niveaus, hier z. B. systematisches Probieren, Ausnutzen der allgemeinen

Darstellung einer Losungsmenge oder das algebraische Eliminieren des Parameters.

Bedingungen durch Anspruch an Aufeabenqualitiit

Individuelle und gesellschaftliche Bedeutung: Lineare Gleichungssysteme stellen ein
méchtiges und vielseitiges mathematisches Modell dar. Bedeutung kann der Aufgabe aber
auch dadurch zugemessen werden, dass exemplarisch das Herangehen an Umkehraufgaben

diskutiert wird.

Kognitive Forderung: Die Aufgabe sollte auch fiir Schiiler eines Leistungskurses oder
eines profilierten Kurses eine Herausforderung darstellen. Sie kann nur gelést werden,
wenn das Konzept der linearen Gleichungssysteme mit einparametrigen Losungsmengen
verstanden wurde. Anspruchsvolle Fahigkeiten, wie Analysieren und Synthetisieren, wer-

den erforderlich.
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Kriterien verbunden mit dem Ziel des Ansprechens vielseitiger mathematischer Kompe-

tenzen

Darstellend-interpretative Aktivitdten: die formale Darstellung der Losungsmenge interpre-

tieren, formal darstellen, evtl. Zusammenhinge verbal beschreiben

Heuristisch-experimentelle Aktivitdten: Zusammenhénge zwischen den Komponenten der
Losungsmenge und den Variablen des linearen Gleichungssystems herstellen, Verbindun-
gen zwischen Losungsmenge und Form des Ausgangssystems ziehen, eine geeignete He-

rangehensweise finden, systematisch probieren

Formal-operative Aktivitdten: algebraische Umformungen ausfiihren, evtl. GauBalgorith-

mus ausflihren (Probe)
Kritisch-argumentative Aktivitdten: evtl. die moéglichen Losungen priifen und bewerten

Fazit der Analyse der entscheidenden Kriterien

Die Aufgabe erfiillt die Bedingungen an Aufgaben zur differenzierten Beurteilung mathe-
matischer Kompetenzen, vorausgesetzt die Schiiler sind mit der Losung linearer Glei-

chungssysteme und der formalen Darstellung der Losungsmenge vertraut.

Die Aufgabenanalyse zeigt, dass die konstruierte Aufgabe geeignet ist, das Konzept der
linearen Gleichungssysteme zu iiberpriifen. Dabei beschrinkt sie sich nicht nur auf das
Ausfiithren dieses Routineverfahrens, sondern bezieht vielseitige mathematische Aktivita-
ten ein. Aus den Erfahrungen der Erprobung® wurde jedoch deutlich, dass auch mit dem
Aufgabentyp eine Schwierigkeit verbunden sein kann (vgl. Problemldsecharakter der
Aufgabe, 2.2.2). Deshalb sollte die Aufgabe nur zur Leistungsbeurteilung eingesetzt wer-

den, wenn die Schiiler bereits eigenstdndig Umkehraufgaben bearbeitet haben.

% Die Schiiler der Untersuchungsklasse hatten Schwierigkeiten einen Zugang zu dieser Aufgabe zu finden,
obwohl sie sowohl die Kenntnisse beziiglich linearer Gleichungssysteme als auch heuristische Kompetenzen
besallen, was sie an anderen Aufgaben zeigten. Die Ursachen werden darin gesehen, dass ihnen Umkehrauf-
gaben fremd waren. Aber auch der Zusammenhang zwischen den Komponenten der Losungsmenge und den
Variablen des Linearen Gleichungssystems konnte selten hergestellt werden.
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3 Ein Konzept zur differenzierten Beurteilung und

Riickmeldung mathematischer Kompetenzen

Im ersten Kapitel dieser Arbeit wurden Kriterien flir eine kompetenzorientierte
Leistungsbeurteilung zusammengestellt (1.5.2). Im zweiten Kapitel wurden Kriterien fiir
Aufgaben erarbeitet, die zur differenzierten Analyse mathematischer Kompetenzen ge-
eignet sind. Darauf aufbauend wird in diesem Kapitel ein Gesamtkonzept der differen-
zierten Beurteilung und Riickmeldung mathematischer Kompetenzen entwickelt. Jede
Beurteilungsform kann mit ihren spezifischen Methoden und Rahmenbedingungen nur
einen Ausschnitt der vielseitigen Kompetenzen des erweiterten Leistungsbegriffs anspre-
chen. Deshalb gilt es zundchst den Rahmen fiir das Konzept der differenzierten
Beurteilung mathematischer Kompetenzen abzustecken. AnschlieBend werden die
Abschnitte des Beurteilungsprozesses beschriecben sowie an Beispielen fiir die
Sekundarstufe II konkretisiert und veranschaulicht. Schlieflich soll die Eignung des
erstellten Konzepts anhand der Kriterien einer kompetenzorientierten Leistungsbeurteilung

(vgl. 1.5.2) gepriift werden.
3.1 Abgrenzung des Beurteilungsgegenstandes

Das Beurteilungskonzept kann grob wie folgt beschrieben werden: Die Schiiler zeigen bei
der schriftlichen Bearbeitung mathematischer Aufgaben vielseitige mathematische Kompe-
tenzen, die differenziert und systematisch erfasst und beurteilt und in differenzierter und
individueller Form zuriickgemeldet werden. Diese Beschreibung deutet auf einen breiten
Rahmen der Leistungsbeurteilung (z. B. hdufige Beurteilungsanlésse, vielseitige Kompe-
tenzen) hin, aber dennoch auch auf eine deutliche Einschrankung des Konzeptes (z. B.
schriftliche Bearbeitungen, Individualleistungen). Anhand gegebener diagnostischer Mog-
lichkeiten kénnen grundsétzlich nur Ausschnitte von Lernprozessen erfasst werden, wes-
halb es fiir jedes Instrument der Analyse von Lernprozessen von Schiilern erforderlich ist,
,oestimmte Aspekte und Arbeitsweisen auszuwéhlen, diese Wahl theoriegeleitet zu be-
griinden und die gewihlte Perspektive prizise zu beschreiben (Prengel 2006, S. 26). In
diesem Abschnitt erfolgt die Auswahl und Begriindung der Aspekte und Methoden fiir das

Konzept der differenzierten Beurteilung mathematischer Kompetenzen.
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3.1.1 Abgrenzung des Kompetenzbereiches

Im Sinne eines erweiterten Lernbegriffs soll Leistungsbewertung nicht nur fachlich-inhalt-
liche sondern ebenso methodisch-strategische, sozial-kommunikative und personale Leis-
tungen einbeziehen (vgl. Grunder/Bohl/Broszat 2001, S. 45, Bohl 2001). Zwischen diesen
Bereichen gibt es neben zahlreichen Uberschneidungen auch wesentliche Unterschiede.
Die Ubertragung einer in einem Lernbereich etablierten Beurteilungsform auf andere Lern-
bereiche ist deshalb nicht sinnvoll und oft nicht moglich. Fiir die Forderung aber auch fuir
die Beurteilung bestimmter Kompetenzen sind angepasste spezifische Methoden notwen-
dig. Bei der Entwicklung eines erweiterten Beurteilungskonzeptes ist es deshalb wichtig,

zu kldren, auf welche Kompetenzen sich das Konzept beziehen soll.

In dieser Arbeit wird ein Beurteilungskonzept fiir mathematische Kompetenzen entwickelt,

der Schwerpunkt der Beurteilung liegt auf fachlich-inhaltlichen und methodisch-strategi-

schen Kompetenzen. Da ,neue Beurteilungsformen™ oft auf nicht-fachlich-inhaltliche

Leistungen bezogen werden (vgl. Grunder/Bohl/Broszat 2002, S. 45, Grunder/Bohl 2001,

S. 18), ist an dieser Stelle die Konzentration auf scheinbar gut durch traditionelle Beurtei-

lungsformen abgedeckte Leistungen (vgl. Grunder/Bohl 2001 S. 18, Bohl 2001, S. 18/19)

zu begriinden:

1. Die traditionellen Formen der Leistungsbeurteilung werden den aktuellen Anforderun-
gen, auch an fachlich-inhaltliche Kompetenzen nicht gerecht. Insbesondere ist das in
herkémmlichen Klassenarbeiten verwendete Aufgabenspektrum zu eng, um das breite
Spektrum wichtiger mathematischer Kompetenzen abzudecken (vgl. 1.5, Leuders 2006,
S. 79/80, Leuders 2004, S. 64/65).

2. Fachliche Kompetenzen geben die Grundlage fiir die Entwicklung allgemeinerer Kom-
petenzen bzw. allgemeine Kompetenzen konnen nur zusammen mit der Vermittlung
inhaltlichen Wissens erworben werden (vgl. Weinert 1999, S. 29).

3. Fachliche Kompetenzen kénnen wiederum nur gezeigt werden, wenn die dafiir not-
wendigen allgemeinen Kompetenzen (z. B. Beharrlichkeit, Selbstkontrolle) vorhanden
sind. Unter Umstdnden konnen Kompetenzen wie Konzentrationsfahigkeit, Durchhalte-
vermogen, Textverstehen, sprachliche Ausdrucksfihigkeit nicht einmal von der Fach-
leistung getrennt werden (vgl. Arnold/Jirgens 2001, S. 75). Innerhalb der Foérderung
mathematischer Kompetenzen kann deshalb auch auf Kompetenzen des erweiterten

Lernbegriffs eingewirkt bzw. auf Abhédngigkeiten hingewiesen werden.
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Die Bildungsstandards geben den Rahmen fiir das, was fachliche Forderung und somit
auch fachliche Leistungsbeurteilung einbeziehen sollte. Die dort genannten Kompetenzbe-
reiche haben sowohl eine fachgebundene als auch eine allgemeinbildende Komponente. Im
Beurteilungskonzept dieser Arbeit wird eine Differenzierung in die vier Aktivitdtsbereiche
heuristisch-experimentell, darstellend-interpretativ, formal-operativ und kritisch-argum-
entativ nach Lechner (2002, S. 255ff.) vorgenommen (vgl. 1.3). Diese beriicksichtigt die
von den Bildungsstandards geforderten mathematischen Kompetenzen, wichtige fachliche
Aspekte sowie wichtige Lernziele des Mathematikunterrichts, insbesondere die allgemei-
nen Lernziele von Winter (1975), wie in 1.3.2 gezeigt wurde. Als fiinfte Komponente wird
das mathematische Grundwissen der Schiiler beurteilt, da keine der mathematischen Kom-
petenzen ohne das notwendige Grundwissen gezeigt werden kann: ,Jedes sinnerfiillte
Lernen erfordert auf Seiten des Lernenden eine inhaltlich relevante Vorwissensbasis. Neue
Informationen kénnen weder in ihrer aufgabenspezifischen Bedeutsamkeit beurteilt, noch
in ihrer inhaltlichen Besonderheit produktiv verarbeitet werden, ohne dass der Lernende
dabei auf verfligbares Wissen zuriickgreifen muss* (Weinert 1999, S. 27). Jegliche Prob-
lemlosung, Modellierung, Argumentation wird nur moglich sein, wenn das notwendige

(bereichspezifische) Grundwissen vorhanden ist.
Damit kann der beriicksichtigte Kompetenzbereich wie folgt zusammengefasst werden:

Tab. 3/1: Komponenten des Konzeptes zur differenzierten Beurteilung mathematischer Kompeten-
zen

Grundwissen (GW)
heuristisch- darstellend- formal- kritisch-
experimentelle interpretative operative argumentative
Kompetenzen Kompetenzen Kompetenzen Kompetenzen
(HE) (DI) (FO) (KA)

3.1.2 Begrenzung auf Individualleistungen

Das Erfassen der mathematischen Kompetenzen erfolgt im Konzept dieser Arbeit auf der
Grundlage der selbstindigen Bearbeitung mathematischer Aufgaben durch einen einzelnen
Schiiler und beschrédnkt sich somit auf Individualleistungen. Es ist Anliegen des Konzeptes
individuelle Kompetenzen zu erfassen und dem Schiiler eine auf ihn zugeschnittene
Riickmeldung zu geben, die ihn bei seinen personlichen Lernanstrengungen unterstiitzt.
Dafiir erscheint es wichtig, den Schiiler selbstdndig arbeiten zu lassen und den Einfluss

anderer Schiiler oder des Lehrers auf die dargelegte Leistung gering zu halten.
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Arbeitet ein Schiiler allein an einer Problemstellung, ist er gezwungen, sich auf seine eige-
nen Fihigkeiten zu verlassen: Entscheidungen kénnen nicht auf andere Schiiler abgeladen
werden. Aktivitdten miissen selbst geplant und durchgefiihrt werden (vgl. Christiansen/-
Walther 1986, S. 268/269). Er kann dabei erleben, dass die Ergebnisse ,,sein Werk® sind
und er aus eigenen Kréften etwas gelernt hat (vgl. Christiansen/Walther 1986, S. 269). So

ist bereits die Arbeitsform bedeutsam fiir das Erkennen eigener Kompetenzen.

Der Nachteil ist, dass sich die Beriicksichtigung kommunikativer Kompetenzen auf die
schriftliche Darlegung des Losungsweges beschrinkt, was im verwendeten System vor-
wiegend darstellend-interpretative und kritisch-argumentative Kompetenzen sind. Kompe-
tenzen, welche die Zusammenarbeit zwischen Schiilern betreffen, das grole Spektrum der
sozialen Kompetenzen und auch personale Kompetenzen, die Austausch bedingen, kénnen
auf diese Weise nicht untersucht werden. Dies ist insofern eine deutliche Einschriankung,
weil kooperative Leistungen in vielen Lebensbereichen auflerhalb der Schule systematisch
eingefordert werden und in der Schule bereits soziales Lernen an sich einen Wert darstellt

(vgl. Wollring 2006, S. 64).

Im Fall von kooperativen Lernformen erfihrt das individuelle Gruppenmitglied, wie seine
Leistung mit der anderer Gruppenmitglieder in Beziehung steht. Seine Lernschemata kon-
nen so gedndert werden und er erkennt, in welcher Weise er von Aktivitdten anderer beein-
flusst wird oder selbst deren Aktivititen beeinflussen kann (vgl. Christiansen/Walther
1986, S. 269, Tulodziecki/Herzig/Blomeke, S. 30). Diskussionen bei Aufgabenbearbeitun-
gen in Gruppen konnen Begriindungen der eigenen Position erfordern, die zu einem tiefe-
ren Verstdndnis fiihren (vgl. Tulodziecki/Herzig/Blomeke, S. 30). Derartige kognitive
Prozesse bleiben jedoch weitestgehend verborgen. Bei gemeinschaftlichen Arbeiten kann
der Losungsanteil eines Schiilers nicht anhand der schriftlichen Darlegung bestimmt wer-

den. Dazu wire eine liickenlose Beobachtung der Gruppe bei der Bearbeitung notwendig.

Die Vorteile individueller und sozialer Lern- und Arbeitsformen kénnen somit nicht ver-
eint werden, ohne auch Nachteile, speziell auch bzgl. der Leistungsbeurteilung, in Kauf zu
nehmen. Dennoch ist es sinnvoll, beide Formen zu verbinden. So kann z. B. eine gemein-
same Riickschau nach der Bearbeitung einer Aufgabe einen Vergleich eigener Wege mit
denen der anderen ermdglichen und eine kritische Reflexion und Einordnung der eigenen
Losung und gezeigten Kompetenzen erlauben. Neben der Selbstreflexion ist flir die indivi-

duelle Konstruktion mathematischer Inhalte in sozialen Beziigen und fiir die Kompetenz-
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entwicklung eine individuelle Riickmeldung der gezeigten Kompetenzen durch den Lehrer

von Bedeutung (vgl. 3.3).

In Bezug auf die Entscheidung, mathematische Kompetenzen als Individualleistungen zu

beurteilen, sind zwei Anmerkungen zu machen:

1. Die Festlegung wurde flir die Umsetzung innerhalb der Erprobung getroffen. Prinzipiell
ist die gewdhlte Form der Differenzierung von Kompetenzen, die Beurteilung anhand
aufgaben- und kompetenzspezifischer Beurteilungskriterien sowie die differenzierte
Riickmeldung anhand von Riickmeldungsbogen auch fiir kooperative Arbeitsformen ge-
eignet. Wird das Konzept, wie es hier fiir die Beurteilung von Leistungen einzelner
Schiiler beschrieben wird auf die Bearbeitung mathematischer Problemstellungen in
Kleingruppen tibertragen, konnen Gruppenleistungen in differenzierter Form beschrie-
ben werden. Sollen neben Gruppenleistungen auch individuelle Leistungen eingeschitzt
werden, ist eine Beobachtung der Gruppe notwendig, um die Beitrdge der einzelnen
Schiiler zu- und einordnen zu kénnen. Dabei konnen Konzepte Anwendung finden, wie
sie bereits bei der Projektarbeit eingesetzt werden (z. B. ,,Arbeitsprozessbericht* Basti-
an 1996, ,,.Beobachtungsbogen* Paradies/Wester/Greving 2005).

2. Innerhalb der Erprobung des Konzeptes wurden die Aufgaben als Hausaufgaben bear-
beitet®’. Dadurch konnte eine Modifikation der objektiven Aufgabenanforderungen
durch die Umsetzung im Unterricht (vgl. 2.1) verhindert werden. Das gilt auch fiir indi-
viduelle Hilfestellungen durch den Lehrer, die im Unterricht oft unvermeidbar sind. Ein
weiterer Vorteil war, dass die Bearbeitung der Aufgaben von den Schiilern selbstdandig
geplant werden konnte, was auch die freie Zeiteinteilung und Auswahl von Hilfsmitteln
einschloss. Diese Bedingungen kommen realen Problemsituationen nahe. Die Darle-
gung der individuellen mathematischen Kompetenzen wird so z. B. nicht durch Zeit-
knappheit verhindert. Die Rahmenbedingungen entsprechen eher den von Lernsituatio-
nen als den von Situationen des Leistens (vgl. 1.5). Der Nachteil dieser Organisations-
form ist die geringe Kontrolle. Es kann nicht sicher nachvollzogen werden, ob die Schii-
ler die Aufgaben allein 16sen oder doch mit Mitschiilern oder den Eltern. Die ausfiihrli-
che Darlegung komplexer Losungswege ist jedoch kaum mdoglich, wenn die Gedanken-

ginge nicht selbstdndig nachvollzogen werden konnen. Dass es moglich ist, Schiiler ei-

% Diese Umsetzung war vor allem organisatorisch verursacht, bedingt durch die Wahl der Untersuchungs-
gruppe: Die Schiiler der Netzwerkklassen bearbeiten regelméBig komplexe Aufgaben als Hausaufgaben.
Dadurch ergaben sich hdufige Beurteilungsanlisse, ohne die Unterrichtsgestaltung zu verdndern.
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genverantwortlich anspruchsvolle Aufgaben auch auflerhalb des Unterrichts bearbeiten
zu lassen, um ihre eigenen Kompetenzen zu verbessern, beschreibt auch von Saint-
George (2003) in einem Erfahrungsbericht. Die z. T. sehr unterschiedlichen Lésungsan-
sdtze der Schiiler bei der Erprobung, die Breite an abweichenden Dokumentationsfor-
men und Darstellungen ldsst darauf schlieBen, dass die Aufgaben weitestgehend selb-
standig bearbeitet wurden. Dem kam natiirlich die Leistungsorientierung vieler Schiiler
mathematisch-profilierter Klassen zu Gute, die am eigenen Kompetenzaufbau, nicht
(nur) an guten Noten, interessiert sind. Aber auch die Differenzierung der Beurteilung
kann hier forderlich sein: Da nicht nur das Ergebnis zdhlt, sondern die eigenen Ideen,
Argumentationen, Darlegungen, konnen die Schiiler motiviert werden, eigene Wege zu
gehen. Eine zusidtzliche Absicherung kann erfolgen, wenn die Schiiler regelméBig ihre
Losungswege innerhalb einer gemeinsamen Reflexion vorstellen oder kritische Arbeiten
durch Riickfragen an den Schiiler beleuchtet werden. Dabei wird die Annahme zu
Grunde gelegt, ,,dass eine authentische Vorfithrung nur gelingen kann, wenn auch au-

thentische Lernprozesse dieser vorausgegangen sind““ (Arnold/Jiirgens 2001, S. 74).
3.1.3 Erfassen aufgabenspezifischer Leistungen

Die Kontextabhingigkeit ist als wesentliches Merkmal des Kompetenzbegriffs zu sehen:
,Kompetenz bezieht sich immer darauf, Anforderungen in spezifischen Situationen bewail-
tigen zu konnen* (Klieme/Leutner 2006, S. 4). Ein diagnostisches Probleme der Beurtei-
lung anspruchsvoller (mathematischer) Kompetenzen ist, dass Resultate komplexer Aufga-
benstellungen hiufig nicht auf die Bearbeitung thematisch anderer Aufgaben generalisiert
werden konnen (vgl. Arnold/Jirgens 2001, S. 75). Kompetenzen werden aber auch als
Verbindung zwischen Wissen und Konnen gesehen und als Befdhigung zur Bewiltigung
unterschiedlicher Situationen, weshalb die Umsetzung in Aufgaben und Tests entsprechend
breit zu gestalten ist (vgl. Klieme 2004, S. 13). So verbindet sich mit dem Kompetenzbeg-
riff, auch dem der Bildungsstandards, eine Kombination von ,,inhaltsiibergreifend” und

zugleich ,,anforderungs- und situationsbezogen* (Klieme 2004, S. 11).

Die offene Diskussion iiber den Allgemeinheitsgrad von Kompetenzen bleibt bei der Ent-
wicklung, Konkretisierung und Umsetzung eines Konzeptes zur Beurteilung von (mathe-
matischen) Kompetenzen zu beriicksichtigen. Das wird durch ein Beurteilungskonzept

ermdglicht, welches sich in zwei Phasen gliedert:
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- aufgabengebundenes Erfassen und Riickmelden dargelegter (situationsbezogener)
Kompetenzen und

- Dokumentation und Darstellung der iiber einen lingeren Zeitraum zu verschiedenen
Inhalten dargelegten Kompetenzen.

Die aufgabengebundene Beurteilung und Riickmeldung erlaubt es, die Schiiler konkret an

thren Bearbeitungen ausgewdhlter Aufgaben auf ihre situationsbezogenen Stirken und

Schwichen hinzuweisen. Die Dokumentation der Leistungen iiber einen ldngeren Zeitraum

zeigt Tendenzen der Leistungsentwicklung und weist durch stabile Unterschiede zwischen

Kompetenzbereichen auf individuelle situationsunabhéngige Stirken und Schwichen hin.®

Dabei ist die Anzahl der Aufgaben entscheidend fiir die Reliabilitdt der Einschitzung

stabiler Kompetenzauspriagungen, wie Baxter et al. (1993, S. 212) zeigten.

Der Situationsbezogenheit von Kompetenzen werden aufgabenabhingige Beurteilungs-
kriterien gerecht. Einer Inhaltsungebundenheit wiirden kompetenzspezifische aber aufga-
benunabhéngige Beurteilungskriterien entsprechen. Fiir die praktische Umsetzung wurden
kompetenz- und aufgabenspezifische Beurteilungskriterien formuliert, deren Struktur
durch kompetenzspezifische aufgabeniibergreifende Merkmale gegeben wird, die aber

auch wichtige aufgabenspezifische Anforderungen widerspiegeln (vgl. 3.2).
3.1.4 Begrenzung auf schriftliche Bearbeitungen

Im Beurteilungskonzept dieser Arbeit wird versucht, die drei Aspekte von Leistungsbeur-
teilung Diagnose, Leistungsbewertung und Riickmeldung im Sinne des Kompetenzerle-
bens (vgl. Biichter/Leuders 2005, S. 166) zu verbinden. Die Diagnose der Fahigkeiten und
Kenntnisse ist die Grundlage der Leistungsbewertung und diese trdgt im Positiven wie im
Negativen zum Kompetenzerleben bei. Eine qualitativ hochwertige Diagnose ist jedoch
nur moglich, wenn eine ausreichende Basis daflir gegeben ist: ,,Differenzierte Informatio-
nen tiber Schiilerleistungen erhélt man oft nur und vor allem dann, wenn man Schiilerinnen
und Schiilern die Gelegenheit gibt, besser noch: sie konsequent dazu auffordert, umfang-
reiche individuelle Produktionen anzufertigen (Leuders 2006, S. 80). Die vielfiltigen
Gedanken und Losungshandlungen der Schiiler sind der wichtigste Gegenstand forderori-
entierter Diagnose und deshalb sichtbar und der Analyse zuginglich zu machen (vgl.

Ruf/Winter 2006, S. 56). Das Ergebnis einer Aufgabe bzw. das fehlende Ergebnis sagt

% Die Darstellung der Leistungen iiber einen lingeren Zeitraum wird deshalb Kompetenzentwicklung ge-
nannt. Dabei ist jedoch zu beachten, dass Verdnderungen auch inhaltsabhéngig sein kénnen.
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wenig iiber die Fahigkeiten des Aufgabenbearbeiters aus. Ein knapp notierter Losungsweg
liefert einige Informationen mehr. Deutlich mehr kann erst aus einem ausfiihrlich kommen-
tierten Losungsweg erfahren werden, in welchem die individuellen Ansétze verbal be-
schrieben und begriindet werden und sprachlich reflektiert wird (vgl. Leuders 2006, S. 80).
Um individuelle Produktionen zu begiinstigen, sollten Aufgaben gestellt werden, die viel-
filtige Losungswege zulassen und zu umfangreicheren Eigenproduktionen auffordern (vgl.

Leuders 2006, S. 80, Sjuts 2006).

Derartige Eigenproduktionen konnten auch miindlicher Art sein. Zwischen miindlichen
und schriftlichen Leistungen von Schiilern gibt es oft deutliche Unterscheide, vor allem in
der Primarstufe (vgl. Wollring 2006, S. 65), aber durchaus auch in den Sekundarstufen.
Um das gesamte Potenzial eines Schiilers darzustellen, sind daher auch miindliche Artiku-

lationen in die Leistungsbeurteilung einzubeziehen (vgl. Wollring 2006, S. 65).

Die gewihlte Differenzierung kann ebenso fiir die Beurteilung miindlicher Kompetenz-
darlegungen eingesetzt werden. Aus den miindlichen Darlegungen der Schiiler ist dann
jedoch sofort auf die zugrundeliegende mathematische Aktivitdt zu schlieBen und nahezu
zeitgleich das Niveau der entsprechenden Kompetenz zu beurteilen. Selbst mit vorbereite-
ten Beobachtungsbdgen® und klaren Bewertungskriterien ist dies bei der Dynamik miind-
licher Leistungstiberpriifungen erst nach einem gewissen Training moglich. Die Erprobung
des Konzeptes wurde deshalb auf schriftliche Darlegungen der Losungsprozesse be-
schriankt. Anhand qualitativer Verfahren kann aus den schriftlichen Darlegungen der Schii-
ler auf die ausgefiihrten Aktivitdten geschlossen werden. Das Niveau der entsprechenden
Kompetenzen kann dann durch Vergleich mit den erstellten Beurteilungskriterien zugeord-
net werden. Ein weiterer Vorteil schriftlicher Kompetenzdarlegungen ist die Fixierung von
Leistung und Beurteilung. Diese Dokumentation kann in zwei Varianten niitzlich sein:
Erstens konnen die Schiiler ihre Leistungen und die darauf bezogenen Riickmeldungen fiir
das eigenstédndige Lernen nutzen. Zweitens konnen die Leistungen anderen z. B. innerhalb

eines Portfolios vorgelegt werden (vgl. 6.3.2).

% Insbesondere miindliche Leistungsbeurteilungen sollten, auf Grund der kurzen Zeit, die fiir die Beurteilung
zur Verfligung steht, Beurteilungsinstrumente einbeziehen, die auf diese Situation zugeschnitten sind. Dage-
gen fungieren miindliche Unterrichtsleistungen aber nicht selten als ein ,,Sammelbecken fiir alle moglichen
Zensierungsobjekte (Arnold/Jirgens 2001, S. 76).
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3.2 Leistungserfassung anhand kompetenz- und aufgabenspezifischer

Beurteilungskriterien

Eine rein quantitative Bestimmung von Leistungen, wie das Zihlen richtig geloster Aufga-
ben, ist flir komplexere mathematische Kompetenzen, wie Argumentieren, Darstellen, Pro-
blemlosen, nicht moglich. Hier ist eine Beschreibung der Qualitdt vorzunehmen, die nie
ganz objektiv, im Sinne von unabhingig vom Auswertenden, sein kann. Leistung kann
aber generell nicht wertfrei beschrieben werden (vgl. Bohl 2001, S. 30): ,,.Die Definition
der Leistung muss von den Beteiligten, ganz besonders von den Lehrerinnen und Lehrern,
geleistet werden. Jede Definition stellt eine subjektive Gewichtung bestimmter Leistungs-
merkmale dar.“ (Bohl 2001, S. 30). Ein gewisser Entscheidungsspielraum kann somit nicht
ausgerdumt werden.®” Er sollte aber vor den Beurteilungsprozess verlegt werden, um in-
nerhalb der Beurteilung zuverldssig und objektiv, aber auch ziigig bestimmten Leistungen
entsprechende Bewertungen zukommen lassen zu konnen. Das scheint nur moglich, wenn
Beurteilungskriterien® als gemeinsame verbindliche Standards vorliegen, die zugleich
Giite und Nachvollziehbarkeit der Beurteilung erhohen. Gerade bei offenen Aufgaben
ermoglicht die Aufschliisselung von Bewertungskriterien deren Einsatz in Klassenarbeiten
u. d. (vgl. Perlich 2006, S. 27). Den Schiilern wird deutlich, dass auch offene Aufgaben
»gerecht™ bewertet werden konnen und unterschiedliche Losungswege zu einer gleichen
Bewertung fiihren konnen (vgl. Perlich 2006, S. 27/28). Auf Grund der Verschiedenartig-
keit der Anforderungen beziiglich unterschiedlicher mathematischer Aktivitdten und der

Situationsgebundenheit von Kompetenzdarlegungen wird es fiir sinnvoll erachtet, Beurtei-

87 Leistungserfassung ist anscheinend am ehesten objektiv und zuverlissig, wenn der Entscheidungsspiel-
raum des Beurteilenden minimal ist. Wurde z. B. fiir einen Test zur formalen Ableitung festgelegt, dass die
Note 1 nur vergeben wird, wenn kein Fehler auftritt, sollte die Benotung vom Beurteilenden unabhéngig sein.
Bei komplexeren Kompetenzen ist der Entscheidungsspielraum bei der Bewertung ungleich héher als bei
einfachen formalen Aktivitdten, die zu einem Ergebnis fithren, das entweder richtig oder falsch ist. Beim
Problemlgsen sind z. B. unterschiedliche Losungswege zu vereinbaren. Fiir die Bewertung gibt es zwischen
richtig und falsch ein ganzes Spektrum von Bewertungsmoglichkeiten. Viele Fragen sind dabei offen, die ein
Lehrer selbst entscheiden muss, z. B. Sind zwei richtige Losungswege gleich zu bewerten, wenn die eine
Strategie clever, die andere umsténdlich ist? Wie ist ein Schiiler zu bewerten, der in seiner Bearbeitung eine
ganze Reihe von Kompetenzen zeigt, aber nicht auf das richtige Ergebnis kommt? Wie ist mit einem mathe-
matisch begabten Schiiler umzugehen, der seinen Losungsweg nicht verstiandlich darstellt?

% Der iibliche Begriff ,,Beurteilungskriterium* ist etwas irrefithrend, da es sich hier streng genommen um
die Phase der Leistungserfassung handelt. Die Beurteilungskriterien werden hier verwendet, um den Leistun-
gen ein Niveau (einen Punktwert) zuzuschreiben. Leistungserfassung und Leistungsbeurteilung kénnen bei
den genannten, nicht quantitativ erfassbaren Kompetenzen nicht voneinander getrennt werden.
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lungskriterien zu formulieren, die der jeweiligen Kompetenz und der jeweiligen Aufgabe

angepasst sind.

Fiir eine kompetenzspezifische Erfassung von Leistungen sind die Aufgabenbearbeitungen
der Schiiler zunichst nach den dargelegten Kompetenzen bzw. den entsprechenden ausge-
fithrten Aktivitdten zu analysieren. Die fiir das Konzept geeigneten Aufgaben (vgl. Kapitel
2) sind methodisch offen. Die Schiiler koénnen somit sehr unterschiedliche Losungsstrate-
gien verwenden. Ein ,,Abhaken® bestimmter Teilergebnisse ist bei der kompetenzorientier-
ten Leistungsbeurteilung nicht moglich. Hier miissen die individuellen Wege durchdrungen
und nach den ausgefiihrten Aktivitdten aufgeschliisselt werden, um entsprechende Kompe-

tenzen nachfolgend einordnen zu kénnen.
3.2.1 Aktivititenbezogene Analyse der Schiilerarbeiten

Die bei der Bearbeitung einer mathematischen Aufgabe von einem Schiiler ausgefiihrten
Aktivitditen werden innerhalb dieses Beurteilungskonzepts interpretativ, anhand qualitati-
ver Untersuchungsmethoden, aus der schriftlichen Losungsdarstellung erschlossen.”’ Aus-
fithrliche Gespriache mit dem Schiiler zu den tatsdchlich von ihm ausgefiihrten Aktivitdten
bzw. vollzogenen Gedankengéngen sind in der Regel im Schulalltag nicht moglich. Um
alle von den Schiilern ausgefiihrten Aktivitdten, nicht nur die mit der Aufgabe intendierten,
zu erfassen, wird die Methode des offenen Codierens (vgl. Flick 2000, S. 198, 200, Bohm
2003, S. 477/478 und 5.1.2) gewihlt. Dabei werden die Arbeiten der Schiiler in Abschnitte
gegliedert, die einzelnen Aktivitdten entsprechen. Diese Abschnitte werden mit einer Akti-
vitdt benannt (codiert), die direkt dem Text entnommen wird. Das Herantragen theoreti-
scher Codes, hier der intendierten Aktivitdten, wird in diesem Schritt vermieden, um so-

weit es die Darlegung der Losung zulésst, alle Aktivitdten der Schiiler aufzudecken.

Fir die Beurteilung werden in ihrer Struktur und Anforderung &hnliche Aktivitdten zu-
sammengefasst, z. B. verschiedene algebraische Operationen zur Kompetenz ,,algebraische
Umformungen ausfithren®. Dieser Prozess entspricht einer Kategorisierung, d. h. der Zu-
sammenfassung von Begriffen zu Oberbegriffen (vgl. Flick 2000, S. 197, 5.1.3). Fiir die
Benennung der gebildeten Kategorien sind die intendierten Aktivitdten leitend, aber auch
andere von den Schiilern ausgefiihrte Aktivitdten werden gewiirdigt und beurteilt, ggf.
unter Erstellung zusétzlicher Beurteilungskriterien. An dieser Stelle erfolgt noch keine

Zusammenfassung zu den vier Aktivitdtsbereichen, sondern wichtige Untergruppen der

%9 Zur Begriindung der Methodenauswahl siehe Abschnitt 5.1.1
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Bereiche werden zusammengefasst (z. B. graphisch Darstellen innerhalb des Aktivitdtsbe-

reiches darstellend-interpretativ oder Begriinden im Bereich kritisch-argumentativ).

Die aktivititenbezogene Analyse der Schiilerarbeiten liefert somit die Basis fiir die Beur-
teilung der dargelegten mathematischen Kompetenzen. Sie deckt auf, welche Kompeten-
zen anhand der Bearbeitung der Aufgabenstellung beurteilt werden koénnen, weil entspre-
chende Aktivitdten ausgefiihrt wurden und gruppiert den Losungsweg in Abschnitte, die

jeweils der Beurteilung unterschiedlicher Kompetenzen dienen.

Die aktivititenbezogene Aufgabenanalyse kann an der vorliegenden Losung dokumentiert
werden. Dies wird vor allem dann der Fall sein, wenn die kompetenzspezifische Beurtei-
lung noch neu ist oder, wenn, wie bei den Analysen in Kapitel 5, die ausgefiihrten Aktivi-
taten von direktem Interesse sind. Steht die Beurteilung im Vordergrund und ist das Kon-
zept der differenzierten Beurteilung vertraut, werden die aktivitdtenbezogenen Aufgaben-
analysen nicht mehr separat dokumentiert werden, sondern flieBen mit der Beurteilung
zusammen. Fiir die Schiiler ist dann durch Kommentierungen oder Textbezug bei der
Beurteilung kenntlich zu machen, welche Riickmeldung sich auf welchen Losungsab-
schnitt bezieht. Wenn moglich wird auch in den Beurteilungskriterien festgehalten, auf

welche Aufgabenteile sich die Beurteilungen beziehen sollen.
3.2.2 Kompetenz- und aufgabenspezifische Beurteilungskriterien

Eine Aufgabe kompetenzorientierter Beurteilungsformen ist es, individuell besondere
Leistungen zu wiirdigen und dennoch gemeinsame Standards umzusetzen (vgl. 1.5.2). Eine
individuelle Begegnung mit Schiilerleistungen scheint jedoch nicht mit objektiven Normen
und Beurteilungskriterien vereinbar zu sein, denn vor der Beurteilungssituation festgelegte
Bewertungskriterien sind fiir unerwartete Aktivititen nicht zuginglich (vgl. Gallin/HuB3-
mann 2006). Andererseits konnen individuelle Stdrken und Schwichen nicht beschrieben
werden, wenn es keinen Mafistab flir Leistungen gibt. Besonderheiten konnen immer nur
im Vergleich erkannt werden. Im Konzept der differenzierten Beurteilung mathematischer
Kompetenzen wird versucht, konkrete Beurteilungskriterien zu formulieren, die jedoch
nicht an einen Losungsweg gebunden sind und individuelle Zugénge zulassen. Zum ande-
ren konnen aus den kompetenzspezifischen Beurteilungskriterien die zu den individuellen
Aktivitdten des Schiilers passenden ausgewédhlt und ggf. durch solche erginzt werden, die

Besonderheiten der individuellen Leistung beriicksichtigen.
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Zur Leistungsfeststellung sind Lernziel- bzw. kompetenzorientierte Kriterien (sachliche
Bezugsnorm) geeignet, da (nur) diese eine objektive Leistungserfassung erlauben (vgl.
1.5.1). Auch die Riickmeldung individueller Leistungsentwicklungen (individuelle Bezugs-
norm) stiitzt sich auf sachnormorientierte Einzelmessungen (vgl. Arnold/Jiirgens 2001,

S. 64).

Nicht-algorithmische Leistungen, wie die beziiglich des Argumentierens, Problemlosens
und Darstellens sind nicht direkt quantifizierbar. Hier ist die Qualitit der Ausfiihrung einer
Aktivitdt einzuschdtzen, wobei Interpretationen und Zuordnungen zu Kompetenzstufen
notwendig werden, die nicht eindeutig festgelegt sind. Die Beurteilung, im Hinblick auf
anspruchsvolle Ziele, ist ohne Einfluss der Subjektivitit des Beurteilenden nicht moglich”
(vgl. Fischer/Malle 1985, S. 322). Kompetenz- und jahrgangsspezifische Mal3stibe, welche
eine solche Zuordnung unterstiitzen konnten, liegen derzeit nicht vor. Deshalb ist es ein
Element der Umsetzung des Konzeptes der differenzierten Leistungsbeurteilung, kompe-
tenzspezifische Beurteilungskriterien zu formulieren, um die Giite und Transparenz der
Beurteilung zu verbessern. Um der Kontextabhidngigkeit von Kompetenzdarlegungen
gerecht zu werden (vgl. 3.1.3), werden kompetenzspezifische Kriterien vor der Bewertung
auf die jeweilige Aufgabenstellung konkretisiert. Durch konkrete, aufgabenspezifische
Bewertungsschemata koénnen Abweichungen zwischen verschiedenen Beurteilenden ver-
ringert werden (vgl. Biichter/Leuders 2005, S. 180), wodurch auch ein klassentibergreifen-
der Vergleich moglich wird. Aber in erster Linie dienen sie dazu, dass gleiche Leistungen
von ein und demselben Lehrer gleich beurteilt werden, was auch von den Schiilern bei
einer gerechten Bewertung erwartet wird. Walsch (1972, S. 77) begriindet die Festlegung
fiir die Beurteilung wesentlicher Gesichtspunkte vor der Beurteilung damit, dass bei einer
grofleren Anzahl qualitativer Wertungen die Objektivitdt der Urteile eingeschrankt wird,
z. B. indem gewisse Gesichtspunkte beim Beurteilen nicht durchgingig beachtet werden

oder zufillig auftretende Besonderheiten das jeweilige Urteil beeinflussen.

Kompetenzspezifische Beurteilungskriterien sind des Weiteren fiir die Transparenz der
Leistungsbeurteilung und deren Riickmeldung unabdingbar. Den Schiilern sollten die

Kriterien, an denen ihre Leistungen gemessen werden, vor der Beurteilungssituation be-

70 Derartige Beurteilungen erfordern vom Beurteiler ein Sich-Einlassen auf den Prozess der Beurteilung mit
all seinen Chancen aber auch moglichen Gefahren und Fehlern, derer man sich bewusst sein sollte. Diese
Subjektivitdt darf aber nicht mit dem Stil eines unfehlbaren Richters verbunden sein, der Lehrer sollte sich
vielmehr einer permanenten Diskussion iiber Leistungsbeurteilung mit Kollegen, Schiilern und Eltern stel-
len.“ (Fischer/Malle 1985, S. 322)
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kannt sein. Der erste und wichtige Schritt dazu ist, dass die Schiiler die Differenzierung der
Leistungsbeurteilung kennen und sich der Breite des Spektrums mathematischer Aktiviti-
ten bewusst sind. Kompetenzspezifische Beurteilungskriterien konnen mit den Schiilern
gemeinsam erarbeitet oder diskutiert werden. Die aufgabenspezifische Konkretisierung
nimmt der Lehrer vor. Moglicherweise erfolgt diese schrittweise und wird erst im Laufe
der Beurteilung endgiiltig festgelegt, um individuellen Herangehensweisen der Schiiler ge-
recht zu werden.”" Letztendlich sind die Kriterien auch fiir die Transparenz der Beurteilung
grundlegend. Sie erlauben eine nachvollziehbare und vergleichbare Erlduterung der quanti-
tativen Bewertung (vgl. 3.3). Nach Arnold und Jiirgens (2001, S. 29) kénnen sachbezogene
Rickmeldungen nur mit Hilfe differenzierter, d. h. kriteriengeleiteter Stellungsnahmen
erfolgen. Werden bei der Bewertung von Leistungen Leistungsanspriiche und Kriterien
inhaltlich diskutiert, konnen die Schiiler sie erkennen und sich daran orientieren (vgl.

Winter, F. 2002, S. 178).

Aufgabenspezifische Beurteilungskriterien beschreiben Kriterien, die flir ein bestimmtes
aufgaben- und kompetenzspezifisches Niveau zu erfiillen sind. Fiir die Zuordnung eines
Niveaus ist nicht die Entscheidung fiir einen Losungsweg sondern die Qualitdt der Ausfiih-
rung des gewdhlten Weges entscheidend (vgl. Leuders 2006, S. 81, Perlich 2006, S. 27).
Die so erhaltenen Informationen sind nicht statistisch-empirisch abgesichert, auch kann
sich das Bewertungsschema wihrend der Auswertung noch verdandern (vgl. Leuders 2006,
S. 82). Dennoch kénnen mit offenen Aufgaben auf der Basis von Kenntnissen iiber den
vorhergehenden Unterricht sowie die Lernentwicklung, die Fahigkeiten und Beschriankun-
gen einzelner Schiiler, viele Informationen iiber die Leistungsfihigkeit dieser Schiiler
erhalten werden, die zur Diagnose geeignet sind (vgl. Leuders 2006, S. 82). Vorrausset-

zung ist jedoch, dass die Zuordnung von Schiilerleistungen zu Niveaustufen reliabel ist.

Nach Sacher (2001, S. 78) sollte ein Regelsystem, dass Schiilerleistungen Bewertungen

zuweist u. a. folgenden Anforderungen gentigen:

- Die Zuordnung ist logisch eindeutig: Gleiche Leistungen werden gleich honoriert (z. B.
durch gleiche Noten/Punkte, gleichartige Verbalurteile). Die Umkehrung gilt nicht, z. B.

konnen gleichen Noten durchaus verschiedene Leistungen entsprechen.

"' Das heiBt nicht, auf den sozialen Vergleich iiberzugehen. Die Beurteilungskriterien werden an die von den
Schiilern gewdhlten Methoden, nicht an das Niveau ihrer Bearbeitung angepasst.
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- Die Zuweisung erfolgt fehlerkontrolliert: Uber die GroBenordnung des unvermeidlichen
Fehlers wird informiert und es werden Moglichkeiten er6ffnet, diesen zu begrenzen.

- Flexibilitdat ist gewihrleistet: Da die Anforderungen, wenigstens bei der kriterialen
Norm, von Stoffgebiet und Schulstufe abhidngen, muss das Regelsystem ermdoglichen,
verschieden hohe Anforderungen zu stellen.

Diese Kriterien werden durch das Konzept der differenzierten Beurteilung mathematischer

Kompetenzen erfiillt, wobei die ersten beiden Forderungen erst durch die konkreten Beur-

teilungskriterien gewihrleistet werden. Die aufgabenspezifischen Beurteilungskriterien

kommen auflerdem der Forderung von Grunder, Bohl und Broszat (2001, S. 47) nach, Be-
urteilungskriterien konkret zu formulieren und durch tiberpriifbare bzw. beobachtbare Indi-

katoren zu ergénzen (vgl. Beispiel 3, Anhang 1.3).

Bei der Zuordnung eines Niveaus handelt es sich um ein ,Einschitzverfahren® (Arnold/
Jirgens 2001, S. 83). Schitzverfahren entsprechen innerhalb der pddagogischen Beurtei-
lungsmethoden einer Zwischenstufe: Es sind weder Beobachtungsverfahren, die Verhal-
tensweisen direkt protokollieren, noch Testverfahren, die mit standardisierten Bedingungen
und strikter Auswertungsobjektivitit arbeiten (vgl. Arnold/Jiirgens 2001, S. 83). Schétzver-
fahren sind vielmehr ,strukturiert erfragte Vermutungen tiber Auspriagungsgrade von
komplexen Merkmalen, die in einer - zumeist aber in einer Vielzahl - von Situationen
beobachtbar sind*“ (Arnold/Jiirgens 2001, S. 83). Eine Konkretisierung bis hin zu einfachen
Zihlanweisungen ist fiir komplexe Merkmale nicht moglich oder nicht effizient. Verwen-
det werden gestufte Skalen, die durch aussagefihige Symbole (z. B. +, - oder 1, 2, 3, 4, 5)"
oder verbal formulierte Abstufungen auf- oder absteigend gegliedert sind (vgl. Arnold/
Jirgens 2001, S.75). Die konkret formulierten Zuordnungskriterien erhohen dabei die

Auswertungsobjektivitdt und die Sicherheit der Niveauzuordnung.

Es stellt sich nun die Frage, wie kompetenzspezifische Beurteilungskriterien gefunden
werden konnen. Wann kann z. B. einem Schiiler eine sehr gute Argumentationsfihigkeit
bezogen auf die Bearbeitung einer Aufgabe bescheinigt werden? Welche Kriterien sind
dafiir zu erfiillen? Derzeit liegen ausgearbeitete, empirisch gestiitzte Kompetenzmodelle
nur flir einzelne Lernbereiche, Altersgruppen und Schiilerpopulationen vor (vgl. Klieme
2004, S. 13). Die Beschreibungen der Kompetenzniveaus fallen dabei oft (noch) zu abs-
trakt aus (vgl. Klieme 2004, S. 13). Es besteht die Hoffhung, dass neue Forschungsvorha-

2 In der ersten Fallstudie wurden die Wertungen —1, 0, 1, 2 vergeben, in den folgenden Untersuchungen
wurden die Leistungen 5 Niveaus (0 bis 4 Punkte) zugeordnet (vgl. Kapitel 4).
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ben zur Erarbeitung und empirischen Uberpriifung von Kompetenzstruktur- und Kompe-
tenzentwicklungsmodellen (vgl. Klieme/Leutner 2006) oder zur Entwicklung standardba-
sierter Vergleichsstudien zu Beurteilungskriterien fithren, die auch in alltdglichen Beurtei-
lungen einsetzbar sind. So lange obliegt es dem Lehrer oder einer Lehrergruppe Kriterien

fiir eine Einstufung der mathematischen Kompetenzen seiner Schiiler aufzustellen.

Anhaltspunkte fiir kompetenzspezifische Beurteilungskriterien oder deren Entwicklung
konnen didaktische Veroffentlichungen zur Forderung und Beurteilung bestimmter Kom-
petenzen geben. Anregungen fiir Bewertungskriterien flir kreative Produkte finden sich
z. B. in Leuders 2003b (S. 304ff.), der ein Bewertungsschema aufstellt, welches in den
Dimensionen Kreativitit und Korrektheit jeweils die Aspekte Gestaltung, Nutzung von
Mathematik, Sprache und Griindlichkeit betrachtet. Perlich (2006) formuliert Kriterien der
Bewertung offener Aufgaben: Befolgung der Arbeitsanweisung, Nachvollziehbarkeit des
Losungsweges, Zeitaufwand, Einsatz von angemessenen Hilfsmitteln, mathematische
Richtigkeit, Schliissigkeit und Genauigkeit des Ergebnisses, Verwendung von Fachbegrif-
fen, sprachliche Richtigkeit und zeichnerische Genauigkeit. Da es von der Aufgabe ab-
hiangt, welche dieser Kriterien herangezogen werden, konkretisiert Perlich folgerichtig die

allgemeinen Kriterien auf ein Aufgabenbeispiel (aufgabenbezogenes Bewertungsschema).

Zur ,Beurteilung von Schiilerleistungen im Beweisen gibt es eine tiefgehende Ausarbei-
tung von Walsch aus dem Jahre 1972 (S. 76ff.)). Da diese Kriterien, moglicherweise in
modifizierter Form, auch fiir die Beurteilung anderer Argumentationsformen von Bedeu-
tung sind, werden sie in der folgenden Ubersicht aufgelistet. Die von Walsch formulierten
Fragen resultieren nicht nur aus theoretischen Erwédgungen, sondern haben sich bei empiri-
schen Untersuchungen in den Klassenstufen 6 bis 8 als wesentlich und angemessen her-
auskristallisiert (vgl. Walsch 1972, S. 78), was anhand von zahlreichen Beispielaufgaben

und zugehorigen Ergebnissen der Untersuchungen belegt wird.
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Tab. 3/2: Gesichtpunkte fiir eine qualitative Beurteilung von Beweisversuchen aus Walsch 1992
(S. 78ff)

Gesichtspunkte fiir eine qualitative Beurteilung von Beweisversuchen

F, - Ist ein sinnvoller Zusammenhang mit der Aufgabenstellung erkennbar?
F, - Werden begriindende und schlussfolgernde Formulierungen gebraucht?
F; - Enthélt der Beweisversuch nur Richtiges?

F4 - Sind die Fehler nur sachlicher Art?

Fs - Sind die Fehler nur logischer Art?

F¢ - Enthélt der Beweisversuch alle notwendigen Schritte?

F; - Enthélt der Beweisversuch nur notwendige Schritte?

Fg - Enthélt der Beweisversuch einen ,,Schlusssatz“?

Fy - Stimmt der ,,Schlusssatz* mit der zu beweisenden Behauptung tiberein?

Fyo - Ist die Darstellung mathematisch und sprachlich korrekt?

Bei genauer Betrachtung der Beurteilungsfragen von Walsch wird deutlich, dass diese in
modifizierter Form auch z. B. fiir Versuche des Problemlosens sinnvoll sind. Aspekte, die
spezifisch fiir logische Anforderungen in Beweisen sind, werden dabei durch solche er-
setzt, die spezifisch fir heuristische Anforderungen sind (Tabelle 3/3). Fiir diese Kriterien
ist jedoch keineswegs untersucht, ob sie sich bei konkreten Beurteilungen heuristischer

Kompetenzen als wesentlich und angemessen erweisen.

Tab. 3/3: Gesichtpunkte fiir eine qualitative Beurteilung von Problemldseversuchen

Gesichtspunkte fiir eine qualitative Beurteilung von Problemldseversuchen

F, - Ist ein sinnvoller Zusammenhang des gewahlten Ansatzes mit der
Aufgabenstellung erkennbar?

F, - Werden heuristische Strategien und eigenstindige Denkprozesse gebraucht?

F; - Enthilt die Problemlésung nur Richtiges?

F4 - Sind die Fehler mathematischer Art?

Fs - Enthélt der Problemldseprozess heuristische Widerspriichlichkeiten?

Fs - Enthilt die Problemlsung alle notwendigen Schritte?

F,; - Enthélt die Probleml6sung keine tiberfliissigen Losungsschritte?

Fs - Schlie3t die Problemlésung mit einer Reflexion?

Fy - Bezieht sich die Reflexion auf die Fragestellung oder den Kontext?

Fyo - Ist die Darstellung mathematisch und sprachlich korrekt?

Es ist als eine wichtige Aufgabe didaktischer Forschung zu sehen, theoretisch und empi-
risch fundierte Kriterien fiir mathematische Kompetenzen zu formulieren. Dies ist fiir die
Umsetzung der Bildungsstandards ebenso wichtig, wie deren Uberpriifung durch iiberregi-
onale Vergleichsuntersuchungen, da sie den Lehrer befdhigen, die Kompetenzen seiner
Schiiler standardorientiert selbst zu {liberpriifen und dies nicht nur punktuell. Die in dieser

Arbeit verwendeten Kriterien (vgl. z. B. Beispiel 3, 8 und Anhang 1.3) erwiesen sich bei
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Beurteilungen innerhalb der Erprobungen als angemessen und handhabbar, was aber nicht

ohne Weiteres auf andere Beurteilungssituationen tibertragen werden kann.

Eine Orientierung flir die Definition aufgabenspezifischer Kompetenzniveaus geben die in
Kapitel 2 zusammengestellten Kriterien der Aufgabenkomplexitét. Sie beschreiben kompe-
tenzspezifische Anforderungen der Aufgaben. Zur Formulierung der Beurteilungskriterien
ist festzulegen, welche der Anforderungen mit welchem Gewicht zur Beurteilung beitra-
gen. Um individuellen Leistungen flexibel begegnen zu konnen, sind vor der Beurteilung
festgelegte Kriterien nicht als starres Raster zu sehen, sondern kénnen wihrend der Beur-

teilung angepasst werden. Bedingung bleibt, dass fiir alle Schiiler der gleiche Maf3stab gilt.

Im Folgenden wird das, die Beurteilung vorbereitende, unterstiitzende und leitende, Mate-
rial, einschlieBlich der aufgabenspezifischen Beurteilungskriterien, fiir eine Aufgabe der

Erprobung exemplarisch vorgestellt.

Beispiel 3:
Aufgabenspezifische Beurteilungskriterien fiir Aufgabe 11B2.1
,Absorption von Licht*

Aufgabenstellung

Dringt Licht in Wasser ein, so verliert es mit zunehmender Wassertiefe durch Absorption

an Intensitdt. In einem Gewdsser wurde gemessen, dass die Lichtintensitdt pro Meter um

ca. 75 % des bis dahin verbliebenen Wertes abnimmt.

a) Beschreiben Sie diesen physikalischen Vorgang mit Hilfe einer Zahlenfolge.

b) Untersuchen Sie Monotonie und Konvergenz dieser Folge. Werten Sie Ihre Ergebnisse
in Bezug zur physikalischen Realitdt. Ist das Modell geeignet?

c) Wie viel Prozent der urspriinglichen Intensitédt sind in 1 m, 2 m, 3 m Wassertiefe noch
vorhanden?

d) In welcher Tiefe betrdgt die Lichtintensitédt erstmals weniger als 1/1000 des urspriingli-
chen Wertes?

Moeliche Losung:

a)
a,: Intensitédt an der Wasseroberflidche
a,=a,—a, 0,75=a,-0,25: Intensitdt in 1 m Tiefe

a,=a,-025=a,-0,25": Intensitét in 2 m Tiefe
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a,=a, 025=a,-025: Intensitéit in 3 m Tiefe
=>a,=a,, 025=aq,-0,25": Intensitdt in » Metern Wassertiefe
rekursive Zuordnungsvorschrift: a=a,, 025

explizite Zuordnungsvorschrift: a,=a,-025"

b)

Die Folge ist eine geometrische Folge, denn es gilt a,=a, -q". Dies bedeutet physikalisch,

dass die Lichtintensitdt mit zunehmender Wassertiefe exponentiell abnimmt.

. a
Monotonie: -=0,25<1 = a, <a,_: monoton fallend
a

n—1

Grenzverhalten: lima, -0,25" =0, da 0,25 < 1 und sich somit 0,25" mit zunehmen-

n—sco

den n beliebig nahe der Null ndhert.

Die Folge ist eine monoton fallende Nullfolge. Dies entspricht dem physikalischen Modell,
denn die Lichtintensitdt nimmt mit zunehmender Wassertiefe kontinuierlich ab und geht in
groflen Tiefen gegen Null. Das mathematische Modell ist deshalb zur Beschreibung des
physikalischen Prozesses prinzipiell geeignet. Es wurde hier jedoch vereinfachend ange-
nommen, dass der Anteil des absorbierten Lichts konstant ist. Dies diirfte in der Realitét
nur ndherungsweise der Fall sein, denn z. B. Verschmutzungen, Pflanzen sowie Dichte-

und Temperaturdnderungen konnen die Absorption verédndern.

c)

| m Tiefe: 2= 0,25 = 25% der urspriinglichen Intensitét sind noch vorhanden.
a,

2 m Tiefe: 22 = 0,25* =0,0625 => 6,25% der urspriingl. Intensitit sind noch vorhanden.
a,

3 m Tiefe: 22 = 0,25 =0,0156 => 1,56% der urspriingl. Intensitit sind noch vorhanden.
a,

d)

1 1 —
G = 0,001=0,25" = 1g0,001=n1g0,25 = n= g0,001 3 4,98
a, 1g0,25 —-0,602

Auf Grund des fallenden Verhaltens betragt die Intensitét erstmals in ca. 5 m Tiefe weniger

als 1/1000 des urspriinglichen Wertes.
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Kompetenzspektrum

Grundwissen (GW)

Finden geeigneter Losungsstrategien (HE)

Ubersetzen, Interpretieren (DI)

Ausfiihren formaler Verfahren (FO)

Ausfiihren von Operationen, Umformungen, Berechnungen (FO)
Schlussfolgerungen ziehen oder mathematisch Argumentieren (KA)

Diskutieren, Werten (KA)

Aufgabenspezifische Beurteilungskriterien

1. Grundwissen (GW)

Folgende Wissensinhalte sind zur Lsung der Aufgabe (voraussichtlich)® notwendig:
- Eigenschaften von Zahlenfolgen, insbesondere geometrischen Zahlenfolgen,

- explizite und rekursive Darstellung von Zahlenfolgen,

- Monotonie und Grenzverhalten von Zahlenfolgen,

- Potenzen und Logarithmus.

4 Punkte |Die aufgelisteten, zur Losung der Aufgabe notwendigen Grundkenntnisse werden
korrekt dargelegt und angewendet — der Losungsweg enthilt keine Fehler oder Lii-
cken/Abbriiche, die offensichtlich fehlendem Grundwissen zuzuschreiben sind.

3 Punkte | Das Standardwissen zur Stoffeinheit (Faktenwissen, prozedurales Wissen zu den
wichtigen Verfahren) wird fehlerfrei dargelegt. Beim konzeptuellen Wissen zu kom-
plexen Zusammenhéingen treten (wenige, kleinere) Fehler auf, wie z. B. Ungenauig-
keiten in der begrifflichen Argumentation zum Grenzverhalten.

2 Punkte | Die fundamentalen Wissenseinheiten aus dem aktuellen Stoffgebiet Zahlenfolgen sind
anwendungsbereit bis auf eine, z. B. ist die Monotonie von Zahlenfolgen nicht verfiig-
bar.

1 Punkt |Elementare Wissenseinheiten, wie die Eigenschaften geometrischer Zahlenfolgen, sind
anwendbar, aber auch deutliche Liicken zu grundlegenden Wissenseinheiten wie
Monotonie und Konvergenz sind sichtbar.

0 Punkte | Das fiir die Stoffeinheit typische Grundwissen wird nicht gezeigt. Das ist z. B. der
Fall, wenn nur die formalen Berechnungen in c) ausgefiihrt werden kénnen.

2. Finden geeigneter Losungsstrategien (HE)

In Aufgabenteil a) ist ein geeignetes mathematisches Modell fur die in der Aufgabenstel-

lung gegebene physikalische Problemstellung zu finden. Zwar ist in der Aufgabenstellung

7 Welche Kenntnisse genau erforderlich werden, hingt vom gewihlten Losungsweg ab, z. B. kann die
Monotonie der Zahlenfolge mit formalen Verfahren oder mit begrifflichen Uberlegungen untersucht werden.
Beim ersten Weg ist primér prozedurales Wissen, beim zweiten primér konzeptuelles Wissen zu aktivieren.
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mit ,,Zahlenfolge* das Suchfeld eingeschrinkt, aber tiber die genaue Form der Folge wird
nichts gesagt. Naheliegend erscheint es, das Modell, z. B. durch Bestimmung der ersten

Folgenglieder und anschlieBende Verallgemeinerung, zu entwickeln.

Das Modell wird in Teil b) analysiert und gewertet, woflir ebenfalls geeignete Strategien
und Verfahren auszuwéhlen sind. Hier hingt es vom zuriickliegenden Unterricht ab, ob

heuristische Fahigkeiten notwendig sind oder ein Standardverfahren abrufbar ist.

4 Punkte | Die Kombination heuristischer Strategien und mathematischer Operationen ist als

Losungsweg geeignet. Es wird eine Zahlenfolge entwickelt, die den Vorgang richtig
beschreibt (evtl. Ubersetzungs-/Rechenfehler, keine heuristischen Mngel). Die Lo-
sungsstrategie ist zielorientiert. Ein eigensténdiger, kreativer Denkprozess liegt vor.

3 Punkte | Verstidndnis des Begriffs Zahlenfolge wird gezeigt. Eine Losung wurde erbracht, der
Weg ist jedoch umsténdlich, wenig elegant (z. B. Berechnung fiir sehr viele 7). In der
Entwicklung liegen Fliichtigkeitsfehler vor, wie: a;=1, a,=0,25.

2 Punkte | Die Herangehensweise ist sinnvoll. Der Losungsweg ist jedoch unvollstidndig, z. B ein
fehlender/nicht sinnvoller Losungsschritt, wie eine unzuldssige Verallgemeinerung.

1 Punkt |Ein Losungsansatz ist vorhanden, aber das gesuchte Modell kann nicht abgeleitet
werden (z. B. richtige Berechnung einiger Folgenglieder, keine Verallgemeinerung).

0 Punkte |Es gelingt kein Zugang zur Aufgabe.

3. Ubersetzen und Interpretieren (DI)

Das Ubersetzen der verbalen Informationen in die mathematische Sprache betrifft hier die
Ubersetzung’® in die formale bzw. symbolische Darstellung im Aufgabenteil a). Bei der
Ubersetzung werden den Parametern der Zahlenfolge die zugehorigen Daten aus dem
physikalischen Ausgangskontext zugeordnet. Bei oder vor der Entwicklung des Modells
sind die gewdhlten Variablen den Ausgangsbegriffen zuzuordnen, also zu definieren, denn

der Ubersetzungsprozess sollte nachvollziehbar sein.

In Teilaufgabe d) muss das erhaltene formale Rechenergebnis in Bezug zum mathemati-

schen und physikalischen Kontext gestellt werden, was sinnvolles Runden einschlieBt.”

* Im Normalfall laufen Ubersetzung und Entwicklung des Modells parallel ab. Hier wird versucht, die
einzelnen Kompetenzen zu trennen.

7> Obwohl dies trivial klingt, sind diese Titigkeiten des Interpretierens auch fiir mathematisch begabte
Schiiler nicht selbstverstindlich, da fiir viele Schiiler das Problem gelost ist, wenn das formale Rechenergeb-
nis vorliegt.
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4 Punkte

Die verbalen Informationen der Aufgabenstellung werden richtig und vollstdndig in
das mathematische Modell iibersetzt. Beide Beschreibungen sind dquivalent. Die Dar-
stellung der Entwicklungsschritte und die Enddarstellung sind fachwissenschaftlich
und formal richtig. Die Enddarstellung ist versténdlich und geeignet das Problem in
mathematisch-formaler Sprache zu 16sen. Die Ubersetzung ist durch Zuordnung/Kom-
mentierung der Variablen und die Auswahl geeigneter Variablen nachvollziehbar.

Das Rechenergebnis (4,98) wird geeignet gerundet und von der Modellebene in die
Ebene des physikalischen Ausgangskontextes iibersetzt.

3 Punkte

Die Darstellung ist formal und mathematisch richtig, enthélt aber ,,Unschonheiten*
beziiglich der Lesbarkeit, wie eine hdufige Verwendung von Zahlen an Stelle einer
allgemeinen Betrachtung mit Variablen oder die Auswahl ungeeigneter Variablen. Die
Darstellung ist nicht effektiv bzw. unterstiitzt den Lésungsweg nicht optimal, z. B.
Darstellung der Folgenglieder, aus der die allgemeine Struktur nicht ablesbar ist. Es
fehlt eine Definition/Erkldrung der Variablen.

Es treten formale Fehler bei der Interpretation (Riickiibersetzung) auf oder die Formu-
lierung ist fachsprachlich oder sprachlich ungeeignet. Die Ubersetzung ist nicht voll-
stindig, die Ebenen werden vermischt, z. B. ,,Ab dem 5ten Folgenglied ist die Intensi-
téat kleiner als ...“).

2 Punkte

Die grundlegenden Zusammenhidnge werden richtig tibertragen, in der Enddarstellung
treten jedoch Méngel auf oder es liegt ein Ubersetzungsfehler vor, z. B. g=0,75 statt
q=0,25, oder ein Interpretationsfehler, z. B. 4 nicht 5 m Tiefe werden angegeben.

1 Punkt |Die Ubersetzung{‘lnterpretation gelingt nur in Ansitzen: Es gibt mehrere Uberset-
zungsfehler, die Ubersetzung ist zu groflen Teilen nicht sinnvoll oder nicht nachvoll-
ziehbar oder es findet nur eine formale Interpretation statt, ohne Bezug zum physikali-
schen Ausgangsproblem. Die Ubersetzung/Interpretation ist nicht nachvollziehbar.

0 Punkte |Es gelingt keine Ubersetzung in die mathematische Sprache und (somit) auch keine

Interpretation.

4. Formale Verfahren ausfiihren

Als formale Verfahren der Analysis konnen in dieser Aufgabe die Bestimmung der Mono-

tonie und die Betrachtung des Grenzverhaltens zur Anwendung kommen. Allerdings ist

hier auch eine mathematische Argumentation ohne formale Verfahren moglich. Daher

konnen hier abhdngig von der gewdhlten Losungsstrategie die Kompetenzen Ausfiihren

formaler Verfahren und Schlussfolgerungen ziehen oder die Kompetenz des mathemati-

schen Argumentierens eingeschétzt werden (eventuell auch alle drei Kompetenzen).
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4 Punkte |Die eingesetzten formalen Verfahren werden mathematisch korrekt, exakt, vollstindig
und auch formal korrekt ausgefiihrt.

3 Punkte | Die Verfahren werden im Wesentlichen beherrscht, ein Teilschritt ist jedoch fehlerhaft,
nicht exakt oder unvollstindig, z. B. ungtinstige/fehlende Enddarstellung (wie 7¢(€)).

2 Punkte | Ein formales Verfahren ist anwendbar, ein (zweites) formales Verfahren ist nicht
anwendbar oder kleinere Fehler/Ungenauigkeiten finden sich in beiden Verfahren.

1 Punkt |Es sind Grundziige der Verfahren erkennbar, es findet aber keine algorithmisch-geord-
nete Ausfiithrung statt.

0 Punkte | Die formalen Verfahren der Folgenuntersuchung sind nicht anwendbar, z. B. intuitive
Betrachtung ohne Standardverfahren der Oberstufenmathematik.

5. Algebraische Operationen, Umformungen ausfiihren

Folgende kalkiilhafte Grundfertigkeiten werden bei dieser Aufgabe (mindestens) verlangt:
Potenzieren/Potenzgesetze, Grundrechenoperationen, Rechnen mit Briichen/Dezimal-

briichen, Logarithmus/Logarithmengesetze, Berechnung von Logarithmen.

4 Punkte |Es treten keine (Rechen-)Fehler auf, alle Umformungen/Teilergebnisse sind richtig.

3 Punkte | Die formalen Grundfertigkeiten werden beherrscht, es liegen nur wenige Rechenfehler
(Fluchtigkeitsfehler) vor, welche die Problemlésung nicht wesentlich beeintrachtigen.

2 Punkte | Grundlegende formale Fertigkeiten werden dargelegt, es zeigen sich aber Unsicherhei-
ten bezliglich anspruchsvollerer kalkiilhafter Fertigkeiten, z. B. im Umgang mit dem
Logarithmus.

1 Punkt | Elementare algebraische Operationen werden beherrscht, es treten aber auch bei ein-
fachen Operationen der Sekundarstufe I oder der Primarstufe Rechenfehler auf.

0 Punkte | Die Aufgabe bzw. die betreffenden Teile der Aufgabe kénnen auf Grund fehlender
formaler Fertigkeiten nicht gelost werden.

6. Schlussfolgerungen ziehen bzw. mathematisches Argumentieren

Einfache Schliisse, ohne tiefgehende mathematische Argumentationen, werden vor allem
in den Teilaufgaben b) und c) auftreten, wenn aus einer Analyse der Form der Zahlenfolge
und den Ergebnissen der formalen Verfahren die Eigenschaften der Folge abgeleitet wer-
den. Diese Aufgabenteile konnen aber auch durch (komplexere) mathematische Argumen-
tationen auf Grundlage der begrifflichen Zusammenhinge zwischen den mathematischen
Objekten und Konzepten bearbeitet werden. Fiir beide Varianten werden Kriterien formu-

liert.
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4 Punkte

Gezogene Schliisse sind mathematisch korrekt, logisch schliissig, ausreichend fun-
diert. Die Betrachtung ist vollstindig (alle moglichen Schliisse werden einbezogen).
Die Argumentationsbasis ist sinnvoll gewéhlt, sachlich, logisch und formal korrekt
bzw. widerspruchsfrei. Die Argumentationskette ist vollstdndig, enthilt aber auch
keine tiberfliissigen Schritte. Sie ist nachvollziehbar, schliissig, sprachlich korrekt.

3 Punkte

Die Argumentation ist im Wesentlichen geeignet. Schlussfolgerungen werden jedoch
nicht immer explizit dargelegt. Einzelne Argumente/Folgerungen sind ungenau oder
nicht ausreichend fundiert. Die Argumentationskette ist nicht immer ganz schliissig.

2 Punkte

Grundziige einer Argumentation sind erkennbar. Die Betrachtungen sind jedoch un-
vollstindig oder die Grundlage der Folgerungen/Argumente ist nicht angemessen. Es
treten (kleinere) mathematische oder logische Fehler auf. Die Argumentation ist teil-
weise schlecht nachvollziehbar, enthélt Spriinge/Liicken.

1 Punkt |Einzelne Schliisse werden gezogen. Sie beruhen jedoch nicht auf hinleitenden Verfah-
ren/angemessenen Argumenten, sind mathematisch oder logisch falsch. Die Untersu-
chung ist oberflachlich/voreilig.

0 Punkte | Es werden keine Folgerungen formuliert oder Argumentationen vorgenommen.

7. Diskutieren und Werten

Die Schiiler sollen nach Analyse der Eigenschaften der Folge diese mit dem physikalischen

Vorgang vergleichen und auf dieser Grundlage die Eignung des entwickelten Modells zur

Beschreibung des physikalischen Prozesses beurteilen. Die Wertung kann kurz und prég-

nant erfolgen, da eine Analyse bereits vorliegt, sollte aber fundiert, schliissig und sachlich

sein.

4 Punkte

Die physikalischen Eigenschaften werden den mathematischen gegeniibergestellt, so
dass eine Basis fiir die Wertung vorliegt. Eine korrekte, sachliche Folgerung auf die
Brauchbarkeit des Modells wird formuliert. Analyse und Folgerung stehen in logi-
schem Zusammenhang (schliissige Folgerung). Die Argumente sind sachlich, logisch,
formal korrekt. Die Wertung ist eindeutig, nachvollziehbar, (fach-)sprachlich richtig.

3 Punkte

Eine sachliche Analyse und Wertung liegt vor, enthilt jedoch formale Fehler, die Fach-
sprache wird unsicher verwendet oder die Argumentation ist nicht ganz vollstindig.
Analyse und Wertung betreffen nicht die relevanten Eigenschaften. Es findet keine
Gegeniiberstellung mathematische - physikalische Eigenschaften statt.

2 Punkte

Analyse und Wertung finden statt, die Argumentation ist z. T. jedoch nicht schliissig/
nicht ausreichend fundiert/voreilig oder Teilaspekte wurden falsch gewertet.

1 Punkt

Die Argumentation enthilt sachliche oder mathematische Fehler, ist oberfldchlich/sehr
unvollstindig. Es findet keine angemessene Analyse, keine sachliche, begriindete Wer-
tung statt, z. B. ,realistisch“ (ohne jeglichen Kommentar).

0 Punkte

Es findet keine Analyse und Wertung statt.
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3.3 Riickmeldung anhand differenzierter Riickmeldungsbogen

Um den Schiilern ihre individuellen Stiarken und Schwichen bewusst zu machen, bedarf es
einer Riickmeldung, die

- differenzierend ist, d. h. unterschiedliche Kompetenzen voneinander trennt und

- individuell ist, d. h. sich auf die personlichen Féahigkeiten und Eigenschaften des ange-

sprochenen Schiilers bezieht.

Differenzierung wird erreicht, indem die fiir die Leistungsfeststellung verwendete Unter-
scheidung verschiedener mathematischer Kompetenzen (vgl. 3.2) fiir die Riickmeldung
beibehalten wird, also keine Zusammenfassung wie z. B. bei der Notenbildung erfolgt.
Eine weitere Zusammenfassung wiirde den Informationsgehalt der Riickmeldung und
somit die Moglichkeiten der Formulierung konkreter lernfordernder Hinweise entschei-

dend verringern (vgl. Harvard Group 1995).

Individualisierung bedingt ein Abwenden von vergleichenden Mafstdben, welche das
Arbeiten in einer Lerngruppe mit sich bringt (vgl. Wunder 2002, S. 62): ,,.Die allgemeine
Entwicklung des Jugendlichen soll im Vordergrund stehen, das Verhéltnis zum Stoff ist
nur ein Aspekt unter vielen; zudem soll das je individuelle Verhiltnis zum Stoff mallge-
bend werden, nicht das vom Lehrer oder der Gruppe vorgegebene Fortschreiten* (Wunder
2002, S. 62). Nach Wunder macht aber erst die radikale Individualisierung des Lernens,
,oel der der Schiiler mit Hilfe des Lehrers sein Interesse, seine Schwerpunkte, seinen
Fortgang im jeweiligen Sachgebiet individuell definiert” individualisierende Leistungsbe-
urteilung notwendig. Da solche Forderungen von der Praxis der Schule (noch) weit ent-
fernt sind, stellt sich die Frage, wie Individualisierung der Leistungsbeurteilung gefordert
werden kann, ohne eine radikale Individualisierung des Unterrichts vorauszusetzen. Wun-
der schligt als Weg zur Reform der Leistungsbeurteilung vor, das Portfolio mit der her-

kommlichen Note zu kombinieren.

Hier wird ein anderer Weg der individuellen Begegnung mit Schiilerleistungen gewdhlt,
der versucht, gemeinsame Standards, in Form der kompetenzorientierten Beurteilungskrite-
rien zu beriicksichtigen, aber individuelle Umsetzungen dieser Standards zuzulassen und

zu unterstiitzen.”® Das heiBt, der individuelle Weg wird anerkannt und in seinen Besonder-

76 Nach Arnold und Jiirgens (2001, S. 27) konnen Lern- und Leistungsforderung nur erfolgreich durchgefiihrt
werden, wenn ,die unterrichtliche Lern- und Leistungskultur einschliellich der Feedback-Kultur an die
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heiten analysiert. Seine Qualitdt wird anhand gemeinsamer Standards bestimmt. Diese
Einschitzung wird in der Riickmeldung wiederum am individuellen Weg beschrieben. Von
den aufgezeigten Schwachstellen einer Aufgabenbearbeitung konnen (auch vom Schiiler

selbst) Ansétze flir eigenstdndige Bemiithungen abgeleitet werden.

Die Riickmeldung der aufgabenbezogenen Leistungen findet anhand eines Beurteilungsbo-
gens statt (vgl. Beispiel 4, Beispiel 8). Zundchst erfolgt eine quantitative Angabe des dar-
gelegten Niveaus zu jeder gezeigten Kompetenz, gemil3 der innerhalb der Leistungsfest-
stellung ermittelten Qualitdt. Die quantitative Riickmeldung in Form von Punkten ist den
Schiilern vertraut. Sie ermoglicht eine schnelle Einordnung der Leistung und die Darstel-
lung der Leistungsentwicklung (vgl. 3.4, Harvard Group 1995). Die quantitative Beurtei-

"7 erldutert, wofiir auch die

lung wird dem Schiiler anhand seines Losungsweges verba
tiblichen Kommentare am Rand der Losung geeignet sind. AnschlieBend erfolgt eine indi-
viduelle Einordnung der Leistung z. B. anhand fritherer Aufgaben (individuelle Bezugs-
norm) oder auch der sonst vom Schiiler gezeigten Personlichkeitsmerkmale. Beispielswei-
se konnen im Unterricht sehr aktive und argumentationsfreudige Schiiler dazu aufgefordert
werden, auch in schriftlichen Arbeiten Schlussfolgerungen zu begriinden. Die Kombinati-
on von individueller und kriterialer Bezugsnormorientierung hat innerhalb einer padago-
gisch verbesserten Beurteilungspraxis besondere Bedeutung: ,,Um fiir die Adressaten die
Aussagen einordenbar zu machen, bedarf es der Mitteilung dariiber, welche individuellen
und/oder fiir alle Schiiler verbindlichen Anforderungen wihrend des Berichtszeitraumes
erreicht werden sollen und welche von dem betreffenden Schiiler bis zu welchem Grad
erfiillt wurden® (Arnold/Jirgens 2001, S. 39). Die soziale Bezugsnorm wird fiir die schuli-
sche Leistungsbeurteilung nicht flir geeignet gehalten (vgl. Arnold/Jirgens 2001, S. 47).
Fiir die Zuordnung eines Niveaus wurden ausschlielich sachbezogene Kriterien verwen-
det. Innerhalb der verbalen Erlduterungen wird aber bei einem guten Lernklima auch ein
indirekter sozialer Vergleich fiir moglich und hilfreich bei der Einordnung der eigenen
Leistungen gehalten, zum Beispiel der Hinweis auf eine ,beispielgebend exakte Darle-
gung® oder auf einen ,,besonders kreativen Ansatz* oder darauf, dass nun der ,,Anschluss

an das Argumentationsniveau der Klasse erreicht wurde*.

Verschiedenartigkeit der Schiiler angepasst wird, ohne den gemeinsamen Rahmen der Lehrpldne auf das
zusammen Erreichbare aus dem Blick zu verlieren®.

77 Vorteile verbaler Leistungsbeurteilungen werden z. B. von Arnold und Jiirgens 2001 (S. 31ff.) beschrie-
ben.
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Derartig unterschiedliche Perspektiven in der Riickmeldung werden auch von Arnold und
Jirgens (2001, S. 101) fur die Beurteilungsstruktur fiir Lernbereiche in Textzeugnissen, die
im Rahmen eines Schulforschungsprojektes entwickelt wurden (Arnold et al. 2000), vorge-

schlagen, u. a.:

Beurteilung der Leistung als
Beschreibung der Aspekte des Lernstands, der erreichten Lernfortschritte und der ge-
nutzten Lernwege einschlieflich der Wiirdigung origineller Leistungsmerkmale,

Einschédtzung der aufgabenspezifischen Anstrengung,

Beschreibung der Lerndefizite als
prazise Benennung korrigierbarer Defizite und ggf. Hinweise auf deren Behebung,

Andeutung von Lernriickstdnden, die nicht kurzfristig behebbar sind,

Bewertung des Lernstands als
sachnormorientierte Maf3zahl (z. B. Anteil der richtigen Losungen),

sachnormorientierte Ziffernzensur,

Einschdtzung der Position im Leistungsspektrum der Klasse
Positionierung im Leistungsdrittel (oberes, mittleres, unteres),

Positionierung bzgl. Durchschnitt (z. B. iiber-, unter-, durchschnittlich).

Diese Aspekte sollen auch bei der hier vorgenommenen aufgabenspezifischen Riickmel-
dung berticksichtigt werden, wenn auch nicht systematisch, sondern situationsgeméf. Eine
Zensurenfindung ist in der Erprobung nicht vorgesehen, die Riickmeldung dient hier als

Ergidnzung der tiblichen Notengebung.

Bei der individuellen Beurteilung sind zwei Prinzipien leitend:

a) Der Schiiler soll seine eigenen Kompetenzen erfahren, Erfolgserlebnisse erleben und
zum Mathematiklernen motiviert werden bzw. seine Motivation fiir das Fach
aufrechterhalten (vgl. Weinert 1999, S. 24/25, Biichter/Leuders 2005, S. 189).

b) Dem Schiiler sollen seine personlichen Stirken und Schwichen innerhalb des Spekt-
rums mathematischer Kompetenzen bewusst werden, so dass er daraus Ansatzpunkte fiir

eigenstandige Bemiithungen zur Verbesserung seiner Kompetenzen ableiten kann.

Die individuelle Riickmeldung erlaubt es dabei die verbale Formulierung der Beurteilung
den Personlichkeitsmerkmalen des betreffenden Schiilers anzupassen, Lob und Kritik
geeignet zu dosieren. Eine der wichtigsten professionellen Funktionen des Lehrers ist es,

die Bediirfnisse eines einzelnen Schiilers zu bestimmen und entsprechend Bemerkungen,
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Kommentare, Vorschldge, Fragen, auch Hilfen zu variieren (vgl. Christiansen/Walther

1986, S. 268). Dazu gehort auch die individuell zugeschnittene und lernprozessfordernde

Riickmeldung auf Anstrengungen von Seiten der Schiiler.

Lange (2002, S. 130) fiihrt Grundbotschaften auf, die seine Kommentare beim Umgestal-

t

en der Leistungsbeurteilung in eine dialogorientierte Form leiten und dem Anliegen der

Riickmeldung differenzierter Beurteilungen mathematischer Kompetenzen entsprechen:

Ich will deinen Uberlegungen folgen und dich verstehen.

Ich will dir sagen, dass du etwas Wichtiges/Bedeutendes geleistet hast.

Ich will dir aufzeigen, was dir gelungen ist und was du noch nicht erreicht hast.

Ich will dir Ratschldge flir deine personliche Weiterarbeit geben.

Ich will dich mit Kritik konfrontieren, auch wenn es dir unangenehm ist, aber die Kritik
soll so ausfallen, dass du konstruktiv damit umgehen kannst oder dir ein positiver Aus-
weg bleibt.

Ich will dich mit den Leistungen der anderen in der Gruppe vergleichen, ohne dass du
dich ausgegrenzt fiihlen musst, so dass du lernen kannst, mit deinen Stdrken und

Schwichen umzugehen.

Es folgt die exemplarische Darstellung eines aufgabenspezifischen individuellen Beurtei-

lungsbogens (komprimiert). Beispiele ausgefiillter Beurteilungsbogen befinden sich in

4.2.3.

Beispiel 4
Beurteilungsbogen zur Aufgabe 11B2.1 ,,Absorption von Licht*

Einschitzung der Bearbeitung der Aufgabe .,Absorption von Licht*

Name:

Mathematische Kompetenz Einschitzung | Bemerkung

Grundwissen (GW)

Ubersetzen und Interpretieren (DI)

Finden geeigneter Losungsstrategien (HE)

Ausfiihren formaler Verfahren (FO)

Ausfiihren algebraischer Operationen (FO)

Schlussfolgerungen zichen, mathematisch Argu-
mentieren (KA)

Diskutieren und Werten (KA)

Weitere Bemerkungen/besondere Leistungen
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3.4 Dokumentation der Leistungsentwicklung

Anders als bei inhaltsbezogenen Beurteilungsmethoden, wie den iiblichen Klassenarbeiten,
steht bei kompetenzorientierten Verfahren nicht ein mathematischer Inhalt mit seinen
unterschiedlichen Aspekten sondern eine mathematische Kompetenz, ausgeflihrt an unter-
schiedlichen mathematischen Inhalten, im Vordergrund. Dazu sind die Leistungen eines
Schiilers beziiglich einer mathematischen Kompetenz bei der Bearbeitung von Aufgaben

unterschiedlicher Inhalte und Stoffgebiete aufzunehmen.

Die Aufnahmen von Kompetenzen iiber viele und vielfiltige Aufgaben hat des Weiteren
den Vorteil, dass situationsabhingige Effekte punktueller Leistungsbeurteilungen wie
einzelner Aufgaben oder Klassenarbeiten ausgeglichen aber auch analysiert werden kon-
nen. Die Bedeutung hiufiger und unterschiedlicher Bewertungssituationen begriindet sich
vor allem in der Unsicherheit der Ableitung von Kompetenzeinschdtzungen aus situativ
gezeigten Leistungen (Performanz) (vgl. Biichter/Leuders 2005, S. 166). Sacher (2001,
S. 84) weist darauf hin, dass bei jeder Leistungsmessung die in Frage stehenden Kompe-
tenzen meist nicht vollstindig, sondern nur stichprobenartig’® iiberpriift werden. Es werden
stets nur Ausschnitte bzw. bestimmte Aspekte einer Kompetenz erfasst. Durch vielfdltige
Aufgaben konnen diese Aspekte und Ausschnitte ergidnzt und zusammengefligt werden.
Die Darstellung der Kompetenzdarlegungen zu unterschiedlichen Aufgaben kann Entwick-
lungstendenzen, stabile personliche Ausprdagungen (Stdrken und Schwéchen) aber ebenso
inhalts- oder situationsabhéngige Besonderheiten aufzeigen, die wiederum fiir den Lern-

prozess, auch den selbstédndigen, und die individuelle Férderung von Bedeutung sind.

Im folgenden Beispiel werden die Ergebnisse eines Schiilers zu den Analysisaufgaben der
in Kapitel 4.2 beschriebenen Fallstudie, differenziert in die fiinf Komponenten des Beurtei-
lungssystems, dargestellt, um eine moégliche Dokumentationsform vorzustellen. Die Do-
kumentation ihrer Leistungen und die Darstellung ihrer Leistungsentwicklung konnen die
Schiiller durchaus eigenverantwortlich vornehmen. Dabei konnen sie ihnen angenehme
Darstellungsmoglichkeiten wéhlen und sich als Nebeneffekt im Umgang mit Tabellenkal-

kulationsprogrammen iiben. Thre Bearbeitungen und die dazugehorigen Beurteilungen

78 Zum Stichprobenfehler (vgl. Sacher 2001, S. 84): Priifungen liegt meistens nur eine Stichprobe der Aufga-
ben eines Stoffgebietes zu Grunde. Das eigentliche Konnen der Schiiler (,,Grundkénnen®) wird unvollstdndig
erfasst. Ein Schiiler kann nur ein ausschnitthaftes ,,Prifungskénnen* demonstrieren und dabei Gliick oder
Pech haben, je nachdem, ob er mehr iiber seine Stdrken oder seine Schwichen gepriift wird. Auf Grundlage
seines ,,Priifungskonnens® wird jedoch in der Regel ein Urteil iiber sein ,,Grundkénnen* gefillt.
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konnen die Schiiler sammeln und in einem Portfolio zusammenstellen. Beigefligt werden

kann dem auch die selbst erstellte Darstellung der Leistungsentwicklung sowie eine selbst-

kritische Reflexion und Einschédtzung der erbrachten Leistungen.

Eine komprimierte Dokumentation in Form einer tabellarischen Auflistung der kompetenz-
spezifischen Leistungen zu unterschiedlichen Aufgaben wird von der Harvard Group

(1995) vorgestellt. In der hier gewéhlten graphischen Darstellung werden Leistungsunter-

schiede bei unterschiedlichen Aufgaben besonders deutlich.

Beispiel 5
Ergebnisse eines Schiilers zu den Analysisaufgaben der Fallstudie 2 (vgl. 4.2)
Grundwissen
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Aufgabe
Abb. 3/1: Leistungen von Schiiler 1 im Grundwissen
Darstellend-interpretative Kompetenzen
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Abb. 3/2: Leistungen von Schiiler 1 im darstellend-interpretativen Bereich
Formal-operative Kompetenzen
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ADb. 3/3: Leistungen von Schiiler 1 im formal-operativen Bereich
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Heuristisch-experimentelle Kompetenzen
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Aufgabe

Abb. 3/4: Leistungen von Schiiler 1 im heuristisch-experimentellen Bereich

Kritisch-argumentative Kompetenzen
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Abb. 3/5: Leistungen von Schiiler 1 im kritisch-argumentativen Bereich

Kommentar:

- Der Schiiler zeigt durchweg ein sehr hohes Grundwissen: Die Inhalte aus dem Stoffge-
biet Analysis werden sehr gut beherrscht.

- Darstellungen und Ubersetzungen gelingen in der Tendenz gut, wobei es insbesondere
beim graphischen Darstellen aufgabenabhédngige Schwankungen gibt.

- Heuristisch-experimentelle Anforderungen werden bis auf Ausnahmen gut bis sehr gut
erfiillt, wobei eine steigende Tendenz interpretiert werden kann (bei den eher algorith-
mischen Aufgaben am Ende der Stoffeinheit, z. B. Extremwertaufgaben). Fiir den Zwi-
schenwertsatz (vgl. Anhang 1.3) konnte keine Beweisidee gefunden werden.

- Der formal operative Bereich ist eine Stdrke des Schiilers, insbesondere das Ausfiihren
formaler Verfahren und das Ausfiihren algebraischer Operationen. Kleinere Abstriche
gibt es bei dem Gebrauch der formalen Fachsprache.

- Die Leistungen im kritisch-argumentativen Bereich zeigen deutliche Schwankungen,
die vom speziellen Inhalt der Argumentation abhingig sind. Eine Tendenz der Leis-

tungsentwicklung ist (noch) nicht erkennbar.
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3.5 Reflexion des erstellten Konzeptes anhand der Kriterien einer kom-

petenzorientierten Leistungsbeurteilung

Im Folgenden wird untersucht, ob das erstellte Konzept zur differenzierten Beurteilung
mathematischer Kompetenzen die in 1.5.2 zusammengestellten Kriterien an die Weiter-
entwicklung der Leistungsbeurteilung erfiillt. Ahnlich wie bei der objektiven
Aufgabenanalyse (vgl. 2.1) wird an dieser Stelle iiberpriift, ob das aufgestellte Konzept
diese Kriterien erfiillt. An spédterer Stelle (6.2) wird kontrolliert, ob auch mit der

realisierten Umsetzung (Kapitel 4) die Kriterien erfiillt werden konnten (realisierte Quali-
r\é‘ltglfailtige Leistungen werden anerkannt

Das Konzept wurde auf die Beurteilung schriftlicher selbstdndiger Bearbeitungen mathe-
matischer Aufgaben eingeschrankt. Innerhalb dieses Rahmens kann jedoch bei entspre-
chender Aufgabenauswahl die gesamte Breite mathematischer Aktivititen einbezogen
werden. Das Konzept ist gerade so ausgelegt, dass es sich auf mathematische Kompeten-
zen beschréinkt, diese daflir aber in ithrer ganzen Breite zu beriicksichtigen versucht. Die
Aufgaben sind methodisch offen, so dass die Schiiler ithren Fihigkeiten und Neigungen
entsprechende Zuginge zu den Problemstellungen wiahlen konnen. Wenn méglich, wird
durch eine weitere Offnung der Aufgabenstellung (Ziel oder Ausgangssituation) die Viel-
falt des erwarteten Losungsspektrum zusétzlich erhoht. Dadurch, dass in der Umsetzung
die Aufgaben als Hausaufgaben bearbeitet werden, wird ein individueller Weg, einschlief3-

lich Hilfsmittel und Arbeitsorganisation, unterstiitzt.
Der Lernprozess findet Berticksichtigung

Die gewihlte Differenzierung der Aktivititen und das System zur Auswahl geeigneter
Aufgaben garantiert einen hohen Anteil prozessbezogener Kompetenzen. Die Einschit-
zung beziiglich aller vier Kompetenzbereiche bedingt eine genaue Analyse des Losungs-
weges und des Ergebnisses. Die aufgabenspezifischen Beurteilungskriterien erlauben, dass
auch diese schwieriger zu beurteilenden Kompetenzen kontrolliert und transparent quanti-

fiziert werden konnen.



Seite 150 3 Konzept zur differenzierten Beurteilung mathematischer Kompetenzen

Leistungsbeurteilung ist verbunden mit differenzierten, forderungsorientierten Riickmel-

dungen

Das Beschreiben individueller Stirken und Schwéchen der Schiiler ist ein wichtiges Ziel
des Konzeptes (vgl. Risse 2006). Dies zum einen, um die Entwicklung eines realistischen
fachbezogenen Selbstkonzeptes zu unterstiitzen und zum anderen, um Ansatzpunkte fiir
das eigenstdndige Weiterlernen zu geben. Die Konzeption der Beurteilungsbogen ist,
insbesondere durch die Kombination von kriteriumsorientierter und individueller Bezugs-

norm, auf eine differenzierte und forderungsorientierte Riickmeldung ausgerichtet.

Die hiufige, regelmiBige Anwendung der Beurteilung erlaubt eine Einbindung von Diag-
nose in den Lernprozess. So konnen Riickmeldungen bereits wéahrend des Lernens und
Arbeitens genutzt werden. Die Vermittlung der Bewertungskriterien kann das zielorientier-

te Lernen unterstiitzen.
Leistungen sind sichtbar und 6ftentlich

Auch in dieser Beurteilungsform werden die Leistungen der Schiiler durch Punkte und
verbale Kommentare verschliisselt. Auf diese Weise ist eine Leistungsentwicklung dar-

stellbar.

Die Leistungen der Schiiler selbst, hier beim eigenstdndigen Bearbeiten anspruchsvoller
Aufgaben konnen sichtbar gemacht werden, wenn die Schiiler ausgewéhlte Arbeiten in
einem Portfolio sammeln. Das Beifligen der zugehorigen Beurteilungsbégen und selbster-
stellter Dokumentationen ihrer Leistungsentwicklung hilft ihre Leistungen einzuordnen.
Auf diese Weise konnen auch besondere Unterrichtskonzepte, wie die in den Klassen der

Netzwerkschulen, der Offentlichkeit demonstriert werden.
Eine sachliche Kommunikation iiber Leistungen wird hergestellt

Zunéchst weist das Beurteilungskonzept durch die offengelegte Differenzierung eine hohe
Transparenz auf. Durch die gemeinsame Erarbeitung oder Diskussion von Beurteilungskri-
terien kann dies verstarkt werden. Beide Aspekte sind die Grundlage der sachlichen Kom-
munikation iiber Leistung, eingeleitet durch den ausfiihrlichen Beurteilungsbogen. Dieser
zeigt, dass der Lehrer die Anstrengungen des Schiilers bei der Bearbeitung von Problem-
stellungen wiirdigt und ihn mit einer differenzierten und forderungsbezogenen Riickmel-

dung weiter unterstiitzen will.
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Eine Selbstbewertung ist primér nicht vorgesehen. Sie kann aber anhand der Beurteilungs-
kriterien und Beurteilungsbdgen ohne Aufwand ergéinzt werden. Es ist leicht, den Schiilern
den zur Aufgabe gehérenden Beurteilungsbogen zur Verfligung zu stellen, was die Trans-
parenz der Anforderungen erhoht und eine Selbsteinschétzung vor Abgabe der Bearbeitung

erlaubt.

Leistungsbeurteilung unterstiitzt individuelles Lernen, aber auch das Erreichen gemeinsa-

mer hoher Standards

Individualisierung wird erreicht durch das Vermeiden sozialer Vergleiche, vor allem aber
durch ein Einstellen auf den individuellen Losungsweg des Schiilers. Eine Beispiellosung
dient dem Beurteilenden lediglich um zu erkennen, welche Kompetenzen zur Bearbeitung
der Aufgabe erforderlich sind und welche Kompetenzbereiche eingeschlossen werden.
Ohne eine solche Losung wire die objektive Aufgabenanalyse nicht moglich, denn erst
beim eigenen Losen konnen Potenzial und Anforderungen der Aufgabe eingeschdtzt wer-
den. Bei der Beurteilung stellt sich der Auswertende auf den individuellen Losungsweg
ein, nur die Kompetenzen, die daflir notig sind, werden bewertet, nicht die objektiv mogli-

chen. Dadurch hat im Prinzip jeder Losungsweg sein eigenes Bewertungsschema.

Fiir die Beurteilung einer Kompetenz gibt es einen gemeinsamen kriterienbezogenen Mal3-
stab. So sind beispielsweise die Kriterien fiir eine gute Argumentation fiir alle Schiiler
gleich. Das gewihlte Differenzierungssystem bezieht die Kompetenzbereiche der Bil-
dungsstandards ein. Bei einer ausgewogenen Beriicksichtigung der vier Aktivitdtsbereiche
wird somit einiges flir die Umsetzung der Bildungsstandards getan. Wichtig bleibt aber zu
kontrollieren, ob die Schiiler auch die intendierten Aktivitdten ausfiihren (vgl. Kapitel 5),

wodurch sich die Bedeutung der Analyse der Schiilerarbeiten erklért.

Zusammenfassend kann festgestellt werden, dass trotz der in 3.1 beschriebenen Abgren-
zung des Konzeptes der differenzierten Beurteilung mathematischer Kompetenzen eine

Form der Leistungsbeurteilung vorliegt, die aktuellen Anforderungen geniigt.
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4 Exemplarische Erprobung des Konzeptes der differen-

zierten Beurteilung mathematischer Kompetenzen

Das in Kapitel 3 vorgestellte Konzept zur differenzierten Beurteilung mathematischer
Kompetenzen wurde in Fallstudien punktuell schulpraktisch erprobt. Um ein schulprak-
tisch umsetzbares Konzept zu entwickeln, wurde die Konzeptentwicklung parallel zur
Erprobung fortgefiihrt. Dies hatte zur Folge, dass der organisatorische Rahmen und die
Konkretisierung des theoretischen Konzeptes zwischen den einzelnen Fallstudien verdndert
wurden. Ziel der Erprobung war, die prinzipielle Umsetzbarkeit und die Vor- und Nachtei-
le einer differenzierten und kompetenzorientierten Form der Leistungsbeurteilung auszulo-
ten, sowie ein methodisches Vorgehen zu entwickeln, welches versucht didaktische An-
spriiche mit den Gegebenheiten des Schulalltags in Einklang zu bringen. Dabei waren die
folgenden Fragen leitend:

1. Erfullt das Konzept den Anspruch, in differenzierter Form die mathematischen Kompe-
tenzen der Schiiler und ihre individuellen Stirken und Schwichen zu erfassen?

2. Ist das Konzept geeignet, individuelle Starken und Schwichen bewusst zu machen und
das selbstdandige Lernen zu unterstiitzen?

3. Kann das Konzept zur Beurteilung und Verbesserung der Unterrichtsqualitit beitragen,
indem es dem Lehrenden wichtige Informationen zur Ausgewogenheit der mathemati-
schen Forderung und Forderung und zur Kompetenzentwicklung der Klasse liefert?

4. Welche weiteren Vorteile und welche Nachteile sind mit dem Konzept verbunden und

welche Schwierigkeiten konnen bei der Umsetzung auftreten?

Insgesamt wurden vier in sich abgeschlossene Fallstudien mit jeweils unterschiedlichen
Schwerpunktsetzungen bzgl. der Konzeptentwicklung (vgl. Tabelle 4/1) durchgefiihrt. Alle
fanden in der Sekundarstufe II (elfte und zwolfte Klasse) an Berliner Netzwerkschulen
statt. Das Berliner Netzwerk mathematisch-naturwissenschaftlich profilierter Schulen”
umfasst derzeit vier Berliner Gymnasien, in denen mathematisch interessierte Jugendliche,
in enger Zusammenarbeit mit der Humboldt-Universitdt zu Berlin, gezielt gefordert wer-

den.

7 Fiir nihere Informationen zum Berliner Netzwerk mathematisch-naturwissenschaftlich profilierter Schu-
len: http://didaktik.mathematik.hu-berlin.de/netzwerk.html (Stand 06.07.2007).




Seite 154 4 Exemplarische Erprobung des Beurteilungskonzeptes

Tab. 4/1: Fallstudien zur Erprobung und Weiterentwicklung des Konzeptes der differenzierten
Beurteilung mathematischer Kompetenzen

Zeitraum Schule, Klasse, besondere Zielstellungen
Anzahl der Schiiler
9/2002 bis | Andreas-Oberschule | Einschédtzung der prinzipiellen Umsetzbarkeit einer differen-
7/2003 (Gymnasium), zierten Leistungsbeurteilung,
11. Klasse, Einschitzung der Niitzlichkeit und Akzeptanz der differen-
5 Schiiler zierten Leistungsbeurteilung
Aufnahme von schulischen Anforderungen an die methodi-
sche Konkretisierung

8/2003 bis | Andreas-Oberschule | Erprobung eines methodisch und organisatorisch verénderten
2/2004 (Gymnasium), Konzeptes,

11. Klasse, Entwicklung und Erprobung von aufgabenspezifischen
10 Schiiler Beurteilungskriterien
8/2003 bis | Andreas-Oberschule | Erprobung des Beurteilungskonzeptes durch die Fachlehrerin,
3/2004 (Gymnasium), Einschitzung der intersubjektiven Abweichung der Zuord-
12. Klasse, nung von Kompetenzniveaus bei der Verwendung aufgaben-
5 Schiiler und kompetenzspezifischer Beurteilungskriterien,

Erweiterung des Aufgabenspektrums

3/2004 bis | Herder-Oberschule | Erprobung des Beurteilungskonzeptes in einer gréBeren

6/2004 (Gymnasium), Lerngruppe und einem anderen schulischen Umfeld,
11. Klasse, Analyse der von den Schiilern ausgefiihrten Aktivitidten und
21 Schiiler Vergleich mit den intendierten Aktivitdten zum Zwecke der

Aufgabenentwicklung (Kapitel 5)

4.1 Kontinuierliches differenziertes Erfassen mathematischer Kompeten-

zen

Mit der ersten schulpraktischen Erprobung der differenzierten Beurteilung mathematischer
Kompetenzen, die bereits zu einem frithen Zeitpunkt der Konzeptentwicklung stattfand,
sollte die Eignung der Differenzierung in die vier Aktivitdtsbereiche von Lechner (vgl.
1.3.1, Lechner 2002, S. 255ff.) fiir eine differenzierte und individuelle Beurteilung mathe-
matischer Kompetenzen gepriift werden. Gleichzeitig sollten, in Zusammenarbeit mit
Lehrern und Schiilern, Anforderungen an eine schulpraktisch umsetzbare Methode der
Kompetenzerfassung und -riickmeldung aufgenommen werden, um das Konzept weiter zu
entwickeln und zu konkretisieren. Eine lange und intensive Erprobung wurde gewihlt, um
das Konzept der differenzierten Beurteilung mathematischer Kompetenzen in unterschied-

lichen Lernsituationen und unterschiedlichen Inhaltsgebieten zu testen.
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4.1.1 Rahmenbedingungen

Die erste Erprobung fand im Schuljahr 2002/2003 in einer elften Klasse der Andreas-
Oberschule (Gymnasium) im Bezirk Berlin Friedrichshain-Kreuzberg statt. An der Andre-
as-Oberschule wird in der Sekundarstufe II eine mathematisch profilierte Klasse gefiihrt,
die nach dem eigenstindigen Rahmenplan®® der Berliner Netzwerkschulen von Hochschul-
lehrern des Institutes flir Mathematik der Humboldt-Universitdt zu Berlin unterrichtet wird.
Anliegen des profilierten Unterrichts ist es, die Schiiler intensiv im mathematischen Be-
reich zu fordern und zielgerichtet auf ein Studium im mathematisch-naturwissenschaft-
lichen Bereich vorzubereiten. Der Unterricht unterscheidet sich im mathematischen An-
spruch, oft auch im methodischen Vorgehen vom iiblichen Mathematikunterricht Berliner

Gymnasien, wobei es auch zwischen den Klassen und Netzwerkschulen Unterschiede gibt.

Die Erprobung innerhalb der Netzwerkschulen ergab sich zunéchst aus der engen Zusam-
menarbeit zwischen der Arbeitsgruppe ,,Mathematik und ihre Didaktik* der Humboldt-
Universitit zu Berlin und den dort unterrichtenden Lehrern®. Zum anderen ist vielen der
mathematisch interessierten Schiiler daran gelegen, selbstdndig an ihren (mathematischen)
Kompetenzen zu arbeiten. Dafiir kann eine Leistungsbeurteilung, welche differenziert tiber
die individuellen Stirken und Schwichen der Schiiler informiert, unterstiitzend wirken.
Wechseln die Schiiler wie an der Andreas-Oberschule in der Sekundarstufe II in profilierte
Klassen, werden sie mit neuartigen Anforderungen konfrontiert. Wie die Befragung der
Schiiler zeigt (vgl. 4.1.4 und 4.2.6), wurden die Schiiler in ihrem bisherigen Mathematik-
unterricht insbesondere in den Kompetenzbereichen kritisch-argumentativ und heuristisch-
experimentell wenig gefordert und gefordert. Die differenzierte Beurteilung und Riickmel-
dung mathematischer Kompetenzen kann den Schiilern zunédchst die verschiedenen ma-
thematischen Kompetenzen bewusst machen und ihnen dann helfen, ihre Stirken und
Schwichen innerhalb dieses Spektrums zu erkennen. Die Schiiler konnen die Riickmel-
dungen nutzen, um selbstbestimmt und zielgerichtet an ihren mathematischen Kompeten-

zen zu arbeiten.

% Der modifizierte Rahmenplan der Netzwerkschulen ist zu finden unter
http://didaktik.mathematik.hu-berlin.de/Netzwerk/Rahmenplan.html (Stand: 06.07.2007).

*! Die unterrichtende Lehrerin der ersten Untersuchungsgruppe, ist wissenschaftliche Mitarbeiterin der Ar-
beitsgruppe ,,Mathematik und ihre Didaktik* am Institut fiir Mathematik der Humboldt-Universitét zu Berlin.
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Ein Vorteil fiir die Erprobung des Konzeptes war, dass innerhalb des Unterrichts eine
vielseitige Forderung der Schiiler stattfand. So konnten Aktivititen aller vier Bereiche

beurteilt werden, ohne den Unterricht zuvor erweitern zu miissen.

Die erste Erprobung begann mit sieben Schiilern, die von unterschiedlichen Berliner Gym-
nasien und Gesamtschulen an die Andreas-Oberschule kamen, um ab der elften Klasse im
mathematisch profilierten Kurs zu lernen. Zwei Schiiler wechselten im Laufe des Schuljah-
res wieder in normale elfte Klassen. Die fiinf Schiiler, welche die elfte Klasse im profilier-
ten Kurs absolvierten, sind mathematisch interessiert, zeigen jedoch keine auffilligen
mathematischen Begabungen. Eine Aufnahmepriifung erfolgte fiir diesen Kurs nicht.
Die Schiiler haben in der elften Klasse wochentlich sechs Stunden Mathematik. Der Unter-

richt findet in Doppelstunden von jeweils 90 min statt.

Die Fallstudie fand folglich in einer besonderen Lernumgebung statt. Sie bezieht sich auf
eine kleine Lerngruppe, die eine besondere mathematische Forderung genief3t. Die Ergeb-
nisse konnen nicht auf andere Lerngruppen iibertragen werden. Ergebnisse dieser schul-
praktischen Studie konnen Hinweise beziiglich der Moglichkeiten einer differenzierenden

Leistungsbeurteilung sein, die Erprobungen in weiteren Lernumgebungen anregen kénnen.

Der Einfluss der Untersuchung auf das Mathematiklernen der Schiiler wurde so gering wie
moglich gehalten. Der Unterricht selbst wurde nicht beeinflusst. Einige Unterrichtsbeo-
bachtungen dienten dem Kennenlernen der Schiiler und des Unterrichtskonzeptes. Verein-
zelt wurden bei Hospitationen die Aktivitdten der Schiiler im Unterricht analysiert, wobei
eine ausgewogene Forderung beobachtet wurde. Auch die Leistungsbeurteilung der Schii-
ler wurde nicht beeinflusst. Die Note der Schiiler setzte sich weiterhin aus vier Klausuren
und miindlichen Leistungen zusammen. Auch die Hausaufgaben flossen hier ein, wurden
jedoch von der Lehrerin separat begutachtet. Zur differenzierten Beurteilung der bei den
Aufgaben dargelegten Kompetenzen wurden, mit Einverstindnis der Schiiler und der
Lehrerin, Kopien der Hausaufgabenbearbeitungen herangezogen. Die individuelle Riick-
meldung der Ergebnisse fand zusdtzlich zur {iblichen Leistungsbeurteilung statt. Der sen-
sible Bereich der Leistungsbeurteilung wurde somit nicht durch ein in Entwicklung ste-

hendes Konzept ,,gestort™ und dennoch konnten die Schiiler die Riickmeldungen nutzen.
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4.1.2 Erfassen und Riickmelden der mathematischen Kompetenzen

Zur Beurteilung der mathematischen Kompetenzen der Schiiler wurden alle im elften
Schuljahr angefertigten schriftlichen Hausarbeiten der Schiiler herangezogen (insgesamt 74
Aufgaben) sowie 12 Aufgaben aus Klausuren. Hausaufgaben wurden zweimal wdchent-
lich®® gestellt und enthielten ein, zwei, selten drei, anspruchsvolle, z. T. komplexe Aufga-
ben. Sie dienten der Ubung und Vertiefung, teilweise auch der Vorbereitung und Einlei-
tung von Unterrichtsinhalten. In der ersten Untersuchung wurden iiberwiegend Aufgaben
der Lehrerin genutzt. Vor der Beurteilung wurde analysiert, welche Aktivitdten mit der
Aufgabe potenziell angeregt werden konnen.* Es zeigte sich, dass wichtige Kompetenzen
der vier Bereiche von Lechner in ausreichendem Mafle und ausreichender Vielfalt einbe-
zogen wurden. In Absprache mit der Lehrerin flossen einige im Rahmen dieser Arbeit
entwickelte Aufgaben ein, insbesondere zu den Themen ,,Folgen reeller Zahlen* sowie
,Lineare Algebra®. Diese wurden in Form und Schwierigkeit den Schiilern vertrauten
Formaten angepasst. Einen Uberblick iiber die Inhalte der insgesamt vier Stoffgebiete in

den Bereichen Analysis und Lineare Algebra gibt Tabelle 4/2.

Tab. 4/2: Inhalte der Themengebiete der elften Klassen an Berliner Netzwerkschulen

Folgen reeller Reelle Zahlenfolgen als spezielle Funktionen; Darstellung und Veranschau-
Zahlen lichung von Zahlenfolgen; Beschrénktheit und Monotonie von Folgen;
Grenzwert, Konvergenz einer Folge; Haufungswerte; Satz von Bolzano-
Weierstrass; Grenzwertsitze

Einfiihrung in die Nullstellenermittlung ganzrationaler Funktionen; Stetigkeit von Funktionen;
Differenzialrech- Nullstellensatz, Zwischenwertsatz, Satz vom Minimum/Maximum; Ablei-
nung (Ganzrationale |tung einer Funktion an einer Stelle; Zusammenhang Stetigkeit - Differen-
Funktionen, Stetig- | zierbarkeit; Begriff der Ableitungsfunktion; Zusammenhang zwischen

keit, Ableitung) Monotonie und Vorzeichen der ersten Ableitung; Ableitungsregeln
Anwendung der Relative Extrema einer Funktion; Hoch- und Tiefpunkte; Kriimmungsver-
Differenzialrech- halten und Wendepunkte eines Funktionsgraphen, absolute Extrema einer
nung Funktion, Kurvendiskussionen; Extremwertaufgaben und andere Anwen-

dungen; Newtonverfahren

Lineare Algebra Lineare Gleichungssysteme; Losungsbestimmung iiber das Gaul3verfahren;
Zusammenhang zwischen Dimension der Lésungsmenge und Anzahl der
frei wihlbaren Variablen; Struktur eines Vektorraumes; Linearkombination,
Erzeugendensystem, Lineare Hiille, Basen als minimale Erzeugendensyste-
me, Lineare Unabhéngigkeit, Unterrdume; Dimension

Zur Dokumentation der Kompetenzentwicklung wurde jeder Darlegung ein Kompetenzni-

veau und entsprechend eine Punktzahl zugeordnet. Die Bewertungsskala reichte von —1

%2 Daher kann von einer (nahezu) kontinuierlichen Aufnahme der Leistungen gesprochen werden.
% Eine ausfiihrliche objektive Analyse der Aufgaben fand in der ersten Erprobung noch nicht statt.
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(Kompetenz wurde nicht dargelegt) bis +2 (Kompetenz wurde sehr gut dargelegt). Zu den
wichtigsten Kompetenzen jeder Aufgabe wurden die Anforderungen skizziert, die erfuillt
werden mussten, um das hochste Kompetenzniveau zu erreichen (ErwartungsmaRstab).
Weitere Kriterien wurden bei der ersten Untersuchung nicht aufgestellt und eingesetzt. Die
Punktbewertungen wurden in einzelne Kompetenzen differenziert, zusammen mit einer

Begriindung der Einschitzung in Bewertungstabellen dokumentiert.

Wihrend der ersten Studie erfolgte zweimal® eine Riickmeldung an die Schiiler: nach

Abschluss des Stoffgebietes Analysis und nach Abschluss des Stoffgebietes Lineare Al-

gebra. Der fiir jeden Schiiler angefertigte individuelle Kompetenzspiegel® informierte

differenziert und ausfiihrlich iiber die im Stoffgebiet gezeigten Leistungen:

- Der Mittelwert™ aller im vorangegangenen Stoffabschnitt bei der Beurteilung erhalte-
nen Punktzahlen zu jeder Kompetenz gab einen Uberblick iiber das erreichte Kompe-
tenzniveau im normorientierten Vergleich.

- Die absolute Abweichung zur mittleren Punktzahl des letzten Stoffgebietes zeigte die
Tendenz der Leistungsentwicklung (Einschitzung im individuellen Vergleich).

- Die formalen Bewertungen wurden stichpunktartig erldutert und kommentiert. Dabei
wurde die individuelle Entwicklung hervorgehoben, z. T. gemeinsam mit Hinweisen
zum Weiterlernen. In besonderen Fillen wurde die Leistung in Bezug zur gesamten
Lerngruppe gesetzt, z. B. wenn es einem Schiiler unter Anstrengungen gelang den An-
schluss an die Lerngruppe zu erreichen. Die verbalen Kommentare sollten dem Schiiler
eine realistische Selbsteinschdtzung erlauben und motivieren gezielt an seinen Leistun-
gen zu arbeiten, weshalb sie individuell und in der Regel positiv formuliert wurden.

- Im Text ,Hinweise aus den Daten* wurden Auffilligkeiten und Besonderheiten in der
Kompetenzentwicklung verbal beschrieben, individuelle Stdrken und Schwichen noch-

mals herausgehoben und gezielte Hinweise zum selbsténdigen Lernen formuliert.

¥ In dieser ersten Fallstudie wurde eine Riickmeldung nach lingerer Datensammlung der schnellen Riick-
meldung vorgezogen, da erst eine gewisse Sicherheit {iber die Eignung des Konzeptes vorliegen sollte, bevor
die Schiiler einbezogen wurden.

% In den Fallstudien wurde bei der Riickmeldung zwischen Kompetenzspiegel und Riickmeldungsbogen
unterschieden. Der Kompetenzspiegel bezieht sich auf Leistungen iiber einen grofleren Zeitraum, der Riick-
meldungsbogen auf die bei einer Aufgabe gezeigten Kompetenzen.

% Analog der Notenvergabe ist auch hier die Bestimmung des Mittelwertes iiber einen Zeitraum und somit
iiber unterschiedliche Inhalte hinweg methodisch nicht korrekt, da im Regelfall keine lineare Skala vorliegt
(vgl. Sacher 2001, S. 80ff, Leuders 2001, S. 298.). Den Schiilern ist diese, in der Schule iibliche, Riickmel-
dungsform jedoch vertraut und sie kénnen die im Mittel von ihnen erreichten Leistungen gut einordnen. Uber
inhalts- oder aufgabenabhéngige Schwankungen wird so nichts ausgesagt, die dargelegten Leistungen werden
durch eine Ziffer verschliisselt, was ein deutlicher Informationsverlust ist.
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Beispiel 6
Individueller Kompetenzspiegel
Individueller Kompetenzspiegel S4
Kompetenz Mittelwert | Differenz | Bemerkungen
Lineare zur Ana-
Algebra | lysis
Grundwissen 1,7 0,5 Verbesserung in der Linearen Algebra,
sichere Kenntnis der Unterrichtsinhalte
Ubersetzen 1,8 0,0 eine Deiner Stirken
Interpretieren 1,7 0,7 groB3e Verbesserung durch gute Leis-
tungen vor allem beim graphischen
Interpretieren
Formal Darstellen 1,5 0,2 weiter zu verbessern
Graphisch Darstellen 1,4 0,6 deutliche Verbesserung, aber noch
weitere Steigerung moglich
Darstellend-interpretativ 1,5 0,4
Formale Verfahren ausfiihren 1,8 1,0 super Verbesserung
Formale Operationen ausfithren 1,7 0,0
Formal-operativ 1,8 0,5
Geeignete Losungsstrategien 1,7 0,1
finden
Geeignete Beweisstrategien 0,9 0,2 weiter zu verbessern
finden
Analysieren 2,0 1,2 super Verbesserung, beispielgebende
Leistungen
Zusammenhénge herstellen 1,75
Heuristisch-experimentell 1,6 0,3
Schlussfolgern 1,4 0,5 Verbesserung in der Linearen Algebra
Mathematisch Argumentieren 0,6 0,3 Verbesserung, aber noch Aufholebedarf
Beweisen 0,6
Kritisch-argumentativ 1,0 0,6

Hinweise aus den Daten:

Du konntest Dich in der Linearen Algebra weiter stark verbessern. Insbesondere beim
Interpretieren und Analysieren sind Deine Leistungen beispielgebend. Der heuristisch-
experimentelle Bereich ist auch hier Deine Stirke; insbesondere Deine cleveren und krea-
tiven Losungsansitze. Du hast sichtbar an Deinen (z. T. ehemaligen) Schwéchen, wie dem
fachgerechten Argumentieren, dem Ausfiihren formaler Verfahren und dem graphischen
Darstellen gearbeitet und gute Fortschritte gemacht. Dort solltest Du unbedingt weiter
dranbleiben. Vor allem beim Argumentieren kannst Du Dich noch steigern.
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4.1.3 Schiilerleistungen in unterschiedlichen Kompetenzbereichen

In diesem Abschnitt wird der Frage nachgegangen, ob anhand der gewéhlten Differenzie-

rung die individuellen mathematischen Kompetenzen der Schiiler und individuelle Stérken

und Schwichen innerhalb des Spektrums mathematischer Kompetenzen, eventuell auch

Besonderheiten in der individuellen Leistungsentwicklung aufgezeigt werden kénnen.

Um aufzudecken, ob bei einem Schiiler stabile Unterschiede bei seinen Leistungen in

verschiedenen Kompetenzbereichen vorliegen, konnen die Leistungen eines Schiilers in

den vier Kompetenzbereichen fiir eine Stoffeinheit betrachtet werden.
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argumentativen Bereich

Die Abbildungen 4/1 bis 4/4 zeigen exemplarisch die Leistungen eines Schiilers in der

Stoffeinheit Reelle Zahlenfolgen differenziert in die vier Kompetenzbereiche. Dabei wer-

den zwei Aspekte deutlich:

- Die Leistungsverteilungen zu den einzelnen Kompetenzbereichen weichen voneinander

ab: Die Leistungen im Bereich formal-operativ (FO) sind, bis auf Ausnahmen, sehr gut.

Die Leistungen im Bereich darstellend-interpretativ (DI) sind, bis auf Ausnahmen, gut

bis sehr gut. Dagegen zeigen sich im Bereich heuristisch-experimentell (HE) grof3e auf-

gabenabhingige Schwankungen zwischen sehr guten Leistungen und wenigen nicht
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ausreichenden Leistungen. Im Bereich kritisch-argumentativ (KA) sind die Schwankun-
gen wieder geringer, hier liegt der Leistungsschwerpunkt jedoch bei einem unteren Ni-
veau. Es zeigen sich somit Stdrken des Schiilers in den Bereichen formal-operativ und
darstellend-interpretativ und eine Schwéche beziiglich des Argumentierens.

- Innerhalb der Kompetenzbereiche zeigen sich deutliche aufgabenabhéngige Unterschie-
de. Die Kompetenzdarlegungen sind von der Art der Aufgabe und/oder vom speziellen
angesprochenen Inhalt abhiingig. Daraus ist zu schlieBen, dass sich wichtige Hinweise
fiir die Forderung aus der tiefgehenden Analyse einzelner Aufgabenbearbeitungen er-

schlieBen, was fiir eine konkrete, aufgabenbezogene Riickmeldung spricht (vgl. 4.2).

Im Folgenden werden zwei Schiilerarbeiten zu einer Aufgabe aus dem Stoffgebiet Reelle
Zahlenfolgen vorgestellt und analysiert, die zeigen, wie bereits einzelne Aufgaben be-

stimmte Stirken und Schwichen der Schiiler erkenntlich machen.

Beispiel 7

Schiilerarbeiten zur Aufgabe ,,Temperatur im Erdinneren‘

Aufgabenstellung:

Im Erdinneren wichst die Temperatur pro 100 m Tiefe um 3° C. In 25 m Tiefe betrdgt die

Temperatur 10° C.

a) Modelliere diesen Vorgang mit Hilfe einer Zahlenfolge. Finde eine rekursive und eine
explizite Zuordnungsvorschrift.

b) Ist die gefundene Folge monoton und konvergent?

¢) Welche Temperatur herrscht in 575 m Tiefe?

d) In welcher Tiefe betriagt die Temperatur 70° C?
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Analyse der Bearbeitung von Schiiler 1 (Abb. 4/5):

Der Schiiler definiert zuerst ein Glied a, der Zahlenfolge und veranschaulicht sich die
gegebenen Daten mit einer Skizze. Aus dem gegebenen Zusammenhang zwischen Tiefe im
Erdinneren und Temperatur folgert er auf den Anstieg der Temperatur von der Erdoberfla-
che bis zu einer Tiefe von 25 Metern, auf den Temperaturanstieg pro Meter und auf die
Temperatur an der Erdoberfliche. Er verwendet das lineare Modell bis zur Erdoberfliache:

In gleichen Tiefenabschnitten wéchst die Temperatur um den gleichen Betrag.

Im nichsten Schritt bestimmt er die Folgenglieder ay bis a;. Die zielgerichtete, gut struktu-
rierte Darstellung und Gegentiberstellung der Folgenglieder erlaubt eine Verallgemeine-
rung auf die explizite und die rekursive Darstellung der Zahlenfolge. Die Verallgemeine-
rung erfolgt rein formal, ohne Bezug zum physikalischen Problem, d. h. ohne abzuwégen,
welche Darstellung flir das physikalische Problem angemessen ist. Beispielsweise konnte

diskutiert werden, ob der Wechsel auf den Bezugspunkt Erdoberfldache sinnvoll ist.

Auch in der folgenden Betrachtung der Monotonie wird rein formal analysiert und argu-
mentiert. Sein Grundwissen erlaubt es dem Schiiler, auf eine arithmetische Folge zu
schlieBen. Aus der richtigen Zuordnung der Parameter kann auf einen positiven Anstieg
und daraus auf eine monoton steigende Folge geschlossen werden. Die Divergenz wird nur
benannt, nicht begriindet. In diesem Aufgabenteil wird deutlich, dass Zusammenhinge
hergestellt und formale Darstellungen richtig interpretiert werden konnen. Heraus sticht die

effektive formale Darstellung und symbolische Argumentation.

In den Aufgabenteilen c) und d) werden die notwendigen Einsetzungen, Umstellungen und

Berechnungen nachvollziehbar formal dargestellt und fehlerfrei ausgefiihrt.

Als Stirke dieser Bearbeitung ist die formale Prignanz zu sehen. Die Ubersetzung ins
mathematische Modell ist korrekt, ebenso die innermathematische Losung und Argumenta-
tion. Dabei findet jedoch eine Abkopplung vom Kontext statt. Es wird nur noch das forma-
le mathematische Problem betrachtet, dessen Losung nicht mehr zum physikalischen Aus-
gangsproblem in Bezug gesetzt wird. So wird beispielsweise das erstellte Modell auch
nicht hinsichtlich seiner Eignung fiir eine reale Beschreibung diskutiert. Eine Uberpriifung
der Sinnhaftigkeit der ermittelten formalen Ergebnisse und des aufgestellten Modells wird
in der Aufgabenstellung nicht explizit verlangt, steckt aber implizit in der Aufforderung

,2Modelliere (vgl. 1.3.2).
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Abb. 4/6: Bearbeitung der Aufgabe ,,Temperatur im Erdinneren” von Schiiler 4
Analyse der Bearbeitung von Schiiler 4 (Abb. 4/6):

Der Schiiler notiert sich zundchst das Gegebene und definiert die notwendigen Variablen.

Anschliefend berechnet er die Folgenglieder a,s, ai2s und ap, um sich den Verlauf der Fol-
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ge zu verdeutlichen. Wie er dabei vorgeht, wird nicht beschrieben oder begriindet. Er ver-

wendet ebenfalls das lineare Modell, ohne auf die damit vollzogene Niherung einzugehen.

Beim Aufstellen der expliziten und rekursiven Zuordnungsvorschrift bemerkt der Schiiler,
dass der Bezugs- und Startpunkt Erdoberfliche ungeeignet ist und geht zum Starpunkt a,s

iiber. Leider wird dieser sehr sinnvolle Schritt nicht kommentiert oder begriindet.

Monotonie und Grenzverhalten werden richtig benannt, eine Beschreibung und Begriin-
dung, z. B. mit einem Verfahren, erfolgt jedoch nicht. Dafiir vergleicht der Schiiler seine
Ergebnisse mit der Realitdt und stellt fest, dass die Eigenschaften der Folge (unbeschréink-
tes Wachstum) mit den real moglichen Vorgéngen im Widerspruch stehen. Eine explizite

Wertung des Modells, iiber den Vergleich hinaus, wird nicht festgehalten.

Die Berechnungen in c), d) werden fehlerfrei ausgefiihrt, wobei das Vorgehen beschrieben

wird®’. Ein Antwortsatz verbindet formale Ergebnisse und physikalischen Kontext.

Die Stiarken dieser Arbeit liegen auf der umfassenden Durchdringung der Zusammenhénge
zwischen physikalischem Problem und mathematischer Beschreibung bzw. Bearbeitung.
Hier wird eine hohe heuristische Flexibilitdit deutlich. Leider konnen die hergestellten
Zusammenhinge noch nicht optimal verdeutlicht werden. Da keine Argumentation fest-
gehalten wird, bleibt die Darstellung, insbesondere in b) auf einer beschreibenden Stufe,
z. B. findet keine Wertung des Modells statt, obwohl physikalischer Vorgang und mathe-

matisches Modell gegeniibergestellt werden.
Vergleich beider Arbeiten und Schlussfolgerung:

Obwohl beide Arbeiten von der Qualitdt her dhnlich sind (Beide Schiiler haben die Aufga-
be mathematisch korrekt bearbeitet und gute Kenntnisse zu arithmetischen Zahlenfolgen
bewiesen.), zeigen sich beziiglich der einzelnen mathematischen Kompetenzen Unter-
schiede. Bei Schiiler 1 liegen die Starken in einer formal exakten Ausfiihrung und Darstel-
lung. Dagegen wird der Bezug zur Realitdt nicht hergestellt. Generell werden Zusammen-
hiange nur soweit hergestellt, wie sie flir die formale mathematische Losung notwendig
sind, was z. B. daran zu erkennen ist, dass der Bezug zur Eroberfliche von dem Schiiler
formal hergestellt wird, ohne auf die besonderen Temperaturverldufe an der Eroberfldche

zu achten. Schiiler 4 sieht dagegen das Problem eher in seiner komplexen Struktur, nicht

%7 Als Ergebnis auf die Kritik seiner ergebnisorientierten Darstellungsweise bemiiht sich der Schiiler sehr auf
eine Kommentierung seines Vorgehens, wobei er noch nicht immer das Wesentliche erkennt.
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als abzuarbeitenden Formalismus. Er reflektiert seine Schritte in Zusammenhang zum
physikalischen Kontext. Dafiir ist fiir ihn nur eine Feststellung der Eigenschaften der Folge

und deren Vergleich mit der Realitét, nicht deren mathematische Begriindung wichtig.

Die exemplarische Analyse zweier Schiilerarbeiten zu einer Aufgabenstellung macht deut-
lich, das bereits an einer Aufgabe Stidrken und Schwichen eines Schiilers beziiglich des
Spektrums mathematischer Kompetenzen deutlich werden konnen, sowie Unterschiede
zwischen Schiilern. Es bleibt dabei jedoch offen, ob es sich um eine stabile Eigenschaft
handelt oder die Kompetenzdarlegung iiberwiegend durch die spezielle Aufgabe oder den

speziellen angesprochenen mathematischen Inhalt bedingt wurde.
4.1.4 Exemplarische Darstellung einer Leistungsentwicklung

Werden die Leistungen der Schiiler, wie in dieser Fallstudie, tiber ein Schuljahr verfolgt,
konnen Hinweise auf die Leistungsentwicklung gewonnen werden. Dies ist insbesondere

fiir die Kompetenzen wichtig, die gezielt gefordert werden, um Defizite aufzuholen.
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Die Abb. 4/7 bis 4/10 stellen die Leistungen eines Schiilers im Bereich kritisch-

argumentativ iiber das gesamte Schuljahr dar. Auch hier werden zwei Aspekte deutlich:

- In allen Stoffgebieten streuen die Werte in Abhingigkeit von der speziellen Aufgabe
sehr stark, zwischen nicht ausreichenden und sehr guten Leistungen.

- Der Schwerpunkt der Verteilung verlagert sich vom Stoffgebiet Zahlenfolgen zum Stoff-
gebiet Einfihrung in die Differenzialrechnung zu guten Leistungen.

Um die Tendenz der Leistungssteigerung stdrker zu verdeutlichen, kann der Mittelwert
iiber eine Stoffeinheit herangezogen werden (Tabelle 4/3). Dabei werden aufgabenspezifi-
sche Besonderheiten zu Gunsten der Veranschaulichung der Entwicklungstendenz ausge-
blendet. Das Ausmal3 der Streuung innerhalb eines Stoffgebietes kann anhand der Stan-

dardabweichung abgeschétzt werden.

Tab. 4/3: Durchschnittliche Leistungsniveaus von Schiiler 1 im Bereich kritisch-argumentativ fiir
die vier Stoffgebiete der elften Klasse.

Stoffeinheit Reelle Zahlen- | Einfiihrung in | Anwendung der | Lineare Algebra
folgen die Differen- Differen-
zialrechnung zialrechnung
Mittelwert 0,38 0,81 0,86 0,86
Standardabweichung™ 0,96 0,94 0,97 0,77

In Abbildung 4/11 werden exemplarisch® fiir Schiiler 1 die mittleren Kompetenzniveaus
fiir die einzelnen Stoffgebiete und Kompetenzbereiche vergleichend graphisch dargestellt.
Dabei zeigen sich Abweichungen zwischen den mittleren Kompetenzniveaus einzelner
Kompetenzbereiche, die in den vier Stoffgebieten unterschiedlich ausgepragt sind. Inhaltli-
che Verdanderungen konnen sich auf die Leistungen in den verschiedenen Kompetenzberei-
chen unterschiedlich auswirken. Bei Schiiler 1 nahmen z. B. vom ersten Stoffgebiet (Reelle
Zahlenfolgen, ANA1) zum zweiten Stoffgebiet (Einfiihrung in die Differenzialrechnung,
ANA?2) die Leistungen im Bereich formal-operativ leicht ab, im Bereich kritisch-argumen-

tativ dagegen zu. Auch die Grundkenntnisse sind abhiingig vom Stoffgebiet: Okonomische

% Auf Grund der geringen Datenmenge wurde zur Berechnung der Standardabweichung die Formel

,, 2
s = 1 (x, - yc) verwendet, wobei s die geschitzte Standardabweichung, hier der quantitativen
n-13""
Bewertungen, » der Stichprobenumfang, hier die Anzahl der Bewertungen, x; die Merkmalsauspriagung beim
i-ten Element der Stichprobe, hier der Punktwert der i-ten quantitativen Bewertung und X der empirische
Mittelwert der Stichprobe, hier der quantitativen Bewertungen, ist.
% Die Darstellungen der kompetenzbezogenen Leistungen aller fiinf Schiiler befinden sich in Anhang 1.1.
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Funktionen (Anwendung der Differenzialrechnung, ANA3) stellten eine besondere
Schwierigkeit dar. Im heuristischen Bereich liegen die mittleren Kompetenzniveaus
durchweg auf einem guten Niveau. Die Leistungen im kritisch-argumentativen Bereich
liegen dagegen in allen Stoffeinheiten unter den Leistungen in den anderen Kompetenzbe-

reichen und sind besonders gering im Stoffgebiet Reelle Zahlenfolgen.

Schiiler 1
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| o g
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Mittelwert iiber die
aufgabenspezifischen
Kompetenzniveaus
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Abb. 4/11Gegeniiberstellung der durchschnittlichen Leistungsniveaus in den unterschiedlichen
Aktivitdtsbereichen und Stoffgebieten exemplarisch fiir einen Schiiler

Die Unterschiede in den mittleren Kompetenzniveaus eines Schiilers sind verglichen mit
den deutlichen aufgabenabhidngeigen Schwankungen iiberwiegend gering. Darstellungen,
wie die in Abbildung 4/11 kénnen nur eine grobe Tendenz der Leistungsentwicklung
aufzeigen. Die Aufzeichnungen der Kompetenzverteilungen, wie in Abbildung 4/1 bis 4/4
und 4/7 bis 4/10 sind aussagekriftiger. Sie zeigen zum einen detaillierte aufgabenabhéngi-
ge Besonderheiten und konnen zum anderen eine Ubersicht iiber stoffgebiets- und kompe-
tenzbereichsspezifische Unterschiede der Kompetenzverteilungen geben. Auch im Projekt
der Harvard Group (1995) zur differenzierten Beurteilung mathematische Kompetenzen
wird auf die Mittelwertbildung verzichtet, was auch methodisch begriindet ist, da die
Kompetenzniveaus wie auch die Noten (vgl. Sacher 2001, S. 80ff., Leuders 2001, S. 298)

nicht linear angeordnet sind.
4.1.5 Unterschiede in Kompetenzprofilen

Fir die individuelle forderungsorientierte Riickmeldung ist der soziale Vergleich ungeeig-
net (vgl. Arnold/Jirgens 2001, S. 47, 3.3, 1.5.1). Die Verdeutlichung interindividueller

Unterschiede kann jedoch eine effektive und differenzierende Unterrichtsgestaltung unter-
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stiitzen. Der Vergleich zwischen Kompetenzprofilen kann anhand der groben Darstellung
der Mittelwerte iiber eine Stoffeinheit, wie in Abb. 4/11, erfolgen, denn es geht darum,
auffillige Unterschiede zu erkennen. Aufgabenspezifische Unterschiede konnen bei Bedarf

herangezogenen werden (vgl. 4.1.3).

Analyse und Vergleich der Kompetenzprofile der Schiiler der ersten Untersuchungsgruppe
(vgl. Anhang 1.2) fiihrten zu folgenden Ergebnissen:

- Der Vergleich der mittleren Leistungen zum Grundwissens in den vier Stoffgebieten
zeigte, dass die Stellung eines Schiilers in Relation zu seinen Mitschiilern vom Stoffge-
biet abhdngen kann. So liegen z. B. die Grundkenntnisse von Schiiler 5 im Stoffgebiet
,Einflihrung in die Differenzialrechnung® unter denen seiner Mitschiiler, bei der An-
wendung der Differenzialrechnung dagegen dariiber (vgl. Anhang 1.2).

- Gleiches zeigte sich beim Vergleich der Leistungen der fiinf Schiiler in den vier Aktivi-
tiatsbereichen: Auch hier verdndert sich die Stellung eines Schiilers innerhalb der Lern-
gruppe mit dem Stoffgebiet. Seltener nahm ein Schiiler beziiglich eines Kompetenzbe-
reiches durchweg einen vorderen oder einen hinteren Platz (z. B. Schiiler 1 im Bereich
kritisch-argumentativ) ein (vgl. Anhang 1.2).

- Insgesamt waren die Unterschiede zwischen den durchschnittlichen kompetenzbezoge-
nen Leistungen der Schiiler, vor allem auch im Vergleich mit den aufgabenabhéngigen
Schwankungen der Leistungen eines Schiilers, gering und es zeigten sich ebenso Ge-
meinsamkeiten, wie z. B. eine deutliche Steigerung im Bereich kritisch-argumentativ
bei allen fiinf Schiilern. Alle Schiiler hatten im Bereich kritisch-argumentativ das ge-
ringste Ausgangsniveau und konnten ihre Leistungen in diesem Bereich durch die For-

derung im profilierten Kurs steigern.
4.1.6 Akzeptanz der differenzierten Leistungsbeurteilung durch die Schiiler

Soll eine Form der Leistungsbeurteilung umgesetzt werden, die in differenzierter Art und
Weise Stirken und Schwichen der Schiiler beschreibt, um ihnen Ansatzpunkte flir das
eigenverantwortliche Lernen aufzuzeigen, ist es von besonderem Interesse zu erfahren, ob
die Informationen fiir die Schiiler tatsdchlich bedeutsam und hilfreich sind. Dies gilt insbe-
sondere, weil eine differenzierte Beurteilung mathematischer Kompetenzen mit einem
erhohten Beurteilungsaufwand verbunden ist. In diesem Abschnitt wird ein Fragebogen zur

Akzeptanz der differenzierten Leistungsbeurteilung ausgewertet.
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Nach Abschluss des Stoffgebietes Analysis bekamen die flinf Schiiler der ersten Fallstudie
erstmals eine differenzierte Riickmeldung anhand eines individuellen Kompetenzspiegels.
Die Schiiler nahmen diese Riickmeldung sehr positiv auf (,,unsere Zeugnisse), lasen
interessiert thre Einschidtzung und stellten Fragen, z. B. zur Bedeutung der Abweichungen
und zur maximal erreichbaren Punktzahl. Zwischen den Schiilern fand ein reger Austausch
statt. Sie wollten wissen, wo sie im Vergleich zu ihren Mitschiilern stehen. Der Vergleich
innerhalb der Klasse wurde bewusst nicht offengelegt, scheint aber die Schiiler sehr zu
interessieren. Ein Schiiler stellte sogar die Frage, wer denn nun am besten sei. Darauf
wurde geantwortet, dass die Analyse sehr gut hervorbrachte, dass jeder Schiiler seine
individuellen Stdrken hat, was auf Grund des guten Verhéltnisses zwischen den Schiilern
auch mit Beispielen untermauert werden konnte. Auf die Frage der Lehrerin, ob sich die
Schiiler in der Beurteilung wiedererkennen, wurde Bestitigung ausgedriickt. Eine Ursache
dafiir, dass die Einschiatzung bei den Schiilern unerwartet gut ankam, ist sicher die person-
liche Darstellung. Die Schiiler fithlen sich individuell als Personlichkeit ernst und wichtig
genommen. Der Fragebogen wurde bereitwillig ausgefiillt. In einem kurzen Anschreiben
an die Schiiler wurden die bisher vorgenommenen Analysen ihrer Arbeiten skizziert und
die Kompetenzbereiche (wiederholt) beschrieben. Im Folgenden werden die Fragen und
Antworten wiedergegeben, wobei beziiglich der Akzeptanz der differenzierten Leistungs-

beurteilung vor allem die ersten vier Fragen wichtig sind’”.

1. Sind die Ergebnisse (,,Individueller Kompetenzspiegel®) fiir Dich interessant? Warum?

S1: Ja, weil dadurch ich wissen kann, was meine Stirke ist, wo ich mich verbessert und wo ich
mich verschlechtert habe und wo ich mich noch verbessern muss.

S2: Ich finde die Ergebnisse sehr interessant, da mir einige meiner Schwichen aufgezeigt wurden
und die Leistungsentwicklung zum ersten Mal klar wurde.

S3: Ja, sie sind sehr interessant, da ich noch nie eine so breitgefdcherte Bewertung erhalten habe,
und dies mal eine andere Variante zu den ,,normalen Zensuren ist.

S4: Schon, so erhilt man einen objektiven Uberblick iiber seine Fihigkeiten. So sind Schwiichen
leichter zu sehen und dadurch ist man in der Lage, ihnen entgegen zu wirken.

S5: Ja. Es ist interessant, mal ein solches Zeugnis zu bekommen. Ich finde, man kann da viel besser
einschétzen, wo man sich noch verbessern kann.

% Die AuBerungen der Schiiler wurden im Originaltext iibernommen, ohne Korrektur der Sprache und
Rechtschreibung.
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2. Siehst Du in einer solchen erweiterten Beurteilung eine sinnvolle Ergdnzung zur tiblichen Leis-
tungsbeurteilung?

S1: Ja, weil bei der tiblichen Leistungsbeurteilung man nicht exakt und genau beurteilt wird.

S2: Ja, denn die individuelle Leistungsbeurteilung und die einhergehenden Ratschlidge zur Verbes-
serung fehlen oft im Unterricht.

S3: Ja, da man seine Stirken und Schwéchen besser erkennen und dadurch seine Leistungen stei-
gern kann.

S4: Natiirlich, Hier sieht man bereiche, wo man stark ist und wo man schwach ist. Eine iibliche
Beurteilung zeigt nur den Mittelwert.

S5: Ja. Siehe Punkt 1.

3. Wenn ja, welche Zusatzinformationen sind fir Dich wichtig? Wie kdnnen Dir diese beim (selb-
stdndigen) Lernen helfen?

S1: dass ich z.B. beim interpretieren und Analysieren oder Schlussfolgern noch viel {iben muss.
S2: Beim selbstindigen Lernen konnte man mit dieser Ubersicht der Leistungsgebiete nachvollzie-
hen, ob alle Felder bei einer Hausaufgabe oder beim allgemeinem Lernen beriicksichtigt wurden.
S3: Es hilft beim Lernen, da man besser weil3, woran man arbeiten muss, da die Stirken und
Schwichen gut differenziert werden. Es sind alle Informationen wichtig, damit man trotzdem eine
Ubersicht hat.

S4: Da nun die einzelnen Schwichen bekannt sind, kann man sich an den Lehrer wenden und um
Rat fragen. Auch selbstindiges Lernen sollte mit dieser Ubersicht erleichtert werden.

S5: Alle sind wichtig, denn so kann ich sehen, wo meine Schwéchen liegen und durch die zusétzli-
chen Bemerkungen kann ich mir besser vorstellen, wie ich mich verbessern kann.

4. Wenn nein, warum hiltst Du diese Informationen nicht fiir wichtig? Welche Einschitzungen
beziiglich Deiner fachlichen Leistungen wéren Dir wichtiger oder bist Du mit der tiblichen
Leistungsbeurteilung zufrieden?

S4: Ich bin fiir eine erweiterte Beurteilung.

5. Sind die Ergebnisse im Bereich Analysis fiir Dich iiberraschend? Welche Ergebnisse héttest Du
anders erwartet?

S1: Ich habe Analysis-Mathematik noch nie gehabt, das ist ziemlich neu fiir mich. Ich habe auch
langsam gemerkt, dass mein Wissen in diesem bereich wenig ist.

S2: Vor dieser Einschitzung war mir nicht bewusst, dass ich zum Beispiel Stiarken auf dem Gebiet
des Ubersetzens und dem Finden geeigneter Losungsstrategien habe. Ich hitte genau genommen
nicht mit einem so positivem Ergebnis gerechnet.

S3: Nein, sie sind eigentlich gut getroffen. Ich hétte einen héheren Wert beim ,,Schlussfolgern,
Priifen” und ,,Interpretieren erwartet, wobei ich bei der ,,Genauigkeit analysieren, bewerten™ einen
nicht so hohen Wert erwartet hitte.

S4: Ich hab eigentlich gar keine Ergebnisse erwartet. Hétte ich so ein Zeugnis schon 02/03 bekom-
men, hétte ich da drauf Erwartungen stellen kénnen auf bezug des 03/04 Zeugnisses.

S5: Nein sind sie nicht. So wie sie mich eingeschétzt haben, kann ich mich auch wiedererkennen.
Manche Sachen wie im bereich ,,Heuristisch-experimentell* hatte ich tiefer erwartet.
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6. Welchen Tiétigkeitsbereich héltst Du fiir Dich am wichtigsten? Warum?

S1: Ich bin der Meinung, dass Interpretieren und Analysieren und mathematisch Argumentieren fiir
mich am wichtigsten sind, da ich bei diesem bereich noch ziemlich schwach bin.

S2: Da mir meine Schwichen aufgezeigt wurden, halte ich zum Beispiel das Interpretieren oder die
formale Notation fiir mich am wichtigsten und verbesserungswiirdig.

S3: Den ,,Heuristisch-experimentellen Tétigkeitsbereich™ halte ich fiir am wichtigsten, weil es
meiner Meinung nach am wichtigsten ist, Probleme richtig zu erkennen und zu l6sen.

S4: Da wiirde es "formal-operativ sein, weil ich schon immer durch ,,Finden geeigneter Losungs-
strategien* und ,,Schlussfolgern* auftrumpfen konnte.

S5: Darstellend-interpretativ, weil ich der Meinung bin, dass man aus Graphen viel lesen kann und
weil es wichtig ist Probleme in die Mathematik zu ibersetzen, um sie dann formal zu 16sen.

7. Héltst Du die beschriebenen Kompetenzen auch personlich, d. h. iiber das Fach Mathematik
hinaus fiir wichtig?

S1: Ja, ich finde es gut und wichtig.

S2: Natiirlich sind Féhigkeiten wie Argumentieren und Interpretieren auch in Fachern wie deutsch
oder Physik wichtig. Allerdings kann man dieses Interpretieren oder beweisen nicht mit der Ma-
thematik vergleichen, da ich in Deutsch zum Beispiel besser bin.

S3: Ja, zum Beispiel braucht man die Problemlosung nicht nur in der Mathematik.

S4: Eine schwere frage. Diese Aufteilung ist schon geeignet. Personlich finde ich die schon wich-
tig, besonders, wenn man im Spezialkurs ist.

S5: Ja, aber in Mathe wire es mir am wichtigsten, weil mir Mathe Spa3 macht und man dadurch
besser lernen kann.

8. Ordne die vier Tétigkeitsbereiche nach der Haufigkeit, mit der sie innerhalb Deines Mathematik-
unterrichtes bis Klasse 10 auftraten.

1. am héufigsten: FO (4x), ausfithren von Operationen (2x), Formales Darstellen

2. DI (3x), ausfiihren formaler Verfahren

3. HE (2x), KA, mathematisch argumentieren

4. am seltensten: KA (2x), HE, finden geeigneter Beweisstrategien, analysieren, interpretieren,
schlussfolgern

Die Schiiler sehen somit in der differenzierten Beurteilung ihrer mathematischen Kompe-
tenzen eine sinnvolle Ergdnzung zur iiblichen Leistungsbeurteilung. Die im Kompetenz-
spiegel wiedergegebenen Informationen zum Stand ihrer mathematischen Kompetenzen
sind flir sie interessant, weil sie ithre Stdrken und Schwéchen aufzeigen und Ansatzpunkte

fiir Verbesserungen geben.
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4.1.7 Ergebnisse zur Unterrichtsqualitit

Werden die Aktivitdten der Schiiler als ein Aspekt der Unterrichtsqualitidt und —entwick-

lung analysiert, sind vor allem zwei Fragen von Bedeutung:

1. War die Forderung ausgewogen in dem Sinne, dass die unterschiedlichen Aktivitédtsbe-
reiche ausgeglichen beriicksichtigt wurden?

2. Ergeben sich aus den Ergebnissen Hinweise fiir die zukiinftige Unterrichtsgestaltung?

Tab. 4/4: Héaufigkeit der Erfassung bestimmter Kompetenzen in den vier Stoffabschnitten

Kompetenz Reelle Einfiihrung | Anwendung |Lineare | ge-
Zahlenfol- | Differenzial- | Differenzial- | Algebra |samt
gen rechnung rechnung

Grundwissen 18 15 12 16 61

Ubersetzen 6 6 12 7 31

Interpretieren 4 5 3 5 17

Formal Darstellen 10 16 10 11 47

Graphisch Darstellen 1 13 5 4 23

Darstellend-interpretativ 21 40 30 27 118

Formale Verfahren ausfiihren 8 19 15 16 58

Formale Operationen ausfiihren 10 17 20 15 62

Formal-operativ 18 36 35 31 120

Geeignete Losungsstrategien finden |11 20 14 8 53

Geeignete Beweisverfahren finden 6 8 6 8 28

Analysieren 5 12 6 6 29

Heuristisch-experimentell 22 40 26 22 110

Schlussfolgerungen zichen 12 14 5 16 47

Mathematisch Argumentieren 12 12 7 10 41

Beweisen 6 7 3 4 20

Kritisch-argumentativ 30 33 15 30 108

Um die erste Frage fur diese Fallstudie zu beantworten, wird in Tabelle 4/4 die Beriick-
sichtigung der Aktivitdtsbereiche in den Aufgaben der Hausarbeiten in den vier Stoffgebie-
ten erfasst. Die Zahlen geben an, wie oft eine bestimmte Kompetenz in den Hausaufgaben
zur jeweiligen Stoffeinheit einbezogen wurde. Die Aufstellung zeigt, dass die vier Aktivi-
titsbereiche im Rahmen der von der Lerngruppe angefertigten schriftlichen Hausaufgaben
in ausgewogenem Male beriicksichtigt wurden. Dabei ist zu beachten, dass es sich hier
nicht um intendierte Aktivititen handelt, sondern um von den Schiilern ausgefiihrte und
beurteilte Aktivitdten. Unterschiedliche Anzahlen der Bewertungsanldsse in den einzelnen

Stoffabschnitten ergeben sich aus der abweichenden Dauer der Themen. Relative Unter-
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schiede zwischen Stoffabschnitten ergeben sich aus inhaltlichen Besonderheiten der The-

men, wie z. B. das verhdltnismiBig seltene graphische Darstellen in der Stoffeinheit ,,Reel-

le Zahlenfolgen®, was in der Einfiihrung in die Differenzialrechnung ausgeglichen wurde.

Um die zweite Frage zu beantworten, folgen Grafiken, welche die Kompetenzentwicklung

der gesamten Lerngruppe beziiglich der einzelnen Kompetenzbereiche aufzeigen. Die

Datenpunkte entsprechen den Mittelwerten der mittleren Kompetenzniveaus der fiinf Schii-

ler. Eingetragen sind ebenfalls die maximalen Abweichungen zwischen den mittleren

Leistungen der Schiiler.

Kompetenzniveau

Klassenmittel

N

N

o

Grundwissen

ANA3 LA
Stoffabschnitt

ANA1 ANA2

Kompetenzniveau
Klassenmittel

N

N

darstellend-interpretativ

g —+—= 1

0
-1 ‘
ANA1 ANA2 ANA3 LA
formal-operativ
£52
38
2 g1
§ <
0

ANA3 LA
Stoffabschnitt|

ANA1 ANA2

Abb. 4/12: Durchschnittliches Grundwissens
der Lerngruppe

Die durchschnittlichen Grundkenntnisse der
Klasse sind gut, in der Linearen Algebra
(LA) sogar sehr gut. Im Stoffgebiet Anwen-
dung der Differenzialrechnung gab es z. T.
Schwierigkeiten mit dem Newtonverfahren
und 6konomischen Funktionen.

Abb. 4/13: Durchschnittliche Leistungen der
Lerngruppe im Bereich darstellend-interpre-
tativ.

Die Schiiler zeigten in allen Stoffgebicten
durchschnittlich gute Leistungen mit leicht
steigender Tendenz. Die individuellen Unter-
schiede sind vor allem in der Analysis gering.

Abb. 4/14: Durchschnittliche Leistungen der
Lerngruppe im Bereich formal-operativ

Die durchschnittlichen Leistungen haben von
Beginn an ein hohes Niveau. Nach einer
Gewohnung an die Anforderungen der Diffe-
renzialrechnung ist die Tendenz steigend. Die
individuellen Unterschiede sind im zweiten
Halbjahr gering.
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Abb. 4/15: Durchschnittliche Leistungen der
Lerngruppe  im  Bereich  heuristisch-
experimentell

Die durchschnittlichen Leistungen sind in
allen Stoffabschnitten gut, mit leicht steigen-
der Tendenz. Das relativ einheitliche Bild
spricht fiir kreatives mathematisches Denken
und ein gutes Methodenrepertoire bei allen
fiinf Schiilern.

Abb. 4/16: Durchschnittliche Leistungen der
Lerngruppe im Bereich kritisch-argumentativ

232 Das Ausgangsniveau ist vergleichsweise
;E, £ T 3 gering. Durch die spezielle Forderung konnte
gé 1 + L ein gutes Niveau erreicht werden. Die Ab-
2 weichungen zwischen den mittleren Leistun-
0 gen der Schiilern sind in der Einfithrung der
Differenzialrechnung gering, in der Anwen-

-1 dung der Differenzialrechnung deutlicher.

ANA1 ANA2 ANA3 LA

Stoffabschnitt|

Aus diesen Ergebnissen konnen Anhaltspunkte flir die zukiinftige Unterrichtsgestaltung
abgeleitet werden. Wird z. B. angestrebt, das Niveau im kritisch-argumentativem Bereich
dem der anderen Kompetenzbereiche anzugleichen, miisste die Forderung in diesem Be-

reich konsequent weitergefiihrt werden.

Bei diesen Ausfiihrungen bleibt zu beachten, dass sie sich auf die spezielle Lerngruppe, die
spezielle Forderung und den eingegrenzten Zeitraum beziehen. AuBlerdem kann eine Stei-
gerung der Leistungen auf Grund von Kompetenzzuwachs nicht von einer stoffabhidngigen

' SchlieBlich stellen alle hier beschriebenen

Leistungsverdnderung abgegrenzt werden.’
Steigerungen grobe Tendenzen®® in der Leistungsentwicklung dar, die der Reflexion des
Unterrichtserfolges im schulischen Alltag dienen konnen. Ebenso beachtet werden sollten
aber die deutlichen Unterschiede der Schiilerleistungen in Abhéngigkeit von der speziellen

Aufgabe.

! Das Ansteigen der Leistungen im Stoffgebiet Lineare Algebra kann z. B. durch den Kompetenzzuwachs
der Schiiler, aber auch durch verdnderte stoffliche Anforderungen begriindet werden. Die Lineare Algebra
konnte fiir die Schiilern anschaulicher und damit leichter zuginglich sein.

%2 Absicht der Fallstudie war es von vornherein nicht, statistisch signifikante Leistungsunterschiede und
Leistungssteigerungen nachzuweisen. Fiir die Entwicklung des Konzeptes der differenzierten Beurteilung
mathematischer Kompetenzen sind nicht statistisch abgesicherte Ergebnisse zu den Schiilerleistungen,
sondern die generellen Moglichkeiten der Umsetzung des Konzeptes interessant.
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4.1.8 Methodische Erfahrungen sowie Vor- und Nachteile der kontinuierlichen diffe-

renzierten Dokumentation der Kompetenzentwicklung von Schiilern

Um das methodische Vorgehen bei der differenzierten Beurteilung mathematischer Kom-

petenzen im Sinne eines fachdidaktisch begriindeten und schulpraktisch umsetzbaren

Verfahrens zu verbessern, wurden zu jeder Beurteilung ,.Erkenntnisse zur Konzeptentwick-

lung* dokumentiert. Die wichtigsten Erfahrungen werden im Folgenden zusammengefasst.

- Bei einer unzureichenden Darlegung des Losungsweges sind viele Kompetenzen (z. B.
geeignete Losungsstrategien finden, in die mathematische Sprache iibersetzen) nicht
oder nur sehr unsicher einschitzbar. Fehler im Ansatz oder in der Ubersetzung kénnen
nicht identifiziert werden und eine effektive, forderungsorientierte Riickmeldung wird
erschwert. Generell ist es wichtig, die Schiiler weg von einer ergebniszentrierten Dar-
stellung hin zu einer ausreichend klaren Darlegung ihrer Gedankengédnge zu bringen, fiir
die erfolgreiche Umsetzung des Konzeptes der differenzierten Leistungsbeurteilung ist
das zwingend notwendig. Bis zur Verinnerlichung kénnen direkte Anweisungen in den
Aufgabenstellungen, wie ,,Begriinden Sie Ihr Vorgehen.”, ,,Beschreiben Sie die Ent-
wicklung des mathematischen Modells.” hilfreich sein. In diesem Zusammenhang wur-
de deutlich, wie wichtig eine zielgerichtete und exakte Formulierung der Aufgabenstel-
lung ist. Eine ungiinstige Formulierung kann eine ergebniszentrierte Darstellung be-
giinstigen. Diesem Punkt wird in Kapitel 5 stirker nachgegangen.

- Die Zuordnung von Punktwerten erweist sich bei nicht allein durch Zéhlungen ein-
schiatzbaren Kompetenzen als unsicher und damit in der Beurteilung langwierig. Eine
klare Formulierung von Erwartungsmafstdben erleichtert die Auswertung. Die Zuord-
nung von Kompetenzniveaus (Punktwerten) wird sicherer und objektiver (vgl. Perlich
2006). Die Auswertungszeit verringert sich durch die entscheidungsstiitzenden Mal3sté-
be. Die in dieser ersten Fallstudie verwendeten Erwartungsmalstdbe beschreiben nur
die Anforderungen fiir die hochste Kompetenzstufe. Die Zuordnungen zu den weiteren
Kompetenzniveaus fanden durch eine Kombination aus normorientiertem und sozialem
Vergleich (Vergleich der Kompetenzdarlegungen und Orientierung am Erwartungsmal-
stab) statt, der methodisch nicht haltbar (vgl. 1.5 und 3.2) und fiir gréBere Schiilerzahlen
nicht moglich ist. Deshalb werden fiir folgende Umsetzungen klare Indikatoren fiir alle
Kompetenzniveaus definiert.

- Bei offenen Aufgaben sind die ausgefiihrten Aktivititen und damit die einschétzbaren

Kompetenzen stark vom individuellen Losungsweg abhingig. Es muss davon Abstand
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genommen werden, bei allen Schiilern die gleichen Kompetenzen bewerten zu wollen.
Um dem individuellen Vorgehen gerecht zu werden, sind deshalb die vorbereiteten Be-
urteilungskriterien flexibel zu handhaben und gegebenenfalls durch solche fiir nicht er-
wartete Kompetenzen zu ergéinzen.

- Die Formulierung einer verbalen Einschédtzung ist schwierig, weil sie nicht klar und ein-
deutig ist. Beschreibungen wie ,,unzureichend®, ,,gut®, ,,angemessen‘ sind fiir Vergleich
und Dokumentation von Leistungen ungeeignet. Da eine Zuteilung von Punkten ohne
Erlduterung fiir eine transparente und forderungsorientierte Riickmeldung unzureichend
ist (vgl. 1.5), erscheint eine Kombination von quantitativer und verbaler Riickmeldung
sinnvoll.

- Der zeitliche Aufwand der Beurteilung entsteht zu einem grof3en Teil durch das einfiih-
lende Nachvollziehen der individuellen Losungswege. Dieser Zeitbedarf ist bei den in
der Sekundarstufe II tiblichen komplexen Aufgaben auch bei anderen Beurteilungsme-
thoden notwendig, insbesondere bei den hdufig vorgenommenen ausfiihrlichen Kom-
mentierungen des Vorgehens an der Schiilerarbeit. Dazu kommt bei der differenzierten
Beurteilung die Aufschliisselung in einzelne mathematische Kompetenzen und jeweils
der Vergleich mit den erstellten Beurteilungskriterien. Anders als bei ergebnisorientier-
ten Beurteilungsformen kann ein Abschnitt der Losung unter verschiedenen Aspekten
bewertet werden. Auch wenn das Ausfiillen der Beurteilungsbégen bei vorbereiteten
Malistdben vergleichsweise wenig Zeit in Anspruch nimmt, bleibt ein deutlich erhohter
Zeitaufwand fur die Riickmeldung.

Innerhalb der Erprobung wurden Moglichkeiten und Vorteile ebenso deutlich wie Grenzen

und Nachteile der kontinuierlichen differenzierten Dokumentation mathematischer Kom-

petenzen der Schiiler. Die folgende Reflexion zeigt den Weg fiir die néchste Fallstudie.

- Wichtigste Erkenntnis der ersten Fallstudie ist, dass anhand der gewéhlten Differenzie-
rung unterschiedliche mathematische Kompetenzen erfasst werden konnen, wobei sich
individuelle Stidrken und Schwéchen und unterschiedliche Kompetenzverteilungen zei-
gen. Eine differenzierte individuelle Riickmeldung der bei der Bearbeitung mathemati-
scher Aufgaben dargelegten Kompetenzen macht es moglich, dass eigenverantwortliche
Lernen zu unterstiitzen.

- Anhand des Differenzierungsmusters kann der Unterricht hinsichtlich einer ausgewoge-
nen Forderung beurteilt werden. Die differenzierte Darstellung der Entwicklung der ge-

samten Klasse kann Ansatzpunkte fiir eine gezielte zukiinftige Forderung geben.
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- Die Differenzierung hat den Preis eines hohen zeitlichen Aufwands der Analyse und
Dokumentation der Kompetenzen der Schiiler. Bei groBeren Schiilerzahlen ist die hier
vollzogene nahezu kontinuierliche Leistungserfassung nicht moglich. Eine in regelmé-
Bigen Abstinden stattfindende Beurteilung zu Aufgaben, die zentrale Inhalte der Ober-
stufenmathematik ansprechen, kann eine praxistaugliche Alternative sein.

- Die hier vollzogene Riickmeldung nach einem lingerem Zeitintervall l4sst keine Chan-
ce, eigenen Schwichen schnell entgegenzuwirken bzw. ihrer Verfestigung vorzubeugen.
Eine schnelle aufgabenspezifische Beurteilung kann die Schiiler bereits beim Lernen
unterstiitzen und liefert auBerdem konkretere, besser fassbare Informationen. Die aufga-
benabhdngigen Schwankungen der Leistungen innerhalb eines Kompetenzbereiches

sprechen ebenfalls dafiir, Riickmeldungen an konkreten Aufgaben festzumachen.

4.2 Differenzierte Beurteilung mathematischer Kompetenzen anhand

exemplarischer Aufgaben

Die in 4.1.6 beschriebenen Erfahrungen aus der ersten Fallstudie flihrten zu einer Modifi-
kation des organisatorischen Rahmens in der zweiten Fallstudie im darauffolgenden Schul-
jahr 2003/2004. Die Grundlage des Konzeptes, die in vier Aktivitdtsbereiche differenzierte
Beurteilung wurde beibehalten und weiter konkretisiert, insbesondere durch kompetenz-

spezifische Beurteilungskriterien.
4.2.1 Rahmenbedingungen

Auch die zweite schulpraktische Untersuchung wurde in einer elften mathematisch
profilierten Klasse an der Andreas-Oberschule (Gymnasium) in Berlin Friedrichshain-
Kreuzberg durchgefiihrt. Die Lerngruppe umfasste zehn mathematisch interessierte Schii-
ler, die bis zur zehnten Klasse verschiedene Berliner Gymnasien und Gesamtschulen
besuchten. Die Schiiler wurden, wie die Schiiler der ersten Fallstudie, nach dem Rahmen-
plan der Netzwerkschulen von einem Hochschullehrer des Instituts fiir Mathematik der

Humboldt-Universitéit zu Berlin unterrichtet.

Von den Schiilern der ersten Fallstudie unterschieden sich die Schiiler der zweiten Fallstu-
die, bis auf wenige Ausnahmen, durch ein geringeres Engagement im Unterricht und bei
den Hausaufgaben. Die Hausaufgaben wurden von einigen Schiilern unregelméfig bearbei-
tet, was sich ungiinstig auf die Umsetzung dieses Konzeptes auswirkte, da zu einigen

Kompetenzen nur wenige Beurteilungsmoglichkeiten vorlagen.
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Die differenzierte Beurteilung der mathematischen Kompetenzen der Schiiler wurde auf
zwolf Aufgaben des Stoffgebietes Analysis (vgl. 4.2.2) begrenzt, die in sieben Hausaufga-
benblocken gestellt wurden. Eingeschlossen wurden die Themen ,,Reelle Zahlenfolgen®,
,~Binfuhrung der Differenzialrechnung® und ,,Anwendung der Differenzialrechnung® (vgl.
4.1.2). Die Aufgaben wurden z. T. aus der ersten Fallstudie tibernommen, modifiziert oder
neu entwickelt. Die Eignung der Aufgaben wurde anhand der in Kapitel 2 erstellten (ent-
scheidenden) Kriterien an Aufgaben zur differenzierten Beurteilung mathematischer Kom-

petenzen gepriift (vgl. Anhang 1.3).

Auch in der zweiten Fallstudie wurde der Mathematikunterricht selbst durch die Erprobung
der differenzierten Leistungsbeurteilung nicht beeinflusst. Die Aufgaben wurden ebenfalls
als Hausaufgaben gelost. Die Leistungsbeurteilung der Schiiler fand in der iiblichen Form
der konventionellen Notengebung statt. Die aufgabenbezogenen Beurteilungsbogen, wel-
che die Schiiler zu jeder Aufgabe bekamen, dienten als zusétzliche differenzierte kompe-
tenzbezogene Riickmeldung. Sie enthielten die beurteilten Kompetenzen, das erreichte
Niveau, in Form einer Punktzahl von 0 bis 4°° und eine verbale Erliuterung zu Mingeln,

aber auch zu positiven Auffilligkeiten (vgl. 4.2.3, Beispiel 8).

% Der Wechsel der Skala erfolgte aus Griinden der besseren Darstellbarkeit.
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4.2.2 Erfassen mathematischer Kompetenzen durch exemplarische Aufgaben

Die folgende Ubersicht enthilt alle Aufgaben, zu denen eine differenzierte Beurteilung er-
folgte sowie die potenziell von ihnen angesprochenen Kompetenzen (Kompetenzspekt-

rum’™).

Tab. 4/5: Aufgaben der differenzierten Beurteilung mathematischer Kompetenzen im Stoffgebiet

Analysis der elften Klasse

Aufgabe

Kompetenzspektrum

Aufgabe 11B1.1: Schneeflockenkurve (auch Koch-
kurve)

Der Umfang eines gleichseitigen Dreiecks (Figur 1)
sei 3. Jede der drei Seiten wird gedrittelt und {iber dem
mittleren Drittel wird nach auflen ein gleichseitiges
Dreieck errichtet, d. h. zur vorhandenen Figur nach
auflen hinzugefiigt. Das mittlere Drittel wird entfernt.
Es entsteht Figur 2. Das Verfahren wird fortgesetzt,
indem in Figur 2 jede Seite gedrittelt, tiber dem mittle-
ren Drittel ein gleichseitiges Dreieck nach auflen
errichtet wird und das mittlere Drittel entfernt wird. Es
entsteht Figur 3 usw.

Konstruieren Sie die erste, zweite und dritte Figur.

Es seien U, der Umfang und 4,, der Flacheninhalt der
n-ten Figur. Berechnen Sie U, U,, Us, A1, A2, As. Was
passiert mit U, bzw. 4,,, wenn »n sehr gro3 wird? Legen
Sie Thre Analyse ausfiihrlich dar und begriinden Sie
Thre Vermutung.

Grundwissen: Dreieckskonstruktionen,
Umfang, Fliache von gleichseitigen Drei-
ecken, ggf. Satz des Pythagoras (GW)

Graphisch Darstellen (DI)
Ubersetzen (DI)
Formal Darstellen (DI)

Algebraische Operationen, Umformungen,
Berechnungen ausfiihren (FO)

Finden geeigneter Losungsstrategien (HE)
Analysieren (HE)
Mathematisch Argumentieren (KA)

Aufgabe 11B1.2: Dreiecksungleichung
Beweisen Sie die folgende Dreiecksungleichung:

Fiir alle reellen x und y gilt: |x + y| < |x| + |y| .

Grundwissen: Definition und Eigenschaften
der Betragsfunktion (GW)

Finden geeigneter Beweisstrategien (HE)
Schlussfolgerungen zichen (KA)
Beweisen (KA)

Formal Darstellen (DI)

% Unter ,,Kompetenzspektrum* werden die mit einer Aufgabe intendierten Kompetenzen zusammengefasst,
d. h. wichtige der potenziell mit der Aufgabe anregbaren Kompetenzen, zu denen eine Einschétzung erfolgen
soll. Hat ein Schiiler dariiber hinaus Kompetenzen gezeigt, bekam er auch dazu eine Riickmeldung. Dies kam
jedoch seltener vor, als dass intendierte Kompetenzen nicht beurteilt werden konnten.
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Aufgabe 11B2.1: ,,Modellierung der Absorption
von Licht*

Dringt Licht in Wasser ein, so verliert es mit zuneh-
mender Wassertiefe durch Absorption an Intensitét. In
einem Gewdésser wurde gemessen, dass die Lichtinten-
sitdt pro Meter um ca. 75 % des bis dahin verbliebe-
nen Wertes abnimmt.

a) Beschreiben Sie diesen physikalischen Vorgang
mathematisch mit Hilfe einer Zahlenfolge. Formu-
lieren Sie eine rekursive und eine explizite Zuord-
nungsvorschrift.

b) Ist die gefundene Zahlenfolge eine geometrische
oder eine arithmetische Zahlenfolge? Betrachten
Sie Monotonie und Grenzverhalten dieser Folge,
Werten Sie Thre Ergebnisse in Bezug zur physikali-
schen Realitit. Ist das Modell geeignet?

c) Wie viel Prozent der urspriinglichen Intensitét sind
m 1 m, 2 m, 3 m Wassertiefe noch vorhanden?

d) In welcher Tiefe betrdgt die Lichtintensitét erst-
mals weniger als 1/1000 des urspriinglichen Wer-
tes?

Grundwissen: Zahlenfolgen, Monotonie,
Grenzwert, Logarithmus (GW)

Ubersetzen (DI)
Finden geeigneter Losungsstrategien (HE)
Ausfiihren formale Verfahren (FO)

Ausfiihren algebraischer Operationen,
Umformungen, Berechnungen (FO)

Schlussfolgerungen ziehen (KA)
Diskutieren, Werten (KA)
Mathematisch Argumentieren (KA)

Fachsprachlich verbal und formal Darstellen
(DI)

Aufgabe 11B3.1: ,,Parabelschar*

a) Eine quadratische Funktion f mit f{x)=x*+bx-+c hat
die Nullstellen 4 und —1. Geben Sie die Funktions-
gleichung an und bestimmen Sie die Lage der
Scheitelpunkte.

b) Warum ist die Aufgabe a) fiir quadratische Funkti-

onen f mit f{x)=ax?>+bx+c nicht eindeutig 16sbar?

Beschreiben Sie die Menge aller Funktionen, die

dann Losung des Problems sind. Wie hidngen diese

Losungen mit der Losung aus a) zusammen? Wie

sehen ihre Graphen aus? Was ist der geometrische

Ort aller ihrer Scheitelpunkte?

Stellen sie die Parabelschar aus b) durch geeignete

Beispiele graphisch dar.

c)

Grundwissen: quadratische Funktionen
(GW)

Finden geeigneter Losungsstrategien (HE)
Ausfiihren algebraischer Operationen (FO)
Ubersetzen (DI)

Mathematisch Argumentieren (KA)
Analysieren, Vergleichen (HE)
Fachsprachlich verbal und formal Darstellen
oy

Graphisch Darstellen (DI)

Aufgabe 11B4.1: ,,Anwendung des Nullstellensat-

13

zes
Beweisen Sie, dass die Gleichung
x2+1 xt+1
+ =0
x-3 x-5

eine Losung xo mit 3 < xy< 5 besitzt.

Grundwissen: stetige Funktionen, Nullstel-
lensatz, gebrochenrationale Funktionen
(GW)

Finden geeigneter Beweisstrategien (HE)
Ausfiihren von Umformungen, Operationen,
Berechnungen (FO)

Mathematisch Argumentieren (KA)
Beweisen (KA)

Fachsprachlich verbal und formal Darstellen
(DI)
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Aufgabe 11B4.2: ,,Zwischenwertsatz*

Folgender Satz wird Zwischenwertsatz genannt:

f'sei eine Funktion, [a,b] ein abgeschlossenes Inter-

vall. Ist f'stetig in [a,b] und  f(a)# f(b), so nimmt f

im Intervall [a,b] jeden Wert zwischen f{a) und f(b)

an.

a) Begriinden Sie, dass der Nullstellensatz ein Son-
derfall des Zwischenwertsatzes ist.

b) Beweisen Sie den Zwischenwertsatz (z. B. durch
Riickfiihrung auf den Nullstellensatz).

¢) Veranschaulichen Sie den Zusammenhang zwi-
schen diesen beiden Sitzen durch eine Skizze.

Grundkenntnisse zu stetigen Funktionen
Nullstellensatz (GW)

Mathematisch Argumentieren (KA)

Finden geeigneter Beweisstrategien (HE)
Beweisen (KA)

Fachsprachlich verbal und formal Darstellen
(FO)

Graphisch Darstellen (DI)

Aufgabe 11B5.1: ,,Differenzierbarkeit und Be-
schreibung mittels Tangente*

Gegeben sind die Funktionen fmit f£(x)= % x> —1 und

g mit g(x)=sin2x).
a) Zeichnen Sie den Graphen von f im Intervall [0,2]

,,,,]
272

b) Zeigen Sie, dass f an der Stelle 1 und g an der
sin x
=1).
x

c) Geben Sie die erste Ableitung von f an der Stelle 1
und die erste Ableitung von g an der Stelle O an.

d) Leiten Sie die Funktionsgleichung derjenigen
lincaren Funktionen her, die das Verhalten von f
bzw. g in der Ndhe der Stelle 1 bzw. 0 gut be-
schreiben. Zeichnen Sie die Graphen dieser Funk-
tionen in das Bild aus a).

und den Graphen von g im Intervall | _

Stelle 0 differenzierbar ist (Hinweis: lim

x—=0

Grundwissen: Differenzierbarkeit, Ableitung
an einer Stelle, Tangentengleichung (GW)

Ausfiihren formaler Verfahren (DI)

Finden geeigneter Nachweisverfahren (HE)
Mathematisch Argumentieren (KA)

Finden geeigneter Losungsstrategien (HE)
Graphisch Darstellen (DI)

Ausfiihren formaler Operationen und Um-
formungen (FO).

Fachsprachlich verbal und formal Darstellen
(D)

Aufgabe 11B6.1: ,,Extrema einer Funktion mit
Parameter*

Fiir welche reellen Zahlen a hat die Funktion f mit
f(x)==x*+2ax’ —ax® an der Stelle x, =—1 ein
lokales Extremum? Handelt es sich um ein Minimum
oder ein Maximum?

Begriinden Sie alle gezogenen Schliisse hinreichend.

Grundwissen: Extrema, Ableitungsregeln
(GW)

Finden geeigneter Losungsstrategien (HE)
Ausfiihren formaler Verfahren (FO)
Ausfiihren formaler Operationen und Um-
formungen (FO)

Mathematisch Argumentieren (KA)

Fachsprachlich verbal und formal Darstellen
(D)
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Aufgabe 11B6.1: ,,Beweise zum Thema Kurvendis-
kussion*

Zeigen Sie, dass es keine ganzrationale Funktion
dritten Grades gibt, fiir die 0 und 3 lokale Extremstel-
len sind und 1 eine Wendestelle ist.

Eine ganzrationale Funktion dritten Grades habe die
Wendestelle 0 und die lokale Extremstelle e. Welche
zweite lokale Extremstelle hat die Funktion? Bewei-
sen Sie Ihre Behauptung.

Grundwissen: Extrema, Wendestellen,
Ableitungsregeln (GW)

Finden geeigneter Losungsstrategien (HE)
Ausfiihren formaler Verfahren (FO)
Ausfiihren formaler Operationen und Um-
formungen (FO)

Mathematisch Argumentieren (KA)

Fachsprachlich verbal und formal Darstellen
(DI)

Aufgabe 11B7.1: ,,Flichenmaximum rechtwinkli-
ger Dreiecke*

Beweisen Sie, dass von allen rechtwinkligen Drei-
ecken mit gleicher Summe der Kathetenldngen das
gleichschenklige den grofiten Fldcheninhalt hat.
Legen Sie ihren Losungsweg ausfiihrlich dar und
begriinden Sie alle gezogenen Schliisse vollstindig.

Grundwissen: Extrema, Ableitungsregeln
(GW)

Finden geeigneter Losungsstrategien (HE)
Ubersetzen (DI)

Ausfiihren formaler Verfahren (FO)
Ausfiihren formaler Operationen (FO)
Mathematisch Argumentieren (KA)

Fachsprachlich verbal und formal Darstellen
(DI)

Aufgabe 11B7.2: ,,Fléichenmaximum unter der
Wurzelfunktion“

Es sei 0 <x < 10. Die Punkte A4(x|0), B(10|0),
C(10]+/x Yund D(x|+/x ) bilden ein Rechteck.
Veranschaulichen Sie diese Situation graphisch.

Fiir welches x ist der Fldcheninhalt dieses Rechteckes
maximal? Wie groB ist der maximale Fldcheninhalt?

Kommentieren Sie Ihr Vorgehen.

Grundwissen: Bestimmung von Extrema,
Ableitungsregeln (GW)

Graphisch Darstellen

Finden geeigneter Losungsstrategien (HE)
Ubersetzen (DI)

Ausfiihren formaler Verfahren (FO)
Ausfiihren formaler Operationen (FO)

Fachsprachlich verbal und formal Darstellen
(DD

Aufgabe 11B7.3: ,,Optimaler Eintrittspreis*

Ein Marktforschungsinstitut hat festgestellt, dass der
oberste zu realisierende Eintrittspreis fiir ein Robbie
Williams Konzert 80 Euro betragt. Die Veranstalter
des nichsten Konzertes erwarten bei einem solchen
Eintrittspreis 60000 Besucher.

Eine Preissenkung um je 4 Euro wiirde dagegen zu
einer Zunahme von jeweils 5000 Besuchern fiihren.
Welchen Eintrittspreis sollten die Veranstalter festset-
zen, wenn Sie den Erl6s maximieren wollen?

Grundwissen: Bestimmung von Extrema,
Ableitungsregeln (GW)

Finden geeigneter Losungsstrategien (HE)
Ubersetzen (DI)

Ausfiithren formaler Verfahren und Operati-
onen (FO)

Fachsprachlich verbal und formal Darstellen
(D)

Die Aufgaben wurden so gestaltet, dass alle vier Kompetenzbereiche beriicksichtigt wur-

den, auch wenn nicht in jeder Aufgabe alle vier Kompetenzbereiche in ausgewogenem

Verhiéltnis einbezogen werden konnten. Aullerdem wurde gepriift, ob die Aufgaben die in

Kapitel 2 entwickelten Kriterien an Aufgaben zur differenzierten Beurteilung mathemati-

scher Kompetenzen erfiillen (vgl. Anhang 1.3 und Anhang 2). Dies war im Wesentlichen

bei allen Aufgaben der Fall. Teilweise war es notwendig, Bedingungen zu formulieren, um

die Kriterien Validitdt und Gerechtigkeit zu erfiillen, z. B. bei den Aufgaben ,,Anwendung
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des Nullstellensatzes®, ,,Zwischenwertsatz*“ (vgl. Anhang 1.3). Zu allen Aufgaben wurden
»Anleitungen zur Kompetenzbeurteilung® entworfen, die einen Erwartungshorizont, eine
Erlduterung der einbezogenen mathematischen Kompetenzen und konkrete Kriterien (Indi-
katoren) flir die aufgabenbezogenen Kompetenzbeurteilungen enthielten (vgl. 4.2.3, Bei-
spiel 8 sowie Anhang 1.3). Die Materialien unterstiitzen die Entscheidungsfindung wih-
rend der Beurteilung und dienen der Verbesserung der Objektivitét, Reliabilitdt und Effek-
tivitdt der Beurteilung. Die Aufstellung der potenziell anregbaren und damit erst beurteil-
baren Kompetenzen macht zugleich die Validitit der Beurteilung kontrollierbar, da so
beurteilt werden kann, ob die Aufgabe Anspriichen einer ausgewogenen Forderung ent-
spricht (z. B. verschiedene Aktivitdtsbereiche bzw. Kompetenzen der Bildungsstandards
anspricht). Schlieflich wird anhand der Beurteilungskriterien auch eine verbesserte Trans-
parenz der Beurteilung erméglicht, da sie konkrete Anhaltspunkte fiir die individuelle
Riickmeldung geben und die Grundlage von Diskussionen {iber gemeinsame Leistungs-
maf3stdbe werden konnen. Ebenso sollten die Kriterien der differenzierten Kompetenzbeur-
teilung von anderen Beurteilenden nachvollzogen werden konnen, um eine solche Beurtei-
lung selbst auszufiihren, aber auch Auflenstehenden, wie Eltern, Schulleitung, kénnen auf

diese Weise Standards des eigenen Unterrichts vermittelt werden.

Die zundchst aufwendige Erarbeitung derartiger Materialien fiir jeden Beurteilungsanlass
relativiert sich dadurch, dass sie tiber die Klasse und {iber das Schuljahr hinweg einsetzbar
sind. Von den Fachlehrern eines Jahrgangs konnten derartige Materialien, insbesondere die
kompetenzbezogenen Beurteilungskriterien gemeinsam entwickelt werden, woraus sich ein
klasseniibergreifender Diskurs der Forderung mathematischer Kompetenzen entwickeln
konnte, mit oder ohne Vergleichen innerhalb der Jahrgangsstufe. In diesem Sinne kénnen
die, innerhalb dieser Arbeit erstellten, Materialien eine Moglichkeit darstellen, in den Netz-
werkklassen an Angelpunkten des Curriculums die Leistungen der Schiiler zu erfassen, um

den Austausch tiber die gezielte Forderung anzuregen und durch Daten zu konkretisieren.
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4.2.3 Exemplarische Beurteilung von Schiilerarbeiten zur Aufgabe Parabelschar

In diesem Abschnitt werden exemplarisch an der Aufgabe Parabelschar des Stoffabschnit-
tes Ganzrationale Funktionen in der Einflihrung der Differenzialrechnung (vgl. Ubersicht
4/5) die Beurteilungen zweier Schiilerarbeiten vorgestellt. Dies gliedert sich in die Darstel-
lung der aufgaben- und kompetenzspezifischen Beurteilungskriterien, die Analyse der
Schiilerarbeiten und die Riickmeldung anhand der Beurteilungsbogen.

Beispiel 8

Aufgabenspezifische Beurteilung und Riickmeldung mathematischer Kompetenzen
fiir zwei Schiilerarbeiten zur Aufgabe 11B3.1 Parabelschar

Aufgabenspezifische Beurteilungskriterien

1. Grundwissen (GW)

Folgende Wissensinhalte sind zur Losung der Aufgabe (voraussichtlich) notwendig:

Quadratische Funktionen: Normalform, Scheitelpunktsform, faktorisierte Darstellung,

Nullstellen, Scheitelpunkt quadratischer Funktionen,

Eigenschaften der Graphen quadratischer Funktionen, insbesondere Symmetrie,

Kenntnis der Begriffe Parabelschar, geometrischer Ort.

4 Punkte | Das aufgelistete, zur Losung der Aufgabe notwendige Grundwissen wird korrekt dar-
gelegt und angewendet. Der Losungsweg enthilt keine Fehler oder Liicken/Abbriiche,
die offensichtlich fehlendem Grundwissen zuzuschreiben sind.

3 Punkte | Das Faktenwissen und prozedurale Wissen zu den wichtigen Verfahren der Stoffein-
heit (Standardwissen) wird fehlerfrei dargelegt. Beim konzeptuellen Wissen zu iiber-
geordneten Zusammenhédngen treten (wenige, kleinere) Fehler auf, z. B. bei der Be-
nennung des geometrischen Ortes der Scheitelpunkte. Ungenauigkeiten in der fach-
sprachlichen Beschreibung, die auf das Grundwissen zuriickzufiihren sind, treten auf,
z. B. wenn die Begriffe Stauchung/Streckung nicht verwendet werden.

2 Punkte | Ein fundamentales Wissenselement aus der aktuellen Stoffeinheit Ganzrationale Funk-
tionen ist nicht anwendbar, z. B. Scheitelpunktsform oder Symmetriecigenschaften der
Normalparabel.

1 Punkt | Deutliche Liicken im Standardwissen sind sichtbar.

0 Punkte |Das fiir die Stoffeinheit typische Grundwissen wird nicht gezeigt.

2. Finden geeigneter Losungsstrategien (HE)

In Aufgabenteil a) ist ein Weg zu finden, aus den gegebenen Nullstellen die Funktionsglei-
chung zu ermitteln. Zur Angabe des Scheitelpunkts ist die Scheitelpunktsform zu bestim-
men oder die Symmetrie auszunutzen. Die Schwierigkeit bzgl. heuristischer Aktivititen ist

hier abhédngig von der Vorbereitung im Unterricht. Wurden die genannten Umformungen
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(kurz) zuvor im Unterricht thematisiert, entfillt das Suchen eines geeigneten Losungswe-

ges und formale Verfahren sind auszufiihren.

4 Punkte

Die gewihlten Konzepte, Methoden, Darstellungen und mathematischen Operationen
sind als Losungsweg geeignet: Funktionsgleichung und Scheitelpunkt kénnen be-
stimmt werden. Die Strategie ist zielorientiert und effektiv. Ein eigenstidndiger, kreati-
ver Denkprozess ist erkennbar.

3 Punkte

Eine Losung wird erbracht, der Weg ist jedoch umsténdlich, z. B. ungeeignete formale
Darstellungen der Funktion oder nicht zielorientierte Umformungen. Die Umwand-
lung enthilt Fliichtigkeitsfehler, kleine Ungenauigkeiten oder einen unangemessenen
Schritt, wie eine unangemessen verallgemeinerte verbale Argumentation.

2 Punkte

Die Herangehensweise ist sinnvoll. Der Losungsweg ist jedoch unvollsténdig, z. B. ein
fehlender oder nicht sinnvoller Losungsschritt. Wird nur der Scheitelpunkt oder nur
die Funktionsgleichung bestimmt, kénnen ebenfalls bis zu zwei Punkte vergeben
werden.

1 Punkt |Es konnen nur Bruchstiicke zur Losung beigetragen werden oder auf Grund fehlender
Methoden und heuristischer Ideen werden Behelfsmethoden eingesetzt wie Raten oder
Abschitzen des Scheitelpunktes ohne graphische Unterstiitzung und ohne Begriin-
dung.

0 Punkte |Es gelingt kein Zugang zur Aufgabe.

3. Ausfiihren von algebraischen Operationen, Umformungen (FO)

Kalkiilhafte Grundfertigkeiten wie die folgenden werden bei dieser Aufgabe notwendig:

Ausmultiplizieren und Zusammenfassen von Termen, Rechnen mit Briichen, Anwenden

der binomischen Formeln, quadratische Ergidnzung, Faktorisieren von Gleichungen. Diese

formalen Fertigkeiten werden im Wesentlichen in Klasse 8 erworben.

4 Punkte

Es treten keine (Rechen-)Fehler auf, alle Umformungen, Teilergebnisse sind korrekt.

3 Punkte

Es liegen wenige Rechenfehler vor, die aber die Problemlésung im Wesentlichen nicht
beeintrichtigen.

2 Punkte

Es zeigen sich erkennbare Unsicherheiten beziiglich formaler Fertigkeiten.

1 Punkt

Es treten gehduft Fehler, auch bei einfachen algebraischen Operationen der Sekundar-
stufe I und der Primarstufe, auf.

0 Punkte

Die Aufgabe bzw. die betreffenden Teilaufgaben konnen auf Grund fehlender formaler
Fertigkeiten nicht gelost werden.

4. Formal Darstellen (FO)

Die Kompetenz des formalen Darstellens duBert sich hier in geeigneten, korrekten und

exakten funktionalen Darstellungen und der Nutzung von Variablen. Auch die geeignete

Angabe des Scheitelpunktes gehort z. B. dazu. Dies gilt nicht nur fiir den formalen Teil a)

sondern auch fiir den selbstindigen Einsatz bei der Analyse, Begriindung etc. im Teil b).

Geeignete formale Darstellungen kénnen hier die Losungsfindung wesentlich unterstiitzen.
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4 Punkte | Die gewdhlten Notationen sind aussagekriftig, eindeutig, nachvollziehbar. Symboli-
sche Darstellungen sind formal korrekt, exakt, nachvollziehbar und der Losungsfin-
dung dienlich. Die symbolische Darlegung des Losungsweges ist angemessen ausfiihr-
lich und versténdlich. Formale Darstellungen werden selbstindig gefunden.

3 Punkte | Die formalen Darstellungen sind korrekt, z. T. aber nicht geeignet, da sie die Losungs-
findung nicht unterstiitzen oder schwer nachvollziehbar sind. Es treten einzelne Fliich-
tigkeitsfehler oder Unexaktheiten auf. Es gibt Unsicherheiten beim selbstidndigen
Einsatz von Notationen und formalen Darstellungen. Eine geeignete formale Darstel-
lung kann nicht durchgehend gefunden werden.

2 Punkte | Formale Darstellungen werden (ungeeignet) sparsam und unsicher verwendet. Es
treten Fehler und Ungenauigkeiten auf oder die Darstellung ist, z. B. auf Grund inkon-
sistenter Variablennutzung, schwer nachvollziehbar. Die Wahl der Darstellung ist
ungeeignet fiir die Ubersicht, Losungsfindung u. 4. Es ist kein selbstéindiger, kreativer
Einsatz formaler Schreibweisen (b), moglich.

1 Punkt |Formale Darstellungen werden eingesetzt, sind jedoch schlecht lesbar/verstiandlich und
zeigen deutliche formale oder mathematische Fehler, auch bei standardisierten Darle-
gungen des Losungsweges.

0 Punkte |Der Losungsweg kann nicht formal dargelegt werden (obwohl es notwendig wiére).

5. Mathematisch Argumentieren (KA)

Im Teil b) ist zu begriinden, warum die Funktion anhand der gegebenen Bedingungen nicht
eindeutig bestimmt werden kann. Dies kann z. B. anhand der Kenntnisse zu (unterbe-
stimmten) linearen Gleichungssystemen oder durch die Beschreibung der moglichen Para-
beln und ihrem Zusammenhang zu den Parametern der Funktionsgleichung geschehen.
In Abhingigkeit vom gewdhlten Losungsweg konnen in b) weitere Begriindungen notwen-
dig werden, z. B. ist auch die Schlussfolgerung auf die Lage der Scheitelpunkts geeignet zu
begriinden. Hier kann verbal argumentiert werden, z. B. mit bekannten Symmetrieeigen-
schaften. Formale Verfahren und exakte Beweise (z. B. der Symmetrie) werden nicht ge-
fordert. Wird auch in a) durch begriffliche Argumentation auf die Lage der Scheitelpunkte

geschlossen, ist dies in die Beurteilung einzubeziehen.
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4 Punkte

Die Argumentation ist mathematisch korrekt, logisch schliissig und fundiert, d. h. sie
beruht auf bekannten Sachverhalten/Sétzen (allgemeines Fachwissen, keine neuen
Behauptungen). Die Argumentationsbasis ist sinnvoll gewéhlt, sachlich, logisch und
formal korrekt bzw. widerspruchsfrei. Die Argumentationskette ist vollstindig, enthalt
aber auch keine nicht relevanten Schritte bzw. Wiederholungen. Sie ist gut nachvoll-
ziehbar, zusammenhéngend und schliissig. Die Argumentation ist sprachlich und
fachsprachlich korrekt formuliert.

3 Punkte

Die Argumentationskette enthilt kleine Spriinge, ist nicht immer ganz schliissig. Die
Argumentation ist zu einem geringen Teil ungenau (z. B. ,,Der Scheitelpunkt befindet
sich genau zwischen den beiden Nullstellen.), nicht ausreichend fundiert.

2 Punkte

Die Argumentation ist in groben Ziigen schliissig und die Argumentationsbasis geeig-
net. Es treten jedoch kleinere logische oder mathematische Fehler auf, die Argumenta-
tion ist teilweise schwer nachvollziehbar, enthélt Spriinge/Liicken, Folgerungen wer-
den nicht ausreichend abgesichert.

1 Punkt |Es gibt mehrfach unbegriindete Aussagen, die Argumente sind z. T. nicht angemessen,
es treten mathematische und logische Fehler auf oder die Argumentation ist oberflidch-
lich, voreilig, bruchstiickhaft.

0 Punkte |Es findet keine angemessene Argumentation/Begriindung statt.

6. Analysieren, Vergleichen (HE)

In Teil b) ist eine formale oder auch graphische Darstellung der Funktion zu analysieren,

wobei zundchst erkannt werden muss, dass ein freier Parameter iibrig bleibt und zu einer

Funktionenschar fithrt. Diese Schar ist auf thre Merkmale hin zu untersuchen und mit der

Funktion in a) zu vergleichen. Als Ergebnis der Analyse sind Zusammenhinge zur Funkti-

on in a) und die Lage der Scheitelpunkte zu beschreiben.

4 Punkte

Es werden geeignete Merkmale zur Analyse der Funktionenschar und zum Vergleich
mit der konkreten Funktion (a) ausgewihlt (Nullstellen, Scheitelpunkte, Symmetrie,
Stauchung/Streckung/Verschiebung). Die Analyse ist exakt, vollstindig, mathematisch
korrekt. Die Merkmale werden als Analyseergebnis angemessen beschrieben.

3 Punkte

Die Analyse ist nicht ganz exakt oder nicht vollstandig oder bezieht sich nicht auf alle
wesentlichen Merkmale.

2 Punkte | Die Analyse ist unvollstdndig, z. B. wird nur die Lage der Scheitelpunkte beschrieben,
nicht die moglichen Parabelformen (Stauchung/Streckung). Es findet keine Gegen-
tiberstellung mit der konkreten Funktion statt. Der geometrische Ort der Scheitelpunk-
te kann nicht geeignet beschrieben werden.

1 Punkt | Die Analyse ist oberfldchlich oder sehr unvollstandig.

0 Punkte |Es ist keine Analyse erkennbar.
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7. Graphisch Darstellen (DI)

In Teilaufgabe c) ist eine geeignete Zahl von Reprédsentanten der Parabelschar zu zeichnen.
Diese sind so auszuwéhlen, dass die Schar (globale Struktur) insgesamt veranschaulicht
wird, d. h. es sind unterschiedliche mégliche, charakterisierende Fille fiir den Parameter a
zu wihlen, z. B. 1.)—e < a < -1 (Streckung, gespiegelt), 2.)—1<a <0 (Stauchung, ge-
spiegelt), 3.)0 < a <1 (Stauchung), 4.)1 < a < (Streckung), auBerdem ist es sinnvoll, die

verschobene Normalparabel (a=1) sowie deren Spiegelung (a=-1) zu zeichnen.

4 Punkte |Die graphische Darstellung ist mathematisch und in der Ubersetzung der Eigenschaf-
ten korrekt. Sie ist tibersichtlich (geeignete Grofle und Intervall), exakt, sauber. Die
Auswahl der Funktionen gewéhrleistet die Veranschaulichung charakteristischer Fille
der Schar (globale Struktur, siehe oben).

3 Punkte | Die graphische Darstellung ist mathematisch korrekt. Gré3e oder Intervall o. 4. wurde
jedoch ungiinstig gewéhlt, so dass die Grafik uniibersichtlich ist oder wichtige Eigen-
schaften schlecht veranschaulicht. Die gewédhlten Funktionen verdeutlichen nicht
vollstindig das Spektrum der Parabelschar.

2 Punkte | Die gewdhlten Funktionen sind nicht geeignet, die Schar zu charakterisieren. Die
graphische Darstellung ist unvollsténdig oder ungenau. Es liegen Widerspriiche zur
formalen Darstellung vor (Fehler in der Ubersetzung).

1 Punkt | Die graphische Darstellung ist sehr unsauber oder sehr ungenau. Mehrere Funktionen
sind falsch eingetragen (mathematische Fehler) oder die Funktionenschar wird nicht
veranschaulicht, z. B. wenn nur eine Funktion dargestellt wurde.

0 Punkte |Es wurde keine graphische Darstellung angefertigt.




Seite 190 4 Exemplarische Erprobung des Beurteilungskonzeptes

Analyse der Bearbeitung von Schiiler 3

a) Der Scheitel liegt auf dem Punkt (-1,51y), da die eine Nullstelle -1 und die andere 4 ist,
daher hab ich die Mitte dazwischen gesucht und die ist 1,5. Dann ist die Funktionsglei-
chung erst mal f{x)=(x-1,5)>. Wenn man jetzt fiir x=4 einsetzt (die zweite Nullstelle) kommt
6,25 raus, daher ergibt sich die Funktionsgleichung
fx)=(x-1,5)*-6,25 da jetzt bei x=4 sich fiir y=0 ergibt. Wenn x=-1 (zweite Nullstelle) ergibt
sich auch y=0.
= fx)=x"-3x-4
Um jetzt den Scheitelpunkt zu berechnen, setze ich fiir x=1,5 ein. Daraus ergibt
sich y=-6,25.
= Scheitelpunkt=(1,51-6,25)

b) Wenn in der quadratischen Funktion (f{x)=ax’+bx+c) das a verindert wird, so verindert sich
die Parabel dahingehend, dass sie steiler fillt bzw. steiler steigt. Wenn a positiv ist, so ist
die Parabel nach oben hin offen. Ist a negativ, ist die Parabel nach unten getffnet. Nun
kann das a ja beliebig verdndert werden und es ergeben sich unendlich viele Méglichkeiten
fiir diese Funktion. Wobei die Nullstellen unverdndert bleiben und die Koordinate des
Scheitelpunktes auch unverdndert bleibt. Lediglich verdndert sich die y-Koordinate des
Scheitelpunktes. Somit ist der geometrische Ort aller Scheitelpunkte auf der senkrechten
Gerade auf der x-Achse bei x=1,5.

Abb. 4/17: Bearbeitung von Schiiler 3 (Die Abschrift wurde aus Griinden der Lesbarkeit vorge-
nommen. Sie enthdlt den Originaltext der Schiilerarbeit.)

Der Schiiler ermittelt zundchst auf rationale und anschauliche Weise die Funktionsglei-
chung. Er hat die Parabel der Funktion vor Augen und nutzt zur Bestimmung der Scheitel-
punktskoordinate die Achsensymmetrie, indem er das arithmetische Mittel der Nullstellen
bestimmt. Leider begriindet er sein Vorgehen nicht durch die Symmetrieeigenschaft. Er
stellt nun sukzessive die Scheitelpunktsform der Funktionsgleichung zusammen, indem er
zunéchst die x-Koordinate des Scheitelpunktes einsetzt (Hier gibt es einen Fliichtigkeits-
fehler bei der formalen Darstellung: die noch freie Variable wurde vergessen.) und dann
durch Einsetzen einer Nullstelle den freien Parameter bestimmt. Die Scheitelpunktsform
wird in die Normalform umgewandelt. Damit wird zur Kontrolle ein zweites Mal die y-
Koordinate des Scheitelpunktes bestimmt, die bereits aus der Scheitelpunktsform abgele-
sen werden konnte.

Bei der Analyse der Funktionenschar bringt der Schiiler den Parameter a sofort mit der

Stauchung/Streckung in Verbindung, leider ohne die Fachbegriffe zu verwenden. Er be-
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schreibt die Wirkung des Parameters a auf die Kurve, allerdings ohne zu begriinden, wa-
rum a die Form der Parabel, jedoch nicht ihre Nullstellen und ihren Scheitelpunkt, also ihre
Lage, verdndert. Die Zusammenhédnge zwischen Funktionsgleichung und Funktionsgraph
werden nicht ausreichend hergestellt, wozu evtl. auch ein Wechsel in die Scheitelpunkts-
form dienlich wére. Aus der Darlegung wird nicht deutlich, woraus der Schiiler schlief3t,
dass die Nullstellen nicht vom Parameter a abhidngen und somit auch nicht die x-Koordina-
te des Scheitelpunkts. Er schlieBt jedoch richtig auf die Lage der Scheitelpunkte und kann
den geometrischen Ort der Scheitelpunkte gut fachsprachlich benennen. Leider wird in der
Darlegung nicht deutlich, ob diese so schone Schlussfolgerung auf graphischen oder for-
malen Uberlegungen beruht, was fiir eine Einschitzung der Stirken des Schiilers wichtig
wire.

In der graphischen Darstellung, die auf Grund der schlechten Qualitédt nicht wiedergegeben
werden kann, zeichnet der Schiiler eine Reihe von Funktionen ein, welche die Breite der
Schar und die beschriebenen Eigenschaften (gemeinsame Nullstellen, unterschiedliche
Stauchung/Streckung) gut veranschaulichen. Auch der geometrische Ort der Scheitelpunk-

te wird illustriert. Leider ist die Darstellung skizzenhaft ungenau.
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Beurteilungsbogen fiir Schiiler 3

Mathematische Kompetenz | Einschitzung | Bemerkung

Grundwissen (GW) 4 Punkte sehr gute Grundkenntnisse zu quadratischen Funk-
tionen

Finden geeigneter Losungs- 4 Punkte rationales und zielorientiertes Vorgehen, schone

strategien (HE) Vernetzung formaler und bildlicher Mittel

Formal Darstellen (DI) 3 Punkte Fliichtigkeitsfehler

Ausfiihren algebraischer Ope- |4 Punkte

rationen, Berechnungen (FO)

Mathematisch Argumentieren | 1 Punkt Die Argumentation ist unvollstdndig und teilweise

(KA) nicht ausreichend fundiert: Warum ist a beliebig,
aber b und ¢ nicht? Warum verédndert sich y;, aber x;
nicht? etc.

Analysieren und Vergleichen 2 Punkte Die Wirkung des Parameters wird gut beschrieben.

(HE) Es findet jedoch keine direkte Gegeniiberstellung,
z. B. der Funktionsgleichungen in Scheitelpunkts-
form oder der Graphen statt, was die Gemeinsam-
keiten und Unterschiede klar aufzeigen wiirde. Die
Analyse selbst ist somit nicht nachvollziehbar (z. B.
durch Bezug zu graphischen Veranschaulichungen).

Graphisch Darstellen (DI) 3 Punkte Die gewihlten Beispiele verdeutlichen die Breite

der Funktionenschar sowie die Gemeinsamkeiten
und Unterschiede verschiedener Repriasentanten
gut. Die graphische Darstellung ist leider recht
ungenau.

Weitere Bemerkungen

Die Bestimmung des Scheitelpunktes (a) wurde
anschaulich und gut nachvollziehbar dargelegt.
Leider haben Sie in b) nicht beschrieben, wie Sie zu
Thren Aussagen kommen.
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Analyse der Bearbeitung von Schiiler 1

a) geg.: flx)= x*+bx+c » Normalform b=f. c=¢
Nullstellen x;=(410) und x,=(-110)

- Funktionsgleichung:
Satz des Vieta:

X1+X2:-b - 4-1 :-(3)
XXy c¢—=4(-1)=4
Einsetzen in die Gleichung:

f)=x>-3x-4

2 2

2
e
— 2+ [2] +4
YT (zj

x1=4 und x,=-1

2
Probe mit der p-g-Formel: X, = p [pj —q

- Scheitelpunkt:
fx)=x*-3x-4

= x*-3x+2,25-2,25-4
= (x*-1,5)%6,25
Scheitelpunkt S (1,51-6,25)

- allgemeine Formel S [_ P
2

p 2
g
b) Diese Funktion ist nicht eindeutig 16sbar, da a€ IR beliebig ist und dadurch kénnen viele

Funktionen gleiche Nullstellen, aber unterschiedliche Graphen haben.

Vergleich:
fi(x)= x*+bx+c

()= ax’+b’x+c’= a- x+a- bxtar c= a(x*+bx+c)=a- fi(x)
Menge aller Losungen:
M= { a f,(x) mit a€ IR, fi(x)= x*-3x-4}

Die Nullstellen und der Scheitelpunkt sind bei allen Graphen gleich (mit Variable a)
x1=(410); x,=(-110); S (1,51-6,25-a),

4

fz(x)=a‘f1(x)=a-(x—;j2—a.6,25

Abb. 4/18: Bearbeitung von Schiiler 1/Teil 1 (Die Abschrift wurde aus Griinden der besseren Les-
barkeit vorgenommen. Sie enthilt den Originaltext der Schiilerarbeit.)
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-

f«(*) = 0;{(’" :Orgxlﬂﬁs’ﬁ'?-

{Jx)r-»r.z (=425 -3 x-44
rj()‘): "I(") 2 edy +Y

Abb. 4/19: Bearbeitung von Schiiler 1/Teil2: Grafik zu Teilaufgabe b)

Die Bearbeitung der ersten Teilaufgabe besticht durch ein sehr gutes prozedurales Wissen,
welches die notwendigen Verfahren bereitstellt, um die Funktionsgleichung und die Schei-
telpunktskoordinaten schnell und sicher zu ermitteln. Mit dem Satz von Vieta werden
zuerst sehr effektiv die Parameter der Normalform bestimmt. Nach der Kontrolle der Funk-
tionsgleichung anhand der p-g-Formel wird durch quadratische Ergénzung die Scheitel-
punktsform gebildet. Der Scheitelpunkt wird formal angegeben, zusitzlich auch eine all-

gemeine Formel fiir den Scheitelpunkt.

In b) fasst der Schiiler zunichst verbal zusammen, dass der freie Parameter a dazu fiihrt,
dass viele Funktionen entstehen, die ,.gleiche Nullstellen, aber unterschiedliche Graphen
haben®. Er begriindet an dieser Stelle noch nicht, warum der Parameter nicht auf die Null-
stellen, sondern nur auf die Parabelform Einfluss hat. Dann geht er wieder auf die formale
Ebene tiber: Hier stellt er schnell den Zusammenhang zwischen den gegebenen Funktionen
heraus, zu schnell, denn es wird nicht deutlich, warum a als Streckungsfaktor ausgeklam-
mert werden kann. Mit der symbolischen Darstellung der Losungsmenge zeigt der Schiiler
seine Fahigkeiten des exakten formalen Darstellens. Es folgt nun die Behauptung, dass die
Nullstellen und die Scheitelpunkte (gemeint sind deren x-Koordinaten) bei allen Funktio-

nen der Schar gleich sind. Nullstellen und Scheitelpunkt werden korrekt formal angegeben.
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Die Begriindung” erfolgt erneut formal, indem die Gleichung der Funktionenschar in die
Scheitelpunktsform gebracht wird. Der geometrische Ort der Scheitelpunkte wird nicht
beschrieben. Es bleibt bei der formalen Angabe der ,,Scheitelpunktschar®.

Die graphische Veranschaulichung erfolgt durch die Fille Streckung, Stauchung, Spiege-
lung, d. h. die Breite der Funktionenschar wird verdeutlicht. Die Graphen werden auch

bezeichnet, die graphische Darstellung ist jedoch skizzenhaft ungenau.

Beurteilungsbogen fiir Schiiler 1

Mathematische Kom- | Ein- Bemerkung

petenz schitzung

Grundwissen 4 Punkte |sehr gute Grundkenntnisse zu quadratischen Funktionen, insbe-
sondere Verfahrenswissen

Finden geeigneter 4 Punkte |sehr schnelle und sichere Anwendung effektiv ausgewdhlter

Losungsstrategien (HE) Verfahren

Formal Darstellen (DI) |4 Punkte |durchgehend exakte und korrekte formale Darstellungen (auch
komplexer Zusammenhinge), gut geeignete Notationen und

Darstellungen.
Ausfiihren algebrai- 4 Punkte
scher Operationen,
Berechnungen (FO)
Mathematisch Argu- 2 Punkte | Sie begriinden nicht, warum a beliebig und nicht durch die
mentieren (KA) Nullstellen festgelegt ist. Ihre sehr guten rechnerischen Nach-

weise werden noch nicht ausreichend in eine mathematische
Argumentation eingebunden.

Analysieren und Ver- 2 Punkte | Sie stellen die Funktionen in Scheitelpunktsform gegeniiber.
gleichen (HE) Daraus ist das Wesentliche ablesbar. Sie beschreiben leider
nicht ausreichend die Unterschiede zwischen den Graphen. Der
geometrische Ort der Scheitelpunkte wird nicht beschrieben.

Graphisch Darstellen 3 Punkte | Die gewidhlten Beispiele verdeutlichen gut, die Breite der Funk-
(DI) tionenschar. Schon ist auch, dass Sie die Funktionen bezeich-
nen. Insgesamt ist die graphische Darstellung recht ungenau.

Weitere Bemerkungen Es ist toll, wie sicher und flexibel Sie mit formalen Darstellun-
gen arbeiten. So gelingt es Ihnen schnell Zusammenhinge auf
formaler Ebene aufzudecken. Nun sollten Sie versuchen, die
Berechnungen stérker in eine Argumentation einzubinden
(formal oder verbal).

Die beiden Schiilerarbeiten machen deutlich, dass zur Losung der Aufgabe unterschiedli-

che Losungsstrategien moglich sind: hier die graphisch-anschauliche und die algorith-

% Von einer ,,Begriindung* im eigentlichen Sinne (vgl. 2.2.2) kann hier noch nicht gesprochen werden. Der
Losungsweg besteht aus einzelnen Aussagen und Losungsschritten, die noch zu wenig aufeinander bezoge-
nen und aus denen noch zu wenige explizite Schlussfolgerungen gezogen werden. Dem Schiiler ist der
Anspruch, dass seine Aussagen zu begriinden und seine Losungsschritte zu kommentieren sind, noch nicht
bewusst.
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misch-formale Bearbeitung. Fiir beide Arbeiten sind Differenzierungskonzept und Beurtei-
lungskriterien geeignet, da sie nicht an Losungsschritte, sondern an dargelegte Kompeten-
zen angelehnt sind, die in unterschiedlicher Weise gezeigt werden konnen. So kann eine

Argumentation durchaus verbal oder symbolisch geflihrt werden.
4.2.4 Schiilerleistungen in unterschiedlichen Kompetenzbereichen

Bereits bei der Analyse einer Aufgabenbearbeitung zeigen sich individuelle Stirken und
Schwichen. So zeigte beispielsweise Schiiler 1, dass er effizient geeignete formale Darstel-
lungen und Verfahren auswéhlen, diese sicher ausfiihren und damit auf formaler Ebene Zu-
sammenhinge aufdecken kann. Dagegen gelingt es ihm noch nicht ausreichend, die Rech-
nungen in eine Argumentationskette einzubinden sowie die formalen Ergebnisse zu inter-
pretieren. Es stellt sich nun die Frage, ob diese zundchst aufgabenspezifischen Resultate
stabilen Stdrken und Schwichen entsprechen, also auch bei anderen Aufgaben auftreten.
Dazu werden die Leistungen der Schiiler in den verschiedenen Aktivitdtsbereichen bei

allen Beurteilungsaufgaben der Analysis verfolgt.

Die Ergebnisse eines Schiilers wurden in Abschnitt 3.4 vorgestellt, um eine mogliche
Dokumentationsform der Schiilerleistungen aufzuzeigen. Dabei wurden Stérken des Schii-
lers beziiglich der Grundkenntnisse und im formal-operativen Bereich deutlich sowie
aufgabenabhédngige Schwankungen im heuristisch-experimentellen und darstellend-inter-
pretativen Bereich, mit dem Schwerpunkt bei guten Leistungen, und aufgabenabhéngige
Schwankungen im Bereich kritisch-argumentativ mit dem Schwerpunkt bei (nur) mittleren
Leistungen. Im Folgenden werden die Leistungen eines weiteren Schiilers der zweiten

Fallstudie dargestellt (Abb. 4/20 bis Abb. 4/24).

Grundwissen

w
*

Quantitative
Beurteilung
*

N
*
*

4

11 112 211 311 411 412 511 611 612 711 713
Aufgabe

Abb.4/20: Ergebnisse zum Grundwissen von Schiiler 3



4 Exemplarische Erprobung des Beurteilungskonzepte Seite 197

Darstellend-interpretative Kompetenzen

*
*
*

Quantitative
Beurteilung
w
*

N
4

111 112 211 311 411 412 511 611 612 711 713
Aufgabe

Abb. 4/21: Ergebnisse von Schiiler 3 im darstellend-interpretativen Bereich

2o Heuristisch-experimentelle Kompetenzen
£5
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Tt *
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n 112 21 31 41 412 511 611 612 m 713
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Abb. 4/22: Ergebnisse von Schiiler 3 im heuristisch-experimentellen Bereich

2o Formal-operative Kompetenzen
€5
- = 4 & & & & & &
= ) v v v v v v ‘
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2
1
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n 112 211 31 41 412 511 611 612 mn 713
Aufgabe
Abb. 4/23: Ergebnisse von Schiiler 3 im formal-operativen Bereich
) Kritisch-argumentative Kompetenzen
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ADbb. 4/24: Ergebnisse von Schiiler 3 im kritisch-argumentativen Bereich

Bei der Betrachtung der dokumentierten Leistungen zeigen sich auch hier Bereiche, die
stabil als Stdrken oder Schwiéchen gesehen werden kénnen und solche, in denen die Lei-
stungen stark von der Aufgabe bzw. dem speziellen mathematischen Inhalt abhidngen: Die

Stérke des Schiilers liegt im formal-operativen Bereich, also beim Ausfiihren algebraischer
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Umformungen und beim Ausfiihren formaler Verfahren, wo er bei nahezu allen Aufgaben
sehr gute Leistungen zeigte. Die Leistungen im heuristisch-experimentellen und im darstel-
lend-interpretativen Bereich sowie im Darlegen von Grundkenntnissen schwanken (unter-
schiedlich stark) in Abhdngigkeit von der konkreten Aufgabe bzw. dem speziellen Inhalt,
wobei die Schwerpunkte der Verteilungen bei einem guten Niveau liegen. Der kritisch-
argumentative Bereich duBert sich als Schwiche des Schiilers, hier liegen die Leistungen

iiberwiegend auf einem niedrigen Niveau.

Die Aufgabenabhingigkeit der Leistungen spricht fiir eine differenzierte aufgabenbezoge-
ne Beurteilung und Riickmeldung der mathematischen Kompetenzen, wie sie in dieser
Fallstudie vorgenommen wurde. Die Aufgabenabhidngigkeit bzw. Situationsbezogenheit
kann Ursachen im konkreten Aufgabentyp, im speziellen Inhalt, den die Aufgabe anspricht
oder in personengebunden Einflussfaktoren, wie aufgebrachte Zeit, momentane Konzentra-
tionsfihigkeit etc. haben. Dem Aspekt der Aufgabenabhingigkeit wird in Kapitel 5 starker

nachgegangen.
4.2.5 Gemeinsamkeiten und Unterschiede in Kompetenzprofilen

Beim Vergleich der Kompetenzprofile von Schiilern (vgl. Abb. 3/1 bis 3/5 und 4/20 bis
4/24) zeigen sich Gemeinsamkeiten und Unterschiede, die bedeutsam fiir eine effektive
Planung und Gestaltung der mathematischen Forderung sein konnen. Gemeinsamkeiten
konnen Hinweise auf sinnvolle prinzipielle Schwerpunkte der Forderung geben; Unter-
schiede dagegen konnen Hinweise flir die individuelle Férderung geben. Um einzuschét-
zen, ob die Stiarken und Schwichen der Schiiler gro3e Unterschiede zeigen oder sich eher
ein einheitliches Bild ergibt, konnen verschiedene Bezugsmalstibe gewihlt werden. Bei
einer Orientierung an den aufgestellten Kriterien werden hier unter der Stirke eines Schii-
ler die Kompetenzen verstanden, in denen er iiberwiegend sehr gute Leistungen zeigt, unter
einer Schwiéche die Kompetenzen, in denen seine Leistungen iiberwiegend auf einem

niedrigen Niveau liegen.

In Abb. 4/25 wurden als Stiarke die Kompetenzen gezdhlt, in welcher der Schiiler tiberwie-
gend 4, sonst nur 3 Punkte erreichte. Ein mittleres Niveau wurde zugeschrieben, wenn die
Leistungen iiberwiegend auf dem Niveau 2 und 3 lagen. Als Schwiche wurden die Kompe-
tenzbereiche deklariert, in denen die Leistungen {iberwiegend auf dem niedrigsten Kompe-
tenzniveau (1 Punkt) lagen. Die Kategorie ,,deutliche aufgabenabhidngige Schwankungen®

wurde verwendet, wenn die Leistungen iiber mindestens vier Kompetenzstufen streuten,
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d. h. der Schiiler in diesem Bereich sowohl sehr gute als auch niedrige oder gute bis gar

keine Kompetenzen zeigte, je nachdem, welche Aufgabe vorlag.

Stirken und Schwiachen bei normativem Bezugspunkt
. 9
5= 8
5 7
g 6
°
g 51 B
B 4 =
< 3 | |
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1 4 -
0 - T . T T T
Grundwissen darstellend- formal-operativ heuristisch- kritisch-
interpretativ experimentell argumentativ
Kompetenzbereich
B Starke M Schwache O mittleres Niveau Oaufgabenabhéngige Schwankungen

Abb. 4/25: Vergleich der Kompetenzprofile innerhalb der Klasse bei Normorientierung

Gemessen an einem kriterienorientierten Bezugspunkt zeigte sich fiir die spezielle Unter-
suchungsgruppe und den gewihlten Zeitraum fiir alle Kompetenzbereiche ein unerwartet
einheitliches Bild: Sechs von neun’® Schiilern legten iiberwiegend sehr gute Grundkennt-
nisse dar. Die Mehrheit der Schiiler (sechs von neun) zeigte durchschnittlich ein mittleres
Kompetenzniveau im darstellend-interpretativen Bereich. Acht Schiiler zeigten im formal-
operativen Bereich iiberwiegend sehr gute Leistungen. Im heuristisch-experimentellen
Bereich schwankten die Leistungen von sieben Schiilern tiber vier Kompetenzniveaus, die
anderen zeigten iiberwiegend sehr gute oder mittlere Leistungen. Im kritisch-argumen-
tativen Bereich schwankten ebenfalls die Leistungen von sechs Schiilern sehr deutlich. Ein

Schiiler hatte dort iiberwiegend niedrige Leistungen.

Diese Ergebnisse verdeutlichen zunichst sehr gute Grundkenntnisse und formal-operative
Kompetenzen der Lerngruppe. Die Leistungen im darstellend-interpretativen Bereich
liegen tiberwiegend auf einem mittleren bis guten Niveau. Wird der Mittelwert iiber alle
Schiiler und alle Aufgaben berechnet, ergibt sich mit 2,8 ein zufriedenstellendes Ergebnis.
Im heuristisch-experimentellen und kritisch-argumentativen Bereich {iberwiegen die auf-
gabenabhédngigen Schwankungen. Hier zeigt sich die Bedeutung aufgabenbezogener Riick-
meldungen. Ein mittlerer Wert fiir die gesamte Lerngruppe und alle Aufgaben kann wie-

derum eine Tendenz zeigen. Mit einem durchschnittlichen Wert von 3,5 sind die heuris-

% Ein Schiiler konnte auf Grund zu weniger Aufgabenbearbeitungen nicht einbezogen werden.
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tisch-experimentellen Kompetenzen der Schiiler iiberwiegend im guten und sehr guten Be-
reich. Die Schwankungen werden verursacht von einigen Aufgaben, zu denen den Schiiler
der Zugang schwerer fiel. Héufig hatten die Schiiler z. B. Schwierigkeiten geeignete Be-
weisstrategien zu finden. Solche aufgabenbezogenen Schwierigkeiten konnen mit der ge-
samten Lerngruppe thematisiert werden. Im kritisch-argumentativen Bereich liegt der Mit-
telwert der erreichten Kompetenzniveaus iiber alle Aufgaben und alle Schiiler bei 2,0. Auf
Grund des grofen Abstandes zu den mittleren Werten der anderen Kompetenzbereiche er-
gibt sich auch fiir diese Lerngruppe ein verstirkter Forderbedarf flir kritisch-argumentative
Kompetenzen. Diese Forderung kann fiir die gesamte Lerngruppe geplant werden, da alle
Schiiler im kritisch-argumentativen Bereich die personlich schlechtesten Ergebnisse erziel-

ten.

Werden einzelne Aufgaben betrachtet fillt mit einem Klassenmittel von 0,4 im heuristisch-
experimentellen Bereich Aufgabe 11B4.2 heraus. Die Schiiler sollten hier den Zwischen-
wertsatz angelehnt an den Nullstellensatz beweisen (vgl. Anhang 1.3). Keinem Schiiler
gelang es eine geeignete Beweisstrategie zu finden. Einen Gegensatz bildete zum Beispiel
Aufgabe 11B7.3 mit einem Klassenmittel von 4,0 im heuristisch-experimentellen Bereich.
Fiir diese auBermathematische Extremwertaufgabe (,,Optimaler Einstrittspreis®, vgl. An-
hang 2.4) fanden alle Schiiler einen geeigneten Ansatz. Fiir die anderen Kompetenzberei-

che gab es keine derart grolen Gegensétze.

4.2.6 Riickmeldungen der Schiiler zur aufgabenbezogenen differenzierten Leistungs-

beurteilung

Anhand eines Fragebogens wurden im November 2003 die Meinungen der Schiiler zur
aufgabenbezogenen differenzierten Riickmeldungen erfasst. Die Befragung fand zu einem
Zeitpunkt innerhalb der Erprobung statt, um auf die Probleme und Wiinsche der Schiiler
noch reagieren zu konnen. Neun von zehn Schiilern nahmen an der Befragung teil. Im

Folgenden werden die Fragen und alle Schiilerantworten®’ festgehalten.

1. Die Anforderungen in den Hausaufgaben sind

zu hoch eher zu hoch  gerade richtig  eher zu niedrig zu niedrig
1 4 4

%7 Auch hier wurde keine Korrektur der Rechtschreibung in den Schiilerantworten vorgenommen.



4 Exemplarische Erprobung des Beurteilungskonzepte Seite 201

2. Die Riickmeldung ist fiir mich nachvollziehbar und versténdlich

nie selten teils teils oft immer
2 6 1

Erldautern Sie bitte kurz, was Ihnen unverstindlich ist.

,»In manchen Bewertungen sind mir die Zahlen (Bewertung) nicht verstdndlich bzw. ist mir nicht
klar, was genau gefordert war.*

»Zum Teil ist mir unklar, auf welche Stelle der Hausaufgabe sich eine Bewertung bezieht.*
,,Nur manchmal die Schrift!*

,,ich weil} nicht ...

,»ich kann die Schrift nicht lesen  Stichpunkte zu kurz — unverstiandlich*

3. Die Ergebnisse sind fiir mich interessant.

nie selten teils teils oft immer
1 3 4 1

Begriinden Sie bitte kurz, warum die Ergebnisse fiir Sie interessant sind oder nicht.

»Meist sind die Aufgaben sehr praxisorientiert in Feldern, die mich interessieren, daher sind die
Ergebnisse interessant.*

,,es ist interessant, dass es doch eine Losung gibt*

,»Die Ergebnisse sind interessant, weil ich mich vorher zu Hause mit der Aufgabe beschéftigt habe
und sich dann meine Fragen und Unklarheiten kléren.*

,,Ich kann mich dort orientieren, wie ich was verbessern konnte, falls (!) ich mich daran erinnere,
auf das Blatt zu gucken.*

,,Es ist interessant zu sehen, ob meine Losung richtig war und, wenn sie falsch sein sollte, wo der
Fehler lag.*

,,Ich konnte die Ergebnisse nutzen um meine Schwichen zu stiarken, aber noch nutze ich die
Moglichkeit nicht.*

,,weil ich die Ergebnisse vorher nicht wusste und sie jetzt auch wissen will“
,,Durch die Ergebnisse ldsst sich das lernen erweitern und verbessern.*
,,Geben Hinweise zum Verbessern fiir folgende Aufgaben.*

4. Ich verwende die Riickmeldungen beim selbstdndigen Lernen.

nie selten manchmal oft immer
2 2 4 1

5. Scheint Thnen diese Form der Leistungsbeurteilung als Ergdnzung zur Schulnote geeignet?

ja cher ja zum Teil eher nein nein
4 3 2
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Begriinden Sie bitte wieder kurz.

,»Es deckt effektiv die Schwachstellen auf an denen noch gearbeitet werden muss (auch von Seiten
des Lehrers ©)“

,Defizite werden ausfiihrlich beschrieben, sodass man sie ausgleichen konnte*

,»lch denke, dass es nur bedingt hilfreich ist, da man sich bei Fragen nur an Herr [...] wenden
kann.*

,»Es ist wie eine Hausaufgabe, nur mit anderen Noten.*

,»Es ist sehr gut zu wissen, wo genau die eigenen Schwichen liegen, damit sie gezielter verbessert
werden konnen.*

,»Bel dieser Art der Bewertung erkenne ich meine Schwéchen, wie z. B. meine Schwéche in der
Begriindung.*

»Somit weil} ich, was ich falsch gemacht habe.* ,,besser nachvollziehbar, erldutert*

,»Sliehe 3.

»Da eine genauere Benotung der einzelnen Bereiche erfolgt.*

Welche Anderungen/Verbesserungen wiirden Sie sich wiinschen?

,»vielleicht eine genaue Erlduterung zu den Bewertungen*
,,bessere Noten“

»Manchmal treten Probleme bei der Schrifterkennung auf.*
,,vielleicht deutlichere Schrift*

,.keine

5. Ordnen Sie die Kompetenzen, die in den Hausaufgaben analysiert werden nach der Haufigkeit,
mit der sie innerhalb Thres Mathematikunterrichtes bis Klasse 10 auftraten.

1. am haufigsten: FO (8x)

2. DI (7x), HE (1x)

3. KA (4x), HE (3x), DI (2x)
4. am seltensten: HE (3x), KA (4x), ,,alle” (1x)

Fiir die Konzeptentwicklung sind vor allem folgende Riickmeldungen der Schiiler wichtig:

- Den Schiilern ist teilweise nicht bewusst, was von ihnen gefordert war. Um dies zu
andern, sollten zum einen die Aufgabenstellungen unmissverstandlich und explizit for-
muliert und zum anderen die Beurteilungskriterien offen gelegt werden. Eine Moglich-
keit wére, die allgemeinen kompetenzbezogenen Kriterien gemeinsam zu diskutieren
oder sogar zu erarbeiten, was in dieser Studie noch nicht stattfand. Der Verinnerlichung
der Kriterien konnen auch gemeinsame Reflexionen dienen, in denen die Kriterien an
geeigneten Darlegungen demonstriert werden.

- Die Erlduterungen waren teilweise zu kurz, nicht verstidndlich genug oder es wurde
nicht ausreichend deutlich, auf welche Stelle der Bearbeitung sie sich bezogen. Demzu-

folge konnten die Beurteilungen noch ausfiihrlicher und konkreter gestaltet und ver-
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starkt mit Kommentaren an den Losungen verbunden werden. Das wiirde aber einem
noch groBeren zeitlichen Aufwand der Beurteilung entsprechen.”

Die Riickmeldungen sind fiir die Mehrheit der Schiiler interessant. Einige Schiiler er-
kennen, dass die differenzierten Beurteilungen helfen konnen, sich zu verbessern. Den-
noch verwenden sie die Riickmeldungen fiir das selbstdndige Lernen eher selten.

Die Schiiler finden die differenzierte Beurteilung mathematischer Kompetenzen als

Ergédnzung zur Schulnote geeignet, weil sie thnen hilft, ihre Schwichen zu erkennen.

Zusammengefasst nehmen die Schiiler der zweiten Fallstudie die differenzierten Riickmel-

dungen zu ihren Kompetenzdarlegungen an, ihre Kommentare sind jedoch weniger positiv

als die der Schiiler der ersten Fallstudie. Das kann folgende Ursachen haben:

Die Riickmeldungen beziehen sich konkret auf eine Aufgabe. Die Erlduterungen be-
griinden {iberwiegend die Zuordnung zu niedrigeren Kompetenzniveaus. Positives wird
dadurch zu wenig herausgehoben.

Die Riickmeldungen sind kriterienorientiert. Ein individueller Vergleich zu fritheren
Leistungen kann bei einer aufgabenbezogenen Beurteilung nicht stattfinden, da sich die
Aufgaben zu sehr unterschieden. Verbesserungen werden somit nicht deutlich.

Einige der Schiiler sind weniger leistungsorientiert als die Schiiler der ersten Fallstudie

und fiihlen sich méglicherweise eher beurteilt als unterstiitzt.

4.2.7 Vor- und Nachteile der aufgabenbezogenen differenzierten Beurteilung mathe-

matischer Kompetenzen

Auch fur die differenzierende Leistungsbeurteilung anhand exemplarischer Aufgaben

wurden wéhrend der Erprobung Vorteile und Nachteile deutlich:

Es konnen differenzierte individuelle und konkret aufgabenbezogene Riickmeldungen
zu den bei der Aufgabenbearbeitung dargelegten Kompetenzen gegeben werden, die ge-
eignet sind, das eigenverantwortliche Lernen zu unterstiitzen. Die aufgabenbezogene
Riickmeldung erlaubt eine schnelle Riickmeldung an die Schiiler, so dass Hilfestellun-
gen sofort beriicksichtigt werden konnen.

Entwicklungen der Kompetenzen, insbesondere Kompetenzzuwéchse, konnen dagegen
mit der Beurteilung durch exemplarische Aufgaben weniger gut dargestellt und bewusst

gemacht werden. Die Aufgaben zeigen im Inhalt, im Aufgabentyp und in den kompe-

% Im tiiblichen Unterrichtsalltag kann diesem Kritikpunkt dahingehen entgegen gewirkt werden, dass der
Beurteilende fiir Riickfragen zur Verfiigung steht, was in der Erprobung selten der Fall war.
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tenzbezogenen Anforderungen deutliche Unterschiede. Die Kompetenzdarlegungen der
Schiiler sind wesentlich von der speziellen Aufgabe abhéngig. Nur z. T. zeigen sich sta-
bile Kompetenzniveaus. Entwicklungen konnen besser mit Aufgaben dargestellt wer-
den, die sich inhaltlich und in threm Anspruch dhnlicher sind. Bei der kontinuierlichen
Beurteilung konnen durch hiufige Beurteilungsanldsse Entwicklungstendenzen zwi-
schen groBeren Unterrichtsabschnitten erkenntlich gemacht werden. Dabei werden auf-
gabenabhingige Schwankungen jedoch nur ,,ausgemittelt*.

- Neben individuellen Riickmeldungen an die Schiiler bietet die Beurteilung mathemati-
scher Kompetenzen anhand exemplarischer Aufgaben dem unterrichtenden Lehrer diffe-
renzierte Informationen {iber die Kenntnisse und Fahigkeiten seiner Schiiler zu wichti-
gen Inhalten. Davon konnen Strategien der Unterrichtsgestaltung und Forderung der ge-
samten Klasse sowie Ansatzpunkte flir die individuelle Forderung abgeleitet werden.

- Der zeitliche Aufwand ist gegeniiber der kontinuierlichen Analyse deutlich geringer,

gegeniiber der herkommlichen Beurteilung aber immer noch hoch.

4.2.8 Ubertragung der differenzierten aufgabenbezogenen Beurteilung mathemati-

scher Kompetenzen in die Klassenstufe 12

Die differenzierte Beurteilung mathematischer Kompetenzen anhand exemplarischer Auf-
gaben wurde neben den bisher vorgestellten Analysisaufgaben der Klasse 11 auch an
Aufgaben der Linearen Algebra in Klasse 11 und an Analysisaufgaben der Klasse 12 er-
probt. Wihrend die Untersuchung zu den Aufgaben der Linearen Algebra auf Grund einer
anderen Schwerpunktsetzung gesondert in Kapitel 5 erfolgt, werden an dieser Stelle die
Erfahrungen der Ubertragung des Konzeptes in die zwdlfte Klasse zusammengefasst. Da
die Ergebnisse bzgl. der Konzeptentwickelung im Wesentlichen mit denen in den elften

Klassen tlibereinstimmen, erfolgt die Darstellung in stark verkiirzter Form.

Die Schiiler der elften Klasse der ersten Fallstudie im Schuljahr 2002/2003 (Abschnitt 4.1)
wurden auch im zwoélften Schuljahr differenziert beurteilt. Auf Grund der methodischen
Erfahrungen wurde mit dem Schuljahreswechsel auf die differenzierte Beurteilung anhand
exemplarischer Aufgaben tibergegangen. Von August 2003 bis Mirz 2004 wurden zehn
Aufgaben aus dem Gebiet der Differenzial- und Integralrechnung (vgl. Anhang 1.4) ge-
stellt, die eine differenzierte Kompetenzbeurteilung zulieBen. Die Beurteilung und Riick-

meldung fand analog zu dem in diesem Abschnitt ausfiihrlich fiir die elfte Klasse beschrie-
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benen Verfahren anhand kompetenz- und aufgabenspezifischer Beurteilungskriterien und

differenzierter Beurteilungsbogen statt.

Die Beurteilung wurde von der Fachlehrerin vorgenommen. Dies hatte zwei Ziele: Es
konnte erprobt werden, dass die konkreten Beurteilungskriterien fiir die Arbeit des Lehrers
geeignet sind und es konnte ein Bild {iber die Objektivitdt der Beurteilung anhand dieser
Kriterien gewonnen werden, indem die Ubereinstimmung der Beurteilung der Fachlehrerin

und der eigenen Beurteilung untersucht wurde.

Bei 182 Beurteilungsentscheidungen gab es in 116 Féllen (64%) libereinstimmende Bewer-
tungen, in 58 Fillen (32%) Abweichungen um ein Kompetenzniveau und in 8 Féllen (4%)
Abweichungen von mehr als einem Kompetenzniveau. Die erstellten Materialien zur Beur-
teilung, insbesondere die kompetenz- und aufgabenspezifischen Beurteilungskriterien, er-
laubten somit die Ubernahme der differenzierten, kompetenzbezogenen Beurteilung durch

die Fachlehrerin und eine zufriedenstellende Ubereinstimmung der Bewertung.

Das Konzept der Differenzierung sowie das der Beurteilung konnte problemlos auf die
Inhalte und Anforderungen der zwoélften Klasse iibertragen werden, wobei wieder Aufga-
ben der Fachlehrerin und ein Teil konzeptspezifischer Aufgaben verwendet wurden. Auf
Grund der erhohten Komplexitdt der Aufgaben gelingt es in Klasse 12 noch besser als in
Klasse 11 die vier Aktivitdtsbereiche in einer Aufgabe zusammenzubringen, so dass deut-
lich wird, dass zur Losung anspruchsvoller mathematischer Aufgaben sehr unterschiedli-

che mathematische Kompetenzen notwendig und zu verkniipfen sind.

Die aufgabenbezogenen Riickmeldungen wurden von den Schiilern angenommen, wobei
sie den Vorteil hatten, dass die unterrichtende Lehrerin zugleich die Beurteilende war und
thnen fiir Nachfragen zur Verfligung stand, was fiir die Kommunikation {iber Leistungen,
insbesondere auch fiir die Transparenz der Beurteilungskriterien, wichtig ist. Bei der Do-
kumentation der Leistungen wurden auch in dieser Fallstudie stabile individuelle Stirken
sowie Kompetenzen mit deutlichen aufgabenabhingigen Schwankungen beobachtet. Wie
in den vorangegangenen Fallstudien unterschieden sich die Kompetenzverteilungen zwi-

schen den Schiilern und bei einem Schiiler zwischen den Kompetenzbereichen.
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5. Objektive Anforderungen und individuelle Umsetzung

mathematischer Aufgaben

Bei der Erprobung der differenzierten Beurteilung mathematischer Kompetenzen zeigte
sich, dass die kompetenzspezifischen Leistungen eines Schiilers deutlich von der Aufgabe
abhingen (vgl. 4.1 und 4.2). Einfluss auf die Schiilerleistungen kénnen Merkmale der
Aufgabe wie Offenheit, Kontext und die mit der Aufgabe verbundenen (kompetenzspezifi-
schen) Anforderungen haben. Dariiber hinaus wurde beobachtet, dass die Schiiler einen
Teil der intendierten Aktivitdten nicht ausfiihrten, wodurch die entsprechenden Kompeten-
zen nicht beurteilt werden konnten. Sind Aufgaben, wie die in der Erprobung verwendeten,
methodisch offen angelegt, entwickeln die Schiiler ihre eigene Losungsstrategie und fiihren
dabei Aktivitdten aus, die nicht unbedingt den intendierten entsprechen. Dieses eigenstidn-
dige kreative Losen mathematischer Aufgaben ist zu wiirdigen und zu unterstiitzen. Fiir
eine zielorientierte Forderung der Schiiler, insbesondere aber auch fiir eine differenzierte
Riickmeldung ist es jedoch wichtig, dass die Schiiler moglichst viele der intendierten Akti-
vitdten auch ausiiben. Das heiflt nicht, dass sie einer bestimmten Musterlosung folgen,
sondern innerhalb ihres eigenen Losungsweges bestimmte Kompetenzen darlegen®”. Ziel
ist es, fur die Leistungsbeurteilung Aufgaben zu entwickeln, die zu vielseitigen Aktivitdten
anregen, um entsprechend vielseitige Kompetenzen beurteilen zu kénnen. Die verwendeten
Aufgaben haben aus objektiver Sicht diese Anforderung erfiillt (vgl. Anhang 1.3, Anhang
2). Es stellt sich nach Bearbeitung der Aufgaben jedoch die Frage, ob das Potenzial der
Aufgabe auch umgesetzt werden konnte und die Schiiler beispielsweise Aktivititen der
vier Bereiche in ausgewogenem Verhiltnis ausgefiihrt haben. Es wird angenommen, dass
die Abweichungen zwischen intendierten und umgesetzten Aktivitdten von den Parametern
der Aufgabe abhingen. So konnte ein ungewohnter Kontext Aktivititen des Ubersetzens in
die mathematische Sprache erschweren oder ein Alltagskontext zur verbalen Argumentati-
on anregen. Auch die sprachliche Formulierung kann die Aktivititen der Schiiler beein-

flussen (vgl. Sjuts 2006, S. 110).

% Die Aktivititen der Schiiler sollen nicht auf die intendierten eingeengt werden, eine noch grofere Vielfalt
ist immer erwiinscht. Dagegen soll durch geeignete Anregungen in den Aufgaben gegen eine begrenzte
Aktivitdtenvielfalt gearbeitet werden.
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In diesem Kapitel wird deshalb exemplarisch untersucht, welche der intendierten Aktivita-
ten die Schiiler ausfiihrten, welche eher nicht und inwiefern diese Ergebnisse auf gewisse
Aufgabenmerkmale zuriickgefiihrt werden konnen. Es geht darum, durch die objektive
Analyse der Aufgabenmerkmale und durch die Analyse von Schiilerarbeiten, also der
Aufgabenumsetzung, Hinweise zur Verbesserung der Qualitdt von Aufgaben zur differen-
zierten Beurteilung mathematischer Kompetenzen zu erarbeiten.'” Dabei steht die Frage
im Vordergrund: Wie sehen Aufgaben aus, die vielfiltige Aktivitdten zulassen und anre-
gen, um eine differenzierte Beurteilung mathematischer Kompetenzen zu ermoglich? Auf
diese Weise kann auch das erstellte System zur Analyse und Beschreibung von Aufgaben
zur differenzierten Beurteilung mathematischer Kompetenzen reflektiert werden. Fir die
Analyse der Umsetzung exemplarischer Aufgaben wurde eine weitere Fallstudie durchge-

fiihrt, um eine grofere Anzahl von Schiilerarbeiten auswerten zu kénnen.

Im ersten Abschnitt dieses Kapitels wird die Untersuchungsmethode fiir die qualitative
Analyse der Schiilerarbeiten beschrieben. Anhand zweier Aufgaben, die sich in der Umset-
zung unterscheiden, wird die Analyse demonstriert, wobei auch aufgabenspezifische Be-
sonderheiten der Umsetzung deutlich werden. SchlieBlich werden die Ergebnisse aller

siecben Aufgabenanalysen (vgl. Anhang 2) zusammengefasst und diskutiert.

5.1 Qualitative, aktivititenbezogene Analyse von Schiilerarbeiten

,»Als Unterrichtende tun wir notwendigerweise etwas, das im Unsichtbaren wirkt.
Natiirlich bemiihen wir uns, uns ein Bild zu machen von dem, was aus unseren
Lernangeboten in der Verarbeitung durch die Schiilerinnen und Schiiler entsteht.
Wir beobachten, wir schlieBen aus Anzeichen, wir vermuten, wir fragen nach,
aber wir wissen, dass wir nie genau wissen konnen, welche Lernprozesse ablau-
fen. “ (Spinner 1994, S. 155)

Wie Spinner beschreibt, sind die inneren Prozesse der Schiiler AufBenstehenden nicht
zugénglich. Ein Lehrer kann nur aus seinen Beobachtungen auf die ihm verborgenen Pro-
zesse schlieBen. Auch die bei Aufgabenbearbeitungen stattfindenden geistigen Aktivitdten
werden nicht immer sichtbar, bleiben hdufig verborgen (vgl. Sjuts 2006, S. 110). Eine
Moglichkeit, sich der bei der Bearbeitung einer mathematischen Aufgabe von einem Schii-

ler ausgefiihrten geistigen Aktivitdten zu ndhern, ist die interpretative Analyse schriftlich

' Die fiir die vorliegende Arbeit nutzbaren Schiilerarbeiten erlauben, auf Grund der kleinen, nicht reprisen-
tativen Stichprobe, keine empirischen Schliisse auf den Zusammenhang zwischen Aufgabenmerkmalen und
der Anregung von Schiileraktivitdten. Generell kann nur von Tendenzen gesprochen werden, da bei verschie-
denen Schiilern verschiedene Aktivititen induziert werden kénnen. Moglicherweise ergeben sich jedoch Hin-
weise fiir die Aufgabengestaltung, die ggf. in umfassenderen Folgeuntersuchungen gepriift werden kénnten.
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vorliegender Aufgabenbearbeitungen. Die interpretative Analyse von Texten, die Schiiler
erzeugen, wenn sie Aufgaben 16sen und dabei Verfahrensschritte, Zwischen- und Ender-
gebnisse ihrer gedanklichen Bearbeitung notieren, findet vor allem im Rahmen der Diag-
nose, insbesondere im Rahmen der Erforschung von Schiilerfehlern Anwendung (vgl.
Beck/Maier 1994, S. 37, 3.2). In diesem Abschnitt wird eine Untersuchungsmethode zu-
sammengestellt, mit der die von Schiilern bei der Aufgabenbearbeitung ausgefiihrten Akti-
vitdten erschlossen und eingeordnet werden konnen. Ziel ist dabei der Vergleich zwischen
den tatsdchlich von den Schiilern ausgefiihrten und den mit der Aufgabe intendierten Akti-
vitdten, was als ein wesentlicher Aspekt der umgesetzten Aufgabenqualitidt gesehen wird.
Folgende Fragen sind dabei von Interesse:
1. Welche mathematischen Aktivitdten {iben die Schiiler bei der Aufgabenbearbeitung aus?
2. Welche Aktivitdten werden von vielen, welche von wenigen Schiilern ausgefiihrt?
3. Wie ist die Verteilung der ausgefiihrten Aktivitdten auf die Aktivitdtsbereiche von Lech-
ner und wie verhélt sie sich zur Verteilung der intendierten Aktivitdten?
4. Gibt es typische Losungswege und werden diese durch charakteristische Aktivitdten

ausgezeichnet?
5.1.1 Begriindung der Einbeziehung qualitativer Forschungsmethoden

Grundlage der Beantwortung der genannten Fragen ist die ErschlieBung der von den Schii-
lern bei der Aufgabenbearbeitung ausgeflihrten Aktivitdten. Dies erfolgt in dieser Arbeit
durch die interpretative Analyse schriftlicher Aufgabenbearbeitungen. Die Angemessenheit
qualitativer Untersuchungsmethoden fiir diesen Auswertungsschritt wird in diesem Ab-
schnitt begriindet. Die anschlieBende Analyse der aufgedeckten Schiileraktivitidten zur
Beantwortung der Fragestellungen findet anhand einer Verbindung qualitativer und quanti-

tativer Methoden statt.'®!

Qualitative Forschung hat den Anspruch, Lebenswelten aus der Sicht der handelnden
Menschen zu beschreiben, um auf Abldufe, Deutungsmuster und Strukturmerkmale auf-
merksam zu machen (vgl. Flick/Kardorff/Steinke 2003, S. 14). Die inneren Strukturen
bleiben AuBlenstehenden verborgen, sind in der Regel aber auch ,,den in der Selbstver-

standlichkeit des Alltags befangenen Akteuren selbst nicht bewusst* (Flick/Kardorft/Stein-

%' Bei den hier eingesetzten quantitativen Verfahren handelt es sich lediglich um die Bestimmung von
Haufigkeiten und deren Vergleich. Statistische Verfahren konnen auf Grund der Anlage der Untersuchung als
Fallstudie, also der intensiven Auswertung eher geringer Datenmengen, nicht angewendet werden.
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ke 2003, S. 14). Fiir die Uberfiihrung der zunéchst verborgenen Struktur schriftlich darge-
legter Losungsprozesses in eine Abfolge von Schiileraktivititen, ist es notwendig, die
Gedankengidnge des Schiilers bei der Bearbeitung nachzuvollziehen. Insbesondere bei
Verwendung der formalen, bei Schiilern hdufig recht knappen, ergebniszentrierten Darstel-
lungsweise, ist es schwierig, sich in die Lage des Schiilers zu versetzen und herauszufin-
den, wie er zu seiner Darlegung gelangte. Bei stark ergebniszentrierten, z. T. aber auch bei
komplexen verbalen Formulierungen, kann deshalb nicht erwartet werden, dass auf diese

Weise alle Schiileraktivititen aufgedeckt werden.'”

Qualitative Forschung ist in ihren Zugangsweisen haufig offener als Forschungsstrategien,
die mit statistisch abgesicherten, standardisierten Methoden und normativen Konzepten
arbeiten (vgl. Flick/Kardorff/Steinke 2003, S. 17). Sie eignet sich deshalb fiir Untersu-
chungen, bei denen es um die ErschlieBung eines bislang wenig erforschten Bereiches geht
und erste Informationen zur Hypothesenformulierung fiir anschlieBende, standardisierte
und représentative Erhebungen gewonnen werden sollen (vgl. Flick/Kardorft/Steinke 2003,
S. 25). Dies triftt auf das Anliegen dieser Untersuchung zu: Es ist vor der Untersuchung
offen, mit welchen Aktivititen die Schiiler auf die Anregungen der Aufgaben reagieren,

wie das Verhéltnis zwischen intendierten und ausgefiihrten Aktivitdten ist, etc.

Fiir quantitative Methoden ist das Formulieren von Hypothesen vor Beginn der Untersu-
chung unverzichtbar: Die Ausarbeitung des theoretischen Rahmens bestimmt die nachfol-
genden (empirischen) Forschungsschritte (vgl. Meinefeld 2003, S. 266). Auch flir qualita-
tive Methoden wird die theoriegeleitete Wahrnehmung nicht in Frage gestellt, die Formu-
lierung von Hypothesen im voraus jedoch abgelehnt (vgl. Meinefeld 2003, S. 266). So soll
vermieden werden, dass der Forscher auf bestimmte Aspekte fixiert wird, die seinem eige-
nen (wissenschaftlichen und alltdglichen) Relevanzbereich entstammen, aber nicht von
vornherein mit den Deutungsmustern der untersuchten Personen zusammenpassen (vgl.
Meinefeld 2003, S. 266). Dies kann hier auf Grund der Unterrichtssituation, insbesondere
der gezielten Anregung von Aktivitdten, nicht konsequent angewendet werden. Mit den

Aufgaben sind bereits bestimmte Intentionen verbunden. Die in der objektiven Aufgaben-

192 Um die Interpretation der Schiileraktivititen sicherer zu gestalten, konnen nachfolgend Schiilerinterviews
durchgefiihrt werden, um mit den Schiilern gemeinsam herauszufinden, welche Aktivitdten sie ausgefiihrt
haben. Es ist jedoch anzunehmen, dass vielen Schiilern wihrend der Bearbeitung ihre Aktivitdten nicht
bewusst sind. Vielmehr kann die differenzierte Riickmeldung dazu beitragen, den Schiilern ihre Aktivitidten
bewusst zu machen und diese zukiinftig bewusster und kontrollierter auszuiiben, um den Anforderungen der
Aufgabenstellung noch besser gerecht zu werden.
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analyse herausgestellten potenziell moglichen Aktivitdten sind zum Zeitpunkt der qualita-
tiven Auswertung der Schiilerarbeiten bekannt. Dennoch wird versucht, die Aktivitdten der
Schiiler zunichst offen, am Text, ohne Bezug zu den intendierten Aktivitidten zu erschlie-
Ben. Die Gegeniiberstellung mit den intendierten Aktivitdten und die Einordnung in die

Aktivitdtsbereiche findet erst im Anschluss statt.

Die Praxis qualitativer Forschung zeichnet sich u. a. durch folgende methodische Merkma-
le aus (vgl. Flick/Kardorff/Steinke 2003, S. 24):

1. Methodisches Spektrum statt Einzelmethode,

2. Gegenstandsangemessenheit der Methoden,

3. Fallanalyse als Ausgangspunkt,

4. Qualitative Forschung als Textwissenschaft.

Diese Eigenschaften entsprechen dem hier verfolgten Untersuchungsgegenstand: Die Ver-
schiedenartigkeit der Untersuchungsfragen, verbunden mit den Ziel der Untersuchung von
Zusammenhingen zwischen objektiven Anforderungen der Aufgabenstellung und den sub-
jektiven Umsetzungen, macht z. B. die Anwendung unterschiedlicher Methoden und deren

Anpassung103

an den Untersuchungsgegenstand erforderlich. Ausgangspunkt der Untersu-
chungen sind die Analysen einzelner Fille, hier die intensive Analyse von Schiilerarbeiten.
Erst dann findet Zusammenfassung, Vergleich und Gruppierung statt. Die schriftlichen

Schiilerarbeiten entsprechen Texten im erweiterten Sinne (vgl. Beck/Maier 1994, S. 37).

Die Unabhéngigkeit des Beobachters vom Forschungsgegenstand hat einen zentralen Stel-
lenwert in der quantitativen Forschung. Die qualitative Forschung greift dagegen auf die
(methodisch kontrollierte) subjektive Wahrnehmung des Forschers zuriick und betrachtet
sie als Bestandteil der Erkenntnis (vgl. Flick/Kardortf/Steinke 2003, S. 25). Um qualitative
Forschung dennoch nicht beliebig und willkiirlich werden zu lassen, werden auch fiir qua-
litative Methoden Giitekriterien beschrieben. Die Giitekriterien der quantitativen For-
schung (Objektivitdt, Reliabilitdt und Validitdt) sind fir die qualitative Forschung vor
allem auf Grund der vergleichsweise geringen Formalisier- und Standardisierbarkeit nicht
geeignet (vgl. Steinke 2003, S. 322). Steinke (2003, S. 323ff.) formuliert dem spezifischen
Profil qualitativer Forschung entsprechende Kernkriterien: intersubjektive Nachvollzieh-

barkeit, Gegenstandsangemessenheit des Vorgehens, empirische Verankerung von Hypo-

' Die Gegenstandsbezogenheit der Methoden hat zur Folge, dass fiir die konkrete Fragestellung dieser
Arbeit nur Aspekte oder einzelne Schritte etablierter qualitativer Verfahren ibernommen werden kénnen
oder dass diese anpassend modifiziert werden, was in den folgenden Abschnitten beschrieben wird.
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thesen, Abgrenzung des Geltungsbereichs einer entwickelten Theorie, Kohédrenz und Rele-
vanz einer Theorie und reflektierte Subjektivitdt. Diese Kriterien sind auch flir die vorlie-
gende Arbeit leitend. Da es sich bei der schulpraktischen Untersuchung jedoch um eine ex-
plorative Studie mit einer nicht représentativen Stichprobe handelt, in welcher eine neue
Methode erstmalig umgesetzt wird, konnen nicht alle Kriterien zufriedenstellend erfuillt
werden. Demzufolge sind keine empirisch verankerten Hypothesen, sondern nur erste

Hinweise auf mogliche Zusammenhéinge formulierbar.
5.1.2 ErschlieBen der ausgefiihrten Aktivititen durch offenes Codieren

Unter Codierung wird das Aufbrechen, Konzeptualisieren und auf neue Weise Zusammen-
setzen von Daten verstanden, wobei dem empirischen Material Begriffe (Codes) zugeord-
net werden, die zunidchst moglichst nahe am Text und spédter abstrakter formuliert werden
(vgl. Flick 2000, S. 196/197). Es werden drei Arten des Codierens unterschieden, die auch

Phasen im Forschungsprozess entsprechen konnen: offenes, axiales, selektives Codieren.

Das offene Codieren dient der analytischen Aufschliisselung der Daten, indem diese in Be-
griffe gefasst werden. Dazu werden die Daten zunédchst segmentiert: Aussagen werden in
ithre Sinneinheiten zergliedert, um sie mit Anmerkungen und charakterisierenden Codes zu
versehen (vgl. Flick 2000, S. 198, 200, Bohm 2003, S. 477/478). Ziel sind dabei Codes, die
sich unmittelbar auf die Daten beziehen. Der Codierende nutzt sein Hintergrundwissen
iiber den untersuchten Bereich. ,,Theoretische Codes* im Sinne von Begriffen wissen-
schaftlicher Theorien sollten anfangs jedoch vermieden werden (vgl. Bohm 2003, S. 478).
Statt dessen gelten ,,In-vivo-Codes®, die als umgangsprachliche Deutungen der Phdnomene
direkt aus der Sprache des Untersuchungstextes stammen, als fruchtbarer (B6hm 2003,

S. 478).

Bei der aktivitdtenbezogenen Analyse von Schiilerarbeiten wird durch offenes Codieren
der ,,Losungstext®, d. h. die verbalen und symbolischen Darlegungen der Schiiler innerhalb
threr Aufgabenbearbeitung, in einzelne Losungsschritte (Sinneinheiten) segmentiert. Der
Begriff, der dieser Einheit im Codierungsprozess zugeordnet wird, ist nach der Aufgaben-
stellung dieser Arbeit eine mathematische Aktivitdt. Demnach grenzt der Wechsel der Ak-
tivitdit das Segment ab. Die Lénge der Abschnitte kann unterschiedlich sein, wichtig ist
eine sinnvolle, altersgemidfe Gliederung. Die Benennung der Aktivitdt erfolgt anhand der
schriftlichen Darlegung des Schiilers (,,In-vivo-codes®), ohne theoretisch erarbeitete Kate-

gorien fiir Schiileraktivitdten an diesen Text heranzutragen. Dadurch bleibt dieser Auswer-
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tungsschritt offen und es ist eher moglich, alle Schiileraktivitidten aufzuschliisseln. Das Er-
gebnis dieses ersten Auswertungsschrittes ist somit eine Liste von Aktivitdten, welche der
Schiiler nach den verfligbaren Darlegungen bei der Losung einer Aufgabe ausgefiihrt hat.
Auf Grund des notwendigen Interpretationsprozesses (vgl. 5.1.1) sind bei einer knappen
Darlegung des Losungsprozesses die Riickschliisse auf die kognitiven Aktivititen der
Schiiler mit einer gewissen Unsicherheit verbunden. Aktivitdten, welche sich nicht in der
schriftlichen Darlegung widerspiegeln, konnen nicht erfasst werden. Im Sinne des Giitekri-
teriums der reflektierten Subjektivitdt ist zu vermerken, dass die Abgrenzung, Benennung
und Zuordnung einer Aktivitdt nicht immer eindeutig ist und deshalb trotz Textgebunden-
heit vom Analysierenden abhdngen kann. Abhilfe kann hier die Konsensbildung bei einer
Kodierung in einer Gruppe oder der Vergleich von Kodierungen unterschiedlicher Perso-
nen sein, was in dieser Arbeit auf Grund der Angemessenheit von Methode und Aufwand
in einer ersten, ohnehin nicht repréasentativen Erprobung nicht vorgenommen werden konn-
te. Dieses Mal3 der Subjektivitdt der Auswertung tibertrdgt sich auf folgende Analyseschrit-
te.

Das offene Codieren von Schiilerarbeiten wird exemplarisch in Anhang 2.1 und 2.2 darge-

stellt.
5.1.3 Analyse der aufgedeckten Schiileraktivititen

Allein durch das Aufdecken der Aktivititen werden die subjektiven Anforderungen der
Aufgabe nicht ausreichend beschrieben. Im Anschluss an das offene Codieren findet eine
Strukturierung und Analyse der aufgedeckten Aktivitdten statt, wobei auch quantitative

Auswertungsschritte einbezogen werden.

Zundchst wird untersucht, welche Aktivitdten die Schiiler haufig, welche eher selten ausge-
fiihrt haben (Frage 2). Kernaktivitdten, d. h. Aktivitdten, die von vielen Schiilern ausge-
fithrt werden, kennzeichnen das spezifische, auf Klasse und Unterrichtsituation bezogene,

Forderungsvermogen einer Aufgaben besser als die potenziell moglichen Aktivitéten.

Um Haufigkeiten bestimmter Aktivititen aufzunehmen werden die individuellen Aktivita-
ten, die vom speziellen Losungsweg eines einzelnen Schiilers geprégt sind, verglichen und
auf gemeinsame Strukturen hin untersucht. Dieser Prozess entspricht einer Kategorisie-
rung, d. h. der Zusammenfassung von Begriffen (Codes aus dem offenen Codieren) zu
Oberbegriffen und der Herausarbeitung von Beziehungen zwischen Begriffen und Ober-

begriffen (vgl. Flick 2000, S. 197). Die entstehenden Kategorien werden mit, nun abstrak-
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teren, Codes versehen, die den Inhalt der Kategorie treffend wiedergeben. Es werden so-
wohl Aktivitdten innerhalb einer Losung als auch zwischen den Losungen der gesamten
Klasse beziiglich ihrer Struktur und Anforderung verglichen und gruppiert. Beispielsweise
kann die Aktivitdt ,,Bilden der ersten Ableitung® mehrmals in einer Losung und in allen
Losungen auftreten. Die Héufigkeitsanalyse bezieht sich auf alle Aktivititen eines Schiilers

und auf alle in der Klasse erstellten Losungen.'*

Um einzuschétzen, ob mit einer gewihlten Aufgabe eine vielseitige Forderung und Beur-
teilung gelingt, wird gepriift, ob die vier Aktivititsbereiche von Lechner auch in der Um-
setzung der Aufgabe ausgewogenen auftreten (Frage 3). Dazu ist eine weitere Kategorisie-
rung, nun beziiglich der vier Aktivititsbereiche als von auflen herangetragene Kategorien,
durchzufithren, wobei die Aktivititen auf wesentliche Merkmale vereinfacht werden. Die
Zuordnung wird durch die Beschreibung der Aktivitdtsbereiche (vgl. 1.3.1) erleichtert.
Dieser Vorgang kommt dem selektiven Codieren (vgl. Flick 2000, S. 202/203, B6hm 2003,
S. 482/483) nahe, mit dem Unterschied, dass nun nicht mehr in einem Fall gearbeitet wird,
sondern auf der Menge aller zu einer Aufgabe ausgefiihrten Aktivitdten. Nicht eine Schii-

lerarbeit sondern eine Aufgabe entspricht nun einem Fall.

Im néchsten Schritt dient die erstellte Liste ausgefiihrter Aktivititen dem Vergleich zwi-
schen intendierten und ausgefiihrten Aktivititen, sowohl auf der Ebene einzelner Aktivité-
ten als auch auf der Ebene der Aktivitdtsbereiche. Daflir wird zum einen die H&ufigkeit
bestimmt, mit der die ,,objektiven Aktivitdten* der Beispiellosung jeweils tatsdchlich von
den Schiilern ausgefiihrt wurden. Zum anderen werden Aktivitdten ermittelt, welche Schii-
ler bei der Bearbeitung ausiibten, die aber nicht in der objektiven Analyse benannt wurden.
Dabei ist auch hier ene Abstraktion der individuellen Aktivititen vorzunehmen, um diese
in ithrer Struktur und Anforderung den intendierten zuordnen zu kénnen oder nicht. Um die
Ausgewogenheit der Umsetzung beziiglich der vier Aktivititsbereiche einzuschétzen, wird
die Anzahl der durchschnittlich von einem Schiiler in einem Aktivitdtsbereich ausgefiihrten
Aktivitdten der Anzahl der intendierten Aktivititen in diesem Bereich gegeniibergestellt
(dazu genau in 5.5.1). Ziel dieses Vergleichs ist eine Aussage dariiber, ob die mit der Auf-

gabe angestrebte Breite oder Spezifitdt der Forderung auch umgesetzt werden konnte.

1% Eine andere Mdglichkeit wire, zu untersuchen wie viele Schiiler eine bestimmte Aktivitit ausfiihren.
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5.1.4 Aufdecken typischer Losungswege

In diesem letzten Schritt der Auswertung werden die Losungswege der Schiiler beziiglich
ausgewdhlter Aufgaben verglichen und gruppiert, um typische Losungswege gegeniiberzu-
stellen und beziiglich der eingesetzten Aktivitdten zu charakterisieren. Dazu werden ver-

schiedene qualitative Verfahren kombiniert.

Zunichst werden mit Hilfe des selektiven Codierens (vgl. Flick 2000, S. 202/203, Bohm
2003, S. 482/483) die Listen von Aktivitdten (Codelisten), analysiert und strukturiert, um
ein zentrales Phanomen der Bearbeitung (des Falles) zu benennen. Dies ist hier eine typi-
sche Aktivitdt oder eine Gruppe von Aktivititen, die den Losungsweg charakterisiert. Die
Formulierung sollte nur wenige Sdtze umfassen, da sie einen kurzen kennzeichnenden

Emblick in die Struktur liefern soll.

Wurden alle Losungswege so charakterisiert, konnen (moglicherweise) Gruppen strukturell
dhnlicher Losungswege gebildet werden. Kennzeichnend wird fiir eine Gruppe ein Motto
formuliert, welche die Besonderheit der Losungsstrategie charakterisiert, z. B. ,,Riickwérts-
ausfiihrung der formalen Extremwertbestimmung® im Gegensatz zu ,,Symmetriebetrach-
tung des Funktionsgraphen und des Graphen der ersten Ableitung”. Die Gruppen werden
anschlieBend hinsichtlich der Struktur der Losungswege verglichen, wobei vor allem Un-
terschiede beziiglich der eingesetzten Aktivitdten, insbesondere in Zusammenhang mit der

Qualitédt der Losung interessieren.
5.2 Rahmenbedingungen der Fallstudie

Die Fallstudie wurde von Mérz bis Juni 2004 mit der mathematisch profilierten Klasse 11
der Herder-Oberschule (Gymnasium) im Bezirk Berlin Charlottenburg-Wilmersdorf, einer
weiteren Schule der Berliner Netzwerkschulen, durchgefiihrt. Anders als die Schiiler der
Andreas-Oberschule lernen die 21 Schiiler dieser Klasse, bis auf Ausnahmen, bereits seit
dem siebenten Schuljahr zusammen im profilierten Kurs. Die Schiiler werden nach dem
Rahmenplan der Berliner Netzwerkschulen von einer Fachlehrerin des Gymnasiums unter-

richtet. Sie sind einen inhaltlich und methodisch anspruchsvollen Unterricht gewdhnt.

Der Unterricht selbst wurde auch in dieser Fallstudie nicht beeinflusst. Alle Aufgaben
wurden als Hausaufgaben bearbeitet. Das Bearbeiten komplexer mathematischer Aufgaben

als Hausaufgaben war fiir die Schiiler jedoch neu. Die Schiiler bekamen zu jeder ihrer
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Bearbeitungen eine differenzierte aufgabenbezogene Riickmeldung anhand eines Beurtei-

lungsbogens (vgl. 4.2). Die Beurteilung durch die Fachlehrerin erfolgte separat.

In die Fallstudie wurden sieben Aufgaben einbezogen, davon vier Aufgaben aus der Ana-
lysis (Funktionenanalyse und Extremwertaufgaben) und drei aus der Linearen Algebra
(Vektorraum, Lineare Gleichungssysteme). Die Themen der Aufgaben und die Anzahl der
dazu analysierten Schiilerarbeiten sind in Tabelle 5/1 zusammengefasst. Die Aufgabenana-
lyse und die Ergebnisse der Umsetzungen werden im Folgenden fiir zwei Aufgaben aus-
fiihrlich dargestellt. Die Auswertungen der verbleibenden fiinf Umsetzungen befinden sich
in Anhang 2.

Tab. 5/1: Analysierte Aufgaben und Anzahl der Schiilerlosungen

Aufgabe Anzahl analysierter
Schiilerarbeiten
11B6.1: Extrema einer Funktion mit Parameter 17
11B6.2: Beweis zum Thema Kurvendiskussion 16
11B7.2: Flachenmaximum unter der Wurzelfunktion 17
11B7.3: Optimaler Eintrittspreis 16
11B8.1: Vektorraum der magischen Quadrate 15
11B9.1: Basis eines Vektorraumes 16
11B10.1: Zusammensetzung der Verpflegung einer Expedition |13

5.3 Analyse der Aufgabe Extrema einer Funktion mit Parameter

Aufgabenstellung

Fiir welche reellen Zahlen a hat die Funktion f mit f(x)=—x"+2ax’ —ax’ an der Stelle
x,=—1 ein lokales Extremum? Handelt es sich um ein Minimum oder ein Maximum?

Begriinden Sie alle gezogenen Schliisse vollstandig.

Moeliche Lsung

Die Funktion f mit f(x)=-x"+2ax’ —ax’ hat laut Aufgabenstellung bei x,=-1 ein
lokales Extremum, also gilt die notwendige Bedingung fiir Extrema f’(=1)=0. Mit dieser

Bedingung kann der Parameter a bestimmt werden.

x, =-1 ist lokale Extremstelle von fmit f(x)=-x"+2ax’ —ax’= f(-1)=0

f(x) =—4x> + 6ax* —2ax
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Vor. _4 l
f'(-)=4+6a+2a=4+8a =0 = a:?:—z

Somit kommt nur die Funktion f(x)=-x*—-x"+ %xz in Frage.

Diese hat die Ableitungen f’'(x)=—4x’ —=3x> +x und f”(x)=-12x>—6x+1.

Anhand der zweiten Ableitung wird nun gepriift, ob tatséchlich ein Extremum vorliegt und

ob dies ein Minimum oder ein Maximum ist.
(=) =-1246+1=-5<0

Mit f’(-=1)=0A f”(-=1) # 0 ist auch eine hinreichende Bedingung fiir Extrema erfiillt. Da

f(=1)<0, liegt bei x, =—1 ein lokales Maximum.

Kompetenzspektrum

Grundwissen: Bestimmung von Extrema, Ableitungsregeln (GW)
Finden geeigneter Losungsstrategien (HE)

Ausfiihren formaler Verfahren (FO)

Ausfiihren formaler Operationen und Umformungen (FO)
Mathematisch Argumentieren (Schlussfolgern und Begriinden) (KA)
Formal und verbal fachsprachlich Darstellen (DI)

5.3.1 Analyse der Aufgabe nach den Kriterien an Aufgaben zur differenzierten Beur-

teilung mathematischer Kompetenzen

5.3.1.1 Bedingungen an Aufgaben zur differenzierten Beurteilung mathematischer Kompe-

tenzen

Bedingungen auf Grund der Beurteilungssituation

Validitat

Bereits in der Aufgabenstellung ist die Verbindung zu den zu beurteilenden Kompetenzen
(Kompetenzspektrum) sichtbar: Es ist eine geeignete Losungsstrategie zu finden, formale
Verfahren und Operationen sind auszufiihren, es ist mathematisch zu argumentieren und es
sind formale, evtl. auch verbale oder graphische Darstellungen sinnvoll. Diese Kompeten-

zen gehoren zu den (z. B. in den EPA (KMK 2002) und den Bildungsstandards (KMK
2004) aufgefiihrten) wichtigen mathematischen Kompetenzen. Die Aufgabenstellung ist
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rein innermathematisch, bezieht sich auf diese Kompetenzen. Es gibt keine Anzeichen
dafiir, dass die zu beurteilenden Kompetenzen von anderen tiberlagert werden. Vorausset-

zung ist jedoch, dass die Schiiler den Begriff des lokalen Extremums verstanden haben.
Gerechtigkeit

Verstdndlichkeit: Die in der Aufgabenstellung verwendeten fachsprachlichen Begriffe
gehoren zu den bisher in Klasse 11 ausflihrlich thematisierten und verinnerlichten Inhalten.

Ebenso sind die verwendeten formalen Darstellungen den Schiilern vertraut.

Erwartungstransparenz: Die Aufgabenstellung ist deutlich formuliert. Eine Begriindung der
gezogenen Schliisse wird explizit gefordert, um argumentative Kompetenzen beurteilen zu

konnen und eine ausfiihrliche Darlegung des Losungsweges anzuregen.

Ergebnisorientierung: Die Aufgabe ist nicht in Teilaufgaben gegliedert, kann aber in Teil-

ergebnisse und -kompetenzen strukturiert werden, die separat beurteilt werden kénnen.

Schwierigkeit: Alle Wissenselemente und methodischen Mittel sind in den vorangegange-

nen Stoffeinheiten der elften Klasse erworben worden.
Moglichkeit individueller Wege (Offenheit)

Die Aufgabe ist methodisch offen, da kein Losungsweg vorgegeben wird. Das formale
Vorgehen mit Hilfe der Bedingungen fiir Extrema ist jedoch naheliegend, da die Extrem-
wertbetrachtung kiirzlich im Unterricht thematisiert wurde. Dennoch sind im einzelnen in-

dividuelle Zugiange und Herangehensweisen, z. B. die Verwendung von Skizzen, moglich.
Bedingungen durch Anspruch an Aufgabenqualitdit

Individuelle und gesellschaftliche Bedeutung der Aufgabe: Funktionale Zusammenhinge
werden in vielen Wissenschaften untersucht. Funktionenscharen, bei denen die Abhéngig-
keit von einem Parameter untersucht wird, sind dabei ebenso wichtig wie Analysen einzel-
ner Funktionen. In der experimentellen Forschung gibt es haufig die Situation, dass fiir
gegebene Messwerte eine Funktionsgleichung gesucht wird, wobei die Anpassung freier
Parameter eine entscheidende Rolle spielt. Die rein innermathematische Aufgabenstellung
verrdt jedoch nichts tiber das Anwendungspotenzial. Individuell kann die Aufgabe durch
das Aufireten eines Parameters eine kognitive Herausforderung darstellen und mit Neu-

gierde verbunden sein.



5 Objektive Anforderungen und individuelle Umsetzung mathematischer Aufgaben Seite 219

Kognitive Forderung: Die Aufgabe kniipft an das den Schiilern bekannte Konzept der
Bestimmung von Extremstellen an, um es auf Funktionenscharen auszuweiten. Gleichzei-
tig findet durch die Umkehr der iiblichen Fragestellung bei Kurvendiskussionen eine stér-
kere Verinnerlichung der Zusammenhédnge statt. Die Aufgabe erlaubt vielen Schiilern
einen Zugang, aber genauso auch iiber ihr derzeitiges Wissen hinauszugehen und selbstén-
dig Zusammenhinge zu finden. Anspruchsvolle kognitive Fihigkeiten, wie Anwenden,

Analysieren evtl. auch Synthetisieren, werden einbezogen.

Kriterien verbunden mit dem Ziel des Ansprechens vielseitiger mathematischer Kompeten-

zen

Darstellend-interpretative Aktivititen: formal darstellen, evtl. auch verbal oder graphisch

darstellen, zwischen unterschiedlichen Darstellungen tibersetzen

Heuristisch-experimentelle Aktivitdten: Zusammenhidnge herstellen, geeignete Losungs-

strategien finden

Formal-operative Aktivitdten: algebraische Operationen ausfithren, formale Verfahren

ausflihren
Kritisch-argumentative Aktivitdten: Schlussfolgerungen ziehen und begriinden

Fazit der Analyse der entscheidenden Kriterien: Die Bedingungen an Aufgaben zur
differenzierten Beurteilung mathematischer Kompetenzen werden fiir die Untersu-

chungsklasse erfiillt.

5.3.1.2 Komplexititsbeschreibende Merkmale von Aufgaben zur differenzierten Beurtei-

lung mathematischer Kompetenzen

Komplexitit der einbezogenen mathematischen Inhalte

Wissenseinheit/Stoffgebiet und curriculare Wissensstufe: Mit dieser Aufgabe wird eine
Wissenseinheit angesprochen: ,,Bestimmung von Extremstellen”. Diese gehort zu den
Standardinhalten der Analysis der Sekundarstufe II. Implizit werden verschiedene Ablei-

tungsregeln angesprochen, die ebenfalls Standardinhalte der Oberstufenanalysis sind.

Art des Wissens: Faktenwissen (notwendige und hinreichende Bedingungen fiir Extrema,
Ableitungsregeln fiir Polynome), prozedurales Wissen (Extremwertbestimmung). Bei einer
begrifflichen Diskussion eventuell unter Verwendung graphischer Mittel kann auch kon-

zeptuelles Wissen einbezogen werden.
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Es liegt eine selbstindige Verkniipfung neu erlernter Wissenselemente aus einem

abgegrenzten Bereich der Sekundarstufe II vor: Anforderungsbereich 2.
Komplexitét beziiglich spezifischer Aktivitdtsbereiche

Anforderungen im heuristischen Bereich: Die Aufgabe ist eindeutig 16sbar, erlaubt aber
unterschiedliche Losungswege. Diese konnen global abweichen (z. B graphische Losung —
formale Losung) oder lokal (z. B. Priifen der hinreichenden Bedingungen anhand der
zweiten Ableitung — anhand eines Vorzeichenwechsels der ersten Ableitung). Bei dieser
Aufgabe ist das Ziel des mathematischen Problemloseprozesses gegeben. Es liegt eine
Umkehraufgabe vor, fiir die den Schiilern kein Standardverfahren zur Verfligung steht.
Innerhalb der Aufgabenstellung wird durch die Angabe des lokalen Extremums auf ein zur
Losung der Aufgabe geeignetes mathematisches Konzept (Extremwertbestimmung) hin-
gewiesen. Das genaue Vorgehen, z. B. der Rickwirtsanwendung der Extremwertbestim-
mung, inklusive der erforderlichen mathematischen Operationen, ist jedoch selbst zu ent-
wickeln. Es liegt somit die erste Stufe der Komplexitidt der Modellierung vor: die Model-
lierung wird durch die Aufgabenstellung erleichtert. Das selbstdndige Anwenden bekannter

Losungsmoglichkeiten in neuartigen Situationen entspricht dem Anforderungsbereich 2.

Anforderungen im formal-operativen Bereich: Die Aufgabe kann durch ,Riickwirtsan-
wendung® des Verfahrens der Extremwertbestimmung gelost werden. Dabei sind folgende
mathematische Operationen auszufiihren: erste Ableitung eines Polynoms vierten Grades
bilden, Extremstelle einsetzen und Parameter berechnen, zweite Ableitung an der Stelle
des Extremums bilden. Dies sind fiir Schiiler der elften Klasse Routineanforderungen:

Anforderungsbereich 1.

Anforderungen im darstellend-interpretativen Bereich: Durch die Verwendung formaler
Darstellungen innerhalb der Aufgabenstellung werden zundchst auch solche angeregt.
Diese konnen flir die formale Losung ausreichen. Es ist vorstellbar, dass auch graphische
Darstellungen und deren Ubersetzung in die formale und verbale Darstellung zur Losung
der Aufgabe eingesetzt werden. Die Komplexitdt dieser Kategorie ist bei der formalen
Losung gering, kann aber variieren: Anforderungsniveau (1-) 2 (selbstédndige Darstellun-

gen geringer Komplexitét).

Anforderungen im kritisch-argumentativen Bereich: Innerhalb der Aufgabenstellung wird
explizit die Begriindung aller gezogenen Schliisse gefordert. Diese muss mit mathemati-

schen Mitteln erfolgen. Bei der formalen Losung ist eine symbolische Argumentation
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naheliegend, aber auch verbale Argumentationen sind denkbar. Die formale Argumentati-
on wird voraussichtlich wenig komplex sein, die verbale kann durchaus anspruchsvoller
sein. Die selbstindige Auswahl und Anordnung von Argumenten bei insgesamt geringer
Komplexitdt durch wenige angesprochene Wissensinhalte entspricht Anforderungsbereich

2.
5.3.2 Analyse der umgesetzten Schiileraktivititen

Die folgende Auflistung enthélt die bei der aktivitdtenbezogenen Analyse der Beispiello-
sung ermittelten, d. h. die mit der Aufgabe intendierten, Aktivitdten. Alle 17 Schiilerarbei-
ten zu dieser Aufgabe entsprachen im Wesentlichen der vorgestellten formalen Losung
(vgl. Beispiel Anhang 2.1). Die Analyse und Gegeniiberstellung unterschiedlicher Lo-
sungswege entfillt deshalb bei dieser Aufgabe.

Intendierte Aktivitdten (Aktivitdtsbereich, Anzahl von Schiilern, welche die intendierte

Aktivitdt innerhalb ihrer Bearbeitung ausfiihrten):

- Zusammenhinge zwischen der lokalen Extremstelle und der Nullstelle der ersten Ablei-
tung herstellen und eine Losungsidee finden (HE, 17),

- Losungsansatz explizit formulieren (DI, 11 ),

- Schlussfolgerungen aus den in der Aufgabenstellung gegebenen Daten ziehen (KA, 8),

- erste Ableitung bilden (FO, 17),

- gegebene Extremstelle einsetzen und Parameter berechnen (FO, 17),

- Zusammenhidnge zwischen der zweiten Ableitung an der Extremstelle und der Art des
Extremums herstellen (HE, 16),

- das weitere Vorgehens verbal formulieren (DI, 8),

- hinreichende Bedingung explizit priifen (KA, 4),

- zweite Ableitung an der Extremstelle bestimmen (FO, 16),

- aufein Maximum schlieBen (KA, 16).

Mit zwei heuristisch-experimentellen, zwei darstellend-interpretativen, drei formal-

operativen und drei kritisch-argumentativen Aktivititen konnen mit dieser Aufgabe, zu-

néchst potenziell, alle vier Aktivitdtsbereiche angesprochen werden.
Ein hoher Anteil der intendierten Aktivitdten wurde von vielen Schiilern umgesetzt.

Neben den intendierten Aktivititen gab es ,unerwartete, d. h, solche, die von den Schii-

lern, aber nicht in der Beispiellosung, ausgefiihrt wurden:
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- Zweimal wurde gepriift, ob die Ableitung der gefundenen Funktion tatsidchlich bei
x, = —1 eine Nullstelle hat (Kontrolle des erhaltenen Ergebnisses, FO, KA).

- Einmal wurden die Zusammenhéinge zwischen Maximum/Minimum und dem Vorzei-
chenwechsel der Ableitung der Funktion beschrieben (HE, DI).

- Einmal wurde der Verlauf des Graphen der Funktion beschrieben (HE, DI), viermal
sogar die Graphen der Funktion und ihrer Ableitungen (HE, DI).

Insgesamt wurden von den Schiilern bei der Bearbeitung dieser Aufgabe 52 formal-

operative, 39 heuristisch-experimentelle, 30 kritisch-argumentative und 25 darstellend-

interpretative Aktivitdten ausgefiihrt. Mit der Aufgabe gelang es somit alle Aktivititsberei-

che einzubeziehen, der Schwerpunkt lag im formal-operativen Bereich.
5.3.3 Ausgefiihrte Schiileraktivititen und objektive Aufgabenparameter

Im Folgenden wird versucht, wichtige und auffillige Ergebnisse aus der Analyse der Schii-

lerarbeiten mit den Anforderungen und Merkmalen der Aufgabe zusammen zu bringen.
Gute Umsetzung heuristisch-experimenteller und formal-operativer Aktivitditen

Zundchst fillt die hohe Losungsquote flir diese Aufgabe auf. Durch die Aufgabenstellung
wurde eine Wissenseinheit angesprochen: , Extremwertbestimmung®, ein Standardinhalt
der Sekundarstufe II. Die geringe Komplexitdt der mathematischen Konzepte sowie die
kompetenzbezogenen Anforderungsniveaus von 1 bis 2 konnen Ursache dafiir sein, dass
alle Schiiler, welche die Aufgabe bearbeiteten, auch einen geeigneten Ansatz fanden und
diesen bis zur formalen Losung ausfiihren konnten. Auf Grund der geringen inhaltlichen
Komplexitit ist auch die Anzahl der herzustellenden Zusammenhénge und der intendierten
heuristischen Aktivititen gering. Die intendierten heuristischen Aktivititen wurden von
nahezu allen Schillern umgesetzt. Dabei kann eine Rolle spielen, dass innerhalb der Auf-
gabenformulierung auf ein geeignetes mathematisches Konzept hingewiesen wurde und
das formale Losungsverfahren fur die Schiiler naheliegend war. Dennoch lag mit der Um-
kehraufgabe eine den Schiilern ungewohnte Aufgabenstellung vor und es spricht fur die
intellektuellen Fahigkeiten der Schiiler geeignete Zusammenhinge herzustellen und einen
Losungsansatz zu finden. Da einige Schiiler unerwartete heuristische Aktivitdten, wie das
Analysieren von Funktionsgraphen ausiibten, iiberstiegt die durchschnittliche Anzahl der
heuristischen Aktivitdten pro Schiilerlosung (2,3) sogar etwas die erwartete Anzahl (2).

Die Anzahl der ausgefiihrten formal-operativen Aktivitdten entsprach den Erwartungen.

Die Griinde daflir sind naheliegend: Alle Schiiler wihlten den formalen Losungsweg, fiir
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dessen vollstdndige Bearbeitung die intendierten formal-operativen Aktivititen zwingend

notwendig waren.
Geringere Umsetzung darstellend-interpretativer und kritisch-argumentativer Aktivitditen

Trotz expliziter Aufforderung gelang die Umsetzung darstellender und argumentativer
Aktivititen weniger gut als die der formalen und heuristischen Aktivititen. So wurden
Schlussfolgerungen nur von einigen Schiilern begriindet und Losungsschritte selten kom-
mentiert. Auch die eher formale argumentative Aktivitdt des Priifens des hinreichenden
Kriteritums wurde nur von wenigen Schiilern ausgefiihrt. Begriffliche verbale Argumenta-
tionen fanden kaum statt. Die einfache Schlussfolgerung auf ein Maximum wurde dagegen
von den meisten Schiilern vollzogen. Das Ergebnis beziiglich argumentativer Aktivititen
kann nicht mit den objektiven Merkmalen der Aufgabe erklirt werden, denn die zur Argu-
mentation notwendigen Zusammenhénge waren den Schiilern aus den letzten Unterrichts-
stunden bekannt und deshalb die Anforderungen der Argumentation nicht hoch. Hier sind
wahrscheinlich eher generelle Neigungen von Schiilern bei der Darstellung von Losungs-
wegen von Bedeutung, beispielsweise dass Umgehen zusdtzlicher Argumentationen und

Erlduterungen, wenn aus der formalen Losung ,,alles klar ist.

Keine unterschiedlichen Losungswege

Ein mathematisches Konzept zur Losung der Aufgabe bzw. ein Verfahren wurde in der
Aufgabenstellung nicht vorgegeben, aber auf ein sinnvolles mathematisches Konzept durch
den Begriff ,,lokales Extremum® hingewiesen. Dies kann eine Ursache dafiir sein, dass alle
Schiiler den formalen Losungsweg der Riickwértsausfiihrung der Extremwertbestimmung
wihlten. Da alle Schiiler im Wesentlichen einen Losungsweg ausfiihrten, dessen individu-
elle Darstellung zwar in Qualitdt und Quantitdt unterschiedlich ist, aber dem gleichen heu-
ristischen Ansatz folgt, kann fiir die Umsetzung nicht von einer offenen Aufgabe gespro-
chen werden. Hier ist auch von Bedeutung, dass die Schiiler erst kiirzlich das Vorgehen bei

der formalen Bestimmung von Extremwerten im Unterricht gelernt und getibt haben.

Weitere Eigenschaften der Aufgabenformulierung kénnen die Auswahl des formalen L6-
sungsweges nahegelegt haben: Die Aufgabenstellung enthilt bereits eine formale Darstel-
lung der Funktion, die mit bekannten Regeln abgeleitet werden kann und die Fragestellung

ist ergebnisorientiert formuliert.
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5.4 Analyse der Aufgabe Beweis zum Thema Kurvendiskussion

Aufgabenstellung

Zeigen Sie, dass es keine ganzrationale Funktion dritten Grades gibt, fiir die 0 und 3 lokale

Extremstellen sind und 1 eine Wendestelle ist.

Mogliche Losung

Ausgangspunkt des Nachweises sind die notwendigen Kriterien fiir Extrem- und Wende-

stellen: Wenn x, Extremstelle von fist, dann gilt f"(x,)=0. Wenn x,, Wendestelle von
fist, dann gilt 7"(x,)=0.

Als Polynom dritten Grades hat f{x) die allgemeine Form f(x)=ax’+bx*+cx+d mit
a#0 . Die Ableitungen lauten 7’(x)=3ax?® +2bx+c, f"(x)=6ax+2b, f"(x)=6a.

Der Nachweis der Behauptung erfolgt indirekt.

Angenommen, 0 und 3 sind lokale Extremstellen und 1 ist eine Wendestelle von £, dann

gilt auf Grund der notwendigen Bedingungen an Extrem- und Wendestellen:

70)=c=0(1), f'3)=27a+6b+c (22751 +6b=0 (I und f"(1)=6a+2b=0 (II)

Die Gleichungen (IT) und (III) sind ein lineares Gleichungssystem flir die Variablen a und

b, welches beispielsweise mit dem Einsetzungsverfahren gelost werden kann.

Aus (IIT) folgt b= —% . Dies eingesetzt in (II) ergibt 27a —2a =25a =0 und somit a =0.

Damit gibt es kein Polynom dritten Grades, das die geforderten Bedingungen erfiillt.

Kompetenzspektrum:

Grundwissen: Bestimmung von Extrem- /Wendestellen, Ableitungsregeln (GW)
Finden geeigneter Losungsstrategien (HE)

Ausfiihren formaler Operationen und Umformungen (FO)

Mathematisch Argumentieren (KA)

Formal und fachsprachlich verbal Darstellen (DI)
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5.4.1 Analyse der Aufgabe nach den Kriterien an Aufgaben zur differenzierten Beur-

teilung mathematischer Kompetenzen

5.4.1.1 Bedingungen an Aufeaben zur differenzierten Beurteilung mathematischer Kompe-

tenzen
Bedingungen auf Grund der Beurteilungssituation
Validitt

Aus der Aufgabenstellung ist erkennbar, dass die Aufgabe sich auf kritisch-argumentative
Kompetenzen bezieht (,,Zeigen Sie ...“). Damit verbunden sind heuristisch-experimentelle
Kompetenzen, da eine geeignete Argumentationsbasis auszuwihlen ist, Zusammenhdnge
herzustellen und einzelne Argumente zu verkniipfen sind. Diese Kompetenzen konnen
jedoch nicht beurteilt werden, wenn kein Ansatz gefunden werden kann, weil das Grund-
wissen fehlt. Es ist nicht immer moglich zu trennen, ob fehlendes Grundwissen oder feh-
lende Problemlosefdhigkeiten einen Zugang zur Aufgabe verhindern. Bei einer formalen
Losung, dhnlich der Beispiellosung, kann das Ausfiihren formaler Operationen einge-
schitzt werden. Dies ist nicht der Fall, wenn eine begriffliche oder auf graphischen Dar-
stellungen beruhende Argumentation gefiihrt wird. Die Validitdt steht hier in Konkurrenz
zur Vielfalt der Losungsmoglichkeiten. Wichtig ist daher zundchst flexibel die wesentli-
chen, bei der Bearbeitung der Aufgabe gezeigten Kompetenzen der individuellen Lésung
herauszufiltern und diese zur Beurteilung auszuwéihlen, die nicht von anderen Kompeten-
zen Uberdeckt werden. Die Aufgabenstellung ist rein innermathematisch, bezieht sich auf
mathematische Kompetenzen. Es gibt keine Anzeichen dafiir, dass diese von anderen
Kompetenzen tiberlagert werden. Der geforderte Nachweis kann jedoch die Einstellung der
Schiiler zur Aufgabe beeinflussen, von leistungsorientierten Schiilern kann eine Herausfor-
derung gesehen werden, von anderen subjektiv auch eine Uberforderung. Die mit der
Aufgabe angesprochenen Kompetenzen gehoren zu den (z. B. in den EPA (KMK 2002)
und den Bildungsstandards (KMK 2004) aufgefiihrten) wichtigen mathematischen Kompe-

tenzen.
Gerechtigkeit

Verstiandlichkeit: Die in der Aufgabenstellung verwendeten fachsprachlichen Begriffe
gehoren zu den bisher in Klasse 11 ausfiihrlich thematisierten und verinnerlichten, so dass

die Aufgabenstellung von den Schiilern verstanden werden kann.
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Erwartungstransparenz: Die Aufgabenstellung ist deutlich und eindeutig formuliert. Die
Aufforderung ,,Zeigen Sie* sollte von den Schiilern mit der Forderung nach einem Nach-
weis und der damit verbundenen zusammenhingenden Argumentation mit mathematischen

Mitteln verkniipft werden.

Ergebnisorientierung: Die Beurteilung kann in einzelne Argumentationsschritte oder in
einbezogene Kompetenzen gegliedert werden, so dass Teilleistungen bewertet werden

konnen.

Schwierigkeit: Der geforderten Nachweis macht die Aufgabe methodisch anspruchsvoll, da
lingere zusammenhéngende mathematische Argumentationen auch fiir die Schiiler der
profilierten elften Klasse nicht die Regel sind. Die inhaltlichen Mittel sind den Schiilern

jedoch vertraut. Es handelt sich um Inhalte, die in den letzten Wochen thematisiert wurden.
Moglichkeit individueller Wege (Offenheit)

Wie alle selbstdndigen Argumentationen ist die Aufgabe methodisch offen. Eine geeignete
Argumentationsbasis ist von den Schiilern selbst zu finden, geeignete Argumente sind aus-
zuwihlen und zu einer schliissigen Argumentationskette zu verbinden. Die gewéhlten Stra-
tegien konnen sich global (formale - begriffliche Argumentation) und lokal (z. B. kann ein
Widerspruch in der formalen Losung an mehreren Stellen gezeigt werden) unterscheiden.

Individuelle Zugénge zur Aufgabe und individuelle Wege der Bearbeitung sind moglich.
Bedingungen durch Anspruch an Aufgabenqualitdit

Individuelle und gesellschaftliche Bedeutung der Aufgabe: Der Inhalt der Aufgabe hat ge-
sellschaftlich keine direkte Bedeutung. Die Aufgabe bietet jedoch innermathematisch und
methodisch einen Lerngewinn, der fiir die mathematisch interessierten Schiiler auch indi-
viduelle Bedeutung haben kann. Anhand der Aufgabe werden die in der Regel bekannten
Eigenschaften ganzrationaler Funktionen, insbesondere die von quadratischen Funktionen
mit den neu erworbenen Konzepten der Differenzialrechnung verbunden. Dies dient der
innermathematischen Vertiefung und Vernetzung der Konzepte. In methodischer Hinsicht

hat die geforderte zusammenhingende mathematische Argumentation ihre Bedeutung.

Kognitive Forderung: Von den Schiilern sind Konzepte der Differenzialrechnung, die in
den letzten Wochen thematisiert wurden und ithnen somit bekannt, aber noch nicht vertraut
sind, selbstdndig in einer neuen Situation anzuwenden. Dabei sind die neuen Inhalte mit

anderen, auch solchen vorangegangener Stoffabschnitte, wie den Eigenschaften quadrati-
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scher Funktionen, zu verbinden. Es werden anspruchsvolle kognitive Fihigkeiten, wie

Anwenden, Analysieren, Synthetisieren, einbezogen.

Kriterien verbunden mit dem Ziel des Ansprechens vielseitiger mathematischer Kompeten-

zen

Darstellend-interpretative  Aktivititen: formal darstellen, verbal darstellen, graphisch

darstellen, zwischen unterschiedlichen Darstellungen tibersetzen

Heuristisch-experimentelle Aktivititen: eine geeignete Argumentationsbasis finden, Zu-

sammenhdnge herstellen, lokales Ordnen (der Argumente zu einer Argumentationskette)
Formal-operative Aktivitdten: algebraische Operationen und Umformungen ausfiihren

Kritisch-argumentative Aktivitdten: Schlussfolgerungen ziehen und begriinden, nachwei-

Sen

Fazit der Analyse der entscheidenden Kriterien: Die Bedingungen an Aufgaben zur
differenzierten Beurteilung mathematischer Kompetenzen werden erfiillt, wenn die
unter Validitit und Gerechtigkeit genannten Voraussetzungen zutreffen, also die
Schiiler die notwendigen Grundkenntnisse zu Extrem-, Wendestellen besitzen und

bereits selbstiindig bewiesen haben. Das war in der Untersuchungsgruppe der Fall.

5.4.1.2 Komplexititsbeschreibende Merkmale von Aufgaben zur differenzierten Beurtei-

lung mathematischer Kompetenzen

Komplexitét der einbezogenen mathematischen Inhalte

Wissenseinheit/Stoffgebiet und curriculare Wissensstufe: Die Aufgabe verbindet explizit
drei Wissenseinheiten: ,,ganzrationale Funktion dritten Grades®, ,,Extremstelle” und ,,Wen-
destelle”. Werden in begrifflichen Argumentationen die Eigenschaften der ersten Ablei-
tung einbezogen, sind auch die Eigenschaften von Parabeln wichtig. Von den Schiilern
sind somit Wissenseinheiten verschiedener Stoffeinheiten der Klasse 11 zu verkniipfen.
Die Eigenschaften von Parabeln wurden in der neunten Klasse erarbeitet und in der elften

aufgefrischt.

Art des Wissens: Faktenwissen (notwendige und hinreichende Bedingungen an Extrem-
und Wendestellen, Funktionsgleichungen und Eigenschaften ganzrationaler Funktionen

dritten und zweiten Grades), prozedurales Wissen (Ableitung von Polynomen, Bestim-
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mung von Extrem- und Wendestellen). Bei einer begrifflichen Diskussion kann auch kon-

zeptuelles Wissen einbezogen werden.

Es liegt eine selbstindige Verkniipfung von z. T. neu erlernten Wissenselemente aus meh-
reren Stoffeinheiten der Sekundarstufe II vor: Anforderungsbereich 2-3 (in Abhéingigkeit

vom individuellen Losungsweg, genauer der Anzahl der verkniipfien Wissenselemente).
Komplexitét beziiglich spezifischer Aktivitdtsbereiche

Anforderungen im heuristischen Bereich: Fiir den geforderten Nachweis stehen den Schii-
lern unterschiedliche Beweisstrategien zur Verfligung. Mit der Extremwertbetrachtung und
der Bestimmung von Wendestellen als Teile der Kurvendiskussion haben die Schiiler erst
kiirzlich methodische Mittel erlernt, die sich bei der Bearbeitung der Aufgabe anbieten.
Eine vom formalen Herangehen abweichende Losungsstrategie wére eine Analyse der
Zusammenhidnge zwischen Funktion und deren Ableitung und die Verwendung der Sym-
metrieeigenschaften von Parabeln (begriffliche Diskussion). Neben diesen globalen Ab-
weichungen werden auch lokale individuelle Abweichungen innerhalb solcher Strategiety-
pen auftreten, z. B. bei der Auswahl verbaler Argumente und algebraischer Umformungen.
Da das Ziel des mathematischen Problemléseprozesses gegeben ist, liegt eine Umkehrauf-
gabe vor, die fur die Schiiler ungewohnt und anspruchsvoller als eine ,,normale Kurvendis-
kussion ist. Innerhalb der Aufgabenstellung werden durch die Angabe der lokalen Ex-
trem- und Wendestellen die zur Losung der Aufgabe notwendigen Schliisselkonzepte
spezifiziert (erste Stufe der Komplexitit der Modellierung). Daraus ist das Losungsmittel
,Kurvendiskussion* ableitbar. Das genaue Vorgehen, z. B. der Riickwirtsanwendung der
Bestimmung von Extrem- und Wendestellen, inklusive der erforderlichen mathematischen
Operationen, ist jedoch selbst zu entwickeln. Die selbstindige Anwendung bekannter
heuristischer Mittel in neuartigen Situationen ist je nach Komplexitit der gezogenen Ver-

bindungen Anforderungsbereich 2-3 zuzuordnen.

Anforderungen im formal-operativen Bereich: Bei der ,Riickwértsanwendung® der Be-
stimmung von Extrem- und Wendestellen sind folgende Operationen auszufiihren: erste,
zweite, dritte Ableitung eines Polynoms bilden, gegebene Extrem- und Wendestellen ein-
setzen, Gleichungen umformen/vereinfachen und die gesuchten Variablen bestimmen.
Diese Operationen sind fiir Schiiler der elften Klasse Routineanforderungen. Die selbstidn-
dige Auswahl und Anordnung bekannter Operationen wird Anforderungsbereich 2 zuge-

ordnet.
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Anforderungen im darstellend-interpretativen Bereich: Die Aufgabenstellung ist verbal
fachsprachlich formuliert. Zur Ubersetzung in die formale Darstellung ist die allgemeine
Darstellung eines Polynoms dritten Grades notwendig. Da in der Aufgabenstellung keine
formalen Darstellungen verwendet werden, sind die Ubersetzungen anspruchsvoll und
komplex. Abhingig vom Losungsweg sind verschiedene formale, verbale, graphische Dar-
stellungen und Ubersetzungen zwischen diesen Darstellungen zu erwarteten: Anforde-

rungsbereich 2 (-3).

kritisch-argumentative Anforderungen: Es ist ein Nachweis vorzunehmen. Dadurch wer-
den bestimmte Erwartungen an die Argumentation gestellt, wie eine logisch schliissige
Argumentationskette basierend auf mathematischen Sdtzen und Schlussweisen, die aus
dem Unterricht bekannt sind. Die Argumentation ist bei einem formalen Herangehen we-
niger komplex (Anforderungsbereich 2) als bei einer begrifflich-verbalen Argumentation
z. B. anhand von Symmetriebetrachtungen (Anforderungsbereich 3). Beim formalen Vor-
gehen sind Schlussfolgerungen aus formalen Verfahren und algebraischen Analysen expli-
zit zu formulieren und das Vorgehen ist zu kommentieren, so dass eine Argumentation und
keine ,,Rechnung* vorliegt. Bei der begrifflichen Argumentation sind die Eigenschaften
der Graphen von Funktion und Ableitung verbal zu beschreiben und Beziehungen und
Schlussfolgerungen verbal zu formulieren, wobei Wissenseinheiten verschiedener The-

mengebiete zu verbinden sind und die mathematische Fachsprache einzusetzen ist.
5.4.2 Intendierte Schiileraktivititen

Die folgende Auflistung enthélt die bei der aktivitdtenbezogenen Analyse der Beispiell6-
sung ermittelten, mit der Aufgabe intendierten Aktivitdten. Anders als bei Aufgabe 11B6.1
(5.3.2) wihlten bei Aufgabe 11B6.2 wenige Schiiler den formalen Weg. Thre Losungsstra-
tegien waren weitaus vielseitiger. Deshalb ist es hier nicht sinnvoll den intendierten Schii-

leraktivitdten direkt die ausgefiihrten zuzuordnen. Diese werden in 5.4.3 systematisiert.

Intendierte Aktivitdten (Aktivitdtsbereich):

- Zusammenhdnge herstellen, eine Argumentationsbasis finden (HE)

- die Argumentationsbasis beschreiben (DI, KA)

- eine allgemeine Funktionsgleichung fiir Polynome dritten Grades aufstellen (DI)
- erste, zweite und dritte Ableitung in allgemeiner Darstellung bilden (FO)

- die konkrete Beweisstrategie finden und formulieren (HE, KA, DI)

- Schlussfolgerungen aus den gegebenen Daten ziehen (KA)
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- die gegebenen Extrem-/Wendestellen in die notwendigen Bedingungen einsetzen (FO)

- Struktur eines linearen Gleichungssystems erkennen und das weitere Losungskonzept
erldutern (DI, HE)

- Gleichungen umformen, Variablen bestimmen (FO)

- aus a = 0 schlussfolgern, dass unter den gegebenen Bedingungen kein Polynom dritten
Grades zu finden ist (Beweisschluss)(KA)

Mit drei heuristisch-experimentellen, drei formal-operativen, vier darstellend-interpretati-

ven und vier kritisch-argumentativen Aktivititen werden mit der Aufgabe potenziell alle

Aktivitdtsbereiche ausgewogen angesprochen. Auch beim formalen Losungsweg sind

heuristisch-experimentelle und kritisch-argumentative Aktivitdten wichtig.

Insgesamt wurden von 16 Schiilern 73 heuristisch-experimentelle, 44 darstellend-interpre-
tative, 21 formal-operative und 63 kritisch-argumentative Aktivitdten ausgefiihrt. Damit
fiihrten bei dieser Aufgabe die Schiiler mehr heuristisch-experimentelle Aktivitdten aus als
erwartet (durchschnittlich 4,6 Aktivititen pro Schiilerlosung gegeniiber 3 Aktivititen in der
intendierten Losung). Die Anzahl der kritisch-argumentativen Aktivitdten der Schiiler
(durchschnittlich 3,9) entsprach den Erwartungen. Darstellend-interpretative Aktivitdten
wurden etwas seltener ausgefiihrt als erwartet (2,7 durchschnittlich ausgefiihrte Aktivité-
ten). Deutlich unter den Erwartungen lag jedoch die Anzahl der formal-operativen Aktivi-

tiaten (durchschnittlich 1,3 ausgefiihrte Aktivitdten pro Schiilerlésung).
5.4.3 Vergleich unterschiedlicher Losungswege

Bei der Analyse der Schiilerarbeiten wurden mit dem in 5.1.4 beschriebenen Verfahren
flinf Gruppen von Losungswegen aufgedeckt. Diese unterscheiden sich im heuristischem
Ansatz, z. T. aber auch in der Stringenz der Argumentation. Im Folgenden werden diese
Losungsstrategien und die dabei von den Schiilern ausgefiihrten Aktivitdten beschrieben.

Eine Schiilerarbeit zu jedem dieser Losungswege befindet sich im Anhang 2.2.

LW I: Wendestelle als arithmetisches Mittel der Extrema, Begriindung mit der

Punktsymmetrie der Funktion

Fiir diesen Losungsweg sind zwei Aussagen von Schiilern typisch:
,Die Wendestelle bildet das arithmetische Mittel der beiden Extremstellen* (Behaup-
tung)
,Bel einer ganzrationalen Funktion dritten Grades entspricht deren einziger Wendepunkt

dem Punkt, an dem der Graph (punkt)symmetrisch angeordnet ist.*
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Die Argumentation wird teilweise mit graphischen Darstellungen und der Berechnung des
arithmetischen Mittels aus 0 und 3 untermauert. Da 1 nicht das arithmetische Mittel ist,

folgt schnell die Behauptung.

Dieser Losungsweg ist nur akzeptabel, wenn die als Grundwissen verwendete Aussage zur
Punktsymmetrie von Polynomen dritten Grades, auf die sich die gesamte Argumentation
stiitzt, tatsdchlich im Unterricht bewiesen wurde, was auf die Untersuchungsklasse nicht
zutrifft. Das Anliegen der Aufgabe war es gerade, den Schiilern die Symmetrieeigenschaf-
ten ganzrationaler Funktionen dritten Grades bewusst zu machen und diese mit den Mitteln

der Differenzialrechnung zu begriinden.

Dieser Losungsweg wurde mit unterschiedlich umfangreicher Argumentation von 3 Schii-

lern eingesetzt, die dabei folgende Aktivititen ausfiihrten:

- Zusammenhdnge zu vorhandenem Grundwissen herstellen: Wendestelle entspricht dem
arithmetischen Mittel beider Extremstellen (HE, 1)

- eine Behauptung aufstellen (KA, 1)

- Zusammenhdnge zu vorhandenem Grundwissen herstellen: Wendestelle entspricht dem
Symmetriezentrum/eine Argumentationsbasis finden (HE, 3)

- in eine formale funktionale Darstellung {ibersetzen ( f(—x)=—f(x)) (DI, 1)

- folgern, dass die Wendestelle das arithmetische Mittel der Extremstellen ist (KA, 2)

- die Situation graphisch veranschaulichen (DI, 1)

- das arithmetische Mittel aus 0 und 3 bestimmen (FO, 2)

- das formale Ergebnis verbal formulieren (DI, 1)

- folgern, dass die Bedingungen nicht zu erfiillen sind (Beweisschluss) (KA, 2)

- Zusammenhinge zu Eigenschaften von Polynomen dritten Grades herstellen (nur zwei
Extrema), folgern, dass kein weiteres Extrema existiert (HE, KA 1)

- Zusammenhdnge zu vorhandenem Grundwissen herstellen: notwendige und hinreichen-

de Bedingung an Extrema (HE, 1)
LW II: Wendestelle ist arithmetisches Mittel der Extrema
Hier verwendet ein Schiiler die Aussage ,,Eine Wendestelle ist immer genau das arithmeti-

sche Mittel zwischen den beiden nichstliegenden Extremstellen.” als Grundlage seines

Losungsweges und ist mit %7&1 sofort fertig. Abgesehen davon, dass dic Aussage in

dieser Form nicht mathematisch korrekt ist, ist diese Argumentation nicht ausreichend, da



Seite 232 5 Objektive Anforderungen und individuelle Umsetzung mathematischer Aufgaben

die Aussage weder im Unterricht noch innerhalb der Bearbeitung bewiesen bzw. begriindet

wurde. Bei diesem Losungsweg werden nur wenige Aktivitdten einbezogen:

- Zusammenhdnge zu vorhandenem Grundwissen herstellen: Wendestelle entspricht dem
arithmetischen Mittel beider Extremstellen/finden einer Argumentationsbasis (HE, DI,
GW, 1)

- das arithmetische Mittel aus 0 und 3 bestimmen (FO, 1)

- folgern, dass 1,5 die Wendestelle sein muss (KA,1).

LW III: Nachweis, dass die Wendestelle eines Polynoms dritten Grades immer mittig zwi-
schen den beiden Extrema liegt, anhand der Achsensymmetrie der ersten Ableitung

Diesen Losungsweg kennzeichnen folgende Ausschnitte aus Schiilerarbeiten:

- ,,Wenn f eine Wendestelle a hat, hat die Ableitungsfunktion f” dort ein Extremum.*

- ,.Bei der Extremstelle e von f hat f” dann eine Nullstelle (notwendig), also f’(e)=0 .
- ,.Die Ableitungsfunktion f’ von einer ganzrationalen Funktion dritten Grades ist eine

Parabel. Das Extremum ist der Scheitelpunkt.*
Nun wird ausgenutzt, dass eine Parabel achsensymmetrisch ist, wobei die Symmetrieachse

durch den Scheitelpunkt bzw. das Extrema von f” geht. Somit liegen auch die Nullstellen

symmetrisch, d. h. siec haben den gleichen Abstand vom Extremum.

Aus den oben geschilderten Zusammenhingen zwischen fund f~ folgt daher:
,,Diec Wendestelle von f (also auch das Extremum von f”) liegt aufgrund der Achsen-
symmetrie von f~ genau in der Mitte zwischen den beiden Nullstellen von f” und den

Extrema von f.*

0+3

Mit der formalen Bestimmung des arithmetischen Mittels, ,, #1%, ist einsichtig, dass

die Bedingungen nicht erfiillt werden kénnen.

Die begriffliche Argumentation anhand der Symmetrieeigenschaften der ersten Ableitung

wurde als Losungsweg in verschiedenen Nuancen der Ausfiihrlichkeit und Stringenz der

Argumentation von acht Schiilern gew#hlt, die folgende Aktivitidten ausfiihrten:

- Zusammenhang zu vorhandenem Grundwissen herstellen: notwendige Bedingungen an
Extrem- und Wendestellen (HE, 2)

- aus einer der notwendigen Bedingungen schlussfolgern (KA, 1)

- Zusammenhdnge herstellen/ eine Argumentationsbasis finden und darlegen (HE, DI 8)

- auf die Nullstelle der ersten Ableitung folgern (KA, 1)



5 Objektive Anforderungen und individuelle Umsetzung mathematischer Aufgaben Seite 233

- Verbindungen zwischen Merkmalen von Funktion und Ableitung herstellen und darle-
gen (HE, DI 6)

- die Situation graphisch veranschaulichen (DI, 3)

- den Widerspruch graphisch veranschaulichen (DI, 2)

- auf die Parabelform der ersten Ableitung folgern (KA, HE, 4)

- Folgern, dass die Ableitung bei 1 ein Extrema hat, falls die Funktion dort eine Wende-
stelle hat (KA, HE, 3)

- Zusammenhdnge zwischen Extrem- und Wendestellen herstellen (HE, 2)

- Feststellen, dass aus Symmetriegriinden die Anforderungen nicht erfiillbar sind (KA, 3)

- die erste Ableitung analysieren und deren Symmetrie beschreiben (HE, DI, 6)

- das arithmetische Mittel aus 0 und 3 bestimmen (FO, 3)

- Zusammenhdnge zwischen der Lage der Wendestelle und den Nullstellen der ersten
Ableitung erldutern (KA, DI, 1)

- Abstand der Nullstellen von f” von der Wendestelle von f bestimmen (FO, 1)

- Folgern, dass 1 nicht Wendestelle sein kann (KA, 1)
- folgern, dass bei einem Extremum von f f” eine Nullstelle hat (KA, GW, 3)

- auf zwei Nullstellen von f’ im gleichen Abstand von der Symmetricachse schlieffen
(KA, 2)

- folgern, dass die Wendestelle von / bzw. das Extremum von f’ ,genau zwischen‘
beiden Nullstellen von f” bzw. den Extrema von f liegt (KA, 1)

- Zusammenhang zu bekanntem Grundwissen herstellen: Die Ableitung eines Polynoms
dritten Grades ist eine Parabel (Polynom zweiten Grades). (HE, 3)

- schlieBen, dass wenn 0 und 3 Nullstellen der ersten Ableitung sind, der Scheitelpunkt
bei 3/2 liegen muss (KA, HE, 2)

- Beweisschluss ziehen: 3/2 muss die Wendestelle sein, nicht 1 (KA, 4)

- eine Behauptung aufstellen: Die Wendestelle liegt immer zwischen benachbarten Ex-
trema (HE, KA, 3)

- aus der Achsensymmetrie der Parabel folgern, dass das Extremum von f’ zwischen den
beiden Nullstellen liegt (KA, HE, 1)

- verallgemeinern (HE, 2)

- Zusammenhdnge zu vorhandenem Grundwissen herstellen: Ein Polynom dritten Grades

hat nur eine Wendestelle, fist dazu punktsymmetrisch (HE, GW, 1)
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- den Graph analysieren (HE, 1)

- aus der Symmetrie auf die Abstandsgleichheit der beiden Extrema zum Symmetriezent-
rum folgern (KA, 1)

- Zusammenhang zwischen dem Extremum von f” und dem Scheitelpunkt der Parabel
herstellen (HE, 2)

-/’ analysieren und beschreiben (HE, DI, 2)

- Schlussfolgern, dass das Maximum von f* Wendestelle von £ ist (KA, 2)

- allgemeine Darstellung eines Polynoms dritten Grades angeben (DI, 1)

- die erste Ableitung der allgemeinen Darstellung bilden (FO, 1)

- eine geeignete funktionale Darstellung finden (HE, DI, 1)
- Zusammenhdnge herstellen: Scheitelpunktskoordinaten aus der p-g-Formel (HE, DI, 1)

- fir x* exemplarisch zeigen, dass bei jeder quadratischen Funktion der Scheitelpunkt
Extremum ist (FO, KA, HE, DI, 1)

- notwendige und hinreichende Bedingung an Wendestellen fiir den Scheitelpunkt von f”
priifen (KA, HE, FO, 1)

- Abstdnde mit Betragen formal darstellen (FO, DI, 1)

LW IV: Formaler Weg: Die notwendigen Bedingungen an Extrem- und Wendestellen fiih-

ren zu einem Widerspruch.

Dieser Losungsweg entspricht der vorgestellten Beispiellosung: Die allgemeine Darstel-
lung einer ganzrationalen Funktion dritten Grades ( f{x)=ax +bxX +cxt+d) wird angegeben.

Die notwendigen Bedingungen an Extrem- und Wendestellen werden aufgestellt. Beim
Einsetzen der gegebenen Werte in die Ableitungen ergeben sich Bedingungen an die Pa-
rameter der allgemeinen Funktionsgleichung (drei Gleichungen mit drei Unbekannten).
Diese fiihren entweder auf unterschiedliche Werte fiir b oder auf a=0, also in beiden

Féllen auf einen Widerspruch zu den Forderungen der Aufgabenstellung.

Mit lokal unterschiedlichen formalen Strategien wurde dieser Losungsweg (nur) zweimal
gewihlt,'” wobei folgende Aktivititen ausgefiihrt wurden:

- die allgemeine Darstellung fiir ganzrationale Funktionen dritten Grades angeben (DI, 2)

1% Dieses erstaunliche Ergebnis wird als Zeichen fiir den vielseitigen Unterricht der mathematisch profilier-
ten Klasse gesehen, in dem begriffliche Argumentationen (mindestens) ebenso geférdert werden wie formale.
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- Zusammenhang zu vorhandenem Grundwissen herstellen: notwendige Bedingungen fiir
Extrem- und Wendestellen (HE, 2)

- analysieren, Bedingungen herausstellen und formal darstellen (HE, DI, 2)

- einen Losungsansatz finden (HE, 2)

- erste und zweite Ableitung der allgemeinen funktionalen Darstellung bilden (FO, 2)

- Gleichung umformen und Parameter bestimmen (FO, 2)

- Schlussfolgerungen ziehen (KA, 2)

- Schlussfolgerung aus der dritten Bedingung ziehen (KA, 2)

- zweite, dritte Bedingung analysieren, auf Widerspruch schlieen (KA, HE, FO, 2)

- einen Beweisschluss fiihren: Bedingungen konnen nicht erfiillt werden (KA, 2)

- Schlussfolgern, dass bei a=0 kein Polynom dritten Grades mehr vorliegt (KA, 1)

LW V: ,Aufleiten ‘ der zweiten Ableitung, die mit den notwendigen Bedingungen an Wende-

stellen gegeben ist. Notwendige Bedingungen fiir Extrema fiihren zum Widerspruch.

Aus der notwendigen Bedingung an Wendestellen wird gefolgert, dass f”(x) die Form
7"(x)=(x—1)a hat. Daraus wird auf f’(x) der Form f ’(x):gx2 —ax+b geschlossen.

Mit den notwendigen Bedingungen fiir die gegebenen Extremstellen folgt a =0 und somit
ein Widerspruch, da mit ¢ =0 keine ganzrationale Funktion dritten Grades mehr vorliegt.
Beim zweiten Losungsweg dieser Art ergaben sich aus den notwendigen Bedingungen

zwel unterschiedliche Werte fiir den Parameter b.

Die beiden Schiiler fiihrten folgende Aktivitdten aus:

- Zusammenhidnge zu vorhandenem Grundwissen herstellen: notwendige Bedingungen
fiir Extrem- und Wendestellen (HE, 2)

- Bedingungen aus der Aufgabenstellung formal darstellen (DI, 2)

- formal schlieen (KA, 1)

- einen Losungsansatz finden (HE, 2)

- eine geeignete Darstellung fiir /”(x) finden (HE, DI, 2)

- die Formvon f’(x) ableiten (HE, DI, 1)

- erste Bedingung ausfiihren und Schlussfolgerung daraus ziehen (FO, KA, 2)

- zweite Bedingung ausfiihren, daraus auf a =0 schlieBen (FO, KA, 2)

- schlussfolgern, dass dies nicht moglich ist (KA, 1)

- aufleiten von f”(x) auf f’(x) und f(x) (HE, 1)
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- aufeinen Widerspruch schliefen (KA, 1)

Auf Grund der grofen Individualitit der Losungsstrategien zu dieser Aufgabe gibt es keine
Aktivitdten, die von vielen Schiilern ausgefiihrt werden. Es stellt sich nun die Frage, ob
sich die Losungswege bezliglich der einbezogenen Aktivitidten unterscheiden, insbesonde-
re, ob sie die vier Aktivitdtsbereiche unterschiedlich stark ansprechen. In Tabelle 5/2 wer-
den fiir die fiinf Losungsstrategien die durchschnittlichen Anzahlen der Aktivititen pro

Losung'®, geordnet in die vier Aktivititsbereiche, aufgefiihrt.

Tab. 5/2: Anzahl der bei den unterschiedlichen Losungsstrategien zu Aufgabe 11B6.2 durchschnitt-
lich pro Losung ausgefiihrten Aktivitdten

Durchschnittliche Anzahl der Aktivitidten pro Losung LWI|LWII |LW I |[LW IV |LWV
HE 2 1 6,5 4 4

DI 1 1 2,7 2 2,6
FO 0,7 |1 1 3 2

KA 2 1 4,5 4,5 3,5
Gesamtzahl 57 |4 16,1 13,5 11,5

Wie Tabelle 5/2 zeigt, unterscheiden sich die Losungswege in der Gesamtzahl einbezoge-
ner mathematischer Aktivititen. Losungsweg I und II stellen auf Grund der unvollstdandi-
gen Argumentation jedoch nur eine Teillosung von Losungsweg III dar. Werden die Lo-
sungswege 11, IV, V verglichen, d. h. die ,,akzeptablen* Losungen, liegen die Anzahlen der
unterschiedlichen einbezogenen Aktivitdten nicht weit auseinander. Bei allen drei Lo-
sungswegen liegt der Schwerpunkt bei den heuristisch-experimentellen und kritisch-
argumentativen Aktivitdten. Die Intentionen der Aufgabenstellung sind in dieser Hinsicht
umgesetzt worden. Bei Losungsweg III der begrifflichen Argumentation anhand der Sym-
metriebetrachtung des Graphen der ersten Ableitung werden die meisten heuristischen
Aktivitdten ausgeflihrt, hier ist eine Vielzahl von Zusammenhingen herzustellen. Aber
auch bei den eher formalen Losungswegen haben die kalkiilhaften Aktivititen ,,Werkzeug-
charakter, dominieren die Losung nicht. Demzufolge war die Aufgabe geeignet, um die

Schiiler zu vielseitigen und auch anspruchsvollen mathematischen Aktivitdten anzuregen.

1% Dies geschieht, um eine von der Anzahl der Losungen unabhiingige Darstellung zu wihlen.
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5.4.4 Ausgefiihrte Schiileraktivititen und objektive Aufgabenparameter

Das auffilligste Ergebnis der Umsetzung dieser Aufgabe sind die vielfiltigen Losungswe-
ge der Schiiler, ganz im Gegensatz zur inhaltlich dhnlichen Aufgabe 11B6.1 (vgl. 5.3). Fiir
die Fragestellung dieser Arbeit ist aber vor allem die hohe Umsetzung heuristisch-experi-

menteller und kritisch-argumentativer Aktivitdten interessant.
Hohe Umsetzung heuristisch-experimenteller und kritisch-argumentativer Aktivitditen

Sowohl im heuristischen als auch im argumentativen Bereich wurden die spezifischen An-
forderungen dem Anforderungsbereich 2-3 zugeordnet. Dies konnte die Schiiler nicht da-
von abhalten, gerade in diesen Bereichen aktiv zu sein. Die Zahl der unterschiedlichen
heuristischen Aktivitdten tibertraf deutlich die Erwartungen. Vor allem bei der begriffli-
chen Argumentation stellten die Schiiler eine Vielzahl von Zusammenhidngen her, auch
zwischen Wissenseinheiten unterschiedlicher Stoffeinheiten, analysierten Funktionsgra-
phen und deren Eigenschaften und fiihrten heuristische Strategien wie Verallgemeinern
aus. Die Einbeziehung mehrer Wissenseinheiten scheint die Schiiler somit zu heuristischen
Aktivitdten anzuregen, ein Ergebnis, was sicher fiir den profilierten Kurs spezifisch ist. Die
Problemlosestruktur und Komplexitdt der Modellierung unterscheidet sich bei dieser Auf-
gabe dagegen nicht wesentlich von Aufgabe 11B6.1: In beiden Fillen liegt eine Umkehr-
aufgabe vor, fiir die es kein Standardverfahren gibt, und in beiden Féllen wird auf ein
geeignetes mathematisches Konzept innerhalb der Aufgabenformulierung hingewiesen.
Bedeutsam war hier aber sicher auch, dass die Inhalte den Schiilern vertraut waren. Ebenso
hatten die Schiiler anscheinend unterschiedliche bekannte Herangehensweisen zur Aus-
wahl und konnten sich ihren Fahigkeiten und Neigungen entsprechend entscheiden oder

sogar unterschiedliche Strategien verbinden.

Auch die Aufforderung, einen Nachweis zu flihren, kann die Schiiler dazu bewegt haben,
Zusammenhinge genau zu analysieren. Die Formulierung der Aufgabenstellung legt be-
reits durch die Forderung nach mathematischen Argumentationen Gewicht auf den Lo-
sungsprozesse, was sie von der eher ergebnisorientierten Formulierung von 11B6.1 unter-

scheidet.

Die explizite Forderung nach einem Nachweis sollte auch ein Grund fiir die gute Umset-
zung kritisch-argumentativer Kompetenzen sein. Moglicherweise sind Nachweise filir die
Schiiller mit einem besonderen Anspruch verbunden und besser geeignet sie zu expliziten

Schlussfolgerungen und Argumentationen zu bewegen, als die Aufforderung zum Begriin-
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den von Schlussfolgerungen (11B6.1). Auch die Verkniipfung verschiedener Wissensein-
heiten sollte die Anzahl logischer Schliisse und den Umfang der Argumentation beeinflusst
haben.

Geringere Umsetzung formal-operativer Aktivitdten

Die geringere Umsetzung formal-operativer Aktivitdten wurde dadurch verursacht, dass
die meisten Schiiler sich gegen den formalen Weg entschieden und innerhalb der begriffli-
chen Argumentation weitgehend auf formal-operative Aktivitdten verzichten konnten. Die
Schiiler, die sich fiir den formalen Weg der Beispiellosung entschieden, fiihrten die inten-

dierten algebraischen Operationen auch aus.
Unterschiedliche Losungsstrategien

Bei dieser Aufgabe stellt sich, die Frage, welche Merkmale der Aufgabe dazu beigetragen
haben konnen, dass die Schiiler derart vielfiltige individuelle Losungswege kreierten. Dies
ist vor allem deshalb interessant, weil in Aufgabe 11B6.1 ein Losungsweg, der formale,
dominierte. Was konnten die Ursachen dafiir sein, dass von zwei methodisch offen formu-
lierten Aufgaben zu dhnlichen Inhalten die eine offen umgesetzt wird, die andere nicht?
Sind hier Merkmale der Aufgabe entscheidend oder Merkmale der Aufgabenbearbeiter
(Kenntnisse, Methodenrepertoire etc.) oder Merkmale des Unterrichts (z. B. Schwerpunkt-
setzungen in der Forderung)? Diese fiir die Forderung individueller Losungswege durchaus
bedeutsame Fragestellung hat fiir das Anliegen dieser Untersuchung insofern keine wesent-
liche Bedeutung, dass mit allen drei akzeptablen Losungsstrategien vielfiltige und an-

spruchsvolle Aktivititen umgesetzt wurden.

Dennoch sollen einige Aufgabenmerkmale benannt werden, die Einfluss auf die offene

Umsetzung gehabt haben konnen:'"’

- In der Aufgabenstellung sind keinerlei formal-symbolische Darstellungen vorhanden.
Solche konnten die Schiiler eventuell eher dazu anregen formale Darstellungen und wei-
ter formale Losungswege einzusetzen.

- Die Aufforderung, einen Nachweis zu fiihren, kann dazu gefiihrt haben, die Schiiler

weiter blicken zu lassen als auf die ,,normale Kurvendiskussion®.

197 Abgesicherte Aussagen sind anhand des vorliegenden Datenmaterials nicht moglich. AuBerdem ist die
interpretative Analyse der Aufgabenbearbeitungen dafiir nicht ausreichend. Schiiler- und Lehrerinterviews
miissten die Interpretationen ergénzen und stiitzen.
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- Es ist keine konkrete Funktion gegeben. Die Ubersetzung in eine formale Darstellung
muss auf allgemeiner Ebene enden. Formale Verfahren miissen zunédchst mit einem all-
gemeinen Ausdruck gefiihrt werden. Diese neuartige Situation, bei der nicht sofort ge-
rechnet werden kann, hat moglicherweise dazu angeregt, andere Wege zu finden.

- Es existieren mehrere lokal und global abweichende Losungsméglichkeiten deren in-
haltliche und methodische Voraussetzungen die Schiiler sicher beherrschen. Die Lo-
sungselemente aller Wege wurden im letzten halben Jahr erlernt oder wiederholt. Da-
durch ist wahrscheinlich, dass die Schiiler selbst zwischen verschiedenen Herange-
hensweisen wéhlen konnen. Es ist ein Unterschied, ob eine Aufgabe potenziell metho-
disch offen ist, da kein Verfahren vorgegeben wurde, ob eine Aufgabe potenziell offen
ist, weil dem Aufgabensteller verschiedene Losungswege eingefallen sind oder schlief3-
lich, ob ein Schiiler selbst zwischen verschiedenen ihm zuginglichen Losungswegen
wihlen kann. Bei dieser Aufgabe konnte bei einigen Schiilern die letzte Situation zutref-

fen, bei Aufgabe 11B6.1 dagegen wahrscheinlich nur die ersten beiden.

Der letztgenannte Aspekt bezieht sich bereits auf die Wechselwirkungen zwischen Aufga-
benanforderungen und den Voraussetzungen der Schiiler auf Grund des zuvor erlebten
Unterrichts und evtl. eigenstédndiger Lernprozesse. Bei dieser Aufgabe wird ganz klar, dass
die inhaltliche und methodische Forderung der Schiiler im Unterricht (mindestens) ebenso
groflen Einfluss auf die Aufgabenbearbeitungen der Schiiler hat, wie die Merkmale der
Aufgabe selbst. Die Schiiler der Untersuchungsklasse sind vermutlich darin geiibt, Funkti-
onsgraphen zu analysieren und zu vergleichen. Zusammenhidnge zwischen den Eigenschaf-
ten von Funktionen sind ihnen bekannt bzw. kénnen von ihnen erschlossen werden. Gerade
das vernetzende mathematische Denken zwischen Inhalten verschiedener Stoffabschnitte
wird in den profilierten Klassen gepflegt. So sind die Schiiler mit den Eigenschaften von
Parabeln gut vertraut, mit denen die vor der Differenzialrechnung (Nullstellen, Symmetrie,
Scheitelpunkt), aber auch mit denen, die innerhalb der Differenzialrechnung (Extrem- und
Wendestellen) diskutiert wurden. Es gelingt ithnen, diese zu verbinden und so auf effektive

Weise, ohne neue komplexe formale Verfahren, die Aufgabe zu 6sen.

Um den Beziehungen zwischen Unterricht und Aufgabenbearbeitung nachzugehen, konn-
ten die selben potenziell offenen Aufgaben in Klassen gestellt werden, die sich beziiglich
der Vorkenntnisse der Schiiler und der unterrichtlichen Forderung unterscheiden. Die
genauen Vorkenntnisse der Schiiler, der ,,Lehrplan® der Klasse, die Schwerpunktsetzungen

des Lehrers und andere Unterrichtsmerkmale sind anhand von Unterrichtsbeobachtungen
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und Lehrer- evtl. auch Schiilerinterviews genau zu analysieren. Die Arbeiten der Schiiler
konnten wie hier qualitativ untersucht werden. Zusétzlich kénnen die Schiiler miindlich
oder schriftlich zur Begriindung und Reflexion ihres Herangehens angeregt werden, um zu

erkunden, warum sie den entsprechenden Losungsweg bevorzugen.

5.5 Zusammenfassung der Ergebnisse aus den Analysen der Schiilerar-

beiten

Die differenzierten Aufgabenanalysen und die Analysen der Schiilerarbeiten bei der Bear-
beitung exemplarischer Aufgaben wurden ausgefiihrt, um Hinweise zur Verbesserung der
Qualitdt von Aufgaben zur differenzierten Beurteilung mathematischer Kompetenzen zu
erhalten. Im Mittelpunkt stand die zu Beginn des flinfien Kapitels formulierte Frage: Wie
konnen Aufgaben aussehen, die vielfiltige Aktivititen anregen, um eine differenzierte
Beurteilung mathematischer Kompetenzen zu ermoglich? Innerhalb der objektiven Aufga-
benanalysen wurde bestimmt, ob die Aufgaben den Kriterien an Aufgaben zur differenzier-
ten Beurteilung mathematischer Kompetenzen (vgl. Kapitel 2) gentigen und welche kom-
petenzspezifischen Anforderungen sie aufweisen. Dariiber hinaus wurde im Sinne der
Analyse realisierter Anforderungen untersucht, inwieweit die mit der Aufgabe verbunde-
nen Intentionen von den Schiilern umgesetzt wurden. An dieser Stelle wird ein Uberblick
iiber die Ergebnisse aller sieben Auswertungen (vgl. Anhang 2) gegeben, wobei die fol-
genden Fragen im Mittelpunkt stehen:

- Inwiefern wurden die mit den Aufgaben intendierten Aktivitdten durch die Schiiler

umgesetzt? Gibt es Unterschiede zwischen den Aktivitdtsbereichen und den Aufgaben?

- Welche Merkmale zeigen die Aufgaben, die von den Schiilern in der gewiinschten In-

tensitdt umgesetzt wurden?
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5.5.1 Verhiltnis zwischen ausgefiihrten und intendierten Schiileraktivititen

Tab. 5/3: Anzahl der intendierten und der durchschnittlich von einem Schiiler ausgefiihrten Aktivi-
titen fur die vier Aktivititsbereiche und die sieben Aufgaben der Fallstudie

Aufgabe |Dligendiert  Dlausgetinrt | HEinendiert  HEausgetibrt | FOintendiert  FOuausgetinrt | KAintendiert KA qusgefiinre
11B6.1 |2 1,5 2 2,3 3 3,1 3 1,8
11B6.2 |4 2,7 3 4,6 3 1,3 4 3,9
11B7.1 |5 3,2 5 3,2 4 4,2 4 3,1
11B7.2 |7 4,2 3 2,5 4 2,9 4 1,6
11B8.1 |8 6,2 9 6,1 5 2,3 10 2,2
11B9.1 |12 5,8 8 4.6 6 3,4 4 1,6
11B10.1 |6 3,4 6 4.8 4 3,8 5 2,2

Tabelle 5/3 dokumentiert fiir alle Aufgaben und Aktivitdtsbereiche die Zahl der intendier-
ten Aktivitdten, die von einer Beispiellosung abgeleitet wurden, sowie die durchschnittlich
von einem Schiiler bei der Bearbeitung der Aufgabe ausgefiihrten Aktivitdten. Die objekti-
ven Aufgabenanalysen ergeben, dass alle sieben Aufgaben potenziell ausgewogen Aktivi-
taten der vier Bereiche ansprechen. Schwerpunkte beziiglich einzelner Aktivititsbereiche
variieren von Aufgabe zu Aufgabe. Auch in der Umsetzung der Aufgaben werden alle

Aktivitdtsbereiche angesprochen, wobei die Schwerpunkte ebenfalls variieren.

Zum Vergleich der intendierten und der umgesetzten Schiileraktivititen wird die Umset-

zungsquote U definiert: U = Z, wobei u die Anzahl der durchschnittlich von einem Schii-

)
ler bei der Bearbeitung einer Aufgabe ausgefiihrten Aktivitdten eines Aktivitdtsbereiches
und i die Anzahl der mit der Aufgabe intendierten Aktivititen des Aktivititsbereichs ist.'"®
Art und Anzahl der intendierten Aktivitdten wurden von einer, jeweils vorgestellten, Bei-
spiellosung abgeleitet. Daher ist die Anzahl nur ein Richtwert. Andere Losungsstrategien
konnen zu eimner anderen Gewichtung der Aktivititsbereiche fiihren, wie es z. B. bei der
Aufgabe 11B6.2 Beweis zum Thema Kurvendiskussion der Fall war (vgl. 5.4). Deutliche
Abweichungen von der intendierten Forderung sind bei Beurteilungsaufgaben jedoch

kritisch, da dann die gewiinschten Kompetenzen nicht sicher beurteilt werden kdnnen bzw.

die Validitit der Aufgabe eingeschriankt wird.

1% Es ist nicht gedacht, dass die Schiiler die Aktivititen der Beispiellosung ausfithren, sondern dass sie die
Aktivitétsbereiche entsprechend einbeziehen. Deshalb wird nicht die Umsetzung der intendierten Aktivitdten
bestimmt, sondern die Umsetzung auf den Aktivititsbereich bezogen und alle von den Schiilern ausgefiihrten
Aktivitdten werden einbezogen.
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In Tabelle 5/4 werden die fiir die Fallstudie bestimmten Umsetzungsquoten fiir Schiilerak-
tivitdten der vier Bereiche dargestellt. Auf Grund der geschilderten Schwierigkeiten bei
einer Beispiellosung als Bezugspunkt werden Umsetzungsquoten bis zu 0,5 (50% der
intendierten Aktivitditen wurden umgesetzt) nicht flir kritisch gehalten. Die Beispiellosun-
gen sind teilweise sehr ausfiihrlich dargestellt, entsprechen eher einer optimalen Lsung,
die nicht von allen Schiilern erwartet werden kann. Die dunkel markierten Zellen in Tabel-

le 5/4 enthalten jedoch auffillige Ergebnisse, die in Abschnitt 5.5.2 diskutiert werden.
Tab. 5/4: Umsetzungsquoten der Schiileraktivitidten in den vier Aktivitdtsbereichen fiir die sieben

Aufgaben der Fallstudie, Umsetzungsquote aller Aktivititen einer Aufgabe (Ugs) und Mittelwert
der Umsetzungsquoten eines Aktivititsbereiches

Aufgabe Upy Une Uro Uka Uges
11B6.1 0,8 1,1 1,0 0,6 0,9
11B6.2 0,7 1,5 0,4 1,0 0,9
11B7.1 0,6 0,6 1,1 0,8 0,8
11B7.2 0,6 0,8 0,7 0,4 0,6
11B8.1 0,8 0,7 0,5 0,2 0,5
11B9.1 0,5 0,6 0,6 0,4 0,5
11B10.1 0,6 0,8 1,0 0,4 0,7
Mittel 0,7 0,9 0,8 0,5 0,7

Die mittlere Umsetzung der Aktivitdtsbereiche durch die profilierten Schiiler der Untersu-
chungsklasse ist flir die sieben betrachteten Aufgaben insgesamt zufriedenstellend. Werden
alle Aufgaben einbezogen, gibt es keine dramatischen Unterschiede in der Umsetzung der
Aktivitdtsbereiche. In der Tendenz werden vor allem heuristisch-experimentelle und for-
mal-operative Aktivitditen von den Schiilern den Erwartungen entsprechend umgesetzt.
Heuristisch-experimentelle und formal-operative Aktivitdten sind zur Bearbeitung einer
Aufgabe zwingend notwendig, insbesondere fiir die Bestimmung einer formalen Losung.
Darstellende und vor allem argumentative Tétigkeiten werden moglicherweise von einigen
Schiilern als ,,schmiickendes Beiwerk® gesehen, wenigstens, wenn nicht ausdriicklich eine

Argumentation gefordert ist.
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5.5.2 Umsetzung unterschiedlicher Aktivititsbereiche und Zusammenhang zu Aufga-

benmerkmalen

Im Folgenden wird auf die Umsetzung der einzelnen Aktivitdtsbereiche ndher eingegangen
und es wird versucht, Zusammenhénge zwischen Aufgabenmerkmalen und der Umsetzung
der vier Aktivitdtsbereiche herzustellen. Dies geschieht u. a., indem Aufgaben beschrieben

werden, welche den Erwartungen entsprechend (oder sogar besser) umgesetzt wurden.
Umsetzung darstellend-interpretativer Aktivitdten

Darstellend-interpretative Aktivitdten werden von den Schiilern dieser Fallstudie bei den
sieben erprobten Aufgaben im Mittel zu 70% umgesetzt. Beziiglich verbaler Beschreibun-
gen der Zusammenhidnge und Kommentierungen des Vorgehens gibt es in der Klasse eine
grofle Spanne zwischen stark ergebniszentrierten und ausfiihrlichen Lésungsdarlegungen.
Wirklich kritisch sind die Ergebnisse jedoch beziiglich keiner Aufgabe, zumal die Darstel-

lung der Losungsfindung in den Beispiellosungen recht ausfiihrlich erfolgte.

Die Aufgabe mit der hochsten Umsetzung intendierter darstellend-interpretativer Aktivita-
ten war Aufgabe 11B6.1 Extrema einer Funktion mit Parameter. Mit zwei intendierten
darstellend-interpretativen Aktivitdten war die Komplexitdt beziiglich derartiger Kompe-
tenzen jedoch gering. Gleiches gilt fiir die Anforderungen, da auf der formalen Ebene
gearbeitet werden kann, was die Aufgabenstellung auch begiinstigt (vgl. 5.3). Die zweite
Aufgabe mit einer guten Umsetzung darstellend-interpretativer Aktivitdten ist Aufgabe
11B8.1 Vektorraum der magischen Quadrate, zu der eine ganze Reihe darstellend-
interpretativer Aktivitdten intendiert war, mit Anforderungen bis zum Niveau 3 (vgl. An-
hang 2.5). Die ausgefiihrten Aktivitdten entsprechen hier selbstédndig gewéhlten formalen
und verbalen Darstellungen. Auf Grund der einzelnen Teilaufgaben, die teilweise wieder-
um aus einzelnen Losungsschritten bestanden, war hier, anders als z. B. bei Aufgabe
11B6.2, eine ganze Reihe von Einzeldarstellungen, auch von &hnlichen, vorzunehmen. Die
Ergebnisorientierung, ein Kriterium an Aufgaben zur Leistungsbeurteilung, kann hier
begiinstigend gewirkt haben. Die Analyse der Schiilerarbeiten zu Aufgabe 11B9.1 Basis
eines Vektorraumes mit komplexen Anforderungen bzgl. des darstellend-interpretativen
Aktivitdtsbereichs zeigte, dass vor allem komplexe verbale Erlduterungen, Interpretationen
von Darstellungen und zusitzliche verbale Kommentare nicht ausgefiihrt wurden (vgl.
Anhang 2.6). Dagegen entsprachen die dort hdufig ausgefiihrten Darstellungen den fiir die

Losungsfindung im engeren Sinne notwendigen.
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Aufgaben, welche die gewiinschten Darstellungen notwendig erforderlich machen, sind
somit vorzuziehen. Ebenso ist es sinnvoll, bei Beurteilungsaufgaben, wie bei Diagnoseauf-
gaben (vgl. Sjuts 2006), explizit zur Erlduterung und Kommentierung des Vorgehens, zum

Interpretieren und zum verbalen Beschreiben aufzufordern.
Umsetzung heuristisch-experimenteller Aktivitiiten

Die intendierten heuristisch-experimentellen Aktivitdten wurden im Mittel zu 90% umge-
setzt. Das Entwickeln von Losungsansédtzen und das Herstellen vielfdltiger Zusammenhén-
ge ist flir die Schiiler der profilierten Klasse eine Herausforderung, die sie gern annehmen.
Hier gibt es jedoch deutliche Unterschiede zwischen den Aufgaben (Umsetzungsquoten
zwischen 0,6 bis 1,6). Auffillig ist Aufgabe 11B6.2 Beweis zum Thema Kurvendiskussion,
bei der weit mehr heuristisch-experimentelle Aktivitdten ausgefiihrt wurden als erwartet.
Da die Schiiler zuvor im Unterricht formal Extrem- und Wendestellen bestimmten, wurde
angenommen, dass sie diese Verfahren bei der Aufgabenlosung einsetzen. Mit dem forma-
len Weg sind nur wenige schopferische Aktivitdten verbunden. Die Mehrheit der Schiiler
wihlte jedoch die begriffliche Argumentation (vgl. 5.4) und stellte selbstindig vielseitige
Zusammenhinge zwischen Funktion und erster Ableitung sowie zwischen Extrem- und
Wendestellen her. Als mégliche Ursache der Anregung derart vieler schopferischer Aktivi-
taten wurde die hohe inhaltliche Komplexitidt benannt (vgl. 5.4.4). Diese kann, muss aber
nicht zu einer hohen Umsetzung heuristisch-experimenteller Aktivitdten fithren: Die Auf-
gaben 11B7.1 Flichenmaximum unter der Wurzelfunktion und 11B9.1 Basis eines Vektor-
raumes sind inhaltlich und auch hinsichtlich heuristischer Anforderungen komplex. Bei
diesen Aufgaben war jedoch die Umsetzungsquote heuristischer Aktivitdten mit 0,6 ver-
gleichsweise gering. Bei beiden Aufgaben wurden vor allem die heuristischen Aktivitidten
von wenigen Schiilern umgesetzt, welche das Herstellen von Zusammenhidngen mit nicht
vertrauten Inhalten oder wenig vertraute methodische Elemente betrafen.'®” In beiden
Féllen lLiegt fiir die betreffenden Aufgabenteile eine (innermathematische) Modellierung

der zweiten Stufe vor: Auf das sinnvolle mathematische Konzept bzw. auf eine sinnvolle

1% Bei Aufgabe 11B7.1 stellten beispielsweise nur drei Schiiler explizit die in der Aufgabenstellung verlang-
te Vermutung zur maximalen Fldche auf (vgl. Anhang 2.3). Ursachen konnten sein, dass die Schiiler keinen
Ansatz fanden, wie sie zu einer Vermutung kommen konnten, dass die Aufgabenstellung ihnen fremd war
und sie diese deshalb nicht ausfiihrten oder, dass sie die Aufgabenstellung ignorierten, weil sie den Grenz-
wert exakt berechnen koénnen. Bei Aufgabe 9.1 wurden die heuristischen Aktivitdten von wenigen oder
keinen Schiilern ausgefiihrt, welche das Herstellen von Zusammenhéngen zwischen dem euklidischen Vek-
torraum und dem fremden Vektorraum der Polynome héchstens zweiten Grades betrafen (vgl. Anhang 2.6).
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Losungsstrategie wird innerhalb der Aufgabenstellung nicht hingewiesen. Dies stellt eben-

falls einen Unterschied z. B. zu den Aufgaben 11B6.1 und 11B6.2 dar.

Heuristische Kompetenzen werden moglicherweise dann von vielen Schiilern umgesetzt,
wenn mehrere Inhalte verbunden werden, zu denen die Schiiler sichere Kenntnisse haben

und ihnen verschiedene, flir sie greifbare Losungsstrategien zur Verfligung stehen.
Umsetzung formal-operativer Aktivititen

Die formal-operativen Aktivitdten wurden in dieser Fallstudie im Mittel zu 80% umgesetzt.
Dieses Ergebnis entspricht den Erwartungen, denn diese Aktivitdten sind wie auch heuris-
tisch-experimentelle notwendig, um tiberhaupt ein (formales) Ergebnis zu erhalten. Die
geringe Umsetzung der formal-operativen Aktivitdten bei Aufgabe 11B6.2 Beweis zum
Thema Kurvendiskussion wurde in Abschnitt 5.4.4 darauf zuriickgefiihrt, dass die Schiiler
einen Losungsweg wdhlten, der weitestgehend ohne formal-operative Aktivitdten aus-
kommt. Hier wird jedoch auch ein Problem innerhalb der Kriterien an Aufgaben fiir Leis-
tungsbeurteilungen (vgl., 2.2.1) deutlich: Soll die Kompetenz, bestimmte Verfahren auszu-
fithren, beurteilt werden, ist aus Griinden der Validitdt und Erwartungstransparenz direkt
das entsprechende Verfahren einzufordern. Dies steht jedoch im Widerspruch zum Kriteri-
um der Moglichkeit individueller Zugénge und Losungsmoglichkeiten. Zwischen den
unterschiedlichen Forderungen kann nur ein Kompromiss gefunden werden. Dieser wird in
Aufgaben gesehen, bei denen das gewlinschte Verfahren, z. B. aus Griinden der Effektivi-
tat oder Sicherheit, die prominenteste Losungsmethode ist und dennoch allein gefunden
werden muss. Auf diese Weise konnte das Verfahren der Extremwertbestimmung durch

die Aufgaben 11B6.1, 11B7.1, 11B7.2 (vgl. Anhang 2) gepriift werden.

Bei den Bearbeitungen der Aufgaben 11B6.1, 11B7.1 und 11B10.1 (vgl. Anhang 2) wur-
den die formal-operativen Aktivitdten wie intendiert ausgefiihrt. Die formalen Aktivitdten
dieser Aufgabenstellungen waren bei der Losungsfindung unumginglich; die Schiiler
hatten keine (naheliegende) Alternative, konnten nicht wie bei Aufgabe 11B6.2 die algo-

rithmische Bearbeitung durch eine effektive begriffliche Argumentation ersetzen.

Bei Aufgabe 11B8.1 (vgl. Anhang 2.5) wurden insgesamt die mathematischen Aktivitidten
nicht wie intendiert umgesetzt. Hier wurden beispielsweise von der Mehrheit der Schiiler
die Vektorraumaxiome fir den Vektorraum der magischen Quadrate nicht (formal) nach-
gewiesen, wozu neben argumentativen Aktivitdten auch algebraische Operationen auszu-

fiithren sind. Die hohe Komplexitidt und Schwierigkeit der Aufgabe fiihrte dazu, dass die



Seite 246 5 Objektive Anforderungen und individuelle Umsetzung mathematischer Aufgaben

Schiiler Aufgabenteile nicht wie gedacht bearbeiteten. Moglicherweise sahen sie auch
nicht die Notwendigkeit, die Uberpriifung der Kriterien wirklich formal auszufiihren und

darzulegen.

Formale Verfahren und Operationen konnen somit nur ausgefiihrt werden, wenn die Schii-
ler die Verbindung zu diesen Verfahren herstellen und den Weg bis zur Bearbeitung dieser

Verfahren ausfiihren, also vorgeschaltete Anforderungen bewiltigen.
Umsetzung kritisch-argumentativer Aktivitdten

Die kritisch-argumentativen Aktivititen wurden von den Schiilern der Untersuchungsklas-
se mit der geringsten Quote von im Mittel etwa 50% umgesetzt. Die Umsetzung kritisch-
argumentativer Kompetenzen gelang am besten bei Aufgabe 11B6.2. Hier waren durch die
Aufforderung ,zeigen sie* explizit argumentative Téatigkeiten gefordert, ebenso wie in
Aufgabe 11B6.1 und in Aufgabe 11B7.1. Bei den beiden auflermathematischen Anwen-
dungen 11B7.2 und 11B10.1 mit dem Kontext angemessenen offenen Fragestellungen,
ohne explizite Aufforderungen wurden dagegen die Argumentationen nicht wie gewiinscht

ausgefiihrt (vgl. Anhang 2).

Diese Ergebnisse lassen vermuten, dass nicht eingeforderte, selbstindige mathematische
Argumentationen von Schiilern seltener ausgefiihrt werden. Wenn aber argumentative
Tatigkeiten nicht ausgefiihrt werden, konnen entsprechende Kompetenzen nicht beurteilt
werden und diesbeziigliche Riickmeldungen nicht die Forderung argumentativer Kompe-
tenzen unterstiitzen. Deshalb wird, wenigstens bis zur Verinnerlichung der Anforderungen,
eine explizite Aufforderung zur Argumentation in Beurteilungsaufgaben aus Griinden der

Validitdt und Transparenz fiir notwendig gehalten.

Aufgabe 11B8.1 Vektorraum der magischen Quadrate fillt bereits beziiglich der Komple-
xitdt der einbezogenen Argumentation auf (vgl. Anhang 2.5). Hier sind in der Beispiello-
sung zehn argumentative Aktivititen separiert worden, weitaus mehr als bei den anderen
Aufgaben. Dieser hohen Komplexitdt und den hohen argumentativen Anforderungen der
Aufgabe steht eine geringe Umsetzungsquote gegeniiber. Die Schiiler fiihrten zwar die
entdeckenden heuristisch-experimentellen Aktivitdten aus, priiften jedoch iiberwiegend
nicht angemessen, ob die Vektorraumaxiome tatséchlich erfiillt werden. Auch insgesamt ist
die Umsetzung intendierter Aktivititen bei dieser komplexen Aufgabe geringer als bei

weniger komplexen Aufgaben. Ein genereller Zusammenhang zwischen Anforderungsni-
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veau beziiglich argumentativer Kompetenzen und deren Umsetzungsquote konnte an den

sieben gestellten Aufgaben nicht beobachtet werden.
Zusammenfassung der Hinweise zur Aufgabengestaltung

Insgesamt ist festzuhalten, dass in dieser Fallstudie keine generellen Zusammenhidnge
zwischen Aufgabenparametern und den Umsetzungsquoten der Schiileraktivititen aufge-
deckt werden konnten. Insbesondere war kein systematischer Zusammenhang zwischen
den kompetenzspezifischen Anforderungsniveaus und der Umsetzungsquote entsprechen-
der Aktivitdten festzustellen: Die Schiiler nahmen einerseits hohe Anforderungen an (hohe
Umsetzungsquote bei Anforderungsniveau 3). Andererseits gab es auch niedrige Umset-
zungen bei Anforderungsniveau 3 und auch niedrige Umsetzungen bei Anforderungsni-

110

veau 1. Es ist also nicht der Fall, dass hohe objektive’ ~ Anforderungen die Schiiler vor der

Umsetzung dieser Aufgabenteile abschreckten.

Dieses Ergebnis kann, wie alle weiteren Ergebnisse dieser Fallstudie, nicht auf andere
Klassen tibertragen werden. Die Untersuchungen wurden mit einer kleinen und, auf Grund
der Profilierung, nicht repriasentativen Versuchsgruppe vorgenommen. Ziel war es nicht,
statistisch abgesicherte Zusammenhinge zwischen Aufgabenparametern und der Umset-
zung intendierter Aktivitdten aufzudecken, sondern einige Hinweise zur Gestaltung von
Aufgaben zur Anregung vielseitiger Schiileraktivitdten zu erhalten (s.u.). Es ist gut mog-
lich, dass unter anderen Versuchsbedingungen systematische Zusammenhinge zwischen
kompetenzspezifischen Anforderungen und den Umsetzungen zugehoriger Aktivitidten

beobachtet werden kdnnen.

In Bezug auf die Verbesserung von Aufgaben zur differenzierten Beurteilung mathemati-

scher Kompetenzen konnen folgende kompetenzspezifische Hinweise''! zusammengefasst

werden:

- Zur Verbesserung der Umsetzung kritisch-argumentativer und darstellend-interpretati-
ver Aktivitdten wird es fiir sinnvoll gehalten bei Beurteilungsaufgaben diese Aktivitdten
explizit einzufordern. Dadurch wird auch die Validitdt der Aufgabe, die Erwartungs-

transparenz und die Ergebnisorientierung erhoht.

0 Es ist wichtig, hier von objektiven Anforderungen zu sprechen, da die Schiiler subjektiv eine ganz andere
Anforderung sehen konnen.

"1 Auch diese Hinweise sind nicht statistisch abgesichert und somit nicht allgemeingiiltig. Auf Grund der
hohen Plausibilitdt werden sie aber als mogliche Mittel der Verbesserung der Aufgaben in Bezug auf die
Anregung vielseitiger, aber auch spezifischer Aktivitdten gesehen.
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- Zur Anregung heuristischer Aktivitdten werden Aufgaben préferiert, in denen mehrere
Wissenseinheiten verkniipft werden, zu denen die Schiiler sichere Kenntnisse besitzen.
Die methodenoffene Umsetzung von (methodisch offenen) Aufgaben ist dann moglich,
wenn die Schiiler verschiedene Losungsmethoden kennen und beherrschen. Eine objek-
tiv methodisch offene Aufgabe, in dem Sinne, dass der Losungsweg nicht eingegrenzt
wird, ist allein nicht ausreichend.

- Formale Verfahren und Operationen werden anscheinend vor allem dann ausgefiihrt,
wenn diese kalkiilhaften Aktivitdten zur Losung der Aufgabe effektiv und fiir die Schii-
ler naheliegend sind. AuBlerdem sollten die heuristischen Anforderungen so gestaltet
sein, dass die Schiiler Verbindungen zu diesen Verfahren herstellen und die vorgeschal-

teten Anforderungen bewiltigen konnen.

Insgesamt gelang es mit den ausgewdhlten Aufgaben die Schiiler zu vielseitigen mathema-
tischen Aktivititen anzuregen. Diese verteilten sich zufriedenstellend auf die Aktivitdtsbe-
reiche. Das erstellte Analysesystem zur Auswahl von Aufgaben zur differenzierten Beur-
teilung mathematischer Aktivititen erlaubt es somit, Aufgaben fiir diesen Anspruch zu
priifen und zu beschreiben. Dabei konnen auch Schwachstellen der Aufgaben, insbesonde-
re beziiglich der Kriterien an Beurteilungsaufgaben aufgedeckt werden, die bei der Beurtei-

lung der Kompetenzen bedacht werden sollten.

Die Deutung der Ergebnisse mit den analysierten Aufgabenmerkmalen gelang dagegen
nicht zufriedenstellend. Um Zusammenhidnge zwischen Merkmalen von Aufgaben und
Schiileraktivititen zu untersuchen, sind Aufgaben auszuwéhlen, die sich in spezifischen
Merkmalen stdrker unterscheiden. Zum anderen ist eine repridsentative Untersuchungs-
gruppe notwendig. Das hier entwickelte und explorativ erprobte Verfahren der Analyse
von Schiilerarbeiten, insbesondere das zunichst offene Codieren und die daran anschlie-
Bende Zuordnung zu theoretischen Kategorien wird auch fiir gré8ere empirische Studien

zur realisierten Aufgabenqualitit flir geeignet gehalten.

Die Aufgabenbearbeitungen der Schiiler werden, so wird in der Fallstudie (einmal mehr)
deutlich, nicht nur von den Merkmalen der Aufgabe, sondern ebenso von unterrichtlichen
Merkmalen sowie motivationalen Eigenschaften der Schiiler bestimmt. Diese Merkmale
wurden in der vorgenommenen Untersuchung nicht erhoben. Gerade bei Aufgaben zu
Beurteilungszwecken ist jedoch eine Reflexion der Wirkung dieser Faktoren notwendig,

denn sie tragen wesentlich dazu bei, dass die Kriterien an Aufgaben fir Leistungsbeurtei-
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lungen erflillt werden. Beispielsweise sind aus dem Unterricht gewohnte Erwartungen an
die Stringenz von Argumentationen, an die Darstellung von Modellierungen, an die Be-
schreibung der Losungsstrategie ausschlaggebend dafiir, ob eine bestimmte Aufgabenstel-
lung dem Kriterium der Erwartungstransparenz geniigt. Die iiblichen unterrichtlichen
Anforderungen, aber auch die Inhalte bestimmen dariiber hinaus die realisierten Anforde-
rungen. Der (realisierte) heuristische Anspruch einer Aufgabe hingt beispielsweise wesent-
lich davon ab, welche Verfahren, Losungsstrategien etc. die Schiiler aus dem Unterricht
kennen, wie intensiv diese gelibt wurden, wann sie letztmalig angewendet wurden. Hier
widren Untersuchungen wichtig, welche aufgabenspezifische, unterrichtspezifische und

individuelle Merkmale einbeziehen.
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6 Zusammenfassung, Reflexion und Ausblick

Ziel der vorliegenden Arbeit war es, ein Konzept der kompetenzorientierten Leistungs-
beurteilung zu entwickeln, welches erlaubt in differenzierter Form die mathematischen
Kompetenzen von Schiilern zu beurteilen und ithnen forderungsorientierte Riickmeldungen
zu geben. Das Konzept besteht aus zwei wesentlichen Komponenten: einem System zur
Analyse und Beschreibung von Aufgaben zur differenzierten Beurteilung mathematischer

Kompetenzen (vgl. Kapitel 2) und dem Beurteilungskonzept selbst (vgl. Kapitel 3).

Aufgaben sind als Mittel der Anregung mathematischer Aktivitdten die Grundlage der
Beurteilung erworbener Kompetenzen. Die spezifische Situation der Beurteilung stellt
Anforderungen an die Aufgabe, die z. T. von den Anforderungen an Aufgaben zum Erwerb
mathematischer Kompetenzen (Lernaufgaben) abweichen. Zusétzlich zu didaktischen und
fachdidaktischen Kriterien an Aufgabenqualitdt und diesen situationsspezifischen Anforde-
rungen miissen Aufgaben zur differenzierten Beurteilung mathematischer Kompetenzen
geeignet sein, vielfiltige mathematische Aktivititen anzuregen. Das in Kapitel 2
entwickelte System bietet die Grundlage der Auswahl und Konstruktion von Aufgaben zur
differenzierten Beurteilung mathematischer Kompetenzen. Neben den so erfassten objekti-
ven Aufgabenmerkmalen ist die Umsetzung der Aufgaben von Bedeutung. Sollen unter-
schiedliche mathematische Kompetenzen der Schiiler beurteilt werden, reicht es nicht,
entsprechende Aktivitdten durch geeignete Aufgaben zu planen, sondern diese sind von
den Schiilern auch auszufiihren. Ebenso bleibt zu priifen, ob die Kriterien an Beurteilungs-
aufgaben in der spezifischen Umsetzung realisiert werden konnen. In diesem Sinne wird
auf der Grundlage der durchgefiihrten Fallstudien das erstellte System der Aufgabenanaly-
se in Abschnitt 6.1 kritisch betrachtet.

Grundlage des in Kapitel 3 entwickelten Modells der differenzierten Leistungsbeurteilung
ist eine Differenzierung in die Aktivititsbereiche heuristisch-experimentell, darstellend-
interpretativ, formal-operativ und kritisch-argumentativ. Die Beurteilung der Schiilerleis-
tungen beruht auf kompetenz- und aufgabenspezifischen Beurteilungskriterien. Die Riick-
meldung an die Schiiler erfolgt in differenzierter Form anhand von Riickmeldungsbogen.
Die Erprobung des Konzeptes fand durch Fallstudien mit mathematisch profilierten Klas-
sen der Sekundarstufe II (vgl. Kapitel 4) statt. Dabei wurde beobachtet, dass sich individu-

elle Stiarken und Schwichen der Schiiler beziiglich der vier Aktivitdtsbereiche bereits an
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einzelnen Aufgabenbearbeitungen zeigen. Bei der Dokumentation der Leistungen konnten
zum einen stabile individuelle Stirken und Schwichen beziiglich der Aktivitdtsbereiche
sichtbar gemacht werden. Zum anderen zeigten sich aber auch deutliche aufgabenabhédngi-
ge Schwankungen in den Kompetenzdarlegungen. Diese sprechen flir eine aufgabenbezo-
gene Riickmeldung der Leistungen an die Schiiler. In den schulpraktischen Untersuchun-
gen fanden sich somit beide Ansdtze zum Kompetenzbegriff wieder: Kompetenzen als
allgemeine intellektuelle Fahigkeiten und Kompetenzen als spezielle intellektuelle Féhig-
keiten (vgl. Weinert 2001, Klieme 2004 und Kapitel 1). Die Schiiler nahmen die erweitere
Leistungsbeurteilung iiberwiegend positiv auf und sehen die differenzierten Riickmeldun-
gen als Unterstiitzung des selbstédndigen Lernens. Im ersten Kapitel dieser Arbeit wurde ein
Katalog an Anforderungen an eine Form der Leistungsbeurteilung, die aktuellen didakti-
schen und fachdidaktischen Anspriichen an einen kompetenzorientierten Unterricht gentigt,
zusammengestellt. Das entwickelte Konzept der differenzierten Beurteilung mathemati-
scher Kompetenzen geniigt im wesentlichen diesen Kriterien (vgl. 3.5). Ahnlich wie bei
der Aufgabenanalyse ist es aber auch hier wichtig, dass nicht nur das Modell diesen Krite-
rien geniigt, sondern, dass die Qualitdt bei der spezifischen Umsetzung im Unterricht
beibehalten werden kann. Im Abschnitt 6.2 wird die Umsetzung des Konzeptes der diffe-

renzierten Beurteilung mathematischer Kompetenzen anhand dieser Kriterien reflektiert.

AbschlieBend wird in Abschnitt 6.3 ein Ausblick auf moégliche unterrichtliche Umsetzun-

gen des entwickelten Konzeptes gegeben.

6.1 Reflexion des Systems zur Analyse und Beschreibung von Aufgaben

zur differenzierten Beurteilung mathematischer Kompetenzen

In diesem Abschnitt wird das in Kapitel 2 erstellte System zur Analyse und Beschreibung
von Aufgaben zur differenzierten Beurteilung mathematischer Kompetenzen bewertet,
indem die bei der Erprobung gewonnenen Erfahrungen zu den einzelnen Kriterien be-

schrieben werden und auf Problempunkte hingewiesen wird.
Validitét

Die Analyse der Validitdt einer Aufgabe sensibilisiert flir mogliche Problempunkte die
direkt mit der Beurteilung in Verbindung stehen: Geben die Darlegungen und damit die
Grundlagen der Beurteilung Anlass auf die jeweilige Kompetenz zu schlieBen? Kénnen die

Kompetenzen sauber getrennt werden? Bezieht sich die Beurteilung auf anspruchsvolle
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mathematische Kompetenzen oder bezieht sie sich einseitig auf Leistungen, die schnell
bewertbar sind? Bereits die Konstruktion der Aufgaben wurde so angelegt, dass vielseitige
mathematische Aktivitdten angeregt werden, vor allem auch solche, die von der KMK in
den Bildungsstandards (KMK 2004) und in den EPA (KMK 2002) als zu fordernde ma-
thematische Kompetenzen herausgestellt wurden. In Abschnitt 1.3 wurde gezeigt, dass
durch die Umsetzung der vier Aktivitdtsbereiche fachdidaktische Zielsetzungen erfiillt

werden, die gewihlte Differenzierung somit fachdidaktisch valide ist.

Eine Uberlagerung der Kompetenzen kann dagegen nicht immer verhindert, durch kompe-
tenzspezifische Beurteilungskriterien jedoch eingegrenzt werden. AuBlerdem kdnnen ande-
re Kompetenzen, wie z. B. die Lesekompetenz, mathematische Kompetenzen iiberlagern.
Das wurde in den verwendeten Aufgaben durch eine gute Anpassung an die altersspezifi-
schen Voraussetzungen der Schiiler in Grenzen gehalten, wobei auch die besonderen Vor-
aussetzungen der mathematisch profilierten Klassen zu beriicksichtigen waren. Eine be-
sondere Beachtung sollte in diesem Aspekt Modellierungsaufgaben gewéhrt werden. Fiir
Leistungsbeurteilungen empfiehlt sich im Sinne der Validitét ein nicht zu komplexer Kon-
text, der mit grundlegenden Kenntnissen verstanden werden kann, was bei den verwende-

ten Aufgaben der Fall war.

Problematisch in Bezug auf die Validitdt (ebenso wie auf die Reliabilitdt und Objektivitét)
ist der Schluss aus der schriftlichen Aufgabenbearbeitung auf die Kompetenz des Schiilers.
Hier ist, abgesehen von einfachen kalkiilhaften Aktivitdten, eine interpretative Begutach-
tung durch den Lehrer unvermeidbar. An dieser Stelle fehlen fachdidaktische Maf3stébe die
z. B. Hinweise darauf geben, aus welchen Darlegungen eines Schiilers auf bestimmte
heuristische Kompetenzen geschlossen werden kann. Das Aufstellen konkreter Beurtei-
lungskriterien wird als praxisorientiertes Hilfsinstrument gesehen. Auf Grund der Situati-
onsabhingigkeit von Kompetenzdarlegungen ist auBerdem zu gewihrleisten, dass sich die
Beurteilung eines Schiilers nicht auf einen Beurteilungsanlass bezieht, sondern das eine
Kompetenz in verschiedenen Situationen gezeigt werden kann. Das erfolgte in den Fallstu-

dien durch das Beurteilen einer Kompetenz anhand unterschiedlicher Aufgaben.

Eine Reihe von aufgabenspezifischen Bedingungen in Bezug auf eine ausreichende Validi-
tat konnte bereits innerhalb der objektiven Aufgabenanalyse aufgestellt und somit in der
Umsetzung und Beurteilung beriicksichtigt werden. Hier zeigt sich aber auch die Bedeu-

tung der Analyse der Schiilerarbeiten bzw. die Analyse der realisierten Aufgabenqualitit.
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Geringe Umsetzungsquoten beziiglich einzelner Aktivitdten und beziiglich der Aktivitéts-
bereiche stehen in Verbindung mit unsicher(er)en Beurteilungen. Teilweise wird somit erst
in der Umsetzung deutlich, ob anhand der Aufgabe die gewiinschten Kompetenzen beur-

teilt werden konnen.
Gerechtigkeit

Unter Gerechtigkeit wurden die Aspekte Verstdndlichkeit, Transparenz, Ergebnisorientie-
rung und Schwierigkeit zusammengefasst. Verstdndlichkeit und Schwierigkeit koénnen
durch eine sensible Reflexion der Aufgabenstellung und der Kenntnis der Voraussetzungen
der Schiiler erreicht werden. Ergebnisorientierung wurde bei den eingesetzten Aufgaben
gewihrleistet, indem explizit Teilaufgaben formuliert und die Bearbeitungen fiir die Beur-
teilung in einzelne Losungsschritte und Teilkompetenzen gegliedert wurden. Dies ist bei
den Aufgaben der Oberstufenmathematik oft gut realisierbar. Wichtig ist dabei aber auch,
dass die Schiiler Aufgabenabschnitte erkennen kénnen, was moglicherweise bei Aufgabe
11B9.1 Basis eines Vektorraums nicht der Fall war. Die Aufforderung zur Untersuchung
auf Vektorraumstruktur wurde nur von wenigen Schiilern in Teilaufgaben, entsprechend
den Vektorraumaxiomen, ibersetzt. Moglicherweise ist bei Beurteilungsaufgaben eine

explizite Strukturierung vorzuziehen.

Diese leistet auch einen Beitrag zur Transparenz der Anforderungen, einem weiteren nicht
leicht zu realisierenden Aspekt von Gerechtigkeit. Transparenz der Anforderungen wird
durch klare und direkte Aufforderungen realisiert. Dies steht jedoch im Widerspruch zu
Kriterien der Aufgabenqualitdt wie Offenheit und Realitdtsnidhe. Hier ist ein Kompromiss
bei der Aufgabenformulierung unvermeidbar. Die Ergebnisse der Erprobung (vgl. 5.5)
unterstiitzen z. B. explizite Aufforderungen zu Begriindungen und zu Kommentierungen,
um die Ausfiihrung dieser Kompetenzen zu bedingen und deren Beurteilung moglich zu
machen. Die Transparenz von Anforderungen wird aber auch von den Erfahrungen der
Schiiler aus dem Unterricht beeinflusst: Was ist unter einer Begriindung zu verstehen? Wie
ist der Losungsweg darzulegen? etc. Insgesamt sind die Aspekte des Kriteriums Gerechtig-
keit in besonderem Malle von den Vorkenntnissen und Vorerfahrungen der Schiiler abhin-
gig, wodurch die Analyse dieser Aspekte nur in Bezug auf eine konkrete Lerngruppe Sinn

macht.
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Individuelle Wege (Offenheit)

Alle in dieser Arbeit eingesetzten Aufgaben sind methodisch offen in dem Sinne, dass kein
Verfahren vorgegeben wird, was die Schiiler zu Vorgehensweisen dréngt, die nicht ihren
Fahigkeiten und Neigungen entsprechen. Zum einen nutzten die Schiiler diese Freirdume
und wihlten Losungswege die sich lokal und global unterschieden. Den unterschiedlichen
Losungswegen entsprachen unterschiedliche mathematische Aktivitdten, jedoch nicht
zwingend Schwerpunktsetzungen, welche die Beurteilung bestimmter Kompetenzen ein-
schrankten (vgl. 5.4.3). Die im Kompetenzspektrum ausgewidhlten Kompetenzen sind
somit nicht von der prisentierten Beispiellosung abhingig, sondern kdnnen durch unter-

schiedliche Losungsstrategien umgesetzt werden.

Auf der anderen Seite wurde deutlich, dass Offenheit der Aufgabenstellung nicht allein
ausreicht, um zu individuellen Losungswegen anzuregen. Hier ist ebenso wichtig, dass die
Schiiler zwischen verschiedenen Wegen wihlen konnen, d. h. dass ihnen verschiedene

Losungsstrategien bekannt und bewusst sind.
Individuelle und gesellschaftliche Bedeutung von Aufgaben

Bei Leistungsbeurteilungen handeln die Schiiler nicht nur aus eigenem Antrieb. Dennoch
sollten Beurteilungsaufgaben nicht zum Selbstzweck gestellt werden, sondern stellvertre-
tend flir einen gesellschaftlich relevanten Inhalt stehen. Die Inhalte der verwendeten ma-
thematischen Aufgaben haben z. T. gesellschaftliche Bedeutung, zum anderen Teil handelt
es sich um grundlegende mathematische Konzepte, die fiir die (mathematisch interessier-
ten) Schiiler individuell von Bedeutung sind. Auflerdem wurde versucht, die Aufgaben
durch Inhalt, Kontext oder Methode interessant zu gestalten. Dabei gelang es aber nur zum
Teil die Schiiler wirklich zur Bearbeitung zu motivieren. Beispielsweise konnte auch der
realitdtsnahe Kontext der Aufgabe 11B10.1 Verpflegung einer Expedition nicht mehr als
13 (von 21) Schiiler zur Bearbeitung motivieren. Bei allen Aufgaben gab es eine grof3e

Breite in Bezug auf Umfang und Qualitdt der Bearbeitungen.
Kognitive Forderung

Qualitativ hochwertige (lernprozessanregende) Aufgaben sind kognitiv anspruchsvoll und
erlauben den Schiilern ihre Fahigkeiten und Fertigkeiten zu erweitern. Der Anspruch auch
in Beurteilungssituationen die Schiiler zum Lernen anzuregen widerspricht der Auffassung,

dass Leistungs- und Beurteilungssituationen voneinander zu trennen sind (vgl. 1.5.5). Bei
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der Erprobung des in dieser Arbeit entwickelten Beurteilungskonzeptes festigte sich jedoch
die Vermutung, dass vorhandene Kenntnisse auch innerhalb von Beurteilungssituationen
vertieft und vernetzt werden konnen, z. B. durch Anwendung bekannter Inhalte und Ver-
fahren auf neuartige, auch aullermathematische Kontexte. Auch hochwertige kognitive Fa-
higkeiten bis hin zur Stufe des Evaluierens kénnen einbezogen werden und werden von
den Schiilern auch umgesetzt. Allerdings wurde auch beobachtet, dass heuristische Aktivi-
tidten zu ungewohnten Inhalten und Methoden weniger gut umgesetzt wurden als solche zu
gefestigten Inhalten (vgl. 5.5). Das kommt der Aussage von HuBmann, Leuders und Predi-
ger (2007, S. 6) nahe, gezielt etwas iiber prozessbezogene Kompetenzen erfahren zu kon-
nen, wenn in Diagnoseaufgaben nicht zu viel inhaltliches Vorwissen eingebracht werden

muss.

Die differenzierte Beurteilung mathematischer Kompetenzen ist durch die Einbeziehung
anspruchsvoller und komplexer Kompetenzen, wie Argumentieren, Problemlésen, Model-
lieren, Interpretieren, nicht streng von Lernprozessen trennbar. Auch im Anforderungsbe-
reich III der EPA (vgl. KMK 2002, S. 22) und der Bildungsstandards (vgl. KMK 2004,
,Verallgemeinern und Reflektieren*) werden Prozesse beschrieben, bei denen die Anwen-
dung erlernter Inhalte und Methoden allein nicht ausreicht, die zusitzliche kognitive Fa-
higkeiten, wie kreatives oder vernetzendes Denken, notwendig machen und nicht mehr

streng von Lernprozessen getrennt werden konnen.

Kriterien verbunden mit dem Ziel des Ansprechens vielseitiger mathematischer Kompe-

tenzen

Die Beurteilung von Kompetenzen der vier Aktivitdtsbereiche anhand einer Aufgabe setzt
voraus, dass die Aufgabe zu entsprechenden Aktivitdten anregt und diese von den Schiilern
in geeigneter Quantitdt umgesetzt werden. Die in den Fallstudien verwendeten Aufgaben
wurden so konstruiert, dass sie potenziell Aktivitdten aller vier Aktivitidtsbereiche einbe-
ziehen, ohne einseitig Schwerpunkte zu setzen. Die Intention der ausgewogenen Forderung
konnte auch umgesetzt werden: Die Schiiler fiihrten bei der Bearbeitung der Aufgaben
Aktivitdten aller vier Aktivititsbereiche aus, wenn auch nicht immer im intendierten Ver-
héltnis und in der intendierten Quantitit. Insgesamt gelang vor allem die Aktivierung zu
heuristisch-experimentellen und formal-operativen Aktivitditen sehr gut, die zu kritisch-
argumentativen Aktivititen noch nicht zufriedenstellend (vgl. 5. 5). Um kritisch-argumen-

tative und darstellend-interpretative Aktivitdten stiarker einzubeziehen, wird zum einen die
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stirkere Einbindung dieser Aktivitdten in den Unterricht und zum anderen deren explizite
Forderung in Beurteilungsaufgaben beflirwortet. Den Schiilern muss besser bewusst ge-
macht werden, dass Argumentationen und Darstellungen ebenso zu einer mathematischen
Problemlosung gehoren, wie die schopferischen und kalkiilhaften Tétigkeiten. Dazu sollten
diese Aktivitdten immer wieder im Unterricht hervorgehoben werden, durch deren Wiirdi-
gung, durch deren Demonstration und durch deren selbstidndige Ausfiihrung. Dies gilt vor
allem auch, weil die Schiiler der Untersuchungsklassen beziiglich argumentativer Kompe-
tenzen am ehesten noch Forderbedarf haben. Die fiir die profilierten Klassen erhobenen
Ergebnisse konnen nicht auf andere Klassen der Sekundarstufen tibertragen werden. Es ist
anzunehmen, dass in Klassen mit geringerem mathematischen Niveau die Umsetzungsquo-
te argumentativer Aktivitdten noch deutlicher von der Umsetzungsquote formal-operativer
Aktivitdten abweicht, aber auch dass heuristisch-experimentelle Kompetenzen weniger gut

umgesetzt werden als formal-operative.
Komplexitédt der einbezogenen mathematischen Inhalte

Die Komplexitdt der einbezogenen Inhalte wird als eine bedeutende Eigenschaft von Auf-
gaben zur differenzierten Beurteilung mathematischer Kompetenzen gesehen (vgl. 2.2.2).
Zum einen ist die Einschdtzung der Komplexitdt der mathematischen Inhalte wichtig be-
ziiglich der Wertung der Schiilerleistungen und sollte auch in die Riickmeldung an die
Schiiler einflieBen. Ob die Anforderungen der Aufgabe bei der Beurteilung der Leistungen
berticksichtigt werden sollten, ist dabei eine offene Frage. In dieser Arbeit sind die Beurtei-
lungen der Schiilerleistungen nicht vom Anforderungsniveau abhéngig. Zum anderen kann
das Anforderungsniveau sehr wohl die Umsetzung der Aktivitdten als auch die Schiilerleis-
tungen beeinflussen. Bei der Untersuchung der Umsetzung intendierter Aktivitdten wurde
die Aufgabe am besten umgesetzt, die mit Anforderungsniveau 2 eine vergleichsweise
geringe mathematische Komplexitidt zeigt. Die Aufgaben mit der geringsten Umsetz-
ungsquote hatten eine hohe mathematische Komplexitdt. Ein stabiler Zusammenhang
konnte jedoch nicht beobachtet werden: Auch Aufgaben mit Anforderungsniveau 3 bzgl.
der mathematischen Inhalte wurden gut umgesetzt. Die Untersuchung unterstiitzt den
Einsatz mathematisch komplexer Aufgaben, da sie die Anregung heuristischer Aktivitdten
begiinstigten. Die angesprochenen mathematischen Konzepte sollten jedoch bei Beurtei-

lungsaufgaben den Schiilern vertraut sein.
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Komplexitét beziiglich spezifischer Aktivitdtsbereiche:

Es wurde ein deutlicher Zusammenhang zwischen den Anforderungen beziiglich eines
Aktivitédtsbereiches und dessen Umsetzung erwartet. Dieser konnte aber in der dazu durch-
gefiihrten Fallstudie (Kapitel 5) nicht gezeigt werden. Die Schiiler setzten teilweise
Aktivititen mit hohen Anforderungen gut um oder Aktivititen mit geringeren
Anforderungen eher mdfig. Die Studie mit einer kleinen, nicht reprisentativen
Untersuchungsgruppe ldsst jedoch keine Schliisse dariiber zu, ob ein solcher
Zusammenhang besteht. In Klassen mit einem groBeren Leistungsgefille und einem
geringeren Leistungsanreiz konnte insbesondere bei Aufgaben, die sich in ihren
Anforderungen deutlich unterscheiden, ein solcher Zusammenhang durchaus vorliegen. Da
hohe Anforderungen nicht zwingend zu niedrigeren Umsetzungsquoten filihren,
beeintrachtigen sie nicht von vornherein die Eignung flir die differenzierte Beurteilung

B at Ze&%ogl&e ecI}ane&tenzspemﬁschen Anforderungen sind wichtig beziiglich der

Reflexion der Beurteilungsergebnisse und fiir die individuelle Riickmeldung. Auch hier ist
offen, ob und wie unterschiedliche Anforderungen in der Beurteilung berticksichtigt wer-
den sollten. AuBlerdem wire es interessant, ob systematische Zusammenhdnge zwischen
kompetenzspezifischen Anforderungen und der Qualitdt (nicht nur der Quantitdt) der Um-

setzung entsprechender Aktivitdten auftreten.

Das erstellte System zur Auswahl und Beschreibung von Aufgaben zur differenzierten
Beurteilung mathematischer Kompetenzen erwies sich in der Erprobung als sinnvoll. Mit
den so ausgewdhlten Aufgaben gelang es, die Schiiler zu vielseitigen mathematischen
Aktivitdten anzuregen, die auch zu beurteilbaren Ergebnissen flihrten. Die Ergebnisse zur
Umsetzung dieser Aufgaben (Kapitel 5) konnen jedoch nicht mit den so aufgenommen
Merkmalen der Aufgaben allein erkldart werden. Hier spielen Merkmale des Unterrichts
und individuelle Merkmale eine ebenso grofle Rolle. Insbesondere die von Weinert (2001,
2002) beschriebene Verbindung zwischen kognitiven Kompetenzen und motivationalen
Handlungsmustern (vgl. Kapitel 1) hat zur Folge, dass Kompetenzdarlegungen nicht nur
von den kognitiven Anforderungen der Aufgabe beeinflusst werden. In Studien zur Umset-
zung komplexer Aufgaben empfiehlt es sich deshalb neben den Parametern der Aufgabe
durch Unterrichtsbeobachtungen und Lehrerinterviews auch Merkmale des Unterrichts (z.
B. Forderung einzelner Aktivitdtsbereiche, Vertrautheit mit mathematischen Modellierun-

gen, Vertrautheit mit offenen Fragestellungen, Methodenvielfalt) und durch Schiilerinter-
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views oder Fragebogen Merkmale der Leistungssituation (z. B. Leistungsbereitschaft,

Interesse, subjektive Anforderungen) zu erfassen.

6.2 Reflexion des Konzeptes der differenzierten Beurteilung und Riick-

meldung mathematischer Kompetenzen

In Abschnitt 3.5 wurde gepriift, ob das entwickelte Konzept der differenzierten Beurteilung
mathematischer Kompetenzen Kriterien an eine, den aktuellen Zielsetzungen des (Mathe-
matik-)Unterrichts gentigende, Leistungsbeurteilung (vgl. 1.5.2) erfiillt. In Bezug auf die
Einschitzung von Aufgabenqualitdt wurde es als wichtig herausgestellt, nicht nur das
objektive Potenzial einer Aufgabe einzuschitzen, sondern auch die Umsetzung der Aufga-
be zu reflektieren (vgl. 2.1). Dies trifft in tibertragener Form auf Leistungsbeurteilung, wie
fiir alle Elemente von Unterricht, zu. An dieser Stelle wird deshalb gepriift, ob die aufge-
stellten Kriterien an Leistungsbeurteilungen auch in der Umsetzung der differenzierten
Beurteilung mathematischer Kompetenzen im Unterrichtsalltag erflillt werden konnen.
Dabei kommen Erfahrungen zur Sprache, welche sich auf die konkrete Umsetzung des
Konzeptes innerhalb der Fallstudien (vgl. Kapitel 4) beziehen, und solche, die das Konzept
allgemein (vgl. Kapitel 3) betreffen.

Vielfiltige Leistungen werden anerkannt

Ein Ziel der Entwicklung eines Analyseinstrumentes an Aufgaben speziell fiir das Konzept
der differenzierten Beurteilung mathematischer Kompetenzen war es, solche Aufgaben
konstruieren und auswéhlen zu konnen, die vielseitige mathematische Kompetenzen anre-
gen. Insbesondere sollten die vier Aktivitdtsbereiche von Lechner ausgewogen beriicksich-
tigt werden. Die objektive Analyse der eingesetzten Aufgaben stellte zunéchst sicher, dass
die eingesetzten Aufgaben potenziell diesem Anspruch geniigen (vgl. Anhang 1.3 und
Anhang 2). Innerhalb des Unterrichts wurden die Anforderungen nicht gedndert: Da die
Aufgaben als Hausaufgaben bearbeitet wurden entsprachen die objektiven Anforderungen
den realisierten Anforderungen. Die Analyse der Schiilerarbeiten ergab, dass die Schiiler
bei der Bearbeitung der Aufgaben bei weitem nicht alle intendierten Aktivititen ausflihr-
ten, jedoch alle Aktivitdtsbereiche einbezogen (vgl. Kapitel 5). Dabei unterschieden sich
die Ergebnisse von Aufgabe zu Aufgabe und von Kompetenzbereich zu Kompetenzbe-
reich. Die zu einzelnen mathematischen Kompetenzen erbrachten Leistungen wurden

individuell anerkannt, auch wenn sie nicht intendiert waren. Innerhalb der individuellen



Seite 260 6 Zusammenfassung, Reflexion und Ausblick

Riickmeldung kann bei einem offenen Analysieren der Schiilerarbeiten auf alle erbrachten
Leistungen eingegangen werden. Fiir die Dokumentation der Leistungsentwicklung ist die

Zusammenfassung in Kompetenzbereiche dagegen unumgénglich.

Auch die Bearbeitung der Aufgaben als Hausaufgabe trug dazu bei, vielfiltige Leistungen
hervorzurufen. So konnten die Schiiler beispielsweise ihre Kenntnisse im Umgang mit dem

Computer einbringen, indem sie Kurven plotteten und analysierten oder Internetrecherchen

durchfiihrten.
Der Lernprozess findet Beriicksichtigung

Durch die genaue Analyse der Schiileraktivititen innerhalb des erstellten Systems der
Aufgabenanalyse kann im Vorfeld der Aufgabenbearbeitung untersucht werden, ob pro-
zessbezogene Aktivitdten einbezogen werden. Bei einer ausgewogenen Umsetzung der vier
Aktivitdtsbereiche, wird zwingend auch prozessbezogenen Fihigkeiten Bedeutung gege-
ben: z. B. logisches Denken innerhalb kritisch-argumentativer Aktivititen, Finden von
Losungswegen innerhalb heuristisch-experimenteller Aktivitdten. Andere prozessbezogene
Fihigkeiten wie Selbststindigkeit, Erkennen und Uberwinden von Fehlern werden durch
die Anlage der Umsetzung angesprochen. Die aufgabenspezifischen Beurteilungskriterien
erlauben auch schwieriger zu beurteilende Kompetenzen kontrolliert und transparent zu
quantifizieren. Dies gelang umso besser, je ausfiihrlicher die Schiiler ithren Losungsprozess
darstellten. Bei ergebniszentrierten Darstellungen kénnen keine prozessbezogenen Fiahig-
keiten beurteilt werden. Zwar kann aus dem Ergebnis auf bestimmte notwendige Losungs-
schritte geschlossen werden, wie das Herstellen von Zusammenhdngen; die Unsicherheit
auf Grund der Interpretation ohne dokumentierbare Anhaltspunkte ldsst jedoch keine halt-
bare Beurteilung zu. Deshalb ist es wichtig, die Schiiler immer wieder zu nachvollziehba-
ren Losungsdarstellungen anzuhalten und in Aufgabenstellungen fiir Leistungsbeurteilun-

gen noch stirker Eigenproduktionen der Schiiler anzuregen.

Das hier entwickelte Konzept der Beurteilung mathematischer Kompetenzen, bzw. die
beschriebene Umsetzung, bezieht sich nicht auf alle prozessbezogenen Kompetenzen,
insbesondere die Kompetenzen, die auf der Kooperation zwischen Schiilern beruhen wur-
den (bewusst) ausgeschlossen. Hierzu sind andere Formen der Leistungsbeurteilung oder

andere Organisationsformen (z. B. Bearbeitung der Aufgaben in Gruppen) notwendig.



6 Zusammenfassung, Reflexion und Ausblick Seite 261

Leistungsbeurteilung ist verbunden mit differenzierten, forderungsorientierten Riickmel-

dungen

Durch das Beschreiben und Riickmelden individueller Stirken und Schwiéchen der Schiiler
wird bezweckt, die Entwicklung eines realistischen fachbezogenen Selbstkonzeptes zu
unterstiitzen und Ansatzpunkte fiir das eigenstdndige Weiterlernen zu geben. Die Konzep-
tion der Beurteilungsbogen ist, insbesondere durch die eingeschlossenen individuellen
verbalen Riickmeldungen, gut geeignet dem Schiiler personliche Hinweise fiir selbstdandige
Lernbemiihungen zu geben. Dies wurde auch von den Schiilern erkannt und als Vorteil der

erweiterten Beurteilungsmethode herausgestellt (vgl. 4.1.4 und 4.2.6).

Erfolgt die differenzierte Beurteilung der mathematischen Kompetenzen hiufig und regel-
méBig, kann die dabei vorgenommene Diagnose in den Lernprozess eingebunden werden.
Die Riickmeldungen konnen wéhrend des Lernens und Arbeitens vom Lehrer genutzt
werden, um die Schiiler individuell zu unterstiitzen und zu férdern, aber vor allem von den
Schiilern selbst bei der Bearbeitung weiterer Aufgaben (Selbstkontrolle). Aus diesem
Grund ist die aufgabenbezogene Riickmeldung der Riickmeldung nach einem ldngeren

Zeitraum vorzuziehen.

Die Riickmeldung der dargelegten Kompetenzen fand in den differenzierten aufgabenbe-
zogenen Beurteilungsbogen zundchst kriteriumsorientiert statt, indem die Leistungen an-
hand der erarbeiteten kompetenz- und aufgabenspezifischen Beurteilungskriterien quantita-
tiv bewertet wurden. AnschlieBend wurde die Leistung verbal erldutert, wobei auf indivi-
duelle Starken und Schwéchen innerhalb der Arbeit explizit hingewiesen wurde und An-
satzpunkte flir das selbstdindige Lernen formuliert wurden. Die Beschreibung individueller
Verbesserungen und Verschlechterungen war innerhalb der aufgabenbezogenen Riickmel-
dung nur fur auffillige Verdnderungen moéglich, wenn z. B. bei einem Schiiler, der sonst
kaum argumentiert, dies bei einer Aufgabe gut gelang. Fiir die Beschreibung und Riick-
meldung von Kompetenzentwicklungen ist es notwendig, die Leistungen {iber einen linge-
ren Zeitraum differenziert zu dokumentieren. Auf Grund der grof8en Motivationskraft der
individuellen Bezugsnorm, die in der Motivationspsychologie beschrieben wird (vgl. z. B.
Rheinberg 1980, S. 139) und auch in der ersten Fallstudie (vgl. 4.1) beobachtet werden
konnte, wird es fliir wichtig gehalten, neben den aufgabenspezifischen Riickmeldungen die

Leistungsentwicklung aufzuzeigen, was die Schiiler auch selbst tun konnen.
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Uber einen Einfluss der differenzierten Riickmeldung auf die Lernleistungen der Schiiler
geben die Untersuchungen dieser Arbeit keine Auskunft. Da Férderung und Riickmeldung
zusammenwirken ist es schwierig, Ursachen flir Leistungsverbesserungen eindeutig zu
benennen. Nach der ersten Riickmeldung in der ersten Fallstudie (vgl. 4.1) konnte beo-
bachtet werden, dass sich einige Schiiler gerade in denen bei thnen als Schwéche deklarier-
ten Kompetenzen deutlich verbesserten. Erfolge beziiglich einer angemessen ausfiihrlichen
Darlegung des Losungsweges werden teilweise einer Sensibilisierung auf die Bedeutung
prozessorientierter Kompetenzen durch die differenzierte Beurteilung zugeschrieben.
Ebenso bedeutsam sollte jedoch die spezifische Forderung im Unterricht gewesen sein, die
auf anspruchsvolle mathematische Kompetenzen, wie Argumentieren und Problemldsen,
ausgerichtet war. In der zweiten Fallstudie (vgl. 4.2) konnten derart auffillige Verbesse-
rungen nicht beobachtet werden. Diese Schiiler gaben auch an, sich beim selbstdndigen

Lernen wenig an den Riickmeldungen zu orientieren.
Leistungen sind sichtbar und 6ftentlich

Die Zuordnung der gezeigten Leistungen zu Kompetenzniveaus und die Quantifizierung
durch einen Punktwert hat eine Verschliisselung der Leistungen zur Folge. Die Beurtei-
lungskriterien erlauben jedoch, die quantitative Bewertung verbal zu beschreiben. Die
quantitative Bewertung ist vor allem zur Dokumentation der Leistungen vorteilhaft. Die
graphische Dokumentation der Leistungen wie sie hier vorgestellt wurde (Kompetenzver-
teilungen), ermoglicht die bei unterschiedlichen Aufgaben erbachten Leistungen zu ver-
gleichen und ist der Mittelwertbildung vorzuziehen (vgl. 4.1.4). Die Leistungen selbst
konnen gezeigt werden, indem die Aufgabenbearbeitungen, evtl. zusammen mit den Beur-
teilungen und selbst erstellten Dokumentationen der Kompetenzdarlegungen, in einem

Portfolio zusammengestellt werden (vgl. 6.3).
Eine sachliche Kommunikation iiber Leistungen wird hergestellt

Die Kommunikation iiber Leistung wurde innerhalb der Fallstudien nicht ausgeschopft. Da
die Entwicklung kompetenzspezifischer Beurteilungskriterien erst durch die Bildungsstan-
dards notwendig wurde und daflir bisher wenige wissenschaftliche Anhaltspunkte vorlie-
gen, sind die hier entwickelten Kriterien ein Versuch, dies konkret und praxisorientiert
umzusetzen. Die Schiiler wurden deshalb noch nicht in die Entwicklung von Beurteilungs-
kriterien einbezogen. Insgesamt war der Kontakt zu den Schiilern gering, um den Unter-

richt selbst nicht zu beeinflussen. Wie in Abschnitt 3.5 beschrieben, bietet das Konzept



6 Zusammenfassung, Reflexion und Ausblick Seite 263

vielfidltige Anldsse, sich iiber Leistungen auszutauschen, was jedoch noch nicht entspre-
chend erprobt wurde. Gut gelungen ist es, den Schiilern die unterschiedlichen mathemati-
schen Kompetenzen mit ihren spezifischen Leistungsanspriichen bewusst zu machen. So
war beispielsweise in der ersten Fallstudie eindrucksvoll, wie einige Schiiler von einer
stark ergebnisorientierten Darstellung zu einer ausfiihrlichen Darstellung und Kommentie-
rung des Losungsweges iibergingen, weil sie erkannten, dass viele Kompetenzen nicht

allein am Ergebnis abgelesen werden konnen.

Leistungsbeurteilung unterstiitzt individuelles Lernen, aber auch das Erreichen gemeinsa-

mer hoher Standards

Die Individualisierung der Beurteilung und der Riickmeldung konnte gut umgesetzt wer-
den. Das wurde bereits durch die Auswahl methodisch offener Aufgabenstellungen unter-
stiitzt, die individuelle Schiilerwege induzierten und so erzwangen, dass sich der Beurtei-

lende auf den individuellen Weg einstellt.

Eine individuelle Riickmeldung gelang durch das Herausstellen individueller Starken und
Schwichen konkret an der vorliegenden Aufgabenbearbeitung. Es wurde nur auf den
individuellen Losungsweg Bezug genommen, die individuelle Leistung aber am gemein-
samen Standard, den Beurteilungskriterien gemessen. Die Beispiellosung diente dem Beur-
teilenden lediglich um zu erkennen, welche Kompetenzen zur Bearbeitung der Aufgabe
erforderlich sind und welche Kompetenzbereiche eingeschlossen werden. Bei der Beurtei-
lung stellte sich der Auswertende auf den individuellen Losungsweg ein, nur die Kompe-

tenzen, die daflir notig waren, wurden bewertet, nicht die objektiv moglichen.

Die kompetenz- und aufgabenspezifischen Beurteilungskriterien sind auf der einen Seite
als ein Gewinn des entwickelten Konzeptes zu sehen, da hier Kriterien flir schwer quantifi-
zierbare Kompetenzen formuliert werden, was die Beurteilung sowohl transparenter als
auch objektiver und sicherer werden lidsst. Auf der anderen Seite sind diese Kriterien zwar
angelehnt an didaktische Vorstellungen, aber immer noch subjektiv ausgelegt. Von Seiten
der Fachdidaktik sind wissenschaftliche Mal3stdbe zu entwickeln, die eine kompetenzorien-

tierte kriteriengeleitete Beurteilung unterstiitzen.

Das hier verwendete Differenzierungssystem bezieht alle Kompetenzbereiche der Bil-
dungsstandards (KMK 2004) und der EPA (KMK 2002) ein. Bei der Umsetzung fand eine
ausgewogene Berticksichtigung der vier Aktivitdtsbereiche statt, womit zur Umsetzung der

Bildungsstandards beigetragen wurde. Somit fand nicht nur eine Orientierung der Aufga-
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ben an gemeinsamen Standards statt, sondern auch die Umsetzung entsprechender Anfor-

derungen durch die Schiiler wurde kontrolliert.
6.3 Anregungen zur Umsetzung im Unterricht

Die zusammengestellten Kriterien an Leistungsbeurteilungen (vgl. 1.5.2) zeigen auf, wie
sich gingige Formen der Leistungsbeurteilungen im Mathematikunterricht &ndern miissen,
um einen qualitativ hochwertigen Mathematikunterricht zu unterstiitzen. Gleichzeitig ldsst
es die Belastung von Lehrern nicht zu, Leistungsbeurteilungen noch zeitaufwendiger zu
gestalten. Die Lehrer, mit denen in Zusammenhang mit den unterrichtlichen Erprobungen
gesprochen werden konnte, dullerten ihre Zustimmung beziiglich der Sinnhaftigkeit einer
differenzierten und individuellen Riickmeldung, zugleich aber auch ihre Skepsis beziiglich
der Umsetzbarkeit des Konzeptes auf Grund des Zeitaufwandes. Die Lehrer gaben an,
derzeit die Arbeiten ihrer Schiiler so weit es geht mit Kommentaren zur Losung zu verse-
hen, um Besonderheiten der Losung erkenntlich zu machen, ihre Bewertung zu kommen-
tieren und wenn moglich auch Anhaltspunkte zum Weiterlernen zu geben. Differenzierte
Riickmeldungen dariiber hinaus sind ihnen aus Zeitgriinden nicht moglich. An dieser Stelle
werden zwei Moglichkeiten aufgezeigt, in systematischer Form differenziert zu beurteilen,
die in den Unterricht eingeordnet werden kénnen und begrenzt zusétzlichen Zeitaufwand
erfordern. Von Seiten der Bildungspolitik sollten Freirdume geschaffen werden, welche die
Umsetzung neuer Formen der Leistungsbeurteilung ermoglichen, da kompetenzorientierte
Leistungsbeurteilungen immer mit einem {iberdurchschnittlichen Zeitaufwand verbunden

sind (vgl. Althoff 2001, S. 51).

Differenzierende Beurteilungen bei iiblichen Leistungserhebungen

Ohne zusitzliche Beurteilungsanldsse zu schaffen, kann die differenzierte Beurteilung
mathematischer Kompetenzen flir die ohnehin durchzufiihrenden Leistungstests und Klau-
suren/Klassenarbeiten erfolgen. Vorraussetzung ist dabei, dass bei der Auswahl und Kon-
struktion der Aufgaben die Kriterien an Aufgaben zur differenzierten Beurteilung mathe-
matischer Kompetenzen Beachtung finden. Ein zeitlicher Mehraufwand ergibt sich vor
allem durch die Erarbeitung kompetenzspezifischer Beurteilungskriterien. Dabei erscheint
es sinnvoll aufgabenunabhingige kompetenzspezifische Beurteilungskriterien im Kollegi-
um zu erarbeiten, was neben der groBBeren Effektivitdt den weiteren Vorteil der Diskussion

tiber Leistungserwartungen und der Einigung auf gemeinsame Standards hat. Diese konnen
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dann vom beurteilenden Lehrer auf die jeweilige Aufgabe iibertragen und zur Unterstiit-
zung einer objektiven Beurteilung konkretisiert werden. Die Erarbeitung kompetenzspezi-
fischer Kriterien fiir unterschiedliche Altersgruppen von Seiten der Fachdidaktik, auch als
Beitrag zur Umsetzung der Bildungsstandards, kann hier die Arbeit des Fachlehrers oder
der Lehrergruppe deutlich unterstiitzen. Der Vergleich der Leistungen mit den Beurtei-
lungskriterien und die differenzierte Riickmeldung in Form von Beurteilungsbégen ent-
spricht einem vergleichsweise geringen zeitlichen Mehraufwand, wenn beachtet wird, das
kompetenzorientierte Leistungsbeurteilung immer das verstindige Nachvollziehen der
individuellen Herangehensweise, das Priifen individueller Argumentationen, Ansitze,

Rechnungen mit sich bringt, was viele Lehrer tagtdglich mit viel Zeitaufwand bereits tun.

Der Nachteil dieser Organisationsform ist, dass es sich unverkennbar um eine Leistungssi-
tuation handelt und dem individuellen Problemlosen insofern Grenzen gesetzt sind, dass

der zeitliche Rahmen, die Hilfsmittel und Ahnliches nicht individualisiert werden konnen.

Differenzierende Beurteilungen anhand exemplarischer Aufgaben und Dokumentation im

Portfolio

Bei der schulpraktischen Erprobung des Konzeptes der differenzierten Beurteilung mathe-
matischer Kompetenzen innerhalb dieser Arbeit erfolgte die Beurteilung der Kompetenzen
nicht in den tblichen Leistungsbeurteilungen, sondern fiir die Bearbeitung ausgewéhlter
Aufgaben zu Hause. Innerhalb dieser Aufgabenbearbeitungen zeigen die Schiiler gleichzei-
tig thre Kenntnisse zu wichtigen unterrichtlichen Inhalten und legen inhaltsbezogen bereits
erworbene mathematische Kompetenzen dar, konnen ihre Kenntnisse und Kompetenzen
aber auch vertiefen und erweitern. Die Aufgaben konnen der Vertiefung, der Anwendung
und dem Transfer unterrichtlicher Inhalte aber auch der Vorbereitung neuer Themen die-
nen. Diese Organisationsform erhélt eine besondere Bedeutung durch den Einzug der
Portfolioidee in den Mathematikunterricht (vgl. 1.5.3). Die Schiiler konnen die Bearbei-
tungen dieser Aufgaben bzw. eine von ihnen vorgenommene Auswahl dieser Arbeiten in
einem Portfolio sammeln bzw. den anderen Arbeiten ihres Portfolios hinzufligen. Eine
selbstgefiihrte Dokumentation ihrer Leistungen, dhnlich den in Kapitel 4 vorgestellten Do-
kumentationsformen sowie eine selbstkritische Reflexion bereits erworbener Kompetenzen
kann die Mappe ergidnzen. Die kompetenzspezifischen Beurteilungskriterien, deren Kom-
mentierung durch den Schiiler und die Beurteilungen des Lehrers dienen der Einordnung

der Leistungen. Dieses Konzept hat mehrere Vorteile: Die Dokumentation der Leistungen
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nimmt der Schiiler vor, wodurch sich der zeitliche Aufwand fiir den Lehrer verringert.
Gleichzeitig lernt der Schiiler seine Leistungen selbst zu vergleichen und sich die Entwick-
lung seiner Kompetenzen zu verdeutlichen. Er iibernimmt die Verantwortung iiber seine
Leistungsentwicklung, kann sich selbst oder in Zusammenarbeit mit dem Lehrer Ziele und
Ansatzpunkte fiir das selbstdndige Lernen ableiten. Die Differenzierung in einzelne Kom-
petenzen und Kompetenzbereiche wird vor allem fiir das selbstdndige Lernen flir wichtig
gehalten, da auch die Schiiler, nicht nur der Lehrer, oft einseitige Schwerpunkte in ihren
Anstrengungen setzen. Auch ihnen ist die gesamte Bandbreite der Lernziele des Mathema-
tikunterrichts zu verdeutlichen, durch Aufgaben in denen entsprechende Kompetenzen
wichtig sind und durch die Diskussion gemeinsamer Standards. Eine solche komplexe Do-
kumentation von Leistungen kommt ohne Zweifel einer Klausur oder Klassenarbeit gleich,
weshalb die Moglichkeit eine solche durch ein Portfolio ersetzen zu konnen, einer Aner-
kennung der Leistungen und des Aufwandes von Lehrern und Schiilern entsprache. Neben
der Uberarbeitung schulgesetzlicher Richtlinien, wird die Erarbeitung und Erprobung von
Konzepten, welche die Portfolioidee und die differenzierte Beurteilung verbinden, in fach-

didaktischen Studien fiir lohnenswert gehalten.

Neben diesen beiden naheliegenden Varianten der Umsetzung der differenzierten Beurtei-
lung mathematischer Kompetenzen sollte diese auch fiir Facharbeiten geeignet sein, wel-
che immer mehr als Moglichkeit der Beurteilung komplexer Schiilerleistungen in der
gymnasialen Oberstufe gesehen werden. Der Umfang und die Komplexitit der dabei ge-
zeigten Leistungen bedingt gerade eine differenzierte Beurteilung. Die in dieser Arbeit
vorgestellte Differenzierung in vier Aktivitdtsbereiche wire dabei eine Moglichkeit, die
fachlichen Leistungen differenziert zu beurteilen. Diese miissten von Kriterien erginzt
werden, welche sich auf methodische und personliche Kompetenzen, die bei Facharbeiten

ebenfalls eine grof3e Rolle spielen, beziehen.
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Anhang 1 Erginzende Materialien zu den in Kapitel 4

beschriebenen schulpraktischen Untersuchungen

Anhang 1.1 Kompetenzniveaus in Abhiingigkeit vom Stoffgebiet und vom

Kompetenzbereich (zu Abschnitt 4.1.3)

Um Unterschiede in den Ausprigungen der Kompetenzen in den einzelnen Stoffeinheiten
und in der Entwicklung der Kompetenzen aufzudecken, konnen die durchschnittlichen
Leistungsniveaus eines Schiilers in den vier Aktivitdtsbereichen und Stoffabschnitten

vergleichend graphisch dargestellt werden.

Schiiler 1

.. Die Stdrken von Schiiler 1 liegen im darstel-
] Schiller 1 lend-interpretativen und  formal-operativen
)= 32 Bereich. Die Grundkenntnisse sind abhingig
$ E A 1 A : vom Stoffgebiet. Okonomische Funktionen
R 1 [ | N stellen eine Schwierigkeit dar und fithren zum
§ s Absinken der Leistungen in der Anwendung
g der Differenzialrechnung (ANA3). Die Kom-
X0 petenzen im heuristisch-experimentellen
Bereich liegen auf einem guten Niveau. Der
A kritisch-argumentative  Bereich kann als
Schwiche des Schiilers betrachtet werden.
ANAT ANAZ ANA3 LA Formale Beweise (ANA3) werden jedoch gut

¢GV WD AFO /HE ¢KA | Stoffgebiet | bewaltigt.

Schiiler 2
. Auch bei Schiiler 2 liegen Stiarken im formal-
Schiller 2 operativen und  darstellend-interpretativen
2 Bereich. Im heuristisch-experimentellen Be-
B A #® reich findet eine kontinuierliche Leistungsstei-
A A v gerung statt, so dass auch diese Kompetenz-

—_

v gruppe im zweiten Schulhalbjahr zu den Stér-
ken des Schiilers zdhlt. Ebenso konnten die
Kompetenzen im  kritisch-argumentativen
Bereich  kontinuierlich  gesteigert  werden.
Insgesamt profitierte dieser Schiiler am stérks-
-1 ten von der Forderung in der mathematisch
ANAT ANA2 ANA3 LA profilierten Klasse und steigerte seine Leistun-
gen am deutlichsten. Die Unterschiede zwi-
4GV ED AFO /AHE ¢KA| Stoffgebiet | schen den Leistungen in den verschiedenen
Kompetenzbereichen sind gering.

Mittelwert
Kompetenzniveau

o
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Schiiler 3

N

Schiiler 3

Mittelwert
Kompetenzniveau

o

1
—_

ANA1

ANA2  ANA3

*GW

DI AFO

HE ¢KA

LA
Stoffgebiet

Schiiler 4

Schiiler 4

1>

>

Mittelwert
Kompetenzniveau

ANA1

ANA2  ANA3

*GW

DI AFO

HE @&KA

LA
Stoffgebiet

Schiiler 5

N

Schiiler 5

—_

4>

Mittelwert
Kompetenzniveau

o

ANA1

ANA2  ANA3

*GWV

DI  AFO

HE ¢KA

LA
Stoffgebiet

Auch bei Schiiler 3 zdhlen die formal-
operativen Kompetenzen zu den individuellen
Starken. Die Grundkenntnisse sind abhidngig
vom Stoffgebiet, z. B. gibt es diesbeziiglich
deutliche Unterschiede zwischen der Anwen-
dung der Differenzialrechung (ANA3) und der
Linearen Algebra (LA). Die Leistungen im
darstellend-interpretativen Bereich konnen in
der Linearen Algebra nicht gehalten werden.
Im heuristisch-experimentellen Bereich ist eine
Steigerung erkennbar. In der Linearen Algebra
ist die Verbesserung im kritisch-argumen-
tativen Bereich deutlich.

Die mathematischen Grundkenntnisse dieses
Schiilers liegen stabil auf hohem Niveau. Zu
den Stirken zédhlen aber auch die heuristisch-
experimentellen, formal-operativen und dar-
stellend-interpretativen Kompetenzen. Ledig-
lich bei den Aufgaben zur Anwendung der
Differenzialrechnung (ANA3) fielen dem
Schiiller die Ansédtze etwas schwerer. Die
Leistungen im kritisch-argumentativen Bereich
sind geringer als in den anderen Bereichen.

Auch bei diesem Schiiler haben die Leistungen
im formal-operativen und darstellend-interpre-
tativen Bereich die individuell héchsten Ni-
veaus. Das Grundwissen des Schiilers und die
Leistungen im  heuristisch-experimentellen
Bereich sind in den Stoffgebieten Reelle Zah-
lenfolgen (ANA1) und Einfilhrung in die
Differenzialrechnung (ANA2) etwas niedriger
als in der Anwendung der Differenzialrech-
nung (ANA3) und in der Linearen Algebra
(LA). Im kritisch-argumentativen  Bereich
konnte von einem niedrigen Niveau ausgehend
ein gutes Endniveau erreicht werden.
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Anhang 1.2 Vergleich

4.1

4)

individueller Kompetenzniveaus (zu Abschnitt

Um Unterschiede in den Auspriagungen der Kompetenzen zwischen den Schiilern aufzude-

cken, werden die durchschnittlichen Leistungsniveaus der flinf Schiiler jeweils fiir einen

Aktivitdtsbereich in den einzelnen Stoffgebieten verglichen. Mdoglicherweise ergeben sich

so Hinweise flir notwendige individuelle Férdermafnahmen.

Grundwissen
Vergleich zwischen den Schiilern

=}
5]
o
2
f=
N
[=
8
2 A
T 1 4 |
3
2
=

0

-1 T

ANA1 ANA2 ANA3 LA

*s1 s2  AS3 s4 s5 Stoffgebiet
5 Darstellend-interpretativ
§ Vergleich zwischen den Schiilern
g,
8
] -~ o
[}
g- ‘ A @
g A
§
2
2
g

-1 T

ANA1 ANA2 ANA3 LA

o1 2 A3 4 5 Stoffgebiet

Die Stellung eines Schiilers in der
Lerngruppe beziiglich seines Grund-
wissens kann vom Stoffgebiet abhén-
gen. Das Grundwissen von Schiiler 5
ist im Stoffgebiet Einfihrung in die
Differenzialrechnung (ANA2) geringer
im Stoffgebiet Anwendung der Diffe-
renzialrechnung (ANA3) etwas hoher
als das seiner Mitschiiler. Insgesamt
sind die Unterschiede im Grundwissen
der fiinf Schiiler jedoch gering.

Zwischen  den  darstellend-interpre-
tativen Kompetenzen der Schiiler gibt es
keine deutlichen Unterschiede. In den
Stoffgebicten =~ Reelle  Zahlenfolgen
(ANA1) und Anwendung der Differen-
zialrechnung (ANA3) liegen sie sogar
sehr eng beicinander. Im Stoffgebiet
Lineare Algebra (LA) sind die darstel-
lend-interpretativen Kompetenzen von
Schiiler 3 niedriger als die seiner Mit-
schiiler.
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Formal-operativ Auch beztiglich der formal-operativen
Vergleich zwischen den Schiilern Kompetenzen der Schiiler zeigen sich
keine deutlichen Unterschiede. Da hier
. . 3 auch die aufgabenabhingigen Schwan-
A 'y v kungen der Kompetenzen eines Schiilers
gering sind (vgl. 4.1.3) werden individu-
ell differenzierte Fordermafnahmen in
diesem Bereich nicht fiir notwendig
gehalten.

N

Mittelwert Kompetenzniveau

o

ANA1 ANA2 ANA3 LA
Stoffgebiet

*1 2 A3 4 5

Heuristisch-experimentell Im heuristisch-experimentellen Bereich
Vergleich zwischen den Schiilern sind die interindividuellen Unterschiede
ebenfalls gering. Ob eine geeignete
Losungsstrategie gefunden werden kann
; ~ ist jedoch deutlich von der Aufgabe bzw.
A v vom speziellen angesprochenen Inhalt
abhingig (vgl. 4.1.3). Deshalb koénnen
konkrete  individuelle  lernférdernde
Hinweise oder MaBnahmen durchaus
sinnvoll sein.

N

»
4

N

Mittelwert Kompetenzniveau
oD

o

ANA1 ANA2 ANA3 LA
Stoffgebiet

1 2 A3 4 5

Auch im kritisch-argumentativen Be-
reich liegen die Leistungen der Schiiler
erstaunlich nahe beieinander. Im Stoff-
gebiet Anwendung der Differenzial-
rechnung {bersteigen die Leistungen
von Schiiler 2 deutlich die Leistungen
. der anderen Schiiler. Fiir alle Schiiler
zeigt sich ein steigender Trend, der
jedoch unterschiedlich ausgeprigt ist.

Kritisch-argumentativ
Vergleich zwischen den Schiilern

N

N

Mittelwert Kompetenzniveau

o

Da im kritisch-argumentativen Bereich
alle Schiiler ihre individuell niedrigsten
mittleren Kompetenzniveaus haben, ist
-1 eine verstirkte Forderung fiir diesen

ANAT ANA2 ANA3 LA Bereich sinnvoll. Die Bedeutung von
Stoffgebiet)  Argumentationen im Unterricht der
profilierten Klasse hat bereits Wirkung
gezeigt,

1 2 A3 4 5
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Anhang 1.3 Aufgabenanalyse und Beurteilungskriterien fiir zwei Aufga-

ben der in 4.2 beschriebenen Fallstudie

Aufgabe 11B1.1 Schneeflockenkurve

Aufgabenstellung

Der Umfang eines gleichseitigen Dreiecks (Figur 1) sei 3. Jede der drei Seiten wird gedrit-
telt und iiber dem mittleren Drittel wird nach auen ein gleichseitiges Dreieck errichtet,
d. h. zur vorhandenen Figur nach auBlen hinzugefligt. Das mittlere Drittel wird entfernt. Es
entsteht Figur 2. Das Verfahren wird fortgesetzt, indem in Figur 2 jede Seite gedrittelt und
iiber dem mittleren Drittel ein gleichseitiges Dreieck nach aullen errichtet wird und das
mittlere Drittel entfernt wird. Es entsteht Figur 3 usw.
a) Konstruieren Sie die erste, zweite und dritte Figur.
b) Es seien U, der Umfang und 4, der Flacheninhalt der n-ten Figur.

Berechnen Sie U, U,, Us, A1, A>, As.

Was passiert mit U, bzw. 4,, wenn n sehr grof wird?

Legen Sie Ihre Analyse ausfiihrlich dar und begriinden Sie Ihre Vermutung.

Charakterisierung der Aufeabe

Diese komplexe Aufgabe fordert von den Schiilern ein breites Kompetenzspektrum und die
Vernetzung verschiedener mathematischer Inhalte. Das ermdéglicht zu Beginn der elften
Klasse einen Eindruck {iber die in der Sekundarstufe I von den Schiilern erworbenen ma-
thematischen Kompetenzen und Kenntnisse.

In Teilaufgabe a) sind Kenntnisse aus der Geometrie, insbesondere zur Dreieckskonstruk-
tion notwendig, wobei eine komplizierte Konstruktionsanweisung verstanden und umge-
setzt werden muss. Im Teil b) sind Kenntnisse zur Umfangs- und Flichenberechnung von
gleichseitigen Dreiecken erforderlich. Die eigentliche Anforderung besteht jedoch in der
Verallgemeinerung der Formeln (U,, 4,) und in der Abschidtzung fiir grole ». Dafiir sind
selbstindig heuristische Strategien und schliissige Argumente zu finden und anzuwenden.
Auf Grund der interessanten Thematik (fraktale Geometrie) ermoglicht die Aufgabe einen
motivierenden Einstieg in das Stoffgebiet der Reellen Zahlenfolgen. Der Begriff der Zah-
lenfolge, Darstellungsmoglichkeiten und Eigenschaften von Zahlenfolgen bis hin zur

Grenzwertbetrachtung koénnen so problemorientiert erarbeitet werden. Auf die Aufgabe
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kann zu einem spéteren Zeitpunkten zuriickgegriffen werden, z. B. um den exakten Nach-

weis der Begrenztheit des Flacheninhaltes fiir n— co zu erbringen.

Mogliche Losung

Figur 1 Figur 2 Figur 3

Abb.: Darstellung der drei Figuren (schematisch, keine Konstruktion) aus:

http://www.learn-line.nrw.de/angebote/neuemedien/medio/mathe/geometrie/schnee/ablatt2.htm
a)
Figur 1: Konstruktion eines gleichseitigen Dreiecks, z. B. mit Seitenldnge s = 6 cm (MaB-
stab 6:1), mit Zirkel und Lineal
Figur 2: Wiederholung von Figur 1,
Teilen der Seiten durch 3 — neue Seite s =2 cm,
Uber dem mittleren Stiick aller drei Seiten wird ein gleichseitiges Dreieck mit
s = 2 cm konstruiert und das mittlere Stiick des grof8en Dreiecks ausradiert.
Figur 3: Wiederholung von Figur 2, erneutes Teilen aller Seitenstiicke durch 3,
Errichten kleiner gleichseitiger Dreiecke (s ca. 0,7 cm) tiber dem mittleren Stiick,
Ausradieren der Begrenzungen, so dass ein Stern entsteht (Siche Abbildung)
b)
Betrachtung des Umfangs:

U,=3 — s;=1 : Seitenlédnge des Dreiecks

U2: i §_§:2+§:E:
3 3 3 3 3
9 9 9 3 3

Mit zunehmendem » wird der Umfang immer gréBer.

Gibt es einen konstanten VergrofBerungsfaktor?
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U4 U161 4
u 37 U, 3 4 3

Es scheint einen solchen Faktor n = 4/3 zu geben.
4 4 n—1
Verallgemeinerung (Vermutung)112 =U, g bzw. U, =U, [Ej

Da n >1, wird der Umfang bei jeder ,,Zackengeneration* gleichmaBig groBer und schlie3-
lich unendlich groB.

Betrachtung des Flicheninhalts:

LB B
l = —_— Sl = oe—_—
4 4
(Flacheninhalt des gleichseitigen Dreiecks: Teilung in zwei rechtwinklige Dreiecke, Be-
stimmung der fehlenden Seite mit dem Satz des Pythagoras)
B BB (] B
3

4 4 4 4 4 3

B, BB

Ay =A, +12- =5} +=.
o 4 7 4 4

+£.12.(1f RE £1(l+9j

]
34 “\9) 4 43

Die Fliache wird also ebenfalls immer grofer. Sie kann aber nicht unendlich grof3 werden.
Beispielsweise kann um die Schneeflocke ein Kreis gelegt werden, so dass die gro3en
Spitzen auf dem Radius liegen. Auch wenn z noch so steigt, wird dieser Kreis nicht iiber-

schritten und der Flicheninhalt wird immer kleiner als der des Kreises bleiben.

Um eine allgemeine Vorschrift zu erkennen, wird zusétzlich 44 berechnet.

A, = A, +48-§'s2 = 4, +48-£-[Lj2 —£+£ l[ _+[4j2j

4 \27 4 43 9 \9
2 n—1
Verallgemeinerung: 4, —£+£ l +i+[ij ++[ij
4 4 3 9 \9 9
Mit der Summenformel'”® x° +x' +x* +...+x"" = ll—x , x =1 folgt
- X

"2 Beweis z. B. mit vollstindiger Induktion.
' Diese Summenformel kann den Schiilern bekannt sein oder kann ihnen gegeben werden. Viele Schiiler
werden an dieser Stelle aber eher anschaulich verbal argumentieren.
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1—

4}"
_\9)

Mit n—eo geht x” fiir 0 < x <1 gegen Null und es ergibt sich

T? + g : % : % = %ﬁ . Somit ndhert sich der Flédcheninhalt der Schneeflo-

PR CIREN]
4 4 3

7N

O | W

4,

ckenkurve tatsichlich einem konstanten Wert.

Kompetenzspektrum

Grundwissen: Dreieckskonstruktion, Umfang/Fliche gleichseitiger Dreiecke, Satz d. Pythagoras (GW)
Graphisch Darstellen (DI)

Ubersetzen (DI)

Formal Darstellen (DI)

Ausfiihren algebraischer Operationen, Umformungen, Berechnungen (FO)

Finden geeigneter Losungsstrategien (HE)

Analysieren (HE)

Mathematisch Argumentieren (KA)

Analyse der Aufgabe nach den Kriterien an Aufgaben zur differenzierten Beurteilung

mathematischer Kompetenzen

Bedingungen an Aufgaben zur differenzierten Beurteilung mathematischer Kompetenzen

Bedingungen auf Grund der Beurteilungssituation
Validitat

Die Aufgabenstellung enthélt einen ldngeren Text, der zu verstehen und zu iibersetzen ist.
Die notwendige fachliche Lesekompetenz ist Voraussetzung fiir die Bearbeitung der Auf-
gabe. Sie iiberdeckt jedoch nicht die zu beurteilenden Kompetenzen, sondern die Uberset-
zung wurde explizit als Beurteilungsanlass benannt. Die anderen Kompetenzen kénnen
von der Ubersetzung isoliert werden und sind auch bei falscher Ubersetzung (wenigstens
teilweise) beurteilbar. Der Text sollte fiir Schiiler der gymnasialen Oberstufe gut verstind-
lich sein, so dass keine Schwierigkeiten mit dem Textverstdndnis erwartet werden. Die
Aufgabe spricht wichtige mathematische Kompetenzen wie Formalisieren, Analysieren,

Verallgemeinern, Aufstellen und Begriinden von Vermutungen an.
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Gerechtigkeit

Verstandlichkeit: Die fachsprachlichen Begriffe der Konstruktionsbeschreibung und Auf-
gabenstellung werden im Regelfall in der Sekundarstufe 1 verinnerlicht. Der umfangreiche

Text ist flir Schiiler der Sekundarstufe II sprachlich und fachsprachlich angemessen.

Erwartungstransparenz: Es wird deutlich formuliert, was eine Aufgabenbearbeitung ein-
schliet. Die Schiiler werden explizit zur ausfiihrlichen Darlegung und Begriindung aufge-

fordert. Dies ist notwendig, um die Analyse und Verallgemeinerung beurteilen zu kdnnen.

Ergebnisorientierung: Durch zahlreiche (explizite und implizite) Teilaufgaben ist gewéhr-

leistet, dass mit der aufzubringenden Zeit addquate Bewertungsanldsse einhergehen.

Schwierigkeit: Die Aufgabe hat fiir den Beginn der elften Klasse eine angemessene
Schwierigkeit, da alle Wissenselemente Inhalte der Sekundarstufe I sind. Auch {iber die
methodischen Mittel (z. B. Darstellen durch Variablen, Begriinden) verfiigen Schiiler in

der Regel beim Ubergang in die gymnasiale Oberstufe.
Moglichkeit individueller Wege (Offenheit)

Die Aufgabe ist methodisch offen und auf unterschiedlichen Wegen losbar, z. B. die fol-
genden Aufgabenteile: Konstruktion, Bestimmung der Flidche, Untersuchung des Grenz-

verhaltens.

Bedingungen durch Anspruch an Aufgabenqualitdit

Individuelle und gesellschaftliche Bedeutung der Aufgabe: Die Kochkurve bietet Einblick
in die interessante Thematik der fraktalen Geometrie. Die plakative Uberschrift und der
handlungsorientierte Zugang konnen Neugier wecken. Gesellschaftliche und individuelle
Bedeutung hat die Aufgabe durch die Anwendung der induktiven Methode: Ausgehend
von Spezialfillen werden allgemeine Zusammenhénge entdeckt (wie oft in der experimen-
tellen Forschung). Auch das Abschdtzen von Termen fiir groe Zahlen hat praktische
Bedeutung.

Kognitive Forderung: Die Aufgabe kniipft an Inhalte der Sekundarstufe I an, um auf die
Oberstufenthemen (Zahlenfolgen, Grenzverhalten von Folgen) {iberzuleiten. Sie erlaubt
vielen Schiilern einen Zugang, genauso aber auch iiber ihr derzeitiges Wissen hinauszuge-
hen und selbstindig Zusammenhidnge zu finden. Die Losbarkeit mit unterschiedlichen

Darstellungsmitteln und auf unterschiedlichen Formalisierungsniveaus und kognitiven
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Ebenen erlaubt es, die Schiiler differenziert zu fordern und zu fordern (z. B. kann die Ana-

lyse und Verallgemeinerung sowohl anschaulich als auch formal vollzogen werden).

Kriterien verbunden mit dem Ziel des Ansprechens vielseitiger mathematischer Kompeten-

zen
Darstellend-interpretative Aktivitdten: graphisch darstellen, {ibersetzen, formal darstellen

Heuristisch-experimentelle Aktivitdten: geeignete Losungsstrategien finden, analysieren,

verallgemeinern

Formal-operative Aktivitdten: Dreieckskonstruktionen ausfiihren, algebraische Operatio-

nen und Umformungen ausfiihren

Kritisch-argumentative Aktivitdten: Schlussfolgerungen ziehen, mathematisch argumentie-

ren

Fazit der Analyse der entscheidenden Kriterien: Die Bedingungen an Aufgaben zur differen-
zierten Beurteilung mathematischer Kompetenzen werden erfiillt, wenn die Schiiler darin

geiibt sind, komplexe Gedankengéinge nachvollziechbar darzulegen.

Komplexititsbeschreibende Merkmale von Aufeaben zur differenzierten Beurteilung

mathematischer Kompetenzen

Komplexitédt der einbezogenen mathematischen Inhalte

Wissenseinheit/Stoffgebiet und curriculare Wissensstufe: Es werden die Wissenseinheiten
,Dreieckskonstruktionen”, ,,Fliche und Umfang von Dreiecken” sowie ,,Termumformun-
gen” notwendig, die {iblicherweise in Klasse 7 und 8 thematisiert werden. Zusitzlich kann
der Satz des Pythagoras hilfreich sein. Es sind mehrere Wissenseinheiten aus Geometrie

und Algebra der Sekundarstufe I zu verbinden.

Art des Wissens: Faktenwissen (Formeln fiir Umfang, Fliche von Dreiecken), prozedurales
Wissen (Dreieckskonstruktionen), konzeptuelles Wissen (Zuldssigkeit von Verallgemeine-

rungen, Angemessenheit von Begriindungen)

Es liegt eine neuartige und komplexe Verkniipfung bekannter Wissenselemente vor: An-

forderungsbereich 3.
Komplexitét beziiglich spezifischer Aktivitétsbereiche

Anforderungen im heuristisch-experimentellen Bereich: Die kontextuelle Komplexitét

entspricht Stufe 2: Die notwendigen mathematischen Operationen bleiben hinter dem
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Kontext verborgen, eine innermathematische Modellierung ist notwendig. Die Aufgabe ist
methodisch offen, es wird kein Losungsverfahren vorgegeben, sondern dieses ist von den
Schiilern selbst zu entwickeln. Heuristische Aktivitdten wie Analysieren/Vergleichen von
Termen und (schliissig) Verallgemeinern sind fiir Schiiler zu Beginn der elften Klasse

anspruchsvolle Tatigkeiten: Anforderungsbereich 3.

Anforderungen im formal-operativen Bereich: Es sind algebraische Operationen und Um-
formungen der Sekundarstufe 1 anzuwenden, die selbstidndig auszuwdihlen, anzuordnen

und auszufiihren sind: Anforderungsbereich 2.

Anforderungen im darstellend-interpretativen Bereich: Es sind vielfiltige Darstellungsfor-
men einzusetzen (formal, graphisch, verbal) und zwischen diesen zu ilibersetzen. Geeignete
Darstellungen sind selbst zu wihlen. Diese konnen die Verallgemeinerung und die Analyse
des Grenzverhaltens wesentlich unterstiitzen. Die Aufgabenstellung ist verbal formuliert.
Es werden jedoch bereits Variablen definiert, was bei der Ubersetzung in die symbolische
Darstellung helfen kann. Je nach individuellem Loésungsweg entsprechen die ausgeflihrten

darstellend-interpretativen Aktivititen Anforderungsniveau 2 oder 3.

Anforderungen im kritisch-argumentativen Bereich: Es ist eine Begriindung anhand ma-
thematischer Argumente zu formulieren. Die Argumente sind selbstdndig auszuwahlen und
anzuordnen. Graphische Mittel und formale Berechnungen kdénnen unterstiitzend wirken.
Hinsichtlich der Formalisierung der Argumentation sind Differenzierungen zu erwarten.
Die schliissige Begriindung oder Herleitung einer Vermutung, z. B. einer Verallgemeine-
rung oder einer Approximation, kann fiir Schiiler zu Beginn der elften Klasse eine neuarti-

ge Anforderung sein: Anforderungsbereich 3.



Seite 296 Anhang

Aufgabenspezifische Beurteilungskriterien

Das Grundwissen und die bereichspezifischen Kompetenzen der Schiiler kénnen nicht
abgelesen werden, sondern sind interpretativ aus den schriftlichen Bearbeitungen zu er-
schlieBen. Die Abstufung der Kompetenzniveaus zwischen dem hochsten Niveau (4 Punk-
te) und dem niedrigsten Niveau (0 Punkte) unternimmt der Beurteilende in eigenem Er-
messen. Im Folgenden wird ein Vorschlag''* fiir kompetenzbezogene Beurteilungskriterien
vorgelegt, der in der Erprobung verwendet wurde. Dieser ist dem Unterrichtskonzept und
dem Leistungsniveau der Klasse anzupassen. Es wird dabei versucht, das Kompetenzspek-
trum der Aufgabe abzudecken. Bei einer Schiilerlosung kann moglicherweise nur eine
Auswahl davon beriicksichtigt werden. Welche Kompetenzen beurteilt werden konnen,

hiangt vom individuellen Losungsweg und der Darstellung der Losungsfindung ab.
1. Grundwissen (GW)

Fiir die Losung der Aufgabe ist Grundwissen aus dem Bereich der Geometrie, insbesonde-
re zu Dreieckskonstruktionen und zu Umfang und Flidche von (gleichseitigen) Dreiecken,
aber auch aus dem Bereich der Algebra zu Termumformungen und zur Potenzrechnung
notwendig. Je nach Losungsweg konnen weitere Inhalte wichtig werden, wie der Satz des
Pythagoras oder die Formel fiir die Kreisfliche.''> Faktenwissen allein ist nicht ausrei-

chend, es wird auch prozedurales und konzeptuelles Wissen notwendig (vgl. Aufgabenana-

lyse).

4 Punkte | Das zur Losung der Aufgabe notwendige Grundwissen wird korrekt dargelegt und
angewendet. Der Losungsweg enthélt keine Fehler oder Liicken/Abbriiche, die offen-
sichtlich fehlendem Grundwissen zuzuschreiben sind.

3 Punkte |Faktenwissen und prozedurales Wissen zu den angesprochenen Inhalten der Sekundar-
stufe I wird fehlerfrei dargelegt. Beim konzeptuellen Wissen zu komplexeren Zusam-
menhdngen treten (wenige, kleinere) Fehler auf, z. B. bzgl. des Verhaltens von variab-
len Termen in Grenzfillen.

2 Punkte | Grundlegende Kenntnisse sind vorhanden, aber ein wichtiges Wissenselement der
Sekundarstufe I ist nicht anwendbar, z. B. Satz des Pythagoras.

1 Punkt Einige elementare Kenntnisse werden gezeigt, aber ebenso werden deutliche Liicken
zu Standardinhalten der Sekundarstufe I sichtbar.

0 Punkte |Das fiir die Aufgabe typische Grundwissen wird nicht gezeigt, z. B. sind die Formeln
fiir Umfang und Flacheninhalt von Dreiecken nicht anwendungsbereit.

"% Sinnvoll wire es, wenn sich Lehrer einer Schule gemeinsam auf derartige Beurteilungskriterien einigen.
Zur Begriindung und Entwicklung konkreter Beurteilungskriterien siehe Kapitel 3.

"' Die in der Beispiellosung verwendete Summenformel kann nicht zum iiblichen Grundwissen der Schiiler
gezéhlt werden. Sie sollte den Schiilern zur Verfligung gestellt werden.
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2. Graphisch Darstellen (DI)

Die verbal gegebene Konstruktionsbeschreibung ist in eine graphische Darstellung zu
iibersetzen. Die Besonderheit ist dabei eine Kombination von Dreieckskonstruktionen, als
formalen Verfahren mit vorgegebener Schrittfolge, und eigenstdndigen Gestaltungen. Bei-

de Aspekte sind im Regelfall im zur Verfligung stehenden Produkt nicht mehr zu trennen.

4 Punkte | Die verbal gegebene Aufgabenstellung bzw. Konstruktionsanweisung wird korrekt in
die graphische Darstellung tibersetzt. Es wird unter Beachtung der Komplexitit ein
geeigneter MaBstab/eine geeignete Grofe der Darstellung gewihlt. Die Dreiecks-
konstruktionen werden korrekt, vollstdndig und exakt ausgefiihrt. Es wird eine
geeignete Darstellungsweise gewéhlt, z. B. drei einzelne Figuren oder farbliche
Unterscheidungen innerhalb einer Figur.

3 Punkte | Die Ubersetzung ist korrekt, die Darstellung enthilt kleine Mingel, wie vergessene
Ausradierungen. Die Konstruktionen sind korrekt, zeigen aber kleine Unsauberkeiten.

2 Punkte | Die Ubersetzung ist iiberwiegend korrekt. Es gibt jedoch kleine Ubertragungsfehler,

z. B. fehlende Zacken in Figur 3, Unexaktheiten, z. B. in den MaRen, oder die Darstel-
lung ist untibersichtlich, z. B. unnétige Hilfslinien, ungiinstige Beschriftung, ungeeig-
nete GroBe. Es gibt Unsauberkeiten/Fehler bei einer Teilkonstruktion oder die Kon-
struktion ist unvollstdndig.

1 Punkt Die Darstellung zeigt deutliche Ubertragungsfehler. Es wurde eine Skizze angefertigt,
keine Konstruktion. Die graphische Darstellung ist unvollstidndig, z. B. Figur 3 fehlt,
oder sehr unsauber.

0 Punkte |Es wurde keine graphische Darstellung angefertigt.

3. Ubersetzen (DI)

Das Ubersetzen der verbalen Informationen der Aufgabendarstellung in die mathematische
Sprache betrifft hier die Ubersetzung in die formale Darstellung im Aufgabenteil b). Dafiir
ist ein geeignetes mathematisches Konzept zu finden und mit den verbalen Informationen
der Aufgabenstellung zu verbinden. Der Ubersetzungsprozess sollte nachvollziehbar sein.
Problematisch bei der Beurteilung der Ubersetzung ist die Abgrenzung vom Grundwissen
und der Wahl geeigneter Losungswege. So kann eine falsche Gleichung durch fehlendes
Grundwissen oder durch eine falsche Ubersetzung oder durch das Herstellen falscher

Zusammenhénge entstehen, was im Einzelfall zu priifen wire.



Seite 298 Anhang

4 Punkte | Das gewihlte Modell ist geeignet, das Problem mathematisch darzustellen: Es werden
Gleichungen zur Berechnung von Umfang und Fldche aller Figuren aufgestellt. Die
Ubersetzung der verbalen Informationen der Aufgabenstellung in das mathematische
Modell erfolgt formal und mathematisch korrekt und vollstindig (dquivalente Darstel-
lungen). Die Darstellungen sind gut lesbar und geeignet das Problem in der mathema-
tisch-formalen Sprache weiter zu verarbeiten. Die Ubersetzung ist nachvollziehbar:
Beschreibung/Zuordnung der Variablen (z. B. an der Skizze).

3 Punkte | Die formale Darstellung ist korrekt, enthélt jedoch kleine ,,Unschonheiten®, wie Zahlen
anstelle von Variablen, ungeeignete Variablen oder es findet keine Darstellung der
Ubersetzung/Erliuterung der Variablen statt.

2 Punkte | Die Ubersetzung gelingt im Wesentlichen, es gibt jedoch Mingel in der gewihlten
Darstellung, sie ist z. B. nicht fiir die Verallgemeinerung geeignet oder es liegt ein
Ubersetzungsfehler, z. B. falsche Seitenléingen, vor.

1 Punkt | Nur ein Teil der Eigenschaften kann richtig iibertragen werden. Es gibt mehrere Uber-
setzungsfehler, grobe Méngel in der Darstellung, das verwendete Modell ist ungeeig-
net, z. B. Formel fiir den Flicheninhalt falsch angewendet, oder die Ubersetzung ist
unvollstdndig, z. B. nur ein Ansatz oder U;, A; fehlen.

0 Punkte | Die Ubersetzung gelingt nicht, obwohl das notwendige Grundwissen dargelegt wird
(z. B. nur Formeln aufgeschrieben, nicht auf das spezielle Problem tibertragen).

4. Formal Darstellen (DI)

Die Analyse der Kompetenz des formalen und symbolischen Darstellens beginnt nach dem
Ubersetzungsprozess und umfasst die gesamte Darstellung des Losungsweges. Die Schiiler
sollen zeigen, dass sie mit fachwissenschaftlichen Symbolen und standardisierten Notatio-
nen umgehen konnen. Dies beginnt bei der Aufstellung von Gleichungen unter Verwen-
dung der iiblichen Symbole fiir Rechenoperationen und endet bei der korrekten Verwen-
dung logischer Symbole. Bei dieser Aufgabe kommen formale Darstellungsmittel zum
Einsatz, die bis Ende der Sekundarstufe I erworben werden. Notationen der Algebra wer-
den eingesetzt, um vollzogene Umformungen und Rechenschritte nachvollziehbar darzule-
gen. Werden Verallgemeinerung und Begriindung auf symbolischer Ebene ausgefiihrt, sind
eigenstidndige, auch anspruchsvolle Darstellungen vorzunehmen. Findet die Darstellung
iiberwiegend nicht auf symbolischer Ebene statt, entfillt die Einschitzung dieser Kompe-

tenz.
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4 Punkte

Es werden geeignete formale Darstellungsmittel (z. B. Gleichungen, Terme) und
geeignete Symbole (z. B. fiir die einzelnen Flidchen und Umfinge) ausgewdihlt. Der
Losungsweg wird formal exakt dargelegt (keine Fliichtigkeiten, wie fehlende Klam-
mern, Indizes). Die verwendete Symbolik ist eindeutig und wird konsistent beibehal-
ten. Die symbolische Darstellung des Losungsweges ist angemessen ausfiihrlich, gut
lesbar, tibersichtlich. Logische Symbole werden korrekt und sinnvoll verwendet.

3 Punkte

Die formale Darstellung des Losungsweges ist bis auf einzelne Fliichtigkeitsfehler
richtig, aber nicht immer effektiv und der Losungsfindung dienlich, z. B. umsténdli-
che, nicht zielorientierte Umformungen.

2 Punkte

Die formale Darstellung ist korrekt, beschriankt sich aber auf Standarddarstellungen
der Sekundarstufe I, z. B. die iiblichen algebraischen Darstellungen. Ein selbsténdiger,
kreativer Einsatz formaler Schreibweisen und Notationen z. B. bei der Verallgemeine-
rung oder bei Schlussfolgerungen, ist nicht moglich.

1 Punkt

Es gibt formale Fehler und Unexaktheiten, auch bei standardisierten Darstellungen.
Die formalen Darlegungen sind schlecht lesbar.

0 Punkte

Der Losungsweg kann nicht formal dargelegt werden, z. B. nur Ergebnisse oder verba-
le Schliisse ohne formale Untermauerung (obwohl dies notwendig wére).

5. Ausfiihren algebraischer Operationen, Umformungen, Berechnungen (FO)

Folgende kalkiilhafte Grundfertigkeiten werden bei dieser Aufgabe (mindestens) notwen-

dig: Erweitern/Kiirzen, Addieren/Subtrahieren/Multiplizieren von Briichen, Potenzieren

von Briichen, Umstellen von Gleichungen und Wurzeltermen. Insgesamt koénnen sieben

Teilergebnisse bestimmt werden (U, Us, U,, A1, A2, A3, An). Wie bei vielen Kompetenzen

ist zur objektiven und genauen Einschitzung die ausfiihrliche, gut nachvollziehbare Darle-

gung des Losungsweges notwendig. Eine ergebniszentrierte Darstellung wirkt sich nachtei-

lig fiir einen Schiiler aus, wenn korrekte Teilergebnisse nicht sichtbar sind.

4 Punkte Es treten keine (Rechen-)Fehler auf, alle Umformungen/Teilergebnisse sind korrekt.

3 Punkte Es liegen seltene Rechenfehler vor, die aber die Problemlésung im Wesentlichen
nicht beeintrichtigen.

2 Punkte Es zeigen sich erkennbare Unsicherheiten beziiglich der kalkiilhaften Fertigkeiten.
Die Fehler betreffen komplexere algebraische Umformungen, z. B. bei der (algebrai-
schen) Verallgemeinerung von A4,,.

1 Punkt Es treten gehduft Fehler auf, auch bei einfachen algebraischen Operationen der
Sekundarstufe I und der Primarstufe.

0 Punkte Die Aufgabe bzw. die betreffenden Teilaufgaben kénnen auf Grund fehlender forma-

ler Fertigkeiten nicht gelst werden.




Seite 300 Anhang

6. Finden geeigneter Losungsstrategien (HE)

Um geeignete Losungsstrategien zu finden ist es notwendig, Zusammenhinge zwischen
mathematischen Elementen herzustellen und geeignete heuristische Strategien zu erken-
nen. Beide Aspekte, der inhaltliche und der heuristische, sind in der Beurteilung in der
Regel nicht zu trennen und werden gemeinsam erfasst.

Heuristische Strategien und kreative Denkprozesse werden vor allem im letzten Teil der
Aufgabe, beim Abschitzen des Verhaltens von Umfang und Fliche fiir groe » wichtig.
Folgende heuristische Grundstrategien konnen dabei eine Rolle spielen: Abstrahieren, Spe-
zial- und Grenzfille betrachten, Wechseln der Darstellung, Verallgemeinern, Aufstellen
und Priifen von Vermutungen. Die Beurteilung sollte ein vielseitiges heuristisches Reper-
toire wiirdigen. Das Herstellen von Zusammenhédngen bezieht sich auf die gesamte Aufga-
be. Hier sollten alle sinnvollen, mathematisch korrekten selbstdndig gezogenen Vernetzun-
gen gewiirdigt werden. Dennoch steht bei beiden Aspekten die Losung der Aufgabe im

Vordergrund. Das divergente Denken sollte in eine geeignete Losungsstrategie miinden.

4 Punkte | Die Wahl der Konzepte, Methoden, Darstellungen und mathematischen Operationen
ist als Losungsweg geeignet: Die gesuchten Umfinge und Fldchen kénnen berechnet
werden und eine allgemeine Darstellung wird entwickelt, die eine Abschétzung fiir
grofe n zuldsst. Die gewéhlten heuristischen Strategien und mathematischen Vernet-
zungen passen in den Losungsprozess und sind zielorientiert. Ein eigensténdiger,
kreativer Denkprozess ist erkennbar. Das Vorgehen ist mathematisch korrekt; Ver-
stdndnis mathematischer Zusammenhénge wird eingebracht.

3 Punkte | Eine Losung wird erbracht, der Weg ist jedoch umsténdlich, wenig elegant, z. B.
Berechnen vieler Beispiele ohne entsprechende algebraische Darstellung, die eine
Verallgemeinerung erméglicht.

2 Punkte | Die Herangehensweise ist sinnvoll. Der Losungsweg ist jedoch unvollstdndig, z. B.
kann die Verallgemeinerung des Fldcheninhaltes nicht vorgenommen werden, da eine
Idee zur Abstraktion fehlt.

1 Punkt Es konnen nur Bruchstiicke zur Lésung beigetragen werden oder auf Grund fehlender
Methoden und Ideen werden Behelfsmethoden eingesetzt, wie Raten oder grobes
Abschitzen.

0 Punkte | Der korrekte Ansatz kann auf Grund fehlender heuristischer Strategien nicht {iber
Standardrechnungen hinaus fortgefiihrt werden.

7. Analysieren (HE)

In dieser Aufgabe sind die Umfinge und Flicheninhalte der Figuren fur »n=1 bis »=3 zu
analysieren, um eine Vermutung fiir grofle » aufzustellen. Die Analyse kann separat beur-
teilt werden, wenn erkennbar ist, dass sowohl die einzelnen Umfinge als auch die einzel-
nen Flacheninhalte miteinander verglichen und analysiert wurden. Dazu miissen sie we-

nigstens aufgelistet und in einer fiir die Analyse geeigneten Form dargestellt werden (for-
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male Darstellung, aus der die Vermutung abgelesen werden kann). Wird die Analyse nicht
hinreichend ausfiihrlich dargestellt, kann eine Bewertung nur indirekt iiber die formulierte

Vermutung erfolgen, was zu unsicher ist.

4 Punkte | Sinnvolle Methoden der Analyse bzw. des Vergleichs sind erkennbar, wie z. B. die
Ermittlung des Wachstumsfaktors oder der Vergleich von Termen und das Herausstel-
len gemeinsamer Strukturen. Die Analyse bezieht sich auf die wichtigen Komponenten,
z. B. Abstraktion auf dominierende Terme und deren Abschétzung.

3 Punkte | Die Analyse wird fiir Umfang und Fldche durchgefiihrt, enthélt aber intuitive Verglei-
che, z. B. ,,Wachstum wird immer kleiner** - ohne geeigneten Nachweis.

2 Punkte | Die Darstellung der Analyse ist nicht geeignet, z. B. finden sich zu verbalen Beschrei-
bungen keine entsprechenden algebraischen Betrachtungen, obwohl diese fiir fundierte
Schlussfolgerungen notwendig wéren. Entweder werden nur die Fliacheninhalte oder
nur die Umfidnge analysiert oder beides nicht vollstdndig.

1 Punkt | Nur oberflachliche Betrachtung, z. B. Vergleich von Dezimalzahlen, unbegriindete
intuitive Vermutungen, z. B. ,,4,, wird nur noch geringfiigig groBer*.

0 Punkte | Eine Analyse der aufgestellten Terme wurde nicht durchgefiihrt.

8. Mathematisch Argumentieren (KA)

Mathematisch argumentiert werden kann bei dieser Aufgabe innerhalb einer ausfiihrlichen
Begriindung der gezogenen Schliisse bzw. bei einer ausfiihrlichen Herleitung der Abschét-
zung. Einfache Schlussfolgerungen sollten bei der Verallgemeinerung und als Ergebnis der
Analyse flir das Verhalten der Umfinge und Flicheninhalte fiir grof8e » auftreten. Dabei ist
nicht die Analyse an sich von Bedeutung, sondern, ob die Schlussfolgerung mit der Analy-
se stimmig ist und durch sie fundiert wird. Die Form der Argumentation kann unterschied-
lich sein. So kann eine umfassende Analyse mit logischen Schlussweisen in symbolisch-
formaler Form eine ebenso gute Argumentation sein wie eine umfassende verbale Betrach-

tung.
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4 Punkte

Die Argumentation ist mathematisch korrekt, logisch schliissig und fundiert. Die
Argumentationsbasis ist sinnvoll gewihlt, sachlich, logisch und formal korrekt. Die
Argumentationskette ist vollstindig, gut nachvollziehbar, zusammenhéngend und
schliissig. Die Argumentation ist sprachlich und fachsprachlich korrekt und exakt.
Schlussfolgerungen werden explizit formuliert, sind mathematisch korrekt und durch
eine Analyse oder algebraische Vorbereitungen fundiert/gesichert. Sie ergeben sich
schliissig aus den bisherigen Betrachtungen.

3 Punkte

Die Argumentation enthilt kleine Spriinge, ist nicht ganz schliissig, z. B. keine direk-
te Verbindung formale Darstellung - verbale Schlussfolgerung oder etwas ungenau.
Schlussfolgerungen werden explizit gezogen, sind mathematisch korrekt, aber in der
Formulierung nicht ganz exakt, nicht ganz schliissig, nicht vollstdndig fundiert.

2 Punkte

Die Argumentation ist in groben Ziigen schliissig, die Argumentationsbasis geeignet.
Es treten jedoch kleinere logische oder mathematische Fehler auf, die Argumentation
ist teilweise schwer nachvollziehbar, enthilt Spriinge/Liicken. Folgerungen werden
z. T. voreilig oder ohne Untermauerung/algebraische Gegeniiberstellung der Terme
formuliert, z. B. ,,Im Verhéltnis wird U viel groBer als A.“

1 Punkt

Es gibt mehrfach unbegriindete Aussagen, die Argumente sind z. T. nicht angemes-
sen. Es treten mathematische und logische Fehler auf oder die Argumentation ist
oberflachlich, voreilig, bruchstiickhaft, z. B. ,,Je groBer » wird, desto groBer wird
U,*, ohne dass dies aus den Termen zu sehen ist.

Mehrere Schlussfolgerungen sind mathematisch nicht korrekt, z. B. ,,U und 4 wach-
sen gleichermaflen.*, werden iiberwiegend intuitiv und oberflichlich gezogen.

0 Punkte

Es findet keine angemessene Argumentation/Begriindung statt. Es werden keine
expliziten Schliisse gezogen, obwohl das die Losung zuldsst.
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Beurteilungsbogen

Einschitzung der Bearbeitung der Aufgabe 11B1.1 Schneeflockenkurve

Name:

Mathematische Kompetenz

Einschétzung

Bemerkung

Grundwissen (GW)

Graphisch Darstellen (DI)

Ubersetzen (DI)

Formal Darstellen (DI)

Ausfiihren algebraischer Operationen,
Umformungen, Berechnungen (FO)

Finden geeigneter Losungsstrategien (HE)

Analysieren (HE)

Mathematisch Argumentieren (KA)

Weitere Benmerkungen/
besondere Leistungen
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Aufgabe 11B4.2: Zwischenwertsatz

Aufgabenstellung

Folgender Satz wird Zwischenwertsatz genannt:
Sei f eine Funktion, [a,b] ein abgeschlossenes Intervall. Ist f stetig in [a,b] und
f(a)# f(b), so nimmt fim Intervall [a,b] jeden Wert zwischen f{a) und £{b) an.

a) Begriinden Sie, dass der Nullstellensatz ein Sonderfall des Zwischenwertsatzes ist.

b) Beweisen Sie den Zwischenwertsatz (z. B. durch Riickfiihrung auf den Nullstellensatz).

¢) Veranschaulichen Sie den Zusammenhang zwischen diesen beiden Sétzen durch eine
Skizze.

Charakterisierung der Aufgabe

Die Aufgabe bietet eine Moglichkeit, den Zwischenwertsatz zu thematisieren, ohne ihn
direkt im Unterricht herzuleiten. Kennen die Schiiler den Nullstellensatz, diirfte es flir sie
kein Problem sein, die Parallelen zu erkennen und beim Beweis zu nutzen. Wichtig ist,
dass die Schiiler sichere Kenntnisse zum Begriff der Stetigkeit und zum Nullstellensatz mit
seinen Voraussetzungen haben und diese iibertragen konnen.

In dieser Aufgabe werden alle Aktivititsbereiche beriicksichtigt. Der Schwerpunkt liegt
auf dem kritisch-argumentativen Bereich. Den Zwischenwertsatz zu beweisen, diirfte auch
fiir Schiiler mathematisch profilierter Klassen anspruchsvoll sein. Deshalb wird der Hin-
weis auf die mogliche Riickfiihrung auf den Nullstellensatz gegeben. Durch Vergleich der
Bedingungen von Nullstellen- und Zwischenwertsatz konnen die Schiiler selbst auf die
Idee der Differenzfunktion kommen und sich so die Strategie des Beweisens mit Hilfsfunk-
tionen erarbeiten. Eine Reflexion im Unterricht ist wichtig, um das neue heuristische Mittel

herauszustellen und allen Schiilern zugénglich zu machen.

Moeliche Losung

Der Nullstellensatz erfiillt die Voraussetzungen des Zwischenwertsatzes: f ist stetig in [a,b]
und f(a)# f(b). Die Bedingung f(a)<0< f(b) bzw. f(b)<0< f(a), ist ein Spezial-
fall von f(a)# f(b). Laut Zwischenwertsatz wird jeder Wert zwischen f{a) und f{h) ange-
nommen, also in diesem Spezialfall auch die Null.

Behauptung: Sei yein Wert zwischen f{a) und f(b): f(a) <y < f(b)oder f(b)<7y <f(a),

dann nimmt /' diesen Wert an, d. h. es existiert c e [a,b] mit f (c) =7y.



Anhang Seite 305

Beweis: Es wird o. B. d. A. der Fall f(a) <y < f(b) betrachtet. Fiir die Differenzfunktion
g(x)=f(x)-y gilt gla)= f(a)-y<0, da f(a)<y nach Voraussetzung. Weiterhin gilt
g(b)= f(b)—y >0, da f(b)>y nach Voraussetzung. Da g(x) als Differenz aus einer
stetigen und einer konstanten, also ebenfalls stetigen Funktion stetig auf [a,b] ist, erfiillt
g(x) den Nullstellensatz. Damit folgt, dass in [a,b] ein ¢ existiert mit g(c) = 0. Daraus folgt
7(c)=y=0 und schlieBlich f(c)=y. Da yein belicbiger Wert zwischen f{a) und f(b) ist,
nimmt f{x) somit jeden Wert zwischen und f{a) und f{(b) an.

Die nachfolgende Darstellung veranschaulicht den Sachverhalt fiir f{x) = x*+x>+2 und y=4
(Intervall z. B. a = 0,5 (4(0,5;0)) und b = 1,5 (B(1,5;0))). Dazu wird die Funktion um 4
Einheiten nach unten verschoben. Die entstandene Funktion g(x) = x’+x2-2 hat bei 1 eine

Nullstelle. Deshalb nimmt f{x) bei ¢ =1 (D(1;0)) den Wert f{c) =4 an.

|

fix)=x"+x"+2

glx)=xl+x’-2

Kompetenzspektrum

Grundkenntnisse zu stetigen Funktionen, Nullstellensatz (GW)
Mathematisch Argumentieren, Begriinden (KA)

Finden geeigneter Beweisstrategien (HE)

Beweisen (KA)

Fachsprachlich verbal und formal Darstellen (DI)
Graphisch Darstellen (DI)
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Analyse der Aufgabe nach den Kriterien fiir Aufgaben zur differenzierten Beurtei-

lung mathematischer Kompetenzen

Bedingungen an Aufgaben zur differenzierten Beurteilung mathematischer Kompetenzen

Bedingungen auf Grund der Beurteilungssituation
Validitat

Die im Kompetenzspektrum aufgefiihrten Kompetenzen konnen nur beurteilt werden,
wenn die zur Bearbeitung der Aufgabe notwendigen Kenntnisse zum Nullstellensatz und
zur Stetigkeit (siche unten) beherrscht werden. Auflerdem ist es wichtig, dass sich die
Schiiler neue mathematische Zusammenhinge erschlieBen konnen, insbesondere fach-
sprachlich verbal formulierte mathematische Aussagen verstehen. Ist dies der Fall, sollten
die genannten Kompetenzen gut beurteilbar sein, nicht von anderen Kompetenzen {iberla-
gert werden. Die Aufgabe spricht wichtige mathematische Kompetenzen, wie Herstellen

und Veranschaulichen von Zusammenhdngen, Argumentieren und Beweisen, an.
Gerechtigkeit

Verstiandlichkeit: Innerhalb der Aufgabenstellung wird ein neuer mathematischer Satz
formuliert. Die dabei verwendeten fachsprachlichen Begriffe und formalen Notationen sind
den Schiilern jedoch im Regelfall aus dem bisherigen Analysisunterricht der elften Klasse

bekannt. Gleiches gilt fiir die in den Aufirdgen enthaltenen Fachbegriffe.

Erwartungstransparenz: Die Schiiler konnen die Aufgabe nur angemessen bearbeiten, wenn
sie wissen, was bei den Aufforderungen ,,Begriinden Sie ... ©, ,,Beweisen Sie ...“, ,,Veran-

schaulichen Sie ... erwartet wird, was in Klasse 11 in der Regel der Fall ist.

Ergebnisorientierung: Die Aufgabe ist in drei Teilaufgaben gegliedert, die wiederum in be-

urteilbare Teilergebnisse und notwendige Teilkompetenzen aufgespalten werden konnen.

Schwierigkeit: Alle fiir die Losung der Aufgabe erforderlichen Wissenselemente werden
innerhalb der Stoffeinheit Einflihrung in die Differenzialrechnung der Klasse 11 erworben.
Sind die Schiiler mit diesen (Stetigkeit, Nullstellensatz) vertraut und haben sie bereits
selbstindig Beweise gefiihrt, hat die Aufgabe inhaltlich und methodisch eine angemessene
Schwierigkeit. Zu beachten ist jedoch der heuristische Anspruch, denn es sind selbstidndig
Zusammenhinge zwischen Nullstellensatz und Zwischenwertsatz herzustellen und zu

analysieren.
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Moglichkeit individueller Wege (Offenheit)

Die Aufgabe ist in den drei Teilaufgaben methodisch offen, kein Losungsverfahren ist vor-
gegeben. Zwar wird in b) ein moglicher Beweisansatz benannt, dennoch ist der Zusam-
menhang zwischen Nullstellensatz und Zwischenwertsatz selbstidndig zu finden, zu formu-
lieren und fiir die Beweisfiihrung nutzbar zu machen. Fiir alle drei Teilaufgaben gibt es

naheliegende Strategien, die jedoch individuell umgesetzt und dargestellt werden konnen.

Bedingungen durch Anspruch an Aufgabenqualitdit

Individuelle und gesellschaftliche Bedeutung der Aufgabe: Die Aufgabe hat inhaltlich
keine direkte gesellschaftliche Bedeutung, jedoch auf methodischer Ebene. Das fachwis-
senschaftliche Begriinden und Beweisen kann als Merkmal fiir das mathematische Niveau
des Unterrichts in profilierten Klassen gesehen werden. Auch das selbstindige Veran-
schaulichen mathematischer Sachverhalte zdhlt zu den wichtigen methodischen Mitteln.
Inhaltlich sind Zwischenwertsatz und Nullstellensatz auch in der Hochschulmathematik
von Bedeutung. Fiir leistungsorientierte Schiiler kann es durchaus eine Herausforderung
und Motivierung sein, sich neue mathematische Sitze selbstdndig anzueignen, sie zu

durchdringen, zu beweisen und Zusammenhinge zu bekannten Aussagen herzustellen.

Kognitive Forderung: Die Schiiler werden mit der Aufgabe inhaltlich und methodisch
gefordert: Zum einen werden neue Inhalte erworben und eingeordnet und das anspruchs-
volle Konzept der Stetigkeit umgesetzt. Zum anderen stellen Beweise und Begriindungen
fiir viele Schiiler eine erhohte Anforderung dar, sind insbesondere auch mit anspruchsvol-
len kognitiven Kompetenzen, wie Analysieren, Synthetisieren, manchmal auch Evaluieren
verbunden. Die mathematischen und methodischen Mittel haben die Schiiler im Unterricht

erworben und sind nun gefordert, sie selbstédndig umzusetzen.

Kriterien verbunden mit dem Ziel des Ansprechens vielseitiger mathematischer Kompeten-

zen

Darstellend-interpretative Aktivitdten: formal darstellen, graphisch darstellen/veranschau-

lichen, verbal beschreiben

Heuristisch-experimentelle Aktivitdten: geeignete Argumente und Beweisstrategien finden,

Zusammenhénge herstellen, analysieren

Formal-operative Aktivititen: evtl. algebraische Operationen/Berechnungen ausfiihren
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Kritisch-argumentative Aktivitdten: Schlussfolgerungen ziehen, mathematisch argumentie-
ren, beweisen

Fazit der Analyse der entscheidenden Kriterien: Die Bedingungen an Aufgaben zur differen-
zierten Beurteilung mathematischer Kompetenzen werden erfiillt, wenn die Schiiler mit dem

Konzept der Stetigkeit und dem Nullstellensatz vertraut sind und bereits selbstindig bewie-

sen haben.

Komplexititsbeschreibende Merkmale von Aufgaben zur differenzierten Beurteilung

mathematischer Kompetenzen

Komplexitét der einbezogenen mathematischen Inhalte

Wissenseinheit/Stoffgebiet und curriculare Wissensstufe: Es werden aus der Stoffeinheit
Einfuhrung in die Differenzialrechnung die Wissenseinheiten ,,Stetigkeit und ,,Nullstel-
lensatz*“ angesprochen und somit ausschlieBlich Inhalte der Analysis der Sekundarstufe 11

verbunden.

Art des Wissens: Faktenwissen (Nullstellensatz, einschlielich Voraussetzungen), prozedu-
rales Wissen (graphisches Darstellen von Funktionen), konzeptuelles Wissen (Analyse von

Funktionsgraphen, Anforderungen an Beweise und fachliche Argumentationen)

Es liegt eine selbstindige Verkniipfung neu erlernter, anspruchsvoller Wissenselemente

aus einem abgegrenzten Bereich der Sekundarstufe II vor: Anforderungsbereich 2.
Komplexitét beziiglich spezifischer Aktivitdtsbereiche

Anforderungen im heuristischen Bereich: Die Anforderungen im heuristischen Bereich
ergeben sich vor allem aus dem zielgerichteten Herstellen und Analysieren der Zusam-
menhénge zwischen den beiden Sétzen. Alle Teilaufgaben sind methodisch offen. Fiir den
Beweis in b) wird ein moglicher Ansatz benannt. Auswahl und Anordnung der Argumente
haben die Schiiler selbst vorzunehmen. Da die zu findende Idee der Differenzfunktion eine

neuartige Beweisstrategie sein sollte, werden die Anforderungen Bereich 3 zugeordnet.

Anforderungen im formal-operativen Bereich: Es handelt sich um begriffliche Argumenta-
tionen, die z. T. auf formale Darstellungen zuriickgreifen. Formale Operationen und Ver-

fahren sind in der Regel nicht erforderlich.

Anforderungen im darstellend-interpretativen Bereich: Es sind selbsténdig formale Darstel-
lungen auszuwihlen und gemeinsam mit verbalen Analysen und Argumentationen anzu-

ordnen. Anspruchsvoll ist die graphische Veranschaulichung der Zusammenhinge zwi-
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schen beiden Sitzen, die iiber das Ubersetzen formaler in graphische Darstellungen deut-
lich hinausgeht. Die Schiiler miissen zunédchst Funktionen finden, welche zur Veranschau-
lichung der Zusammenhénge geeignet sind, diese darstellen und schlieBlich die Zusam-
menhénge in der Grafik kenntlich machen oder verbal erldutern. Diese Anforderungen sind

komplex und neuartig: Anforderungsbereich 3.

Anforderungen im kritisch-argumentativen Bereich: Die Argumentationen sollten sich
sowohl bei der Begriindung in a) als auch beim Beweis in b) aus verbalen Argumentatio-
nen und formalen Darstellungen zusammensetzen, wobei die formalen Darstellungen vor
allem Mittel der Prézisierung sind. Die Argumentation ist nicht sehr komplex, da nur we-
nige Wissenselemente zu verbinden sind, stellt jedoch Anforderungen an die mathemati-
sche Stringenz. So ist die Differenzfunktion ein Mittel, die Zusammenhénge zwischen den
Funktionen prézise darzustellen und den Beweis mathematisch exakt und logisch schliissig
zu fiithren. Die formalen, allgemeinen Beweise der Analysis stellen fiir die Schiiler zu

diesem Zeitpunkt in der Regel eine neuartige Anforderung dar: Anforderungsbereich 3.
Aufgabenspezifische Beurteilungskriterien
1. Grundwissen (GW)

Folgende Wissensinhalte sind zur Losung der Aufgabe (voraussichtlich) notwendig:
- Nullstellensatz fiir stetige Funktionen,
- Stetigkeit, stetige Funktionen,

- Nulistellen von Funktionen.

4 Punkte | Das aufgelistete zur Lésung der Aufgabe notwendige Grundwissen wird korrekt
dargelegt und angewendet. Der Losungsweg enthélt keine Fehler oder Liicken/Abbrii-
che, die offensichtlich fehlendem Grundwissen zuzuschreiben sind.

3 Punkte | Alle Wissensinhalte werden beherrscht, aber ein Wissenselement ist nicht exakt abruf-
bar, z. B. Nullstellensatz nicht exakt dargelegt/nicht alle Voraussetzungen benannt.

2 Punkte | Wichtige Kenntnisse werden dargelegt, aber ein wesentlicher Inhalt des aktuellen
Stoffes, z. B. die Stetigkeit, ist nicht oder nicht richtig anwendungsbereit.

1 Punkt Elementare Kenntnisse werden gezeigt, aber es werden auch deutliche Unsicherheiten/
Fehler/Liicken im aktuellen Grundwissen sichtbar, z. B. nur grobe Vorstellungen zum
Nullstellensatz.

0 Punkte | Die Aufgabe kann auf Grund fehlender Grundkenntnisse nicht gelost werden, z. B.
wenn der Nullstellensatz nicht zur Verfiigung steht.
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2. Finden geeigneter Beweisstrategien (HE)

Die Schiiler miissen einen Weg finden, den Zwischenwertsatz nachzuweisen. Dazu wurde
ein Hinweis, eine Idee gegeben. Das genaue Verfahren bzw. die genaue Argumentations-
basis miissen die Schiiler selbst entwickeln. Der nahe liegende, in der Beispiellosung skiz-
zierte Weg bezieht verschiedene heuristische Strategien ein: Betrachten einer konkreten

Stelle, Bilden und Analysieren der Differenzfunktion etc.

4 Punkte | Beweisstrategie und Argumentationsbasis passen zur Behauptung und den
Voraussetzungen. Die Argumentationsbasis ist mathematisch exakt, l4sst eindeutige,
fundierte logische Schliisse zu. Der Nachweis erfolgt vollstindig, z. B. exakte
Riickfiihrung auf den Nullstellensatz und Priifen aller Voraussetzungen. Es ist ein
eigenstdndiger Denkprozess erkennbar. Die gewéhlten Argumente sind zielorientiert.

3 Punkte |Die Beweisstrategie ist geeignet, enthilt jedoch leichte Unexaktheiten, nicht alle Ar-
gumente sind ausreichend fundiert oder die Strategie ist umsténdlich.

2 Punkte | Die Anforderungen werden im Wesentlichen erfiillt, die Strategien sind jedoch nur
teilweise angemessen, teilweise wird intuitiv begriindet oder die Argumentation ist
unvollstindig, z. B. werden nicht alle Voraussetzungen des Nullstellensatzes gepriift.

1 Punkt Das Verfahren entspricht nicht den wissenschaftlichen Anforderungen an mathemati-
sche Beweise, z. B. nur Skizze (graphische Plausibilisierung).

0 Punkte | Es wurde kein angemessenes Beweisverfahren gefunden.

3. Mathematisch argumentieren (KA)

In Teilaufgabe a) ist zunédchst zu begriinden, warum der Nullstellensatz ein Spezialfall des
Zwischenwertsatzes ist, z. B. indem dargestellt wird, dass die Bedingung f(a) <0 < f(b)
ein Spezialfall der Bedingung f(a) # f(b) ist. Da f stetig ist, sind dann mit den Vorausset-
zungen des Nullstellensatzes auch die des Zwischenwertsatzes erfiillt. In b) kann der Zwi-
schenwertsatz mit einer geeigneten Differenzfunktion auf den Nullstellensatz zuriickge-

fithrt werden. Die Riickflihrung ist exakt darzustellen und es ist zu zeigen, dass die Diffe-

renzfunktion die Voraussetzungen des Nullstellensatzes erfiillt.
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4 Punkte

Die Argumentationsbasis ist sinnvoll gewéhlt. Die Argumentation ist sachlich, logisch
und formal korrekt bzw. widerspruchsfrei und vollstindig, enthélt aber auch keine
nicht-relevanten Schritte bzw. Wiederholungen. Sie ist gut nachvollziehbar und schliis-
sig, sprachlich und fachsprachlich korrekt formuliert.

3 Punkte

Die Argumentationskette enthilt kleine Spriinge. Die Argumentation ist zu einem
geringen Teil ungenau oder nicht ausreichend fundiert, z. B. wird nicht gezeigt, dass
beide Bedingungen des Nullstellensatzes erfiillt sind.

2 Punkte

Es gibt (kleine) logische oder mathematische Fehler, die Argumentation ist schlecht
nachvollziehbar, enthélt Liicken. Die Argumente sind z. T. nicht angemessen, die Fol-
gerungen nicht ausreichend abgesichert, z. B. Folgern mittels Nullstellensatz ohne Prii-
fen der Voraussetzungen oder nur anschauliche Begriindung anhand der Stetigkeit (b).

1 Punkt

Die Argumentation enthélt mehrfach Aussagen ohne Begriindung und Absicherung,
mathematische und logische Fehler, ist insgesamt oberflachlich, voreilig.

0 Punkte

Jegliche Argumentation/Begriindung fehlt.

4. Beweisen (KA)

Innerhalb dieser Kompetenz wird die Gestaltung des gesamten Beweises in b) betrachtet.

Teilaspekte sind dabei die Argumentation, die Auswahl und Ausfithrung des Beweisver-

fahrens und ein unter fachwissenschaftlichen MaB3stédben geeigneter Beweisautbau.

4 Punkte

Das Beweisverfahren bzw. die Argumentationsbasis passt zur Behauptung. Die Argu-
mentation ist mathematisch exakt, sachlich und logisch korrekt. Die Argumentation ist
vollstindig, enthélt aber auch keine iiberfliissigen Schritte. Der Bewesis ist schliissig
und gut nachvollziehbar, verstindlich und effektiv. Der Beweis entspricht auch formal,
z. B. im Aufbau, fachwissenschaftlichen Anforderungen.

3 Punkte

Der Beweis ist korrekt, enthilt aber formale Fehler, z. B. fehlt der Beweisschluss. Die
Argumentation ist formal fundiert und vollstidndig, aber nicht ganz schliissig aufgebaut,
z. B. wenig Kommentierung, einzelne Argumente werden nicht aufeinander bezogen.

2 Punkte

Der Beweis ist nur schwer nachvollziehbar/versténdlich (schlechte Darlegung), nicht
angemessen aufgebaut. Die Argumentation ist nur z. T. fundiert (siche oben).

1 Punkt

Das Verfahren entspricht nicht den wissenschaftlichen Anforderungen an mathemati-
sche Beweise, z. B. Betrachtung von Beispielen/Spezialfillen oder (nur) graphische
Plausibilisierung. Die Argumentation ist oberflachlich oder nur ein kleiner Teil der
gesamten Beweisfiihrung wird angemessen vollzogen.

0 Punkte

Es wurde kein angemessener Beweis gefiihrt, z. B. kein sinnvoller Zusammenhang mit
der Aufgabenstellung.

5. Graphisch Darstellen (DI)

Von den Schiilern sind anhand selbstgewéhlter Funktionen die in a) und b) verwendeten

Zusammenhinge zwischen Nullstellensatz und Zwischenwertsatz zu veranschaulichen. Die

Grafik sollte die mit dem Zwischenwertsatz zu betrachtende Funktion sowie deren Modifi-

kation (Verschiebung) zur Anwendung des Nullstellensatzes enthalten. Die Stelle, die
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konkret betrachtet wird, sollte hervorgehoben oder in einer Beschreibung benannt werden.

Die Verschiebung sollte erkennbar und die Funktionen sollten geeignet bezeichnet sein.

4 Punkte

Die graphische Darstellung ist in der Ubersetzung der Inhalte der Sitze und der Zu-
sammenhinge zwischen ihnen korrekt. Die Darstellung ist iibersichtlich (geeignete
GroBe und Intervall) und exakt. Die Auswahl der Funktionen ist korrekt (z. B. stetige
Funktionen) und zur Veranschaulichung geeignet.

3 Punkte

Die graphische Darstellung ist korrekt, aber uniibersichtlich, z. B. Intervall/GroB3e
ungiinstig oder ungenau. Die Veranschaulichung der Zusammenhénge ist nicht opti-
mal, z. B. Verschiebung nicht gekennzeichnet/beschrieben.

2 Punkte

Die Grafik enthdlt mathematische Fehler, z. B. sind die gewdhlten Funktionen nicht
stetig oder nicht wirklich nur verschoben, oder sie ist unvollstindig, z. B. nur Nullstel-
lensatz dargestellt, oder sehr unsauber.

1 Punkt

Mehrere der oben genannten Fehler treten auf oder die Grafik ist sehr oberfléachlich.

0 Punkte

Eine graphische Veranschaulichung fehlt.

6. Fachsprachlich verbal und formal Darstellen (DI)

Die formale Fachsprache kann innerhalb der verbalen Argumentationen eingeschitzt wer-

den. Mogliche auftretende Fachbegriffe sind: ,Nullstelle®, ,Nullstellensatz®, ,stetig®,

,Differenzfunktion®, ,Intervall“, ,Spezialfall, ,Bedingungen®, ,,Voraussetzungen* oder

dhnliche/dquivalente fachsprachliche Begriffe. Aullerdem kann der selbstindige Einsatz

mathematischer Symbole und Notationen eingeschétzt werden (korrekte, exakte funktiona-

le Darstellungen, logische Symbole, Angaben von Intervallen etc.).

4 Punkte

Alle in der Bearbeitung auftretenden Begriffe, Formulierungen, Notationen und Sym-
bole entsprechen den Normen der wissenschaftlichen mathematischen Fachsprache.
Die Auswahl der Begriffe und Notationen ist mathematisch korrekt. Alle Formulierun-
gen sind prizise und eindeutig und auch sprachlich korrekt. Die gewiéhlten Notationen
sind aussagekriftig, exakt, eindeutig und nachvollziehbar. Die symbolische und verbale
Darlegung ist angemessen ausfiihrlich und der Lésungsfindung dienlich.

3 Punkte

Die Verwendung der mathematischen Notationen und Begriffe ist sparsam, unsicher,
insbesondere beim kreativen Einsatz innerhalb der Argumentation. Zu einem geringen
Teil flieBen umgangssprachliche Redewendungen ein. Es gibt einzelne Fliichtigkeits-
fehler in der formalen Darstellung.

2 Punkte

Ausdrucksfehler treten auf, teilweise wird umgangssprachlich argumentiert oder es gibt
einzelne mathematische Fehler, z. B. falsche Fachbegriffe. Die formale Darstellung ist
z. T. ungeeignet oder eingeschrinkt lesbar, fliichtig, nicht eindeutig oder unexakt, z. B.
ungenaue Angabe der Intervalle, Fehler bei der Angabe der Intervalle.

1 Punkt

Fehler und Umgangssprache treten auch bei Standardformulierungen auf.

0 Punkte

Die verbale Darstellung ist gdnzlich umgangssprachlich, die Notationen sind intuitiv.
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Beurteilungsbogen
Einschédtzung der Bearbeitung der Aufgabe Zwischenwertsatz (11B4.2)

Name:

Mathematische Kompetenz Einschétzung Bemerkung

Grundwissen (GW)

Finden geeigneter Beweisstrategien (HE)

Mathematisch Argumentieren (KA)

Beweisen (KA)

Graphisch Darstellen (DI)

Fachsprachlich verbal und formal Darstel-
len (DI)

weitere Bemerkungen/
besondere Leistungen
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Anhang 1.4: Aufgaben der differenzierten Beurteilung mathematischer

Kompetenzen fiir das Stoffgebiet Analysis in Klasse 12 (zu Abschnitt

4.2.8)

Aufgabe

Kompetenzspektrum

Aufgabe 12B1.1: Beleuchtungsminimum

Auf der geradlinigen Verbindung zweier Lichtquel-
len mit den Lichtstdrken /; bzw. I, soll derjenige
Punkt X zwischen den Lichtquellen bestimmt wer-
den, in dem die schwichste Beleuchtung stattfindet.
Dabei ist die Beleuchtungsstirke zur Lichtstirke
einer Lichtquelle direkt und zum Quadrat der Ent-

fernung von der Lichtquelle indirekt proportional.

a) Stellen Sie den Sachverhalt graphisch dar.

b) In welchem Verhiltnis teilt X die Verbindungs-
strecke der beiden Lichtquellen?

¢) Bestimmen Sie den Punkt X der schwichsten
Beleuchtung.

d) Begriinden Sie, dass das aufgestellte mathemati-
sche Modell physikalischen Vorstellungen ge-
recht wird, indem Sie einige interessante Spezi-

alfille betrachten und interpretieren.

Graphisch Darstellen (DI)

Ubersetzen (DI)

Zusammenhénge herstellen (HE)

Finden geeigneter Losungsstrategien (HE)
Ausfiihren formaler Verfahren (FO)
Ausfiihren algebraischer Operationen (FO)
Umformungen, Berechnungen (FO)
Schlussfolgerungen ziehen (KA)
Mathematisch Argumentieren (KA)
Fachsprachlich verbal und formal Darstellen

(DI

Aufgabe 12B1.2: Newtonverfahren und Modifi-

ziertes Newtonverfahren

Im sogenannten Modifizierten Newtonverfahren
(MNV) wird der Niherungswert x,+; aus x, berech-
net, indem anstelle der Tangente von fix) in (xp;
flx,)) die Parallele zur Tangente von f{x) in (xo;f(x0))

durch den Punkt P(x,; f(x,)) betrachtet wird.

a) Stellen Sie das Verfahren fiir die Berechnung der
Nullstelle einer geeigneten Funktion graphisch

dar.

Grundwissen: Newtonverfahren, Tangente in
einem Punkt, Konvergenz (GW)

Graphisch Darstellen (DI)

Finden geeigneter Losungsstrategien (HE)
Nutzen heuristischer Strategien (HE)
Ausfiihren algebraischer Operationen (FO)
Vergleichen, Diskutieren, Werten (KA)
Mathematisch Argumentieren (KA)

Fachsprachlich verbal und formal Darstellen
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b) Leiten Sie die allgemeine Iterationsvorschrift fiir
die Berechnung von x, aus x, her.

c) Welche Vorteile und welche Nachteile gegen-
tiber dem Newtonverfahren (NV) erkennen Sie?
Vergleichen und werten Sie beide Verfahren an-
hand der graphischen Darstellung und der Itera-
tionsvorschrift.

d) Berechnen Sie mittels NV und MNV die Null-
stelle der Funktion f{x)=x’-0,1x-2 auf 3 Nach-
kommastellen genau (Anfangswert xo=1).

e) Das MNV konvergiert nicht fiir beliebige Funk-
tionen f{x) und Startwerte x,. Stellen Sie einen
solchen Fall graphisch dar und begriinden Sie

die vermutete Divergenz anhand der Zeichnung.

(D)
Ausfiihren formaler Verfahren (FO)

Aufgabe 12B2.1: Funktionenschar

Die Funktion f{x) sei der Quotient zweier Polynome

Z(x) und N(x) wobei N(x)=x+4.

a) Geben Sie alle Polynome Z(x) an, so dass die
Funktion g mit g(x)=x Asymptote von f(x) ist.
Begriinden Sie ihre Auswahl.

b) Bestimmen Sie Nullstellen, Polstellen und
Extremstellen fiir die in a) gefundene Funk-
tionenschar und legen Sie deren Abhdngigkeit
vom freien Parameter dar.

¢) Zeichnen Sie vier Funktionen der Schar, die
besondere Fille charakterisieren.

d) Finden Sie drei weitere Funktionen fiir Z(x), die
keine Polynome sind, aber sonst die in a) gefor-
derte Eigenschaft besitzen. Begriinden Sie, dass
die von Ihnen gefundenen Funktionen diese Ei-

genschaft besitzen.

Grundwissen: Polynome, Polynomdivision,
Kurvendiskussion (GW)

Geeignete Losungsstrategien finden (HE)
Ausfiihren formaler Verfahren (FO)
Analysieren (HE)

Graphisch Darstellen (DI)

Kreatives mathematisches Denken und
Nutzen heuristischer Strategien (HE)
Mathematisch Argumentieren (KA)
Fachsprachlich verbal und formal Darstellen

(FO)
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Aufgabe 12B3.1: ,,Integral der Wurzelfunktion*

Gesucht ist das Integral der  Funktion

f(x)= Jx tiber dem Intervall [O;b].

a) Warum ist die Funktion f(x)=+/x iiber

[0; b] integrierbar?
b) Berechnen Sie das untere und das obere Integral
der Funktion f(x)= Jx iber dem Intervall

[0;1]. Warum ist die Zerlegung des Intervalls in
2

— g eee o

n

n gleichlange Teilintervalle durch 0, l,
n

n-—1

, 7 _1 hier nicht giinstig? Wihlen Sie dafiir
n

- ()

2
[”j —1. Begriinden Sie, warum diese Zerle-
n

n

n-—1

die Zerlegung durch 0, [1j2, [

n n

gungsfolge gewdhlt werden kann, um das be-
stimmte Intergral der Funktion f(x)= Jx iiber

dem Intervall [0;1] zu ermitteln.

Stellen Sie die Funktion, die Zerlegung in Teilin-
tervalle (2. Zerlegung) sowie die Approximation
der Fliache durch Unter- und Obersumme in ge-
eigneter Form grafisch dar.

d) Ubertragen Sie die Rechnung auf ein Intervall

[O;b] und geben Sie das bestimmte Integral von

f(x)= Jx tiber dem Intervall [O;b] an.

Grundwissen: bestimmtes Integral, Ober- und
Untersumme, Integrierbarkeit (GW)
Ubersetzen (DI)

Ausfiihren formaler Verfahren (FO)
Ausfiihren formaler Operationen (FO)
Analysieren (HE)

Graphisch Darstellen (DI)

Mathematisch Argumentieren (KA)

Formal und fachsprachlich verbal Darstellen

(FO)
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Aufgabe 12B3.2: Analyse und Flichenbestim-

mung von f(x)

Fur jedes ganzzahlige 7##(0 sei die Funktion

f,iIR— IR mit f(x)=x3-3>x+2t> gege-
ben.

a) Bestimmen Sie die Nullstellen von f, den
Schnittpunkt mit der y-Achse und das Verhalten
im Unendlichen.

b) Skizzieren Sie den prinzipiellen Verlauf des
Graphen von f; fiir £~0 und fur #<0.

¢) Geben Sie zwei verschiedene Stammfunktionen
von f an.

d) Es sei nun 7=-1 und 4 der Fldcheninhalt der
Punktmenge, die der Graph von f; mit der x-
Achse und der Geraden x=3 vollstindig ein-

schliefit. Beschreiben und begriinden Sie einen

Weg zur Berechnung von 4. Berechnen Sie A4.

Grundwissen: bestimmtes Integral, Ober- und
Untersumme, Integrierbarkeit (GW)
Ubersetzen (DI)

Ausfiihren formaler Verfahren (FO)
Ausfiihren formaler Operationen (FO)
Analysieren (HE)

Graphisch Darstellen (DI)

Mathematisch Argumentieren (KA)
Fachsprachlich verbal und formal Darstellen

(DI)

Aufgabe 12B4.1: Kontraktion und Fixpunkt
Gegeben sei die Funktion fdurch f{x) = 1-ux2,
(xe[-1,1], x € IR).

a) Zeigen Sie, dass die Funktion f fiir 0< 4 <2 das
Intervall /=[-1,1] in sich abbildet.

b) Zeigen Sie, dass es fir 0< <2 genau einen
positiven Fixpunkt gibt und dass fiir x=2 ein

weiterer Fixpunkt, ndmlich -1, existiert.

) Zeigen Sie, dass ffir 0< y< 1 cine Kontrakti-
2

on in / ist.

d) Es sei x = 0,6. Bestimmen Sie den Fixpunkt und
geben Sie ein Intervall J um diesen Fixpunkt an,
das durch f auf sich abgebildet wird und in dem

f eine Kontraktion ist.

Grundwissen: Abbildung in sich, Kontrakti-
on, Fixpunkt etc. (GW)

Finden geeigneter Losungs- und Nachweis-
verfahren (HE)

Ubersetzen (DI)

Ausfiihren formaler Operationen (FO)
Analysieren (HE)

Mathematisch Argumentieren (KA)
Fachsprachlich verbal und formal Darstellen

(FO)
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Aufgabe 12B5.1: Berechnung komplexer Integ-

rale

Berechnen Sie folgende Integrale

a)J
x

- dx, b) Je dx
+1

c) Jsm xcosx dx, d) J : tanx dx

OCOSX

Legen Sie Ihren Losungsweg ausfiihrlich dar und
begriinden Sie Ihr Vorgehen.
Priifen Sie jeweils durch Differenzieren, ob die ge-

fundenen Stammfunktionen tatsidchlich welche sind.

Finden geeigneter Losungsstrategien HE
Ausfiihren formaler Verfahren (FO)
Ausfithren formaler Operationen (FO)

Mathematisch Argumentieren (KA)

Aufgabe 12B6.1 Induktionsbeweis zur Ableitung

der Logarithmusfunktion

Beweisen Sie durch vollstdndige Induktion, dass fiir

die Ableitung, n2>1, Funktion
f(x)=1Inx gilt

n-te der

£ x) = (=) %

Grundwissen: vollstédndige Induktion, Ablei-
tungsregeln (GW)

Ausfiihren formaler Verfahren (FO)
Ausfiihren formaler Operationen (FO)
Mathematisch Argumentieren, Beweisen
(KA)

Aufgabe 12B7.1: Allgemeine Exponentialfunkti-

on

Die Exponentialfunktion f(x)=5", x € IR, (b>0),

heifit allgemeine Exponentialfunktion.

a) Zeigen Sie, dass die allgemeine Exponential-
funktion auf die natiirliche Exponentialfunktion

zuriickgefiihrt werden kann, in dem Sie die Dar-

stellung 5™ = e*™” beweisen.

b) Bestimmen Sie die Ableitung und eine Stamm-
funktion von f(x)=5b".

c) Folgern Sie aus b) die Grenzwertdarstellung

h_
Inb=1lim
h—0

des natiirlichen Logarithmus.

Grundwissen: Logarithmengesetze, Ablei-
tungsregeln, Integrationsregeln, Differenzial-
quotient (GW)

Finden geeigneter Losungsstrategien (HE)
Ausfiihren formaler Operationen (FO)
Mathematisch Argumentieren, Beweisen
(KA)

Fachsprachlich verbal und formal Darstellen

(DI)
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Aufgabe 12B8.1: ,,Abschitzung der Logarith-

musfunktion*

Es sei x >1. Leiten Sie aus der Integraldarstellung

der In-Funktion die Abschidtzung

—_— 2_
2 ¥l et
x+1 2x

: . 1. .
her, indem Sie den Integranden — im Integrations-
t

intervall von unten durch die Tangente angelegt im
Intervallmittelpunkt und von oben durch die Sekan-

te abschétzen.
. : 1 s
Beweisen Sie, dass der Graph von — tatsdchlich
t

zwischen der Tangente und der Sekante liegt.

Vergleichen Sie fiir x >1 die obige Abschidtzung

mit der im Unterricht behandelten Abschitzung

l—lslnxSx—l.
X

Welche Abschitzung ist schérfer?

Ubersetzen, Veranschaulichen (DI)
Finden geeigneter Losungsstrategien (HE)
Finden geeigneter Nachweisstrategien (HE)
Ausfiihren formaler Operationen (FO)
Mathematisch Argumentieren, Beweisen
(KA)

Fachsprachlich verbal und formal Darstellen

(DI
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Anhang 2 Erginzende Materialien zu der in Kapitel 5

beschriebenen schulpraktischen Untersuchung

Anhang 2.1 Beispiel fiir eine Schiilerléosung und deren aktivititenbezoge-

ne Analyse zur Aufgabe Extrema einer Funktion mit Parameter

Die Analyse der Aufgabe 11B6.1 Extrema einer Funktion mit Parameter und deren Umset-
zung wird in Kapitel 5 dargestellt.

W f{r)s' 49+ dax3- bt o
Aktivitdtenbezogene Analyse der

(G -4 e Gt - 2elr| |

2 e e =2 | ] ! ~ Schiilerarbeit:
Sn e sbelien fmee b {1 ten Diso due wbicel 7122 die Funktion notieren und die

I Tk o, clats i ['(A1=0, 2 i, clohn| ol _nolreiiiye |

erste Ableitung bilden (FO)
Z3: die zweite Ableitung bilden FO)

P4 g‘!%w"j L& Cxtrarme faieds |f(() 20, thiic ik =1

e TG T rlan e T T ]

‘ . T-lgy? blaktBeleol [T T T T T T T3 T TTTT 74-7: einen Lﬁsungsansatzes ﬁnden’
A T T T T -0 g (64%L2x) =0 | = . .
1 A das weitere Vorgehens beschreiben
L [ 1T T Te (ex®2k)l 4x® Ty e
EEEN BEEYIE AN IS S EE - und begriinden (DI, KA, HE, GW)
| oo} | 4 6xte2x I . . . .
72 R I I N1 T B (7D . | Z8-14: die Funktionsgleichung

%(6x-2] _ Grx-2Z

LI T . ]| i umformen und den Parameter a
_1AG [ Adin hee Mo for x| dos Ko (s) bim. | |

772 B 252 O — bestimmen (FO)
O -7 A S [ ] ﬁ 715: das Erecbni bal
15 T O | | : das Ergebnis verba
.’ LA L vnwnm abo 12 o damit = -A pum ko | &
! : L S (] ! R G [ S L EOR [ Hl S I T
Al Mam vochtes_dic Lunwichini Beclenpons | poredfen: | . formulieren (DI)
BZERNACH N I NN AR ALY T — 1= Z16-19: die hinreichende Bedingung
I T Y P Lo T AR G A Y iy 1y .
T ITITT T _ N ~ formal priifen (FO)
L2 A Ge3-A=0 v T [CA A e+ A= =51 Fo 1 |
T T ———— Z20-23: verbal zusammenfassen und
j22 | Adany TsH s:_.iu‘_\_')f-‘g{a\sj for {'{r):—xt'.»:qus—a):: w;.e‘.xa—f./l i . .
TTITT T R [l | eine Schlussfolgerung formulieren
7| gy [Cakte & | 22 pum Renn.| |
o ol ol i Bkl | Hoch petekl e dc Sl | (KA, DI)

25 1% olvn [ ] (e 73-5 €0 || T 8 O P O

Die Schiilerlosung ist ein typisches Beispiel fir den von allen Schiilern bei dieser Aufgabe
bevorzugten formalen Losungsweg. Der Schwerpunkt der Aktivitdten des Schiilers liegt im

formal-operativen Bereich.
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Anhang 2.2 Beispiele fiir Schiilerlosungen und deren aktivititenbezogene

Analysen zur Aufgabe Beweis zum Thema Kurvendiskussion

Die Analyse der Aufgabe 11B6.2 Beweis zum Thema Kurvendiskussion und deren Umset-

zungen wird in Kapitel 5 dargestellt.

LW I: Wendestelle als arithmetisches Mittel der Extrema, Begriindung mit der Punktsym-

metrie der Funktion

I|': I"II'[||||’|

]
T
r_
|

_r_..

| | |

:2:} r\‘ ’F\nlnn unl.g...n B | | | j | |
| ? | | |

|

Dl MMUMMMW@%

[ W (a) MMEK)WMFM |

' Reweis
i va'ﬂ-d‘-o P—h}}plfﬂdd— druwv. I@%daﬁl
[ Puf()d' M‘Puﬁh«i‘ a“".

f i 7 4 \ |
:'l ',': 1 I [ [ | | l I':lI ! I
! HapeTatithltiong. fusabl | dosalap ion | ||

IWMOMSM&WM :
| .

Md/mwwm&mzﬂﬁu}uhil:i“jf;

Aktivititenbezogene Analyse

der Schiilerarbeit:

Z.1-3: eine Behauptung
aufstellen (KA)

7Z4-8: Zusammenhinge
zwischen dem Wendepunkt
und der Symmetrie des
Graphen herstellen und
formulieren (HE, DI, GW)
79-12: in eine formale Dar-
stellung fiir die Punkt-
symmetrie tibersetzen (DI)
7Z13-15: schlieflen, dass die
Wendestelle von f das arith-
metische Mittel der beiden
Extremstellen ist (KA)
Z16-21: die Situation gra-

i phisch veranschaulichen (DI)

722-23: das arithmetische
Mittel aus 0 und 3 bestimmen
(FO)

724 das Ergebnis verbal
formulieren (DI)

725-28: einen Beweisschluss

formulieren (KA)
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LW II: Wendestelle ist arithmetisches Mittel der Extrema

Aktivititenbezogene Analyse der

Schiilerarbeit:

7Z.1-2: Zusammenhinge zwischen
dem Wendepunkt und dem
arithmetischen Mittel der beiden
Extremstellen herstellen und formu-
lieren (HE, DI, GW)

7Z3-4:  arithmetisches Mittel von
0 und 3 bestimmen, auf die Wende-

stelle schliefen (FO, KA)

LW III: Nachweis, dass die Wendestelle eines Polynoms dritten Grades immer mittig zwi-

schen den beiden Extrema liegt, anhand der Achsensymmetrie der ersten Ableitung

Leofolos | Ha kionbadm .

! | ENIN U [ SO NS D SR I S .|:__
'Q.ob T cefh‘i Resixia chcu\:i_tﬁ.tiﬂﬁ\:\.(«.n_?un&d—‘\un

@ sklon umd A o mmmm Cine.

Axidhen Cﬁtmc.\.m it | D ».Lnd aD_n C_&L'hT_h-t |
%mn%rmnnnh :'?un.\v_bcsn d.n%m Ca(m:i.m || i
-P\cx&m.m m@mm uund 2 m*
?%%mmﬁmcﬁ-\ S Qiaseim mmd;‘gm.\u
Dex ﬂhs:&cu\cL Uon dex L:Dmdnn\-v.ﬁ_ﬂ.m 2 beldan

! E’i.h-v.rn::.hm.n.n Inde cgauda bu.h ok |

| Sur Gragh § ?ux&t}&.\énm-kmdb« Ao [ [

Lﬁﬁ.nd.n.puxdzk NN
Elne | m&md;%m Bo.d.uq,un% L8| Wende- |
k0o 1nd {?"Csm) O

Z11-12: die notwendige Bedingung fiir Extrema notieren (GW)

Z13: konkretisieren (HE)

Aktivitdtenbezogene Analyse der

Schiilerarbeit:

Z1-3:eine Behauptung aufstellen
(KA)

73-6: Zusammenhinge zwischen
dem Wendepunkt und der Sym-
metrie des Graphen her stellen und
formulieren (HE, DI, GW)

Z7-10: auf Abstandsgleichheit
zwischen beiden Extremstellen und
der Wendestelle schlieflen (KA,
HE)
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Z13-14: Zusammenhinge

hqu maues c&mxm 4Dt © bm bedaidek ,  herstellen und auf die

|2 L L Md.u‘ bhp_ﬁ...*\ o
e 0\‘“"5 % ein Exibrem o e o | Extremstelle der ersten
AP "m”“”“é”"f’“"’“‘“““ g ooy "‘_‘“_“'_ ‘E“‘“"‘" Ableitung schlieen (HE,
Taﬂumcld..n.n :fu-niz.\\crn fi,t -\Mu\ %\‘pu:\.n}\ ot KA)
A7 | m.m..L? 'am-.g mmetmm 5&\“&_
L L] e i m T Z15-18: Zusammenhéinge
?UJ‘LRS \.)C;S‘ﬂ, Ll S S | G -
' ¥ ' ‘ ' zu Parabel und Scheitel-
'bm?b:u}oc.ﬂ_.? %aim Eu.h—u’np-!;ﬂ on c:\_u |
| +H J‘ ; m Q %mm‘“m dn 7 punkt herstellen (GW, HE)
____' dex| ﬁomz [l dalecn 4 cb.u.\m‘k um;\ Paxm ~ Z19-22: konkretisieren
EENEN m'm_ (ol T T T und die Parabel der
if'_ _i._ . ! D -J@' © ]| d ?3 o.';ln' Eﬁqusm; faken w2q, Ableitungsfunktion
AN N s Py | ki et
- mwvﬁﬂ'\ °| wnd ?-s ”W\*—m’-ﬂ wen L7 b beschreiben (HE, DI)
bt : "Dﬂ“h “"_"“J‘ b "—"**“Q'Q'J‘ %‘”“" d"‘“ 5““1"“‘“ 7Z23-24: auf die Nullstellen
s _ i ‘1 ___E'”_m dussch iuue E il M 8 ém“d_( der ersten Ableitung schlie-
D SENENEYY \Q\-dl ';tsw..\.n lo 2 lddken |
s_ EEENEEER : qu MEEPT fen (KA, HE)
HEEZ] wnkexschbkad0i B - Dex | asmh&?mm e ayadty |
‘; - et ‘ Lt aun des Sielle 725-29: auf den Ort der
%__ | , Ll Symmetrieachse schlieBen
PR T (KA, HE)
__:_ | i Skizze 1: graphische
11l
o ! _ Veranschaulichung der
S _'_l ! 11 | | T ! I O S A I | b - } ; ) )
_l___l_i_,_ RS u+‘\C|'l =l e _% Eee J | Situation (DI)
] eduns d;_n. Eakﬁmmimo.dhw_ dusitl bsl [ | ]| | Z30-32: berechnen des
T T ‘-’”E““&"" :Du_ \,M“\ML Q\Q* ol c+m-r Lum | arithmetischen Mittels aus 0
TIE | |.4.=, ein &ﬂ.hﬂnm | .:lmmuam LN |_‘;f'“ dac | | , und 3 und folgern, dass die
) _J_._  EN Y I |
:_ ' |q¢_p_Qj_ 1,5 J;hu mmdl?km}a e.ann ! EREE - Symmetrieachse bei 1,5
_'l_-l |.5cmu.i ua’r -uxﬂo-;z.ua dam eh Qu_:.m B:.‘..‘-&Tcxiuqﬁo_ hegen muss (FO KA)
= | P : :
| e R A L“‘-‘E_r“’*-‘d“- 3 73234 aufdic Wende-
] T o 5 1 O i
| %._,T D,u_+w¢ BEME’%WW ( hal b # _r o stelle schlieBen (KA)
| | | | |
4 e e e el S = B P R B B LT 38: i
2 +Lm ‘f) 4—!\ [ ‘ ek | I | ‘ - Z35-38: Beweisschluss
T e e e e e I A i ‘.\, ' t— formulieren (KA)
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LW 1V: Formaler Weg: Die notwendigen Bedingungen an Extrem- und Wendestellen fiih-

ren zu einem Widerspruch.

. I S
| 120 ] 1] L 11 1]
el /””I"S”-""”""f’-"— Gomemafieraly Fankiir: deifta, Cracn | | |

A0S w3 G Folain ol 1 |
L T Sl A e R S e o H .
2T | R i
5 tupot | Teck ol bo| et | Becimpud ¢ gl | | 111
Pl i il dal |1 ! ! 1
mr Ll {llem0)zg | | (Exbremmedy/ S O] |
Liri |
] | fe Il | .T-'; I N T !
£ | 'r_x-:mv-w.lf Bel 1

| sl gt R ST 7 1A

EEE _
L] (i()=3k%Ne qbx ve L TOi(k)s Gx 420 |

P . S T e I | S
il o | A | gmoje, ibedlei S a0 echallf | o i tom ¢ (T et ]
808 I | |

!

T e e Ee 5 e |
R SEEES

»’ Trih i o clic] 2bosnlel Beclimgins e | 140 i
PZERENLCARLH Y- NI CE o SN NN
e ' 1 i

11 N E

WA\ i AW
_aBelt vacea e b b g fie);

1 T iATE € 42bA0l | | | o [B=F81 T [T 11

| % || Rurnthen dic 2 iten | ol _|ciiliom EW___..'J#%:}E bokdf o | | |
. \
[ e | | Ihoprad| | otaher gibF| gn| Revne gomdoraimate Fenbedom | |

it Gockio dpelce | O puhd & ok | hentnbellen cond |

S Bpeofey Ty

A _ols Dondeatelly | ab { i b Lot b
| || Alermedingbes | gkl duc| Eyehitins

| |prkoer gl

s Mo | Pridon | N A A B A

WY dltoranrh s Oaanr vr Ll | EL 10

ersten Parameter schlieBen (FO, KA)

Aktivititenbezogene

Analyse der Schiilerarbeit:

7.1-2: die allgemeine
Funktionsgleichung fiir
ganzrationale Funktionen
dritten Grades notieren
(GW, DI)

73-6: die Aufgabenstel-
lung analysieren, Bedin-
gungen ableiten und for-
mal darstellen (HE, DI,
GW)

Z7: die erste und zweite
Ableitung fiir die allge-
meine Darstellung bilden
(FO)

Z8-9: die erste Bedingung

formal priifen und auf den

Z10-11:die zweite Bedingung ausfiihren und auf den zweiten Parameter schlieen (FO, KA)
Z12-13:die dritte Bedingung ausfiihren und auf den dritten Parameter schlieen (FO, KA)

Z14-17:die Ergebnisse analysieren und auf einen Widerspruch schlieflen (FO, KA)

(Z17-18: zusitzliches tliberfliissiges Notieren von Grundwissen)
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LW V: ,Aufleiten‘ der zweiten Ableitung, die mit den notwendigen Bedingungen an

Wendestellen gegeben ist. Notwendige Bedingungen fiir Extrema fiihren zum Widerspruch.

T _ Aktivititenbezogene
NN L [ [ T] .
_ w O dd R Bubiel 1 bolel ol doletre| oo |
PO RE T T N TIPS Analyse der
Ll | ] ﬁ | ] . Schiilerarbeit:
ERERNRPUCYECEE N . 1 ]
_I. I’W\ ‘}’{;&} :D T iagey 1 + 4 —1 + { HE. .
1kt 0 m | - | Z1-5: die Aufgabenstel-
HENE= ! ! lung analysieren, auf
. Wi, f} {:?r(}x 4’)"13 ul[ lst— J (7 = &Kz‘ﬂwg*b.i . .
. L1 = - Bedingungen schlielen
pclc.{-. e{ﬁl‘l “y O - L w' LA | llr | =L .n-" :
_selal. l A ‘ PP Sackel AL ¢ 3‘_2 #=% und diese formal darstel-
;ami.:;b.z-.}sajg wjja ; L] L1 —len (HE, FO, DI, GW)
f m [ ::D'ﬁ _ ' O Z6: auf eine Darstellung
7 ! N e = PEFCSFAN TN 5 L .
S EINAR ¢l e . fur die erste und zweite
il 2 Bbleihly Yeiblalln misel g 4 ik sp«u—f«'m:' 7 Ableitung schliefen (HE,

KA, DI)
Z7-8: aus der ersten Bedingung auf den ersten Parameter schlieBen und diesen in die zweite Bedin-
gung einsetzen (FO, KA)
79-11: berechnen und formal auf den dritten Parameter schlieBen (FO, KA)
Z12: die zweite Ableitung formal darstellen (DI)

Z,13-14: einen Beweisschluss formulieren (KA)
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Anhang 2.3 Analyse der Aufgabe Flichenmaximum unter der Wurzel-

funktion

Aufgabenstellung

Es sei 0 < x < 10. Die Punkte A(x|0), B(10]0), C(10vx) und D(x|+/x) bilden ein

Rechteck. Veranschaulichen Sie diese Situation graphisch.

Fir welches x ist der Flacheninhalt dieses Rechtecks maximal? Nehmen Sie eine begriin-

dete Vermutung vor. Bestimmen Sie das gesuchte x exakt.
Wie grof3 ist der maximale Flacheninhalt?

Mogliche Losung

Kommentar zur Skizze: Der Punkt B ist fest. 4, C und D sind dagegen abhingig von x. D
wandert entlangt des Graphen der Wurzelfunktion, A wandert auf der x-Achse. C wandert
vertikal. x beeinflusst damit Breite und Hohe und somit (vermutlich) auch den Flidchenin-

halt des Rechtecks ABCD.

Aufstellen einer Vermutung:

Es konnte vermutet werden, dass das flichengrof3te Rechteck das Quadrat ist, d. h. das
Rechteck, fiir das gilt 10— x = Jx . Die sinnvolle Losung der entstehenden quadratischen
Gleichung ist 7,3. Der zugehorige Flidcheninhalt wiirde (ebenfalls) 7,3 betragen. Die Ex-
tremwertbetrachtung zeigt, dass dies nicht die maximale Fliche ist, die Vermutung hier
also nicht stimmt. Ursache ist, dass zwar fiir Rechtecke mit dem gleichen Umfang das

Quadrat das flaichengroBte ist, hier aber eine andere Nebenbedingung gilt.
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Aufstellen der Zielfunktion:
Die Zielfunktion ist die Funktion der Fldche 4 in Abhingigkeit von x. Der Flacheninhalt

eines Rechtecks ist das Produkt aus Breite und Hohe. Wie an der Skizze deutlich wird, ist

die Breite des Rechteckes 10— x und die Hohe +/x . Somit gilt A(x)= (10— x)\/; .

Bestimmung der Extremwerte:

Dies erfolgt mit dem notwendigen Kriterium 4 (x,)=0 und dem hinreichenden Kriterium

A"(x;)#0 und 4'(x,)=0 . Zunichst wird A(x) umgeformt, um die bereits bekannte

1 3
Potenzregel fiir Ableitungen anwenden zu konnen: A(x)= (10 —xx =10x2 —x2 .

Nun erfolgt die Bestimmung der Nullstelle der ersten Ableitung.

o3 ! A 3 1 3
A'(xE)ZSsz—Exé =0 = 5x, 2 =5x§ = SZE'XE = X, =—

Eine Extremstelle kann somit nur bei x, = % vorliegen. Es bleibt nun zu priifen, ob die
hinreichende Bedingung dort erfiillt ist und tatsidchlich ein Maximum vorliegt. Es gilt

3 1
A (x,)= —Esz —isz <0 auf Grund der Voraussetzung 0 < x <10 . Somit liegt bei
2 4

X = % tatsidchlich ein Maximum flir den Flacheninhalt des Rechteckes ABCD vor.

AbschliefSend ist zu untersuchen, ob das lokale Maximum auch das globale ist. Da die erste
Ableitung der Zielfunktion nur eine Nullstelle hat, kann es innerhalb des Intervalls keine

weitere Extremstelle geben. Maxima auf den Intervallrindern kann es nicht geben, da dort
der Flacheninhalt null wird. Somit liegt bei x, = % auch das globale Maximum (betrach-

tet fir das gegebene Intervall).

Der maximale Flacheninhalt betrdgt: 4, = [10 - %j‘ /% = ?‘ /? =1217.
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Kompetenzspektrum:

Grundkenntnisse: Bestimmung von Extrema, Ableitungsregeln (GW)
Graphisch Darstellen (DI)

Mathematisch Argumentieren (KA)

Finden geeigneter Losungsstrategien (HE)

Ausfiihren formaler Verfahren (FO)

Ausfiihren formaler Operationen und Umformungen (FO)
Formal und fachsprachlich verbal Darstellen (DI)

Analyse der Aufgabe nach den Kriterien an Aufgaben zur differenzierten Beurteilung

mathematischer Kompetenzen

Bedingungen an Aufgaben zur differenzierten Beurteilung mathematischer Kompetenzen

Bedingungen auf Grund der Beurteilungssituation
Validitét

Voraussetzung flir die Bearbeitung der Aufgabe und somit auch fiir die Beurteilung der im
Kompetenzspektrum genannten Kompetenzen ist, dass der Schiiler aus den ihm gegebenen
Punkten eine Funktion fiir den Fldcheninhalt des eingeschlossenen Rechtecks in Abhéngig-
keit vom freien Parameter x entwickeln kann. Dafiir ist die geometrische Darstellung der
Situation (wenigstens im Kopf) notwendig. Gelingt dies nicht, sollten die genannten Kom-
petenzen dennoch, moéglicherweise eingeschrankt, beurteilt werden konnen, wenn der
Schiiler mit einer falschen Zielfunktion weiterarbeitet. Voraussetzung ist die Kenntnis der
notwendigen und hinreichenden Bedingung fiir Extremwerte bzw. das Verfahren zur Ex-
tremwertbestimmung. Diese haben die Schiiler im Unterricht erworben. Die Aktivitdten
des Kompetenzspektrums dieser Aufgabe gehdren zu den wichtigen in den EPA (KMK
2002) und den Bildungsstandards fiir das Fach Mathematik (KMK 2004) festgehaltenen

mathematischen Kompetenzen.
Gerechtigkeit

Verstédndlichkeit: Die Aufgabenstellung ist verbal fachsprachlich formuliert. Definitionsbe-
reich und Punkte sind symbolisch gegeben. Die in der Aufgabenstellung verwendeten fach-
sprachlichen Begriffe sind den Schiilern vertraut, so dass die Aufgabenstellung von ihnen
verstanden werden kann. Die Angabe von Punkten mit einer freien Variablen ist den Schii-

lern wahrscheinlich neu.
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Erwartungstransparenz: Die Anweisungen entsprechen nicht unbedingt Standardanweisun-
gen, vermitteln aber, was zu tun ist und machen deutlich, welche Kompetenzen erwartet

werden (z. B. ,begriindete Vermutung*).

Ergebnisorientierung: Die Aufgabe ist durch Teilaufgaben gegliedert, die sich wiederum
aus separaten Losungsschritten zusammensetzen, welche zu entsprechenden Beurteilungen

und Riickmeldungen fithren kénnen.

Schwierigkeit: Im Kern der Aufgabe liegt die den Schiilern durch ein Beispiel bekannte
Extremwertaufgabe. Diese wird umrahmt von zusitzlichen Aufgaben, die den Anspruch
erhohen: Die Zielfunktion ist erst zu modellieren, eine geeignete Ableitungsregel ist zu
finden, eine Vermutung ist aufzustellen und zu begriinden. Die Grundlagen dafiir wurden

im bisherigen Unterricht der elften Klasse, z. T. schon in der Sekundarstufe I erarbeitet.
Moglichkeit individueller Wege (Offenheit)

Da nach einem Maximum gefragt ist, liegt das Verfahren der Extremwertbestimmung als
moglicher Losungsweg nahe. Hinter den Teilaufgaben verbergen sich jedoch Problemstel-
lungen, fur die selbst ein Ansatz zu finden ist: Die graphische Darstellung kann unter-
schiedlich gestaltet werden, die Modellierung der Zielfunktion, die Ableitung der Funktion
erfolgt durch selbst gewéhlte Schritte und vor allem die Vermutung macht eigenstiandiges
Denken notwendig. Die gewihlten Strategien konnen sich im Detail unterscheiden. Zugin-

ge auf unterschiedlichen kognitiven Niveaus sind begrenzt moglich.
Bedingungen durch Anspruch an Aufgabenqualitdit

Individuelle und gesellschaftliche Bedeutung der Aufgabe: Extremwertaufgaben haben in-
nerhalb der Optimierung iiberall dort Bedeutung, wo funktionale Zusammenhidnge unter-
sucht werden, auch in ganz alltdglichen Zusammenhidngen (vgl. Aufgabe 11B7.2). Die
Aufgabe beschriankt sich auf innermathematische Zusammenhéange, ist aber gerade dadurch
zum Kennenlernen von Extremwertproblemen geeignet. Neben dem Verfahren der exakten
Bestimmung sind das Veranschaulichen der vorliegenden Situation als Unterstiitzung der
Modellierung und das Abschitzen eines Extremwertes bzw. Aufstellen und Begriinden
einer Vermutung wichtige methodische Strategien. Aullerdem kann Neugierde geweckt

werden, ob die eigene Schitzung richtig lag.

Kognitive Forderung: Die Forderung liegt wie bereits angedeutet darin, das bekannte

Konzept der Extremwertbetrachtung in einer neuen Situation anzuwenden. Hier werden
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dabei Inhalte der Geometrie und der Analysis und Inhalte unterschiedlicher Schuljahre
verbunden, was das vernetzende mathematische Denken unterstiitzt und fordert. Dazu
kommt, dass zwar ein Standardverfahren Anwendung findet, fiir die konkrete Umsetzung
Routinen allein aber nicht reichen, da z. B. eine geeignete Ableitungsregel selbst zu finden
ist. An mehreren Stellen der Aufgabe ist das eigenstéindige Herstellen von Zusammenhén-
gen und kreatives mathematischen Denken notwendig. Kognitive Fihigkeiten bis zur
(hochsten) Stufe des Evaluierens sind bei einer umfassenden Losung, einschlieSlich der

Selbstreflexion der eigenen Vermutung, moglich.

Kriterien verbunden mit dem Ziel des Ansprechens vielseitiger mathematischer Kompeten-

zen

Darstellend-interpretative Aktivitdten: graphisch, formal, verbal darstellen, zwischen unter-

schiedlichen Darstellungen {ibersetzen, Darstellungen interpretieren

Heuristisch-experimentelle  Aktivititen: Zusammenhénge herstellen, einen geeigneten

Ansatz finden, analysieren, geeignete Darstellungsformen finden, Vermutungen aufstellen

Formal-operative Aktivitdten: algebraische Operationen und Berechnungen ausfiihren, for-

male Verfahren ausfiihren,
Kritisch-argumentative Aktivitdten: Schlussfolgerungen ziehen, Vermutungen begriinden,
Bedingungen priifen

Fazit der Analyse der entscheidenden Kriterien: Die Bedingungen an Aufgaben zur differen-
zierten Beurteilung mathematischer Kompetenzen werden erfiillt, wenn die Schiiler die
Optimierung mittels Extremwertbestimmung (Extremwertaufgabe) wenigstens durch ein

Beispiel kennen gelernt haben, was fiir die Untersuchungsklasse zutraf.

Komplexititsbeschreibende Merkmale von Aufgaben zur differenzierten Beurteilung

mathematischer Kompetenzen

Komplexitét der einbezogenen mathematischen Inhalte

Wissenseinheit/Stoffgebiet und curriculare Wissensstufe: Neben der Wissenseinheit ,,Ex-
tremwertaufgabe“ sind die Wissenseinheiten ,,Wurzelfunktion®, , Extremwertbestimmung*
und ,,Flicheninhalt von Rechtecken notwendig. Die Inhalte , Extremwertaufgabe™ und
LExtremwertbestimmung® sind Teil der Differenzialrechnung der Sekundarstufe II. Wur-
zelfunktionen werden in der Sekundarstufe I eingefiihrt und der Flicheninhalt von Recht-

ecken wird oft schon in der Grundschule thematisiert. Bei dieser Aufgabe werden somit
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Inhalte verschiedener Stoffeinheiten und Klassenstufen verkniipft. Alle Inhalte gehdren zu

den Standardthemen, die Schiiler der elften Klasse beherrschen sollten.

Art des Wissens: Faktenwissen (z. B. Flidcheninhalt von Rechtecken, notwendige und
hinreichende Bedingung an Extrema, Potenzregel), prozedurales Wissen (Bestimmung von
Extremstellen), konzeptuelles Wissen (Analysieren von Zusammenhidngen (zwischen x und

der Fliache), Untersuchung hinsichtlich globalem Maximum).

Es liegt eine selbstdndige Verkniipfung von z. T. neuerlernten Wissenselementen der Se-
kundarstufe II und aus mehreren Stoffeinheiten der Sekundarstufe 1 vor: Anforderungsbe-

reich 3.
Komplexitét beziiglich spezifischer Aktivitdtsbereiche

Anforderungen im heuristischen Bereich: Innerhalb der Aufgabenstellung wird kein Lo-
sungsverfahren vorgegeben. Dennoch kann nicht von einer wirklich offenen Aufgabe
gesprochen werden, weil fiir die Schiiler zur exakten Bestimmung des x-Wertes im Prinzip
nur ein Verfahren, das der Extremwertbetrachtung, in Frage kommt. Unterschiedliche
Vorgehensweisen bei Optimierungen werden in der Regel nicht vor diesem Zeitpunkt
thematisiert. Anders ist dies beziiglich der vorzunehmenden Abschitzung, hier gibt es
mehrere mogliche und sinnvolle Herangehensweisen und eigene Uberlegungen sind unab-
dingbar, da kein Standardverfahren einsetzbar ist. Durch den Ausdruck ,,maximal*“ werden
die Schiiler darauf hingewiesen, dass eine Extremwertbestimmung auszufiihren ist. Fiir das
,Kernverfahren dieser Aufgabe finden die Schiiler somit innerhalb der Aufgabenstellung
das ,,Schlisselkonzept”. Die zu maximierende Funktion ist jedoch nicht gegeben, sondern
muss erst aus einem, hier innermathematischen, Zusammenhang heraus modelliert werden,
woflir die graphische Darstellung hilfreich sein sollte. Die selbstindige Anwendung be-
kannter Methoden entspricht Anforderungsbereich 2, bei umfassender Bearbeitung unter

Herstellung komplexer Zusammenhinge Anforderungsbereich 3.

Anforderungen im formal-operativen Bereich: Die Aufgabe kann anhand des Verfahrens
der Extremwertaufgabe bestimmt werden. Um die Anforderungen dieses Verfahrens be-
schreiben zu konnen, ist die Betrachtung der notwendigen mathematischen Operationen
sinnvoll. Zunéchst ist anhand der Formel fiir den Flidcheninhalt die Zielfunktion zu
bestimmen. Diese ist ein Produkt aus einer linearen Funktion und der Wurzelfunktion. Fiir
die erste Ableitung konnen die Schiiler evtl. die (wahrscheinlich neue) Produktregel oder

nach geeigneter Umformung die Potenzregel fiir Ableitungen anwenden. Erfolgt das Prii-
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fen der hinreichenden Bedingung anhand der zweiten Ableitung, stehen Quotientenregel
oder Potenzregel (flir Ableitungen) zur Auswahl. Weiterhin sind die Potenzgesetze und
einfache algebraische Umformungen notwendig. Die Verwendung bekannter Operationen

in neuartigen Zusammenhédngen mittlerer Komplexitit entspricht Anforderungsbereich 2.

Anforderungen im darstellend-interpretativen Bereich: Die geforderte graphische Veran-
schaulichung des ,,variablen Rechtecks* ist weitaus anspruchsvoller als eine reine Uberset-
zung in eine graphische Darstellung, wie z. B. bei der Ubertragung formaler Darstellungen
von Funktionen in ein Koordinatenkreuz. Hier ist zunichst zu iiberlegen, wie eine solche
Veranschaulichung vorgenommen werden kann. Eine Abstraktion ist notig, da nicht das
ganze Intervall der x-Werte dargestellt werden kann. Naheliegend ist es exemplarisch zu
arbeiten, ein spezielles x zu wéhlen. Um die moglichen Variationen des Flacheninhalts zu
veranschaulichen kénnen auch zwei, sich in ihrer Gréfe unterscheidende, Rechtecke ge-
zeichnet werden. Der Graph der Wurzelfunktion verdeutlicht, wo Punkt D des Rechtecks
liegen kann. Um die Zielfunktion zu erhalten, muss die graphische Darstellung in eine
formale tibersetzt werden. In die Formel fiir den Flécheninhalt eines Rechtecks werden fiir

die Seiten a, b die von x abhéngigen algebraischen Ausdriicke eingesetzt, die in der Skizze

abgelesen werden konnen (a=10—x, b= Jx ). Nun wird in der Regel auf formaler Ebene
gearbeitet werden, wobei Ubersetzungen zwischen formalen, insbesondere funktionalen
Darstellungen aufireten kénnen, z. B. muss eine Darstellung der Zielfunktion gefunden
werden, die es erlaubt, bekannte Ableitungsregeln zu verwenden. Aber auch Ubersetzun-
gen in verbale Darstellungen sollten aufireten, z. B. bei der Abschitzung. Da die Darstel-
lungsformen eigensténdig auszuwidhlen oder zu entwickeln und in z. T. komplexen Situati-

onen anzuwenden sind, entsprechen die Anforderungen dem Bereich 3.

Anforderungen im kritisch-argumentativen Bereich: Innerhalb der Aufgabenstellung wird
nur fir die Abschidtzung explizit eine Begriindung gefordert. Diese muss mit mathemati-
schen Mitteln erfolgen, sollte logisch und inhaltlich korrekt sein. Sie kann formal oder
verbal formuliert werden. Innerhalb der Extremwertaufgabe sind einfache Schlussfolge-
rungen zu ziechen. Diese konnen symbolisch formal oder verbal dargelegt werden. Auch
Erlauterungen zum Vorgehen und Kommentare sollten auftreten. Je nach Komplexitit der
Argumentation innerhalb der Abschitzung sollten die (individuellen) Anforderungen dem

Bereich 2 oder 3 entsprechen.
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Analyse der umgesetzten Schiileraktivititen

Die 17 Schiiler, welche die Aufgabe bearbeiteten, nutzten zur exakten Bestimmung des
Maximums die formale Extremwertbestimmung. Andere Moglichkeiten der Optimierung
wurden nicht verwendet, waren den Schiilern wahrscheinlich auch nicht bekannt. Eine
Extremwertaufgabe wurde bereits im Unterricht ausgefiihrt. Das Vorgehen war den Schii-

lern bekannt, ein Routineverfahren lag jedoch (noch) nicht vor.

Intendierte Aktivitdten (Aktivitdtsbereich, Anzahl der Schiiler, die die Aktivitdt ausfiihr-

ten):

- die Situation graphisch darstellen (DI, 17)

- die Skizze verbal erldautern (DI, 1)

- explizit eine Vermutung aufstellen (HE, 3)

- die Vermutung begriinden (KA, 1)

- die Graphik bzw. Angaben der Aufgabenstellung in eine formale (funktionale) Darstel-
lung fur den Flicheninhalts des Rechtecks in Abhdngigkeit von x {ibersetzen (DI, 17)

- ein geeignetes Losungsverfahrens finden (Extremwertaufgabe) (HE, 17)

- das Vorgehen verbal beschreiben (DI)

- eine geeignete Ableitungsregel finden (HE, 17)

- die erste Ableitung der Zielfunktion bilden (FO, 17)

- algebraische Umformungen ausfiihren, die mogliche Extremstelle bestimmen (FO, 17)

- Schlussfolgerungen ziehen/die formale Losung verbal interpretieren (KA, DI, 12)

- die zweite Ableitung an der potenziellen Extremstelle bilden (FO, 6)

- den Funktionsterm analysieren (HE)

- aufein lokales Maximum schlieen (KA, 12)

- den Funktionsgraphen analysieren (HE, 4)

- Folgern, dass das lokale Maximum auch das globale ist (KA, 8)

- den maximalen Fldcheninhalt bestimmen (FO, 17)

Mit fiinf heuristisch-experimentellen, fiinf darstellend-interpretativen, vier formal-operati-
ven und vier kritisch-argumentativen Aktivitdten konnen mit der Aufgabe (potenziell) viel-
seitige Aktivititen angeregt werden. Insbesondere wird deutlich, dass bei Extremwertauf-
gaben, die zu den Standardaufgaben der Oberstufe gezihlt werden, keineswegs die forma-
len Aktivitdten dominieren miissen, wenn bei der Aufgabengestaltung versucht wird, un-

terschiedliche mathematische Aktivititen einzubeziehen.
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Von den intendierten Aktivitdten wurden die hiufig umgesetzt, die zur (formalen) Losung
der Aufgabe (zwingend) notwendig sind sowie die Aktivititen der Aufgabenteile, die
wenig methodischen Spielraum zulieBen. Wo es unterschiedliche Moglichkeiten gab,

wurden diese auch genutzt.

Insgesamt wurden 55 darstellend-interpretative, 55 heuristisch-experimentelle, 72 formal-
operative und 53 kritisch-argumentative Aktivitdten ausgefiihrt. Die Umsetzung entsprach

in etwa den Intentionen.
Vergleich unterschiedlicher Losungswege

Unterschiede zwischen den Losungswegen der Schiiler gab es beziiglich der Qualitdt und

der Vollstandigkeit der Bearbeitung und deren Darstellung:

- Die formale Extremwertbestimmung wurde erginzt durch die geforderte graphische
Veranschaulichung der gegebenen Situation, was der Modellierung der Zielfunktion die-
nen sollte und von 13 Schiilern geeignet ausgefiihrt wurde.

- Eine geeignete Abschitzung durch Analyse der beiden Faktoren der Zielfunktion wurde
nur von 6 Schilern''® vorgenommen. Hierbei wurden vor allem heuristisch-

experimentelle und kritisch-argumentative Aktivitdten ausgefiihrt.

Unterschiede innerhalb der Extremwertbestimmung gab es beim Priifen des hinreichenden

Kriteriums. Hier lag ein heuristischer Anspruch vor, da die Ableitung der Funktion

fx)= % den Schiilern noch nicht bekannt war:
X

- 8 Schiiler untersuchten, ob in einer Umgebung der potenziellen Extremstelle ein Vorzei-
chenwechsel der Ableitungsfunktion stattfindet bzw. die Steigung der Funktion ihr Vor-
zeichen éndert.

- 5 Schiiler bestimmten auf formalem Weg die zweite Ableitung an der bestimmten po-
tenziellen Extremstelle, indem sie eine passende Regel aus dem Tafelwerk, Schulbuch
0. 4. oder die Potenzregel auf die umgeformte Funktion anwendeten.

- Ein Schiiler hat den Limes des Differenzenquotienten der Ableitungsfunktion an der

potentiellen Extremstelle untersucht.

''® Dabei arbeiteten vier Schiiler nach dem Prinzip Aufstellen von Vermutungen und Priifen der Vermutun-
gen, andere dagegen nach dem Prinzip Zusammenhénge analysieren und schlussfolgern und bei einigen
traten beide Vorgehensweisen auf.
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- Ein weiterer Schiiler hat die erste Ableitung geplottet und so erkannt. dass die Steigung
dieser Funktion an der moglichen Extremstelle negativ ist.
In allen Varianten dieses Losungsschrittes wurden heuristische, formale und argumentative

Aktivitidten ausgefiihrt.

Auf Grund der methodischen Offenheit mehrerer Teilaufgaben, wurden folgende Aktivita-

ten in den Schiilerarbeiten beobachtet, die nicht in der Beispiellosung auftreten

- die erste Ableitung an zwei Stellen bestimmen (FO, 3)

- aufeinen Vorzeichenwechsel der ersten Ableitung schlieBen (KA, 5)

- verbal zusammenfassen (DI, 1)

- Auswirkung einer Variation von x auf die Flacheninhaltsfunktion analysieren (HE, 6)

- geeignete Werte flir x ausprobieren (HE, FO, 4)

- auf eine Abschétzung folgern (KA, 7)

- den Vorzeichenwechsel formal {iberpriifen (FO, 5)

- formal mit Quantoren zusammenfassen (DI, 4)

- Differenzialquotient der ersten Ableitung an der Extremstelle bestimmen (HE, FO, 1)

- aufeine negative Steigung folgern (KA, 1)

- die Variation des Flicheninhaltes veranschaulichen (DI, 2)'"’

- den Definitionsbereich von x begriindet eingrenzen (KA, 2)

- die beiden Faktoren der Zielfunktion analysieren, auf den stidrkeren Einfluss von (10-x)
folgern und durch Beispiele quantifizieren (HE, KA, FO, 2)

- die vorgenommene Abschitzung anhand des formal bestimmten maximalen Flidchenin-
halts reflektieren (HE, KA, 1)

- die erste Ableitung plotten und deren Steigung an der Extremstelle bestimmen (DI, 1)

- die zweite Nullstelle der Ableitung der Zielfunktion als sinnvolle Extremstelle begriin-

det ausschliefSen (KA, 2)
Ausgefiihrte Schiileraktivititen und objektive Aufgabenparameter

Im ersten Uberblick wurde die Aufgabe nach den Erwartungen ausgefiihrt. Die umgesetz-
ten Aktivitdten waren ausgewogen auf die Aktivitdtsbereiche verteilt. Vor allem die inten-
dierten formal-operativen und kritisch-argumentativen Kompetenzen wurden gut umge-

setzt. Von jeweils flinf heuristisch-experimentellen und darstellend-interpretativen Aktivi-

"7 Dies ist als zusitzliche Aktivitit und Qualitit innerhalb der graphischen Darstellung zu sehen.
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titen fanden sich in den Schiilerarbeiten durchschnittlich (nur) jeweils 3,2 wieder. Da nicht
alle explizit geforderten Aktivitdten ausgefiihrt wurden, wird die Umsetzung einzelner

Teilaufgaben betrachtet.

Umsetzung der darstellend-interpretativen Aktivititen — Abweichungen in Qualitdt und

Quantitdit

Alle Schiiler fiihrten die explizit geforderte graphische Darstellung aus. Von den 17 Dar-
stellungen entsprachen 13 einer Veranschaulichung der Situation, welche der Modellierung
der Zielfunktion dienlich ist. Drei Schiiler konnten alle Informationen der Aufgabenstel-
lung veranschaulichen, insbesondere auch den funktionalen Zusammenhang (vergleichbar
der Skizze der Beispiellosung). Die eigenstindige graphische Veranschaulichung der
Situation entsprach einer neuartigen Anforderung, die sich in ithrem kognitiven Anspruch
von Routinedarstellungen der Analysis (direktes Ubertragen von Funktionen ins Koordina-
tensystem) unterscheidet. Hier mussten Informationen der Aufgabenstellung analysiert und
Zusammenhénge hergestellt werden. Eine geeignete Darstellungsform war selbst zu finden
oder zu entwickeln. Neben darstellenden sind dazu heuristische Aktivititen erforderlich,
eine Trennung ist jedoch auf Grundlage der fertigen Darstellung nicht méglich. Die Quan-

titdt der graphischen Darstellungen nicht aber die Qualitét entsprach den Erwartungen.

Beschreibende, erlduternde und den Losungsweg kommentierende Aktivitdten wurden

selten ausgefiihrt.
Unterschiedlich gute Umsetzung verschiedener heuristisch-experimenteller Aktivitditen

Allen Schiilern gelang es, die Zielfunktion korrekt aufzustellen. Dies kann zum einen daran
liegen, dass die Formel fiir den Flicheninhalt von Rechtecken, die Grundlage der Model-
lierung, den Schiilern seit dem Grundschulalter bekannt ist. Zum anderen kann die explizi-
te Forderung einer Veranschaulichung als Unterstiitzung der Modellierung hilfreich gewe-
sen sein. Allerdings konnten auch Schiiler ohne geeignete graphische Veranschaulichung
die Zielfunktion richtig angeben. Eine weitere Ursache kann die geringe Komplexitit der

Modellierung der Zielfunktion sein.

Die explizit geforderte Vermutung zur maximalen Fliche wurde nur von sechs Schiilern
vorgenommen, die damit verbundenen heuristisch-experimentellen und kritisch-argumen-
tativen Kompetenzen entsprechend selten ausgefiihrt. Die Ursachen konnen vielfiltig sein:

Moglicherweise wurde die Aufgabenstellung ,,Vermutung™ von den Schiilern nicht ernst
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genommen, da die Extremstelle genau bestimmt werden kann. Moglicherweise waren hier
auch die heuristischen Anforderungen zu hoch und die Mehrzahl der Schiiler hatte keine
Idee, wie zu einer sinnvollen Vermutung gelangt werden kann. Der Aufgabenteil fordert
anspruchsvolle kognitive Fihigkeiten: Zur Abschéitzung ist sowohl eine Analyse der Aus-
wirkungen der Variation von x als auch eine Synthese zur Festlegung eines moglichen In-
tervalls oder Wertes notwendig. AuBlerdem ist zur Losung dieser Teilaufgabe nicht nur
Faktenwissen und prozedurales Wissen sondern auch konzeptuelles Wissen erforderlich.
SchlieBlich kann sogar die Lage der Aufforderung innerhalb der Aufgabenstellung ungiins-
tig gewesen sein - die Frage ,,Fiir welches x ist der Fliacheninhalt dieses Rechtecks maxi-
mal?* (vor der Aufforderung zur Vermutung) verleitet evtl. dazu, gleich den genauen Wert

zu bestimmen.

Fir die zusammengesetzte Funktion der ersten Ableitung der Zielfunktion kennen die
Schiiler noch keine Ableitungsregel. Das Priifen emer hinreichenden Bedingung fiir die
Extremstelle anhand der zweiten Ableitung ist somit nicht ,legal®, eine geeignete Mog-
lichkeit des Priifens des hinreichenden Kriteriums war selbst zu finden. Trotz des heuristi-
schen Anspruches konnte die Mehrheit der Schiiler diese Teilaufgabe 16sen. Was konnten
die Ursachen dafiir sein, dass die Schiiler diesen Aufgabenteil 16sten, die Abschitzung
dagegen nicht vornahmen? A) Der ,,Vorzeichenwechsel“ wurde von den Schiilern als
gingige Methode bei der Untersuchung eines hinreichenden Kriteriums bereits vor Einfiih-
rung der zweiten Ableitung angewendet. Die Schiiler verfligen somit {iber eine von ihnen
sicher beherrschte Methode zur Losung dieser Teilaufgabe. B) Prozedurales Wissen ist
ausreichend, wenngleich auch konzeptuelles Wissen eingebracht werden kann. C) Die
Untersuchung des Vorzeichenwechsels ist anhand der intellektuellen Fahigkeiten ,,Verste-
hen* und ,,Anwenden* durchfithrbar. Hohere Kategorien intellektueller Fahigkeiten sind
nicht zwingend notwendig. Im Unterschied zu fritheren Extremwertbestimmungen (vgl.
11B6.1 und 11B6.2) ist den Schiilern bewusst geworden, dass ein Extremwert erst vorliegt,

wenn auch die hinreichende Bedingung erfiillt wird.
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Anhang 2.4: Analyse der Aufgabe Optimaler Eintrittspreis

Aufgabenstellung

Ein Marktforschungsinstitut hat festgestellt, dass der hochste zu realisierende Eintrittspreis
fiir ein Robbie-Williams-Konzert 80 Euro betrdgt. Die Veranstalter des ndchsten Konzertes
erwarten bei einem solchen Eintrittspreis 60000 Besucher. Eine Preissenkung um je 4 Euro
wiirde dagegen zu einer geschitzten Zunahme von jeweils 5000 Besuchern fiihren. Wel-
chen Eintrittspreis sollten die Veranstalter festsetzen, wenn Sie den Erlés maximieren

wollen?

Mogliche Losung

Modellieren der Zielfunktion:

80 Euro (hochster zu realisierender Preis) — 60000 Besucher

Preissenkung um je 4 Euro - + 5000 Besucher

x: Emtrittspreis

E(x): Erlos E in Abhdngigkeit vom Eintrittspreis x, E(x) = Preis - Anzahl der Besucher

k: Anzahl der Preissenkungen um 4 Euro

Da x eine Funktion von k ist (x = 80 —4k ) und tiber £ mehr bekannt ist, ist es zweckmaBi-
ger E als Funktion von k darzustellen und zu ermitteln, bei welcher Anzahl von

Preissenkungen der Erlos maximal wird.

E(k)= (80— 4k)60000 +5000k), E(k)= 4800000 +160000k — 20000k

Bestimmung der Extremwerte:

Die Bestimmung der Extremwerte der Funktion £ erfolgt mit dem notwendigen Kriterium,
laut dem die erste Ableitung von E nach k an der Stelle &z, an der ein Extremum liegen

konnte, eine Nullstelle besitzen muss.

E'(k,)=160000—40000k, =0 =  k,=4

Da der Graph der Funktion E eine nach unten gedffnete Parabel ist, ist es nicht notwendig,
ein hinreichendes Kriterium zu priifen, weil der Scheitelpunkt dieser Parabel das Maxi-

mum ist. Dieses ist das einzige Maximum, also auch das globale.

Wenn bei vier Preissenkungen von je 4 Euro ausgehend vom grotmoglichen Eintrittspreis

von 80 Euro der maximale Erlos erzielt wird, dann ist der optimale Eintrittspreis flir dieses
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Konzert 64 Euro. Der maximale Erlos betrdgt dann 5120000 Euro und die Anzahl der

Besucher wire bei diesem Preis 80000.

Kompetenzspektrum

Grundwissen: Bestimmung von Extrema, Ableitungsregeln (GW)

Finden geeigneter Losungsstrategien (HE)

Ubersetzen (DI)

Ausfiihren formaler Verfahren, Operationen und Umformungen (FO)
Fachsprachlich verbal und formal Darstellen (DI)

Analyse der Aufgabe nach den Kriterien an Aufgaben zur differenzierten Beurteilung

mathematischer Kompetenzen

Bedingungen an Aufegaben zur differenzierten Beurteilung mathematischer Kompetenzen

Bedingungen auf Grund der Beurteilungssituation
Validitét

Voraussetzung flir die Bearbeitung der Aufgabe und somit auch fuir die Beurteilung der im
Kompetenzspektrum genannten Kompetenzen ist, dass die Schiiler aus den Angaben der
Aufgabenstellung eine Zielfunktion, hier die Funktion fir den Erlos in Abhidngigkeit vom
Eintrittspreis, entwickeln konnen. Die Beziechung Erlos = Eintrittspreis - Anzahl der Besu-
cher ist aulermathematischer Art. Fiir den Zugang zur Aufgabe ist das Verstindnis aul3er-
mathematischer Zusammenhinge notwendig. Dies wird fiir eine Aufgabe, bei der die Mo-
dellierung auBermathematischer Situationen im Mittelpunkt steht, fiir legitim gehalten.
Formale mathematische Kompetenzen kénnen auch bei einer falschen Zielfunktion, wenig-
stens eingeschrinkt, beurteilt werden. Die Aufgabe ist valide, wenn tatsidchlich die Model-
lierung im Blickfeld steht. Soll hauptsichlich die formale Extremwertbetrachtung beurteilt
werden, sind aulermathematische Anwendungen nicht geeignet. Die Aktivitdten des Kom-
petenzspektrums dieser Aufgabe gehoren zu den wichtigen in den EPA (KMK 2002) und
den Bildungsstandards fiir das Fach Mathematik (KMK 2004) festgehaltenen mathemati-

schen Kompetenzen.
Gerechtigkeit

Verstédndlichkeit: Die Aufgabenstellung ist eine verbale Beschreibung der auflermathemati-

schen Situation. Sie enthilt keine fachsprachlichen, sondern lebensweltliche und 6konomi-
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sche Begriffe, die Schiilern dieser Alterstufe vertraut sind, so dass die Aufgabenstellung

von den Schiilern verstanden werden kann.

Erwartungstransparenz: Es ist keine explizite Anweisung formuliert, sondern die Aufforde-
rung ergibt sich aus einer Fragestellung, welche in der Sprache des Kontextes formuliert
ist. Das Verb ,maximieren” weist auf eine Extremwertbetrachtung hin. Dennoch bleibt
offen, wie und in welchem Umfang die Aufgabe zu bearbeiten und die Bearbeitung darzu-
legen ist. Transparenz ist hier nur gegeben, wenn die Anforderungen an Bearbeitungen
mathematischer Aufgaben mit auBermathematischem Kontext und die Dokumentation des

Losungsweges aus dem Unterricht bekannt sind.

Ergebnisorientierung: Die Aufgabe ist nicht in Teilaufgaben gegliedert. Der iibliche Auf-
bau von Extremwertaufgaben erlaubt jedoch eine Gliederung der Beurteilung in einzelne

Teilleistungen.

Schwierigkeit: Da die Zielfunktion eine quadratische Funktion ist, ist der mathematische
Anspruch der Aufgabe gering. Das Anliegen der Aufgabe besteht darin, auBBermathemati-
sche Anwendungen von Extremwertbetrachtungen vorzustellen und das Herstellen von
Beziehungen zwischen mathematischen Konzepten und realen Situationen zu fordern, was

schlieBlich auch der Festigung und Vertiefung der mathematischen Konzepte dienen kann.
Moglichkeit individueller Wege (Offenheit)

Obwohl im Wesentlichen keine vollig unterschiedlichen Losungsstrategien erwartet wer-
den, da das Verfahren der Extremwertaufgabe naheliegend ist, sind individuelle Zuginge
zur Aufgabe bei der Modellierung der Zielfunktion moglich. Es gibt unterschiedliche Mog-
lichkeiten sich die Daten der Aufgabenstellung und vor allem die Zusammenhinge zwi-
schen den gegebenen Gr6Ben zu verdeutlich, z. B. verbale Beschreibungen, Wortformeln,
evtl. auch Grafiken. Da die Zielfunktion eine quadratische Funktion ist, ist zur Bestim-
mung des Extremwertes nicht zwingend das formale Verfahren der Differenzialrechnung
notwendig, sondern es kann auch der Scheitelpunkt mit den aus der Sekundarstufe I be-
kannten Methoden bestimmt werden. Die Aufgabe erlaubt somit ein individuelles Heran-

gehen und Bearbeiten.
Bedingungen durch Anspruch an Aufgabenqualitit

Individuelle und gesellschaftliche Bedeutung der Aufgabe: Die Anwendungsaufgabe ist

ein Beispiel fiir eine Anwendung von Extremwertuntersuchungen bei der Optimierung
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realer Situationen. Die Schiiler kénnen erfahren, dass Methoden der Differenzialrechnung
in Fragestellungen dienlich sind, die ihre Interessen betreffen, wie hier ein Popkonzert.
Allerdings wird durch die Aufgabe nur ein kleiner Ausschnitt einer realen Modellierung

umgesetzt. Wirkliche 6konomische Optimierungen sind ungleich komplexer.

Kognitive Forderung: Die Herausforderung liegt hier nicht in der mathematischen Kom-
plexitdt und Anforderung, sondern darin, eines der neuen Verfahren der Differenzialrech-
nung (erstmalig) in einer realitdtsnahen Situation anzuwenden. Die Verbindung zwischen
mathematischen und auBermathematischen Konzepten kann zum Verstdndnis mathemati-
scher Konzepte beitragen. Bei der Aufgabenstellung, wie vorgestellt, werden anspruchs-
volle kognitive Kompetenzen, wie Anwenden, Analysieren, Synthetisieren, einbezogen.
Evaluieren ist bei einer umfassenden Bearbeitung einschlieBlich einer Bewertung des

erstellten Modells ebenfalls méglich, z. B. in einer gemeinsamen Reflexion.

Kriterien verbunden mit dem Ziel des Ansprechens vielseitiger mathematischer Kompeten-

zen

Darstellend-interpretative Aktivitdten: verbal beschreiben, formal darstellen, zwischen

Darstellungen iibersetzen, Darstellungen interpretieren

Heuristisch-experimentelle Aktivitdten: Zusammenhinge zwischen den gegebenen Daten

analysieren, einen geeigneten Ansatz zur Modellierung der Zielfunktion finden

Formal-operative Aktivitidten: algebraische Operationen ausfiihren, formale Verfahren

ausfiihren
Kritisch-argumentative Aktivititen: begriinden, Schlussfolgerungen ziehen''®

Fazit der Analyse der entscheidenden Kriterien: Die Bedingungen an Aufgaben zur differen-
zierten Beurteilung mathematischer Kompetenzen werden erfiillt, wenn den Schiilern Anfor-

derungen an die Darstellung von Modellierungen bekannt sind.

"8 Diese Aktivititen sind bei einer umfassenden Bearbeitung der Aufgabe mdoglich, werden aber nicht
explizit gefordert und somit nicht im Kompetenzspektrum, d. h. in den zu beurteilenden Kompetenzen,
aufgefiihrt.
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Komplexititsbeschreibende Merkmale von Aufeaben zur differenzierten Beurteilung

mathematischer Kompetenzen

Komplexitét der einbezogenen mathematischen Inhalte

Wissenseinheit/Stoffgebiet und curriculare Wissensstufe: Die Aufgabe ist eine typische
Extremwertaufgabe mit auBermathematischem Kontext. Als mathematische Wissensein-
heit ist bei einer Losung dhnlich der Musterlosung lediglich das Konzept der Extremwert-
bestimmung, Standardinhalt der Sekundarstufe II, notwendig. Die Zielfunktion muss auch
hier modelliert werden, anders als bei Aufgabe 11B7.1 sind dazu jedoch nicht verschiedene
mathematische Konzepte zu verkniipfen, sondern die mathematischen Kenntnisse sind mit
einem Grundverstdndnis 6konomischer Zusammenhinge zu verbinden. Um zu erkennen,
dass der Erlos bzw. die Einnahmen dem Produkt aus Eintrittspreis und Anzahl der Besu-
cher entspricht, sollten Alltagsvorstellungen geniigen, tiefere Kenntnisse zum Kontext sind
nicht notwendig. Bei einer graphischen Analyse sind sogar Kenntnisse zu Parabeln aus der

Sekundarstufe 1 ausreichend.

Art des Wissens: Faktenwissen (z. B. notwendige und hinreichende Bedingung fiir Ex-
tremstellen, Ableitungsregeln), prozedurales Wissen (Vorgehen bei Extremwertaufgaben),

konzeptuelles Wissen (z. B. Moglichkeiten der Modellierung einer Zielfunktion).

Da Standardinhalte der Sekundarstufe I und/oder II in neuartigen, wenig komplexen Situa-
tionen angewendet werden, liegt, je nach Anzahl der verkniipften Wissenseinheiten, An-

forderungsbereich 1 oder 2 vor.
Komplexitét beziiglich spezifischer Aktivitdtsbereiche

Anforderungen im heuristischen Bereich: Zur Einschidtzung der Offenheit ist es sinnvoll,
die Aufgabe in zwei Teilen zu betrachten. Aus dem speziellen Zusammenhang heraus ist
zundchst die Zielfunktion, die Grundlage der formalen Extremwertbestimmung, zu model-
lieren. Der Anspruch dieser Modellierung entspricht der zweiten Stufe: das notwendige
mathematische Konzept wird nicht durch ,Schliisselbegriffe” spezifiziert. Die Schiiler
miissen mit eigenen Methoden analysieren, wie die Parameter des Kontextes zusammen-
héngen und selbst eine Zielfunktion entwickeln. Die Modellierung der Zielfunktion kann
zum einen mehrere korrekte Losungen haben, je nachdem ob der Eintrittspreis oder die

Anzahl der Preissenkungen als Variable gewahlt wird. Zum anderen ist die Modellierung
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methodenoffen: Fiir die Modellierung einer auflermathematischen Situation ist den Schii-

lern kein Vorgehen gegeben oder kann als fiir sie naheliegend bezeichnet werden.

Auch fiir den zweiten Teil, die mathematische Losung nach erfolgter Ubersetzung in die
mathematische Sprache, ist kein Losungsverfahren vorgegeben. Die Extremwertbestim-
mung auf formalem Wege ist hier jedoch naheliegend, vor allem weil sie von den Schiilern
in den letzten Unterrichtsstunden geiibt wurde. Eine graphische Analyse und Argumentati-
on ist bei der quadratischen Funktion als Zielfunktion ebenso effektiv. Der Scheitelpunkt
und damit das Extremum ist durch Umstellung der Funktionsgleichung in die Scheitel-
punktsform schnell gefunden. Die Anwendung bekannter Methoden in einem neuartigen

Zusammenhang mittlerer Komplexitit wird dem Anforderungsbereich 2 zugeordnet.

Anforderungen im formal-operativen Bereich: Das mathematische Verfahren, welches bei
dieser Anwendungsaufgabe zum Einsatz kommen kann, ist die formale Extremwertbe-
stimmung. Dieses Verfahren haben die Schiiler inzwischen selbst ausgefiihrt. Die bei
dieser Extremwertaufgabe notwendigen mathematischen Operationen entsprechen eben-
falls Standardanforderungen: erste und zweite Ableitung einer quadratischen Funktion,
Nullstelle einer linearen Funktion bestimmen, einfache algebraische Umformungen. Der

Anspruch dieser Aufgabe liegt nicht auf der formalen Seite: Anforderungsbereich 1.

Anforderungen im darstellend-interpretativen Bereich: Zum Aufstellen der Zielfunktion
miissen die Angaben der Aufgabenstellung aus ihrer verbalen Darstellung heraus in die
formale Darstellung und schlieBlich zur funktionalen Darstellung der Zielfunktion iiber-
setzt werden, wobei Zwischenschritte z. B. in verbal-symbolischer Form denkbar sind.
AnschlieBend wird das Problem auf formaler Ebene gelost werden, wobei evtl. Uberset-
zungen zwischen verschiedenen formalen Darstellungen notwendig werden. SchlieBlich ist
die formale Losung wieder in den Ausgangskontext zu iibersetzen, woflir die verbale Dar-
stellung geeignet ist. Graphische Darstellungen konnen hilfreich sein, sind aber nicht ge-

fordert. Anforderungsbereich: 2.

Anforderungen im kritisch-argumentativen Bereich: Innerhalb der Aufgabenstellung wird
keine Begriindung und sonstige Argumentation explizit gefordert. Wie auch sonst bei
Extremwertbestimmungen sind einfache formale Schlussfolgerungen aus den formalen
Ergebnissen fiir eine vollstindige Bearbeitung notwendig. Diese konnen symbolisch oder
verbal dargestellt werden und werden tiberwiegend knapp sein. Wird die Extremwertauf-

gabe vollstandig gelost, bleibt zu begriinden, warum das lokale Maximum auch das globale
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ist. Diese Begriindung ist nicht explizit gefordert, die Schiiler miissen deren Notwendigkeit
selbst erkennen. Weitere umfangreiche Begriindungen sind nicht zu erwarten. Dies wire
der Fall, wenn eine Evaluation des verwendeten mathematischen Modells gefordert wird.
Die einfachen Schlussfolgerungen und wenig komplexen Begriindungen entsprechen dem

Anforderungsbereich 2.
Analyse der umgesetzten Schiileraktivitiiten

Alle'” Schiiler haben zur Losung auf mathematischer Ebene eine formale Extremwertbe-

trachtung durchgefiihrt. Unterschiede gab es bei der Entwicklung der Zielfunktion.

Intendierte Aktivitdten (Aktivitdtsbereich, Haufigkeit der Umsetzung):

- Angaben der Aufgabenstellung zusammenstellen (HE, 6)

- Abhingigkeiten zwischen den genannten GréBen verdeutlichen (DI, 2)

- Variablen definieren (DI, 5)

- Zusammenhinge finden, darstellen: Erlés = Eintrittspreis - Besucherzahl (HE, DI, 10)

- die Auswahl der veranderlichen Grof3e begriinden (HE, KA)

- die Zielfunktion aufstellen (Einsetzen von Funktionen fiir die Besucherzahl und den
Eintrittspreis) (HE, DI, 16)

- die Zielfunktion in die Normalform quadratischer Funktionen umformen (DI, 4)

- die erste Ableitung bilden und deren Nullstelle bestimmen (FO, 16)

- aufdie mogliche Extremstelle schlieen (KA, 5)

- das Vorgehen kommentieren (Priifen der hinreichenden Bedingung) (DI, 2)

- die zweite Ableitung am Ort der moglichen Extremstelle bestimmen (FO, 10)

- auf Maximum schlieBen (KA, 12)

- die Graphen von Zielfunktion und erster Ableitung analysieren (HE, 6)

- begriinden, dass das lokale Maximum hier auch dem globalem entspricht (KA, 8)

- den optimalen Eintrittspreises und maximalen Erlos bestimmen (FO, 12)

- das Ergebnis interpretieren (DI, 11)

"% Die groBe Ubereinstimmung der Schiilerlésungen ist erstaunlich, wenn die Aufgaben 11B6.2 und 11B7.2
verglichen werden. Die Zielfunktion von Aufgabe 11B7.2 ist eine quadratische Funktion, deren Eigenschaf-
ten den Schiilern gut vertraut sind, wie sie in Aufgabe 11B6.1 zeigten. Auch hier hétten die Schiiler deshalb
den Scheitelpunkt der Parabel und damit das Extremum bestimmen koénnen. Bei Aufgabe 11B6.2 hat ein
Grofiteil der Schiiler die graphische Analyse noch der formalen vorgezogen. Ist diese Alternative durch die
fortgeschrittene Routine der Schiiler mit Extremwertbetrachtungen verloren gegangen?
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Mit einer mathematisch eher kompakten Aufgabe konnen auf Grund der Anwendungssi-
tuation eine ganze Reihe unterschiedlicher mathematischer Kompetenzen (zunichst poten-
ziell) angeregt werden: vier heuristisch-experimentelle Aktivitdten, sieben darstellend-in-
terpretative Aktivitdten, drei formal-operative Aktivitdten und vier kritisch-argumentative

Aktivititen.

Unter den von den Schiilern hiufig ausgefiihrten Aktivitdten finden sich alle Aktivitdtsbe-
reiche wieder. Allerdings wurden auch viele der intendierten Aktivititen eher selten umge-
setzt. Zum einen unterschieden sich die Losungswege einiger Schiiler im Detail von der
Beispiellosung. Zum anderen hat ein Teil der Schiiler die Aufgabe weniger umfassend

ausgefiihrt und den Losungsweg weniger ausfiihrlich dargelegt.

Insgesamt iibten die Schiiler 47 darstellend-interpretative, 40 heuristisch-experimentelle,
47 formal-operative und 26 kritisch-argumentative Aktivitdten aus. Hier zeigt sich, wie
vielfiltig Modellierungsaufgaben sein kénnen. Der kritisch-argumentative Bereich wurde

in der Umsetzung allerdings vernachldssigt.
Vergleich unterschiedlicher Losungswege

Differenzierungen in den Losungswegen fanden sich vor allem bei der Modellierung der
Zielfunktion. Hierbei war zunédchst der Ansatz fiir den Erloses als Produkt aus Besucher-
zahl und Eintrittpreis zu finden. AnschlieBend waren aus den Angaben der Aufgabenstel-
lung Funktionen fiir Besucherzahl und Eintrittspreis zu entwickeln und in den Ansatz fiir
den Erlos einzusetzen. Unterschiede zwischen den Losungen gab es in der Wahl der zu
variierenden Grofe:

- Erlos in Abhingigkeit von der Anzahl der Preissenkungen (12 Schiiler)

- Erlos in Abhingigkeit vom Eintrittspreis (3 Schiiler)

- Erlos in Abhéngigkeit vom Betrag der Preisminderung (1 Schiiler).

Weitere Unterschiede gab es in der Darstellung der Modellierung:

- Angabe der formalen (End-)Darstellung der Zielfunktion (Modellierung nicht darge-
stellt) (2 Schiiler)

- unvollstindige Darstellung der Modellierung (Zusammentragen der Angaben der Auf-
gabenstellung, dann sofort Angabe der Zielfunktion) (2 Schiiler)

- Beschreibung der Entstehung der Zielfunktion (Modellierung) (8 Schiiler)

- Modellierung dargestellt und Erldauterung der Variablen (4 Schiiler)
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Neben den Differenzierungen bei der Modellierung gab es solche beim Priifen einer hinrei-

chenden Bedingung fiir Extrema:

- Berechnung der zweiten Ableitung an der potenziellen Extremstelle (10 Schiiler)

- Analyse des Anstieges in einer Umgebung der moglichen Extremstelle (Priifen eines
Vorzeichenwechsels der ersten Ableitung) (2 Schiiler)

Vier Schiiler priiften die hinreichende Bedingung nicht.

Es gab sieben Aktivitdten, die nicht in der Beispiellosung wohl aber in Bearbeitungen der

Schiiler auftraten:

- die Angaben der Aufgabenstellung in lineare Funktionen fiir Preis und Besucherzahl
iibersetzen (DI, 7)

- den Vorzeichenwechsel formal priifen (FO, 2)

- das Kriterium mittels Quantoren formal darstellen (DI, 9)

- den Definitionsbereich flir x analysieren und angeben (HE, 2)

- die Funktion fuir die Zuschauerzahl in die des Erloses einsetzen (FO, 2)

- begriinden, dass nur ein relatives Maximum vorliegt (KA, 1)

- beschreiben, wie die Steigung 1250 entsteht, Ableitung formal bestimmen (DI, FO, 1)
Ausgefiihrte Schiileraktivititen und objektive Aufgabenparameter

Die Umsetzung der heuristisch-experimentellen und formal-operativen Aktivitdten ent-
sprach den Erwartungen. Von sieben intendierten darstellend-interpretativen Aktivitdten
wurden dagegen von den Schiilern im Durchschnitt nur 4,2 umgesetzt. Von vier intendier-

ten kritisch-argumentativen Aktivitdten wurden durchschnittlich nur 1,6 ausgefiihrt.
Richtige Zielfunktionen, aber nur teilweise wurde die Modellierung dargestellt

Alle Schiiler fanden eine richtige Zielfunktion, aber nur ein Teil der Schiiler stellte die
Modellierung auch dar. So ist es sinnvoll zu Beginn der Bearbeitung die Angaben der
Aufgabenstellung zusammenzustellen und Abhéngigkeiten zwischen den Groéfen zu ver-
deutlichen und vor dem Aufstellen einer formalen mathematischen Darstellung die ver-
wendeten Variablen zu erldutern bzw. zu definieren. Dass die Schiiler derartige Aktivitdten
in der Mehrheit nicht ausfiihrten bzw. nicht nachvollziehbar darlegten, liegt vermutlich an
ithrer Unerfahrenheit mit auBermathematischen Modellierungen, insbesondere mit den
Anforderungen an eine Darstellung der Modellierung von Anwendungsproblemen. Die
Schiiler haben dagegen keine Schwierigkeiten mit den heuristischen Anforderungen der

Anwendungsaufgabe. Innerhalb der Aufgabenstellung gibt es keine explizite Aufforderung
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zu einer ausflihrlichen und nachvollziehbaren Darstellung der Modellierung. Dies konnte
eine Alternative sein, um die Schiiler zu einer verbesserten Darstellung zu bringen, bis sie
die Anforderungen verinnerlicht haben. Explizite Anweisungen stehen im Widerspruch zur
Zielstellung, realen Problemsituationen nahe zu kommen. An dieser Stelle hitten sie je-
doch die Transparenz der Beurteilungskriterien erhoht. In Bezug auf den Lernprozess ist es
wichtig, verstirkt Modellierungen realitdtsnaher Problemstellungen in den Unterricht
einzubeziehen, geeignete Losungsdarstellungen von Schiilern oder dem Lehrer zu de-
monstrieren und den Schiilern differenzierte Riickmeldungen zu ihren eigenstindigen

Modellierungen zu geben.
Geringe Umsetzung argumentativer Aktivitciten

Von den Schiilern wurden weniger argumentative Tétigkeiten ausgefiihrt, als es das Poten-
zial der Aufgabe erlaubt hitte. Lediglich einfache Schlussfolgerungen, wie die auf das
Vorliegen eines Maximums nach formaler Ausfiihrung der Extremwertbestimmung, wur-
den hiufig gezogen. Begriindungen des Vorgehens, beispielsweise beziiglich der Auswahl
der veranderlichen Grof3e, wurden nicht formuliert. Auch eine Begriindung dafiir, dass das
lokale Maximum dem globalen entspricht, erbrachte nur die Hilfte der Schiiler. Eine mog-
liche Ursache fiir die geringe Ausfiihrung argumentativer Tatigkeiten kann sein, dass die
Aufgabe keine explizite Aufforderung zur Argumentation enthielt. Noch nicht alle Schiiler
erkennen, wann eigenstdndige Argumentationen und Erlduterungen wichtig sind. Das

Anforderungsniveau der Argumentation war dagegen vergleichsweise niedrig.
Hohe Losungsquote

Auch, wenn die Darstellung des Losungsprozesses nicht immer zufriedenstellend war,
konnten alle Schiiler das richtige Ergebnis fiir den optimalen Eintrittspreis ermitteln. Ursa-
che fiir diese hohe Losungsquote konnte sein, dass nur eine mathematische Wissenseinheit
angesprochen wurde, dic Komplexitit der einbezogenen mathematischen Inhalte und
Konzepte somit gering war, was auch fiir die mathematischen Verfahren und Operationen
gilt. Dagegen waren die notwendigen kognitiven Féhigkeiten anspruchsvoll, denn zur
Bestimmung der Zielfunktion waren sowohl Analyse als auch Synthese erforderlich. Die
heuristischen Anforderungen waren nicht zu gering, denn die Schiiler mussten selbst Zu-
sammenhinge zwischen den gegebenen Groflen herstellen und einen Weg finden, die

Zielfunktion zu entwickeln.
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Anhang 2.5 Analyse der Aufgabe Vektorraum der magischen Quadrate

Aufgabenstellung

Unter einem magischen Quadrat der Ordnung 3 versteht man eine Anordnung von 9 ver-

schiedenen (zunédchst rationalen) Zahlen in einem quadratischen Schema (3 Zeilen und drei

Spalten), so dass die Summe der Zahlen in jeder Spalte, jeder Zeile und in jeder der beiden

Diagonalen jeweils denselben Wert S besitzt.

Bilden Sie aus den Zahlen 1 bis 9 ein magisches Quadrat.

Konstruieren Sie drei weitere magische Quadrate (beliebige Zahlen, beliebige Summe).
Wie sind Sie vorgegangen? Warum?

Definieren Sie eine geeignete Addition und eine skalare Multiplikation und untersuchen
Sie, ob die Menge aller magischen Quadrate der Ordnung 3 mit den so definierten Ver-
kniipfungen ein Vektorraum ist.

Leiten Sie aus diesem Ergebnis weitere Konstruktionsmoglichkeiten flir magische

Quadrate ab und begriinden Sie diese.

Mogliche Losung

Magisches Quadrat aus den Zahlen 1 bis 9:

Da das magische Quadrat drei Spalten (auch drei Zeilen) hat und die Summe der Zahlen

der Spalten fiir die drei Spalten gleich ist, ergibt sich die magische Summe S, wenn alle

Ziffern des magischen Quadraten addiert und dann durch drei geteilt werden. Fiir das

magische Quadrat aus 1 bis 9 ergibt sich S =

1+2+434+4+5+6+7+8+9 _ 45 _
3

15.

Damit kann durch Probieren das magische Quadrat aus den Zahlen 1 bis 9 erstellt werden.

6 1 8
7 5 3
2 9 4

Konstruieren weiterer magischer Quadrate:

1. Moglichkeit:

Zu jeder Zahl des bestehenden magischen Quadrates wird die gleiche rationale Zahl r ad-

diert. Dadurch erhoht sich die magische Summe um 3r. Die Eigenschaft, dass die Zeilen-,

Spalten- und Diagonalensummen gleich sind, bleibt dabei erhalten.
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Begriindung: Fiir die magische Summe S eines bestehenden magischen Quadrates gilt

S, =a,, ta,, +a; = a,, +a,, +a,, . Als Beispiel wird hier die Gleichheit der Summen der
ersten und zweiten Zeile betrachtet. Dies kann genauso auf die anderen Zeilenpaare, alle
Spaltenpaare und das Diagonalenpaar iibertragen werden. Wird zu jeder Ziffer » addiert,
ergibt sich unter Verwendung des Kommutativgesetzes und des Assoziativgesetzes der
Addition rationaler Zahlen fiir das neue magische Quadrat:

Sy =by by thy=ay trtaptrtaptr=3r+S, =3r+a, tay; tay =

ay trtay trtay;tr=by +by tby

Auch im neuen Quadrat sind die Summen der ersten und zweiten Zeile somit gleich.

Beispiel: r=10, §, =45
16 |11 |18
17 |15 |13
12 119 |14

2. Moglichkeit:

Ein magisches Quadrat entsteht auch, wenn jede Zahl eines bestehenden magischen Quad-
rates mit einem Skalar p multipliziert wird. Die magische Summe wird dann ebenfalls mit
p multipliziert. Die Eigenschaft der Gleichheit von Zeilen-, Spalten- und Diagonalensum-
me bleibt erhalten. Grundlage dafiir ist das Distributivgesetz flir rationale Zahlen:

Sy = by, +by, +by3 = pay, + pay, + pays = play, +ay, +ay3) = pS; =

P(a21 tay +6’23): pay, +pay, + pay; = by +hyy by

3. Moglichkeit:

Der dritte Weg, ein neues magisches Quadrat zu erzeugen, ist die Addition zweier vorhan-

dener magischer Quadrate, wobei jeweils die Zahlen der sich entsprechenden Felder ad-

diert werden. Dabei addieren sich auch die magischen Summen. Grundlage ist auch hier

das Kommutativgesetz und das Assoziativgesetz der Addition rationaler Zahlen.

Sy =cpy e Fep=ay +by +ay, +by +ay+by =(ay +ap +a;)+ by +by, +b;) =8+, =
(ag1 + @y, + a5 )+ by +byy +by3) = gy +byy +agy +byy + gy +byy =y +Cy +C13



Seite 350 Anhang

Definition der Addition zweier magischer Quadrate:
Zwei magische Quadrate werden addiert, indem jeweils die Zahlen der sich entsprechen-
den Felder addiert werden (komponentenweise Addition):
ay  dp dap by by by ay +by ap+by  ap+by
O @0, =|ay ay ay |*|by by by |=|ay+by ay+by  ay+bhy

ay; az  dxp by by,  bs; ay; +by  as +byy  ay; +bs;

Definition der Multiplikation eines magischen Quadrates mit einem (rationalen) Skalar p :

ay dp 4 pay  pa;,, pag
p-Oi=play ay ay|=|pay pdy pay
dz; dzy dsz pas  pas, pdss

Untersuchung auf Vektorraumeigenschaften:

Nun wird untersucht, ob fiir die Menge Q der magischen Quadrate der Ordnung 3 zusam-
men mit den oben definierten Verkniipfungen die Vektorraumaxiome gelten. Ist dies der

Fall, ist O ein Vektorraum.

VR1) (Q, EB) ist eine Abelsche Gruppe

a) @ ist mnerhalb Q abgeschlossen, d. h. fir Q,,0, € O folgt O,®0, € Q. Dies ist mit
der oben definierten Verkniipfung @ gegeben. Bei der Addition zweier magischer Qua-
drate werden die magischen Summen addiert, die definierende Eigenschaft der Gleich-
heit von Zeilen-, Spalten- und Diagonalensumme bleibt dabei jedoch erhalten, wie ge-
zeigt wurde. Die Summe zweier magischer Quadrate ist somit wieder ein magisches
Quadrat. Allerdings koénnen bei der komponentenweisen Addition zweier magischer
Quadrate zwei gleiche Ziffern entstehen. Nach der in der Aufgabenstellung gegebenen
Definition magischer Quadrate wére die Summe kein magisches Quadrat mehr. Es liegt
somit hochstens dann ein Vektorraum vor, wenn die Definition erweitert wird und glei-
che Ziffern innerhalb eines magischen Quadrates zugelassen werden.

b) Es existiert ein neutrales Element O, € O, so dass fiir alle magischen Quadrate Q, € O

gilt: O, +Q, =0, . Auf Grund der oben definierten komponentenweisen Addition miis-

sen alle Ziffern des ,,neutralen Quadrates® Null sein: Q, = . Dies ist nach der

oS O O
S O O
S O O

angegebenen Definition kein magisches Quadrat, da alle Elemente gleich sind. Ein neut-
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rales Element kann flir die Menge Q somit nur konstruiert werden, wenn gleiche Ziffern
innerhalb eines magischen Quadrates zugelassen werden.
Die folgenden Vektorraumaxiome werden unter der erweiterten Definition fliir magische
Quadrate betrachtet, da sonst eine Fortfiihrung der Untersuchung auf Vektorraumeigen-

schaften keinen Sinn macht.

c) Fir alle Q, e O existiert ein inverses Element Q,.* € 0, so dass gilt O, +Q,.* =0,
wobei Q, das neutrale Element ist. Diese Forderung wird erfiillt, wenn Q,.* an jeder

Stelle das jeweils entgegengesetzte Element zum Element von O, hat, d. h. q; =-q; -

(q;+q; =—q; +4; =0)

4 Es gelten das Kommutativ- und Assoziativgesetz fiir die Addition zweier magischer
Quadrate: Auf Grund der definierten Verkniipfung ® wird die Addition magischer
Quadrate auf die tibliche Addition rationaler Zahlen zuriickgefiihrt. Da innerhalb der ra-
tionalen Zahlen beide Gesetze gelten, iibertragen sie sich auch auf die Menge der magi-
schen Quadrate. Exemplarisch wird das Kommutativgesetz formal nachgewiesen. Das

Vorgehen fiir das Assoziativgesetz ist analog.

ay 4y dg by by by pere) 41 T by ap+by, astby
O,®@0,=|ay ay ay [+|by by by | = |ay+by ayp+by axy+by
ay; a4z dxp by, by, by ay +by  ayp by as; +bs;

byy+ay by+ta, bjtap by, by a;; ap  ap

Komm. rat. Zahlenn Def.® 1
= by tay by+ay bytay| = |by by by |+|ay ay ay |=0,00
by +ay by t+ay by taxy by, by Dby ay; a4z daxp

VR2) Firalle Q; € Q gilt 1-O, =, (neutrales Element der skalaren Multiplikation):

a4y di la;, lay, lag; an 4 4
1-Q,=1-\ay ay ay|=|lay lay lay |=|ay ay ay|=0,
dz; dzy ds; lay, lay, las dz; dzp  ds;

VR3) Es gilt das Assoziativgesetz der skalaren Multiplikation, d. h. fur alle rationalen
Zahlen r, s sowie Q, € Q gilt r-(s-Q,)= (rs)- 0,.

Dieses Axiom gilt, da die definierte skalare Multiplikation in Q auf die Multiplikation
rationaler Zahlen zuriickgefiihrt wird, fiir die das Assoziativgesetz gilt. Der formale Nach-

weis erfolgt analog zum Nachweis der Kommutativitdt von ©.
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VR4) Es gelten die Distributivgesetze in Q:

- Fiir alle rationalen Zahlen r, s sowie O, € O gilt (r+s)- O, =r-0,®@s-0,.

- Fur alle rationalen Zahlen r sowie fur alle O, €O und fur alle Q,€Q gilt

r 0, ®0,)=r-0,@r-0,.
Auch die Distributivgesetze gelten auf Grund der Riickfiihrung der Rechenoperationen in
QO auf die fiir rationale Zahlen und konnen dhnlich dem Kommutativgesetz nachgewiesen

werden.

Somit bildet die Menge der magischen Quadrate dann einen Vektorraum, wenn ihre Defi-
nition erweitert wird und auch gleiche Ziffern innerhalb eines magischen Quadrates zuge-

lassen werden.

Durch die definierten Verkniipfungen und vielfiltigen moglichen Kombinationen und
Hintereinanderausfiihrungen der beiden Verkniipfungen lassen sich nun beliebig viele neue
magische Quadrate erzeugen. Linearkombinationen magischer Quadrate ergeben immer

wieder neue magische Quadrate (z. T. aber eben welche mit gleichen Ziffern).

Kompetenzspektrum

Grundkenntnisse: Vektorraum (Definition, Vektorraumaxiome, Verkniipfungen) (GW)
Herstellen von Zusammenhingen und Entwickeln geeigneter Losungsstrategien (HE)
Beschreiben des Vorgehens (DI)

Mathematisch Argumentieren: Begriinden, Priifen/Nachweisen von Bedingungen (KA)
Ausflihren formaler Operationen und Umformungen (FO)

Formal und fachsprachlich verbal Darstellen (DI)

Analyse der Aufgabe nach den Kriterien an Aufgaben zur differenzierten Beurteilung

mathematischer Kompetenzen

Bedingungen an Aufgaben zur differenzierten Beurteilung mathematischer Kompetenzen

Bedingungen auf Grund der Beurteilungssituation

Validitat

Voraussetzung fiir die zur Beurteilung der mathematischen Kompetenzen des Kompetenz-
spektrums notwendigen Schiileraktivititen ist, dass die Schiiler die in der Aufgabenstel-

lung formulierte Definition magischer Quadrate nachvollziehen konnen. Auf Grund der

Dominanz fachsprachlicher Begriffe in der Beschreibung handelt es sich dabei um die
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Interpretation einer verbalen Darstellung einer mathematischen Situation bzw. mathemati-
scher Zusammenhinge und somit um eine darstellend-interpretative Kompetenz. In den
Schiilerarbeiten wird diese Kompetenz schwer von den heuristisch-experimentellen Kom-
petenzen trennbar sein (Uberlagerung). Die Aktivititen des Kompetenzspektrums dieser
Aufgabe gehoren zu den wichtigen in den EPA (KMK 2002) und den Bildungsstandards
fiir das Fach Mathematik (KMK 2004) festgehaltenen mathematischen Kompetenzen.

Gerechtigkeit

Versténdlichkeit: Die Aufgabenstellung enthilt eine verbale fachsprachliche Beschreibung
der Eigenschaften magischer Quadrate sowie eine Vielzahl fachsprachlicher Begriffe (z. B.
Quadrat, Diagonale, Addition, Multiplikation etc.). Diese sind den Schiilern jedoch zum
groflen Teil seit der Grundschule vertraut. Auch die Anweisungen (,.konstruieren Sie®,

»definieren Sie* etc.) entsprechen den Schiilern bekannten Formulierungen.

Erwartungstransparenz: Die Anweisungen werden iiberwiegend explizit formuliert, auch
zum Beschreiben des Vorgehens und zum Begriinden wird explizit aufgefordert, um Akti-
vititen zu bedingen, die eine Beurteilung der entsprechenden Kompetenzen erlauben.
Einige Anweisungen, wie ,,untersuchen Sie®, ,leiten Sie ab®, weisen indirekt darauf hin,

den Losungsweg auch darzustellen.

Ergebnisorientierung: Die Aufgabe ist in Teilaufgaben gegliedert, die sich wiederum aus

Losungsschritten und Aktivitdten zusammensetzen, die separat beurteilt werden konnen.

Schwierigkeit: Mit der Aufgabe wird ein neuer Inhalt erarbeitet und in das Begriffsnetz der
Schiiler eingeordnet. Ziel ist es, dem erarbeiteten Konzept des Vektorraumes mit der Zu-
ordnung eines weiteren Repridsentanten Gestalt zu geben und die Definition des Vektor-
raumes durch Anwendung zu verinnerlichen. Die Aufgabe ist durchaus anspruchsvoll, wie
die Analyse der Anforderungen der Aktivititsbereiche (siche unten) zeigt, und in der An-
zahl und Vielzahl der einbezogenen mathematischen Aktivitdten komplex. Die notwendi-
gen mathematischen Konzepte stehen den Schiilern jedoch zur Verfugung. Es geht darum,

einen bekannten Sachverhalt in einer neuartigen komplexen Situation anzuwenden.
Moglichkeit individueller Wege (Offenheit)

Fiir keine der Teilaufgaben wird ein Vorgehen benannt, die Aufgabe ist methodisch offen.
Individuelle Zugidnge sind moglich. Besonderheit der Aufgabe sind Teilaufgaben, bei

denen Intuition und eine gute Idee gefragt sind und schneller zum Ziel fiihren als systema-
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tische Uberlegungen. Der Schwerpunkt der Aufgabe, das Priifen der Vektorraumeigen-

schaften, ist analytisch durch das systematische Priifen der Axiome losbar.
Bedingungen durch Anspruch an Aufgabenqualitdit

Individuelle und gesellschaftliche Bedeutung der Aufgabe: Die Aufgabe ist rein innerma-
thematisch, hat keine direkte gesellschaftliche Bedeutung. Sie ist fiir die Schiiler individu-
ell insofern bedeutsam, als dass ein wichtiges mathematisches Konzept, genauer eine
wichtige mathematische Struktur, verdeutlicht und verinnerlicht wird, indem ein Reprisen-
tant ausfiihrlich betrachtet wird. AuBlerdem kann der vielleicht aus Knobeleien bekannte

Kontext der magischen Quadrate Interesse wecken.

Kognitive Forderung: Durch die Aufgabe werden unterschiedliche mathematische Inhalte
und Konzepte verbunden, was der weiteren Ausdifferenzierung und Festigung des mathe-
matischen Begriffsnetzes dient. Beispielsweise konnen durch die Ubertragung von bekann-
ten Gesetzen auf neue Mengen Strukturen aufgedeckt werden. Der abstrakte Begrift des
Vektorraums wird an einem Repridsentanten konkretisiert und veranschaulicht. Neues kann
mit Bekanntem verbunden werden. Eine methodische Forderung ergibt sich aus den viel-
seitigen einbezogenen Aktivitditen. Die Komplexitidt der Aufgabe macht eine gute Gliede-
rung und Strukturierung des Vorgehens, aber auch eine reflektierende Sichtweise notwen-
dig. Kognitive Fahigkeiten bis zur hochsten Stufe des Evaluierens kénnen in die Bearbei-

tung der Aufgabe eingebracht werden.

Kriterien verbunden mit dem Ziel des Ansprechens vielseitiger mathematischer Kompeten-

zen

Darstellend-interpretative  Aktivitdten: verbal beschreiben, formal darstellen, zwischen

Darstellungen iibersetzen, Darstellungen interpretieren

Heuristisch-experimentelle Aktivititen: Zusammenhinge analysieren, geeignete Losungs-

strategien finden, analysieren, verallgemeinern, systematisch probieren
Formal-operative Aktivitdten: algebraische Operationen und Umformungen ausfiihren
Kritisch-argumentative Aktivitdten: begriinden, Eigenschaften priifen, schlussfolgern

Fazit der Analyse der entscheidenden Kriterien: Die Bedingungen an Aufgaben zur differen-
zierten Beurteilung mathematischer Kompetenzen werden im Wesentlichen erfiillt, allerdings

sind Uberlagerungen von Kompetenzen méglich, was die Validitiit einschrinkt.
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Komplexititsbeschreibende Merkmale von Aufeaben zur differenzierten Beurteilung

mathematischer Kompetenzen

Komplexitét der einbezogenen mathematischen Inhalte

Wissenseinheit/Stoffgebiet und curriculare Wissensstufe: Mit dieser Aufgabe aus dem
Gebiet der linearen Algebra werden mehrere Wissenseinheiten verbunden: Vektorraum,
Verkniipfungen, komponentenweise Addition und skalare Multiplikation, Abgeschlossen-
heit beziiglich einer Verkniipfung, Vektorraumaxiome bzw. im einzelnen Kommutativitit,
Assoziativitdt, Nullelement, inverses Element, Distributivitit. Die Besonderheit dieser
Aufgabe ist jedoch, dass eine neue Wissenseinheit konstruiert wird, die Wissenseinheit
»~magisches Quadrat®. Die Schiiler lernen hier die Definition des Begriffes, seine Eigen-
schaften sowie Verbindungen zu anderen Wissenseinheiten, wie z. B. ,,Vektorraum* ken-
nen. Die Wissenseinheiten ,,Vektorraum™ und ,,Vektorraumaxiome*, welche den Kern der

Aufgabe bilden, zdhlen zu den anspruchsvollen Themen der Sekundarstufe I1.

Art des Wissens: Faktenwissen (z. B. Vektorraumaxiome, Assoziativgesetz, Kommutativ-
gesetz, Distributivgesetz.), prozedurales Wissen (z. B. komponentenweise Addition), kon-

zeptuelles Wissen (z. B. Rechengesetze verallgemeinern/iibertragen, (exaktes) Definieren).

Auf Grund der Vielzahl der einbezogenen Wissensinhalte und ihrer Komplexitédt entspre-

chen die Anforderungen dem Bereich 3.
Komplexitét beziiglich spezifischer Aktivitdtsbereiche

Anforderungen im heuristischen Bereich: Bei dieser Aufgabe ist eine innermathematische
Modellierung auszuftihren. Es ist eine geeignete Addition und skalare Multiplikation fiir
die Verkniipfung magischer Quadrate zu entwickeln. Innerhalb der Aufgabenstellung wird
kein Hinweis gegeben, wie dies erfolgen kann (zweite Komplexititsstufe). Auch beim
Priifen der Vektorraumaxiome werden Modellierungsprozesse der zweiten Komplexitits-
stufe erforderlich, z. B. beim Finden des neutralen und der inversen Elemente.

Zur Einschitzung der Offenheit der Aufgabe ist es sinnvoll, Teilaufgaben zu betrachten.
Zunichst ist aus den Zahlen 1 bis 9 ein magisches Quadrat zu erstellen. Diese Teilaufgabe
ist methodisch offen; es sind hier unterschiedlichste Herangehensweisen moglich: vom
unstrukturierten Probieren bis zum analytischen Vorgehen. Die drei weiteren Quadrate
konnen ebenfalls sehr verschieden sein. Dieser Aufgabenabschnitt ist sowohl in der Me-

thode als auch im Ziel offen.
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Auch der nédchste Abschnitt ist methodisch offen formuliert. Die Schiiler sollen kreativ sein
und sich geeignete Verkniipfungen flir magische Quadrate liberlegen. Dafiir gibt es ver-
schiedene Moglichkeiten, die komponentenweise Addition und skalare Multiplikation sind
jedoch naheliegend. Die Aufforderung zur Untersuchung, ob die Menge der magischen
Quadrate mit den definierten Verkniipfungen einen Vektorraum darstellt, ist eigentlich die
Aufforderung zum Priifen der Vektorraumaxiome. Dieser Aufgabenteil ist zwar metho-
disch offen formuliert, aber letztlich gibt es nur eine mogliche Herangehensweise (flir eine
angemessene Bearbeitung). Die eigenstidndige Anordnung bekannter Strategien in neuarti-

gen, komplexen Zusammenhingen wird dem Anforderungsniveau 3 zugeordnet.

Anforderungen im formal-operativen Bereich: Zur Losung dieser Aufgabe sind keine
mathematischen Verfahren oder Algorithmen notwendig, dagegen eine Reihe algebraischer
Operationen. Beim Erstellen der magischen Quadrate sind zur Kontrolle der magischen
Summe Additionen auszufiihren (Grundschulkenntnisse). Beim Priifen der Vektorraum-
axiome sind algebraische Termumformungen im Bereich der rationalen Zahlen auf allge-
meiner Ebene auszufiihren (Kommutativgesetz, Assoziativgesetz, Distributivgesetze). Da
die ,,neuen Verkniipfungen auf die bekannten Rechenoperationen im Bereich der rationa-
len Zahlen zuriickgefiihrt werden, sind insgesamt mathematische Routineoperationen

ausreichend, die spdtestens in der achten Klasse erworben werden: Anforderungsbereich 1.

Anforderungen im darstellend-interpretativen Bereich: Die erste Ubersetzung ist bereits
notwendig, um die Aufgabenstellung, insbesondere die verbal fachsprachliche Definition
magischer Quadrate tiberhaupt zu verstehen. Die Beschreibung der Eigenschaften magi-
scher Quadrate erfolgt in Textform, verbal bis auf einzelne Ziffern. Um eine Vorstellung
von einem magischen Quadrat zu bekommen muss dieses und sei es in Gedanken in eine
schematische Darstellung iibersetzt werden. Bei der Erstellung magischer Quadrate wird
auf der formal-schematischen Ebene gearbeitet. Das geforderte Beschreiben des Vorgehens
kann verbal oder auch symbolisch erfolgen. Bei der Definition der Verkniipfungen kann
die formale Sprache genutzt werden, ebenso bei der Untersuchung der Vektorraumaxiome.
Fiir Schlussfolgerungen ist wieder eine Ubersetzung in die verbale Darstellung notwendig.
Die gefundenen Konstruktionsmoglichkeiten konnen verbal oder symbolisch beschrieben
werden. Bei der Bearbeitung der Aufgabe sind somit viele Ubersetzungen sowie verbale,
schematische und formale Darstellungen vorzunehmen, wovon einige neuartig und eigen-

standig zu entwickeln sind: Anforderungsbereich 3.
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Anforderungen im kritisch-argumentativen Bereich: In der Aufgabenstellung wurde durch
explizite Aufforderungen Gewicht auf mathematische Argumentationen gelegt: Das Vor-
gehen bei der Konstruktion magischer Quadrate ist zu begriinden. Die Untersuchung der
Vektorraumeigenschaften entspricht bei exakter Ausfiihrung dem Nachweis der Vektor-
raumaxiome bzw. dem Nachweis, dass diese nicht gelten. Beim Priifen der einzelnen Axi-
ome sind einfache Schlussfolgerungen zu ziehen. Weitere gefundene Konstruktionsmog-
lichkeiten sind zu begriinden. Es werden somit eine Reihe von Argumentationen mit unter-
schiedlichen Anforderungen beziiglich der Stringenz und Exaktheit notwendig. Die Be-
griindungen sollten fachsprachlich und mit mathematischen Argumenten erfolgen. Der
Nachweis der Vektorraumaxiome entspricht einem Beweis mit entsprechenden formalen
Anforderungen sowie Anforderungen beziiglich der Exaktheit und mathematischen Strin-
genz der Argumentation. Die zu den einzelnen Axiomen gezogenen einfachen Schlussfol-
gerungen konnen verbal oder symbolisch vollzogen werden. Die eigenstidndige, komplexe

Argumentation wird dem Anforderungsniveau 3 zugeordnet.
Analyse der umgesetzten Schiileraktivititen

Bei dieser Aufgabe gab es innerhalb der schulischen Erprobung Unterschiede zu den ande-
ren Aufgaben, die ohne Kommentar als Hausaufgabe zur selbstdndigen Bearbeitung aufge-
geben wurden, wodurch sich die realisierten Anforderungen nicht von den objektiven
unterschieden. Deshalb erfolgt an dieser Stelle zunichst eine kurze Beschreibung der

konkreten Situation des Einsatzes der Aufgabe.

Bei der Umsetzung der Aufgabe in der Untersuchungsklasse ergaben sich Schwierigkeiten
auf Grund einer ungiinstig gew#hlten Formulierung der Aufgabe. Die Schiiler sollten nicht
Luntersuchen, ob“ ein Vektorraum vorliegt, sondern ,nachweisen, dass* ein Vektorraum
vorliegt. Dies war jedoch mit der gegeben Definition nicht moglich, denn diese lies keine
gleichen Ziffern innerhalb eines magischen Quadrates zu, was aber bei der Addition magi-
scher Quadrate auftreten kann. Auflerdem konnte mit der gegebenen Definition kein neu-
trales Element beziiglich der Addition gefunden werden. Dies erkannten die Schiiler und
duBerten ihre Schwierigkeiten und ihren (berechtigten) Frust, da sie keinen Ansatz fiir ihre
Hausaufgaben fanden. Eine kurze Diskussion in der Klasse wurde durch die Lehrerin
schlieBlich mit den Worten ,,Nun versucht mal, was geht und begriindet, warum es nicht
geht beendet, um nicht zu viel vorwegzunehmen. Dies war natiirlich eine ungewohnte

Aufgabenstellung fiir die Schiiler, was bei der Bewertung der Ergebnisse berticksichtigt
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wurde. Die spontane Aufforderung der Lehrerin kommt der Aufforderung ,,Untersuchen

Sie*, der hier vorgestellten Aufgabenformulierung nahe, weshalb eine Analyse der Schii-

lerarbeiten dennoch fiir sinnvoll gehalten wird.

Intendierte Aktivititen (Aktivitdtsbereich, Hiufigkeit der Umsetzung durch die 15 Schiiler,

welche die Aufgabe bearbeiteten):

ein magisches Quadrat aus den Zahlen 1 bis 9 aufstellen (HE, DI, 15)

einfache Berechnungenm ausflihren (FO, 15)

eine Konstruktionsidee finden: Addition aller Komponenten mit einem Skalar (HE, 6)
begriinden/formal priifen, dass so wieder ein magisches Quadrat entsteht (KA, DI, FO)
eine Konstruktionsidee finden: Multiplikation aller Komponenten mit einem Skalar
(HE, 6)

begriinden/formal priifen, dass so wieder ein magisches Quadrat entsteht (KA, DI, FO)
eine Konstruktionsidee finden: Addition zweier magischer Quadrate (HE, 2)
begriinden/formal priifen, dass so wieder ein magisches Quadrat entsteht (KA, DI, FO)
Addition magischer Quadrate definieren (HE, 8)

diese Verkniipfung formal darstellen (DI, 6)

skalare Multiplikation magischer Quadrate definieren (HE, 8)

diese Verkniipfung formal darstellen (DI, 6)

ein geeignetes Verfahrens zur Untersuchung auf Vektorraumeigenschaften (bzw. eine
geeignete Nachweisstrategie) finden: Priifen der Vektorraumaxiome (HE, 5)

begriinden, dass die Menge der magischen Quadrate beziiglich der definierten kompo-
nentenweisen Addition nicht abgeschlossen ist (KA, 2)

folgern, dass eine Erweiterung/Modifikation der Definition magischer Quadrate notig
ist, um einen Vektorraum zu erhalten (KA, 1)

begriinden, dass kein neutrales Element existiert (KA, 2)

begriinden, dass nur bei der erweiterten Definition magischer Quadrate auch inverse
Elemente existieren (KA, 1)

begriinden/formal nachweisen, dass Assoziativ-, Kommutativgesetz gelten (KA, FO; 1)
das neutrale Element beziiglich der skalaren Multiplikation formal darstellen (DI, 5)

formal nachweisen, dass tatsdchlich das neutrale Element gefunden wurde (KA, 1)

120 Auf Grund der Einfachheit der Berechnungen zur Erstellung eines magischen Quadrates erfolgt eine Zu-
sammenfassung der Berechnungen fiir alle Quadrate.
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- begriinden, dass fiir die skalare Multiplikation das Assoziativgesetz gilt (KA, 2)

- begriinden, dass die Distributivgesetze gelten (KA)

- Zusammenhénge zu Linearkombination und Erzeugendensystem herstellen (HE, 3)

- beschreiben, wie weitere Konstruktionsméglichkeiten durch die Vektorraumaxiome er-
offnet werden (HE, DI, 1)

Die intendierte Losung schlieBt neun heuristisch-experimentelle, acht darstellend-inter-

pretative, finf formal-operative und zehn kritisch-argumentative Kompetenzen ein. Von

diesen Aktivitdten wurden nur zwei von allen Schiilern ausgefiihrt. Auf Grund der Kom-

plexitit der Aufgabe und der methodischen Offenheit waren die Losungen der Schiiler sehr

vielfiltig und unterschieden sich z. T. deutlich von der Beispiellosung.

Insgesamt wurden von den Schiilern 91 heuristisch-experimentelle, 78 darstellend-inter-
pretative, 34 formal-operative und 33 kritisch-argumentative Aktivititen ausgefiihrt. Der
intendierte Schwerpunkt der heuristisch-experimentellen Aktivititen konnte umgesetzt

werden, der beziiglich kritisch-argumentativer Kompetenzen allerdings nicht.

Von den Schiilern wurden durchschnittlich 16 Aktivitdten pro Bearbeitung ausgefiihrt. In
der Beispiellosung wurden 44 verschiedene Aktivitdten unterschieden. Nur wenige Arbei-
ten kamen in Ausfiihrlichkeit und Qualitdt den Erwartungen nahe. Dies unterscheidet die
Aufgabe von den zuvor beschriebenen der Analysis, was vermutlich mit der hoheren

Komplexitdt der Aufgabe zusammenhéngt.
Vergleich verschiedener Liisungswege121

Fiir die Beschreibung typischer Losungsideen, ist es sinnvoll die Aufgabe in drei Teile zu
gliedern. Im Folgenden werden Losungswege vorgestellt, die von mehr als einem Schiiler
ausgefiihrt wurden. Die Analyse des dritten Teiles (Ableiten weiterer Konstruktions-

moglichkeiten) wird nicht dargestellt, weil diesen Teil nur wenige Schiiler bearbeiteten.

12! Da sich die Losungswege inhaltlich sowie in Umfang und Qualitit deutlich unterschieden, waren auf den
ersten Blick kaum Losungstypen erkennbar. Dennoch konnten ausgehend von der offenen Interpretation der
Schiilerarbeiten nach einer starken Strukturierung und Abstraktion individueller Besonderheiten Gruppen
dhnlicher Losungswege gefunden werden.
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1. Teil: Konstruktion magischer Quadrate und Beschreiben des Vorgehens

Strategie 1: Das erste magische Quadrat wird durch Probieren erhalten, die weiteren

durch Verkniipfungen (5 Schiiler)

Fiinf Schiiler haben das erste magische Quadrat vermutlich durch Probieren erhalten. Da
das Vorgehen nicht beschrieben, sondern nur das magische Quadrat angegeben wurde,
konnen auch analytische Uberlegungen eingeflossen sein. Weitere magische Quadrate
wurden durch folgende Verkniipfungen vorhandener magischer Quadrate erstellt:

- Multiplikation aller Komponenten eines magischen Quadrates mit einem Skalar,

- Addition aller Komponenten eines magischen Quadrates mit einem Skalar,

(komponentenweise) Addition zweier magischer Quadrate,

Kombination der genannten Verkniipfungen.

Diese Verkniipfungen wurden verbal oder schematisch beschrieben. Die Schiiler wiesen
nicht nach, dass durch diese Verkniipfungen tatsichlich (immer) ein magisches Quadrat
entsteht, sondern gaben sich mit der Uberpriifung ihres Beispiels zufrieden, was durch
Bestimmung und Angabe der magischen Summe geschah. Teilweise haben die Schiiler

analysiert und beschrieben, wie sich bei der Verkniipfung die magische Summe @ndert.

Ausgefiihrte Aktivitdten:
- ein magisches Quadrat aus den Zahlen 1 bis 9 aufstellen (HE, 5)
einfache Berechnungen ausfiihren (FO, 5)

- eine Konstruktionsidee finden: Addition einer Zahl zu allen Komponenten (HE, DI, 5)

- eine Konstruktionsidee finden: Addition zweier magischer Quadrate (HE, DI, 1)

- entdecken, dass sich bei der Addition zweier magischer Quadrate auch die magischen
Summen addieren (HE, 1)

- eine Konstruktionsidee finden:. Multiplikation mit einem Skalar (HE, DI, 4)

- Verdnderungen der magischen Summe bei der Addition mit einem Skalar analysieren
und eine Formel aufstellen (HE, DI, 1)

- begriinden, dass diese Verkniipfungen gewihlt wurden, weil vermutet wird, dass es sich
bei der Menge der magischen Quadrate um einen Vektorraum handelt (KA, 1)

- veranschaulichen, dass die Bedingung fiir magische Quadrate erfiillt ist (DI, 1)

- Konstruktionsidee finden: Kombination zweier Verkniipfungen (HE, DI, 1)

Den Schwerpunkt bildeten bei diesem Losungsweg die heuristisch-experimentellen Aktivi-

titen, gefolgt von den darstellend-interpretativen Aktivitdten. Die formal-operativen Akti-
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vitdten haben hier Werkzeugcharakter und wurden auf Grund der Einfachheit dieser ele-
mentaren Berechnungen innerhalb des Aufstellens und Priifens magischer Quadrate zu
einer Aktivitdt zusammengefasst. Die kritisch-argumentativen Aktivitdten spielten entge-
gen den Intentionen eine geringe Rolle. Keiner der Schiiler begriindete die allgemeine

Giiltigkeit der aufgestellten Konstruktionsprinzipien.

Strategie 2: Darstellen eines eigenen, allgemeinen Konstruktionsprinzips (3 Schiiler)

Drei Schiiler haben beschrieben, wie sie bei der Konstruktion des magischen Quadrates aus
1 bis 9 vorgegangen sind. Diese von ihnen aufgestellten Regeln entsprechen einem allge-
meinen Konstruktionsprinzip, da sie unabhingig vom speziellen magischen Quadrat for-
muliert wurden. Das gefundene Losungsprinzip wurde zur Erstellung der weiteren Beispie-

le genutzt.

Ausgefiihrte Aktivititen:

- Analyse der Anzahl von Kombinationen dreier Zahlen zwischen 1 und 9, so dass deren
Summe 15 ist (HE, 1)

- die magische Summe bestimmen (allgemein und konkret) (HE, FO, 1)

- die gefundenen Tripel in einer Tabelle auflisten (DI, 1)

- die Haufigkeit des Auftretens einer Zahl bestimmen (HE, FO, 1)

- auf den Platz bestimmter Zahlen schlieBen (KA, 1)

- drei magische Quadrate nach dem aufgestellten Prinzip berechnen (FO,3)

- ein magisches Quadrat durch systematisches Probieren/analytisches Denken aufstellen
(HE, 2)

- das Vorgehens analysieren und allgemeine Regeln aufstellen (HE, 2)

- die allgemeinen Regeln verbal formulieren (DI, 2)

Heuristische Aktivitdten bildeten auch bei diesem Losungsweg den Schwerpunkt, hier
gefolgt von den formal-operativen Aktivitdten und den darstellend-interpretativen Aktivita-
ten. Auch bei diesem Losungsansatz wurde nur eine kritisch-argumentative Aktivitdt aus-

gefuihrt, d. h. auch hier wurde die (allgemeine) Giiltigkeit des Ansatzes nicht begriindet.
Strategie 3: Angabe eines allgemeinen Konstruktionsschemas (3 Schiiler)

Weitere drei Schiiler gaben ein allgemeines Schema zur Konstruktion magischer Quadrate
an, welches sie verbal erlduterten. Vermutlich wurde die Matrix im Internet gefunden. Ein

Schiiler hat dies auch angegeben, ein weiterer ,,gestand das Schema bei einer ,,Recherche
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gefunden zu haben, ein dritter wies nicht auf eine verwendete Quelle hin. Ein Schiiler
beschrieb das gefundene Schema sehr gut mit eigenen Worten, wodurch er wirkliches
Verstehen verdeutlichte und nicht nur Gefundenes ,blind“ anwendete. Dieser Schiiler

priifte auch, ob durch dieses Schema tatséchlich ein magisches Quadrat erzeugt wird.

Ausgefiihrte Aktivititen:

ein magisches Quadrat aufstellen, wahrscheinlich durch systematisches Probieren oder

analytisches Denken (HE, 3)

- das magische Quadrat analysieren und eine allgemeine Idee zur Bestimmung der magi-
schen Summe entwickeln (HE, 1)

- ein allgemeines Konstruktionsprinzip verbal beschreiben (DI, 3)

- weitere magische Quadrate nach diesem Konstruktionsprinzip berechnen (FO, 3)

- die Konstruktionsmatrix formal darstellen (DI, 3)

- Zusammenhénge analysieren (HE, 1)

- eine (Internet-)Recherche durchfiihren (HE, 2)

- priifen, ob die Bedingungen an magische Quadrate durch das allgemeine Konstrukti-

onsprinzip erflillt werden (KA, 1)

- bestimmen der magischen Summe auf allgemeinem Niveau (FO, 1)

Auch bei diesem Losungsweg dominierten die heuristischen Aktivitdten, gefolgt von den
darstellend-interpretativen Aktivitdten und den formal-operativen Aktivititen und auch

hier wurde nur eine argumentative Tatigkeit ausgefiihrt.

Obwohl die einzelnen Losungsstrategien unterschiedliche heuristische Ansétze verfolgen,
ist die relative Beteiligung der einzelnen Aktivitdtsbereiche dhnlich: Bei allen drei Strate-
gien dominieren die heuristisch-experimentellen Aktivititen und die kritisch-argu-

mentativen Tatigkeiten wurden vernachléssigt.

2. Teil: Definition der Verkniipfungen und Untersuchung auf Vektorraumeigenschaften

Die Mehrheit der Schiiler (12 von 15) konnte eine geeignete Definition fur die Addition
und die skalare Multiplikation magischer Quadrate angeben. Eine solche selbst aufgestellte

Definition enthilt eine heuristische (schopferische) und eine darstellerische Komponente.

Fiir die Untersuchung der Menge der magischen Quadrate auf ihre Vektorraumeigenschaf-

ten hin gab es sechs verschiedene Losungstypen, die sich in der Qualitidt der Bearbeitung
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aber auch in der Folgerung beziiglich des Vorliegens eines Vektorraums (Ergebnis) unter-

schieden.

- Zwei Schiiler begriindeten, dass ein Vektorraum vorliegt, indem sie die magischen
Quadrate auf ihre magische Summe reduzierten. Die Menge der magischen Summen
entspricht so einer Teilmenge der rationalen Zahlen. Dass diese Menge der magischen
Summen tatsédchlich einen Untervektorraum des Vektorraums der rationalen Zahlen bil-
det, wurde jedoch nicht nachgewiesen.

- Zwei Schiiler erkannten, dass die Addition innerhalb der Menge der magischen Quadra-
te nicht abgeschlossen ist oder dass diese Menge kein neutrales Element besitzt. Die
Vektorraumaxiome wurden jedoch nicht untersucht. Eine Entscheidung beziiglich des
Vorliegens eines Vektorraums fehlt bei diesen Losungen.

- Zwei Schiiler zogen die Schlussfolgerung, dass kein Vektorraum vorliegt, da keine
Addition gefunden werden kann, welche die Forderungen erfiillt.

- Zwei Schiiler stellten die Behauptung auf, dass ein Vektorraum vorliegt, begriindeten
dies aber nicht vollstindig. Sie erkannten nicht, dass nicht alle Vektorraumaxiome er-
fiillt werden konnen.

- Zwei Schiiler untersuchten die Vektorraumeigenschaften nicht.

- Funf Schiiler gingen beziiglich dieser Teilaufgabe den Weg, dem die hochste Qualitit
zugeordnet werden kann. Thnen gelang das Nachvollziehen, teilweise sogar Nachweisen
aller Vektorraumaxiome. Auf Grund ihrer Ergebnisse (Addition nicht abgeschlossen
und/oder kein neutrales Element konstruierbar und/oder keine inversen Elemente bild-
bar) zogen sie den Schluss, dass ein eingeschrankter Vektorraum vorliegt. Dieser Lo-
sungsweg wird im Folgenden genauer beschrieben.

Den Beginn der Untersuchung bildete die Vermutung, dass die Menge der magischen

Quadrate ein Vektorraum ist. Beim Priifen der Vektorraumaxiome entdeckten die Schiiler

jedoch, dass es kein neutrales Element beziiglich der Addition gibt, welches mit der gege-

benen Definition magischer Quadrate vereinbar ist. Teilweise wurde auch erkannt, dass bei
der definierten Addition Elemente entstehen konnen, die laut Definition keine magischen

Quadrate mehr sind, weil nicht alle Ziffern verschieden voneinander sind. Die Abgeschlos-

senheit der Addition konnte somit nicht gezeigt werden. Eine Schiilerin erkannte sogar,

dass zwar Gegenelemente konstruiert werden koénnen, aber auf Grund eines fehlenden
neutralen Elementes keine inversen Elemente existieren. Diesen Widerspruch zwischen der

selbst definierten Verkniipfung und der gegebenen Definition fiir die magischen Quadrate
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losten die Schiiler indem sie von einem ,,eingeschrankten Vektorraum® schrieben. Einmal
wurde auch die Definition erweitert, so dass gleiche Ziffern innerhalb eines magischen
Quadrates moglich sind. Die Vektorraumaxiome wurden iiberwiegend nachvollzogen,

teilweise formal ausgefiihrt. Nur eine Bearbeitung entspricht tatséchlich einem Nachweis.

Aktivititen dieses Losungsweges, die mehrfach ausgefiihrt wurden'**:

- Zusammenhédngen herstellen, einen geeigneten Ansatz zur Untersuchung der Vektor-
raumeigenschaften finden (HE, 5)

- die skalare Multiplikation mit 1 formal darstellen (DI, 5)

- das Assoziativgesetz der Multiplikation formal nachweisen (FO, DI, 4)

- das erste Distributivgesetz formal nachweisen (FO, DI 5)

- das zweite Distributivgesetz formal nachweisen (FO, DI, 2)

- begriinden, dass nur ein eingeschriankter Vektorraum vorliegt (KA, 3)

- veranschaulichen, dass durch Addition zweier magischer Quadrate ein neues entsteht,
anhand eines Beispiels (DI, HE, 2)

Von den Aktivitdten, die nur von einem Schiiler ausgefiihrt wurden, war ein groBer Teil

kritisch-argumentativ. Insgesamt wurden bei diesem Losungsweg am héufigsten darstel-

lend-interpretative Aktivititen ausgefiihrt (25). Aber auch eine betrdchtliche Anzahl kri-

tisch-argumentativer Aktivitdten (16) wurde beobachtet. Formal-operative Aktivitdten (11)

wurden weniger hiufig ausgefiihrt als erwartet, weil die Schiiler die Vektorraumaxiome

nicht formal nachwiesen. Die Anzahl heuristisch-experimenteller Aktivititen (12) ent-

sprach in etwa den Intentionen.

Die anderen Losungsansidtze fir diese Teilaufgabe waren nicht mit einer angemessenen
Bearbeitung verbunden. Hier wurden deutlich weniger Aktivitdten ausgefiihrt. Der Anteil
kritisch-argumentativer Aktivitdten war auch dabei vergleichsweise hoch, auf Grund von
Begriindungsversuchen oder Begriindungsansitzen. Die unangemessene Ausfiihrung war

verbunden mit seltenen formal-operativen und darstellend-interpretativen Aktivitdten.

122 Da bei diesem Losungsteil sehr viele verschiedene Aktivititen nur einmal ausgefiihrt wurden, soll sich die
Darstellung der Aktivitdten auf die mehrfach ausgefiihrten beschranken.
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Ausgefiithrte Schiileraktivititen und objektive Aufgabenparameter
Wenige Aktivitiiten wurden hdufig ausgefiihrt

Nur zwei der intendierten Aktivitdten wurden von vielen Schiilern ausgefiihrt. Beide betra-
fen die Erstellung des magischen Quadrates aus den rationalen Zahlen 1 bis 9. Diese erste
Teilaufgabe konnte mit einfachen heuristischen Methoden (Probieren, systematisches
Probieren) und mit mathematischen Operationen auf Grundschulniveau gelost werden.
Allen Schiilern war somit ein Zugang moglich, die Losung eine Frage der Ausdauer. Die
Teilaufgabe ist methodisch offen, eine Losung konnte auf unterschiedlichen kognitiven
Niveaus gefunden werden. Mathematische Konzepte und Fachwissen sind nicht notwen-
dig, ebenso keine Modellierung und mathematische Argumentation. Eine weitere Ursache
kann aber auch mit der Motivation, die durch den Knobeleffekt dieser Teilaufgabe hervor-

geht, verbunden sein oder damit, dass es die erste Teilaufgabe war.

Bei dieser Aufgabe gab es deutliche Differenzen zwischen den intendierten und ausgefiihr-
ten Aktivititen und es gab eine grofle Anzahl individueller Aktivitdten der Schiiler, die
nicht in der objektiven Analyse herausgestellt wurden. Als Ursachen werden die offenen
Aufgabenteile, die zu unterschiedlichen Wegen einladen, und der hohe heuristische An-
spruch, der kein einheitliches Vorgehen nach bekannten Verfahren zulédsst, gesehen. Es
wurden insgesamt 93 verschiedene individuelle Aktivitdten gezdhlt, von denen hier nur ein
Teil dargestellt werden konnte. Diese Aktivititen wurden i{iberwiegend von nur einem

Schiiler ausgefiihrt.
Hoher Anteil heuristischer Aktivitditen

Der Anteil der heuristischen Aktivititen in den Bearbeitungen der Schiiler war hoher als in
der objektiven Losung. Die heuristischen Aktivitdten stellten in der Umsetzung der Aufga-
be durch die Schiiler, wie in den Intentionen, einen Schwerpunkt dar.

Mogliche Ursachen daftir konnten sein:

- Bei der Bearbeitung dieser Aufgabenstellung sind eine Reihe innermathematische Mo-
dellierungsprozesse der zweiten Stufe notwendig, d. h. weder mathematische Operatio-
nen noch Schliisselkonzepte werden spezifiziert. Ein Zugang kann nur durch eigene
Uberlegungen gefunden werden.

- Das notwendige Fachwissen ist komplex, mehrere Wissenseinheiten sind zu aktivieren
und zu verbinden. Diese betrafen jedoch die letzten Unterrichtsstunden der Untersu-

chungsklasse und sollten den Schiilern gut zuginglich gewesen sein oder es handelte
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sich um Konzepte, welche den Schiilern seit der Grundschule vertraut sind. Schlie8lich
gibt es Teilaufgaben, die durch Intuition und Kreativitit gelost werden konnten, ohne
etablierte mathematische Konzepte und Verfahren.

- Der interessante innermathematische Kontext kdnnte die Schiiler motiviert haben, eige-
ne Ansédtze zu kreieren und anzugehen, teilweise konnten diese dann aber nicht umge-
setzt werden, denn nur wenige Schiiler bearbeiteten die Aufgabe vollstindig.

- In der objektiven Analyse der Aufgabe wurden hohe Anforderungen beziiglich der
notwendigen intellektuellen Fahigkeiten herausgestellt, bei einigen Teilaufgaben war je-
doch ein Zugang auf unterschiedlichem kognitiven Niveau méglich, so dass viele Schii-

ler die Chance bekamen, die Aufgabe anzugehen.

Gute Umsetzung darstellend-interpretativer Aktivitciten

Neben den heuristischen Aktivitdten war der Anteil der darstellenden Aktivitdten der Schii-
ler hoch. Das Potenzial der Aufgabe, verschiedene Darstellungsformen zu nutzen und
zwischen diesen zu {ibersetzen war hoch. Die verbale Aufgabenprisentation {iberlies alle
Ubersetzungen den Schiilern und hob die formale Darstellung nicht hervor. SchlieBlich
waren an vielen Stellen unterschiedliche Darstellungsformen einsetzbar, so dass die Schii-

ler nach ihren Neigungen und Fahigkeiten arbeiten konnten.
Geringe Umsetzung formal-operativer Aktivitdiiten

Durchschnittlich wurde pro Schiilerlosung nur etwa die Hilfte der intendierten formal-
operativen Aktivitidten ausgefiihrt. Die intendierten algebraischen Operationen, welche die
Uberpriifung der Vektorraumaxiome betrafen, wurden von den Schiilern nicht vorgenom-
men. Die Schiiler sahen entweder keine Notwendigkeit, die Vektorraumaxiome zu priifen
oder keinen Weg, wie dies geschehen konnte. Beziiglich des Anteils formaler Aktivitdten
gab es eine gute Ubereinstimmung mit den Intentionen, das Trainieren formaler Fertigkei-
ten war nicht Anliegen dieser Aufgabe. Die einfachen Operationen auf Grundschulniveau
und die Termumformungen auf dem Niveau der achten Klasse hatten ,,Werkzeugcharak-
ter, d. h. sie waren Mittel zum Zweck der Erstellung magischer Quadrate und deren struk-
tureller Untersuchung. Deshalb wurden innerhalb der Auswertung die formalen Aktivitdten

grob zusammengefasst.
Umsetzung argumentativer Tdtigkeiten deutlich unter den Erwartungen

Von zehn intendierten kritisch-argumentativen Kompetenzen wurden pro Aufgabenlosung

durchschnittlich nur etwa zwei ausgefiihrt. Die Aufforderungen zur Argumentation wurden
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teilweise explizit formuliert, teilweise implizit. Beispielsweise enthilt die Aufforderung
,untersuchen Sie* implizit die Aufforderung zu folgern und zu begriinden. Die Fragestel-
lung ,,Warum* wurde von den Schiilern ignoriert, nicht als Aufforderung zum Begriinden
ithres Vorgehens gesehen. Neben diesen Schwierigkeiten bei der Deutung der Aufgaben-
stellung, die sicherlich durch die beschriebenen Probleme bei der Aufgabenformulierung
verstiarkt wurden, konnen die teilweise hohen Anforderungen und der Umfang der Aufgabe
Ursache dafiir sein, dass die Umsetzung kritisch-argumentativer Aktivitdten nicht den

Erwartungen entsprach.
Anhang 2.6 Analyse der Aufgabe Basis eines Vektorraums

Aufgabenstellung

a) Untersuchen Sie, ob das Erzeugendensystem {(1,2,8),(1,3,5),(2,4,5)} des Vektorraumes
IR® eine Basis B ist. Stellen Sie den Vektor v = (1,2,3) gegebenenfalls durch die Basis B

dar.

b) Geben Sie drei linear unabhéngige Vektoren aus dem Vektorraum der Polynome hochs-
tens zweiten Grades (mit den iiblichen algebraischen Verkniipfungen fiir die Addition
und die skalare Multiplikation) an. Zeigen Sie, dass diese tatsdchlich linear unabhidngig
sind. Wie konnte eine einfache Basis flir diesen Vektorraum aussehen?

Anmerkung: Falls Thr Beispiel schon der einfachsten Basis entspricht, geben Sie bitte eine

weitere mogliche Basis an.

Mogliche Losung

a) Um zu priifen, ob das Erzeugendensystem E ={(1,2,8),(1,3,5),(2.4.5)} des Vektorraumes

IR’ eine Basis B des IR’ ist, ist zu untersuchen, ob die drei Vektoren linear unabhingig
sind. Ist ein Erzeugendensystem linear unabhéngig, bildet es eine Basis des erzeugten

Vektorraumes.
Sei Xx= (1,2,8), y= (1,3,5), z= (2,4,5). Dann gilt bei linearer Unabhéngigkeit der drei
Vektoren: Aus ax + by +cz = 0 folgt stets a = b = ¢ = 0 bzw. das homogene lineare Glei-

chungssystem a¥ + by + ¢z = 0 hat nur die triviale Losung 0 . Letzteres wird nun gepriift.
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a b c

1 1 2 0 I

2 3 4 0 11

8 5 5 0 I

1 1 2 0

0 1 0 0 Ir'=I1-(2-1)

0 -3 -11 |0 HI'=I1-(8-1)

Aus IT' folgt » = 0 und somit (mit III' und I) auch ¢ =0 und a = 0.
Folglich hat das homogene lineare Gleichungssystem nur die triviale Losung 0 und das
Erzeugendensystem F = {?c, v, Z} ist wegen der linearen Unabhéngigkeit der drei Vektoren

auch eine Basis des IR’

Nun soll ¥ =(1,2,3) durch B ={%,y,Z} dargestellt werden. Dafiir sind die Koeffizienten m,
n, [ so zu ermitteln, dass gilt v =mx +ny+[z. Die Koeffizienten m, n, [ werden anhand

eines inhomogenen linearen Gleichungssystems bestimmit.

m n /

1 1 2 1 I

2 3 4 2 II

8 5 5 3 1

1 1 2 1

0 1 0 0 '=I1-(21)

0 -3 -11 |5 HI'=1-(8-1)

Aus II' folgt »=0. Dies eingesetzt in III', ergibt l=15—1. n und / eingesetzt in I, ergibt

m= % Die Darstellung des Vektors v durch die Basis B ist somit v = 11—1)? +%Z.
1 2 1
Probe: L 2 +i 4|=|2
11 11
5 3

b) Elemente aus dem Vektorraum'>® der Polynome héchstens zweiten Grades besitzen die

Form f(x)=ax” +bx+c. Sie werden, wie auch die Zeilenvektoren des /R’, bestimmt durch

' Dass tatsichlich ein Vektorraum vorliegt, miisste im Unterricht oder in einer weiteren selbstindigen
Aufgabe gezeigt werden.
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drei Koeffizienten a,b,ce IRund konnen analog als Vektoren betrachtet werden.

Ubertrigt man den Begriff der Linearen Unabhingigkeit auf den Vektorraum der Polyno-

me hochstens zweiten Grades, sind drei Polynome p,, p,, p, linear unabhéngig, wenn gilt:
Aus mp,(x)+np,(x)+Ip,(x)=0 fiir alle xe IR folgt m = n = = 0. Die Koeffizienten aj,
by, c1 von p,, as, by, c2 von p,,und az, b3 c3 von p, sind so zu wihlen, dass dies zutriftt.
Gepriift werden kann dies wiederum mit einem homogenen linearen Gleichungssystem,
denn m(a1x2 +bx+c, )+ n(a2x2 +b,x+c, )+ l(a3x2 +byx +cy )= 0 gilt fur alle xe /R nur,
wenn gilt
ma, +na, +lay, =0 und
mb, +nb, +1b; =0 und
mc, +nc, +lc; =0.
Begriindung: Zwei Polynome sind gleich, wenn sie in allen Koeffizienten tibereinstimmen.
Versuch'*: a4, =1,b, =2,¢, =3

a,=4,b,=5,¢c,=6

a,=7,b,=8,¢c,=0

Probe:
m n /
1 2 3 0 I
4 5 6 0 II
7 8 0 0 I
1 2 3 0
0 -3 -6 0 II'=11-(4-1)
0 -6 21 |0 [I'=I11-(7-T)
1 2 3 0
0 -3 -6 0
0 0 -9 M"=II'-(2-11%)

=>n=l=m=0

124 Naheliegend ist hier die Angabe der Koeffizienten entsprechend den drei Vektoren aus a), fiir die gesi-
chert ist, dass die triviale Losung die einzige des entsprechenden homogenen linearen Gleichungssystems ist.
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Somit sind die drei Vektoren p,(x)=x*+2x+3, p,(x)=4x>+5x+6, ps(x)= 7x* +8x
linear unabhidngig und bilden eine Basis des dreidimensionalen Vektorraumes der Polyno-
me hochstens zweiten Grades.

Gesucht ist weiterhin eine besonders einfache Basis des gegebenen Vektorraumes. Die
cinfachste Basis des IR’ ist die euklidische Basis B ={(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}. Die drei
Koeffizienten der Polynome hochstens zweiten Grades konnen ebenfalls in dieser Zeilen-

vektorform dargestellt werden. Ubertrigt man die Koeffizienten, wiirden die folgenden

Polynome der euklidischen Basis entsprechen und die einfachste Basis des Vektorraumes

der Polynome héchstens zweiten Grades bilden: p,(x)=x?, p,(x)=x, py(x)=1. In der

Tat konnen bei Angabe der Koeffizienten a,b,c € IR durch die Basis B, ={p,, p,, p;} alle

Polynome der Form ax” + bx + ¢ dargestellt werden: ap, (x)+bp, (x)+cps (x).

Kompetenzspektrum

Grundwissen: Basis, lineare Unabhéngigkeit, Polynome (GW)
Finden geeigneter Losungsstrategien (HE)

Ausfiihren formaler Verfahren und Operationen (FO)
Kreatives mathematisches Denken (HE)

Mathematisch Argumentieren (KA)

Fachsprachlich verbal und formal Darstellen (DI)

Analyse der Aufgabe nach den Kriterien an Aufgaben zur differenzierten Beurteilung

mathematischer Kompetenzen

Bedingungen an Aufgaben zur differenzierten Beurteilung mathematischer Kompetenzen

Bedingungen auf Grund der Beurteilungssituation
Validitat

Die Aktivitdten des Kompetenzspektrums dieser Aufgabe gehdren zu den wichtigen in den
Bildungsstandards (KMK 2004) und den EPA (KMK 2002) festgehaltenen mathemati-
schen Aktivitdten. Es gibt keine Anzeichen dafiir, dass sich diese iiberlagern oder von
anderen, nichtmathematischen Aktivititen {berlagert werden. Den ausgewdhlten
Kompetenzen sind entsprechende Schiileraktivititen zugeordnet, die zu beurteilbaren
Ergebnissen fiihren sollten. Voraussetzung ist auch bei dieser Aufgabe, dass die Schiiler

das unten benannte Grundwissen besitzen und ihre Losungswege nachvollziehbar darlegen.
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Gerechtigkeit

Verstédndlichkeit: Die Aufgabe enthélt eine ganze Reihe fachsprachlicher Begriffe. Diese
wurden in den vorhergehenden Unterrichtsstunden der linearen Algebra eingefiihrt, sind
den Schiilern somit bekannt, wenn auch noch nicht vertraut. Mit dem Begriff der Polyno-

me arbeiten die Schiiler bereits seit der neunten Klasse.

Erwartungstransparenz: Die Anweisungen an die Schiiler werden explizit formuliert. Auf-
forderungen wie ,,untersuchen Sie“ und ,,zeigen Sie* sind thnen vertraut und sie kennen die
damit verbundenen Erwartungen. Die letzte Frage ist offen formuliert, unterschiedliche
Reaktionen sind moglich. Das kreative mathematische Denken ist hier aber gerade Beurtei-

lungsschwerpunkt.

Ergebnisorientierung: Die Aufgabe enthélt Teilaufgaben und Losungsschritte, die separat

beurteilt werden kénnen.

Schwierigkeit: Mit der Aufgabe wird der neu erarbeitete Begriff der Basis eines Vektor-
raumes erstmals selbstdndig umgesetzt, indem er zundchst flir einen bekannten Vektorraum
konkretisiert und anschlieBend auf einen neuen Vektorraum iibertragen wird. Diese Steige-

rung der Schwierigkeiten ist flir die profilierte Klasse angemessen.
Moglichkeit individueller Wege (Offenheit)

Fiir keine der Teilaufgaben wird ein Vorgehen benannt, die Aufgabe ist methodisch offen.
Alle Teilaufgaben erlauben einen individuellen Zugang und eine Bearbeitung nach indivi-
duellen Moglichkeiten. Bei den Untersuchungen auf lineare Unabhingigkeit bietet sich ein
lineares Gleichungssystem als effektive Losungsstrategie an. Wenn der Gaufalgorithmus
zu diesem Zeitpunkt noch nicht als Routineverfahren zur Verfiigung steht, kann dieses
immer noch mit den verschiedenen aus Klasse 9 bekannten Losungsverfahren bearbeitet
werden. Die Suche nach einer Basis fiir den Vektorraum der Polynome bietet noch mehr

Spielraum, sowohl in der Herangehensweise als auch im Ergebnis und dessen Darstellung.
Bedingungen durch Anspruch an Aufgabenqualitit

Individuelle und gesellschaftliche Bedeutung der Aufgabe: Die Aufgabe ist rein innerma-
thematisch, hat keine direkte gesellschaftliche Bedeutung. Sie ist fiir die Schiiler individu-
ell insofern bedeutsam, dass der Begriff der Basis zu den grundlegenden Begriffen der
linearen Algebra gehort und deshalb fiir die Schiiler der profilierten Klasse, welche sich

wahrscheinlich {iber die Schule hinaus mit Mathematik beschéftigen werden, wichtig ist.
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Kognitive Forderung: Die Aufgabe dient der Vertiefung und Festigung erworbener ma-
thematischer Konzepte, indem diese erstmals selbstindig auf andere Situationen tibertragen
werden. Herausforderung ist das kreative mathematische Denken, indem zu einem Begriff
selbst Beispiele gefunden werden. Die Aufgabe ist umfangreich, eine selbstédndige Planung
und Kontrolle des Vorgehens ist notwendig. Schlielich werden neue Inhalte mit bekann-
ten verkniipft, das Begriffsnetz wird erweitert. Bei einer umfassenden Bearbeitung kénnen

kognitive Fahigkeiten bis zur hochsten Stufe, dem Evaluieren, eingebracht werden.

Kriterien verbunden mit dem Ziel des Ansprechens vielseitiger mathematischer Kompeten-

zen

Darstellend-interpretative Aktivitdten: verbal beschreiben, formal darstellen, zwischen

Darstellungen tibersetzen

Heuristisch-experimentelle Aktivititen: Zusammenhdnge analysieren, geeignete Losungs-

strategien finden, Beispiele mit gegebenen Eigenschaften finden

Formal-operative Aktivitdten: algebraische Operationen ausfithren, formale Verfahren

ausflihren
Kritisch-argumentative Aktivitdten: mathematisch argumentieren, nachweisen

Fazit der Analyse der entscheidenden Kriterien: Die Bedingungen an Aufgaben zur differen-

zierten Beurteilung mathematischer Kompetenzen werden erfiillt.

Komplexititsbeschreibende Merkmale von Aufeaben zur differenzierten Beurteilung

mathematischer Kompetenzen

Komplexitédt der einbezogenen mathematischen Inhalte

Wissenseinheit/Stoffgebiet und curriculare Wissensstufe: Mit dieser Aufgabe aus dem
Gebiet der linearen Algebra werden Wissenseinheiten aus der linearen Algebra mit
Wissenseinheiten aus dem Gebiet der Analysis verbunden:
Erzeugendensystem/Basis/lineare  Unabhéngigkeit, = Vektorraum/Vektoren, Polynome
(hochstens zweiten Grades). Bis auf den Begriff der Polynome wurden diese Elemente in
den bisherigen Stunden der linearen Algebra thematisiert. Polynome lernen die Schiiler

bereits Ende der Sekundarstufe I kennen.

Art des Wissens: Faktenwissen (Definitionen fiir Erzeugendensystem, Vektorraum, Basis,

linear unabhdngig, formale Darstellung von Polynomen (zweiten Grades)), prozedurales
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Wissen (z. B. Losen linearer Gleichungssysteme, komponentenweise Addition), konzeptu-

elles Wissen (z. B. Beziehungen zwischen Basis und Vektorraum, algebraische Strukturen)

Zur Bearbeitung der Aufgabe ist Faktenwissen zu mehreren mathematischen Begriffen
notwendig in einer so umfassenden Form, die Definition, Eigenschaften und Anwendbar-
keit einschlieBt, dass der Ubergang zu konzeptuellem Wissen flieBend erscheint. Da auch
(umfangreiches) prozedurales und konzeptuelles Wissen notwendig ist, liegt eine hohe

Komplexitédt des notwendigen Fachwissens vor: Anforderungsniveau 3.
Komplexitét beziiglich spezifischer Aktivitdtsbereiche

Anforderungen im heuristischen Bereich: In keiner der Teilaufgaben ist das Losungsver-
fahren direkt gegeben, sie sind methodisch offen. Da es fiir einige Aufgabenteile jedoch
naheliegende Verfahren gibt, sind die Erwartungen beziiglich der Losungsvielfalt zwischen
den Teilaufgaben unterschiedlich hoch. Zunéchst ist ein Untersuchungsverfahren fiir die
Analyse des in a) gegebenen Erzeugendensystems zu finden. Der Vergleich der Definitio-
nen der Begriffe ,,Erzeugendensystem™ und ,,Basis“ bietet sich an. Zu priifen bleibt die
lineare Unabhéngigkeit der drei Vektoren, was, wie auch im Unterricht, anhand eines ho-
mogenen linearen Gleichungssystems erfolgen kann. Fiir die Darstellung des gegebenen
Vektors durch die Basis B ist ein inhomogenes lineares Gleichungssystems hilfreich, was
ebenfalls schon im Unterricht durchgefiihrt wurde. Die heuristischen Anforderungen liegen
iiberwiegend im Teil b) in der Betrachtung des Vektorraums der Polynome. Die Schiiler
miissen hier zielgerichtet schopferisch titig sein, indem sie zunichst drei linear unabhédngi-
ge Vektoren und dann eine, sogar einfache, Basis finden. Hier sind eigene Ideen notwen-
dig, unterschiedliche Herangehensweisen werden erwartet. Beispielsweise konnten Paralle-
len zur euklidischen Basis gezogen werden, aber auch zu der in a) gefundenen Basis oder
aber es wird weiter in der Darstellung der Polynome gearbeitet. In diesem Aufgabenteil ist
somit das Ziel (die Basis) und die Methode (den Weg, die Basis zu finden) tatsdchlich
offen. Der Nachweis der linearen Unabhédngigkeit kann analog zu a) anhand eines homo-
genen linearen Gleichungssystems erfolgen, wenn eine geeignete Darstellung flir die Poly-
nome als Vektoren gefunden wird. Der Transfer bekannter Verfahren auf neuartige Situati-
onen ist dem Anforderungsbereich 2, das eigenstindige kreative Denken dem Anforde-

rungsbereich 3 zuzuordnen.

Anforderungen im formal-operativen Bereich: Bei dieser Aufgabe werden Verfahren zur

Losung linearer Gleichungssysteme (inhomogener und homogener) zur Anwendung kom-
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men. Die Schiiler kennen zum Zeitpunkt der Aufgabenstellung noch nicht den Gaufalgo-
rithmus in seiner kompletten Form, haben aber Vorkenntnisse zur Losung dreidimensiona-
ler linearer Gleichungssysteme aus Klasse 9. Die mathematischen Operationen, die inner-
halb der Losung linearer Gleichungssysteme auftreten, stellen Routineanforderungen der

125 bekannter Verfah-

Sekundarstufe I dar, Die selbstindige Anwendung und Kombination
ren/Operationen in neuartigen Zusammenhidngen hoher Komplexitdt entspricht Anforde-

rungsniveau 3.

Anforderungen im darstellend-interpretativen Bereich: Die folgenden Ubersetzungen und
Darstellungen werden bereits durch die Aufgabenstellung notwendig: Darstellung des
Nullvektors durch die in a) gegebenen drei Vektoren, Darstellung des Vektors v durch die
gegebene Basis, Darstellung der drei unabhidngigen Vektoren aus dem Vektorraum der
Polynome hochstens zweiten Grades, Ubersetzungen von funktionalen Polynomdarstellun-
gen in Vektordarstellungen, Darstellung der Basis fiir den Vektorraum der Polynome
hochstens zweiten Grades. Weitere individuelle Darstellungen sind denkbar und wahr-
scheinlich. Das Potenzial der Aufgabe zur Forderung darstellender Aktivitdten ist somit
hoch, wobei auch die kognitiven Anforderungen, vor allem auf Grund der Neuartigkeit der

Darstellungen hoch sind: Anforderungsbereich 3.

Anforderungen im kritisch-argumentativen Bereich: Nur an einer Stelle der Aufgabenfor-
mulierung wird explizit eine Argumentation gefordert: Die Schiiler haben die lineare Un-
abhingigkeit der gefundenen Basis zu zeigen. Zur Losung der Aufgabe sind einfache
Schlussfolgerungen aus den formalen Verfahren zu ziehen, die Interpretationen des forma-
len Ergebnisses gleichkommen. Auch in b) sind (verbale) Begriindungen sinnvoll. Die
Auswahl, evtl. auch die Darstellung der Vektoren sollte begriindet werden. Wird die eukli-
dische Basis als einfache Basis angegeben, so ist zu begriinden, warum dies moglich ist,
denn eine Basis kann nicht ohne weiteres auf einen anderen Vektorraum {ibertragen wer-
den. Werden iiberwiegend einfache Schlussfolgerungen gezogen, entspricht dies Anforde-
rungsbereich 1. Die eigenstdndige, neuartige Argumentation bei einer vollstdndigen Bear-

beitung von b) kann aber sogar dem Anforderungsbereich 3 entsprechen.

125 Dabei wird davon ausgegangen, dass der GauBalgorithmus noch nicht als Standardverfahren zur Verfii-
gung steht.
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Analyse der umgesetzten Schiileraktivititen

Intendierte Aktivititen (Aktivitdtsbereich, Haufigkeit der Umsetzung von den 14 Schiilern,

welche die Aufgabe bearbeiteten):

Verbindungen zwischen mathematischen Konzepten (Erzeugendensystem und Basis)
herstellen (HE, 8)

diese Zusammenhénge verbal beschreiben (DI, 1)

Zusammenhang zur linearen Unabhingigkeit herstellen/eine Nachweisstrategie finden
(HE, 10)

die Bedingung fiir lineare Unabhéngigkeit formal darstellen (DI, 5)

den Nullvektor durch das gegebene Erzeugendensystem formal darstellen (DI, 9)

ein homogenes lineares Gleichungssystem aufstellen (DI, 10)

formale Verfahren ausfiihren (z. B. GauBlalgorithmus) (FO, 10)

algebraische Umformungen ausfiihren (FO, 10)

argumentieren und schlussfolgern, dass tatséchlich eine Basis vorliegt (KA, 9)

v durch B allgemein darstellen (DI, 4)

den Zusammenhang zum inhomogenen linearen Gleichungssystem herstellen/eine
Strategie zur Bestimmung der Koeffizienten der allgemeinen Darstellung finden (HE,
10)

ein lineares Gleichungssystem aufstellen (DI, 10)

formale Verfahren ausfiihren (FO, 10)

algebraische Operationen ausfiihren (FO, 10)

die Losung interpretieren/v durch B konkret darstellen (DI, 7)

die Elemente des Vektorraums der Polynome hochstens zweiten Grades allgemein
formal darstellen (DI, 2)

erldutern, wann zwei Polynome linear unabhéngig sind (DI, HE)

begriinden, dass dies wieder anhand eines homogenen linearen Gleichungssystems
gepriift werden kann (KA)

die Bedingung fiir lineare Unabhéngigkeit formal darstellen (DI)

eine Vermutung fiir drei linear unabhingige Vektoren aufstellen (HE, 6)

das homogene lineare Gleichungssystem aufstellen (DI, 9)

formale Verfahren ausfiihren (FO, 6)

formale Operationen ausfiihren (FO, 6)

die formale Losung interpretieren, auf lineare Unabhéingigkeit schlieBen (DI, KA, 8)
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- den Zusammenhang zur euklidischen Basis herstellen (HE, 6)

- erkldren, dass die Koeffizienten in Zeilenvektorform darstellbar sind (HE, DI)

Von den zahlreichen intendierten Aktivitidten sind sieben heuristisch-experimentell, zwolf
darstellend-interpretativ, sechs formal-operativ und drei kritisch-argumentativ. Der
Schwerpunkt dieser Aufgabe liegt auf den darstellend-interpretativen und heuristisch-

experimentellen Aktivitdten.

Die hiufig ausgefiihrten Aktivitdten gehoren iiberwiegend zum formal-operativen sowie
zum darstellend-interpretativen und heuristisch-experimentellen Tétigkeitsbereich. Keine
kritisch-argumentative Aktivitit wurde hdufig ausgefiihrt. Bei Teilaufgabe b) wurde keine
der intendierten Aktivitdten hiufig ausgefiihrt, eine deutliche Anzahl intendierter Aktivita-
ten wurde dort nicht umgesetzt. Generell wurden bei Aufgabe 11B9.1, wie schon bei Auf-
gabe 11B8.1, von den Schiilern im Mittel pro Losung deutlich weniger (15) Aktivitidten

ausgeflihrt als intendiert waren (36).

Insgesamt wurden von den Schiilern 64 heuristisch-experimentelle, 93 darstellend-inter-
pretative, 55 formal-operative und 25 kritisch-argumentative Aktivitdten ausgefiihrt. Die
darstellend-interpretativen Aktivitdten stellten auch in der Umsetzung den Schwerpunkt
dar. Die kritisch-argumentativen Aktivititen machten, wie nach der objektiven Analyse

befiirchtet, einen geringen Anteil der Aktivitidten bei der Aufgabenbearbeitung aus.
Vergleich verschiedener Losungswege

Zur Bearbeitungen der Teilaufgabe a) wéhlten die Schiiler drei unterschiedliche Ansétze:

- Nachweisen der linearen Unabhingigkeit der drei Vektoren auf Grund der ausschlieB3-
lich trivialen Darstellung des Nullvektors, wobei drei Qualitdtsstufen der Darstellung
auftraten, die unten beschrieben werden (11 Schiiler),

- Nachweisen, dass sich keine der drei Komponenten der eventuellen Basis durch die
beiden anderen darstellen ldsst und deshalb die drei Vektoren linear unabhéngig sind (1
Schiiler),

- Verbal begriinden, dass das Erzeugendensystem eine Basis des /R* sein muss, weil es
sonst nur den /R? aufspannen wiirde (2 Schiiler).

Die tiberwiegende Mehrheit der Schiiler wéhlte somit den formalen Nachweis der linearen

Unabhingigkeit der drei gegebenen Vektoren, vergleichbar der Beispiellosung. Nur zwei

Schiiler fuhrten eine begriffliche Argumentation. Von diesen zwei Schiilern argumentierte

einer anschaulich, der zweite zog einen Satz heran, der zwar geeignet ist, im Unterricht
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jedoch nicht behandelt und bewiesen wurde. Bei diesem Losungsweg wurden heuristische

und argumentative Aktivitdten ausgefiihrt.

Die drei qualitativen Stufen der formalen Bearbeitung des ersten Aufgabenteils unterschei-

den sich vor allem in der Argumentation und Darlegung der Zusammenhénge:

- Bei einer vollstindigen Darstellung der Losung wird der Unterschied zwischen den
Begriffen Erzeugendensystem und Basis eines Vektorraums — im Wesentlichen anhand
der Definition einer Basis - herausgestellt und daraus geschlossen, dass die lineare Un-
abhéngigkeit der drei Vektoren zu zeigen bleibt. (7 Schiiler)

- AnschlieBend, von 5 Schiilern jedoch sofort und ohne jegliche verbale Erlduterung
(zweite Qualitdtsstufe), wurde auf die formale Definition der linearen Unabhédngigkeit
zuriickgegriffen und der Nullvektor formal durch die drei Vektoren dargestellt.

- SchlieBlich — einmal sogar sofort (dritte Qualitdtsstufe) wurde das lineare homogene
Gleichungssystem aufgestellt und gelost (11 Schiiler). Aus dem Ergebnis wurde gefol-
gert, dass der Nullvektor nur durch die triviale Linearkombination darstellbar ist, die
drei Vektoren daher linear unabhingig sind und das gegebene Erzeugendensystem eine
Basis ist. Meist erfolgte dies formal ohne Begriindung und Darstellung der Zusammen-
hénge.

Bei diesem Losungsweg wurden Aktivitdten aller vier Aktivitdtsbereiche einbezogen. Die

Qualitdt der Losung stand in Zusammenhang mit der Anzahl heuristischer und argumenta-

tiver Aktivititen.

Um den gegebenen Vektor durch die Basis B darstellen zu konnen, wurde von allen Schii-

lern ein inhomogenes lineares Gleichungssystem aufgestellt und gelost.

Bei Teilaufgabe b) gab es, insbesondere beziiglich des Findens einer einfachen Basis des

neuen Vektorraumes, im Wesentlichen zwei unterschiedliche Losungen:

- Zehn Schiiler gaben die euklidische Basis als einfachste Basis oder eine andere Basis
des IR? (drei Zeilenvektoren) an, ohne zu begriinden, warum es moglich und sinnvoll ist
eine Basis des /R? auch flir diesen Vektorraum zu verwenden.

- Fiinf Schiiler gaben eine Basis an, deren Komponenten Polynome sind. Drei Schiiler
erlduterten verbal, dass sich die beiden Vektorrdaume /R*® und /P, aufeinander abbilden
lassen oder verdeutlichten dies symbolisch. Effektiver Weise verwendete ein Schiiler die

in a) als linear unabhéngig herausgestellten Vektoren.



Seite 378 Anhang

Die Mehrheit der Schiiler (10) fiihrte den formalen Nachweis der linearen Unabhingigkeit
der angegebenen Vektoren analog zu dem in Aufgabenteil a) verwendetem Verfahren

durch.

Bei der Analyse der individuellen Losungswege wurden neben den intendierten Aktivitdten
17 individuelle Aktivitdten der Schiiler aufgedeckt, die nicht in der Beispiellosung auftau-
chen. Diese wurden iiberwiegend jeweils von nur einem Schiiler ausgeflihrt und entstam-

men allen Aktivitdtsbereichen.
Ausgefiihrte Schiileraktivititen und objektive Aufgabenparameter

Die Umsetzung aller Aktivitdtsbereiche entsprach bei dieser Aufgabe nicht den Erwartun-
gen, wenngleich der Anteil der Aktivitdtsbereiche in der Umsetzung den Intentionen
gleichkam. Insbesondere die darstellend-interpretativen und kritisch-argumentativen Akti-
vitdten wurden nicht wie erwartet ausgeflihrt. Zu argumentativen Aktivititen wurde in der
Aufgabenstellung nicht explizit aufgefordert. Die Schiiler nutzten Anlédsse, ihre eigenen
Ideen einzubringen, haben jedoch noch wenig Gespiir dafiir, wann Erlduterungen und
Begriindungen ihrer Losungsschritte angebracht sind. Sehr deutlich sind die unterschiedli-

chen Umsetzungen der beiden Aufgabenteile.
Homogenes Herangehen beim Nachweis der linearen Unabhdngigkeit

Es hat sich die Erwartung erfiillt, dass bei den Nachweisen der linearen Unabhéingigkeit
kaum unterschiedliche Herangehensweisen auftreten. Nur zwei Schiiler haben begrifflich
argumentiert. Die iberwiegende Mehrheit wéhlte den formalen Nachweis. Somit ist Auf-
gabenteil a) in der Umsetzung nicht als offen anzusehen. Die Schiiler wihlten das im Un-
terricht behandelte formale Nachweisverfahren, auch wenn die begriffliche Argumentation
weitaus kiirzer ausfallen kann. Aufgabenteil a) ist heuristisch nicht anspruchsvoll, es liegt

eine den Schiilern bekannte Aufgabenstellung vor.

Grofle Anzahl intendierter Aktivitditen fiir Aufgabenteil b) wurde nicht umgesetzt

Diese von den Schiilern nicht ausgefiihrten Aktivitdten waren tiberwiegend darstellerischer
Art und zu einem geringeren Teil heuristisch-experimentell und kritisch-argumentativ. Die
Aktivitdten der Schiiler waren auch hier tiberwiegend Standardaktivititen, die in Analogie
zu Aufgabenteil a) ausgefliihrt wurden (Nachweis der linearen Unabhéngigkeit), sowie
heuristische Aktivitdten, wie das Auswéhlen der Basisvektoren. Dagegen wurde nicht

begriindet oder erldutert, warum die angegebene einfache Basis sinnvoll ist. So wurde die



Anhang Seite 379

euklidische Basis als einfache Basis fiir den Vektorraum der Polynome hochstens zweiten
Grades angegeben, ohne zu begriinden, warum diese auf den neuen Vektorraum iibertragen
werden kann. Die intendierten Aktivitdten, welche die Darstellung und Begriindung der
Zusammenhinge zwischen den beiden Vektorrdumen betrafen, wurden nicht ausgefiihrt.
Fiir die teilweise recht oberflichlichen Bearbeitungen dieser Teilaufgabe kdnnen motivati-
onale Aspekte eine Rolle spielen (Schuljahresende). Auf jeden Fall lag aber eine den Schii-
lern ungewohnte Aufgabenstellung vor, welche das Ubertragen von Kenntnissen auf eine
neuartige Situation erforderte. Im Gegensatz zu Aufgabenteil a) waren die Anforderungen

beziiglich heuristischer, argumentativer und darstellender Kompetenzen hoch.

Zusammenfassend stellten sich in der Analyse der Schiilerarbeiten deutliche Unterschiede
zwischen den beiden Aufgabenteilen heraus, die gut mit unterschiedlichen Anforderungen
einhergehen. So finden sich in b) nicht nur die heuristischen Anforderungen, hier war,
durch Einbeziehung von Wissenseinheiten aus dem Gebiet der Analysis auch die Komple-
xitdt des Fachwissens hoher und es wurden intellektuelle Féahigkeiten hoherer Kategorien

gefordert: In a) war Anwenden ausreichend, in b) auch Analyse und Synthese erforderlich.
Anhang 2.7 Analyse der Aufgabe Verpflegung einer Expedition

Aufgabenstellung

Die Verpflegung einer Expedition ist zusammenzustellen aus Konserven der Art I, II, III

und IV. Den jeweiligen Vitamingehalt (in geeigneten Einheiten) gibt folgende Tabelle an.

Vitamin I II III v
A 1 2 3 1
B 3 3 0 4
C 4 5 4 2

Ein Expeditionsteilnehmer wird wéhrend des gesamten Unternehmens (wie man auf Grund
medizinischer Hochrechnungen wei3) 128, 192 bzw. 320 Einheiten an Vitamin A, B bzw.
C benotigen.

In welchem Rahmen lassen sich Sonderwiinsche einzelner Teilnehmer bei der Aufstellung

der Vorratsliste beriicksichtigen?

Nattirlich ist dabei zu beachten, dass der Vitaminbedarf der Expedition gedeckt wird,

andererseits soll auch keine Uberdosierung erfolgen.
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Mogliche Losung:

Sei x die Anzahl der Konserven vom Typ I, y die Anzahl der Konserven vom Typ II,
z die Anzahl der Konserven vom Typ III und w die Anzahl der Konserven vom Typ IV.
Dann miissen die folgenden Gleichungen erfiillt sein, damit der Bedarf an Vitamin A, B, C

gedeckt wird: x+2y+3z4+w=128, 3x+3y+4w=192, 4x+5y+4z+2w=320.

Um die notwendigen Anzahlen x, y, z, w an Konserven unter den in der Aufgabenstellung

gegebenen Bedingungen zu ermitteln, wird dieses lineare Gleichungssystem gelost.

X y z w
1 2 3 1 128 1

3 3 0 4 192 10

4 5 4 2 320 I

1 2 3 1 128

0 -3 -9 1 -192  I’=I1-(3°1)
0 -3 -8 -2 -192  1I=III-(4-1)
1 2 3 1 128

0 -3 -9 1 -192

0 0 1 -3 0 [r-=far-1r

=>z=3w
Es kann keine eindeutige Losung gefunden werden. Die Losungsmenge kann nur in Ab-
hingigkeit von einem freien Parameter ¢ dargestellt werden.

Sei w=1 beliebig, dann ergibt sich z=3t, y =64 —23—6t und x = 2—32t .

Die Losungsmenge des linearen Gleichungssystems lautet somit

0 22
64| 1|26

L= += re IR
0| 3] 9
0 3

Da im Kontext dieser Aufgabe die Variablen x, y, z, w Anzahlen darstellen, miissen sie

ganzzahlig und positiv sein. Deshalb muss ¢ eine natiirliche Zahl und durch 3 teilbar sein

(Bedingung 1) und es muss gelten: 64—23—61 >0, woraus folgt <738 (Bedingung 2).

(Fur die anderen Komponenten ist die Bedingung positiver Werte mit te€ IN erfiillt.).
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Werden die beiden Bedingungen an eine im Ausgangskontext sinnvolle Lésung zusam-

mengefasst, muss die mogliche Losungsmenge wie folgt eingeschrinkt werden:

0 2
64| |26

L= L te IN,re 0,3,6}}.
073 9
0 3

Sonderwiinsche sind somit nur im Rahmen =0 v ¢ =3 v f = 6 moglich.

t kann Null sein, dann kann mit 64 Dosen der Sorte II der Vitaminbedarf gedeckt werden.
Dies wire aber eine sehr eintonige Erndhrung und wird wohl kaum den Vorstellungen der
Teilnehmer entsprechen. Wahrscheinlich wird /=3 oder /=6 gewahlt werden.

Die Anzahlen der Dosen wéren bei den beiden Meniis wie folgt:

I II I1I 1Y%
»Menii* 1 =3 22 38 9 3
»Menti* 2 =6 44 12 18 6

Es kommt also vor allem darauf an, ob den Teilnehmern die Sorte I oder II gut schmeckt,

denn diese haben die grofSiten Anzahlen.

Kompetenzspektrum

Ubersetzen (Mathematisieren) (DI)

Finden geeigneter Losungsstrategien (HE)

Ausfiihren formaler Verfahren (FO)

Ausfiihren formaler Operationen und Umformungen (FO)
Interpretieren (DI)

Mathematisch Argumentieren (KA)

Formal und fachsprachlich verbal Darstellen (DI)

Analyse der Aufgabe nach den Kriterien an Aufgaben zur differenzierten Beurteilung

mathematischer Kompetenzen

Bedingungen an Aufgaben zur differenzierten Beurteilung mathematischer Kompetenzen

Bedingungen auf Grund der Beurteilungssituation
Validitat

Die Kompetenzen des Kompetenzspektrums dieser Aufgabe gehdéren zu den in den Bil-

dungsstandards (KMK 2004) und den EPA (KMK 2002) aufgefiihrten wichtigen mathema-
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tischen Kompetenzen. Zu jeder Kompetenz gehoren eine Reihe mit der Aufgabe verbunde-
ner Aktivitdten, so dass sich Indikatoren flir die Beurteilung finden. Es gibt keine Anzei-
chen dafiir, dass sich diese iliberlagern oder von anderen, nichtmathematischen Aktivitdten
iiberlagert werden. Trotz anwendungsbezogener Aufgabe sind keine kontextbezogenen
Kenntnisse notwendig. Fiir die kontextbezogenen Interpretationen sind Alltagsvorstellun-
gen ausreichend. Die Kompetenzen sind jedoch nicht beurteilbar, wenn die Schiilern eine

ergebniszentrierte Darstellung wahlen und den Losungsweg nicht dokumentieren.
Gerechtigkeit

Verstéandlichkeit: Die Aufgabe enthilt keine fachsprachlichen Begriffe. Sie ist in der Spra-
che des aullermathematischen Kontextes formuliert, also hier in der Alltagssprache der
Schiiler. Die Erldauterungen und die Fragestellung sind verstdndlich formuliert. Zum Zwe-
cke der Ubersichtlichkeit wurde eine Tabellenform fiir die Angabe des Vitamingehaltes der

jeweiligen Konservenart gewéhlt, die von den Schiilern gut verstanden werden sollte.

Erwartungstransparenz: Die Aufgabenstellung enthdlt keine Anweisungen, sondern eine
kontextbezogene Fragestellung. Diese ldsst einen grolen Spielraum innerhalb der Darstel-
lung des Losungsweges und der Losung zu. Transparenz der Anforderungen wird hier
nicht durch die Aufgabenstellung gegeben, den Schiilern miissen die Regeln der Darstel-
lung des Losungswegs aus dem Unterricht bekannt sein. Dies gilt insbesondere fiir die
mathematische Argumentation, die nicht explizit gefordert ist, flir eine vollstdndige und

angemessene Bearbeitung aber erwartet wird.

Ergebnisorientierung: Die Aufgabe ist nicht in Teilaufgaben gegliedert. Die Bearbeitungen
der Schiiler kénnen jedoch in Losungsschritte aufgefichert werden, die separat beurteilt

werden kdonnen.

Schwierigkeit: Die Aufgabe dient der auBermathematischen Anwendung linearer Glei-
chungssysteme und des GauBalgorithmus. Das Verfahren haben die Schiiler im Unterricht
erarbeitet, aber noch nicht auBBermathematisch angewendet. Schwierigkeit der Aufgabe ist
jedoch mehr als die Anwendung des komplexen Verfahrens die Interpretation der Losung

im Kontext, denn die formale Lésung macht nur unter gewissen Eingrenzungen Sinn.
Moglichkeit individueller Wege (Offenheit)

Auf Grund der kontextbezogenen Fragestellung ist die Aufgabe offen, sowohl beziiglich
der Methode als auch beziiglich des Ziels. Individuelle Ansétze sind moglich. Die Losung
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mittels linearen Gleichungssystems und GauBalgorithmus ist jedoch naheliegend und
effektiv. Individuelle Wege sind bei der Interpretation der formalen Losung moglich und

sinnvoll, hier kann nach Neigung und Fahigkeit z. B. analysiert oder probiert werden.
Bedingungen durch Anspruch an Aufgabenqualitdit

Individuelle und gesellschaftliche Bedeutung der Aufgabe: Die Aufgabe ist eine aullerma-
thematische Anwendung des wirkungsvollen Mathematisierungsmusters Lineares Glei-
chungssystem bzw. GauBalgorithmus. Die Beschreibung voneinander abhingiger Grof3en
durch Gleichungen und Gleichungssysteme hat ohne Zweifel gesellschaftliche Bedeutung.
Fir die Schiiler sollte es interessant sein zu sehen, dass sie auch in Alltagssituationen
Anwendung findet. Die Situation Expedition dient der Motivierung, Situationen mit ma-

thematisch dhnlicher Struktur finden die Schiiler auch in ihrem Alltag.

Kognitive Forderung: Die Aufgabe dient der Vertiefung und Festigung erworbener ma-
thematischer Konzepte, indem diese erstmals selbst auf andere Situationen iibertragen
werden. Herausforderung ist wie bereits beschrieben die Interpretation der formalen Lo-
sung im aullermathematischen Kontext, was die Schiiler bisher selten ausgefiihrt haben.
Die Verkniipfungen zwischen Kontext und mathematischer Struktur stellen heuristische
und argumentative Anforderungen und solche beziiglich der Darstellung. Sie erhohen die

Flexibilitat im Umgang mit den mathematischen Konzepten.

Kriterien verbunden mit dem Ziel des Ansprechens vielseitiger mathematischer Kompeten-

zen

Darstellend-interpretative Aktivitdten: verbal beschreiben, formal darstellen, zwischen

Darstellungen iibersetzen, die formale Losung interpretieren

Heuristisch-experimentelle Aktivitdten: Zusammenhidnge zwischen Kontext und mathema-

tischem Modell finden und analysieren, geeignete Losungsstrategien finden

Formal-operative Aktivitdten: algebraische Operationen ausfithren, formale Verfahren

ausfiihren
Kritisch-argumentative Aktivitdten: begriinden, erldutern, schlussfolgern

Fazit der Analyse der entscheidenden Kriterien: Die Bedingungen an Aufgaben zur differen-
zierten Beurteilung mathematischer Kompetenzen werden erfiillt, bis auf die Erwartungs-
transparenz, die nur gegeben ist, wenn die Schiiler mit Anforderungen an die Darstellung der

Losungsfindung vertraut sind.
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Komplexititsbeschreibende Merkmale von Aufgaben zur differenzierten Beurteilung

mathematischer Kompetenzen

Komplexitét der einbezogenen mathematischen Inhalte

Wissenseinheit/Stoffgebiet und curriculare Wissensstufe: Zur Losung dieser Aufgabe ist
nur eine mathematische Wissenseinheit notwendig: das Losen linearer Gleichungssysteme,
z. B. mit dem GauBalgorithmus. Diese Wissenseinheit gehort zu den Standardinhalten der
Sekundarstufe II. Der Anspruch der Aufgabe liegt nicht in der Verkniipfung unterschiedli-

cher Wissenseinheiten, sondern in der auBermathematischen Modellierung.

Art des Wissens: prozedurales Wissen (GauBalgorithmus bzw. anderes Verfahren zur
Losung linearer Gleichungssysteme mit drei Gleichungen und vier Unbekannten, Aquiva-
lenzumformungen), konzeptuelles Wissen (Darstellung von Zusammenhéngen durch linea-
re Gleichungen, Verwendung freier Parameter zur Beschreibung von Freiheitsgraden

innerhalb von Systemen).

Zur Bearbeitung der Aufgabe sind umfassende Kenntnisse zum Losen linearer Gleichungs-
systeme und Verstdndnis des Konzeptes der Linearen Gleichungssysteme notwendig,
einschlieBlich z. B. der sinnvollen Interpretation eines freien Parameters bzw. der nichtein-
deutigen Losung. Somit sind anspruchsvolle Kenntnisse der gymnasialen Oberstufe gefor-

dert, die sich auf eine Stoffeinheit begrenzen: Anforderungsbereich 2.
Komplexitét beziiglich spezifischer Aktivitdtsbereiche

Anforderungen im heuristischen Bereich: Der Anspruch der Aufgabe liegt in der Modellie-
rung einer aulermathematischen Situation. Das mathematische Modell wird innerhalb der
Aufgabenstellung nicht spezifiziert (zweite Stufe der kontextuellen Komplexitit). Mogli-
cherweise erinnert die gewéhlte schematische Darstellung mittels einer Tabelle jedoch an
die Matrizendarstellung linearer Gleichungssysteme. Neben dem Finden eines geeigneten
Mathematisierungsmusters liegen weitere heuristische Anforderungen in der Analyse der
Bedingungen, die durch den Kontext an die Losung gestellt werden. Hier sind Zusammen-
hinge zwischen mathematischen Objekten und ihrer Bedeutung im Kontext herzustellen
und zu deuten. Die Ubertragung bekannter Strategien und Konzepte in neue Zusammen-

hénge entspricht Anforderungsbereich 2.

Anforderungen im formal-operativen Bereich: Vermutlich wird von den Schiilern zur

Losung des aufgestellten linearen Gleichungssystems der neu erlernte GauBalgorithmus
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eingesetzt. Dabei sind innerhalb der Aquivalenzumformungen eine Reihe algebraischer
Umformungen zu tétigen, Diese entsprechen Routineoperationen, welche die Schiiler seit
der achten Klasse beherrschen. Die Anwendung eines bekannten, noch nicht vertrauten,

komplexen Verfahrens wird Anforderungsbereich 2 zugeordnet.

Anforderungen im darstellend-interpretativen Bereich: Bei der Losung der Aufgabe auf
mathematischer Ebene wird die formale Darstellungsweise tiberwiegen: Gleichungen,
verschiedene formale Darstellungen von Gleichungssystemen, Darstellungen der formalen
Losung. Bei der Ubersetzung aus dem Kontext in die mathematische Darstellung und bei
der Riickiibersetzung werden verbale Interpretationen und Argumentationen notwendig.
Insgesamt wird eine Vielzahl von Darstellungen und Ubersetzungen erwartet, die selbstéin-
dig auszuwéhlen, z. T. auch selbst zu entwickeln bzw. der neuartigen Anwendung anzu-

passen sind: Anforderungsbereich 2.

Anforderungen im kritisch-argumentativen Bereich: Eine mathematische Argumentation
wird innerhalb der Aufgabenstellung nicht explizit gefordert. Begriindete Schlussfolgerun-
gen sind hier jedoch insbesondere bei der Interpretation der formalen Losung innerhalb des
Ausgangskontextes einschlieflich der Analyse der durch den Kontext gegebenen Bedin-
gungen an eine sinnvolle Losung notwendig. Auch bei der weiteren Ausdeutung der for-
malen Losung in moégliche Sonderwiinsche sind Argumentationen sinnvoll, die jedoch
weniger mathematisch, sondern eher anschaulich-plausibilisierend sein werden. Durch die
Wechselwirkung zwischen mathematischem Konzept und Kontextgebundenheit innerhalb
dieser Aufgabenstellung werden auch die Argumentationen eine besondere Form anneh-
men, die mathematisch-stringente und lebensweltlich-anschauliche Argumente und Argu-
mentationsformen verbindet. Dies sollte hier erlaubt und unterstiitzt werden. Die selbstidn-
dige komplexe Argumentation in neuartigen Zusammenhidngen wird Anforderungsbereich

3 zugeordnet.
Analyse der umgesetzten Schiileraktivititen

Alle Schiiler wéhlten als Mathematisierungsmuster ein lineares Gleichungssystem und
fanden damit die formale Losung. In der folgenden Auflistung wird dokumentiert, mit
welcher Haufigkeit die intendierten Aktivititen ausgefiihrt wurden. Insgesamt konnten
jedoch nur 13 Schiilerarbeiten ausgewertet werden. Nach Aussage der Fachlehrerin ist die
Ursache dieser geringen Anzahl angemessener Bearbeitungen in der sinkenden Motivation

der Schiiler zum Schuljahresende zu sehen.
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Intendierte Aktivitdten (Aktivitdtsbereich, Anzahl der Umsetzungen dieser Aktivitidt durch

die Schiiler):

- Variablen fiir die gesuchten Gré8en definieren (DI, 4)

- Zusammenhdnge zwischen Daten analysieren, in Gleichungen iibersetzen (HE, DI, 13)

- eine Losungsstrategie finden: lineares Gleichungssystem/GauBalgorithmus (HE, 13)

- den GauBalgorithmus ausfiihren (FO, 13)

- algebraische Umformungen ausfiihren (FO, 13)

- die Dreiecksform analysieren und auf eine frei wihlbare Komponente folgern
(HE, KA, 7)

- gesuchte Variablen in Abhidngigkeit vom freien Parameter bestimmen (FO, 11)

- die Losungsmenge des linearen Gleichungssystems formal darstellen (DI, 7)

- Bedingungen analysieren, die durch den Kontext an eine sinnvolle Losung gestellt
werden: # muss Vielfaches von 3 sein (HE, 10)

- Bedingungen analysieren, die durch den Kontext an eine sinnvolle Losung gestellt
werden: Ergebnisse miissen positiv sein (HE, 8)

- die Bedingungen begriinden (KA, 6)

- Schlussfolgerungen ziehen: Eingrenzung der Losungsmenge (KA, 4)

- den Fall /=0 diskutieren und interpretieren (KA, DI)

- die Anzahlen an Konservendosen fiir die Fille /=3. /=6 bestimmen (FO, 7)

- die Losungsmenge tabellarisch darstellen (DI, 4)

- weiterfiihrendes Interpretieren der Losung, Zusammenhinge zu den Sonderwiinschen

herstellen, Schlussfolgerungen ziehen (HE, DI, KA, 7)

In der Beispiellosung wurden sechs heuristisch-experimentelle, sechs darstellend-interpre-
tative, vier formal-operative und funf kritisch-argumentative Aktivititen separiert, wobei
die formal-operativen Kompetenzen von gréfBerem Umfang sind, sich z. B. auf die Ausfiih-
rung einer groBeren Anzahl algebraischer Umformungen oder auf die Ausfiihrung eines
komplexen Algorithmus beziehen. Die vier Aktivitdtsbereiche konnen somit mit der Auf-

gabe potenziell ausgewogen und umfassend umgesetzt werden.

Héufig (von mindestens 8 Schiiler) wurden vier heuristisch-experimentelle und drei for-
mal-operative Aktivititen sowie eine darstellend-interpretative Aktivitdt ausgefiihrt. Die
anderen Aktivitdten iibten nur vier bis sieben Schiilern aus. Die darstellend-interpretativen
und kritisch-argumentativen Aktivitdten in Zusammenhang mit der Diskussion des Falls

=0 wurden von keinem Schiiler ausgefiihrt.
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Auch unter den Aktivititen, welche die Schiiler ausfiihrten, die aber nicht in der ,,objekti-
ven Losung auftraten, waren alle Aktivitdtsbereiche vertreten, die meisten dieser sehr

individuellen Tétigkeiten waren darstellend-interpretativ.

Insgesamt wurden von den Schiilern 62 heuristisch-experimentelle, 44 darstellend-
interpretative, 49 formal-operative und 21 kritisch-argumentative Aktivititen ausgefiihrt.
Schopferische Aktivitdten bilden in den Aufgabenbearbeitungen der Schiiler den Schwer-

punkt, die kritisch-argumentativen Aktivitdten wurden in der Umsetzung vernachléssigt.
Vergleich unterschiedlicher Losungswege

Die Schiiler wendeten im Wesentlichen die in der Beispiellosung skizzierte Losungsstrate-
gie an. Unterschiede zwischen den Arbeiten zeigten sich in der Intensitidt der Modellierung,
d. h. darin, wie die Schiiler die Ubersetzung des Kontextes in die formale mathematische
Darstellung vornahmen (z. B. Definition der Variablen), wie sie die formale Losung im
Ausgangskontext interpretierten (z. B. Zusammenhang Parameter - Sonderwiinsche) und
vor allem ob und wie intensiv sie die Losung im Zusammenhang mit dem Ausgangskon-
text analysierten, um die beiden Bedingungen (ganzzahlig und positiv) zu erkennen, die
erst der Losung im Kontext Sinn geben. Aus diesem Grunde werden im Folgenden nicht
verschiedene Losungsstrategien untersucht, sondern unterschiedliche Niveaus der Model-
lierung zu einem zu Grunde liegenden Mathematisierungsmuster.

- Die Ubersetzung in die formale Darstellung, einschlieBlich Definition der verwendeten
Variablen wurde von 4 Schiilern explizit dargestellt. Dabei wurden heuristisch-
experimentelle und darstellend-interpretative Aktivitdten, bei einer Begriindung des
Vorgehens auch argumentative Tatigkeiten ausgefiihrt.

- Alle 13 Schiiler stellten ein lineares Gleichungssystem auf und 16sten dies, wobei sie
eine einparametrige Losung erhielten und diese in Parameterdarstellung prasentierten.
Hierbei wurden formal-operative und darstellend-interpretative, in geringerer Zahl auch
heuristisch experimentelle Aktivitdten ausgefiihrt, jedoch keine Argumentationen.

- Zehn Schiiler analysierten die Losung in Zusammenhang mit dem spezifischen Aus-
gangskontext und folgerten auf eine notwendige Ganzzahligkeit der Losung bzw. auf
die Bedingung, dass der freie Parameter ein Vielfaches von Drei sein muss.

- Acht Schiiler erkannten auch die zweite Bedingung an eine sinnvolle Lésung (positiv),

was zur Eingrenzung ¢ € {0,3,6} fiir den freien Parameter ¢ fithrte.
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Bei den beiden letztgenannten Losungsschritten wurden iiberwiegend kritisch-
argumentative Tatigkeiten ausgefiihrt (schlussfolgern und begriinden). Das Analysieren
selbst zéhlt zu den schopferischen Tétigkeiten.

- Von 7 Schiilern wurden die Anzahlen an Konserven fiir die méglichen ,,Meniis* berech-
net und die beiden Moglichkeiten dargestellt. Dabei wurden formal-operative und dar-
stellende Aktivitdten ausgefiihrt.

- Nur 5 Schiiler interpretierten die Losung noch im Ausgangskontext und gingen dabei
insbesondere auf den Zusammenhang zwischen formaler Losung und den méglichen
Meniis sowie auf den Punkt ,,Sonderwiinsche® ein. Sie fiihrten dabei heuristisch-

experimentelle und darstellend-interpretative Tatigkeiten aus.

Die hier unterschiedenen Losungsschritte entsprechen im Wesentlichen den Schritten eines
Modellierungsprozesses:

- Finden eines Mathematisierungsmusters, Ubersetzen in die mathematische Darstellung

- Losen des Problems auf mathematischer Ebene

- Interpretieren der formalen Losung im Ausgangskontext/Riickinterpretation

Der vierte Schritt

- Evaluieren des verwendeten Modells

wurde von den Schiilern nicht ausgefiihrt. Dazu gab es keine explizite Aufforderung und
die Schiiler sind mit eigenstdndigen Modellierungen nicht so vertraut, dass sie eine solche

Evaluation von sich aus durchgefiihrt hitten.

Die Analyse der Schiilerarbeiten zu dieser Aufgabe unterstiitzt die zunichst theoretisch
vorgenommene Vermutung, dass die Schritte des Modellierungsprozesses mit ganz be-
stimmten Aktivitdtstypen verbunden sind (vgl. 1.3.2). Es ist jedoch festzustellen, dass
keine einfache Zuordnung vorgenommen werden kann, sondern auch die einzelnen Schrit-
te einer wirklichen Modellierung komplex beziiglich der auszufiihrenden Aktivitidten sind.
So konnen im ersten Schritt heuristisch-experimentelle, darstellend-interpretative aber
auch kritisch-argumentative Aktivitdten auftreten. Die Losung auf mathematischer Ebene
muss keineswegs rein formal sein, sondern kann wie hier heuristich-experimentelle und
darstellend-interpretative Aktivitdten einbeziehen. Die Rickiibersetzung und Interpretation
der formalen Losung kann sogar Aktivitdten aller Bereiche integrieren. Auf jeden Fall wird

bestitigt, dass anhand einer Modellierung eines realen Problems eine Vielzahl unterschied-
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licher mathematischer Aktivitdten gefordert und der Erwerb entsprechender Kompetenzen

gefordert werden kann'*°.

Ausgefiithrte Schiileraktivititen und objektive Aufgabenparameter

Bei der Bewertung der Ergebnisse beziiglich der Umsetzung ist zu beachten, dass nur 13
von 22 Schiilern iiberhaupt aktiv waren und die Aufgabe bearbeiteten. Ursache der niedri-
gen Losungsquote kann die sinkende Motivation der Schiiler zu Schuljahresende sein.
Auch Merkmale der Aufgabenstellung konnten die Schiiler beeinflusst haben. Eine Kla-
rung kann nicht anhand der vorliegenden Daten erfolgen, hierfiir wiren Schiilerinterviews
notwendig. Wurden bei dieser Aufgabe heuristisch-experimentelle und formal-operative

Aktivitdten gut umgesetzt, gilt dies erneut nicht flir kritisch-argumentative Aktivitédten.
Darstellung der Modellierung insgesamt unzureichend

Die Ubersetzung in ein mathematisches Modell ist bei dieser Aufgabe nicht komplex. Die
tabellarische Angabe der Daten in der Aufgabenstellung nimmt bereits einen Schritt der
Ubersetzung in die formale Darstellung ab. Dennoch sollte der Ubergang zum mathemati-
schen Modell nachvollziehbar dokumentiert sein. Insbesondere sind die verwendeten
Variablen zu definieren, was nur von vier Schiilern vorgenommen wurde. Es gab keine
explizite Aufforderung zur Darstellung der Modellierung, weil dies der gewollten Reali-
tatsndhe widerspricht. Da die Schiiler wenig Sicherheit im Umgang mit Modellierungsauf-
gaben haben, insbesondere mit den Anforderungen an die Darstellung nicht vertraut sind,
ist aus Griinden der Transparenz der Aufgabenanforderungen in Beurteilungssituationen
die explizite Aufforderung vorzuziehen. Fiir Lernaufgaben, die nicht mit Beurteilungen
verbunden sind, ist dagegen eine offene Fragestellung moglich. Werden dabei Kriterien der
Darstellung der Modellierung umgesetzt und diskutiert, gewohnen sich die Schiiler

schrittweise an diese Anforderungen.
Geringe Umsetzung kritisch-argumentativer Aktivitdten
Einfache Schlussfolgerungen, wie die auf einen freien Parameter wurden von den meisten

Schiilern gezogen. Die argumentativen Aktivititen zur Interpretation der formalen Losung

wurden von weit weniger Schiilern ausgefiihrt. Insbesondere wurde der im Kontext beson-

12 Die einzelnen Schritte der Modellierung wurden nicht von allen Schiilern durchgefiihrt. Der Anteil einer
breiten, tiefgehenden Bearbeitung, einschlieSlich Interpretationen und Argumentationen war jedoch iiberra-
schend hoch, dagegen nicht die Absolutzahl. Wahrscheinlich haben vor allem die leistungsstarken Schiiler
die Aufgabe ausgefiihrt und entsprechend ihrem Leistungsstand auch auf hohem Niveau.
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dere Fall /=0 von den Schiilern nicht diskutiert. Die Analyse und Begriindung der Sinnhaf-
tigkeit einer formalen Losung ist fiir die Schiiler eine neuartige, ungewohnte Anforderung.
Die hier auch dem Anforderungsbereich 3 zugeordnet wurde. Nicht nur die Anforderungen
beziiglich der Argumentation sind dabei hoch, sondern auch die beziiglich der Vernetzung
von Inhalten, genauer von mathematischen Objekten, und der kontextuellen Einbettung.
Zur Argumentation gab es, wie bei offenen, kontextbezogenen Fragestellungen iiblich,
keine explizite Aufforderung. Auf Grund der geringen Umsetzung argumentativer Aktivi-
tiaten wére es flir die Validitdt und Erwartungstransparenz jedoch wichtig, dass bei Beurtei-
lungsaufgaben explizit zur Argumentation aufgefordert wird, bis diese Anforderungen

hinreichend durch offenere Lernaufgaben verinnerlicht wurden.

Alle Schiiler fanden einen geeigneten Zugang zur Aufgabe

Allen Schiilern gelang es, die Angaben der Aufgabenstellung in geeignete Gleichungen zu
iibersetzen. Da alle Schiiler einen Zugang zur Aufgabe fanden, war die Schwierigkeit der
Modellierung geringer als erwartet. Moglicherweise entsprach die tabellarische Angabe der
Daten doch einer Spezifizierung des geeigneten mathematischen Konzeptes der linearen
Gleichungssysteme. Der Zugang konnte aber auch durch die Anschaulichkeit der lebens-
weltlichen Problemstellung erleichtert worden sein.

Insgesamt waren die Arbeiten der Schiiler zu dieser Aufgabe sehr zufriedenstellend. Die
hohe Losungsquote (im Gegensatz zur geringen Bearbeitungsquote) kann mit der geringen
Komplexitdt der mathematischen Konzepte zusammenhingen. denn es wird nur eine Wis-
senseinheit angesprochen. Die kognitiven Anforderungen der anderen Dimensionen wur-
den jedoch einem mittleren Niveau zugeordnet und auch anspruchsvolle intellektuelle
Féhigkeiten, wie Analysieren und Synthetisieren, wurden einbezogen. Dies unterstiitzt eher
die Vermutung, dass die hohe Losungsquote damit zu begriinden ist, dass {iberwiegend

leistungsstarke und motivierte Schiiler die Aufgabe bearbeiteten.

Gute Beachtung des speziellen Kontextes

Zehn Schiiler analysierten die Bedingungen, welche durch den Kontext an eine sinnvolle
Losung gestellt wurden. Auch weiterfiihrende Interpretationen der Losung wurden von
sieben Schiilern vorgenommen. Der spezielle Kontext der Aufgabenstellung wurde somit
gut beachtet. Moglicherweise wurden die Schiiler durch den anschaulichen lebensweltli-

chen Kontext angesprochen und die Situierung war motivierend gewéhlt. Genauso kann
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aber auch die umfassende Bearbeitung damit zusammen héngen, dass vor allem leistungs-

orientierte Schiiler die Aufgabe 16sten.



