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Zusammenfassung

Ein bedeutender Satz von L. Bungart und H. Grauert besagt, dass fiir eine Gruppe G von
invertierbaren Elementen einer Banachalgebra, je zwei G-wertige holomorphe Kozyklen {iber einer
beliebigen Steinschen Mannigfaltigkeit holomorph dquivalent sind, wenn sie dort stetig dquivalent
sind. Eine einfachere Form dieses Satzes wurde erstmals von K. Oka bewiesen. Aussagen dieser Art
werden deshalb auch Okasche Prinzipe oder Oka-Grauert-Prinzipe genannt.

Der Bungart-Grauert-Satz ist auch in dem Fall von Bedeutung, in dem die Steinsche
Mannigfaltigkeit ein Gebiet in der komplexen Ebene ist. Man kann deshalb in der Literatur auch
direkte Beweise flir den Spezialfall finden, in dem ein G-wertiger, holomorpher, stetig trivialer
Kozyklus betrachtet wird. Dieser ist nach dem oben erwdhnten Satz, dann auch holomorph trivial.
Ziel diser Dissertation ist es, den Bungart-Grauert-Satz fiir Gebiete in der komplexen Ebene auch
im allgemeinen Fall zu beweisen. Dieser direkte Beweis ist wesentlich einfacher als der bisherige
und muss nicht, wie bei L. Bungart und H. Grauert, auf eine Theorie von mehren Verdnderlichen
zurlickgreifen. Wie in den Arbeiten von L. Bungart und H. Grauert gezeigt, kann dies durch das
sogenannte Verdrillen, eine Methode aus einer allgemeinen Theorie von holomorphen Kozyklen mit
Werten in Biindeln von Gruppen, erzielt werden. Der grofite Teil der Dissertation besteht deshalb
darin, eine solche Theorie im Fall von Gebieten in der komplexen Ebene direkt aufzubauen.

Abstract

An important theorem of L. Bungert and H. Grauert says that for the group G of invertible elements
of a Banachalgebra, two holomorphic, G-valued cocycles over a Stein manifold, which are
continuously equivalent, are holomorphically equivalent there. A simpler form of that theorem was
first proven by K. Oka. That's why theorems like this are known as Oka-Grauert-priciples as well.
The Bungart-Grauert theorem is also significant if the Stein manifold is a domain in the complex
plane. That's why direct proofs of the special case, in which a continuously trivial, holomorphic
cocycle is considered, can be found in literature. Following the Bungart-Grauert theorem mentioned
above, such a cocycle is also holomorphically trivial.

The goal of this thesis is to prove the general case of the Bungart-Grauert theorem for a domain in
the complex plane directly. That direct proof is much more simple han the old one. Furthermore this
direct proof doesn't have to resort to a theory of multiple variables, unlike the proof from L. Bungart
and H. Grauert does. As shown in the original works, such a proof can be archieved by using the so-
called twisting. Twisting is a method from a theory of holomorphic cocycles with values in bundles
of groups. In the main part of this thesis such a theory is build directly for domains in the complex
plane.
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1 Einleitung

Gegenstand der Untersuchungen dieser Arbeit ist das Verhalten von holomor-
phen Kozyklen mit Werten in nicht-abelschen Gruppen. Es sei dazu eine offene
Untergruppe G einer Banachalgebra mit Einselement, ein Gebiet X C C und ei-
ne diskrete, beziiglich X abgeschlossene Menge Z C X gegeben. Des Weiteren
sei jedem Punkt w € Z eine natiirliche Zahl n,, € IN'\ {0} zugeordnet. Dann
bezeichnen wir fiir jede offene Teilmenge U C X mit F(U) die Gruppe aller ho-
lomorphen Abbildungen f : U — G mit der Eigenschaft

1f(z) =1 = O (|]z = w|™)

fiir jedes w € Z und z — w. Ist nun {U;}c eine offene Uberdeckung von X,
s0 heilt eine Familie {gj;};jc; von Abbildungen g;; € F (U; N U;) F-Kozyklus,
wenn
8ij8jk = &ik

auf U; NU; N Uy, i,j,k € I, gilt. Es sei an dieser Stelle angemerkt, dass daraus
sofort die Eigenschaften ¢;; = 1 und g;; = gj;l folgen. Dabei interessieren uns
insbesondere die folgenden beiden Sitze, welche vergleichsweise einfache Spe-
zialfélle einer sehr viel tieferliegenden Theorie {iber holomorphe Kozyklen auf

Steinschen Mannigfaltigkeiten, die 1957 begriindet wurde, sind. Vergleiche dazu
[Grl], [Gr2] und [Gr3].

Satz 1.1. Sei G zusammenhingend. Dann gibt es fiir jeden JF-Kozyklus {gi;}ijcr eine
Familie {h;};c; von Abbildungen h; € F (U;) mit der Eigenschaft

= hih L
8ij i
Dabei kann auf die Voraussetzung an G, zusammenhdngend zu sein, nicht ver-

zichtet werden. Im nicht-zusammenhdngenden Fall hat man stattdessen folgen-
des Resultat:



Satz 1.2. Seien {fij}iic; und {gij}ijer zwei F-Kozyklen und sei eine Familie {c;}ic;
von stetigen Abbildungen g; : U; — G gegeben, so dass die folgenden beiden Bedingun-
gen gelten:

1. fij= ci_lgijc]- auf U;NUj, i,j € L.
2. Fiir jeden Punkt w € Z N U; gehort c;(w) zur Zusammenhangskomponente des
Einselementes von G.

Dann gibt es eine Familie {h;};c; von Abbildungen h; € F (U;) mit der Eigenschaft

fij = b ' gijh
aufui N u]', i,j el

Im Fall skalarer Funktionen wurde dieser Satz erstmals von K. Oka in der Ar-
beit [O] bewiesen. Deshalb werden Aussagen dieser Art Okasche Prinzipe ge-
nannt. Fiir die zusammenhéngende Gruppe G = GL(r,C) und dem Fall Z = @
ist Satz 1.1 in Satz 7 von [Gr3] und in Satz 3 von [R0] enthalten. Zudem ist er
fir G = GL(r,C), im allgemeinen Fall, eine Spezialisierung von Satz 1 aus [FR].
Dartiber hinaus sind die Sitze 1.1 und 1.2 fiir allgemeine Gruppen G in [Bu], Be-
merkung 4.4, falls Z = @, und in [L1], Theorem 2.2.3, und [L2], Theorem 3.8, fiir
beliebige Mengen Z zu finden.

Da die Sdtze 1.1 und 1.2 jedoch auch in der oben angegebenen Form, also fiir eine
Veranderliche, von Bedeutung sind, wurde 2009 das Buch [GL] veroffentlicht. In
diesem befinden sich eine Reihe von Anwendungen der Satze 1.1 und 1.2 sowie
ein direkter Beweis des Satzes 1.1. Dieser ist wesentlich einfacher als der Beweis
der allgemeinen Version. An dieser Stelle wollen wir auf einen Fehler in diesem
Buch hinweisen. Es wird behauptet, dass Satz 1.1 auch dann gilt, wenn G nicht
zusammenhdngend ist aber X einfach zusammenhéangt. Dies ist jedoch nicht der
Fall, wie in dem, zu diesem Zeitpunkt, unveroffentlichtem Erratum [L4] nach-
zulesen sein wird. Um den Umfang des Buches in Grenzen zu halten, haben die
Autoren ]. Leiterer und I. Gohberg auf einen direkten Beweis von Satz 1.2 ver-
zichtet.

Ziel dieser Dissertation ist es die in [GL] beschriebene Theorie von Kozyklen mit
Werten in einer Gruppe zu einer Theorie von Kozyklen mit Werten in Biindeln
von Gruppen tiber X zu erweitern und somit eine andere Erweiterung, Satz 3.13,
von Satz 1.1 und Satz 1.2 zu erhalten. Dieser Satz, 3.13, ist das Hauptresultat die-
ser Arbeit. Aus dieser konnen wir dann Satz 1.2 ableiten, ohne auf die oben er-
wiéhnte Theorie mehrerer Verdanderlicher zuriickgreifen zu miissen. Wir werden
dabei wie folgt vorgehen.

In Abschnitt 2.1 fithren wir den Begriff eines Banachraum-Biindels ein. Zudem
notieren wir einige wichtige Eigenschaften dieser Biindel sowie ihnen anver-
wandte Begriffe.



Ziel des Abschnitts 2.2 ist dann zwei bestimmte Homomorphismen ® und ¥ zu
definieren und deren fiir uns wichtigste Eigenschaft, den Satz 2.21, zu beweisen.
Mit diesem Satz werden wir im selben Abschnitt eine neue Variante des Approxi-
mationssatzes von Runge beweisen und spéter, in Abschnitt 2.3, kurze, exakte Se-
quenzen konstruieren, welche wir fiir den Beweis von Satz 2.31 benétigen. Dieser
Satz 2.31 ist das Kernsttick von Abschnitt 2.3 und gibt an, unter welchen Umstén-
den additive Kozyklen mit Werten in Banachraum-Biindeln zerfallen. Wir stiit-
zen uns in diesen drei Abschnitten auf Ideen aus [L3]. Diese konnen wir jedoch
nicht einfach zitieren, da der fiir uns wichtige Fall von eventuell nicht-trivialen
Banachraum-Biindeln dort nicht umfasst wird.

In dem Kapitel 2 abschliefsenden Abschitt 2.4 beschéftigen wir uns mit holomor-
phen Operatorfunktionen mit rechtsinvertierbaren Werten. Insbesondere inter-
essieren uns dabei Fragen der Rechtsinvertierbarkeit und die Eigenschaften der
Kerne solcher Operatoren. Mit Hilfe dieser Operatorfunktionen werden wir dann
die Eigenschaften von holomorphen Homomorphismen zwischen Banachraum-
Biindeln untersuchen. Dabei stehen die Biindeleigenschaften des Kernes solcher
Homomorphismen, Satz 2.39 und Satz 2.40, sowie die Rechtsinvertierbarkeit, ins-
besondere Satz 2.43, im Vordergrund. Die dort erzielten Resultate, fiir deren Be-
weise unter anderem Ergebnisse aus Abschnitt 2.3 benétigt werden, sind von ent-
scheidender Wichtigkeit beim Beweis einer neuen Version des Cartanschen Lem-
mas, Satz 3.21, aus Abschnitt 3.3. Wir gehen zu gegebener Zeit ndher darauf ein.
Die Resultate aus Abschnitt 2.4 konnen erstmals, im allgemeinen Fall von Stein-
schen Mannigfaltigkeiten, bei M. A. Shubin, siehe [S], gefunden werden. Es sei
an dieser Stelle auch auf die kiirzlich erschienenen Arbeiten von J. Leiterer und
L. Rodman [LR] sowie W. Kaballo [K] hingewiesen, in denen dhnliche Resultate
behandelt werden.

In Kapitel 3 werden wir das oben erwdhnte Hauptresultat, Satz 3.13, formulieren
und beweisen. Dazu fithren wir in Abschitt 3.1 den Begriff eines inneren Biin-
dels ein und zeigen dort, dass auf diesem stets eine Norm gewéahlt werden kann.
Nach dem Wissensstand des Autors wird dieser Begriff erstmals in dieser Disser-
tation verwendet. Es handelt sich um eine unserer Situation angepasste Spezia-
lisierung des Biindelbegriffes, wie er in [Gr3] und in [Bu] verwendet wird. Mit
Hilfe dieser inneren Biindel konnen wir dann, in Abschnitt 3.2, den Begriff eines
holomorphen G-Biindels definieren und mit diesem das Hauptresultat, Satz 3.13,
formulieren. Zudem werden wir dort zeigen, dass man den Beweis von Satz 3.13
auf einen Spezialfall, den Fall F = Oi/l, reduzieren kann.

Um auch den Spezialfall von Satz 3.13 zeigen zu kénnen benétigen wir unter an-
derem eine neue Version des Cartanschen Lemmas. Diese wird in Abschnitt 3.3,
und somit erstmals in dieser Dissertation, vorgestellt und bewiesen. Fiir die Be-
weise der dort erzielten Aussagen sind, wie oben bereits erwdhnt, unter anderem
Resultate aus Kapitel 2, Abschnitt 2.4, von Noten. Inspiration zu den Resultaten
und ihren Beweisen waren Ideen aus [L1], [L2] und [GL].



In Abschnitt 3.4 werden wir den oben genannten Spezialfall von Teil 1 von Satz
3.13 zeigen. Dieser ist eine Verallgemeinerung von Satz 1.1. Wir werden dazu
Ketten von einfachen Erweiterungen benutzen. Diese Idee stammt von J. Leite-
rer, dem Betreuer des Autors. Sie wurde in einer unveroffentlichten Ausarbei-
tung niedergeschrieben, welche urspriinglich fiir das Buch [GL] vorgesehen war,
spdter aber nicht verwendet wurde. Der zweite Teil des Hauptresultates, oder
genauer dessen oben genannter Spezialfall, wird in Abschnitt 3.5, mit Hilfe der
dort eingefiihrten Garbe p bewiesen. Von besonderer Bedeutung ist dabei der
Satz 3.40, welcher eine Aussage iiber das Zerfallen von Kozyklen mit Werten in
p macht. Im Beweis dieses Satzes wird das Cartansche Lemma angewendet. Die
Einfiihrung dieser Garbe p ist eine Grundidee von H. Grauert aus den Arbei-
ten [Grl], [Gr2] und [Gr3]. Der hier gefiihrte Beweis ist nach Kenntnis des Autors
erstmals in dieser Dissertation fiir nur eine Verdanderliche niedergeschrieben wor-
den. Den Abschluss von Kapitel 3 bildet Abschnitt 3.6. In diesem wird der Spezi-
alfall von Teil 3 von Satz 3.13, eine Verallgemeinerung von Satz 1.2, gezeigt. Die
dazu verwendete Methode des Verdrillens geht der Kenntnis des Autors nach auf
H. Grauert zurtick, vergleiche dazu [Grl], [Gr2] und [Gr3], und wurde seitdem
von einer Vielzahl von Autoren verwendet.

Am Ende der Arbeit geben wir noch Definitionen und Resultate aus der Garben-
theorie an. Dazu dient Kapitel 4. Diese Resultate sind gut bekannt. Sie konnen
zum Beispiel in [H] nachgelesen werden. Ein Spezialfall von Satz 4.9 und von
Satz 4.12 ist auch in [GL] zu finden.

Der Autor mochte an dieser Stelle besonders Herrn Prof. J. Leiterer, dafiir dass
er die Aufmerksamkeit des Autors auf dieses Thema gelenkt hat und wahrend
der Ausarbeitungszeit regelméfiig mit Gesprachen zur Seite standt, danken. Zu-
dem sei den Professoren J. Briining und M. Staudacher fiir die finanzielle Un-
terstiitzung und gute universitdre Zusammenarbeit gedankt. Der Autor mochte
abschlieflend seiner Lebenspartnerin Frau Diana Schmidt, fiir Thre Geduld und
Hilfe bei der Uberpriifung der Grammatik, sowie Herrn Dipl.-Math. Jan-Thierry
Wegener, fiir die Beantwortung diverser Fragen iiber den Umgang mit LaTex,
danken.



2 Banachraum-Bundel

2.1 Grunddefinitionen

Wir werden in diesem Kapitel eine Reihe von Grunddefinitionen angeben, insbe-
sondere die des holomorphen Banachraum-Biindels. Zudem wird eine wichtige
Eigenschaft dieser Biindel, der Satz 2.18, vorgestellt.

Definition 2.1. Sei X C C offen. Unter einem (topologischen) Banachraum-Biindel
iiber X versteht man ein Paar (€, 1), wobei € ein Hausdorffraum und 7w : £ — X eine
surjektive Abbildung ist, so dass es einen Banachraum E gibt, mit dem Folgendes gilt:

1. Fiir jedes a € X ist auf der Faser &, := 7 '(a) die Struktur eines komplexen
Vektorraumes gegeben, welche &,, zusammen mit der Topologie von &£, zu einem
Banachraum macht.

2. Fiir jeden Punkt a € X gibt es eine offene Menge U C X mit a € U und eine
homéomorphe Abbildung © : 7~ 1(U) — U x E, so dass fiiralle b € U

@|8bigb—>{b}XE

ein Banachraumisomorphismus ist.

Man nennt dann E die charakteristische Faser von £, 7t heifit Projektion und X
Basis von £. Wir definieren £, := 7~ Y(U) und nennen das Paar (U, ®) eine (topo-
logische) lokale Trivialisierung von &. Eine Familie von Paaren (U;, ©;);c1, wobei
jedes Paar (Uj, ®;) eine lokale Trivialisierung von & ist, heifit (topologischer) Atlas
von &, wenn die Menge {U; };c; eine Uberdeckung von X ist.

Bemerkung 2.2. Wir werden in dieser Arbeit auch von einem Biindel £ iiber einer
Menge X sprechen ohne die Projektion 7t explizit zu nennen.

Definition 2.3. Sei £ ein Banachraum-Biindel mit der charakteristischen Faser E und
seien (Uy,©1) sowie (Uy, ©,) zwei lokale Trivialisierungen von £ mit Uy N Uy # @.
Dann nennen wir die eindeutig bestimmte stetige Funktion g : Uy N Up — GL(E) mit
der Eigenschaft

®; 0 @51(2,0) = (z,812(2)(v)),

fiir jedes z € Uy MU und v € E, die Ubergangsfunktion von (U, ®,) nach (U, ®).
Offensichtlich ist dann gy, die Ubergangsfunktion von (Uy, ©1) nach (U, ®3).



Bemerkung 2.4. Sei {(U;, ©;) };c ein Atlas von €, E die charakteristische Faser von &€
und sei CME) die Garbe der stetigen Funktionen mit Werten in GL(E). Dann bildet die
Familie {g;;}; e der Ubergangsfunktionen einen C GL(E)_Kozyklus. Wir nennen diesen
Kozyklus den zum Atlas {(U;, ©;) },c; gehorenden Kozyklus.

Definition 2.5. Sei £ ein Banachraum-Biindel, dann heiflen die lokalen Trivialisierun-
gen (U, ®1) und (Uy, ©7) von £ holomorph vertriglich miteinander, falls entweder
Uy N Uy = @ ist oder Uy N Uy # @ gilt und die Ubergangsfunktion von (Uy, ©) nach
(Up, ®y) holomorph ist.

Ein topologischer Atlas von &€ heifit holomorph widerspruchsfrei, wenn seine lokalen
Trivialisierungen paarweise holomorph vertriglich sind.

Definition 2.6. Ein topologisches Banachraum-Biindel £, auf dem ein holomorph wi-
derspruchsfreier Atlas ausgezeichnet ist, heifst holomorphes Banachraum-Biindel.
Eine lokale Trivialisierung eines holomorphen Banachraum-Biindels heifit holomorphe
Trivialisierung, wenn sie mit jeder lokalen Trivialisierung des ausgezeichneten Atlas
holomorph vertriglich ist. Ein Atlas eines holomorphen Banachraum-Biindels heifit ho-
lomorpher Atlas, wenn jede seiner lokalen Trivialisierungen mit allen lokalen Triviali-
sierungen des ausgezeichneten Atlas holomorph vertriglich sind. Ein OCME)-Kozyklus
f heifit assoziiert zu &£, wenn es einen holomorphen Atlas gibt, zu dem f gehort.

Bemerkung 2.7. Ist £ ein holomorphes Banachraum-Biindel, so ist £ insbesondere eine
Banachraum-Mannigfaltigkeit im Sinne von [D].

Definition 2.8. Sei (£, t) ein holomorphes Banachraum-Biindel iiber X C C offen und
sei V. C X. Eine Abbildung f : V. — &£ heifit Schnitt von £, wenn fiir jedes z € V die

Gleichung
mo f(z) =z

gilt. Ist V offen, so heift ein Schnitt f holomorpher Schnitt, wenn fiir jede holomor-
phe Trivialisierung (U, ®) von £, mit UNV # @, die auf U NV definierte Funktion
@ o f holomorph ist. Die Garbe O, welche jeder offenen Teilmenge U C X den Raum
O¢(U) aller holomorphen Schnitte von U nach £ zuordnet, nennen wir die Garbe der
holomorphen Schnitte iiber £.

Definition 2.9. Sei (&, 1) ein holomorphes Banachraum-Biindel iiber X C C offen mit
der charakteristischen Faser E. Sei F eine Teilmenge von &, dann heifst das Paar (F, r)
holomorphes Unterbiindel (direktes holomorphes Unterbiindel) von £, wenn
ein abgeschlossener (stetig projizierter) Unterraum F von E existiert, so dass fiir jeden
Punkt zy € X eine offene Menge U C X, zg € U, und eine holomorphe Trivialisierung

©:&|, > UxE
existieren, so dass fiir jedes z € U gilt:

O 1({z} xF) = Fnn l(z). (2.1)



Bemerkung 2.10. Ein holomorphes Unterbiindel F eines holomorphen Banachraum-
Biindels & ist ein holomorphes Banachraum-Biindel.

Definition 2.11. Sei £ ein holomorphes Banachraum-Biindel iiber X C C offen mit
der charakteristischen Faser E. Sei zudem {(U;, ®;) }ic; ein Atlas von E. Dann ist fiir
x € E|y, und (a,b) € U; x E, mit ©;(x) = (a,b), durch

x[[; = [[®i(x)|le = [|(a,b)||£ := ||bllE (2.2)

eine Norm von x definiert. Sei nun { x;}:c1 eine lokal endliche Familie von C°-Funktionen
Xi : X — R, mit den Eigenschaften supp x; € U; und

0<) xi<oo.
icl

Dann nennen wir die Abbildung || - ||¢ : € — R mit

[x[le := in(ﬂ)HXHi

iel
fiir x € &, eine Norm des Banachraum-Biindels.

Bemerkung 2.12. Ein Beispiel fiir eine solche Familie {)x;}ic; ist eine Zerlequng der
Eins.

Definition 2.13. Sei X C C offen und seien & und F zwei holomorphe Banachraum-
Biindel iiber X. Seien &, und JF, die Fasern von £ bzw. F iiber a € X. Dann definieren
wir die Menge
Hom(&,F) = |J L (&, Fa),
aeX
wobei L (E,, F,) der Raum der beschrinkten linearen Abbildungen von &, nach F, ist.

Wir setzen
Hom(E,]-")\u = |J L(&, Fa)

acl

fiir U C X offen. Wir definieren eine Projektion mtrey @ Hom(E, F) — X durch die
Gleichung
ﬂHom(l) =a

fiirl € L(&,, Fa) und a € X.



Sind @¢ : £|, — U x E und O : F|,; — U x E holomorphe Trivialisierungen von
& und F, so definieren wir eine faserweise lineare, bijektive Abbildung
®ro-0@;!|,: Hom(E,F)|, — U x L(E,E)
durch die Gleichung

@ro-0@;'(h) = (zf),

wobei (z, f(b)) = O@roho®;'(z,b), firz € U, b € Eund h € L(E, F,) gilt.
Das holomorphe Banachraum-Biindel, fiir das diese Abbildungen lokale holomorphe Tri-
vialisierungen sind, nennen wir Homomorphismenbiindel von £ und F. Es wird
ebenfalls mit Hom (&, F) bezeichnet.

Unter einem stetigen bzw. holomorphen Homomorphismus von & nach F verste-
hen wir eine Abbildung A : £ — F, die durch einen globalen stetigen bzw. holomorphen
Schnitt A : X — Hom(&, F), wie folgt definiert wird:

Ax = A(z)x

fiir jedes z € X und x € &,. Da dieses A eindeutig bestimmt ist, werden wir auch A(z)
anstelle von A(z) schreiben. Wir nennen A den definierenden Schnitt von A.
Einen eineindeutigen Homomorphismus nennen wir einen Isomorphismus. Seien nun

auf & und F die Normen || - ||¢ und || - || 7 ausgezeichnet, dann wird durch
IAll:== sup  [|A(z)x] 7 (2.3)
xe&y [ x[le=1
faserweise eine Operatornorm definiert. Wir nennen diese Norm die (durch || - || und

| - || 7 induzierte) Homomorphismennorm.

Bemerkung 2.14. Offensichtlich ist die Homomorphismennorm eine Norm im Sinne
von Definition 2.11.

Definition 2.15. Sei K eine Teilmenge von X C C. Wir nennen K einfach zusam-
menhingend beziiglich X, wenn jede Zusammenhangskomponente von C \ K einen
Punkt x € C\ X enthiilt.

Bemerkung 2.16. Anders als sonst iiblich, miissen hier einfach zusammenhingende
Mengen nicht zusammenhingend sein.
Wir wollen an dieser Stelle einen wohlbekannten Satz zitieren, wie er beispiels-

weise bei [Bu] oder [GL], Theorem 5.6.3, nachgelesen werden kann.

Satz 2.17. Sei E ein Banachraum, sei GL(E) die Menge der invertierbaren linearen Ab-
bildungen von E nach E,sei X C C offen und G eine offene Untergruppe von GL(E), so
dass mindestens eine der folgenden Bedingungen erfiillt ist:

1. X ist einfach zusammenhingend.
2. G ist zusammenhingend.

Dann ist jeder O%-Kozyklus iiber X trivial.



Satz 2.18. Sei £ ein holomorphes Banachraumbiindel iiber X C C offen mit der charakte-

ristischen Faser E. Sei g ein zu & assoziierter OM(E)-Kozyklus, dann sind die folgenden
Aussagen dquivalent:

1. Der Kozyklus g ist trivial.
2. & ist holomorph isomorph zum Produktbiindel X x E.

Beweis. Wir werden zuerst 2. aus 1. folgern. Sei also ¢ = {gij};jer ein zu € asso-

ziterter OCL(E)_Kozyklus. Seien {(®;, U;)};c; die entsprechenden Karten von &,
dann gilt
(2 8ij(h)) = ©i0©; (2, h) (2.4)

furallez € U;NU; und h € E. Nach Voraussetzung 1. ist g trivial. Folglich gibt
es holomorphe Abbildungen f; : U; — GL(E), i € I, mit der Eigenschaft

gii(z) = f7 1(z) o fi(2), (2.5)
fur alle z € U; N U;.
Wir definieren nun holomorphe Isomorphismen F; : U; x E — U; x E durch die
Gleichung

Fi(z h) = (z, fi(z)(h))
firz € U; und h € E. Dann gilt fiir jedes z € U; N U; und & € E die Gleichung

(Fi_l o Fj) (z,h) = F (2, fi(2)h) = <z, f(z) f]-(z)h> .

Zusammen mit den Gleichungen (2.4) und (2.5) folgt daraus

(F;l o F]-) (z,h) = (2,8i(2)h) = (@i o @;1) (z,h)
firallez € U;NUjund h € E. Also gilt
®i O fl = ®] (o] f]
auf &| uny.- Pann kénnen wir einen holomorphen IsomorphismusI': € — X X E
it

durch die Gleichung
['=0;0f;

auf £ u definieren. Also gilt die Aussage 2.

Wir wollen nun Aussage 1 aus 2. folgern. SeialsoI' : £ — X x E ein holomorpher
Isomorphismus. Sei (®;, U;);c; ein Atlas von € zu dem g gehort. Wir definieren
holomorphe Isomorphismen F; : U; x E — U; x E durch die Gleichung

Fi:=To @1._1.
Folglich giltauf £}, ., die Gleichung
i
®i o Fi == ®] o F]



Daraus folgt
(F;l o pj) (z,h) = (@i o @].—1) (z,h) (2.6)

furallez € U;NU;jund h € E.
Wir definieren holomorphe Abbildungen f; : U; — GL(E) durch die Gleichung

Fi(z,h) = (z, fi(z)(h))

tir z € U; und h € E. Dann gilt

(F'oF) Gh) = F' G fi2h) = (2 £ (2)f)h) 2.7)
farz € U;NUjund h € E. Da g der zu (©;, U;)jc1 gehdrende Kozyklus ist, gilt
(Z,glj(h)) = ®i ©) @;1(2,]’[)

firz € U;NUj und h € E. Zusammen mit den Gleichungen (2.6) und (2.7) folgt
daraus Gleichung (2.5). Also gilt Aussage 1. O

2.2 Hochheben von Schnitten

Ziel dieses Abschnitts ist es die Satze 2.21 und 2.27 zu beweisen. Diese werden
spater beim Beweis des Satzes 2.31, in Abschnitt 2.3, eine entscheidende Rolle
spielen. Wir folgen hier einer Beweisidee, wie sie z. B. in [L3] nachzulesen ist. Fiir
die Definitionen von fetg und Jmg sei auf den Anhang, Definition 4.14, verwie-
sen.

Definition 2.19. Sei X C C offen, £ ein holomorphes Banachraum-Biindel iiber X
und sei U C X offen und relativ kompakt in X. Mit M = MO¢(U) bezeichnen wir
den Raum aller beschrinkten holomorphen Schnitte von £ auf U. Wir definieren einen
Homomorphismus ® von U x M nach & fiir f € M und z € U durch die Formel

®(2)(z f) = f(2)-
Des Weiteren definieren wir einen zweiten Homomorphismus ¥ von U x M in sich selbst
indem wir
(¥(2)(z f) (v) := (2, (v —2)f ()
fiir f € Mund v,z € U setzen.

Definition 2.20. Seien U C X C C offen und sei £ ein holomorphes Banachraum-
Biindel iiber X mit der Norm || - ||¢. Sei f € OF (U) ein holomorpher Schnitt von & iiber
U. Dann setzen wir

I fllu == sup || f(a)]le-
acl
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Satz 2.21. Sei X C C offen und sei £ ein holomorphes Banachraum-Biindel iiber X, auf
dem eine Norm || - || ausgezeichnet ist. Sei zudem Y C X eine offene und relativ kompakte
Menge in X, M = M(Y') der in Definition 2.19 definierte Raum und sei ||f|| = || f|ly
fiir f € M. Seien zudem ® : Y x M — 5|Yund‘1’ 1Y x M — Y x M die in Definition
2.19 eingefiihrten Homomorphismen. Dann gilt fiirz € Y:

1. inffEM,HfH:1 ||T(Z)f|| > 0.
2. Im¥(z) = Ker®(z).
3. Fiir jede offene Menge V- C Y und jeden Schnitt f € Rere(V) ist der Schnitt

f:V—=>VxMmit¥Y(:)f = (-, f(-)) auf V holomorph.
4. ®O(V, M) = O (V) fiir jede offene Menge V C Y.

Der Beweis von Satz 2.21 besteht aus drei Sdtzen, welche wir jetzt einzeln ange-
hen werden. Bevor wir dies tun kénnen miissen wir noch das folgende Lemma
beweisen.

Lemma 2.22. Sei X C C offen und seien &1, E» holomorphe Banachraum-Biindel iiber
X, auf denen Normen ausgezeichnet sind. Angenommen, T : X — Hom(&y, &) ist ein
holomorpher Schnitt, so dass

in T(z)x|| >0 (2.8)

X€& [z [|x]lg, =1 ITé)x

fiir jedes z € X gilt.
Dann ist fiir jeden holomorphen Schnitt f, : X — & mit f(z) € ImT(z) fiir jedes
z € X der eindeutige Schnitt f1 : X — & mit T fi = f, auf X holomorph.

Beweis. Da Holomorphie nur eine lokale Eigenschaft ist und jedes holomorphe
Banachraum-Biindel lokal trivial ist, gentigt es den Fall, in dem &; und &, triviale
Biindel sind, d.h. £ = X x B; und & = X X Bj, zu betrachten. Wir kénnen
nun die Schnitte f1, f, und T als Funktionen mit Werten in By, B, und L(By, By)
auffassen. Sei nun ein Punkt z € X gegeben und sei

b AN = A
' h

fuir hinreichend kleine i € C \ {0}. Wir miissen zeigen, dass der Grenzwert

lim X1
h—oc0

existiert. Aufgrund der Gleichung T f1 = f, gilt

folz +h})l - f() _ (et M)y + T(z+h2 - T(Z)fl(z).

Da f, und T als holomorph vorausgesetzt wurden, folgt daraus die Existenz des
Grenzwertes

lim T(z + h)xy,. (2.9)

h—o0

11



Nach Voraussetzung (2.8) sowie der Stetigkeit von T folgt die Existenz einer Zahl
r > 0, so dass
c:= inf |T(z+h)x|| >0 (2.10)
x€By,||x|[p, =1,heC0<|h|<r
gilt. Daraus folgt, zusammen mit der Existenz des Grenzwertes (2.9), dass die

Familie {x}, }o<|y <, nach eventueller Verkleinerung von r, beschréankt ist. Aus
der Gleichung

T(z+h)xy = T(z)xp, + (T(z+h) — T(z))xy

folgt wegen der Existenz von (2.9), der Beschranktheit von {x }o <, und der
Gleichung
lim (T(z+h) —T(z)) =0,

h—o0
dass auch der Grenzwert
=1mT
y = m (z)xp
existiert. Da nach Voraussetzung (2.8) das Bild von T(z) abgeschlossen ist, liegt y

im Bild von T'(z). Folglich gibt es einen Punkt x € X mit der Eigenschaft
y = T(z)x. Aus der Existenz von y und der Ungleichung (2.10) folgt nun

1 1
lim [, — x| < lim —|T(z)x, — T(z)x|| = lim = T(z)x, -y = 0.
h—o0 h—oo C h—oo C
Also gilt limy,_,o x;, = x. O

Wir kommen nun zu den drei Sitzen, welche zusammen den Beweis von Satz
2.21 bilden.

Satz 2.23. Die Aussagen von Satz 2.21 gelten, wenn man zusitzlich annimmt, dass es
einen Banachraum B und einen holomorphen Homomorphismus T : Y x B — £ ‘Y qibt,

so dass OF |, = Jmr gilt.

Beweis. Aus der Definition der Homomorphismen ® und ¥ folgt sofort die In-
klusion Im¥(z) C Ker®(z). Sei nun (z, f) € Ker®(z). Dann ist der Schnitt

2(0) = %, ¢ € Y holomorph und beschrankt und folglich gilt ¢ € M. Wegen

(¥(2)(2,8)) (0) = (2, (€ —2)8(0)) = (2, f(0))

gilt (z, f) = ¥(z)(z,8) € Im¥(z). Also gilt Aussage 2.

Sei {(U;, ©;) }icj der zu der Norm || - || gehdrende Atlas von X und sei {x; }ic; die
entsprechende C*-Zerlegung der Eins. Sei zudem z € Y fixiert und j € I, so dass
VAS U] gilt.

Dann kénnen wir € > 0 so wihlen, dass die Menge {{ : | — z| < €} eine Teil-
menge von Y N U; ist. Sei nun f € MO® (Y) mit [|f[|y = 1.

12



Wegen Definition 2.20 gibt es einen Punkt § € Y mit { # z und der Eigenschaft

1)l = 2
Angenommen, es gilt € Y \ {{ : |{ — z| < €}. Dann folgt

sup [|(C = 2)f(Q)lle = [[(€ =2)f(E)lle = el f(D)lle =

ey

(2.11)

N[ ™

Nehmen wir nun an, dass ¢ € {{ : |{ — z| < €} gilt. Da f ein Schnitt von £ ist,
gilt f(&) € &. Daraus folgt nach Definition 2.11 die Gleichung

1 @)lle =YX x:(@NF©)]:- (2.12)

i€l

Da die Menge {suppy;}ics lokal endlich ist, folgt daraus, dass nur endlich viele
Funktionen yx; am Punkt ¢ nicht verschwinden. Es gibt also eine Zahl N < co und
Indizes iy, ..., 1N, so dass die Gleichung (2.12) die Form

1£(g He—EZ%U I, (2.13)

annimmt. Sei k € {1,..., N} die Zahl, fiir die x; ()| f ()i, > xi, (S| f(&)]];, fiir
allev € {1,...,N} gilt. Dann gilt wegen (2.13) die Abschitzung

£ (e < Nxie (N F )i, < NIFE -

Zusammen mit der Ungleichung || f(¢)||¢ > 1 folgt daraus

1
IF @i = 555 (2.14)

Wir wihlen nun ein €’ > 0 so, dass die Menge {{ : |{ — ¢| < €'} eine Teilmenge
von U;, N{{ : | —z| < e} ist und dass yx;, auf ganz {7 : | — {| < €'} ungleich
Null ist. Nach dem Maximumprinzip fiir holomorphe Funktionen existiert ein
Punkt ¢’ : |&' — z| = €’ mit der Eigenschaft

1

IF@ =, max_ @I = 1£@) > g7

Sei nun ein solches ¢’ fixiert. Dann gilt wegen (2.14) die Abschitzung

/ / X (gl) .
IF@)lle = Ta@IFE: = 1, @) 5, > € . ¢

iel

und wegen der Wahl von €’ ist C > 0. Daraus folgt

18" =2)f(E)le = 18" =zl £(&)lle = €'C.
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Wir setzen nun y := min{§,€'C} und erhalten nach Definition 2.20 die Unglei-
chung

¥ (2)fll = sup [|(¥(2)f)(Dlle = sup (T =2)f(D)lle = -

fey ey

Also gilt Aussage 1.

Die Aussage 3 folgt aus den Aussagen 1 und 2 zusammen mit dem Lemma 2.22.
Seinun V C Y offen und f € O¢(V). Da wir O¢ ‘Y = Jmr vorausgesetzt haben,
gibt es fiir jeden Punkt z € V einen holomorphen (Y x B)-wertigen Schnitt g,
auf einer Umgebung V, C V vonz,sodass f = Tg,in V, gilt. Sei §, : V, — B
die holomorphe Funktion, mit g,({) = (¢, §2({)). Diese kann nun in eine Taylor-
Reihe

o0

$:(0) =Y. (C—2)"3n, (2.15)

n=0

fir §» € B entwickelt werden. Nach eventuellem Verkleinern von V, zu einer
Kreisscheibe K, mit dem Radius r, konnen wir annehmen, dass g, in K, absolut
konvergiert. Da Y relativ kompakt in X ist, gehoren die Schnitte

0 (C) :==T(5)(G, &n), (2.16)
fiir £ € Y zu M und es gilt wegen (2.3) die Abschitzung

1G]l < Cl|Znll5, (2.17)

wobei C := sup,.y [|T({)|| < oo konstant ist. Da die Reihe (2.15) in K absolut
konvergiert und die Ungleichung (2.17) gilt, konvergiert auch die Potenzreihe

5:(0) =) _ (L —2)"0, (2.18)

in K, absolut. Nach eventuellem Verkleinern von K; ist 7, beschrankt und holo-
morph. Sei v, € OX*M(K;) der Schnitt mit v,({) := (Z,9,()). Nach der Defini-
tion von @ gilt, fiir ¢ € V,, die Gleochung

D(0)v2(0) = (7:(2))(0)-

14



Wegen (2.15), (2.16) und (2.18) gilt fiir { € V, die Gleichung

O()0(0) = i{)(g—zvmo
- i(@—z)”ﬂz)(@,gw

i
o

Il
=
D

N
Nagk:
e "5

|
ay
~
oqQ
NS

N———

= T() <C, _O(C )”§n>
= T(0)(Z8:(0))
T(2)8=(2)

= f(Q)

|
N

Daraus folgt, dass
vz(8) = vy(§) € ker &(()

tiir jedes ¢ € V; NV, gilt. Nach Aussage 3 gibt es einen eindeutigen Schnitt
hy € OX*M (V. NV,), fiir den

v; — vy = Yhyy,
auf V; NV gilt. In V; NV}, N Yy gilt folglich die Aussage
‘thy +Thyx = UZ - Uy —I'_ Uy - vx = ’Uz - vx == Thzx.

Zusammen mit der Injektivitdt von ¥ folgt daraus, dass dort auch h;, + hyy = hzy
gilt. Da additive, holomorphe Cousin-Probleme l6sbar sind (siehe z. B. [GL] 5.44),
koénnen wir Schnitte h, € OX*M (V) finden, fiir die

hzy — hz - hy
in V; NV, gilt. Daraus folgt, dass auf V; NV, die Gleichung

gilt. Dann kénnen wir durch v := v, — ¥h; in V; einen Schnitt v € OM(V) defi-
nieren, fiir den f = Yo gilt. Dies beweist Aussage 4. O

Definition 2.24. Fiir jede Menge J bezeichnen wir mit 11(J) den Banachraum aller
Funktionen o : J — C fiir die

lellyy (7 ==} la(@)] < oo

ieJ
gilt.
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Satz 2.25. Sei X C C offen, £ ein holomorphes Banachraum-Biindel iiber X.
Angenommen, es gibt einen Banachraum B sowie einen holomorphen Schnitt

T:Y — Hom(Y x B,E), so dass Og}y = Jmr gilt. Dann gibt es fiir jede offene, in X
relativ kompakte Menge Y, eine Menge J und einen holomorphen Schnitt

IT:Y — Hom(Y x 11 (J),E|y), welcher die Gleichung

HOYxll(j) (V) — OE(V)

fiir alle offenen Mengen V C Y erfiillt.

Beweis. Sei auf £ die Norm || - || fixiert. Sei der Raum M = M(Y) wie in der
Definition 2.19 gegeben und J die Menge aller Schnitte h € M(Y) mit

17l arcyy = sup [h(z)] < 1. (2.19)
ze

Fur jedes fixierte z € Y definieren wir fiir x € [1(J) durch

(z,x) := ) x(f)f(z) (2.20)

feJg

einen stetigen, linearen Operator I'l(z, -) von I1(J) in &, fiir den wegen (2.19) die
Ungleichung ||[T1(z)|| < 1 gilt.
Betrachten wir nun

Y sup [x(f)f(2)lle < ) sup [x(HIf(2)lle < Y [x(HI = llx]] < co.

fej zeY fej zeY fej

Daraus folgt, dass I1(-, x) auf Y gleichmé&gig konvergiert. Also ist I1(-, x) fiir alle
x € I1(J) holomorph und nach [GL], Theorem 1.7.1, ist der so definierte Schnitt
IT:Y — Hom(Y x M, £) holomorph. Sei nun V C Y offen und f € O(V). Nach
Satz 2.23 gibt es holomorphe Schnitte ® : Y — Hom(Y x M, E),g:V = Y x M,
so dass f = ®g gilt. Sei § die Funktion, mit der g({) = (¢,§(¢)) fur ¢ € V gilt.
Diese kann nun dargestellt werden als

=) ¢ndn (2.21)
n=1
wobei ¢, € O(V), §, € M und
Y max|@u(2)|[|gullm < o0 (2.22)
n—1 2€K

tiir jede kompakte Menge K C V gilt, siehe dazu [B]. Wir konnen 0.B.d.A. anneh-
men, dass ||$x||pm = 1 gilt.
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Dann nimmt die Gleichung (2.22) die Form

nZ_l max |gn (2)] < o0 (2.23)

an. Sei nun g, der konstante Schnitt mit dem Wert ¢,. Dann gilt fiir { € Y die
Gleichung

D(0)gn(C) = &n(0)- (2.24)
Nun konnen wir Funktionen &, € I;(J) wie folgt definieren:
_ 1, wenn f=3¢§
() = { oo 225)
.0 sonst.
Dann gilt
@n ) =1 (2.26)

Zusammen mit (2.23) folgt daraus, dass fiir jede kompakte Menge K C V die
Ungleichung

o0
max Z)8, || < oo
3 max | gu(z)u

gilt. Daraus folgt, dass die Summe

fiir alle z € V konvergiert. Betrachten wir nun die Partialsummen von j, so er-
halten wir fiir N > M wegen (2.26) die folgende Ungleichung

N M N
max on(z)ay — om(z)&y|| = max on(z)an
zeK || = mz_;l 2Kl %—H
3
< max |@u(z) ||| @n||
n=m+1 *€K
>
< max |, (z)].
n=M+1 2K

Folglich konvergieren wegen (2.23) die Differenzen der Partialsummen von B fir
M — oo gegen Null. Also konvergiert  bzgl. z gleichméafig auf jeder kompakten
Menge K C V und ist folglich holomorph in V. Sei B der konstante Schnitt mit
dem Wert B.
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Dann folgt zusammen mit (2.20), (2.21), (2.24) und (2.25) sowie der Linearitdt von
@ die Gleichung

g = 11 (i(pn&n>

I
agk

pnllay,

=
I
—_

Il
¢

Pn Z &n(f)f

feJg

=
Il
[y

I
agk

Pnsn

=
I
[y

Il
e

PnPgn

3
I
—_

Dies beendet den Beweis. ]

Satz 2.26. Seien Xy und X, offene Mengen in C und & ein holomorphes Banachraum-
Biindel iiber X = X; U Xp. Angenommen, es gibt zwei Banachriume By und By sowie
holomorphe Schnitte Ty : X1 — Hom(Xy X By, &) und T, : X; — Hom(Xy % By, E)
mit der Eigenschaft

JmTj = OS‘Xj
fiir j = 1,2. Dann gibt es fiir jede in X relativ kompakte, offene Menge Y einen Banach-
raum B und einen holomorphen Schnitt T : Y — Hom(Y x B, &), mit der Eigenschaft

jmT = OS‘Y.

Beweis. Sei Y eine relativ kompakte, offene Teilmenge von X. Seien Yl’ C X7 und
Y; C X, zwei offene, in X; bzw. X, relativ kompakte Mengen, die so gewahlt
sind, dass Y; := Y N X; fiir j € {1,2} relativ kompakt in Yj’ ist, und sei zudem

Y =Y/ UY;.
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Dann gibt es nach Anwenden von Satz 2.25 auf (X1, By, T1) und (Xp, By, Tp) zwei
Mengen J; und J, sowie zwei holomorphe Schnitte
Iy : Y] = Hom (Y] x I1(J1),€) und I, : Y) — Hom(Y; x 11(J2),E), so dass fiir
j € {1,2} die Gleichung

;0" M vy = 0F (v (2.27)

fiir jede offene Menge Y” C Y/ gilt. Fiir jedes i € J3 bezeichnen wir mit ¢; die
Funktion aus /1 (J77) mite;(i) = 1 und e;(k) = 0 fiir i # k.
Wegen (2.27) induziert der Schnitt I, einen Epimorphismus

I : O° (Y],) = O (Y1),

wobei Y{, = Y{ NY] gilt. Nach dem Satz von der offenen Abbildung fiir Fréchet-
Radume, siehe [Ru] Theorem 2.11, konnen wir eine kompakte Menge K C Y1/2f eine

Konstante C < oo und Schnitte f; € ©Y2x1(%2) (Y{,) finden, so dass
Hin = H1 (-, ei) (2.28)
auf Y{, und die Ungleichung

sup ||fi(z)]| < Cmax ||IT;(z)e;]| < Cmax [|TT1(z)]] < o0 (2.29)
zeK zeK

ZGle

gilt, wobei Y1, = Y] N Y; ist. Daraus folgt, dass wir fiir jedes z € Y, durch

V(z)a:= Y afi)fi(z), (2.30)

ieJ;

fur « € 11 (J1), einen linearen Operator von I; (J1) nach 1 (J>) definieren kon-
nen, wobei
V) < Crmax [T ()] (2.31)

gilt. Weiter folgt aus (2.29), dass

Y sup [la(i)fi(2)|| < Cmax [T (2)[[|all;;7) <
i€Jy 2€Y12 zeK

fir jedes & € I; (J;) gilt. Folglich ist der fiir jedes « € I; (J;) definierte Schnitt
Va holomorph auf Yj;. Nach [GL], Theorem 1.7.1, ist deswegen der auf diese
Weise definierte Schnitt V : Y1, — Hom (Y1 X I1 (J1), Y2 x 11 (J2)) ebenfalls ho-
lomorph. Wegen (2.28) folgt daraus, dass

LV =1L (2.32)

in Yl 2 gllt
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Auf dieselbe Art und Weise lasst sich ein Schnitt
W : Y1 — Hom (Yo x 11 (J2),Y1 x 1 (J1)) konstruieren, fiir den

I, = LW (2.33)

in Y7, gilt. Wir bezeichnen nun mit [;, fir j € {1,2}, den Einheitsoperator in
11(J;)- Des Weiteren setzen wir B := I1(J1) @ l1(J2). Seien V und W die zwei
durch V bzw. W induzierten Operatorfunktionen. Dann definieren wir durch die

folgende Blockmatrix
(L 0\ (L -W
M‘(V 12) (0 12)

eine holomorphe Funktion M : Y;; — GL(B). Dann liegen die Werte von M in
der Zusammenhangskomponente von GL(B), in der auch der Einheitsoperator
liegt. Folglich konnen wir zwei holomorphe Funktionen M; : Y; — GL(B) mit
j = 1,2 finden, so dass
M = MM ?
in Y1, gilt, siehe z.B. [GL], Theorem 0.0.1 oder [Bu]. Zusammen mit (2.32) und
(2.33) folgt daraus
(0 II) My = (ITy & 0). My

in Yi,. Die beiden Seiten dieser Gleichung definieren nun zusammen einen ho-

lomorphen Schnitt T : Y — Hom(Y x B,£). Da die Werte von M7 und M,
invertierbar sind und Jmyy, ly, = o¢ |y gilt, folgt die Gleichung
] ]

jmT‘Y: OE‘Y

und der Satz ist bewiesen. ]

Beweis von Satz 2.21. Sei {(Uj, ©;)}ic; ein Atlas von £. Da Y C X kompakt ist,
gibt es eine endliche Index-Menge | C I mit Y C Uje i U]' C X. Wir definieren
holomorphe Schnitte Tj : U; — Hom (U; x E(j),€), j € ], wobei E(j) der zu j
gehorende Banachraum ist, indem wir Tj(z) := @;1 fir z € U; setzen, so dass

SmTj = OS‘U]-

gilt. Sei W := U; U;. Dann erhalten wir durch wiederholtes Anwenden von Satz
2.26 ein triviales Banachraum-Biindel X x B und einen holomorphen Schnitt
T:W — Hom (Y x B, &), mit der Eigenschft

jmT’y: OS’Y'

Nach Satz 2.23 ist damit der Satz 2.21 bewiesen. O
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Mit Hilfe des soeben gezeigten Satzes 2.21 werden wir nun den folgenden Ap-
proximationssatz beweisen.

Satz 2.27. Sei X C C offen und & ein holomorphes Banachraum-Biindel iiber X. Zudem
sei K C X kompakt und einfach zusammenhiingend beziiglich X und U C X eine offene
Umgebung von K. Dann gibt es fiir jeden Schnitt f € O¢ (U) und jedes € > 0 einen

Schnitt f € O¢(X), mit )
max || f(z) — f(z)||, <e.

zeK

Beweis. Wir wéhlen eine Folge von Kompakta Ky C K; C ... C X, welche einfach
zusammenhdngend beziiglich X sind, so dass jede kompakte Teilmenge von X
in einer der Mengen K, enthalten ist. Sei Ky = U, fo = fund sei Uy = U. Wir
konnen ohne Beschriankung der Allgemeinheit annehmen, dass U relativ kom-
pakt in X ist. Wir wihlen eine in X relativ kompakte Umgebung U; C X von Kj,
mit Uy C Uj. Nach Satz 2.21 gibt es den Banachraum M und einen holomorphen
Homomorphismus ® : U; x M — Elul, so dass POM(V) = O(V) fiir jede
offene Teilmenge V C U gilt. Insbesondere gibt es einen holomorphen Schnitt
go : Up — Uy x M, so dass fo = Pgp in Uy gilt. Nach dem Approximationssatz
von Runge fiir vektorwertige Funktionen konnen wir einen holomorphen Schnitt
g1 : X — X x M finden, so dass

max [1go(z) — 81(2)| < <
max|go(z) = &1 2 maxaex, |02

gilt. Wir setzen nun f; = ®g; in U und erhalten einen Schnitt f; € O¢(U;) mit
max | fo(z) — fi(z)]] < €2,
zeKy

Wiederholen wir nun diesen Prozess fiir die anderen K;,, erhalten wir eine Folge
von Schnitten f, € Of (U,,), wobei U, eine offene Umgebung von K, ist, so dass

max || fu(2) — fuy1(2)[| < 27"
zeKy,

gilt. Demnach konnen wir f := limy 0 fn setzen und erhalten einen Schnitt
f € Of(X), welcher die geforderte Eigenschaft besitzt. O

2.3 Holomorphe Kozyklen mit Werten in
Banachraum-Blindeln

Wir werden uns in diesem Abschnitt mit den Zerfallseigenschaften von Kozyklen
mit Werten in holomorphen Banachraum-Biindeln beschiftigen. Dazu werden
wir zuerst stetige Kozyklen betrachten und aus dem fiir diese erzielten Resultat,
dem Satz 2.28, das entsprechende Gegenstiick, Satz 2.31, fiir holomorphe Kozy-
klen folgern.
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Satz 2.28. Sei X C C, & ein holomorphes Banachraum-Biindel iiber X und sei
U = {U;}er eine offene Uberdeckung von X. Des Weiteren sei (C®)¢ die Garbe aller
C®-Schnitte von €. Dann gilt fiir r > 1 die Gleichung H" (U, (C*)¢) = 0.

Fiir die Definition von H" (U, (C®)¢) siehe Definition 4.19.

Beweis. Wir wihlen eine C®-Zerlegung der Eins zur Uberdeckung Y. Das heifit,
wir wiéhlen eine lokal endliche Familie von C*-Funktionen x; : X — 0,1],j €]
mit den Eigenschaften supp x; € Ujund };c; x; = 1.

Sei nun ein Kozyklus f € Z"(U, (C*®)¢) gegeben. Wir suchen eine Kokette

u € C YU, (C®)¢) mit su = f.

Jeder der Schnitte x;fji,... dip 1 kann nach Fortsetzung durch die Null als Element
von (C®)é(U;, N ---NU;_,) aufgefasst werden. Daraus folgt, dass man eine Ko-
kette u € C"~1(U, (C*®)¢) durch die Gleichung

ulOI /iT = Z X]f]lof /iV—l

j€]

definieren kann. Seien nun Iy, - - - , [, € ] beliebige Indizes. Dann gilt

P
@i g, = 2Dy o =Y GO e (239)

Daraus folgt

r

k
Z(_l) +1f]'lo,“'i€'--,lr = flof'“,lr'

k=0
Zusammen mit (2.34) folgt daraus wegen } ;c; x; = 1 die Gleichung

(5u)10,...,1r = ijfIO/"‘/lr = flO/"'/lr'

j€]

Also ist u eine gesuchte Kokette. O
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Definition 2.29. Seien Fi,- - - , Fy endlich viele Garben von abelschen Gruppen iiber
einem topologischen Raum T und seien zudem Py, - - -, &,y mit O; : F; — Fjyq filr
j€ll,---,n—1] Garben-Homomorphismen. Dann nennen wir

by b, b, 1
Fi—F—= - —— Fy
eine Sequenz von Garben. Wir nennen eine Sequenz von Garben exakt wenn
qu>j = ﬁetcij

fiir jedes j € {1,- - - ,n — 2} gilt, das heifst, dass fiir jede offene Menge U C T und jeden
Schnitt f € Fi1(U) mit @, 1f = 0 gilt:

Va e U3V, C Uoffen A3g € Fj(Va) : ®jg = f,, .

Wir nennen eine Sequenz von Garben kurz, wenn n = 5 und F; = F5 = 0 gilt.

Fiir den Beweis des ndchsten Satzes werden wir das folgende, wohlbekannte
Lemma benutzen, wie es z. B. bei [GL] Theorem 2.3.1 nachgelesen werden kann.

Lemma 2.30. Sei U C C offen, B ein Banachraum und f : U — B eine C*-Funktion.
Sei zudem 9 : (C*)B(U) — (C*®)B(U) der durch die Gleichung

Ju.= 4 _1/ou_.ou
T T2\ oy

fiir z = x + iy definierte Operator. Dann gibt es eine C*-Funktion ¢ : U — B mit
og = f.

Satz 2.31. Sei X C C offen und sei U = {U; }c; eine offene Uberdeckung von X. Des
Weiteren sei € ein holomorphes Banachraum-Biindel iiber X. Dann gilt HY(U, Of) = 0.

Beweis. Sei f = {f;j} € Z'(U, O%) ein 1-Kozyklus. Sei Y C X offen und relativ
kompakt in X und sei V = {V;};c] eine Verfeinerung von &/ N'Y mit

VinVinVinVv =@

furi,j,k,I € I paarweise verschieden. Sei f der durch f bzgl. V induzierte
1-Kozyklus.
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Nach Satz 2.21 gibt es zwei Banachrdume By, B, und eine kurze, exakte Sequenz

0— 0% 5 ok, 2 0%, —o,

so dass fiir jede offene Menge W C Y die induzierte Sequenz

0— 0% (W) 5 0B (W) & OF| (W) =0 (2.35)

ebenfalls exakt ist, wobei die Operatoren ® und Y durch holomorphe Biindel-
Isomorphismen definiert sind. Also gibt es eine 1-Kokette ¢ = {g;;} € C'(V, O%1)

mit &g = f. Wir setzen nun h := Jg und erhalten so, wegen Lemma 4.18, einen
2-Kozyklus h = {hjjx }ijrer € Z2(V, 081). Wegen der Linearitit von ®, gilt

Oh = dog = 5Pg = 6f = 0.
Also gilt g € Ker® und aufgrund der Exaktheit von (2.35) gibt es eine 2-Kokette

U= {vijk} S C2(V, OBZ) mit
Yo = dg. (2.36)

Dafiiri,j, k,I € I paarweise verschieden die Gleichung V; N Vinvinv =90 gilt,
folgt v € Z%(V, OP2). Dann gibt es nach Satz 2.28 eine 1-Kokette
w = {w,-]-} € Cl(V, (COO)BZ) mit

v = dw. (2.37)

Da v holomorph ist, folgt daraus

ow = Js. (2.38)
Wegen Lemma 2.30 gibt es eine 0-Kokette r € C(V, (C®)52) mit
s = or.

Wegen (2.38) folgt daraus B B
dow = ds = Jor. (2.39)

Wir setzen nun @ := w — r und erhalten eine 1-Kokette, die wegen Lemma 4.18
und (2.37) die Eigenschaft

00 = 0w —6%r =dw =" (2.40)
besitzt. Zudem folgt aus (2.39) die Gleichung

0w = 0w — 90r = ow — d9r = 0. (2.41)
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Also giltw € C! (V, OP2). Wir setzen nun § := g — Y@ und erhalten wegen (2.36)
und (2.40) die Gleichung

08 =09 — YW =0g—Yow =09 —Yv=10¢g—0g=0.
Also gilt § € zZ1 (V, OBI). Dann gibt es z. B. nach Theorem 2.4.2 in [GL] eine
0-Kokette i € C° (V, OB1) mit § = 6i1. Zudem gilt wegen @Y = 0 die Gleichung
b§ = dg — PYD = dg = f.

Wir setzen nun 71 := ®i und erhalten so eine 0-Kokette mit 7 € C° (V, O¢ ) und
der Eigenschaft 3

ol = 6Pt = Poil = PF = f.
Dann gibt es nach Satz 4.9 eine 0-Kokette u € C° (¢ NY, O¢) mit der Eigenschaft

Su = f. (2.42)

Wir wihlen nun eine ausschopfende Folge {K; },en von in X einfach zusam-
menhingenden Kompakta K1 C K; C --- C X sowie offene Mengen {Y; },eN
mit K, C Y, C K, fiir alle n € IN. Wiederholen wir nun die obige Argumenta-

tion fiir Y; anstelle von Y, konnen wir eine Folge { {u}") } . I} N von 0-Koketten
1€l ne

{u (m) } € C° (U N Y, OF) finden, welche die Eigenschaft (2.42) erfiillen. Also gilt
By =

auf U; N U; MYy, tiir jedes n € IN. Wir wollen induktiv eine Folge { {111(") } , I} N
1€ ne

von 0-Koketten {111(”) } € CO(U N'Y,, OF) konstruieren mit den Eigenschaften

L sa =f], .
2. Wenn n > 2, so gilt ‘

ﬁl.(n) — ﬁf”_l) H < Zln auf K,, N U;.

Induktionsanfang:
Wir setzen " := ulgl) auf Y1 N U;.

i
Induktionsvoraussetzung:

Seien fiir ein k > 1 die 0-Koketten {ﬁlgl) } -, {ﬁl(k) } ! mit der Eigenschaft
1€

icl’
{ﬁfl)} eCo(UnNY, (95) firjedes ! € {1,---,k} und den Eigenschaften 1 und 2
tir n < k gegeben.

Induktionsschritt;

Da die Schnitte ﬁfk) die Eigenschaft 1 haben und zudem f;; = u
U; N U; N Yy gilt, folgt auf U; N U; N Yy die Gleichung

l(k) _ kD) )

. — ;.
] ]

(k+1)
1

— u](kﬂ) auf

D)

; —Uu

25



Also kénnen wir durch 1) ;= ufkﬂ) - ﬁl(k)

hk) € Of(Y;) definieren. Da das Kompaktum K; einfach zusammenhangend
beziiglich X ist, folgt aus Satz 2.27 die Existenz eines holomorphen Schnittes
h) € OF(X) mit der Eigenschaft

einen holomorphen Schnitt

-] <

_(k+1)

auf K. Wir setzen nun #, = ugk“) — A% auf U; N Yy 1. Dann gilt

alk+D) _ a](k+1) = e _ u](k+1) -

auf U; N U; N Yy 1. Wir miissen also noch zeigen, dass fiir 2 < n < k+1 die
Gleichung

auf K, N U; gilt. Fiir 2 < n < k gilt die Gleichung nach Induktionsvoraussetzung.
Sei nun also n = k + 1. Es gilt

Damit haben wir die Folge {{ﬁgn) } 1} N konstruiert. Wegen der Gleichung
el ne

F0HD) al(k)H _ ‘

1 ul(k+1) _jk) _ 5

‘k)H _ Hhuc) _;l(k>H < 1w

1

1

(2.43) konvergiert die Folge {{ﬂ(n)} I} N fir n — oo gleichméafliig auf den
1€l ne

kompakten Teilmengen von U;. Also gibt es eine 0-Kokette {ii} € CO(X, O¢) mit
NZ(n) — il; auf jeder kompakten Teilmenge von U;, fiir i € I und n hinreichend
grofs. Wegen Eigenschaft 2 gilt

fij = 1 —

auf U; N U;. Dies beendet den Beweis. H

2.4 Rechtsinvertierbare Homomorphismen

In diesem Abschnitt werden wir zunédchst holomorphe Operatorfunktionen mit
rechtsinvertierbaren Werten untersuchen. Wir zeigen dazu zuerst das Lemma
2.32, welches eine Aussage iiber die lokale, holomorphe Rechtsinvertierbarkeit
solcher Operatorfunktionen macht, und das Lemma 2.34. Mit Hilfe dieser beiden
Lemmata konnen wir dann zusammen mit dem Lemma 2.37, in dem es um eine
Eigenschaft der Kerne von holomorphen Operatorfunktionen geht, den Satz 2.39
beweisen.
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In diesem wird ausgesagt, dass der Kern eines Homomorphismus zwischen holo-
morphen Banachraum-Biindeln, den wir in diesem Abschnitt definieren werden,
selbst ein holomorphes Banachraum-Biindel ist. Danach werden wir zeigen, dass
holomorphe Kozyklen mit Werten in diesem Biindel zerfallen, siehe dazu Satz
2.40. Abschlieflend werden wir dann noch zwei Satze tiber die globale, holomor-
phe Rechtsinvertierbarkeit, Satz 2.42 und Satz 2.43, sowie einen Approximations-
satz, Satz 2.46, beweisen.

Lemma 2.32. Seien E und F Banachriume und sei X C C offen. Sei A : X — L(E, F)
eine holomorphe Operatorfunktion mit rechtsinvertierbaren Werten. Dann gibt es fiir
jedes z € X eine offene Menge U C X mit z € U und eine holomorphe Operatorfunktion
B:U — L(F,E), so dass

AoB=idp

gilt.

Beweis. Seizy € X.Da A(zg) rechtsinvertierbar ist, gibt es eine holomorphe Opera-
torfunktion By € L(E, F) mit der Eigenschaft

A(Zo) o Bo = ldF (244)
Wir definieren eine holomorphe Operatorfunktion M € OMEF)(X) durch
M(z) := A(z) o By.

Dann gilt M(zp) = idp und folglich gibt es eine offene Umgebung Uy von z, so
dass M(z) invertierbar fiir alle z € U ist. Dann konnen wir eine Operatorfunkti-
on B € OLEE) (1) definieren indem wir B(z) := By o M~ 1(z) fiir z € Uy setzen.
Dann gilt wegen (2.44) die Gleichung

A(z)0B(z) = A(z) o Byo M~ 1(2) = idp.
Also ist B die gesuchte Operatorfunktion. O

Folgerung 2.33. Seien E und F Banachriume und sei X C C offen. Sei
A : X — L(E, F) eine holomorphe Operatorfunktion mit rechtsinvertierbaren Werten.
Wir bezeichnen mit A die durch A induzierte Abbildung von OF nach OF, dann gilt

ij = OF(X)
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Beweis. Sei x € U C X, U offen und sei f : U — F eine holomorphe Vektor-
funktion. Nach Lemma 2.32 gibt es eine offene Menge V C U, x € V und eine
holomorphe Operatorfunktion B : V — L(F, E) mit der Eigenschaft

A(Z) o B(Z) = idp,

fiir z € V. Wir definieren eine holomorphe Funktion u € OF (V) durch
u(z) := B(z)[f(z)]. Dann gilt

A(z)u(z) = A(z) 0 B(2)[f(2)] = f(2)

fiir z € V. Also gilt f € ImA(V). Somit gilt OF (X) C ImA. Nach Definition gilt
zudem die Inklusion ImA C OF(X). Dies beendet den Beweis. O

Lemma 2.34. Sei X C C offen und sei E ein Banachraum. Sei zudem P : X — L(E)
eine holomorphe Operatorfunktion mit Werten in Projektoren. Dann gibt es zu jedem
z € X eine offene Umgebung U, C X, z € U,, und eine holomorphe Operatorfunktion
A : U, — GL(E) mit der Eigenschaft

A(y)ImP(z) = ImP(y),

fiir jedes y € UL.

Beweis. Sei z € X gegeben. Wir definieren eine holomorphe Operatorfunktion
A : X — L(E) durch A(y) := I — P(z) + P(y)P(z) fir alle y € X. Dann gilt
A(z) = L Folglich kénnen wir eine offene Umgebung V, C X von z finden mit
A(y) € GL(E) fur alle y € V;. Sei nun x € ImP(z), dann gilt

A(y)x =x—x+ P(y)x = P(y)x € ImP(y).

Also gilt A(y)ImP(z) C ImP(y).

Wir wéhlen nun eine Umgebung von U, C V; von z so klein , dass die Opera-
torfunktion A : X — L(E) mit A(y) := I — P(y) + P(y)P(z)P(y) auf U, inver-
tierbare Werte annimmt. Sei nun x € ImP(y) gegeben. Wir miissen zeigen, dass
es einen Vektor w € ImP(z) gibt, mit der Eigenschaft A(y)w = x. Da A auf U,

invertierbare Werte annimmt, gibt es einen Vektor v € E, mit A(y)v = x. Das
heifst

x = (I = P(y))v+ P(y)P(2)P(y)o.
Da P(y)P(z)P(y)v € ImP(y) und x € ImP(y) gelten, folgt, dass (I — P(y))v =0
gilt. Daraus folgt

x = P(y)P(z)P(y)o.
Wir setzen nun w := P(z)P(y)v und erhalten einen Vektor w mit der Eigenschaft

Ay)w = (I - P(z))w + P(y)P(z)w = P(y)w = x.

Also ist w der gesuchte Vektor. O
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Bemerkung 2.35. Insbesondere sind die Riume ImP(z), z € X, paarweise isomorph,
wenn X zusammenhingend ist. Es gibt sogar fiir je zwei Punkte z,z' € X einen Isomor-
phismus B € GL(E) mit der Eigenschaft BImP(z) = ImP(z2').

Folgerung 2.36. Sei X C C offen, zusammenhingend und E ein Banachraum. Sei zu-
dem P : X — L(E) eine holomorphe Operatorfunktion mit Werten in Projektoren und
fiir z* € X fixiert sei F := ImP(z*). Dann ist

F = [ J{z} xImP(z)

zeX

zusammen mit der surjektiven Abbildung 7t : F — X, welche jedem Raum
{z} x ImP(z) den Punkt z zuordnet, ein direktes holomorphes Unterbiindel von X x E
mit der charakteristischen Faser F. (Vergleiche hierzu Definition 2.9.)

Beweis. Sei z, € X gegeben. Dann gibt es nach Lemma 2.34 eine offene Umge-
bung U, von zp und eine holomorphe Operatorfunktion A : U;, — GL(E) mit
der Eigenschaft

A(z)ImP(z) = ImP(zp), (2.45)

fiir jedes z € U,,. Wegen Bemerkung 2.35 gibt es einen Isomorphismus
B € GL(E) mit der Eigenschaft

BImP(zo) = F. (2.46)

Wir definieren nun eine Abbildung ® : U,, x E — U, X E, fiirz € U,,und v € E,
durch die Gleichung

O((z,v)) = (z, BA(2)v).

Offensichtlich ist (U,, ®) eine lokale holomorphe Trivialisierung von X x E. We-
gen (2.45) und (2.46) gilt fiir alle z € U, die Gleichung

O(FNnl(z)) = Oz} x ImP(z))
{z} x BA(z)ImP(z)
{z} x BImP(zp)

= {z} xF.

Folglich ist die Bedingung (2.1) erfiillt. Dies beendet den Beweis. O

Lemma 2.37. Seien E und F Banachriume und sei X C C offen. Seien A : X — L(E, F)
und B : X — L(F, E) Operatorfunktionen mit AB = idp. Dann hat die Operatorfunk-
tion BA Werte in Projektoren und es gilt fiir jedes z € X die Gleichung

KerA(z) = Ker[B(z) o A(z)].
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Beweis. Das die Werte von BA Projektoren sind, folgt aus der Gleichung
(B(z) 0 A(z)) 0 (B(z) 0 A(z)) = B(z)o(A(z) 0 B(z)) 0 A(z)

B(z) o Iro A(z)
B(z) o A(z).

Offensichtlich gilt KerA(z) C Ker[B(z) o A(z)]. Sei nun x € Ker[B(z) o A(z)],
dann gilt wegen der Voraussetzung A o B = idf die Gleichung

A(z)x =[A(z) o B(z)] 0o A(z)x = A(z) o [B(z) 0 A(z)x] = A(z)0 = 0.
Also gilt x € KerA(z). Dies beendet den Beweis. O

Definition 2.38. Sei X C C offen und seien & und F holomorphe Banachraum-Biindel
iiber X, sei A : £ — F ein Homomorphismus und sei A : X — Hom(E, F) der definie-
rende Schnitt von A. Dann definieren wir den Kern KerA von A durch die Gleichung

|J KerA(z) =: KerA. (2.47)

zeX

Satz 2.39. Sei X C C offen und seien € und F holomorphe Banachraum-Biindel iiber X
und sei A : &€ — F ein holomorpher Homomorphismus, der in jeder Faser rechtsinver-
tierbar ist. Dann ist Ker A ein direktes holomorphes Unterbiindel von E.

Beweis. Sei z* € X gegeben und sei E der zu z* gehdrende Banachraum bzgl. £.
Wir miissen zeigen, dass es eine lokale, holomorphe Trivialisierung (U, ®, E) von
&, mit z* € U, sowie einen stetig projizierten Unterraum E von E gibt, so dass

©OKerAl, =UxE
gilt. Zunéchst wihlen wir beliebige lokale holomorphe Trivialisierungen
Oc:&|, > VXE

und
Of: F|, = VxF,

mit z* € V.Seinun A : V — L(E, F) die Operatorfunktion mit der Eigenschaft
@ro0Ac0.'(z,0) = (A(z)v), (2.48)

fiir jedes z € V und v € E. Dann ist A holomorph mit rechtsinvertierbaren Wer-
ten. Dann gibt es nach eventueller Verkleinerung von V zu U C V wegen Lemma
2.32 eine holomorphe Operatorfunktion B : U — L(F, E) mit der Eigenschaft

AB = idr.
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Wegen Lemma 2.37 hat die Operatorfunktion BA nur Werte in Projektoren und
es gilt R X
KerA(z) = Ker[B(z) o A(z)], (2.49)

fiir jedes z € U. Da BA nur Werte in Projektoren hat, hat die holomorphe Opera-
torfunktion P := I — BA ebenfalls nur Werte in Projektoren. Es gilt

Ker[B(z) 0 A(z)] = Im[I — B(z) o A(z)] = ImP(z),

fiir jedes z € U. Folglich ist wegen (2.49) der Kern von A(z) fiir jedes z € U das
Bild eines Projektors P(z). Nach Folgerung 2.36 ist {U,c;{z} x KerA(z) ein di-
rektes holomorphes Unterbiindel von X x E. Dann gibt es nach eventueller Ver-
kleinerung von U eine lokale, holomorphe Trivialisierung (U, O, E ) von X X E,
wobei E ein stetig projizierter Unterraum von E ist, mit der Eigenschaft

@) (U {z} x Kerfl(z)) =U x E. (2.50)
zel

Dann leistet der Isomorphismus © := ®o @g‘u : & ‘u — U x E das Gewlinschte,
denn nach (2.48) und (2.50) gilt fiir jedes z € U die Gleichung

C) <KerA|Z> =0 (@g(KerA\z)> =0 ({z} x KerA(z)) = {z} x E.

O

Satz 2.40. Seien & und F holomorphe Banachraum-Biindel iiber X C C offen und sei
A : & = F ein Homomorphismus, der in jeder Faser rechtsinvertierbar ist. Sei zudem
U = {U;};e; eine offene Uberdeckung von X. Dann gilt

Hl (Z/l, OKerA) = 0.
Beweis. Nach Satz 2.39 und Bemerkung 2.10 ist Ker A ein holomorphes Banach-

raum-Biindel tiber X. Dann folgt der Beweis direkt aus Satz 2.31. O

Satz 2.41. Seien £ und F holomorphe Banachraum-Biindel iiber X C C offen, sei

A & — F ein Homomorphismus, der in jeder Faser rechtsinvertierbar ist, und sei
A : X — Hom(E,F) der definierende Schnitt von A. Dann gibt es fiir jeden Schnitt
f € OF(X) einen Schnitt u € OF (X) mit der Eigenschaft

A(2)u(z) = f(2),
fiir jedes z € X.
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Beweis. Wir wihlen eine offene Uberdeckung U = {U;};c; von X. Nach Folge-
rung 2.33 gibt es Schnitte ¢; € O (U;) mit der Eigenschaft

A(z)gi(z) = f(2), (2.51)

fiir z € U;. Sei nun {gjj}ijer € 2 (U, OF) ein holomorpher 1-Kozyklus mit der
Eigenschaft

8ij = & — &ji (2.52)
auf U; N U;. Zusammen mit der Eigenschaft (2.51) folgt daraus
A(gij) = Agi) —A(g)) = f = f =0,

auf U; N U;. Also gilt { gij}i,je ;€ Z1 (Z/I , (’)K"’M). Nach Satz 2.40 gibt es eine
0-Kokette {v;}ic; mit v; € OX4(U;), so dass auf U; N U; die Gleichung

8ij = Vi = Uj
gilt. Zusammen mit der Gleichung (2.52) folgt daraus auf U; N U; die Gleichung
0 — V=8 —§j
Also gilt auf U; N U; die Gleichung
gi— v = gj— Uj.

Wir setzen nun u := g; — v; auf U; und erhalten einen Schnitt u € 0¢ (X) mit der
gewiinschten Eigenschaft. O

Satz 2.42. Seien £ und F holomorphe Banachraum-Biindel iiber X C C offen und sei
A : € — F ein holomorpher Homomorphismus, der in jeder Faser rechtsinvertierbar ist.
Dann gibt es einen holomorphen Homomorphismus B : F — £ mit der Eigenschaft

AB = id, (2.53)

auf X.

Beweis. Sei A : X — Hom(&, F) der definierende Schnitt von A. Seien zudem
& := Hom(F,€) und F := Hom(F,F) (siehe Definition 2.13). Wir definieren
einen holomorphen Schnitt A : X — Hom(&, F), fir z € X und

R € &, = L(F, &), durch die Gleichung

(Az) (R) = AR)R.

Wir wollen zunichst zeigen, dass A faserweise rechtsinvertierbar ist. Sei also
zp € X gegeben. Nach Voraussetzung ist A(zg) € L(&,, Fz,) rechtsinvertierbar.
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Das heifst, dass es einen Operator B € L(F5,, &) gibt, der die Eigenschaft A(zg)B =
id Fay hat. Wir definieren einen Operator B € L(F,, &,,) durch die Gleichung

B(S) = BS,
fur S € .7:_20. Dann gilt
(AB)(S) = A(B(S)) = A(BS) = A(z0)BS = idF, S =S,

fur alle S € ]:"ZO. Also ist B in der Faser von zo eine Rechtsinverse von A. Wir
betrachten nun den Schnitt f = id : X — F, welcher jedem z € X den identischen
Operator id, aus F, zuordnet. Da A faserweise rechtsinvertierbar ist und

f € 07 (X) gilt, gibt es nach Satz 2.41 einen holomorphen Schnitt u : X — £ mit

der Eigenschaft X
A(z)u(z) = id,,

fiir jedes z € X. Dann erfiillt der durch u definierte holomorphe Homomorphis-
mus B : F — £ die Gleichung (2.53). Dies beendet den Beweis. O

Satz 2.43. Sei & ein holomorphes Banachraum-Biindel iiber X C C offen mit der cha-
rakteristischen Faser E. Dann gibt es fiir jede kompakte Menge K C X eine Umgebung
U C X von K und holomorphe Homomorphismen

A:Ux(E®E)—&|,

und
B:&|, »Ux(E®E)
mit der Eigenschaft
AB =1id,
auf U.

Fiir den Beweis benutzen wir die folgenden beiden Lemmata.

Lemma 2.44. Sei X C C offen und seien Uy und U, zwei offene, einfach zusammen-
hingende Mengen mit X = Uy U Uy. Sei zudem & ein holomorphes Banachraum-Biindel
iiber X mit der charakteristischen Faser E. Dann gibt es einen holomorphen Homomor-
phismus ® : X x (E @ E) — &, dessen Werte rechtsinvertierbar sind.
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Beweis. Nach Satz 2.18 gibt es zwei Isomorphismen I'y : £ ‘ u U; x E und

Iy: 5|u2 — Uy x E.Seinun (T;1,0): Uy x E®E — 5‘u1 die Abbildung mit der
Eigenschaft (1”1’1,0)(21,01,02) = Fl’l(zl,vl) fiir z; € Uy, zp € U, sowie

v1,v2 € E und entsprechend sei (I'; 1,0) Uy xE®E — & ‘u2 die Abbildung
mit der Eigenschaft (T'5 1,0)(22, v1,v2) = I'y Yz, v2). Dann gilt auf U; N U, die

Gleichung
_ _ I 0\ /I —-Io;t
1) — 1 115
(rl ’O) (O’ FZ ) (rzrl—l I) <0 I ) s

wobei I den Einheitsoperator in E bezeichnet. Da die Werte von

I 0\ (/I —II,t
Lyt 1)\0 I

zur Zusammenhangskomponente der Eins in GL(E @ E) gehoren, gibt es nach
[GL], Theorem 0.0.1, holomorphe Operatorfunktionen N; € OGL(E@E)(UI) fir

i€{1,2} mit
B I 0\ /I —-I;t
1_ 12
N2y <r2r11 1) (0 I )

wobei wir die rechte Seite als Operatorfunktion auffassen.

Wir setzen nun @ := (T;!,0)Ny auf U; und ® := (0,T,')N; auf U,. Da die
Werte von I'y und I'; rechtsinvertierbar sind, ist & in jeder Faser von X x (E & E)
rechtsinvertierbar. H

Lemma 2.45. Sei X C C eine offene Menge, und sei K C X kompakt. Dann gibt es zwei
einfach zusammenhingende offene Teilmengen Uy und Uy von X mit K C Uy U Ub.

Beweis. Fiir j,k € Z und & > 0 sei

= {ZEC ]js—% <Rez<je—|—¥ und ks—%< Imz<ks+%}.
Zudem sei W]f8 die Vereinigung aller Vj; mit Vjx C X. Schlieflich seien
e._ e
e jEZ,ngerade Wj
und
us = U W;.

JEZ,j ungerade

Offenbar sind die Mengen Uj und U5 einfach zusammenhingende offene Teil-
mengen von X. Da K eine kompakte Teilmenge von X ist, gilt nun aufierdem

K C Uj U U5, sobald e hinreichend klein ist. Es geniigt also ein ¢ > 0 hinrei-
chend klein zu wihlen. Dann leisten die Mengen U; := Uj und U, := U5 das
Gewtinschte. O
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Beweis von Satz 2.43. Aus Lemma 2.44 und Lemma 2.45 folgt, dass es eine of-
fene Menge U mit K C U C X gibt, so dass ein holomorpher Homomorphis-
mus A: UX (E®E) — & ‘u existiert, der in jeder Faser rechtsinvertierbar ist.
Nach Satz 2.42 folgt dann die Existenz eines holomorphen Homomorphismus
B:&|, = Ux (E®E) mit AB = id auf U. O

Satz 2.46. Sei £ ein holomorphes Banachraum-Biindel iiber X C C offen. Sei U eine
relativ kompakte, offene Teilmenge von X mit stiickweisem C'-Rand, die einfach zusam-
menhiingend beziiglich X ist. Dann ibt es fiir jeden stetigen Schnitt f : U — &, der in
U holomorph ist, und fiir jedes € > 0 einen holomorphen Schnitt f : X — & mit der

Eigenschaft 3
max [[f(z) - f(z)]| <e.

zel

Beweis. Sei E die charakteristische Faser von £. Nach Satz 2.43 gibt es eine offene
Umgebung V C X von U und zwei holomorphe Homomorphismen
A:VX(E®E) — 5|VundB : 5]V — V x (E @ E) mit der Eigenschaft AB = id.
Nach dem Approximationssatz von Mergeljan (vgl. z. B. [GL] Theorem 2.2.1),
angewendet auf Bf, gibt es einen holomorphen Schnitt ¢ : X — X x (E & E) mit
der Eigenschaft

€

max ||g(z) = B(2)f(2)]| <

2cll max, ;7 ||A(z)]

Dann besitzt der holomorphe Schnitt f := Bg die gewiinschte Eigenschaft. O
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3 Biindel von nicht-abelschen
Gruppen

3.1 Innere Blindel

In diesem Abschnitt fithren wir den Begriff eines Banachalgebra-Biindels und ins-
besondere den eines inneren Banachalgebra-Biindels ein. Wir werden zudem zei-
gen, dass Banachalgebra-Biindel immer normierbar sind, sieche Lemma 3.6, und
dass innere Banachalgebra-Biindel, deren Basen einfach zusammenhéngen, trivi-
al sind, siehe Satz 3.7.

Definition 3.1. Sei A eine Banachalgebra mit Einselement. Wir bezeichnen mit GA
die Gruppe aller invertierbaren Elemente aus A. Zudem bezeichnen wir mit G1A die
Zusammenhangskomponente von GA, die das Einselement enthilt. Eine Abbildung

T : A — A heifit innerer Automorphismus von A, wenn es ein Element g € GA
gibt, so dass fiir alle a € A die Gleichung

Ta = ¢ tag
gQilt.

Definition 3.2. Ein holomorphes Banachraum-Biindel A iiber einer offenen Menge

X C C mit charakteristischer Faser, deren Reprisentanten A zusitzlich Banachalge-
bren mit Einselement sind, nennen wir ein holomorphes Banachalgebra-Biindel,
wenn fiir jedes x € X eine lokale Trivialisierung (U, ®) von A existiert, so dass die
Banachraum-Isomorphismen ©(z) : A — {z} x A, z € U, zusiitzlich Banachalgebra-
Isomorphismen sind. Eine solche Trivialisierung von A heif$st Banachalgebra-Triviali-
sierung. Unter einem Atlas eines holomorphen Banachalgebra-Biindels verstehen wir
einen Atlas, im Sinne von Definition 2.1, dessen Karten Banachalgebra-Isomorphismen
sind.

Definition 3.3. Sei A ein holomorphes Banachalgebra-Biindel mit der charakteristischen
Faser A iiber X C C offen und sei U = {U; };¢; eine Uberdeckung von X. Wir nennen
einen Atlas {(U;, ©;) }ic; von A einen inneren Atlas, wenn die Werte der dazugeho-
renden Ubergangsfunktionen innere Automorphismen von A sind.
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Das gilt, wenn es einen Kozyklus {gij(z)}ijer € Z' (U, O%4) gibt, so dass

Qo ®f1(2, v) = (2 gji(z)vgii(2)) ,

firallei,j € I,z € U;NU; und v € A, gilt. Ein holomorphes Banachalgebra-Biindel
auf dem ein innerer Atlas ausgezeichnet ist, nennen wir ein inneres Banachalgebra-
Biindel. Eine holomorphe Trivialisierung (U, ®) von A heifit innere Trivialisierung,
wenn die Werte der Ubergangsfunktion von U nach U, fiir jedes i € I innere Automor-
phismen sind.

Definition 3.4. Seien A; und Ay zwei innere Banachalgebra-Biindel mit der gemeinsa-
men charakteristischen Faser A und seien {(U;, ©1 ;) }ie sowie {(U;, @, ;) }icy innere
Atlanten von Ay bzw. Aj. Eine Abbildung I’ : Ay — A heifit innerer Isomorphis-
mus von Ay nach Ay, wenn es fiir jedes i € 1 eine holomorphe Abbildung g : U; — GA
gibt, so dass fiir x € U; und a € A gilt:

@, 0T 007! (x,a) = (¥,g7 (x)ag(x))

Definition 3.5. Unter einer Banachalgebra-Norm auf einem Banachalgebra-Biindel
A verstehen wir eine positive, stetige Funktion || - || 4 auf A, deren Einschrinkung auf
jeder Faser A, eine Banachalgebra-Norm ist, welche die Topologie von A, erzeugt.

Lemma 3.6. Sei A ein Banachalgebra-Biindel iiber X C C offen. Dann gibt es eine
Banachalgebra-Norm auf A.

Beweis. Wir wiéhlen einen Atlas {(U;, ©®;) }ic;, eine Norm || - [[4 von A und ei-
ne Zerlegung der Eins {x;}ic; zu {U;};c;. Wir kénnen 0.B.d.A. annehmen, dass
{U;,}c1 lokal endlich ist. Dann ist nach Definition 2.11 fiir a € A durch

lall% := }_xi(7(a))[|©i(a) ]| 4

iel

eine Banachraum-Norm von A gegeben, wobei 77 : A — X die Projektion von A
ist. Wir betrachten nun zwei Karten (U;, ®;) und (U;, ©;). Nach eventuellem Ver-
kleinern der Mengen U; und U; kénnen wir annehmen, dass die Trivialisierung

©; in einer Umgebung von U; und ©); in einer Umgebung von U; holomorph ist.
Offensichtlich gilt fiira € Aund i,j € I mit 77(a) € U; N U; die Gleichung

0;(a) = ®; 0 @].—1 0 ®j(a).

Sei nun f; : A — A die Abbildung mit ®;(a) = (7(a), fi(a)), dann folgt die
Gleichung
1©:(a)]| 4 = [|©: 0 ©; (re(a), fi(a))| - (3.1)

Seinun g;; : U; N U; — GL(A) die Funktion mit

(©;00;1)(n(a),v) = (n(a), gij(7(a))0).
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Daraus folgt zusammen mit (2.2) fira € Aund v € A| (a) die Ungleichung

1(©; 0 ©:1)(7r(a), 0)lla = lI(7(a), gij(7(a)v)l| 4
||gz](7t( a))vlla
< llgij(7z(@) lcaylloll 4

= lIgij(m(a))llLca)ll(7(a), ) a-
Seien C;; die Konstanten mit der Eigenschaft C;; = MaX, {71, 18ii(z) || L(a)- Dann

gilt wegen (2.2), (3.1) und (3.2) die Ungleichung
1©i(a)]| 4 = [|©: 0 ©; " (7t(a), fi(a))]l4

(3.2)

< llgi(e(@) 1 a) | (@), (@) .
= [Igij(7e(a))[[L(a) [©f(a)[ 4
< Gijl|©j(a)| a-
Wir wéahlen nun eine stetige Funktion C : X — Ry mit
C(z) > Cyj, (3.4)

fir allei,j € I und z € U; N U]-. Da die Uberdeckung {U;};c; als lokal endlich

angenommen wurde, konnen wir _fl'ir jedes z € Uj; einen Index k € I finden, so
dass fiir alle Indizes j € I mit z € U; und alle a € A, die Ungleichung

1Ok(a)lla < [|©j(a)]|
gilt. Also existiert fiir z € X und a € A; das Minimum min; jzell; 19;(a)]|a- Auf-
grund der Ungleichungen (3.3) und (3.4) gllt fira € A die Unglelchung

lall % =} xi(7(a))1©i(a) 4 < C(r(a)) }_ xi(7r(a)) min II@( )lla-

i€l iel ]7T a)el,

Daraus folgt durch einfaches Umformen fiir jedes a € A die Abschatzung

lall’y < C(?T(a))j. m;n 10j(a) ][4

:7t(a
__Clrl@) .
= Bt ) i 19/ 35)
C(7(a))
T Lier X7 (r(a)) gxl N©i(a)] 4.

Da die Trivialisierungen {®; };c; Isomorphismen sind, folgt aus der Ungleichung
(3.5) firz € Xund a,b € A, die Ungleichung

C(z
labll5, < #ﬁ)(z)gxﬂz)n@xab)m
C(z)

_ _=\=) 2 (2)O; )
Y xt(z) z‘;Xl B eHnOE)
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Da || - || o eine Banachalgebra-Norm ist, folgt daraus

* C(Z) 2
Y, < ——2 ¥ 2(5)|@; (b
abll’y < T ) ;XI(Z)H (@)l all®;(b) | 4
C(z)
< —E )||19;( E m(2)||Om (b
T Yexiz) o 2 HAmeIX 2 lla

C(z)
= Tl )||a||A||b||A

_Cl)

Wir setzen nun C*(z) := und es folgt, dass fiir die durch

Zzel 1()
lalla = C*(2) }_xi(2)|©i(a) ]| 4
i€l
definierte Banachraum-Norm || - || 4 von A gilt
lablla = C*(z) }_xi(2)]|@i(ab)| 4
icl
< 2))2 Y xi(@2)10:(@)l[a Y xm(2) @ (b) ][4 = llall 4lb]| 4-

icl mel

Alsoist || - || 4 eine Banachalgebra-Norm auf A. O

Satz 3.7. Sei A ein inneres Banachalgebra-Biindel iiber X C C mit der charakteris-
tischen Faser A und sei X offen und einfach zusammenhingend. Dann gibt es einen
inneren Isomorphismus I : A — X x A.

Beweis. Da A ein inneres Banachalgebra-Biindel ist, gibt es nach Definition 3.3
einen holomorphen Kozyklus { gij},-,je ;€ Z1 (Z/{ , (’)GA), so dass

©;00;" (z,h) = (z,8i(2)hgji(2))

gilt, wobei U = {Uj;}c; eine Uberdeckung von X ist, z € U; N Uj, h € A gilt
und {(U;, ©;) }i Trivialisierungen von A sind. Da X einfach zusammenhingend

ist, gibt es nach Satz 2.17 eine Familie von holomorphen Funktionen { f;};c; mit
fi: U; — GA, so dass

gij = fifi! (3.6)

auf U; N U;j gilt. Seinun I'; : U; X A — U; x A fiir jedes i € I der innere Isomor-
phismus mit

Lilzh) = (2 fi)hf; ' (2)

fir h € A. Dann ist durch I'; o ©; ein innerer Isomorphismus von A| 4. hach
U; x A definiert.
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Des Weiteren gilt
©;00; ' (z,h) = (2,8i(2)hgji(2)),

firz € U;NU; und h € A. Wegen Gleichung (3.6) kénnen wir dies schreiben in
der Form

;o @;1(Z,h) = Tl._l oTj(zh).

Folglich gilt die Gleichung
[i00; =T;00;

auf ‘A‘unu-' Dann konnen wir einen inneren Isomorphismus I' : 4 — X x A
int;

durch
I'= l"i o ®i

auf U; fiir jedes i € I definieren. O

3.2 Formulierung des Hauptresultates

Wir werden in diesem Abschnitt zundchst einige Begriffe, insbesondere den des
holomorphen G-Biindels, einfiihren, welche wir fiir die Formulierung von Satz
3.13 (siehe unten) benétigen. Dieser ist das Herzstiick dieser Arbeit und wird
ebenfalls in diesem Abschnitt formuliert. Am Ende diesen Abschnitts werden
wir dann noch zeigen, dass es geniigt Satz 3.13 fiir die Garbe (’)i/l zu beweisen
und werden einen Beweis fiir Teil 1 von Satz 3.13 fiihren. Den Beweis von Teil 2
von Satz 3.13 werden wir spéter in Abschnitt 3.5 und fiir Teil 3 von Satz 3.13 in

Abschnitt 3.6 angeben.

Definition 3.8. Sei X C C offen, A eine Banachalgebra mit Einselement und sei G eine
offene Untergruppe von GA. Eine Menge G heifit holomorphes G-Biindel iiber X,
wenn es ein inneres Banachalgebra-Biindel A mit der charakteristischen Faser A gibt, so
dass G eine Teilmenge von G.A ist, mit der Eigenschaft:

Es gibt einen inneren Atlas

©;: A|, = U x A,
fiiri € 1, von A, der die folgenden beiden Eigenschaften hat:

1. Ist G, := G N A, s0gilt ©;G, = {z} X G, fiir jedes i € [ und z € U,.
2. Es gibt einen Kozyklus g = {gij}ijer € Z' ({Ui}ier, OF) mit den Eigenschaften

000, (2,0) = (= 8(z)og;(2))

fiir jedes z € U; N U;j und v € A.
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Unter einem Schnitt von G verstehen wir einen Schnitt von A, dessen Werte alle in G
liegen. Mit OY bezeichnen wir die Garbe aller holomorphen Schnitte von G. Mit CY be-
zeichnen wir die Garbe aller stetigen Schnitte von G. Wir nennen A ein Biindel, welches
G erzeugt.

Definition 3.9. Wir nennen eine Abbildung m : X — IN Vielfachheiten-Funktion
fiir X, wenn {z € X|m(z) # 0} Haufungspunkte hochstens auf 0X hat.

Definition 3.10. Sei £ ein Banachraum-Biindel iiber X C C offen. Sei m eine Vielfachhei-
ten-Funktion von X und sei W die Menge ihrer Nicht-Nullstellen. Dann bezeichnen wir
mit OF  die Garbe, die jeder offenen Menge U C X den Raum OF% (U) zuordnet, der
aus den holomorphen Schnitten f : U — & besteht, die die folgende Bedmgung erfiillen:

f(z) =0 (Jz —wl"™),

fiirw € W und z — w. Wir nennen (91‘12,0 die Garbe mit vorgegebenen Nullen in
O¢, welche von m erzeugt wird.

Definition 3.11. Sei A ein Banachalgebra-Biindel iiber X C C offen. Die offene Teil-
menge
— U GAZ
zeX

von A heifit Biindel der invertierbaren Elemente von A. Fiir U C X, offen, sei
GOA(U) die Gruppe der holomorphen Schnitte f : U — G.A.

Definition 3.12. Sei A ein Banachalgebra-Biindel iiber X C C offen mit der charak-
teristischen Faser A. Sei m eine Vielfachheiten-Funktion von X und sei W die Men-
ge ihrer Nicht-Nullstellen. Dann bezeichnen wir mit OGA die Garbe, die jeder offenen
Menge U C X die Gruppe (’)GA( ) zuordnet, welche aus den holomorphen Schnitten
f: U — G.A besteht, die die folgende Bedingung erfiillen:

f—1¢ Omlo(U).

Wir nennen Og“i‘ die Garbe mit vorgegebenen Einsen in OCA, welche von m erzeugt
wird.

Sei nun G eine Untergruppe von GA und sei G ein holomorphes G-Biindel iiber X,
welches von A erzeugt wird. Dann bezeichnen wir mit (9 1 die Untergarbe von (’)m 1/
die jeder offenen Menge U C X die Untermenge Oi,l (U) von (9;;}’1( ) zuordnet, deren
Elemente Bilder nur in G haben.

Mit Ci/l bezeichnen wir die Garbe, die jeder offenen Menge U C X die Gruppe Cg,l (u)
aller stetigen Schnitte f : U — GA mit f(z) € G1A, fiir alle z € U mit der Eigenschaft
m(z) # 0, zuordnet.

Ziel dieser Arbeit ist es den folgenden Satz zu beweisen. Fiir Bezeichnungen und
Terminologie sei auf den Anhang 4 verwiesen.
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Satz 3.13. Sei X C C offen und sei A eine Banachalgebra mit Einselement. Sei zudem
G eine offene Untergruppe von GA und G ein holomorphes G-Biindel iiber X. Sei m
eine Vielfachheitenfunktion von X und sei F eine Untergarbe von OY, so dass 01%,1 eine
Untergarbe von F ist. Dann gelten die folgenden drei Aussagen:

1. Angenommen, die Gruppe G ist zusammenhingend. Dann zerfillt jeder 1-Kozyklus
mit Werten in F.

2. Jeder 1-Kozyklus mit Werten in F, der als Cz,l—Kozyklus zerfillt, zerfillt auch als
F-Kozyklus.

3. Jedes Paar von Kozyklen mit Werten in F, die als Ci 1-Kozyklen dquivalent sind,
ist F-iiquivalent.

Bemerkung 3.14. Offensichtlich folgt, im Fall G = X x G, der Satz 1.2 direkt aus Teil
3 von Satz 3.13.

Wir werden nun und im verbleibenden Teil der Arbeit einen Beweis von Satz
3.13 erbringen. Dabei wird uns in den Beweisen von Teil 2 und Teil 3 die folgende
Vereinfachung von grofiem Nutzen sein.

Lemma 3.15. Es geniigt Satz 3.13 fiir den Fall zu beweisen, in dem F = (’)51,1 gilt.

Beweis. Angenommen, wir hdtten Satz 3.13 fiir die Garbe F = Oi/l gezeigt. Sei

nun U eine offene Uberdeckung von X und sei f € Z!(U, F) gegeben. Sei Z die
Menge aller Nicht-Nullstellen von m. Da Z N X diskret und abgeschlossen in X
ist, konnen wir fiir jeden Punkt z € X eine offene Umgebung V, C X,z € V,
finden, welche in mindestens einer der offenen Mengen von U/ enthalten ist, so
dass

[ A{z} fallsze?Z,
2Nz = { %) sonst.

Dann ist V := {V.},cx eine offene Uberdeckung von X und eine Verfeinerung
von Y. Sind nun z, w zwei verschiedene Punkte aus X, so gilt ZNV, NV, = @.
Daraus folgt die Gleichung Oi,l (V,NVy) = 09 (V, N V). Da nach Vorausset-
zung

0 (VanVy) CF (VanVy) €09 (VN Vy)

gilt, folgt daraus des Weiteren
O (Ve V) = F (Ve Va) = O (VoM V), (37)

fur alle z, w € X mitz # w.
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Wir werden nun zeigen, dass Teil 1 von Satz 3.13 gilt, wenn er fiir die Garbe
F =09 m.1 8ilt . Wir wihlen einen Kozyklus f* € Z L (v, F), der von f induziert

ist. Wegen (3.7) ist f* ein Kozyklus aus Z! (V (’)g ) Da wir nach Voraussetzung

schon gezeigt haben, dass Teil 1 von Satz 3.13 fiir die Garbe 0y 1 8ilt, folgt dass
f* ein Og ,-trivialer Kozyklus ist. Nach Folgerung 4.10 ist dann f ebenfalls

Og -tr1v1al Da aber 09 .1 €ine Untergarbe von F ist, folgt daraus die F-Trivialitat
von f

Wir wollen nun Teil 3 von Satz 3.13 zeigen. Seien f,¢ € Z! (U, F) zwei
Cg/l-équivalente Kozyklen. Wir wiahlen zwei Kozyklen f*,¢* € Z! (V,F), die

von f bzw. ¢ induziert sind. Wegen (3.7) gilt f*,¢* € Z! (V (’)g ) Da f und g

Cg ;-dquivalent sind, folgt aus Satz 4.9, dass f* und ¢* auch C;/ g 1-dquivalent sind.
Da wir nach Voraussetzung schon geze1gt haben, dass Teil 3 von Satz 3.13 fiir die
Garbe Om,l gilt, folgt, dass f* und g* Og -aqulvalent sind. Nach Satz 4.9 sind

dann f und g ebenfalls (’) 1-aquivalent. Da 09 m.1 €ine Untergarbe von F ist, folgt

daraus die F- -Aquivalenz von f und g. Da Teil 2 von Satz 3.13 direkt aus Teil 3
von Satz 3.13 folgt, ist der Beweis beendet. O

Wir wollen nun Teil 1 von Satz 3.13 im allgemeinen Fall beweisen. Dazu benoti-
gen wir jedoch folgendes Lemma.

Lemma 3.16. Sei X C C offen und A eine Banachalgebra mit Einselement. Sei zudem G
eine offene, zusammenhingende Untergruppe von GA und G ein holomorphes G-Biindel
iiber X. Dann ist G holomorph isomorph zum Produktbiindel X x G.

Beweis. Der Beweis ist analog zum Beweis von Satz 3.7, da ein Kozyklus
gij € Z (U, O°) nach Satz 2.17 auch zerfillt, wenn G zusammenhéngend ist. [

Beweis von Teil 1 von Satz 3.13. Nach Lemma 3.16 ist G holomorph isomorph
zum Produktbiindel X x G. Dann folgt die Behauptung direkt aus Teil ii) von
Theorem 9.2.1 in [GL]. H

Bemerkung 3.17. Offensichtlich folgt Teil 2 von Satz 3.13 aus Teil 3. Wir werden aber
zuerst Teil 2 beweisen und daraus Teil 3 folgern. Dazu bendtigen wir zum Einen eine
neue Version des Cartanschen Lemmas, welche wir im folgenden Abschnitt angeben und

beweisen werden und zum Anderen den Begriff der einfachen Erweiterung, den wir in
Abschnitt 3.4 einfiihren.
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3.3 Das Cartansche Lemma

Wir werden in diesem Abschnitt eine neue Version des Cartanschen Lemmas,
Satz 3.21, formulieren und beweisen. Dazu werden wir den Begriff eines Cart-
anschen Paares einfiihren sowie eine Reihe von Hilfssdtzen angeben und zeigen.
Wir gehen in diesem Kapitel davon aus, dass auf jedem Banachraum-Biindel eine
Norm und auf jedem Banachalgebra-Biindel eine Banachalgebra-Norm gewéhlt
wurde.

Definition 3.18. Sei X C C offen und sei £ ein Banachraum-Biindel iiber X. Ist U eine

offene, relativ kompakte Teilmenge von X, so bezeichnen wir mit 0° (U) den Banach-
raum, welcher aus allen Schnitten f : U — € besteht, die holomorph in U und stetig auf
U sind.

Ist m eine Vielfachheiten-Funktion von X und &£ ein Banachraum-Biindel iiber X, so

bezeichnen wir mit 551,0 (U) den Banachraum
{f € 55(U)|f(z) =0 <|z — w|m(w)> fiirw € X und z — w} .

Definition 3.19. Sei X C C offen, A ein Banachalgebra-Biindel iiber X und sei U ei-
ne offene und relativ kompakte Teilmenge von X. Dann bezeichnen wir mit C GA(U) die
Gruppe aller stetigen Schnitte f von GA itiber U und mit C% (U) bezeichnen wir die

Gruppe aller stetigen Schnitte f von GA iiber U, mit der Eigenschaft f(z) € Gy A, fiir

m(z) # 0, versehen mit der Topologie der gleichmifSigen Konvergenz auf U. Zudem be-
zeichnen wir mit @GA(U) die Gruppe aller stetigen Schnitte f : U — G.A, die in U ho-
lomorph sind. Ist m eine Vielfachheiten-Funktion von X, so bezeichnen wir mit 5,?[;‘ u)
die Untergruppe von o (U), welche aus den Schnitten f mit f —1 € @ﬁ/o (U) besteht.

Wir werden nun im weiteren Verlauf des Kapitels Abbildungen der Form
f:0,1] = ¢4 (T)

betrachten. Wir fassen diese auch als Abbildungen auf [0,1] x U auf. Entspre-
chend werden wir dann f(t,z) anstelle von (f(t)) (z), firt € [0,1]und z € U
schreiben. Zudem schreiben wir f(t) = 1, um auszudriicken, dass f(t,z) = 1 fir
jedes z € U gilt, wobei 1 das Einselement in GA; ist. Entsprechend verfahren wir
auch bei Abbildungen mit Werten in CS4(UI).

Definition 3.20. Wir nennen ein Paar (D1, D;), von offenen, relativ kompakten Mengen
D1, D, C C ein Cartansches Paar, wenn folgende Bedingungen erfiillt sind:

1. Die Mengen D1, Dy, D1 N Dy und D1 U D, sind nicht leer und haben einen stiick-
weisen C1-Rand.

2. Die Menge D1 N D, ist einfach zusammenhingend.

3. Esgilt (D1 \ D) N (D3 \ D) = @.

Ziel dieses Kapitels ist es den folgenden Satz zu beweisen.
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Satz 3.21. Sei A ein inneres Banachalgebra-Biindel iiber X C C offen. Sei m eine
Vielfachheiten-Funktion von X und sei (D1, D7) ein Cartansches Paar mit
D1 U D, C X. Dann gilt:

1. Seim(z) = 0 fiir z € dD1 U 9Dy, sei € > 0 und sei
f:00,1] = 54 (D1 N Dy)

stetig mit f(0) = 1 und f(1) € 6,?[;1 (D1 N D,). Dann gibt es zwei stetige
Abbildungen

fi:[0,1] = c54 (D)),
fiir j € {1,2}, mit f;(0) = 1 und f;(1 EOml( i), so dass

a) f = fif2auf [0,1] x (D1 N Dy).
b) ||fi(t,z) —1|| < e fiir alle (t,z) € [0,1] x D;.
2. Fiir jede Umgebung Uy C X von Dy gibt es eine Umgebung U C X von D1 U Dy,
so dass Folgendes gilt: Fiir jede stetige Abbildung

f:[0,1] = CCA(Uy),

mit f(0) = 1und f(1) € Og“il (Uy), und jedes € > 0 gibt es eine stetige Abbil-
dung
F:10,1] = cCA)

mit f(0) = 1und f(1) € Ogﬁ‘(ll), so dass
If(t2) = f(t.2)]la <e,
fiir alle (t,z) € [0,1] x Dy, gilt.

Definition 3.22. Sei U C C beschriinkt und sei A eine Banachalgebra mit Einselement.
Mit p (U) bezeichnen wir die Gruppe aller stetigen Abbildungen

f:00,1] = c4 (U)
mit den Eigenschaften f(0) = 1und f(1) o4 (U). Diese betrachten wir als topolo-
gische Gruppe versehen mit der Topologie der glezchmaﬁigen Konvergenz.

Lemma 3.23. Sei U C C beschriinkt, einfach zusammenhingend und habe einen stiick-
weisen C'-Rand. Dann ist p (U) zusammenhiingend.
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Beweis. Wir konnen ohne Beschrankung der Allgemeinheit annehmen, dass U
zusammenhdngend ist. Nach dem Riemannschen Abbildungssatz (mit Rander-
zuordnung) geniigt es den Fall

U={zeC|lz|] <1}

zu betrachten. Sei nun f € p (U) gegeben. Wir definieren eine stetige Abbildung
7v:[0,1] = p (U) durch die Gleichung

(v(s)) (t,2) = f(t,(1 =5)z), (3-8)
fir s,t € [0,1] und z € U. Dann gilt 7(0) = f und (7(1)) (t,z) = f(t,0), fiir

t € [0,1] und z € U, d. h. 1 ist ein stetiger Weg in p (U), welcher f mit der
Abbildung f; € p (U) verbindet, die durch die Gleichung

h(tz) = f(£0),

fiir t € [0,1] und z € U definiert wird. B
Wir definieren eine weitere stetige Abbildung A : [0,1] — p (U) durch die Glei-
chung

Als) = f((1=5)t,0), (3.9)
furs,t € [0,1]. Dann gilt A(1) = f(0) = 1 und A(0) = f;, d. h. A ist ein stetiger
Weg in p (U) der f; und 1 verbindet. O

Lemma 3.24. Sei U C C beschrinkt und sei A eine Banachalgebra mit Einselement,
so dass p (U) zusammenhiingend ist. Dann gibt es fiir jedes € > 0 und jede stetige
Abbildung f € p (U) ein k-Tupel (f1,-- -, f¢) aus stetigen Abbildungen f; € p (U),
fiirj € {1,---,k}, mit den Eigenschaften

. t’
2 e 112 a < €

und

f=0+f1)- 1+ fi) (3.10)

Beweis. Sei Q) C p (U) die Menge aller Abbildungen f der Form (3.10), mit einem
gewissen von f abhdngigen k. Wir miissen zeigen, dass () offen, abgeschlossen
und nicht leer in p (U) ist.

Da f = 1in Q) liegt, ist () nicht leer. Sei nun f € () gegeben und sei Uy die

Umgebung von f, welche alle Abbildungen g € p (U) enthalt, fiir die

max |flg—1fu<e
(tz)el01]xU

gilt. Dann gilt fiir jedes dieser g die Gleichung

§=fTg=0+f) -+ f) (14 (F s 1))
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Also gilt ¢ € Q) und folglich ist () offen. -
Sei nun {g;};cs eine Folge von Abbildungen g; € Q) die gegen ein f € p (U)
konvergieren. Dann gibt es ein jp € IN mit

max [gilf ~ 14 <e.

(tz)€0,1]xU

Da gj, die Form (3.10) hat, mit || f;[| < ¢, gilt die Gleichung

f=8igy f =+ f)-- 1+ ) (1+ (g5 f —1)) -
Folglich gilt f € (). Damit ist auch die Abgeschlossenheit von () gezeigt. O

Lemma 3.25. Sei A ein inneres Banachalgebra-Biindel iiber X C C offen und sei U eine
relativ kompakte, offene Teilmenge von X, mit stiickweisem C'-Rand. Zudem sei

f:00,1] = ¢S4 (T)

stetig mit £(0) = 1 und f(1) € O%A (U). Dann gibt es ein k-Tupel (f1,-- - , fi) von
stetigen Abbildungen
fi:00,1] = ¢ ()

G.A(

mitj € {1,--- ,k}, f;(0) = Lund f;(1) € O~ (U), so dass

L Ifj(t,z) = 1 <1, fiir jedes j € {1,- - -, k}, und (t,z) € [0,1] x U
2. f:f1~~-fkauf[0,1] x U.

Beweis. Wir wihlen zunéchst eine einfach zusammenhéngende Umgebung
U C X von D N D,. Dann gibt es nach Satz 3.7 einen inneren Isomorphismus

I:Al, = UxA.

Seinun f: [0,1] — C4 (U) die stetige Abbildung mit der Eigenschaft

T(f(t,z)) = (z,f(tz)), fir (t,z) € [0,1] x D; N Dy. Da £(0) = 1 gilt, haben wir
f(t,z) € Gi.A,. Daraus folgt f(t,z) € G A fiir, (t,z) € (0,1) x D; N Dy. Da die
Menge D1 N D; kompakt ist, gibt es eine Konstante C < co mit der Eigenschaft

IT(z,v)la < Cllvlla, (3.11)

fiir jedes (z,v) € D1 N Dy X A.
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Zudem folgt aus Lemma 3.23, zusammen mit Lemma 3.24, die Existenz eines
k-Tupels (f1,-- -, fx) von stetigen Abbildungen f; : [0,1] — C%4 (U) mit den

Eigenschaften f;(0) =1, f;(1) € @GlA(El N D) und

~ 1
-t lla < &

firallei € {1,--- ,k} und (t,z) € [0,1] x D1 N D5, sowie
f=f"f
Dann haben wegen (3.11) die stetigen Abbildungen f; : [0,1] — C¢A (1), wel-

che durch f;(t,z) := T ~1((z, fi(t,z))), fiir jedes i € {1,--- ,k}, definiert sind, die
Eigenschaften f;(0) =1, f;(1) € o (D1ND,) und

1= filt,2)|a= T (=1~ filt,z)[la < Cl1 = fit,z)lla <1,

fiir jedes (t,z) € [0,1] x Dy N D,. Also haben fi,- - -, fi die geforderten Eigen-
schaften. ]

Satz 3.26. Sei X C C offen und sei £ ein Banachraum-Biindel iiber X sowie U C X eine
relativ kompakte Teilmenge von X, die beziiglich X einfach zusammenhiingend ist. Sei m
eine Vielfachheitenfunktion von X, so dass m(z) = 0 fiir z € U gilt. Dann gibt es fiir
jede stetige Abbildung f : [0,1] — C¢(U), mit f(0) = 0 und f(1) € OF , (U), und
jedes € > 0 eine stetige Abbildung g : [0,1] — C®(X) mit den Eigenschaften g(0) = 0,
2(1) € Oi/O(X) und

max _||g(t,z) — f(t,z)] <e.
(t,2)€[0,1]x T

Beweis. Nach dem Weierstrafischen Produktsatz gibt es auf X eine holomorphe
Funktion p mit der Eigenschaft

p(z) #0,

fur alle z € X mit m(z) = 0, welche an den Stellen z, an denen m(z) > 0 gilt,
Nullstellen der Ordnung m(z) hat. Sei nun fiir z € U folgende Funktion definiert:

Dann gilt f* € Of(U). Folglich gibt es nach Satz 2.46 einen Schnitt f* € O¢(X)
mit der Eigenschaft

€

max || f*(z) = f*(z) e <

. (3.12)
zel max, g ‘p(z) |
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Wir definieren nun den Schnitt f € 0%, ((X) durch f(z) := p(z)f*(z), fir z € X.
Dann gilt wegen (3.12) die Ungleichung

max || f(z) — f(1,2)e = max|lp(z)f"(z) — p(2)f"(2)lle

zel zel
< max|p(z)| max|[f*(z) — f*(2)¢
zel zel

€

< max Z
< maxlr ) e @
= €.

Sei nun é > 0 so klein, dass

max _|f(tz) = f(z)ll <e

1-6<t<l,zelU

gilt. Wir wiéhlen eine stetige Abbildung
c:[0,1] x X = C¥(X)

mit den Eigenschaften
c(t,z) = f(t,2),
fiir alle (t,z) € [0,1] x U, und
c(0,z) =0,

fir alle z € X. Sei zudem E : [0,1] — [0,1] mit E(1) = 1 und E(x) = 0, fiir alle
x € [0,1 — ¢]. Wir setzen nun

g(t,z) = B(t)f(z) + (1 - E(t)) c(t,2),
fiir alle (t,z) € [0,1] x X. Dann gilt
§(0,z) = E(0)f(z) + (1= E(0)) c(0,2) = c(0,2) =0

und
g(1,2) = E(1)f(2) + (1 - E(1)) c(1,2) = f(2) € Op0(X).
Zudem gilt fiir alle (t,z) € [0,1] x U die Gleichung

1f(t2) —g(t2)| = ||f, — &(
= |If(t2) - &(

= |- ( )f( z) +E(1)f(,2)]]
= [EDIf(t2) - f2)] <e
Also hat g die gewtinschten Eigenschaften. ]
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Wir werden nun eine Variante des Approximationssatzes von Runge zeigen, wel-
che wir spéter benotigen werden.

Satz 3.27. Sei A ein inneres Banachalgebra-Biindel iiber X C C offen und sei (D1, D3)
ein Cartansches Paar mit D1 U Dy C X sowie m eine Vielfachheitenfunktion von X mit
m(z) = 0 fiir z € Dy N Dy. Dann gibt es fiir jede stetige Abbildung

f:[0,1] = cSA(D1NDy),
mit £(0) =1und f(1) € o (D1 N Dy), und jedes € > 0 eine stetige Abbildung
F:10,1] = CCA(X)

mit den Eigenschaften f(0) =1, f(1) € (’)g“i‘(X) und

max_[[f(tz) = f(t2)]la <e
(t2)€[0,1]x (D1ND2)

Beweis. Nach Lemma 3.25 gibt es stetige Abbildungen
fi:10,1] —» c“A(D1 N Dy),
mit j € {1,---,k}, mit den Eigenschaften f;(0) =0, f;(1) € 04 (D N Dy) und
f=hfe (3.13)

und |1 — fi(t,z)||.4 < 1. Wir betrachten nun fiir x € A die Potenzreihen

o0

log(1+ x)

n=1
firx € A, mit ||x||4 < 1und
(o]
Z v
= n!

fiir x € A beliebig. Fiir diese gilt €!°8(*) = x und es folgt wegen (3.13) die Glei-
chung
f — elog(fl) e elog(fk).
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Wegen Satz 3.26 gibt es Folgen von stetigen Abbildungen
8" :[01] = cA(x),
furi € {1,---,k}, mit den Eigenschaften g(n)(O) =0, g(n)(l) € O;‘}/O(X) und

i i

max_[lg"(t,2) —log(fi(t,2))| = O,
(t,z)E[O,l]x(DlﬂDz)

fiir n — co. Wir setzen nun
g = ot ot

und erhalten so eine Folge von stetigen Abbildungen
§™(0,1] = CA(X)

mit den Eigenschaften ¢(™)(0) = 0, ¢ (1) € Ogﬁ‘(X) und

max_[|If(t,z) = g™ (t,2)]4 =0,
(t2)€[0,1]x (D1ND3)

tiir n — oo. Dies beendet den Beweis. O
Lemma 3.28. Sei € ein holomorphes Banachraum-Biindel iiber X C C offen mit der
charakteristischen Faser E, sei (D1, Dy) ein Cartansches Paar mit D1 U D, C X und sei
m eine Vielfachheiten-Funktion von X, so dass m(z) = 0 fiir alle z € 0(D1 N Dy) gilt.
Dann gibt es fiir jede stetige Abbildung
f:[0,1] = c¥(D1NDy),
mit f(0) =0und f(1) € 651,0 (D1 N D,), zwei stetige Abbildungen
fi10,1] — C4(D;),
fiir j € {1,2}, mit den Eigenschaften f;(0) = 0, f;(1) € Ei,o (Dj) und
f=h+fa
auf [O, 1] X (51 N 52)
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Beweis. Wir werden zuerst zeigen, dass zwei holomorphe Schnitte /; € Ei,o (Ej) ,
mit j € {1,2}, existieren, so dass f(1) = hy + hy gilt. Wir betrachten zunéchst den
Fall in dem m = 0 auf D; N D; gilt. Sei nun also ein beliebiger Schnitt

g:= f(1) E_@g (D1 N D3) gegeben. Nach Satz 2.43 gibt es eine offene Umgebung
U C X von Dy U D, sowie zwei holomorphe Homomorphismen
®:Ux (E®E)— Eund @ !: £ — U x (E @ E), mit der Eigenschaft

OP ! = idg. (3.14)

Wir betrachten nun den Schnitt ® ¢ : Dy N D; — U x (E @ E). Dieser ist stetig

und holomorph im Inneren von D1 N D,. Nach Theorem 5.3.3. in [GL] gibt es

zwei stetige Schnitte ¢y : D1 > UXE® Eund ¢ : Dy — U X E® E, welche

holomorph im Inneren von D1 bzw. D; sind, mit der Eigenschaft
Plg=g1+&

auf D1 N Dy. Dann folgt zusammen mit (3.14) die Gleichung

g =P (g) = O(§1+ &) = P(§1) + (&)

Dann sind die Schnitte g1 := ®(¢1) : D1 — £ und &2 := ®(§2) : D2 — £ stetig,
holomorph im Inneren von D bzw. D; und haben die gewiinschte Eigenschaft.
Wir kommen nun zu dem Fall, in dem m Nicht-Nullstellen hat. Sei also ein belie-

biger stetiger Schnitt ¢ := f(1) € 6;3/0 (D1 N Dy) gegeben. Da Dy U D, kompakt
ist, hat ¢ nur endlich viele Nullstellen z1, - - - , z.

Wir definieren nun h = (z — z1)™(#) . .. (z — z,)"()_ Dann ist der Schnitt ¢/ ein
Element von O° (D1 N Dy) und es gibt, wie wir oben gezeigt haben, zwei Schnitte
g1 € 0° (D1)und §, € o° (D5), mit der Eigenschaft

§/h=3g1+ &
Dann haben die Schnitte g1 := h§ € @fn,o(ﬁl) und g = h§ € @fw(ﬁz) die

gewiinschte Eigenschaft.
Wir wéhlen nun zwei stetige Abbildungen

h;:[0,1] — C% (D),
fiir j € {1,2}, mit den Eigenschaften /1;(1) = h; und h;(0) = 0. Wir setzen nun
C .= f — ]711 — flz

auf [O, 1] X (51 ﬂﬁz).
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Wir wihlen eine stetige Abbildung & : Dy U D, — [0,1], mit & = 0 auf D; \ D,
und & = 1 auf D, \ Dy, und setzten &1 := Zund &, := 1 — E sowie

f]'(t,z) = Ej(z)c(t,z) + fz]-(t,z),

fiir (t,z) € [0,1] x D;. Dann gilt

und

filLz) = Ej(z) (f(Lz) — (L, 2) — ha(1,2)) + hy(1,2)

Also gilt f;(1) € @fn,o (Dj). Des Weiteren gilt
fit+h=cthi+th=f
auf [0,1] x (D; N Dy). Dies beendet den Beweis. O

Lemma 3.29. Sei A ein inneres Banachalgebra-Biindel iiber einer offenen Menge
X CC, S£i m gne Vielfachheiten-Funktion von X, und sei (D1, D;) ein Cartansches
Paar mit D1 U Dy C X, so dass m(z) = 0 fiir z € 9 (D1 N Dy). Dann gibt es eine
Konstante 1 < C < oo, so dass Folgendes gilt:
Fiir jede stetige Abbildung f : [0,1] — CSA (D1 N Dy), mit den Eigenschaften

—GA — —
f(0) =0, f(1) € 0,1 (D1 N Dy) und

m 1
ax tz) =14 < =,
Uﬂﬁﬂ@ﬂxiﬂmﬁénf( ) =14 C

gibt es stetige Abbildungen f; : [0,1] — C GA, mit den Eigenschaften
£(0) = 0, £(1) € 054 (D) und

f=hh
auf [0,1] x D1 N Dy, sowie
max _ [|fi(t,z) =14 <C  max _ [[f(tz) — 1[4
(t2)€[0,1]xD; (t,2)€[0,1]x D1ND;

mit j € {1,2}.

Um dies zeigen zu konnen, benétigen wir den folgenden Hilfssatz. Ein Beweis
dieses Hilfssatzes kann zum Beispiel in [GL], Lemma 5.2.1, nachgelesen wer-
den.
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Satz 3.30. Sei A eine Banachalgebra mit Einselement 1, und sei || - || o die Norm von A.
Weiter seien A1 und Ay zwei Unteralgebren von A, welche das Einselement enthalten
und mit ihren eigenen Normen || - ||, und || - || a, ebenfalls Banachalgebren bilden, so
dass die folgenden beiden Bedingungen erfiillt sind:

L |[xl[a; = ||lx||a, fiir alle x € Aj, mit j € {1,2}.
2. Jedes Element f € A kann in der Form f = f1 + fo, mit f{ € Ay und f, € Ay,
geschrieben werden.

Dann gibt es eine Konstante 1 < C < oo, so dass Folgendes gilt:
Fiir jedes Element f € GA, mit

1

-1 =

gibt es Elemente fi € GAy und f, € GA,, mit
f - fleI
und
1fi =1, < CIF = 1]la,
fiir j € {1,2}.

Beweis von Lemma 3.29. Wir betrachten die Banachalgebra 2l aller stetigen Ab-
bildungen

fl [O,l] —)C'A (51 ﬂﬁz),

mit den Eigenschten f(0) = 0 und f(1) € O;}; (D1 ND,), zusammen mit der
Norm

[/ llex == max__[|f(£z)]|4.
(i’,Z)G[O,” X (DlﬁDz)

Seien zudem 2}, j € {1,2} die Banachalgebren aller stetigen Abbildungen
f:0,1] = ¢4 (D))
mit den Eigenschaften f(0) = 0 und f(1) € O;}; (D;j) und den Normen

[flla; :== max _ [[(t2)] .4
(t2)€[0,1]xD;

Offenbar ist dann Bedingung 1 in Satz 3.30 erfiillt. Nach Lemma 3.28 ist aber auch
Bedingung 2 in diesem Satz erfiillt. Damit folgt die Behauptung aus Satz 3.30. [
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Beweis von Satz 3.21. Wir werden zuerst die Aussage 1 zeigen. Wir wahlen dazu
ein Dz, so dass (D1, Dz) ebenfalls ein Cartansches Paar ist, mit den Eigenschaften
D2 c D, DiuU D2 D1 U D, und

m(z) =0 (3.15)

auf D1 N 5’2. Sei C die Konstante aus Satz 3.30. Wegen (3.15) gibt es dann nach
Satz 3.27 eine stetige Abbildung

f:[0,1] = CCA(X)

mit den Eigenschaften f(0) = 1und f(1) € 6,%;1()(), so dass fiir alle
(t,z) € [0,1] x (D1 N Dy) Folgendes gilt:

€

10,2 = F02 < e =a 01
und
Hf—l(t,z)—f—l(t,z)H< max Hf H — 5. (317)
s,0)€ [Ol]xDlﬂD
Aus (3.16) folgt
lfeartwa -1 = (ke - Fe2) Fe2)|
< & fﬁl(t,z)H
und aus (3.17) folgt

|71 ea| < 71w - iea | + |t < 26

Zusammen ergibt das, fiir alle (t,z) € [0,1] x (51 ND,), die Ungleichung

| m \_/

Hftz tz—1H<25152—C

Da C die Konstante aus Lemma 3.29 ist und wir ohne Beschrankung der Allge-
meinheit annehmen konnen, dass € < 1 gilt, folgt aus Lemma 3.29 zusammen
mit der letzten Ungleichung die Existenz von zwei stetigen Abbildungen

fl : [0,1] — CGA(Bl)

und
g:[0,1] = ¢4 (D)

mit den folgenden Eigenschaften:
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ff=hg (3.18)
auf [0,1] x (D; N D,) und

max _ ||fi(t,z) —1]| <C max If(tz)f Lt z) 1| <e (3.19)
(tz)€[0,1]x Dy (t2)€]0,1]x (D1NDy)

gelten. Fiir dieses f; gilt also die Abschédtzung (1b).
Wir setzen nun f} = ¢f auf D). Dann gilt wegen (3.18) die Gleichung

f=ht (3.20)

auf [0,1] x (51 N 5’2) Da f auf ganz [0,1] x (D1 N Dy) (und nicht nur auf
0,1] x (51 N 5/2)) definiert ist, folgt aus (3.20), dass man durch

fa= 13
auf [0,1] x D, und
f=ff (3.21)
auf [0,1] x (D1 N Dy), eine stetig Abbildung

f2:10,1] — €4 (D,)

widerspruchsfrei definieren kann. Aus den entsprechenden Eigenschaften von
£, ftund f folgt dann, dass f,(0) = 1istund f»(1) zu Or%il(ﬁz) gehort. Wegen
(3.21) gilt Gleichung (1a).

Wir werden nun die Aussage 2 zeigen. Wir wihlen ein Cartansches Paar (D}, D})
mit den Eigenschaften

DyUD; C X,

D; C D] und 5; C U,
D, C Dy,

m=0 auf oD]UIDj,

und setzen U = D] U Dj.
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Dann gibt es nach Aussage 1 stetige Abbildungen

fi:[0,1] = ¢4 (D),

far j € {1,2}, mit den Eigenschaften f;(0) = 1 und f;(1) € 524 (5’-), so dass

J
f=hh
auf [0,1] x (51 ﬂﬁé) und

Hl —f;l(t,z)H < m (3.22)

fiir alle (t,z) € [0,1] x Dy, gilt. Daraus folgt
7 =f auf [0,1] x (D} ND5).

Also konnen wir durch
fi=fi'f
auf [0,1] x D] und
f=h
auf [0,1] x D} eine stetige Abbildung

F:10,1] = cCA)

mit den Eigenschaften f(0) = 1und f(1) € O%{‘(U) definieren. Aus (3.22) folgt
dann, fiir alle (¢,z) € [0,1] x D1, die Abschitzung

|f(t2) = Fe2)l| = |f(t2) - 2 f2)]| = 1= A w12 < e

Dies beendet den Beweis. ]

3.4 Einfache Erweiterungen

Wir fiihren in diesem Abschnitt den Begriff einer Kette von einfachen Erweite-
rungen ein. Zudem werden wir zeigen, dass jede nicht-leere, offene Teilmenge
von C von einer solchen Kette ausgeschopft wird, siehe dazu Satz 3.32 unten.
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Definition 3.31. Seien A und B zwei beschriinkte, offene Teilmengen von C mit stiick-
weisem C'-Rand. Wir nennen B eine einfache Erweiterung von A, wenn A C B gilt
und entweder B\ A = @ gilt oder ein Cartansches Paar (D1, Dy) mit den folgenden
Eigenschaften existiert:

1. Dj ist ein Quadrat.
2. A:DlundB:DlLJDz.

Unter einer Kette von einfachen Erweiterungen verstehen wir eine Folge (A;) jEN\ {0}
von beschriinkten, offenen Teilmengen von C, so dass Folgendes gilt:

1. Fiirallej € IN \ {0} ist A;,1 eine einfache Erweiterung von A;.
2. Ay ist ein Quadrat.

Wir werden sagen, dass eine solche Kette eine offene Menge X C C ausschopft, wenn

A]- =X (3.23)

j=1

und B
A CX (3.24)

fiiralle j € N\ {0} gilt.

Unser néchstes Ziel ist es, den folgenden Satz zu beweisen:

Satz 3.32. Fiir jede nicht-leere, offene Menge X C C gibt es eine Kette (Aj) jen oy von
einfachen Erweiterungen, welche X ausschopft.

Dazu benotigen wir einige Vorbereitungen.

Definition 3.33. Eine Menge der Form

{Z € C|lZr < Re(z) < L= und o < 1m(z) < =

i1k k+1
]214 o < } (3.25)

wobei p € N\ {0} und j, k € Z gilt, nennen wir Standardquadrat. Ist Q ein Stan-
0

dardquadrat, so bezeichnen wir mit dQ den Rand von Q. Es sei zudem Q := Q \ 0Q
und

Ii:={zeC|-j<Re(z)<j und —j<Im(z)<j},

fiir j € IN '\ {0}. Fiir M C C bezeichnen wir mit [M|! die Vereinigung aller Standard-
quadrate der Seitenlinge 27¥, die in M enthalten sind.

Wir wollen an dieser Stelle einige einfache Relationen nennen, welche wir spéter
benotigen werden.
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Lemma 3.34. Sei M C C, dann gelten die folgenden Gleichungen fiir alle
jouv € N\ {0}

1. [I;]F =T,

p
2. [T Ty =TT,
—_—H
5. MAT)" U [MATNT)] = [MNT)"
4. [[M]#]" = [M]#, wenn u < v gilt.

Lemma 3.35. Sei X C C offen mit X NI'y # @. Dann gibt es eine Folge von Standard-
quadraten (Qn) e\ {0}, S0 dass Folgendes gilt:

0 o
1. Fiirallen,m € N\ {0} mit n # m gilt Q, N Q,, = @.

2. 0Qu+1 € Q1U...UQy, fiirallen € N \ {0}.
3. Es gibt streng monoton wachsende Folgen (n;)jeN und (pj)jen von Zahlen aus

IN, sodass Q1 U...UQu; = (XN l"j] ", fiir alle j € N\ {0}, gilt.
4, Uflozl Q,=X.

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass 4. aus 3. folgt. Sei also 3. erfiillt. Die Beziehung
Ur—1 Qn C X ist dann offensichtlich. Wir miissen also noch X C |J;7; Q, zeigen.
Sei z € X gegeben. Da X offen ist, miissen y € IN \ {0} und ein Standardquadrat
Q der Seitenldnge p und den Eigenschaften z € Q und Q C X existieren. Wir
wiéhlennun j € N\ {0} so grof3, dass Q C I'; und y; > u gilt. Dann folgt

QgXﬂFj
und

Q" =0,

Zusammen mit 3. folgt daraus
z€Q=[QM S XL = Qi U...UQ,

Also folgt 4. aus 3. Der Beweis des Lemmas folgt nun durch vollstindige Induk-
tion tiber j € IN'\ {0}.

Induktionsanfang: Es gibt Zahlen yq,1n; € N\ {0} sowie Standardquadrate
Q1,...,Qu,, so dass Folgendes gilt:

o o
(i) Q,NQ,, =0, firl <n <mundl < m < ny, mitn # m, und die
Seitenlangen der Quadrate Qy, ..., Qy, sind gleich 2771,
(11)1 BQnH §Z Qlu...UanﬁI'l <n< 1’11—1.
(iii); Q1U...UQy, = [X NIy

Induktionsschritt: Wir nehmen an, dass es fiir ein beliebiges j € IN \ {0} Zahlen
w1 <...<pjundn; <...<mn;jinIN\ {0} sowie Standardquadrate Q, ..., Qn,
gibt, so dass Folgendes gilt:
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o (0]

(i)]- Firl <n <njund 1 <m < nj, mit n # m, gilt sowohl Q, N Q,, = @D als
auch, dass die Seitenldngen der Quadrate Qq, ..., Qy, gleich 27#1 sind, so-
wie, dass fliralle 1 < i < j — 1 die Seitenlangen der Quadrate Q;;, 1, ..., Qn,,,
gleich 27#i+1 sind.

(ll)] aQn+1 ¢ Q1U...UQnﬁi1‘1 <n Sn]-—l.
(iii)j Q1U...UQn = [XNT;]".
Dann gibt es Zahlen ;1 > p; und n;,1 > n; sowie paarweise verschiedene
Standartquadrate an, e, Rn]. .1, 80 dass Folgendes gilt:
) 0
(i)j41 Firnj+1 < n < m < njyq gilt Ry N Ry = @ und die Seitenlangen der
Quadrate an+1, ceey Rn], ., sind gleich 27#/+1,
(ll)]+1 aRn+1 ¢ Q1 U...U an Uan-H U... URn fiir 1’1]' <n< 1’1]'+1 —1.
(ifi)jy1 QU UQu URy 1 U . URy, = [XNTjq]"0

Wir wollen nun den Induktionsanfang zeigen. Da X offen ist und X NI'y # @ gilt,
koénnen wir ein y; € IN \ {0} wihlen, so dass mindestens ein Standardquadrat
der Seitenldnge 27#1 in X NI’y enthalten ist. Sei M die Menge aller Standardqua-
drate mit der Seitenldnge 2771, die im Quadrat I'; enthalten sind. Sei zudem N
die Teilmenge aller Quadrate von M, die in X enthalten sind. Also gilt

U o=n (3.26)
QeM
und
U Q=[Xnry]". (3.27)
QeN

Offenbar kann man M so anordnen, dass jedes Quadrat aus M mindestens eine
Seite hat, die nicht in der Vereinigung der vorangehenden Quadrate aus M ent-
halten ist. Dann kénnen wir in A eine entsprechende Ordnung induzieren. Wir
setzen 1y gleich der Anzahl von N und bezeichnen mit Qy, ..., Qp, die entspre-
chend durchnumerierten Quadrate aus N. Dann ist (ii); offenbar erfiillt. Auf-
grund der Beziehung (3.27) ist die Bedingung (iii); erfiillt und die Bedingung
()1 gilt nach der Wahl der Q,,. Also gilt der Induktionsanfang.

Wir betrachten nun den Fall, in dem [X NT;]" = X NT; gilt. Dann gilt

I, CX. (3.28)
Da X offen und T'; abgeschlossen ist, folgt daraus die Beziehung
XN (T \I)) #©.

Also kénnen wir eine natiirliche Zahl y;, 1 > p; wéhlen, so dass X N (I'j;1 \ I})
mindestens ein Standardquadrat der Seitenlédnge 2™ #/+1 enthilt.
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Sei N die Menge aller Standardquadrate der Seitenldnge 2™ #i+1, diein X N (T \ T})
enthalten sind. Also gilt

U R=[xn( ]H\r)]’“+1 (3.29)
ReN

Aus (iii); folgt zusammen mit (3.28) und der Beziehung 1 aus Lemma 3.34 die
Gleichung

Q1 U...Uan = [er].]ﬂf — [r].}ﬂj — [F]-]”f“ _ [er]}ﬂm.

Zusammen mit (3.29) und der Beziehung 3 aus Lemma 3.34 folgt daraus die Glei-
chung

QU...UQuU |J R=[XNTjyq ). (3.30)

ReN
Sei nun M die Menge aller Standardquadrate der Seitenlidnge 2~ #i+!, welche in
(Tj41\ I;) enthalten sind. Offenbar kann man M so anordnen, dass jedes Qua-
drat R aus M mindestens eine Seite hat, welche nicht in der Vereinigung von
I'; mit vorherigen Quadraten aus M enthalten ist. Dann kénnen wir in A" eine
entsprechende Ordnung induzieren. Sei x die Anzahl von N, njy1 = nj+«, und
an+1, e, Rn]. » die entsprechend durchnumerierten Elemente aus N. Offenbar
gilt dann die Bedingung (ii);11. Zudem folgt die Bedingung (iii);, aus (3.30)
und die Bedingung (i); 1 gilt nach der Wahl der R;,.
Wir miissen nun noch den Fall betrachten, in dem [X NT;]" # X NT; gilt. Da
X offen ist, muss X N T}, fiir ein hinreichend grofies u € IN'\ {0}, mindestens ein
Standardquadrat der Seitenlinge 2~# enthalten, das nichtin [X N T}] "/ enthalten
ist. Sei ptj11 als die kleinste Zahl in IN \\ {0} mit dieser Eigenschaft. Wir werden
zeigen, dass dann
Wit > Hj (331)

gilt. Angenommen, es gilt p;;1 < ;. Dann gibt es ein Standardquadrat P mit
einer Seitenldnge, die grofler oder gleich 27/ ist, welches in X N T; und nicht in
[X NT;]" enthalten ist. Dann muss aber mindestens eines der Standardquadrate
der Seitenlédnge 277/, aus denen P zusammengesetzt ist, in X N T; und nicht in
[X NT;]" enthalten sein. Dies ist ein Widerspruch zur Definition von [X N T;]".
Sei K die Menge aller Standardquadrate der Seitenldnge 27! die in X N T’; und
nicht in [X N T;]*/ enthalten sind. Dann gilt

U R=[xnT;]"\ [XNTj]h.
ReK

Aus (3.31) und der Beziehung 4 aus Lemma 3.34 folgt dann

xar)hiu (J R=[[xnr)"]""u | R=[xnr;)h0. (3.32)
ReKk Rek
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Wir werden nun zeigen, dass fiir jedes Quadrat R € K die Beziehung

OR ¢ [XNT;]"uU P (3.33)
]
Pel\{R}

gilt. Angenommen, es gibt ein R € K, fiir dass (3.33) nicht gilt. Wir betrachten
die acht Standardquadrate Py, ..., Pg der Seitenldange 2~ #i+1, die an R angrenzen.
Dann gibt es fiir jedes j € {1,---,8} zwei Moglichkeiten: Entweder gilt P; € K
oder es gibt ein Standardquadrat S mit der Seitenldnge 2%/ und der Eigenschaft
P]' CcSC [X N I”j} " In beiden Fillen gilt Pj c XN Fj. Daraus folgt die Beziehung

RUP U...UPsC XNT;. (3.34)

Sei Z das eindeutig bestimmte Standardquadrat mit der Seitenlinge 2~ #i+1 7! und
der Eigenschaft
ZCRUPU...UDs.

Wegen (3.34) gilt dann Z C X NT;. Zudem gilt R C Z. Wegen R ¢ [XNT;]"
folgt daraus die Beziehung Z ¢ [XNT}] #i. Also ist Z ein Standardquadrat der
Seitenlinge 2~ (#+171) welches in X N I'; und nicht in [X NT;]" enthalten ist. Das
ist ein Widerspruch zur Wahl von p;, 1 und somit ist (3.33) bewiesen.

Sei nun x die Anzahl von K und seien Rn].+1, e, an+1< die Quadrate aus K. Dann
gelten die folgenden Aussagen:

(i) ; +1 Die Quadrate Ry 11, ..., Ry +« haben die Seitenlangen 27 M,
(ii)}_’_l OR, 11 ¢ Q1U.. .UQn]. URn].+1 U...URy, firjedesn € {Tl]', MK — 1}.
(i) QU UQu URys1 U U Ry = (X ;]

Die Aussage (i) ; .1 gilt nach Definition von K. Die Aussage (i), folgt aus (3.33)

j+1
und (iii)}. Die Aussage (iii);- 44 folgt aus (iii); und (3.32). Angenommen, es gilt

die Gleichung [X N Fj}y}“ =[Xn F]-H]V}“. Dann setzen wir nj,1 = nj;, wo-
durch die Aussagen (z); Y (zz); 41 und (iii);- 1 in die zu beweisenden Aussa-
gen (i);11, (ii);41 und (iii);, 1 ibergehen. Angenommen, es gilt die Ungleichung
[(XNr;]” 1 ot [XNTiq)" 1. Sei M die Menge aller Standardquadrate mit der

Seitenlange 27#/+1, die in (Tj41 \ T;) enthalten sind. Zudem sei M so angeord-
net, dass jedes Quadrat aus M mindestens eine Seite hat, welche nicht in der
Vereinigung von I'; mit den vorherigen Quadraten von M enthalten ist. Des
Weiteren sei N die Teilmenge von M, die aus den Quadraten besteht, die in
X N (Tj41\T;) enthalten sind. Dann ist die Gleichung (3.29) erfiillt. Wir geben
N die von M induzierte Ordnung und setzen A gleich der Anzahl von A. Wir
setzen ;.1 = n; + x + A und bezeichnen mit an+,c+1, ceey Rn]. ., die entsprechend
durchnumerierten Quadrate aus V. Dann gilt (i);41 nach der Wahl der R,. Die
Aussage (ii);1 folgt aus (iii);.Jrl und (ii);H. Die Aussage (iii) ;1 folgt aus (iii);.Jrl
und (3.29). Dies beendet den Beweis. O
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Beweis von Satz 3.32. Da X nicht leer ist, konnen wir nach eventueller Verschie-
bung voraussetzen, dass X NI'y # @ gilt. Sei (Qn)yen {0} Wie in Lemma 3.35,
und seien r,,, s, € Z und v, € IN \ {0} die Zahlen mit der Eigenschaft

ry+1

20

n
Qn:{z€C|27n§Re(z)§ S

undzs%glm(z)g S"+1}.

Wir wihlen nun Zahlen ¢, > 0, n € IN \ {0}, so, dass fiir die offenen Quadrate

ry +1
bn

U, := {z € C}r—” — ey < Re(z) <

S s+ 1
i +e, undZ% —en < Im(z) < 2 —|—sn}

2Hn

die Beziehung -
u, C X, (3.35)

fiurn € N\ {0}, gilt. AuBerdem seien die ¢, so klein gewé&hlt, dass
2t
8 4

fir n € IN \ {0}, gilt. Wir setzen nun A, = U UU, U---U U, fur n € N\ {0}.
Offenbar gilt dann fiir jedes n € IN'\ {0}:

&y <

- Die Menge A, N U, 11 ist entweder leer oder ihr Rand ist stiickweise C 1
- Der Rand von A, U U, 1 ist stiickweise C.

- (A \ Ups1) N (Upga \ An) = @.

Auflerdem folgt dann aus 2 in Lemma 3.35, dass die Menge A,, N U4 stets ein-
fach zusammenhéangend ist, d.h. (A, U,41) ist ein Cartansches Paar, wenn die
Menge A, N U1 nicht leer ist. (An),en (o) ist also eine Kette von einfachen
Erweiterungen. Aus (3.35) und 4 in Lemma 3.35 folgt, dass X von dieser Kette
ausgeschopft wird. Dies beendet den Beweis. O

Satz 3.36. Sei Q C C ein beschrinktes, abgeschlossenes Quadrat, sei X C C eine offene
Umgebung von Q, und sei U eine offene Uberdeckung von X. Dann gibt es ein N-Tupel
von offenen Quadraten Uy, . .., Uy, so dass mit A, := Uy U ... U U, Folgendes gilt:

1. Fiir jedesn € {1,--- , N} existiert mindestens eine Menge aus U, die U,, enthilt.
2. Fiir jedesn € {1,--- ,N — 1} ist A, 1 eine einfache Erweiterung von A,.
3. QCUU---UlUny CX.
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Beweis. Wir kénnen 0.B.d.A. annehmen, dass Q = T’y gilt. Da U eine offene Uber-
deckung von TI'y ist und da I'1 kompakt ist, kénnen wir ein 4 € IN \ {0} finden,
dass jedes Standardquadrat mit der Seitenldnge 27#, welches in I'; enthalten ist,
mindestens in einer Menge aus U/ enthalten ist. Sei Q,---,Qn die geordnete
Menge aller Standardquadrate mit der Seitenldnge 27#, welche in I'1 enthalten
sind. Dabei sei die Anordnung so gewdhlt, dass 0Q,,+1 ¢ Q1 U...U Q, fiir jedes
ne{l,---,N—1} gilt. Zudem seienr,,s, € Z die Zahlen mit den Eigenschaften

rm+1
2K

an{zeC

n Su sp+1
T < Re(z) < und T <Im(z) < }

24
Dann geniigt es ein hinreichend kleines ¢ > 0 zu wahlen und

rm+1

24

T'n
TR Re(z) <

u, = {ZGC T

1
+eund;—’;—e<lm(z) < on +e}

zu setzen. Dies beendet den Beweis. O]

3.5 Eine spezielle Garbe von Gruppen

Wir werden in diesem Kapitel zunédchst die Garbe p einfiihren und zeigen, dass
jeder 1-Kozyklus mit Werten in p zerfillt. Danach werden wir Teil 2 von Satz 3.13
beweisen. Im Verlauf des gesamten Kapitels sei X C C offen, A ein holomorphes,
inneres Banachalgebra-Biindel {iber X mit der charakteristischen Faser A und m
eine Vielfachheitenfunktion fiir X. Zudem sei G eine offene Untergruppe von GA
und G C GA ein holomorphes G-Biindel tiber X.

Definition 3.37. Wir fiihren iiber X eine Garbe (von Gruppen) p ein, indem wir fiir jede
offene Menge U C X die Gruppe p(U) aller stetigen Abbildungen

f1l0,1] =g (u)

mit den Eigenschaften f(0) = 1und f(1) € O%ll(U) definieren. Zudem sei p(V), fiir
jede offene und relativ kompakte Teilmenge V von X, die Gruppe aller stetigen Abbildun-

gen
f:10,1) = ¢y (V)

mit den Eigenschaften f(0) = 1und f(1) € @i,l (V).

Wir beweisen nun zuerst zwei Lemmata fiir die Garbe p (vgl. Anhang fiir die
Bezeichnungen und die Terminologie):
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Lemma 3.38. Sei f = (f,U) ein 1-Kozyklus mit Werten in der Garbe p, und sei
(Dyn)nen eine Folge von offenen, relativ kompakten Teilmengen von X, so dass die fol-
genden Bedingungen erfiillt sind:

1. D, € Dy 1.

2. Upeo Dy = X. B

3. Fiir jedes n € IN kann jedes f € p(Dy41) gleichmiifig auf D, durch Elemente
aus p(X) approximiert werden.

4. f|p, zerfillt fiir allen € N.

Dann zerfillt f.

Beweis. Fur a € G setzen wir

dist(a, A\ G) := bei{lf\g lla — bl 4-

Wegen Folgerung 4.10 konnen wir annehmen, dass jedes U; aus der Ul)erdgckung
U eine offene, in X relativ kompakte Kreisscheibe ist, dass fjx € p (Uj N Uk) fiir
alle j, k € I gilt und es fiir jedes j € I ein n; € IN mit der Eigenschaft

U; C Dy, (3.36)

fir alle n > n;, gibt. Zudem kdnnen wir annehmen, dass es fiir jede kompak-
te Menge K C X nur eine endliche Anzahl von Indizes j € I gibt, mit der Ei-
genschaft U; N K # @. Zum Beweis des Lemmas gentigt es eine Folge (fn),cn

von Familien f, = {f, j}jcr aus Schnitten f, ; € p (D,+1 N U;) sowie eine Folge
(€n),en VON positiven Zahlen zu finden, so dass fiir alle n € IN Folgendes gilt:

Fir(t) = fo  (8) fux(8) (3.37)

auf D, ﬂUj N Uy, fiirj,k € Tund t € [0,1],

1
< = : dist (£, (t,z), A , 3.38
€n 4(t,z)e[£1l]lilﬁmgj ist (fyi(t,z), A\ G) (3.38)

furje 1,

max_ || fj(t,2) = fu-1,j(t,2) |4 < €n-1, (3.39)
(t,2)€[0,1]x D,NT;

fiirn > 1und j € I, sowie, fiir n > 1, die Ungleichung

en < 6”2—1. (3.40)
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Denn dann folgt aus (3.36),(3.39) und (3.40), fiir allen,p € N mitn; <n < p, die
folgende Abschdtzung:

i(t,z) — fnilt,z
(t,Z)g[l(iﬁXUijp,]( ) f]( )4

= max _||fpi(t,z) = fy,i(t,2) + fp—1,j(t,2) =+ fug,j(t2) = fu,j(E2)]| 4
(tz)€l01]xU;

< max |Ifyi(t2) = fpai(t2)llat o+ maxIfygi(E2) = fui(t2)]la

(tz)e[01]xU; (tz)€l01]xU;
< €P_1+"'+€n+1+€n
€n €n
< W + -+ ? + €,
< 2ey.

Daraus folgt, wegen (3.40), dass fiir jedes j € I die Folge ( f”rf)nzn]- auf [0,1] x U;
gleichmifiig gegen eine stetige Abbildung f; : [0,1] — cA (U]') mit den Eigen-
schaften f;(0) = 1und f;(1) — 1 € @ﬁ,o (Uj) konvergiert, so dass

max ||fi(t,z) — fuj(t,2)[|4 < 264,
(t2)€[01]xT;

fir n > nj, gilt. Zusammen mit (3.38) folgt daraus

1
max i(t,z) — f,:(t z <= min dist(f,i(t,z), A\G),
mas (62— foi(t2) < min o dis(7(,2),416)

fiir n > n;. Folglich gilt f;(t,z) € G fiiralle (t,z) € [0,1] x Uj und j € I. Also gilt
fi € p (Uj) fiir jedes j € I. Wir kénnen dann zum Grenzwert fiir n — oo in (3.37)
tibergehen und erhalten fj = f].’1 fie auf U; NUy, fiir alle j, k € I. Folglich zerfallt
f.

Wir werden nun die Existenz einer solchen Folge beweisen. Zunichst gilt nach
Voraussetzung 4, dass fiir alle n € IN die Kozyklen f ‘D +2 zerfallen. Folglich
koénnen wir eine Folge ( f")n cn Von Familien fu =1 fn,j}je 1 von Abbildungen
fn,]' € p (Dpy2N LI]-) tfinden, so dass

fix = Fui Fuk (3.41)

auf [0,1] X Dy42 N U; N Uy, tir allen € N und j, k € I, gilt. Wir zeigen nun, dass
sogar f,; € p (Duy2NUj), fitralle j € Tund n € N, gilt. Dazu sei (z,),¢y €ine
Folge in D12 N U}, welche gegen einen Punkt z € D, 4, N U; konvergiert. Da U
eine Uberdeckung von X ist, gibt es ein k € I mit z € Uy. Da Uy offen ist, gilt
Zy € Dyyo N Uj N Uy fir gentigend grofle v. Wegen (3.41) haben wir, fiir t € [0, 1],
die Gleichung

fn,j(tr Zy) = fn,k(t/ Zv)fj;l(tr Zp).
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Da sowohl fn,k als auch fj stetig auf D2 N Uj NUgsindund z € D, .o N Uj N Uy
gilt, folgt daraus, fiir t € [0, 1], die Gleichung

z}gﬂ‘ofn,j(tr Zy) = fn,k(t,z)fj;l(t,z).
Also gilt f,, i € p (Dy42 NUj) firralle j € Iund n € N.

Wir werden die Existenz der Folge (f,),cp mittels vollstindiger Induktion tiber
n € IN beweisen.

Induktionsanfang:

Wir setzen fo; := fo; auf [0,1] x D, N U; und erhalten, da fo; € p (D, NUj)
und nach Voraussetzung 1 die Beziehung D; C D; gilt, eine stetige Abbildung
foj:[0,1] = p(D1N U]-). Da jede kompakte Teilmenge von X nur endlich viele
Uj, j € I, schneidet, ist Ujc; fo,; ([0,1] x Do N'Uj) eine kompakte Teilmenge von
G. Dann konnen wir ein €y > 0 finden, so dass

1
< = : dist (t,z), A ,
? 4(t,z)e[5,r11]1§50mUj 15 (fo,]( Z) \g)

far alle j € I, gilt. Mit dieser Wahl der Familie {fo ;};c; und der Zahl e sind die
Bedingungen (3.37)-(3.40) fiir n = 0 erfiillt.

Induktionsvoraussetzung:

Wir nehmen an, dass wir fiir ein bestimmtes p € IN Familien

fo = {foj}ier, -+ fp = {fpj}jer von Abbildungen f,; € p(Dys1NU;), fiir
q € {0,---,p}, sowie positive Zahlen €y, - - - ,€, gefunden haben, so dass die
Bedingungen (3.37)-(3.40) fiir n = 0, - - - , p erfiillt sind.

Induktionsschritt:

Da die kompakte Menge [0, 1] x D, NUjin [0,1] X D41 N U, enthalten ist und der
Schnitt f,, ; stetig auf [0,1] x D, NU; ist, ist f, jauf [0,1] x D11 N U, beschrankt.
Da jede kompakte Teilmenge von X nur endlich viele U;, j € I, schneidet, folgt
daraus die Ungleichung

max max__||fp,i(t,z)[|4 < co. (3.42)
JE€L (tz)€[01]xD,pNU;

Des Weiteren gilt wegen (3.41) die Gleichung
f]'k = fp_,]'lfp,k

auf [0,1] X Dpy2 N U; N Ug. Zudem gilt nach der Induktionsvoraussetzung die
Gleichung

auf [0, 1] X Dp+1 N U] N Ug.
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Da nach Voraussetzung 1 die Beziehung D, 1 C D> gilt, folgt aus diesen bei-
den Gleichungen, dass

Fo-1_ -1
f, p,kf pk — Ji Pii) p,j
auf [0,1] x D,11 NU; N U gilt. Folglich gibt es eine stetige Abbildung ® € p (D)
mit der Eigenschaft
D= fp, ;;].1 (3.43)

auf [0,1] x D,y N Uj, fir alle j € I. Da fiir t € [0,1] der Schnitt f, ;(t) stetig
auf D, N U; und f,;, wie oben gezeigt wurde, stetig auf Dy N U; ist, gilt
Gleichung (3.43) auch auf [0, 1] x D1 NUj, fiir j € I. Nach Voraussetzung 3 kann
@ auf D, gleichméBig durch Elemente aus p(X) approximiert werden. Wegen

(3.42) bedeutet dies, dass wir eine stetige Abbildung ¥ € p(X) finden konnen, so

dass
€p

max |[¥Y® —-1f 4 < ,
[01]xD, maXio,1)xD,NU; If p.j HA

fiir alle j € I, gilt. Da (3.43) auf [0,1] x D1 NU; und D, NU; € Dpyq N U gilt,
folgt daraus

€p

max |[¥f,,f;! 1| (3.44)

< /
[0,1]xDp A MaX[0,1]xD,NU; ‘}fﬁff||,4
fiiralle j € I. Wir setzennun f, 41 := ¥, j auf [0,1] x D, NU; und erhalten so
eine Familie f, 1 = {f,1,}je1 von stetigen Abbildungen f, 1 ; € p (Dp2 N Uj).
Da jede kompakte Teilmenge von X nur endlich viele U, j € I, schneidet, ist fiir
jedes t € [0,1] die Menge Uje; fp+1,j(t) (Dp+1 NU;) eine kompakte Teilmenge
von G. Folglich konnen wir eine Konstante €pt1 > 0 finden, die so klein ist, dass
(3.38) fiir n = p + 1 gilt. Da €, > 0 gilt, konnen wir zudem annehmen, dass auch
(3.40) tiir n = p + 1 gilt. Wegen (3.41) haben wir

-1 F—ly—lg § 17
fp+1,jfp+1,k - fp,j T 1"ijp,k = fp,j fp,k = fjk

auf [0,1] X Dy NU; N Uy. Also gilt (3.37) fiir n = p + 1. Zudem folgt aus (3.44)
die Abschdtzung

max PR , — max T~ . _1_1 H < €.
[0A]xDpNU; Vot = Jpilla [0,1]xD,NT; H ( Toily) ) Trill 4 <
Folglich gilt (3.39) fiir n = p + 1. Dies beendet den Beweis. O

Lemma 3.39. Sei Q C X ein abgeschlossenes Quadrat, und sei f ein 1-Kozyklus mit
Werten in der Garbe p. Dann gibt es eine offene Umgebung W C X von Q, so dass f
iiber W zerfillt.
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Beweis. Sei U eine offene Uberdeckung von X, so dass f zu Z'(U,p) (vgl. An-
hang) gehort. Nach Satz 3.36 gibt es offene Quadrate Qy, - - -, Qny mit den dort
formulierten Eigenschaften 1, 2 und 3. Wegen Eigenschaft 1 besitzt dann jedes Q,,
eine Umgebung U, die zu U gehort. Da f zu Z1(U, p) gehort, folgt daraus, dass
f tuber jedem U, zerfillt. Mit Satz 4.12 folgt daraus, dass f tiber U; U U zu einem
1-Kozyklus aus

Z' ({Uy, Uy}, p)

dquivalent ist. Da wegen Eigenschaft 2 das Paar (Q1, Q) ein Cartansches Paar ist,
konnen wir durch Vergroferung ein Cartansches Paar (Q}, Q5) finden, mit den
Eigenschaften Gj - Q;. und @j C Uj. Zusammen mit Aussage 1 aus Satz 3.21
folgt daraus, dass f tiber Q] U Q5 zerfillt. Wir wiederholen dieses Argument wei-
tere N — 1 mal und erreichen so, dass f tiber einer Umgebung von Q; U - - - U Qn
zerféllt. Da dies, wegen Eigenschaft 3, eine Umgebung von Q ist, ist damit der
Beweis beendet. L

Wir kommen nun zur Hauptaussage fiir die Garbe p.

Satz 3.40. Jeder 1-Kozyklus mit Werten in der Garbe p zerfiillt.

Beweis. Nach Satz 3.32 kénnen wir X mit einer Kette (A;)enc oy von einfachen
Erweiterungen ausschopfen. Dann folgt aus (3.23) die Existenz einer Teilfolge

(Ajn)nelN von (Aj)je]l\I\{O}/ so dass

AjU---UA, CA U---UA

1 jn+l’

fiir jedes n € IN, gilt. Wir setzen
Dn:Ajlu"'UA]'n

fiir n € IN. Dann sind die Bedingungen 1 und 2 in Lemma 3.38 erfiillt.

Wir wollen nun zeigen, dass Bedingung 3 aus Lemma 3.38 gegeben ist. Seien
f € p(Dy+1) und € > 0 gegeben. Wir wenden nun Teil 2 von Satz 3.21 endlich oft
an und erhalten somit eine Abbildung fy € p(D,+2) mit der Eigenschaft

€

max _ |[f(t,z) = fo(t,2)]la < 5
(t,z)€[0,1]x Dy,

Auf die gleiche Weise kénnen wir ein f; € p(D,,+3) mit der Eigenschaft

€
max_|folt,2) = fi(t,2)]la < §
(t2)€[0,1]x Dy i1

finden.
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Wir wiederholen dieses Anwenden nun endlich oft und erhalten somit eine Folge
(fu)uen von Elementen f, € p (Dy424,) mit der Eigenschaft

€
max t,z) — t,z < —,
(t2)€[0,1] XDy pit1 1fult:2) = fusa(t:2) 4 2K+l

fir alle 4 € IN. Aus diesen Abschitzungen folgt, dass auf jeder kompakten Teil-
menge von [0, 1] x X die Folge (f;),en von einer gewissen Stelle ab gleichméfig

gegen eine Abbildung f € p(X) konvergiert, so dass

2 €
max t,z) — f(t,z < — =€
a2 5, W02 = FE DA < X

gilt. Also ist Bedingung 3 aus Lemma 3.38 erfiillt.

Wir miissen also noch zeigen, dass auch Bedingung 4 aus Lemma 3.38 gilt. Da-
zu geniigt es zu zeigen, dass f iiber einer gewissen Umgebung eines jeden Z]'
zerfallt. Letzteres zeigen wir durch vollstandige Induktion. Das f tiber einer Um-
gebung von A zerfillt, folgt aus Lemma 3.39, da A; ein abgeschlossenes Quadrat
in X ist. Damit ist der Induktionsanfang bewiesen.

Induktionsvoraussetzung:
Angenommen, wir haben fiir ein j € IN '\ {0} bereits gezeigt, dass f iiber einer
Umgebung von A; zerféllt.

Induktionsschritt:
Da Aj,1 eine einfache Erweiterung von A; ist, gibt es ein Quadrat U, so dass
(Aj, U) ein Cartansches Paar mit der Eigenschaft A;;; = A; U U ist. Nach Lem-

ma 3.39 zerfillt f iiber einer Umgebung U von U, und nach Induktionsvorausset-
zung gilt das Gleiche tiber einer Umgebung Ajvon Z]-. Nach Satz 4.12 ist f | Al
dquivalent zu einem Kozyklus f € Z! ({ﬁj, u}, p>. Da (Aj, U) ein Cartansches
Paar ist, konnen wir, durch eventuelle Vergrofierung von Aj und U, ein Cartan-
sches Paar (A;., U’) finden, so dass Zj C A;-, Z;- - gj, TCcUundU CU gelten.
Aus Teil 1 von Satz 3.21 folgt dann, dass der Kozyklus f tiber A;- U U’ und somit
tiber einer Umgebung von Z]-H, zerfillt. Da f zu f | Au dquivalent ist, folgt dar-

aus, dass auch f iiber A; U U zerfallt. Dann folgt die zu zeigende Aussage aus
Lemma 3.38. Dies beendet den Beweis. O

Mit Hilfe dieses Satzes konnen wir nun einen weiteren Teil unseres Hauptresul-
tates aus Kapitel 3.2 zeigen.
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Beweis von Teil 2 von Satz 3.13. Nach Lemma 3.15 geniigt es den Beweis fiir die
Garbe (9% , zu fithren. Sei also U eine offene Uberdeckung von X und sei

feZz 1 (Z/{ , (9%1> ein Kozyklus, der als Cill—Kozyklus zerfallt.

Wir wihlen eine Uberdeckung V = {V;},.; von X, so dass fiir jedes i € I die
Menge V; eine offene Kreisscheibe in X ist und Folgendes gilt:

* V ist eine Verfeinerung von U.
e Ist V eine Kreisscheibe aus V und ist p der Mittelpunkt von V, so gilt m = 0

auf V\ {p}.
e Fiir jede Kreisscheibe V aus V ist G|  holomorph isomorph zum Produkt-

btindel V x G.
Zudem wihlen wir einen Kozyklus v = {vi]-}l.’]. g €2 1 <V, (921), der von f in-
duziertist. Da f als C ri,l -Kozyklus zerfillt, zerfdllt nach Folgerung 4.10 der Kozy-

klus v ebenfalls als Ci/l-KozykIus. Es gibt also eine Familie {c;},.; von Schnitten
ci € Cngu(Vi) mit der Eigenschaft
Uij = Cicfl (345)

auf V; N V;. Wir werden nun eine Familie {C;},.; von stetigen Abbildungen
Cj: [0,1] = Cy 5(Vi)

konstruieren, fiir die
CI(O) = (346)

und C;(1) € Oi/l gilt. Sei also ein i € I gegeben und sei p der Mittelpunkt von
V;. Zudem sei
$:G ’Vi - VixG

ein holomorpher Isomorphismus und C;’b : V — G sei die stetige Funktion mit
¢ (ci(2)) = (2(2),
firz € V. Dam = 0 auf V; \ {0} gilt, erhalten wir durch
Ci(t,z) :=¢ ! (z,cép (p+(t—1)(p— z))) ,
fiir 0 <t <1, eine stetige Abbildung
Ci:[0,1] = CJ o (V)

mit der Eigenschaft C;(0) = c;, so dass fiir alle z € V;, gilt:

¢(Ci(1) = (2 (p)).
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Insbesondere ist C;(1) holomorph auf V. Falls zudem auch noch m(p) = 0 und
somit auch O’i’l (V;) = 09(V;) gilt, sind wir nach der Definition von C’),i,1 fertig.

Falls m(p) > 0 gilt, liegt C;(1) in G1.Ap, d.h. cf(l) € G1A. Wir koénnen folglich
eine stetige Funktion 7y : [%, 1} — G finden, so dass

Y (%) = Cip(l) und y(1) = 1 gelten. Dann liefert
U <t <
C'(t,2) = C_(lzt) flfr 0<t<1/2
¢~ ((z(t) fur 1/2<t<1

eine stetige Abbildung C" : [0,1] — CWQL1 mit den gewiinschten Eigenschaften.
Wir definieren nun durch

Fij(trz) = C;l(t,Z)UZ']'(Z)C]'(t,Z), (347)
fur (t,z) € [0,1] x V; NV}, eine Familie F = {Fi]-}l.]. .; von stetigen Abbildungen
Fij : [O, 1] — Cgl’l(Vl N V])
Aus (3.45) und (3.46) folgt dann
Fj(0) = ¢; '(2)vij(z)cj(z) = 1.
Da Ci(1) € (97%1 gilt, folgt daraus, wegen v;; € OG,,1(V; N'V;), die Gleichung

1

Also ist F ein 1-Kozyklus mit Werten in der Garbe p. Nach Satz 3.40 zerfallt dieser
Kozyklus. Es gibt also stetige Abbildungen

F:[0,1] = Cy 1 (V3)

Fij(1) = C71(1)oGi(1) € O 1 (ViN V).

mit den Eigenschaften F;(0) = 1 und
F(1) € 09, (),
so dass
Fj = FiF]._l

auf [0,1] x (V; NV;) gilt. Insbesondere gilt dann, nach Definition der Fj;, siehe
Definition 3.47, die Gleichung

Fi(l)Ffl(l) = F;(1) = Ci(1)v;;(1)C;(1).
Daraus folgt
0 = (G(DE(D) (GOEFD) ™
auf V; N V;. Da sowohl die Schnitte F;(1) als auch die Schnitte C;(1) zu Ofﬂ(Vi)

gehoren, folgt daraus, dass v als (’)gz’l-Kozyklus zerfallt. Nach Folgerung 4.10
folgt daraus, dass auch f als (’)ill-Kozyklus zerféallt. Dies beendet den Beweis. [
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3.6 Verdrillte Biindel

Wir werden in diesem Abschnitt die Methode des Verdrillens von Biindeln vor-
stellen und mit ihr Teil 3 von Satz 3.13 zeigen. Im Verlauf des gesammten Kapitels
sei X C C offen, A ein holomorphes, inneres Banachalgebra-Biindel tiber X mit
der charakteristischen Faser A und G eine offene Untergruppe von GA. Zudem
sei G C GA ein holomorphes G-Biindel tiber X. Wir folgen dabei einer Idee von
H. Grauert wie sie z. B. in [HL], Abschnitt 3.8. angewendet wird.

Definition 3.41. Sei {(®;, U;) };.; ein Atlas von A und sei Y = {U;};.;. Zudem sei
g= {gif}ijel ein Kozyklus aus Z (U, O9). Dann konnen wir iiber

Uier A\ u X {i} die folgende Aquivalenzrelation einfiihren. Wir sagen, dass

(z,v,i) € Al x {i} und (',7',]) € A}uj x {j} dquivalent zueinander sind, wenn
z =7 und v' = g;i(z) (v) gj(z) gilt.

Die dazu gehirende Menge von Aquivalenzklassen bezeichnen wir mit AS. Seien nun,
fiir jedes i € I, die Abbildungen

Jit Al x {i} = 43|,

die jedem Tripel (z,v,i) € Al x {i} die Aquivalenzklasse von (z,v,i) in A8 zuordnen,
gegeben. Wir versehen die Menige A3 mit der eindeutig bestimmten Struktur, welche aus
jedem J;, i € I, einen inneren Isomorphismus macht. Das so entstehende holomorphe,
innere Banachalgebra-Biindel bezeichnen wir ebenfalls mit A8 und nennen es das durch
¢ verdrillte Biindel von A. Wir nennen diese inneren Isomophismen {J;}ic| die ka-
nonischen Isomorphismen von AS.

Des Weiteren bezeichnen wir mit G8 C G.A$ das holomorphe G-Biindel iiber X, mit der
Eigenschaft

Ji (G, < 4}) = 981,

fiirallei € I. Ist F eine Untergarbe von CY, dann bezeichnen wir die Untergarbe F$ von
CY9®, mit der Eigenschaft, dass fiir jedes i € I und jede offene Menge U’ C U; die Gruppe
F8(U'") genau die Schnitte f8 : U' — G8 enthiilt, fiir die es einen Schnitt f € F (U’)
gibt, so dass 8 = J;(f) gilt, als die durch g verdrillte Garbe von F.

Sei nun h € C° (U, F), dann nennen wir die 0-Kokette h€ € C° (U, F&) mit der Eigen-
schaft

hE = (giihigu) (3.48)

fiir alle i,1 € I, die durch g verdrillte 0-Kokette von h. Ist f € Z' (U, F), dann
nennen wir den Kozyklus f8 € Z' (U, F&), mit der Eigenschaft

Ji (&iifiigin) = fgl (3.49)

fiirallei,j, 1 € I, den durch g verdrillten Kozyklus von f.
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Bemerkung 3.42. Es ist leicht zu sehen, dass folgende Gleichungen gelten:
1. (cg,)" =cg,
g 8
2 (05,) = 0%

Satz 3.43. Sei F eine Untergarbe von CY und seien f,g¢ € Z' (U, F). Zudem sei F$
die durch g verdrillte Garbe von F. Dann sind f und g genau dann F-iquivalent zuein-
ander, wenn f& € Z1 (U, F8) F8-trivial ist.

Beweis. Zundchst folgt aus der Gleichung (3.49), zusammen mit der Kozyklusei-
genschaft von g, dass

1=TJ1(1) = Ji (8u&) = Ji (81igijgj1) = gfj (3.50)

tber Uy N U; N Uj, fur alle i, j, I € 1, gilt. Zudem gilt fiir jede 0-Kokette
h € C° (U, F) die Gleichung

(rsfih ")

tiber U; N Uj, fir alle i, j € I. Denn wegen den Gleichungen (3.48), (3.49) und der
Kozykluseigenschaft von ¢ haben wir

8
ij

= () ()5 (1), @51

ij

\& _
<hifijh]' 1)1,], =] (glihifijh]’ 1ng>
= ] <81ihigi181iﬁjgj181jhf 18;‘1)
= Ji(giihigin) T (iifijgin) Ti (81jhj_18jz>
g

= () ()5 ()

]

tber U; NU; N U, tirallei, j, 1 € 1.
Angenommen, f, ¢ sind F-dquivalent zueinander, dann gibt es eine 0-Kokette
h € C° (U, F) mit der Eigenschaft

fz] = hzgqh;1

tber U; N Uj, fir alle i,j € I. Also gilt wegen den Gleichungen (3.50) und (3.51)
die Gleichung

(ﬂj)lgj = <higijhj_1)i. = (h)} (81‘]');3; (hj_l)g = (h)} (h]_1>g

tiber U; N Uj, fir alle i, j € 1. Also ist f8 Fé-trivial.
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Nehmen wir nun an, dass f& F&-trivial ist. Dann gibt es eine 1-Kokette
h8 € C! (U, F$) mit der Eigenschaft

=1 (h ] )f (3.52)

tber U; N Uj, furalle,j € I. Also gilt aufgrund der Gleichungen (3.50), (3.51) und
der Kozykluseigenschaft von g die Gleichung

g_ g -1\ _ (1o =1)8
i gl] ( )j - (hzg”hf )ij
uber U; N uj, firallei,j € I. Also gilt
_ 1
Ji (giifiigin) =T <glihigijh]' gjz)

tber U; N U; N U, fur alle 4,j,1 € I. Da J; ein Isomorphismus ist, folgt daraus die
Gleichung

fij = higijh!
tber U; N U; N U, fiir alle 4, j,1 € I. Diese gilt insbesondere auch fiir I = j. Also
sind f und g F-dquivalent. Dies beendet den Beweis. O

Beweis von Teil 3 von Satz 3.13. Nach Lemma 3.15 geniigt es den Fall F = Og/l
zu betrachten. Sei U/ eine offene Uberdeckung von Xundseien f,g € Z 1 (Z/l , O%J

zwei Cg/l—équivalente Kozyklen. Dann ist der Kozyklus f$ € 2! (L{ , O%J nach

Satz 3.43 (Cgll)g-trivial und nach Bemerkung 3.42 auch Cngfl-trivial. Dann ist
nach Teil 2 von Satz 3.13, den wir bereits in Kapitel 3.5 bewiesen haben, der Ko-
zyklus f& auch C’)gfl-trivial und folglich ((’)gbl)g-trivial. Also sind nach Satz 3.43

die Kozyklen f, g Oi/l—équivalent. Dies beendet den Beweis. O
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4 Anhang: Abstrakte Garben

Wir geben in diesem Anhang eine Reihe von Definitionen an, welche in der Haupt-
arbeit des Ofteren benutzt werden. Dabei sind die Begriffe Garbe und Kozyklus
besonders wichtig. Zudem werden zwei wichtige Eigenschaften von Kozyklen,
die Satze 4.9 und 4.12, formuliert und bewiesen.

Definition 4.1. Sei T ein beliebiger topologischer Raum. Eine Garbe von Gruppen
iiber T ist eine Abbildung F, die jeder offenen Menge U C T eine Gruppe F (U) (even-
tuell nicht-abelsch) zuordnet sowie eine zweite Abbildung, die jedem Paar von offenen
Mengen U C V C T einen Gruppen-Homomorphismus F(U) — F(V),f — f|,
zuordnet, so dass Folgendes gilt:

1. F(Q) ist die Gruppe, die nur das neutrale Element enthiilt.
2. Fiir jede offene Menge U C T und jedes f € F(U) gilt f|,, = f.
3. Fiir je drei offene Mengen W C 'V C U und jedes f € F(U) gilt

(f|V) |w = f}w

4. Fiir jede Familie {U; };c; von offenen Teilmengen von T und jede Familie von Ele-
menten f; € F(U;),i € I, mit

ﬁ‘uiﬂuk - fk|uimuk,

fiiralle i,k € 1, gibt es ein Element f € F(U;c; U;) mitf]u_ = fi.
5. Sei {V;}ic1 eine Familie offener Mengen mit

Jvi=u
i

und seien f, ¢ € F(U) mitf‘vj =g Vj,fiirj € I. Danngilt f = g.

Wir nennen die Elemente von F (U) die Schnitte von F und den Gruppen-Homomor-
phismus F(U) — F(V) den Einschrainkungs-Homomorphismus von F(U) auf
F (V). Eine Garbe G iiber T heifit Untergarbe einer Garbe F iiber T, wenn G(U) fiir
jede offene Teilmenge von T eine Untergruppe von F(U) ist und die Einschrinkungs-
Homomorphismen von G die Einschrinkungen der entsprechenden Einschrinkungs-Ho-
momorphismen von F sind.
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Beispiel 4.2. Sei E ein Banachraum und sei GL(E) die Gruppe aller stetigen, inver-
tierbaren und linearen Abbildungen von E nach E. Sei T ein topologischer Raum. Dann
ist die Abbildung CE, welche jeder offenen Untermenge U C T die Gruppe CE(U) aller
stetigen Abbildungen f : U — E zuordnet, eine Garbe von Gruppen iiber T. Zudem
ist die Abbildung CCL(E), welche jeder offenen Menge U C T die Gruppe CCLE) (U)
aller stetigen Abbildungen ¢ : U — GL(E) zuordnet, ebenfalls eine Garbe von Gruppen
iiber T. Des Weiteren ist die Abbildung OF, welche jeder offenen Teilmenge U C T die
Gruppe OF(U) aller holomorphen Abbildungen f : U — E zuordnet, eine Untergarbe
von CE iiber T. Entsprechend ist OGLE) eine Untergarbe von CCME) jiber T.

Sei A eine Banachalgebra und GA die Gruppe ihrer invertierbaren Elemente, dann ist
die Abbildung O¢4, welche jeder offenen Teilmenge U C T die Gruppe O%4(U) aller
holomorphen Abbildungen f : U — GA zuordnet, eine Garbe von Gruppen iiber T.

Definition 4.3. Sei F eine Garbe von Gruppen iiber einem topologischen Raum T und
sei U = {Uj;}c; eine offene Uberdeckung von T. Wir definieren die Mengen der Ko-
ketten durch

1. CO(U, F) := Ui F(U,).
2. Cl(u,f) = Ui’jelf(uz'ﬂ U])

Die Elemente von CF (U, F), p € {1,2}, heiflen p-Koketten von F zur Uberdeckung
U.

Definition 4.4. Sei F eine Garbe von Gruppen iiber einem topologischen Raum T und
sei U = {U;}ic1 eine offene Uberdeckung von T. Dann bezeichnen wir mit Z' (U, F)
die Menge aller Familien { f;j}; jcr aus C' (U, F) mit der Eigenschaft

fij

(4.1)

u,-mujmukf]'k wNunty — fik‘uimujmuk'

Die Elemente von Z' (U, F) nennen wir Kozyklen. Den Kozyklus { fij} mit der Eigen-
schaft fi; =1, fiir alle i, j € I, nennen wir den 1-Kozyklus.

Bemerkung 4.5. Aus der Eigenschaft (4.1) folgt direkt, dass fiir alle i,j € I die Glei-
chungen

fi=1
und
fij = fi'
gelten. Gleichungen in der Form von (4.1) schreiben wir vereinfacht in der Form
fiifix = fix-
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Definition 4.6. Sei T ein topologischer Raum und sei U = {U,} ;< eine offene Uberde-
ckung von T. Sei zudem F eine Garbe von Gruppen iiber T. Seien zudem f = {fi;}i ic1
und § = {gij}ijer zwei Kozyklen aus Z' (U, F). Wir nennen f und g dquivalent
(oder genauer F-dquivalent) zueinander, wenn es eine Familie {h;};c; von Schnitten
hj € F (Uj), fir j € 1, gibt, mit der Eigenschaft

gk = hifihy !

auf U; N Uy, fiir alle j, k € 1. Wir nennen einen Kozyklus f = { fi;}i jer aus Z' (U, F),
der dquivalent zum 1-Kozyklus ist, trivial (oder F-trivial).

Definition 4.7. Sei F eine Garbe von Gruppen iiber einem topologischen Raum T. Sei
U = {U;}c; eine offene Uberdeckung von T und sei Y eine offene Teilmenge von T. Mit
F|, bezeichnen wir die Garbe von Gruppen, die jeder offenen Teilmenge U von Y die
Gruppe F (U) zuordnet. Wir setzen zundchst

uny := {LIZ N Y}je[.
Wir definieren:

1. Seig € Z (U, F) ein Kozyklus. Mit g|,, bezeichnen wir den Kozyklus aus
ZYWUnY, F), welcher durch

<g|Y>jk = (gjk) |ujmukm/’

fiir j, k € 1, gegeben ist.
Man nennt g‘y die Einschrankung von g auf Y. Wir sagen zudem, dass g trivial
iiber Y ist, wenn g|Y trivial ist. Wir sagen des Weiteren, dass der Kozyklus g iiber
Y zerfillt, wenn er trivial iiber Y ist.

2. Seien g1,$>» € Z' (U, F) zwei Kozyklen. Wir nennen g1 und g, dquivalent iiber
Y, wenn (g1) |, und (2)|, dquivalent sind.

Definition 4.8. Seien U = {U;}ic; und V = {Vj}jcj offene Uberdeckungen eines
topologischen Raumes T, so dass V eine Verfeinerung von U ist. Das heif$t, dass es eine
Abbildung T : | — I gibt, so dass V; C Uy ;) fiir jedes j € | gilt. Sei zudem F eine
Garbe von Gruppen iiber T.

Wir definieren fiir jedes ¢ € Z1(U, F) einen Kozyklus g € Z1(V, F), indem wir

(T°8) jk = &<(j)r(k)

auf Vi N\ Vy, fiir j, k € |, setzen.
Wir nennen einen Kozyklus ¢ € Z1(V, F) induziert von ¢ € Z1(U, F), wenn es eine
Abbildung T : I — ] gibt, so dass V; C Uy und § = T*g gilt.
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Satz 4.9. Sei F eine Garbe von Gruppen iiber einem topologischen Raum T. Seien zudem
U = {Ui}ier und V = {Vj}je offene Uberdeckungen von T, so dass V eine Verfeine-
rung von U ist. Sind f,g € ZY(U, F) und f,§ € Z(V,F), sodass f von f und § von
g induziert ist, so ist Folgendes dquivalent:

1. f und g sind dquivalent.
2. f und § sind dquivalent.

Beweis. Nach Voraussetzung gibt es Abbildungen 7, ¢ : | — I, so dass
f =71"fund § = ¢*g gilt. Angenommen, f und g sind dquivalent, dann gibt es
Schnitte h; € F(U;),i € I, so dass

hi fijhi = &ij (4.2)

auf U; N U, fur alle i,j € I, gilt. Nun definieren wir Schnitte fzy c F(Vu),uel,
indem wir

Iy = B9
auf V), setzen. Dann gilt
P17 § o -1
iy furte = & (w)p() M) Fr vy ) 8(po )

auf V, N V). Nach (4.2) folgt daraus
717 7 _ -1
hy” fonhu = 8191 8e(v) e (1) 8 (w9 ()
auf V, NV,.. Da g ein Kozyklus ist, folgt daraus weiter
o fuh = Spwyp(n) = Som

auf V, N V. Folglich sind f und § dquivalent.

Nehmen wir nun an, dass f und § dquivalent sind. Dann gibt es Schnitte
hy € F(Vy),p € ], mit

! folt = Gu
auf V, NV, # @.Da f = t*f und § = ¢*g gilt, folgt daraus
o _—
h” frwyeoltn = &pwip)
auf V, N V,. Da f und ¢ Kozyklen sind, folgt daraus, dass

- -
by few)ifiean e = 8ow)i8ip(n)
auf V, NV, N U; #@,j el gilt.

80



Des Weiteren gilt, da V eine Verfeinerung von U/ ist, die Gleichung

f] T(p Vg(p f]r 1/845

auf V, N Vy N U;. Damit konnen wir nun Schnitte k; € F(U;),j € I, definieren,
indem wir

hi = fie(n S
auf V;, NU; # @ setzen. Benutzt man erneut d1e Kozyklenbedingung von f und
g erhélt man

hflfjkhk io(y " Few)ifikfiee o Mu8 ook
Also gilt
B i = ool oo = S
Dies beendet den Beweis. O

Folgerung 4.10. Sei F eine Garbe von Gruppen iiber einem topologischen Raum T und
seien U = {Uj}icy und V = {Vj}jcj offene Uberdeckungen von T, so dass V eine
Verfeinerung von U ist. Ist f € ZY(U, F) und f € Z1(V, F), so dass f von f induziert
ist, so ist Folgendes dquivalent:

1. ji ist trivial.
2. f ist trivial.

Beweis. Sei g der 1-Kozyklus. Dann liefert Satz 4.9 das Gewtinschte. O

Aufgrund von Satz 4.9 ist folgende Definition sinnvoll.

Definition 4.11. Sei T ein topologischer Raum und sei F eine Garbe von Gruppen iiber
T. Unter einem Kozyklus mit Werten in F (oder F-Kozyklus) verstehen wir ein
Paar (f,U), wobei U eine offene Uberdeckung von T ist und f € ZY(U, F) gilt.

Zwei F-Kozyklen (f,U) und (g, V) heiflen dquivalent (oder genauer F-aquivalent),
wenn es eine Uberdeckung W gibt, die sowohl U als auch V verfeinert, so dass Folgendes
gilt:

Sind die Kozyklen f € ZY(W, F) und § € ZY (W, F) durch f bzw. g induziert, so
sind f und § dquivalent.

Satz 4.12. Sei F eine Garbe von Gruppen iiber einem topologischen Raum T.
Seien U = {U; }ic; und V = {V;}ic1 zwei offene Uberdeckungen von T und sei
¢ € ZY(V, F) ein Kozyklus, der trivial iiber jedem U; ist.

Dann gibt es einen Kozyklus § € Z1 (U, F) der F-iquivalent zu g ist.
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Beweis. Wir wihlen fiir jedes j € I eine offene Uberdeckung W; = {Wj, },en von
Uj, die so fein ist, dass W := {Wj, } j,)e1xn €ine Verfeinerung von V ist.

Seinun g’ = {gju kv } () (kucixn € Z (W, F) ein Kozyklus, der von g induziert
ist. Dann sind ¢ und ¢’ nach Definition 4.11 F-dquivalent zueinander. Folglich
geniigt es uns zu zeigen, dass §’ F-dquivalent zu einem Kozyklus aus 2 1 U, F)
ist.

Nach Definition 4.11 ist, fiir jedes U;, der Kozyklus g| U F-dquivalent zu g’ } g Da

] ]
g| .. F -trivial ist, ist nach Folgerung 4.10 auch g’ | .. J -trivial. Folglich gibt es eine
] ]
Familie i, € F(Wj,), fiir j € I, so dass

Wit

&l =1 (4.3)

auf W, N Wj, gilt. Wir setzen nun

1
g;':/,ky = hjv g;v,kyhkﬂ
auf Wj, N Wy, mit (j,v), (k,u) € I x N, und erhalten auf diese Weise einen Ko-

zyklus ¢ € Z1 (W, F). Nach Definition 4.11 ist ¢’ F-dquivalent zu ¢’ und somit
auch zu g. Mit der Kozyklus-Bedingung von g’ erhalten wir

" T / /
Sjvhu = hjv gjv,jy’gjv’,ky’gky’,kyhkﬂ
_ -1,/ -1/ —-1_7
= (hjl/ ng,jM/thl)hj}ll gjv’,ky’kk]l/ (hky’gk]/l',k]/lhkﬂ)
auf Wj, N Wy, N Wj,r 0 Wy, Mit (4.3) folgt daraus

-1
v = Wi Sl Mo = i o
auf W]V N ka N ijv’ N ka/.
Dies gibt uns die Moglichkeit, eine Familie von Abbildungen g3’ € F (U; N Uy),
mit j, k € I, zu definieren, indem wir

no__
gjk - gjv,ky

auf Wj, N Wy, mit j,k € Tund v, u € IN, setzen. Da g ein Kozyklus ist, gilt

momn 1 1" o _m
8k &kl = Sjvju8kuir = SjvIr = &jl

auf Wy, N Wy, N Wi, und somit auch auf U; N U N W;. Also ist g™ € ZY (U, F).
Seinun 7 : I x N — I mit 7(j, u) = j gegeben. Da die Inklusion

Wi, € Uj = Uy

fiir jedes Paar (j,v) € I x IN gilt und da nach der Definition von ¢’ auch

o N/
gjl/,k]/l - g]k ’ijﬁka - gT(er)T(k'V) ’ijﬁwky

gilt, ist ¢ von ¢” induziert. Da aber ¢" F-dquivalent zu ¢ ist, ist nach Folgerung

4.10 ¢ F-dquivalent zu g. Dies beendet den Beweis. O
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Wir wollen nun noch den Fall gesondert betrachten, in dem die Gruppen F(U)
stets kommutativ sind. Von nun an sei F also eine Garbe von Abelschen Gruppen
und die Gruppenoperation in der Gruppe F(U), fir U C T offen, sei mit +
bezeichnet.

Definition 4.13. Seien F und G zwei Garben von Abelschen Gruppen iiber einem to-
pologischen Raum T. Ein Garben-Homomorphismus ® : 7 — G ist eine Familie
{®(U)}, fiir U C T offen, von Gruppenhomomorphismen ®(U) : F(U) — G(U),
welche mit den Einschrinkungshomomorphismen von F kommutieren.

Definition 4.14. Seien F; und F, zwei Garben von Abelschen Gruppen iiber einem
topologischen Raum T. Sei ® ein Garben-Homomorphismus von JFi nach F, und sei
U C X offen. Wir bezeichnen mit Reve(U) die Gruppe aller Schnitte f € F1(U), fiir
die ®f = 0 gilt. Die so definierte Garbe Revre von Fi-wertigen Schnitten auf X nennen
wir die Kerngarbe von ® bzw. die Kerngarbe des durch ® definierten Homomorphismus
von JFq nach F;.

Des Weiteren bezeichnen wir mit Jmg (U) die Gruppe aller Schnitte f € F,(U), fiir die
Folgendes gilt: Fiir jeden Punkt z € U gibt es eine Umgebung V- C U von z und einen
Schnitt g € F1(V) mit f|,, = ®g.

Die so definierte Garbe Jmg, nennen wir die Bildgarbe von ®.

Definition 4.15. Sei F eine Garbe von Abelschen Gruppen iiber einem topologischen
Raum T und sei U = {Uj; }c; eine offene Uberdeckung von T. Wir definieren die Grup-
pen der Koketten durch

1. COWU, F) := Uit F(Uy).
2. Cl(u,}—) = Ui,jg]:(ui N uj)-

3. Fir p > 1sei CP(U, F) i= Uy o jyerF (Ui 0+ N U, ).
Die Elemente von CF (U, F) heiflen p-Koketten von F zur Uberdeckung U.
Definition 4.16. Die Gruppen-Homomorphismen
6:CP(U, F)— CP iU, F),

fiir p € IN, die durch

Ujpn---NU;,

definiert sind, nennt man Korandoperatoren. Die Kerne der Korandoperatoren bezeich-
net man mit

ZPU,F):={feC’'U,F)|sf=0}.
Die Elemente von Z¥ (U, F) heiflen p-Kozyklen von F beziiglich U.
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Bemerkung 4.17. Fiir eine 0-Kokette gilt nach Definition

6({fikier) = {£

unu; f] u;NU; }i/jel :

Folglich gehirt eine 0-Kokette genau dann zu Z°(U, F), wenn fi| . = fil iy qu. SiE
it 14 it 14
Also kann man, wegen Teil 5 von Definition 4.1, Z°(U, F) mit F(T) identifizieren,
20U, F) = F(T).

Lemma 4.18. Sei F eine Garbe von Abelschen Gruppen iiber einem topologischen Raum
T und sei U = {Uj; }c; eine offene Uberdeckung von T. Dann gilt fiir die Korandopera-
toren die Gleichung 8 = 0.

Beweis. Sei f € CP(U, F) eine p-Kokette. Dann gilt auf U;, N --- N U;, , die Glei-
chung

p+2
k
(06 iy = DDy
p+2 L k—1 | p+2 -
= k;)(_l) (l;)(_l) fio,...i...]}... 1p+2+l_%1( 1) AU 1p+2>
_ k+1 k+1
= Y. (-1 +fi0,...j...]}...,ip+2_ Y, (-1 +ﬂ0,...f...,§...,,-p+2
0<I<k<p+2 0<k<I<p+2
= 0.
Das liefert den Beweis. O

Definition 4.19. Wegen Lemma 4.18 sind die Faktorgruppen

ZP(U, F)
Hp(u,f) = m,

fiir p > 1, wohldefiniert. Wir setzen zudem HO(U,F) = Z°%(U,F) = F(T). Die

Gruppe HP (U, F) heifit p-te (Cech-)Kohomologie-Gruppe der Garbe F beziiglich
der Uberdeckung U.
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