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EINLEITUNG

Als ich im Jahre 2011 Diplomand war, teilte ich ein Biiro mit meinem Betreuer, einem damaligen Dok-
toranden der Arbeitsgruppe, in der ich meine Diplomarbeit schrieb. Mein Betreuer forschte auf dem
Gebiet der Quantenoptik. Eines Tages suchte ein uns fremder Doktorand einer ingenieurwissenschaftli-
chen Fakultit unserer Universitét unser Biiro auf und trat an meinen Betreuer mit einer fachlichen Frage
heran. Nachdem diese geklirt war, stellte er noch eine weitere und brisante Frage an meinen Betreuer.
Diese lautete: ,,Glaubst Du an die Existenz des Photons?*

Da diese Frage derartig gestellt eher einen metaphysischen, als einen physikalischen Charakter auf-
weist, ldsst sich heute wie damals iiber diese Frage nicht abschlieend eindeutig entscheiden. Es ist
jedoch eine Tatsache, dass sich die Grundannahme, das elektromagnetische Feld sei gequantelt, in vie-
len physikalischen Theorien als iiberaus erfolgreich erwiesen hat, um den Ausgang vieler Experimente
korrekt zu beschreiben. Dies begann von etwa 110 Jahren, als es Albert Einstein 1905 gelang mit Hilfe
seiner Licht-Quanten-Hypothese den lichtelektrischen Effekt zu erkliren' [2].

Es ist heute unbestritten, dass das Photon aus physikalischer Sicht existiert. Mehr noch: Das in
den letzten Dekaden seit Einsteins Hypothese gewachsene Verstindnis der mikroskopischen Natur des
Lichts und seiner Wechselwirkung mit Materie ging mit einem solchen technischen Fortschritt einher,
dass die deutsche Bundesregierung 2010 auf ihrer Homepage einen Artikel mit dem Titel ,,Optische
Technologien: Jahrhundert des Photons* [3] veroffentlichte.

Ein weiteres Feld der Physik, das insbesondere in den letzten zwei Dekaden einen enormen Auftrieb
erfahren hat, ist die Quanteninformationsverarbeitung [4]. Forscher, die auf diesem Gebiet arbeiten,
versuchen gezielt die Quanteneigenschaften mikroskopischer, physikalischer Systeme zu kontrollieren,
um so neuartige Verfahren der Informationsverarbeitung zu implementieren. Diese Verfahren lassen sich
nicht mit Hilfe physikalischer Systeme implementieren, deren ,,Funktionsweise” auch mit Hilfe eines
klassischen physikalischen Systems realisiert werden konnte. Die zu klassischen Bits korrespondie-
renden Basiseinheiten der Quanteninformationsverarbeitung sind die sogenannten Qubits [5]. Solche
Qubits sind physikalisch gesehen nichts anderes als quantenmechanische Zweiniveausysteme (2NS),
die allerdings auch mit Hilfe anderer quantenmechanischer Mehrniveausysteme realisiert werden kon-
nen [6].

Um in quanteninformationsverarbeitenden Systemen wie in einem klassischen Netzwerk verschie-
dene Netzwerkknoten zu verbinden, bietet sich das Photon als Transmitter an [7]. Ein Photon kann
zum Beispiel iiber eindimensionale (1D) Wellenleiter von einem Netzwerkknoten zum néchsten gefiihrt
werden, um dort die ,,Quanteninformationen” zum Beispiel in seine Polarisationszustinde kodiert ,,auf-
zunehmen™ beziehungsweise wieder an einen Netzwerkknoten ,,abzugeben’. Hierzu miissen allerdings
die grundlegenden Phinomene der Wechselwirkung von einzelnen Photonen mit anderen Quantensys-
temen in einer 1D Umgebung bekannt und verstanden sein.

nwieweit die Licht-Quanten-Hypothese verwertet werden muss, um den lichtelektrischen Effekt korrekt zu beschreiben,
wird in Referenz [1] diskutiert.



Einleitung

Die Wellenleiterquantenelektrodynamik (WQED) ist das Gebiet der Physik, das sich mit der Be-
schreibung des Transports von Photonen in Wellenleitern und der Wechselwirkung dieser Photonen mit
anderen, an den Wellenleiter gekoppelten, lokalen Quantensystemen beschiftigt. Somit ist der Erfolg
bei der Realisierung quanteninformationsverarbeitender Netzwerke unabdingbar mit dem Erfolg der
Grundlagenforschung auf dem Gebiet der WQED verkniipft.

In der vorliegenden Dissertation werden physikalische Phanomene in WQED Systemen bestehend
aus 1D Wellenleitern mit eingebetteten quantenmechanischen Mehrniveausystemen mittels hauptséch-
lich numerischer und teilweise analytischer Methoden theoretisch untersucht. Die Dissertation ist fol-
gendermalien gegliedert:

In Kapitel 1 prisentiere ich die Grundlagen der WQED, insoweit sie fiir das Verstidndnis der nachfol-
genden Kapitel vonnéten sind. Dabei beschreibe ich insbesondere die Modellierung der Kopplung des
quantisierten, elektromagnetischen Feldes im 1D Wellenleiter mit verschiedenen Arten von quanten-
mechanischen Mehrniveausystemen. In Kapitel 2 beschreibe ich, auf welche Weise ich das fiir die Stu-
dien in dieser Arbeit hauptsédchlich verwendete Programm zur Simulation zeitabhéngiger Phinomene
in WQED implementiert habe. Die Performanz des Programms wird anhand numerischer Experimente
getestet.

Von Ergebnissen der Untersuchungen zum Transport einzelner Photonen in 1D Wellenleitern mit
eingebetteten Dreiniveausystemen (3NS) handelt Kapitel 3. Dabei sind die Fille, in denen ein Ubergang
des 3NS von einem klassischen, elektromagnetischen Feld getrieben wird, von den ungetriebenen zu
unterscheiden. In dem Kapitel werden beide Situationen untersucht.

In Kapitel 4 zeige ich, wie der Formalismus der Schmidt-Zerlegung auf WQED Systeme anzuwenden
ist, um mit dessen Hilfe den Verschriankungsgrad zwischen einem quantenmechanischen Mehrniveau-
system und dem Licht in einem 1D Wellenleiter quantitativ zu bestimmen. Ich untersuche in diesem
Kapitel den Einfluss der Form eines Einzelphotonwellenpakets, das im Wellenleiter an einem 3NS ge-
streut wird, auf den Grad der bei dieser Streuung erzeugten Verschriankung zwischen 3NS und dem
Photon im Wellenleiter.

Kapitel 5 behandelt die Emissionsdynamik zweier 2NS, die an verschiedenen Orten in einen 1D
Wellenleiter eingebettet sind. Dazu stelle ich im Fall, dass zunéchst ein 2NS angeregt ist, den Fall
starker Kopplung zwischen 2NS und Wellenleiter dem Fall schwacher Kopplung gegeniiber. Auflerdem
untersuche ich Phinomene, die bei der kollektiven Emission der beiden 2NS insbesondere im Hinblick
auf die Eindimensionalitit des betrachteten Systems, auftreten.

Abschliefend fasse ich in Kapitel 6 die Ergebnisse aus den vorangegangenen Kapiteln dieser Disser-
tation zusammen. Ich beleuchte aulerdem in einem Ausblick Ansdtze zur Fortfiihrung der mit dieser
Arbeit auf dem Gebiet der WQED begonnenen Forschungsprojekte.
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KAPITEL 1

1 GRUNDLAGEN DER WELLENLEITER-
QUANTENELEKTRODYNAMIK

In diesem Kapitel prasentiere ich die Grundlagen der WQED, also der Quantentheorie der
elektromagnetischen Strahlung in eindimensionalen Wellenleitern in Wechselwirkung mit
einzelnen Mehrniveauquantensystemen. Hierzu gehe ich zunéchst von der klassischen Feld-
theorie der elektromagnetischen Strahlung in einem Dielektrikum aus, die ich kanonisch
quantisiere. Dann diskutiere ich einige Eigenschaften des quantisierten elektromagnetischen
Feldes und seiner Energieeigenzustinde.

Im nichsten Schritt modelliere ich die Wechselwirkung des elektromagnetischen Feldes
mit anderen Quantensystemen im Rahmen der Dipolkopplung und innerhalb der Drehwel-
lennidherung. Ich gehe auf die einfachsten quantenmechanischen Mehrniveausysteme, die
Zwei- und Dreiniveausysteme, ein und illustriere im letzten Abschnitt die quantenmecha-
nische Beschreibung eines eindimensionalen Wellenleiters.

1.1 Klassische Elektrodynamik dielektrischer Materialien auf
makroskopischen Raumskalen

1.1.1 Die Maxwell’'schen Gleichungen

Die Grundlage der klassische Elektrodynamik sind die Maxwell’schen Gleichungen. Zur Beschreibung
elektromagnetischer Felder auf rdumlich makroskopischer Skala in Abwesenheit freier Ladungen und
Strome lauten die Maxwell ‘schen Gleichungen [8]:

V. -D(r,t) =0, (1.1a)
V - B(r,t) =0, (1.1b)
V x E(r,t) = —0;B(r, t), (1.1c)
V x H(r,t) = +8,D(r,1). (1.1d)

Hierbei ist D(r, t) die dielektrische Verschiebungsdichte, B(r, ¢) die magnetische Flussdichte, E(r, t)
das elektrische und H(r, ¢) das magnetische Feld.



1 Grundlagen der Wellenleiterquantenelektrodynamik

Im Folgenden beschrinke ich mich auf verlustlose, nichtdispersive, lineare, nichtmagnetische und
isotrope Dielektrika. Somit sind die dielektrische Verschiebungsdichte D(r,¢) und die magnetische
Flussdichte B(r, t) iiber die Beziehungen

D(r,t) = goe(r)E(r, ), (1.2a)
1
H(r,t) = —B(r,t), (1.2b)
Ho
mit dem elektrischen Feld E(r,t) beziehungsweise dem magnetischen Feld H(r, t) verkniipft [9]. In
Gleichung (1.2) ist e(r) mit |e(r)| > 0 V r die rein reellwertige, relative dielektrische Funktion!, € die

Vakuumpermittivitit [11] und pg die Vakuumpermeabilitit [11]. Aus den Gleichungen (1.1c), (1.1d)
und (1.2) lassen sich Wellengleichungen fiir die Felder E(r,¢) und B(r, t) herleiten:

0B )+ V x | LXBED) (1.32)
pog(r)

182E ; VX(VXE(r,t))_O L3b

;(2) t (I‘, )+ E(I‘) - 9 ( . )

N

mit der Vakuumlichtgeschwindigkeit co = (gop0) 2 [11].
Analog zum Vorgehen in der Elektrostatik ist es iiblich, E(r,¢) und B(r,¢) in Abhingigkeit eines
skalaren Potentials ®(r, ¢) und eines Vektorpotential A (r, ¢) auszudriicken:
B(r,t) =V x A(r,t), (1.4a)
E(r,t) = -V&(r,t) — 0;A(r,t). (1.4b)
Die Definition von ®(r,¢) und A(r,t) in den Gleichung (1.4) bestimmt diese beiden Potentialfelder
nicht eindeutig, sondern enthilt Eichfreiheiten in der Wahl von A (r, ¢) und ®(r, t) . Ich wihle aufgrund
der Abwesenheit freier Ladungen eine auf verlustlose, nichtdispersive, lineare, nichtmagnetische und
isotrope Dielektrika verallgemeinerte Variante der Coulomb-Eichung [9]
V- (e(r)A(r,t)) =0, (1.5a)
d(r,t) =0. (1.5b)
Mit den Gleichungen (1.2), (1.4) und (1.5) werden die Maxwell’schen Gleichungen (1.1) reduziert auf

eine Bewegungsgleichung fiir das Vektorpotential

V x (V x A(r, 1))

2 _
c00f A(r,t) + 0 (1) =0 (1.6a)
& goe(r) A (r,t) + v (V: A1) =0. (1.6b)
0

"Ein rein reelles und zeitunabhiingiges e(r) # 1 verletzt die Kramers-Kronig-Relationen [8] und ist somit streng genommen
nicht kausal. Dies liegt daran, dass ich mich hier auf verlustlose und nichtdispersive Dielektrika beschriinkt habe, wobei
Verlustlosigkeit Im(e(r, ¢)) = 0 impliziert. Im Allgemeinen sind diese zwei Annahmen unphysikalisch. Allerdings wei-
sen manche in der experimentellen Optik oft verwendete Materialien, wie zum Beispiel BK7-Glas [10], in einem breiten
Wellenldngenbereich eine dielektrische Funktion mit nahezu konstantem Real- und nahezu verschwindenden Imaginérteil
auf. Wenn man sich auf diesen Wellenldngenbereich beschrinkt, sind diese Materialien kaum dispersiv und nahezu ver-
lustlos. Beim BK7-Glas ist dies fiir Wellenldngen von circa 370nm bis etwa 1500nm gegeben. In diesem Bereich gilt fiir
dieses Glas 1.5354 < Re(e) < 1.5013, wiihrend fiir den Imaginirteil Tm(e) = 107 gilt [10].



1.1 Klassische Elektrodynamik dielektrischer Materialien auf makroskopischen Raumskalen

Das Vektorpotential A (r, t) folgt also in der gewihlten Eichung formal derselben Bewegungsgleichung
wie das elektrische Feld in Gleichung (1.3b). Gleichzeitig ergibt sich durch die Anwendung der Ro-
tation V x auf Gleichung (1.6a) und mit Gleichung (1.4a) die Wellengleichung (1.3a) fiir B(r, t). Die
Umformung zu Gleichung (1.6b) habe ich vorgenommen, um im Folgenden die Hamiltonfunktion des
elektromagnetischen Feldes in ihrer konventionellen Form angeben konnen.

1.1.2 Die Langrangedichte und die Hamiltonfunktion des elekiromagnetischen
Feldes

Die Langrangedichte?

goe(r)

¥ = 5

1
|0, A(r, 1)]*— T Ar, 1), (1.7)

fiihrt mit Hilfe der komponentenweise auszuwertenden Euler-Lagrange-Gleichung [12]

0L 0L 0L
=z ; — 9, =0 (i=1,2,3), (1.8)
el 5, “ofoimir,n] Ol

auf die Bewegungsgleichung (1.6b). Das zur Feldkomponente A;(r,t) kanonisch konjugierte Feld
I1;(r, t) ergibt sich zu

0L = g0e(r)0¢As(r, t) (1.22)

Hi(r,t) = -7
(x,¢) d[0:A;(r,1)] (1.4b)(1.5b)

—Di(r,t). (1.9)

Die GroBe D;(r, t) ist hierbei die i-te Komponente der dielektrischen Verschiebungsdichte D(r, ¢) . Mit
den Gleichungen (1.7) und (1.9) lédsst sich nun mit Hilfe einer Legendretransformation die Hamilton-
funktion® des elektromagnetischen Feldes im Volumen V' des betrachteten Mediums angeben

Hen = /d37" Z IL;(r,t) 0 Ai(r,t) — L
v i=1,2,3
(1719 1/d3r ! ITL(r, 8)]* + L IV x A(r, 1) (1.10)
2 Jy goe(r) T 1o ’ ' '

1.1.3 Die Poissonklammern in der verallgemeinerten Coulomb-Eichung

Zur kanonischen Quantisierung der Feldtheorie benétige ich die Poissonklammern der kanonisch kon-
jugierten Felder A(r,t) und II(r,¢) [12]. Hierzu muss ich die Eichbedingungen (1.5) beriicksichtigen,

% Eine Lagrangedichte hingt im Allgemeinen von den zu beschreibenden Feldern, deren partiellen Zeitableitungen und
Gradienten ab [12]. In unserem Fall sind die zu beschreibenden Felder die drei Komponenten von A(r,t) . Zu Gunsten
der besseren Ubersicht werden die neun Argumente unserer Lagrangedichte hier und im Folgenden weggelassen.

3Fiir die Hamiltonfunktion Hgys gelten die gleichen funktionalen Abhiingigkeiten, wie fiir die Lagrangedichte .# (siche
FuBnote 2) mit Ausnahme der Feldgradienten, die durch die Integration iiber den R® wegfallen. Die Argumente von Hg
lasse ich auch hier zur besseren Ubersichtlichkeit weg.
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welche die Unabhéngigkeit der Komponenten von A (r, t) aufhebt. Demnach verschwindet die folgende
Poissonklammer:

0= {V~(a(r)A(r, t)),Hj(r/,t)} - S o <5(r){Ai(r,t),Hj(r',t)}> . (L1
i=1,2,3

An Gleichung (1.11) l&sst sich erkennen, dass
{AZ'(I‘7 t), Hj (I‘/7 t)} 7& 51J(5(3) <I‘ - I‘/> y

mit der dreidimensionalen d-Distribution §(*) (r -1 ) und dem Kroneckersymbol d;; . Stattdessen gilt
hier [9, 12]
(5@ (r - r’)
| ) o i\ _ 5O (p
{Al(r,t),l'[](r,t)} =(0) _5lij(r r) , (1.12)
3)

mit der transversalen §-Distribution 0] g (r -1 ) . Die Definition, sowie einige wichtige Eigenschaf-

ten dieser Distribution habe ich im Anhang A.1 aufgelistet. Mit Gleichung (1.12) wird die Giiltigkeit
von Gleichung (1.11) sichergestellt, da nach Gleichung (A.9)

> 0o (x =) =0. (1.13)

i=1,2,3

1.2 Quantisierung des elektromagnetischen Feldes

1.2.1 Die Kommutatorrelationen und der Hamiltonoperator Mgy des freien Feldes

Zum Ubergang zur bosonischen Quantenfeldtheorie im Heisenbergbild wende ich das Korrespondenz-
prinzip [13] an und ersetze konjugierte Felder durch Feldoperatoren und die Poissonklammer in Glei-
chung (1.12) durch den entsprechenden Kommutator*:

[Ai(r,t),ﬂj(r/,t)} - ihéjij(r — r’) , (1.14a)
[Ai(r,t),Aj(r',t)} - {ﬂi(rjt),ﬂj(r/,t)} ~0. (1.14b)

Der Hamiltonoperator des freien elektromagnetischen Feldes im betrachtetem Medium ergibt sich aus-
gedriickt durch die Feldoperatoren zu

= 110 1 3 1
H =" —[d
M 2/1/ " <505(r)

“Die Wahl der bosonischen Quantisierung des elektromagnetischen Feldes mag auf den ersten Blick willkiirlich erscheinen.
Die fermionische Quantisierung durch den Austausch der Poissonklammer aus Gleichung (1.12) durch den entsprechenden
Antikommutator fiihrt jedoch schon bei der Quantisierung des elektromagnetischen Feldes in Vakuum zur Verletzung
der Mikrokausalitit, siche zum Beispiel Referenz [12]. Daher wihle ich die bosonische Quantisierung, trotz der bereits
vorhandenen Defizite des hier vorgestellten Modells beziiglich Kausalitit, siehe Funote 1.

. 2 1 . 2
H(r,t)’ A xA(r,t)‘ ) . (1.15)
0
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1.2.2 Entwicklung der Feldoperatoren in Feldeigenmoden des
Hamiltonoperators Hgy,

In mit den Kreisfrequenzen w, assoziierten Feldeigenmoden f, (r) ausgedriickt lautet der Feldopera-

tor A(r, t)
A=Y/ Qsoz,,v (3, (08, () + &L (OE ) (1.16)

mit /2, dem reduzierten Planck’schen Wirkungsquantum [11]. Diese £, (r) miissen nach Gleichung (1.6a)
die Eigenwertgleichung

w?, _ 1
()

mit dem Eigenwert w?/ cg, sowie die Eichbedingung Gleichung (1.5a) [9, 14]

£, (r) V x (V xf,(r), (1.17)

2
€o

V- (e(r)f,(r)) =0, (1.18)

erfiillen. Somit sind die Komponenten dieser Eigenmoden nicht unabhingig voneinander, sondern es
gilt

Sl U] = St (r ) (1.19)

v

Die f, (r) sind unter der Wahl angemessener Randbedingungen® orthogonal beziiglich des Skalarpro-

duktes
1

= / d3re(r)f, (r) - £5(r) = 0, . (1.20)
Vv

Die Wellengleichung (1.6) ist invariant unter Zeitumkehr [15]. Diese Symmetrie manifestiert sich in
den Modenfunktionen f,, (r) dadurch, dass sich unter allen Modenfunktionen immer auch die komplex
Konjugierte einer bestimmten Modenfunktion finden lasst, das heif3t

f: - fI/,#l/' (121)

Weitere Eigenschaften der f, (r) ergeben sich aus der Entwicklung des Feldoperators B(r, t): Es gilt
nach Gleichung (1.4a)

. R h . A *
B(r,t) =V x A(r,t) = Z N ST (a,,(t) (V x £,(r)) + 4 (t) (V x fl,(r))> . (122
Der Operator B(r, t) erfiillt die Wellengleichung (1.3a), woraus sich zusammen mit Gleichung (1.22)

die Eigenwertgleichung
. f
f,(r) =V x (W”(r)) , (1.23)

DQI\D ‘ taw

e(r)

SGeeignete Randbedingungen sind zum Beispiel periodische Randbedingungen, unter denen das Volumen V dem der
Wigner-Seitz-Zelle entspricht, oder Dirichlet-Randbedingungen, unter denen die f, (r) auf dem Rand des betrachteten
Volumens verschwinden.
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mit dem zu dem aus Gleichung (1.17) identischen Eigenwert w? / cg ergibt, wobei die durch

f,(r) =V xf{,(r), (1.24)

definierten neuen Modenfunktionen mit der Einheit einer reziproken Lidnge behaftet sind. Die somit
dimensionsbehafteten Eigenfunktionen f,, (r) der Eigenwertgleichung (1.23) sind unter den gegebenen
Randbedingungen, siehe FuBinote 5, orthogonal beziiglich des Skalarproduktes

&
WZ%V v

ar £, (r) - £5(r) =6, . (1.25)

Die Herkunft des Skalierungsfaktors c3/w? zeige ich mit Hilfe des ersten Green’schen Satzes fiir
Vektorfelder [16] in Anhang A.2.
Fiir die Entwicklung des kanonisch konjugierten Feldoperators ergibt sich

Ti(r,t) = —ie(r) Y4/ h;‘fo (éy(t)fy (r) — ai(t)f;(r)) . (1.26)

Setzt man nun in den Hamiltonoperator aus Gleichung (1.15) die Entwicklungen der Feldoperatoren
aus den Gleichungen (1.22) und (1.26) ein und fiihrt die Volumenintegration in Gleichung (1.15) un-
ter Berticksichtigung der Gleichungen (1.20), (1.21) und (1.25) aus, so ergibt sich die diagonale Form

von HEM

fion =Y h‘; (8, (0aL(0) + 8} (03, (1)) - (127)

Aus den Gleichungen (1.14) und (1.16) sowie (1.19) und (1.26) folgt, dass fiir die Operatoren éi und
a, die bosonischen Vertauschungsrelationen

|:é“u (t)7 é‘l' (t)} = 51/1/’ s (1.28&)
[éy(t), A, (t)} - [a,t(t), al, (t)} ~0, (1.28b)
gelten. Diese Operatoren folgen aulerdem einer harmonischen Zeitentwicklung

a,(t) =e w4 (0), (1.29)

wie sich mit Hilfe der Heisenberg’schen Bewegungsgleichung [13] und den Gleichungen (1.27), (1.28a)
und (1.28b) zeigen lisst. Mit der Kommutatorrelation aus Gleichung (1.28a) ergibt Gleichung (1.27)

iy = S hw, (a,t(t)a,,(t) + ;) 25" o, (éj,(O)él,(O) + ;) . (1.30)

Der Hamiltonoperator Hp des freien elektromagnetischen Feldes ist also im Heisenbergbild zeitun-
abhéngig.
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1.3 Die Eigenzustinde von Iy, die Grundzustandsenergie, Vakuum-
und andere Quantenfluktuationen

1.3.1 Fockzustande

Der Hamiltonoperator Hgy aus Gleichung (1.27) ist aufgrund von Gleichung (1.29) weder explizit,
noch implizit zeitabhiingig. Ich betrachte in dieser Arbeit im Folgenden Operatoren und Zustidnde im
Schrédingerbild. Ausnahmen werden im Text an den entsprechenden Stellen explizit angegeben. Im
Schrodingerbild sind auch die Operatoren &) und 4, zeitunabhidngig. Die Dynamik eines quantenme-
chanischen Systems, beschrieben durch einen Hamiltonoperator H, im Zustand | ¥ (¢)) wird in diesem
Bild durch die Schrédingergleichung [13]

ihoy | (t)) = H|W(t)), (1.31)

bestimmt. Der Ansatz |¥(t)) = exp(—iEt/h) |E) iberfiihrt Gleichung (1.31) in eine Eigenwertglei-

chung fiir den Hamiltonoperator H
E|FE) =H|E), (1.32)

mit den mit H verkniipften stationdren Eigenzustinden |E') und Energiecigenwerten F .

Die Eigenzustinde von Hgyy sind samtliche Produktzustinde [n, ) aus Energieeigenzustinden {|n,) }
der einzelnen Feldmoden,

Henlny) = En, [0,), (1.33a)
wobei [n,) = |n1,ng,ng,...) = |n1) @ |n2) @ |n3) @ ..., (1.33b)

mit n,, € Ny und der Eigenenergie Enl,, wobei

En, =) En,, (1.34a)

v

hew,
mit 5 (a al +ala )\nl,> = Ep, |n,) . (1.34b)
Diese Zustdnde werden Fockzustinde genannt und sind beziiglich jeder Eigenmode orthonormiert
(1, mg,mg, 0, MY, M, ) = Ot Ot Oy o (1.35)

Die Operatoren a, und a), wirken folgendermaBen auf die Fockzustinde:

Ay ey My 1, My N1y o) = VN |y M1, — 1ynpg1, o) (1.36a)
ém..., N1y My Myt 1y o) = VN + Loy mp—1,m0 + Lnggg, 0) (1.36b)

Dlese Relationen folgen aus der bosonischen Algebra, Gleichungen (1.28a) und (1.28b), der Operatoren
al und a,. Mit Gleichung (1.34) ergibt sich fiir die Eigenenergien En,, und somit fiir das Spektrum

S (). 1

von HEM
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Die Operatoren é:r,(t) und 4, (t) sind nach den Gleichungen (1.36) und (1.37) die Erzeugungs- be-
ziehungsweise Vernichtungsoperatoren fiir elementare Anregungen des elektromagnetischen Feldes
- kurz: Photonen - in der entsprechenden Feldmode mit Subskript v und Kreisfrequenz w,,. Die Zahl n,,
entspricht der Anzahl der Photonen der Mode v in einem Fockzustand. Bemerkenswerterweise ver-
schwinden die Erwartungswerte des elektromagnetischen Feldes fiir Fockzustinde

(n,[E(r)[n,) = (n,|D(r)|n,) = (n,|B(r)|n,)
= (n,[H(r)|n,) =0 V |n,). (1.38)

1.3.2 Vakuumzustand und Vakuumfluktuationen

Die (n, + 1)-fache Anwendung von &, auf einen Zustand mit n,, Photonen in Mode v fiihrt auf den
Grundzustand dieser Mode. Der Grundzustand des elektromagnetischen Feldes ist wiederum der Pro-
duktzustand der Grundzustinde aller Feldmoden. In ihm sind keine Photonen enthalten. Aus Glei-
chung (1.37) lisst sich die Energie FEq dieses Grundzustandes von H gy €ntnehmen,

- hw,
E():Z 5 (1.39)

v

Der korrespondierende Zustand
|0) =10,0,0,...), (1.40)

wird auch als Vakuumzustand bezeichnet.

Da die Anzahl der Moden des elektromagnetischen Feldes in einem rdumlich beschrénkten aber
rdumlich kontinuierlichen Medium - kurz Kontinuum - unendlich ist, divergieren die Eigenenergien
En aus Gleichung (1.37) und somit im Speziellen auch die Eigenenergie FEq des Vakuumzustandes
aus Gleichung (1.39). Die Eigenenergie des Zustandes, der keine Photonen enthélt, verschwindet also
dementsprechend nicht. Dies ist eine direkte Folge der Kommutatorrelation Gleichung (1.28a), mit de-
ren Hilfe ich den Hamiltonoperator ﬁEM in Abschnitt 1.2.2 auf die Form aus Gleichung (1.30) gebracht
habe.

Der gleiche Mechanismus, der zu dieser Grundzustandsenergie fiihrt, ist auch die Ursache, dass die
Varianzen der elektromagnetischen Felder fiir den Vakuumzustand nicht verschwinden. So gilt zum
Beispiel fiir die dielektrische Verschiebungsdichte

(0/(AD(r))%|0) = <0\f)(r)|0>2—<0\f)(r>-15(r)|0>

(L9) 505 Zh (1.41)

(1.26)(1.38)

Alle héheren Kumulanten von D(r) beziiglich |0) verschwinden. Daher fluktuiert der Messwert der
Feldstirke des D(r)-Feldes im Vakuumzustand um den Wert null, gauBverteilt mit der ortsabhingigen
Varianz aus Gleichung (1.41). Diese Fluktuationen werden in der Literatur als Vakuumfluktuationen®

“Die Argumentation, dass die Vakuumfluktuationen aus den Kommutatorrelationen Gleichungen (1.28a) und (1.28b) folgen,
lasst sich auch umdrehen: Aus den Vakuumfluktuationen ldsst sich iiber die Unschirferelation der konjugierten Felder
in Gleichung (1.16) und Gleichung (1.26) eine obere Grenze fiir die Kommutatorrelationen Gleichung (1.14) und somit
letztendlich auch fiir die Kommutatoren in Gleichung (1.28a) und Gleichung (1.28b) bestimmen. Somit konnen die Vaku-
umfluktuationen auch als Ursache der Kommutatorrelationen und nicht als deren Wirkung gedeutet werden.
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bezeichnet [17] und sind die Quantenfluktuationen im Grundzustand eines Systems. Die Vakuumfluk-
tuationen gehen also aus dem intrinsisch-stochastischen Charakter der Quantentheorie hervor. Sie sind
fiir die Forschung interessant, da die Physik von Grundzustinden in der statistischen Mechanik mit der
Physik bei der Temperatur des absoluten Nullpunkts assoziiert wird, bei dem keine klassischen thermi-
schen Fluktuationen mehr auftreten. Physikalische Phinomene, die in diesem Kontext diskutiert wer-
den, sind zum Beispiel die Lamb-Verschiebung der Energien des Elektrons im Zentralpotential [18], das
Auftreten von Casimir- und Van-der-Waals-Kriften [17], sowie der Unruh-Effekt [17], aufgrund des-
sen sich ein beschleunigter Beobachter thermischer Strahlung ausgesetzt sieht, die ein dazu ruhender
Beobachter nicht registriert.

1.3.3 Normalgeordnete Produkte

In dieser Arbeit untersuche ich physikalische Vorginge, bei denen die Vakuumfluktuationen des freien
elektromagnetischen Feldes selbst keine Rolle spielen und bei deren mathematischer Beschreibung die
mit den Vakuumfluktuationen verkniipften Terme, wie zum Beispiel die divergierende Eigenenergie des
Vakuumzustandes EO aus Gleichung (1.39), nur Achsenabschnittsversetzungen darstellen. Um diese
Terme zu eliminieren, nutze ich das so genannte normalgeordnete Produkt. Wie in Gleichung (1.16) fiir
A(r,t) geschehen, Lisst sich ein Feldoperator ¢(r, ) im Heisenbergbild in einen Anteil positiver und
einen Anteil negativer Frequenz zerlegen

o(r,t) = oD (r,t) + ¢ (x,1), (1.42)

wobei im Falle von Gleichung (1.16) und generell im Falle des elektromagnetischen Feldes der posi-
tive Frequenzanteil nach Gleichung (1.29) &, (¢) und der negative Frequenzanteil o éj,(t) sind. Im
Schrodingerbild gelten beziiglich 4} und 4, dieselben Proportionalitidten, auch hier spricht man trotz
der Zeitunabhingigkeit der Operatoren von positiven und negativen Frequenzanteilen.

Hat man nun zwei bosonische Feldoperatoren (;AS und ¥, so ist das normalgeordnete Produkt dieser
Operatoren definiert durch

v = 6O 4 4O 1 O3 1 HHH) (1.43)

Auf diese Weise eliminiert man in allen Operatorgleichungen die mit den Vakuumfluktuationen asso-
ziierten Terme. Effekte, die mit allen iibrigen Quantenfluktuationen in Verbindung gebracht werden,
bleiben jedoch auch bei Theorien in normalgeordneter Darstellung erhalten.

1.3.4 Der Hamiltonoperator Hgy in normalgeordneter Form

Der Hamiltonoperator des elektromagnetischen Feldes aus Gleichung (1.27) ergibt sich in normalge-
ordneter Form zu

Hey =:Hpw: = Z huw, al4,, . (1.44)
v

Die Fockzustinde |n, ) bleiben von der Normalordnung unberiihrt, jedoch ergibt sich das Spektrum von
HEM zu

En, =Y hwyny, (1.45)
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Hem|n,) = En, ny) . (1.46)

An Gleichung (1.45) lésst sich ablesen, dass die Eigenenergie Eo des Vakuumzustandes |0) nun ver-
schwindet. Selbiges gilt ebenso fiir die normalgeordnete Varianz der elektrischen Verschiebungsdichte
beziiglich |0)

(0]: (AD(r))2:]0) = (0|D(r)|0)? — (0]: D(r) - D(r):]0) = 0. (1.47)

In den folgenden Abschnitten dieser Arbeit werde ich fiir den Hamiltonoperator des freien, elektromag-
netischen Feldes die normalgeordnete Version aus Gleichung (1.44) verwenden.

1.4 Die Wechselwirkung des elektromagnetischen Feldes mit anderen
Mehrniveauquantensystemen

1.4.1 Quantenmechanische Mehrniveausysteme

In diesem Abschnitt soll die Wechselwirkung des elektromagnetischen Feldes mit mit quantenmechani-
schen Mehrniveausystemen modelliert werden. Der Hamiltonoperator H 4 eines solchen Systems lautet
in seiner Eigenbasis

Ha =Y B0, (1.48)
l

mit den Eigenenergien F; und den Eigenzustinden |I). Ich fordere auBerdem, dass sich jedem Zu-
stand |I) eine wohldefinierte Paritéit zuordnen ldsst, H, also mit dem Parititsoperator vertauscht und
somit invariant gegeniiber Raumspiegelungen [13] ist.

Realistische Mehrniveausysteme mit den oben genannten Eigenschaften konnen sowohl natiirliche,
als auch kiinstliche Atome [19], zum Beispiel Quantenpunkte [20] oder supraleitende Atome [21] sein.
Auch Mehrelektronenatome oder mehrere Einzelelektronenatome lassen sich durch Gleichung (1.48)
beschreiben. Ohne diese Allgemeinheit zu beschneiden, beschriinken wir uns sprachlich auf den Begriff
Atom fiir alle im Folgenden behandelten Mehrniveausysteme.

1.4.2 Licht-Materie-Wechselwirkung

In den meisten optischen Systemen iibertrifft die Wellenléinge der elektromagnetischen Strahlung die
Ausdehnung der mit dieser Strahlung wechselwirkenden, atomaren Systeme um mehrere Groflenord-
nungen. Aus diesem Grund hat sich die Beschreibung der Wechselwirkung elektromagnetischer Strah-
lung mit einzelnen Atomen als eine Dipolwechselwirkung, in der das Atom als punktférmig angendhert
wird, als sehr erfolgreich erwiesen. Ich beschreibe daher auch in dieser Arbeit die Licht-Materie-
Kopplung als eine solche Wechselwirkung in der genannten Néaherung. Der Hamiltonoperator, der die-
sen Wechselwirkungsmechanismus beschreibt, lautet [22]

2 d-D
Him = B (xo) . (1.49)
0

10
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In dieser Gleichung ist lj(rg) der Operator der dielektrischen Verschiebungsdichte

A 1.9 2 126 1/8 *
D) 2 —11) ") 3 T (8, 0) 88 (1.50)

am Ort des Atoms ro und d ist der Dipoloperator, der die Dipolmomente der atomaren Ubergiinge
beschreibt. In der Basis des Atoms aus Gleichung (1.48) entwickelt lautet der Dipoloperator

d=) nar)w

LU

=D ()l + i)l ) - (151)
LU>l,
pFpy

Die Matrixelemente d;;» des Dipoloperators verschwinden fiir Zustéinde mit gleichen Parititen p;, da d
ein vektorieller Operator ist [23]. Mit den Gleichungen (1.50) und (1.51) ergibt sich Hyy; zu

1/6 *
Hi = —ie(ro )Y Dy QVO dyy - £, (r0) &, (1)) ('] — dur - £ (ro)| D)V ’a“rhc)

L'>tl, v
pﬁépﬂ

- ZZ(VW a, D] + WD (18], +he.) (1.52)
LU'>l, v
pﬁépl/

mit den Kopplungsstéirken

~ . hw, e

Vil = —ie(ro)y | =51 dw - £, (x0), (1.53)
= . vE "
W}, = +ie(rg) 2V0d”/ £ (xo) . (1.53b)

Die mit den Kopplungsstirken assoziierte Frequenz

W\
i h h ’

(1.54)

fixiert die Zeitskala, auf der Ubergangsprozesse zwischen den Zustéinden |I) und |I’) bei gleichzeitiger
Erzeugung oder Vernichtung eines Photons in Mode k ablaufen.
1.4.3 Ubergang von komplexen zu reellen Kopplungskonstanten

Die Kopplungskonstanten aus Gleichung (1.53) sind im Allgemeinen komplexwertig. Ist die Dimen-
sion d des gemeinsamen Hilbertraumes H = Hgn ® Ha, mit dem Hilbertraum der Zustidnde des elek-
tromagnetischen Feldes Hgy und des atomaren Systems H 4, endlich, so ldsst sich eine unitire Abbil-
dung ¢/ finden, unter der alle Kopplungskonstanten des transformierten Hamiltonoperators

Fiiag = U o (1.55)

11
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reellwertig sind, wihrend ﬁEM und H A unter der gleichen Transformation invariant bleiben. Die Erwar-
tungswerte (W(t)) eines beliebigen, linearen Operators W beziiglich eines Zustandes |¥(t)), dessen
Zeitentwicklung von Hiwm erzeugt wird, sind identisch zu den Erwartungswerten des transformierten

Operators W = U/'W { beziiglich eines entsprechend transformierten Zustandes |¥(t)) = Ut |¥(t)),
dessen Zeitentwicklung durch Hy y; erzeugt wird.

Wenn man Hyyy beziiglich der Produktbasis {|n,,[)} = {|n,) ® |I)} aus Fockzustinden |n,) und
atomaren Zustidnden |l) entwickelt, so ergibt sich

fiae =30 303 v (Vi = 1,0 UL+ Vi I, Uy = 1,0
LU>L v
Wi Iny, — 1,1 (g, 1 + Wi n, 1) {(n, — 1,5’\) @ [ lnw)(nul. (1.56)
VY Ny

Die korrespondierende Entwicklung von iy mit rein reellen Kopplungskonstanten Vi = |172l”,| und
llZ’ = ’M/lll/" lautet:

Hin =) ZZ\/@( it (|n,, — 1,0 {(ny, U + |n, U) (0, — 1,l|)

Lr>t v ny

YW, (|nl, — 1,0, 1] + [n, D) (ny, — 1,1/‘)) o [T 3 ) nul. (1.57)

ViFEr ny

Anhand der beiden Entwicklungen aus den Gleichungen (1.56) und (1.57) wird klar, dass die Kopp-
lungskonstanten in der Produktbasis der Eigenzustinde von Hgyr und Hp die Nebendiagonalelemente

von fILM beziehungsweise ﬁLM sind. Da ﬁEM und I:IA in dieser Basis diagonal sind und unter der
Transformation invariant bleiben sollen, darf / in dieser Basis also nur auf Nebendiagonalelemen-
te wirken. Im Anhang B zeige ich, dass unter den genannten Voraussetzungen die gesuchte unitire
Abbildung U existiert. Aus diesen Griinden beschriinke ich mich in dieser Arbeit beziiglich der Licht-
Materie-Wechselwirkung ausschlieBlich auf den Hamiltonoperator

fin = 3 50 (Vi (w001 + W0 05) + i (s, 00+ ) ) s

L'>l, v
Pﬁépz'

mit rein reellen Kopplungsstidrken V;; und Wpj,.

1.4.4 Drehwellennaherung

Ein Nidherungsverfahren, das den Umfang des an der Licht-Materie-Wechselwirkung beteiligten An-
teil des atomaren Hilbertraumes stark reduziert, ist die so genannte Drehwellenniiherung (engl. ro-
tating wave approximation (RWA)) [24]. Um die RWA einzufiihren, ist es niitzlich den Hamiltonop-
erator H = ﬂEM +H A+ ﬂLM in das Wechselwirkungsbild [13] zu transformieren. In diesem Fall re-
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1.4 Die Wechselwirkung des elektromagnetischen Feldes mit anderen Mehrniveauquantensystemen

prasentiert Hyy den Wechselwirkungsterm, dessen transformierte Version

I:IEVI\XV = —H(HEM—%HA)*I:I ( EM+HA>
(1.44) Ei= By —hoy | T e NI
Y (U n {1
(148)(158) 1l ( a, (U] +e” ISXUENS
Pﬁépl/
.Ej—E; +hwy ) +hwy
+ W <e“”ﬁt ol ><l|+e+lltll><l’!éi> : (1.59)

die Zeitentwicklung der Zustidnde im Wechselwirkungsbild bestimmt.
Ich nehme im Folgenden ohne Beschrinkung der Allgemeinheit an, dass E; > Ej. Die RWA stiitzt
sich nun auf die Annahme, dass nur resonante und anndhernd resonante Terme in Gleichung (1.59) mit

El — El’ ~ Wy . (160)

physikalisch relevant sind. Fiir diese resonanten und nahezu resonanten Terme verschwinden die Expo-
nenten in den Exponentialfunktionen in Gleichung (1.59) ndherungsweise. Dies konnen ausschlieBlich
Terme o< V}j, sein. Die Exponenten in den verbleibenden Termen inklusive aller Terme oc W}, den so
genannten gegenliufig rotierenden Termen, bleiben in jedem Fall endlich’.

Da die Frequenz €}, aus Gleichung (1.54) die fiir den entsprechenden Prozess fundamentale Zeitska-
la festlegt, wiirden sich somit sowohl die gegenldufig rotierenden, als auch die nicht resonanten Terme
auf dieser Zeitskala herausmitteln, sofern diese Terme mit einer deutlich htheren Frequenz oszillieren,
also

\E; — Ep + hw, |
h

> Q) , fiir alle nichtresonanten (—) oder gegenldufig (+) rotierenden Terme. (1.61)

In diesem Fall kann man diese Terme in Gleichung (1.59) und somit auch in Gleichung (1.58) ver-
nachldssigen. Dies ist nicht moglich, wenn der Betrag der Kopplungsstirke |V};/| und damit auch die
Frequenz (2}, in der gleichen GroBenordnung wie die Kreisfrequenzen der nicht resonanten bezie-
hungsweise gegenldufig rotierenden Terme liegen. Dann sind auch diese Terme fiir die Dynamik eines
Systems relevant, man spricht in diesem Fall von ultrastarker Kopplung [25].

Bei den Systemen, die ich in dieser Arbeit betrachte, kann davon ausgegangen werden, dass die
atomaren Ubergiinge nicht ultrastark an das elektromagnetische Feld koppeln und auBerdem Uberginge
zwischen entarteten atomaren Zustdnden nicht dipolerlaubt sind. Somit ergibt sich der Hamiltonopera-
tor ﬂLM im Rahmen der RWA zu

o= > S Vi (&, 001+ )wal) - (1.62)

L'>r, v
DiFEDY
El _El’ Wy

"Eine Ausnahme bildet hier der Fall, wenn zwei Eigenenergien E; und E}, eines atomaren Ubergangs entartet wiren. Fiir
diesen Ubergang hitten alle vier Exponenten in Gleichung (1.59) den Wert +icw, t und somit wiirden im Resonanzfall auch
die Exponenten in den Termen < W};, verschwinden. In diesem Fall gibe es also keine gegenldufig rotierenden Terme.
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1 Grundlagen der Wellenleiterquantenelektrodynamik

Dieser Hamiltonoperator weist eine Besonderheit auf: Photonen werden nur erzeugt, wenn das Atom
von einem energetisch hoherem zu einem energetisch niedriger liegenden Eigenzustand |!) iibergeht.
Umgekehrt werden Photonen nur dann vernichtet, wenn das Atom von einem energetisch niedrigeren
in einen energetisch hoheren Eigenzustand wechselt. Prozesse der erstgenannten Art sind Emissions-
prozesse, bei denen das Atom ein Photon emittiert. Prozesse der zweiten Art sind Absorptionsprozesse,
ein Photon wird absorbiert. Diese Klassifizierung ist nur im Rahmen der RWA méglich und auch nur,
wenn, wie angenommen, sowohl die entsprechende atomare Ubergangsenergie, als auch die Energie
des beteiligten Photons nicht verschwinden, vergleiche Fufinote 7.

1.4.5 Zweiniveausysteme und Anregungszahl

Das wohl einfachste quantenmechanische Mehrniveausystem, in dem sich nichttriviale Dynamiken be-
obachten lassen, ist ein 2NS. Ein 2NS ist ein geeignetes Modell fiir ein physikalisches Atom, wenn
alle bis auf einen der atomaren Ubergiinge entweder nicht dipolerlaubt oder energetisch zur mit dem
Atom wechselwirkenden elektromagnetischen Strahlung stark verstimmt sind. Im letzteren Fall diirfen
die nicht-resonanten atomaren Uberginge nicht ultrastark an die Strahlung gekoppelt sein, vergleiche
Abschnitt 1.4.4.

Seien der Grundzustand eines nichtentarteten 2NS ||) und der angeregte Zustand |1). Ist die Uber-
gangsenergie zwischen diesen Zustéinden E4 | und gelte ohne Beschrinkung der Allgemeinheit fiir die
Eigenenergie des Grundzustandes £| = 0, so lautet der atomare Hamiltonoperator

Ha = Eq (] (1.63)
Im Rahmen der RWA lautet der Hamiltonoperator der Licht-Materie-Wechselwirkung
fia = 3 Vo (1000 + Wt al) (1.64)
12

mit der Abkiirzung V,, = VT’i

Es ist zweckmifig und zu den Gleichung (1.63) und (1.64) physikalisch dquivalent ein 2NS auch mit
Hilfe von Paulimatrizen 6, = [1)(1] — [{){}], 67 = |1)(l| und 6= = |{) (1| zu beschreiben [24]. Die
Hamiltonoperatoren lauten dann

. E
f, = TNU (1.65)
und R
i =SV, (a,,&+ + A*a,t) . (1.66)

Mit ﬁEM aus Gleichung (1.44) bilden die Hamiltonoperatoren aus den Gleichungen (1.65) und (1.66)
die vielmodige Version des beriihmten Jaynes-Cummings-Modells (JCM) [24]. Wie beim gewohnlichen
JCM separiert auch der Hilbertraum des hier vorgestellten vielmodigem JCM in Unterrdume konstanter
Anregungszahlen C. Der entsprechende Anregungszahloperator

C=> ala, + M (1.67a)

=Y ala, g (64 1) | (167b)
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a) """"""" ’ 2> 4 \ """"""
E21 ‘/1]/‘. V3V E21 C) ‘3>

--4{ 1>— B E21

______________ < 0
b) 13) - 2)—
4 ) v
1) N : . Es L.

El 2 VlV ‘/?,V E12 L { 1 > 4

______________ ). N S

Abbildung 1.1: Parititsbehaftete 3NS bestehend aus drei Zustinden |1), |2) und |3) . Die Pfeile
symbolisieren die dipolerlaubten Ubergiinge, die mit den Kopplungsstirken %
mit | € {1,3} an das elektromagnetische Kontinuum gekoppelt sind. a) Ein
A-System mit Ubergangsenergien Eo1 beziehungsweise Eo1 + & . b) Ein V-System
mit Ubergangsenergien E15 beziehungsweise E12 + 6. ¢) Ein Z-System mit den
gleichen Ubergangsenergien wie in a).

kommutiert mit dem Hamiltonoperator des vielmodigem JCM, so dass
A(C() =0V, (1.68)

fiir jeden beliebigen Zustand im vielmodigem JCM gilt. Die GroBe des zu betrachtenden Hilbertrau-
mes ist somit bei endlicher Anzahl photonischer Moden v selbst endlich und lésst sich daher im Falle
niedriger Anregungszahlen auf den ebenso endlichen Speicher eines modernen Arbeitsplatzrechners
abbilden. Diese Eigenschaft ist bei der numerischen Behandlung solcher Systeme sehr hilfreich.

Eine Voraussetzung fiir diesen Separationsmechanismus ist die Anwendung der RWA. Gleichzei-
tig muss aber auch die Struktur der dipolerlaubten Ubergiinge im Termschema des atomaren Systems
besondere Bedingungen erfiillen. Dies diskutiere ich in Abschnitt 2.3.

1.4.6 Dreiniveausysteme

Die nach den 2NS néchstprimitiven Mehrniveausysteme sind die 3NS. Wie im Abschnitt 1.4.2 beschrie-
ben, sind Dipoliiberginge in paritdtsbehafteten Mehrniveausystemen nur zwischen Zustinden unter-
schiedlicher Paritit erlaubt. Somit sind in einem solchen 3NS entweder kein Ubergang oder genau
zwei Ubergiinge dipolerlaubt. Es ergeben sich drei mogliche Anordnungen fiir die Termschemata pa-
ritdatsbehafteter 3NS, die in Abbildung 1.1 abgebildet sind.
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1 Grundlagen der Wellenleiterquantenelektrodynamik

Das A-System

Abbildung 1.1a) zeigt ein A-System. Ein solches 3NS besteht aus zwei Zustidnden, hier |1) und |3),
von denen jeweils die Uberginge zu einem energetisch hoher liegendem Zustand, hier |2), dipolerlaubt
sind. Das Termschema dieses Systems gleicht somit einer - bisweilen unsymmetrischen - Variante des
Buchstaben A. Entsprechend Abbildung 1.1a) lautet der atomare Hamiltonoperator

Hy = E|1)(1] + (E1 + Ea1) [2)(2] + (E1 — 6) |3)(3] . (1.69)

Der Parameter § bestimmt hier und auch bei den weiter unten vorgestellten paritdtsbehafteten 3NS die
Verstimmung der beiden dipolerlaubten Ubergiinge zueinander. Der Hamiltonoperator der Wechselwir-
kung des A-Systems mit dem elektromagnetischen Feld lautet nach Abbildung 1.1a)

fae = Y0 YW (& 02)0 + (2lal) (1.70)

=13 v

mit V¥ = V. Der Anregungszahloperator C lautet in diesem Fall

C=> ala, +2)(2. (1.71)
Das V-System

Sind die dipolerlaubten Ubergiinge V-férmig angeordnet, das heiBt, gibt es einen Grundzustand, von
dem Dipoliibergéinge zu zwei energetisch hoher liegenden Zustinden erlaubt sind, spricht man von
einem V-System. Ein solches 3NS ist in Abbildung 1.1b) mit dem Grundzustand |2) und zwei weiteren
Zustdnden |1) und |3) dargestellt. Sein atomarer Hamiltonoperator schreibt sich

Ha = (B2 + Ei2) [1)(1] + E2|2)(2| + (B2 + E1a +6) 3)(3] . (1.72)

Der Wechselwirkungshamiltonoperator lautet in diesem Fall

fua = Y0 DoV (062 + 12)(11a) - (1.73)

=13 v

Der Operator ¢ ergibt sich zu
C=> ala, + 1)1 +3)(3]. (1.74)

Das =-System

Die letzte Variante paritdtsbehafteter 3NS ist das in Abbildung 1.1c) gezeigte, so genannte =-System,
bei dem die Zustinde im Termschema =-formig angeordnet sind. Dieses 3NS hat einen Grundzu-
stand |1) von dem der Ubergang zu einem energetisch hoheren Zustand |2) dipolerlaubt ist. Dieser
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3)

— Yy

Abbildung 1.2: Ein A-System. Die Pfeile symbolisieren, dass in diesem System alle Ubergiinge
zwischen den drei Zustinden |1), |2) und |3) dipolerlaubt sind.

Zustand kann wiederum in einen energetisch noch hoher liegenden Zustand |3) dipolerlaubt iibergehen.
Die Hamiltonoperatoren Hy und Hy im Falle des =-System lauten

Ha = E1|1)(1] + (B1 + E21) [2)(2] + (By + 2B + 6) [3)(3], (1.75)

fia = (Vf’ (8,211 + [1)421a} ) + vt (81321 + |2><3a,t)) : (1.76)
12
mit V¥ = V5 und V3’ = V5, . R
Auch im Falle des Z-System lésst sich ein Anregungszahloperator C definieren

C=> ala, +[2)(2/ +23)(3|. (1.77)

Dieser Anregungszahloperator hat eine interessante Struktur: Der atomare Unterraum vom Zustand |3)
tréigt mit seiner Besetzung (|3)(3|) < 1 doppelt zur Gesamtanregungszahl (C) bei. Dies liegt daran,
dass ein E-System im Zustand |3) nur iiber die Emission von zwei Photonen in seinen Grundzustand
|1) tibergehen kann. Der Zustand |{n, },l) = |0,3) = |0) ® |3), bei dem sich das elektromagnetische
Kontinuum im Vakuumzustand |0) befindet, triigt also zwei Anregungen (0, 3|C|0,3) = 2. Die Kon-
sequenz hiervon ist, dass der Zustand |3) im Unterraum einer Anregung, (C) = 1, nicht besetzt sein
kann. Das =-System ist in diesem Fall also iquivalent zu einem 2NS mit Ubergangsenergie E5; und

den Kopplungsstirken V" .

Das A-System

Wenn die Inversionssymmetrie des Hamiltonoperators eines Mehrniveausystems gebrochen ist, lassen
sich seinen Eigenzustinden keine wohldefinierten Parititen zuordnen. Dies hat zur Folge, dass Matrix-
elemente des Dipoloperators d aus Gleichung (1.51) nicht mehr parititsbedingt verschwinden miissen.
Solche parititsfreien Mehrniveausysteme lassen sich zum Beispiel mit Hilfe kiinstlicher supraleiten-
der Atome realisieren, bei denen die Inversionssymmetrie durch ein angelegtes Magnetfeld gebrochen
wird [21]. Im Kontext von 3NS bedeutet dies, dass Ubergiinge zwischen allen drei Zustiinden dipoler-
laubt sind.
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1 Grundlagen der Wellenleiterquantenelektrodynamik

Ein 3NS, auf welches dies zutrifft, ist in Abbildung 1.2 abgebildet. Es wird als A-System bezeichnet,
da sein Termschema dem Buchstaben A dhnelt. Diese Topologie des Termschemas hat besondere Aus-
wirkungen: Es ldsst sich kein Anregungszahloperator C finden, fiir den d; <é (t)) verschwindet und somit
die Anregungszahl C erhalten ist. Da ich jedoch bei den im Zuge dieser Arbeit genutzten numerischen
Verfahren auf die Erhaltung von (é) angewiesen bin, behandle ich Mehrniveausysteme, fiir die kein
Anregungszahloperator C existiert, in dieser Arbeit nicht.

1.5 Modellierung eindimensionaler Kontinua

1.5.1 Photonische Kristalle

Bisher habe ich weder Aussagen iiber die Bedeutung des Modenindex v, noch welche iiber das Spek-
trum w, des elektromagnetischen Kontinuums Gleichung (1.44) getroffen. Das Spektrum w,, bestimmt
die physikalischen Eigenschaften des Kontinuums und wird iiber die Eigenwertgleichungen (1.17) be-
ziehungsweise (1.23) und somit letztendlich durch die dielektrische Funktion £(r) und durch die Rand-
bedingungen an die Modenfunktionen f, (r) festgelegt. Es scheint mir zweckmiBig, dass ich mich zur
Beschreibung eines 1D Wellenleiters an der Beschreibung einer Klasse spezieller dielektrischer Struk-
turen, den photonischen Kristallen, orientiere.
Photonische Kristalle sind dielektrische Festkorper mit periodischer dielektrischer Funktion [26]

e(r)=e(r+R). (1.78)

Hierbei ist R ein beliebiger Gittervektor des der Periodizitidt zugrunde liegenden Bravaisgitters. Nach
dem Blochtheorem [27] konnen die Losungen der Eigenwertgleichung (1.17) unter Beriicksichtigung
von Gleichung (1.78) geschrieben werden als

f£,(r) =1, (r) = u(r)e®™, mit u,(r) =uu(r+R). (1.79)

n

Die Funktion u,(r) weist die Periodizitit der zugrundeliegenden dielektrischen Funktion e(r) aus
Gleichung (1.78) auf. Der urspriingliche Modenindex v ist nun ein Multiindex, dem ein Bandindex n
und ein Wellenvektor k zugeordnet wird. Der Bandindex n resultiert daraus, dass der Wellenvektor k
im reziproken Raum auf die erste Brillouinzone [27] beschrinkt werden kann. Blochperiodische Mo-
den, das heifit Moden wie die f , (r) in Gleichung (1.79), die aus dem Produkt einer gitterperiodischen
Funktion mit einer ebenen Welle bestehen, werden als Blochmoden bezeichnet.

Entsprechend Abbildung 1.3 wird ein photonischer Kristall, der in alle drei Raumrichtungen peri-
odisch ist, als dreidimensionaler (3D) photonischer Kristall bezeichnet. Photonische Kristalle, die in
zwei Richtungen beziehungsweise einer Richtung periodisch und in einer Richtung beziehungsweise
zwei Richtungen translationsinvariant sind, werden entsprechend zweidimensionale (2D) oder 1D pho-
tonische Kristalle genannt. Das Spektrum w,,x eines photonischen Kristalls unendlicher Ausdehnung ist
eine kontinuierliche Funktion von k innerhalb der ersten Brillouinzone und wird als Dispersionsrelation
oder auch Bandstruktur [26] des photonischen Kristalls bezeichnet. Aufgrund von Bragg-Reflexionen
und dhnlicher Mechanismen [26] kann es vorkommen, dass ein photonischer Kristall abhéngig von der
Richtung der Lichtpropagation eine sogenannte Bandliicke [26] aufweist. Damit ist ein Frequenzbereich
gemeint, in den kein Band der Dispersionsrelation hineinreicht. Keine elektromagnetische Welle mit ei-
ner Frequenz aus der Bandliicke kann in diesem Fall in die entsprechende Richtung propagieren. Gilt
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c)

Abbildung 1.3: Beispiele einfacher photonischer Kristalle. Die Bilder zeigen einen a) 1D, b) 2D
und c) 3D photonischen Kristall. Die blauen und weillen Bereiche stellen Materiali-
en mit unterschiedlichen Dielektrizitéitskonstanten dar. Die Abbildung ist angelehnt
an eine Abbildung aus Referenz [26].

dies in einem bestimmten Frequenzbereich fiir alle periodischen Raumrichtungen eines d-dimensiona-
len photonischen Kristalls, spricht man von einer vollstandigen dD Bandliicke.

1.5.2 Dispersionsrelationen eindimensionaler Wellenleiter

Abbildung 1.4 zeigt exemplarisch die Dispersionsrelation von zwei Bindern fiir H-polarisiertes Licht®
eines 1D Wellenleiters, realisiert als Liniendefekt in einem 2D photonischen Kristall mit vollstindiger
2D Bandliicke. Diese beiden Wellenleiterbinder bilden sich als Defektbcinder entlang des Liniendefekts
im Frequenzbereich der Bandliicke des reinen 2D photonischen Kristalls aus. Der Verlauf der Kurven
in Abbildung 1.4 weist viele Eigenschaften einer generischen Dispersionsrelation auf: Sie verlaufen
nichtlinear, weisen abschnittsweise jedoch lineare Verldufe auf und sind nach oben und unten durch
Bandkanten beschrinkt. Letzteres kann allerdings nur in periodischen Systemen auftreten.

Realistische Wellenleiter in einem physikalischen Labor sind von endlicher Ausdehnung. Daher sind
deren Eigenmoden abzéhlbar. In einem Band der Dispersionsrelation eines realistischen Wellenleiters
ist die Anzahl der Moden innerhalb der ersten Brillouinzone somit endlich.

1.5.3 Quantenmechanische Beschreibung eines eindimensionalen Wellenleiters im
Ortsraum

Im Folgenden beschrinke ich mich der Einfachheit halber auf die Beschreibung eines einzelnen Wel-
lenleiterbandes. Motiviert durch die Erkenntnisse aus Abschnitt 1.5.1 lautet der Hamiltonoperator eines
solchen Wellenleiters

kn

2 (1.44) AT A

HEM = E wkazak_, (180)
k=k1

mit der einbandigen Wellenleiterdispersionsrelation wy, und N, der Anzahl der Moden des Bandes
innerhalb der ersten Brillouinzone. Die Kreiswellenzahlen dieser Moden sind bezeichnet mit k1 bis kp .

Mit Hilfe einer Gitterfouriertransformation ist es moglich ﬂEM, H A und ICILM in der sogenannten
Wannierbasis [30], der Basis rdumlich lokalisierter Feldzustinde - kurz: im Ortsraum - auszudriicken.

8Bei H-polarisiertem Licht hat der magnetische Feldvektor H(r, ) zu allen Zeiten nur Komponenten entlang der transla-
tionsinvarianten Richtung eines zweidimensionalen Systems.
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Abbildung 1.4: Dispersionsrelation fiir H-polarisiertes® Licht in einem 1D Wellenleiter auf Ba-
sis eines zweidimensionalen photonischen Kristalls. In dem Kristall aus Silizium
(esi =~ 12) sind Luftporen in einem hexagonalen Gitter angeordnet. Diese Konfi-
guration weist eine vollstindige 2D photonische Bandliicke auf. Eine Reihe der
Luftporen, hier rot markiert, ist mit einem Niedrigindexpolymer (ep, = 2.89) auf-
getiillt. Entlang dieser Reihe bilden sich in der 2D Bandliicke zwei 1D Bénder aus.
Der graue Bereich der Bandstruktur markiert die Kontinua der Bénder des Kristalls
auBerhalb der Bandliicke. Adaptiert aus [28-30].

Der Vernichtungsoperator a,, zerlegt sich in

1 &
a, = 7% Z e h@—ae)y (1.81)

r=x1

mit él, dem Vernichter einer photonischen Anregung im um den Ort z stark lokalisierten Wannierzu-

stand. Die N Gitterpunkte des Ortsraumgitters sind bezeichnet mit x; bis x, der Ort z ¢ ist der Refe-
renzpunkt der Gitterfouriertransformation. Auch fiir die Operatoren é;rc und &, gelten die bosonischen
Vertauschungsrelationen, was sich direkt durch Einsetzen von Gleichung (1.81) in Gleichung (1.28) er-
gibt. Die Wannierbasis bilden die Fockzustéinde im Ortsraum,

[Ty s Mg s Mgy o) = [Mzy) @ [Ny) @ Mg ) oo

die beziiglich é}: und a, alle Eigenschaften der Fockzustinde im Impulsraum (k-Raum) beziiglich éL
und &, aufweisen, vergleiche Abschnitt 1.3.1.

Durch Einsetzen von Gleichung (1.81) in Gleichung (1.80) erhélt man den Hamiltonoperator des
Wellenleiters im Ortsraum

TN
Hen= Y Jowrdlhy, (1.82)

r,x'=x1
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mit dem Hiipfintegral

1 &N
o ik(z—1z")
i — ~ kEk hwp.e . (1.83)
—k;

Es ergibt sich fiir den Hamiltonoperator der Licht-Materie-Wechselwirkung Hi im Ortsraum durch
Einsetzen von Gleichung (1.81) in Gleichung (1.62)

IV Z (Vitaa | ('] + Vim0 lal ) (1.84)

LI'>1, x=z1
Pﬁépl/
E—E;=~wy

z — Ve k@=aren) (1.85)
] \Fz w

Entsprechend Abschnitt 1.4.3 ldsst sich ein transformierter Hamiltonoperator

A= S Zw( D+ ) al) (1.86)

LU'>1, x=x1
PFPy
Elel/%wk
finden, dessen Kopplungsstirken V}j; = |Vl;’i\ auch im Ortsraum rein reell sind.

1.5.4 Ein eindimensionaler Wellenleiter mit Nachste-Nachbar-Wechselwirkung
Setzt man fiir die Hiipfintegrale .J,,» aus Gleichung (1.83)
Jpzr = Aoy + J((S(oc—i-a):c’ + 5(96’4-04)90) , (1.87)

mit der Gitterkonstanten des Wellenleiters «, der Gitterplatzenergie wg und dem Hiipfparameter J, ein,
so ergibt sich der Hamiltonoperator des Wellenleiters zu

TN-1
gy = Z hwodld, + 7 Y ( ala,, ., +al,,a I) (1.88)
T=T1 T=x1

Der Term o wy in Gleichung (1.88) charakterisiert die Energie einer photonischen Anregung am Ort
x, wihrend die Terme o< J eine Nachste-Nachbar-Wechselwirkung (NNWW), also die Kopplung nur
direkt benachbarter Ortsraummoden, beschreiben. Daraus ergibt sich durch die Umkehr der Gitterfou-
riertransformation aus Gleichung (1.81) fiir das Eigenspektrum von Hew, beziehungsweise fiir die Dis-
persionsrelation wy, eines Wellenleiters mit NNWW,

2J
W = wo + - cos(ka) . (1.89)
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wo + 2|J|h71 r

Bandkanten

wo

Wk

wo — 2|J|h_1

k[1/al

Abbildung 1.5: Cosinusférmige Dispersionsrelation nach Gleichung (1.89) fiir J < 0. Der lineare
Bereich ist rot markiert, die Bandkanten liegen in den griin markierten Regionen.
Im grauen Frequenzbereich, also auB3erhalb des Bandes, ist keine Lichtpropagation
moglich.

Diese cosinusformige Dispersionsrelation ist fiir einen rechtshiindigen® Wellenleiter, also fiir J < 0,
in Abbildung 1.5 gezeigt. Sie weist sowohl einen linearen Bereich, als auch Bandkanten auf. Die Dis-
persionsrelation zeigt somit die Eigenschaften einer generischen Dispersionsrelation, wie ich sie in
Abschnitt 1.5.2 beschrieben habe. Physikalisch realisiert werden kann ein Wellenleiter mit cosinusfor-
miger Dispersionsrelation auf Basis gekoppelter Resonatoren, siehe zum Beispiel [32-34].

Die Matrixdarstellung von Hpy aus Gleichung (1.88) ist in der Wannierbasis diinnbesetzt. Dies fiihrt
zu Vorteilen bei der numerischen Behandlung dieses Modells mit speziellen, im Falle diinnbesetzter
Matrizen sehr performanten numerischen Verfahren, siehe Abschnitt 2.2.2.

°In einem rechtshindigen Wellenleiter gilt
sgn(k) = sgn(Orwr)

mit der Vorzeichenfunktion sgn(z). Die Phasengeschwindigkeit vpn = wi/k und die Gruppengeschwindigkeit
Vgr = Orwy, haben also die gleichen Vorzeichen [31].
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KAPITEL 2

2 GRUNDLAGEN ZUR NUMERISCHEN
SIMULATION ZEITABHANGIGER
PROZESSE IN DER WELLENLEITER-
QUANTENELEKTRODYNAMIK

In diesem Kapitel beschreibe ich, wie ich das den Untersuchungen in dieser Arbeit zugrunde
liegende Programm zur Zeitentwicklung reiner Quantenzustinde in WQED Systemen imple-
mentiert habe. Hierzu gehe ich zunéchst auf die physikalischen Grundlagen der Zeitentwick-
lung von Zustinden im Schrodingerbild ein. Dann erlautere ich die Grundlagen zur numeri-
schen Niherung von Produkten von Matrixexponentialen mit Vektoren auf Basis so genannter
Krylov-Unterraum- Verfahren. Diese Gruppe von Verfahren eignet sich allgemein fiir die nu-
merische Niherung linearer Abbildungen, bei denen die Abbildung als eine Funktion einer
endlichdimensionalen, quadratischen und diinnbesetzten Matrix beschrieben werden kann.
Das Produkt des Matrixexponentials einer solchen diinnbesetzten Matrix mit einem Vektor
ist ein Beispiel einer solchen linearen Abbildung.

Im néchsten Schritt zeige ich, wie sich die Zeitentwicklung von Zustinden in vielen WQED
Systemen numerisch mit Hilfe des beschriebenen Krylov-Unterraum- Verfahrens berechnen
lasst und welchen Beschrinkungen dieses Verfahren unterliegt. Zum Schluss gehe ich auf
numerische Experimente ein, die ich zum Test seiner Performanz mit dem von mir geschrie-
benen Programm durchgefiihrt habe.

2.1 Zeitentwicklung im Schrodingerbild

Die Dynamik eines quantenmechanischen Systems, beschrieben durch einen Hamiltonoperator H, im
Zustand | ¥ (to)) wird im Schrodingerbild! durch die Schrodingergleichung [13]

ihoy| W (1)) = H|W (1)), @.1)

'Siehe Abschnitt 1.3.1
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bestimmt, welche formal durch
[W(t)) = Ut t0)|¥(to)) 2.2)

gelost wird. Hierbei ist fJ(t, to) ein Zeitentwicklungsoperator, der ebenso die Schrddingergleichung
erfiillt [13]. Da H hermitesch ist, ist der Zeitentwicklungsoperator U(t, ty) unitér, das heif3t

Ut to) = Ul(t,tg) < Ut t0)Ut, 1) = 1. (2.3)

Daraus folgt, dass die Norm (W (¢)|¥(¢)) des Zustandes |¥(¢)) fiir alle Zeiten erhalten ist:

(WO () = (U(to)[UT (¢, t0) Ut t0) ¥ (t0)) ‘= (W (t0) ¥ (ko)) (2.4)

AuBerdem sind alle durch die Schrodingergleichung (2.1) beschriebenen Prozesse reversibel

A

Ul(t,t0) = Ulto,t) & [W(to)) = Ulto, )| ¥(t)) . 2.5)

Ist der Systemhamiltonoperator nicht explizit zeitabhingig, ist das betrachtete System abgeschlossen.
Dann lautet der Zeitentwicklungsoperator [13]

ﬂ(t,to) = exp (—11—1(24@) ) (2.6)

Entwickelt man in diesem Fall den Anfangszustand [¥ (%)) in die Eigenbasis {|E;) } des Hamiltonope-
rators H aus Gleichung (2.1), so ergibt sich

Wite) =Y ei|B) & W) PEON gerieitoto) gy, @.7)

mit den Entwicklungskoeffizienten ¢; und den Kreisfrequenzen w; = E;/h. Um die Schrodingerglei-
chung auf diesem Wege zu 16sen, ist die Kenntnis des vollen Spektrums und aller Eigenzustinde von H
vonnoten, der Hamiltonoperator muss dementsprechend diagonalisiert werden.

2.2 Numerische Zeitentwicklung reiner Zustande

2.2.1 Der ,naive“ Ansatz

Das iibliche Speicherformat fiir Gleitkommazahlen mit doppelter Genauigkeit (engl. double precision)
wird nach IEEE? Standard binary64 [35] genannt. Eine Zahl in diesem Format hat einen Speicherbedarf
von 8 Byte. Quantenmechanische Problemstellungen sind in einem komplexen Hilbertraum formuliert.
Eine komplexe Zahl besteht aus zwei binary64-Gleitkommazahlen, benétigt also 16 Byte Speicherplatz.

Der Arbeitsspeicher des Arbeitsplatzrechners, auf dem ich die meisten der in dieser Arbeit priasentier-
ten Simulationen durchgefiihrt habe, umfasst 32059 Megabyte, das entspricht etwa 3, 36 x 10'° Byte.
Dieser Arbeitsspeicher bietet also circa 2,1 x 10 komplexe Zahlen im binary64-Format Platz. Sei
die Grofe des Hilbertraumes, in dem der Zustand |V (#y)) nach Gleichung (2.2) in der Zeit entwickelt

2IEEE steht fiir The Institute of Electrical and Electronics Engineers, Inc. .
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2.2 Numerische Zeitentwicklung reiner Zustinde

werden soll, n, so haben die Matrixdarstellungen des Hamiltonoperators 5| beziehungsweise des Zeit-
entwicklungsoperators ﬂT(t, to) jeweils n? Eintriige. Da es sich hier um eine hermitesche Matrix be-
ziehungsweise das Matrixexponential einer antihermiteschen Matrix handelt, sind n(n + 1)/2 dieser
Eintrdge unabhingig. Dadurch ergibt sich eine obere Grenze ny,.x fiir die Groe des Hilbertraumes,
sollte fiir die Berechnung von |¥(¢)) mindestens einer der beiden Operatoren explizit im Speicher des
Arbeitsplatzrechners vorliegen miissen, zu

Nmax (nmax + 1)

5 ~2,1x10° & gy~ 65000 (2.8)

Der ,,naive Ansatz zur Berechnung von |W(¢)) nach Gleichung (2.7) besteht darin H direkt nume-
risch zu diagonalisieren®. In diesem Fall muss die Matrixform von H explizit bekannt sein, so dass in
diesem Fall die maximale Dimensionalitdt des Hilbertraumes nach Gleichung (2.8) beschrinkt ist. Zur
Losung ,.groerer Probleme mit doppelter Genauigkeit ist der naive Ansatz unbrauchbar und es miissen
alternative numerische Verfahren zur Losung von Gleichung (2.2) gefunden werden.

2.2.2 Krylov-Unterraum-Verfahren

Wie ich in Abschnitt 1.5.4 angedeutet habe, sind die Matrixdarstellungen der in dieser Arbeit betrach-
teten Hamiltonoperatoren H diinnbesetzt. In diesem Fall 18t sich die oben ausgefiihrte Speicherproble-
matik durch spezielle Matrixspeicherformate [37, 38] umgehen. Es gibt allerdings eine Klasse iterativer
Verfahren, die sogenannten Krylov-Unterraum-Verfahren, die sich im Fall diinnbesetzter, groer Matri-
zen sowohl vom Speicherbedarf, als auch von der Laufzeit gegeniiber dem naiven Ansatz als besonders
geeignet erweisen. Krylov-Unterraum- Verfahren werden hiufig bei der Losung von grof8en Eigenwert-
problemen [37] oder von linearen Gleichungssystemen [38] angewandt.

Seien M € C™*" eine diinnbesetzte Matrix und rq ein Vektor im C". Das zu losende Problem sei die
Berechnung eines n-dimensionalen Vektors

rn = f (M) ro, (29)

wobei f (M) eine Funktion der Matrix M sei. Ein Krylov-Unterraum-Verfahren beruht auf der ite-

rativen Auswertung von Matrix-Vektor-Produkten, durch die das n-dimensionale Problem auf einen
sogenannten Krylov-Unterraum

K., = span {ro ,Mrg, M?rg ..., M™ 2 ,Mm_lro} (2.10)

der Dimension m < n projiziert wird. Im Falle diinnbesetzter Matrizen lassen sich Matrix-Vektor-
Produkte ressourcenschonend implementieren und ausfiihren. Insbesondere braucht die betreffende Ma-
trix dabei nicht explizit bekannt, das heiflt im Speicher des Rechners vorhanden sein. Es reicht aus, wenn
ihre Wirkung Mr auf Vektoren r € C" als Funktion implementiert wird.

Ein Standardalgorithmus, der bei gegebenen M und ry eine orthonormierte Basis

Vin ={vi,va,..., v} (2.11)

3Fiir die direkte, numerische Matrixdiagonalisierung eignen sich zum Beispiel Routinen aus der quelloffenen Softwarebi-
bliothek LAPACK [36].
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Wellenleiterquantenelektrodynamik

vy :=ro/|rol;
fiir j = 1 bis m tue

w = Mv;;

fiir : = 1 bis j tue
hij == vi - w;

W =W — hijVi;

ende

hj1)j =W
Vil = W/h(j+1)j

b

ende
Algorithmus 2.1 : Das Arnoldi-Verfahren als Pseudoquelltext

des m-dimensionalen Krylov-Unterraumes nach Gleichung (2.10) liefert, ist das Arnoldi-Verfahren [37—
41], siehe Algorithmus 2.1. Dieses ist ein modifiziertes Gram-Schmidt-Verfahren. Das Arnoldi-Verfah-

ren liefert zudem eine obere Hessenbergmatrix H,,, € C™*" [37-44] mit
(2.12)

aus Algorithmus 2.1 fiir: <j+1<m,
sonst .

h
Hp) =4"
(7m ij 0
Fiir die Elemente v; der Basis V,, aus Gleichung (2.11) und den h;; aus Gleichung (2.12) ergibt sich
(2.13)

auflerdem aus Algorithmus 2.1
J
Mv; = hjy1)j Vi+1 + Z hijv; firl <j<m.

i=1
Mit V,,, = (Vi va...vyp) € C"™ und
H, = Hin , (2.14)
E— 0 0 h(m+1)m
MV, Vm+1ﬁ7m- (2.15)
(2.16)

folgt
Multipliziert man Gleichung (2.15) mit % von links, so folgt
Vi, MV, =H,.

Die Matrix H,,, reprisentiert somit die Projektion der Matrix M in den Krylov-Unterraum K,,, beziiglich
(2.17)

der Basis V,,, [37-42, 45]. Ist M antihermitesch, so gilt
.i.
—— (VhMVy )

H
In dem Fall ist also auch H,, antihermitesch. Da H,,, eine obere Hessenbergmatrix ist, kann eine anti-

hermitesche Matrix H,,, nur eine Tridiagonalmatrix sein.
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2.2 Numerische Zeitentwicklung reiner Zustinde

Die Approximation des Vektors ry; im Krylov-Unterraum

Der Vektor ry; aus Gleichung (2.9) wird bei der Anwendung eines Krylov-Unterraum-Verfahrens durch

I‘M_f<M>I'0%|I'0’me<Hm> %w—\ro\v}nf(Hm)el, (2.18)

approximiert. Hierbei ist e; der erste Einheitsvektor im C™. Die Methode ist genau dann von Vorteil,
wenn das Arnoldi-Verfahren, Algorithmus 2.1, und die Berechnung des m-dimensionalen Ausdrucks

f <Hm> e; zusammen numerisch performanter sind, als die Berechnung des urspriinglichen, n-dimen-

sionalen Ausdrucks f (M) ro .

2.2.3 Quantenmechanische Zeitentwicklung mittels eines
Krylov-Unterraum-Verfahrens

Seien die Zustdnde |¥(¢)) und |W(tp)) desselben Quantensystems zu den Zeitpunkten ¢ und ¢y und
ein nicht explizit zeitabhidngiger Hamiltonoperator H aus der Schrodingergleichung (2.1) jeweils re-
présentierbar durch die Vektoren ¥(¢) und W(#y) € C™ beziehungsweise einer Matrix H € C"*".
Dann lidsst sich ¥ (t) schreiben als -

(1) P29 exp <_1H(2_tO)> W(to), (2.19)

Im Rahmen einer Krylov-Unterraum-Methode nach Gleichung (2.18) wird dieser Ausdruck angenéhert
durch

—iH,, (t — to)
U(t) ~ [¥(to)| V,y, exp % er. (2.20)
Hierzu muss der m-dimensionale Krylov-Unterraum
K,, = span {\Il(tg) H® (), H2 (1), .., ™2 (t) ,gﬂ*lql(to)} , 2.21)

mit Hilfe des Algorithmus 2.1 aufgespannt und orthonormalisiert werden [39-42, 44-46]. Eine wichtige
Besonderheit dieses Verfahrens ist, dass fiir eine hermitesche Matrix H der Ausdruck iH antihermitesch
ist. Fiir reellwertige ¢ und ¢ ist damit aufgrund von Gleichung (2.17) auch der Zeitentwﬂ:klungsoperator
in der Ndherung aus Gleichung (2.20) unitir. Dadurch ist die physikalisch so fundamentale Erhaltung
von (U(t)|¥(t)) im Falle unitirer Zeitentwicklungen auch fiir alle nach dem hier beschriebenen Ver-
fahren berechneten Niherungslosungen sichergestellt.

Abschatzung des numerischen Fehlers

Gilt m = n, so ist V,;, unitir und die Approximationen in den Gleichungen (2.18) beziehungswei-
se (2.20) sind exakt und Gleichung (2.16) entspricht einem Basiswechsel. Ist m < n, so ist in Re-
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ferenz [39] eine obere Fehlergrenze ¢, fiir die Approximation fiir die Zeitentwicklung nach Glei-
chung (2.20) angegeben:

Em = | €Xp (ﬂH(t_tO)> W (to) — [®(to)| Vi exp <_1Hm:_to)> el

h
K™ exp(k
< 2] (1) L) (2.22)
m!
Hierbei ist
t—1
= [t tol HﬂH , (2.23)
h =ll2
und || - ||2 bezeichnet die Spektralnorm* einer Matrix. Mit der Stirlingformel [47]
47
1> 2L (2.24)

el

ergibt sich
(kexp(r))™ _  af™

mit o = 2|¥(tp)|/v27 und 5 = K exp(k) . Fiir superlineare Konvergenz [48] gilt

lim Sl _ g (2.26)
j=oo g
Man erhilt mit Gleichung (2.25)
| | \Otllﬁl"”’;/2
m+
lim Emtl < lim {mADm3 —
m—00 |5m| m—00 |a||ﬂ\
mm+1/2
18|+t
< lim moin
— m—oo _ 18I
mm,+1/2
= lim @ =0. 2.27)
m—oo M

Beziiglich der Dimension m des Krylov-Unterraumes erwarte ich somit fiir die durch Gleichung (2.20)
gegebene Niherung aufgrund von Gleichung (2.27) superlineare Konvergenz nach der Definition aus
Gleichung (2.26).

“Die Spektralnorm einer Matrix Ac C™*™ ist definiert durch [38]
All2 = /p(ATA),

p(A) = max{| | ] Xeo(A)}.

mit dem Spektralradius

In dieser Gleichung bezeichnet o/(A) das Spektrum der Matrix A .
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2.3 Implementierung des Zeitentwicklungsverfahrens im Kontext der
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Lésung des resultierenden dichten Problems

Zur Berechnung der Niherung nach Gleichung (2.20) muss das Exponential der dichtbesetzten Ma-
trix —iH, (¢ — to)/h bestimmt werden. Hierzu greife ich nicht den naiven Ansatz aus Abschnitt 2.2.1
auf, da dieser darauf beruht, dass die Matrix, deren Exponential berechnet werden soll, diagonalisierbar
sein muss. Ist diese Matrix ,,gerade noch* diagonalisierbarS, kann der naive Ansatz zu grolen numeri-
schen Fehlern fiihren [44].

Ich nédhere daher das gesuchte Matrixexponential numerisch durch eine (p,q) Padé-Approximation
[41, 44] an:

“ill(t = 10)\ oo (~iHm(t ~ t0)/h)

exp ~

I Dyq (—iH:m(t - to)/h> '

Hierbei sind Np,(«) und D,,,(z) Polynome in  vom Grad p beziehungsweise ¢. Ist ¢ = p, so ergibt
sich fiir den Spezialfall der Exponentialfunktion [41]

Npp(2)

(2.28)

exp(zr) & ————=, (2.29)
Npp(—x)
mit
p ,
. 1, firk=0,
Npp(x) = Z ey, wobei ¢, = b1k . (2.30)
= Ck—1pri—k)k * sonst.

Laut Referenz [41] fiihrt aufgrund einer Fehlerabschitzung in Referenz [44] die Wahl p = 6 zu einer
Ergebnistoleranz der GroBenordnung 1071, Dieser Wert ist von derselben GroBenordnung, wie die
Genauigkeit einer Gleitkommazahl im binary64-Format [35] und daher in jedem Fall ausreichend.

Programmbibliothek Expokit

Das in diesem Abschnitt vorgestellte Krylov-Unterraum-Verfahren habe ich im Rahmen dieser Ar-
beit mit Hilfe der FORTRAN77-Programmbibliothek Expokit [41] implementiert. Expokit stellt Sub-
routinen zur Berechnung der Nidherung aus Gleichung (2.20) und der Pdde-Approximation aus Glei-
chung (2.28) zur Verfiigung.

2.3 Implementierung des Zeitentwicklungsverfahrens im Kontext der
Wellenleiterquantenelektrodynamik

2.3.1 Voraussetzungen und der Anregungszahloperator C

In diesem Abschnitt erldutere ich, wie sich das in Abschnitt 2.2.3 vorgestellte Krylov-Unterraum-Ver-
fahren zur quantenmechanischen Zeitentwicklung im Schrodingerbild auf Systeme der WQED anwen-
den ldsst. Wie ich in Kapitel 1 ausgefiihrt habe, setzt sich der Hamiltonoperator eines WQED Sys-
tems aus drei Komponenten zusammen, ndmlich aus dem Hamiltonoperator des freien wellenleitenden

SMit ,»gerade noch diagonalisierbar meine ich, dass der Rang der Matrix zwar gleich ihrer Dimension ist, ihre Determinante
jedoch annihernd verschwindet.
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Systems Hpgn, dem Hamiltonoperator des freien atomaren Systems Ha, und dem Hamiltonoperator
der Wechselwirkung zwischen diesen beiden Teilsystemen Hi Voraussetzung zur Anwendung des
Krylov-Unterraum-Verfahrens nach Gleichung (2.20) ist, dass die Zustandsvektoren W (¢) und ¥ ()
Elemente des endlichen C" sind und die Matrix H Element des endlichen C™*™ ist. Fiir die quantenme-
chanischen Operatoren und Zusténde Liibersetzt* sich diese Voraussetzung in:

Die Grifle des gemeinsam durch die Zustinde |V (ty)) und |V(t)) aus Gleichung (2.2) besetzten
Hilbertraumes muss endlich sein. Dazu muss Gleichung (2.6) gelten, mit

H = Hpy + Ha + A
fiir WOQED Systeme.

Beziiglich H, aus Gleichung (1.48) ergibt sich dazu als notwendige Bedingung, dass die Anzahl
der Eigenzustinde des Mehrniveausystems endlich ist. Dies 146t sich nach der Anwendung der RWA
rechtfertigen, siehe Abschnitt 1.4.4. Genauso ist es notwendig, dass die Anzahl der Eigenmoden in
Hg abzihlbar endlich ist. Dies ist fiir einen einbandigen Wellenleiter endlicher Ausdehnung der Fall,
vergleiche Abschnitt 1.5.3. Diese beiden notwendigen Bedingungen sind zusammen mit der folgenden
Bedingung an Hi s hinreichend: Es muss ein Anregungszahloperator C der Form

C=> ala,+> ul)(l, mity €N, (2.31)
v l

A~

definiert werden konnen, der eine Anregungszahl C = (C) als Erhaltungsgrofie liefert. In den Abschnit-
ten 1.4.5 und 1.4.6 habe ich bereits Beispiele von Anregungszahloperatoren C fiir im Rahmen der RWA
an ein elektromagnetisches Kontinuum gekoppelte Zwei- und Dreiniveausysteme diskutiert. Um ei-
ne Erhaltungsgréfie zu beschreiben muss ein Operator mit dem Hamiltonoperator des Gesamtsystems
kommutieren. Da der Operator C mit ﬂEM und H A in jedem Fall kommutiert, ,,libersetzt* sich die letzte
Bedingung zu

3¢ [é , PILM} =0. (2.32)

Eine Moglichkeit die Existenz eines Operators C fiir ein gegebenes System zu priifen beziehungswei-
se den Operator zu erhalten besteht darin, den allgemeinen Ausdruck aus Gleichung (2.31) in Glei-
chung (2.32) einzusetzen und die resultierenden Gleichungen zu 16sen. Existiert eine Losung, so ergibt
sich diese in Abhéngigkeit des Koeffizienten vor dem Projektor auf den Grundzustand des Atoms im
rechten Term von Gleichung (2.31). Setzt man diesen Koeffizienten gleich Null, so ergibt sich eine Form
fiir den Operator C, wie ich sie durchgingig in dieser Arbeit verwendet habe.

2.3.2 Physikalische Deutung des Anregungszahloperators: Die Emissionszahl

Um eine physikalische Deutung des Anregungszahloperators C zu gewinnen, bitte ich den Leser sein
Augenmerk erneut auf Gleichung (2.31) zu richten. Der erste Term der rechten Seite dieser Gleichung
,zahlt“ die Photonen in allen elektromagnetischen Moden des photonischen Subsystems, vergleiche
Abschnitt 1.3.1. Jedes Photon im System trigt also mit einer Anregung zur Anregungszahl C bei. Der
zweite Term auf der rechten Seite der Gleichung (2.31) ,,zahlt* den Beitrag des atomaren Systems zu
C. Die ganzzahligen Koeffizienten v; in Gleichung (2.31) gewichten den Anteil, mit dem die atomaren

30



2.3 Implementierung des Zeitentwicklungsverfahrens im Kontext der
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2) B~ b) Pl
D) , B D) , e
|C>g— |C>,4—
B A
’ A——* . A)—AY ¥

Abbildung 2.1: Zwei Sechsniveausysteme. Dipolerlaubte Ubergiinge sind an den gepunkteten Pfei-
len erkennbar. Die farbliche Kodierung der Zustinde gibt deren Emissionszah-
lenv an (schwarz: v =0, rot: v =1, blau: v = 2). Die Emissionszahl ist das
Gewicht, mit dem ein Zustand zur Anregungszahl beitréigt, siche Text. In a) ldsst
sich jedem Zustand eindeutig eine Emissionszahl zuordnen. In b) ist dies fiir den
Zustand |F) nicht moglich, da fiir den Ubergang zu einem Zustand mit v = 0
Ubergangskombinationen mit unterschiedlichen Anzahlen von zusitzlich emittier-
ten Photonen gefunden werden kénnen (zum Beispiel |F) — |C) — |A) entspricht
der Emission zweier zusétzlicher Photonen, |F) — |A) entspricht der Emission ei-
nes zusétzlichen Photons). Somit lisst sich fiir ein WQED System mit dem Sechs-
niveausystem aus b) kein Anregungszahloperator C finden.

Zustinde |1) jeweils zu C beitragen. Damit ein Operator C existiert, muss also jedem Zustand des atoma-
ren Systems ein solcher Anteil zugeordnet werden konnen, wobei die Betrige zweier unterschiedlicher
Zustinde zu C durchaus identisch sein diirfen. Ich nenne diesen Anregungszahlbeitrag durch einen
atomaren Zustand im Folgenden Emissionszahl v. Thr Wert entspricht der Zahl der in das elektromagne-
tische Subsystem zusitzlich, durch den Ubergang des Atoms von diesem Zustand in einen mit v = 0,
emittierten Photonen. Zustinde mit v = 0 sind vom Rang eines Grundzustandes. Damit meine ich, dass
es ausgehend von einem Zustand mit v = 0 keine Kombination von dipolerlaubten Ubergiingen im
Mehrniveausystem gibt, welche die Anzahl der Photonen im elektromagnetischen Subsystem erhoht. In
einem Zustand mit v = 0 entspricht die Anregungszahl C somit der Anzahl der Photonen im System.
Finden sich von einem atomaren Zustand aus mehrere Kombinationen von dipolerlaubten Ubergingen,
aus denen unterschiedliche Werte fiir die Emissionszahl resultieren, so ldsst sich diesem Zustand keine
Emissionszahl zuordnen und es existiert kein Anregungszahloperator fiir dieses System.

Existiert der Anregungszahloperator C fiir ein System, dann ist die Konsequenz, dass sich die Emis-
sionszahlen von Zustinden im Termschema des atomaren Systems, zwischen denen Dipoliibergéinge
erlaubt sind, um Av = £1 unterscheiden. Zur Illustration der in diesem Abschnitt gegebenen Defi-
nitionen zeigt Abbildung 2.1 Beispiele zweier Sechsniveausysteme. In einem Fall, Abbildung 2.1a),
lasst sich jedem Zustand eine Emissionszahl zuordnen. Im anderen Fall, Abbildung 2.1b) ist dies nicht
moglich.
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2.3.3 Hamiltonoperatoren und allgemeine Zustande endlicher Anregungszahl

Ich gebe im Folgenden die allgemeine Form der Hamiltonoperatoren der WQED Systeme in einer
Ortsraumformulierung entsprechend den Ausfithrungen in Abschnitt 1.5.3 an, fiir die die numerische
Behandlung mit dem in Abschnitt 2.2.3 beschriebenen Verfahren moglich ist. Den Hamiltonopera-
tor des Wellenleiters PIA kann ich hierzu uneingeschrinkt aus Gleichung (1.82) aus Abschnitt 1.5.3
iibernehmen:

Z Jm/a . (2.33)

r,x'=x1
Wie in Abschnitt 2.3.1 gefordert, ist die Anzahl der Ortsraummoden endlich.
Den Hamiltonoperator Ha des atomaren Systems aus Gleichung (1.48) formuliere ich um zu

H, = Z > E (2.34)
v=0 {10}

Der Index v der ersten Summe in dieser Gleichung lduft iiber die Emissionszahlen der atomaren Zu-
stinde, die zweite Summe lduft iiber die Menge {|l) },, der Eigenzustinde des Mehrniveausystems mit
Emissionszahl v. Damit die Anzahl atomarer Eigenzustdnde wie in Abschnitt 2.3.1 gefordert endlich
ist, miissen die Mengen {|l)},, fiir jedes v endlich sein.

Ich habe bei Gleichung (2.34) vorausgesetzt, dass sich jedem Zustand des Atoms eine Emissions-
zahl zuordnen ldsst. Dadurch habe ich auch die letzte Bedingung aus Abschnitt 2.3.1 zur Verwen-
dung des Krylov-Unterraum-Verfahrens aus Abschnitt 2.2.3 erfiillt, nimlich dass ein Operator C aus
Gleichung (2.31) mit Gleichung (2.32) existieren muss. Der Hamiltonoperator i der Licht-Materie-
Wechselwirkung aus Gleichung (1.86) lautet dann

TN Umax—1

=D > O (Vildulm) (1 + Vi (mlal) - (235)

rz=r1 v=0 {|l)},
{Im) o1

Diese Darstellung von Hip ist stark an den Anforderungen fiir die numerische Bearbeitung mittels
Krylov-Unterraum-Verfahren orientiert. Es ergibt sich ein weiterer physikalischer Zusammenhang die
Emissionszahl betreffend aus dem Vergleich von Gleichung (2.35) mit Gleichung (1.86): Zustinde mit
gerader beziehungsweise ungerader Emissionszahl weisen jeweils gleiche Parititseigenwerte auf, ver-
gleiche Abschnitt 1.4.2.

Da die oben angegebenen Hamiltonoperatoren deren allgemeine Formen zur numerischen Behand-
lung darstellen, gilt fiir die Gleichungen (2.33) und (2.35), dass hier die Koeffizienten J;,/, V.7, be-
ziechungsweise V7 angegeben sind, die unter den in Abschnitt 2.3.1 geforderten Bedingungen nicht
verschwinden miissen. Diese Koeffizienten konnen allerdings in Abhiingigkeit vom betrachteten phy-
sikalischen Modell verschwinden. So fallen die meisten der .J,,s aus Gleichung (2.33) im Falle eines
Wellenleiters mit NNWW weg, vergleiche Gleichung (1.88) in Abschnitt 1.5.4. Der Operator Hpyy ist
nur dann hermitesch, wenn

Jij :J;}, Vi,j€ {xl,...,xN},

vergleiche Gleichung (1.83) in Abschnitt 1.5.3. Genauso ist i\ nur dann hermitesch, wenn

Vinr = Vim

m
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vergleiche Gleichung (1.85) in Abschnitt 1.5.3 beziehungsweise Abschnitt 1.4.3 zu reellen Kopplungs-
konstanten.
Ein allgemeiner Zustand mit endlicher Anregungszahl

Ein allgemeiner Zustand |¥)o mit C = () Anregungen in einem WQED System beschrieben durch die
Gleichungen (2.33) - (2.35) lautet

TN
I LQr «
T = D> D eral el [0,p)

o'=z1,2%=z,... {Ip)}o

ez =g (@1
TN
2.2 (Q=1) A AT
+ Z Z ¢7‘ ax/'“ax(Qfl)/‘OaT)
a'=x1,2%=z,.. {Ir'h

(@1 g (Q@=2)

+ ...
TN

+ > ¢al]0,s) 4> ¢ul0,u), (2.36)
z'=z1 {|s)}o-1 {w)}o

wobei die gf)ﬁ;”"xW’ jeweils W-fach bosonisch symmetrisierte Amplitudenkoeffizienten im Unterraum
des atomaren Zustandes |m) darstellen. Anhand von Gleichung (2.36) wird erneut die Struktur des An-
regungszahloperators ersichtlich: Im Fall C = () enthilt der Basiszustand éj;, . .élw, |0, w) W Photonen.
Folglich muss der atomaren Zustandes |w) die Emissionszahl v = Q — W aufweisen, denn nach Glei-
chung 2.31) gitC =W +v.

Es bleibt zu Bemerken, dass die Anregungszahl alleine nicht geniigt, um die Grofle des Hilbertraumes
festzulegen, von dem alle Q-Anregungszustinde nach Gleichung (2.36) Element sind. Hierzu miissen
die Anzahlen der elektromagnetischen Moden, sowie der Eigenzustinde des Mehrniveausystems be-

kannt sein.

2.3.4 Zustande mit einer und zwei Anregungen und deren vektorielle Reprasentation

Im Rahmen dieser Arbeit habe ich die Zeitentwicklung fiir Zustinde nach (2.36) mitC = 1 und C = 2
Anregungen mit dem Krylov-Unterraum-Verfahren aus Abschnitt 2.20 und den Hamiltonoperatoren aus
den Gleichungen (2.33) - (2.35) implementiert. Ein allgemeiner Zustand mit einer Anregung schreibt
sich nach Gleichung (2.36)

TN
@)1= > ¢pall0,p)+ > ¢[0,7). (2.37)
=21 {|p)}o {Irh

Seien P und R jeweils die Anzahlen der Zustinde mit Emissionszahl v = 0 beziehungsweise v = 1. In
diesem Fall ist die Dimension n; des Hilbertraumes H; der Zustinde aus Gleichung (2.37)

n; =dim(H;) = NP+ R. (2.38)
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Als Vektor im C™! lisst sich der allgemeine Zustand mit C = 1 représentieren durch

T
— 1 (T2 TN
‘1’1_( p1¥p1 Ppr ¢7“1 (z)rR) . (2.39)
N——— *’
N Elemente R Elemente
N P Elemente

(NP+R)=n; Elemente

Ein allgemeiner Zustand mit zwei Anregungen schreibt sich nach Gleichung (2.36)

Va= D D ¢ alaljo.p) + Z Zd)”*lor 3" ¢40,5) . (2.40)

L= {p)}o z=e1 {|r) {Is)}2

Die Amplitudenkoeffizienten gi)gx' miissen, um physikalische Zustéinde zu beschreiben, beziiglich  und
2’ bosonisch symmetrisiert sein

HWey +ugey) fira #a,

" T Ve tunen e =,

mit zwei Zusammenstellungen von Einteilchenamplitudenkoeffizienten ¢;; und ¢y . Fiir den Fall =z

habe ich in Gleichung (2.41) beriicksichtigt, dass der Fockzustand & a;|0> erst mit einem Vorfaktor
1/4/2 normiert ist.

Sei S die Anzahl der Zustinde mit Emissionszahl v = 2, so ist die Dimension n9 des Hilbertraumes
Ho der Zustidnde aus Gleichung (2.40)

N(N +1)

no = dim(?-h) - 9

P+NR+S. (2.42)

Als Vektor im C™2 lidsst sich der allgemeine Zustand mit C = 2 représentieren durch

T
T, = <¢)x1$1 T1T2 ¢xNJ3N ¢x1z1 $1Cl32 (Z)xNIN $1 d)xz\r zn“ ;Cg ¢s1-'-¢ss) ) (2.43)
——

w Elemente N R Elemente S Elemente

WP Elemente

<N(++1> P+NR+S) =no Elemente

Dabei werden die ersten V(N + 1) P/2 Elemente dieses Vektors zugeordnet durch

N(N+1)(u—1)+2@+w(w—1)‘

(2.44)
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2.3.5 Implementierung der Matrix-Vektor-Produkte

Wie in Abschnitt 2.2.2 erwihnt, brauchen die Matrixdarstellungen der Hamiltonoperatoren aus den
Gleichungen (2.33) bis (2.35) im C™**™ beziehungsweise im C"2*"2 bei der Verwendung des Arnol-
di-Verfahrens, Algorithmus 2.1, fiir die numerische Zeitentwicklung im Unterraum einer beziehungs-
weise zweier Anregungen nicht explizit bekannt sein. Es reicht stattdessen die lineare Abbildung zu
kennen, die die Multiplikation der Matrixreprisentanten H der Hamiltonoperatoren mit den Vektorre-
prasentanten W beziehungsweise Wo der Zustinde aus den Gleichungen (2.37) und (2.40) erzeugt.
Diese gewinnt man durch Anwendung des Hamiltonoperators

H = Hgy + Ha + Hiw, (2.45)

auf die Zustéinde |¥); und |¥)s. Die entsprechenden Ausdriicke habe ich in Anhang C in Abschnitt C.1
wiedergegeben. Im selben Anhang habe ich in Abschnitt C.2 die daraus resultierenden Algorithmen,
die die entsprechenden Matrix- Vektor-Produkte implementieren, angegeben.

2.3.6 AbschlieBende Bemerkungen zur Implementierung

Im Rahmen dieser Arbeit habe ich das in Abschnitt 2.2 vorgestellte Zeitentwicklungsverfahren fiir
WQED Systeme entsprechend meiner Ausfiihrungen in diesem Abschnitt 2.3 in der Programmierspra-
che C++ [49] implementiert. Dabei habe ich, wie in Abschnitt 2.2.3 erwihnt, die in FORTRAN77
verfiigbare Programmbibliothek Expokit [41] in den C++-Programmcode eingebettet.

Fiir die Losung dichtbesetzter beziehungsweise diinnbesetzter Eigenwertprobleme habe ich die Pro-
grammbibliotheken LAPACK [36] beziehungsweise ARPACK [50] verwendet. Letztere nutzt zur Diago-
nalisierung das Arnoldi-Verfahren aus Algorithmus 2.1 beziehungsweise andere auf Krylov-Unterrdume
basierte Verfahren. Um numerische Gitterfouriertransformationen durchzufiihren, habe ich die Pro-
grammbibliothek FFTW [51] genutzt. Wann immer es méglich war, habe ich die Implementierung der
jeweiligen Programmbibliothek aus der MKL von Intel [52] der quelloffenen Variante aus Leistungs-
griinden vorgezogen.

Als Benutzereingabeschnittstelle habe ich Konfigurationsdateien als Text im XML-Format und, fiir
die Eingabe von Simulationsparametern als Text, in einem selbst entworfenen Format verwendet. Die
XML-Dateien werden dabei mit Hilfe des XML-Zerteilers TinyXML [53] eingelesen. Zur Datenaus-
gabe habe ich das Datenformat HDF5 [54] genutzt. Die Daten selbst habe ich zur Aufbereitung mit
MATLAB [55] verarbeitet.

Das resultierende Simulationsprogramm habe ich im Rahmen dieser Arbeit geschrieben und genutzt.
Es wurde innerhalb der AG TO&P auch ausfiihrlich fiir eine Diplomarbeit [56] und als Ergéinzung
im Rahmen einer auf grofitenteils analytische Methoden basierenden Dissertation auf dem Gebiet der
WQED [57] verwendet.

2.3.7 Numerische Experimente

Um das Simulationsprogramm und die oben vorgestellten Verfahren auf Richtigkeit zu priifen, habe ich
zwei Konvergenzstudien durchgefiihrt. Sei \Ilm’(p’q)’m(tmax) das Resultat einer Simulation der Zeit-
entwicklung eines Anfangszustandes von W (0) iiber einen Zeitraum ¢y, mittels des oben beschriebe-
nen Krylov-Unterraum-Verfahrens mit einem Krylov-Unterraum der Dimension m, einer (p, ¢) Padé-
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Approximation und bei einem verwendeten Simulationszeitschritt A¢. In Letzteren habe ich den Zeit-
raum t,,,, aufgeteilt und die Zeitentwicklung entsprechend iterativ ausgefiihrt.

Sei \I'ref(tmax) eine Referenzlosung zu lIlm’(p’q)’M(tmax). Motiviert durch den Ausdruck in Glei-
chung (2.22) habe ich als MaB fiir die Konvergenzstudien die Grofie

€m7(p,q),At<tmaX) — ‘Ilm,(p’q%At(tmaX) _ ‘I’ref(tmax) (246)

verwendet. Ist ¥(0) normiert, so entspricht €, (,, o) A¢(fmax) der relativen Abweichung des Simulati-
onsergebnisses von der Referenzlosung. Es gilt allgemein: Je kleiner €,,, (, ), A¢ (fmax ) desto kleiner ist
die Abweichung des Simulationsergebnisses von der Referenzldsung.

Idealerweise sollte zu einem solchen Vergleich eine analytische Referenzlosung verwendet werden.
Die Dimension der Probleme, die das Simulationsprogramm ,,im Einsatz** bewiltigen soll, sind von der
GroBenordnung 102 bis 10%. Die einzigen mir bekannten quadratischen Matrizen dieser Dimensionen,
von denen analytische Ausdriicke ihrer Matrixexponentiale existieren, sind diagonale Matrizen. Als
analytisches Referenzmodell verwende ich somit einen diagonalen Hamiltonoperator

TN .o
N —2w firx =2
ref AT a . . 0 1,
H* = E hw,ala,, mit w, = N LA firp = pound ] < i< N (2.47)
=11 Ti—1 N o — :

Dieser Hamiltonoperator weist im Unterraum einer Anregung ein linear ansteigendes Eigenspektrum
von —2hwq bis +2hwg(N — 1)N~! auf. Als Anfangszustand |¥1(0)) wiihle ich einen normierten, be-
ziiglich der Eigenzustéinde von erf gleichverteilten Zustand im Unterraum C = 1:

1 I
- = at
1W1(0)) i ;axlw : (2.48)

In diesem Zustand ist das System im Unterraum einer Anregung energetisch in seiner ganzen Bandbreite
besetzt. Die Vektordarstellung ¥(0) nach Gleichung (2.39) hat die Elemente

(®1(0), = \/1N (2.49)

Die Referenzlosung |\I!fef(tmax)) nach Ablauf einer simulierten Zeit ¢,,,x lautet

. ItlreftIIlaX 1 xN N
U ) = €777 [ (0)) = 3 e nal o). 250

T=x1

Die Elemente des Vektors \Ilfef(tmax) der Referenzlosung sind somit

—iwg  t
e .’E] max

(xpgef(tmax))j - 2.51)

Zusitzlich zu der oben vorgestellten, rein analytischen Referenzldosung habe ich fiir weitere Konver-
genzuntersuchungen auflerdem noch ein Referenzmodell verwendet, zu dem mir eine semianalytische
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Referenzlosung bekannt ist. Der Hamiltonoperator Iﬁlfff dieses zweiten Referenzmodells ist der des Wel-
lenleiters mit nNWW aus Gleichung (1.88), allerdings mit verschwindender Gitterplatzenergie und mit
periodischen Randbedingungen:

A ~

crat 8biads) +ala,, +af A, | (2.52)

1 TN TN TT1

>

=7 > (a

r=x1

Fiir diesen Hamiltonoperator sind mir dessen Eigenzustinde im Ortsraum nicht explizit bekannt. Orts-
raumzustdnde lassen sich aber iiber eine Gitterfouriertransformation entsprechend Gleichung (1.81) in
die Eigenbasis von ﬂﬁf, nidmlich den k-Raum, iiberfiihren. Aulerdem kenne ich das Eigenspektrum
dieses Hamiltonoperators im Unterraum einer Anregung. Dieses lautet entsprechend Gleichung (1.89)

27 27 (N — 1) } '

hwy, = 2J cos(ka), mitka € {O’W""’ N

(2.53)
Mit diesen Kenntnissen habe ich mir eine Referenzlosung fiir dieses System folgendermal3en erzeugt:
Ich habe den Vektor eines Anfangszustandes Wr(0) im Ortsraum mittels einer numerischen Gitter-
fouriertransformation [51] in den k-Raum iiberfiihrt. Der so erzeugte Anfangszustand im k-Raum sei
bezeichnet mit Wy (0). Dann ergeben sich die Elemente der Referenzlosung Wiy i (tmax) im k-Raum
analog zu Gleichung (2.51)

(‘I’Il,k(tmax)>j = e—iz‘]tg"‘”‘ COS(%%_I)) (‘I’H,k(O)) . (2.54)

J

Den Vektor der Referenzlosung im Ortsraum fifk(tmax) habe ich dann durch die inverse numerische
Gitterfouriertransformation des Vektors ‘Ilek(tmax) erhalten. Als Anfangszustand habe ich eine stark
lokalisierte Anregung im Ortsraum an einem festen Ort x¢ gewihlt

|Ur1(0)) = &, |0) (2.55)
woraus sich die Elemente des Anfangszustandsvektors zu

(u(0)), = dje (2.56)

ergeben. Eine solche lokalisierte Anregung im Ortsraum entspricht einer homogenen Besetzung der
Zustdnde im k-Raum.
Abbildung 2.2a) zeigt die relative Abweichung e (6,6),t (210/wp) nach Gleichung (2.46) der nume-

rischen Zeitentwicklung des Zustandsvektors W(0) von der Referenzlosung ¥ (210/wp) aus Glei-
chung (2.51) in Abhingigkeit des inversen Zeitschritts 1/At und fiir verschiedene m bei N = 9999 und
einer (6, 6) Padé-Approximation. Es zeigt sich, dass fiir inverse Zeitschritte im Bereich (At) ™! < w/7

die Abweichung ¢! (6.6),a¢(210/wo) in allen Fillen von der GroBenordnung 1 ist. In diesem Fall ist

der Zeitschritt At zu groR gewihlt und keine der Losungen ‘Il;n’(G’G)’At(QIO Jwo) konvergiert gegen
die Referenzlosung. Dies dndert sich fiir W?O’(6’6)’At(210/w0) bei (At)™' = wy/7: An dieser Stel-

le springt 5})07(676)7 A;(210/wp) um sechs GroBenordnungen auf einen Wert im Bereich von 107° bis
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) 100 €3S EERENO0EED, —o—m = 10 ) 100 [ (p7 q) = (27 2) [
— oem=15| —~ ——(p,q) = (3,3)
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Abbildung 2.2: Relative Abweichungen a) 5%’(6’6)’&(210/&)0) und b) 5%57(73#)’&(210/(*10) der nu-
merischen Losungen von der analytischen Referenzl6sung aus Gleichung (2.51)
iiber dem verwendeten inversen Zeitschritt (At)~1. In a) ist die Abweichung
fiir verschiedene Dimensionen m des verwendeten Krylov-Unterraumes bei ei-
ner (6,6) Padé-Approximation gezeigt. In b) sieht man die Abweichung fiir ver-
schiedene (p, g = p) Padé-Approximationen bei m = 35. In beiden Fillen wurden
N = 9999 Eigenmoden verwendet und eine Gesamtzeit ty,x = 210/wq simuliert.
Weitere Details siche Text.

1075, in dem die Werte von 5%0,(676)’&(210/(4)0) fiir alle (At)~' > wg/7 verbleiben. Die numeri-

sche Losung \Il{ef(QlO /wo) konvergiert in diesem Bereich gegen die Referenzlgsung. Mit steigendem
(At)~! springen” alle weiteren s}m (6,6),A ,(210/w) nacheinander mit absteigendem 7 in den gleichen
GroBenordnungsbereich. Dieses Verhalten entspricht meinen Erwartungen, da nach Gleichung (2.22)
die numerische Approximation durch das Krylov-Unterraum-Verfahren, siehe Gleichung (2.20), mit
steigender UnterraumgroBe m und mit sinkender Zeitschrittlinge At besser werden sollte. Dabei do-
miniert die Abhéngigkeit von m aufgrund der Fakultit in Gleichung (2.22) gegeniiber der linearen
Abhingigkeit vom Zeitschritt.

Abbildung 2.2b) zeigt die relative Abweichung 5%5’@’(1)7 A;(210/wp) fiir eine (2,2), eine (3,3), und
eine (4,4) Padé Approximation bei m = 35 und ansonsten gleichen Bedingungen wie im Falle von Ab-
bildung 2.2a). Hier konvergiert ®$!(210/|.J|) im der Fall der (4,4) Padé-Approximation zuerst, also bei
kleinstem (At) !, wihrend die numerische Losung im Fall der Approximation geringster Ordnung, also
der (2,2) Padé-Approximation, zuletzt konvergiert. Die Kurve im Falle der (4,4) Padé-Approximation
zeigt dabei genau den selben Verlauf, wie die Kurve im Falle von m = 35 in Abbildung 2.2a), bei
der allerdings eine (6, 6) Padé-Approximation verwendet wurde. Es hat sich in weiteren numerischen
Experimenten bestitigt, dass die Verwendung von (p > 4,q = p) Padé-Approximationen keine Ver-
besserung beziiglich der resultierenden Genauigkeit, dagegen aber zu verlidngerten Programmlaufzeiten
gefiihrt hat.

Die Abbildungen 2.3a) und b) zeigen analog zu den Abbildungen 2.2a) und b) die relativen Abwei-
chungen 527(6’6)7 A(2107/].J|) beziehungsweise 5?5,(1)&)’ A;(21072/].J|) im Falle des semianalytischen
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a ——m=>5 b
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Abbildung 2.3: Relative Abweichungen a) 5%(676)7&(21071/\(]]) und b) Eg{,)’(pﬂ)’At@th/]JD der
numerischen Losung von der semianalytischen Referenzlésung aus der inversen
Gitterfouriertransformierten von Gleichung (2.54) iiber dem verwendeten inversen
Zeitschritt (At)~!. Die simulierte Gesamtzeit ist in diesem Fall t . = 210h/|.J],
der Ort z¢ = 5000c. Die restlichen Parameter sind dieselben, wie im Fall von

Abbildung 2.2. Weitere Details siehe Text.

Referenzmodells aus den Gleichungen (2.52) bis (2.56). Im Konvergenzverhalten ergeben sich zum
vollanalytischen Modell keine signifikanten Unterschiede. Es hat sich auerdem beziiglich der erreich-
baren Genauigkeit und dem Konvergenzverhalten bei weiteren numerischen Experimenten in keinem
Fall eine Abhingigkeit von der Systemgrofle N gezeigt.

Aufgrund der in diesem Unterabschnitt gewonnenen Erkenntnisse habe ich mich entschieden, die
GroBe der Krylov-Unterrdume in allen im Rahmen dieser Arbeit vorgenommenen Simulationen auf
m = 35 festzulegen. Obwohl die Verwendung von (p, p) Padé-Approximationen mit p > 4 keine
Verbesserung der Konvergenzergebnisse erwirkt hat, habe ich fiir die im Rahmen dieser Arbeit vorge-
nommenen Simulationen die (6, 6) Padé-Approximation verwendet. Diese Wahl habe ich aufgrund von
Studien der Padé-Approximation aus Referenz [41] getroffen, vergleiche Abschnitt 2.2.3.

Bei den verwendeten Werten von m beziehungsweise p und g erwarte ich somit Konvergenz fiir Zeit-
schritte At > 4.375/wsys, Wobei wsys die groBte charakteristische Frequenz im untersuchten System
bezeichnet. Die Wahl kleinerer Zeitschritte verlidngert die Programmlaufzeit, bietet jedoch Zugriff auf
Zwischenwerte des Systemzustandes in der Simulation. Ich habe daher bei den Untersuchungen im
Rahmen dieser Arbeit dann kleinere Zeitschritte gewahlt, wenn ich in dem zu untersuchenden System
Prozesse auf entsprechend kurzen Zeitskalen beobachten wollte. Ansonsten habe ich den Zeitschritt fiir
die im Rahmen dieser Arbeit durchgefiihrten Simulationen auf At = 1/wsy festgelegt.

Zum Abschluss dieses Kapitels noch eine Anmerkung zur Performanz des Simulationsprogramms:
Fiir eine Rechnung mit dem in diesem Abschnitt vorgestellten, semianalytischen Modell mit einen An-
fangszustand entsprechend Gleichung (2.56) und mit den Parametern N = 69999, z¢ = 35000«
T = 100h/|J|, AT = 1h/|J|, m = 35, und einer (6,6) Padé-Approximation benétigt das Simula-
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tionsprogramm auf dem Arbeitsplatzrechner®, auf dem die meisten Simulationen durchgefiihrt wurden,
circa 15 Sekunden. Entsprechend den Ausfithrungen in Abschnitt 2.2.1 wire die selbe Rechnung mit-
tels des naiven Ansatzes aufgrund des dabei auftretenden Platzmangels im Hauptspeicher des selben
Rechners unmoglich.

®Der Prozessor des verwendeten Rechners ist ein Intel® Core™ i7-3930K mit 6 Kernen und einer Taktfrequenz von 3.2GHz
pro Kern, wobei ein Kern fiir die Rechnung verwendet wurde.
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KAPITEL 3

3 EINZELPHOTONTRANSPORT IN
EINDIMENSIONALEN WELLENLEITERN
MIT EINGEBETTETEN
DREINIVEAUSYSTEMEN

In diesem Kapitel diskutiere ich die Transporteigenschaften eines einzelnen Photons in einem
1D Wellenleiter mit einem eingebetteten 3NS. Ich wende Methoden zur Berechnung sowohl
stationdrer Ebene-Wellen-Ldsungen, als auch zeitabhéngiger Transportphinomene an, um die
Wechselwirkung einzelner Photonen mit ungetriebenen und getriebenen V- und A-Systemen
zu untersuchen.

Im Falle des ungetriebenen V-System analysiere ich das Auftreten vergleichsweise langer
Reemissionszeiten des Atoms in den Wellenleiter im Zusammenhang mit ,,nahezu® dunklen
Zustianden. Beim ungetriebenen A-System weise ich die Existenz nichtstationidrer dunkler
Zustinde nach und erklare, wie die Photontransmission von einer relativen Phasendifferenz
der unteren Zustinde des A-Systems abhingt. Beziiglich getriebener 3NS diskutiere ich elek-
tromagnetisch induzierte Transparenz, sowie eine weitere Form der elektromagnetisch indu-
zierten Beeinflussung der atomaren Streueigenschaften im Kontext der Streuung eines Ein-
zelphotonwellenpakets durch ein A-System. AbschlieBBend demonstriere ich, wie sich die Im-
pulsverteilung des gestreuten Photons gezielt durch ein geeignet getriebenes V-Atom beein-
flussen ldsst. Teile dieses Kapitels wurden in Referenz [58] publiziert.

3.1 Einfuhrung

Das einfachste Modell zur Untersuchung von WQED Effekten ist das an einen 1D Wellenleiter ge-
koppelte 2NS. Im Kontext solcher Systeme wurde in verschiedenen Arbeiten von sehr interessanten
Effekten berichtet, wie der Verwendung des Atoms als energieabhiingigen Spiegel [59-62] oder starken
Nichtlinearitidten im Wenig-Photon-Sektor [63-69].

Wird das 2NS in diesem Modell durch ein 3NS ersetzt, steigt im Vergleich zum 2NS-Fall die Anzahl
physikalischer Phianomene, die durch das Modell beschrieben werden konnen. Gleichzeitig steigt je-
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3 Einzelphotontransport in eindimensionalen Wellenleitern mit eingebetteten Dreiniveausystemen

doch auch die Komplexitit der Methoden, die zur Untersuchung des Modells verwendet werden. Schon
3NS im 3D Vakuum weisen interessante physikalische Effekte auf, wie elektromagnetisch induzierte
Transparenz (EIT) [70] und die Moglichkeit von adiabatischem Populationstransfer [71], die beide im
Zusammenhang einzelner 2NS nicht auftreten konnen. Eine EIT mit klassischem Licht im Falle eines
einzelnen, in ein 1D System eingebetteten Emitters wurde experimentell bereits mit Hilfe supraleiten-
der Bauelemente realisiert [72, 73]. AuBBerdem beféhigt die Moglichkeit ein 3NS elektromagnetisch zu
treiben bisweilen dazu, das 3NS im Experiment beliebig zu beeinflussen. Dadurch sind Effekte, die
beim 2NS nur unter bestimmten Umstidnden auftreten, im Labor einfacher zu realisieren. Das Atom als
energieabhiingigen Spiegel zu nutzen ist hierfiir ein Beispiel [74-76].

Stationdre Streueigenschaften von Ebene-Wellen-Zusténden, die ein oder zwei Photonen enthalten,
in 1D Wellenleitern mit linearisierten Dispersionsrelationen und eingebetteten getriebenen und unge-
triebenen 3NS sind in den Referenzen [77-80] untersucht worden. Dabei wurde EIT fiir einzelne Pho-
tonen und einzelne Atome beschrieben [78, 79] und ein Vorschlag fiir einen Einzelphotontransistor
gemacht [78]. AuBlerdem wurde die Mdglichkeit diskutiert, durch das Atom induzierte, photonische
Korrelationen [79, 80] zu erzeugen, dhnlich zur Situation eines eingebetteten 2NS [63, 64, 81].

In diesem Kapitel untersuche ich die Streueigenschaften und die Dynamik einzelner Photonen, die
in 1D Wellenleitern mit nichtlinearen Dispersionsrelationen propagieren und in diesen mit einzelnen,
getriebenen oder ungetriebenen 3NS wechselwirken. Das Kapitel ist folgendermaBien strukturiert: In
Abschnitt 3.2 behandle ich den Transport einzelner Photonen in Wellenleitern mit einem eingebette-
ten, ungetriebenen 3NS. Dazu prisentiere ich in Abschnitt 3.2.1 zunichst die Grundlagen der hierzu
durchgefiihrten Transportsimulationen. AnschlieBend diskutiere ich in den Abschnitten 3.2.2 und 3.2.3
die Effekte, die bei ungetriebenen V- und A-Systemen auftreten. In Abschnitt 3.3 untersuche ich die
Transporteigenschaften von Photonen in einem 1D Wellenleiter mit einem eingebetteten, getriebenen
3NS. Hierfiir stelle ich in den Abschnitten 3.3.1 und 3.3.2 kurz die Theorie getriebener 3NS in 1D Wel-
lenleitern vor. AnschlieBend behandle ich in den Abschnitten 3.3.3 und 3.3.4 jeweils die Transportei-
genschaften einzelner Photonen bei in den Wellenleiter eingebetteten, getriebenen A- und V-Systemen.
Zum Abschluss fasse ich die in diesem Kapitel erlangten Ergebnisse in Abschnitt 3.4 zusammen.

3.2 Transport einzelner Photonen in Wellenleitern mit eingebetteten
ungetriebenen Dreiniveausystemen

3.2.1 Grundlegendes zu den Transportsimulationen

In den folgenden Abschnitten prisentiere ich unter anderem Ergebnisse verschiedener Transportsimu-
lationen von Einzelphotonwellenpaketen in 1D Wellenleitern mit einem eingebetteten 3NS. Dazu habe
ich das in Kapitel 2 présentierte und von mir erstellte Simulationsprogramm verwendet. Der Ablauf
dieser Simulationen folgt einem Prinzip, das auch schon bei solchen Transportsimulationen mit in den
Wellenleitern eingebetteten 2NS erkenntnisbringend angewendet wurde [46, 62, 66, 67, 81, 82]. Ein
allgemeiner Zustand |¥(¢)) im Unterraum einer Anregung' in einem Wellenleitersystem mit einem

"Vergleiche Abschnitt 2.3.1

42



3.2 Transport einzelner Photonen in Wellenleitern mit eingebetteten ungetriebenen
Dreiniveausystemen

Einlaufendes Wellenpaket

—_— Transmittiertes Wellenpaket
Reflektiertes Wellenpaket e

Abbildung 3.1: Das Prinzip der Transportsimulationen: Ein Wellenpaket (rot) propagiert im Wel-
lenleiter von links auf den Gitterplatz x o zu, an den das Atom gekoppelt ist.
Dort wird das Wellenpaket in einen reflektierten Anteil (griin) und einen transmit-
tierten Anteil (blau) gestreut. Die Gitterkonstante des Wellenleiters ist cv.

eingebettetem A- beziehungsweise V-System? lautet nach Gleichung (2.37)

(U(E) = > Y dp(t)al|o,p) + > 6. (1)[0,7), (3.1)

=21 |p) Ir)

Ip) € {|1),[3)} A |r) =12), fiir ein A-System,
Ip) =12) Alry € {|1),]3)}, fiir ein V-System.

wobei

Die Bezeichnungen der atomaren Zustinde in dieser Gleichung richten sich nach Abbildung 1.1. Bei
den Simulationen geht es darum, die Propagation eines Wellenpakets, das genau ein Photon enthilt,
im Wellenleiter zu untersuchen. Das Wellenpaket soll dabei auf das im Wellenleiter eingebettete 3NS
zulaufen, wihrend sich das 3NS im Falle des V-Systems in seinem Grundzustand |2) beziehungsweise
im Falle des A-Systems in einer Uberlagerung seiner unteren Zustinde |1) und |3) befindet. Hierbei
modelliere ich den Wellenleiter mit NNWW entsprechend Gleichung (1.88) mit perfekt reflektierenden
Enden als Randbedingung

TN TN_1
v = > hwodla, +J Y (a0 +abiad,) - (3.2)
T=T1 r=x1

In Abbildung 3.1 ist der Ablauf einer Simulation skizziert. Das Wellenpaket lduft von links auf den
Gitterplatz x5 zu, an den das Atom gekoppelt ist. Dort wird es in einen reflektierten und einen transmit-
tierten Anteil gestreut. Die Anzahl der Wellenleitergitterpldtze N und die zu simulierende Zeitspanne
tmax Wihle ich bei den Simulationen so, dass zum Zeitpunkt t,,x einerseits die Streuung am Atom

"Das =-System lasse ich hier auBer Acht, da es im Unterraum einer Anregung physikalisch dquivalent zu einem 2NS ist,
sieche Abschnitt 1.4.6.

43



3 Einzelphotontransport in eindimensionalen Wellenleitern mit eingebetteten Dreiniveausystemen

vollstidndig abgeschlossen ist und andererseits der reflektierte und der transmittierte Anteil des Wellen-
pakets die reflektierenden Enden des Wellenleiters noch nicht erreicht hat. Gleichzeitig soll das Wellen-
paket im Anfangszustand nicht mit dem Gitterplatz x 4 iiberlappen. Die Erfiillung dieser Bedingungen
habe ich durch numerische Experimente zu Beginn jeder Simulation sichergestellt. Die Gesamtzahl
der Gitterpldtze N wihle ich ungerade mit dem Ort 4 im Zentrum. Somit ist der Simulationsaufbau
symmetrisch, links und rechts von x5 liegt die gleiche Anzahl von Gitterplitzen.

Observablen, die ich aus den Simulationsdaten berechne, sind zunéchst die Besetzungen der atomaren
Zusténde

(D) = (L@DAY(E), mitle{l,2,3}, (3.3)
und die photonische Besetzung eines jeden Ortsraumgitterplatzes x
(ala, (1)) = ((1)[afa, (1) (3.4)

Diese Observablen lassen sich auerdem zur photonischen Besetzung des Ortsraumgitterplatzes x im
Unterraum eines atomaren Zustandes |/) zusammenfassen:

(ala, (t) = (T(O)[alli) (Ua, ¥ (t) (3.5)

Mit Hilfe der Besetzung des Wellenleiters im Ortsraum berechne ich au8erdem Transmittanzen T und
Reflektanzen R

TN . 1.

T= Z <alaa¢(tmaX)> + §< LAaZ’A (tmax)> ) (363)
T=TA+1
TA-1 1

R=) (a4, (tmax)) + 5 (AL, 4, , (fmax)) (3.6b)
=1

Dabei spreche ich aufgrund der Symmetrie des Simulationsaufbaus die Besetzung des Ortes x5 jeweils
zur Hilfte der Reflektanz R und der Transmittanz T zu. Die Transmittanz T; beziehungsweise die
Reflektanz R; im Unterraum eines atomaren Zustandes |/) lauten entsprechend

TN
o g
Tl = Z <a;rcax(tmax>>l + §<a;’AaxA (tmax»l ) (37&)
T=TA41
TA-1 1
Rp= > (aba, (tma))t + 5 (8] 18 (tmacc)1 (3.7b)
r=x1

Aus der Menge der Besetzungen aller Ortsraumgitterplidtze zu einem Simulationszeitpunkt berechne
ich auflerdem bei Bedarf mittels einer Gitterfouriertransformation die Besetzung des Wellenleiters im
k-Raum <é};ék(t)> beziehungsweise <é;r€ék(t)>l.

3.2.2 Anregung nahezu dunkler Zustande bei eingebettetem ungetriebenen
V-System

Der Hamiltonoperator H, des freien, ungetriebenen V-Systems lautet nach Gleichung (1.72)

Ha = (B2 + Ei2) [1){(1] + E2|2)(2] + (B2 + E12 + ) [3)(3] . (3.8)
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3.2 Transport einzelner Photonen in Wellenleitern mit eingebetteten ungetriebenen

Dreiniveausystemen
a) (1) Cx[(®)) b) (I3)(3[(®))
1.75 1.75
-2
0.875 0.875 10
5 0 S 0 10~*
< <
~0.875 —0.875 10-°
—-1.75 —-1.75 10~8
0 50 100 150 200 250 0 50 100 150 200 250
t[n/1J]] t[n/1J]]

Abbildung 3.2: Besetzung der oberen Zustinde a) |1) und b) |3) des V-Systems fiir eine Simula-
tion eines Einzelphotonwellenpakets nach Gleichung (3.10). Die Besetzungen sind
gezeigt als Funktionen der Simulationszeit t und der Verstimmung § der oberen
atomaren Niveaus zueinander. Bemerkenswert ist die lange atomare Besetzungs-
zeit fiir kleine Werte von §. Die Simulationsparameter sind J < 0, V; = V3 = |J|,
Ey = hwiy, wo = 0, ko = 7/(2a0), s = 9o, x, = 400« und der Wellenleiter
wurde durch N = 999 Gitterpunkte modelliert.

Der Hamiltonoperator Hi . der Licht-Materie-Wechselwirkung dieses Systems mit einem 1D Wellen-
leiter mit NNWW ist

A

1.73 ~ A
fin 30 Vi (8, 10620+ 2) (018, ) (3.9)
=13

Fiir die Streusimulationen bei diesem System habe ich als Anfangszustand ein Gau3’sches Wellenpaket

TN 2
[T (ty)) = Z @ho 255110, 2) | mit 0T o +ikoz (3.10)
r=x1
gewihlt. Das Wellenpaket hat die Breite s, ist zentriert im den Gitterplatz x, und propagiert mit der
Kreiswellenzahl k.

Die Abbildung 3.2 zeigt die Besetzungen der oberen beiden Zustinde |1) und |3) des V-Systems
iiber der Simulationszeit ¢ und der Verstimmung §. Dabei ist die Ubergangsenergie E;5 als resonant
zur Photonenergie fiwy,, mit wy aus Gleichung (1.89), gewihlt. Das Atom befindet sich bis zur Zeit
t ~ 30h/|J| in seinem Grundzustand, zu der dann das Wellenpaket auf das Atom trifft und dessen
obere Zustdnde anregt. Das Photon wird somit teilweise absorbiert und wieder reemittiert, also gestreut.
Dabei fillt auf, dass in einem Bereich 0 < ¢ < 0.875|J| die atomare Besetzung viel langsamer wieder
abnimmt, als auBerhalb dieses Bereichs. Das Photon wird in diesem Parameterbereich also deutlich
langsamer reemittiert, als aufBerhalb. Interessanterweise liegt & = 0 auBerhalb des erwihnten Bereichs,
hier ist der Effekt also nicht nachweisbar. Mit Hilfe numerischer Diagonalisierungen dieses Systems
konnte ich zeigen, dass dieses Verhalten des Systems dadurch verursacht wird, dass sich im genannten
Bereich unter den Eigenzustinden auch nahezu dunkle Zustinde (NDZ) finden lassen [83] und bei
der Einzelphotonstreuung angeregt sind. In einem NDZ sind die oberen Zustinde des V-Systems stark
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3 Einzelphotontransport in eindimensionalen Wellenleitern mit eingebetteten Dreiniveausystemen

a) (1) (1| (t)) D) (13¢)(3cl(2))
1.75 1.75
0.875 0.875
S S
Py Py
—0.875 —0.875
—1.75 —1.75
0 50 100 150 200 250 0 50 100 150 200 250
t [h/Re(w.)] t [h/Re(w.)]

Abbildung 3.3: Besetzung der oberen atomaren Zustinde a) |1.) und b) |3.) bei der Simulation
eines V-Systems, das an eine verlustbehaftete Kavitat gekoppelt ist. Die Langzeit-
besetzung der oberen Zustinde kann auch in diesem System vorkommen. Siehe
Text fiir weitere Details. Die Parameter dieser Simulation sind V; = V3 = Re(w,),
E; = Re(w.) und Im(w,) = —2Re(w,).

besetzt, wihrend die photonische Besetzung des Wellenleiters nahezu verschwindet. Dies ldsst sich
folgendermallen nachvollziehen:

Setzt man den allgemeinen Zustand im Unterraum einer Anregung aus Gleichung (3.1) in die zeit-
abhiéngige Schrodingergleichung (1.31) ein, so ergibt sich, ohne Beschrinkung der Allgemeinheit,
fiir B9 =0

0:03(t) = J (657°(1) + 65+ (1)) + heoo 5 (1) + Vidr(Doney + Vads(t)oumy,  Gulla)
hop1(t) = Eragn(t) + Vidg™ (1), (3.11b)
h0p3(t) = (Erg + 8)a(t) + Vaga (1), (3.11¢)

Ist ein NDZ angeregt, so ist die Lichtemission des Atoms in den Wellenleiter ,langsam‘. Ich nehme an,
dass das System in einen Zustand prépariert ist, in dem der Wellenleiter unbesetzt ist

$3(to) =0 VY, (3.12)

und sich, wie fiir einen NDZ gefordert, die Amplitude der Wellenleiterbesetzung am Gitterplatz x5
zunéchst nur langsam verédndert, das heif3t

[0i3™ (8)] 1=ty < B[] (3.13)
Dann folgt aus Gleichung (3.11a)
v
$1(to) ~ _V3¢3(t0) . (3.14)
1
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3.2 Transport einzelner Photonen in Wellenleitern mit eingebetteten ungetriebenen

Dreiniveausystemen
Setzt man die Gleichungen (3.12) und (3.14) in Gleichung (3.11b) ein, ergibt sich
. (3.11¢c)
E12¢3(to) ~ [ih0d3(t)] ety = (B2 + 8)¢s(to) (3.15a)
= Fi9 ~ (Elg + (5) = ’(5‘ < ’Elg‘ . (3.15b)

Das angeregte Atom emittiert also nur langsam in den Wellenleiter, wenn die Besetzungsamplituden der
oberen atomaren Zustinde Gleichung (3.14) erfiillen und nach Gleichung (3.15b) die Verstimmung ¢
nahezu verschwindet. Die zweite Bedingung erfiillt die oben beschriebene Situation aus Abbildung 3.2,
wenn das Atom bei der Photonstreuung das Licht nur langsam wieder reemittiert. Wire jedoch 6 = 0,
so geht ein NDZ in einen dunklen Zustand tiber. In einem dunklen Zustand ist der Wellenleiter nicht
besetzt und die oberen atomaren sind Zustidnde angeregt, jedoch kann das Atom aufgrund destruktiver
Interferenz zwischen den Besetzungsamplituden der oberen atomaren Zustdnde nicht in den Wellen-
leiter emittieren. Das Atom bleibt somit ,,dunkel. Dunkle Zustinde konnen daher, im Gegensatz zu
den NDZ, bei Streuexperimenten ,,von aulen” nicht angeregt werden. Daher tritt der oben beschriebene
Effekt der langsamen Reemission fiir 6 = 0 nicht auf.
Bei der obigen Argumentation bin ich nicht auf die Rolle der Besetzungsamplituden des Wellenleiters
g#“ eingegangen. Wenn das Atom in den Wellenleiter emittiert, so sorgen die Wellenleitergitterplitze
mit x # xa fiir den ,,Abtransport® der Strahlung von dem Ort des Atoms. Dies lésst sich effektiv
als Verlustkanal einer Kavitidt am Ort x4, an die das Atom gekoppelt ist, beschreiben. Daher sollte
der Effekt der Langzeitbesetzung der oberen atomaren Zustinde auch bei einem vereinfachten Modell
eines einzelnen V-Systems, das mit einer verlustbehafteten Kavitit wechselwirkt, beobachtbar sein. Die
Verluste der Kavitit kdnnen in diesem Zusammenhang durch einen endlichen, negativen Imaginérteil
der ,,Gitterplatzenergie” hw, der Kavitit modelliert werden. In den Bewegungsgleichungen (3.11) wird
der Anteil des Wellenleiters in diesem Modell formal ersetzt durch

J( T (t) + ¢g+“(t)) F TiwodS (t) — i Tm(Fwe)do, (£) + Re(fiwe)da, (1) - (3.16)

Hierin sind die in den beiden Modellen physikalisch korrespondierenden Terme gleichfarbig markiert.
Ein allgemeiner Zustand |O(t)) des vereinfachten Modells im Unterraum einer Anregung lautet

O(1)) = ¢2.(£)aL]0,2.) + ¢1.(£)]0, 1) + ¢3. ()]0, 3) - (3.17)

In Abbildung 3.3 sind jeweils die Besetzungen der oberen beiden Zustidnde |1.) und |3.) des V-Sys-
tems in dem vereinfachten Modell fiir die atomaren Parameter aus Abbildung 3.2 gezeigt. Der Anfangs-
zustand O (1) fiir diese Simulation ist |©(to)) = %[0, 2.). Wie erwartet zeigt sich auch hier der Effekt
der langsamen Reemission des Atoms in die verlustbehaftete Kavitét.

An dieser Stelle mochte ich den Leser bitten, sein Augenmerk erneut auf die Gleichungen (3.11) und
(3.14) zu richten. Wire ich bei den Rechnungen in diesem Abschnitt von komplexwertigen Kopplungs-
konstanten ausgegangen, hitte sich das bei der Ableitung der Gleichungen (3.11) dahingehend ausge-
wirkt, dass in den Gleichungen (3.11b) und (3.11c) jeweils die komplex konjugierten Kopplungskon-
stanten eingesetzt waren. Gleichung (3.14) wire jedoch unverédndert. Ich nehme nun komplexwertige
Kopplungskonstanten an, also

Vi = [VileT®, mitl e {1,3}, (3.18)
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3 Einzelphotontransport in eindimensionalen Wellenleitern mit eingebetteten Dreiniveausystemen

mit einer Phase ¢;. Dann lautet Gleichung (3.14)

o1(to) ~ @e“(%—@l”)qﬁg(to) . (3.19)

4

Die NDZ existieren also auch in diesem System, nur dass sich dann die relative Phase zwischen den
Besetzungsamplituden der oberen atomaren Zustinde nicht mehr nur um 7, sondern zusitzlich um die
Phasendifferenz der Kopplungskonstanten ¢3 — (1 unterscheidet. An dem Ergebnis der hier vorgestell-
ten Streusimulationen hitte dies nichts verdndert. Dies ist ein Paradebeispiel dafiir, dass ich, wie in
Anhang B gezeigt, rein reelle Kopplungskonstanten fiir WQED Systeme von endlicher Hilbertraum-
dimension annehmen kann, da komplexe Kopplungskonstanten keine neuen, physikalischen Effekte in
diesen Systemen erzeugen.

3.2.3 Nichtstationare dunkle Zustande und phasenabhangige Streueffekte bei
eingebettetem ungetriebenen A-System

Der Hamiltonoperator Hy eines ungetriebenen A-Systems lautet nach Gleichung (1.69)
Hp = E1[1)(1] + (E1 + E2) [2)(2] + (E1 — 6) [3)(3]. (3.20)

Der Hamiltonoperator ﬂLM der Licht-Materie-Wechselwirkung dieses Systems mit einem 1D Wellen-
leiter mit NNWW ist

A 1.70 ~ A
fia 23 Vi (8, 120 + 1D421at, ) (3.21)
1=1,3

Das ungetriebene A-System weist zwei Zustinde vom Rang eines Grundzustandes® auf, namlich |1) und
|3). Aus diesem Grund betrachte ich hier zwei verschiedene Konfigurationen von Anfangszustinden:

Den einen Fall, den ich betrachte, bezeichne ich als Einkanalfall (1KF). In dieser Konfiguration
befindet sich das Atom zu Beginn der Simulation in einem seiner beiden unteren Zustinde. Ohne Be-
schriankung der Allgemeinheit wihle ich hier den Zustand |1). Der von mir verwendete Anfangszustand
im 1KF lautet

TN
T(to)) = > kor=®al|0,1), (3.22)
Tr=x1

mit dem Gaul3’schen Wellenpaket aus Gleichung (3.10).
Die andere von mir untersuchte Konfiguration nenne ich Zweikanalfall (2KF). Dabei befindet sich das
Atom zum Simulationsstartzeitpunkt in einer kohirenten Uberlagerung seiner unteren beiden Zustinde

TN
W(to)) = Y ko (k0 1) + et alj0,3)) (3.23)

r=x1

mit dem Gauf}’schen Wellenpaket aus Gleichung (3.10). Hierbei ist die relative Phase Ay zwischen den
unteren Zustdnden ein neuer und, wie ich im Folgenden zeigen werde, wichtiger Systemparameter.

3Vergleiche Abschnitt 2.3.2.
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Dreiniveausystemen
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Abbildung 3.4: Besetzung der Wellenleitergitterpléitze a) als Funktion der Zeit und b) als Schnapp-
schuss zu einem Zeitpunkt, zu dem das Photon vollstindig am Atom vorbei pro-
pagiert ist. Der Ort des Atoms ist in beiden Abbildungen durch gestrichelte Linien
angedeutet. Das Wellenpaket wird vollstindig transmittiert, also ist das System in
einem nichtstationdren dunklen Zustand, obwohl die Photonenergie in Resonanz
mit der Ubergangsenergie Fy; gewihlt ist. Die Parameter dieser Simulation sind
J<0,A(p=7T,V1 =V = ‘J,Egl :Mk0,6:0,k0:7r/(2a),s:7a,
x, = 65a und der Wellenleiter ist durch N = 249 Gitterplitze modelliert.

Setzt man den allgemeinen Zustand im Unterraum einer Anregung aus Gleichung (3.1) in die zeit-
abhiingige Schrodingergleichung (1.31) ein, so ergibt sich, ohne Beschrinkung der Allgemeinheit,
fiir E1 =0

007 (1) = J (677(1) + BT (1)) + heoodF (1) + Vi ()i (3.242)
i0,05(t) = J (857 (0) + 657 (1)) + (wo — )65 (1) + Vado()oen,  (3:240)
10,6 (t) = Enda(t) + Vidi (1) + VagiA (1), (3.240)

Die ersten zwei Terme der rechten Seite der Gleichungen (3.24a) und (3.24b) beschreiben eine pho-
tonische Anregung im Wellenleiter analog zu Gleichung (3.11a). Im vorliegenden Fall befindet sich
das A-Atom allerdings entweder im Zustand |1) oder |3). Meine ich die photonische Besetzung des
Wellenleiters im Unterraum des Zustands |l), so bezeichne ich dies im Folgenden als die photonische
Besetzung im Kanal [.

Nichtstationare dunkle Zustande

In einem dunklen Zustand kann des Licht im Wellenleiter nicht an das Atom koppeln, selbst wenn die
Photonenergie die Resonanzbedingung erfiillt. Der angeregte Zustand |2) des A-Atoms ist dann immer
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3 Einzelphotontransport in eindimensionalen Wellenleitern mit eingebetteten Dreiniveausystemen

und fiir alle Zeiten unbesetzt, das heil3t
Orpa2(t) = ¢ga(t) =0 Vit. (3.25)
Mit Gleichung (3.24c) fiihrt dies auf
\%
NOE —7391%“ (t), (3.26)
1

womit sich mit Hilfe der Gleichungen (3.24a) und (3.24b)

v
—5¢fAu>=:J'( TA“@)+—¢TA*“@)+-L§(¢§A“@)4-¢§A*“@))>, (.27
TA TA—Q e Vl TA—Q e
+6¢3<w::J(¢3 (0 + 6570 + 72 (6770 + o] @0>, (3.27b)

ergibt. Die Gleichungen (3.27) erlauben somit auch nichtstationidre dunkle Zustédnde. Fiir ein entartetes
A-System, also fiir § = 0, ergeben diese Gleichungen

rate) = —“fj aatet), (3.28a)
TA—Q V TA—C
TAT(E) = —Vi’sbg‘“ (1), (3.28b)

was mit den Gleichungen (3.24a) und (3.24b)

Vs
ﬁ@z—%@w,v% (3.29)

ergibt. Fiir den Fall V; = V3 folgt somit aus Gleichung (3.29), dass Ap = 7 als Bedingung fiir einen
nichtstationzren dunklen Zustand* erfiillt sein muss. Ein Beispiel hierfiir ist in den Abbildungen 3.4a)
und b) gezeigt.

Der Einfluss der Phasendifferenz Ay im entarteten 2KF

In diesem Abschnitt untersuche ich den Einfluss der Phasendifferenz A auf stationire Streulosungen
und die zeitabhingige Wellenpaketstreuung im 2KF. Zur Ermittlung der Streulosungen folge ich einem
Ansatz, der in den Referenzen [60, 61, 78] fiir dhnliche Systeme erfolgreich angewendet wurde. Dieser
besteht in einem zeitharmonischen Ansatz fiir die Gleichungen (3.24)

Bt

P2(t) = e fo, (3.30a)
GF(t) = e E fF, mitl e {1,3}, (3.30b)

*Auch hier ist wieder ersichtlich, dass komplexe Kopplungskonstanten nur die Bedingung fiir Ay im dunklen Zustand
gedndert hitte. Der physikalische Effekt trite dann jedoch unverédndert auf.
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3.2 Transport einzelner Photonen in Wellenleitern mit eingebetteten ungetriebenen
Dreiniveausystemen

mit der Eigenenergie E}, der stationiren Streulosung. Um die gesuchte Losung fiir einen 2KF zu finden,
benutze ich den Ansatz

%e“k“a‘” +rpre ke g seikzar - fiir o < xp /o,

fi=qV2 . , (3.31a)
tetikoer 4 ¢ aetikizar fir z/a > zp/a,
etidy +ikssax —ikszax —iks1ax .
£ —e + r33e + t31e flirr/a<zzp/a

=9 V2 ’ / e (3.31b)

tgzetikssar 4 ¢o otiksiow fir v/a > za/a,

fiir die Koeffizienten ff/:,) in Gleichung (3.30). Ich nehme an, dass fiir alle Kreiswellenzahlen k,,, in
Gleichung (3.31) 0 < ky,, < 7/« gilt. Bei einem rechtshindigen Wellenleiter, also mit J < 0, ldsst
sich dieser Ansatz somit folgendermalen interpretieren: In beiden Kanilen fallen ebene Wellen jeweils
mit den Kreiswellenzahlen k17 und k33 von links auf den Gitterplatz x5 ein, an dem das A-System
sitzt. Obwohl diese ebenen Wellen Anteile der ,,Wellenfunktion™ ein und desselben Photons darstellen,
lisst sich deren stationirer Streuprozess als Uberlagerung zweier unabhingiger 1KF betrachten. Die
in Kanal 1 auf das Atom treffende, ebene Welle, also 1/v/2e#112% wird an dem A-System in einen
reflektierten und einen transmittierten Anteil im Kanal 1, ndmlich r11e~#119% ynd ¢;,et*1107 i Glei-
chung (3.31a), und in einen transmittierten und reflektierten Anteil im Kanal 3, ndmlich tg eFiksiar
in Gleichung (3.31b), gestreut. In gleicher Weise wird die einfallende ebene Welle in Kanal 3, al-
so eT18¢ //2etiF339% in beide Kanile, nimlich in Kanal 3 in 7337 %33%% und t33e71*339% in Glei-
chung (3.31b) und in Kanal 1 in t;3eT¥13%% gestreut.

Die Kreiswellenzahlen in diesen unabhingigen Streuprozessen sind aufgrund der Energieerhaltung
verkniipft {iber

cos(ksja) = cos(ki1a) + 37 (3.32a)
0
cos(k13a) = cos(ksza) — 37 (3.32b)

Aus diesem Grund gilt im entarteten Fall mit § = 0, dass k3; = k11 und k13 = k33. Die Wellenzah-
len k11 und k33 der einfallenden ebenen Wellen sind unabhiingig und freie Parameter. Physikalisch be-
deutet dies, dass die Impulse desselben Photons in unterschiedlichen atomaren Unterrdaumen grundsitz-
lich unabhéngig sind. Ich nehme nun an, dass das Photon und das Atom sich vor deren gegenseitiger
Wechselwirkung in einem Produktzustand befinden. Dann kénnen sich k17 und k33 nicht unterscheiden
und man erhilt

kll = k13 = ]C33 = k31 =k. (3.33)

Unter diesen Bedingungen lautet der Ansatz aus den Gleichungen (3.31)

Le—i-ikax_‘_rle—ikax’ firz/a < za/a,

I v (3.34a)
! tyetikar fiir z/a > za/a,
et2¢ tikax —ikaz
fo o 5 + r3e , firz/a<za/o, (3.34b)
’ tzetikar fir z/a > zp/a,
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3 Einzelphotontransport in eindimensionalen Wellenleitern mit eingebetteten Dreiniveausystemen

a)

Ay
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Ap

|t1]? d) |[t1]% = T4 |
21
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Abbildung 3.5: Streuverhalten eines entarteten A-Systems im 2KF: Berechnete Tranmittanzen a)
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im Kanal 1 und b) im Kanal 3 und c) berechnete Reflektanzen in beiden Kanélen
als Funktionen der relativen Phase Ay und der Verstimmung Es; — hwy, der
Photonenergie hwy, zur atomaren Ubergangsenergie Eo1. Im Unterschied zu den
Transmittanzen sind die Reflektanzen in beiden Kanélen gleich. Die Abbildun-
gen d) bis f) zeigen die Betrdge der Differenzen der analytischen Ldsungen zu
aus zeitabhingigen Wellenpaketsimulationen gewonnene Daten. Fiir Ay = 7 ver-
schwinden diese Differenzen vollstindig, das System ist dann in einem nichtstati-
ondren, dunklen Zustand, vergleiche Abbildung 3.4. Im Allgemeinen unterscheiden
sich die Ergebnisse der Simulationen von den analytisch berechneten aufgrund der
endlichen spektralen Breite des Wellenpakets. Die Parameter dieser Simulationen
sindJ < 0,Vy =V =|J|, E21 =0, =0, kg = 7/(2a), s = 9, x, = 85« und
der Wellenleiter wurde durch N = 299 Gitterplitze modelliert.



3.2 Transport einzelner Photonen in Wellenleitern mit eingebetteten ungetriebenen

Dreiniveausystemen
mit
r1 =711+ 13, (3.35a)
l1 =t +t13, (3.35b)
r3 =133 + 31, (3.35¢)
t3 = t33 + t31. (3.35d)

Setzt man nun die Gleichungen (3.34) zusammen mit dem Ansatz aus Gleichung (3.30) in die Glei-
chungen (3.24) ein, erhélt man

—Vi(V1 + eTi29Vs)

ri = , (3.362)
V2 (Vf + V2 — 2 (B — huy) sin(ka))
— eM8PV)) — 21 (B — hwy,) sin(k
t = Va(V3 —e 1) | iJ(E2 k;) sin(ka) (3.36b)
V2 (V24 V3 = 20 (Exn — hwy) sin(ka) )
_ +iAep
ry = Va(Vi + eT¥V5) , (3.36¢)
V2 (Vf + V2 — 2 (Ey — huy) sin(ka))
V; +iAp _ — 9 +iAp Eor — Aw in(k
b = 1(e Vi —V3) —2iJe (E91 k) sin(ka) ' (3.36d)

V2 (Vl2 + V2 — 210 (Ey — huwy) sin(ka))

Die Gleichungen (3.36) lassen sich folgendermaf3en interpretieren: Das entartete A-System sei zundchst
in einer kohirenten Uberlagerung seiner unteren Zustinde

1 .
|A'SyStem>Anfangszustand = ﬁ(|1> + e+lAw|3>) . (337)

Dann wird ein einzelnes Photon mit Kreiswellenzahl k£ am Atom gestreut. Nach der Streuung wird das
Photon entweder als reflektiert oder transmittiert detektiert. Im ersten Fall ist der Zustand des Atoms
nach der Streuung

’A'SyStem>reﬂektiertes Photon = 741“) + 7“3’3> . (3.38)

Waurde das Photon als transmittiert detektiert, so ergibt sich als Zustand des A-Systems nach der Streu-
ung
‘A'SyStem>transmittiertes Photon — t1‘1> + t3‘3> . (3.39)

In der Abbildung 3.5 sind die Transmittanzen [t;|?> und Reflektanzen |r;|? fiir jeden einzelnen Ka-
nal [ € {1, 3}, den Gleichungen (3.36) entsprechend, gezeigt. AuBerdem lassen sich aus Abbildung 3.5
die Abweichungen dieser Koeffizienten von den entsprechenden Reflektanzen R; und Transmittanzen
Ty, die ich aus Simulationen von Einzelphotonwellenpaketen nach Gleichung (3.23) gewonnen ha-
be, ablesen. Die Kopplungsstiarken des Systems, fiir welches die Abbildung erstellt wurde, habe ich
zu Vy = V3 = |J| gewihlt. Somit sind die Reflexionskoeffizienten aus den Gleichungen (3.36a) und
(3.36¢) identisch. Das A-System, das anfinglich entsprechend Gleichung (3.37) in einer gleichwertigen
Superposition seiner unteren Zustinde mit einer Phasendifferenz Ay pripariert war, ist dann nach der
Reflexion des Photons weiterhin in einer gleichwertigen Superposition, allerdings mit Ay = 0.
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3 Einzelphotontransport in eindimensionalen Wellenleitern mit eingebetteten Dreiniveausystemen

Wenn nun ein zweites Photon mit fiwy = Fo; auf das A-System in einer solchen Superposition
mit Ap = 0 trifft, wird das Photon entsprechend der Abbildung 3.5 vollstidndig reflektiert. Dies ist
unabhingig von der Energie des ersten Photons. Das Atom wirkt wie ein perfekter Spiegel. Dieses
Verhalten ist schon fiir dhnliche Systeme mit eingebettetem 2NS [59-62] beziehungsweise mit einge-
bettetem V-System [78] bekannt. Ein ungetriebenes A-System kann allerdings nur in einem 2KF als
perfekter Spiegel wirken.

Wenn bei der ersten Streuung ein transmittiertes Photon detektiert wird, so kann man den Abbildun-
gen 3.5 entnehmen, dass der Zustand des Atoms stark von der anfianglichen Phasendifferenz Ay aus
Gleichung (3.37) abhingt. Obwohl die Transmittanzen ]tl]2 Maxima aufweisen, wird das Atom nach
der Streuung immer in einer Superposition seiner unteren Zusténde |1) und |3) verbleiben.

3.3 Transport einzelner Photonen in Wellenleitern durch stationar
getriebene Dreiniveausysteme

3.3.1 Beschreibung stationar getriebener Dreiniveausysteme

In diesem und dem folgenden Abschnitt préasentiere ich die Theorie stationér getriebener 3NS. Hierzu
betrachte ich zunichst ein zeitharmonisches, klassisches elektrisches Feld

E(r,t) = Ey(r)e“t! + Ef(r)e WLt (3.40)

der Frequenz wr,. Dieses Feld kopple iiber die Dipolwechselwirkung® an ein freies Dreiniveausystem,
innerhalb dessen parititsbedingt zwei atomare Uberginge dipolerlaubt® sind. Der Hamiltonoperator

HA frei des freien Dreiniveausystems sei

R 3
Ha et = 3 EI[D] .- (3.41)
=1

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit seien die dipolerlaubten Uberginge jene zwischen den Zustin-

den |2) und |1) beziehungsweise |2) und |3). Der Hamiltonoperator H peq der Dipolwechselwirkung
zwischen Feld und Atom am Ort rg des als punktformig>® geniherten Atoms ergibt sich somit zu’

Ha pela = E(ro, 1) - (dgy [2)(1] + d3;1)(2] + dps|2) (3] + d3s[3)(2])

1 : .
= 5 Z <<e+1th hQ;l + e iwLt hQ;?) |2> <l| + h.C.) , (3.42)
=13

mit den Dipolmatrixelementen dj; = (k|d|l) und den Rabifrequenzen

2Eo(rp) - d

Q= O(r,g) 2 (3.43a)
2EX(ro) - d

Oy = O(F,g) 2 (3.43b)

>Vergleiche Abschnitt 1.4.2
Vergleiche Abschnitt 1.4.6.
"Vergleiche Gleichung (1.52)
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3.3 Transport einzelner Photonen in Wellenleitern durch stationdr getriebene Dreiniveausysteme

Um die RWA3® anwenden zu kénnen, transformiere ich Hy = H Afrei T HAa Felq in das Wechselwir-

kungsbild, wobei ich als Wechselwirkungsterm den zeitabhéngigen Operator H A, Feld Wihle,

ﬁXV}Zld — oI B ﬁAm Lo i Sim Bl
3
1 . .
-2 Z (e_l(Ez—Ez—m;L)% Yy, + o i(Ei—Eathor)f hQ;l) 12)(I| + he. | . (3.44)

=1

Sei nun der Fall gegeben, dass |Ey — Eo + hwy|/h > |Qy;| = |Q3;]. Analog zum Vorgehen in Ab-
schnitt 1.4.4 kann man dann die Terme, die im Wechselwirkungsbild o< exp(+i(Ey — Eo + hwr,)t/h)
sind, vernachlissigen. Physikalisch bedeutet dies, dass der Ubergang zwischen den Zustéinden |1) und
|2) bei zu schwacher Kopplung |A€);;| gegeniiber der Frequenz des treibenden Feldes stark verstimmt

ist. Somit lautet H A Feld Nach Anwendung der RWA
2 1 . .
Ha peld = 3 ((e+ WL Qs + et hQ;3> 12)(3] + h.c.) : (3.45)

Die RWA bewirkt somit, dass das klassische Feld nur den Ubergang zwischen den Zustinden |2) und
|3) treibt.

Aufgrund der Zeitabhingigkeit des elektrischen Feldes in Gleichung (3.40) bietet sich fiir die weitere
Behandlung des getriebenen 3NS eine unitidre Transformation Z;IWL (t) in ein im atomaren Hilbertraum
mit Frequenz wy, rotierendes Bezugssystem an:

Uy () = e (CRGI)E, (3.46)
mit einem vorzeichenbestimmenden Koeffizienten

1, fir By > By,
c= T Hrhs = (3.47)
1, fiir By < By

Ein Zustand in dem rotierenden Bezugssystem |W(r,¢)) ergibt sich aus einem Zustand |V (r,¢))s im
Schrodingerbild durch X
W (r, ) = UL, (D] (r,1))s (3.48)

Der Hamiltonoperator Hy des getriebenen Atoms im rotierenden Bezugssystem ergibt sich aus jenem
im Schrodingerbild durch

~

0, =uf (t) <H ane +H AMd) U, (t) — hwr|3)(3)]. (3.49)

Dies folgt durch Einsetzen von Gleichung (3.48) in die zeitabhiingige Schrodingergleichung (1.31). Fiir
den ersten Term in Gleichung (3.49) ergibt sich

A

(O il (1) = E1|1)(1] + E|2)(2| + E3eT<(3) (3|e it
3

= E|I){I| = Ha frei » (3.50)
=1

Ut

WL,

8Vergleiche Abschnitt 1.4.4
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3 Einzelphotontransport in eindimensionalen Wellenleitern mit eingebetteten Dreiniveausystemen

Der zweite Term in Gleichung (3.49) ergibt

) 5 ) 1 — —i((—1Nw —i w
UL, (D gl (1) = 5 <<hQ23e (C=Dwrt 1 Ot e ¢+ Lt) 12)(3) +h.c.>, (3.51)

Nun folgt aus Gleichung (3.47), dass in Gleichung (3.51) zwei der vier Exponenten verschwinden.
Dies geschieht aufgrund von Gleichung (3.47) in Abhingigkeit davon, ob der Zustand |3) energetisch
hoher oder niedriger liegt, als der Zustand |2). Die verbleibenden Exponentialfunktionen oszillieren
dann mit 2ewr,. Ist der verbleibende Ubergang nicht ultrastark an das elektrische Feld gekoppelt, das
heiit 2wy, > |92i3|, so kann man auch diese schnell oszillierenden Terme im Rahmen der RWA ver-
nachlissigen. Damit ergibt sich

HA Felda = MZTR|2)<3| + MZTRB) 2f, (3.52)

mit der Rabifrequenz

O = Oy, fir B3 > B, (3.5%
O3, fir By > Ej.

Entsprechend der Ausfiithrungen in Abschnitt 1.4.3 ldsst sich ein transformierter Hamiltonoperator
finden, dessen Rabifrequenz {1y rein reell ist. Damit ergibt sich der Hamiltonoperator H, des stationir
getriebenen 3NS im oszillierenden Bezugssystem zu

2
(3.49) _ hdr
A asiase D BN+ (B = Chan)I3) (3] + =5 (12261 +13)21). G54
Dieser Hamiltonoperator ldsst sich diagonalisieren:
Hy = Bi|1)(1] + E_| =) (| + Ex|+)(+], (3.55)
mit den Eigenenergien
1
Fi = 3 (E2 + B3 — Chwy, = \/FL2Q%{ + (B2 — E3 + Cth)2> , (3.56)
und den Eigenzustéinden
Bi|2) + hQR|3
+) = £[2) + bl >, (3.57)
\/ P2 + B
mit
By = Ey — s+ Chuwy, + \/fmg{ 4 (Ea + B3 + Chor)?. (3.58)
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3.3 Transport einzelner Photonen in Wellenleitern durch stationdr getriebene Dreiniveausysteme

Abbildung 3.6: a) Ein getriebenes A- und b) ein zwischen seinen oberen Zustinden getriebenes
=-System. Die Ubergiinge zwischen den Zustinden |2) und |3) werden durch ein
klassisches, zeitharmonisches, elektrisches Feld getrieben, das mit einer Stirke von
hQR, mit der Rabifrequenz (), an den Ubergang koppelt. Die Frequenz wy, des
treibenden Feldes ist zur Ubergangsenergie verstimmt um den Wert A /h. Die Pho-
tonen im Wellenleiter koppeln mit der Stirke V,, an den verbleibenden, ungetriebe-
nen Ubergang zwischen den Zustinden |1) und |2), mit der Ubergangsenergie Fo;.

3.3.2 Wechselwirkung getriebener Dreiniveausysteme mit einzelnen Photonen

Im Folgenden nehme ich an, dass das in Abschnitt 3.3.1 beschriebene 3NS zusitzlich zum klassischen
elektromagnetischen Feld aus Gleichung (3.40) auch noch mit einem weiteren, quantisierten elektro-
magnetischen Kontinuum wechselwirkt. Dabei sei es so, dass die Ubergangsenergie des klassisch ge-
triebenen Ubergangs stark gegeniiber der Energie der Kontinuumsphotonen verstimmt ist und gleich-
zeitig die Kopplung dieser Photonen an diesen Ubergang nicht ultrastark sei. Bei der Modellierung
der Wechselwirkung des quantisierten Kontinuums mit dem klassisch getriebenen Atom fiihrt dann die
Anwendung der RWA zu dem Ergebnis, dass die Photonen des Kontinuums nur an den ungetriebenen
Ubergang des Atoms zwischen den Zustinden |1) und |2) koppeln.

Der Fall £y < E5

Sei zunédchst angenommen, dass Fy < Fj gilt. Entsprechend den Abbildungen 3.6a) und b) trifft dies
auf das getriebene A-System und das zwischen den beiden oberen Zustinden getriebene =-System zu.
Der Hamiltonoperator ﬂLM der Atom-Photon-Wechselwirkung nimmt im Rahmen der RWA die Form
des Hamiltonoperators der Wechselwirkung eines Zweiniveausystems aus Gleichung (1.64) an, mit |1)
als Grundzustand und |2) als angeregten Zustand des 2NS und der Kopplungsstirke V.

TN
fiw = Y Ve (81201 + 1) (2lal). (3.59)
=
Mit
1202 + (Ey — Bs + Chor) B 2 1 (B Bt cho B
2y @7 2 4 (B2 — E3 + Chwy) By g 2 + (B2 — B3+ Chwy) ) 360

2 <h2§22R v (By— By + gth)2) 2 (h?QQR t(By— B3+ gth)2)
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3 Einzelphotontransport in eindimensionalen Wellenleitern mit eingebetteten Dreiniveausystemen

3)

Abbildung 3.7: a) Ein getriebenes V- und b) ein zwischen seinen unteren Zustinden getriebenes
=-System. Die Ubergiinge zwischen den Zustinden |3) und |2) werden durch ein
klassisches, zeitharmonisches, elektrisches Feld getrieben, das mit einer Stirke von
hQR, mit der Rabifrequenz (), an den Ubergang koppelt. Die Frequenz wy, des
treibenden Feldes ist zur Ubergangsenergie verstimmt um den Wert A /h. Die Pho-
tonen im Wellenleiter koppeln mit der Stirke V,, an den verbleibenden, ungetriebe-
nen Ubergang zwischen den Zustéinden |2) und |1), mit der Ubergangsenergie E1s.

ergibt sich

TN
=30 30 Ve (&l + ) eiat), (3.61)
=%+ x=x

wobei

h2Q% + (BEy — B3 + Chwr,) B
Ve — v, 2+ (By — B3+ Chwy) By . (3.62)
2 (RO} + (B> — By + (hw)?)

Interessanterweise hat der Hamiltonoperator ICILM aus Gleichung (3.61) die Form des Hamiltonopera-
tors der Licht-Materie-Wechselwirkung eines ungetriebenen V-Systems aus Gleichung (1.73). Das ge-
triebene A-System und das zwischen seinen beiden oberen Zustinden getriebene =-System lassen sich
also auf ungetriebene V-Systeme abbilden. Da die Physik des ,,oben* getriebenen =-Systems dement-
sprechend #dquivalent zur Physik des getriebenen A-Systems ist, werde ich mich bei den folgenden
Untersuchungen im Falle £y < FE» auf des getriebene A-System konzentrieren. Die Resultate lassen
sich jedoch auf das entsprechende =-System {iibertragen.
Mit den Bezeichnungen aus Abbildung 3.6a) lautet der Hamiltonoperator H, des ,freien® getriebe-
nen A-Systems somit R
Ha = By[1) (1] + E_|-)(~| + B |+)(+], (3.63)

mit den Eigenzustdnden

+1
|+)

/200 (hQeg T A)

mit der effektiven Rabifrequenz
\/2Q% + A2
_ (3.65)

h )

(hQR|2) — (A F W) |3>) : (3.64)

Qpg =
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3.3 Transport einzelner Photonen in Wellenleitern durch stationdr getriebene Dreiniveausysteme

und mit den Energieeigenwerten
1
Ey =F1+ Ey — 5 (A F hQEﬂf) . (3.66)

Der Hamiltonoperator Hi der Atom-Photon-Wechselwirkung entspricht dem aus Gleichung (3.61)

mit den Kopplungsstirken
Vx QR

N \/2 ﬁQEﬁ(hQEff + A) '

€T

Vi

(3.67)

Der Fall £y > E5

Die Abbildungen 3.7a) und b) zeigen die Termschemata eines getriebenen V-Systems und eines zwi-
schen seinen beiden unteren Zustdnden getriebenes =-System. Dies sind die beiden Konfigurationen
fiir die B, > FE» gilt. Der Operator ﬁLM nimmt im Rahmen der RWA in der Basis des ungetriebenen
Atoms, wie im Falle des getriebenen A-Systems, die Form der Wechselwirkung eines 2NS an, diesmal
mit |2) als Grundzustand und |1) als angeregten Zustand:

fi = Y Va (8,012 + 2)(11aE) | (3.68)

r=x1

mit der Kopplungsstirke V.. Im Eigensystem des ,.freien” getriebenen Atoms wird aus Gleichung (3.68)

TN
fia = > Ve (a0 + n(1fat) (3.69)
=%+ x=x
mit den neuen Kopplungskonstanten V¥ aus Gleichung (3.62). Der Operator Hi in Gleichung (3.69)
hat dieselbe Form, wie der Hamiltonoperator der Atom-Photon-Wechselwirkung eines ungetriebenen
A-Systems aus Gleichung (1.70). Das getriebene V-System und das zwischen seinen unteren Zustéinden
getriebene =-System lassen sich also auf ungetriebene A-Systeme abbilden. Wie im Falle des getriebe-
nen A-Systems werde ich mich bei den Untersuchungen von getriebenen Systemen, fiir die £1 > FEo
gilt, auf das getriebene V-System konzentrieren. Die gewonnenen Resultate gelten jedoch auch fiir das
,Lunten getriebene =-System.
Es ergibt sich mit den Bezeichnungen aus Abbildung 3.7a) der Hamiltonoperator Hy des ,freien®
getriebenen V-Systems zu

Ha = (B2 + Bio) [1{1] 4+ B[ =)= + By [+)(+] (3.70)
mit den Eigenzustinden
+1
+) — (hQ 92 + (A + i) 3), 3.71
) = e (1Rl (8 1) ) (371
und den Eigenenergien
1
Er=Ep+3 (A + hQgg) . (3.72)
Die Kopplungskonstanten V¥ des Operators Hi . aus Gleichung (3.69) sind in diesem Fall
V. Q
VE = R : (3.73)
V2 hQeg (AQpg = A)
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3 Einzelphotontransport in eindimensionalen Wellenleitern mit eingebetteten Dreiniveausystemen
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Abbildung 3.8: Analytische Tranmittanzen a) fiir eine stationire ebene Welle und b) fiir ein
Gaul3’sches Wellenpaket jeweils als Funktionen der Verstimmung des treibenden
Feldes A und der Verstimmung des Photons Eo1 — hwy,. In c) ist die absolute
Differenz dieser beiden Transmittanzen gezeigt. Die EIT im Falle der Zweiphoto-
nenresonanz ist in den Hauptdiagonalen von a) und b) ersichtlich, dabei ist sie im
Fall des Gaul3’schen Wellenpakets aufgrund dessen spektraler Breite nicht voll aus-
gepragt. Die Parameter der Simulationen sind J < 0,V = Qr = |J|, E21 = hwy,,
ko = 1/(2a), wg = 0, s = 9, x, = 420c und der Wellenleiter wurde durch
N = 999 Gitterpunkte modelliert.

3.3.3 Elektromagnetisch beeinflusstes Streuverhalten bei eingebettetem
getriebenen A-System

Fiir einen Wellenleiter mit einem eingebetteten getriebenen A-System, die zusammen durch die Glei-
chung (3.61) mit V;* = V0., und durch die Gleichungen (3.63) bis (3.67) beschrieben werden, lisst
sich dhnlich wie in Abschnitt 3.2.3 ein Reflexionskoeffizient r berechnen:

. —2iV2(A + hwy, — Eo1)
T 2iV2(A 4 hwy, — Eop) — Jsin(ka) (4(hwy, — Eo1)(A + hwg — Eo) — Q3)

(3.74)

Wie in Referenz [78] fiir eine lineare Dispersionsrelation gezeigt, verschwindet der Reflexionskoeffizi-
ent aus Gleichung (3.74) im Falle einer Zweiphotonenresonanz, das heift fiir fiwy, = Fo1 — A. Dies ist,
mit anderen Worten, eine EIT fiir ein einzelnes Photon und ein einzelnes Atom.

Das Besondere an einer EIT ist, dass selbst ein zum Streuer resonant gestimmtes Photon vollstindig
transmittiert wird. Normalerweise erwartet man in diesem Fall eine starke Wechselwirkung von Atom

60



3.3 Transport einzelner Photonen in Wellenleitern durch stationdr getriebene Dreiniveausysteme

&
N

R

Al

o
~

Al

Qg [|7]] A[lJ]]

Abbildung 3.9: Analytische Reflektanzen a) tiir eine ebene Welle und b) fiir ein Gaul3’sches Wellen-
paket jeweils als Funktionen der Verstimmung A und der Rabifrequenz )y des trei-
benden Feldes. In c) ist die absolute Differenz dieser beiden Reflektanzen gezeigt
und d) zeigt den Ausschnitt beider Reflektanzen entlang der weiBen, gestrichelten
Linien in a) und b). Die Elektromagnetisch induzierte Wechselwirkung (EIW) ist
auf den parabelformigen, hellen Asten in a) und b) zu erkennen, dabei ist sie im Fall
des Gaul3’schen Wellenpakets aufgrund dessen spektraler Breite nicht voll ausge-
pragt. Die Parameter der Simulationen sind J < 0,V = |J|, E2; — hwy, = 5/2|J|,
ko = 7/(2a), wg = 0, s = 9a, x, = 420« und der Wellenleiter wurde durch
N =999 Gitterpunkte modelliert.

und Photon bis hin zur vollstindigen Reflexion, wie ich sie in Abschnitt 3.2.3 beschrieben habe. Durch
das treibende Feld wird im Falle einer EIT die Wechselwirkung des Photons mit dem Atom jedoch
vollstidndig unterdriickt.

In Abbildung 3.8 zeige ich die analytisch berechnete Reflektanz |r|? und den Vergleich mit einer nu-
merisch berechneten Reflektanz R nach Gleichung (3.6b) fiir ein Gaul3’sches Einzelphotonwellenpaket.
Der Effekt der EIT ist fiir den Fall des Wellenpakets nicht so stark ausgeprégt wie im Fall der stationédren
ebenen Welle. Dies ist eine Folge der endlichen spektralen Breite des Gaul’schen Wellenpakets.

Das Prinzip der EIT lisst sich jedoch auch umkehren: Ublicherweise gibt es kaum eine messbare
Wechselwirkung zwischen einem Atom und einem dazu energetisch stark verstimmten Photon. Mit
Hilfe eines geeignet gewihlten treibenden Feldes ladsst sich bewirken, dass ein stark verstimmtes Photon
mit einem A-System messbar, bis hin zur vollstindigen Reflexion, wechselwirkt. Setzt man in Glei-
chung (3.74) r = —1, was einer vollstdndiger Reflexion mit einem Phasensprung von 7 entspricht, so
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3 Einzelphotontransport in eindimensionalen Wellenleitern mit eingebetteten Dreiniveausystemen
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Abbildung 3.10: a) Realteil und b) Imaginérteil der Kreiswellenzahl k_ als Funktion des Parame-
ters v aus Gleichung (3.78). Die roten Linien entsprechen rechtslaufenden, also
transmittierten Wellen und die blauen Linien entsprechen linkslaufenden, also re-
flektierten Wellen.

folgt hieraus die Bedingung fiir diese elektromagnetisch induzierte Wechselwirkung (EIW):

Eo — hwy, = = (A £ Qgg) - (3.75)

N =

Die Abbildung 3.9 zeigt die Reflektanz |r 2 berechnet aus Gleichung (3.74), iiber A und Qg, sowie
den Vergleich mit einer numerisch berechneten Reflektanz R fiir ein Gauf3’sches Einzelphotonwel-
lenpaket analog zum vorherigen Vorgehen bei der EIT. Die atomare Ubergangsenergie F; wurde zu
Ey = hwy — 2.5|J| gewihlt und liegt somit auBerhalb des cosinusférmigen photonischen Bandes
des Wellenleiters mit NNWW. Trotzdem wird fiir das monochromatische Photon mit Energie wq bei
Erfiillung der Bedingung aus Gleichung (3.75) vollstindige Reflexion erreicht. Fiir das Wellenpaket er-
reicht die Reflektanz laut den Abbildungen 3.9b) bis c) einen Wert von R ~ 0.8, was erneut mit der
endlichen spektralen Breite des Wellenpakets erkldrbar ist.

3.3.4 Impulstransfer bei eingebettetem getriebenen V-System

Ein Wellenleiter mit einem eingebetteten, getriebenen V-System lédsst sich durch die Gleichung (3.69)
mit V;* = V;0;,, und durch die Gleichungen (3.70) bis (3.73) beschreiben. Da sich ein getriebenes
V-System effektiv wie ein ungetriebenes A-System verhilt, sind fiir das getriebene V-System auch die
selben Anfangsbedingungen, wie im Fall des ungetriebenen A-Systems realisierbar. Im Folgenden be-
schranke ich mich jedoch auf die Untersuchung des 1KF des getriebenen V-Systems, bei dem das Atom
anfangs, ohne Beschrinkung der Allgemeinheit, im Zustand |+) vorliegt.

Entsprechend der Gleichung (3.72) lauten die beiden Ubergangsenergien E des effektiven A-Sys-

tems

3.72 1
Ei=E — Ey 2 By — S (A% 0pg). (3.76)
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Abbildung 3.11: Impulsraumbesetzung des Kanals — in Abhéingigkeit a) von der Verstimmung A
und b) von der Rabifrequenz Qg am Ende der Simulation der Streuung eines Ein-
zelphotonwellenpakets. Die gestrichelten weilen Linien folgen den nach Glei-
chung (3.78) fiir die Kreiswellenzahlen in diesem Kanal berechneten Werten. Die
roten gestrichelten Linien begrenzen die Bandbreite des Wellenleiters. Die Para-
meter der Simulationen sind J < 0, Eyg = hwy,, wo = 0, ko = 7/(2c), s = 9a,
x, = 420 und a) Qg = V = |J| beziehungsweise b) A = 0. Der Wellenleiter
ist in beiden Fillen durch N = 999 Gitterpunkte modelliert.

Sei k. die Kreiswellenzahl eines Photons, das im Kanal des Zustands |+) absorbiert wird. Dann ist
die Kreiswellenzahl k_ des korrespondierenden, in den Kanal des Zustands |—) emittierten Photons
aufgrund der Energieerhaltung festgelegt durch

hwp = hwg, + By — By (3.77)

Aus den Gleichungen (3.76) und (3.77) folgt schlieBich

k= —iln (7 +4/72 - 1) , (3.78)

v = cos(ky) + %—EJH . (3.79)
Das variable Vorzeichen in Gleichung (3.78) legt fest, ob k_ zu einer transmittierten (+4) oder reflektier-
ten (—) Welle gehort. In den Abbildungen 3.10a) und b) ist die Abhéngigkeit der Kreiswellenzahl %_
von y gezeigt. Ist v < —1, so ist k_ komplex mit einem konstanten Realteil Re(k_) = 7. In diesem Fall
kann die Strahlung, die in den Kanal ,,—* emittiert ist, in diesem nicht propagieren und wird vom Atom
reabsorbiert und letztendlich zuriick in den Kanal ,,+° emittiert. Das Atom verbleibt somit im Zustand
|+) nach der Streuung. Dieser Effekt kann extrem verstirkt werden, indem die effektive Rabifrequenz
Qgg auf einen Wert Qg > 4|J| eingestellt wird. In diesem Fall verbleibt das Atom nach der Streuung
im Zustand |+) unabhingig von der Kreiswellenzahl k. des gestreuten Photons. Fiir diesen Effekt sind
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3 Einzelphotontransport in eindimensionalen Wellenleitern mit eingebetteten Dreiniveausystemen

die Bandkanten®. In Wellenleitersystemen mit unbeschriinkten Dispersionsrelationen kann dies nicht
auftreten. In den Abbildungen 3.11a) und b) ist die Impulsverteilung (éLékL des Photons im Kanal
»— jeweils als Funktion der Verstimmung A des treibenden Feldes beziehungsweise der Rabifrequenz
Qg gezeigt. Der Bereich, in dem die Emission in den Kanal ,,—* aufgrund der beschrinkten Bandbreite
der Dispersionsrelation des Wellenleiters verboten ist, ist hier deutlich erkennbar.

3.4 Zusammenfassung

In diesem Kapitel habe ich die Eigenschaften des Transports einzelner Photonen in einem 1D Wellenlei-
ter mit einem eingebetteten 3NS untersucht. In einem solchen System mit eingebettetem, ungetriebenen
V-System ist bei der Einzelphotonwellenpaketstreuung fiir kleine, jedoch endliche Verstimmungen &
der atomaren Ubergangsenergien die Reemissionszeit des Atoms in den Wellenleiter erhoht. Ich habe
gezeigt, dass dies durch die Anregung von NDZ bedingt wird. Ich habe auBerdem demonstriert, dass
dieser Effekt auch bei einem vereinfachten Modell, in dem der Wellenleiter durch eine verlustbehaftete
Kavitit ersetzt wurde, auftritt. Daher sollte dieser Effekt unabhéngig von der Art des Wellenleiters, in
den das V-Atom eingebettet ist, auftreten.

Im Gegensatz zum V-Atom konnen im Fall eines in einen Wellenleiter eingebetteten A-Systems nicht-
stationdre dunkle Zustinde auftreten. AuBlerdem hdngen im 2KF bei einem entarteten A-System die
Streucharakteristiken stark von der relativen Phase zwischen den unteren atomaren Zustdnden vor der
Streuung ab.

Ist in den Wellenleiter ein getriebenes A-System eingebettet, konnen bei entsprechender Wahl der
Parameter des treibenden Feldes sowohl eine EIT, als auch eine EIW auftreten. Beide Effekte kénnen
jedoch nicht mit maximaler Effizienz fiir Einzelphotonwellenpakete verwirklicht werden, da diese eine
endliche spektrale Breite aufweisen. Ich habe aulerdem gezeigt, wie die endliche Bandbreite der Dis-
persionsrelation eines Wellenleiters mit NNWW die Streueigenschaften eines getriebenen V-Systems
beeinflusst und wie die Variation der Parameter des treibenden Feldes die Zustinde von Atom und
Photon nach der Streuung beeinflussen.

Vergleiche Abschnitt 1.5.4.
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KAPITEL 4

4 DIE SCHMIDT-ZERLEGUNG UND
VERSCHRANKUNG IM KONTEXT DER
WELLENLEITERQUANTENELEKTRODY-
NAMIK

Im vorliegenden Kapitel diskutiere ich die Anwendung der Schmidt-Zerlegung auf Zustéinde
von WQED Systemen, fiir die sich ein Anregungszahloperator definieren ldsst. Ich leite all-
gemeine Ausdriicke fiir die Schmidt-Zahl und fiir die von Neumann Entropie in solchen
Systemen her. Die Schmidt-Zahl und die von Neumann Entropie sind zwei MaBe fiir Ver-
schridnkung in quantenmechanischen Zustinden.

Ich untersuche weiterhin die Erzeugung von Verschrinkung zwischen einem A-System, das
in einem Wellenleiter mit N NW W eingebettet ist, und einem Einzelphotonwellenpaket, das
in dem Wellenleiter an dem Atom gestreut wird. Dabei untersuche ich den Einfluss der Form
und Breite der Einhiillenden des Wellenpakets, sowie der energetischen Verstimmung der
atomaren Ubergiinge zueinander. Es zeigt sich, dass hierbei hauptsichlich die Breite des Wel-
lenpakets im k-Raum und die Emissionszeiten der atomaren Ubergiinge den Grad der Ver-
schrankung bestimmen.

4.1 EinfOhrung

Sind zwei Systeme A und B im Sinne der Quantenmechanik beziiglich einer bestimmten Eigenschaften
W in einem gemeinsamen Quantenzustand |AB) verschrdnkt, so bedeutet dies physikalisch, dass die
Ergebnisse von Messprozessen der Eigenschaft W jeweils an den beiden Systemen A und B maximal
korreliert sind. Diese Korrelationen sind unabhéngig davon vorhanden, ob in dem Zustand |AB) die
Messergebnisse vor der Messung scharf festgelegt sind, oder ob die Messung einen Kollaps des Zu-
standes |AB) in das Eigensystem des mit der Messung assoziierten hermiteschen Operators verursacht.
Mathematisch sind zwei quantenmechanische Systeme A und B miteinander verschrinkt, wenn sich ihr
gemeinsamer Zustand |AB) nicht als Produktzustand [AB) = |A) ® |B) schreiben lisst.
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4 Die Schmidt-Zerlegung und Verschrinkung im Kontext der Wellenleiterquantenelektrodynamik

Verschrinkte Zustidnde bilden die Basis nahezu aller Algorithmen und Verfahren der Quantenin-
formationsverarbeitung und sind somit fiir Quantencomputing [84], Quantenkryptographie [85] und
Quantensimulation [86] von grofler Bedeutung. Dabei wird dem Photon als ,,fliegendes” Quantensys-
tem héufig die Kandidatenrolle des Transmitters von Quanteninformationen zwischen verschiedenen
Knoten in quanteninformationsverarbeitenden Netzwerken zugesprochen [7].

Bevor man jedoch ein solches ,,Quanteninternet, also ein quanteninformationsverarbeitendes Netz-
werk, verwirklichen kann, miissen die grundlegenden Vorgidnge der Licht-Materie-Wechselwirkung
auch im Hinblick von Verschrinkung in solchen Netzwerken bekannt und verstanden sein. Hierzu bieten
sich Modelle der WQED an, durch die der Transport von Photonen in Wellenleitern und deren Wech-
selwirkung mit einzelnen Atomen beschrieben wird. In einem ,,Quanteninternet”, bei dem das Photon
die Rolle des Informationsiibertriagers zwischen Netzwerkknoten {ibernimmt, muss das Licht von einem
Startknoten zu einem Zielknoten moglichst verlustfrei gefiihrt werden, wozu sich Wellenleiter anbie-
ten. Aulerdem miissen die Informationen an den Orten der Start- und Zielknoten an das beziehungs-
weise von dem Photon iibertragen werden, was Emissions- und Absorptionsprozessen entspricht, also
Vorgénge der Licht-Materie-Wechselwirkung einzelner Photonen mit einzelnen Atomen.

Im Rahmen der WQED wurden Verschrinkungseffekte zwischen zwei 2NS [87-90] oder innerhalb
der rdumlichen Photonverteilung [91] untersucht. Im Gegensatz dazu présentiere ich in diesem Kapitel
die Theorie zur Beschreibung von Verschrinkung im Kontext der WQED zwischen dem Lichtfeld im
Wellenleiter und einzelnen, in den Wellenleiter eingebetteten Emittern. Dazu ist das Kapitel folgen-
dermafen strukturiert: In Abschnitt 4.2 prisentiere ich die grundlegende Theorie zur Quantifizierung
von Verschriankung im Rahmen der WQED. Hierzu erldutere ich in Abschnitt 4.2.1 den Formalismus
der Schmidt-Zerlegung, die den Zugang zu quantitativen Verschriankungsmallen fiir zweikomponentige
Quantensysteme bietet. Diesen Formalismus wende ich in Abschnitt 4.2.2 auf Quantensysteme, beste-
hend aus einem Wellenleiter mit eingebettetem Mehrniveauatom, an.

Des Weiteren untersuche ich in Abschnitt 4.3 die Erzeugung von Verschrinkung zwischen einem in
einen Wellenleiter mit NNWW eingebetteten A-System und einem Photon im Wellenleiter durch Streu-
ung des Photons an dem Atom. Dazu présentiere ich in Abschnitt 4.3.1 das untersuchte Modellsystem
und gebe in Abschnitt 4.3.2 die stationidre Streuldsung fiir das System an. Mit Hilfe dieser Streulsung
konfiguriere ich die Systemparameter, um eine maximale Verschriankung durch die Einzelphotonstreu-
ung an dem A-Atom zu erzielen. Inwieweit sich dies bei der Streuung verschieden geformter Einzelpho-
tonwellenpakete am A-System realisieren ldsst und welche weiteren Systemparameter zum erreichen
der maximalen Verschrinkung relevant sind, klire ich in Abschnitt 4.3.3. Zum Abschluss fasse ich die
in diesem Kapitel gewonnenen Ergebnisse in Abschnitt 4.4 noch einmal zusammen.

4.2 Die Schmidt-Zerlegung und Verschrankung

4.2.1 Grundlagen

In diesem Abschnitt prisentiere ich die grundlegenden Konzepte der Schmidt-Zerlegung. Dabei orien-
tiere ich mich teilweise an Referenz [24]. Gegeben seien ein reiner Zustand | V) und ein Dichteoperator
p eines aus zwei Subsystemen A und B zusammengesetzten Quantensystems. Die Hilbertraumdimen-
sion des Systems A sei NV, die von System B sei Ngp. Es gelte, ohne Beschrinkung der Allgemeinheit,
Na < Ng. Sowohl der Zustand | V), als auch der Dichteoperator p konnen in beliebige, vollstindige
orthonormale Basen {|a;)} miti € {1,2,..., Na} beziehungsweise {|b;)} mit j € {1,2,..., Ng} der
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4.2 Die Schmidt-Zerlegung und Verschrinkung

Hilbertrdume der Subsysteme A und B ausgedriickt werden

Na Ng
=D cijlai) ® by), (4.1a)
i=1 j=1
Na Np
p =Y > cjen lag) (] @ [by) (byl. (4.1b)
i,k=17jl=1

Die reduzierten Dichteoperatoren ps und pp der beiden Subsysteme erhilt man durch die Bildung der
Spur beziiglich des komplementiren Subsystems

N Nao Np

pa =D (bslalbs) = D D eijeilai) (el 4.22)
Jj=1 i,k=1j=1
NB N Na

pB = Z al|’0|al Z ZCUCzl’b bl| (4.2b)
=1 l,j=11=1

Das grundlegende Theorem, welches die Schmidt-Zerlegung beschreibt, lautet folgendermalen:

Jeder reine Zustand |V) eines aus zwei Subsystemen A und B mit den oben genannten Eigenschaften
zusammengesetzte Quantensystems ldsst sich schreiben als

Na
= gilu) @ |vi), (4.3)

mit den N a-dimensionalen, orthonormalen Basen {|u);} des Hilbertraumes des Systems A und {|v;)}
aus dem Hilbertraum des Systems B, mit jeweils i € {1,2,..., Na} und mit Z | gi? = 1. Glei-
chung (4.3) beschreibt die Schmidt-Zerlegung des Zustandes \\I/>

Der Dichteoperator p zum Zustand | W) lautet in der Schmidt-Zerlegung
Na

p=2_ 99 i) {uk| @ [vi) (vl (4.4)
ik=1

Die g; sind die sogenannten Schmidt-Koeffizienten. Der Beweis zur Schmidt-Zerlegung fiihrt sich fol-
gendermalBen: Sei {|u;)} die Eigenbasis von pa aus Gleichung (4.2a). Sei {|v})} eine beliebige Basis
des Hilbertraumes des Systems B. Dann kann p aus Gleichung (4.1b) geschrieben werden als

Nao Np

ik=1jl=1

Da ich pp in der Basis {|u);} als diagonal vorausgesetzt habe, muss gelten dass

Np
> hghiy =1 £; 16, (4.6)
j=1
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Diese Bedingung lisst einen Wechsel in eine andere orthogonale Basis aus dem Hilbertraum des Sys-
tems B zu: Ich definiere mir fiir jedes | f; | # 0 und fiir jeden Zustand |u;) einen neuen Zustand

N
|wi>zzf#|v;>, miti € {1,2,...,Na}. (4.7)
j=1 "1

Damit wird der Dichteoperator p aus Gleichung (4.5) zu

Na Np
=35 g ) um r]>< f’zf R fok ) (e @ [wi) (wil| . (4.8)
i,k=17,l=1 i,k=1

Die ganz rechte Seite hat die gesuchte Form aus Gleichung (4.4), mit {|v;)} = {|w;)} und mit den
Koeffizienten {g;} = {f;}. Quod erat demonstrandum (Q.E.D.)!

Die Basen {|u;)} und {|v;)} werden zusammen als Schmidt-Basis bezeichnet. Die Schmidt-Zerle-
gung selbst ist nicht eindeutig und kann nicht ohne Weiteres auf Systeme, die aus mehr als zwei Kom-
ponenten bestehen, erweitert werden. Aus Gleichung (4.4) folgt fiir die reduzierten Dichteoperatoren
pa und pp in der Schmidt-Basis

A
pa =Y 1g; [* i) (i, (4.92)
Na
pB=>_|gi*vi){vil. (4.9b)
=1

Die Dichteoperatoren pa und pg sind somit in der Schmidt-Basis beide diagonal und weisen auflerdem
das gleiche Spektrum o (pa) = o(pp) = {| g; |*} auf.

Mit Hilfe der Schmidt-Zerlegung lassen sich Male fiir Verschrinkung in einem aus zwei Subkompo-
nenten zusammengesetzten System in einem reinen Zustand definieren. Wenn in Gleichung (4.3) exakt
ein g; # 0 ist, befindet sich das System in einem Produktzustand. Im Gegensatz dazu sind die beiden
Systeme maximal verschriankt, wenn
=

Np'’
gilt. Um nun den Grad der Verschrinkung beider Systeme explizit zu quantifizieren, bieten sich die
Schmidt-Zahl [92]

Vi:|g (4.10)

K= _ (4.11)

N M
Zi:ﬁ g; |4

oder die von Neumann Entropie [24]

Na
= 19 1*logy(| g ), (4.12)
=1

an. Hierbei gilt es pa aus Gleichung (4.2a) zur Bestimmung der | g; |2 zu diagonalisieren. Die Sub-
systeme sind dann maximal verschridnkt, wenn K = N, beziehungsweise S = logy(Na) ergeben.
Andererseits liegt ein Produktzustand der beiden Systeme vor, wenn K = 1 beziehungsweise S = 0
gelten.
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4.2 Die Schmidt-Zerlegung und Verschrinkung

4.2.2 Die Schmidt-Zerlegung im Fall von Wellenleitern mit eingebetteten
Mehrniveausystemen

Im Folgenden betrachte ich ein System aus einem Wellenleiter mit eingebetteter Quantenstorstelle, zu
dem ein Anregungszahloperator C entsprechend Gleichung (2.31) definiert werden kann. Die Hamilton-
operatoren des Wellenleiters HEM, des Atoms H A und der Licht-Materie-Wechselwirkung HLM, die ein
solches System beschreiben, sind durch die Gleichungen (2.33), (2.34) und (2.35) gegeben. Einen Zu-
stand | W) dieses Systems, der () Anregungen enthilt, ist in Gleichung (2.36) definiert. Diesen Zustand
gebe ich hier erneut in leicht abgewandelter Form wieder:

TN
! ! ~ N
W), = Z ST N, el 10,p)
o'=z1,0¥=z,... {IpP)}o
Qg (@1
< (Q-1)
! — /
+ Z Z @%x Nx/7m’x<Q71)/éL,...é‘l(Q71)/|0,7'>
o' =x1,2%=x,.. {Irh

oz (@D = (Q=2)1

+ ..
TN

+ 30 > aral0,s) +> " 0,0,u) . (4.13)
a'=z1 {|s)}q1 {lu)}a

In dieser Gleichung normieren die Faktoren AV,  x, die Zustinde 4 a él x,]/0). Der Zustand aus
Gleichung (4.13) hat die Form des Zustands aus Glelchung (4.1a), mit

Cij € {{95?5/““@/}, CCER N {fﬁu}} , (4.14a)
aj) € {{|p>}o,{\r>}1,...7{|s>}Q_1,{\u>}Q} , (4.14b)
[bi) € {{N xQ’a sz|0>} N ,I(waél x(Q 100}, (Al o)), |0>}. (4.14¢)

Im Folgenden nehme ich an, dass der Hilbertraum des Atoms gleich grof3 oder kleiner als der Hilbert-
raum des Wellenleiters im Unterraum mit () Anregungen ist. In WQED Modellen werden die Atome
iiblicherweise mit wenigen Energieniveaus modelliert [58—68, 78-82, 93, 94], wihrend 1D Wellenleiter
durch einige hundert Gitterpunkte [58, 62, 66, 67, 81, 82, 93] oder als kontinuierlich [59-61, 63-65,
68, 78—80, 94] modelliert werden. Daher ist die Annahme beziiglich der Dimensionen der Hilbertrdume
gerechtfertigt.

Wie in Abschnitt 4.2.1 gezeigt, entsprechen die Eigenwerte des reduzierten Dichteoperators des di-
mensional kleineren Subsystems, hier also des Atoms, den Betragsquadraten der Schmidt-Koeffizienten.
Der aus dem Zustand | V)¢ aus Gleichung (4.13) berechnete, reduzierte Dichteoperator des Atoms ﬁg
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lautet
- ’Qr 2
K= > | mel
&'=z1,2%=z,... {Ip)}o
‘/L‘Q/—I(Q 1)/
+ Z 3 |ertet 12y o
d'=r1,2¥=z,.. {INh
z(@- 1)/—x(Q 2/
+ ..
£33 for o
T'=x1 {‘ }Q 1 {]u) }Q
:Z > (Im)(ml) [m)(m]. (4.15)
v=0{|m)},

Hierbei ist (|m)(m|) der in Gleichung (3.3) definierte Erwartungswert der Besetzung des atomaren Zu-
standes |m) im Zustand | V). Der reduzierte Dichteoperator ﬁg ist somit bemerkenswerterweise in der
Produktbasis der Eigenzustdnde des freien Atoms und der Fockzustdnde bereits diagonal, mit der Beset-
zung der atomaren Zustinde (|m)(m|) als Eigenwerte. Mit anderen Worten: Alle Kohirenzen' in Glei-
chung (4.15) verschwinden, der Dichteoperator p{ beschreibt ein rein statistisch gemischtes Ensemble
der atomaren Zustinde. Dies liegt daran, dass der Zustand |¥)¢ keine Superposition von Zustinden
verschiedener Anregungszahlen C darstellt, sondern genau einem dieser Unterrdume, ndmlich dem mit
Anregungszahl (), angehort.

Mit den Gleichungen (4.11), (4.12) und (4.15) ergeben sich die Schmidt-Zahl K¢ und die von Neu-
mann Entropie S¢g im Zustand |¥)¢ zu

Ko = Z Z | (4.16)

v=0 {Im)}v
und

Q
=D > (Im)(ml) logy((Jm)(ml)). (4.17)

v=0{|m)}.,

4.3 Verschrankung in einem eindimensionalen Wellenleiter mit einem
eingebetteten A-System

4.3.1 Das Modell

Im Folgenden untersuche ich die Verschrinkung zwischen einem 1D Wellenleiter und einem in den
Wellenleiter eingebetteten A-System, die erzeugt wird, wenn ein einzelnes Photon an dem Atom ge-
streut wird. Anfanglich sollen sich Atom und Wellenleiter in einem Produktzustand befinden, wobei

'Mit Kohirenzen werden die nichtdiagonalen Matrixelemente des Dichteoperators bezeichnet.

70



4.3 Verschrinkung in einem eindimensionalen Wellenleiter mit einem eingebetteten A-System

sich das Atom nur in einem seiner unteren Zustédnde befinden soll. Dies entspricht gemif Kapitel 3 ei-
nem 1KF?. Ich werde dabei, analog zum Vorgehen in Kapitel 3, den Fokus auf die Unterschiede bei der
Erzeugung der Verschrinkung im Fall stationérer Streuung eines einzelnen Photons zu dem eher rea-
listischen Fall der Streuung eines Einzelphotonwellenpakets legen und dabei verschiedene Einhiillende
des Wellenpakets betrachten.

Ich modelliere den Wellenleiter mit NNWW. Der Hamiltonoperator Hpyy lautet entsprechend Glei-
chung (1.88)

TN TN—-1
Hpv = 3 hwodld +JZ(H+Q+@HQ x) (4.18)
T=x1 T=T1

Der Hamiltonoperator H, eines freien A-Systems ist nach Gleichung (1.69) gegeben
Ha = E1[1)(1] + (E1 + Ex) [2)(2 + (E1 — 6) [3)(3]. (4.19)

Analog zum Vorgehen in Abschnitt 3.2.1 wihle ich die Anzahl der Gitterplidtze /N, aus denen der Wel-
lenleiter modelliert wird, ungerade. Der Ort x4, an dem das Atom in den Wellenleiter eingebettet ist,
sei hierbei im Zentrum des Wellenleiters. Der Hamiltonoperator Hinp der Wechselwirkung der Wellen-
leiterphotonen mit dem Atom ist dann gemif Gleichung (3.21)

fia = 30 Vi (ag, 2000+ (21at, ) (4.20)

1=1,3

Der allgemeine Zustand in diesem System, der nur eine Anregung enthélt, lautet nach Gleichung (3.1)

Z 3 GF() 4110, 1) + ¢a(t)[0,2). @21

r=z11=1,3

Hierbei sind die {¢7(¢)} und ¢ (t) identisch mit den entsprechenden {®7(t)} und {®,(¢)} des allge-
meinen Zustands aus Gleichung (4.13), da die Basisfockzustinde {(4})$|0)}, mit ¢ € {0,1} bereits
normiert sind.

Mit den Gleichungen (4.15) und (4.21) ergibt sich der reduzierte chhteoperator des A-Atoms im
Unterraum einer Anregung zu

Pa(t) = (L)L) 1)1+ (|2)(21(1)) 12)(2] + ([3)(3](1)) I3) (3] , (4.22)

mit
(0| (t) Z loE(t)|?, mitl e {1,3}, (4.23a)
{12)(21(1)) = lp2(1)[* (4.23b)

Wellenleiter und Atom sind aufgrund der Gleichungen (4.16) und (4.17) maximal miteinander ver-
schréinkt, wenn die Schmidt-Zahl K; = 3 beziehungsweise die von Neumann Entropie S1 = log,(3)

“Vergleiche Abschnitt 3.2.3.
3Es gilt meistens v/1 = 1.
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4 Die Schmidt-Zerlegung und Verschrinkung im Kontext der Wellenleiterquantenelektrodynamik

betragen. Um dies zu erreichen miissten alle drei atomaren Zusténde |1), |2) und |3) zu 1/3 besetzt sein.
Bei den folgenden Untersuchungen betrachte ich Streuprobleme im Unterraum einer Anregung, bei de-
nen das Atom anfangs nicht angeregt ist. Zustéinde, bei denen die Besetzung des angeregten Zustands
|2) fiir Zeiten ¢ — oo nicht verschwindet, konnen unter diesen Anfangsbedingungen nicht angeregt wer-
den. Solche Zustinde sind zum Beispiel gebundene Atom-Photon-Zustinde* [66, 67, 81]. Aus diesem
Grund sind die maximal erreichbaren Werte der beiden VerschrinkungsmafBe K{"™* = 2 und ST* =1
im Grenzfall ¢ — oo. Dies bedeutet fiir die atomaren Besetzungszahlen

(1) (1| = 00)) = (I3)B[(t = o0)) = % (4.24)

4.3.2 Stationare Losung

In diesem Abschnitt priasentiere ich die Losung des stationdren Streuproblems im 1KF, um daraus eine
Bedingung zum Erreichen maximaler Verschrinkungswerte fiir ¢ — oo abzuleiten. Im 1KF trifft das
einfallende Photon, ohne Beschriankung der Allgemeinheit, im Kanal 1 auf das Atom. Analog zum Vor-
gehen in Abschnitt 3.2.3 setze ich den allgemeinen Zustand aus Gleichung (4.21) in die zeitabhingige
Schrodingergleichung aus Gleichung (1.31) ein und erhalte die Bewegungsgleichungen (3.24). Fiir die-
se Bewegungsgleichungen wihle ich den zeitharmonischen Ansatz analog zu Gleichung (3.30)

Ga(t) = ¢ (4.252)
GF(t) = e E f7, mitl e {1,3). (4.25b)

Um nun die Losung fiir den 1KF zu finden, nutze ich schlieBlich den Ansatz

o Jetihor oy emikor g /o < mp o,
fl = +ikax u (4.263‘)
te ’ firz/a > za/o,

EemksoT - fiir x/a < za ),
e )& 4.26b
13 Eetihsar  fiir x /o > xp Jar, ( )

mit der Annahme, dass 0 < k < 7/a. Es ergibt sich fiir den Transmissionskoeffizienten ¢; und den
Reflexionskoeffizienten 71 im Kanal 1

-1

iV12/\/1 — (Pasfen)®

2J (hwi — Eg1) — 11/32/\/1 = <75+ﬁgkj—hw0>2

ti=|1- , (4.27a)

-1
2J (hwy, — Ea1) — 11/32/\/1 _ (Wﬁf

iV12/\/1 — (Psfen’

rm=—|1+ (4.27b)

*Vergleiche Abschnitt 5.2.2.
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4.3 Verschrinkung in einem eindimensionalen Wellenleiter mit einem eingebetteten A-System

Aufgrund der Wahrscheinlichkeitserhaltung muss [t1|? 4 |r1 |2 + 2|¢3]|? = 1 gelten. Dabei ist |t3|? die in
Kanal 3 in beide Richtungen isotrop transmittierte und somit in diesem Kanal propagierende Strahlung.
Da der Ansatz aus Gleichung (4.26) auch nichtpropagierende Losungen in Kanal 3 mit einschlief3t, kann
nur |t3|% # |€]? gelten. Um in Kanal 3 propagierende Losungen zu erhalten, muss

21J| > |6 + hwy — hwol, (4.28)

gelten>. Dies ist ein Resultat, welches der nach oben und unten beschriinkten Bandstruktur des Wellen-
leiters mit Bandbreite 4|.J| zuzurechnen ist, vergleiche Gleichung (1.89) und Abbildung 1.5.

Entsprechend der Definitionen der Observablen in Abschnitt 3.2.1, die aus den Transportsimulationen
berechnet werden kénnen, ergibt sich im 1KF

Ty + Ra = (| 1)(1](fmax)) (4.292)
25 = (|3)(3] (fmax)) - (4.29b)

Die Zeit tyax in den Simulationen entspricht ¢ — oo in Gleichung (4.24). Das bedeutet, maximale
Verschréinkung ist in den Simulationen erreicht, wenn T1 + R; = 1/2. Auf die Transmissions- und
Reflexionskoeffizienten der stationdren Rechnung iibertragen bedeutet dies

1
[t + | = 5. (4.30)
Im Folgenden lege ich mich auf die Kopplungskonstante V3 als den Parameter fest, der im Laufe
der Simulationen in Abhéngigkeit der weiteren Systemparameter angepasst wird, so dass das System
die Bedingung aus Gleichung (4.30) erfiillt. Ich setze daher die Koeffizienten aus Gleichung (4.27) in

Gleichung (4.30) ein, 16se diese Gleichung zunichst nach V2 auf und erhalte

T
2 = |hwy, — Eg [V -T + V2 431
Vg = [hwi — Ea| + Vi 172 = (hao — hag 2 (4.31)
mit
I'=(2J 4§ + hwg, — fwg)(2J — 6 — hwy, + hAwp) - (4.32)

Da V7 eine reelle Zahl® sein muss und da aufgrund von Gleichung (4.28) T' > 0 gilt, muss der erste
Term der rechten Seite in Gleichung (4.31) verschwinden. Dies ist nur moglich fiir |fiwy, — Fa1| = 0,
also wenn das im Kanal 1 einlaufende Photon die Resonanzbedingung fiir den Ubergang zwischen |1)
und |2) erfiillt. Es ergibt sich somit aus Gleichung (4.31)

1
1
V= Vi ((2J+(5+hwk—hwo)(QJ—(S—iwk"f-}MO)) ) (4.33)

472 — (hwy — hup)?

Wenn also die Energie des einlaufenden Photons resonant zur Ubergangsenergie F; gestimmt ist und
die Kopplungskonstante V3 entsprechend Gleichung (4.33) gewiéhlt und Gleichung (4.28) beachtet wird,
sollte in den Simulationen die maximale Verschriankung zwischen Licht im Wellenleiter und A-Atom
erzeugt werden. Aus Gleichung (4.33) folgt, dass hierzu im entarteten System, also bei § = 0, die
Kopplungskonstanten V; und V3 identisch sein miissen.

Vergleiche Abschnitt 3.3.4.

®Im Falle komplexer Kopplungskonstanten wire in allen Formeln in diesem Abschnitt V;* durch |V;|> mit I € {1,3} zu
ersetzen. Somit miisste auch in diesem Fall die rechte Seite von Gleichung (4.31) eine reelle Zahl ergeben, was somit auf
die Resonanzbedingung fiir das Photon in Kanal 1 fiihrt.
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Einhiillende ;""" Bezeichnung
X exp (—W) GauBl
x <cos (%) + 1) O (|nz] — & — ) Cosinus

2
~ (COS <2arccos(\/ni—1)($—$z)> + 1) © ( m‘ — |z — le> Quadrierter Cosinus
o« sech (W) Sekans Hyperbolicus
o sech? <W]M> Logistische Verteilung

Tabelle 4.1: Die verschiedenen Einhiillenden gog“”"rz, die ich fiir die Simulationen verwendet ha-

be. Die Halbwertsbreite im Ortsraum ist mit 1, bezeichnet. Fiir die Heaviside-
Stufenfunktion definiere ich an dieser Stelle ©(0) = 1.

4.3.3 Erzeugung von Verschrankung durch Streuung von
Einzelphotonwellenpaketen am A-System

Im Folgenden untersuche ich die Erzeugung von Verschriankung zwischen Atom und Wellenleiter durch
die Streuung eines Einzelphotonwellenpakets am A-System in einem 1KF mit dem Atom in Zustand |1).
Dabei interessiere ich mich insbesondere fiir den Einfluss der Form der Einhiillenden des Wellenpakets
auf den Verschriankungsgrad, gemessen durch die Schmidt-Zahl K beziehungsweise die von Neumann
Entropie S;. Die hierzu notwendigen Transportsimulationen verlaufen wie in Abschnitt 3.2.1 beschrie-
ben. Ein Anfangszustand |¥(¢p)) mit ty) = 0 wird in der Zeit bis zu einem Zeitpunkt ¢,,,, entwickelt,
zu dem die Streuung des Wellenpakets am Atom abgeschlossen ist. Aus den Simulationsdaten werden
die Besetzungszahlen des Atoms extrahiert und daraus die Schmidt-Zahl K (¢yax ) beziehungsweise die
von Neumann Entropie S (tmax ) nach den Gleichungen (4.16) beziehungsweise (4.17) berechnet. Hin-
sichtlich der Systemparameter wihle ich die Kopplungskonstante V3 entsprechend Gleichung (4.33), so
dass auf Grundlage der stationdren Losung aus Abschnitt 4.3.2 die Bedingung fiir die maximale Ver-
schriankung erfiillt ist. Um in Kanal 3 propagierende Losungen zu erhalten, wihle ich die restlichen
Parameter derartig, dass die Bedingung aus Gleichung (4.28) ebenso erfiillt ist.
Der Anfangszustand |¥(¢()) der Simulationen lautet, analog zu dem aus Gleichung (3.22),

TN
[T(to)) = > @lome®oal[0,1). (4.34)

r=x1

Hierin beschreibt ¢;>** die Form der Einhiillenden des Wellenpakets und 0 < kg < 7 ist die mitt-
lere Kreiswellenzahl des Wellenpakets. Im Gegensatz zur ,,monochromatischen”, stationdren Losung
weist der Anfangszustand aus Gleichung (4.34) fiir riumlich endliche Einhiillende ¢:*"** eine endliche

spektrale Breite auf. Daher ist zu erwarten, dass die Erzeugung von Verschriankung durch die Streuung
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Abbildung 4.1: Besetzung des Wellenleiters (ata,(tg)) = |oi***|? im Ortsraum um den Git-
terplatz x, fiir die bei den Simulationen verwendeten Einhiillenden 3""* mit
ne = D50« im Anfangszustand |V (ty)). Die gestrichelten Linien (magenta) mar-

kieren 1. Weitere Details siehe Text.

des Pulses nicht maximal effizient ist, also K (tmax) < 2 und Si(tmax) < 1. Deshalb vergleiche ich
im Folgenden die Effizienz bei der Erzeugung von Verschrinkung fiir verschiedene Einhiillende ;"
gleicher Halbwertsbreite (engl. full width at half maximum (FWHM)) n, im Ortsraum. Die in der hier
préasentierten Studie verwendeten Einhiillenden sind zunéchst ohne Beriicksichtigung auf deren Rea-
lisierbarkeit im Experiment gewihlt. Es geht hier vielmehr darum grundlegende Abhéngigkeiten der
Verschrinkungserzeugung durch unterschiedliche Einhiillende zu kldren.

In Tabelle 4.1 sind die verschiedenen Einhiillenden, die ich fiir die Untersuchungen verwendet habe,
mit ihren Bezeichnungen in Abhéngigkeit der FWHM 7, im Ortsraum angegeben. Abbildung 4.1 zeigt
die photonische Besetzung (a}4.(t)) der Gitterplitze des Wellenleiters im Ortsraum im Anfangszu-

stand aus Gleichung (4.34) fiir diese Einhiillenden im Falle n,, = 50c..

Der Einfluss der Halbwertsbreite n, und der Kreiswellenzahl kq auf die
Verschrankungserzeugung

Abbildung 4.2 zeigt in doppeltlogarithmischer Darstellung die Differenzen Ax = 2 — K (tmax) be-
ziehungsweise Ag = 2 — S1(fmax) Zwischen den oben vorgestellten Maflen fiir Verschrinkung und
ihrem stationdren Maximum iiber der FWHM 7, des Wellenpakets im Anfangszustand fiir ein entarte-
tes A-System fiir die fiinf unterschiedlichen Einhiillenden. Die mittleren Kreiswellenzahlen in diesem
Beispiel sind kyp = 7/(2a) in den Abbildungen 4.2a) und b) und ky = 37/(4«) in den Abbildun-
gen 4.2c) und d).
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ko = 7/(2a) ko = 7/(2a)
§ T T T B N T T T ]
a) N —— Gauf | b) — GauB
N —— Cosinus ) ) 103 —— Cosinus
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Abbildung 4.2: Die Differenzen A und Ag fiir die verschiedenen Einhiillenden :}**"* als Funk-
tion der FWHM n,, fiir verschiedene mittlere Kreiswellenzahlen kq. Die Simulati-
onsparameter wurden entsprechend den Gleichungen (4.28) und (4.33) angepasst.
Die iibrigen Simulationsparameter sind J < 0, Vi = |J|, Ea1 = hwy,, § = 0,
x; = 1499«, der Wellenleiter wurde durch N = 5999 Gitterplitze modelliert und
das Atom am Gitterplatz xo = 3000 in den Wellenleiter eingebettet. Weitere De-
tails siehe Text.
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Abbildung 4.3: a) Die Breite n, im k-Raum tiber der Breite ), fiir verschiedene Einhiillende
b) Besetzung des Wellenleiters im k-Raum fiir die bei den Simulationen verwende-
Nz, Tz

ten Einhiillenden p7*"” mit n, = 50« im Anfangszustand |V (t)). Siehe Text fiir
weitere Details.

Abbildung 4.2 ldsst sich folgendermaf3en interpretieren: Je kleiner A beziehungsweise Ag sind,
desto niher liegt das Simulationsergebnis der Verschrinkungserzeugung am Wert der stationédren Rech-
nung aus Abschnitt 4.3.2. Die GroBen Ax und Ag folgen der Abbildung 4.2 nach fallenden Potenz-
gesetzen in 7,.. Die Exponenten dieser Potenzgesetze sind fiir alle Einhiillenden und Differenzen A g
und Ag iiber zwei Grofienordnungen identisch und liegen bei etwa —3.8 im Fall von ky = 7/(2«)
und bei etwa —4.0 im Fall von kg = 37/(4«). Die Abhidngigkeiten der GroBen Ax und Ag von
den verschiedenen Einhiillenden manifestieren sich entsprechend Abbildung 4.2 als Vorfaktoren in den
Potenzgesetzen, die sich in jedem Fall als maximal fiir den Cosinus und minimal fiir den Sekans Hy-
perbolicus erweisen. Das bedeutet, dass bei der Verwendung des Sekans Hyperbolicus als Einhiillende
bei der Streuung mehr Verschriankung erzeugt wird, als bei der Verwendung der anderen untersuchten
Einhiillenden. Wird der Sekans Hyperbolicus verwendet, liegt das Ergebnis somit am nichsten an dem
der stationidren Rechnung.

Dieses Resultat 1dsst sich mit Hilfe von Abbildung 4.3a) erkléiren: Dort ist die FWHM 7, des An-
fangszustandes |¥(tp)) aus Gleichung (4.34) im k-Raum iiber der FWHM 17, im Ortsraum doppeltlo-
garithmisch aufgetragen, wobei die Werte von 7, numerisch mittels einer Gitterfouriertransformation
ermittelt wurden. Dieser Abbildung ldsst sich entnehmen, dass 7y, fiir die verschiedenen Einhiillenden
©=** in exakt der gleichen Weise Potenzgesetzen in 17, folgt, wie die GroBen Ay und Ag in der Ab-
bildung 4.2. Daher folgere ich, dass Ak und Ag und damit die Giite der Verschrankungserzeugung bei
Streuprozessen fiir verschiedene Einhiillende gleicher FWHM 1), im Ortsraum durch die FWHM
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der jeweiligen Einhiillenden im k-Raum festgelegt wird. Mit anderen Worten: Je schmaler ein Ein-
zelphotonwellenpaket im k-Raum ist, desto niher liegt das Ergebnis der Verschriankungserzeugung am
Resultat stationérer, ,,monochromatischer Rechnungen.

Abbildung 4.3b) zeigt die zu den aus Abbildung 4.1 korrespondierenden Erwartungswerte <é£ék (to))
der Besetzungen des Anfangszustandes |¥(¢()) im k-Raum fiir die verschiedenen Einhiillenden. Hier
lassen sich die unterschiedlichen Breiten im k-Raum der im Ortsraum in Abbildung 4.1 sehr dhnlich
anmutenden Einhiillenden ¢*>** deutlich erkennen.

Wie anhand von Abbildung 4.2 ersichtlich ist das Ergebnis fiir Anfangszustinde mit ko = 37/(4«)
qualitativ im Vergleich zu denen mit ky = 7/(2«) dasselbe. Quantitativ sind die Vorfaktoren in den
Potenzgesetzen fiir Ax und Ag in 7, jedoch im Fall von kg = 37/(4«) um circa eine GréBenordnung
kleiner, als im Fall von kg = 7/(2«). Der erreichte Grad der Verschrinkung ist fiir Anfangszustinde mit
einer mittleren Kreiswellenzahl ky = 37/(4«a) also ndher am Ergebnis der stationdren Rechnung, als
fiir Anfangszustinde mit ko = 7 /(2cv). Dies ldsst sich mit Hilfe der Emissionszeiten 7 /3(ko) der beiden
atomaren Ubergiinge erklédren [57, 68, 94]. In den Referenzen [57, 94] wird gezeigt, dass die Observa-
blen bei der Streuung eines Einzelphotonwellenpakets an einem Atom in einem 1D Wellenleiter néher
an den entsprechenden Observablen einer stationiren Rechnung liegen, je kleiner die Emissionszeiten

12 v (o)

2aV12/3 ’

T1/3(k0) = (4.35)

sind. In dieser Gleichung ist vg(ko) = Of wi|k=k, die Gruppengeschwindigkeit des eines Einzelpho-
tonwellenpakets im Wellenleiter mit mittlerer Kreiswellenzahl k. Im Fall von ko = 37/(4«) sind die
Emissionszeiten 7y /3(ko) kleiner, als im Fall von kg = 7/(2a), da sich mit der Dispersionsrelation aus
Gleichung (1.89)

vg (37/(4a))| = V2| Jla/h < 2|J|a/ = |vg (7/(2a))] (4.36)

ergibt. Dieser Effekt tritt also nur auf, weil die Dispersionsrelation des Wellenleiters nichtlinear verlauft
und Bandkanten aufweist, in deren Umgebung die Gruppengeschwindigkeit vg (k) naturgemidl klei-
ner im Betrag ist, als in der Bandmitte. Daher weichen die Ergebnisse der Simulationen im Fall von
Einzelphotonwellenpaketen, deren mittlere Kreiswellenzahlen kg nidher an der Bandkante des Wellen-
leiterbandes liegen, geringer von den stationdren Rechnungen ab, als die Ergebnisse im Fall von Ein-
zelphotonwellenpaketen, bei denen die k¢ niaher an der beziehungsweise direkt in der Bandmitte liegen.
Letzteres trifft im vorliegenden System fiir kg = 7/(2«) zu.

Der Einfluss der Verstimmung § auf die Verschrankungserzeugung

Bis hierhin habe ich die Erzeugung von Verschriankung im Fall eines entarteten A-Systems untersucht.
In diesem Abschnitt prisentiere ich die Ergebnisse von Studien fiir den Fall nichtentarteter A-Atome.
Ich beschridnke mich hierbei als VerschrinkungsmaB auf die Schmidt-Zahl K (¢yax) beziechungsweise
die Differenz A i vom Wert 2 aus der stationidren Losung. Die Verwendung der von Neumann Entropie
S1 (tmax ) Wire genauso moglich, wie sich oben jedoch gezeigt hat, erwichst jedoch aus der Verwendung
zweier Verschrinkungsmale kein Mehrwert an Erkenntnisgewinn.

Die Abbildungen 4.4 und 4.5 zeigen die Differenz A i als Funktion der Verstimmung ¢ fiir Anfangs-
zustinde nach Gleichung (4.34) mit den oben verwendeten fiinf Einhiillenden 7", Abbildung 4.4
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4.3 Verschrinkung in einem eindimensionalen Wellenleiter mit einem eingebetteten A-System
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Abbildung 4.4: Die Differenz Ay iiber der Verstimmung ¢ fiir eine mittlere Kreiswellenzahl
ko = m/(2«) und fiir die verschiedenen Einhiillenden ©;**"*. Die Kopplungskon-
stante V3 wurde entsprechend Gleichung (4.33) angepasst. Die iibrigen Simulati-
onsparameter sind J < 0, Vi = |J|, Ea1 = hwy,, ©, = 1499«, der Wellenlei-
ter wurde durch N = 5999 Gitterplitze modelliert und das Atom am Gitterplatz
xa = 3000 in den Wellenleiter eingebettet. Weitere Details siehe Text.
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Abbildung 4.5: Die Differenz Ay iiber der Verstimmung ¢ fiir eine mittlere Kreiswellenzahl
ko = 3m/(4«) und fiir die verschiedenen Einhiillenden ¢:}***. Die Kopplungs-
konstante V3 wurde entsprechend Gleichung (4.33) angepasst. Die iibrigen Simu-
lationsparameter sind J < 0, Vi = |J|, Ea1 = hwy,, v, = 1499«, der Wellenlei-
ter wurde durch N = 5999 Gitterplitze modelliert und das Atom am Gitterplatz

xA = 3000 in den Wellenleiter eingebettet. Weitere Details siche Text.
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4.4 Zusammenfassung

zeigt dies fiir den Fall einer mittleren Kreiswellenzahl ky = 7/(2a) und Abbildung 4.5 fiir den Fall,
dass kg = 3m/(4a) gilt. Die Skalen der Abszissenachsen der Abbildungen sind jeweils um fwy,, — fiwg
versetzt, so dass sich der Bereich, in dem die Bedingung fiir propagierende Losungen in Kanal 3 aus
Gleichung (4.28) erfiillt ist, direkt ablesen ldsst.

In den Abbildungen 4.4b) und c), sowie den Abbildungen 4.5b) und c) lédsst sich erkennen, dass
die Ausbeute an erzeugter Verschrinkung im Vergleich zum stationidren Fall kleiner wird, je néher
|0 + hwy, — hwp| an die halbe Bandbreite 2|.J| des Wellenleiters heran reicht. Dabei ergibt sich fiir
die Differenz A ~ 1 im Falle, dass |§ + hwy, — fwg| = 2|J| gilt. Zur Erinnerung: Ist A = 1, so
sind das Atom und der Zustand des Lichtfeldes im Wellenleiter in einem Produktzustand. Dies lisst
sich erneut mit Hilfe der Emissionszeiten 7; /3(k0) erkldren: Aus Gleichung (4.33) folgt V3 — 0 fiir
|0 + hwy, — hwo| — 2|J| und somit 73(kg) — oo in Gleichung (4.35).

Aus den Abbildungen 4.4d) und Abbildungen 4.5d) ldsst sich entnehmen, dass die maximale Ver-
schrankung fiir 6 = 0, also fiir das entartete A-System, erzielt wird. Auch wenn dies bedeutet, dass
die Energie des ,.einfallenden” Photons’ in diesem Fall resonant zur Ubergangsenergie zwischen den
Zustinden |2) und |3) gestimmt ist, ldsst sich dieses Resultat nichr als ein Resonanzeffekt deuten. Im
Falle eines Resonanzeffektes fiihrte eine erhohte Wechselwirkungswahrscheinlichkeit zwischen Atom
und Photon aufgrund gleicher Energien zu dem genannten Ergebnis. Da der Anfangszustand aus Glei-
chung (4.34) nur im Unterraum des Zustands |1) ,lebt*, ist die Atom-Photon-Wechselwirkungswahr-
scheinlichkeit unabhingig von der Energiedifferenz zwischen den Zustidnden |2) und |3), was somit
die Deutung eines minimalen A fiir 6 = 0 als Resonanzeftekt nicht zuldsst. Vielmehr ldsst sich dies
erneut auf die GroBe 73(ko) aus Gleichung (4.35) zuriickfiihren, welche minimal wird fiir 6 = 0, da V3
aus Gleichung (4.33) fiir diesen Wert maximal wird.

Grundsitzlich ldsst sich in den Abbildungen 4.4 und 4.5 erneut der Einfluss der Bandstruktur der
Dispersionsrelation im Hinblick auf die Lage der mittleren Kreiswellenzahl kg des Anfangszustandes
|¥(tp)) im Band nachvollziehen. Die Kreiswellenzahl kg = 7/(2«) liegt, wie oben erwihnt, im Zen-
trum des Bandes. Daher ist Abbildung 4.4 symmetrisch beziiglich 6 = 0, also wenn das A-System ent-
artet ist, wihrend Abbildung 4.5 diesbeziiglich asymmetrisch ist. Es ergibt sich aulerdem erneut Auf-
grund des kleineren 73 (ko ), dass das Minimum von A g kleiner und damit die Verschrinkung stirker ist,
wenn kg ndher an der Bandkante liegt, wie es auf den Fall kg = 37 /(4«) im Vergleich zu ko = 7/(2c)
zutrifft.

4.4 Zusammenfassung

In diesem Kapitel habe ich die Theorie zur Quantifizierung von Verschriankung zwischen dem Licht-
feld eines Wellenleiters und einem in diesen Wellenleiter eingebetteten Atoms auf Basis der Schmidt-
Zerlegung présentiert. Hierbei hat sich ergeben, dass die Besetzungszahlen der atomaren Zustinde di-
rekten Zugang zu Mafe fiir Verschrinkung, wie der Schmidt-Zahl oder der von Neumann Entropie
bieten.

Mit Hilfe dieses Formalismus habe ich dann die Erzeugung der Verschrinkung zwischen einem Pho-
ton im Wellenleiter und einem einzelnen A-System durch Streuung eines Einzelphotonwellenpakets an
dem Atom fiir verschiedene Wellenpaketeinhiillende gleicher Ortsraumbreite untersucht. Dabei wurde

"Die Energie des ,.einfallenden” Photons ist definiert durch den Erwartungswert (W (to)|Hem | (t0)) = hwg, .

81



4 Die Schmidt-Zerlegung und Verschrinkung im Kontext der Wellenleiterquantenelektrodynamik

gezeigt, dass der erzielte Verschrankungsgrad maBgeblich durch die Breite des Wellenpakets im £-Raum
und den Emissionszeiten der atomaren Ubergiinge bestimmt wird.
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KAPITEL 5

5 DYNAMIK DER PHOTONEMISSION
ZWEIER ZWEINIVEAUSYSTEME IN EINEM
EINDIMENSIONALEN WELLENLEITER

In diesem Kapitel untersuche ich das Emissionsverhalten zweier gleichartiger 2NS, die in
einen Wellenleiter mit NNWW eingebettet sind, in Abhéingigkeit der Kopplungsstirke, der
atomaren Ubergangsenergie und des Abstandes der Atome im Wellenleiter. Es zeigt sich,
dass die Emissionsdynamik in diesem System sowohl von der Anregung polaritonischer, als
auch kavititsartiger Eigenzustidnde abhingt. Letztere sind Zustidnde, die nur in Systemen mit
bestimmten atomaren Abstinden und Ubergangsenergien auftreten und in denen die Atome
und der Wellenleiter eine optische Kavitét bilden, so dass die Strahlung zwischen den beiden
Atomen gefangen ist.

Fiir den Fall, dass zunichst nur ein Atom im System angeregt ist demonstriere ich, unter
welchen Umsténden der Emissionsprozess dieses Atoms zu einer konstanten Besetzung bei-
der Atome im Grenzfall langer Zeiten fiihrt und unter welche Voraussetzungen gar keine
Emission stattfindet. AuBBerdem zeige ich, unter welchen Umstanden die beiden Atome mit-
einander ,,Quanten-Pong* spielen.

Ich untersuche in diesem Kapitel aulerdem kollektive Emissionsphdnomene der beiden Ato-
me. Dabei zeige ich, unter welchen Voraussetzungen zweiatomige Super- und Subradianz
auftritt und wie diese Effekte mit dem atomaren Abstand in diesem 1D System skalieren.

5.1 Einfihrung

Zwei an unterschiedlichen Orten in einen 1D Wellenleiter eingebettete 2NS bilden die einfachste Rea-
lisierung zweier verbundener Knoten in einem quanteninformationsverarbeitenden Netzwerk [7]. Um
ein solches Netzwerk zu realisieren und fiir die Quanteninformationsverarbeitung [84—86] nutzen zu
konnen, miissen die grundlegenden physikalischen Phdnomene in solchen Systemen bekannt und ver-
standen sein. Dazu z&hlt insbesondere die Dynamik des Informationsaustausches zwischen den Knoten.

Seit den fiinfziger Jahren des 20. Jahrhunderts ist bekannt, dass es in einem physikalischen Sys-
tem aus mehreren gleichartigen Emittern zu kollektiven, kohidrenten Emissionsphdnomenen, wie der
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5 Dynamik der Photonemission zweier Zweiniveausysteme in einem eindimensionalen Wellenleiter

Superradianz kommen kann [95]. Solche kollektiven Wechselwirkungen zwischen nur zwei einzelnen,
mikroskopischen Quantensystemen in einer 3D Umgebung wurden 1996 mit Hilfe einer Ionenfalle das
erste Mal experimentell beobachtet [96]. Jiingst wurden kollektive Emissionseffekte zwischen zwei oder
mehr Emittern, die an einen /D Wellenleiter gekoppelt sind, beobachtet [97, 98].

In diesem Kapitel prisentiere ich die Ergebnisse von Studien des Emissionsverhalten zweier in einen
Wellenleiter mit NNWW eingebetteten 2NS. Zu diesem Thema entsteht gleichzeitig eine weitere Dok-
torarbeit innerhalb der AG TO&P, in der das hier betrachtete System mit Hilfe analytischer Methoden
der Quantenfeldtheorie untersucht wird [99]. Daher beschrinke ich mich in dieser Arbeit auf die Dis-
kussion von Ergebnissen, die ich mit Hilfe des in Kapitel 2 vorgestellten numerischen Frameworks
gewonnen habe.

In Abschnitt 5.2 stelle ich den Hamiltonoperator, der das in diesem Kapitel untersuchte Modell be-
schreibt, vor. Ich gehe auf des Spektrum des Hamiltonoperators und seine Eigenzustinde ein. Ich klas-
sifiziere die Eigenzustinde, da sich zeigen wird, dass deren parameterabhéngige Existenz beziehungs-
weise Nicht-Existenz, grof3en Einfluss auf die Dynamik des untersuchten Systems hat.

AnschlieBend untersuche ich in Abschnitt 5.3 die Dynamik des Systems, wenn zunichst eines der
beiden Atome angeregt ist. Dabei unterscheide ich zwischen den Regimes starker und schwacher Kopp-
lung, da sich das System entsprechend unterschiedlich entwickelt. Dieser Teil der Untersuchungen be-
zieht sich somit auf die Frage, wie sich die Emission des angeregten Atoms auf das andere, zunéchst im
Grundzustand befindliche Atom am anderen Ort im Wellenleiter auswirkt. Dies ist nichts anderes als
das grundlegende Prinzip fiir den Austausch von Informationen im oben erwéhnten Quantennetzwerk.

In Abschnitt 5.4 untersuche ich die kollektive Emissionsdynamik fiir den Fall, dass beide Atome
gemeinsam eine Anregung tragen. Dabei gehe ich auch auf Super- und Subradianz ein, die so nur in 1D
Systemen auftreten kdnnen. Zum Abschluss fasse ich die in diesem Kapitel gewonnenen Erkenntnisse
in Abschnitt 5.5 noch einmal kurz zusammen.

5.2 Der Hamiltonoperator und seine Eigenschaften

5.2.1 Das Modell

In Abbildung 5.1 ist der Aufbau des Modellsystems gezeigt, das ich in diesem Kapitel untersuche:
Zwei gleichartige 2NS mit der Ubergangsenergie E4, sind im Abstand L jeweils an den Orten x5 und
g = xa + L in einen 1D Wellenleiter mit NNWW symmetrisch um das Zentrum des Wellenleiters
eingebettet. Dort koppeln sie mit Stirke V' an das elektromagnetische Feld des Wellenleiters. Der Ha-
miltonoperator dieses Systems lautet im Rahmen der RWA

= hwodld, + 7 > (a;ax oAl Mam)

+V Y (a0 +o7aL ). (5.1)

Die Gitterplatzenergie fiwg und der Hiipfparameter J des Wellenleiters mit NNWW sind bereits aus
Abschnitt 1.5.4 bekannt. Die Operatoren 6%, 6;% und 6, mit I € {A,B} sind die Paulimatrizen der

z
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5.2 Der Hamiltonoperator und seine Eigenschaften

Vi Vi
» * * * * * * * * & -
TA IB
L

Abbildung 5.1: Skizze des in diesem Kapitel untersuchten Systems: Zwei gleichartige 2NS mit
Ubergangsenergie E4 sind mit Kopplungsstéirke V' an zwei verschiedenen Orte x 5
und zp in einen Wellenleiter mit NNWW symmetrisch um das Wellenleiterzentrum
eingebettet.

beiden 2NS und wurden in Abschnitt 1.4.5 definiert.

Die Eigenzustinde der ; seien | 1;), mit Eigenwert +1 und | ;) mit Eigenwert —1. Diese Zustinde
bilden jeweils die atomare Basis der beiden 2NS, mit {|/;)} als die Grundzustinde und {|1;)} als die an-
geregten Zustinde. In dieser Basis lautet der Anregungszahloperator C des durch den Hamiltonoperator
H aus Gleichung (5.1) beschriebenen Systems!

é—%gﬂa +1<&A+&B+21) (5.2)
= xrx 2 z 4
Im Folgenden bezeichne ich die Besetzung des Zustandes |1;) als die Anregung oder Besetzung des
Atoms [. Befindet sich das Atom vollstindig in diesem Zustand, so bezeichne ich das Atom als angeregt
beziehungsweise vollstindig besetzt.

Ein allgemeiner Zustand |W¥(¢)) des hier untersuchten Systems im Unterraum einer Anregung, dass

heifit mit C = 1, lautet entsprechend Gleichung (2.37)

TN
(W) = ¢"(t)al]0, Lals) + da(1)]0, Tals) + ¢B(£)[0, Lats). (5.3)
r=x1
Dieser Zustand ist fiir L = 0 dquivalent zu dem Zustand eines ungetriebenen, entarteten V-Systems aus
Gleichung (3.1) im Unterraum einer Anregung. Da im Falle des entarteten V-Systems dunkle Zustéinde
aufgetreten sind, kann man diese auch fiir zwei entartete 2NS bei verschwindendem Abstand L erwar-
ten.

5.2.2 Eigenspektrum und die Eigenzustande

Abbildung 5.2 zeigt numerisch berechnete Eigenspektren des Operators H aus Gleichung (5.1) fiir Sys-
teme mit J < 0, V' = |J| und fiir drei verschiedene Parametersitze { F';|, L}. Anhand dieser Abbildung
beschreibe ich im Folgenden die verschiedenen Klassen von Eigenzustdnden, die ein durch den Hamil-
tonoperator H beschriebenes System fiir C = 1 aufweisen kann.

!Siehe auch Gleichung (1.67).
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B3,
Ejf =hwo+2|J] b
th
Eyy
Eg =hwo—2|J]|
By,

Abbildung 5.2: Drei Beispiele fiir Spektren des Hamiltonoperators aus Gleichung (5.1). Weitere
Details sind dem FlieBtext zu entnehmen.

Streuzustande

Alle drei in Abbildung 5.2 gezeigten Konfigurationen weisen ein grau schraffiertes, um die Gitter-
platzenergie /wy zentriertes Band mit Breite 4|.J| auf, das durch die Energien E,; = hwo — 2|J| und
Eg = hwo + 2|J| begrenzt wird. In diesem Bereich liegt ein Kontinuum von so genannten Streu-
zustdanden (SZ) vor, welche alle durch Gleichung (5.1) beschriebenen Systeme fiir endliche Hiipfpa-
rameter J aufweisen. Die SZ sorgen fiir den Photontransport im System und entsprechen in grofler
Entfernung von den beiden 2NS ungedidmpft propagierender Wellen photonischer Anregung. Die Ener-
gien Egyz der SZ sind die der Eigenzustinde des freien Wellenleiters, liegen also energetisch auf der
Kurve hwy, mit der Dispersionsrelation des Wellenleiters

wr = wo + 2|J|h ! cos(ka) .

Dies ist unabhingig von der Art und der Lage des Streuers im Wellenleiter.

Nicht unabhidngig von den weiteren Systemparametern ist die photonische Besetzung <é};ém>sz der
Wellenleitergitterplétze x, sowie die Besetzung der beiden 2NS in einem SZ. In Abbildung 5.3 ist fiir
vier verschiedene SZ desselben Systems die photonische Besetzung eines Wellenleiters aus N = 10000
Gitterplitzen gezeigt. Die 2NS sind zentriert um den Gitterplatz 5000c im Abstand von L = 103« in
den Wellenleiter eingebettet. Es ist fiir alle vier Fillen der Charakter propagierender Wellen der SZ in
den Randbereichen des Wellenleiters ersichtlich.

Kavitatszustande und dunkle Zustande

Wie schon in Abschnitt 3.1 erwihnt, wirkt ein 2NS auf ein energetisch resonantes Photon wie ein per-
fekter Spiegel [59-62] und reflektiert es vollstindig. Zwei entartete 2NS im richtigen Abstand konnen
dementsprechend im Wellenleiter wie eine Kavitidt wirken und sogenannte Kavitdtszustinde (CZ) unter
den Eigenzustinden ausbilden. In einem solchen CZ bildet sich zwischen den Atomen im Wellenleiter
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Abbildung 5.3: Vier Beispiele fiir die photonische Besetzung des Wellenleiters <é}éx>sz in ver-
schiedenen SZ. Die Systemparameter sind so gewdihlt, dass Iy mitten im Wellen-
leiterband liegt und der Abstand der Atome L = 103« betrigt. Abbildung a) zeigt
die Besetzung der im Wellenleiterband dufleren beiden Streuzustinde, also den mit
der niedrigsten und den mit der gréf3ten Eigenenergie, wihrend b) den Streuzustand
zeigt, der mitten im Band liegt. Die Zustéinde in c) und d) liegen beide im duf3eren
Bandbereich. Weitere Details sind dem FlieBtext zu entnehmen. Die iibrigen Sys-
temparameter sind J < QundV = |J|.

87
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eine stehende Welle photonischer Anregung aus, mit Wellenknoten an den Orten der Atome. Gleichzei-
tig ist die atomare Besetzung in diesen Zustidnden endlich.

Der Abstand Ly, bei dem die CZ auftreten, lédsst sich in zwei Schritten berechnen: Wie oben be-
schrieben muss die photonische Energie in einem CZ gleich der atomaren Ubergangsenergie sein, wo-
raus sich die Kreiswellenzahl kcyz der stehenden Welle ergibt:

Ey) — hw
hwo + 2J cos(koza) L Ey, = kcz= a~Larccos (NQJO> . (5.4)
Weiterhin gilt die Bedingung, dass sich im Abstand Lz Knoten der stehenden Welle befinden miissen,
da die Photonische Anregung am Ort der Atome verschwinden soll. Eine stehende Welle kann durch
eine Sinusfunktion beschrieben werden, die somit am Ort der Atome verschwinden muss:

(5.4) nmwQ
=

sin(kczLoz) = 0 Loy = mitn € N. (5.5)

Das in Abbildung 5.2a) gezeigte Spektrum ist fiir die Parameter J < 0 und Ey — hwy = —V/2|J|
berechnet worden. Setzt man diese Werte in Gleichung (5.5) ein, so ergibt sich Loz = 4na. Da das
Spektrum auferdem fiir L = 4« berechnet wurde, existiert im zugehorigen System ein CZ und ist
in Abbildung 5.2a) rot markiert. Anhand dieser Darstellung wird eine besondere Eigenschaft der CZ
deutlich: Sie liegen mitten im Kontinuum der SZ. Dies liegt daran, dass die Ubergangsenergie der Ato-
me E4| und somit auch die Energie der CZ innerhalb eines Bandes des freien Wellenleiters liegen muss,
damit sich zwischen den Atomen die stehende Welle ausbilden kann. Die Energien der SZ decken sich,
wie oben beschrieben, mit den Energien der Eigenzustinde des freien Wellenleiters. Somit liegen die
CZ zwangsliufig energetisch mitten im Kontinuum der SZ. Ein CZ ist immer ein Eigenzustand des
Systems und sein photonischer Anteil im Wellenleiter ist auf den Raum zwischen den Atomen begrenzt.
Aus diesem Grund werden die CZ auch oft als gebundene Zustdnde im Kontinuum [100] bezeichnet.

In Abbildung 5.4 sind die photonischen Wellenleiterbesetzungen fiir ein System mit J < 0 und
By — hwy = —+/3|J| in Abhingigkeit des Abstands L gezeigt, vorausgesetzt sie existieren bei gege-
benem L. Bei den genannten Werten ist dies entsprechend Gleichung (5.5) fiir Lcy = 6na der Fall.

Die Abbildung 5.2¢) zeigt ein Spektrum, bei dem die atomare Ubergangsenergie E4 | mitten im pho-
tonischen Band liegt. Die Abstandsbedingung fiir einen CZ ergibt sich in diesem Fall zu Loz = 2na.
Da das Spektrum jedoch fiir den Abstand L = 7« berechnet wurde, findet man hier keinen CZ.

In Abbildung 5.2b) liegt £y auBerhalb des Wellenleiterbandes. Ein CZ kann hier also bei keinem
Abstand L zwischen den Atomen auftreten. Allerdings wurde das Spektrum fiir ein System mit L = 0
aufgenommen. Wie in Abschnitt 5.2.1 erwihnt, ist das Systems der zwei entarteten und in den Wel-
lenleiter eingebetteten 2NS fiir L = 0 im Unterraum einer Anregung dquivalent zu einem System mit
einem in den Wellenleiter eingebettetem V-Atom. Somit ist der in diesem Spektrum rot markierte Ei-
genzustand ein dunkler Zustand, wie er auch beim V-Atom in diesem Fall auftritt und in dem keine
photonische Besetzung im Wellenleiter vorliegt und die Besetzungsamplituden der Atome einen Pha-
senunterschied von 7 aufweisen. Dieser dunkle Zustand tritt im Falle der zwei 2NS fiir L = 0 immer
und unabhingig von den weiteren Parametern als Eigenzustand des Gesamtsystems mit der atomaren
Ubergangsenergie E; | als Eigenenergie auf.
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Abbildung 5.4: Beispiele fiir die Wellenleiterbesetzung (éi;é@cz der CZ in einem System fiir
die Abstinde von L = 0 bis L = 103a. Die atomare Ubergangsenergie ist
Ey, = hwo — v/3|J|, so dass nur fiir Abstinde mit L = 6na und n € {1,2,3,...}
CZ auftreten. In b), c) und d) sind jeweils detailliertere Ausschnitte von a) ent-
sprechend der farblichen Rahmen und Pfeile gezeigt. Die weiteren Parameter sind
J <0,V = |J| und der Wellenleiter wurde durch N = 10000 Gitterplitze model-
liert.
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Abbildung 5.5: Beispiele fiir die Wellenleiterbesetzung (é&éz)pz der PZ in einem System fiir
die Abstinde von L = 0 bis L = 103c. In b) und c) sind jeweils detaillierte-
re Ausschnitte von a) entsprechend des farblichen Rahmens, des Strichs und der
Pfeile gezeigt. Abbildung d) zeigt c) in semilogarithmischer Darstellung, so dass
die evaneszente Natur der PZ deutlich wird. Die Systemparameter sind J < 0,
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modelliert und es ist der jeweils hochstenergetische PZ gezeigt.



5.2 Der Hamiltonoperator und seine Eigenschaften

Polaritonische Zustande

Die letzte Klasse von Eigenzustinden, die im hier betrachteten System auftreten, sind polaritonische
Zustidnde (PZ), deren Eigenenergien auflerhalb des Wellenleiterbandes liegen. Die PZ weisen eine end-
liche Besetzung der beiden 2NS und eine um die Orte der der Atome exponentiell nach auB3en abfallende
und somit stark lokalisierte photonische Besetzung des Wellenleiters auf, vergleiche Abbildung 5.5.

Die PZ treten bereits in Systemen auf, in denen nur ein Atom in den Wellenleiter eingebettet ist [66,
67, 101, 102]. Das Atom wechselwirkt mit den photonischen Moden an den Bandkanten des Wellenlei-
ters, deren Gruppengeschwindigkeit verschwindet. Durch diese Wechselwirkung teilt sich ein atomares
Niveau in zwei Zustidnde auf, die beide eine anormale Lamb-Verschiebung erfahren. Bei dieser Lamb-
Verschiebung wird ein Zustand ins Wellenleiterband absorbiert, wihrend der andere in der Bandliicke
einen PZ ausbildet [101, 102]. Dabei ist die Existenz einer Bandkante in der Dispersionsrelation des
Wellenleiters eine notwendige Bedingung fiir die Ausbildung eines PZ. In einem 1D System mit zwei
Bandkanten und einem 2NS existieren immer zwei PZ.

Oft werden die PZ als gebundene Atom-Photon-Zustdnde bezeichnet [66, 67, 81, 101, 102]. Es wurde
mit Hilfe numerischer Simulationen demonstriert, dass es moglich ist durch die gleichzeitige Streuung
von zwei Photonen an einem 2NS die PZ des Systems anzuregen. Somit kann ein endlicher Anteil der
photonischen Anregung durch das Atom eingefangen und in dessen Umgebung gebunden werden [66,
67, 81]. Dies ist bei der Einzelphotonstreuung nicht moglich, da die Energie des propagierenden und zu
streuenden Photons im photonischen Band des Wellenleiters liegen muss. Daher konnen propagierende
Photonen nur durch einen nichtlinearen Streuprozess einen PZ in einer Bandliicke anregen. Ein 2NS
ist jedoch fiir ein einzelnes Photon ein linearer Streuer. Erst im Falle zwei propagierender Photonen
lasst sich das Atom durch Absorption sittigen, wodurch es fiir das verbleibende Photon nichtlineare
Streueigenschaften entwickelt, die somit die Anregung eines PZ in diesem Fall ermoglicht [66, 67].

Anhand der drei Spektren in Abbildung 5.2 sind die Energieniveaus der iiber dem Wellenleiterband
liegenden PZ griin eingezeichnet und die der unter dem Band liegenden PZ blau eingezeichnet. Es ist
ersichtlich, dass sich die Anzahl der vorhandenen PZ in den drei Systemen unterscheidet. So existieren
im Spektrum in Abbildung 5.2b) zwei, in Abbildung 5.2a) drei und in Abbildung 5.2c) vier PZ. Die
Anzahl der PZ, die sich unter beziehungsweise iiber dem Band ausbilden, ist vor allem vom Abstand
L der beiden Atome abhingig: Fiir groe Abstdnde sind iiber und unter dem Wellenleiterband jeweils
immer zwei PZ vorhanden, die fiir L. — oo paarweise entartet sind. Mit abnehmenden Abstand L wird
die Entartung durch das Prinzip der vermiedenen Kreuzung (englisch: avoided crossing) aufgehoben,
wobei jeweils einer der Zusténde energetisch von Band weg- und einer zum Band hin verlagert wird. Ab
einem Kkritischen Abstand Lf, mit ,,+/— fiir das Zustandspaar iiber/unter dem Band, wird der PZ mit
zum Band verlagerter Eigenenergie von diesem Kontinuum ,,absorbiert. Der entsprechende PZ wird
dabei ein SZ. Bei L = 0 sind iiber und unter dem Band des Wellenleiters in jedem Fall nur noch je ein
PZ zu finden.

In Referenz [99], in der das in diesem Kapitel untersuchte System analytisch mittels quantenfeld-
theoretischer Methoden analysiert wird, ist ein Ausdruck fiir die kritischen Abstinde Lf angegeben:

2a].J] (zny ¥ (EN - m;o))
V2 ’
In Abbildung 5.6 sind die numerisch ermittelten Eigenenergien Epy der PZ fiir ein System mit J < 0,

+
L, =

(5.6)
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Abbildung 5.6: Die Eigenenergien der PZ iiber dem atomaren Abstand L. Weitere Details sind
dem FlieStext zu entnehmen. Der Wellenleiter wurde in diesem Beispiel durch
N = 10000 Gitterplitze modelliert.

E4) — hwy = —|J| und V' = |J| iiber dem Abstand L der beiden Atome aufgetragen. Es ist in dieser
Abbildung gut ersichtlich, wie das System entsprechend Gleichung (5.6) erst ab L = Lff + « jeweils
einen weiteren PZ ausbildet.

5.3 Emissionsdynamik bei einem angeregten Atom

In diesem Abschnitt untersuche ich die zeitliche Entwicklung der atomaren Besetzungen (|14 )(Ta|(t))
und (|TB)(1B|(t)) fiir den Fall, dass zunichst eines der beiden Atome vollstindig angeregt ist und
der Wellenleiter und das zweite Atom zunichst keine Anregung aufweisen. Dabei interessiere ich mich
insbesondere dafiir, wie sich die verschiedenen Arten von Eigenzustinden des Systems auf die Dynamik
auswirken.

Das zunéchst angeregte Atom sei, ohne Beschrinkung der Allgemeinheit, das Atom am Ort x o. Der
Anfangszustand |V (%p)) lautet somit in diesem Fall

[¥(t0)) = 10, TalB) - (5.7
Wie schon in Abschnitt 4.3.3 beschrieben, ist die atomare Emissionszeit

B2|v, (k J
(ko) = |2§‘(/2°)| = (ko) x |V2| (5.8)

ein wichtiger Parameter bei der Beschreibung von Absorptions- und Emissionsprozessen. Je kleiner
7(ko), desto schneller verlduft ein Emissionsprozess. Das hat zur Folge, dass emittierte Einzelphoton-
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5.3 Emissionsdynamik bei einem angeregten Atom

wellenpakete raumlich schmaler sind, als im Falle groBerer 7 (ko). Somit ist das bei groBem 7 (k) emit-
tierte Photon spektral schmaler als im Falle kleinerer 7 (ko). Es ist daher zu erwarten, dass die vom Atom
emittierte Strahlung bei kleinerem 7 (ko) stirker die nichtlineare Struktur der Verteilung der Eigen-
energien im Spektrum beziehungsweise der Dispersionsrelation des Systems erféhrt, als bei groferem
7 (ko). Dementsprechend sollten beziiglich der Emissionsdynamik im Falle eines kleinen 7 (ko) bei im
Wellenleiterband liegender, atomarer Ubergangsenergie E4, die auBerhalb des Bandes liegenden PZ
eine groferen Einfluss auf die Dynamik haben und das Photon aulerdem gréBerer Dispersion bei der
Propagation unterliegen, als bei groBerem 7 (k).

Entsprechend Gleichung (5.8) ist 7(ko) proportional zum Verhiltnis des Betrages des Hiipfparame-
ters J zum Quadrat der Kopplungsstidrke V. Ich habe daher bei meinen Studien in diesem Abschnitt zwi-
schen zwei Fillen unterschieden: Der Erste ist derjenige schwacher Kopplung, mit |J|/V? = 100/|J|,
der andere ist der Fall starker Kopplung mit |J|/V? = 1/|J|. Diese beiden Begriffe werden in der
Kavitdtsquantenelektrodynamik (englisch cavity quantum electrodynamics) verwendet, wobei schwa-
che Kopplung dort dem Fall entspricht, dass die Kopplungsstirke eines 2NS an eine optische Kavitit
viel kleiner ist, als die irreversible Zerfallsrate der Kavitét in experimentell unkontrollierbare Verlustka-
nile [103]. In Abschnitt 3.2.2 habe ich gezeigt, dass die Betrachtung des Wellenleiters als Verlustkanal
einer Kavitidt am Ort eines Atoms qualitativ die im System auftretenden Effekte erhélt. Da die Kopplung
der Wellenleitergitterplétze untereinander durch J gegeben ist, ist die Entlehnung der Begriffe starker
und schwacher Kopplung aus der Kavititsquantenelektrodynamik an dieser Stelle gerechtfertigt.

5.3.1 Schwache Kopplung

In Abbildung 5.7 ist die zeitliche Entwicklung der Besetzungen der beiden 2NS fiir den Fall schwacher
Kopplung in Abhiingigkeit des Abstands L fiir drei verschiedene atomare Ubergangsenergien gezeigt.
In den Abbildungen 5.7a) und b) liegt E4| in der Mitte des Wellenleiterbandes. Es ist zu erkennen, dass
das zunichst angeregte Atom beginnt in den Wellenleiter zu emittieren und das zweite, sich zunéchst
in seinem Grundzustand befindende Atom dadurch angeregt wird und dann ebenfalls die absorbierte
Strahlung wieder reemittiert. Allerdings fiihrt dies nur im Falle ungeradzahliger Abstinde L dazu, dass
die Atome ihre Anregung vollstindig in den Wellenleiter emittieren. Im Falle geradzahliger Abstdnde L
verbleibt in beiden Atome auch fiir grole Zeiten eine endliche, konstante Anregung. Diese ist in beiden
Atomen gleich und im Falle L = 0 am groften mit

([Ta)(Tal(tmax)) = ([TB) (1B|(tmax)) = 0.25.

Fiir den Abstand L = 50« betrigt die Anregung in den beiden Atomen noch etwa 80% dieses Wertes.
In den Abbildungen 5.7¢) und d) liegt £y im Band und ist um v/2|J| von der Bandmitte nach un-
ten verschoben. Hier zeigt sich qualitativ das gleiche Verhalten wie im Fall E}| = hwp, mit dem
Unterschied, dass hier nur bei Abstinden mit L = 4na mit n € {0,1,2,...} das Langzeitbeset-
zungsverhalten auftritt. Fiir diese Langzeitbesetzung sind in beiden Fillen die CZ verantwortlich, die
nach Gleichung (5.5) im Falle von Ey; = hwo nur fiir geradzahlige Abstinde L und im Falle von
Ey — hwo = —+/2|J| nur fiir ganzzahlig viertelbare Abstinde L auftreten. Wenn also ein System so
konfiguriert ist, dass unter seinen Eigenzustianden auch ein CZ existiert, so wird dieser bei der Emission
eines Atoms in den unbesetzten Wellenleiter im Falle schwacher Kopplung angeregt, so dass im Grenz-
fall langer Zeiten beide Atome eine endliche Anregung aufweisen. Diese nimmt mit groerem Abstand
L ab, da in diesem Fall der Anteil der photonischen Besetzung des Wellenleiters zwischen den Atomen

93



5 Dynamik der Photonemission zweier Zweiniveausysteme in einem eindimensionalen Wellenleiter

By —lwo=0  ([Ta)(Tal(t))

1
0.8
0.6
0.4
0.2
0

1,000

ﬂwm
c) Epy—hwo=—V2|J| (|Ta)(Tal(t))

0 1
0.8
_ 0.6
S ook
~ 0.4
0.2
50, 0

1,000

tWW
) Ep—two=(V2-4)J] ([1a)(Tal(®))

—_

0 1,250
t[h/1 1]

2,500

€S

f)

By —hwo=0  ([1B)(TB[(?))
0.25
0.2
0.15
0.1
0.05
1,000 0
tWW

Er —hwo=—V2|J| (|18){(T8/(t))

0.25

0.2

0.15
25

0.1

0.05

1,000

o

tWW

By —hwo=(V2 - 4)J| (1B)(TBI(t

i

2,500

RFOOONO U WN —

—_

0 1,250
t[n/1J1]

Abbildung 5.7: Anregung der Atome (| 1;)(1; |(t)) mitl € {A,B} iiber der Simulationszeit t und
dem Abstand der Atome L fiir den Fall schwacher Kopplung und das zunédchst nur
das Atom am Ort x o angeregt ist. Weitere Details sind dem FlieSStext zu entnehmen.
Die tibrigen Simulationsparameter sind J < 0 und der Wellenleiter wurde durch

N = 10000 Gitterpldtze modelliert.
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in einem CZ zu Lasten des Anteil der atomaren Anregung grofer ist. Im Falle L = 0 sind nicht die CZ,
sondern die dunklen Zustinde fiir die Langzeitbesetzung der Atome verantwortlich.

Dass in diesen Fillen die Existenz von PZ unter den Eigenzustinden des Systems auf die Emis-
sionsdynamik keinen Einfluss hat, wird durch die Abbildungen 5.8 und 5.9 deutlich. Diese zeigen die
Ergebnisse numerischer Studien, die folgendermaB3en durchgefiihrt worden sind:

Ich habe numerisch die Eigenzustinde des Hamiltonoperators aus Gleichung (5.1) im Unterraum ei-
ner Anregung bestimmt. Diese Eigenzustinde habe ich auf den Anfangszustand aus Gleichung (5.7)
projiziert, um die Besetzungsamplituden (E£|¥(0)) der Eigenzustinde |E) im Anfangszustand zu ge-
winnen. Mit diesen habe ich zwei neue Anfangszustinde konstruiert:

W0)pz= > (E[¥(0)|E), (5.92)
|E) €{|Epz)}
|U(0))sz+cz = [¥(0)) — [¥(0))pz = Z (E|¥(0)) |E) . (5.9b)
|E) € {|Epz)}©

Hierin bezeichnet {| Epyz)} die Menge aller PZ unter den Eigenzustinden eines Systems und {|Epz)}¢
die entsprechende Komplementirmenge?. Der Zustand |¥(0))pz enthilt einzig den Anteil der PZ im
Anfangszustand |¥(0)), wihrend der Zustand |¥(0))gz+cz einzig den Anteil der SZ und CZ im An-
fangszustand |W(0)) enthilt. Die Zustinde |V (0))pz und |¥(0))sz+cz habe ich analog zum Zustand
|¥(0)) numerisch in der Zeit entwickelt. Die Ergebnisse dieser Simulationen sind in Abbildung 5.8
fiir den Zustand |¥(0))pz und in Abbildung 5.9 fiir den Zustand |V (0))sz+cz gezeigt. Dabei war es
technisch bedingt nétig, die beiden Anfangszustinde zu Beginn der Simulation zu normieren. Aus die-
sem Grund sind die absoluten Zahlenwerte in den Abbildungen nur zwischen Zahlenwerten aus diesen
beiden Abbildungen, nicht aber mit denen aus Abbildung 5.7 vergleichbar.

Es ist aus den Abbildungen 5.8a) bis d) und 5.9a) bis d) ersichtlich, dass der Beitrag der PZ bei
schwacher Kopplung und fiir den Fall, dass F+| im Wellenleiterband liegt, um drei bis vier Grofen-
ordnungen kleiner ist, als der Beitrag der iibrigen Eigenzustinde. Die PZ sind daher in diesem Fall
vernachlédssigbar.

In den Abbildungen 5.7¢) und f) ist der zeitliche Verlauf der atomaren Besetzungen fiir den Fall
Ey — hwo = (V2 — 4)|J| gezeigt. Die atomare Ubergangsenergie Ej| liegt hier also unterhalb des
Wellenleiterbandes. In diesem Fall ist die zeitliche Entwicklung der atomaren Besetzungen laut den
Abbildungen eine vollig andere, als fiir den Fall, dass F4| im Band liegt. Bei L = 0 oszillieren die
atomaren Besetzungen gegenphasig mit einer Frequenz, die etwas kleiner ist als |.J|/(500%). Bis zum
Abstand L = 7o setzen ebenso gegenphasige Oszillationen der atomaren Besetzungswerte ein, deren
Frequenz mit wachsendem Abstand jedoch stark abnimmt. Ab einem Abstand von L > 7« lassen sich
keine derartigen Oszillationen mehr beobachten. Der Zustand |14 ) bleibt in diesem Fall fiir alle Zeiten ¢
vollstindig angeregt, wihrend das andere Atom vollstindig in seinem Grundzustand ||p) verbleibt.

Den Abbildungen 5.8¢) und f), sowie den Abbildungen 5.9¢) und f) lasst sich entnehmen, dass in
diesem Fall die Zeitentwicklung der atomaren Besetzungswerte hauptsédchlich durch die PZ beeinflusst
wird, wihrend diesmal der Beitrag der iibrigen Eigenzustinde zu vernachlidssigen und im Vergleich zum
Beitrag der PZ um mindestens zwei Groenordnungen kleiner ist. Dieses Ergebnis ist folgendermalen
nachvollziehbar:

’Es gilt somit fiir die Menge aller Eigenzustinde {|E)} = {|Fpz)} U {|Erz)}°.
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Abbildung 5.8: Anregung der Atome (| 1;)(1; |(t)) mitl € {A,B} iiber der Simulationszeit t und
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dem Abstand der Atome L tiir den Fall schwacher Kopplung und fiir den Anfangs-
zustand |¥(0))pz, in dem nur PZ angeregt sind. Weitere Details sind dem FlieBtext
zu entnehmen. Die iibrigen Simulationsparameter sind J < 0 und der Wellenleiter
wurde durch N = 10000 Gitterplitze modelliert.



a) Epy—hwo=0 ([Ta){Tal(t))sz+cz

0 1
0.8
. 0.6
S 95
= 0.4
0.2
50,5 0

1,000
t[h/lJ\]
c) Ery—hwo=—V2|J| {|Ta)(Tal(t))sz+0z
0 1
0.8
. 0.6
S o5k
~ 0.4
0.2
50 E
0 1,000 0
t[ﬁ/UH

e) B —fwo=(VZ -4 (ta)(tal(t))sz+cz

L
= =
HOOOITHULERWND—O
T

0 1,250
t[r/171]

2,500

5.3 Emissionsdynamik bei einem angeregten Atom

b) By —hwo=0 (|tB)(TB|(t))sz+cz

_HOQS

1,000

0
t [h/IJH

d) By —hwo=—v2|J| (|18) (18](t))sz+cz

.i()%

1,000 0

t[ﬁ/UH
£)  Er—hwo=(V2—4)|J| (1B){18](t))sz+cz

(6%
— =
HOOOIOHh U WwN—=O
T

0 1,250
t[n/1J1)

2,500

Abbildung 5.9: Anregung der Atome (| 1;)(1; |(t)) mitl € {A, B} iiber der Simulationszeit t und
dem Abstand der Atome L fiir den Fall schwacher Kopplung und fiir den Anfangs-
zustand |¥(0)) ¢z, in dem nur CZ angeregt sind. Weitere Details sind dem Flietext
zu entnehmen. Die iibrigen Simulationsparameter sind J < 0 und der Wellenleiter
wurde durch N = 10000 Gitterplitze modelliert.
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Liegt ;| auBerhalb des Bandes, kann das vom angeregten Atom in den Wellenleiter emittierte Licht
dort nicht propagieren und wird exponentiell geddmpft. Gleichzeitig reabsorbiert und reemittiert dieses
Atom die somit in seiner Umgebung lokalisierte Strahlung kontinuierlich. Ist der Abstand L zwischen
den Atomen deutlich groer, als die Lokalisierungslinge® ¢ der um den Ort des zunichst angeregten
Atoms lokalisierten photonischen Anregungsamplituden, stellt sich letztendlich ein Gleichgewicht zwi-
schen diesen Emissions- und Absorptionsprozessen ein. Das Atom ist in diesem Gleichgewichtszustand
zu einem konstanten Anteil angeregt, der umso grof3er ist, je mehr Zeit das Atom fiir Emissions- und
Absorptionsprozesse benétigt. Damit ist die Anregung des Atoms groBer, je linger die Zeit 7(ko), also
je schwicher die Kopplung ist. Dies beschreibt exakt die Charakteristik eines PZ.

Im vorliegenden Fall gilt fiir die numerisch ermittelten Lokalisierungsldngen der angeregten PZ
¢ =~ 1.3a. Dies erklirt, warum das zweite, zunédchst nicht angeregte Atom fiir L > 7a > £ niemals
angeregt wird. Gleichzeitig lédsst sich durch die kurze Lokalisierungsléinge und damit hohe Lokalisie-
rung erkldren, warum das zunichst angeregte Atom fiir diese Abstdnde vollstidndig angeregt bleibt: Bei
dieser hohen Lokalisierung in Verbindung mit der schwachen Kopplung an den Wellenleiter wird der
Grofteil der im PZ vorhandenen Anregung durch den atomaren Anteil beigetragen.

Gilt L 5 &, so besteht fiir das in den Wellenleiter durch das zundchst angeregte Atom emittierte,
exponentiell um den Ort x s geddmpften Photon die Moglichkeit zum Ort xp des zunichst nicht ange-
regten Atoms zu tunneln und dieses anzuregen. Dieses Atom reemittiert das Photon in eine um den Ort
xp ebenfalls exponentiell abfallende ,,Mode*, in der das Photon zuriick zum Atom am Ort x4 tunneln
kann, um dort das urspriinglich angeregte Atom erneut anzuregen. So entwickelt sich ein Kreislauf,
der zu den Oszillationen fiihrt, die in den Abbildungen 5.7e) und f) zu beobachten sind. Mit groerem
Abstand L wird die Tunnelwahrscheinlichkeit des Photons zwischen den Orten xa und zp kleiner,
da der Uberlapp des um den Ort eines Atoms lokalisierten Photons mit dem Ort des anderen Atoms
entsprechen exponentiell mit dem Abstand L abnimmt. Da bei kleinerer Tunnelwahrscheinlichkeit der
Zeitraum, nachdem das Photon mit hoher Wahrscheinlichkeit zum Ort des anderen Atoms getunnelt ist
und absorbiert wurde, zunimmt, nimmt die Oszillationsfrequenz des oben beschriebenen Kreislaufs mit
wachsendem L ab. Fiir L > 7« sind die Oszillationen verschwunden und das andere, oben beschriebene
Abstandsregime L >> £ ist erreicht.

5.3.2 Starke Kopplung

Abbildung 5.10 zeigt die Besetzungen der beiden Atome fiir starke Kopplung, unter sonst gleichen Be-
dingungen, wie im Fall von Abbildung 5.7. Die Abbildungen 5.11 und 5.12 zeigen entsprechend analog
zu den Abbildungen 5.8 und 5.9 die zeitliche Entwicklung der Zustinde |¥(0))pz und |¥(0))sz+cz fiir
starke Kopplung.

Den Abbildungen lésst sich entnehmen, dass der Beitrag der PZ zur Emissionsdynamik im Falle star-
ker Kopplung bereits fiir den Fall, dass F| im Wellenleiterband liegt, im Vergleich zum Fall schwacher
Kopplung signifikant ist. Die Erwartung, dass bei starker Kopplung und somit kiirzerem 7 (k) aufgrund
der groBeren Bandbreite des emittierten Lichts die au8erhalb des Bandes liegenden PZ die Emissions-
dynamik stdrker dominieren, als im Fall schwacher Kopplung, ist somit erfiillt.

Wie man den Abbildungen 5.11a) bis b) und 5.12a) bis b) im Vergleich mit den Abbildungen 5.10a)
bis b) entnehmen kann, dominiert im Falle von E;| = hw jedoch weiterhin der Beitrag der SZ und der

3Wird ein riumlich exponentieller Zerfall beschrieben durch exp(—x|z|), so ist die Lokalisierungslinge definiert durch
E=r""
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Abbildung 5.10: Anregung der Atome (|1;)(1;|(¢)) mitl € {A, B} iiber der Simulationszeit t und
dem Abstand der Atome L fiir den Fall starker Kopplung und das zunéchst nur das
Atom am Ort x o angeregt ist. Weitere Details sind dem FlieStext zu entnehmen.
Die iibrigen Simulationsparameter sind J < 0 und der Wellenleiter wurde durch
N = 10000 Gitterplatze modelliert.
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5 Dynamik der Photonemission zweier Zweiniveausysteme in einem eindimensionalen Wellenleiter

CZ die Emissionsdynamik. Die PZ modulieren auf die zeitliche Entwicklung der atomaren Besetzung
hochfrequente Oszillationen mit niedriger Amplitude, die zeitlich globale Entwicklung wird durch den
Einfluss der SZ und CZ bestimmt. Diese unterscheidet sich trotzdem stark von der Emissionsdynamik
im Fall schwacher Kopplung. Im Fall starker Kopplung manifestiert sich keine Langzeitbesetzung der
Atome fiir die Fille, in denen CZ unter den Eigenzustiinden des Systems zu finden sind. Fiir Abstédnde
L > 19« ist den Abbildungen kein Einfluss der CZ auf die Dynamik zu entnehmen. Bei kleineren
Abstinden oszillieren die atomaren Besetzungswerte fiir Abstidnde, bei denen ein CZ existiert, hochfre-
quent und ungeddmpft. Fiir die Absténde in den Fillen, in denen keine CZ im Eigenspektrum existieren,
verschwinden die atomaren Besetzungswerte im Grenzfall langer Simulationszeiten ¢.

Der geringe Einfluss der CZ im Falle starker Kopplung ldsst sich folgendermaf3en erkldren: Je stiarker
die Kopplung V, desto kiirzer ist 7(kg). Stellt man sich den CZ als ein Zustand vor, in dem die Ato-
me kontinuierlich die zwischen ihnen eingefangene Strahlung absorbieren und reemittieren, so dass
sich, wie fiir die PZ oben beschrieben, der CZ als Gleichgewichtszustand einstellt, so wird die atomare
Besetzung im CZ kleiner sein, je stirker die Kopplung ist. Dementsprechend haben die CZ bei star-
ker Kopplung weniger Uberlapp mit dem Anfangszustand aus Gleichung (5.7) und haben somit auch
deutlich weniger Einfluss auf die zeitliche Entwicklung dieses Zustands. Wenn aulerdem bei starker
Kopplung die rdumliche Ausdehnung jedes der beiden vom angeregten Atom isotrop emittierten Wel-
lenpakete viel kleiner ist, als der Abstand L, ist bildlich gesprochen die ,,Reichweite™ des Photons zu
kurz, um auf der Distanz L einen CZ auszubilden. Stattdessen setzen sich diese Wellenpakete nur aus
SZ zusammen. Da jedes dieser beiden Wellenpakete spektral um die Ubergangsenergie E zentriert
ist, wird das Wellenpaket, das in Richtung des zweiten Atoms emittiert wird, von diesem hauptséchlich
reflektiert und propagiert zuriick zum ersten Atom und wird auch von diesem fast vollstindig reflek-
tiert. So propagiert dieses Wellenpaket immer wieder zwischen den Atomen hin und her und wird dabei
allerdings bei jeder Reflexion an Intensitdt verlieren, da die Atome das Paket aufgrund seiner spek-
tralen Breite niemals vollstindig reflektieren. Dieses Verhalten fiihrt zu den strahlenartig anmutenden
Besetzungsmaxima in den Abbildungen 5.10a) und b). Diese Strahlen haben einen zeitlichen Abstand
von 2L /[ve(7/(2cr))], was genau der Zeit entspricht, die ein Einzelphotonwellenpaket, dessen Energie
spektral um Awy verteilt ist, benotigt, um zwei mal die Strecke zwischen beiden Atomen zuriickzulegen.

Bildlich gesprochen lésst sich sagen, dass die beiden Atome in diesem Fall eine Art ,,Quanten-Pong™
miteinander spielen. Wie beim richtigen Pong [104] ist es wahrscheinlicher, dass mit langerer Spieldau-
er einer der beiden Mitspieler den Ball nicht zuriickschligt*. Dementsprechend ist die Amplitude der
atomaren, strahlenartigen Besetzungsmaxima in den Abbildungen mit wachsender Simulationszeit ¢
gedampft. Gleichzeitig werden die Besetzungsmaxima mit der Zeit breiter, was daran liegt, dass das
bei stirkerer Kopplung emittierte Photon rdumlich schmaler und damit spektral breiter ist und somit
stirkere Dispersion aufgrund der Nichtlinearitit der Dispersionsrelation erfahrt. Dies ist bereits zu Be-
ginn des Abschnitts 5.3 beschrieben worden.

Anhand der Abbildungen 5.10, 5.11 und 5.12, jeweils c) und d), ist erkennbar, dass fiir den Fall
Ey = hwo — v/2|.J| der Einfluss der PZ auf die Emissionsdynamik signifikant groRer ist, als im Fall
E4| = hwo und den Einfluss der CZ auf die Dynamik, der fiir kurze Abstinde L im anderen Fall noch
vorhanden war, vollstindig verdridngt hat und in diesem Bereich dominant ist. Im Bereich bis L = 9«

*Beim ,richtigen” Pong hingt die Riickschlagwahrscheinlichkeit natiirlich sehr von der Geschicklichkeit der Spieler ab.
Beim hier vorgestellten ,,Quanten-Pong" sind die Atome in allen Parametern, aufler dem Kopplungsort gleich. Dies wiirde
beim ,richtigen” Pong dem Fall entsprechen, dass beide Spieler das gleiche Talent fiir dieses Spiel aufweisen. Welches
Atom beim ,,Quanten-Pong* gewinnt, entscheidet am Ende die Messung.
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Abbildung 5.11: Anregung der Atome (|1;)(1;|(¢)) mitl € {A, B} iiber der Simulationszeit t und
dem Abstand der Atome L fiir den Fall starker Kopplung und fiir den Anfangszu-
stand |V (0))pz, in dem nur PZ angeregt sind. Weitere Details sind dem FlieBtext
zu entnehmen. Die iibrigen Simulationsparameter sind J < 0 und der Wellenleiter
wurde durch N = 10000 Gitterplitze modelliert.
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Abbildung 5.12: Anregung der Atome (|1;)(1;|(¢)) mit] € {A, B} iiber der Simulationszeit t und
dem Abstand der Atome L fiir den Fall starker Kopplung und fiir den Anfangszu-
stand |V (0))cz, in dem nur CZ angeregt sind. Weitere Details sind dem FlieBtext
zu entnehmen. Die iibrigen Simulationsparameter sind J < 0 und der Wellenleiter
wurde durch N = 10000 Gitterplitze modelliert.
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5.4 Kollektive Emission, Super- und Subradianz

zeigen sich Oszillationen mit einem Verhalten analog zu dem, wie es oben fiir den Fall schwacher
Kopplung mit £y auflerhalb des Wellenleiterbandes beschrieben wurde. Fiir Abstéinde L > 9« ist der
Einfluss der PZ und der SZ auf die Emissionsdynamik gleichwertig: Es zeigt sich das oben beschriebene
»Quanten-Pong™-Spiel, allerdings in schwicherer Auspriagung. Dazu zeigt die Besetzung des zunéchst
angeregten Atoms einen konstanten Achsversatz mit darauf modulierten, hochfrequenten Oszillationen
niedriger Amplitude, was beides durch den Einfluss der PZ hervorgerufen wird.

Im Fall starker Kopplung liegen die Lokalisierungsléngen der PZ fiir By — hwg = (v/2 — 4)|J| bei
la < & < 5a, wobei £ ~ 1.1« fiir die am stéirksten angeregten PZ im Anfangszustand |¥(0)) aus
Gleichung (5.7) gilt. Aus diesem Grund verlduft die zeitliche Entwicklung der atomaren Besetzungen
fiir diesen Fall, in dem £ unterhalb des Wellenleiterbandes liegt, analog zur gleichen Situation mit
schwacher Kopplung. Im Falle starker Kopplung, also mit lingerem &, sind die Oszillationsfrequenzen
fiir kleine Abstinde entsprechend grofer. Aulerdem treten die Oszillationen erst fiir Abstinde L > 9«
nicht mehr auf. Aufgrund der groBeren Lokalisierungsldnge in Verbindung mit der starken Kopplung
emittiert das zunéchst angeregte Atom im Fall L > 9, obwohl die Strahlung nicht propagieren kann,
40% seiner Anregung in den photonischen, lokalisierten Anteil des PZ und bleibt selbst zu 60% ange-
regt.

5.4 Kollektive Emission, Super- und Subradianz

In diesem Abschnitt untersuche ich das kollektive Emissionsverhalten der beiden Atome im Wellenleiter
im Falle schwacher Kopplung |.J|/V? = 100|.J|~! und wenn die atomare Ubergangsenergie mitten im
Band des Wellenleiters liegt, das heilit £/y) = fiwp. Die beiden Atome sollen sich zu Beginn in einer
gleichwertigen Uberlagerung befinden, withrend der Wellenleiter analog zur Situation in Abschnitt 5.3
keinerlei Anregung aufweisen soll.

Der Anfangszustand |¥(0)) lautet in diesem Fall

1
V2

In dieser Gleichung ist Ay eine relative Phasendifferenz zwischen den Subridumen, in denen einmal das
Atom am Ort 4 und einmal das Atom am Ort zp vollstindig angeregt ist. Die Atome sind in diesem
Zustand maximal verschrénkt.

Wie in Abschnitt 5.2.1 beschrieben, ist das hier untersuchte System im Falle L = 0 und im Unterraum
einer Anregung dquivalent zu einem Wellenleiter, in den ein entartetes V-System eingebettet ist, so dass
bei diesem Abstand auch im hier untersuchten System dunkle Zustinde auftreten. Aus den Gleichun-
gen (3.11) bis (3.11a) folgt somit, dass sich das hier untersuchte System fiir L = 0 in einem dunklen
Zustand befindet, wenn Ay = 7 im Anfangszustand |¥(0)) aus Gleichung (5.10). Im bei L = 0 und
im Zustand |¥(0)) = |7) initialisierten System sollte somit die Emission der Atome in den Wellenleiter
vollstidndig unterdriickt sein.

In Abbildung 5.13 ist die zeitliche Entwicklung der atomaren Besetzungen (| T4 /8)(Ta/B (1)) Ay in
Abhingigkeit des Abstands L der beiden Atome voneinander und der Simulationszeit ¢ fiir Phasendif-
ferenzen Ay € {0,7/2,7,37/2} gezeigt. Dabei zeigt sich fir L = 0 und A = m, also wenn das
System im dunklen Zustand préipariert wird, das erwartete Verhalten: Die Atome bleiben jeweils zur
Hilfte angeregt und emittieren nicht in den Wellenleiter. Ansonsten ist das Emissionsverhalten fiir die

9(0)) = 1A¢) = = (10, Tale) +¢']0, Lats)) (5.10)
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Abbildung 5.13: Anregung der Atome (| 1;)(1;|(t)) mitl € {A, B} iiber der Simulationszeit t und
dem Abstand der Atome L fiir den Fall schwacher Kopplung im Fall kollektiver
Anregung der beiden Atome in den Zustinden a) |A¢ = 0), b) und d) |7/2) und
|37/2) und c) |7). Weitere Details sind dem Flietext zu entnehmen. Die iibrigen
Simulationsparameter sind J < 0, Ey| = hwg und der Wellenleiter wurde durch
N = 10000 Gitterplitze modelliert.
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5.4 Kollektive Emission, Super- und Subradianz

Fille Ap = 7/2 und Ap = 37 /2 sehr dhnlich zur zeitlichen Entwicklung der atomaren Besetzun-
gen im Fall, dass nur ein Atom anfangs angeregt ist: Existiert bei gegebenem Abstand L unter den
Eigenzustinden ein CZ , was hier bei jedem geradzahligen Abstand der Fall ist, so ist dieser CZ bei
der Emission angeregt und die Atome bleiben zu einem gleichen, konstanten Anteil besetzt. Fiir diesen
konstanten Anteil gilt

(I1Ta/B)(Ta/B(tmax)) /2 = (I TB/A) (TB/A | (fmax) )37 /2 < 0.25,

wobei der Wert 0.25 wie fiir den Fall, dass zunéchst ein Atom angeregt ist, nur fiir L = 0 erreicht wird.

Gilt allerdings Ay € {0, 7} im Anfangszustand, so unterscheidet sich das Emissionsverhalten deut-
lich von der Situation, dass zundchst nur ein Atom angeregt ist. Ist Ay = 0, so fiihrt der Emissionspro-
zess nur fiir Abstinde L = 2(2n + 1)a mit n € {0,1,2,...} zu einer konstanten Langzeitbesetzung,
also nur fiir jeden zweiten Abstand L, fiir den das System einen CZ aufweist. Ist Ap = 7, so tritt die
konstante Langzeitbesetzung fiir L = 4na mitn € {0, 1,2, ...} auf, also genau fiir die CZ , fiir die die
Langzeitbesetzung im Falle von Ay = 0 gerade nicht auftritt.

Dies lasst sich folgendermaflen erkldren: Der dunkle Zustand, sowie alle CZ mit L. = 4na sind
antisymmetrisch beziiglich der Vorzeichen der Besetzungsamplituden der atomaren Anregungszustén-
de | Ta,p). Somit verschwindet deren Uberlapp ,(CZ |A¢ = 0) des antisymmetrischen Kavititszu-
stands |CZ ), und dem Zustand |[A¢p = 0). Alle CZ mit 2(2n + 1)« sind wiederum symmetrisch
beziiglich dieses Vorzeichens, so dass deren Uberlapp s(CZ |7) mit dem Zustand |r) verschwindet.
Aus diesem Grund emittieren die Atome in den Zustéinden |A¢ = 0) und |7) ihre Anregung auch dann
in jedem zweiten Fall vollstindig in den Wellenleiter, obwohl unter den Eigenzustinden des Systems
ein CZ zu finden ist.

Beziiglich des Emissionsverhaltens der Atome stellt sich nun die Frage nach deren kollektiver Emis-
sionsrate’ I’E-JA“D) in Abhéngigkeit des Abstands L und der Phasendifferenz Ap. Fiir ein einzelnes, in
einen Wellenleiter eingebettetes 2NS gilt, wenn E4| im Zentrum des Wellenleiterbandes liegt, dass

Epy — hwg = 0= 2|J| cos(koa):k():%, (5.11)

und somit ergibt sich fiir die Emissionsrate

2NS _ =1 T\ 58 -1
I‘Em:fwo—T (204) ="0.01|J|A . (5.12)

Bei der kollektiven Emission der beiden Atome gibt es einen ausgezeichneten Zeitpunkt
L
‘Ug (o) ‘ |

T'2NS

Bis zu tg..; sollten die Atome kollektiv mit der Emissionsrate Ery—huwo 3US Gleichung (5.12), also wie
ein einzelnes 2NS, emittieren, da die von jedem der Atome emittierte Strahlung genau den Zeitraum
bis tg.e; bendtigt, um das jeweils andere Atom zu erreichen. Erst nach ¢g.; sollten sich kollektive Emis-
sionsphinomene in dem zweiatomigen System manifestieren.

trei = (5.13)

SVerlduft ein Emissionsprozess exponentiell in der Zeit, das heifit et/ 7, dann ist die Emissionsrate definiert durch
r=r1
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Abbildung 5.14: Zeitentwicklung der Besetzung des Zustands |A¢ = 0) fiir die Abstinde a)
L = 100«, b) L = 101« und ¢) L = 102« iiber der Simulationszeit t. Fiir
eine bessere Ubersicht ist nur jeder 25. Datenpunkt der Simulationen gezeigt. In
allen drei Abbildungen sind fiir den Zeitraum vor und nach tg..; exponentielle
Ausgleichslinien eingezeichnet und deren funktionale Abhingigkeit angegeben.
Die tibrigen Simulationsparameter sind die aus Abbildung 5.13.

In Abbildung 5.14 ist zeitliche Entwicklung der Besetzung des Zustandes | Ay = 0) fiir drei verschie-
dene Abstinde L = 100, L = 10l und L = 102« gezeigt. Im ersten Fall weist das System einen
antisymmetrischen CZ auf, der bei diesem Anfangszustand nicht angeregt ist. Fiir . = 101« findet man
unter den Eigenzustinden des Systems kein CZ , im Fall von L = 102« existiert ein symmetrischer
CZ , dessen Anregung aus Abbildung 5.14 ersichtlich ist.

Zunichst zeigt sich jedoch in dieser Abbildung, dass wie erwartet die Emission bis zum Zeitpunkt
te; fiir alle drei Abstinde mit der Rate F%\S:M eines einzelnen 2NS ablduft. Ab diesem Zeitpunkt
setzt ein fiir alle drei Abstinde unterschiedliches, kollektives Emissionsverhalten ein:

Im Falle von L = 100« steigt ab diesem Zeitpunkt die Emissionsrate auf Fg%)o , ~0.03213|J |1
und ist damit dreimal so hoch wie im Falle eines einzelnen 2NS. Dies ist die Manifestation einer zwei-
atomigen Superradianz [105]. Befinden sich gleichartige Atome in einem superradianten Zustand, so
emittieren diese eine kollektiv auf alle Atome gleichverteilte Anregung schneller, als ein einzelnes,
angeregtes Atom von gleicher Art. Dieser Effekt tritt fiir zwei 2NS, die in einen 1D Wellenleiter einge-
bettet sind, nach den hier gewonnenen Erkenntnissen also genau dann auf, wenn der Anfangszustand aus
Symmetriegriinden keinen Uberlapp mit einem unter den Eigenzustinden vorhandenen CZ aufweist.

Fiir den Abstand L = 101, also im Falle dass das System keinen CZ unter den Eigenzustinden
aufweist, zeigt sich ein anderes Verhalten: Hier sinkt die Emissionsrate ab tg,; um etwa ein Drittel

106



5.4 Kollektive Emission, Super- und Subradianz

im Vergleich zum einzelnen Atom auf den Wert Fg%)l o ~ 0.00656|.J|h~1. Dies ist der zur Superradi-
anz komplementire Effekt, der als Subradianz [106] bezeichnet wird. In einem subradianten Zustand
bremsen sich gemeinsam angeregte Atome gegenseitig bei der Emission aus, so dass ihre gemeinsame
Emissionsrate kleiner ist, als die von einem einzelnen Atom.

In Abbildung 5.14 zeigt sich fiir den Abstand L = 102« ab dem Zeitpunkt ¢s,; Subradianz in ihrer
maximal moglichen Auspriagung: In diesem System, in dem ein symmetrischer CZ unter den Eigen-
zustinden existiert und im Anfangszustand |[Ap = 0) somit angeregt ist, horen die Atome ab tg,; auf
zu emittieren. Die Atome absorbieren sogar wieder kurzzeitig bereits emittierte Strahlung, um dann fiir
alle folgenden Zeiten konstant besetzt zu bleiben. Die Emissionsrate Fg%)o o, ist in diesem Fall ab #.
somit kurzzeitig bis etwa zu einem Zeitpunkt ¢ = tg.; + 50A/|.J| negativ und ist ab dann identisch null.

Dieser Effekt ist auf den in dieser Situation stark angeregten CZ zuriickzufiihren. Da die Existenz
von CZ im Falle punktférmiger Emitter eine spezielle Eigenschaft von 1D Systemen ist, ist auch diese
maximale Subradianz, die sich hier einstellt, eine exklusive Eigenschaft der Eindimensionalitit des hier
untersuchten Systems.

Abschlie3end ldsst sich aus Abbildung 5.15 die Abhingigkeit der Emissionsraten F(LA“O) ab dem Zeit-
punkt ¢pe; vom Abstand L fiir die vier Anfangszustinde |[Ayp = 0), |7/2), |7) und |37/2) nach Glei-
chung (5.10) entnehmen. Hier zeigt sich, dass fiir die Zustinde |[A¢ = 0) und |7) immer dann die
maximale Subradianz auftritt, wenn bei Abstand L ein CZ existiert, der im jeweiligen Anfangszustand
entsprechend der Symmetrie des CZ auch angeregt ist. In den Fillen von |7/2) und |37/2) sind sowohl
die symmetrischen, als auch die antisymmetrischen CZ im Anfangszustand angeregt, so dass hier bei
jedem geradzahligen L die maximale Subradianz auftritt.

Ist ein existierender CZ in einem der Anfangszustinde | Ay = 0) beziehungsweise |7) nicht angeregt,

tritt im System Superradianz auf mit F(LO/ ™ S FzEI\S:mO' Interessanterweise nimmt die Superradianz

in diesem Fall mit wachsendem Abstand L zu. Dies ist erneut eine Eigenschaft der Eindimensionalitét
des betrachteten Systems: In diesem Fall , trifft“ die Hilfte der von einem der Atome emittierte Strah-
lung das andere Atom in jedem Fall. Bei groeren Abstinden L ist tge; grofer und damit die absolute
Besetzung der Atome kleiner, wéihrend die absolute photonische Besetzung, die zu tg,; die Atome vom
jeweils anderen Atom erreicht und die kollektive Emission induziert, fiir alle L gleich grof ist®. Sieht
man Superradianz als eine Art stimulierte Emission an, so wird klar, dass die Emissionsrate fiir grofe
L im 1D superradianten Fall zunehmen muss: Das Verhiltnis aus atomarer Restanregung zu der zur
Emission stimulierender photonischer Anregung am Ort des Atoms wird mit groerem L entsprechend
exponentiell kleiner, wodurch die verbleibende atomare Restanregung von der umgebenden Strahlung
stiarker aus dem Atom ,herausgesaugt® wird. Dies kann natiirlich nur soweit funktionieren, wie zu tg;
noch Restanregung in den Atomen vorhanden ist.

Im Falle ungeradzahliger Abstinde L, in dem entsprechend keine CZ unter den Eigenzustinden der
Systeme existieren, tritt fiir alle vier Anfangszusténde laut Abbildung 5.15 Subradianz auf, wobei diese
ebenso wie die Superradianz mit groBerem L abnimmt. Die vom jeweils anderen Atom emittierte Strah-
lung unterdriickt den Emissionsprozess des anderen Atoms, sobald sie dieses erreicht hat. Dieser Effekt
verstérkt sich aus den gleichen Griinden fiir groBere Abstinde, wie im Falle der Superradianz.

®In einem 3D System ist das Emissionsprofil eines Atoms in erster Naherung kugelformig. Daher wiirde bei groBerem
Abstand L die von einem Atom emittierte photonische Besetzung, die das andere Atom zum Zeitpunkt #ge; erreicht,
o L™2 abnehmen. In einem 2D System verliefe die Emission radial und die Abnahme der photonischen Besetzung wi-
reoc L1
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Abbildung 5.15: Emissionsraten a) Fg)), b) Fgr) und c) F(L”/ 2 I‘f’ﬂ/ ?) in Abhingigkeit des ato-
maren Abstands L. Die rote gestrichelte Linie markiert den Wert FZNf: oy CINES

einzelnen 2NS. Weitere Details siehe Text. Die iibrigen Simulationsparameter sind
die aus Abbildung 5.13.
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5.5 Zusammenfassung

In diesem Kapitel habe ich die Emissionsdynamik zweier gleichartiger, in einen Wellenleiter eingebet-
teter 2NS untersucht. Dazu habe ich zunichst herausgearbeitet, dass in dem System neben SZ auch
PZ existieren, die auch als gebundene Atom-Photon-Zusténde bezeichnet werden. Diese zeichnen sich
dadurch aus, dass ihre Eigenenergie auBlerhalb des photonischen Wellenleiterbandes liegt. In einem
PZ sind die Atome partiell angeregt, wihrend die Strahlung im Wellenleiter um die Orte, an denen die
Atome eingebettet sind, stark exponentiell lokalisiert ist.

Des Weiteren habe ich die CZ diskutiert. Dies sind kavitétsartige Eigenzustidnde des Systems, in de-
nen zwischen den Atomen eine stehende Welle photonischer Anregung ,,gefangen’ ist. Diese Zusténde
werden auch als gebundene Zustinde im Kontinuum bezeichnet, da sie energetisch im Kontinuum der
SZ liegen. Die Existenz der CZ ist abhingig vom Abstand der Atome beziehungsweise von deren
Ubergangsenergie.

Ich habe die Emissionsdynamik eines Atoms im Falle schwacher und starker Kopplung fiir verschie-
dene atomare Ubergangsenergien diskutiert. Dabei hat sich gezeigt, dass im Falle schwacher Kopplung
und wenn ein CZ im System existiert, die Atome durch den Emissionsprozess im Grenzfall langer
Zeiten konstant besetzt bleiben und somit verschrédnkt sind. Diese Verschrinkung ist umso groBer, je
geringer der Abstand zwischen den Atomen ist. Im Falle starker Kopplung tritt dieser Effekt nicht
mehr auf. Dafiir kann es hierbei dazu kommen, dass die Atome ,,Quanten-Pong* spielen, also ein Wel-
lenpaket photonischer Anregung zwischen beiden Atomen hin und her reflektiert wird, wobei dessen
Intensitdt mit der Zeit abnimmt, da die Atome das Paket aufgrund dessen endlicher spektraler Breite
nicht vollstindig reflektieren.

Sowohl bei starker, als auch bei schwacher Kopplung ist die Emissionsdynamik rein durch die PZ do-
miniert, wenn die atomare Ubergangsenergie auBerhalb des photonischen Bandes des Wellenleiters
liegt. Aufgrund der starken Lokalisierung der Strahlung in einem PZ findet ein Anregungsaustausch
zwischen den Atomen nur fiir Abstéinde in der GréBenordnung der Lokalisierungsldnge der Strahlung
in den PZ statt.

Teilen sich die Atome im Falle schwacher Kopplung eine Anregung, so kommt es, wenn die atomare
Ubergangsenergie mitten im Wellenleiterband liegt, abhiingig von der relativen Phase der Atome und
von der Existenz und der Art eines CZ im System zu Super- oder Subradianz. Dabei kann bei der An-
regung eines CZ die maximal mogliche Subradianz erzielt und der Emissionsprozess gestoppt werden.
Die Atome sind auch dann wieder verschrankt. Im Falle von Superradianz nehmen die Emissionsra-
ten mit steigendem atomaren Abstand zu, was auf die Eindimensionalitit des Systems zuriickzufiihren
ist. Im subradianten, ,,CZ -freien“ Fall nimmt die Emissionsrate entsprechend mit steigenden Abstand
ab. Dabei ist zu beachten, dass diese Effekte erst ab dem Zeitpunkt auftreten, zu dem die emittierte
Strahlung das jeweils andere Atom erreicht hat.
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KAPITEL 6

6 ZUSAMMENFASSUNG & AUSBLICK

Nachdem ich in den vorangegangenen Kapiteln die Ergebnisse meiner Studien auf dem Gebiet der Wel-
lenleiterquantenelektrodynamik (WQED) prisentiert habe, fasse ich in diesem Kapitel diese Ergebnisse
noch einmal zusammen. AnschlieBend gebe ich einen kurzen Ausblick auf weitere, interessante und
offene Fragen auf dem Gebiet der WQED.

6.1 Zusammenfassung

In dieser Arbeit habe ich physikalische Phinomene auf dem Gebiet der WQED untersucht. Dabei ging
es im Speziellen darum, welche Effekte bei der Licht-Materie-Wechselwirkung zwischen einzelnen
Photonen in einem eindimensionalen (1D) Wellenleiter und einzelnen, in diesen Wellenleiter eingebet-
teten quantenmechanischen Mehrniveausystemen auftreten konnen. Fiir meine Untersuchungen habe
ich hauptsédchlich numerische Methoden verwendet.

In Kapitel 1 habe ich Grundlagen der WQED priésentiert. Dies schloss einen kurzen Abriss der
klassischen Feldtheorie der elektromagnetischen Strahlung in einem Dielektrikum und die kanonische
Quantisierung dieser Theorie ein. Ich habe Eigenschaften des quantisierten, elektromagnetischen Feldes
diskutiert und bin auf die Modellierung der Wechselwirkung dieses Feldes mit quantenmechanischen
Mehrniveausystemen im Rahmen der Dipolkopplung und der Drehwellenndherung (RWA) eingegan-
gen. Zum Abschluss des Kapitels habe ich beschrieben, wie 1D Wellenleiter als 1D Modenkontinuum
des elektromagnetischen Feldes modelliert werden.

In Kapitel 2 habe ich vorgestellt, wie ich das Computerprogramm implementiert habe, mit dem ich
den numerischen Anteil der in dieser Arbeit prasentierten Untersuchungen durchgefiihrt habe. Hierzu
habe ich zunichst die Grundlagen der Zeitentwicklung quantenmechanischer Zustinde im Schrodin-
gerbild rekapituliert, da das Computerprogramm diese Zeitentwicklung fiir Zustidnde in einem WQED
System simuliert. Ich bin auf Krylov-Unterraum-Verfahren eingegangen, da ein solches Verfahren die
Basis des Computerprogramms bildet. Zum Schluss habe ich Ergebnisse von Konvergenzstudien mit
dem Programm prisentiert.

Phinomene, die bei der Streuung einzelner Photonen in 1D Wellenleitern mit eingebetteten Dreini-
veausystemen (3NS) auftreten, habe ich in Kapitel 3 untersucht. Es wurden sowohl ungetriebene, als
auch getriebene V- und A-Systeme betrachtet. Ich habe demonstriert, dass im Falle eines ungetriebe-
nen, fast entarteten V-Systems die Anregung nahezu dunkler Zustinde (NDZ) zu einer verlangsamten
Reemission des gestreuten Photons fiihren kann. AuBerdem habe ich beschrieben, wie im Falle eines
entarteten A-Systems die Streuung des Photons durch eine relative Phasendifferenz zwischen den unte-
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ren Zustidnden des 3NS beeinflusst wird. Betrigt diese Phasendifferenz m, so befindet sich dieses System
in einem nichtstationdren, dunklen Zustand. In diesem wird ein Photon unabhéngig von allen weiteren
Systemparametern vollstindig transmittiert. Wird das A-System getrieben, lésst sich diese Situation mit
Hilfe des treibenden Feldes ,,erzwingen®. Dies ist eine elektromagnetisch induzierte Transparenz (EIT)
mit einem einzelnen Photon und einem einzelnen Atom. Ich habe gezeigt, dass sich dies auch umkehren
lasst. In diesem Fall wird das Photon nur aufgrund geeignet gewihlter Parameter des treibenden Feldes
vom 3NS fast vollstandig reflektiert. Am Ende des Kapitels habe ich gezeigt, dass sich die Impulsver-
teilung eines an einem getriebenen V-System gestreuten Photons mit Hilfe des treibenden Feldes gezielt
beeinflussen ldsst.

In Kapitel 4 habe ich dargelegt, wie der Formalismus der Schmidt-Zerlegung auf WQED Systeme
angewendet werden kann, um Verschriankung zwischen Licht in Wellenleitern und darin eingebette-
ten Mehrniveausystemen zu quantifizieren. Es hat sich ergeben, dass die Besetzungszahlen atomarer
Zustinde direkten Zugang zu der Schmidt-Zahl beziehungsweise der von Neumann Entropie bieten.
Letztere sind zwei Male fiir Verschrinkung. Mit diesem Riistzeug an der Hand habe ich untersucht,
inwieweit die Erzeugung von Verschrinkung zwischen dem Licht im Wellenleiter und einem A-System
durch Streuung eines Einzelphotonwellenpakets am 3NS von der Form der Einhiillenden des Wellen-
pakets abhéngt. Dabei hat sich ergeben, dass die GroBe des dabei erzielten Verschrinkungsgrades mal-
geblich durch die Breite der Einhiillenden im Impulsraum (k-Raum) und durch die atomaren Emissions-
zeiten bestimmt wird.

Zum Abschluss habe ich in Kapitel 5 Ergebnisse zur Emissionsdynamik zweier an unterschiedli-
chen Orten in einen Wellenleiter eingebetteter Zweiniveausysteme (2NS) dargelegt. Hierzu habe ich
zunichst die Eigenzustinde, die in diesem System auftreten konnen, klassifiziert. Neben Streuzustin-
den (SZ) sind dies Kavititszustinde (CZ) und polaritonische Zustidnde (PZ). Ich habe die Dynamik
dieses Systems fiir den Fall untersucht, dass zunéchst ein 2NS angeregt ist. Im Falle schwacher Kopp-
lung hat sich gezeigt, dass die vollstandige Emission des Atoms unterdriickt werden kann, selbst wenn
die atomare Ubergangsenergie mitten im Wellenleiterband liegt. Dies folgt aus der Anregung von CZ in
diesem System. In diesem Fall bleiben beide 2NS im Grenzfall langer Zeiten teilweise angeregt und ver-
schrinkt. Bei starker Kopplung kann es dazu kommen, dass nach der Emission ein Anteil der emittierten
Strahlung als Wellenpaket zwischen den 2NS hin und her reflektiert wird. Liegt die Ubergangsenergie
der 2NS auBerhalb des Wellenleiterbandes, so ist die Dynamik unabhéngig der Stirke der Kopplung
durch die PZ und deren Lokalisierungsldngen bestimmt. Sind Letztere viel kiirzer als der Abstand zwi-
schen den 2NS, so sind Emissionsprozesse vollstidndig unterdriickt. Sind bei schwacher Kopplung beide
2NS anfangs zur Hilfte angeregt, also maximal verschrinkt, so tritt im System Super- oder Subradianz
auf. Im subradianten Fall kann es zur vollstdndigen Unterdriickung der Emission durch Anregung der
CZ kommen. Es hat sich gezeigt, dass im Falle der Superradianz die Emissionsraten der beiden 2NS
mit wachsendem Abstand zunehmen und im Falle der Subradianz mit wachsendem Abstand abnehmen.
Diese Effekte sind in der derartigen Ausprigung eine Eigenschaft der Eindimensionalitét des Systems.

6.2 Ausblick

An dieser Stelle mochte ich einen kurzen Ausblick iiber interessante offene Fragen auf dem Gebiet der
WQED geben. Einige dieser Fragen haben sich direkt aus den Ergebnissen dieser Arbeit ergeben.
So wurden in dieser Arbeit WQED Systeme im Unterraum einer Anregung untersucht. Wird ein Pho-
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ton von einem quantenmechanischen Mehrniveausystem absorbiert, so @ndert das Mehrniveausystem
seinen Zustand. Im Allgemeinen unterscheiden sich die Eigenschaften dieses ,,neuen” Zustands von
denen des ,,alten”. Ein zweites Photon ,,sieht“ dann andere Eigenschaften des Mehrniveausystems und
auch das Mehrniveausystem wird im Allgemeinen anders auf dieses zweite Photon ,reagieren”. Ein
zweites Photon kann aber erst im Unterraum zweier Anregungen auftreten. Daher hat sich in ande-
ren Arbeiten [56, 57, 63-67, 69, 79-82, 89, 94] gezeigt, dass im Unterraum zweier Anregungen neue
Effekte in WQED Systemen auftreten konnen. Das im Rahmen dieser Dissertation entstandene Com-
puterprogramm ist auch fiir die Simulation im Unterraum zweier Anregungen ausgelegt'. Daher wiren
erste Fragen, die sich im Anschluss an diese Arbeit stellen: Was ergibt sich bei der Streuung von zwei
Photonen an einem einzelnen 3NS? Inwieweit lassen sich hier, analog zum Fall eines 2NS [66, 67],
PZ im System anregen und ldsst sich dies mit Hilfe treibender Felder steuern?

Im Falle zweier 2NS gibt es die CZ . Obwohl diese energetisch im Kontinuum der SZ liegen, wiren
die CZ bei der Streuung eines Einzelphotonwellenpakets von ,,aulen nicht angeregt, da ein solcher
Anfangszustand keinen Uberlapp mit den CZ aufwiese. Hier stellt sich die Frage, wie es sich bei der
Streuung eines Wellenpakets aus zwei Photonen verhilt. Wiren die CZ auf diese Art iiber nichtlineare
Streuprozesse anregbar? Liefe sich Licht auf diese Art zwischen den Atomen ,einfangen?

Alle bis hierhin gestellten Fragen lieen sich mit dem Simulationsprogramm ohne Erweiterung des-
selben untersuchen. Im Folgenden mochte ich noch ein paar Fragestellungen aufwerfen, fiir die das
Programm erweitert werden miisste, beziechungsweise fiir die andere Methoden zur Untersuchung die-
ser Fragestellungen entwickelt und genutzt werden miissten.

In Experimenten sind Einzelphotondetektoren Standardinstrumente, um Messungen an quantenopti-
schen Systemen durchzufiihren [108]. Mit ihrer Hilfe lassen sich Quantenkorrelationsfunktionen [109]
bestimmen, die Riickschliisse auf die Statistik und den Zustand des Systems zulassen. Um solche Kor-
relationsfunktionen als Observablen aus den Simulationen mit dem in dieser Arbeit vorgestellten Com-
puterprogramm zu erhalten, wire die Kopplung von Simulationen in Unterrdumen unterschiedlicher
Anregungszahlen vonnéten. Dazu miisste das Programm erweitert werden. Damit lieBen sich dann
zum Beispiel die Korrelationsfunktionen eines PZ ermitteln, was einen Zugang zur Messung solcher
Zustinde ermoglichen kann.

Wenn durch Streuung zweier Photonen in einem System ein PZ angeregt wurde, so ist auBerdem die
Frage offen, ob sich durch Streuung eines dritten Photons an diesem Zustand als ,,Sonde™ Signaturen
der Anregung des PZ gewinnen lassen. Ein erster Ansatz hierzu wurde im Zuge der von mir betreu-
ten Diplomarbeit [56] verwirklicht, in der ein Simulationsaufbau eingerichtet wurde, mit dem sich die
Streuung eines Photons an einem schon initialisierten PZ untersuchen lédsst. Realistischer wire aller-
dings eine Simulation, in der ein Wellenpaket, das aus zwei Photonen besteht, einen PZ durch Streuung
an einem 2NS anregt und dann ein drittes Photon an diesem PZ gestreut wird. So eine Simulation liefe
im Unterraum dreier Anregungen ab. Auch hierzu miisste das Simulationsprogramm erweitert werden.

Bei zwei in den Wellenleiter eingebetteten 2NS stellt sich die Frage, ob zwischen den 2NS eine
Casimirkraft [17] existiert. Hierzu miisste die Grundzustandsenergie des Systems in Abhingigkeit des
Abstands zwischen den zwei 2NS bekannt sein. Fiir eine realistischere Abschitzung dieser Grundzu-
standsenergie ist es vonnoten, das Modell iiber die RWA hinaus zu untersuchen. Dies wire mit Hilfe des
im Rahmen dieser Arbeit entwickelten Computerprogramms nicht méglich, da sich in dem Modell ohne

"Im Rahmen der Arbeiten in den Referenzen [56, 57, 94, 107] wurde das Programm fiir Simulationen im Unterraum zweier
Anregungen verwendet.
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RWA der Hilbertraum nicht mehr in dimensional beschréinkte Sektoren fester Anregungszahl aufspalten
lasst. Hier miissten andere Methoden fiir die Untersuchung verwendet werden.

AuBerdem stellt sich die Frage, wie sich Unordnung im Wellenleiter, Verluste und Dekohirenz auf die
in dieser Arbeit untersuchten Effekte auswirken. Die Emission eines 2NS in einen ungeordneten Wel-
lenleiter wurde bereits mittels hauptsidchlich quantenfeldtheoretischer Methoden untersucht [57, 107].
AuBerdem wurden mittels eines Quantensprungansatzes (englisch quantum jump approach) phinome-
nologisch die Einfliisse von Dekohirenz und Dissipation auf die gleichzeitige Streuung zweier Photonen
an einem 2NS in einem 1D Wellenleiter analog zu einem Hong-Ou-Mandel Experiment untersucht [82].
Es wire sicherlich vielversprechend, diese beiden Techniken auf die in dieser Arbeit untersuchten Sys-
teme anzuwenden, um damit den Einfluss von Unordnung, Dissipation und Dephasierung in diesen
Systemen zu bestimmen.
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ANHANG A

A MATHEMATISCHE HILFSMITTEL

A.1 Die transversale §-Distribution

In Abschnitt 1.1 wurde zur Darstellung der Poissonklammer zwischen den kanonisch konjugierten Fel-
dern in Gleichung (1.12) unter der verallgemeinerten Coulomb-Eichbedingung (1.5) die transversale
0-Distribution verwendet. Einige Eigenschaften dieser Distribution liste ich im Folgenden auf. Dieser
Anhang basiert auf den Referenzen [12] und [22].

Sei f(r) ein reelles Vektorfeld im Ortsraum und f (k) dessen Fouriertransformierte im k-Raum. Diese
lasst sich zerlegen in eine zu k senkrechte Komponente f, (k) und eine zu k parallele Komponente fll (k)
mit

£ (k) = ’kk’Z (k- Fx)) = Py £(), (A1)

so dass
k-f (k)=0, (A.2a)
k x fj (k) = 0. (A.2b)

Mit Hilfe des in Gleichung (A.1) definierten Projektors PH auf zu k parallele Komponenten ergibt sich

der Projektor auf zu k orthogonale Komponenten P, aufgrund der Vollstindigkeit dieser Projektoren
zu

P =1-F. (A3)

_ Die Riicktransformation von f (k) in den Ortsraum unter Beibehaltung der Zerlegung in f | (k) und
f” (k) liefert

£r) = (P + ) £(r) = £1(r) + £ (x), (Ad)
mit
V£l (r) =0, (A.52)

Die Zerlegung nach Gleichung (A.4) wird als Helmholtz-Zerlegung bezeichnet. Die senkrechte Kom-
ponente f| (r) im Ortsraum ldsst mit Hilfe von den Gleichungen (A.1) und (A.3) und zweier Fourier-
transformationen schreiben als

Bk K B e
£ (r) = / R Py / TRy | | (A6)
(2rr)2 K| (2m)2
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In Komponentenschreibweise nimmt Gleichung (A.6) eine etwas gutmiitiger anmutende Form an,

fii(r Z /d3x’ 5ng r—r)fj(r) (A7)

7=1,2,3

mit der transversalen d-Distribution

3
@) (N Ao [ Tk ey kikj
5m<r r) £ /(27T)3e S = TP (A.8)

Lo, | !

47 r—r/"

= 5ij5(3) (I‘ - r’) +
Mit Hilfe von Gleichung (A.8) ldsst sich zeigen, dass

> o 5Lz]<1‘—r) _1/ (‘;"ﬁ) ik (1) (kj _kﬂ'll;:z>

1=1,2,3
— 0. (A.9)

A.2 Der erste Green’sche Satz fur Vektorfelder

Der erste Green’sche Satz fiir zwei Vektorfelder F(r) und Fa(r) lautet [16]
/d3r ((V x Fi(r)) - (V x Fa(r)) = Fi(r) - V x (V x FQ(r)))
1%
- / dAn- (Fl(r) x (V % FQ(r))) . (A.10)
0

\4

Auf der rechten Seite von Gleichung (A.10) ist n der Normaleneinheitsvektor auf der den Rand des
Volumens V begrenzenden Fliche. Im Falle angemessener Randbedingungen' fiir die Felder F'1(r) und
F;(r) verschwindet die rechte Seite von Gleichung (A.10) und der erste Green’sche Satz fiir Vektoren
vereinfacht sich zu

/d3r (V x Fi(r)) - (V x Fa(r)) = /d3r Fi(r) -V x (V x Fa(r)) . (A.11)
\% 14

Wir wenden nun Gleichung (A.11) auf Gleichung (1.25) an:

2 2
) 3. % r i) 3 %
oy R ) = S | d (V x £, (r)) - (v X f,,,(r))
2
(A.ll) Gy 3 *
= oy | i)V (V xfl,,(r)>
L[ s, e(r)f, (r) - £)(r)
Vv
295 . (A.12)

Somit ist gezeigt, dass der Skalierungsfaktor in Gleichung (1.25) richtig gewéhlt ist.

'Siehe FuBnote 5 in Kapitel 1.2
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ANHANG B

B ZUR TRANSFORMATION HERMITESCHER
MATRIZEN

B.1 Problemstellung

Gegeben seien ein hermitescher Operator O’ und ein Dichteoperator /' in einem Hilbertraum %, der
endlichen Dimension n. Der Erwartungswert (O’) 5 von O’ beziiglich 5’ ist [13]

(0" = Sp{O'p'}. (B.1)

In Abschnitt 1.4.3 habe ich angedeutet, dass ich in diesem Fall immer eine unitire Transformation u
finden kann, welche

a) die Zeitentwicklung der Erwartungswerte aller linearen Operatoren W e H, beziiglich aller
Dichteoperatoren /' (t) nach deren Transformation invariant lisst, also

A A

(W) = <aTW/a>HTﬁ’(t)L? = <W,>ﬁ’(t)’

b) und den hermiteschen Operator O’ auf einen reellen, symmetrischen Operator O =uto'U e H,
abbildet, mit (¢|O i) = (¢|O’|¢) und (i|O|j) = |(i|O’|5)| fiir alle Basiszustinde {|i)} in die so-
wohl O’, als auch O entwickelt sind.

Die Existenz der unitéiren Transformation I/ zeige ich in diesem Anhang.

B.2 Entwicklung von Operatoren durch Generatoren der SU(n)

Gegeben seien (n2 — 1) Generatoren \; einer Darstellung! der Gruppe unitéirer (n x n)-Matrizen mit
komplexen Eintrdgen, kurz SU(n) . Fiir die A; gilt [110]

Sp{\;} =0, (B.2a)
Sp{A\ Ak} = 20,1, (B.2b)
A= (B.2¢)

'Die Generatoren einer Darstellung der SU(n) miissen die Kommutatorrelation [A;, \;] = 2i ZZi}l kA, die sog.
Lie-Algebra der Gruppe, erfiillen. Hierbei formen die f;; einen total antisymmetrischen Tensor [110].
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B Zur Transformation hermitescher Matrizen

Es ist moglich jeden n-dimensionalen Operator A durch die Einheitsmatrix 1, sowie die ); auszu-
driicken [110]:

n?—1

A 1 A 1 A
A=—Sp{A}1 + D AN, (B.3)
=1
mit o
Hierbei bestimmt der Koeffizientenvektor
T
A= (Aj> e cn*-) (B.5)

zusammen mit der Spur des Operator A iiber Gleichung (B.3) den Operator A eindeutig. Ist A hermi-
tesch, so ist A € R ~1)

Ich entwickle nun die hermiteschen Operatoren O’ und O aus Abschnitt B.1 nach Gleichung (B.3)
jeweils in die gleiche Basis {1, A ;} und erhalte daraus die reellen Koeffizientenvektoren O’ und O. Gilt
nun

0] = [0, (B.6)

so existiert eine (n? — 1)-dimensionale Drehmatrix U mit
0 =UO'. (B.7)

Drehmatrizen im R ~1) sind unitir

2

[2 QT} = i Ui Uji = 6 - (B.8)
k

Im folgenden Abschnitt zeige ich, dass die Matrix U unter der Bedingung aus Gleichung (B.6) auch im
H,, eine unitiire Transformation beschreibt und dann die Forderung B.1a) aus erfiillt. In Abschnitt B.4
prasentiere ich dann eine Darstellung der S\j, mit deren Hilfe sich die Bedingung aus Gleichung (B.6)
und schlieBlich auch die Forderung B.1b) erfiillen lassen.

B.3 Die Drehmatrix U

Im Folgenden zeige ich, dass die Matrix U € R(™*~1) aus Gleichung (B.7) im H,, eine unitére Transfor-

mation beschreibt. Um unitir zu sein ist es fiir eine Transformation notwendig und hinreichend, wenn
sie das Frobenius-Skalarprodukt
(A', B") = Sp{A'B'T} (B.9)

zweier Operatoren A’ und B’ invariant lisst. Denn es gilt fiir einen unitdren Operator U :
(A.B) = (WAa.0'B0)

=Sp {d*A’z)zﬁﬂB’W}
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B.3 Die Drehmatrix 2

— sp { At ut |
=Sp{A'B'"} = (A, B)). (B.10)

Dabei habe ich im zweiten Schritt verwendet, dass sich die Spur des Produkts mehrerer quadratischer
Matrizen bei einer zyklischen Vertauschung der Matrizen nicht dndert. Setzt man in Gleichung (B.10)
den Operator B = 1, so ergibt sich, dass

(A1) = Sp{A} = Sp{4'},

und somit die Spur eines Operators unter einer unitdren Transformation invariant bleibt.
Es seien nun zwei Operatoren A und B Elemente des H,, und iiber die Drehmatrix U mit zwei Opera-

toren A’ und B’ aus dem gleichen Hilbertraum verkniipft, das heiflit wenn diese Operatoren entsprechend
den Gleichungen (B.3) bis (B.5) entwickelt werden, gilt fiir ihre Koeffizientenvektoren A und B

A=UA' (B.11a)
B=UB'. (B.11b)

Dann ergibt sich fiir deren Frobenius-Skalarprodukt

n2—1 n2—1
(A4,B) B2 gp | = Sp{A'}]l ¥z Z U, AL, Sp{B Mo+ = Z UnBy
i,j=1 kl 1

-1

1
(B.2a)(B.2b) S {A’}Sp{B'T}+ ZUwUzlA/B*

,]l 1
- n?—1
- n2-1
,j=1
1 17l 1 el
= S ZSpfAML + = ) AN | | =spiBrL+ = Y B,
p np{}+2;l np{}+2;]y
CAE2 (A B = (WA B | (B.12)

Somit ist gezeigt, dass die Matrix U € R™*=1) mit den Gleichungen (B.11) und (B.3) bis (B.5) auch
im 7, eine unitire Transformation beschreibt. Gleichzeitig ist somit auch die Forderung B.1a) erfiillt,
da

(Wt s = (W, p(0) = (W, 9'(6) = (W) o - (B.13)
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B Zur Transformation hermitescher Matrizen

Zudem ergibt sich, dass

Sp{”} = (5,5) "= (¢',6) = Sp{A”}. (B.14)

Die Spur des Quadrats von Dichteoperatoren ist also unter der Transformation durch U erhalten. Dies
bedeutet, dass die Transformation somit reine Zustinde auf reine Zustdinde und gemischte Zustinde auf
gemischte Zustinde abbildet [13].

B.4 Die verallgemeinerten Gell-Mann-Matrizen als Generatoren einer

Darstellung der SU(n)

Generatoren einer speziellen Darstellung der SU(n) sind die (n? — 1) verallgemeinerten Gell-Mann-
Matrizen (VGM) [111, 112]. Diese sind gegeben durch

{5\1‘} = {Aik,ﬁék,/iil}, wobei (B.15a)
AIF = |5) (k| + |k) (], 1<j<k<n (symm. VGM), (B.15b)
AZF = —i]5) (k| +1lk) (], 1<j<k<mn (antisymm. VGM), (B.15¢c)
l
A 2
A= —— NG| — 1 1 1<l<n-1 (diag. VGM). B.1
a 1(z+1)j§::1(|3><3’ U+ 1) +1]), 1<I<n—1 (diag. VGM) (B.15d)

In der durch die VGM und g aufgespannten Operatorbasis sind die Entwicklungskoeffizienten von
O/, die proportional zu den symmetrischen VGM Aik aus Gleichung (B.15b) sind, die Realteile von
(i|0’|5). Die Imaginirteile von (i|O|;) stellen die Entwicklungskoeffizienten dar, die proportional zu
den antisymmetrischen VGM AJF aus Gleichung (B.15c¢) sind. Um Forderung B.1b) zu erfiillen, muss
man in der Basis der VGM die Matrix U so wihlen, dass die Komponenten von O beziiglich der AP

verschwinden. Dies ist durch eine reine Drehung im R(n*~1) moglich, so dass U eine Drehmatrix sein
muss und O’ und O die Bedingung aus Gleichung (B.6) erfiillt. a

Die Komponenten von O’ und O, welche den Anteil der diagonalen VGM aus Gleichung (B.15d)
an den Operatoren O’ und O beschreiben, sind die reellen Diagonalelemente von O’ und O. Da die
Matrix U, wie oben beschrieben, nur im R((n—1)) wirkt, der durch die symmetrischen und antisym-
metrischen VGM aufgespannt wird, bleiben die Diagonalen der transformierten Operatoren invariant.
Somit existiert eine unitiren Transformation ¢/ , die die Forderungen B.1a) und B.1b) erfiillt. Q.E.D.!
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ANHANG C

ALGORITHMAEN ZU DEN PRODUKTEN
H|¥); UND H |U),

C.1 Wirkung des Hamiltonoperators auf Zustande mitC = 1 und C = 2

Im Folgenden gebe ich die Zustinde an, die sich ergeben, wenn der Hamiltonoperator H aus Glei-
chung (2.45) auf die Zusténde |¥); und |¥) aus den Gleichungen (2.37) und (2.40) angewendet wird.
Diese habe ich benétigt, um das in Abschnitt 2.2.3 beschriebene Krylov-Unterraum-Verfahren zur Zeit-
entwicklung fiir WQED Systeme zu implementieren. Die resultierenden Zustinde lauten

H|w1—§j > Z w0 +Epr+ Y Vg, |aljo,p)

z=z1 {|p)}o \ =/ {Inh
+ > | Evgr + Z S vizer | lo.r) (C.1)
{Inh z=21 {|p)}o

I:I|\If>2: Z Z wal(z ny xy¢y55

L, =21 {Ip)}o y=r1
=z

T
+ > ZoyTuy Sy

Yy=x1

TN
+ Z Zx’yJwy¢g Y

z)

+ By ;"

+ 3 Qu (Vilorrviner') |alaljo,p)

{Ir)h
TN TN
2D, (ZJMM'
=1 {|r)}1 \ @’
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C Algorithmen zu den Produkten H |¥); und H |¥),

+ 6

€T
s (z 2 VI

{lp)}o \a'=21

TN
+ Z szr‘/r;;)’ ;x/)

r'=x

+ ) Vig, |ablo,r)
{Is)}2

TN
+ 3 Bt + >0 > vEsr |l0,s), C2)
{ls)}2 =21 {|r)}1

mit den Hilfsgrofen

S

1—
Zpwr = 1+ O

(C.32)

3

1-2
Qo = 1+ St - (C.3b)

C.2 Die resultierende Algorithmen zum Matrix-Vektor-Produkt

In diesem Abschnitt gebe ich die Algorithmen an, die sich mit Hilfe der Gleichungen (C.1) und (C.2) zur
Berechnung der Matrix-Vektor-Produkte H¥; und H¥5 mit W1 und ¥, aus den Gleichungen (2.39)
und (2.43) ergeben. Die Matrix H ist die den Hamiltonoperator H aus Gleichung (2.45) im C" re-
prisentierende Matrix. Die GroBe n die Dimension des betrachteten Hilbertraumes. Wie ich in Ab-
schnitt 2.3.5 beschrieben habe, habe ich diese Algorithmen verwendet, um das in Abschnitt 2.2.3 erldu-
terte Krylov-Unterraum-Verfahren zur Zeitentwicklung fiir WQED Systeme zu implementieren.
Krylov-Unterraum-Verfahren sind im Falle diinnbesetzter Matrizen effizient, siche Abschnitt 2.2.2.
Ist die Matrix H diinnbesetzt, ist dies dquivalent zu der Aussage, dass die meisten Koeffizienten J;,/,
Ey, V?,und V7 im Hamiltonoperator H aus Gleichung (2.45) verschwinden. Es hat sich bei dem Im-
plementierung als effizient erwiesen, in den Algorithmen zur Berechnung der Matrix-Vektor-Produkte
in einer duBleren Schleife {iber diese Koeffizienten zu iterieren und dann die entsprechenden Eintrige
in den Vektoren H¥; und ¥; mit j € {1,2} miteinander iiber die Gleichungen (C.1) und (C.2) zu
verkniipfen. Die vollstindige Implementierung von HW, ist durch Algorithmus C.1 gegeben.

Bei der Implementierung von HW5 ist zu beriicksichtigen, dass (éL)2|0> = v/2|2,) . Zur besseren
Ubersicht habe ich den Algorithmus zur Berechnung von H®¥, aufgeteilt: Algorithmus C.2 zeigt analog
zu den ersten Zeilen von Algorithmus C.1 die Initialisierlﬂlg des resultierenden Vektors W, als Null-
vektor. Es folgen die Algorithmen C.3 bis C.5, die jeweils die Implementierungen von HpyWo , Ho Wy
und Hy,\ W zeigen. - o
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C.2 Die resultierende Algorithmen zum Matrix- Vektor-Produkt

eingabe : WS™
ausgabe : ¥ .= HPT"
Ty = 0; B
fir J;,2; € {Jza } tue
fiir p = 1 bis P tue
‘ (‘I'elms)iv“N(p—l)"": Jua; <‘I’?m)j+N(p—l);

ende

ende

fir £, € {El} tue
wenn v; == 0 dann

fiir j = 1 bis N tue
| (T5) vty += Ei (F5™) N1

ende
sonst
| (T3S Npti = Ei (T npgis

ende
ende
fiir V"1 € {V,2'} tue .

| ()i v 1) += Vi, (5™ NP s

ende

fir V7, € {V;} } tue .
‘ (TI®)npys += Vo0 (1) irNa-1)s
ende

Algorithmus C.1 : Algorithmus zur Berechnung von H¥ als Pseudoquelltext

eingabe : 5™
ausgabe : W5 := HW™"
wis = 0;

Algorithmus C.2 : Algorithmus zur Berechnung von HW: Initialisierung als Pseudoquelltext
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C Algorithmen zu den Produkten H |¥); und H |¥)

fir J;,.; € {Jza } tue

fiir p = 1 bis P tue

fiir/ = 1bis j — 1 tue
wenn [ < ¢ dann

‘ (P5") voven@-n+2iriti-1) += Joz,;,(PS™") NV4) @-1)+204iG-1) 5
2 2

sonst wenn ! > ¢ dann

‘ (‘I’gus) N(N+1)(p=1)+2it1(1-1) = inx‘j (‘I’Sm) N(N+1)(p—1)+21+5(j—1) 5
2 2

sonst wenn [ == i dann
‘ (w5") N -2 = V2T, (T5™) NONED =) G)
ende
ende

fiir [ = j bis N tue
wenn [ < ¢ dann
wenn [ # j dann

‘ (‘I’%us)N<N+1)<p71)+21+¢<¢71>+= JIin(\Ilgln)N(N+1)(p71)+2j+l(l—1);
2 2

sonst
‘ (‘I’%us) N(N+1)(p—D)+2i+i(i—1) T= \/it]a:i;r;j (‘I’%m) N(N+1)(p—1)+204+1(1—1) 5
2 2
ende

sonst wenn [ > 7 dann
wenn ! # j dann

‘ (T5") Nv4+1) (p—1)+2i41-1) += inxj (T5™) N1 (p=1)+2j+10-1) ;
2 2

sonst
‘ (W5Us) N(N+1)(p7é)+2i+l(l71) += \/i]miz]. (\Ilgin) N(N+1)(p7;)+2l+l(l71) :
ende
sonst wenn [ == i dann

wenn [ # j dann
‘ (‘I’;us) N(N+1)(p—D)+2l+i(1—1) += \/i]a:ixj (‘I’Sm) N(N+1)(p—1)+2j+1(1-1) 5
2 2

sonst

‘ (‘I’Sus) N(N+1)(p—D)+214i(1-1) += 2Ja:,;acj (‘I’Sm) N(N+1)(p—1)+21+1(1—1) 5
2 2

ende

ende

ende

ende

fiir » = 1 bis R tue
‘ (\P%ub) N(N;—l)P

ende

ende

r1)t= Joiay (057 Novene

+i4+N( +j+N(r—1)’

Algorithmus C.3 : Algorithmus zur Berechnung von HW,: Berechnung von Hgy W5 als Pseudoquelltext
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C.2 Die resultierende Algorithmen zum Matrix- Vektor-Produkt

fir &; € {El} tue

wenn v; == 0 dann

fiir j = 1 bis N tue
fiir £ = j bis N tue

‘ (ql%us) N(N+1)(i—1)+2j+k(k—1) T= Ei (‘Ilgm) N(N+1)(i—1)+2j+k(k—1) 5
2 2

ende
ende
sonst wenn v; == 1 dann
fiir j = 1 bis N tue

‘ (®5™) wovtne i1 T= Ei (TS™) nvenyp
2 2

+5+N( +i+N(-1)’
ende
sonst wenn v; == 2 dann
() wivr = B () vvenr g
ende
ende

Algorithmus C.4 : Algorithmus zur Berechnung von HW9: Berechnung von Ha W als Pseudoquelltext
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C Algorithmen zu den Produkten H |¥); und H |¥),

fir Vi € {V. } tue
fiir k = 1 bis 7 — 1 tue

‘ (W5"s) N(N+1) =1+ 2k ili=1) += V;il,,] (\Ilgm)

NIVEDP gt N (1)
ende

Jpaus ) o _ \/ivxl ‘I,ein

(w5 )N(N+1><J—§>+2z+z<z—1> += o (U5 )N<N2+1>P
fiir kK = ¢ + 1 bis N tue

‘ (‘I’%us)N(N+1>(j—12)+2i+k<k71) += ‘/;%(‘I’Sm)N(N;1>p+k+N(l_1);

FiEN(I-1)

ende
ende
ur V71, € {V}, } tue
fiir kK = 1bis7 — 1 tue
() v
2

ende

-

N o VA Pon N(N+1)(I—1)+2k+i(i—1) 5
+E+N(G—-1) m’z( ") 3

(P5™) N(7N2+1>P+k+N(j—1)+: \@Vrﬁn (w5™) N1 (=14 2ii(=1) ;
fiir kK =7+ 1 bis N tue
‘ (‘I’%us) N(N+1)P
2
ende
ende
fiir V74, € {V;Z'} tue
‘ (P5") nvinyp
2

A= VI (TS N v 01y 420 k1)
+h+N(j—1) o (W57 )2

= Vg, (057)

+i+N(j—1) PiTL NWADP | NRA1
ende
.o - /
fir Vi € {Vg; } tue _
aus _ Y/ ein .
‘ (w5 )WHVRH += V.7, (X3 )Mﬂwvaq)’
ende

Algorithmus C.5 : Algorithmus zur Berechnung von HWo: Berechnung von Hy\Wo als Pseudoquelltext
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