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Abstract

In this paper we represent a reduction and addition algorithm for non hyperel-
liptic curves of genus 3. Our aim is to give an explicit representation of the group
law in the jacobian varieties of curves belonging to the families y* = p4(z) and
y* = p3(x). The idea of the algorithm is an extension of the geometric addition
of points on elliptic curves. Because of the complexity of the curve structure we
work hier with conics instead of chords and tangents as in the genus one case.
In the construction of the algorithm we use the so called coordinate form of the
divisor. The coordinate form of a divisor is a unique set of three polynomials,
which we use for the computations. All computations succeed only with linear
algebra knowledges. At the end of the algorithm we need one factorisation so
that the result can be defined over a finite extension field. The reduction and
addition ist constructed iterativ and can be applied in efficient way to divisors
of every degree.
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1 Einfiihrung

1 Einfiihrung

In der vorliegenden Arbeit wird ein Reduktions- und Additionsalgorithmus in
der Jacobischen Varietdt von nicht hyperelliptischen Kurven konstruiert. Mit
Hilfe dieser expliziten Darstellung des Gruppengesetzes wird die Jacobische Va-
riet#it jeder nicht hyperelliptischen Kurve der Kurvenfamilien y* = p4(x) und
y* = p3(x) zu einer abelschen Gruppe, die fiir kryptographische Zwecke geeignet
ist.

Das betrachtete Problem ist die explizite Darstellung der Gruppenstruktur der
Jacobischen Varietit von den Kurvenfamilien y* = py(z) und y* = p3(z). Dabei
handelt es sich um nicht hyperelliptischen Kurven vom Geschlecht 3. Bei der
Konstruktion des Reduktions- und Additionsalgorithmus bin ich von dem Arti-
kel Efficient Reduction on the Jacobian Variety of Picard Curves von J. Estrada
ausgegangen. Die dabei verwendete Idee ist eine Fortsetzung der geometrischen
Addition von Punkten elliptischer Kurven. Ein dhnliches geometrisches Verfah-
ren fiir hyperelliptische Kurven vom Geschlecht 2 wird in The Equivalence of the
Geometric and Algebraic Group Laws for Jacobians of Genus 2 Curves von K.
Lauter, definiert. Diese geometrische Konstruktion ist auf Grund des héheren
Grades von nicht hyperelliptischen Kurven vom Geschlecht 3 ungeeignet. Die
kompliziertere Struktur der Jacobischen Varietdt verlangt die Anwendung von
Quadriken an Stelle der Sekanten und Tangenten im Fall von elliptischen Kur-
ven. Jedem Divisor werden eindeutig drei Koordinatenfunktionen zugeordnet.
Die dabei definierte bijektive Korrespondenz liefert eine bequemere Darstel-
lung der Divisoren, die fiir den Reduktions- und Additionsalgorithmus benétigt
wird. Diese Idee, zuerst angegeben von D. Mumford in Tata Lectures on The-
ta II, wird auch bei dem Cantorschen Algorithmus fiirhyperelliptischen Kurven
angewendet. Somit werden die Divisoren zu Punkten einer Varietiit, fiir welche
die Koeflizienten der zu den Divisoren gehorigen Polynome Koordinaten sind.
Der dabei, fiir einige nicht hyperelliptischen Kurvenfamilien entstandene Algo-
rithmus ist von geringerer Komplexitét. In jedem Rekursionsschritt wird héchs-
tens ein 4 x 4 lineares Gleichungssystem gelost, sowie ein Polynom 3. Grades
faktorisiert. Die dadurch konstruierten Divisoren gehéren im schlechtesten Fall
zu einer endlichen Erweiterung des Grundkérpers k = F,. Somit eignen sich
auch nicht hyperelliptische Kurven fiir kryptographische Zwecke.

2 Reduktions- und Additionsalgorithmus auf
nicht hyperelliptischen Kurven

2.1 Nicht hyperelliptische Kurven

Jede Kurve C vom Geschlecht g > 1, fiir die eine Abbildung f : C' — P! vom
Grad 2 existiert, heiflt hyperelliptisch. Im Bezug auf diese Definition kénnen wir
jetzt nicht hyperelliptische Kurven definieren.



2.1 Nicht hyperelliptische Kurven

Definition 2.1 Sei C eine Kurve vom Geschlecht g > 1. Dann heifit C' nicht
hyperelliptisch, falls keine Abbildung f : C — P' vom Grad 2 existiert.

Bemerkung 2.2 FEs existieren nicht hyperelliptische Kurven jedes Geschlech-
tes g > 3 [Hartshorne].

Satz 2.3 Sei C eine nicht hyperelliptische Kurve vom Geschlecht g > 3. Dann
ist die kanonische Abbildung ¢ : C — P9=1 eine Einbettung. Die Kurve p(C) C
P9~ heifit die kanonische Kurve von C und ist vom Grad 2g — 2.

Im Fall g =3 ist p(C) C P? eine nicht singulire Quartik. Gilt umgekehrt, dass
X C P? eine nicht singulire Quartik ist, dann ist X = o(C) die kanonische
Kurve einer nicht hyperelliptischen Kurve vom Geschlecht 3. [Hartshorne]

Sei Fy ein endlicher Korper der char(F,) # 2 und Fq sein algebraischer Ab-
schluss. Weiterhin werden wir die folgenden glatten Kurvenfamilien betrachten:

A oyt =pa(x,2) = 2 +azr’z + agr?2® 4+ ayx2® + a2’

B: yt =p3(x,2) = 232 + bpx?2? + brx2® + by2?

Die Kurven aus A und B sind Quartiken in P? und somit nach dem vorigen
Satz kanonische Kurven zweier Familien nicht hyperelliptischer Kurven vom
Geschlecht 3.

Bemerkung 2.4 Nach der Pliickerformel fiir glatte Kurven in P? gilt:

(degC —1)(degC —2) 3.2

9(C) = 5

=3,Ce€ AB

Sei jetzt C eine Kurve aus der Familie A. Dann ist
C: yr=z+as32® +ar® + a1z + ag

die affine Darstellung von C. Nach Translation erhalten wir die dquivalente
Kurve
C' oyt =t aha® + dya® + dle

(' lasst sich birational zu der Kurve C” transformieren:

4

Yy 1 ;1 ;1
c": L =14dadi-+4d,—=+d =
x4 Sz 222 Ly

Y 1

=2 0=~

x z
C" o ut = alvd +ahv? + afu+ 1.



2.1 Nicht hyperelliptische Kurven

Die letzte Kurvengleichung ist nach Normierung in die Gleichung
C": ut = p3(w) = wP + w4 cw + ¢

iiberfithrbar. Somit ist jede glatte Kurve aus Familie A birational dquivalent
zu einer Kurve aus Familie B. Auf Grund dessen, werden wir von nun an nur
Kurven aus der Kurvenfamilie B betrachten.

Ist die Kurve C iiber Fq definiert, dann hat

C: y'=ps(x,2) =232+ agx?2® + a1223 + ag2?

vier Verzweigungspunkte Vi, ..., V4 beziiglich der Uberlagerung
7:C—P!

(x:y:2)— .

Esgilt V; = (v; : 0: 1), 4 =1,2,3, wobei v; die Nullstellen von ps(z) sind und
Vi = Poo = (1:0:0) der unendliche Punkt von C.

Sei jetzt o eine primitive vierte Einheitswurzel. Dann lidsst sich der folgende
Automorphismus von C' definieren:

c:C—C

(x:y:2)—(x:oy:2),

wobei gilt

0’4 = idc.

Definition 2.5 Zwei Punkte Py, P, € C heiffen konjugiert, falls Py = o(Py)
oder Py = 0?(P,) oder P, = a3(Ps).

Die letzten Punkte spielen eine wichtige Rolle in dem Reduktionsalgorithmus.

Definition 2.6 Sei D ein effektiver Divisor vom Grad > 3. D heif$t kollinear,
falls es drei Punkte Py, Py, Ps € supp(D) gibt, so dass eine Gerade g existiert
mit (g)o > P1 + Py + Ps. Sonst heifit D generischer Divisor.

Definition 2.7 Ein affiner, effektiver Divisor D heifst semireduziert, falls kein
Punkt P € supp(D) emistiert, so dass D > P+oP+0?P+03P. D wird reduziert
genannt, falls zusditzlich deg(D) < g gilt, mit g = g(C).

Wir bezeichnen mit

Div™* ={D € Div(C);

D T, —rational, effektiv, semireduziert vom Grad i}



2.1 Nicht hyperelliptische Kurven

die Menge der effektiven semireduzierten Divisoren vom Grad i. Desweiteren
fithren wir die folgenden Begriffe ein:
Sei f € Fy[z,y]. Wir nennen den Term a;, ;, ™ y’* Hauptterm von f, falls

vpo (f) i= min; jup,, (a; j2'y’) = vp, (a;. j.x"y*)

gilt. Fiir eine Polynomialfunktion f, die zu dem Funktionenkérper von C gehort
definieren wir

degp._(f) := degp._ Zai,jaziyj = max; j(4i + 3j).
i,J

Wir berticksichtigen dabei vp_(x) = —4 und vp_ (y) = —3.

Sei jetzt D € Div(C) ein Divisor vom Grad 4, wobei i die Werte 2, 3 oder 4
annimmt. Wir assoziieren zu jedem Divisor D eine Quadrik qp(z,y) = asox? +
a10z + @117y + agry + apzy?® + ago von maximaler Bewertung in P... Es soll
weiterhin gelten (¢p(z,y))o > D und der Koeffizient des Hauptterms von ¢p
ist gleich eins. Nach dem folgenden Satz existiert eine solche Quadrik immer.

Satz 2.8 Sei D € Div(C) mit 2 < deg(D) < 4, dann gilt:
1. Sei deg(D) =2, dann folgt apa = a11 = agg = 0.
2. Sei deg(D) = 3, dann folgt a11 = asg = 0 und vp_(¢p) = —6.
3. Sei deg(D) =4, dann folgt azo =0 und vp_(gp) = —7.
Beweis: Wir betrachten die folgenden Fille:

1. deg(D) = 2: Es existiert immer eine Gerade durch zwei Punkte. Diese
Gerade hat auch den kleinsten Grad in P, und ist somit gleich gp. Wir
erhalten ago = a11 = asp = 0.

2. deg(D) = 3: Durch drei nicht kollineare Punkte verlduft stets eine Qua-
drik, welche die unendlich ferne Gerade in einem Punkt P, tangiert. Affin
geometrisch bedeutet, dass eine Parabel durch die drei Punkte existiert,
deren Symmetrie-Achse parallel zu OX ist und welche die unendlich ferne
Gerade in (1 : 0 : 0) tangiert. Aus Po, = (1 : 0 : 0) € ¢p erhalten wir
asg = 0 und nach Ausrechnen der Ableitungen bekommen wir zusétzlich
a1 = 0. Somit gilt vp, = —6.

3. deg(D) = 4: Es lisst sich nur eine Quadrik durch vier Punkte zeichnen,
welche die unendlich ferne Gerade in einem Punkt beriihrt. Aus Po, = (1 :
0:0) € gp folgt azg =0 und vp_(qp) = —7.

g



2.1 Nicht hyperelliptische Kurven

Von nun an kénnen wir annehmen, dass asg = 0 und dass gp die folgende Form
fiir jeden Divisor D € Div(C) hat:

qp(z,y) = ao2y® + ap1y + a1y + a1z + ao.

Lemma 2.9 D sei ein Divisor in Div(C) mit 3 < deg(D) < 4. Dann sind die
folgenden Aussagen dquivalent:

1. qp(z,y) ist linear oder zerfillt in lineare Faktoren.
2. D+ P, ist kollinear.

_ 2 o9 2
3. qp(x,y) = any” + aoy + anzry + ar + agy mit ajzae2 + ajjagy —
aii1ao1a10 = 0.

Beweis: (1 = 3) Falls ¢p eine Gerade ist, dann gilt a;; = ags = 0 und offen-
sichtlich auch a§0a02 + a?l&oo —ai1ap1a10 = 0.

Ist aber deg(qp) = 2, dann zerféllt gp in lineare Faktoren. Das ist dquivalent
zu:

aii ai0
2 2
4 - det Lél ap2 Lgl =0

Nach Ausrechnen erhalten wir fiir die obige Determinante das gewiinschte a?,ag2+
afyago — a11ap1a1p = 0.

(3 = 2) Es gilt a?yap2 + a?,a00 — ai1ap1a10 = 0. Dann betrachten wir die fol-
genden Fille:

1. Ist a;1 = age = 0, dann ist gp(x,y) = a10z + ap1y + ago eine Gerade.

2. Ist a;; = ajp = 0, dann ist gp(z,y) = agey? + ao1y + agp = g1g2 ein
Produkt von zwei Geraden.

3. Ist aj; # 0, dann erhalten wir aus a%yag2 + a?;a00 — a11a01a10 = 0

a10@02 4 ai1@oo _ a
- T ———— =aoi-
a1l aio

Beim Einsetzen in gp bekommen wir

ap20a10 a10
(aozy + a11T + ap1 — a) <y + a) = 0192
11 11

In jedem der Fille ist gp ein Produkt von Geraden. Ist D € Divt4(C), dann
enthilt D + P, fiinf Punkte. Mindestens drei davon miissen zu einer Geraden
gehéren. Ist D € Div™3(C), dann gilt das gleiche diesmal aber fiir D + 2Ps.
(2 = 1) Gilt nach dem Satz von Bezout.



2.1 Nicht hyperelliptische Kurven

Lemma 2.10 Sei D € Div(C) mit 2 < deg(D) < 4 und qp sei die zu D
assoziierte Quadrik. Gilt fiir die Punkte P,oP,0?P € qp, dann gilt dies auch
fiir o3 P.

Beweis: qp(x,y) = agy? + a1y + a2y + a10x + ago.
Wir setzen die Koordinaten von P,oP, 2P, o3P in die Gleichung von ¢p ein:

At apy® +any + anzy + awx + ag =0

B: ag20’y® + ao10y + an1zoy + arx + agy =0
C: agey® + an 0’y + a1120*y + a0z + agy = 0
D apo*y? + an o’y + anz0®y + ajor + ag = c,

wobel ¢ eine Konstante ist. Nach Substrahieren erhalten wir:

D—B: anzy(o® — o) +any(o® — o) =c
C—A: anzy(o® —1)+any(e®>—1)=0

Damit bekommen wir
D—B: olanzy(o® — 1)+ apy(0® —1)) = o(A - C) =0.

Daraus folgt, dass ¢ = 0 und o3P ein Punkt der Quadrik ¢p ist, was zu zeigen
war.

O

Lemma 2.11 Hat y* — p3(x) = 0 drei verschiedene Nullstellen, dann kénnen
die Punkte P, = (x1,y), P, = (x2,y) und Ps = (x3,y) nicht gleichzeitig zu einer
irreduziblen Quadrik gehdren, die von x abhdingig ist.

Beweis: Sei ¢ = agoy? + ap1y + annxy + a0 + ago mit a1y + ajg # 0. Dann
erhalten wir fiir z den eindeutigen Wert x = —W. Somit miissen die
Werte von x1, T2, r3 zusammenfallen.

O
Weiterhin betrachten wir die Abbildung
@ : Divt' — Fylz] x Fylz,y] x F,ly], 2<i<4
®(D) = (up(x),qp(z,y), wp(y)), mit
up(z) = H (x —x;)

P;esupp(D)

wp(y) = H (y —yi) und

P;esupp(D)

7



2.1 Nicht hyperelliptische Kurven

qp = ap2y® + amy + a1y + a10z + ago,

die Quadrik durch P; € supp(D) grosster Bewertung in P, mit normiertem
Hauptkoeffizient.
Wir betrachten die folgenden Divisoren:

Di=(@:y1: )+ (xe:y1:1)+(23:92: 1)
Dy=(z1:p1: 1)+ (zs:y1: 1)+ (20:y2: 1)
Dys=(x1:y1: )+ (zo:y1: 1)+ (x3:y2: 1)+ (21 :y2: 1)
Di=(x1:y1i: D)+ (zg:y1: 1)+ (z2:y2: 1)+ (21 191 : 1),

wobei z1, 9, 23 die verschiedenen Nullstellen von p3(x) = yf und y; = oFya, k =

2,3 sind. In diesem Fall gilt #(D;) = ¢(D2) und analog ¢(D3) = &(Dy), d.h.
die Divisoren haben das gleiche Bild unter &. Deswegen betrachten wir die
folgende Menge:

UL, Divy " (C) := {D € Div™(C);D € Divt? D # (z1,91) + (z2,91),
D € Div™® D # (x1,51) + (x2,91) + (23, 3),
mit Y1 # Y3
DeDivt* D# P+ P+ P;+ P, mit
Yp, = Yp, = Yps,Ypr, # Yp, oder
Yr, = YPy, YPy = YPs YP, 7 YPy }

Satz 2.12 Sei F, der algebraische Abschluss von F,. Dann ist
@ : Ui, Dg " (C/Fg) — P(Uj_, D5 (C/Fy))

eine Bijektion.

Beweis:

1. Sei D € Div, ’2,Div6“37Div0+’4 und sei D + P, generisch. Nach Lemma
2.9 erhalten wir dann, dass ¢p(z,y) eine Quadrik (oder Gerade) ist mit
a11y; +a1o # 0, wobei y; die y—Koordinaten von P; € supp(D)bezeichnen.
Wir erhalten die y—Koordinaten der Punkte P; € supp(D) nach Faktori-
sierung von wp(y). Durch Einsetzen bestimmen wir eindeutig die entspre-
chenden z—Koordinaten.

2. Sei D = P+ P+ P3+ Py, mit Py, P>, P3 kollinear und P, # ai(Pj), i,] =
2,3. Dann gilt gp(z,y) = g1(z,y)(y — ya), wobei (g1)o > P1 + P> + P,
g1 = ax + by + ¢,a # 0. Nach Faktorisierung von wp(y) und Einsetzen in
g1(z,y) bekommen wir die y— und die entsprechenden x—Koordinaten von
Py, Py, P;. Die z—Koordinate von Py ldsst sich als Nullstelle des linearen
Polynoms
up(x)
x—x1)(z —x2)(x — x3)

"

8



2.2 Reduktionalgorithmus in der jakobischen Varietéit von
y* = p3(z,2) = 232 + agr?2? + a1223 + apz?

gewinnen.

Der Fall qp(z,y) = g192 = ay® + by + ¢ = (y — y1)(y — y2), 51 # yo ist
nach der Definition der betrachteten Divisoren nicht zugelassen.
Das gleiche gilt, falls deg(D) = 2, 3.

3. Sei jetzt D generisch, aber D + P, sei kollinear. Nach Lemma 2.9 zerfallt
gp(z,y) in lineare Faktoren. D = P; + P, + P53 + P, ist aber generisch
und somit diirfen keine drei Punkte zu der gleichen Geraden gehoren,
d.h. 0.B.d.A. P, P € ¢g1(z,y) und P35, Py ¢ gi(x,y) mit gp(z,y) =
91(, y)(y — y3)-

Durch (y —ys) = 0 ist y = y3 eindeutig bestimmt. Es bleiben die Moglich-
keiten P3 = (x3,y3) und Py = (x4,y3), wobei z3,2z4 Nullstellen von
y3 = pa(z) sind.

Die y-Koordinaten von P;, P5 lassen sich als Nullstellen von

wp(y)
(y —vs)?

ermitteln. Nach Einsetzen in g;(x,y) erhalten wir die Werte x1,x2. Da-
nach bestimmen wir die restliche z—Koordinaten x3, x4 als Nullstellen des
Polynoms
_ up(z)
p (x —x1) (T — 22)
Wie in 2) ist der Fall ¢1(z,y) € Fy[y] unmdoglich.

Somit haben wir bewiesen, dass wir aus D = (up,¢p,wp) auf eindeutige Weise
den Divisor D rekonstruieren koénnen.
Die Surjektivitdt ist klar.

O

2.2 Reduktionalgorithmus in der jakobischen Varietéit von
4 4

vt =ps(z,2) = 232 + aex?2? + a112® + apz
In diesem Teil werden wir einen Reduktionsalgorithmus fiir effektive Divisoren
in der jakobischen Varietiit von y* = p3(z,2) = 232 + a2?2? + a1223 + agz?
vorstellen. Die Idee dabei ist eine Fortsetzung der geometrischen Addition von
Punkten elliptischer Kurven. Da wir in diesem Fall eine Kurvenfamilie vom Ge-
schlecht 3 haben und somit eine wesentlich kompliziertere Struktur, kénnen wir
nicht wie in dem bekannten Fall mit Sekanten oder Tangenten arbeiten. Wir
werden mit Hilfe von zwei Quadriken zuerst den Grad unseres Divisors verklei-
nern und danach das Inverse eines Zwischendivisors bestimmen. Dabei miissen
wir die folgende Aufgabe losen:

Problem: Gegeben sei ein affiner effektiver Divisor D € Div(C). Unter
affiner Divisor verstehen wir einen Divisor D mit P ¢ supp(D). Unser Ziel



2.2 Reduktionalgorithmus in der jakobischen Varietéit von
y* = p3(z,2) = 232 + agr?2? + a1223 + apz?

ist es einen dquivalenten effektiven Divisor D’ zu finden mit deg(D’) < 3 und
D —deg(D)Py ~ D' — deg(D")Ps.

Reduktionsalgorithmus: Sei D = P, + Py, + P; + P, € Div(C) ein affiner
Divisor. Dann betrachten wir die folgenden Félle:

1. D sei kollinear. Dann ist D ein kanonischer Divisor, d.h. Schnitt-
divisoren einer Geraden mit C' [Estrada] und D — 4Py, ~ 0.

2. Sonst miissen wir die Interpolationsquadrik von D — 4P,, bestimmen.
Nach dem Satz von Bezout wird C' von ¢p in héchstens noch drei Punkten
geschnitten.

(gp) =P+ Po+ P+ P+ Q1+ Q2+ Q3 — TPx
oder
(gp) = (D —4Px) + (D' = 3Px), D'=Q1+Q2+Q3
und
D — 4P ~ —(D' —3P..).

Jetzt miissen wir das Inverse von D’ bestimmen. Dafiir berechnen wir die
Interpolationsquadrik von D’ +2P,,. Nach dem Satz von Bezout schneidet
qp’ die Kurve C' in hochstens noch drei Punkten. Dann gilt

(qp) = Q1+ Q2+ Q3 +T1 + 1o+ T3 — 6P
dquivalent zu
(qp') = (D' —3Px) + (D" —3Py), D" =T, +Ty+1Tj

und
D' — 3P, ~ —(D" - 3P).

Wir erhalten somit
D—4P. ~ D" —3P..

D" — 3P, heifit die Reduktion von D — 4P..

Sei jetzt D € Div(C) ein effektiver Divisor vom Grad deg(D) > 4. Dann lésst
sich D darstellen als D = Dy + Eg + E1 + ... + En_1. E; sind effektive Di-
visoren, zusammengestellt aus den restlichen Punkten P; € supp(D), so dass
deg(Ds;) = 4 erreicht wird, und deg(Dy) = 4. Wir konnen den oben beschrie-
benen Reduktionalgorithmus zuerst auf Dy anwenden. Somit erhalten wir an
Stelle von Dg zwei Divisoren D1, Dg, welche den oben definierten D’, D" ent-
sprechen und D ist die Reduktion von Dy. Damit haben wir durch dquivalente
Umformungen den Grad von D verkleinert. Wir wenden die gleiche Prozedur
auf den neuen Divisor. An Stelle von Dy reduzieren wir diesmal zuerst Dy + Ey
mit deg(Dy + Ey) = 4.

10



2.2 Reduktionalgorithmus in der jakobischen Varietéit von
y* = p3(z,2) = 232 + agr?2? + a1223 + apz?

Wir setzen diese Reduktion iterativ fort bis wir einen reduzierten Divisor D3y o
bekommen. Innerhalb der Iteration erhalten wir eine Kette von Divisoren:

Dy, D1, D2, D3, ..., D3j, D3ji1, D3ji2, ..., D3n, D3n 1, Dan 2.

Je drei davon (Dsj, D3jy1,Dsj42) entsprechen genau einem Reduktions- und
somit auch Iterationsschritt.

Dsj := D3(j-1)+2 + EG-1, j=1,...,N
Dsj — 4P ~ —(D3j+1 — deg(Dsj11)Poc) ~ Dsjy2 — deg(Dsj+2) Poo
mit 0 < deg(Dsj11), deg(D3j12) < 3, deg(D3zj) = 4 und deg(E(;_1)) = 4 —
deg(D3j+2).
Nach Durchlaufen der Iterationskette erhalten wir
D — deg(D)Py, ~ Dani2 — deg(D3n2)Pso,
d.h. D3n4o ist die Reduktion von D. _
Sind die Divisoren Dj, j = 1,..,3N + 2 in Divg"z(C’)7 i = 2,3,4, dann
konnen wir ihre Koordinaten D; = (up,,¢p,,wp,) ausrechnen. Demnach erhal-
ten wir fiir die oben definierte Folge die Koordinatendarstelung;:

Dy, D1, Do, D3, ..., D3j, D3j11, D3ji2, ..., D3n, D3ny1, Danyo.

Als Nichstes wollen wir die einzelnen Schritte, bei der Berechnung der oben
definierten Iterationsfolge beschreiben. Unser Ziel dabei wird Dj;, oder falls
D € Divg(C) Dj, auszurechnen. Bei jedem der Rekursionsschritte werden wir
hochstens ein 4 x 4 lineares Gleichungssystem ausrechnen miissen. Insgesamt er-
halten wir einen effizienter Reduktionsalgorithmus von kleinerer Komplexitit.

Satz 2.13 Sei D3;1 gegeben, dann lisst sich Dsjyo wie folgt bestimmen:

q3j+2 = q35+1

_ (Ry(Q3j+170)>*
Ugjyo = | — ———

U3j+1
*
[ Ra(g35+1,0)
w3j+2 - Tﬂ
J

Hierbei bezeichnen qzji1,usj+1,wsj+1 die Koordinaten von Dsjyq1. Das gleiche
gilt fiir die Koordinaten von Dsj . ()* bedeutet, dass der betroffene Term nor-
miert wird. Falls q3;4+1 unabhdngig von x ist, gilt

W3j42 = W3j+1-

Beweis: Die Gleichheiten fiir us;jy; und wsjyo sind nach der geometrischen
Konstruktion klar.
Es bleibt zu zeigen:

q43j+2 = 435+1-
Nach Konstruktion gilt deg(Dsj1+1) < deg(D3;) = 4 und falls deg(gs;) > 1 ist,
gilt wegen |vp,(g3;)| > [vp, (g35+1)| VP, (g35+1) = —6 und deg(Dsj41) > 1.
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1. deg(ws;jt+1) = 3. Dann sind die Punkte in supp(Ds;41) nicht kollinear
(Beweis durch Annahme des Gegenteils). Es gilt deg(gzj+1) = 2, d.h. y? €
qzj+1 und vp_(g3jy1) = —6. q3j41 = Q1 + Q2+ Q3 + Ty + T + T3 — 6P
mit D3j+1 = Ql + QQ + Qg - 3Poo und D3j+2 = T1 +T2 +T3 - 3Poo und

es gilt g3j12 = g3j4+1-

2. deg(wsjt1) = 2. D3j41 besteht nur aus zwei Punkten. Dann enthélt die
Quadrik kleinster Bewertung in P, gleichzeitig D311 und Ds;io. D.h.

w3jr2 = W3j41- (3541 = Q1+ Q2+ T1 + T —4P.).

Satz 2.14 Sei D3; € Divt*, dann lassen sich die folgenden Koordinatendar-

stellungen der Divisoren explizit bestimmen:
1. ng, falls ng € Di’UaLA.
2. D3jy1 und D3jio, falls Ds; ¢ Div0+’4.

Beweis:

1. D3; € DivaL’4 und g¢z;(z,y) = agay? + ag1y + aiixy + a0r + agg. Wir
bestimmen ug; und ws; wie im Satz 2.13. Da der Hauptkoeffizient von
g3; normiert ist, miissen wir nur noch die restlichen vier Koeffizienten
bestimmen. Diese erhalten wir als Losung des linearen Gleichungssystems

q3;(P;) =0, ©=1,2,3,4, D3j=P + P+ P3+ P;.

2. D3; ¢ Div, 4 und es gilt D =P, + P, + P3 + Py mit

(a) Py = (z1,41), P2 = (z2,41), P3s = (23,91), P1 = (24, 92) mit y; # yo

oder

(b) P = (z1,y1), P> = (w2,91), P3 = (x3,92), P4 = (x4, y2) mit y1 # v2.

(a) Nach geometrische Konstruktion besteht die Quadrik g¢3; aus zwei
Geraden g1 = (y — y1) und g2 die Gerade durch Py, P»,. Unter der
Berticksichtigung der Bewertung von ¢3; in P erhalten wir, dass die
beiden Geraden einen gemeinsamen Punkt P., haben. Somit enthilt
der Schnitt von ¢1,g92 und C noch zwei gemeinsamen Punkte. Da
Py € g1 und jede Gerade maximal vier Schnittpunkte mit C' haben
kann, erhalten wir Q1, Q2 € g2. Es gilt yg, = yg, = y2 und zg, sind

die Nullstellen von
_ Resy,(C, g2)

(x —z4)

Die Quadrik g3j4+1 von Dsj11 = Q1 + @2 ist gleich die Gerade durch

Ql; QQ. Da 43j+1 = 43542 gllt, erhalten wir D3j+2 = P4.

12
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(b) Wir untersuchen jetzt den zweiten Fall. Hierbei gilt ¢3; = g192 =

(y—y1)(y—y2) und die beiden Geraden haben P, als gemeinsammen
Punkt. D.h. in dem Durchschnitt von (g1 N C) U (g2 N C) bleiben
noch zwei weitere Punkte @1, Q2. Es gilt yg, = y1 und yg, = y2. Die
entsprechenden x—Koordinaten erhalten wir als Nullstellen von:

_ Resy (g17 C) bzw. q= Resy (927 C) )
(x —x1)(x — x2) (x —z3)(x — x4)
Die Quadrik g3;4+1 von dem Divisor D311 = Q1 + ()2 ist gleich die

Gerade durch @ und Q2, ugj+1 = p.q, w341 = (¥ —y1)(y — y2). Der
Divisor D349 = T1+7T5 besteht aus den anderen zwei Schnittpunkten
von gsj4+1 und C.

O

Satz 2.15 Ds; = (us;,qs;,ws;) seien die Koordinaten von Ds; € Divd*(C).
Dann kénnen wir die Divisoren bzw. die Koordinaten in einer der folgenden

Fille explizit angeben.
1. Dsjqy1 = (ugj41,93j+1, W3j+1) und D3jyo = (usjr2, g3j+2, W3j42),
2. Wir kénnen D3j;io explizit ausrechnen.

Beweis:

1. Sei ¢3;(z,y) linear. Dann sind die Punkte in supp(Ds3;) kollinear und aus

D3j — 4P00 ~0 fOlgt D3j+2 =0.

2. Sei g3;(x,y) eine Quadrik, die nicht in lineare Faktoren zerféllt, d.h.
aj(z,y) = ao2y® + ao1y + an1zy + aior + ago mit ayaoe + adjagy —

ajiaprag # 0.
Wir berechnen us;41,ws;+1 nach Satz 2.13.

Um g3j11(2,y) = boay® + bo1y + biox + boo zu bestimmen, miissen wir
ein 4 x 4 lineares Gleichungssystem l6sen. Zu beachten ist, dass wegen
|VPoso(g35)| > |¥Poo(g3j+1)] b11 = 0 gilt und wir miissen nur die vier Koef-

fizienten bgo, bg1, b1o und bgg berechnen.

Es gilt
Ry (q35,93j+1) = Awszjp1, A # 0
und
R.(g3j,q35+1) = — b1oao2y® — bioao1y — bioaoo + bozy’a11 + bo2aioy?

+ bora11y® + boraioy + booa11y + booaio

Awsjpr = s3y° + s2y” + 51y + So.

Nach Koeflizientenvergleich erhalten wir das folgende Gleichungssystem:

a1 0 0 0 bog S3
ayp a1 —agz 0 bor | | s2
0 a0 —ap1 an bio | | s
0 0 —ago awn/ \boo 50
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Die Determinante der Matrix ist —aq1(a%yao2 +a?;a00 — a11a01a10)- Sie ist
nach Voraussetzung ungleich Null. Somit bekommen wir eine eindeutige
Losung fur die Koeffizienten von g¢3j41. Durch die Auswahl von A lésst
sich g3;41 zusétzlich normieren.

. gsj(z,y) ist eine Quadrik, die in lineare Faktoren zerfallt.

a agaa a

a3 (.y) = g1(2,9) (y+—2) = (ap2y+ar1z+ag ————>) (y+—-),a11 # 0
aii ail a1l

(Nach dem Satz 2.12 ist die andere Faktorisierung, d.h. ¢; (x, y) unabhéngig

von x nicht zugelassen.)

(a) Sei (y+ %)2‘11]3]‘. Dann ist ng = P1 +P2 + P3 + P4 mit Pg =

(x3,93), Pr = (x4,y3) mit y3 = _Ca%? und z3, 74 Nullstellen von

y3 = p3(x). Unser Ziel hierbei ist, D3;;1 zu bestimmen.

Wir berechnen nach Satz 2.13 us3;41, ws;+1. Offensichtlich kénnen wir
g3;j+1 nicht wie im Fall 2) mittels Losung von linearem Gleichungs-
system erhalten.

Yz = —% und wir bekommen x3, x4 als Nullstellen von

QQT(Ry(QL C), U3j) ’

falls deg(ggT (Ry(g1,C),us3;)) = 2. Ist deg(99T (Ry(91,C), us;)) = 3,
dann gehort P; oder Py zu g1 (2, y) und durch Einsetzen in g; erhalten
wir die verbliebene x—Koordinate.

p

i. Sei jetzt einer der Punkte P3, Py € g1, und 0.B.d.A. gilt es Py €
g1. Daraus folgt, dass Ds; kollinear ist. Jede Quadrik, die Ds;
enthélt besteht aus Geraden, wobei Py, Py, Py € g1 und P € gs.
Aus der Kurvengleichung von ¢3; konnen wir vp_(g3;) = —7 ab-
lesen. Daraus folgt, dass es noch drei zusétzliche Punkte in dem
Durchsnitt g3; N C gibt. Jede Gerade hat maximal vier Schnitt-
punkte mit C', d.h. hochstens ein Punkt von Ds;y;1 kann zu ¢;
gehoren. Sei M der vierte Schnittpunkt von g; mit C' und ent-
sprechend der geometrischen Konstruktion ist M € supp(Dsj41).
Dann lésst sich die y—Koordinate von M als Nullstelle des linea-
ren Polynoms

b= Res;(C, g1)(y — y3)

ng

bestimmen. Die z—Koordinate erhalten wir nach Einsetzen in
g1-

Seien Q1,Q2 die andere zwei Punkte mit Q1,Q2 € go. Es gilt
Q2 = P, und yg, = y3. Die x—Koordinaten von Pj, Py, Q1 er-
halten wir als Nullstellen von y3 = p3(z). Alle Nullstellen dieser
Gleichung sind verschiedene und zwei davon teilen us;. Diese die

14
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ug; nicht teilt ist zg, . Eine der restlichen Nullstellen (ys,z;) ist

Nullstelle von g; und x; entspricht somit x4.

Die Quadrik g3;41 besteht demnach aus den Geraden g, und die
Gerade durch M und P und ist gleich g3;42. Der reduzierte Di-
visor Dy ist gleich Dy = T 4+ T5 + Ps3, wobei T1, T5 die restlichen
zwei Punkten in dem Durchschnitt M Py, N C und es gilt

Res,(MP,,,C
Res, (M Py, C)

waj+2 = (Y — Y3
jre = (Y —y3) T

ii. Seien P1,P2 E g1 und P3, Py € ga. P = ($3,y3),P4 = (.134,3/3),
mit y3 = —42. Sei Ps = (x5,y3) € C der letzte Punkt von C
mit yp, = ys und r—Koordinate x5 Nullstelle von y3 = p3(z).
Auf Grund der Singularititenfreiheit von C gilt x3 # x4 # 5.
Seien @)1,Q2 die anderen Schnittpunkte von C' und g1, dann
definieren wir Dsji1 = Ps + Q1 + @2 ein, dabei ist moglich
@1 = P5. Die y—Koordinaten yg,,yq, lassen sich als Nullstellen

von
_ Ru(91,C)(y —ys)

w3;

berechnen. Nach Einsetzen in g; erhalten wir die ensprechenden
x—Werte. Jetzt konnen wir leicht die Koordinaten (us;41,
¢3j+1,Ww3;j+1) von Ds; 1 bestimmen und nach Satz 2.13 auch die

von D3j+2

(b) Falls (y + ““’) { ws;, dann ist D3; = Py + P» + P3 + P, mit
Py, Py, P3 € g1 kollinear. M sei der vierte Schnittpunkt von C' und
g1- Seien @1, Q2 € g2 die Punkte mit x—Koordinaten zg, die andere
zwei Nullstellen von yj = p3(z). Dann ist D311 = Q1 + Q2 + M,
wobei wie im Fall a) ist moglich M = Q. Jetzt bleibt nur, die Ko-
ordinaten von M, 1, Q2 zu berechnen. Wir wissen, dass y, = —2

ist und bestimmen zunéchst yy; als Nullstelle von

Ry(91,C)(y + §2)

aiil

p =
ws;

Falls g; abhéngig von y ist, dann lésst sich xj; durch Einsetzen aus-

rechnen und x4 ist die Nullstelle des linearen Polynoms

U3j(.’L‘ — .’EM)

Ry(91,C)
zqQ, bzw. zg, erhalten wir als Nullstellen des Polynoms zweiten Gra-
des .
q= ys — ps(x)
T—x4
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Ist aber z,; die einzige Losung von g; = 0, dann ist x4 die Losung

von
Ugj

(x —zpm)?
Die Werte von xzq, bzw. zg, lassen sich wie im vorigen Fall ausrech-

nen. Die Quadrik g3;41 ist gleich die Vereinigung der Geraden g, und
MP,.

=0.

Usj+1 = (m - -TM)CL
aio
wsjr1 = (y—ym)(y + —)%
a1
Danach kénnen wir, analog zu ii) ng+2 bestimmen.
O

Satz 2.16 Gegeben sind D3j+1,l_)3j+2. Dann bestimmen wir zuerst E;
und danach kénnen wir einen der folgenden Fille ausrechnen:

(a) Ds(jt1) explizit bestimmen.

(b) Dg(jﬂ) explizit bestimmen.

Beweis: Unsere Strategie hier ist, zuerst D3(j+1) zu berechnen. Falls das
nicht méglich ist, werden wir zu dem anderen Fall {ibergehen. uz(; 41, w3(;+1)
lassen sich wie folgt ausrechnen:

us(irny =ugi2 || (@)
P;esupp(Ej)

W3(j+1) = W3j+2 H (v —yi)
P;€supp(E;)
Wir werden versuchen, gs(;41) aus dem folgenden linearen System zu be-
stimmen:

q3(j+1)(P) =0, P; € supp(E})
R (g3j42, G3(j+1)) = Mwzjr2, A #D0.
Dafiir betrachten wir die folgenden Félle:

(a) Sei gsjt2(x,y) = bo1y+boo linear. Dieser Fall trifft nur, falls Dg;1o =
P.D.h. Ej = Po1+ Poz+ Poz und wir bestimmen ug(; 1) bzw. ws(j41)
wie oben vorgegeben. Da der Hauptkoeffizient von g3(;41) gleich eins
ist, brauchen wir nur die restliche vier Koeffizienten zu bestimmen.

Dies erfolgt nach dem Losen des folgenden linearen Gleichungssy-
stems:

a3(j+1)(P) =0
q3(j+1)(Poi) = 0,i=1,2,3.
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(b) gsj+2(z,y) = bory+bioz+boo ist linear mit byg # 0 und deg(Ds;12) =
2. Dann ist F; = Py1+ Foa, qBG+1) = aogy2+ao1y+a11xy+a1ox+aoo
und das obige Gleichungssystem bekommt die folgende Form:

i. Po1 = Po2 = (2,y)

b 0 bo1 0 0 ag2 82
0 —=bwo boo bor O ap1 51
0 0 0 boo —bo||awit]| =150
2y 1 z+y 1 0 a1o 0
v oy xy oz 1 aoo 0
Dabei benutzen wir, dass
R (g3j42, a3(j+1)) = — b1oao2y”® — bioao1y — broaoo + borai1y”

+ boraioy + booai1y + booaio

und
Awsjra = s21° + s19 + So.
Die Determinante des obigen Systems ist 2b1¢(bp1y+b1oz+boo) =
2b10q3;-+2(FPo1)-
ii. Py; # Ppyo. Dann ist das linare Gleichungssystem

_b10 0 b()l 0 0 ap2 S9
0  —bw boo bor O ao1 51
0 0 0 b()g 7b10 ail - S0

2
Yi Y1 Tiy1 1 1 aio 0
Y3 Y2 XY X2 1 ago 0

und die Determinante ist —b1o(y1—y2) (bo1y1+b1021+boo) (bo1y2+
b10$2 + boo).

Beziiglich der Determinante miissen wir die folgenden Fille betrach-
ten:

A. Sei w3jt2(Po1) = 0 oder wsj12(Po2) = 0. Aus deg(D3j42) =
2 erhalten wir deg(wsj12) = 2. Da wir aus Py € g3j42 bzw.
Py2 € 342 den einen Wert yo,, der in wsj42 vorkommt ken-
nen, kénnen wir den zweiten ohne Faktorisierung ausrechnen.
Die entsprechenden x—Werte bestimmen wir nach Einset-
zen. Somit erhalten wir Ds; o explizit und wegen Ds(; 1) =
D3ji9 + Po1 + P2, wissen wir auch D3(j+1). Darauf konnen
wir Satz 2.14 anwenden.

B. Sei Q3j+2(P01) =0 und W3j4-1 (P()l) =0 (oder Q3j+2(P02> =0
und wz;j41(Poz2) = 0). Aus g3j41 = g3j+2 und wz;41(FPo1) =0
folgt Po1 € D3jy1. Po1 € q3j4+2 und wie in dem vorigen Fall
ist g3; 12 eine Gerade, daraus folgt, dass D3(j41) = D3j42+E;
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kollinear ist. Wir konnen daher den vierten Schnittpunkt M
von C und g3j42 bestimmen. x, ist Nullstelle von

_ Ry(Cg3542)
us; (.’L‘ - um)

und durch Einsetzen in gs;j42 erhalten wir auch yas.
Wir kennen die Koordinaten von Py; und M und kénnen

mittels
Ry (C,qs35+2)
(!,l? - ‘T’.Pol)(x - xM)

die z—Koordinaten von (1 und Q2 € supp(Ds;+2) ausrech-
nen. Durch Einsetzen erhalten wir wieder die entsprechenden
y—Koordinaten. Somit kennen wir Ds; o explizit und mit
ihm auch D3(j+1) = D3j+2 + Ej.

C. Sei yp,, = Yp,,. Dann ldsst sich gz(j11) als (y — yo1)azj42
schreiben.

D. Sonst ist g3j4+2(FPo1) # 0 und g3j42(FPo2) # 0 und das lineare
Gleichungssystem eindeutig lsbar.
Zuletzt wird darauf aufmerksam gemacht, dass der Haupt-
koeffizient von g3(;41) gleich eins ist, deswegen brauchen wir
nur ein 4 x 4 Gleichungssystem zu losen:

(c) Seijetzt g3ji2 = boay*+bo1y+broz+boo, boz # 0. Wegen |vp_(g3+1)| >
lvp, (gsj+2)| gilt b11 = 0. In diesem Fall ist E; = Py;. Wir berech-
nen ug(jy1), ws(;+1) wie am Anfang des Satzes angegeben war. Um
die Interpolationsquadrik zu bestimmen,miissen wir dieses Mal das
folgende Gleichungssystem losen:

0 0 b02 0 0 ap2 S3
—b1o 0  bor bo2 0 ao1 S2
0  —biwo boo b1 O ann | = | s
0 0 0 boo 71)10 aio S0
v oy xy oz 1 aoo 0
Die Resultante betriagt diesmal:
Ro(g3j42, a3j+1)) = — b1oao2y”® — bioao1y — broaoo + bozaiy®
+ boa10y? + borai1y? + bo1alOy 4 bopai1y

+ booaio

und die Determinante ist 2b10b02Q3j+2(P01).
Beziiglich des Wertes der Determinante betrachten wir die folgenden
Félle:

i. Sei ¢3;42(Po1) # 0. Dann hat das Gleichungssystem eine eindeu-
tige Losung.
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ii.

iii.

Sei g3j42(FPo1) = 0 und wsj11(Po1) = 0. Wegen g3j11 = ¢3j42

gilt Po1 € supp(Dsjy1) und g3 1) = q3j+2-

Sei Q3j+2(P01) =0 und IU3j+2(P01) = 0. Dann gﬂt Py € D3j+2.

In diesem Fall betrachten wir das folgende Gleichungssystem:
q3(j+1)(Po1) =0, 2. Ordnung

R (g3j+2,93(j+1)) — X( W3j42 ), A£0

Y — Yo1) Y — Yo
Dabei ist
Ro(g3j42, 3(j+1)) = — bioao2y” — bioao1y — bioago + bo2ar1y®
+ bo2a10y” + bora11y® + boraioy + booai1y
+ booaio-

Nach der Division durch (y — yo1) erhalten wir:

Re(g3j42,93(j+1))
(y — o)

= boaa11y® + (bo1 + Yo1bo2)a11y + bozaioy

— bioaozy + (boo + Yo1bo1 + yg1bo2)ai1
+ (bo1 + Yo1bo2)a10 — bioaor — Yo1bioaoz,
War
A (3J+2> = 59y + 519y + So.
Y —Yo1

Nach Koefizientenvergleich ist die Matrix des zugehorigen Glei-
chungssystems:

0 0 bo2 0 0
—b1o 0 bo1 + yo1bo2 bo2 0
—yo1bio  —bio  bo2ydi + boiyor +boo  bor + boayor O
Yo Yo1 T01Y01 o1 1
2901 1 Zo1 + Yo1 1 0

Diese Matrix hat die Determinante —bgab10(2y01b02 + bo1 + bo1)-
Der letzte Ausdruck ist aber genau die Summe der partiellen Ab-
leitungen Vo1 g3;42. Da Yo1 € q3j5+2 gllt, ist (2y01b02+b01 +b01) =
0 genau dann, wenn FPy; zweifache Nullstelle von g3;42 = 0 ist.

A. Hat die Quadrik g3j42 zweifache Nullstelle Py, dann ist we-
gen deg(ws;2) = 3
W3 42
P=7——"3
(Y — yo1)?
ein lineares Polynom. Somit konnen wir die y—Koordinate
des anderen Punktes Pyz in supp(Ds,;+2) ohne Faktorisierung

bestimmen. Wir erhalten D3(;41) = 3Fp1 + Fp2 und wenden
darauf wieder Satz 2.14 an.
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B. Fiir den Fall, dass FPy; kein Verzweigungspunkt ist, ist die
Determinante des Gleichungssystems ungleich Null und wir
konnen es eindeutig 16sen.

Hierbei miissen wir ein 4 x 4— Gleichungssystem lésen, da der
Hauptkoeffizient von gs(j11) = 1 ist und wir miissen prak-
tisch nur vier Koeffizienten bestimmen.

O
Im jeden Schritt des Algorithmus wird hochstens ein lineares Gleichungs-

system mit 4 x 4 Darstellungsmatrix gelost und Polynome vom Grad 3
faktorisiert. Diese Polynome kommen aus den Formeln:

o Rx(cv qu)
Wp; 4 = T
und
_ Ra:(Cv qu)
uDj+1 = T

In gewissen Fillen tretten als Nullstellen der Polynomen auf, Elemente
einer endlichen Erweiterung des Grundkorpers F,.

Beispiel 2.17

C sei durch die Gleichung y* = 2® — 1 definiert und F, = Fa7.

L[ (€50 [2 [ (¢ 3 | (€8,¢) |4 | (€,¢7)
5. | (¢5.¢%) [6. [ (€6 [ 7. [ (¢5.¢") [8. | (¢F¢%)
9. | (€1%,¢%) [10.]( ) [ 11| (¢M.¢7) [ 12 ] ( )
13. [ (¢%,¢%) [14. | ( ) [ 15 | (¢%°,¢*%) [ 16. | (¢*%,¢*)
17. | (¢%,¢%) [ 18. | (¢*,¢*%) [ 19. | (¢*9,¢%) | 20. | ( )

= G

21. | (¢%,¢12) | 22 23. | (C7, ¢y | 24,
25. | (C*%,¢%) | 26. 27. [ (1,0) | 28] (0,1)

Die obige Tabele enthélt die Punkten von C iiber Fo7.
Wir betrachten den Divisor D = P; + Py + P3 + P4 mit

Pi=(¢h0  =(C+20+2,0),

P =(¢"¢%) =1(20+2,2¢+2),
Py=(¢"¢%) =(C+1,°+¢+2) und
P4 _ (413,<13) — (272).
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2.2 Reduktionalgorithmus in der jakobischen Varietéit von
y* = p3(z,2) = 232 + agr?2? + a1223 + apz?

Um qD(x, y) = a02y2 + ap1y + a11xy + a10x + agp zu bestimmen, miissen
wir das folgende Gleichungssystem losen:

¢2 ¢ 204+2  (2420+2 1\ [ap 0
C+2c+1 20+2  ?+2A+1 2¢ +2 1| | a0 0
20 +1  CPHC+2 2¢? ¢2+1 1| ]an|=1]0
1 2 1 2 1 aio 0

0 0 0 1 1/ \ag 0

Wir erhalten als Losunng
(@02, a1, 11, 10, age) = ((C* 4+ 2)t, (C2 + ¢ + 1)t, Ct, 2t, 1)
und nach Normieren des Hauptkoeffizient a1
(@02, ao1; a11, aio, ano) = (€%, (2¢* +2¢ + 1), 1, (¢* +2¢), (2¢* + ().
Die Quadrik von D hat die folgende Form
ap(w,y) = Cy* + (207 + 20+ Dy + 2y + (¢ + 20)2 + (2¢* +¢).

Wir m8sen jetz iiberpriifen, ob ¢p in lineare Faktoren zerfahlt. Dafiir be-
rechnen wir den folgenden Ausdruck:

(Z%ang + a%laoo — a11a01a10 =1+ 2C2 + C - <2 —-1= <2 + C 7& 0

Daraus folgt, dass gp unzerlegbar ist.
Als néchstes wollen wir D; bestimmen. Dafiir bestimmen wir up, und
wp, nach Satz 2.13:

_ Ry(cﬂ QD)
up, = =
wp, = Ra(Cap) (gl;qD )

Wobei es gilt:

R, =227+ (2¢% + ¢+ 1)2® + (2¢* + 2¢ + 1)2® + (2¢% + ¢ + D)a* + 2¢2?
+(CHCH+2)2+ (20 +C2+2,
Ry =2y" + (P 4+ Oy° + (2% + ¢+ 2)y* + 2¢y°

Daraus folgt, dass die restliche drei Punkte, die zu dem Schnitt C' N gp
gehoren, die folgende Form haben:

Q1 = (21,0),Q2 = (22,0),Q3 = (v3,0), 27 =0, i=1,2,3

D =Q1+Q2+Q3

Hierbei miissen wir zu der Erweiterung Fo7(£), mit €3 = 1, iibergehen. Als
néchstes wollen wir ¢p, , die Quadrik von Q1 + Q2+ @3+ 2P bestimmen.
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2.3 Additionsalgorithmus

Sie hat dreifache Nullstelle in (1,0). Wir erhalten, dass gp, = y>+2zy+y

1st.
Es bleibt nur noch Dy zu berechnen. Nach Satz 2.13 gilt
R ,C
up, = 8220 (e )
R.(4p,,C
wp, = Belep,,0) _ yi(y — 1),
wp

und nach Einsetzen in gp, = ¢p, erhalten wir den reduzierten Divisor:

D2 = 2(13 O) + (23 1) = 2(1’0) + (Cl3a C26)

2.3 Additionsalgorithmus

Nachdem wir den Reduktionsalgorithmus eingefiihrt haben, konnen wir
die Divisoren formal addieren. Der entstandene Divisor vom Grad > 4
wird danach reduziert.

Eine andere Moglichkeit, im Sinne der Punktaddition auf elliptischen Kur-
ven, ist die geometrische Konstruktion des Additionsdivisors. Dieses Ver-
fahren ist in Fast Arithmetic on Jacobians of Picard Curves angegeben. In
diesem Artikel wird darauf hingewiesen, dass der Additionalgorithmus sich
auch fiir nicht hyperelliptischen Kurven eignet. Im Fall von nicht hyperel-
liptischen Kurven werden die Sekanten und Tangenten mit Quadriken und
Kubiken ersetzt. Seien Dy, Dy zwei reduzierte Divisoren. Nach dem Satz
von Riemann-Roch existiert immer eine Kubik ¢, die durch die Punkte
P;,Q; mit P; € supp(D1),Q; € supp(D2).

Die, in diesem Kapitel, eingefiihrte Reduktions- und Additionsalgorithmen
bieten eine elegante Mo6glichkeit Punkten in den Jacobischen Varietidten
von nicht hyperelliptischen Kurven vom Geschlecht 3 zu addieren. Die
Grundidee ist eine Fortsetzung der geometrischen Addition von Punk-
ten auf elliptischen Kurven. Diese Konstruktion lédsst sich leider nicht auf
hyperelliptischen Kurven vom Geschlecht 3 iibertragen, auf Grund des
hoheren Grades der Kurvenfamilie.

Wir erhalten einen effizienten Algorithmus, wobei in jedem Rekursions-
schritt hohstens ein 4 x 4 lineares Gleichungssystem gelost wird und zwei
Polynome 3. Grades faktorisiert werden. Die bei der Faktorisierung ent-
standenen Werte, gehoren im schlimsten Fall zu einer endlichen Erweite-
rung des Grundkorpers F,.

Die Grundidee des Algorithmus ist die eindeutige Darstellung jedes Divi-
sors D als Tupel von sogenannten Koordinatenfunktionen (up,wp,qp).
Diese Darstellung wird zum ersten mal von D. Mumford in Thata Lectu-
res on Theta II fiir hyperelliptischen Kurven verwendet. Sie ist auch der
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nungen in den Jakobischen Varietéten einiger nicht hyperelliptischen Kur-
venfamilien vom Geschlecht 3 durchzufiihren. Somit erhalten wir weitere
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