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Die vorliegende Arbeit setzt sich als erstes Ziel, das Potential des
Ellipsoids durch Lamé'sche Funktionen auf dem Wege darzustellen, der

von Heine in seinem Handbuch der Kugelfunktionen angedeutet, aber

nicht ausgefiihrt ist. Der Lisung dieser Aufgabe ist der erste Abschnitt
gewidmet. Es soll darin zunichss ﬁi;;Hpme ] Entwmklung der reciproken
Entfernung T zweier Punkte nach Liame’ schen Prudukten die erforderliche
nihere Begriindung gegeben vkt alsdakid * die Entwicklung der Kugel-
funktionen nach Liamé’schen Pnilﬂftbn";nuﬁm'lﬁh behandelt werden, um
dabei einige der Resultate, w ch? f;qh, im. 34 JKap. des zweiten Theils
des ersten Bandes von Heine's dbuc.h ﬁnden richtig zn stellen,

Bei der eben angedeuteten nahen Verwandtschaft der Xugel- und
Lamé’schen Funktionen schliesst sich an diesen ersten Abschnitt natur-
gemiiss die Anfgabe, welcher der zweite Abschnitt gewidmet sein wird,
néimlich die Vergleichung der gewonnenen Darstellung durch Lamé’'sche
Funktionen mit der von Heine gegebenen Darstellung durch Kugelfunktionen.
Es wird sich dabei ergeben, dass die in der letzteren Darstellung auf-
tretenden Doppelintegi-a]e W, w, U, u, von denen die beiden ersteren bis
anf einen irrationalen Faktor ganze Funktionen sind, die beiden letzteren
elliptische Integrale erster und zweiter Gattung enthalten, sich als lineare
Funktionen resp. der Lamé’schen Funktionen erster und zweiter Art
darstellen lassen, und dass also anch umgekehrt die verschiedenen Klassen
der Lamé'schen Funktionen erster Art sich als lineare Funktionen der
W resp. w, die Lamé'schen Funktionen zweiter Art sich als lineare Funk-
tionen der U resp. u darstellen lassen, und dass die Coefficienten dieser
Entwicklungen sich in sehr einfacher Weise aus den bei der Entwicklung
der Kugelfunktionen nach Lamé’schen Produkten anftretenden Coefficienten
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I. Entwicklung des Potentials nach Lamé’schen
Produkten.

8§ I. VYorbereltung. -
Wir bezeichnen mit Heine die rechtwinkligen Coordinaten des an-
gezogenen Punktes mit x, y, 2z, die eines beliebigen Punktes mit a, b, ¢,

setzen
R=(@—at+@H—0)P+@—1c? TR=1.

‘Wir - nennen ferner unter den der anziehenden Masse nicht an-
gehirenden Punkten O diejenigen, welche im hohlen Raume liegen, die man
also nicht in's Unendliche filhren kann, ohne sie durch die Masse selbst
zu fiihren, innere, die anderen #Hussere, bezeichnen das Kirperpotential
mit ¥, das Flichenpotential mit v und hingen den Buchstaben V, v, O den
Index p, =, ¢ an, je nachdem es sich um inmitten der Masse gelegene,
Hussere oder innere Punkte handelt,

Wir filren nun die Ivory'schen Coordinaten ein, indem wir
setzen (¢ > b)

1) x=pcos?h, a=0cosY
y=7Vp* — bsinBcos §, Bm]/cr‘—b“sinw]cosm
2=Vp" —¢*sin Osin ¢, ¢ =)/o* — ¢*sin 7 sin @

Das Volumenelement im Punkte , b, ¢ wird dann in den Coor-
dinaten g, 7, w ausgedriickt, gleich

2) A sin 7 dn dw ds

4 = (a* — %) (6* — ¢*) cos®™) + o sin *1) [o® — b*sin *w — ¢ cos *w]

wo

. *
und es wird demnach das Potential V' einer Masse, die durch zwei con-
focale Ellipsoide mit den Achsen p =1, und p =1, begrenzt wird (1, > t,),
wenn wir mit & die Dichtigkeit .im Punkte ¢, b, ¢ bezeichnen:

_ sinydndwds
3) _ V=fkA.T _—Va‘lﬁ Vo=t

" wo die Integration nach ¢ sich von  bis t,, nach % von 0 bis %, nach
von O biy. 27 erstreckt.

n._ Wird die ellipsoidische Fliche, deren halbe Achsen tr, }1*— b?,
Yt =t si;t‘l, mit Masse von der Dichtigkeit » belegt, so findet man

A



T 2%

4) v=t)e -0t Vr’—?[/%Tsinndndm,
IR

wo e die Entfornung des Mittelpunktes von der Tangentialebene im Punkte
(r, , ©) bezeichnet.

Wir fiihren nun statt 6 und ¢ die elliptischen Coordinaten p und v
vermittelst der Gleichungen ein

5) 60892%3
sinﬁcostp—] Wb VB —ve
bVer — 2
. . I/cﬂ—-pi _.y's )
sin 0 sin
b= ch’—b’

und bezeiclmen durch e, £ und & die folgenden elliptischen Integrale, die
auf reellem Wege bis zu den reellen oberen Grenzen genommen werden:

e s

[t

Mit p, und v, mégen ferner zwei Grissen bezeichnet werden, die von
v und & ebenso abhiingen, wie p und v von 0 und ¢, und die vorstehenden
Integrale migen, wenn ju, v, p mit ft;, v;,  vertauscht werden, mit &, §,, &,
bezeichnet werden. Die ganzen Integrale ¢ und §, d. h, bis p = ¢ oder
v=1"0 genommen, migen « und & heissen. Dann ist

6) A=(@—p) @ —vi), sinydgdo=q—v)ded

Endlich bezeichnen wir nach Lamé’s Vorgang die Lamé’schen Funktionen
erster Art, d. h. die 2% -~ 1 ganzen Funktionen von p, }/p. — b, Vet —pt p. )
welche der Differentialgleichung

d? Em) o dE 1)

7 W= =) T r @Y =¥ —c) 5

+[(b'-{-c’)v,--"(’*+J)P’]E(P)=0

geniigen, mit E™ (p). Sie zerfallen, je nachdem sie ganz in p, oder noch

einen der Faktoren Jp* —b%, Jp*—¢*, Yp' — ¥ Yp* — ¢, afthalten,
i 1*
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. dass plil_nmp" TR (p) =

— 4 —

in 4 Klassen K(p), L(p), M(p), N(p), denen, wenn o zur Abkiirzung

12 n oder % (n — 1) vorstellt, je nachdem » gerade oder ungerade ist, resp.

6+1, n — 5, n — 0o, c Individuen angehtren. Dementsprechend wollen
wir die Individuen

der Klasse K mit E,, E,, . . . .. ... Es,
die der Klasse L mit Eo 41, Ea4s . . . . . E,,
die der Klasse M mit By, 4, Eyqe . . . . . By _a,

die der Klasse Nmit By _ g1, Foy_ o2 . Epy

bezeiclnen, wobei wir uns noch frei halten, den Buchstaben E durch das der
Klasse eigenthiimliche Funktionszeichen zu ersetzen., Den willkiirlichen
Faktor der Funktion E, () bestimmen wir so, dass

& w
8) S [ —v) (B (0 B ) de =1

wird, und bezeichnen den so bestimmten Coefficienten der hichsten Potenz
in B () mit ¢!”, Damn ist limo " E{” (o) =¢{"-

g=00

Die Differentialgleichung 7) nimmt noch folgende Formen an:

7a) PEY e+ Dt — @+ o] B =0
und
2O i+ 1)y = @+ ) o] E() =0

Sie besitzt als zweites partikunlives Integral eine nach absteigenden
Potenzen von p fortschreitende Reile, .welche mit der — (» + 1) Potenz
begiont und Lamé’sche Funktion zweiter Art heisst. Wir bezeichmen

sie nach Heine mit F{ (). Bestimmen wir den willkiirlichen Faktor so,

i-) wird, so wird (.1, 385)%)

9)  FP@=0@r1+DE"p [
. 0 ( E!

(P)) V_ Ve = ¢

Um nun die Awusdriicke ¥ und » nach Lamé’schen Produkten

EM™ (W E®(v) zu entwickeln, haben wir zunichst T' nach solchen Pro-
dukten zu entwickeln.

*) Wir citiren hier und im Folgenden kurz H. I, 385, statt Heine:

Handbuch der Kugelfunktionen, Bd. I, pg. 385.
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§ 2. Entwickeiung von T nach Lamé’schen Produkten.
Die Darstellung von T durch Lamé’sche Produkte suchen wir mit
Heine (H.II, 171—38) durch Integration der Differentialgleichung

rT o  o:T
AT= 5m’+ay’+az= 0

zu gewinoen. Transformirt man die Gleichung zunidchst in die Coor-
dinaten p, ., v, so erhilt man:

2yt £ STY y? =
10 @ e - O+ — ) S =
Denkt man sich nun 7' mach Kugelfunktionen von 6 und ¢ in die
Reihe entwickelt :
oo
T—=X 7%

n=0

und alsdann Z™ nach Lamé’schen Produkten entwickelt:
' n
z"=3CE" () B (v,
§=0

wo nun W nur noch p, o, |, v enthilt, so findet man, dass

azwd

11) -

—r+1)p— @+ )] T=0

sein muss, d. h. W geniigt als Funktion von p der Differentialgleichung
der Lamé’schen Funktionen, W' muss also die Form haben:

U =a B () + b F” (o)

Setzen wir voraus, dass o < p sei, so darf W E nicht enthalten,
weil T und folglich Z® und folglich W fiir p = co verschwinden muss.
Man hat also a =0 zu setzen und findet dann, dass Z® in Bezug auf
g, b, v die Form hat: :

25
19) ZO=ZHV EP ) EX ) Y )
=0

5™ enthilt nun noch die Variabeln o, jt, v,. Eine einfache Rechnung zeigt,
dass 7' symmetrisch ist in Bezug auf p und p,, v und v;, p und g. Aug
den beiden ersten Eigenschaften folgt, dass

bf") Ef"] (P'l) E“‘}(V ) (Dt'")

M
[

3
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wo @™ noch eine Funktion von 5 ist. Aus der letzten Eigenschaft folgt,
dass T auch der Differentialgleichung 10) geniigt, wenn wir in derselben
statt § §, setzen, und daraus folgt dann weiter, dass bg") der Diffential-
gleichung 11) geniigen muss, wenn wir darin statt p nnd E resp. o und §;
setzen, Demnach hat @™ die Form:

=" E” (o) + 1" F{” (0)
wo g(.") und hi") Constanten bedeuten. Wir haben demmnach
n
ZU=2 BV B 0) B () B () Fip) (037 B0) + 1Y FLY (@):
=

Nun sagt Heine (H.II, 172), dass 2y Null zu setzen ist, weil T
fir ¢ = ¢ endlich bleiben muss. Dieser Schluss wiirde aber nur dann
gerechtfertigt sein, wenn Fﬁ")(o‘) fiir den singnliren Punkt o =¢
unendlich wiirde. Die determinirende Fundamentalgleichung der Differential-

"gleichung 7) fiir den singuliren Punkt p=¢

AR =D+ iA=20 - =0

zeigt uns aber, dass wir zwei Fundamentalintegrale erhalten, indem wir
sotaen: =), ta=—ody @,

wo ¥ und ¥, nach positiven Potenzen von p — ¢ entwickelbar sind und dass
also filr p=c¢ kein Integral der Differentialgleichung 7), also auch nicht
FE") (p) unendlich wird, Dasselbe Resultat wiirde man (selbstverstiindlich)
erhalten, wenn man versuchen wollte, das Integral der Differentialgleichung 7)
nach aufsteigenden Potenzen von p — ¢ zu entwickeln.

Man kann iibrigens die Endlichkeit von F¢” (c) anch direkt aus dem
Tntegralansdruck 9) beweisen, Ist E™ eine der Funktionen K oder L,
g0 verschwindet der Nemner unter dem Integral mur fir p=c, da die
Wurzeln von E?"(p) = 0 kleiner als ¢ sind, und auch nur durch das Ver-

schwinden von }/p —c. Das Integral ist also endlich und demnach auch
F® (c) endlich. Ist dagegen E™ ecine der Funktionen M oder N, so erlangt

© F®(p) fir p = ¢ die Form 0. 00, Setzen wir

EP@=Ve' =5 )
%o verschwindet H'™ nicht fiir p — ¢, (H. I, 376) und wir erhalten:
an} (?) =(2n + 1) E(ﬂ} {P) dp
o ’ J Ve =o' Vo= (BP0
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Indem wir unter dem Integral Zihler und Nenner mit p multipliciren
und partiell integriren, finden wir:

FPp) == @+ 1) EP(p) / 7=

d
eVet — b B (o) - (PVP’~b“(H‘“’(PJ) )

Das hier vorkommende Integral bleibt fiir p = ¢ endlich, und da EM (@) =0,
so verschwindet das zweite Glied fiir g=¢. Da das erste Glied endlich
bleibt, so ist also anch in diesem Falle F.(")(c) eine endliche und, wie wir
hinzufiigen, von Null verschiedene Grisse.

Die Heine’sche Behauptung, dass die Constanten kﬁ") verschwinden
miissen, ist gleichwohl richtig. Das Verschwinden derselben folgt nimlich
aus der Bedingung, dass die Differentialquotienten von 7 nach jeder
Richtung fiir alle Werthe von o und p, endlich bleiben miissen. Bezeichneh

wir die Richtung einer beliebigen von dem Punkte (g, v, @) ausgehenden
oT 1 oR
Linie mit », so ist =R ar’

Winkels, den die von dem Punkte (p, 8, ¢) nach dem Punkte (o, 1), w)

und %? bezeichnet den Cosinus des

gezogene Linie mit der Richtung » bildet. 2\_31 kann also nur unendlich

werden, wenn R =0 wird, Zu unserem Beweise geniigen nun die beiden
Richtungen, welche von den Normalen, die im Punkte (g, v, w) anf
den Fldchen ¢ = const. und j, = const, senkrecht stehen, gebildet werden,
Wir wollen diese beiden Normalen mit resp. pn und po bezeichnen. Zugleich
wollen wir zeigen, dass das erste Glied des obigen Ausdrneks fiir Z( der
Bedingung der Endlichkeit geniigt. Es ist Z® von der Form:

Z(") 2 G(“) E(“] (I"") E("} (C) -+ H[“) E(ﬁ) (P’ ) F(DI] (G’)

Ferner ist
PEM _ Vor—b* Yo — ¢ g2
e iVe s
also:

Zm W g T p— dE(’"(a)
o2 _ 3 gp V2BV —c g, )2

on s=0 V.;,l _T Vgs — y
— v Vo' — dF"(9)
+ H(ﬂ) VU' b? c? E(ﬁ)( y&7s
. Vo—wVov = @
Wir behaupten nun, dass in den Punkten o = ¢, ft, = ¢, d. h, in den
Punkten ¢=c, w=0, in den Punkten der Elhpse + mlln;;#o

e — bt
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