iber die Restabschitzang
bei asymptotisohen Darstellungen der Integrale
linearer Differentialgleichungen zweiter Ordnung.
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Die folgenden Untersuchungen, die begonnen wurden
infolge einer Anregung des Herrn Professor Dr. Kneser, be-
zwecken eine Erginzung zu einigen der Resultate, die Herr
Kneser in vier Abhandlungen niedergelegt hat!). Es sei mir
gestattet, dem genannten Herrn sowie Herrn Professor Dr.,
Schottky fiir die vielfache Teilnahme und Forderung, die -sie
mir erwiesen, an dieser Stelle meinen ehrerbietigsten Dank

auszusprechen.

1) Eneser, ,Untersuchung und asymptotische Darstellung der Inte-
grale gewisser Differentialgleichungen bei grofen reellen Werten des
Arguments“. Crelles J., Bd. 116, 8. 178—212; Bd. 117, S. 72—108; Bd. 120,
S. 267—275; Math. Ann., Bd. 49, S. 883—399.



In neuerer Zeit hat Herr Poincaré fiir Fille groBerer
Allgemeinheit divergente Reihen zur Darstellung von Funktionen
benutzt. Dabei hat er eine Definition gegeben, die auch die
frither bekannten Fille dieser Art wie die Maclaurinsche
Summenformel, die semikonvergenten Reihen in der Theorie
der Besselschen Funktionen und die Stirlingsche Reihe mit-
umfelt, die Definition der asymptotischen Darstellung. Eine
Funktion J sei lings einer sich ins Unendliche erstreckenden
Linie eindeutig definiert. Dann stellt eine Reihe

A, A
Ao+—;“*+‘x—,-+...

worin die Summe der n-+1 ersten Glieder mit S, bezeichnet
sei, die Funktion J (x) lings dieser Linie asymptotisch dar, wenn
fiir jedes n

A) lm x©»(J—8,) =0

X = oo

ist, wobei der Grenziibergang lings dieser Linie vollzogen wird.
Wird der Grenziibergang lings einer andern Linie vollzogen,
80 braucht die Gleichung A) nicht mehr zu bestehen; es kann
aber einen Sektor in der Ebene geben, innerhalb dessen die
@leichung besteht: fiir das Gebiet dieses Sektors wird dann die
Funktion J durch S asymptotisch dargestellt sein.

Aus der Definition geht hervor, daB eine bestimmte stetige
Funktion in einem bestimmten Gtebiete nur eine asymptotische
Darstellung haben kann., Dies gilt sogar dann, wenn wir dies
Gebiet nur auf eine Linie beschriinken, die ins Unendliche geht.
Denn gesetzt, J (x) lasse lings dieser Linie zwei asymptotische
Darstellungen zu, so miiten die beiden Gleichungen bestehen



J(x)=A.,+A‘+A“+ +A“+”(x)

=B+ " -+-—B—’+ + cix)

wobei 4 (x) und {(x) auf dieser Linie sich der Grenze 0 beliebig
nihern. Aus den (leichungen folgt

AI_BI+..+-A-R“‘:Bn+ q(x)-:f(x}
X X X

55 A.D"‘"—Bo+

F®) —9@ = (As—B)x*+ (A, —B)x* ' +..+ A, — By

d. h. () —9(x) ist eine ganze Funktion von x. Eine ganze
Funktion von x kann sich aber fiir wachsende Werte von x
nicht beliebig der Null néhern, ohne identisch null zu sein; es
ist daher

AomBn A;=Bi..An=BnW.Z.b.W.

Umgekehrt aber gehort eine asymptotische Darstellung
nicht blof zu einer Funktion; denn wenn J (x) fiir positive
reelle x der Bedingung geniigt

lim x» J(x)—m_ﬁ—ﬁ—..__)z

2
X= 00 X X

so geniigt J(x) 4 C e~ offenbar derselben Bedingung.

Die irregulédren Integrale einer linearen Differentialgleichung
mit rationalen Koeffizienten lassen sich nun nach Herrn Poin-
caré’) in der Umgebung eines singuliren Punktes, fiir welchen
der Punkt x = oo angenommen werden kann, asymptotisch dar-
stellen. Sei

a—
Pa®) -G A Pac s @) ST+ + BT 4 By =0
die vorgelegte Differentialgleichung, worin die Koafﬁzienten
ganze Polynome von x sind, Wenn die Grade g1 der Poly-
nome P, den Bedingungen geniigen: gn_1 =< gn— 4, 50 gibt es

) Poincaré, American Journal, Bd. VII, 1885. — Acta Mathematica
VIIIL, 1886, — 8. a. Picard, Traité d’analyse III, Chapitre XIV.
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n unabhiingige Losungen der Differentialgleichung, die sich
darstellen lassen in der Form: x*®, wo r eine Konstante und @
entweder eine in der Umgebung des Punktes oo regulire
Funktion von x oder, in Ausnahmefiillen, eine ganze Funktion
von logx ist, deren Koeffizienten reguléire Funktionen sind.
Diese Integrale heiflen regulir. Ist die angegebene Bedingung
nicht erfiillt, wird aber der Grad von P, von keinem der P
tiberschritten, so kann man n ,Thomésche Normalreihen“ von
der Gestalt

@ (i)
eux xfi A0 4 —Ax‘ + A;,

bilden, die der Differentialgleichung formell gentigen, aber nicht
immer konvergieren. Herr Poincaré beweist, daf die Reihe

AO  A®
A L

x x?

Ao(i) -+

jedenfalls in der Umgebung von x == co innerhalb eines be-
stimmten Sektors eine Funktion ¢;(x) nach der oben gegebenen
Definition asymptotisch darstellt, Zur Herleitung und zam Be-
weise der asymptotischen Darstellung benutzt er die Darstellung
einer partikuliren Ldsung y; der vorgelegten Differential-
gleichung durch ein bestimmtes Integral fv (z) e**dz nach der
Laplaceschen Methode. Hierbei sind der Integrationsweg und
die Funktion v vollkommen bestimmt. Durch formelle Reihen-
entwicklung unter dem Integralzeichen und darauf folgende
Integration wird die asymptotische Darstellung von
_quY;E_ = ¢i(x)

gefunden. Diese Reihenentwicklung war bereits in #lteren
Arbeiten fiir den Fall der Besselschen Differentialgleichung
mehrfach behandelt worden!). Dabei war auch die Frage be-
antwortet worden, welchen Fehler man begeht, wenn man fiir
ein endliches reelles oder komplexes x an Stelle der Funktion

yi

e X xPi = tI‘i(x) i= 1,2

!) Hankel, ,Die Zylinderfunktionen erster und zweiter Art*. Math.
Ann,, Bd. 1.
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die ersten n—+1 Terma ihrer asymptotischen Darstellung
@ (]

A

xn

Anf!) _+_

setzt. Diese Frage wurde in neuerer Zeit von Herrn Jacobs-
thal in seiner Dissertation') in bezug auf die Differential-
gleichung

2

iy—l—(a—l—ﬂ—i—x)f—l—ay 0

beantwortet.

Herr Poincaré hat gezeigt, wie die Laplacesche Trans-
formation ausgedehnt werden kann auf alle Fille, wo die Koeffi-
zienten einer linearen Differentialgleichung rationale Funktionen
von x sind. KEine Ausdehnung der Laplaceschen Transformation
auf den Fall, wo die Koeffizienten nur durch Potenzreihen
gogeben sind, ist dagegen nicht bekannt.

Um fir die Integrale der linearen Dlﬁ‘erentlalglemhung
zweiter Ordnung

d*u du b b c
o T E bttt )—l—u(c‘,—i——i-+..)=0

A)
deren Koeffizienten Potenzreihen sind, die in der Umgebung
von X = oo konvergieren, die asymptotische Darstellung her-
zuleiten, waren daher andere Methoden erforderlich. Zuerst
wurde eine solche Herleitung von Herrn Eneser durchgefiihrt
unter der Voraussetzung, daff die Koeffizienten der Potenzreihen
reell sind, und daB die Variable x reell bleibt. Auf anderm
Wege gelangte spiiter Herr Horn zur asymptotischen Darstellung
im allgemeinen Falle.
Durch die Substitution

y_ue’S(ho+—+ )dx

wird die Differentialgleichung A) auf die Form
B 3 (a., + )

1) Veréffentlicht spiiter in den Math. Ann., Bd. 56.
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gobracht. Im folgenden stellen wir zuniichst allgemein eine
Roihenentwicklung auf, die formal der Differentialgleichung B)
geniigt, und betrachten die Formen, die man ihr geben kann,
wenn bestimmte Voraussetzungen iiber die Realitit der Koeffi-
zienten getroffen werden; dann setzen wir diese Reihen mit
gewissen Integralen von B) in Beziehung (§ 1). Diese Integrale
werden durch die Reihen asymptotisch dargestellt. Wir schiitzen
den Rest der asymptotischen Darstellung ab in den Fillen, die
Herr Kneser behandelt hat (§§ 2, 3). Zuletzt beschiftigen wir
uns mit der Abschitzung des Restes im allgemeinen Falle (§ 4).

§ 1
Die Differentialgleichung
7 =yt

bei der der Faktor von y eine in der Umgebung des Punktes
x = oo konvergierende Potenzreihe sei, wird formal befriedigt
durch jede der beiden Reihen

L e*Va—“‘xﬂﬁ(l +Ex‘—+{;—§—+..)

a, — —_
o e Vexx—1ya (1 + 2 )

Indem man in die Differentialgleichung fiir y die erste
Reihe einsetzt, erhilt man die Rekursionsformeln

2 Ve = "" _E%-a,
2.2V§;a, ( ).:1 8,

mL . . . .
2nVay an = [ —Ba— 1)“1+n(n—1}—a,] tn_1

— 830y 384 0p—-3— ..~ 8n.41.
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Die Rekursionsformeln fir o ey. . gehen aus den eben
angegebenen hervor, wenn man Va, mit —Va, vertauscht:

2n—1)a,

—2nVagan = -
%o 4 a, 2Va,

+n(n—1)—aq) @1

— a3 En__g--—m OCpn—3— .. 8n+41.
Man iiberzeugt sich leicht, daf die Reihen
14+ 3,
x X
und

1+ + s+ ..

in der Umgebung von x = oo nicht immer konvergieren. Setzt

man z. B. a; = a, = a; = .. = 0, so folgt
2 —
% __ 1 n—1- fad) ___(211 1-_)&1_&
On—1 2Va, 41 a, 2 nVa, n

und hieraus

. ®n  On—1
m —: =1 — ®

311
D=0¢x

fir jeden noch so groBen endlichen Wert von x. Dennoch
stehen die Reihen auch im Falle ihrer Divergenz in enger
Beziehung zu den Integralen der Differentialgleichung, der sie
formal geniigen.

Wir nehmen nun an, daB die Koeffizienten a4, &,.. simt-
lich reell sind, und unterscheiden die beiden Fille, ob a, positiv
oder negativ ist. Im ersten Falle ist Vao reell; wir setzen a, = a?

2“; 0, so da die Ausdriicke L und IL die Form annehmen

1+—“‘—+“—1+..).
X X

Ia. e = x° (1+ +
a=>=>0.

IIa. @—axx—r
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Die allgemeine Rekursionsformel fiir die « lautet dann
2aca = fole—2n+1)+n(@m—1)— ) aa
— 8y dn—3— 84 Gn_s— .. — 8 01 —Bat1
Ola. —Zaen = {gle+2n—1)+nn—1)—a) an—1
- _as;nAi_aﬂ;;nms"”-n_a-nl;l‘“-an-l-l
n=123.. @ = ay = 1.

Man sieht, daB o, @y ¢;.. sowie @, wyoy.. samtlich reell
werden, .
Im zweiten Fall ist Va, rein imaginir; wir setzen

& = —al
_m __m
2iVa, - 2a  °

Die Ausdriicke 1. und II. lauten dann
elax+slgx) (1 + B )
x x!
e ifax+rlgx) (1 -s—E‘; 4+ + .. )
x x?
und die Raku}'sionsfo;meln I11., welche die Form annehmen
2inay = {g(—e¢—+[2n—1]ig)+n (n — 1)-—a,}an_1
— By _3— B Un_ 3= ... — 8@ — 8n.41
IIb. —2isan = {e(—e~+[2n—1]ig)4n(n—1)—gylan—
— By 0n 3 — B @5 — ... —Bn @ —Bn4q
n=123... @ =1

zeigen, daB @, und e konjugiert komplexe Werte haben. Wir
erhalten daher Reihenausdriicke mit reellen Koeffizienten, wenn
wir die halbe SBumme und die halbe Differenz der konjugiert
komplexen Ausdriicke I. und IL bilden. So ergibt sich, wenn
am = fm + 1ym gesetzt wird:
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ﬁs

Ib. cos(ax + glgx) (1—1— + 5+ . )

—sin (ax + olgx) (y' + )

IIb. cos (ax + olgx) (h + 2 4. )
. ﬂ ﬂs
~+sin(ax + olgx) (1 + - 7+ .

Die Integrale der Differentialgleichung B) zeigen fiir grofie
‘Werte von |x| bedeutende Ahnlichkeit mit den Integralen der
Differentialgleichung

B) ¥ = ay.

Im ersten der von uns ausgezeichneten Fille hat die Glei-
chung B,) zwei Hauptintegrale e** und e~?*, worin a reell und
positiv ist; das erste wiichst mit zunehmendem positiven x iiber
jede endliche GroBe, withrend das zweite mit wachsendem reellen
positiven x sich der Grenze Null niihert. Dagselbe Verhalten
zeigen zwei Hauptintegrale der Gleichung B) im ersten Falle!).
Im zweiten Falle lautet das allgemeine Integral von B,))

c cosaxX -+ ¢, sinax,

Jedes reelle Integral von B,) hat daher dann bei wachsen-
dem x unendlich viele Nullstellen und bewegt sich zwischen
endlichen positiven und negativen Werten hin und her; dies
trifft auch bei den reellen Integralen von B) im zweiten Falle
zu, den wir den oszillatorischen Fall nennen.

Wir beginnen mit der Diskussion des oszillatorischen
Falles, Multiplizieren wir die Ausdriicke Ib. und IIb. mit zwei
Konstanten g, und », und setzen dabei

o B + Vorm = pm
IV. — o ¥m —+ Vo fim ¥m
ax-+oelgx = &

1y Der Beweis dafiir ergibt sich aus der in §§ 8, 4 diskutierten Dar-
stellung der Integrale. Direkter Beweis in Crelles J., Bd. 116, 8. 181.
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8o erhalten wir den Ausdruck
R = cos & (m+%-+$—+ . ) —l—sin&(v.,-{-—’;‘——!— . )

welcher der Gleichung B) formal geniigt. Diese Gleichung
schreiben wir hier in der Form

0 Wy = y"+y(a=-—‘—3',n-—..) = 0.

Es ist zu beweisen, daf das allgemeine Integral von C)
durch den Ausdruck R asymptotlsch dargestellt wird, Wir
setzen

Uy = cos ¢ m+ﬂ+..+~’i§~)+3in3(vu+ﬂ+. . +v_:
x x x x’

und wollen zeigen, es existiert ein Integral y von C) derart,
daB die Differenz
Y—Un = Zn

die Bedingung erfiillt lim x» z; = 0'). Zu diesem Zwecke bilden
wir die Differentialgleichung, der die angegebene Differenz z,
gentigen muB, wenn y irgend ein Integral der Gleichung C)
bedeutet. Durch Einsetzen von u, + z, fiir y in die linke Seite
von C) ergibt sich

W(y) = W(ta) + W(za) = 0

tp‘(zn) = -— q’(un)

Hier ist ¥ (u,) eine bestimmte Funktfion von u, und mit-
hin von x, die infolge der Festsetzungen iiber u, die Form hat

*)

xo+2

¥ () = n(_,_ ) cos & + — 5

wobei P, (%) und P, (—E) Potenzreihen bedeuten, die nach

1} Das Zeichen lim mdge hier wie fortan immer, wenn keine andere
Bestimmung getroffen wird, den Grenziibergang von x ins Unendliche
lings der reellen positiven Achse bezeichnen.
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fallenden Potenzen von x fortschreiten und fiir groBe Werte
von x konvergieren.

Die nicht homogene Differentialgleichung C,), der z, ge-
niigt, 1dBt sich integrieren, wenn man die zugehirige homo-
gene Gleichung

" | e S B j—
C) y+y(a - .. 0

integrieren kann, dies aber ist eben die vorgelegte. - Seien nun
Y; und Y, zwel unabhiéingige partikulére Integrale dieser (ei-
chung C), fiir die also

Y; Yg' - Ys Y]r = 4

von null verschieden ist, so erhélt man als ein partikulidres
Integral von C,)

Ty = — —f—;— Sx Y, ¥ (ua) dx—i—l} j.x Y, ¥ (1) dx.

Durch wirkliche Ausfithrung des Grenziiberganges beweist
Herr Kneser?), daf lim x®z, = 0 ist, und daB mithin das ent-
sprechende Integral von ()

Y = Un + Zn

im Sinne Poincarés durch R asymptotisch dargestellt wird. Wir
werden diesen Beweis nicht voraussetzen und in § 2, von der
obigen Darstellung von z, ausgehend, fiir endliche reelle positive
Werte von © den Wert von z, abschéitzen. Damit werden wir
von neuem die Griiltigkeit der asymptotischen Darstellung be-
weisen.

Fiir n = 0 miissen wir jedoch den Beweis der asymptoti-
schen Darstellung durch direkten Grenziibergang fiihren.

Nimmt man von der Reihe R nur die Terme, welche keine
negativen Potenzen von x enthalten,

U, = pocos & - »8in 9
y p -+ Zo

so erhilt man durch Ausrechnung

I

1y Crelles J., Bd. 117, 8. 80—92; Bd. 120, S. 272.



v = wrufe— - n )

2
— — cos & | M0 +"09+31+ _s_a‘+ ]

2 —
_mapopw+&+%+%+¢
X X

— T el + [%)]) (Je*] = lo]) =+ s
5|wm)tdx<2§x ol) Le
sl
X

wenn das Integral von einem reellen positiven x an lings der
reellen positiven Achse erstreckt wird. Es folgt

lim & () =

1im5 | (u)| dx = 0.

Nun ist
tg = — b 5 ¥, () dx + - 5 Y, w(u) dx
zo———uj' Y, 0 (u) dx + 2 S Y, % (u) dx.

Es gibt nun fiir jedes oszillatorische Integral y eine end-
liche positive GroBe C, die von |y| und |y'| nicht iiberschritten
wird, wenn x von einem bestimmten reellen positiven Werte an
ins Unendliche wichst (5. § 2). Wenden wir dies auf Y; und
Y, an, so folgt '

1% l<2°’°’ 5 | (ug)| dx

G o0
lzu'l<2—c'4—’5. | (ug)| dx,

x



also
lim zy = 0 lim z = 0.

Speziell gibt es zwei Integrale (vergl. Ib. und ILb.)
Y, = cos &+ ¢ (x)
Y, = sin ¢+ & (x)
fiir die lim ¢ (x) = lim & (x) = lim &' (x) = lim &' (x) = 0 ist.
Ihre Determinante
g = Yl Y,' —Y’ Y‘f

die konstant sein muf, hat den Wert — a, wie man durch Ein-
setzen und Ausfiilhrung des Grenziiberganges x = --co findet.
Da 40 ist, so sind Y, und Y, voneinander linear unabhingig.

Es mufl aber noch gezeigt werden, dal es fiir ein be-
stimmtes n nur eine Funktion z, gibt, die sowohl der Differen-
tialgleichung C,) wie der Bedingung lim x"z, = 0 geniigt, und
gleichzeitig, daB die Funktion

¥ = Un—+%n

von n unabhingig ist. Andernfalls wiirde es zwei voneinander
verschiedene Integrale geben
Y1 = ppcos & 4 wysin & 4
Vs = pp €08 J = v, 8in F —+ 1
fir die lim ¢ = 0, lim g, = O ist, ohne dal 5 mit 4, iden-
tisch iibereinstimmt. Es muf dann auch die Differenz der
beiden Integrale
. Vi—=Ys = 0h— %
der Differentialgleichung C) geniigen, also auf die Form
C,Y,+CY,
gobracht werden kénnen. Es bestiinde mithin die Gleichung
h—1M = 0.0053‘4—O,Sin\?-}-—C;sl(X)'i'onﬂ(x)-

Da sich g, — g, mit wachsendem x der Null n#hert, so
miiBte auch der Ausdruck auf der rechten Seite dem Grenz-
wert 0 zustreben, daher miiBte, weil & (x) und & (x) fiir x = oo
verschwinden, die Bedingung erfiillt werden

lim. (C, sin & + Cyco8 &) = 0.



Da sich aber sin & und cos 4 mit wachsendem x keinem
Grenzwert nihern, so ist dies nur méglich, wenn C, =0, C; =0
ist, d. h. es muB g mit g, identisch sein.

Es kann daher, wenn p, und », einmal willkiirlich fest-
gelegt sind, nur ein Integral y von C) geben, welches durch R
asymptotisch dargestellt wird.

Im nicht oszillatorischen Falle 1i8t sich die Differential-

‘gleichung in der Form schreiben:

D) oy =y —y@+24+24 )=
X Xg

Da sie, wie erwithnt, sowoh! Integrale hat, die mit wachsen-
dem reellen positiven x sich der Grenze 0 annihern, als auch
solche, die mit wachsendem x jeden endlichen Wert iiber-
schreiten, so ist klar, daf die Integrale der ersten Art sich nur
durch konstante Faktoren voneinander unterscheiden kénnen.
Andernfalls gébe es zwei linear unabhingige Integrale der
ersten Art, und man miiite ein Integral der zweiten Art durch
eine lineare Verbindung jener beiden ausdriicken kénnen, was
unmdglich ist. Mit einem Integral erster Art steht in Beziehung
der Ausdruck ITa, (S. 11):

Ma. e = x?(1+4 424 ).
X X
Die Reihe

S=1+T+ G+

geniigt formell der Differentialgleichung D,)
O =u"—2 (a+*} u—u (a,m—g(g+l)+ = T o T+
die aus der Gleichung D) durch die Substitution y=e~2*x~?u
hervorgeht, so dal die Funktionalbeziehung besteht

@ (e~ 3%x~Pu) = e~ **x~ 7O (u).

Es ist zu beweisen, daf durch die Reihe 8 fiir grofle reelle
‘Werte des Arguments ein Integral u von D,) asymptotisch dar-
gestellt wird, das sich mit wachsendem x dem Werte 1 unbe-
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grenzt nihert und durch diese Eigenschaft, wie oben angefiihrt,
vollsténdig charakterisiert ist. Hierzu wird gesetzt!):

=1+
X

U = Up—+ Wn
y=e"2%xPu,+e 2Tx P w,
= @~ 3Xx~ Py, —+ Zn
dann wird
' D(y) = e~ 2Tx 7 @ () + @ (zn)
und da @ (y) = O ist

D(z)) = —e 2370 (ug)
m Zn — Zn (a’+ + T+ )—-—e“‘x—F@(un).

Sind Y, und Y, zwei unabhiingige partikulire Integrale
der Differentialgleichung

¥ —y (a’+ E'x'——i—%—l—..} =0

von der wir ausgegangen sind, so ergibt sich als partikuléres
Integral der Gleichung F)

Zy = —%lj‘Y,e—“x—"@(un)dx
x

+£5‘ Y,e"2*x—"@ (u,)dx
J x
wenn wir Y, Y, —Y,Y,’ = 4 setzen. Die so bestimmte Funk-
tion zn erfilllt die Bedingung

lim x"e2*xfz, = 0
wie durch direkten Grenziibergang bewiesen werden kann?®).
Hierans folgt unmittelbar

lim x2w, = 0

1) Math. Ann., Bd. 49, S. 890.
3) Math. Ann., Bd. 49, 8. 391—895.
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80 dal man sagen kann:
U = Up—+ Wn

wird duarch 8 fiir groBe reelle positive Werte von x asymptotisch
dargestellt. Die Gréle

U+ Wa n=0123...

ist notwendig von n unabhingig; wiren up + wp und uq + wq
nicht identisch gleich, so folgte, weil

lim (up 4+ wp) = lim (ug+wg) =1

ist, dal es zwei verschiedene Integrale u dar Gleichung

u"—2(a+—';)u’—- (M"‘ if;+)=0
x X x

giibe, die sich fiir wachsende positive Werte von x beliebig der
1 néherten, was nicht zutrifft (S. 18).

Wir werden in § 3 fiir endliche positive reelle Werte von
x die Grife z,e2*x? = w, abschitzen und durch diese Ab-
schitzung zugleich die Giiltigkeit der Gleichung

lim e2*xP+2 g, = lim x®w, = 0

anf einem neuen Wege beweisen.
Von den bisher betrachteten partikuliren Integralen der
Gleichung

D) y—y(a’—i— + T+ )—O

sind unabhiingig diejenigen Integrale, die fiir wachsende reells
positive Werte von x jede endliche Grenze iiberschreiten. Be-
trachten wir nun den Ausdruck Ia. (8. 11)

Ia. e*xxr (1 -+ — ~l- T+ )
so geniigt die Reihe

P =14 4B
x X

formell der Differentialgleichung
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D,) t"—!—?(a—l—-i—) (a" + b =0

die durch die Substitution y = e#*x#t aus D) hervorgeht.
Diese Differentialgleichung D;) fiir t hat nun im Gegensatz zu
der Differentialgleichung D,) unzihlig viele Integrale mit der
Eigenschaft, sich dem Werte 1 unbegrenzt zu ndhern, wenn
die unabhingige Variable auf der reellen positiven Achse ing
Unendliche wiichst. Ist n#mlich t ein Integral von D,) und
geniigt der Bedingung limt =1, so ist auch t + Ce~%3xx—%qu
ein Integral von D;) und geniigt derselben Bedingung. Hierbei
verstehen wir unter C eine beliebige Konstante und unter u das-
jenige Integral von D,), welches durch die Bedingung limu=1
eindeutig bestimmt ist. Durch die Reihe T wird nun die ganze
Gruppe von Integralen

t+Ce—2axx—2ry

asymptotisch dargestellt'). Wir miissen hier daher von einer
Restabschitzung absehen, wenn wir die unabhingige Variable
wie sonst auf reelle positive Werte beschrinken. In § 4 wird
diese Beschriénkung aufgehoben.

§ 2.
Als allgemeines Integral der Differentialgleichung
" 3 __ _I. — _h —
y + (a. - - -+. ) ¥y 0
hatte sich ergeben (S. 14)
Yy = Un—+2Zn
Ny, = cos 32 L
v=ﬂx v—-(l
oo oo
By == ——&5‘ Y’ W(un) dx +_Y_,5 Ylw(un)dx
4, 4 J,

1) Math. Ann., Bd. 49, S. 397.
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wobei

d=ax—4glgx o=—
ist, und % (u) den Ausdruck
u’'+u (a’ ————— ..
x

bedeutet. Fiir ¥ (ua) findet man durch Ausrechnung

2a(n+1)vaya
xa+2 + xo+3 -+ xu-+4

Dn+s Dn+4+“)

¥ (up) = cos 9 (

—2a(m+1)pni1
xn+2

~+ sin & -+

xu+38 -+ xo+4

und zwar ist allgemein der Wert von Cyym, Doym fir m >3

Cotm = — (Bmpta + 8mi 1 n—1+ oo = 8 n o)
Dn+ln = _(B'm n+8miyi1¥n—1+ ..+ Bm4n Vo)-

Setzen wir Cx + i Dy = Ex und ux + i vk = Ak, 50 kénnen
wir die Formeln zusammenfassen:

Eivm = —(@mia+8ms1dn—1+..+amind). m=3

Wir wollen den Rest z, fiir endliche reelle positive Werte
der unabhiéngigen Veréinderlichen abschitzen. Wir vergréfiern
den Ausdruck fiir z,, indem wir fiir jeden einzelnen Term seinen
absoluten Wert einsetzen.

2| <

¥,
4

§ i@+ |2

| 1w o ax)

Zuniichst ersetzen wir |% (u,)| durch eine einfachere Funk-
tion, die fiir alle positiven reellen Werte der Variabeln von x
bis +oco groBer als |¥ (us)| ist. Indem wir im Ausdruck fiir
¥ (u,) die GroBen cos ¢ und sin & durch die Exponentialfunktion
ausdrticken, erhalten wir:
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el —e~1¢ 2a(m—+1)r, Chts Cogse
W(up) = 2 ( x0+32 4 xnnIs + xn+4 + .
plit — g—iv 28.(11-}*1)}‘“4_1 Dpys Dnta
+ 21 (*' xo+2 -+ x:+s + x:""' +)

ei" 2a(n—+1)( Vn+1+1pn+l) Coys—iDpas
xn+! xﬂ+3

Cn+4— i ]jn+4

+H

—+..

)
)

e ' (2a(n+1)(#at1—ig+1) , Coss+1iDnss
2 xn+2 + xn+8

2&(11"‘ 1) u:n.;.l‘

xn+2

Bl , [Enrd

1’1’(11,.)“( xn+3 xo+4 +..

+

Es sei jetzt r eine solche Gréfle, dafl die Reihe
@ = 3+ +2 .

fiir alle Werte von x konvergiert, die absolut genommen grofer
oder gleich r sind, und sei g der grifte Wert den |f, (x)| auf
dem Kreise um den Nullpunkt mit dem Radius r annimmt,
80 ist
: - |aa] < gt

Eogm < W-ml M’n[ -+ ‘Bm+ll “vn—-ll b e |&m+n| !1«!

|4

o+ +““r}

< groen| i)+l AL

Setzen wir der Kiirze wegen

Il. llsl Uln?

| do| + - +.. 4+ =cem41)

so erhalten wir
|Botm| < (@m+1)eagra+e

2a(n+1) |1, ~+1 o8 ¥
oty < 22Ol BEHGEET [ L By,
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In der Formel fiir den Rest z, treten ferner die GriéBen
Y, und Y, auf, die irgend zwei unabhingige Integrale der vor-
gelegten Differentialgleichung

" L B | =
) y+yle+ o+ 0

bedeuten; wir suchen jetzt bekannte Funktionen, die fiir alle
reellen positiven Werte der unabhiingigen Variabeln von
X bis +oco grofer sind als zwei solche Integrale Y, und Y,
absolut genommen.

Um solche Funktionen zu finden, benutzen wir gewisse
allgemeine Betrachtungen iiber das Verhalten der Integrale
von O) fiir grole reelle Werte von x).

Das Fundament dieser Betrachtungen bildet ein Lehrsatz
von Sturm. Ks bestehe die Differentialgleichung

dﬂ
o yE@ =0

die reelle Variable x sei auf ein Intervall J beschriinkt, in
welchem, wenn man unter B eine positive Konstante versteht,

die Bedingung £(x) > B"
x

erfilllt sei. Dann lehrt jenes Theorem®), dall zwischen irgend
zwei Nullstellen eines Integrals der (leichung

w+Bw=20
jedes Integral y der Gleichung
y+fx)y =0

mindeétens einmal ‘verschwinden mufl. Sind daher xs,_2 xs,
irgend zwei aufeinahderfolgende Nullstellen von y in dem be-
trachteten Intervalle, so hat man, da

w = sin Bx
gesetzt werden kann

1 Crelles J., Bd. 117, 8. 78—84.
7 Sturm, Mémoire sur les équations différentielles du second ordre.
Lionvilles Journal, Bd. I (1836), 8. 125.
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?>Xm« — Xgy—2.

Fiir die Nullstellen von y ist auch y’ = 0, folglich y' ein
Maximum oder Minimum. Zwischen x3,..3 und x;, mufl ein
und nur ein Punkt liegen, fiir den y einen extremen Wert
(Maximum oder Minimum) annimmt, wie leicht zu sehen ist?).
Sei nun x3,..; dieser Punkt, so ist fiir ihn offenbar y' = 0.

X, x \_’/
B2 L Rgy42 X3utd

Durch Integration der Gleichung

('

Yy +yyi) =0
von Xgy-.; bis x3, ergibt sich
Y;’y = ng_l f(Eﬂi"'—l)

wobei Xz, 1< Fs,—1=Xs, ist. HEbenso findet man durch Inte-
gration von xz, bis X,

y;iv = y§u+1 f(gs")
X9y = Eov = Xgv 1.

Diese beiden Formeln gelten fiir jedes Integral der
Gleichung y" +f(x)y = 0. Um sie zur Restabschitzung im
Punkte x zu verwenden, miissen wir x einer Bedingung unter-
werfen.

Es sei § so groB gewiihlt, dal

flx) = o'+ b2 By
X X - X

1 Crelles J., Bd. 117, 8. 76.
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von x == ¥ an positiv ist und sich monoton verhilt, d. h. mit
wachsendem x entweder bestindig wichst oder bestindig ab-
nimmt. Mit B? bezeichnen wir dann den kleinsten Wert, den
f(x) im Intervall von & bis + co annimmt, so dal wir, wenn
f(x) darin bestindig abnimmt,

B = a;
wenn f(x) bestindig zunimmt,
B = V{(¥)

setzen kdnnen. Nun ist der Abstand zweier aufeinander folgen-
der Naullstellen eines Integrals y von C) im Intervall §...—4co
kleiner als 2—];-; im Intervall §...§ -%75- hat daher jedes Inte-
gral y mindestens zwei Nullstellen und daher jedenfalls eine
Stelle extremen Wertes, da zwischen zwei aufeinanderfolgenden
Nullstellen y immer ein Maximum oder Minimum hat. Wir
unterwerfen daher den Punkt x, fiir den die Restabschitzung
vorgenommen werden soll, der Bedingung

x;§+%‘~-

und sind dann sicher, daB sich fiir jedes Integral y ein Punkt
x, << x findet, der eine Stelle extremen Wertes fiir y ist, und
von welchem an f(x) sich monoton verhdlt. Die auf x, folgen-
den Stellen extremen Wertes eines Integrals y bezeichnen wir
der Reihe nach mit XyX3X;..=Xsy—1Xsyy1.. die dazwischen-
liegenden Nullstellen mit x,%,%s .. Xsy. . Aus den beiden
Formeln

Y;’, = Y:v+1f(§,,) Koy 1 < Epym1 < Xy < 8oy < Bavp1
Ve = ¥, £ _y) y=123..
ergibt sich durch Division
f(%av—1)
ygv-&-l = Y:u—l"_f”éy-

Jotzt unterscheiden wir, ob f(x) von & an bestindig ab=
oder bestindig zunimmt.
1) £f(x) nimmt von § an bestindig ab.



f(Eiv —-1)
f(ESv)

y‘;y+1>Y;v—l .

Dann ist >1

Die absoluten Werte der Extremwerte von y wachsen
also in unserm Falle mit der wachsenden unabhiugigen
Variabeln,

Nun hat, wie bereits angefiihrt, die Differentialgleichung C)
zwei unabhingige Integrale

Y, = sin 3+ ¢ (x) .
Y, = cosd+ & (x) § = ax+olgx

wobei fiir & (x) und s (x) die Beziehungen gelten

d g (x)
dx

. . d
= lim & (x) = lim d';“ = 0.

lim ¢ (x) = lim

Die Integrale Y, und Y, unterscheiden sich nun fiir hin-
reichend grofle Werte von x beliebig wenig von sin (ax + glg x)
bez. cos (ax + ¢lg x); daher miissen die absoluten Werte ihrer
Maxima und Minima fiir alle Werte von x, die oberhalb einer
gewissen Grenze liegen, sich beliebig wenig von 1 unterscheiden.
Nun werden in unserm Falle die absoluten Werte der Maxima
und Minima jedes Integrals y mit wachsendem x immer groBer;

ihr griéBter Wert fiir Y, und Y, im Intervallx . .. co ist mit-
hin 1. Einen groBeren Wert als 1 kénnen daher [Y,| und [Y,|
im Intervalle x . . . co iiberhaupt nicht annehmen.

2) f(x) nimmt von & an bestindig zu.

Dann st L82=1) 1, und aus der Formel

f (E! V)

f (v —1)
Y1 = Tivon '—f“é;“)*

folgt
V1 <Vhon b yiIZHi>y>..

Die absoluten Extremwerte von y nehmen mit wachsender
unabhiingigen Variabeln ab.

§ X X X X X3 O 0%
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Jeder Wert, den |y| im Intervall x ... occ annimmt, ist sicher
kleiner als |y (x,)|. Nun gilt

E<x <5 =<x,

‘Wir wollen rechts den Zihler vergroflern und den Nenner
verkleinern. Zunichst ist infolge unserer Voraussetzung iiber f(x)

£ (&) < £ (&)

Ferner wachsen die absoluten Extremwerte von y' mit
wachsendem x, denn es gilt

y;s” = y:v+lf(§zr)
y':l’+3 = y;v+1f(Egy+1)

y':v-l—s = y;r *

§2v+1>Elv

Die Ableitungen der beiden partikuliren Integrale Y, und

Yg sind
Y, = (a + i) cos ¢+ &' (x)
' x 4 = ax—+plgx

) o) . , a>0
Y, = —(a—!——;} gin & + & ()

lim &' (x) = lim &' (x) = 0.

Die absoluten Extremwerte von Y, und Y, werden sich
demnach fiur hinreichend groBle Werte von x beliebig wenig
von a unterscheiden; da diese Extremwerte absolut genommen
vom Punkte § an mit wachsender unabhéngigen Variabeln immer
wachsen, so ist a der gréfite Wert, den |Y,| und |Y,| im Inter-
vall ... co iiberhaupt annehmen kdnnen. Wenn wir daher
unter y eins der Integrale Y, und Y, verstehen, so folgt aus T)

al
¥ (%) << W

und im ganzen Intervall §... oo gilt

a

Yl <L_ Y, —_—
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Die so gefundenen Vergleichsfunktionen fiir Y, und Y,
sowie die Vergleichsfunktion fiir & (u,) (S.23) setzen wir in
die Ungleichheitsbeziehung fiir den Rest

dy+|

S Y| | ()| dx

ein. Es ist |#] = a (8.17). Im Falle, wo f(x) vom Punkte §
an monoton abnimmt, haben wir |Y,|<1 |Y,/<1 und er-
halten

2 = 2a@-+1) Ayl
) IZ“J‘("?Sx x0 -+
r ro+4
+(n+1)cng(n+s+xn+‘+..dx

4|dns1] , 2cngr [2tE yRtd

< xn+l + a xn+2 -xn+3
4{dq41] |, 2cagr*® x

= xn+1 + xn+32 x—r

Diese Beziehung gilt fiir alle positiven reellen Werte
X = §-{—4i — Im Falle, wo f(z) vom Punkte § an monoton
zunimmt, erh&lten wir dieselbe Beziehung, nur dafl die rechte

Seite noch mit ——— multipliziert ist:

ViE
a [4]dat1] , 2cagrert®  x
2) [an< Vf(E) { xn-:—l.1 =+ xo+2 ' £ —r :
Diese Beziehung gilt fiir alle reellen positiven Werte
4n
>F+
- V@

Hierbei ist |du41| = |pn+1-1iva41]; es bedeutet r den
Radius eines Kreises um den Nullpunkt, auf dem und auBer-
halb dessen die Reihe

8y

£(X) = o+t

x*

“+..
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Pl

konvergiert, g bedeutet den grofiten Wert von |f;(x)| auf
diesem Kreise, endlich ist
-

o = =

n—i—l{

Aus 1) und 2) geht in jedem Falle hervor lim x"z, = 0,
so daB wir sagen kdnnen: Das allgemeine Integral der Diffe-
rentialglsichung

wy =y +y(a’-———-i——..) =0

wird fiir reelle positive Werte von x, die gréfer als r (s. 0.)
sind, durch den ihr formell geniigenden Ausdruck

R“eosﬂ*(pﬁ—{— -+- + )+sm3(v.,+-——+ +. )

3 =ax— %lgx
asymptotisch dargestellt. Hierbei kénnen p, und », willkiirlich
reell festgelegt werden; die folgenden g und » sind dann durch
die Rekursionsformeln IITb. (8. 12) in Verbindung mit IV, be-
stimmt. Bezeichnet y das durch den Ausdruck R asymptotisch
dargestellte Integral, so wird die Differenz

y — cos & m+%+,--+%) —sin&(vu+"%+..+ﬁ:% =z,

fir hinreichend grofe reelle Werte von x durch die Be-
ziehungen 1) und 2) abgeschitzt.
Als Beispiel fithren wir die Besselsche Differential-
gleichung an
o' +xu 4+ @ —m)u = 0.

Sie geht durch die Substitution u = in die folgende

y
Vx
iber



y =

A
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‘Wir nehmen an, dal die Grifle
=1 _
b = s

reell sei. Das allgemeine Integral von () kénnen wir setzen

m.-'}-ﬁ—{—..—i—ﬁ:— cosx+(v.,+—ﬁ-+..+’%) 8in X 4+ Ta
x X x X

wobei die allgemeine Rekursionsformel’) fiir Ax = px —+ i»x hier
lautet:

qub+k&—qﬂﬁ+4b—nm—my4h+3ﬂﬂb+é4hk

2k k!
k=123...
Da in der Funktion
1 e .
fix) =1+ = = 1+~KT

die Koeffizienten von % —i—;. . null sind, so verschwindet die

GroBe g, die in den Restformeln auftritt, und wir erhalten:

4 Ao

xn+1

1 4|,
2) !Zn|<—l/}“—-(—.§‘—l__;_—;%l—[', wenn b<<0.

1) |Za| < , wenn b=>0

Im ersten Falle ist f(x) von x=0 an immer positiv
und nimmt mit wachsendem Argument bestéindig ab; die Be-
ziehung 1) gilt daher sicher fir x>4m Im zweiten Falle
verschwindet f(x) fiir x = Vib| und nimmt von da an be-
stindig zu; wir konnen setzen

g =cVb]
wenn wir unter ¢ eine beliebige positive Konstante verstehen,
die groBer als 1 ist; dann gilt die Beziehung 2) sicher fir

x>ch+-"-*é_—

w
=
c

1 Vgl. Crelles J., Bd. 117, 8. 99.
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§ 3.

Von der Differentialgleichung mit reellen Koeffizienten
" 8, , 8
D) ¥y —3 a"—{—m;—i-?-l-..) =0
heben wir ein partikulires Integral ausgezeichnet, das durch
die Bedingung

a

limye**xf =1 ¢ =5

vollig bestimmt ist. Dieser Funktion y = e~?%*x—* u entspricht
ein Integral u der Gleichung

Dy) u"——2(a+i) u—u ("'——3(—3-'1'#)+-i“-‘;-+.. =0
x X x/

welches durch die Bedingung
Imu=1

eindeuntig charakterisiert ist. Mit diesem Integral brachten wir
in Beziehung die Reihe

1+t +.

die der (leichung fiir u formell gentigt!), indem wir setzten

U = Up—+ Wpn.

Wir wollen jetzt fiir endliche reelle positive Werte von x
die Differenz
U-—Up
abschitzen.
Es hatte sich ergeben

U == Uy -+ Wa

1) Die Rekurslongformeln fiir die « s. S. 12.



e Ex Py, = z, = ——zi—f(i)—j Y;(t)e—2t—7 @ (uy) dt
x

+3’7§5’-f Y, (¢)e—*t— @ (ug) dt.

Unter Y,(t) verstehen wir ein Integral der Differential-
gleichung
d'y
D) dt’ t
das fiir t = x nebst seiner ersten Ableitung positiv ist; x sei
so grof gew#hlt, daBl

: By
£(t) = a?+ % bt o T

fir t=x stets endlich und positiv ist. Dann folgt, daB auch
die zweite Ableitung von Y, fiir x = t positiv ist, und weiter,
deB Y, mit zunehmendem t bestéindig wichst und jede endliche
Grenze iiberschreitet!). Ein von Y, linear unabhingiges Integral
wird dann durch den Ausdruck gegeben

—y e+ 2 +)

+ oo
) YL = Y, (t)S _Y_d(%_,_.
t 1

Durch Differentiation findet man

' 1
%O =Y0[ v

Nun aber ist
d 1 1 Y,/

_ai Y] YI' = Yl’ Yl Y!'ﬂ

( Y, (u)
Y Y Y: 5 PAICVIES AT & (u)

Da nun ¥, Y,/ Y,” sdmtlich fiir ugtgx positiv sind,
80 folgt

1 Wenn die Ableitung f'(x) einer Funktion mit wachsendem x be-
stindig wichst und sich fiir * = + oo daher einer endlichen oder un-.
endlichen positiven Grenze nihert, a0 folgt lim f (X) == oc nach der Formel
f(x+h) = f(x)+hf (x+ $h). NunistY," () fiir t > x bestiindig positiv,
vgl. die genanere Diskussion S. 37 ff,

H : 8




1 * du
Y0, © >i Y@
Y, (t) <O.

Y, nimmt also mit wachsendem t bestiindig ab, bleibt aber
dabei stets positiv, wie aus U) hervorgeht. Ferner ergibt sich

4=YY—YY =—1

Betrachten wir nunmehr z,.

=Y | YL.We *tr0m)at—Y,@ [ Yi(He-*tt=+0 (u).dt

Die einzige Funktion im Ausdruck rechts, die moglicher-
weigse im Intervall x...oc ijhr Zeichen #ndert, ist @ (u.).
Teilen wir nun die Strecke von x bis co in sclche Intervalle
X..t..8..%.., daB @ (un) in jedem Intervall ti.. x4
sein Zeichen nicht wechselt, und integrieren von t bis tiy 1, so
erhalten wir )

Y, @) S::“Y,(t)e—ait—p@(u,.) a—Y,(x) [T (o262 @ (ua)

H
= V@Y ) — YL@, 60 e -+ 0 (u) dt
f

ta<<t) < tigr << ti' < tagr

Danun Y, (x) << Y, (t2"), ¥, (t)') <Y, (x) ist, so ist der Wert
der Klammer vor dem Integral sicher negativ und absolut ge-
nommen kleiner als Y, (x) Y, ("), daher ist der absolute Wert
des Produktes sicher kleiner als

Y (x) Y, (") S::“ et t=7|@ (uy)|dt
woraus durch Summation
|2a| < Ya (x) j:"'iq (t)e=2tt—# (@ (uy)| dt
folgt. Dnrch Ausrechnung finden wir

Bo+s , Buis
xo+8 -+ xo+4 +...

0 (1) = — 2n+1aani

xn+i

-+

.dt
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Boys = —830p —8on_1— .. — 8y 30 —8Bnys
Byijys = —8,0n—ag0n 13— .. —8n480; — 8Bn4
Bn+m = — 8m0n— 8m+1®—1"— .+ — 8n4m— 1% — 8ny m.

Den Ausdruck @ (u,) kénnen wir in derselben Weise ver-
einfachen wie vorher (S. 23) Y/ (up). Die Reihe

ag

fl(x) + +m+--

x‘
moge konvergieren auf einem Kreise um den Nullpunkt mit
dem Radius r und auBerhalb dieses Kreises. Sei g der grifte
‘Wert, den |f; (x)| auf der Peripherie dieses Kreises annimmt.

Dann ist
laa| <gr’ A=3
‘Bn+mi<1a~m;~ni+13-m+11i;n—1|+--‘+‘|&n+m1
1“!‘ |°’H| 1“ni
+n
<gr™ {1-4— +og .+
2a(@—+1)|en 1] (n+1)bygra+? T r?
|6 (u)] < St o 1+ +5+..

wenn wir der Kiirze wegen setzen

| |anl

r?

Nunmehr suchen wir bekannte Funktionen V,(t) V,(t),
die fiir alle reellen positiven Werte t >x die Bedingung er-

1+ |““ +13a3l 4+ = m+1) by

AALIES L AL) [Va (&) = [, (8)]

‘Wir bestimmen ein Integral ¥, durch Festlegung seines
Wertes und des Wertes seiner Ableitung im positiven reellen
Punkte x, fiir den wir den Rest abschiéitzen wollen. Der Punkt x
muf dabei eine bestimmte Grenze iiberschritten haben; zunéchst
muB, wie oben erwihnt, die Reihe f(t) fiir t =x einen end-
lichen positiven Wert haben:

1) a0 t +—£,—+.. >0 t=x.
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Wir schreiben diese Reihe in der Form

f@) = o+ 2| - e+ 20  FE
x x? x?
indem wir
'—e—a = 2an

8 | B
as"}‘“;"‘"‘;""" = ¥ (x)

setzen, Jetzt bilden wir die Funktion
V] (t) —_ aai+plogt+-?t-

wo ¢ eine Konstante bedeutet, und bestimmen eine Losung der
Differentialgleichung so, dafl

Y. (x) = Vi(x)
Y/ (® = V/ (@
ist, Hiernach ist Y, (x) positiv; wir verlangen, dafl auch Y, (x)
positiv ist; dazu muB x so grol angenommen werden, da die
Bedingung
2 a+2-2>0
x x

erfillt wird.

Aus der Differentialgleichung, der Y, geniigt, geht dann
hervor, daB Y,"(x) positiv ist.

Jetzt bilden wir

a*'v, ={(&+ p)‘__ e+2a0  2¢c—2¢

dat? t | t t

= h(t) Vi (t)

o?
-+ Ty V. (t)

und whhlen ¢< . Es werde drittens x so grof angenommen,
daB die Differenz

2a8(w—o0) _ 2ec—2¢c o wW(t)

8) ht)—£(t) = e 3 t* £

fiir t>x bestéindig positiv sei. bann gilt
Vilx) = Y,(x) Vi@ = Y/ V' (x) > Y," (x)
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und wenn wir W, (x) = V,(x) — Y, (x) einfithren:
W, ) =0 W/ (z) =0 W, (x>0,

Wir beweisen, da W,” (t) fir t=x bestdndig positiv
bleibt. Es ist
W, (b)) = V,"(t) — ¥,"(t)
h(t) Vi (t) — £(t) Yo (t)
£(t) Wy (t) + [h (t) — £(£)] Vi (8.

I

Hier sind infolge unserer Voraussetzungen die Gréfen f (t),
h(t) —f(t) und V,(t) fiir t =>x bestéindig positiv. In bezug
auf W, (t) geht aus dem System

W,@x) =0 Wy (x)i = 0 W, (x>0

hervor, daf fiir t > x in der unmittelbaren Nihe von x W,(t)
positiv sein muB. Dasselbe folgt dann fir W,"(t) als Summe
positiver Summanden. Nehmen wir nun an, da8 W,”(t) nicht
bestéindig fiir t =>x positiv bleibt, so muBl W,"(t) doch als
stetige Funktion einen Nullpunkt t, = x haben, der x am néchsten
liegt. Dann wird

W) =10

£(t) W (t) + {h (6) — £(6) } Vit) = 0

- h (tl) —f (tl)

W1 (t'l) - —_'"f_('fj“" Vl (tl)
folglich W, (t,) << 0. Wir haben eben gesehen, dal W, (t) fiir
t > x zundichst positiv ist, und ebenso ist es mit W, (t). Wenn
aber W, (t) auf der Strecke x .. t, nach anfinglichem Wachsen
spiter wieder abnehmen muB, um zu dem negativen Werte W, (t,)
zu gelangen, so verschwindet notwendigerweise W, (t) fiir einen
Zwischenwert t,

Wl’(t,) =0 x<t‘§<tl- .
Indem wir den eben aunf W, (t) angewandten SchluB in

bezug auf W, (t) wiederholen, sehen wir, da fiir einen Wert ty
zwischen x und t, W," (f) verschwinder_l muf

Wln(tg)=0 x<t-a<tg<tl:.
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Nun war aber t, als der erste Punkt definiert, in dem
‘W,” (t) hinter x verschwindet. Die Annahme, daB W,"(t) fiir
t > x nicht bestéindig positiv ist, hat uns also auf den Wider-
spruch gefithrt, daB es keinen Punkt t>=x gibt, wo W,"(t)
gum ersten Mal verschwindet. W,” verschwindet daher fiir
t >=x tiberhaupt nicht und bleibt stets positiv; hieraus folgt,
daB auch W, und W, fiir t > x bestdndig positiv sind. So ist
dargetan, dal die Vergleichsfunktion V, () fir t>=x immer
groBer als Y, (t) ist.

Ein zweites von Y, linear unabhingiges Integral wird
durch den Ausdruck gegeben:

°° dt

Y’=Y‘ —‘ﬁ

t

Wir suchen jetzt eine Funktion V,, die fir die Werte

t > x bestiindig kleiner als Y, ist, dann kénnen wir n#mlich
aus der Gleichung

oo
du
Y.=1Y, LYo
den Schlull ziehen
* du
Y.<V, —_
¢ Vi
Es goi nun
T = $ 5 greerme
go iat

V: (x) =V, = Y, (x).

Ferner wird

a+-L— 21V,

v_l, ®) = t 2

2ac+¢ 2¢c—2¢c
t - t®

V') = “a. +%)s —_ —+ :—: V. (t)
= h(t)V, ).

Wir withlen ¢ > w. Der Wert x wird ferner so gro an-
genommen, daf die Differenz
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2a(c— w) urr(t)+ 2¢c—2c

49 f@t)—h() = o + = = =

fiir t = x stets positiv ist. Daher ist dann Y,"(x)>V,"(x).
Da ¢ > w > c gewihlt ist, 80 ist — ¢ << — ¢ und folglich Y, (x)
= V,/(x)>V, (x). Mithin gelten fiir die Funktion
W) = Y.(t) — Vi (®)

die Gleichungen

W,(x) =0 W,/ (x)=>0 W' (x>0

W' (@) = h(t) W, (t) + {£(t) —h(®)} Y. ).

Hieraus schlieft man ganz ebenso wie aus den ent-

sprechenden Gleichungen fir W,, da W,"(t) und W,(t) fir

t > x bestéindig positiv sind*), daB also V, fir t = x bestiindig
kleiner als Y; bleibt. Somit ergibt sich

mm<mw5 vm

., ¢ c—c oo sc
<eat+plogt+T B’ - 5' a—!at—lplﬂzt——rdt.

t

fc
Der grofite Wert, den o "t im Integrationsintervall an-
fc

j2e]
nehmen kann, ist sicher kleiner oder gleich e "t . Daher gilt

12e] oo
— —_ - —_ - t
5-00 2at—8plogt = T S fat—2plog .
t

t

Ist ¢ positiv, so nimmt t—2¢ mit wachsendem t ab, so
da man hat

7) Dabei muB x noch die letzte Bedingung erfiillen, da8 fiir t > x
stets gilt

= 1 %ac 2gc—2¢ 2
5) h(t)=(a+%)- L b )
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A0 el

5 e—“‘t"!’dt<t—‘?5 o-tatdt
t t
e““*t‘”

< 2a

‘Wenn p negativ ist, so gehen wir von der Identitit aus

_ 4 eTatg—i o—%at g—2p _ 290 %atp=2r

dt 20 (2at -+ 2¢)
BT

‘Wir integrieren von t bis co
e-?at t—3p

2e
t

oo _ N 100 (__29) e—satt-s,p
— 2at 2
_Ste t ﬂdt—i—j et T e

28 t

Die Funktion unter dem zweiten Integralzeichen ist positiv,
da ¢ negativ ist; es folgt

= —~%at4+—8p
S e—lait——e_a dt<_e_—té_.
¢ 28—
t
Zusammenfassend kénnen wir schreiben

j‘me_,“ -2 < e—ia;tl—gp
el—e

t . Qg — =L =

& t

so daB sich ergibt
c+|2c¢| 2lc—0o)
t e

_ lel—e
2a :

—at—plogt-+

Y, () < =

firt >=x

wobei wir die rechte Seite mit V,(t) bezeichnen.
Die gefundenen Vergleichsfunktionen setzen wir in die
Ungleichheitsbeziehung (8. 34)
ol < ¥ [ Yiomrtt—r @) at

ein, Dann ergibt sich



_ax_plog,;.*_M oo e
|2a| < 5 0 |@ (ua)| dt
98— lolx 0 .
e—ax—plogx+ﬁ—-——x‘ilei o0
< = 5 |0 (u0)] dt
2a,~——x—"— x
|4E|+H.c|

—ax —plogx+4
a plog

< = 5 |0 (1) dt.
98 — |Q|x 4 x

Nun folgt aus der Beziehung

2a(n—+1)|en n—-+1)b, gr+3 r
(< 22t Dol gt e )

e 2a|enr1 b, g2 +3 x
5; O] db < ==+ 2o ——

Daher erhalten wir

_ax*,,log,.l,w

l2a (x)| <

[2a|an+1[ + bogr+?  x |
9, lel—e xn 1 »+ x—r|
x

Die GréBen ¢ und ¢ waren nur der Bedingung unter-
worfen

c<m<5

wobei w die aus den Koeffizienten der Differenzialgleichung
gebildete Grolle

—o—a
2a

bedeutet. Nehmen wir an, es sei w 3=0 und setzen

o —=

=w—24
e=e 0<d< ol
c = w-4d
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80 ist [4¢|+|4c| = |Bw|. Wir brauchen also in den Rest-
ausdruck nicht die GréBen ¢ und ¢ einzufithren, wenn w == 0
ist. Unter dieser Voraussetzung setzen wir weiter

d = |m|
80 18t

lof = 2]e|

lo| = 2ol

Jetzt sehen wir zu, wie wir die Bedingungen zu formu-
lieren haben, demen x geniigen mufl, damit unsere Rest-
abschiitzung sicher Giiltigkeit hat.

Die erste Bedingung lautete

e (t)

1) a4t -+ +T>° t>x

W(t) = t3f, (t) = 8+ T e R

Bezeichnen wir das Maximum von |f, (t)| auf der Peri-
pherie des mit dem Radius r um den Nullpunkt gezogenen
Kreises wieder mit g, so ist r*g der griSte Wert, den |U(t)]
auf der Peripherie und auflerhalb des Kreises annehmen kann.
Die erste Bedingung wird daher sicher erfiillt, wenn die Un-
gleichheit besteht

o>l el r*sg
X X X
alx > |a,| +—- Ia’l

= lall +@+1‘g

9. x>-——{|a1|+ia"+1‘g}

in Verbindung mit
b) x=r,
Fiir die zweite Bedingung

a+i~—-i,>0
x x
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schreiben wir

a2l +21”|
X x.
ax > o] +——— 2'“" = ol +—— 2Iw]
x> {H+2""I}

‘Wir kénnen sie mit den beiden folgenden zusammenfassen.
Fir die dritte Bedingung

a(e—o— 20220 £ T >
und die vierte
23(6-m)-i-&£:—2—3 - wb(,t)>0 t>x
setzen wir, da (0w — ¢| = |c — w| = |w| und |c| < 2 |w|, |o| < 2 [w]

angenommen ist, die folgende:

\ 2|0 —1].2|w 4 ? b
28w > le x; | ‘+ o -+ x,g

9
2a|m|x>4}g-~1Hwi+4—m+rg

1 . 2|m| _35_}
x> — 2!9 1)+ +2l“’|

°) x>—1—{2|el+2+2w 2|§}°

Dies schlieft die vorige Bedingung
x>——{| | + 2|m|}

offenbar ein. Statt der letzten Bedingung endlich (S. 39)
h(t)>0

@—e¢—2a0  2¢c—2c

pe
o t' +?>0 t=x

1y &
a.-l-t-!—

kénnen wir die folgende einfithren
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W iaII .a. 2alol| , 4le —)Islllml+4xtf
1 a;— 28wl 4lp— 1| o] 4m’}
) x> {Ea,.|+’ e S el ¥

Wenn b) und d) erfiillt sind, so ist sicher h(t) = 0. Da
nun f(t) > h(t) ist infolge von c), so folgt f(t) > O schon aus
b), ¢), d); wir kénnen daher a) streichen.

Uber die Differenz u— u, = wa') 148t sich also folgendes
aussagen. Wir nehmen zuniichst w == 0 an. Erfiillt die reelle
positive Variable x dann die drei Bedingungen

1) x>r
2) x>—if{2(lol+1)+2""f+2!wl}

- - [} 29
E) x>%—{|aql+‘ﬂa Zojol| | dle—1| |+4;,]

so ist sicher

8 |w| _
ex lon 1] . bagra+s x }
IWn(x)]‘( 2a— LO{—O {23 o +1 gn+2 s —1 "
. X
Dabei haben wir gesetzt
_ 1 |“tl i“s| {“nl
by, = —— {1 + g et }
Ist dagegen @ = 0, so setzen wir ¢ = d, ¢ = — d, wobei

d eine beliebige positive GréBe ist, und finden: Erfillt x die
drei Bedingungen

1) Biehe den Beginn dieses § S.32. Die Differentialgleichung D,)
148t sich in der Form schreiben

2aw+2p a a, ) =0

e
11"—2(&+—1—) u4u o 3 X

7) Die Bedeutung von r und g s. S, 35.



1) x>r
[ g}
2) . l|ﬂ—|—1-+~ +55
1 |2g— 2ad| 2je—1]d &)
3) o {\ai-—i—- - +r’]'
so ist sicher
5 @il bagre+s
ex ®n+1 ngrttd x|
[wa (x)] < 20 lo]—e { xn+1 e x—r]"
x

In jedem Falle kinnen wir aus unserer Restabschitzung
schliefien
Imx*wy(x) = 0
womit die aaympfotische Darstellung eines partikuliren In-
tegrals u durch die Reihe

1422+

fiir reelle positive Werte von x von neuem bewiesen ist.

Das erste Glied der Klammer in dem Awusdruck, der den
Fohler wy(x) abschiitzt, wird bei wachsendem x immer mehr
das zweite iberwiegen, so daB man sagen kann: Bei hinreichend
groBem Werte der unabhiingigen Variabeln wird der Fehler,
den man begeht, wenn man fiir das Integral u die Summe der

ersten n—+ 1 Terme der Reihe 1+ —L —+- + >+ ... setzt,
die der Differentialgleichung D,) (8. 32) fur u formal geniigt,

in der Hauptsache durch das erste vernachlissigte Glied aﬁ::
gemessen.
Wechselt die Funktion
0 () = — 2a(n+1)a&n+1 + Baois _]_ Baia +.. (S.34)

tn+i tn-l-s tn+¢

auf der Strecke von x bis oo iiberhaupt ihr Zeichen nicht, so
sehen wirl), dal z, dasselbe Vorzeichen haben muf wie

1) Siehe B. 84,
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— Y, (%) S:OYl (t) e~ 2 t—2 @ (ua) db

d. h. dasselbe Vorzeichen wie en4;. Es ergibt sich also, daB

der Rest
Wn(X) = U— Uy = 2 (x) 2T x?

dasselbe Vorzeichen hat wie das erste vernachldssigte Glied
der Reihe

1+ 2+

wenn x hinreichend grof angenommen ist!).

Jetzt konnen wir eine Bemerkung Hankels?) anwenden,
pwelche fiir semikonvergente Reihen mit abwechselndem Vor-
zeichen die oft komplizierte Abschitzung des Restes ganz
erspart. Wenn man n#mlich nachweisen kann, dafl der Rest
immer von entgegengesetztem Zeichen als das letzte Glied®), also:

R=wgw—u+u—. .+ (1) wut+ 1)1+ rap
so ist
(—1p*irgg = (—1P+lug - (— 12 +2r, 40
oder

Tn41 = Unp1=—Tn42

und somit, wenn die r und die u alle positive GriBen sind,
Ta+1<Ua+1"

Da wir nun allgemein gezeigt haben, daf bei hinreichend
grollen positiven Werten der unabhingigen Variabeln der Rest
Wq (%) = u — un dasselbe Vorzeichen hat wie das erste vernach-

lissigte Glied ::i , so ist hiermit folgender Satz bewiesen:

) Dies ist sicher der Fall, wenn die Ungleichheit
bn g m+ 3

- +r
28 e, |
exfiillt wird.
) Die Zylinderfunktionen erster und zweiter Art. Math. Ann,
Bd 1, 8. 408,

%) Oder von gleichem Zeichen als das erste vernachlissigte Glied.
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» Wenn die aufeinander folgenden (Hlieder der Reihe

14 T2 T S
x x x! X
die der Differentialgleichung

u' —2 (a-‘l-—g-) u'—nu (i:—e%,—ﬂ+i:+i‘+.. =0
x X x x
formal geniigt, entgegengesetztes Vorzeichen haben, so liegt
das durch die Bedingung limu = 1 eindeutig charakterisierte
Integral u dieser Differentialgleichung fiir hinreichend grofe
positive Werte der unabhingigen Variabeln stets zwischen

oy [+ 7Y Oq
U = 14—yt

und

oy Oy o Cn 41
e el et
x x? xn xn+1

Up4+1 = 1'+'"

wo man auch die Reihe abbricht.“ Hinreichend groB ist die
unabhiingige Variable, wenn die beiden Funktionen

N R - Y

und
2 0w = uuu.,_,2{a.+.£) o —u [;'z:,gi,sli‘}l+&s+._
X X X
2(n-+~1)¢;n.+1a Boys Boia
=———Fm st e+ 839

fiir t > x bestiindig dasselbe Vorzeichen haben. Dies tritt sicher
ein, wenn x die beiden Bedingungen erfiillt

1 EN
1) x>F{|31|+—r—+rg
+3
9 x>l 8T
2a|ens

Es ist .zu bemerken, da wir zur Herleitung des eben
angegebenen Satzes die Aufstellung von Vergleichsfunktionen
fir Y, und Y, nicht ndtig hatten.



gbwechselnde Vorzeichen hat, tritt z. B. ein, wenn
By =8, =8y, =..=0 a=>0 a<<0
ist, wie aus den Rekursionsformeln (8. 12) hervorgeht.

§ 4
Um auch den Ausdruck Ia.

Ia. e2X xf (l+ﬁ+f%+..)
x X
mit einem einzigen Integral der Differentinlgleichung
" 2 ﬂ ﬁ po—
D) y ya—l—x+x,+..) 0

der er formal geniigt, in Beziehung zu bringen, miissen wir die
bis jetzt festgehaltene Beschrinkung der Variabeln x auf reelle
Werte aufgeben?).

Zun#chst tun wir dieselben Schritte wie bei den fiir
x = -+ oo verschwindenden Integralen von D). Wir setzen

y = e*Tx’t
und erhalten fiir t die Gleichung

D) = t"+2(a.+%) t’—t(ﬂ'#—i—%—i—.. = 0.

Woeiter setzen wir

— g B o Y
th=1+—+—+..+3
t = ta+ Wa

y= e**xPt,+e**x’ W,

= %% x” ty ~ Zp.

) Siehe den Schiu von §1.



— 49 —
Hierbei geniigt 2z, der Diﬂ'erentialgleiohung
Zn' —-zn(a -+ — + r + . ) = —e**x* D ()
und man erhlt

oo = ﬁSY eusvn(tn)dsm;jY,aa-sPD(t,,)ds.

Wenn wir hier wie bisher von einem reellen positiven
‘Werte von x aus lings der positiven wachsenden x-Achse inte-
grieren, so divergiert mindestens eins der Integrale. Nehmen
wir aber x reell und negativ an und integrieren von x aus
lings der negativen x-Achse bis — co, so konvergieren beide
Integrale, und der Rest kann nach den Angaben des vorigen
Abschnitts abgeschiitzt werden. Die auf diese Weise fiir negative
reelle Werte von x eindeutig bestimmte Funktion

y= e**x’tn+2n

konnen wir analytisch fortsetzen. Ks mbge sich x von einem
negativen reellen Anfangswerte aus im Konvergenzbereich der

Reihe f(x) = a*+%+%+ .. bewegen; dabei wird sich z,

stetig #indern, wenn der Integrationsweg in x beginnt, zu dem
negativen Anfangswert zuriick und dann weiter auf gerader
Linie bis — oo geht. Dieser Integrationsweg kann auch durch
einen dquivalenten ersetzt werden'). Zur Restabschitzung
suchen wir daher Vergleichsfunktionen, die auf der ganzen
Ebene im Konvergenzbereich der Reihe f(x) bestindig groBer
als |Y,| und |Y,| sind. Dazu stellen wir nach Herrn Horn?) die
Integrale Y, und Y, vermittelst sukzessiver Arnniéherungen als
konvergente Reihe dar.

Der Einfachheit wegen beschriinken wir uns, wie oben an-
gegeben, auf den Fall, wo a;, = 0 also ¢ = 0 ist.

Die Differentialgleichung

D) = t"+2at’-—t(%+~%+..) =0

) z, ist auch von der Wahl des Fundamentalsystems Y,Y, un-
abhlingig, wie man leicht direkt verifizieren kann.
%) Archiv der Math. und Physik, IIl. Reihe, IV, 8. 213ff. Die Methode
stammt von Fuchs, 8. Annali di Matematica (2) 4 (1870).
H.
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vergleichen wir mit derjenigen, welche die beiden Hauptinte-
grale 1 und e~ ?2* hat, ndmlich mit der Gleichung

D,(t) = t" +2at = 0
und setzen

D (t) = D: (t) - Ds (t)
also -

a
D,(t)=t—:3;+?;+....

Ausgebend von der einen Lésung v, = 1 der Gleichung
D,(t) = 0, bestimmen wir v, v,v, . . nacheinander durch die
Gleichungen

D:(Vm)=Ds(vm—1) m=123..

mit der Bedingung, dafl fiir x = oo sowohl die Funktionen
ViV, Vs . . selbst als auch ihre Ableitungen verschwinden. So
geniigt v; der Gleichung

8a

"n l_ 8'3
v, +2av, = §T+F+' ..

und daraus ergibt sich

e

— x|

Wir integrieren von — cobis — |x| lings der negativen
reellen Achse, von da weiter lings des Kreisbogens, der die
Punkte — |x| und x verbindet und dabei kleiner oder gleich
einem Halbkreise ist. (Hierbei haben wir vorausgesetzt, da a
reell ist; ist allgemeéin a == be*i, so integrieren wir lings der



geraden Linie re(*~#! yon r = oo big r = |x| und sodann
lings des Kreisbogens, der den Punkt [x|e("—#1 mit dem
Punkte x verbindet und micht gréBer als ein Halbkreis ist.)
Auf der positiven x-Achse nimmé v, verschiedene Werte an,
je nachdem der Halbkreis von —x bis +x im Sinne ab-
nehmender oder zunehmender Argumente durchlaufen wird.
Zerschneiden wir daher die Ebene lings der positiven x-Achse,
go ist v, in dieser zerschnittenen Ebene eindeutig.
Auf dem Integrationswege ist bestindig

]esasl g Iena.x[

folglich

Setzen wir der Kiirze wegen

"lay | 8
5 ?+F+.. Jds| = q (=)
@

8o ist
B 8 B = d9@
z’+z’+z4+"‘_ dz

wenn die Ableitung der nicht analytischen Funktion q (z) in der
Richtung des Integrationsweges 1 genommen wird. Ferner ist

x —Ix|
NEEE
(L - o0

Bm_

e s

- (m_,l)xm-—l +18mi !xim-—l
am (1 + n)
< lxim—l '
daher
q(x)<(1+n)“—§'—|+ 2+ +}

lvy| < —;i-.
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" Die Gleichung fiir v, lautet

vy +2av) = v ——-+— -+ )

und ergibt

j.m (—+ +. )vlds-— o~ e Sﬂ)(— )v,e'“ds

[ve| < —
& Jy T ds

<+

1 dq_(s) 1
e

q(s).ds

Allgemein lautet die Gleichung fiir v

v:ﬂ+2a.v;n = Vm-x(}?

und ergibt

1 r*
Vm = ﬁ‘;’j‘m(":_:“"l‘"g%—h. .) V-1 ds —

Hat man nun fiir vm—, gefunden

e fax

a°+-:%—_l—..]

j’ (3;_'!"". .) Vm—le’a.ds-
(A

o= [

so folgt daraus fiir vp
|vm| < (—q—) L'
a/ m!
Infolgedessen ist
<ol
1+ v+ nl+..<ea <o o
also konvergiert die Reihe

SNET

14+v+V+v+.. =1

in demselben Gebiete unbedingt wie

By | By
f(x) = a’+§+§+--



Die Ableitungen der-Reihensumme erhélt man durch glied-
weise Differentiation. Infolge der Definition der Grofen vm ist

Dg(I+V;+Vg+-.o+Vm) = D:(V+Vl+o-+Vm—1)

also fiir lmm = co
D,(u) = D, (u)
"D () =0,

Die Reihe u stellt mithin ein Integral der Differential-
gleichung

+2a.u-—-u(——+ -I-..) =0

dar'). Es ist dasselbe Integral, das wir mit t bezeiohnet haben,
und fiir das wir den Rest t — (1 -+ — + e —i——) ab-

schitzen wollen (8. 48). Setzen wir Yl = e“t, so sehen wir,
daB in dem angegebenen (Gebiete bestiindig

Y, < |e?¥| o
ist,

Um fiir ein zweites, von dem ersten unabhingiges parti-
kuléires Integral eine entsprechende Vergleichsfunktion zu er-
halten, schlagen wir dasselbe Verfahren ein wie vorhin, indem
wir nur a mit — a vertauschen und den Integrationsweg passend
#ndern. Wir integrieren von —+occ bis + |x|, dann im Kreise
bis x und zerschneiden die Ebene lings der negativen x-Achse.
So erhalten wir

9
iYil < | B—axl ea ,
Dies setzen wir in die Restformel (8. 49) ein, indem wir
‘bemerken, dal

49 =YY —Y, Y = —2a
hier ist?).

Y ' Y. ‘
it Zn == —2—;5Y§ 828 D (tn) ds + E;;jYI e**D (t'n) ds.

Y 8. HornauO 8. 221.

%) Infolge der Vorauusetmngen iiber die v ist Y, = gax (1 + & (X))
Y, =e—ax(l 4 ¢ (x)), wobei lim & = lim s, = lim &' = lim &' =0 iat,
gleichgiiltig, in welcher Richtung x ins Unendliche riickt.

.
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Der Integrationsweg ist der 8. B0 beschriebene "Weg 1,
pur in umgekehrter Richtung. Er ist #iquivalent dem Inte-
grationswege, der sich vom Punkte x aus parallel der Achse
des Imagindren ins Unendliche erstreckt. In der Tat sind in
dem Teil der positiven Halbebene, der durch die Linie

— 0., — |X|lies X4, E4o0l

abgegrenzt wird, die Funktionen unter den beiden Integral-
zeithen regulér. Ferner sinken die Integrale, die von —k bis
£4+ih lings des Kreisbogens um den Nullpunkt mit dem

&+ih

x=§¢+ip

-k —x

Radius R erstreckt werden, mit wachsendem R unter jeden
vorgegebenen Wert. Denn unter den Integralzeichen bleiben
sowohl |Y,e*%| wie |Y;e2®| unterhalb einer endlichen GroBe,
withrend D |t.] wie ﬁ?.l..._g unendlich klein wird. Wir inte-
grieren daher vom Punkte x aus parallel der Achse des Ima-
gintiren ins Unendliche. Wenn x einen negativen reellen Teil
hat, so ist es gleichgiiltiz, ob wir parallel der positiven Rich-
tung oder parallel der negativen Richtung der imaginéren Achse
ing Unendliche integrieren.(vorausgesetzt, dal keiner der Inte-
grationswege das . Konvergenzgebiet von f(x) verlaBt). Hat
dagegen x einen positiven reellen Teil, so miissen wir parallel
der positiven Richtung der Achse des Imaginiren integrieren,
wenn x auf der oberen Halbebene liegt, parallel der negativen
Richtung, wenn x auf der unteren Halbebene liegh, um einen
Integrationsweg zu erhalten, der dem urspriinglichen dquivalent
ist. Denn der Nullpunkt ist singuléir. Daher zerschneiden wir
die Ebene, um 2z, eindeutig zu machen, lings der positiven
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x-Achse (vgl. 8. 51) mit der Bestimmung, daf der Integra.tlons-
weg diese Linie- nicht iiberschreiten darf.
‘Withrend des Integrationsweges ist bestindig

q
|Y, 628 << |e22%|. g
AU
80 dal man erhilt

J2a] < oo eg%j’n (b) ds.

Es ist (vgl, S. 34)

2(n+1) aans: Anis Anta
D(t'n) = gn+1 -+ gh+3 + go+é + .

Anje = —(Bo0n 4+ Bos1@n—14 ..+ Betn)
|as]

|An+e1<gr°+°{1+L;LL+ = + ..+ !anl}

wenn g und r die 8. 42 angegebene Bedeutung haben. Setzen
wir der Kiirze wegen

&n

1+ ‘+rg+..+r,,=(n+1)cn
80 ist ' ‘
+ 1) e n—+ 1) cagro+? ?
D (t) < -2 snlf SR Jnﬂg {1+§+'§?+--}'
Nun gilt
Slae—f-im a | 5,( oo dt _5‘” da .
tmpiy | ° =t @+ Yoo @+P+299+9T

<5 dg
T (@ g )T
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- dx —‘ - 5 cos™~ 2 pdo <
Vx+a2 )™ a™=t J,

SE+109

s=§-+iy

.
2 1 ]
)

0

1 7 17 1

CEDE I

ds

Infolgedessen finden wir

28. an-pli Ougl'“""" ]xi
SJD(tn)Hdﬂ < (ﬂ‘*‘l) prt T [gpre '-lxl'—!}
Jerx| | a EN T o gri+s |x]
|Za| < e'a (n+1) { [x[+1 + [x[p+? |x| —r

Wn = 0 2%z,

Wir kénnen sagen: Dasjenige partikulire Integral der
Differentialgleichung
v +2a0 —u (-—;—’;-+ —3’? +.. =0
welches in der lings der positiven x-Achse zerschnittenen Ebene
im Unendlichen iiberall den Wert 1 hat, wird asymptotisch dar-
gestellt durch die Reihe

1+“ﬁ‘“+—,+—‘x;+

die der Differentialgleichung formal geniigt; setzen wir
" b= 1—|--—-+——+ +——+wni

so gilt in der ganzen Ebene, soweit die Relhe -+ -—3— “+.

unbedingt konvergiert:
- . ):Aus der Theorie der Eulerschen Integrale kann man sogar
"schlieBen (Jacobsthal Diss. 8. 45)

& 1 V= .r(%“_%).
Ve T
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1 LY [ 2lallea yo+3 x
| Wal <—[ﬂ_|e’ lal (n—+ 1)?{ i[,!|!1+n+l| + chgln-H : |x}—£r}
woraus lim x* w, = 0 folgt.

Diese Formel gilt auch, wenn a a; a, . . komplexe Werte
annehmen; ist & = b e®!, so mull dabei die Ebene lings der
Geraden Re™ ?! yon R = 0 bis B = oo zerschnitten werden.

Von den fritheren Restabschitzungen, die nur fiir reelle
‘Werte der Koeffizienten und der Variabeln abgeleitet waren,
unterscheidet sich diese letzte hauptséichlich durch das Awuf-

treten des Faktors (n— 1) % . Diesen Faktor kénnen wir jedoch

fortfallen lassen, sobald x — R e''i einen negativen oder ver-
schwindenden reellen Teil hat. In diesem Falle!) niémlich
konnen wir die Integrale, die in der Formel fiir z, auftreten,
lings der geraden Linie r e¥! von r = R bis r = co integrieren,
und dann ist

5' ds
sm

In der Halbebene links von der Achse des Imaginiren,
diese Achse selbst eingeschlossen, gilt daher!)

1 ] 1
m—1 |x[=»—!

m=n-+2 n+3..

L g1 2aan—1 Gngl‘“'”' . !xl }
2) [wa| < 2 ® ‘{ X+ [xp+? x—r )
Dabei ist
1+nm Ay as - a
q << la| { T -+ ? -+ = -+ . -} .

Als Beispiel nehmen wir an, daB simtliche Koeffizienten
der gegebenen Differentialgleichung reell und positiv sind. Dann
zeigen die Rekursionsformeln

a0 = 8y
oo +1.2. 0
6aoy = a,+ oy +a,04+2.83.0

LI . L T P

4aa

2a—1)aen_1 = 8n+8n_r1a1+..+asen-3+(n—1)(n—2) an—z

1) Voraunsgesetzt, dal a reell und positiv ist.
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da sémtliche & reell und positiv sind und von einem bestimmten
e an ‘mit wachsendem Index bestdndig wachsen, es ist

@0, n-—1 >n"—1 _].'__
e[ * x = T 2a x|

BE

ﬁléq st die Reihe
PR AC .
o m
X X

S =14
zweifellos divergent. Fiir ein negatives reelles x ist sie alter-
nigrend, und die Formel 2) greift Platz, soweit man nicht von
dem Satze (8. 47) Gebrauch machen kann, daB die Differenz

W

= Wa

D“
On 41

S r1 ist und das Vorzeichen

absolut genommen kleiner als

von (—1+!'ay,; hat. Ist x reell und positiv, so haben alle
Glieder der Reihe S dasselbe Vorzeichen; sie stellt zwei In-
tegrale asymptotisch dar (8. 54), die konjugiert komplex sind;
fir beide Integrale wird der absolute Wert des Restes wy durch
dieselbe Formel 1) abgeschitzt.

il

cant® . . o



Lebenslauf.

Ich, Arthur Hamburger, jiidischer Religion, bin den 6. Miirz 1881
in Berlin als Sohn des verstorbenen Professors Dr. M. Hamburger, Dozenten
an der Kiniglichen Technischen Hochschule von Berlin, und seiner Gattin
Henriette geb. Landsberg geboren. Nachdem ich meine erste Schulbildung
in der Knabenschule der jiidischen Gemeinde von Berlin empfangen hatte,
besuchte ich von Ostern 1890 an das hiesige Friedrichs-Gymnasium, welches
ich Ostern 1899 mit dem Zeugnis der Reife verlie8. Darauf studierte ich
an der Universitit Berlin bis Ostern 1903 Mathematik, Physik und Philo-
sophie. Im Februar 1904 bestand ich das Staatsexamen und war von
Qstern 1904 bis Ostern 1905 Seminarkandidat am Andreas-Realgymnasium.
Seitdem bin ich Probekandidat an der Luisenstidtischen Oberrealschule.
Am 17, Juli 1805 habe ich die Promotionspriifung bestanden.

Wihrend meiner Studienzeit besuchte ich die Vorlesungen und
Ubungen folgender Herren Professoren und Dozenten:

Blasius, Fischer, Frobenius, Fuchs (), Hensel, Klein, Enoblauch,
Lampe, Landolt, Lehmann- Filhés, Miinch, Paulsen, Planck, Schottky,
Schwarz, Schwendener, Simmel, Thiele, Warburg.

Vier Semester war ich Mitglied des Mathematischen Seminars, das
unter der Leitung der Herren Professoren Frobenius, Fuchs (}) und
Schwarz stand.

Allen meinen hochverehrten Lehrern, zu denen ich besonders noch
meinen unvergellichen Vater =z#hle, fiihle ich mich zu tiefem Danke
verpflichtet. Fiir die freundliche Anregung und Firderung bei der Ent-
stehung dieser Abhandlung spreche ich noch meinen besonderen Dank
den Herren Professoren Kneser und Schottky aus.



