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Die vorliegende Arbeit behandelt die Untersuchung der Knick-
festigkeit eines Gittermastes nach dem Verfahren, welches von Herrn
Professor v. MisEs entwickelt wurde.!) In weiteren Verdffentlichungen
von v. MisEs und RATZERSDORFER?) und in der Dissertation von
W. WENzZEL?) wurde das genannte Verfahren auf ebene Gleich-
gewichtsfiguren angewandt. AnschlieBend an die Dissertation von
WENZEL wird nun im folgenden die Stabilitit einer r@umlichen Gleich-
gewichtsfigur untersucht werden, und zwar eines Mastes, bei dem
die Gurtungen als durchlaufend und die Gitterstibe sowie die Quer-
stibe als gelenkig eingehingt vorausgesetzt werden. Der Gleich~
gewichtszustand des Mastes ist so gedacht, daB bei spannungslosen

Gitter- und Querstiben in jedem Gurtstab die Druckspannung {

herrscht; der Mast selbst unterliegt dann einer Gesamtdruck-
beanspruchung P, die sich gleichmiBig auf die vier Gurte verteilt.

Im ersten Abschnitt wird zunichst die Ableitung von ,,Haupt-
gleichungen® fiir riumliche Ausbiegungen aus der Biegungstheorie
gerader Stibe vorausgeschickt. Sedann folgt die Problemstellung
und die Erklirung der Bezeichnungen. SchlieBlich werden die
Differenzengleichungen aufgestellt, die dann die Grundlage der
weiteren Rechnungen bilden.

Im zweiten Abschnitt werden die Sonderfille verschwindender
Gitterstirke und sehr starker Gitterstibe diskutiert. Der letztere
Fall wird fiir groBe Felderzahl » und fiir » =2 und # = 3 exakt
behandelt, worauf sich zeigt, daB fiir # > 3 bereits eine fiir groBe »
gerechnete erste Niherung praktisch hinreichend genaue Resultate
liefert.

Im letzten Abschnitt wird dann auf den allgememen Fall beliebiger
Gitterstirke eingegangen.

1) Zeitschr. f. angew. Math. u. Mech. 3 (1923), 406 ff.: v. Mises, Uber die Stabilitats-
probleme der Elastizitatstheorie.

2) Ebd. 5 (1925), 2181ff, und 6 (1926), 181 ff.

3) W. Wenzel, Uber die Stabilitdt des Gleichgewichis eb elastischer Stabwerke
und die Knicksicherheit des Gittertrdgers. Berlin 1gz9.
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’ 2 W. KOCHANOWSKY:

-

1. Auifstellung der Gleichungen.

1. Die Hauptgleichungen des réumlichen Problems.

Der eigentlichen Aufgabe setzen wir zunichst die Ableitung von
drei Paaren von Beziehungen voran, die sich aus der Biegungs-
theorie gerader Stibe ergeben: Einen Stab von der Linge !/, der
durch eine axiale Druckkraft P belastet sei, bezichen wir auf ein

rechtwinkeliges Koordi-
v a natensystem#, v, w. Hier-
1 A )‘/ _P-5s bei seien (Fig. 1) % in

" .

der Richtung der Achse

P.—S'T Y des unbelasteten Stabes,
P eul v *':"j— .vund w parallel den Trig-
a Y u o P % heitshauptachsen  des

Querschnittes des un-
belasteten Stabes ge-

w nommen
T M, M MJ( P-5 An den Enden a4 und &

Ps Y A des Stabes mdgen aufBer-
I w dem eine unendlich kleine
a

axiale Zusatzkraft S —

P ¢
e Fd—P —, die als Zugkraft positiv
- { gerechnet werde —, die

Fig. 1. unendlich kleinen Quer-

krafte Q und R sowie die Biegungsmomente M,, N, und M,, N,
wirken (Fig. 1).

Setzen wir nur kleine Ausbiegungen voraus, so genugen die Kom-
ponenten v und w der Ausbiegungen als Funktionen der Abszisse u
den Differentialgleichungen
(x) o N dw M

dut  EJ, dud EJ,’
wobei M und N die Komponenten des Biegungsmomentes an der
Stelle % und J, und J, die Haupttrigheitsmomente des Stabquer-
schnittes sind ; E bedeutet den Elastizitidtsmodul (YounGschen Modul)
des Stabmaterials,

Das Biegungsmoment des Querschnittes an der Stelle u ist ge-
geben durch
(2) N=N,—Qu-—P(v—u,) M=M,— Ru— P(w— w,).

Diese Gleichungen differenzieren wir zweimal nach «:
N*=—Pv M"'=—Puw"
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und setzen die sich ergebenden Werte fiir +* und " in die Glei-
chungen (1) ein:
oN P oo #M P

aw T EN = Zw TE M=o

Dies sind zwei lineare, homogene Differentialgleichungen zweiter
Ordnung fiir ¥ und M ; die Randbedingungen lauten

#=0: N=N, M=M,
u =1 N=Np M=Mg.

Die allgemeine Lsung einer solchen Differentialgleichung hat die Form

N=4 cos]/%uq*B sin]/;i}u
w w

Die Integrationskonstanten A und B ergeben sich aus den Rand-
bedingungen als '
Ny — Ngcos I,f 1;

mv%ﬁl

P
(3) %, = _Ef_w s "y = ERLY

A=N, B=—

Setzen wir jetzt zur Abkﬁrzung

so erhalten wir fiir das Biegungsmoment des Stabquerschnittes an
der Stelle u
{N =N, cos (T“’u) 4+ Mo—Nocosny ;) (%u)

SN %y,

M =M,cos (T" )+M—*"_M %% sin (’i"u)

(4)

s1D ¥,

Aus den Gleichungen (2) folgt nun fiir 4 =/ das erste Paar
unserer Beziehungen, die Gleichgewichisbedingungen fitr die Momente
I {ZV“—N5=QJ+P(‘05——'U¢)

M,— My= Rl+ P (wp,— w,).
Differenzieren wir die erste der Gleichungen (2) nach u:
N'=-—Q — Pv,
so heiBt das fiir die Stabenden N, =—Q — Pv, und N,=—@Q — Py},
folglich
) {N;—-N;=P(v;—v;) N,+N,=—20Q0— P(v, + 7))
M,— M= Pw,—w,) M, +M,=—2R— P(w,+w).
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Die linken Seiten dieser Gleichungen (5) berechnen wir mit Hilfe der
Gleichungen (4). Da ist zundchst

. %y Np— Ngcos
N'=—%e N, sin (%eu) + 5 o= fle e cos (Feu),

d. h, fiir die Stabenden # =0 und #=1

r Yy Np—Ngcos sy

[ sin x,,
Ky %y Ny — Ngcosxny, % _
Ny = N smx‘,+ ~my CO8 %y = [ — - (Nycos x,— N,).

Mithin haben wir

Na—Ni= - (No—NoC0S 2= Nycos -+ N,) —’i"-‘g;jafg'ii‘i’ (N+N,)
N+ Ny= 22— (Ny— N, 08 4+ Nyco8 1y~ No) = ’i"'{s%??i) (Ny—N.),

und die Gleichungen (5) gehen iiber in
P(vp—vp) = MU=y, 4 N,

Isin x,,

— 20 — Pvy +vj) = Xelitosx (v

Isin s,
oder unter Beriicksichtigung von I und (3)

’ r ! —
vb_”'=E_Jw ;ws:::xw(Nb'l' Nu)

—, L, 1
2= () = 5 s W No) — £ (Vo= N0,

Setzen wir hierin zur Abkiirzung
__1—cosx _ Id-cosx 2
{ £ (o) = My SiN x: § (%) = yp SID x: T

_ 1 -} cos x, 2
£(xo) = Xpsifig 21

(6) 1 —Co8 “U
%y SN 2y
so erhalten wir die Haupigleichungen des Problems:

vh—ve = 57 (No + N £(x)

5 (%) =

E

287 — (5} + 04) = 7= (Vo — No)s ()
h—w,= ffé,_(M.+M¢,)dr(:c.,)
2“" — (wh+ws) = ] 7 (My— M) s ().

II
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SchlieBlich bewirkt noch die unendlich kleine Zusatzkraft S eine
unendlich kleine Lingeninderung des Stabes. Bezeichnen wir mit
#, und #, die Verschiebungskomponenten der Endpunkte « und &
des Stabes in der #-Richtung, so gilt nach dem Hookgschen Gesetz

TII y— g = gl
F bedeutet hierin die GroBe des Stabquerschnittes.

Nach dieser einleitenden Entwicklung der notwendigen Gleichungen
wenden wir uns nun im folgenden den Stabilitdtsuntersuchungen
am Gittermast zu.

2. Problemstellung und Bezeichnungen.

Der Mast bestehe aus vier Gﬁrtungen, die in gleichen Abstinden
durch Gitter- und Querstibe miteinander verbunden seien (Fig. 2).
Die ganze Figur habe in jeder Hohe den gleichen quadratischen
Querschnitt, Die Gurte numerieren wir mit x =1,

2, 3, 4 und die Hohen der Knoten mity=o, 1, 2, . . ., #, l
so daB jeder Knoten durch zwei Nummern u, » ge- fl

kennzeichnet ist. Wahrend die Gurte als durchlaufend
angenommen werden — d. h.: die einzelnen Gurt- \
stibe in den Knoten mit unverinderlichen, gestreck- \ \
ten Winkeln zusammengesetzt gedacht werden —, \
seien die Gitter- und Querstibe als ,,Fachwerkstibe N
in den Knoten gelenkig — mittels Kugelgelenke — v S
eingehingt. Wir setzen alle Stibe der Gurte sowie
alle Stibe des Gitters als untereinander gleich vor-
aus. An den Enden (» =0 und » =) sei der Mast ke ——
vertikalen Fiihrungen unterworfen. Jeder der Gurte

werde nun durch die axiale Druckkraft —? belastet,

so daB der Mast in seiner Gesamtheit dem Drucke P
unterliegt. Die so dargestellte Gleichgewichtsfigur
beziechen wir auf ein rechtwinkeliges Koordinaten- |®m! £
system «, v, w; die Gurtstibe mogen die Richtung der
u-Achse besitzen, wihrend die v- und die w-Achse Fig. 2.
parallel zu den Trigheitshauptachsen des Gurtstab-
querschnittes verlaufen mogen. Die Seitenflichen des Mastes seien
parallel der #, v- bzw. 4, w-Ebene.

Wir legen nun unserer Untersuchung diejenige Definition der
Stabilititsgrenze zugrunde, welche der Auffassung derselben als
,.Verzweigungsstelle des Gleichgewichtes entspricht: Beim Uber-

=L
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gang vom stabilen zum nicht stabilen Gleichgewicht kommt man
stets durch einen Zustand indifferenten Gleichgewichtes hindurch.
Dieser ist dadurch gekennzeichnet, daB bei gleichen duBeren Kriften
in beliebiger Nihe der Ausgangslage weitere Gleichgewichtslagen
existieren, in denen die Gurtstibe im allgemeinen nicht mehr gerad-
linig und die Gitter nicht mehr spannungsfrei sein werden; vielmehr
werden zusitzliche Spannungen und (in den Gurtstiben) Momente
auftreten. Wir ermitteln daher die Stabilititsgrenze folgender-
maBen:

Wir erteilen jedem Knoten — soweit es die obigen ,Auflager-
bedingungen'* zulassen — unendlich kleine virtuelle Verriickungen
%5, Vury, Wy, Parallel den Koordinatenachsen und unendlich kleine
Drehungen ¢,,, und y,,, um Achsen in der »- bzw. w-Richtung.
Hierdurch werden in dem Gurtstabe u,» — u,» 4 1 eine axiale,
unendlich kleine Zusatzkraft S§:7., (als Zugkraft positiv gerechnet)
und unendlich kleine Querkrifte Q)51 in der v-Richtung und Ri'; 11
in der w-Richtung sowie Biegungsmomente auftreten; wegen des
Momentengleichgewichtes geniigt es, in jedem Knoten g, » nur ein
Moment mit den Komponenten M, , bzw. N, einzufihren. Da
die Gitterstibe als Fachwerkstibe gelenkig in den Knoten ein-
gehingt sind, treten in den Gurtstiben keine Torsionsmomente auf;
. s war daher auch nicht notwendig, eine Drehung der Knoten um
eine Achse in der u-Richtung anzunehmen. Aus demselben Grunde
wirken in den Gitterstiben keine Querkrifte und Momente; die
unendlich kleine, axiale Zusatzkraft in einem Diagonalstabe
#,v—p+I,v+ 1 bezeichnen wir durch T%Y3 .11, in einem Quer-
stabe p, v — g + 1, v durch U%Y,,,. Die Forderung, daB die durch
diese Verriickungen und Drehungen bewirkte Nachbarlage wieder
eine Gleichgewichtslage sei, gibt uns die Méoglichkeit, ein System
linearer, homogener Gleichungen zwischen den Verriickungen,
Drehungen und den durch sie hervorgerufenen Zusatzkriften und
Momenten aufzustellen. Die Bedingung fiir die Existenz einer be-
nachbarten Gleichgewichtslage, die sogenannte , Knickbedingung*,
ist dann die, daB die Koeffizientendeterminante verschwindet. Die
Koeffizienten des Systems werden von der duBeren Kraft P ab-
hangen, so daB wir aus der Knickbedingung die gesuchte Knicklast
ermitteln konnen. Ergeben sich aus der Rechnung mehrere ver-
schiedene Lisungen fiir P, so wird uns nur die kleinste interessieren,
da fiir sie das Gleichgewicht seine Stabilitit verliert.

Die auftretenden Konstanten, unter ihnen die Materialkonstanten,
werden wir, wie folgt, bezeichnen:
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F : die QuerschnittsgroBe der Gurtstibe,

F: " » Diagonalstibe,

F": ,, ,» Querstibe,

E,E,E": entSprechend die Elastizititsmoduli der Stibe,

LU h: . ,» Lingen der Stibein der Ausgangslage,

h ist dann gleichzeitig die Breite des Mastes,
Juw, Jo: die Haupttrigheitsmomente des Gurtstabquerschnittes,
a: den (spitzen) Winkel zwischen den Gurt- und Diagonalstiben

in der Ausgangslage,
L =nl: die Gesamtlinge des Mastes.

An Verbindungen dieser Konstanten werden folgende Ausdriicke

auftreten: _ _
]w=4fw+Fhs ]”:4]1’_’_5‘}32
k! kl
F;— F—-
ko= Jo ko = I.,
__EF I3 __ EF m
e=mpp "= EE B’

3. Aufstellung der Differenzengleichungen.

In der durch die vorgenommenen Ver-
riickungen und Drehungen entstandenen
verzerrten Lage des Mastes miissen sich,
wenn diese eine Gleichgewichtslage sein soll,
zunéchst die zusitzlichen Stabspannungen
und Querkrifte der Gurtstibe sowie die
Spannungen der Gitterstibe im Gleich-
gewicht halten; dies liefert uns die Gleich-

gewichtsbedingungen (Fig. 3) im Knoten u, » e
(1,1) Sty —Stria— (T3l — Ty cosa =0
(2,1) Tr-1— Q41— Uy —TEly sina=o
(3,1) RY'1—RIV . — UL, — T,y sina=0
(1,2) SEr1—SEri1—(T8rr—TEl_)cosax=0
(2,2) Q51— Q3141+ Uby + TPl sina=o
(3,2) Rz.v_1-~ Rz y+1— U§'Z - T§::+1 sin & =0

(Ia3) Ss y—1" SB,-+1 - (T; y+1=— Tg;:.q) Cosx =0



8 W. KOCHANOWSKY !

(2.3) Qi a— 081+ U, +Telysina=o
(3.3) Ry 1— R+ U, 4+ T3, sina=o
{1.4) St — St — (Thye1—T3y—1) cosa =0
(2.4) P a— Qb —UST — Ty sina=
(3.4) RiIa— RiT+ UL + Tive sina=o.

Es miissen ferner fiir alle Gurt- und Gitterstibe die Hooxeschen
Gleichungen (1. Gl. ITI) gelten:

1
4.,1) Hivi1— W,e = FF S}::-H
. 14
(5,1) (42,441 — H1,y) COS & + (Vg, 41— U1,y) SiD & = 0 Tili::+1
E'F
h
6,1) V2,r— V1,9 = Tapw Uz,
I 2,
4.2) g1 417 U= S2ii1

. 1 e
(5,2)  (Ms,0+1—4s,,) COS & + (W34 1— Wa,») SN & = 5 Tl
h
(6'2) w3s'_ W2.y = E*FE"» Ug::
1
(4.3) U3, y+1— U3,y = ﬁ5§::+1

. . l:l "
(5,3) (4, v41— ¥3,5) COS & — (Vg y41— Vg,,) SiN & = FE ﬁ:lu

h ¥

(613) To—_ (vi,v'_' 'Us, v) = ﬁ; U:;v
(4.4) Wy vk 1 Wty = 1;7 Skie
(5,4) (#1,p-+1~4,) €COS & — (W1, 41— @s,,) SiD &6 = E’; T

h 4, v
(6,4) . — @1,y — ws,0) = gz Uny.

Fiir die Gurtstibe haben wir auBerdem noch die Momenten=-
gleichungen (1. Gl. I)

(7) N'.,f-l-l—' Nﬂ.'+0:::+1 + {" (v,u, r+1— Up,v) =0

v P
B MM+ R+ L (i1 0) =0
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sowie die Haupigleichungen (1. Gl. II) aufzustellen

1

(9) VYur+1— Yur = E7. (Nype1+ Npo) £ (%)
i

(IO) Puyr 41— Pu,y = Ej: (Mp,v+1+M,u,|-) t ("v)
2 1

(1) T (Vv 1= Vyn) — (P, 5414+ Yors) = Ej. (Nyve1— Nou,o) 5 (%)

1
(12) —i‘ (w,x,v+1_ m_a,r)"‘ (?}y,v-r‘l + ‘ppl,v) = E_], (MF"+1_—'MF9" § (“1;) .
Dabei werden als Abkiirzungen benutzt

_ P Bd _ I-—cosx _ 1-4-cosx 2
"S"TE_]' tx) = xsinx s(x) = %8in o s

Wir werden nun im folgenden alle Unbekannten bis auf die
Horizontalverriickungen v, w und die Momente M, N eliminieren.
Dann resultiert ein System von 16 linearen, homogenen Differenzen-
gleichungen fir die 16 Variablenreihen o, ., w,,,N,,, und M, ,
{# =1, 2, 3, 4). Die Bedingung, daB dieses neue System eine von
Null verschiedene Losung besitzt, stimmt dann mit der iiberein,
daB die Determinante der fiir alle Knoten bzw. alle Stibe aui-
geschriebenen Gleichungen (1) bis (12) verschwindet, und liefert
uns die gesuchte Knicklast.

Zunichst eliminieren wir aus den Gleichungen (4) und (s) die
Wy ys ZU diesem Zwecke denken wir uns die Gleichungen (4, 1) und
{5, 1) fiir » — 1 statt » aufgeschrieben und subtrahieren die zweite
von der ersten; hierzu addieren wir die fiir » aufgeschriebene
Gleichung (5, 1) und subtrahieren die Gleichung (4, 2) — die
Gleichung (s, 1) ist dabei jedesmal durch cos & zu dividieren —.
Dann ergibt sich die erste der folgenden Gleichungen (13); die iibrigen
bekommen wir auf analoge Weise.

V2,v41— ”2,7 ~ U1,y + V1,51
cotgrx (Shrt—S2n.0) +1-:fF'sma(T2 veri—Ta0™)

W3, y41— Wa,y— W,y W,y
= ;—p cotger (31— S5 1) + prprma (Thian— 75

Vs, v41— Vg,y — Vg,v + Vgs—1
th“(_sa W SE) — g smu(Tl = Te)

Wi,p+1— W1,v— Wa,pt We,p—1

1 r—l T
=.n‘.i.‘_l?m)tgm(_- +Sl r+ E‘F’mna(ﬁ’+1 T* )

(13)
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(14)

Aus den Gleichungen (13) und (6) sind nun die Spannungen S, T
und U zu eliminieren. Zuerst die Beseitigung der T': Wir addieren
die Gleichungen (2, 1) und (2, 2z) und eliminieren die auftretenden
GroBen Q¢ mit Hilfe der Gleichung (7); auf diese Weise erhalten
wir die erste der Gleichungen (14):

-1 I P
Ts.-+ 1—Tz: = sma[“ (01,041— 201, + 1,01+ V2,54 1— 202, + U2,,—1)
- (Nl v#1— 2Ny + Nis_14+ Ngyp1— 2 N3, + N2,r41):|
T :r2 =i L[ )
Sy+1— = ne 4p’-¢'2:+1 2ws,y+we,y—1+Ws,»+1—2Ws,»+Ws,,—1

+T(M2,r+1_2M21+M2vu1+M3r+1_2Mﬂr+M3l'v-l):l
Tg::+1—-ﬁ::_1= qmu[u (va,s+1— 2V, + 8,01+ Vg vi1— 24+ V4, 1)

+':" (NS.I‘+1‘_2N3 v+ N3 1'—1‘*‘ N!,H»l“"‘ ZNl v+ N&. ‘—1)]

L7 r—1 1
ﬁ,.+1— Ly =— ama[,,z(w* ph1— 2 W4,y +Wa,y1 -+ 81,y 1— 201, +101,0-1)

+ -:—(M4,y+1— 2M,y,+ M4.-—1+M1,v+1*2M1,w+M1,w—1)]-

Um die S zu eliminieren, denken wir uns etwa die Gleichung (1, 1)
der Reihe nach fiir v —1,v—2,v—3,...,2, 1,0 aufgeschrieben
und alle diese Gleichungen addiert; dann erhalten wir

Sty =—cos (T3, + TH T+ + TE —TETi— T3 ——Ti0
=—cos a[(T5 ™' — T5 2 + 2(T3 21— T332
+3(TE 2 — T8 + - -+ T8 — (TIZE — T8
- 2( s — T 28) — 3(Teizs — T1'::i — e —(r—1) 11
oder unter Beriicksichtigung von Gleichungen (2, 1) und (2, 2) bzw.
(3, 4) und (3, 1)
Sty = cotga QL1+ QU TE + QTS+ - + QLo + 0301+ 0
+OETE+ - +OR+ RO+ ROTI+ -+ RES
+ RS+ REZE 4+ RED):
Die Summe der Q und R kénnen wir aber nach Gleichung (7) und
(8) durch die v, w, N, M ausdriicken; dann wird
St t=—cotga [P (v1,y— 1,0+ V2,0 — V2,0 W4, y—1— W, 0+ W1, 11— @1,0)

+T(N:|,s-—'*N1,u+ N!,v"‘NS.O'l‘M{,r—l_“M-I,B"‘Ml,r—l‘_Ml,ﬂ)];
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analog bekommen wir aus Gleichung (1, 2) den Ausdruck
S§23+1=——cotga[rﬁ(wz,wﬁwﬁ,ww::,,+1—ws.o—v1,,+v1,u—vs,V+Vz.o)
+ 4 (Mo, 11— Ma,0+ My p 11— Mao— Ni,o+ N,o— N,y + Nag) |-
Subtrahieren wir die letzte Gleichung von der vorletzten und be-
riicksichtigen wir die Auflagerbedingungen w, = vy o=y ¢=1w,,

= Ws,0= Wy,o=0 und Nyo=Nyo=M; o= M; o= M3 y=M,,=0,
so erhalten wir die erste der Gleichungen (15):

1,v—1 ) P
Sey —52,:+1=—C0tgfx[n (21,0203, — Wy p 4y 1—Ws pr 1+ Wa,s_1+101,,1)

-+ % (2N1,»+2Ng,— Mo 1 —Mp,i1+ My, +Ml,v-—-1):|

2,11 o8, P
Sz ~-Ss,:+1=*cotg«x|:ﬁ (2we,»+ 2105,y + Us,0q 14 Vg, w4 1— V1,v—1—V3,p—1)

+ % (2Mg,,+2M3,.+ Nspi1+ N#,v-!—l‘_Nl,v—l—‘NS,v—l)]

v —SEre= cotga[ (2V3,y+ 204, —104,5 4 1—W1,91 1+ W2, »_1+ W5, 4—1)

+ T (2Ns,+ 2Ny, —Mypr1— My 1+ Mgy +Ms,.-_1):|

4,01 P
Sis —Shy yy1= cotg “I:n(zwé,v-l' 21,5+ V1,v+ 1+ U2, 9+ 1— U3,3-1— V4, y—1)

+ % My +2M1v+ Niyr1+Nopr1—Ng oy — Nl,w—l):l*

Um schlieBlich die U durch die v, w, N, M auszudriicken, verfahren
wir folgendermaBen: Wir denken uns etwa die Gleichung (2, 1) fiir
» — 1 statt » aufgeschrieben und addieren sie zur Gleichung (z, 2):

1,v—1 2,v+1_ 1,v=1
Ulv* 2—1 = Q2 sz-l Qu—l 12"

Diese Gleichung schreiben wir fir »,» — 1, ..., 0 auf und addieren
die so entstehenden Gleichungen. Dann ergibt sich

2,741
U1-= o +le-1

und unter Beriicksichtigung von Gleichung (7) die erste der Glei-
chungen (16):
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I2
U =— 5 (ve,0+1— V2,0 + V1,9 — V1,5—1)
— % (Nz,y+1— Nz,»+ N1, — Nyp1)
Usr=— 4% (s,v11— @3,y + Wa, s —Wa,s_1)
- — %(Ma,.-{-],.—MB,v+M2,v_M2,'—l)
UL, = % (Var+1— Va,r+ v3,5— Vs,4-1)
+ -:— (Na,v+1— Nuv+ Ns,y— Ny,o1)
Ut = % (01,04 1— W1,y + W4,y — W4, y—1)

+ % (My,yr1— My, + My, —My,).

Mit Hilfe der Gleichungen (14), (15), (16) ergibt sich nun aus den
Gleichungen (13) und (6)

(A)

Ug,vp1— V2,5 — Y1,y + V1,1
=— %F th’“[,r—}: (201, + 200,y —Ws,p 41— W3, 511+ Wi, yv—1+201,1-1)
+ 1 Nyt 2Noy —Mepi1— Mype1+ Mosoa 4+ Miyo) |
+ iz Ly (A0, + 8%s,) + 5 (42Ny, + 41N, |
Wy, y41— Ws,»— We,y+ We,9—1
= é; cotg®a [4—}; (2109,, 4213,y + Vs, 41+ Vayv1— V11— V2,1-1)
+ % (2Msy+2Ms,+ Nsyyi1+ Nepp1— Nijpoa— Nﬂ,v—l):[
+ e Ly A0+ A'0s) + (42 M, + 4* My,
Va,p1— Vgp— U8,y + V3,v—1

=— % cotg?x [4—1: (29s,»+ 2V4,y—Wa,p 41— %1,y +1+ W3, y—1+103,01)
+5 (2Ns,y+ 2Noy—Mypi1— Myoi1+ Mo,o1+ My, 1) |
+ e Ly @+ 4'0,) + 5 (@*Na,+ 42N,

W, 41— W1,e— Wy + We -1

=— El_ﬁ cotg’aL—I: (2w@4,v+2%1,0+ V1,941 V2,041 Us,s—1— V4 0=1)
+ ~:- 2Myv+2My.+ Niys1+ Noyy1— N1 — N4,r-1)]
+ e L @0+ Pwn) + 4 (Mo, + 200,
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V1,0 Vg y= E—fﬁ [{;- (Yo, 41— Vo0 + V19— U1,r—1)

+ —; (Nz,y+1— Nz, + Ny, — Nl,v—l)}
Wy, — Wy,y = E_LF, [4—1: (ws,» 41— ws,» + W, — We,1—1)
(B) o + ‘:'—(Ma,v+1—M3,r+M2,v_M2.|-—1)]
Vs, — Var = Lo [ﬁ (V4,041 — Vo s+ V3,0 — Vg,,-1)

+ 7 (Naps1— Nuy+ No,— Naoi) |
Wy — W1,y = E,LF, [5 (1,031 — 1,0+ Wa,y — Wy, 1)

+ (M1 — Moy + Moy — M) |

Zur Ableitung eines weiteren Systems von Differenzengleichungen
stehen uns nun noch die Gleichungen (g) bis (12) zur Verfiigung. Aus die-
sen eliminieren wir die GréBeng,,, und y, , und erhalten fiir u=1,2,3,4

TP (v,lr,v-l-l- 2”."-r+ v.“;"—]-) == (N yr+17 ZN""' + N_u,v—l)
© b (s 208Nt M)
TP (wp.H»l‘— 2Wyu,y +wh,r_l) = (M." y+1—2 M." "+M-"-'_l)

+ o (Myvr1— 2080, My, + My,,).

sin x

Die Gleichungen (A), (B), (C) stellen ein System von 16 line-
aren, homogenen Differenzengleichungen dar in den Variablenreihen
Vu,ws Wa,ny Nyyws My, (0 =1, 2, 3, 4). Sie lassen sich in dieser Form von
»=1I bis »=n—1I aufschreiben, vertreten also ein System von 16 5 —16
linearen Gleichungen. Die Zahl der Unbekannten betrigt 16 % 4 16,
da jede Variablenreihe von » =0 bis » = # lduft. Die fehlenden
32 Randbedingungen haben wir in den bereits erwdhnten Gleichungen
(R) { Uy, 0= Wy,0=0 Nﬂ,o= M,o=0

Vpyn= Wy,n=0 Nyn=M,s=0.

Wir koénnen die Gleichungen (A) mit Hilfe der Gleichungen (C)
noch etwas vereinfachen. Gleichzeitig fiihren wir fiir die auf-
tretenden Verbindungen zwischen den Konstanten und der duBeren
Kraft folgende Abkiirzungen ein:

_VEF 1 _ EF I* g MEF 1 _ EF W
C=IEF cosia  EF B’ = IEF* cotgia  ETFP B
_£ 2, *hJe_ % _%Je__ %
P= EFOB O = F = s S Fm 4k,
. Pl 1 1 Phr 1
folglich ist ep=—+ w5 Py op = TP
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Di
£
4

P
4

P
4

4

e Gleichungen (A) und (B} erhalten somit folgende Form:
(Vg,s41— U2,s— V1,5 + V1,v-1)

=— {f’ (201, + 202, — Wo,r 41 — Wa,r 1 + Wi, p1 + Wi,i-1)

— (2 Nyw+2Ne,y — My o1 —Ms 1+ My, + M)

+ Ei:‘;ﬂg;b (N1!,+1—2C05waj,y—|- N1,._1+ Nz,,.+1—2COwaN5,,,+ Ng_,._l)

(5,41 — Wa,,— Wa,, + W2, 1)

= —-—‘?15 (22, + 235+ V3,541 + Vav41— V1,0—1— V2,,—1)
—p(2Ms,,+2Ms,+ Ngyy1+4 Nyyr1— Niyo1— Nojyy)

+ 's'i%"x—, 0p (Ms,y1—2c08%, Mo+ Mo ,_1+My 1 1—2c08%, My, o+ Ms, ,_1)

(P4, v+1— V4,0 — Vg,y + V3,p-1)

=— %’? (208,y+ 2V4r— Wa,p 41— W1, v i1+ Wa,r—1+ W3, 5—1)

—p(2Nsy+ 2Ny, — M1 — My 1+ My 1+ Ms 1)

+ % op (Naup1—2€05%uNs,+ Na o1+ Noyi1— 2€05%0Ns,,+ Nay—1)

sin sy,
(@1, v41— @1,y — W4,y + @4,, 1)
P
=—T?(2w4,-+2w1,»+ Viv+1+ Vo,p41— U8,5—1— Vsy—1)

—p(2M,,+2M1,,+ Nivp1+ Neywp1— Nyyo1— Nyyo1)

+ ,:1',"915'(M4,-+1-—2cosx,M,_,+M¢‘,_1-§.M1,,+ 1—2c08 %, M1, +M1,,_1),
':__: (Ul,v— Vz,) = —f-,ﬂ'ﬁ (‘l)z,..“— Ve, v+ V1,9 — vl.w—l)
+ G'P (Nﬁﬂ-f-l - N2.7+ Nl.v - Nl,v—l)
P P
T (Wz,v—w:;,,) = T O‘P (Ws,,.l.l — 1w, + W,y — wa’,_l)
+ g?(Ms,r+l_M:i,ll + Mﬂ.r "'-Mg,,‘_l)
(B

TP (var— vs,5) = TP“? (v4,941— Va4,» + V8, — V3,,_1)

+ 0p (N4,y4+1— Ni,»+ N3, — N3 1)
TP (w4, —w1,0) = ‘4‘{, 0P (W1,041— 101,y Wy, — Wy »_1)

+ op (M1,pp1— My, + My, — My, ).

Die Gleichungen (C) sowie die Randbedingungen (R) bleiben un-
veriindert.
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TI. Die Sonderfille sehr schwacher und sehr starker Gitterstibe.

1. Sehr schwache Vergitterung.

Im Falle sehr schwacher Diagonalstibe (F'—» 0} und sehr
schwacher Querstibe (F*—- 0) haben wir in unseren Differenzen-
gleichungen sehr groBe Werte fiir g und ¢4 anzunehmen. Divi-
dieren wir die Gleichungen (A;) und (B,}) durch ¢ und ¢ und
setzen dann

I
L >0 — 0
et ap !

so resultiert ein Gleichungssystem, welches in vier Systeme zerfllt.
Ein solches Teilsystem lautet

Ny yy1—2cosxy N1y + Nyvo1 + Noyp1 —2 c08 %, Ng, » + Ng,po1 =0
(v2,r41— Ve, + ¥1, v — ¥1,1-1) + (Ng,v41— Na,» + Ny, y,— Ny,p-1) =0

(v1,r41— 21,5 + V1,9—1)

— (N1,y41— 2Ny, + N1,va) +'——— (N1,7+1— 2 cos#y N1, v+ Ny, 0-1)

S0 Xy,

I ajw »|n

(ve,y+1— 20z, + V2,4-1)

(N2 |+14'2N2 rt+ N2 lr—l) +

|| L

®_ (Ns,,1—2¢05%,Ns,, + Na,yo1)

5]1'1?6
mit den Randbedingungen
Vpo=U,n=0, V3=V un=0, N1,o:N1,n="—0, N2,0=N=,«20—

Der Losungsansatz
U1, .= ar’, Vg ,= b?", Ny, .= Adr, Ng,,= Br

fithrt auf die charakteristischen Gleichungen

A(r—-zcosx,,,+%)—1—B(r—2cosx,,,+-;-)_-=
ai;»(x—;r)drb%(r—x)+A(:—})+B(r—1)=o
aglr—2+])+ Al )r—2 (-0 + (- )i )-o
b (r—2+3 )+B[(‘—;aa)’_2(1 ) (1— )] =0

Die Konstanten a, b, A, B lassen sich bestimmen, wenn die

Determinante aus den Koeffizienten verschwindet, wenn also
2
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=)

2—+3)

-]

ist, d. h.

. ° r—zcosx.,-{--:— r—z oosx.,-|-}
% r—l) 1-——% r—1
o (x——-'b—::;)f——z (I—%) o
+(—an)T
S e el
+ (I"n;:.,) 7
(r—z cos x, 4 })’ (r— 2 +%)2= o.

Setzen wir die Lisung als zur Mitte (v = %) symmetrisch voraus,
so erhalten wir fiir

r+~:~=ﬁ
Bi=2 fa=2cosx,,

beide als Doppelwurzeln der charakteristischen Determinanten-
gleichung. Fiir die Konstanten erhalten wir sodann

gemiB der Losung f: a=C, b=Cy, A=o0 B=o
gemiB der Losung 8;: a=C, b=C, A=—_§C, B:-{ic..

die Lésungen

Die allgemeine Lisung unseres Differenzengleichungssystems lautet
demnach (als zur Mitte symmetrisch vorausgesetzt)
n

v1,,=C14+Cs cos (_ -v) Ko

2
vgy=Ca+C, cos (; — v) £
Niy= —Cagcos(%-v)xw

P
Ng_y —CQTCOS(;—V)X”.

Die Knickbedingung folgt dann aus den Randbedingungen v,o= 12,0
= Nyo=Ngo=0 als

I 0 cos (% x.,) o
"
oI o cos (? x.,)
P " =0,
© 0o —cos (—; x.) o
P ”
0o 0 o — - cos (; u.,)
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B n
d. h. cos? (7 x.,,) =0
n 14
—y = —
2 2
LS
Ky = —
”
s . . P nx!

Als zugehiorige Last ergibt sich wegen T = i EJew:

P _ #E,
4 L*

Derselbe Wert ergibt sich aus dem Gleichungssystem fiir vs,, vy,
Ns,,, N,,; wihrend wir aus den Gleichungssystemen fiir die w,,,
und M, , die Last

P mEJ,
N Ls

erhalten. Die kleinere dieser beiden stellt die gesuchte Knicklast
dar und gibt die Richtung an, nach welcher der Mast ausknickt.
Sie ist in diesem Falle, wie zu erwarten war, die Eviersche Knick-
last fiir die einzelnen Gurte.

In der Ableitung der Differenzengleichungen wurde das HoORE-
sche Gesetz benutzt, das allerdings nur im rein elastischen Gebiet
gilt. Dieses ist dadurch gekennzeichnet, daB die Knickspannung

P
IE= 5 < Oop

ist, wenn wir mit op die Proportionalitdtsgrenze bezeichnen. In
unserem Falle ist

n*Ei* na'E

I

wobei i=V% der Trigheitsradius, 4 der Schlankheitsgrad des
einzelnen Gurtstabes ist. Im nicht rein elastischen Gebiet,

Og=

Cg> Op,

ist der Elastizititsmodul nicht mehr konstant gleich E, sondern
er hingt von der Spannung ab:
E,<E.

Die Knickspannung wird dann

O = n'f’o‘x .
Den ,,Knickmodul*
T =~Eax

2%
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erhalten wir etwa auf folgende Weise): Wir bestimmen nach einer
empirisch gefundenen Formel, etwa der von v. TETMAJER:

Ox=0t—-ﬁt1.

— worin z. B. fiir FluBstahl (St 37) « = 28g0, § = 8,175 ist —, den
Schlankheitsgrad

_ CI’-—U’x
t=—3
T berechnet sich dann aus der Gleichung
BT
IR=TGE
zu
a—og\?
T =ox (—';:ﬁ“) :

Mit dem so ermittelten Wert von T lassen sich dann alle Auf-
gaben erledigen, in denen die Knickspannung die Proportionalitits-
grenze iiberschreitet. Wir haben nur in den innerhalb der Propor-
tionalitidtsgrenze giiltigen Gleichungen den Elastizitdtsmodul E durch
den Knickmodul T zu ersetzen.

2. Sehr starke Vergitterung bei groBer Felderzahl.
Dem Falle sehr starker Diagonalstibe (%.7 — 0) und sehr starker
Querstibe (—;.;-» o) entspricht die Annahme
op=o0 ep=o0.

Mit dieser nehmen die Gleichungen (B,) folgende wesentlich ein-
fache Form an:

‘02,-= U1,»

W3,y = We,y
()

Uy,v = Vg,

Wi,y = Wy,».

Zur Herleitung eines ersten Niherungsweries der Knicklast geniigt
es bei Annahme einer grofien Felderzah!

n>>1
(bei gleichbleibender Gesamtlinge L), nur die kleinen Glieder bis

4) Vgl.Eng , Uber Knickfestigheit und Knichsicherheit. Der Eisenbau, 1911, 3851f.




Gleichgewicht und Knickfestigkeit eines riumlichen Gittermastes 19

zur zweiten Ordnung zu beriicksichtigen. Als klein von zweiter
Ordnung rechnen wir

1 P I3 T
F—
. 4
x

es wird dann sinx =% CoS%=1— "

Die Gleichungen (C) vereinfachen sich somit zu

(2) {é (Yur41— 2 Vot Vp,v=1) = %o N,y
2

'?’ (@Wpyp+1— 2@y, + Wyv—1) = 2 My,
Fiihren wir noch fiir die Differenzen die iiblichen Bezeichnungen

Ay, = Yvr1— Y
A23’u= Yer1— 2V, + Yv—1
ein, so folgt aus den Gleichungen (A) bei Beriicksichtigung der
Gleichungen (1) und (2), wenn nur die Glieder bis zur zweiten
Ordnung benutzt werden,

(1+%ﬁ)ﬂ"vl v 4P, =—2p
(x+28) s, + 4 pros, = —2p
(:+%)Aﬂvs,v+4f>vs.y="zﬁ

( +4 )A’w-i v+ 4Ppws,=—2p(,
Die Randbedingungen sind

V1,0 = W20 = V3,0 = W0 =0

I
4t Wy, y + w*,v_ _3 A= wz,r_ w2,v)

— —

A=v3v+7-’3v__‘d U,y — U1, ,)

(3)3

axul = aRul = 35-] -

——

A%vy,, + 1, v_'_'A U3,y — VUs,y

Awy 4 ws,,— —,A’w4,v— ‘w4,-)
)

—
A

V,n = We,n = Vg,n = Wy,n = 0.
Setzen wir wieder voraus, die Losung sei in bezug auf die
Mitte (v = 1) des Mastes symmetrisch, so kénnen wir den Ansatz

U —acos(—"m )E wz,,=bcos(%—v)§
vs,,ﬂccos(?—v)é w4,,=dcos(—:—— ).5

machen. Gehen wir mit diesem in die Gl. (3) ein, so ergeben sich fiir

z2cosE=p
die charakteristischen Gleichungen
Aya— B,b + B,d=0
— Bga+ A,b 4+ B,c =0
(4 Byb+ Ayc— Byd =0

B,a —Byc+4,d=0,
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wobei als Abkiirzungen
A=(1+1£) —z(:+‘:‘—f—zp)
B=32p— (% —2p)

gesetzt worden sind. Die Konstanten a, b, ¢, d lassen sich aus den
GL. (4) bestimmen, wenn die Koeffizientendeterminante verschwindet.
Diese Bedingung liefert uns eine Gleichung vierten Grades fiir g:
A, —B, o B,
— B, A, B, o
0 B, A, —B,
B, o —B, 4, |
Die Wurzeln f; dieser Gleichung lauten

(Ap=03) B =2——22

—AyA, (Aydy— 4 BoBy) =0

4P
1+"—L
(A,=0:)  py=2——2F
4P
I-I-;‘—:-
(Aon_4Bqu = 0:) ﬂs =2 ﬁ. =g - .S—p.

Aus den Gl (4) ergeben sich dann

gemiB f;: a=0C, b= o c= C d= o
gemiB f,: a=o0 b= G, c= 0 = C,
gemiB f,: a=0C, b= G, c=—0C, d=—C,
gemiB f: a=C, b=-C, c=—0C, i= C,.
Die allgemeine, symmetrisch vorausgesetzte Losung unseres Glei-

chungssystems (3) 1iBt sich dann mit §; = 2 cos & folgendermaBen
aufschreiben:

(5)

vl,,=clcoa(§—w)sl + Cs + Cacos (2 —2) &
s,y —  Cacos(Z— )&+ Ca—Cocos (% )&
vs,=Cacos (3 — )& — Ca— Cecos (5 —7) &
Wy, = CgCOS(W—‘V)Ez—Cs-I'C;,COS(}—— )

Als Knickbedingung folgt aus den Randbedingungen vi,0= w20
= VUs,0=Ws,0=0
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n ”
cos —& o I cos — &
2 2z 1
n ”
o cos 752 I --cos?&]
=O,
”
cos—;iél 0 —1I —cos—;&
n ”
0 cos-z—asg —1I cos?é‘l

d. h.
— 8 cos— 51 cos—f, -COS — §‘wo

5,::% (i=1,2 oder 4) &=o0.

Setzen wir jetzt g, = 2 cos &, so folgt z. B, fiir 4==1 bis zur zweiten

Ordnung genau

p=2— “;P —2cosb=2—2
1+ L’a
4%, _ 7
xh+ 40
oder fiir p = “;.{;‘L:
4Jw
g _ +FJ|’_
Y PR
Fp2
Fﬂ
mit der Abkiirzung %, _T_ wird endlich
(6a) = (ko + 1),
Analog folgt aus fy=2 cos &;:
(6b) o= T (ko 1),

Wihrend B; die nicht interessierende ,triviale** Losung liefert, be-

kommen wir aus fy= 2 cos &,:

Spad x2 _m,
xiuy + 4px;+ 4px;  nt’

und wegen 4p=%=§i—, also auch 8p=3;%+§:, wird dies

Wbt ik, _
6e) FobaF o F iy W
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[Fiir den Fall, daB J,= J,= J ist®), werden auch »,= »,=» und
= k,= k7 und es ist dann

(6¢) # = 2 (k +2).]

Setzen wir nun

a3 Amils
in die obigen Lésungen ein, so ergibt sich
P—— (4Ju+ FR)
bzw., P="% (4].+FW)
bzw. P=— “.E 5 4Jet+4l.+Fh).
w

Der kleinste dieser drei Werte gibt uns die
- '"D gesuchte Knicklast an.

Fiihrt man noch als Trigheitsmomente des
Gesamtquerschnittes des Mastes die Ausdriicke:

|
I
|
—t—
-
L

T 7 (Fig. 9) _ .
InlE Ij Je=4(Jo+F %)
'..__ﬁ_.a - B
Fig. 4. ]u=4(]v+F'4—)
ein, so ergibt sich als erster Ndherungswert der Knicklast
P= i f.j L bzw..
(K) P= "'Ef v bzw.
Pﬁﬂ L (Fut To—FH).

Die beiden ersten Werte stimmen iiberein mit der EULERschen
Knicklast. Im allgemeinen ist jedoch der letzte Wert der kleinste.
Ist speziell J,= J,= J, so betrigt die Knicklast

(x) = (T -5Fw)

s) Dieser Fall tritt in den praktischen Aufgaben meist auf (vgl. z. B. Wilhelm
Taenzer, Eiserns Gittermasle fir Freileitungen, Berlin, Springer 1930).
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3. Sehr starke Vergitterung bei beliebiger Felderzahl.

Wir machen wieder die Annahme ( — 0 und ——> 0

: #r>0)
ep=0 op=o,

behandeln jedoch jetzt den Fall einer beliebigen endlichen Felder-
zahl n. Die Gleichungen (1) und (7) des vorigen Abschnittes gehen
unverindert in diesen iiber, da sie lediglich unter der Annahme
starker Vergitterung abgeleitet wurden. Es gilt wieder

(1)

Vg, v = V1, Nz,v-_" Nl,v
Ws,» = We,» My, = Ms,,
U4,v=vs,v Nl,l':NS,l-
Wi, = Wi, My, =M,,..

Mit Riicksicht hierauf gehen die Gleichungssysteme (A;) und (C)

iiber

(2)

in
‘i: (P1,041— 2015+ V1,0m1) = — %215 (201,y —We,v4 1+ W4,0-1)
—2p (2N, — Mz, 1+My,)
-i: (g,,11— 2w, +we,,—1) = — ;}:ZP (2ws,» + va,y41— V1,9—1)
—2p(2Msz,+ Ngyr1— Niyv_1)
TP (vs,v+1— 28,y + Vs,y—1) = — {iz}” (27s,, — w4,9+1+W2,0—1)
—2p (2Nsy— Myyi1+ Mz i)
-f—, (we,v11— 204,, +W04,y_1) = — ;2? (2@e,» + 1,041— ¥3,4-1)
—2p(2My+ Niyip1— Nspat),
7 (1= 2004 01,m1) = — Vae1— 2N1, o+ Nio)
+ sm'; (N1,541— 2 CO8 % N1, + Ni,5-1)
—?(wz,.+1—2w&v +we, ,-.1) =—(Meps1—2Ms, + Mz, ;)
smx’ =2 (M3, 11— 2 cosx, My, + Ms,._1)

P
+ (v8,v+1— 293, + ¥5,5-1) = — (Ng,y41— 2 Ng,, + Ns 1)

smx_“ (Ns,s+1— 2 cOS %y N, + N, 1)

P
) (@a,ps1—2Ws,y + W p1) =— (Myy1—2My, + My, )

—+ ( ‘,+1-—2C05”7M4 v+Md-!—1)

5]1!#
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(2) und (3)_geben ein System von 8 linearen, homogenen Differen-
zengleichungen zweiter Ordnung fiir die Variablenreihen v, ,, ws,,
vy, Wev, Ni», M2,, N3,, M,,. Die 16 notwendigen Randbedin-
gungen sind

@) {'Ul,a =Wy o=V =1Wyo=0 Nyg=Myo=Nyo=Mgo=0
4 Ui,n= W,n=Ug,n=Wyn=20 Niyn=M;4=Ngpn=Myn=0.

Eine exakte Auflosung dieses Systems nach dem in 2. voraufge-
gangenen Muster erscheint in diesem Falle bereits praktisch nicht
mehr durchfiihrbar, Selbst Symmetrie vorausgesetzt, erhielten wir
als charakteristische Gleichung eine Gleichung 8. Grades in §,
welche — abgesehen von der trivialen Losung § =2 — duBerst un-
durchsichtig wiirde. Wir werden daher zunichst die Fille n =2
und % = 3 durch direkte Ausrechnung der Gleichungsdeterminanten
erledigen. Ein Vergleich mit dem entgegengesetzten Fall eines sehr
groBen # wird dann Schliisse auf die iibrigen endlichen # zulassen,

#Hem2,

Im Falle n =2 gehen die Gleichungen (2) und (3) unter, Beriick-
sichtigung der Randbedingungen v, o= ®@,,0= Ny,o0= M,,0=0 und
Uy, 2= Wy,2= N,,,,2= Mﬂ,z= o iiber in

P P My COS Xy
T(I—Z?)UI—ZPN1=O Tvl+(1——"m:—)Nl:0

usf,, oder nach Elimination von v,

(1 —2p) (1: - ”"’ms"")N1+ 2pN,=o0

sin %y,

usw. Fiir nicht verschwindende Lésungen muB die Bedingung
%49 COS 2,
sin ¥,

#yp COS 3y
sin x,,

I— +2p

=0,

X, I
d.h. w138
erfiillt sein. Beriicksichtigen wir hierin noch, daBl 2p = ;f‘h ist, so
w
erhalten wir den gesuchten Wert x,, aus der Gleichung

L tg xy
2Ry =I- %.

In Fig. 5 sind beide Seiten dieser Gleichung als Funktionen von

» dargestellt, Der Wert %, der in der Gleichung als Parameter auf-

tritt, ergibt sich (S. 7) aus dem Querschnitt des Gurtstabes,

seinem Trigheitsmoment und der Breite des Mastes; sehen wir ihn

fiir eine spezielle Aufgabe als gegeben an, so 148t sich aus der
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k=0 i k=1 k=2 (o het|
| (a5
Starkes Gitter i l -
n=2 | ll
|
-1 I k =10
| i
|
|
|
¢t P t lk=gy,
| % !
| _tgx_xt
| =L |
I I
Fig. 5.

Figur der zugehbrige Wert » ermitteln. Die hiernach bestimmte

Knicklast erhalten wir aus —':— = 4E£‘," ® ynd 4),= E%rfw als
#, 4E], x  4E],
P=+ sy bzw. P= +1 e

Ein Vergleich dieses Wertes mit der Knicklast P;= mE]y bzw

LI
“’E] * zeigt, daB fiir jeden Wert k(>0) P< P, ist; die Knicklast

des Gittermastes ist kleiner als die EurLERsche Knicklast einer
quadratischen vollwandigen Sdule von gleicher Linge und Breite
und gleichem Trigheitsmoment, iibereinstimmend mit dem Sonder-
fall groBer Felderzahl.

Da ferner —? = i’% bzw. = = 4“;?‘1' die EuLer sche Knick-
last eines einzelnen Gurtstabes ist, sehen wir aus der Figur, daf
fiir griofere Werte von 2 — etwa von k= 5 an — die untersuchte
Krifteverteilung so lange eine stabile ist, bis die Grenze der Trag-
fahigkeit der einzelnen Gurtstibe erreicht ist. Dies wird in den
meisten praktischen Fillen eintreten, da sich % im allgemeinen
zwischen 2 und 25 bewegt.
fem 3.

Im Falle # = 3 lauten die Gleichungssysteme unter Beriicksich-
tigung der Randbedingungen v,,0= @u,o0= Ny,o0=M,0=0 und
V3= Wy,3= Ny, 3= M, 3= 0, sowie unter Voraussetzung symmetri-
schen Ausknickens (v,,1=y,2= 17y, W,,1=®,,3=W,, Nu1= Ny 2=N,,
Myy= My3=M,):
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%(I —49) "£+§P(Wa_wa) =4p Ni—p(My—M,)

P — 2HyyCOS Ky
P P Tvl:_(I+W)N‘
+ @ —4p)wa— - p (W — v)) = 4p Mot p (Na— IV,)

£w‘= _ (I + n|,—2::,!::1:-5:¢‘,)‘Mrxg

4 sin %,
= (€= 49) 1o+ TP (wa—1w) = 49 No— p (M, — M)
P Gt R
T ap)w— T p (n— v) = 4p Myt p (Ni— Ny)
o=+ ),

oder nach Elimination der v, und w,
[I + (1—4p) x‘,—zuwcusxw] N["‘j:’ Hy— 2Hy COS Xy (My—M,) =0

sin x,, sinx,
[1+ @ —ap) =0 [ My — g 2o e (Ne— Ny = 0
[1+ (@ —4p) R et | Ny p Je2He 0% (3f — M) =0
[1+ (@ —4p) B | o, — p B e (N, — Ny) = o0.

Ein von Null verschiedenes Losungssystem existiert, wenn die
Koeffizientendeterminante verschwindet; somit erhalten wir die

Knickbedingung

I+(I-4p) 5@_:‘:-::“ L P *a—:;lu.:“ L) o - u.—::l::u #y
prmm L)t i, o .
o _ ‘u—::-:'l *y I+ (I—‘4ﬁ “w—:l:u;:“ L) P "s—:i:n::” Xp l
-pageie 0 PEEEETT xe(i-4p) TR
— 2 — 23, COS %y
d.h. ':I +(x -49}&—:-;:*::,“'] [I + (1 — 4?)%‘—

A+ = ap e [1 4 (x— ) e
— — 2%y COS %y

_4?5!”“’ ;::‘:Oﬁﬂu Xy Sae } —o.

Die Werte %, bzw. x, ergeben sich aus den Gleichungen

— cos o — 2300 CO8

I+ (I'"‘t?)%"—":o bzw. I+ (I—4p)="—5—=0
bzw. [x+ (1 —48) ’%ﬁiﬁ’] [1+@—49) "_v—_;%’ﬁ]

Hog— 2Ky COS Ky Xp— 2Ky COS Ky
=40 gy =0
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k=

Starkes Gitter

n=3

Nehmen wir speziell J,= J,= ] an, also wieder ,= %,=x» und
ko= ko= k, so liefern die beiden ersten Gleichungen

®—2%COS% R
sin % T o=k’
die letzte dagegen
X—22COSX 2k bzw ¥ —2%C0SK 2k .
sin % wi—2k ' sin % 3xr—zk

Die letzte Gleichung liefert den kleinsten Wert x.

In Fig. 6 sind beide Seiten dieser Gleichung als Funktionen von x
dargestellt. Ist die betreffende Lisung » aus ihr ermittelt, so ergibt
sich die Knicklast als 2 =
p—_* 9E,

Itk L*
In diesem Falle bekommen wir erst von etwa %k = 15 ab fiir » eine
Losung, die gréBer als z ist. Von %k =15 ab ist also die Kréfte-
verteilung so lange stabil, bis die Grenze der Tragfihigkeit der ein-
zelnen Gurtstdbe erreicht ist.
Beliebiges #.

Im Falle eines beliebigen #n ist die Darstellung des Zusammen-
hanges zwischen #, bzw. x», einerseits und EI— bzw. ki andrerseits
weitaus komplizierter, Wir beschrinken uns dahgr zunéich'ét darauf, fiir

die Grenzfille %—)- oo und % —» 0 diesen Zusammenhang anzugeben:
Fiir %—>00 ndhert sich » asymptotisch den Geraden » = %,
wie im Falle sehr groBer . Dies ergibt sich folgendermaBen: Fiir

& —> oo ist wegen p = —;i;— auch p — oo, so daB wir in den Glei-
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chungen (2) (S. 23) nur die Glieder beriicksichtigen werden, welche
den Faktor $”enthalten:

; (201, —wo,p41+Ws0—1) + 2N,y — Mo, 114+ My, 1) =0

-ii (2we,s + ¥3,941— V1,0-1) + (2M2,, + Ns,yy1— Ni,,1) =0
f? (2vs,y—wave1+we,v-1) + (N3, —Myyi14+ Mz, 1) =0

P .
vy (24, + v1,p01— 08,0—1) + (2M40 + Nyyy1— N3 oo1) = 0;

hierzu treten die Gleichungen (3) (S. 23). Der iibliche Ansatz
V1,9= i7", W2,,= ay?" usf. Ny,=2b,7", Ms,= by usf, fithrt auf
charakteristische Gleichungen, welche lésbar sind, wenn g =17r + %
die Werte

h=o0, pf=o0, f=2, fi=—2, ﬁs="'"—"ﬁu:2005::

annimmt. Die genauere Durchrechnung, welche analog den fritheren
Fillen verlduft, wollen wir hier iibergehen. Die allgemeine Lisung
des Gleichungssystems lautet fiir 8; = 2 cos & — symmetrisches Aus-
knicken vorausgesetzt —

v, = Cicos(fz-—v)$1+c,cos(%—v)§,
-i-C,cos(%—v)Eg—t-C‘cos(%-—w)£‘+C5ccs(%—w)Es
wz,'=_iclcos(g——v)§1+ic,cos(-:——v)g-‘,
+C,cos(1:?—v)£s—C‘cos(1;-—«1!).5.+C,cos(-zu—~v)5,
Vs, = Clcos(%—r)51+ C.cos(-:——v)gg
—C,cos(%—v)f,—c.cos(%—v)$‘+C,cos(%—v)$,
wy,, = —iC;y cos (5 — ) &y +iCacos (5 — )4
ﬂ—Cscos(%—v)E,—l—C‘cos(‘:——-v)£‘+C.cos(—:u—-v)£,

Ny, = — 2 Cacos (3 —v)ks
M, = — 7 Cocos (% — )&
2 Gre( )
Moo (s
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Wegen fy=fa=o0 ist |&|=|&|=" und wegen fi=2, fi=—2

2
ist &= &, =o0. Die iibrigen §; sind gemiB ‘den Randbedingungen
V1,0= Wa,0= Us,o = We0=0; Niyo= M2,0= Ns,o= M4,o =0:

n
fi= i=15,6,78.
Die uns interessierenden Losungen sind folglich wegen

x,
ﬂ;=zcos&=zcosx" (i=13,6,7,8)

v

=5 =

Hw = o vy

Fiir % — 0 ist auch p — o. Die Gleichungen (2) (S. 23) ergeben
dann unter Beriicksichtigung der Randbedingungen 1,0= ws,0="vs,0
= wy,0=0 fiir zur Mitte symmetrisches Ausknicken, daB alle v, ,
und w, , gleich Null sind. Damit zerfillt das Gleichungssystem (3)

v
in einzelne Gleichungen

(l‘L—I)Nl,w+1mz(ma1)N1,.+( *w —I)N1.,_1=0 usf.

sin %, sin x,, Sin 3y,
Der Losungsansatz N, ,= #* liefert fiir » 4 % = B:

=2 My COS %y, — Sin %y,
oy — SiD 3y

Die allgemeine — symmetrisch vorausgesetzte — Losung 1dBt sich
dann in der Form
N,,y=C cos (; —_ v)&

aufschreiben, wobei £ durch 8= 2cos{ gegeben ist. Die Rand-
bedingung N, ,= o fordert

=,

und wir bekommen fiir %, die Knickbedingung

2y COS Ky — SiN 20y,

n
T =C05 —-
%y — SiD 2y n

Dieselbe Bedingung ergibt die dritte Gleichung (3), wihrend die
zweite und vierte die analoge Bedingung fiir », liefern. Die etwa
auf graphischem Wege erfolgende Lisung dieser Knickbedingung
lautet fiir
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L, o n=2z2: #=4,49=071:2%
n=3: %=15I4=082.27
=3544=087 27

#n=25: ®=15,65=000 27
n==6: ®x=575=0022x%

= 27,

Die Werte x fiilr # =2 und » = 3 stimmen genau mit denen iiber-
ein, welche wir aus Fig. 5 und 6 fir % = co entnehmen.

Starkes Gitter

—— Néherung
—= = exakler Werf

Fig. 7.

In Fig. 4 ist der Zu-
sammenhang zwischen » und

% fiir einzelne Werte » dar-

gestellt, Gleichzeitig gibt
Fig. 7 einen Vergleich zwi-
schen der ersten Niherung
in II, 2 und den aus den
exakten Knickbedingungen
errechneten Werten. Fiir

%=o und %—»oo haben

wir die Werte von x an-
gegeben. Im Zwischeninter-
vall stimmt bereits von
#n=3 an die in II, 2 be-
rechnete erste Naherung
praktisch mit den genauen
Werten iiberein.

Fir das Verhalten im
nicht elastischen Bereich
gilt auch hier die in II, 1

ﬁangegebene Methode: Man

bestimmt mit Hilfe einer
empirischen Formel den

,,Knickmodul“ T und rechnet in obigen Gleichungen mit diesem
Knickmodul T an Stelle des YounGschen Moduls E (vgl. S. 17{).
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III. Der allgemeine Fall beliebiger Gitterstarke.

Der Rechnungsgang im allgemeinen Fall gestaltet sich ganz analog
dem der behandelten Sonderfille. Uber die GréBe von p und o
machen wir jetzt keine Voraussetzungen. Dadurch wird die Behand-
lung der ungekiirzten Gleichungssysteme (4,), (By), (C) noch weitaus
komplizierter als im Falle starker Gitter. Die resultierenden Glei-
chungen werden derartig undurchsichtig, daB eine anschauliche
Darstellung des Zusammenhanges zwischen #x, und x, einerseits

und g, o sowie f— und ki praktisch nicht mehr allgemein méglich

zu sein scheint. Wir beschridnken uns daher auf die Behandlung
der Sonderfille # = 2 und »# = 3.
Die Gleichungen (4,), (B,) und (C) lauten, fiir # =2 aufgeschrieben,
unter Beriicksichtigung der Randbedingungen wv,,0= w, 0= Ngo
uo=20 und Uy, 2= Wy,2= N',.2= M.H.2= 0:

P si P »
e i::w (ve + o) = Y SIE 2P (vy + vg)

+ s"‘:“zp( + N,) + 2cosx,-op(N; + Ny)
P i P sinx,
vy i“?‘:—” (ws + w4) = sin % —22p (wy+ wy)

4 S s“‘"- * 24 (My+ My) + 2 cosx,- 0p (My + M)

4+ K *
+ 522 2p (Ny + N + 2 cos - 0p (N3 -+ Ny
TN ) = L S 2 et w)

+ SR 2p (Mo + M) + 2 cos - 0 (Mu+ M),

%(Uﬂ — ) 2;“?”(% — ) +op(N: — INy)

P P
T(ws—wa) =T°'P(ws—ws)+“p(Ma—Ms)
P P
T(Uc — Uy) =T°P("‘¢ — v3) + 0p(Ny — Ny)
P
L w—w) =L op m—w) + op (M — M),
P osil¥y %y COS Xy, —Sinx,
4 L") il'“— L") N
P sinx, = %,C08%,—sin, M =12 3,4
T e kT #y
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Dieses Gleichungssystem zerfillt in vier Teilsysteme, die fiir den
Rechnungsgang wvillig gleichwertig sind. Wir behandeln eins von
diesen; etwa das System fiir die Unbekannten »,, v;, N;, N;. Nach
Elimination von v; und v, behalten wir die Gleichungen

[(1-— 2P — 20P) COS %, — EZ—::‘E](N1+ Nj)=o
[(1 — o) coSs ¥, — Si?‘:"] (N1— N,) =o0.

Die Koeffizientendeterminante lautet also

é (I1—2p—20p) COS #y— ¥ (1—2p—20p) COS ¥, — 5'2:“-’%
. : =o.
i (1 — ap) cosx,— e — (1 — op)cosx, s%”—“’i
w

Die Knickbedingung zerfillt demnach in die beiden Gleichungen

tg s 18 #w
g =I-—2p—20p oy =I—o0op
. x:
oder mit p = P
w
L gy _ %
I o —zk,(1+9) bzw. 1 =

Haben wir zu vorgegebenen Werten von ¢ und &, bzw. ¢ und 4%,
den zugehorigen kleinsten Wert x, ermittelt, der eine der obigen
Gleichungen befriedigt, so kommen wir mit Hilfe der Gleichung
_ *w  4E]
Pe=jpii
auf die gesuchte Knicklast. Analoges ergibt sich fiir den Wert von x,.
Wesentlich komplizierter stellt sich die Rechnung sowie das Er-

gebnis bereits fiir den Fall # = 3. Die Randbedingungen sind wieder
Uy, 0= Wy 0= NF.°= M,u.() =0 und Uy, 8= Wy,3= N‘,,’3= M‘,"3= 0. Wir
setzen wieder Symmetrie der Ausknickungen zur Mitte des Mastes
voraus, d. h. v,; = ¥,,5= v, W, 1= W, = w, usf. Dann lautet unser
zu behandelndes Gleichungssystem:
P P
e 49) (i + v) +ﬁ:(ws+ws—nw4—w,) =4p (N1+ Ny)

— (Mot My— M — M) — 2p ™= 7"2" (Ny + Ny)
P P
T —4p) @t we) — P (0 + vy— v — V) = 479 (M + My)

+ (No+ No— Ny— Ny) — 20p ™75 (Mo + M)
P P
T(I —4p) (Us+ v + ﬁ—;—(w.-l—w,—w,—w,) =4p (Ns+ Ny

— b (My+ My — My— M) — z0p =20 (N, + N))
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L@ —48) @atw) — P (1t v vy — 0) = 45 (My+ M)
+p (Ni+ Ny— N;— N —-zgp’-‘%j:';:%(MﬁMl),
L 2—0p) n—v) = op (N — Ny)
L2 —0p) (m—ws) = op (My—M,)
Z(2—0p) (ta— v = op (Ns — N)

'f (2 — 0p) (wa—uwn) = op (M, — M),

}?v =__(I+xw~—2.chosx,,,)N
4 # SIN Xy, M
(=1,234).
P _ My — 2%y COS %y
4 wﬂ__(l + sin %, )Mﬂ

Mit Hilfe der letzten Gleichungen lassen sich die v, und w, elimi-
nieren. Es bleibt das zu verwendende Gleichungssystem

[1+ (@ —4p—20p) 2= 2Ke"0] (N, 4 N,)

Sin %y,

+p I (M + My — M — M) = 0

sin 2,

[I + (X —4p—20p) "_v:?_"'z_‘i'fiv.] (M + M)

Sin 2%y

L preT PR Ne (NN~ Ny =0

sin xy,

[1+ (1 — 4p — 20p) =202 (N, + N,)

sin %,

+wa% My+M,—M,—My) =0

sin 3,

(14 (0 —4p —20p) 220" (11, + M)
Hap— 2 ¥yp COS %y,
—? sinx,

(Ni+ Ny— N;— Ng) = o,

[2+ (2 — o) =T (N, — Ny =0

sin %,

[2+ (2 — op) oo | (M, — M) = 0

sin %,

[2+(2—ap)w] (N;— N =0

Sin 2y,

[2+ (2 — op) 222" | (M, — M) = o,

sin x,
3*
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Zur Abkﬁrzung setzen wir hierin
a=1+4(1—4p —20p) "

® — 2% COSX%
b= b sin %

c=2+ (2 —op)”—;::ou-
Dann lautet die Knickbedingung
ay ay 0 o —b b, b, —b,
by, b, —b, —b, o ay a, o
0 0 ay Ay b, —b, —b, by
—by —by by b @y s} 0 ay| o
€y —Cu 0 0 o o 0 o
0 0 0 0 0 €y —Cy 0
0 o Cw —Cu o o o o
o o o 0 —¢, o o €y
oder 16¢k 2 aya, (@yay — 40, b,) = 0.

Sie zerfillt in folgende Bedingungen:

Moy — 2 ¥y, COS X,
2+ @2—0p) g =0

Ry — 2 X, COS X,

24 (2 —op) S =0,
I+ (1 —4p —zep) e =0,
1+ (1 —4p—2ep) P =0,

[1+ (1 — 4p — zep) e =20 [1 4 (1— 4p—20p) " =0 >]
Hyp— 2 ¥y COS X, Xy — 23Xy COS X,
— 47" sin %, sin x,
Den kleinsten Wert x,, bzw. x,, welcher eine dieser Bedingungen
erfiillt, haben wir in den Ausdruck
®_ oE]
P=; ¥k I*
einzusetzen, um die gesuchte Knicklast zu erhalten. Setzen wir in
unseren Ergebnissen fiir # =2 und # =3 ¢ =0 und ¢ =0, so be-
kommen wir die in II, 3 abgeleiteten Ergebnisse fiir den Fall
starker Gitter- und Gurtstibe.

Awus dem Institut fir angewandie Mathemaitk
an der Universitdt Berlin

= 0,
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