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HAUPTAUFSATZE
Der Uberfall iiber ein Wehr.

Von AUGUST LAUCK in Pforzheim.?)
(Aus dem Institut filr angewandte Mathematik an der Unlversitit Berlin.)

n der Lehre von der Bewegung tropfbarer Fliissigkeiten gehiiren die Ausflufistrahlen
und Wehriibertille zu denjenigen Ersoheim:mgen, bet denen die Voraussetzungen der
Eulerschen Bewegungsglelohungen in bester Uebereinstimmung mit der Erfahrung
stehen. Allerdings ist die Aufltsung dieser Gleichungen im Einzelfall nur mgglich, wenn
das Prohlum weilgehanda Vereinfachungen Hir die mathematische Behandlung zullift. Bei
den gen ist es wesentlich, daf lings des freien Strahls die Be-
gmmmng der Fliissigkeit nicht mehr gegeben Isl-, sondern erst aul Grund der fiir sie
geltenden Druckbedingungen errechnet werden muB. Fiir den Fall, daf die Bewegung,
gweidimensional ist, hat Helmholtz das Verfahren der konformen Abhﬂdung aus der
Funktionentheorie dar Behandlung hydrodynamischer Probl di r ht und
damit einen Weg gese:gl. an! dem man zun exakten Ldisungen von Smhlpmbleman
kann. Kl h geworden ist der von Kirchhoft?) anf Grund dieser Methode
‘bebandelte Ausfing aus einem unendlich langen schmalen Spalt im Boden eines unendlich
grofen GeliBes. Die Berechnung der Strahlform fiihrt su einem Ausdruck, der nur
elvmentare Funktionen enthilt; das getundene Strablbild selbst zeigt die Eigentilmlichkeit
des sich nach Verlassen der Oeiin iehenden Strahls, gebau wie man es bei
wirklichen Ausfliiszen beobachtet, In den empirischen Formeln fir die AusfluBmenge
hat man von jeher dieser Erscheinung darch Einfiihrung einer sEontraktions- oder Ausflug-
zahle @ << 1 Rechnung getragen, fiir deren Griife man fast ansschlieBlich auf Versuchs-
ergebnisse angewiesen war. Beim Kirohholfschen Strahl ergab sich nun fiir diese Zahl
der Wert ¢ = 0,611 in sehr guter Uebereinstimmung mit der Erfahrung. Neuerdings hat

) Von der philos. Fukultit der Universitic Berlin Doktor-D lon des Verfassers.
Referenten: Prof. Dr. v. Mises und Prof. Dr. Bieberbach.
% Kirchhoff, Zur Theorle frefer Flnssi hl ges. Abhandl 8, 4186.
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v. Mises) das Helmholtz-Kirohhoftsche Verfahren fiir die Berechnung von Ausflug-
sahlen bei ebenwandigen Gefifien verschiedener Gestalt mit beliebigen endlichcn Ab-
messungen ausgebant. Auch hier deckten sich die errechneton Werte sehr gut mit den
bekannten Erfahrungswerten.

Indessen ist die mathematische Durchfiihrung der Helmholtz-Eirchboffschen
Theorfe nur mbglich, wenn man eine wesentlich vereinfachende Annabme machen dart,
niimlich die, daf die unmittelbare Wirkung der Schwerkralt vernaohlisgigt
werden kann, Tatslchlioh ist dlese Voraussetzung durchans berechtigh, wenn der Strahl
aus dem Boden eines Gefifies senkrecht nach unten austritt. Die SBehwerkralt wirkt hier
nimlich in der Strahlrichtung und verdindert die Ansfludgesohwindigkéit in niichster Nihe
der Oeffnung verbiilinismiBig so wenig, da8 sich dort das Stromungsbild des sechweren
Strabls bei nicht zn geringer Héhe des Wassersplegels tiber der Oeftnung stark dem Bild
des sohwerelosen Strabls nihert. Die Zusammenzichung des Strahls, auf die sich bel
derartigen Aufgaben das Augenmerk riohtet, spielt sich nun, wie man wei, gerade in
nkchster Nihe der Oeffnung ab.

Gapz anders liegen aber die Verbkltnisse bei seitlichem Austrilt und bei
Ueberfillien. Hier becinflugt die Schwere von Anlang an die Gestalt des Stiables so
bedeutend, daf von einer Vernachlissigung zunichst nicht die Rede sein kann, Merk-
wiirdigerweise sprechen nun die Versuchsergebnisse dafiir, daB die AusfluBzahl aueh in
diesen Fillen von der Schwere unabhiingig sel. Mit Benutzung dieser Annahme hat
v. Mises sein Verfahren auch auf seitlichen Austritt und ganz besonders anch auf Usber-
fille ansgedehnt und weitgehende Uebereinstimmung zwischen den Ergebnissen der Rech-
nung und den bekanntesten und g ten Versuchsergebni gefunden.

“Es ist nun gewiB von Interesse, dureh tatskchliche Berechnung eines schweren
Strahls auf mathematischem Weg nechzuweisen, daB die genannte Annahme zutrifit. Als
praktisoh wichtiges Beirpiel hierliir bietet sich die Srrémung iber das unendliche hohe, senk-
rechte und scharfkantige Webr dar, und die vorliegende Arbeit stellt sich die Auigabe, die
Strahiform und die Ueberfallzahl eines solchen Wehriiberfalls anf den Grundlagen der klassi-
schen Theorla idealer Flissigkeiten, aber unter ausdriicklicher Beriicksichtigung
der Sohwerkraft su bestimmen. Entsprechend dieser Tneorie wird man auf ein Problem
der konformen Abbildung gefilhrt. Um ihm beizukommen, wird im folgenden zuniichst
aus der partiellen Differentialgleichung </ P = 0 mit jhren Randbedigungen eine einzige
nicht lineare Integrodiffierentialgleichang gebildet, die nur Randwerte enthilt, und diese
unter Benutzung zeichnerischer Methoden durch Niherungstolgen numerisch avigeldst. Die
#o ermittelte Koniraktionszahl stimmt ipnerhalh der Genanigkeitsgrenzen des Vertahrens
mit der Kirchbotfschen und mit der aus Versuchen bekannten fiberein.

1. Bisherige L8sungsversuche. Uecber die bisher
bekannt gewordenen Anshize, die den Wehriiberfall als
fchweren Strabl bshandeln, ist micht viel zu sagen. Alle

( Ja diese Untersuchungen miissen zur Umgehung der groSen

mathematischen Schwierigkelt, welche durch die Beriick-

sichtigang der Schwerkraft bedingt wird, besondere An-

nahmen zu Hilfe nehmen, die zum Teil weit iiber die Vor-

aussetzungen hinausgehen, welche den klasslschen Glei-

chungen der Hydrodynamik sugrunde liegen. So ging

Boussinesq?) von der Anordnung der Abb. 1 ans, die

Abb. 1. an das Bordasche Mundstiick erinnert. Das Verfahren

verwendet den Impulssatz, benbtigt aber auSerdsm noch

elnige hesondere willkiirliche Annahmen. Duroh eine gewagte Voraussetzung dehnt

Boussinerq das Verfahren aul eine mngebrochene lotrechte Wand ans. Immerhin sind
die Ergebnisse ziemlich im Einklang mit der Erfahrang.

3 Unter der Annahme, da8 der obere Strahlrand durch eine gewisse einfache Fanktion

dargestellt wird, fiihrt Blasius?® die Lisung mit konformen Abbildungen durch, Allein

der gefandene Btrahl erfillll an der unteren Begrenzung nicht die Geschwindighkeits-

bedingung. TUeberdies ist ant diese Welse die Berechnung der Ausflufizahl kaum még-

1) R. v. Mises, Berechnung von Ausflug- und Ueberlallzahlen, Zeltsehr. d. VDI 1917, B. 447 ff.
% Ph. Forehbeimer, Hgdrml]k, Nr. 86, 8. 806.

3 Blasius, Funkti Methoden in der Hydrodynamik, Zeitschr. f, Math, u. Phys. 58
1910), 8. 80 bis 110.
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lich, da dle Stelle der Strdmuug, die mit dem Querschnitt am Wehr {identiliziert werden
80!, ganz vobestimms bleibt, Der von Blasius gefundene Wert ist den Beobachtungen
gegeniiber viel zu hoch. A

Tir den Fall, daB die obere Strahlgremze zelchnerisch gegeben ist, kann' man
nach Forebbeimer!) und Runge?) die Strémung zeichnerisch darstellen. Die Ge-
schwindigkeit jedes Randpunktes ist nimlich, wie wir spiiter noch sehen werden, eine
einfache Fanktion der Hohe unter dem Oberwasserspiegel und ist somit bekannt. Dureh
Totegration findet man wie in Abschnitt § die Werte des Geschwindigkeitspotentials auf
diesem Rand, Nach bekannten Verfahren?!) kann man die nEchst benachbarte Stromlinie
geichnerisch finden, so daf der Ditf ialgleichung des Probl geniigt wird, In dieser
Weise fihrt man fort, bis man eine Stromlinie findet, die sioh einer passenden Wehrform
nihert; diese wird dann die untere Begrenzung. Auch hier wird also das eigentliche
Problem des oben und unten frelen Strahles nicht geldst.

2. Das Problem als Randwertauigabe von 4P =0, Die physikallschen
Vorausseizungen des zu bebandelnden Ueberlalls seien die folgenden:

1. Eine unendliche Fliissigkeitsmenge (z. B. ein grofier
tiefer See) sel anf der einen Seite durch eine senkrechte
Ebene, das Wehr, begrenzt. Die scbarfe obere Kante, die
Wehrkrone, liege in der Entlernung H (Ueberfallhthe) unter
dem Seesplegel (Abb. 2),

2. Die Fiiissigkeit sel nicht susammendriickbar.

8. Alle Teilchen sollen sich .parallel einer festen
Ebene, die senkrecht zur Wehrkrone verliuft, bewegen (ebenes
Problem).

4. Die Bewegung sei zelillich unverinderlich.

5. Die Bewegung sel wirbelfrei.

6. Die Relbung werde vernachliseigt.

7. Aeufers Erifte sind nor Schwerkraft und Lulidruck.

Wegen der Voraussetzungen 2 uund 5 folgt aus den Eulerschen Gleichungen die
Bernoullische Stromgleichung, die besagt, daf lings einer Stromlinie .

3 vl
Y A+ Z—kemst=""—R+2 . .. ... ()
¥ 2g ¥

[

Darin bedeutet v dle Geschwindigkeit eines Teilchens, A (positiv nach unten gemessen!)
seine Tiefe unter dem Oberwasserspiegel, p den Druck und y das spezifische Gewiocht.
Aus 5. folgt dann, daf die Konstante fiir alle Stromlinien denselben Wert hat.

Zur »Energiegleichung« (1) ma8 noch die sogenannte »Kontinuitits-
glelochunge« ireten., Da Pankt 5 anch das Vorhandenseln eines Geschwindigkelts-
putentials P bedingt, so hat diese die einfache Gestalt:

ve B _gpeo (3)
55+ B ™ =0 . .. 3

Die Konstante der Gl. (1) bestimmt sich folgendermaBen: Weit oberhald des Wehrs
(nach Bazin schon in einer ‘Entfernung 3 H) Ist die Fliissigkelt praktisch in Ruheg
demnach ist dort an der Wasseroberfliiche vo = 0, ko = 0 und pp = pr, wo p den Laft-
druek bedeutet. Filr die gesamte frele Begrenzung, fir welche p = pi lst, ergibt sich

daher i——k— 0, also
2g

v=§gh...........(3),
d. h. anf dem freien Rand ist die Geschwindigkeit eine Funktion des Ahstands von der
Spiegelehens des Oberwassers. Gl (3) st somit eine Randbedingung. Hierzu trité noch
elne weitere: 5

P
%S‘B—”'-D"""""'(‘!}'

dle besagt, daf fiir die gesamte Begr einschlielich der festen Gremze der
Geschwindigkeiisanteil senkrecht zur Grenze verschwinden muf.

1) Siehe Anm. 2 anf B, 2.

% 0. Runge-Willers, Enzykl. d. math, Wiss. II, 3, Heft 2, 8. 165.

8 O, Runge, Nachr.d, Kgl. Ges. d, Wiss, zu GUttlngen 1911, 8, 481, ~ R.v. Mises, Theorle
der Wasserrider, Leipsig 1908, B. 491

1%
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Bevor wir aber diese Ergebnisse zusammenstellen, ist es zweckmifig, eine
Dimensionsbetrachtung {iber die vorkommenden GréBen einzuschalten. Da die Differential-
gleichung (2) homogen ist, so folgt, daB jedes endliche Vieltache von P ebenfalls
Lérung sein kann. Ist nun der MaBstab in der w, h Ebene durch Angabe der Usber-
fallhbhe H festgelegt, so liefert (3) die Bezichung zwischen diesem und dem von P,
wenn man schreibt: .

dp —
v =5 =Vagh,
also —
P=V2yfﬁda. P ()X
&

wo ds das Bogenelement anf dem Strahlrand ist.

Nehmen wir einmal an, P wire diejenige partikulire Lésung von <P = 0, welche
zu der Strahlform mit der Ueberfallhthe 1 gehbrt. Verindern wir nun alle Abmessungen
des Strahls durch Multiplikation mit einer Konstanten H, so ergibt !sich fiir einen &hn-
lichen Strahl mit der Ueberfallhthe H:

L]
Py = H% mf Vhds=HE%"P . . . . . . . (6
L]

Py ist also ein konstantes Vieltaches von P und gentigt deshalb der Gleichung 4 P = 0.
Der Ehnliche Strahl mit der Ueberfallhthe H stellt also ebenfalls eine migliche Strémung
dar, d. h. alle Strahlformen sind einander &hnlich. Nach Bazins Strahlmessungen
stimmt das gut mit der Erfahrung ilberein?).

Da P doch nur bis anf einen konstanten Faktor bestimmt zu werden braucht, so

kann man noch weiter gehen und statt P den Wert P* = Viw in die Differentialgleichung
2g
einfiihren. Aus (5) wird dann

P‘=é=fﬁds.
Vag R

L]

Durch diese Festsetzung wird an der Strahlform nichts geindert und P* muf
wieder als konstantes Viellaches von P der Gleichung &P = 0 geniigen, gleichgliltig wie
groB g ist. Daraus folgt: Die Form des Strahls st unabhingig von der Grifle
der Schwerebeschleunigung. Beobachtungen hierzu fehlen natiirlich aus praktischen
Griinden. Statt P* kann man, was auf dasselbe hermuskommt, P pchreiben und ver-
einbaren, daf V;;=1 zu setzen ist. Die wahren P-Werte ergeben sich dann am
Schluf durch Multiplikation mit V2 g.

Durch die Festsetzung Y2g =1 nimmt die Randbedingung (3) die einfache Form
V= gé: =V an, und es ist somit folgende Aufgabe zu }ﬁsan:

Gesucht wird eine Funktion P(w,#), welche der Gleichung JP=10
geniigt und filr welche lings der gesamten Begrenzung g—i_a-: 0 ist. Die

feste Grenze ist gegeben: @ =0; A= H Die unbekannie freie Grenze ist

82 _ & wira.
Be

3. Die konforme Abbildung beim Kirchhoffschen Ausflufistrahl. Der in
der Einleitung erwihnte schwerelose Kirchhoffsche AusfluBstrahl fiihrt anf genau dieselbe
Differentialgleichung (2) und aut 4hnliche Randbedingungen. Die Aehnlichkeit der beiden
Probleme wird noch auffilliger, wenn man etwa den linken halben AusfluBstrahl der Ab-
bildang 3a im positiven Sinn um 90 Grad dreht und mit Abb. 5a vergleioht. Man kdnnte
dann im Falle von 3a geradesu von einem schwerelosen Ueberfall sprechen. Der Unter-
sohied liegt vor allem in der Verschiedenheit der Randbedingungen fiir die freie Grenze.
Fiir den Ausflufstrahl folgt nHmlich aus (1) Hir g = 0 ohne weiteres die Randbedingung
v = konst. = 1. Mit Riicksicht auf die teilweise Uebereinstimmung der beiden Probleme

) Keller, Zeitschr. d. VDI Bd. 84 (1880), 8. 888.

80 zu bestimmen, daf lings ihr
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diirfte es sich daher emplehlen, den gedanklichen Inhalt des Helmholts-Eirohhoffschen
Verfahrens kurz darzulegen.

Die Gleichung (2) besagt, daB man das Geschwindigkeitspotential P als reellen
Teil einer analytischen Funktion W () = P+ iQ deuten kann. Die zugeordnete Funktion
Q. die »Btromfunktion«, ist dadurch gekennzeichnet, daB ihre Ableitung nach einer
Richtung die hierzn senkrechte Geschwindigkeitskomponente liefert. Hiernach 1401 sich
Q 50 deuten: Die Linien Q = konst. sind Stromlinien, und der Unterschied der Q-Werte
auf zwei solochen Linien mifit die in der Zeiteinheit zwischen ihnen duarchflieBende Wasser-

menge. Wegen (4) ist fiir die gesamte Begrenzung g = E]? =0, d. h. @ = konst,, d. h.

die Randlinien mtissen Stromlinien sein.

Wenn wir voriibergehend — h =y setzen, so kinnen wir die @ y-Ebene der
Abb. 3a als Ebene der komplexen Zahl z = x + iy deuten, und das Strahlbild der
z-Ebene wird elne konforme Abbildung eines zwischen zwei Parallelen Q = konst,
liegenden Streifens der W-Ebenme. Vermittelt wird die Abbildung durch eine Funktlon
W{(z), deren reeller Teil die gesuchte Funktion P (x,y) ist. Damit ist die Losung der
Gleichung 4P = 0 anf eine konforme Abbildung zuriickgetiihrt. Die Schwierigkeit
liegt nun darin, da der gestrichelte Teil der Begrenzung in Fig. 3a nicht bekannt ist.

¥ q
z-Lbens 1. *l W-Ebene
| ——
— —I
— - |
A= 1 ———
\ gy f
' 1 ] ! y] s
: VI
Abb. 3a. Abb. 3h.

Die Lisung glitckt nun beim AusflaBstrahl auf folgende Weise: Differenziert man
W nach z, so ist die Ableitung Cé-%y wieder eine Funktion von z bezw. von W; in-

folgedessen ist auch die Ebene der Zahl { auf diejenigen von z bezw. W konfor -
bildbar. Das Bild in der {-Ebene Ist aber nichts amderelg als m
der sogenannte Geschwindigkeitsplan, den man erhilt, wenn
man vom Anfangspunkt der { Ebene aus fiir jeden in Frage
kommenden Punkt der s-Ebene die Geschwindigkeit nach
Richtung und GréBe (gespiegelt an der z-Achse) aufzeichmet.
Nun ist lings der geradlinigen festen Grenzen die Geschwin-
digkeit wohl der Richtung, aber nicht der GréSe nach be-
kannt; fiir die freie Grenze ist infolge der Randbedingung &
v =1 gerade dle Grifie, dafiir aber nicht die Richtung gegeben. Abb, 4.

Man sieht leicht, da man demnach die Begrenzung des Bildes in

der {-Ehene vollstindig angeben kann: Es ist der Halbkrels der Abb. 4. Die Abbildung
dieses Halbkreises aul den Streifen der W-Ebene ist nun exakt durchfiihrbar, d. h. man

kann die abbildende Funktion { (W) angeben. Da { = d‘—r: ist, 8o liefert die Integration

schlieglich die Funktion W (z). Ihr reeller Teil P(x,y) wire dann die geforderte Liisung
der Differentialgleichung 4 P = 0. Meist bestimmt man aber statt W(z) dle Umkehr
funktion 2 (W), Sie lautet!).
t(W)=1—eW—Ve~ 371 parcighe=2"_1 . . . . (7.
Trennung von reell und imaginiir liefert zwei Glelchungen fir = und y. Damit
ist das Kirohhoffsche AusfluBproblem vollstindig gelbst. ¥

!y Wergl. 2. B. @, Holezmaller: Tngenieur-Mathematik, II. Tell (Lelpelg 1898), 8. 287,
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4. Die Iniegrodifferentialgleichung des Ueberfallproblems. Fs fragt sioh
jetat, wie weit das geschilderte Verfahren fiir den Wehrilbertall brauchbar ist. ZunHchst
sehen die Bilder der ¢- und W-Ebene etwa folgendermafien aus (Abb, 52 und b):

- v
z-Lbene i I
7 =__-"“='___'—=:=_‘g?:‘:‘.;_-; ——————— e : W~-Ebene
| | e e o c
\ ! % £ I -t
\ \ ~. - ) v
\ NG N E: ! } Y $
7] < i gt
\\ N >€ L b
e }( 4 s f
&
‘?;\
X . LZETY W I
~~-_J

AbD. 5a und 5b.

Ueber die Konstanten ist so verfilgt, da8 aul der unteren Strahlgrenze Q — 0 und
an der Wehrkrone A das Potential P =0 ist. Unsere Aufgabe kann jetzt so aus-
gesprochen werden: Es ist diejenige analytische Funktion z(W) gesucht, durch
welche der Streifen der W-Ebene in das Strémungsbild der z-Ebene ab-
gebildet wird. (Abb. 5.)

Den Geschwindigkeitsplan wie im vorigen Abschnitt zu zeichnen, ist aber hier
besiiglich der frelen Grenze nicht mehr miglich. Zwar sagt die Randbedingung, da8
o=V= ¥, indessen st ja — y nicht bekannt, da der Strahlrand nicht gegeben Ist. + Es
liegt desbalb der Gedanke nahe, zn versuchen, die abbildende Fanktion z (W) auf un-
mittelbarem Wege zu bestimmen. Zu diesem Zweok begrenzen wir die Bereiche in den
beiden Ebenen rechts und links dorch geniigend weit gelegte Linien P= P, und P = P,
Dann gilt fiir einen innerhalb des Rechtecks (Abb. 5b) gelegenen Punkt s der Integralsatz

von Cauchy: 1 e

z(s)lﬁzm t_'dt; N () B
wo mit ¢ die Randpunkte des Rechtecks bezeichnet sind, um dessen ganze Begrenzung
das Integral zu erstrecken ist. Lift man den Punkt s selbst anf den Rand riiocken,
wobeli man ibn durch einen kleinen Halbkreis (bezw. Viertelkreis in den Ecken) ans-
sohliefen mug, so findet man

z(s):i—;f‘ﬁdt. E I )R

t—s
In den Ecken B, C, E, F ist siets statt # der Wert "? zu setzen. Setzt man
[t —$| = ¢ (¢¢) und nennt die zugehtrige Amplitude & (s¢) (Abb. 5b), so ist
t-a:‘—s=dLn(t—x)= dlo g (s£) + id0 (s2).
In (9) eingesetzt und z — x -+ iy gesohrieben, ergibt:
x(3) + iy (s) =$ﬁw(ﬂ) + iy (@] [dn ¢ (1) + ia® (s8)].
Durch Trennung von reell und imaginiir findet man, wenn man Hir y wieder — i
einfithrt: .
2 (s) — a:(t)d&(.st)—fb (Odlme(st) . . , . . (10a)

ah(s) = m(e)mng(se)+fh(a)dé(st). . . . . (10b).

Belde Gleichungen eind eine Folgerung aus <P = 0. Der Fortschritt bestoht
darin, da8 in (10) nur Randpunkte vorkommen, iiber die wir durch die Randbedingungen
etwas Niheres aussagen konnen. Tatsichlich wird es mit Hilfe derselben gelingen, x als
Funktion von h auszudriicken, so daf eine einzige Glelebung, und zwar am besten (10b),
tiir & (s) genfigt.
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Fiir die feste Grenze F4 ergibt sich nimlich ohne welteres
w(t) =0, lings FA (t.... P<0,Q=10) . . . . (11a).

Auf dem freien Strahl, also auf AB und CE, ist Q konstant, also di = dP;
deswegen 148t sich schreiben:

- % =Vh;
h{eru:us folgt: (:—:)== (:-:)"" :"%’)’ =‘%5 also

3
_ 1 dh (7
2= Vi (52 a wn)
lings AB . P t....02P<P,Q=0) :
wd CE. . . . . . . .. ... BEP2P,Q=w)

Was den rechien Abschluf BC angeht, so nihert sich der Druck im Innern
des Strahls asymptotisch dem Druck am Rande, je weiter man sich vom Wehr entfernt.
Fiir die Niherungslisung legen wir daher den Abschlug BC so weit weg, daf wir den
Ueberdruok im Strabl vernachlissigen kiinnen. Wie weit man hiergu gehen mufl, um im
Rabmen der erreichbaren Genauigkeit zn bleiben, wird auf Grund der Verhiltnisse belm
Ausflufistrabl sich abschfitzen lassen. Daon gelten fir BC dieselben Verhilltnisse wie anf
dem freien Rand, und man erhilt somit wie vorhin: .

t
w(g)=f|/%w_(%:‘})”dt, lings BC (¢....P=P; 0=Q=w) (1lo).
B

Der linke Absohluf EF. Infolge des £
radialen Zustroms miissen die Geraden durch |
den Nullpunkt der z-Ebene die Asymptoten der
Stromlinien sein. Die Linien gleichen Poten-
tials, die ja die Stromlinien stets rechtwinklig
schneiden miissen, werden also stromaufwirts
immer mebr in Viertelkreise fibergehen. Auch
werden wir aus der Formel des AusflaBstrahls
einen endlichen P-Wert angeben kionen, so
daf die zugehirige Potentiallinie fiir unsere 4
Zwecke mit gentigender Genauigkeit durch e ———

einen Viertelkreis genfhert werden kann. In ]
Abb. 8 sei P=P; ein derartiger AbschluBkreis
mit dem Halbmesser R. Dann ergibt sich, weil Abb. 6.

Winkel FOT proportional Q ist, Hir @ =0 ver-
schwinden und filr Q@ = w den Wert g annehmen muf, X FO T=g; also

e@)=—asmIs lings EF (t.... P=P;0<Q<w) (11d)

Betzt man (1l1a—d) entsprechend in (10b) ein, so erhdlt man eine einzige nicht
lineare Integrodifferentialgleichung fiir h. Somit ist unsere Auigabe gurtlckgeliihrt
auf die L3sung der Gleichung

Cah(g) =@ dned -|;[h(t)d0 (s9),
GJ

wo die Integrale im positiven Sinn iiber die Grenzen des Rechtecks in der
W-Ebene zu erstrecken sind, und wo fiir 2 (f) jeweils die in der Abb. 7 an-
gesohriebenen Werte gsu setzen sind.

Zu erinnern bleibt noeh, daf man in (10b) % statt # selzen muB, wenn s eine der

Ecken B, C, E oder F jst.
Der Gedankengang sur Lsung von (10b) ist nun folgender: Man nimmt A
niibernngsweise als Fushtlon yon ¢ an, Diese Werle setst man auf der rechien
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A Selte der Integralglelichung
| ein und rechnet fiir eine ge-

E a1 z . ¢  niigende Zahl von s-Punk-
2 "“—JI—**",,,,,:/ 1 (2, ten 2 (s) ans. Wenn_diese
£ | L h(s) mit den angenomme-
& | e nen Werten von h(f) be-
& : ) reits {ibereinstimmen goll-
R [ Xty : yistl ten, so wire die ange-
5 y] g # nommene Funktion & () bis
Abb. 7. ant einen konstanten Fak-

tor die gesuchte’Lésung.
Im allgemeinen werden diese beiden Funktionen nicht {ibereinstimmen; dann wihlt man
als zweite Niherung eine Funktion, die gwischen den angenommenen und den errechneten
Werten llegt und beginnt die Rechnung von nenem usw. bis die Differenzeu innerhalb
der Genauigkeitsgrenzen des Verfahrens liegen. Ein Konvergenzbeweis kann allerdings
nicht gegeben werden. )

S. Die erste N&herung, Zor Beschaffang einer ersten Annahme fiir (£} auf der
frelen Grenze wurde eine von Bazin') sorgliliig gemessene” Strabliorm herangezogen,
die allerdings einer endlichen statt der von uns angenommenen unendlichen Wehrhihe

entsprach. “Auf Grund der Randbedingung v — g-; = V& 148t sich das Potential P — |V7ids

zeichnerisch fifr jeden Randpunkt ermitieln?). Um eine passende Einheit fir P zu
erhalten, beriicksichtigen wir, daB P und Q im selben MaBstab zu messen sind. Die
natiirliche Einheit fiir Q ist nun die in der Seknnde fiherflieBende Wassermenge w. Diese
ermiitelt man am einfachsten moglichst weit stromabwirts durch Muliiplikation der
mittleren Geschwindigkeit mit der Breite des Strahls (Abb, 5a)

W= B_C VAB-; .n'h._
(Gemeint ist immer die Wasser.menge zwischen der Zeichenebene und einer zua ibr parallelen
Ebene im Abstand 1). Es empfiehlt sich, den Wert w, der im Falle H—1 und l2g=1
sich zu 0,452 ergibt, bei allen Rechnungen festznbalten und die zn fhm gehérige Strom-

kurve zu suchen.
Von 4 beginnend (Abb. 58), wo man unter Verfiigung iiber die Konstante fiir P
&

den Wert 0 annimmt, integriert man das Potential P— |Vhds zuerst fiir den wunteren

Strablrand aus und trigt die Pankie, wo P =w, 2w usw. bis 6w ist, in die Stromkurve
ein. (Zur besseren Zwischenschaltung wurden bel der Rechnung die Punkte von
%': zZu % ermittelt.) Dann geht man von B(6w) im Mittel senkrecht zum oberem Rand
iber und erhilt C(6w). Von hierans bestimmt man riickwirtsschreitend die P-Teilung
fiir den oberen Rand. Da diese Einteilung mittelst der Randbedingung gefunden
wuarde, so liefert unsere Strahlkurve jetzt nicht nur zu jedem {-Wert eine erste Annahme
von k(f), sondern gleichzeitiz auch die zugehirigen Werte von (f), die sonst nach
(11b und ¢) zu berechnen wiren,

Fiir die oberen Randpunkte mit klelner Geschwindigkeitshibe (etwa fiir P << — w)
versagt allerdings dieses Verfahren. Wir gehen hier anders vor. Wiirde alle Fliissigheit
im Punkte @ =0, h =10 abstrbmen, wie wenn dieser Pankt eine Senke wire, 50 wihren
die Stromlinien gerade Linien durch den Anfangspunkt (0.0) uud die Linien gleichen
Potentials Viertelkreise um' diesen. Dle Geschwindigkeit wire dann eine Funktion des
Abstandes r von der Senke. Die in der Zeiteinheit fiber einen Viertelkreis stromende
Fliissigkeit ist ¥/, #r - (1) = w;

AP 2w

woran!u(r)=—-a—; .. . . (12), also —P-=3?w1nr+6’. .. (1)

) Keller: Zeitschr, d. Ver. d, Ing. Bd. 84 (1890) S. 888. :
% Zeichnerlsche Verfahren der Integration und Differentiation sind beschrieben in Enc. d. math.
Wiss. Bd. II, H. 2, Nr, 12 n. 14 und in Runge, Graphische Methoden.,
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Man kann C in der Form —s-;wlnrn ansetzen, wenn man unter r, den Halbmesser des

Viertelkreises versteht, fiir den P=0 ist; dann ergibt sich
—=nF
r=roe 2w Coe e e e (14).

Hinreichend weit oberhalh des Wehres muf diese Formel auch fiir den Uebertall
gelten, nur mnf man zuerst ¢ oder r, irgendwie bestimmen: denn iiber die Integrations-
konstante fiir P ist bereits verfiigt. Wir gchlieen nun so: Oberhalb des Wehres mub
das Potential zwischen den
‘Weiten liegen, die es hiite,
wenn einmal alle Fliissigkeit
im Anfangspunkt, das andere /
Mal jn A abflieBen wiirde,
Diese Werte, die man aus (13)
vorerst fiir (' = 0 rechpet,
trigt man als Funktion von @
auf (Abb. 8). Hierzu die P-
Werte, soweit man sie auf
dem oberen Rand des Strahls
noch einigermafBen bestimmen
konnte, Die Differenz zwi-
schen der zuletst gewonnenen AbD. 8.
Kurve und einem Mittelwert
der beiden ersten ergibt einen Niherungswert filr C. Aus diesem wurde dann r, = 0,718
gerechnef,

Den Abschluf links wihlen wir bei Pi= — 2w; an dieser Stelle ergibt die
Berechnung fiir den Kirchhoffschen AusflaBstrahl nur eine Abweichung von der Kreis-
form um 1,7 vH der halben Oefinung, d. h. zeichnerisch ist die Linie P=— 2 w kaum
von ¢inem Kreis zu unterscheiden, Fiir P = — 2 w hefert Gleichung (14) den Halbmesser £
des AbsohluBikreises:

B =rpe™. (185).

Die z(t)-Werte wurden schon unter Gleichung (11d) aufgestellt. Wir filgen hier noch die
h-Werte hinzu:
7Q nQ

m(t):—-l?slnﬁ, T ... P=—2w; 02Q=Zw) . (16).

Als Abschlufl rechts wihle ich die Linie P, =6 w. Beim AusflaBatrahl unter-
scheidet sich an der entsprechenden Stelle (P = 3) die Randkurve des Strahls von seiner
Asymptote um etwa 0,00008. Die Stromlinien laufen also bier praktisch parallel, und der
Ueberdruck im Innern kann als verschwunden gelten.

S0 bliebe nur noch die feste Begrenzung ibrig. Hier ist &= 0, und fiir A
ist eine Annabme nicht niuig, weil 4(s) obne Beniitzung einer solehen aus der Integral-
gleichung (10b) gerechnet werden kann; denn das zweite Integral von (10b) verschwindet
fiir alle ¢Punkte, die mit & auf derselben Rechteckseite liegen. . -

Somit lefert fiir jeden
Randpunkt ¢ des Rechtecks
(Abb. 9) von 4 iiber B, C, D
bls — w die Bazinsche
Strahlkurve eine erste Nilhe-
rung fir A(f) und x(f); von
— w bis E auf dem oberen
Rand kommt & wegen seiner
Kleinheit nicht mebr in Be-
tracht, wihrend z(f) aus (14) _
fiir r= — o gerechnet werden kann. Von E bis F gelien die Werte (16), und tiir die
feste Begrenzung F4 ist & =0, und die A(f)-Werte kinnen aus der Gleichung (10b) ge-
rechnet werden.

6. Die Ausmitilung der Niherungsfolgen. Aus der Integralgleichung (10b)
babe ich i(y) fiir eine Reibe von s-Punkten gereohnet, und zwar wurden die Integrale
durch Planimetrierung ausgewertet mit Auspahme der Beitrige lings des linken Ab-
schlusses EF, welohe rechnerisch ermittelt wurden,

<

R(f) = R cos

bw &w W
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a) Das Integral [x(¢)d Inp(sf).

@(t) wurde als Funktion von In ¢(sf) antgetragen.jNach Abb. 9 158t sich nkmlich g(s¢)
leicht fiir alle vorkommenden Fille rechnerisch beliebig genau bestimmen, und die hieraus
gewonnene ungleichmifige Skala von In ¢(st) kann aus Symmetriegriinden tiir alle s-Punktie
beniitzt werden (Abb. 10), wenn man den Anfangspunkt der Abb. 9 stets in den Jjeweiligen

L

b
Abb. 10, Beisplel zur Berechnung von fa () d1n g (sf) fir drel Punkte des unteren Randes.
4

8 Punkt verlegt. Eine Schwlerigkeit entsteht nur in der Nihe des Panktes s selbst, weil
dort In ¢(st) negativ unendlich wird. Man bleibt belderseits um denselben Betrag ¢ von s
entfernt (vgl. Abb, 11), wihlt aber ¢ so klein, daf man () von — o bis + ¢ als lineare
Funktion @ = ap +b von ¢ apsetzen kann, Dann wird

+a +0o +q
fmdlng =f%d@= fdp + bfdlnq.
_ - -q
Die Integration muf entsprechend der Bemerkung im Ab-
schnitt 4 anf elnem kleinen Halbkreis vom Radins ¢ um &
L

L - getiihrt werden. Die Beitrige des zweiten Integrals rechts
v s d sind von — ¢ bis — & und von & bis + ¢ entgegongesetzt
Abb, 11, gleich, der Beitrag iiber dem Halbkreis verschwindet, so
daB wird fir 2 > 0:
+a
f@dlng: 2a0 =@ — .
+e -0

—q
b) Das Integmfh(ﬂaa(a't).

Hier empfiehlt sich die Darstellung in Polarkoordinaten, wobei #(s¢) der Figur entnommen
werden kann (Abb. 12). Trigt man aut dem Fahrstrahl st jeweils Vi h(f) auf, so liefert
die Planimetriernog der entstehenden Karve sofort den gewiinschten Wert. (Aus gzeichne-
rischen Griinden wurden die verschiedenen s-Punkte alle in denselben Punkt verlegt, und
das Rechteck wurde dafiir entsprevhend verschoben) Diejenigen Teile, wo & und & sehr
groBe Werte annehmen, wurden (auch schon beim vorigen Integral) gesondert hehandelt:
Die aufzutragenden Werte musften verkleinert werden; statt dessen warde ein Ausgleich
duroh Vergroferung der Abszisse angestiobt,
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E
Abb. 12. Beisplel zur Berechnung von ﬁn(s)d'z?‘(u) fiir drel Punkte des unteren Randes.
L3

¢) Die Beilriige am linken Abschluf EF:

Macht man s zum Anfaogspunkt durch die Traosformation
p=P{)— Pls); q=Q)— Qls)
so ist (Abb. 9) ¢*=p%+ ¢* und, weil p nur von s abhinglg ist, lings EF:
de_ qdg . - ¢ _pdg
dlng= e Tparg’ ferner dﬂ—daﬂ:tgpi_?[,+9,
Hieraus und unter Beniitzung von (16), wobei q statt Q geschrieben werden kann,
solange s aul dem unteren Rand liegt: i .
- .

E

¥ w
f::.c”ne +[hdd aqum"“ — press ™9 g4
2w 2w
# [ T -
Wenn s auf dem oberen Rand liegt, ergibt sich eine Ebnliche Formel. Der Wert des
Integrals rechts, das wir zur Abkiirsung mit A (s) bezeichnen wollen, hingt natiirlich von
der Lage des Punktes s ab. Fiir die vorkommenden s-Punkte wurde 4 (s) nach der
Simpsonschen Regel rechnerisch ausgewertet. Somit liefert der Absohlu8 links unter
Beriicksichtigung von (15) den Beitrag
F

F
fmdmp+fhdﬂ=RA(s)=rne“A(s]; ¢...P=P=—2uw; 05Q=u) (17),
] E

Zahlentafel fii
wobel 4 (s) der nebenstehenden Zablentafel zu ent- 3 ate r

w0
nebmen ist. g ng
in "7 g
In dieser Weise wurde die erste Nihernngs- A= e TP 9»“
rechnung durcbgeliihrt. Das arithmetische Mittel ans °

Pf’ +Q'
den gerechneten h-Werten und der ersten Annahme ——

ergab die sweite Niherung. Hiersu mufiten dann s auf untorer | s auf oberer
mwittels der Gleichung (11b) die « (£)-Werte zeichnerisch " |Grense (g=v)Grenze (@=1w
gefunden werden (Abb. 13). Za dem Zweck wurde zu- L

nhiohst & als Funktion von ¢ bezw. P aufgeseichnet nmd 2w 18708 | _
:eichnar;)so]: difiorenziert. Die Intogration des Ausdrucks _ *7 08152 | 03738
V} - (a_:) als Funktion von ¢ aunfgetragen, ergab die ""’: g::::; \ 09928
gesuchten Werte fiir @(f). Beim Pankt B (6w) ange- + Yaw | 03454 -
langt, verfdhrt man so: Dle gefandenen A-Werte fir Yaw | 03069 | 02028
B und C ermiglichen die Berechnung der mitileren - g’f:g: I g'””
Geschwindigkeit am Abschluf BC, Aus fhr nnd sus w sw| oid2r | oaies
ergibt sich die Strablbreite BC' und mit deren Hilfe i 01166 00084
kann leicht @ (C) bestimmt werden. Mit ¢ beginnend 5w 0,0888 0,0854
verfilhrt man entsprechend Hir dle obere Grenze. 6w | 00888 | 0,0758



Lauck, Der Ueberfsll iiber ein Wehr

&

8

r:P

W 2w i

Ztschr. f. angew
Math. und Mech

Nun zeigte sioch, daf mwischen
D und E (Abb. 5a) die Bestimmung
der x nach diesem Verfahren unsicher
wurde und zwar um so mehr, als schon
h(s) in diesem Bereich nichi genau
genng gerechnet werden konnte.
Deshalb babe ich fiir diese Punkte
auf Gleichung (10a) zurlickgegrifien
und unmittelbar & gerechoet. Die zu-
gehbrigen & -Werte ergeben sich, wenn
nitig, indem man mic Hilfe der P-Tei-
}’nng aul dem BStrabirand den Wert
P

F == V_entnimmt, woraus h =1’

= (%‘-:)‘ geniigend genau lolgt.
Bei den folgenden Niherungs-

rechnungen wurden die Unterschiede
gwar recht gleichmifig, aber statt
kleiner zn werden, nahmen sie dem
Balnga nach stindig zu. Die Unter-

gen liefen erk n, daf der
Grund in der mangelbatten Kenntais
der Verhikltnisse oberhalb des Wehres,
d. h. in der Ungenauigkeit der Grofen
rs bezw. B lag., Besonders stark ist
der Einflug auf die Ueberfallhhe & (4);
er nimmt dann allerdings gegen B hin sehr rasch ab und hat fiir die obere Grenge
iiberbanpt geringere Bedeutung. Immerhin mag dleser Fall zeigen, da das Verfahren
empfindlich genug ist, um eine Unstimmigkeit erkennen zu lassen.

Der Verbesserung liegt folgender Gedanke zugrunde: Wenn bei festgehaltener
Wassermenge w sich die Ueberlallhthe vergriifiert, so wird die Linie P =0 etwas hinans-
geschoben; dies bewirkt Iiir die stromaulwirts gelegenen Linien konstanten Potentials eine
mit der Entfernung rasch anwaobsende Verschiebung im selben Sinne (vergl die Wirkung
der VergroBerung von ro in Gleichung (14) im Falle einer Senke!). Es muf daber ver-
sucht werden, neben der Verbesserung des Strahlrandes auch », entsprechend zu verbessern,
bis die Differenzen fiir & (4) moglichst verschwinden. Ich bin daher wieder auf die zweite
Niberung zurtickgegangen und habe die folgenden Rechnungen mit den Werten o = 0,742;
rp==0.752 und 0,756 durchgeliihrt. Bei der 5. Nihernng wurden die Unterschiede auf
dem Sirablrand so klein, daf sie zu einer Verbesserung zeichmerisch nicht mehr benutat
werden konnten.

7. Die Ergebnisse der NSherungsrechnungen. Als Beispiel fiir die Austiihrung
der Reohnuogen gebe jch den Gang der Rechnung filr den Punkt s (0,0) (Wehrkrone)
ond gwar fiir den 5. Niherungswert an. Man hat hierzu in die Gleichung (10b) die Werte
der vorhergehenden Niherung aun! der rech Seite ef ; also

2k (0,0) = I.m (e)dznp(n).;-ﬁ. ®ae (s

-

[FHege Z77]

Abb. 13. Berechnung von @ {(f) far den unteren Rand.

x(t)dlinp (st)

a) A—B—C—D (ohne die Umgeblmg von 0,0) selchnerisch nach Abb. 10 -+ 0,031

b) D—E zeichnerisch — 4,621

¢) E—F einschl. des Anteils vom 2 Tnbngrnl na.ch G] (1?) roe" A(O U) = -+ 6,888

d) F—A . —

e) Abschiitzung Iﬂr dil Uwgebung des Puu‘l.lel (0 0) moh Abluhn 6&
::(I,D)-—m—-—,0= e e e e —+ 0,067
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1L fh ©do (st Uebertrag . . . --2,363
a) F—d—B . . e -
v) B—C—D—E salnhnemch ns.uh Abh 12 C e e e e e . .+ 0,993
e) E—Feo mnterIe. . . . . . . . . . . . . . . . . —
ah(0,0) . . . - 3,366

also % (0,0) = 1,068. Das arithmetische Mittel zwischen diesem Wert und dem 4. Nihe-
rungswert hy (0,0} = 1,072 ergibt die 5. Niherung

R (0,0) = 1,070. .
Genan so werden die h (s)-Werte der iibrigen Punkte bestimmt. Die zugehbrigen x-Werte
ergeben sich nach dem Verfahren von Abb. 13,

I. Untere Begrenzung.
Die Werte von A (s) nach Gleichung (loh)

I b
F] 1":::3_ Differenz E'rﬁ:’:e- | Differenz 3':1:’: I Tffersnz 4'1_':.‘::.&- I Differenz 5 ::::c
— 2w - - 16,850 - 17,200 17,800 — 17,506
- w - - 3,650 - 3,645 3,670 - 3,705
—Yyw — — 1,700 - 1,780 1,790 — 1,795

]

0 1,000 | + 0,047 | 1,047 | +0,021 | 1,068 | 40,004 | 1,092 | —0,003 | 1,070
+iw 0,920 | -+ 0,040 | 0,960 | + 0,017 | 0,977 | — 0,001 | 0,976 | + 0,001 | 0,977
Ygw 0,888 + 0,031 | 0,918 | + 0,004 | 0,928 + 0007 | 0,930 — 0,002 | 0,828
w 0,915 + 0,002 [ 0,917 | + 0,017 | 0,934 | —0,002 [ 0,832 — 0,002 | 0,880
2w 1,087 | —0,001 | 1,006 | + 0,002 | 1,008 | — 0,006 | 1,098 | — 0,004 | 1,089
8w 1,840 | — 0,004 | 1,846 | —0,00L | 1,344 | 40,002 | 1,346 | — 0,003 | 1,343
4w | 1,620 | —0,009 | 1,611 | —0,013 | 1,698 | +0,004 | 1,602 | — 0,004 | 1,698
5w 1.801 | —o0,011 | 1.880 | —o0,022 | 1,858 | + 0,001 | 1,859 | —0,004 | 1,855
6w 2,155 | —0,025 | 2,180 | —o0,010 | 2,120 | + 0,009 | 2,129 | + 0,004 | (2,139)

II. Obere Begrenzung.
a) Werte fiir A (s) nach Gleichung (10b).

N 1. Nithe- DIt z 2. Nihe- Differenz 3. Nithe- Differenz 4. Nihe- Differenz 5. Nihe-
rung rung rung rung rung
[] Fiir die Punkte 8 =0 bis & = —w wurden statt & (s} dle Werte flir = (s) gerechnet (s. u. ILh)
+Yzw | 0,210 | —0,027 | 0,188 | +0,013 | 0,196 | —0,008 | 0,187 | — 0,001 | 0,186
w | 0,375 | —0,018 | 0,862 | —o0012 | 0,350 | —0,008 | 0,342 | —o,000 [ 0,842
2w 0,727 — 0,012 0,715 — 0,015 0,700 — 0,008 0,692 — 0,004 0,688
3w 1,076 | —0,010 | 1,085 | —0.019 | 1,046 | —0,007 | 1,089 | - 0,004 | 1,085
4w 1,400 — 0,012 1,388 — 0,027 1,861 — 0,008 1,358 — 0,002 1,851
5w 1,692 | —0,007 | 1,685 | —0,088 | 1,652 | —0,009 | 1,643 | —0,002 | 1,641
6w 1,978 | —0,016 | 1,962 | —0,040 | 1,922 | + 0,004 | 1,926 | + 0,002 | (1,928
b} Werte fiir x (s) nach Glelchnng (10a).
— 1w |-8420 - — 8,390 - - s.qsu - — 8,580 P — 8,560
—lgw — 1,400 - — 1,385 - —1.462 - - 1,490 — — 1,500
0 —0,888 | + 0,015 | —0,873 —0,063 |—0,435| —0,010 | —0,445| — 0,004 | — 0,449
+ 1w - - ~ —- 40,577 | —0,008 |+ 0,588 | + 0,002 | + 0,570
+ 8w - - - | - + 1,442 - + 1,442 | — 0,002 | + 1,440

Um die Genanigkeit dieser Ergebnisse wiirdigen zu kinnen, ist es nbtig, einen
Blick auf die Fehlerquellen zu werfen'). Die Planimetrierungen wurden sorgfiltiz mit

") Vergl. blerzu: Trefftz, Usber die Kontrakilon krelsfdrmiger Flusslgkeitestrahlen. (Stras-
burger Diss. 1814),



14 Lauck,fDer Usberfall tiber sin Wehr Jachr £ aamd.

einem goten Prizisionsplanimeter ausgefiihrt, das mir die technische Hochschule in Karlsruhe
in entgegenkommender Weise zur Vertigung stelite. Der Planimetrierungsfehler diirfte
nach den becbachteten Abweichungen kavm eine Einheit der letzten Stelle in den h-Werten
susmachen. Viel schwerer zu erfassen sind die Febler, die in der Zeichnurg liegen. Fiir
eine Reihe von Integralen habe ich die zu integrierenden Kurven zweimal aufgezeichnet
und fand Abweichungen von 1,6 qem im Mittel. Fiir h(s) macht das etwa 3 Einheiten
der letzten Stelle ans.

Eine uvangenehme Fehlerquelle liegt in der zeichnerischen Differentiation zur Er-
mittlung von %: fiir Gleichung (11b), Zum Gliick ist der schddliche Einfluf in der Nihe
des Wehres bei A sehr gering; er nimmt aber gegen B langsam zu, und in den Endpunkten
B und C ist dle Ermittlung des Differentialquotienten iiverhanpt unsicher. Dis darauf-
lfolgende Integration wird also mit einem Febler behaftet sein, der sich beim Uebergang
zom oberen Rand anf alle Punkte desselben tibertrfigt. Wenn anch dieser Fehler mioht
groB sein diirfte, so liegt seine Gefihrlicbkeit darin, daS er alle Punkte des oberen Randes
in derselben Riohtang beeinfluBt. Zur Abhille wurde aus Gleichung (10a) der x-Wert
auch noch fiir den Punkt 3 — 2w des oberen Randes (und szur Sicherheit auch filr & = w)
unmittelbar gerechnet. Von diesen Werten aus wurde dann weiter integriert.

Sohlieflich wire noch die Frage berechtigt, wie weit die Abweichung des linken
Abschlusses EF (P=— 3w) von der Kreisform das Ergebnis beeinflussen kann. Wir
sshen bereits im Abschn. 5, da diese Abweichung beim Kirehhoffschen Ausflufisirahl
our 1,7 vH betriigt. Genaue Berechnung ergibt fiir den Ueberfall den etwas griferen
Wert von 2,6 vH. Fiir 4 (4) (Ueberfallhhe) macht es nicht ganz 2 Tausendstel aus, fiir
die anderen Strablpunkte noch weniger. Die Annahme eines kreisfrmigen Abschlusses
war also berechtigt.

Von den Ergebnissen der 5. Niherung werden wir also die h-Werte der Punkte
B und C als unsicher ausschalten miissen. Da fiir die iibrigen die Unterschiede zwischen
der letzten und vorletzten Niherung alle kleiner als 0,005 sind, so diirtie der Fehler fiir
diese Punkte ebenfalls kleiner als 0.005 sein, so daB sich 2. B. fiir die Ueberlallhéhe die
Eingrenzang 1,065 << H <X 1,075 ergibt,

8. Die vollstindige L8sung. Durch die bisherigen Ergebnisse ist unsere
Differentialgleichung 4 P=0 vorerst nur fiir den Rand geltst. Fiir Punkte im Innern
konnte man jetzt, wo man den Rand kennt, zu jedem Netzpunkt (P, Q) der W-Ebene nach
der Integralformel von Cauchy (8) den mugehirigen Punkt (x, h) der z-Ebepe berechnen
und so das vollstindige Strémungsbild bestimmen. Das wire natiiriich sebr miihsam.
Nach einem Verfahren von Runge') M6t sich die Liosung szeichnerisch viel einfacher
erreichen, indem man unter strenger Ertiillung der Randbedingungen ein Netz der Linien
P =konst. und Q= konst. 80 gut wie miglich entwirft, was ziemlich leicht gelingt. Die
Unterschiede 3P und 5@ der Werte anf zwel benachbarten Linien miissen gleich sein.
In den entstehenden quadratfhnlichen Vierecken sind dann bis auf Giieder dritter und
hiherer Ordnung die Diagonalen gleich lang und stehen aufeinander senkrecht.

Die Verbesserung des Netzes geschieht folgendermafen: Da g—g— v ist, so folgt

[

Pegp Q=|vdn.

Der Wert fiir » kann nun niherungsweise lings der Linie

Pedp
P = konst. dem Entwarf in der Form v = ‘—;{ entnommen
990 . werden (Abb. 14), wobei man den Differentialgnotienten ?:

durch den entsprechenden Differenzenquotienten ersetat,
Dieso Werte trligt man als Funktion von n, das ebenfalls

EZZT e ¢-de - dem Entwurf zu entnehmen ist, auf und integriert. Dadarch
(dP=gg) gelangt man zu einer Verbesserung der Netzpunkte fiir diese
Abb. 14, Linie. Nach Bedarf verbessert man entsprechend lings der

) Runge-Willers, Encykl. der math. Wiss. Bd. IT 8 Heft 2 Nr. 20d.
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Linien @ = konst. Das Verfahren konvergiert wenigstens auf dem Strahl sehr rasch.
Dle Abb. 15 stellt somit die vollstindige zeichnerische Liisnng der Gleichung 4 P =0 mit
den geforderten Randbedingungen dar. (Die gestrichelte Linie gibt die erste Annahme
nach Bazin an. Fiir die Form der oberen Begrenzung ergab sich nur eine geringe
Aenderung.) :

——

—_—

Abb. 15.

9. Ergiebigkeit und Ueberfallzahl. Die Hydraulik richtet bei des
Strahlproblemen ibr Augenmerk weniver anf das Strémungsbild als anf die Ergiebigkeit,
d. h. die in der Zeiteinheit fiberstromende Wassermenge. Diese mige fiir den Fall H =1,
V2g =1 Q* =y heiBen, Da fir Q dieselben Ma8beziehungen bestehen wie fiir P (vergl)
Abschn. 2), so findet man die wahre Wassermenge Q, bei der UeberfallnBbe H (statt eins.
und dem tatsiichlichen Betrag der Schwerkraft durch Multiplikation mit H°h upd mit
V?g‘ Also: . :

Q=nVegm® . . . . . . . . .. Q8)

Der Faktor x4 heift >Ueberfallzahl.« Der Wert von p mu8, wie aus seiner obigen
Einfiibrung hervorgeht, von der Schwers und der Ueberfallhihe H unabhingig seim.
Das letztere widerspricht allerdings bei kleinem H der Eifahrung, wonach filr kleine H
der Wert von p grifer wird. Wie v. Mises vermutet, wird in diesen Fillen die nicht
zu vermeidende Abrundung der Wehrkrone fiiblbar. Auch fand Rehbook?) fiir Wehre mit
halbzylindrischer Krone das Aehnlivhkeitsgesetz erfiillt: daher wird man wohl annehmen
dilrfen, daf bei abnehmender Ueberfallhthe H die Dimension der Abrundung gegen H
night mehr vernachlissigt werden kann, sondern daB diese eine, wenn auch nur kurze
Fiihrang des Strahls veranlaBt, wodurch die Wassermenge vergréBert wird.

Zu der Forwel (i8) kann man auch durch eine Ueberlegung kommen, die bereits
1717 von dem Itsliener Poleni angegeben wurde. Dieser dachte sich den Strahl senkrecht
tiber dem Wehr in diinne Streifen gleichlanfend mit der Wehrkrone zerlegt und berechnete
fiir jeden Strellen die AusfluBgeschwindigkeit nach Toricelli u==V29 &, wie wenn jeder
dieser Streifen fiir sich ins Frele treten wiirde. Betrigt dle Streifenhthe dh (Abb. 16),

') Forehhelmer, Hydraullk 8. 801,
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so flieBt (pro Lingeneinheit senkrecht zur Zeichenebene gemessen) in der Sekunde die

Menge d (= Vz_qb. dh durch, woraus die Ergiebigkeit des ganzen Ueberfalles durch
Integration folgt:
Ia

Q.=fyggkdk&’fgl’2gﬂ"fv,
0

und nach Einfithrung einer Kontraktionszahl (:
Q=" Vogr*. . . . . . . . . . (19).

Die Gleichungen (19) und (18) stimmen tats#chlich fiberein, wenn man u=%; v
selzt, trotzdem in der Herleitung von (19) zwei unzutreffende Annabmen stecken: Erstens
kitnnen die Strahlen an jener Stelle nicht unabbingig voneinander austreten, und zweitens
weist der obere Strahlrand fiber der Wehrkrone bereits eine Senkung auf, die man bei
der Integration nicht vernachlissigen diirfte.

__ Unsere Berechnungen im Abschn. 7 gelten fiir die Wassermenge @, — w = 0,452 und
V2g= 1. Die Eebartalih&l:a ergab sich in den Grenzen 1,085 << H <<1,075. Nun folgt
aus (18) Hir V?gz 1:

p=w:Hh;

also: 0,406 <t << 0,411 oder 0.608 < ¢ << 0,617.

Die Kirchhoffsche Kontraktionszahl ¢ = 0,611 filr den schwerelosen Fall liegt
demnach zwischen den hier erreichten Genauigkeitsgrenzen. Berfioksiohtigt man, daB u,
wie wir sahen, vom Betrag der Sohwerkralt unab-
hingig ist, so wird man mit groBer Wahrscheinlich-
keit annehmen kinnen, daB g — /3 ¢ = 0,407 ist. Fiir
endliche Webrhihen findet man dann entsprechende
Ueberfallzahlen in der am Anfang erwhhnten Abhand-
lung von Mises.

Da Wehre in der Anordnung des behandelten
Falles (aber natiirlich mit endlicher Wehrhihe) zu ge-
nauen Wassermessungen bentitzt werden, so besitzen
wir eine Anzahl Formeln fiir die Ergiebigkeit, die sich
anf sorgfiltig durchgefithrte Versuchsreihen stiitzen.

Abb. 16. (Weisbach, Bazin, Rehbock u. a). Wenn man

voraugsetzen darf, daf derartige Formeln anch noch

auBerhalb des Versnchsbereiches Giiltigkeit besitzen, so wiirden sich fiir das nmnendlich
hohe Wehr fulgende Ueberfallzahlen ergeben’):

an

Francis (1854) . . . . p=0,415 besw. ¢ = 0,622,
Frese . . . . . . . u=0410 » @=0615,
Bazin . . . . . . . =040 » @=0,608,
Rehbock . . . . . . p=0,408 » 9 = 0,605,

Zu berfioksiohtigen ist bei einem Vergleich mit dem gerechneten Wert, dag in diesen
Zahlen noch der Einfluf der Reibung steckt, di¢ bei der Rechnung vernachlissigt wurde.
Abgesehen davon ist auch die Genaunigkeit dieser Versuchswerte beschriinkt. Am selben
Wehr fand Bazin bel Wiederholung der Messung Febler bis 1 vH; der Vergleich der
Formeln von Bazin und Frese innerhalb ihres Geltungsbereiohes ergab Abweichungen
bis 2,6 vH und die Ausdehnung der Freseschen Formel iiber jhren Versmohsbereich
hinaus zeigte im Vergleich mit wirklich durchgefiihrien Messungen-sogar Unterschiede
bis 5 vH. Der gerechnete u-Wert liegt also durchaus innerbalb-der Genanigksitsgrenzen
der bekannten Erfahrungswerte, . 444
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