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Das Problem, zwei Flichenstiicke in der Art punktweise eindentig
auf einander zu beziehen, dass einer zweifach unendlichen Schar von
Linien constanter geodiitischer Kriimmung des einen eine zweifach
unendliche Schar von Linien derselben Art aunf dem anderen ent-
spricht , filhrt zunachat auf die Aufgabe, zwei Flachenstiicke in der
Art punktweise eindeutig auf einander zu beziehen, dass jeder geoda-
tischen Linie des einen eine geodatische Linie des anderen entspricht.
Diese Aufgabe wurde zuerst von Hrn. Beltrami?) fir den speciel-
len Fall, dass die eine Flache eine Ebene ist, behandelt und spater
von Hrn. Dini?¥ fiir reelle Flachen allgemein gelost.

Die allgemeinere Aufgabe, zwei Fliachenstiicke in der Art punkt-
weise eindeutig auf einander zu beziehen, dass jeder geoditischen
Linie des einen eine Linie constanter geodtischer Krilmmung des
anderen entspricht, ist vom Verfasser®) behandelt worden. Die

1) Beltrami, E. Risoluzione del problema: Riportare i punti di una su-
perficie sopra un piano in modo che le linee geodetiche vengano rappresentate
da linee rette. Annali di Matematica pubblieate da B. Tortolini, t. VII,
p. 1855 1866.

2) Dini, U, Sopra un problema che si presenta nella teoria generale delle
rappresentazione geografiche di una superficie su di un’ altra. Annali di Mate-
matica, 2¢ serie, t. III, p, 269; 1870. 8, auch Darboux, G. Legons sur la thée-
rie générale des surfaces. III, partie, p. 40—65.

8) Busse, F. Teber digjenige punktweise eindeutige Beziehung zweier



allgemeine Losung dieser Aufgabe wird durch den Beweis des Satzes
ermiglicht :

Wenn sich zwei Flachenstiicke S und X in der Art punktweise
eindeutig auf einander beziehen lassen, dass jeder geodatizchen Linie
des Flachenstiickes S eine Linie constanter geoditischer Kriimmung
des Flachenstiickes E entspricht, so ist es immer maglich, ein Flachen-
stiick S, zu finden, welches auf das Flachenstlick S in der Art punkt-
weise eindeutig bezogen wird, dass jeder geodatischen Linie des
Flachenstiickes S eine geodatische Linie des Flachenstiickes S, ent-
spricht, und welches auf das Flachenstiick X in der Weise c onform
abgebildet wird, dass jeder geoditischen Linie des Flachenstiickes
8, eine Linie constanter geodatischer Kriimmung des Flachenstilckes
X entspricht.

In der vorliegenden Arbeit werden einige weitere Untersuchungen
iiber derartige conforme Abbildungen von Flichen auf einander, im
besonderen iiber die der Flichen constanten Krimmungsmasses auf
die Ebene mitgeteilt.

Es wird in dem vierten Abschnitte der oben angefithrten Arbeit
des Verfassers gezeigt, dass, wenn zwei Flachenstiicke S, und X in
der Art conform auf einander abgebildet werden konnen, dass jeder
geodatischen Linie des Flachenstiickes S, eine Linie constanter geo-
datischer Kriimmung des Flachenstiickes I entspricht, bei dieser Ab-
bildung auch jeder Linie constanter geodatischer Kriimmung des
Flachenstiickes S, eine Linie derselben Art des Flachenstiickes £ zu-
geordnet wird.

Im ersten Abschnitte der vorliegenden Arbeit wird dieser Satz
dahin erweitert, dass die angegebene Beziehung zwischen zwei Flachen-
stiicken auch dann besteht, wenn sie conform so auf einander abge-
bildet werden konnen, dass einer zweifach unendlichen Schar von
Linien constanter geodatischer Kriimmung des einen eine zweifach

Flichenstiicke auf einander, bei welcher jeder geodiitischen Linie des einen eine
Linie constanter geoditischer Krimmung des anderen entspricht., Sitzungsbe-
richte der Berliner Akademie der Wissenschaften, 11, Juni 1896,
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unendliche Schar von Linien derselben Art des anderen zugeordnet
wird. Es geniigen daber auch diesen allgemeineren Bedingungen nur
die Flachenstiicke S, und £, die in der angefiihrten Arbeit behan-
delt sind.

Im zweiten Abschnitte wird, ohne dass auf das Resultat allge-
meinerer Untersuchungen wie in der erwihnten Abhandlung des Ver-
fassers zuriickgegangen wird, direct gezeigt, dass die einzigen Flichen,

- welche sich auf eine Ebene in der Weise conform abbilden lassen,
dass den geodatischen Linien der Fliche Kreisbogen oder gerade
Linien der Ebene entsprechen, die Flichen constanten Kriimmungs-
masses sind. Die conformen Abbildungen dieser Art werden daranf
kurz besprochen und dabei einige zuerst von Hrn. Dini iber die
Abwickelung von Flichen constanter negativer Kriimmung auf einan-
der auf dem Wege der Rechnung erhaltene Satze durch einfache geo-
metrische Betrachtungen bewiesen.

In einem Anhange endlich wird die Literatur tiber die Flichen
constanten Kriimmungsmasses, soweit sie dem Verfasser bekannt ge-
worden ist, zusammengestellt.

L

Es seien zwei Flichenstiicke S und X in der Weise conform auf
einander abgebildet, dass einer zweifach unendlichen Schar von Li-
nien constanter geodatischer Kriimmung des einen eine zweifach un-
endliche Schar von Linien constanter geoditischer Krimmung des
anderen entspricht.

Die rechtwinkligen Coordinaten eines Punktes des Flichenstiickes
S werden als Functionen conjugierter complexer Parameter w, v von
der Art betrachtet, dass der Ausdruck filr das Quadrat der Liange
des Linienelementes die Form annimmt

ds* = fdudy.

Die rechtwinkligen Coordinaten des entsprechenden Punktes des
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I'lachenstiickes ¥ seien Functionen derselben Parameter. Es werden
also diejenigen Punkte der beiden Flichenstiicke S und I einander
zugeordnet , welche denselben Wertepaaren %, v entsprechen. Bei
dieser Wahl der Parameter ergiebt sich fiir das Quadrat der Linge
des Linienelementes des Flachenstiickes X ein Ausdruck von der Form

da’ = odudv.

Die Differentialgleichung der Linien constanter geodatischer
Kriimmung des Flachenstiickes S ist

0 =121 08 ) (s ) o

und die Differentialgleichung der Linien constanter geoditischer Kriim-
mung des Flichenstiickes E

) S-S A

Fir diejenigen Linien constanter geodatischer Kriimmung, welche
auf den beiden Flachenstiicken einander entsprechen, ergiebt sich die
Gleichung

- L

1&f (alog
T

Far 6cp+%(f_lig£)'}v"=0'

1
v | p o 9

Da aber die Schar von Linien constanter geodatischer Kriimmung,
welche auf den beiden Flichenstiicken einander entsprechen, eine
zweifach unendliche sein soll, 80 miissen die Coefficienten der Poten-
zen von v’ einzeln gleich Null sein. Daraus folgt die Identitat der
beiden Differentialgleichungen (1) und (2). Wenn daher zwei Flachen-
stiicke in der Weise conform auf einander abgebildet werden kinnen,
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dass einer zweifach unendlichen Schar von Linien constanter geoda-
tischer Kriimmung des einen eine zweifach unendliche Schar von Li-
nien derselben Art des anderen entspricht, so wird bei dieser Abbil-
dung auch jeder Linie constanter geodatischer Kriimmung des einen
eine Linie derselben Art des anderen zugeordnet.

IL

§ 1.

Ich wende mich nun zu dem Beweise des folgenden Satzes:

Die Flachen constanten Kriimmungsmasses sind die einzigen
Flachen, welche auf eine Ebene in der Weise conform abgebildet
werden konnen, dass den geoditischen Linien der Flache bei der Ab-
bildung Kreisbogen oder gerade Linien der Ebene entsprechen.

Die rechtwinkligen Coordinaten der Punkte der Fliche, welche
der gestellten Bedingung geniigen soll, werden als Functionen der-
jenigen Parameter w, v betrachtet, welche bei der conformen Abbil-
dung auf die Ebene den Cartesischen Coordinaten entsprechen. Das
Quadrat der Lange des Linienelementes der Flache erhalt dann die
Form

ds' = E(dv’ +dv"),

und die Differentialgleichung der geodatischen Linien der Flache ist
E@ud'o— dod) + 4 92 (dudo + ') = 4 S (@ + dude’) = 0.

Wird die linke Seite dieser Differentialgleichung durch du’+ dv’
dividiert und

dud — dvd*n
du’ + dv*

a9
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gesetzt, so erhdlt die Differentialgleichung die Gestalt
(3) Ed3+§——dv—§———du= 0.

Es sind nun 2 Fille zu unterscheiden, je nachdem d3 gleich
Null, oder von Null verschieden ist.

1. Wenn d3 gleich Null ist, dann ist auch

6E=0 —62——0

ou ? ov

Daraus folgt
E = const. = k,

so dass das Quadrat der Linge des Linienelementes der Fliche von
der Form ist

ds* = k(dw’+dv').

Dieser Ausdruck filr das Quadrat der Linge des Linienelementes
kommt nur den auf eine Ebene abwickelbaren Flachen zu; die geods-
tischen Linien bilden sich als Gerade in der Ebene ab; durch Aehn-
lichkeitstransformation ergiebt sich die Abwickelung,

2. d3J ist nicht bestandig gleich Null.

Wird in diesem Falle die linke Seite der Differentialgleichung
(3) durch 43 dividiert, so entsteht eine Differentialgleichung, welche

inbezug anf % und ad% linear ist.

AE dv OF du __
@ Etignastwas =

Der gestellten Bedingung znfolge soll durch diese Differential-
gleichung eine solche Beziehung zwischen den Coordinaten «, ¢ eines
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Punktes der geoditischen Linie ausgedriickt werden, dass die Glei-
chung eines Kreises

w—=ay+ =0 =1

erfilllt ist.
Daher ist
dv du
73_‘ = Uu—a, _(fS‘_ = —(‘U-*-I)).
" . dv
Durch Einfihrang dieser Werthe von a5 und ?5 in die Glei-

chung (4) folgt als Gleichung der geoditischen Linien
" E w22y Ly — o
(4a) +i}6“ &— —%—“— tg, =0

Diese Gleichung enthilt die Constanten @ und b linear; jede
derartige Gleichung lisst sich aber durch eine Verinderung der Va-

riabeln in die Gleichung einer geraden Linie umformen.
Wird namlich in der Gleichung

f(“)v)+f1(“:”)a+ﬁ(“:")b =0,

f9) _ 0 fmy) _
o) =" ) ~

gesetzt, so ergiebt sich

l4au' 40 =0

Dieser Transformation entspricht geometrisch eine punktweise
eindeutige Beziehung der Teile der Ebene (v, v) auf die Teile der
Ebene (v, v').

Es lassen sich daher diejenigen Flachen, welche der gestellten
Bedingung gemiss auf eine Kbene conform abgebildet werden konnen,



anf die Teile einer Ebene in der Art punktweise eindeutig beziehen,
dass jeder geoditischen Linie eines Teiles der Fliche eine Gerade
eines Teiles der Ebene entspricht, wobei im Allgemeinen die Beziehung
keine conforme Abbildung ist. Nach einem zuerst von Hrn. Deltrami
(L. ¢.) ausgesprochenen Satze ist eine solche punktweise eindeutige
Beziehung auf die Teile einer Ebene nur bei den Flichen constanten
Krimmungsmasses moglich. Daraus folgt, dass die Flachen constanten
Kriimmungsmasses auch die einzigen Flachen sind, welche auf eine
Ebene in der Weise conform abgebildet werden konnen, dass den
geoditischen Linien der Flache bei der Abbildung Kreisbogen oder
gerade Linien entsprechen.

§2

Es sollen nun die Ausdriicke fir die Quadrate der Lingen der
Linienelemente aufgestellt werden, welche die den gestellten Bedin-
gungen geniigenden Abbildungen von Flichen auf die Ebene darstellen.
Dabei kann von dem Falle, dass d3 gleich Null ist, abgesehen werden,
da fiir diesen der zugehirende Ausdruck fir das Quadrat der Linge
des Linienelementes bereits aufgestellt ist.

Werden die Constanten, die in die Integralgleichung der geodi-
tischen Linien der Flache, welche die vorgeschriebene Eigenschaft
besitzen soll, eingehen, mit « und B bezeichnet, so sind die Constan-
ten a, b, #* in der Gleichung der Kreislinien, welche bei der Abbil-
dung der Fliche auf die Ebene den geodatischen Linien der Fliche
entsprechen, Functionen von « und B. ‘

(8) = f,(@), d="_F@p) *=/Ffp)

Es sind nun 2 Falle zu unterscheiden:

1. Eine der Grossen a4, b, #* ist von o und B unabhingig. Offen»



bar kann dies bei der Grdsse #* nicht der Fall sein, da

_ dutde®
= -—E-S'T— = const.
. . : . . . du dv .
eine Differentialgleichung ist, welche inbezug auf as und s nicht

linear ist, welche also mit der Differentialgleichung (4) nicht identisch
sein kann. Dagegen ergiebt die Bedingung @ = const. oder = const.

s du dv . . - .
eine inbezug auf 5 und Fics lineare Gleichung. Es sei die Ordinate

b des Mittelpunktes fiir alle Kreislinien, welche hei der Abbildung
geodatischen Linien der Flache entsprechen, dieselbe. [Aus der An-
nahme

a == const.

folgt nichts wesentlich Verschiedenes]. Die Differentialgleichung des
Kreissystems ist in diesem Falle

(6) v+ % = 0.
. . du dy
Aug der Vergleichung der Coefficienten von PRy und gy in den

beiden Gleichungen (4) und (6) folgt

oE oE
E":‘l-“’:_é;"'=0: *w’"—'_l";
E=2,

v

Dabei bezeichnet m eine Integrationsconstante.

Die Function E ist wesentlich positiv, es kann daher m = &*
gesetzt werden.

kK K (du® + dv
E=~°-—", d8'=--“£-—~',—.-"—"1-



Nach der Formel

Ko _ 1 (F0gE 3log E)
- 2E( aw’ o
ergiebt gich als Kriimmungsmass der Flache
1
K= -5.

Das Kriimmungsmaass ist also constant und negativ.

2, Jede der Grossen a, b, »* ist von o und § abhingig.

Dann folgt durch Elimination von « und § zwischen den drei
Gleichungen (5) eine Gleichung zwischen #*, a, b, welche nach #* anf-
gelost werde.

r—e(abd) =0,
oder
w4+ o'— 2au—2bv +a* + V' —og(a, b) = 0.

Da diese Gleichung fiir alle Werte der Constanten a und & mit

der Gleichung der geodatischen ‘Linien (4a) identisch sein soll, so

muss sie inbezug auf die Gréssen ¢ und b ebenfalls linear sein;
¢(a,b) muss daher die Gestalt haben

9(a,b) = o'+ 8"+ ma+nb+p,

wobei m, n, p willkiirliche Constanten bezeichnen.

Das zweifach unendliche System von Kreisen, welche den geodii-
tischen Linien der Flache bei der Abbildung entsprechen, wird daher
durch die Gleichung dargestellt

w4 v'—2au— 2be = ma+nb+p.

Durch Coordinatentransformation erhalt diese Gleichung die ein-
fachere Form

W 40" — 204 —2by = p,
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Aus der Vergleichung der Coefficienten von o und & in dieser
Gleichung mit denen in der Gleichung (4a) folgt

EH'BE +4 av""‘*(“"‘”” —p')

oE oE
b =2 iy = 2o
Daraus ergiebt sich

m
E=wrvor
wobei m eine Integrationsconstante bezeichnet.

Das Kriimmungsmass der zugehorenden Flache

ist constant.

Da die Function E wesentlich positiv ist, so ist es auch die
Grosse m, es kann daher

gesetzt werden.

Es gind nun drei Fille zu unterscheiden, je nachdem die Con-
stante p' gleich Null oder grosser oder kleiner als Null ist.

1. Wenn »' = 0, so ist

. o _ AR (du’ + dv”)
K = 0: ds = = (us_l_,ul)l
2, p=0.
Ohne die Allgemeinheit zu beeintrichtigen, kann
p=1

gesetzt werden.



Es ergiebt sich

L1 L, AR )
K_ i ds' = (ﬂx+”e+1)|'
5. p'<<0.
Wird p° = — 1 gesetzt, so ist
I G T )
K= - R ds' = (un_l_vs__l)a .

Es ist hiermit von Neuem der Nachweis gefiihrt, dass die Flachen
constanten Kriilmmungsmasses die einzigen Flachen sind, welche sich
auf eine Ebene in der Weise conform abbilden lassen, dass den geo-
datischen Linien der Flache bei der Abbildung Kreisbogen oder ge-
rade Linien entsprechen.

§ 3.

Aus den vorstehenden Betrachtungen ergeben sich folgende con-
forme Abbildungen der Flachen constanten Krimmungsmasses auf
die Ebene.

I. Die abwickelbaren Flédchen.
1. Abbildung.
dsi

E(dw? + dv®).
Wird
wtiv =a, u—iv =f
gesetzt, so ergiebt sich
ds' = hdadf.

Diese Abbildung ist mit der Abwickelung wesentlich identisch;
die geodatischen Linien der Flache werden durch die Geraden der
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Ebene und die Linien constanter geodatischer Kriimmung durch

Kreislinien dargestellt.
2. Abbildung.

AR (A + dv")

M

oder bei Einfiuhrung der Variabeln o und g

4K dud
[CO

Diese zweite Abbildung geht aus der ersten durch eine Trans-
formation mittels reciproker Radien hervor. Daher entsprechen auch
den Linien constanter geodatischer Kriimmung Kreislinien der Ebene.
Die geodatischen Linien werden durch das Kreisnetz

dst =

w4 v'— 2au— 2y = 0

dargestellt. Die Kreislinien, welche den geodatischen Linien der
Fliche entsprechen, gehen daher alle durch den Anfangspunkt des
Coordinatensystems, der den unendlich fernen Punkt der Flache dar-
stellt, hindurch.

Il. Die Flichen constanten positiven Kriimmungsmasses.

Fiir diese ergiebt sich nur eine Abbildung der verlangten Art.

LT (@0 + dv*)

@ = Wiy

oder bei Einfilhrung der Variabeln « und B

4k dadp
W=y
Diese Abbildung ist mit der stereographischen Projection der
2
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Kugel auf die Ebene identisch. Die geodatischen Linien werden dar-
gestellt durch die Kreislinien, deren Gleichung

u'+ v'— Zau — 26t — 1 = 0.

Der Hauptkreis, zu dem jeder Kreis des Netzes orchogonal ist,
hat die Gleichung

w4t = —1

und ist imaginar. Dagegen giebt es einen anderen Kreis, der von
jedem Kreise des Netzes in diametral gegeniiberliegenden Punkten
geschnitten wird, den Diametralkreis, der das Radicalcentrum zum
Mittelpunkt hat.

Jedem Punkte der Kugel entspricht ein Punkt der Ebene und
umgekehrt. Bei anderen Flachen constanten positiven Kriimmungs-
masses findet Eindeutigkeit der Beziehung im Allgemeinen nicht statt.
Auch bei der Abwickelung irgend einer Fliche constanten positiven
Kriimmungsmasses auf die Kugel kann diese nur zum Teil oder auch
stellenweise mehrfach bedeckt werden; ein Beispiel dafiir bieten die
Rotationsflachen constanten positiven Kriimmungsmasses dar.

Aus der Abbildung ergiebt sich, dass durch zwei Punkte eine
geoddtische Linie nicht immer bestimmt ist, nimlich wenn diese
Punkte zwei diametral einander gegeniiberliegende Punkte des Dia-
metralkreises sind.

Die Linien constanter geoditischer Kriimmung werden auch hier
durch Kreislinien der Ebene dargestellt.

1. Die Fldchen constanten negativen Kriimmungsmasses.

Diese gestatten zwei verschiedene den gestellten Bedingungen
geniigende Abbildungen auf die Ebene.

1. Abbildung. : '

¥ (du*+ dv*

dsi = ( vj- )
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" oder bei Einfihrung der Variabeln o und B

. _ _ AFdadg
W=

Dieser Ausdruck fir das Quadrat der Lange des Linienelementes
geht aus dem der Pseudosphire

ds® = I (du'® + ¢ dv™)
hervor, wenn

gesetzt wird, Die Variable v wird fiir reelle Teile der Fliche nie-
mals negativ; der reelle Teil der Flache wird also auf den Teil der
Ebene abgebildet, welcher auf der positiven Seite der w Achse liegt.
Jedem reellen Punkte der Flache entspricht ein Punkt der genannten
Halbebene, dagegen ist der umgekehrte Satz nicht richtig. Dieser
gilt nur dann, wenn die Pseudosphire aus unendlich vielen iiber ein-
ander lagernden Blittern zusammengesetzt gedacht wird. Dabei kon-
nen bei der Abwickelung anderer pseudospharischer Flachen auf die
Psendosphire diese verschiedenen Blatter wirklich auseinandertreten,
wie es z.B. bei den pseudosphirischen Schraubenflichen der Fall ist.
Die u Achse stellt die unendlich fernen Punkte der Flache dar.

Die geodatischen Linien werden dargestellt durch die Gleichung

(u—a)’ +v* = »,

Die Kreise haben ihren Mittelpunkt auf der # Achse und schneiden
dieselbe daher orthogonal.

Es giebt, wie zuerst Hr. Beltrami 1865 gezeigt hat, auf einer
Flache constanten negativen Kriimmungsmasses drei ausgezeichnete
Arten von einfach unendlichen Systemen von geoditischen Linien:

1. geodatische Linien, welche sich in einem reellen, im End-
lichen gelegenen Punkte der Flache schneiden,

2. geodatische Linien, welche sich in einem im Unendlichen ge-

legenen Punkte schneiden,
2*
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3. geodatische Linien, welche sich iiberhaupt nicht schneiden,
aber zu einer geodatischen Linie orthogonal sind.

Die erste Art wird dargestellt durch die Kreise, welche zur
u Achse orthogonal sind und sich in einem Punkte auf der positiven
Seite der u Achse schneiden. Die orthogonalen Trajectorien einer
solchen Kreisschar, die Linien von constanter geodatischer Kriim-
mung, welche kleiner als % ist, entsprechen, sind wieder Kreise und
zwar solche, welche die x Achse nicht schneiden.

Die zweite Art von geodatischen Linien wird dargestellt durch
Kreise, welche sich in einem Punkte M der u Achse schneiden. Die
orthogonalen Trajectorien einer solchen Kreisschar sind wieder Kreise
und zwar solche, welche die u Achse in dem Punkte 3 beriihren.

. Die dritte Art von geodatischen Linien wird dargestellt durch
Kreise, welche orthogonal sind zu einem Kreise, dessen Mittelpunkt
ebenfalls auf der « Achse liegt. Die orthogonalen Trajectorien einer
golchen Kreisschar, die Linien von constanter geoditischer Kriim-
mung, welche grisser als % ist, entsprechen, sind wieder Kreise
und zwar solche, welche die « Achse in zwei Punkten schneiden.

Wird nach der bekannten Bonnet’schen Formel die geodatische
Kriimmung p einer Linie constanter geoditischer Kriimmung, welche
durch die Gleichung

(w—ay+ (-0 =1

dargestellt wird, berechnet, so ergiebt sich

% |

P=

Aus dieser Formel geht hervor, dass die geoditische Krimmung
nur von dem Winkel abhingt, unter dem der entsprechende Kreis
die u Achse schneidet.

Wird nun eine Schar von Kreisen (@) betrachtet, deren Mittel-
punkte auf der x Achse liegen und die durch einen und denselben
Punkt M dieser Achse hindurchgehen, also einer der 2ten Art von
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Scharen geodatischer Linien entsprechen, und wird ein Kreis (b) con-
struiert, welcher ebenfalls die u Achse im Punkte M schneidet, so
bildet dieser mit allen Kreisen (z) denselben Winkel. Esz schneiden
daher alle Kreise (b), welche im Punkte M dieselbe Tangente haben,
die Kreise (@) unter demselben constanten Winkel. Da die Kreise
(5) auch die w Achse unter demselben Winkel schneiden, so ent-
sprechen ihnen auf der Flache constanten negativen Kriimmungs-
masses Linien derselben constanten geodatischen Krimmung., Auf
der Rotationsfliche S, welche die den Kreisen (a) entsprechenden
geoditischen Linien zu Meridianlinien hat, und fiir welche das Qua-
drat der Lange des Linienelementes durch den Ausdruck

ds® = 1 (du® 4 e dv?)

dargestellt wird, haben daher alle Linien, welche die Meridiane unter
demselben constanten Winkel schneiden, dieselbe constante geodati-
sche Kriimmung.

Dieser Satz lasst sich umkehren. Diejenigen Flachen, auf wel-
chen alle Trajectorien unter demselben constanten Winkel fiir ein
System von geoditischen Linien dieselbe constante geodatische Kriim-
mung haben, sind jene von constanter negativer Kriimmung und die
fraglichen geoditischen Linien entsprechen hbei der Abwickelung den
Meridianen der Rotationsfliche S,. Wird der Ausdruck fiir das Qua-
drat der Linge des Linienelementes einer Flache in der Form

ds' = du®+ Gdv?

vorausgesetzt und mit p, der Radius der geodatischen Kriimmung der
unter dem Winkel ¢ = const. die Curven u = const. schneidenden
Curven bezeichnet, so ist nach einer Formel von Liouville

1 .

— == ¢08% == COngt.

P:

Daher
L E = const.
2G du *
I

G = J{v)e".
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Schneidet nun eine Schar von Kreisen (¢) die Kreigse () im
Punkte M und gehen dieselben ausserdem durch einen und denselben
zweiten Punkt N der # Achse hindurch, so stellen diese Kreise (¢)
gine Schar von Loxodromen der Rotationsflache 8, dar. Diese Kreise
(¢) sind aber, wie aus den vorhergehenden Betrachtungen sich ergiebt,
geodatisch parallel und entsprechen den Parallelkreisen derjenigen
Rotationsflache constanten negativen Kriimmungsmasses S,, fiir welche
das Quadraﬁ der Lange des Linienelementes durch den Ausdruck

s = I (du’+(e_-i2£:)’dv’)

dargestellt wird. Es folgt daraus der Satz, dass auf der Rotations-
flache S, die zu irgend einer Loxodrome geodatisch parallelen Linien
lauter Loxodromen sind, und dass die beiden Rotationsflichen S, und
S, so anfeinander abgewickelt werden kinnen, dass den Parallelkrei-
gen der Flache S, Loxodromen der Fliche S, entsprechen. Diese
Sutze sind zuerst von Hrn. Dini [Giornale di Battaglini IIL] ausge-
gprochen worden.

} Die zweite Abbildung der Flichen constanter negativer Kriim-
mung, welche hier in Betracht kommt, wird durch folgenden Ausdruck
fiir das Quadrat der Lange des Linienelementes dargestellt

a5 = 4K (du’ + dv*)
T (@ =1

oder bei Einfihrung der Variabeln a und g

as* 4k dadf

(ap—1)" *

Diese zweite Abbildung ergiebt sich durch eine Transformation
mittels reciproker Radien aus der ersten.

Die geodatischen Linien werden dargestellt durch das Kreisnetz

w4 o'—2aqu—2w+1 =0



mit dem reellen Hauptkreis
w4t = 1.

Nur den Punkten, welche im Innern dieses Hauptkreises liegen,
entsprechen reelle Punkte der Flache, der Hauptkreis selbst ent-
spricht den unendlich fernen Punkten der Fliche. Es lassen sich
hier alle Betrachtungen wiederholen, die bei der ersten Abbildung
angestellt worden sind, nur tritt an die Stelle der » Achse der aus
ihr durch reciproke Radien transformierte Hauptkreis und an die
Stelle des aunf der positiven Seite der w Achse gelegenen Teiles der
Ebene der innerhalb des Hauptkreises gelegene Teil.
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Thesen.

1. Die Psychelogie hat das Urteil vornehmlich als psychischen
Act, die Logik bat es vornehmlich als psychisches Gebilde zu unter-
suchen.

2. Das Gefithisleben findet seinen addquatesten Ausdruck in
der Musik.

3. Die physikalische und geometrische Deutung von Beziehun-
gen zwischen Zahlgrossen, die an sich fiir den mathematischen Caleiil
gleichgilitig ist, ist von grosser Bedeutung fiir die Auffindung neuer
wertvoller Gedankenverbindungen.

4. Die Geometrie ist eine Naturwissenschaft,

5. Die Hervorhebung des Functionsbegriffes im mathematischen
und physikalischen Unterrichte des Gymnasiums ist erwiinscht.
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