DIE NULLSTELLEN
DER LAGUERRESCHEN UND
HERMITESCHEN POLYNOME

INAUGURALDISSERTATION
ZUR ERLANGUNG DER DOKTORWURDE
GENEHMIGT VON DER PHILOSOPHISCHEN FAKULTAT
DER FRIEDRICH-WILHELMS-UNIVERSITAT
ZU BERLIN

VON

WOLFGANG HAHN

AUS POTSDAM

TAG DER MUNDLICHEN PRUFUNG: 22. JUNI 1933
TAG DER PROMOTION: 12. JULI 1933




REFERENTEN:
PROFESSOR DR L SCHUR
PROFESSOR DR BIEBERBACH

Sonderabdruck aus den ,,Schriften des Mathematischen Seminars und des
Instituts fiir angewandte Mathematik der Universitit Berlin** , Band I



MEINEN ELTERN






Einleitung.
Die sogenannten (verallgemeinerten) Lacuerreschen Polynome
dn =
Ly(x, o) = (—1)rer a0 (emmante) (lyseo)
sind schon mehrfach untersucht worden?); iiber ihre Nullstellen sind
jedoch auBer einigen naheliegenden Tatsachen keine genaueren Er-
gebnisse bekannt. Insbesondere hat man sich bisher nur auf den Fall
&« > — T beschrdnkt, in dem alle Nullstellen reell sind. In der folgen-
den Arbeit wird zunidchst gezeigt, daB bei & > — 1 die Nullstellen
auf der positiven Achse dicht liegen; d. h. ist ein beliebiges positives
Intervall vorgegeben, so gibt es ein Polynom L, (¥, «), das darin eine
Nullstelle hat. Dies ergibt sich als Spezialfall eines Satzes iiber eine
sehr allgemeine Klasse von Polynomen, die linearen dreigliedrigen
Rekursionsformeln geniigen. Sodann wird eine Abzihlung der reellen
Nullstellen durchgefiihrt, falls « = — 1. Es sind dann stets # — [— «]
Nullstellen positiv. Die iibrigen sind Null, wenn « negativ ganzzahlig
ist. Ist « keine ganze Zahl und [— «] gerade, so sind die nicht posi-
tiven Nullstellen komplex, sonst tritt noch eine negative auf.

Im §3 werden Ungleichungen fiir die absolut gréBte Nullstelle und
die groBte positive abgeleitet; heiBt diese &, und jene #,, so wird
gezeigt, daB
lm| <2n—3+|a|+Vn—1) (s[+n—1)+Vn—2) (a[+2—2),
gt 20— Vant2a<b,<4n+206—cVan+2&, €,>0,¢,>0;
letzteres gilt fiir geniigend groBe #. Die kleinste positive Nullstelle &,
geniigt einer Ungleichung

0‘—I~-I (& + 1) (¢ +-2)
== S Tagr
wie §4 nachweist. Danach wird die genauere Verteilung der posi-
tiven Nullstellen auf der reellen Achse studiert; sie lassen sich durch

(> —1)

1) Meines Wissens werden sie erstmalig in einer Arbeit von Sonine, Recherches
sur les fonctions cylindriques, Math, Ann. 16 (1880), behandelt. Der Name ,,ver-
allgemeinerte Laguerresche Polynome’ scheint von Vera Mpyller-Lebedeff (Die
Theorie der Integralgleichungen in Anwendung . .., Math. Ann. 64 (1907)) zu stammen.
Vgl. auch Szegd, Beilrige sur Theovie der Laguerreschen Polynome, M. Z. 25 (1926)
8. 85 ff, wo sich weitere Literaturangaben finden.
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die Stellenzah! nach oben abschitzen, ferner lassen sich Unglei-
chungen fiir die Abstinde zweier benachbarter Nullstellen angeben.
Im §6 wird all das, soweit moglich, fiir den Fall & < — 1 durch-
gefiihrt und dann die Abhingigkeit der Nullstellen von & unter-
sucht. SchlieBlich wird im §% bei den Hermiteschen Polynomen,
die den Lacuerreschen nahe verwandt sind, die Nullstellendifferenz
abgeschitzt der Minimalabstand 148t sich zwischen die Grenzen

Vn

Die verwandten Methoden sind durchweg einfach; eigentlich
werden nur die Cartesische Zeichenregel und elementarste Integral-
abschiitzungen benutzt.

und -4 einschlieBen.?)

§ 1. Definition der Laguerreschen Polynome;
die dichte Lage der Nullstellen.

Die Laauerreschen Polynome sind definiert durch die Formel
(1) L,(x, o) =(— 1)%e*x~¢ :; (e=® z=4m);
dabei ist & eine beliebige Zahl, die allerdings im folgenden auf

reelle Werte beschrinkt sei. Fiihrt man die Differentiation aus, so
erhilt man

(@) L.(x, u)=§‘(— ]

v

Hieraus folgt leicht die Rekursionsformel
3)La(x,0)=(x—(@n—14+ &) L, (%, &)—(#—1T) (n+a—1)L, ,(x,)
und die Differentialgleichung

(4) 2Ly (%, 0) +(a+1—2x) L, (x, &) +n L, (x, x) =03)

(Die Striche deuten die Ableitungen nach x an). Durch mehrfaches
Differenzieren gewinnt man aus (4)

(4a) xLL’""’ (%, &)+ (x+7r+1—2) Lf."“’ (%, )+ (n—7) Lf:' (%, &)=0.
Unmittelbar gewinnt man aus (2) noch die Beziehung

(5) Ly (x,0) =n L,_,(x, & + I).

2) Damit wird eine Frage geklirt, die Herr Wiman in einer Arbeit ,,{'ber sine
asymplotische Eigenschaft . . ., Math. Ann. 104 (1931), aufwirit; auf anderm Wege
ist sie von Herrn A. Brauer — Uber die Nullstellen der Hermiteschen Polynome, Math.,
Ann. 107 (1932) — geldst werden. Vgl. auch J. Korous, O rozvoji funkel jedné
rediné prominné v yadu Hermiteovych polynomdi, Rozpravy Ceské Akademie 2 .37 (1920).

3} Vgl z. B. Pélya-Szegs, Aufgaben und Lehrsiize, Bd.II, S. 34.
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Uber die Nullstellen der Lacuerruschen Polynome ist folgender
Satz bekannt?):

Satz I: Ist der Parameter o> — 1, so sind die Nullstellen der
Laguerreschen Polynome positiv reell; sie sind einfach, und die Null-
stellen des (n — 1) -ten trennen die des n-len Polynoms.

Wir fiigen hinzu:

Satz II: Ist x> —1, so liegen die Nulistellen auf der reellen posi-
tiven Achse dicht; d. h. ist (a, b) ein beliebiges positives Intervall, so
gibt es stels esn Polynom L, (x, &), das in (a, b) eine Nullstelle hat.

Der Beweis dieses Satzes verallgemeinert eine Betrachtung, die
Markorr4) iiber Hermirssche Polynome durchgefithrt hat, auf eine
umfassendere Klasse von Polynomen. Ist $ (x) eine reelle, im Inter-
vall (», s) positive, integrable Funktion, so gibt es eine Kette ein-
deutig bestimmter normierter Polynome ¢,(x) derart, da®)

(6) f;’(x}?’n(x)xEJX=0 (k=0,1,...,n—1).

n=0,I,....

und die Nullstellen dieser Polynome sind reell, voneinander ver-
schieden und im Intervall (r,s) gelegen.!) Wenn r oder s nicht
endlich ist, muB man natiirlich die Existenz der Integrale

J;S(x)x"dx (k=o0,1,...)

fordern. Wahlt man p(x) = e %4%7 = 0, s = oo, so erhilt man die
Lacuerreschen Polynome5).
Wenn nun die absolut gréBite Nullstelle x, von ¢,(x) der Be-
dingung geniigt, dal
%, =0(n?), wenn entweder # oder s unendlich,
%, =o0(n), wenn sowohl » wie s unendlich,?)
ist fiir die allgemeinen Polynome ¢,(x) der Satz II richtig: die
Nullstellen liegen im Intervall (v, s) in der angegebenen Weise dicht,
Zum Beweise bendtigen wir einige Hilfsgleichungen?8). Ist %(x)
ein Polynom, dessen Grad zx — 1 nicht liberschreitet, so ist

0 fres@as= DS [l i

i=1

4) Markoff, Sur les racines ..., Bull. Acad. St. Petersburg, {5) 9 (1898).
5) Courant-Hilbert, Methoden dey math. Physik. Bln. 1924, S. 74.
6) Pélya-Szegd, Aufgaben und Lehrsiize, Bd. 1. Kap. II, Aufg. 140.
7) In § 3 wird gezeigt, daB sie fiir L, (#, «) erfiillt ist.
8) Perron, Die Lehre von den Kettenbriichem, 2. Aufl. S. 390ff.
l-
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Dabei sind #,,,..., %,n die Nullstellen von ¢,(x). Es besteht nim-
lich die Partialbruchzerlegung

k(‘) G( ) +2 k(¥ng) 1

T Fng #— Fing

Der Grad von G(x) betrigt hochstens # — 1. Multiplizieren wir
mit @, (%) $(¥) und integrieren, so verschwindet nach (6)

Sp(x) pa (%G (W dx,

und es entsteht (7). Setzen wir %(x) = 1, so folgt

® Jrows-3 s 2 o

Die Summanden rechts sind alle positiv; denn (7) liefert fiir .

k (x) ( ?’n(’) )2

(x - xni, Wn ('rni,

_ | _en0p(%)
. ;fk(")“")d”‘“;fv»;(s,.a(x-xﬂ)d"

Die linke Seite ist aber positiv.

Wir schlieBen nun indirekt und nehmen an, es géibe ein Intervall
r<a<b=s, das fir kein # eine Nullstelle x,; von ¢,(x) ent-
hielte. # sei zunéchst fest, Wir fithren die GroBen z=(x—a) (b— %)
und d=(|a|+ |7]) (6] + |s|) ein; ist eine der Zahlen 7, s un-
endlich, so wird sie in der Definitionsgleichung fiir d durch den
Betrag der absolut groSten Nullstelle x, ersetzt. Da (a, d) null-
stellenfrei, ist entweder x,; <a oder x,; > b, also

02 = (Xni— ) (b — %) = —d,

—1< 22n,
Wir bilden den Ausdruck

QW ="Ti(2 5 +1);

+1=1.

dabei ist p = [":'] und T, (y) das u-te Tscuerysonmrrsche Poly-

nom cos ( arccos ¥). Es folgt Q (x,)<1,da |T, (y)| =1 fir jy|=1.
(7) liefert unter Benutzung von (8)
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f PR Q) dx—= Z L) q;‘";,,‘”l, AR

< f?’n;::) xix d,x-fp(x)dx,

die VergroBerung geschah im richtigen Sinne, da alle Summanden
positiv waren.
Innerhalb des Intervalles (a, b), d. h. fiir positive z, ist

(9)

Q) >4p(p—1%

e d
Setzen wir nidmlich “:‘

=y, so wird, wenn y = cos &,
2(x) = {}((cos # + 4 sin #)* + (cos # — ¢ sin B)») |2
= {3 VY= + (V¥ — M}

—2)/%, s0 daB
Q(x) > (% ((1 + z'l/g)# +(x— 2]/%)”))2

>(+za@—1%) >4n@E—1 5

Wenn z> o,

Dies setzen wir in (g) ein und erhalten wegen
L

fP(x)Q(x)dx gfp(x)!:?(x)dx >fp(x) (x—a) (b— %) 4#(;;—1) dx
die Ungleichung
i”““%:lf?(x) (x—a)(b—x)dx<fp(x)dx

b
fpD(r—a)p—mdx
— >* *

oder N
Srax
r

Diese Ungleichung miiBte fiir alle # bestehen. Das ist aber nicht
moglich; denn die rechte Seite ist konstant, wihrend die linke
Seite durch passende Wahl von # beliebig klein gemacht werden
kann; es war ja in jedem Falle d = o (#?). Die Annahme, (a, b) sei
fiir alle # nullstellenfrei, war also unzuldssig, Satz II ist bewiesen.
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§ 2. Die Anzahl der reellen Nullstellen im Falle a < — 1.

Die bisherigen Uberlegungen bezogen sich auf den Fall & > — 1,
Es lassen sich jedoch iiber die Anzahl der reellen Nullstellen genaue
Angaben machen, wenn der Parameter « < — 1 wird. Man hat
dabei verschiedene Moglichkeiten zu unterscheiden.

Zunichst sei « eine negative ganze Zahl, &« = —m, und % = m.
Dann gilt
(10) Lo(x,—m) = Ly, (x, —m) = ™ - Li(x, m).

Aus (1) ergibt sich nidmlich
L,(x,—m)=azm
Lyyi(#,—m)=2am(x —m —1).

Deshalb sind nach (3) die simtlichen Polynome der Reihe L, (x, —m)
durch x™ teilbar: L, ,;(x, — m) = x™ @, (x). Wir setzen die Rekur-
sionsformel (3) fiir L, (¥, —m) an und teilen durch x™, so daB

@) =(x—@m+2k—m—0)gp_1(x) — (m+E—1) (R~ 1) gp_s (%)

entsteht., Danach geniigt g, (x) einer Rekursionsformel der Gestalt
(3) mit &« =m, d.h. es ist

Px () = Le(x, m),

und Formel (10) ist abgeleitet. — Nach (2) ist dies, d. h. —a=m <=,
der einzigeeFall, in dem x = o als Nullstelle auftritt; (4) und (4a)
lehren, daB sonst auch keine mehrfachen Nullstellen méglich sind.
Denn wire y # o eine mehrfache Nullstelle von L, (x, &), so wiire
L, (y, ) =o und nach (4), (4a) ¥ Nullstelle simtlicher Ableitungen.
Die n-te Ableitung ist jedoch konstant.

Weiterhin sei « = — 8, 8> 0, § > n. In dem Ausdruck (2) erhilt
der »-te Koeffizient

(—1)-,(”ﬂ,)‘(‘n—i-o&).__.(—l)v.(’:) =B (n—B—1)--(n—B—r+1)

das Vorzeichen (—1)* (— 1)* =+ 1. Es kann dann L, (», &) keine
positiven Nullstellen haben, da in der Reihe der Koeffizienten
keine Zeichenwechsel eintreten. Nun gilt aber fiir beliebiges «, daB
L, (%, ) hchstens eine negative Nullstelle haben kann. Dies ergibt
sich aus folgendem Hilfssatz: Ist f(x) eine stetig differenzierbare
Funktion, die einer Differentialgleichung

7(®) f" (%) + s (%) [ (%) + t(x) f(x) =0
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mit stetigen Koeffizienten geniigt, und ist »(x) <o, #(x) > o fiir
x < 0, so kann f(x) hochstens eine negative Nullstelle haben. Gibe
es nimlich zwei negative Nullstellen, so miiBte dazwischen min-
destens eine Nullstelle y’ der Ableitung f'(x) liegen, an der die
f(») entsprechende Kurve konkav zur x-Achse verliefe, Die Be-
dingung fir konkaven Verlauf ist f”(y") - f(¥') < 0. Nach der Diffe-
rentialgleichung ist jedoch #(y").f"(y)=—¢(¥)-f(y}, und da
r{y) <o, t(y)>o, wire f"(y)-f(y')>0°) Wegen (4) erfillt
L, (#,«) die Voraussetzungen des Hilfssatzes. Es kann somit nicht
mehr als eine negative Nullstelle da sein. — Ist # < g und un-
gerade, so muB eine reelle Nullstelle existieren, und da sie nicht
positiv sein kann, muB sie negativ sein. Bei geradem # sind da-
gegen alle Nullstellen komplex.

Wir haben noch die Verhéltnisse zu untersuchen, wenn # > f=—a
und B keine ganze Zahl ist. Durch partielle Integration folgt aus (x)

o )

fe'”x“l,,, (%, ) x*dx = (— I)"'f::n (e==xe+m) x¥dxy

o o

dn—1

= (o [ e ) |+ ()i f e At pldy

=(— I)Sn—l[e—a cxerERLLL (%, o I)]

0
o

+ (— 1)1 f dd:ﬂ_-ll (e== xe+n) A¥-1d .,

o

Der erste Bestandteil verschwindet, wenn « + %+ 1 > 0. Man
kann dann weiter reduzieren und kommt schlieBlich auf

* An—k
JE‘;‘_—E (e x"+")dx.
o

Dies verschwindet, wenn # — & = 1, so daB

L

ﬁ““x“L,,(x.cx).%‘dx:o fir k=7, vr+1, ..., m—1I.

L]

Dabei bezeichnet » die Zahl [ — «] = [A].
Wir konnen sagen, die # —7 ersten Momente der Funktion

0) Eine #hnliche SchluBweise findet sich bei Courant-Hilbert, Meathoden der
mathematischen Physik, Bd. I, Bln. 1924 (S. 426).
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e*xteL,(x, o) verschwinden im Intervall (o, o), so daB sie in
diesem Intervall mindestens # —» Zeichenwechsel erleidet.’?) Da
e~®x+7 fiir positive x positiv ist, kbnnen die Zeichenwechsel nur
von L, (x, &) herrithren, d. h. L, (%, «) hat mindestens # — » positive
Nullstellen,

Nach einer miindlichen Bemerkung von Herrn I. Scmur kann
man dies noch anders zeigen. Bekanntlichl) gilt die folgende Ver-
allgemeinerung des Srummschen Satzes: Es sei eine Kette f(x),
filx), ..., fm(x) von Polynomen vorgelegt. Im Intervall (x,, x,)
habe f(x) keine mehrfachen Nullstellen; an den Enden des Inter-
valles verschwinde keine der Funktionen; hat ein mittleres Glied
Sfr(x) der Kette in (x,, ;) eine Nullstelle £, so seien dort die be-
nachbarten Glieder von Null verschieden und von entgegengesetztem
Vorzeichen, fi_;(8) « fis1(£) < 0; schlieBlich sei im ganzen Intervall
JSm{#) &= 0. Dann ist die Anzahl von Nullstellen von f(x) im Intervall
(%a, %) mindestens gleich dem Betrage der Differenz der Zeichen-
wechsel, die an den beiden Endpunkten x,und #,in der Kette auftreten.

Die Funktionen L, (%, &), L, (%, &), ..., L, (¥, ) bilden nun eine
solche Kette im Intervall (o, o), wie man sich leicht iiberlegt; die
dritte Bedingung ist nach einer eben durchgefilhrten Uberlegung
deshalb erfiillt, weil der Grad # von L,(x, &) kleiner als der
negative Parameterwert ist und L, (%, &) deshalb keine positiven
Nullstellen hat. An der Stelle co tritt kein Zeichenwechsel in der
Kette ein, an der Stelle o sind es genau # — 7, da die Vorzeichen
der absoluten Glieder alternieren. L,(x, ) hat also mindestens
n — 7 positive Nullstellen.

Mehr konnen aber auch nicht existieren. Denn der in (2) auf-
tretende Koeffizient '

(n +

v

)nﬁ(n-;-a)(u—}-o;—x) coo(nta—r41)

ist positiv, wenn #+41 > f+v» dagegen werden in dem Produkt
r +» —n Faktoren negativ, wenn # —» <. In der Entwicklung (2)
alternieren somit die # — 7 4 1 ersten Koeffizienten, die folgenden
haben das Vorzeichen des (# — 7 + 1)-ten; nach der Zeichenregel ist
#n —r die Hochstzahl positiver Nullstellen. Von den iibrigen » kann
noch eine negativ sein. Sie wird es sein, wenn » ungerade, weil ja
die Anzahl der komplexen Nullstellen immer gerade sein muB, aber
auch nur dann. — Wir erhalten folgende Erginzung zu Satz I:

10} Vgl. Anm. 6.
11) Vgl. z. B. Bieberbach-Bauer, Vorlesungen iiber Algebra, Bln. 1928, S. 160.
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Satz III: Ist # + & <0, so existieren bet geradem n keine reellen

Nullstellen, bei ungeradem n eine negative und f‘—:—f Paare konjugiert
komplexer.

Ist n+ & =0, so gibt es n —[—a] positive Nullstellen, dazu bei ganz-
zahligem & =-—1m die m-fache Nullstelle x=o0, im Falle r=[—a]+—u«

bei ungeradem r eine negative und LE-E Paare komplexer, bei geradem r
Jedoch : Paare komplexer.

Betrachtet man bei festem # die Nullstellen in Abhingigkeit
von &, so beobachtet man folgendes: Nihert sich &« von rechts
dem Werte —1, so nidhert sich die kleinste Nullstelle dem Null-
punkt und geht ins Negative, wenn « in das Intervall (—1x, —2)
eintritt, Wird « gleich —2, so wird die negative Nullstelle wieder
zu Null, und gleichzeitig riickt die nichste positive Nullstelle in
den Nullpunkt. Wenn « den Wert —2 iiberschreitet, verzweigt sich
die Doppelnullstelle ins Komplexe. Beide Zweige treffen sich im
Nullpunkt, wenn « = — 3 geworden ist. Es ist dort auch wieder
eine der positiven Nullstellen angekommen, die nun negativ wird,
wihrend das komplexe Paar ins Komplexe geht. Das setzt sich
so lange fort, bis alle Nullstellen durch Null ins Negative oder
Komplexe gewandert sind. (Vgl. Figur 3 am Ende von §6.)

Rechnerisch sieht das in den einfachsten Fillen so aus: Es ist

Ly(x,a) =2 —2(2 + &) x + (2 + &) (T + &),
alsowird % =2+a+V2+a, x=2+c—}2+«,
und man erhilt die folgende Tabelle:

o 0 —1 —15 —2 —2.5 —3

%y 3.4142 2 1.2071 0 —0.5+0.7071¢ — T4t

X 0.5858 0 —0.2071 4] —0.5—0.7071% —I—1.
Ferner ist

Li(x, ) =2*— 303+ a)2*+ 33+ x)(2+ &) x— (3+ ) (2 + «) (T + &).
Fiihrt man hierin ¥ = x — (3 + «) ein, so entsteht
¥—3y(3+«) —2(3+a)=o0.

Diese Gleichung kann man in bekannter Weise auflosen. Ist o> —2,
so ist die Diskriminante (3+ &)? — (3+ &)® = (3+ &)} (—2z—a) < 0.
Es liegt der casus irreducibilis vor, man hat drei reelle Nullstellen,
wihrend fiir & < —2 immer zwei komplexe auftreten. Im einzelnen ist
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x o —1I —1.5 —z —2.5
% 6.2899 4.9321 3.8082 3 1.9757
£ 2.2041 1.2679 0.7331 0 —0.2379+ 0.36511¢
X3 0.4157 o —0.I3I3 o —0.2379—0.3651¢
& —3 —4
£ o —1.5961
X3 o —o0.7019 + 1.80731¢
X3 o —0.7019 — 1.8073 1.

§ 3. Die absolut groBte Nullstelle,

In diesem Paragraphen soll eine Abschétzung der absolut gréiBten
Nullstelle gegeben werden, die fiir & = — I mit der groBten positiven
zusammenfillt. Das ist auch noch der Fall, wenn —1 > a = — 2,
da die negative Nullstelle dem Betrage nach kleiner ist als die
kleinste positive (vgl. § 6). Wir bendtigen eine Darstellung der
Lacuerreschen Polynome, die sich aus der Rekursionsformel (2)

L%, o)=(x—@n+a—10)Lay(x o) —#—1)(#+a—1) Loa(r, &)
ergibt. Es geniigt nimlich die Determinante

2—(1+a) Vi+a o 0 . . . . - . ... .0
Vitae x—(3+a) Va2(z+a) o C e
Da=| o valz+a) x—(5+x) V3i3+x) o S0
o o o o . . . Ye—Dm+a—1) x—(2n+ax—1)

derselben Rekursionstormel, wenn wir Dy, = 1 setzen, d.h. es ist
D, = L, (x, ), und wir kénnen L, (, &) als charakteristische Funk-
tion der Matrix

I+ —VYi+a 4] o. . . .0 0
M, = —Vi¥a 34+a& —Vziz+a) 0. . . .0 o
0 o o....—-VeE-Dmta—1) znta—1

ansehen. Uber die Wurzeln der charakteristischen Gleichung einer
Matrix 4 = (a,,) gilt folgender Satz von FroBENIUS:

Ist |@py |+« + | @gm| = 2 und & die absolut griBte Wurzel, so ist
[&,! = max(z,..., 2m)-
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Zum Beweise beachte man, daB ;'-"” als Eigenwert der Matrix 4 der
Gleichung

|é,E—A|=0
geniigt. Deshalb hat das System linearer homogener Gleichungen
(@u—E&)yn+  ay: +--+ Am Ym =0
anyr + (@u—E&)yat+-o+ Aem Yim =0

m1 Y1 + Ama Y2 + - (amm"‘"‘fp) Ym =0
von Null verschiedene Lisungen. ¥, ¥a, ..., ¥m S€i ein solches L-
sungssystem, y, dem Betrage nach am gréften, so daB sicher
¥o+0. Da

§u3y = 20250 y=1,...,m,
ist auch £.Y, =1§%z Yas
daher i‘f,u||y91§‘tz_;la’ei|Iy1=§|yp1.zl’lagii'

|£,ui g;lagll gm‘ax(iz.ia:!‘)

Das war die Behauptung.

Diesen Satz wollen wir auf die Matrix M, anwenden und miissen
dazu das Maximum der GréBen z, bestimmen. Wenn &« = — 1, sind
die auftretenden Zahlen alle positiv; die z, wachsen bis z,_,, und
es ist, wenn 7, die absolut gréfSte Nullstelle des Polynoms L, (¥, &)
bedeutet,

[ = max (V(n—2)(n + « —2) +2n—3 + «
+Vm—0 (¢ +n—1),Vn—1) (x+n—1) +2n—1+a)

also

|a| S2n—3+a+Vn—2)(n+o—2)+V(n—1) (n+a—1) (12 5).
Damit ist die im Beweis von Satz IT noch fehlende Behauptung
1jn = 0 (n%) sichergestellt.

Wenn &« < — I ist, hat die Matrix M, in ihren » = [— «] ersten
Zeilen imaginire Zahlen, in ihnen nehmen die z erst zu, dann ab.
Fiir geniigend groBe » bleibt die Abschitzung aber richtig, weil
dann die spiteren z iiberwiegen, z. B. wenn #>—a«4-4. In jedem
Falle, auch bei kleinen Werten von #, ist, wie man sich leicht
iiberlegt, die Abschitzung

|a|<2n—3+ |a|+Vn—2) (x| +n—2)+ V(e —1) (] +n—1)
richtig,
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Viel genauer als der Betrag der absolut groBten liBt sich die
groBte positivé Nullstelle abschdtzen nach einer Methode, die Herr
Zurnige1®) auf die Hemmrrsschen Polynome angewandt hat. Es
geniigt die Funktion

I S
f@)=e 22 *L,(5*a)
der Differentialgleichung
(11) :‘£+(4ﬂ+2(ot+1)-(x=+°‘$;i'))f:0,

wie man unter Benutzung von (4) leicht feststellt. Wir nehmen
4n 4 2Z{x +1) >0 an und fihren die nene Verinderliche y durch

%= a(y + zia.) mit a=2 3-(4n+2(x+1) ©

ein. Bezeichnen wir f(x(y)) mit z(y) und mit z’ die Ableitung
nach y, so entsteht

I
o2 — —

(x2 r—ry= (y+*)
(y+2_a')

Offenbar ist lim z = 0. Wir betrachten daneben eine zweite Funk-

¥+
tion, @ (y), die den Bedingungen
(x3) ' —wy=o0, limw=o0

y+o
geniigt.¥) Durch (12), (13) und die Grenzbedingungen sind @ und z
bis auf multiplikative Konstanten festgelegt; diese bestimmen wir
durch die Forderung

(14) w(@) =1, z(0) = I.
Die Forderung z(0) = 1 liBt sich erfiillen. Denn wenn ¥ =0 ist,
wird % = x{,=;a,='l/4n+2u+1, so daB

A T
z(0)=e ?.x, 2L,(x], «) - const.

Nach der letzten Untersuchung ist aber 5, < %3, so daB L, (x2, &) % 0.
Man kann demmach die Konstante geeignet wihlen. «f — } moge
positiv sein, Beide Funktionen haben dann keine positiven Null-
stellen. Hitte z. B. z eine positive Nullstelle, so miite es wegen

12) Proceedings Amsterdam 35 (1931) S. 673.

13) Uber die Existenz dieser Funktion vgl. die Zitate bei Zernike, nimlich

Watson, Theory of Bessel functions, Cambridge 1922, S. 518; Kramers, Wellen-
mechanik und halbrahlige Quantisierung, Z. f. Physik 39 (1926), S. 828.
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lim z = o noch dahinter ein Minimum annehmen und zwar mit nega-
tivem Funktionswert. An dieser Extremalstelle miiSte z” positiv
sein, da es sich um ein Minimum handelt; nach (12) ist aber z” bei
positivem ¥ von gleichem Vorzeichen wie z. Eine entsprechende
Betrachtung liBt sich fiir w anstellen.

Wir bezeichnen mit y die gréBte Nullstelle von z, mit & die
von ®; es ist dann also y <o, d <o. Wir wollen zeigen, daB
y < ¢, und bilden dazu aus (12) und (13)

1
al...___
" ” ’ ’ 4
"w—zo'=[0—z20']= (a‘y’+ —-ﬁ)zm.
(r+ 220 .
Wir integrieren dies zwischen zwei zunichst beliebigen Grenzen b, c,
die nur rechts von — ;Ia—‘ zu liegen brauchen, damit der Integrand

stetig ist. Es wird

o a1
' —ze)| = atyt 4+ —2_ |zwdy.
(#ew zw)lh '/( (y+z_:‘)s)zw

b
Wegen der Grenzbedingung konnen wir ¢ = oo wihlen, so daB

o~ 1
[ ’ —_ 4y2+ f"___ d
(2w —za') ‘n / (a (y’+ 2_}!)3) zwdy

b

entsteht. Nun sei b=y, Wenn # 4 « > o, ist y rechts von der
kritischen Stelle __ﬁi gelegen. Dann ist ndmlich eine gréfte posi-
tive Nullstelle &, von L, (%, «) vorhanden, wie sich in §z ergeben
hatte. Mit ihr ist y durch die Bezichung V& =a(y+;5) ver-

248
bunden, d. h. es ist y > — 2—;—‘. Wir nehmen also « +# >0 an.
Es entsteht

w(?’)'**'(?)ﬁm/ a‘y‘+~—t% zwdy.
; (+3a0)

Angenommen, es wire 6 =<y. Dann wire w(y) =0, da ja é die
groBte Nullstelle von @ und w (0) > o war, und im Intervall (y, o)
wire o ebenso wie z positiv. Aulerdem ist wegen z(0) > o die Ab-
leitung z’ an der Stelle y positiv. Die letzte Gleichung koénnte
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dann nicht, statthaben; denn der Integrand wire positiv. Daher
ist 4 >9. — Sodann betrachten wir die Zahl ¢ als Parameter.
a, und a, < a, seien zwei Werte, dazu gehéren z,, za; ¥y, 2. Es ist
¥2> 7. Man beweist dies ebenso wie 6 > y, indem man

it o (e

L]
Y1

bildet; der Integrand wire im Falle p, <, wieder positiv. Da a
monoton abnimmt, wenn # wichst, konnen wir sagen: Sind y,, 7.
zwei groBte Nullstellen von z, bzw. z,, und ist #' < #, so hat man
Vn<¥a<0.

Bis hierher ist die Untersuchung in engem Anschluf an ZgrNiKE
gefithrt worden; bei ihm hat natiirlich die Funktion, die hier z
genannt ist, eine andere Bedeutung,

Da z,— o, wie aus (12) und (13) hervorgeht, ist limy, =4,

n—+oo

d. h. fiir die gréBte positive Nullstelle &, von L,(x, ) gilt wegen
der Beziehung V¢, = a, (y.;+ %) die Grenzformel

(15) lim [(VE,— (4n+ 2@+ r))%) (z2n + o + 1)_';'] =Vz-4.

Aus der Ungleichung y, <y, < 6 lassen sich leicht Abschidtzungen
fiir y, und damit auch fiir &, gewinnen, wenn man z. B, n'=1
wihlt und beachtet, daB

VE—ViTa -1 oo (a2 VG,

woraus sich  9,=Vz-VI+a-V3+a—2V(a+ 3)?
ergibt. Schreiben wir die Ungleichung in der Form

V1<V =a7 VE — ;‘l‘_;‘; <,
so folgt aus ihr

T

(16) (a'..yl - ;ﬂ—:)“ <é < (a,,& + ;—Ia—ﬁ) «>—1I.
Die Formel (15) 148t sich in der angegebenen Weise nur im Falle
a? — } = o ableiten. Man kann aber, wenn | «| < }, wenigstens die
genaue GriBenordnung von &, angeben. Es wird sich in § 6 zeigen,
daB &, mit wachsendem o zunimmt: &,{x)> &,(s’) fir o> a’
Daher ist &,(—3) <&n(x) < &n(+3), wenm — i <a <}, und die
Ungleichung (16) liefert



Die Nullstellen der Laguerreschen und Hermiteschen Polynome 227
2
("“ (__;') 7 (- %) + e i)) <bala) < (“"(':') d+ 2a:([—|- g)) ’

(S Um0 m D + 4n+17) <&@
<3 Un+3)7 58+ (4n+3)) .

Dabei ist  p,(—3) =5%-2 6 —53.25=—2.51090.

Man kann die Ungleichung (16) auch auf den Fall & < — 1 iiber-
tragen. Es sei etwa —m > a>—m—1I, m eine positive ganze Zahl.
y, hat dann keinen Sinn, wohl aber y,,.,. (vgl. §2). Es ist

V(@) =2 2@m+5+a) - Ymya + 2VEm + 5+ a)?).
Nun gilt aber

Véniz(®) > VEpia(—m—1) =VE&m + 1) = Vm+2>V|a| + 1,

unter Benutzung von Satz III, so daB sicher
Ymez> V2 V[a[+1-Vam+5+a—2Vem+5+a) =y
ist, und wir erhalten eine Ungleichung
B 2
(17) (anyi + 155) <&n < (@ad + 13)
Wir konnen die Ergebnisse zusammenfassen.

Satz IV: Die grifite positive Nulistelle &, des n-ten Lacuerrsschen
Polynoms geniigt etner Ungleichung

*<—1I,
x4+ n>o0.

1\2 142
(V4n+zoc—c1(4n+2a) °)<§n<(ﬂi+za~cs(4n+za) ﬁ)
oder 4n+ 20— Van+2a <& <4n+2x—ciVan+2a

fiir gendigend grofe n wmit gewissen positiven Konstanten ¢, c'; wenn
'a| = %, ldft sich die Aussage zu

lim [(V&.. (4ﬂ+2(oc+1) )(2”-'—“_&_1) s:| VZJ
verschirfen. (Nach Wargon, Theory of Bessel Functions, Cambridge
1922, ist 6 = — 2.338107.)

§ 4. Die kleinste positive Nullstelle.

Wenn « > — 1, d. h. wenn alle Nullstellen positiv sind, 1aBt sich
die kleinste bequem abschitzen, Sie sei mit &#, bezeichnet, Unter
#, wollen wir die »-te Potenzsumme der Nulistellen x; von L, (%, &)

verstehen. Es ist also
» "
I I
pa= . 5’ ps= -
=1 i=I
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Da alle x; positiv sind, wird
b § I I
P2y P-=<2n= 3, b1
also — =9, S p"

P_n
Aus (2) ergibt sich

_ n _.mn  atoadr
P'I_a-{-i' P—s—-(o‘_{_l), atz ’
so daB die Ungleichung
+r (x+1)ix+32)
(18) T lcy, =0T g
entsteht.

§ 5. Die Verteilung der positiven Nullstellen im Falle « > o.

Es sollen im folgenden einige Angaben iiber die Lage der posi-
tiven Nullstellen gemacht werden. Die dazu filhrende Methode ist
von Herrn E. R. Ngumann?¥) zuerst auf die Polynome L,(x, 0)
angewandt worden, Wir bendtigen einige Formeln. Nach (2) ist

L= () o

L,,(x 0&) 2( (n+ * n!l — xn—t-—l’

(n—p—1)!

r=0

Latr, )= 3oy (") £ e

y=0

Daraus ersiecht man ohne weiteres
(r9) s Lo (8, @) = La(#, 0) — Li(x, o)
(20)

Die Nullstellen denken wir uns der Grofe nach geordnet und be-
zeichnen sie mit A,,y,..., 4s,i,..., An,«, zZuweilen auch mit A, ,(«),
um die Abhiingigkeit von o« anzudeuten. Die ¢-te Extremalstelle
von L,(x, ), also die s¢-te Nullstelle von L,(¥, x), nennen wir
Hn,s; eigentlich ist diese Bezeichnung wegen p,, ¢(x) =24,;,:(a + 1)
(vel. (5)) entbehrlich. — Offenbar gilt

Anyt < fn,i < Anis1-

n—ww_’;_lL;H(x,a) =Lo(® &)+ B+ o+ 1)L, (%, ).

14) Zur Theorie der Laguerreschen Polynome, Jahresber. d. D. M.-V. 30 (1921) S. 15.
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Da L. ;(#n41,1,%) = 0, liefert (20)

(21) Loii(nsr,e0) =— (0 4+ 6 4+ 1) Ly(ngr, %),
Ahnlich folgt unter Benutzung von (19) und (20)
(22) Ln+1(ﬂ’n,iso‘)=(F‘a,i“n__a'_1) Ln(‘”n.!:fx)-

Nach (19) und (21) ist
Ln+1(ﬂn+1 i ) = (n + &+ I) L, (Hn+1.n a)

Daraus ergibt sich, daB L, (x, «) in der Umgebung eines Extremums
von L, ;(x, ) fillt, wenn d:eses ein Maximum ist, und bei einem
Minimum wichst. Maxima mit negativem Funktionswert oder Minima
mit positivem kann L,(x, «) nicht haben; denn wire etwa g, ;
eine solche Stelle, so miiBte die Kurve L,(x, «) an ihr konvex
gegen die x-Achse gekrimmt sein, nach (4) ist jedoch stets
L, (pen,e, &)« Ly (pn, i, ) <o0. L,(%, ) nimmt also seine Extrema
nach den entsprechenden von L,.,(x, «) an, d.h. es gilt

Pnt1,i < fhn,i 1=1I,...,n—1I.

Man kann hierfir auch A, ;(x + I) <2,,:(¢ + 1) schreiben, wo-
raus die Ungleichung

Anir,i < ni
folgt. Aus (20) ist ersichtlich, daB L', .4 (x, &) im Intervall (4,.4,4, 45,4
nur einmal das Zeichen wechselt, so daB zwischen A,.;,, und 4, ,
héchstens eine Extremalstelle von L, ., (%, «) liegen kann. Das bis-
herige 1iBt sich zu

]’1u+1,i | Bon, ¢
L i < fnir,: <
M, i-1 mid = fada, Anyq, s

zusammenfassen. Nach (22) haben die Polynome L,(x,«) und
L., 1(%, &) an der Stelle u, , gleiches oder ungleiches Zeichen, je
nachdem dort u, ;>#+ &« + I oder u, ,<n+ «+ 1. Fir jene
Stellen ist daher A,.;, ;41> fin,s, flr diese A,.; ;41 << pa,s. Nach
diesen Vorbereitungen integrieren wir die Formel (19) zwischen den
Grenzen g1, , #tn, und erhalten

(23) ]}<’1ﬂ,i+l

Mo, g
I f W06, @) dx = (L (3, 8) + s m(x,a)) bt
Hpt1,d
T=Lo(ptn, 0, ) =L (ttmsn, 6 0 F 57 Lnea (i, 00 ) — 55 e (0,0,

unter Benutzung von (21) und (22)

I= "”:_‘SIL (”ﬂ,b“)‘i'”__% (_' L, (F‘u,b o)+ L, (tns1,4, &)

2
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Da p,,, Extremalstelle fiir L, (%, «) ist, haben L, (u,,,) und die
Klammer gewiB entgegengesetztes Zeichen, daher wird

(24) |T] "—";“_';:_‘1 |Ln (#n, 1, ) | "‘ﬁ; | Lo (ftn, 4, ) — Ln(ﬂnﬂ,s- a)|.
AuBerdem ist || <|L,(#tn,i» ®) | (Bn,¢ — Hns1,9-%)

Insgesamt bekommen wir die Abschitzung
| Lo (ttn,s ) | (i — timan,d) Z 11| 2 B2 Ly (a0 ) |

+,,+ N Ln (Bar1, 60 0) | 2 'u',','f{__!a | Lo (ttn, ¢ o) |
fiir alle z,,;, die rechts von der Stelle * = « liegen. Daraus folgt

i O,
B, i — MBny1,4 > F’;i,f_"[_: ”/‘n,l>(ﬂ'+1) Mny1,i— &,

7 s, ¢<(”_I)”'n—1i+“§(':+1).ui+l itr—C+1)a

Nun ist aber nach Satz IV () =4 ,¢ (x+ 1) <45 —kV2i+a+2
+ 2& + 2, so dabB sich
(25) Mppn, e <42+ RiV2i Fatztap+i—1) (>4

ergibt. Einer &hnlichen Ungleichung geniigt A, ;= poyq,¢ (6 — 1):
(0 + D) A, s <42+ F'V2i + 6 + 1+ a(n+1).

Hierin bedeuten &, %, %" gewisse Konstanten. Man kann die Un-
gleichungen auch direkt ableiten, indem man im AnschluB an
E. Npumann die Funktionen

Ay (x, o) = e"-x““-% Ly(x, «)
einfiihrt; mit Hilfe von (4) stellt man fest, daB
Ap(x, o) = —x%e~= L, (%, ).

A, (%, &) hat also die g, zu Null- und die 4, ; zu Extremalstellen,

von % =0 abgesehen. Die Gleichungen (19) und (20) gehen nach
Multiplikation mit e-®x+! in

(6)  xda(r, @) = —ndy(x, &) ~ Aps(, @),
(27) Ay (%, 0) =— Ay iy (%, &) — (n + x + 1) 43 (2, &)

iiber. Die letzte Identitit integrieren wir zwischen den Grenzen
Aws1,¢ und 4, . Es entsteht unter Benutzung von (26)

15) Bei Neumann sind diese Formeln einfacher, da a =o.
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Ay
I fA,.H(x #)dx = Auir(x, @) + (0 + & + 1) Aux, @)1

J‘l\-}-l [}

= (Anss (¥, &) + ndu(x, ) + (& + 1) A (x, Q) [ 24

= (& + 1) 4a (¥, 6) — 2 M0 (%, )], "+“

= (& + 1) (An ('11!-(-1.!- o) — 4, (A-n i 0‘)) +”_;-:_’|i IA"'” ()-n+1,t: ).
Wir wollen den absoluten Betrag von I bestimmen und miissen
dazu die Vorzeichen der Summanden untersuchen. Nach (26) ist
Ay1(An, i, &) = — nd, (A4, o). Es kann sein, daB 4,(x, &) zwischen
Ans1,s und 4, ; das Zeichen wechselt — vgl. (23) — dann haben
Ay (s, i, &) und A, (Ayyq, . &) verschiedenes Zeichen, und der Aus-
druck (A, (Ass1,i &) — An(4s,q, &) ist eine Summe, in der beide
Summanden vom Vorzeichen von A,.1(As,¢ &} sind, Es kann
aber auch sein, daB A,(A.,, &) und A,(d..q,¢, &) von gleichem
Vorzeichen sind. Da A, ; Extremalstelle von A,(x, &) ist, wird in
diesem Falle

Sgﬂ (An ("-n+1,is “) —An (j'n,h “)) = _'Sgn Au (ln,i- OC) = 5811 A-n+1 (11',‘: 0‘)-

Da stets sgn An.1(As,i, ®) =sg0 Apy1(Antq,, &) ist, kdnnen wir
schreiben

|I|=("‘+I)|An(lﬂ — 4, (Ann i”'*‘,,_l'_ﬂ;h_;_miAnH(an i)l

daher 1112 522 | Aus (a0 @) |-

Andererseits ist A, . (44,4, ) Extremalwert, so daB
UI = jAn+l{1n+l,D "‘) i (Au.i - An+1,£)-
Es folgt hieraus die Ungleichung

LPYE

A
T e r

oder -
+ i X
(28) hst, < PSS A < S
Z. B. erhdlt man
o2 (as-{-z) (ac-l—t)
lnnl‘(“—“—"—'_!_"_'_lll — ”+G+I

in Ubereinstimmung mit dem Ergebnis von §4. Allgemein entsteht
wieder eine Ungleichung der Gestalt

(29) (n + & + 1) Ay s < 432 — K"i V3,

die aber jetzt auch fiir solche Werte von ¢ abgeleitet ist, fiir die
die Bedingung 4, > « nicht statthat.

2%
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Wir wollen sodann die Differenz zweier aufeinanderfolgender
Nullstellen “abschitzen. Hierzu miissen wir etwas iiber die Lage
der Wendepunkte der Kurve y =L, (x, «) wissen. Aus (4) geht

j-n,i Lg(zn,h “) = (“ +I— )m,l') L;l(ln,h c‘)
hervor. Wenn das Argument von 4,,; zu A, ., wichst, dndert
L,(x, «) das Vorzeichen und nach der letzten Gleichung im all-
gemeinen auch Ly (%, «); nur in dem Intervall (4, ;, An, sy1), in dem
der Punkt « 4 1 liegt, wechselt Ln(x, «) das Zeichen nicht. Da
wir # — I Intervalle und # — 2 Wendepunkte haben, ergibt sich,
daB in jedem Intervall, von dem Ausnahmeintervall abgesehen,
genau ein Wendepunkt », ; liegt. Ist 4, ;< & + 1, so liegt dieser
hinter dem Extremum u, ;. Nach (4) ist nimlich

Ly (Va,i, ) = — (% + T — 7)) Ly (¥n,4, &),

also sgn Ly (v,,:, &) = sgn :’—:%% Ist z. B. L,(¥,,;, ®) >0, so
fillt L, (x,a) an der Stelle », ;, d. h. v, ;> #t,,,s, da ja »,,; <& +1;
esist mit A, ;< «+Tauchv, ;<a+1,dennderFalld, ; <o+ I<<vy,
< Aa,1+1 kann nicht eintreten. Wir wollen diese Intervalle, in denen
An, i <?,: <&+ 1, Intervalle erster Art nennen. In derselben
Weise ergibt sich fiir Intervalle ,zweiter Art* mit A, ; >« 4 1,
daB A, ; <®n, i <fHn,i <Ay i ist; wegen des Ausnahmeintervalles
ist die Numerierung verschoben.

An ¢ sei der rechte Eckpunkt ecines Intervalles erster Art. Wir
bilden das Integral

Ha+l,4

fL (x, o:)dx_(l'. (=, cx)-{—”_'_[ L,iq(x, cx))

n, i

#n41,4

I

F

=— 537 Lalttnsa,eo ®) = 7 Lasa (i ).
Dabei haben wir die Beziehung (21)
Lps1(pnsr,e, @) =— (#+ o + I) La(fass, e &)

benutzt. Sie liefert noch, daB an der Stelle u,., , die Funktionen
L,(x, «) und L,,H(x «) verschiedenes Vorzeichen haben. Nach (23)
ist Auta, ¢ < Ag, i<{-‘n+1 ¢ <Ani1,e41, deshalb sind Lpy;(An, e «) und

,,“(p,,”‘,,a) von glelchem Zeichen. Ist etwa Ly(fny1,0 &) >0,
so wird L,1(&a, ) <o sein. Das Integral ist positiv, und wir
kénnen

Eatl,d

L, (%, 0) 4% = ;7 [ Laya (hn,eo 8) | — 55 L (nan, 00 )
Ang
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schreiben. Setzen wir iiberall Absolutstriche, so gilt, auch wenn
L, (,uu+1.h 0‘) <o,
F’n-f‘-l,i
L, ) 45| = o | L G )| = 5257 | Lallnsn, o o)
In,4
Liegt das Ausnahmeintervall oder ein Intervall zweiter Art vor,
so wollen wir das Integral

An, i+1 2
fL (%, o) dx = (La(x, &) + 5 Lo (%, ®)) ﬂm“
Mu+1,4

:,% L, (Pn+1,¢) + ,ﬁ L4 (An,i+l)

untersuchen. Eine Vorzeicheniiberlegung lehrt wie eben, daB
An, 141
f L.(x, &)dx

M4l
Die Integrationsintervalle sind so gewdhlt, daB L,(x, «) darin
keine Wendepunkte hat. Deshalb konnen wir wie bei E. NEUMaNN
das Integral durch das Dreieck aus der Achse, der Ordinate zu
Mni1,4 und der Tangente an L,(x, «) im Punkt 4, ; abschitzen.
Der Betrag des Integrals ist kleiner als der Dreiecksinhalt, weil
wegen der Lage der Wendepunkte die Kurve L,(x, o) zwischen
der Tangente und der Achse verliuft. Es wird also

Hny1,4

Lo(x, ) dx| < Wnsni=bad |10, 6)| (=i oder i + ).
n, §

Nun ist nach (1g) und (20)

:ﬂ:T—l RLN(F"»+1,!') Gt)! +”j_[ I|Ln+l(}m‘{, “)|.

L;(jm,h“): -I-iL;H—:I.(j‘ﬂ.”‘x)__u,._gL“Jrl(j'“n” O{')'
so daB ‘
Hni1,1
JLatr, wydn| < i =i X g ).
i '

Der Vergleich mit den Ausdriicken oben liefert

s Lt 2) 1 i Ll )| <Otz =Ro 4, ),

(30) ;-_I__“; |L, (#n-n,{- 0‘)‘ +;“_T_—I [ Ln+1(2~n,4+1, “)l

(yigs = Bpy, i
< e e )
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Hat « den Wert Null, so folgt

a’mi

1 121
Bnsr,i— M, > 2+ bzw. A, 441— B, £>V un+-|;: ,

also sicher An ¢4y — 44, > " fiir alle Intervalle. Ist dagegen

+
o positiv, so ldBt sich nur iiber die Intervalle zweiter Art (und

das Ausnahmeintervall) etwas aussagen. Fiir diese ist nach (30)

j'ﬂ’ n+1r
i [ Laea (o e, @) | < Grristmaend®o L3, 0, @),

Aprisa
Anit1— PBnt1,i >V2n,:i—H1' .
Jedenfalls ist dann auch
A
(31) b=y > Y aspw.
Die Intervalle nehmen mit wachsender Stellenzahl zu und sind
VL_. Ist 2,,, die erste Null-
”

stelle, die 1 + « iiberschreitet, so wird
(32) l,,.;>1+a¢+(l—k)]/f-::—_1'_!l?)— i>#.

§ 6. Die Verteilung der positiven Nullstellen im Falle e < o.

mindestens von der GréBenordnung

Wir wollen in diesemn Paragraphen sehen, wie sich die letzten
Uberlegungen &ndern, wenn « negativ wird. Es soll stets # + a > o
angenommen sein, damit iiberhaupt positive Nullstellen auftreten.
Die Identititen (1g) bis (22) bleiben natiirlich alle erhalten, ebenso
die Betrachtung, die zu (23) filhrte, wenn 4, , jetzt die erste posi-
tive Nullstelle bedeutet. Nennen wir die unter Umstinden vor-

handene negative Null-
— stelle 4, ,, so 1iBt sich Ly

Ao < Anyyo zeigen. L@ -

“ / Vorher sei bemerkt,

o daB dann, wenn 2,, - dne
/‘/\\ existiert, das erste Ex- " L
Lo sl | I, @ tremum im positiven

Gebiet liegt. Nach Satz

Fig. 1. III muB dann nim- Fig.2.

lich [—«] ungerade sein. Fiir die Ableitung L},(x, o) =nL,_,(%,x +1)
ist dann die entsprechende Bildung [— a + 1] gerade, deshalb hat
sie keine negative Nullstelle. — Angenommen, es sei 4, o= 4,, 1,0- Da
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sgn L, (0, ) +£sgn L,,,(0, ), miiBte das Kurvenbild etwa so aus-
sehen, wie Fig. 1 oder Fig. 2 zeigen.

Nach (20) ist Apyy,¢Lns1(Bnsr, i @)=+ 1) (#+ x4+ I) Ly(Ansr,e, &)
Da 41,0 <0, hitten Ly (A4, 41,0,&) und Ly (444,09, ) verschiedenes
Zeichen; die Figur zeigt, daB das unmoglich ist. Es folgt die Un-
gleichung

j—no<1n+1u<0<#u+11<{ Fny1 }<ln.1<“‘

Die Uberlegungen, die zu (25) und (z9) fuhrten, lassen sich auch
im wesentlichen iibertragen. Statt (24) kommt

I]| ::;_’i]‘l‘ ("n,n a)| +ﬂ‘:_'ll.{Ln(l‘n,i: “)_Lu(ﬂu.‘.l"‘, ﬂ){
ﬂ”" |L ([“n,i' a)‘
n, 1

daraus  pn, ¢ — fner,4 > v_a_+_1 und  np, < (”—I)#n—l,f-

Oben hatten wir diese Ungleichung bis zu u,,, , fortgesetzt. Jetzt
geht das nicht mehr, da die Reihe bereits bei p; r41,¢ (¥ = [— «])
abbricht. Es wird daher
By ¢ < 47+ I) firriio -
ptn,s < 4 +1) — k(i -+ Vit 7
fiir gentigend grofe 4.

An Stelle von (28) entsteht hier

Au i < a _’;_tf;_ = Any,i und daraus

nto—nm—i—v) i4r
W P e At+r,i<"+m+11|+ri-

also auch wieder eine Ungleichung der Gestalt
mtat+D)hy:<4(+72—kli+7ViF7

Z. B. wird I ”_;_j"_'l’_[am L

Die Nullstelle 4,,,; kann man aber abschiitzen; denn wie gleich
gezeigt werden wird, ist 4, ,(x) < 4 («’) fiir « < &'. Hier ist
A1, 1(%) S Apiaa(=7) = 41,4 (1)

unter Benutzung von Gleichung (10), so daB
(N4

74«41

Die Uberlegung, die zur Abschitzung der Differenz 4, ;,; — Au,
fithrte, kann bei negativen a-Werten nicht mehr angestellt werden.

(33)

i <

(34) Any1 (o) <
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Man kann hier nur die erste der beiden Ungleichungen (30) ver-
wenden und atis ihr

”—‘_;_IJLnn(ln,n o) | < (tnra, e — An, o) - ﬁ\-ﬁnu{ﬂn,;,a}i

ableiten. Daraus folgt dann

“n,i, “ Ani
Hns1,e— Ani > 2”+Iia Apipr— Ani> i’+1"

Das gilt fiir Intervalle erster Art; diese treten aber iiberhaupt nur
auf, wenn I+ & > 0. Die letzte Ungleichung ist somit nur fiir
Werte des Parameters zwischen —1 und o richtig.

Wir wollen nun endlich die schon mehrfach benutzte Tatsache
beweisen, daB A, (') << 4,,:(x”) im Falle a’< «”. Hierzu benutzen
wir die Differentialgleichung (4a):

2 LE+ (x, 0) + (& +7+1—x) L0 (%, 6) 4+ (n —#) LP (%, &) = 0.

Der Ausdruck

T, (0 %) = (—1)¢ - &L LO—0 (5, &)

ist bei festem x ein normiertes Polynom des Grades ¢ in «; er
geniigt nach (4a) der Rekursionsformel

m?(fx WN=(e—@—n+2—1)T
oder, wenn wir ¥ = & + # als neue Verinderliche einfiihren,
Sp (y' x) = qu(y —", x) = (y_'(9+ x _I]) sg—l (y-' x) - (Q—'I)x Sg_x{y» x)'
Wie zu Anfang des § 3 folgt hieraus

@, %) —(e—1) 2T,

np—2 (0‘1 I)

ny -

x+2 V= o ) o

Ve x4+3 Vax 0 0

_59(3’-")= E,y— o Vzx x+4 o o
o o o Ve—D0x x+4po—1

Demnach ist S,(y,#) charakteristische Funktion einer symmetri-
schen Matrix und hat, wenn x = o0, reelle Nullstellen in ¥ und
zwar genau #. Da L,(x, ) = (—1)"S.(«+#, %), hat auch L,(x, «)
bei festem positivem x genau # reelle Nullstellen in «. Man kann
librigens die Polynome S (y,#) auch durch die erzeugende Reihe

(xhojr - emve = STl
kennzeichnen. =
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Wir denken uns bei festem # die Nullstellen von L, (x, &) in »
als Funktionen von « aufgezeichnet. Beriicksichtigen wir die Sitze I
und III, so entsteht folgende Skizze (Fig. 3):

*"M
e
a
[
Fig. 3. Fig. 4.

Die Grenzkurven werden durch die Gleichungen (16) und (18)
bestimmt. Die Kurven konnen sich nicht schneiden, da L,(x, &)
in x keine mehrfachen Nullstellen besitzt. Die gesuchte Ungleichung
An (') < A, s(a") (&' << &”) driickt sich in der Figur darin aus, daB
die Kurven monoton steigen. Das ergibt sich so: wire eine der
Kurven einmal nicht monoton steigend, so miiBte ein Verlauf ein-
treten, wie ihn Fig. 4 zeigt. Dann gibe es aber einen x-Wert,
der fiilr mehr als # a-Werte Nullstelle wire, d.h. L,(x, ) hitte
fiir dieses x mehr als # Nullstellen in «. Das ist nicht méglich.
Die Ungleichung ist damit bewiesen.

Es eriibrigt sich noch, die negativen Teile der Kurven etwas
niher zu betrachten, d. h. die Nullstelle 4, , zu untersuchen. Uber

ie gilt

e g0 (0) = a0 (1 —2).

(In Fig. 3 wachsen also die negativen Extrema nach links zu.)
Aus (4), (5) (19) und (20) ermittelt man nimlich

Lyt (%0 —2)

% — #Ly(%,6) = — (6 —1+2) Ly (x, . —2)

(m+1)(n+2)
+ (x—n) L, (%, s —2).
Daher
Anyo(d —2) Lo (A, 0(x —2), &) Lo
=——(“—I+An'n(a_2))' 1/”
Ly Ay, ol — 2), & — 2). A An@2

An der Stelle x = o haben L,(x, «) und
L,(% x—2) gleiches Vorzeichen. Wire
An,o(6—2) > 4, (5}, so hitte man den Verlauf, wie ihn Fig. 5
zeigt. Die letzte Gleichung zeigt jedoch, daB an der Stelle 4, o(x—2)

Fig. 5.
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die Funktionen L,(¥,«) und Lj(x,«—2) verschiedenes Zeichen
haben, da A,4(6—2) und &«—1+4,.(x—2) negativ sind, im
Widerspruch zur Figur.

SchlieBlich 148t sich noch zeigen, daB
|Zn0| < An1.
Wir betrachten dazu das Polynom
R,(%, &)= L,(—x, &) — L, (x, x).

Wir wollen annehmen, daB das erste Extremum von L, (¥, ) — das
im Positiven liegt, vgl. S. 2z — ein Maximum ist. Offenbar ist
Ry (ptn,1, &) negativ. Wire nun |4, ¢| = 4,1, S0 miiBte R(4, ,,x) =0
sein. (Entsprechend miite im Falle R(g,,;,4) >0 R(4,,,«) <o
sein.) Wir werden zeigen, daB8 R,(x, ) iiberhaupt keinen Zeichen-
wechsel erleidet, wenn & < — 1, 7 ungerade, d. h. wenn i, , vor-
handen ist. Man hat nimlich

Ryp(%, 06) =—2%-2m - (2m + a)

[t tomntom (75 e ()
le+l (xn ‘x) =—2X

'[(xs)"'-l- (zm~+1)-2m - (2m+;+°‘) (A)™ 1 4 oo 4 (2m) ] (2’”42';'5' “)].

Die Bestimmung des Vorzeichens der Binomialkoeffizienten, die in
§ 2 durchgefiihrt wurde, zeigt, daB die Klammerausdriicke als Poly-
nome in #? keine positiven Nullstellen haben, wenn & = — 1 oder
wenn o« < — I und r ungerade; ist « < — 1, r gerade, so haben
sie genau eine positive Nullstelle. Jedenfalls hat hier, wenn also
An,o existiert, R,(x, «) auBer x = o keine reelle Nullstelle, und die
Behauptung ist bewiesen.

§ 7. Die Lage der Nullstellen bei den Hermiteschen Polynomen.

Die in § 5 angewandten Methoden fijhren bei den sog. HErMITE-
schen Polynomen zu einer genaueren Bestimmung der Lage der
Nulistellen. Die Polynome sind definiert durch1e)

E L
(35) Han) = (1 2 (5) 5

16) Pélya-Szegd, Aufgaben und Lehrsitze, 11, S. 94.
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Daneben bestehen die Gleichungen

(36) Hp(x) =nH,_,(x),
(37) H, (%) = 8 Hpy (%) — (0 —1) Hyg(x),
(38) Hy(x) — x Hp(%) + nH, (%) =o.

Eigentlich handelt es sich um einen Spezialfall der Lacugrreschen
Polynome; es ist nidmlich
H!u (x) = Lﬂ (xi‘ - i’)i
Hﬂn+1(x) = an(xa; + %)-
Aus den Sitzen I, II, IV folgt deshalb:

Die Nullstellen der Hermrreschen Polynome sind reell und ein-
fach, die des (#—1)-ten trennen die des n-ten [dies ergibt sich
aus (36)], sie liegen symmetrisch zum Nullpunkt und erfiillen die
reelle Achse dicht; die groBte Nullstelle 5, geniigt einer Ungleichung
der Gestalt

(39)

I

1
2Vn—on S<p,<z2VYn—cyn .
(Diese Ungleichung stammt von Herrn ZgrNIikE.))

Wir betrachten im folgenden nur die positiven Nullstellen und
bezeichnen sie mit Adyp,1,..., 20,0 DZW. doni1,0 =0, dan41,1, ... Man
hat zu beachten, daB fiir H,(x) die Stellen i,.,; Extrema und
die 1,_; ; Wendepunkte sind. Es gilt zuniichst

0= )-:n+1,o < Agn,1 < Aﬂn-}-l,l < lzn‘a <...

Es kann nidmlich in jedem Intervall (A, ;, Adp ¢41) NUr ein A,
liegen, da es [4(m —1)] Intervalle und [} (m —1)] Werte i,_,,; gibt.
Ferner ist

Ho(mes) = 2722 Ho o (hama) = 272 ().

Also fallt oder steigt H,(x) an den Wendepunkten, je nachdem es
dort negativ oder positiv ist, Die Wendepunkte liegen somit jeweils
vor den Extrema. (Im Sinne von § 5 verteilen sich die Intervalle
,zweiter Art‘* iiber die positive Achse, das Ausnahmeintervall ent-
hilt den Nullpunkt.) Daher

(40) Aﬂvu-l,o < Agp,1 < {:MH'I} <lgp1,1 < hﬂ.,,'. } v

0 —12,1 2n—3,1

17) a. a. 0. 12).



240 W. HauN:
Nach der Rekursionsformel (35) ist
Hsnia (lzn—z,l) = l‘zn—s,i +Hyp {liﬂ—ﬂ,i) —2n-Hypy (Ann—z,i):
Hzn (lsn-z, i) = ‘12 R—2, I‘th—l (‘1211—2,1'),
daraus durch Kombination

Han+1(}‘ln-8,i) = (ign—z,i_ 2n)Hyp (lsu—s,r)-

Ist 23, s,.<2n, so haben die Funktionen H;,,,(*) und H,,.,(x)
an der Stelle A;,-, . ungleiches Vorzeichen. In jedem Falle haben
Hni1(Agn, ) und Hy,_, (A, ) verschiedenes Zeichen. Aus (40) folgt
dann, daB Hg,,,(x) zwischen A3, ; und A3, ; das Zeichen nicht
wechselt, d. h. es ist A;a_34¢<Z3n41,+. Ebenso zeigt man, daB
MBne¢>2n die Ungleichung 43.41,¢<42n-p: nach sich zieht.
Selbstverstindlich wird in entsprechender Weise Agna S Aan ir1,
je nachdem A, S 2# — 1. Wenn # geniigend groB ist, bestehen
demnach die folgenden Ungleichungen

0< Apn1 < Azn—g,1<Ainin,1 < Aen-1,1< don-g1 <Adgne<r

(47) <Aan-1,i-1 < Agn, s < [7;“4,;“1] < gt i < Agpoa, i < Aon, i1
an+1,1

< Agpeg,i < v
(Von anderer Beschaffenheit kdnnte nur ein Intervall sein, wenn
einmal 2,3 ; < 2, aber A},_5 ;—,>2n — I. Die angewandten Metho-
den gestatten keine Entscheidung dariiber, ob dieser Fall eintreten
kann. Das Ausnahmeintervall bleibt im folgenden unberiicksichtigt.)
Es handelt sich jetzt wieder darum, geeignete Integrationen der-
art auszufithren, daB die dabei auftretenden Funktionswerte ab-
geschitzt werden kénnen. Vorher wollen wir noch eine Ungleichung
fir die Extrema von H,, () herleiten. Wir bilden dazu den Ausdruck 18)

En(#)= +)/Ha(#) — 57 Huos () Hpan (3).
An einer Nullstelle von E,(x) muB
0= (m+4 1) Ha (%) —-m - Hpy (%) - Hp oy o (%)
=(m+ 1) Hp(%) —mx - Hy_1 (%) « Hppyy (%) + mBHA (%)
sein, Dies ist eine quédratische Form in H,,(x) und Hp_,(#) mit
der Diskriminante 4m?(m + 1) — m2x2, die fiir 0 < x < 2¥m sicher
positiv ist. In diesem Bereiche, der die positiven Nullstellen von

Hn(x) enthdlt, liegt also gewiB keine Nullstelle von E,(x). Das
bedeutet, daB die Kurve E,, (%) in dem uns interessierenden Bereich

18) Der Ansatz stammt von Herrn E. Neumann, a. a. 0. 15).
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oberhalb der x-Achse verlduft. AuBerdem wichst sie monoton in
diesem Bereich. Andernfalls miiite ihre Ableitung eine Nullstelle
haben. Nun ist

Ho (3)+ Hpp o (3) — 0 How g (3)+ Ho 2 ()
2 E, (%) )
Im Endlichen wird Ey,(x) = 0, wenn
xHy (x) — (2 — 1) Ho (%) « Hppoy (%) + mx = 0;

dazumuB (x2—1)2=4m,d.h. o< x<Vm+1—Vmoder x=VYm+Ym+1
sein. Eine Nullstelle von Ep, (%), also ein etwaiges Extremum von
E,, (x) liegt gewiD rechts von der groBten oder links von der kleinsten
Nullstelle von H,(x); aus (18) und (39) geht ndmlich hervor, dalB

die kleinste positive Nullstelle #,, der Hermireschen Polynome den
Ungleichungen

Vi Vi
Vi < ¥, (m gerade), Vo < Oy (11@ ungerade)
geniigt, und es ist gewiB Ym + 1 —Vm <%-
Die Kurve E,(x) hat demnach keine Extrema in dem Bereich
der Nullstellen von H,(x); an der Stelle 4,,_,,, ist ihre Ableitung
positiv; daher steigt sie in diesem Bereiche an. Da

E, (;‘m—li)_ H, (Am li)l mc’-
lduft die Kurve durch die Extrema, bzw. deren Spiegelbilder; die
Betrige M,, , der Extrema nehmen also bestéi.ndig zu. Weil

En(x) =

Vi

Eu(An,) = —#! Hps1(Am, )| = Vm+— My,
Em(l'm-klgt) m+I |Hm+2(1m+1 i)k m—l—l Mm+2|£r

ist noch folgendes zu sagen: Verlingert man die Ordinaten von
E, (%) um das V'm + 1-fache, bzw. das (m + 1)-fache, so geht die
entstandene Kurve durch die Extrema von H,,, (%) bzw. Hye(%).
Beriicksichtigen wir die Reihenfolge dieser Extremalpunkte, die
durch (41) gegeben ist, so erhalten wir
(42) ESn(lan e) < Ezn(‘1£n+l. ) < E!u(ﬂ'an-l i) < Eln(‘lln i+1)r
Esn—1(Agn,s) <Esn-1{lan-2,4) <Eﬂn—1(12n—-1,i) < Egn-1(Azn,iz1)
oder anders geschrieben,

—— Myni2, e < Man <V—~— Mynia, 141,

Mnn+1 i< Map_y,i <= My, 1< Msun f41-

V'
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Wir betrachten nun das Integfal
J"fj:ml i
|on -+ 3) [ H (45 | = | B, = | s, ]
tny1,4

nach (36) und (37). Fiir H,,(x) ist A._,,, eine Extremalstelle, des-
halb ist das Integral kleinerals (m -+ I) | Hp (An—1,¢) | (dm—1,s— Am+1,4)»
und insgesamt kommt

Ao, i < (m+ 1) (Am-1,s — Ams1,4)»

i, < ;;;% Am_1,s
heraus. Diese Ungleichung kann man wieder fortsetzen:

(z2n—1) (2n—3) ... (2i41)

Aan, i < 2n (2n—2)... (21 + 2) Pai,s
2n)2n—2)...(2i42)
Oder ;'Hn+1,i< (2ﬂ+1) (2”___1)-“ (21+3) j'Ii+l,i'

Bei kleinen Werten von 4 kann man das Produkt noch in folgender
Weise abschitzen. Es ist bekanntlich

I.3...0.. (2m—3) (2#—1) I_“___
- 7 W (zn—2) zn V" V”

Schreiben wir bei geradem # die Ungleichung in der Form

T.3..... (2u—().z.4..zi
2.4.... 2n 1.3..(28—1)

Aan, e < Ao, 0

so konnen wir die beiden Ausdrucke nach oben abschitzen und
erhalten

Tan, o < 3 “+’ =-2Vi.

Wenn 4 klein ist, gilt nach (41)
2843

I/_V 2 Vit 1.

Qansr,i <dgn, i1 <

Weiterhin betrachten wir
g1,

@t 1)| [Han(2)dx | = | Hynsa (an, 00|
Y2m,i+1

< (27 + 1) (Aan, 441~ Aans1,4) | Han (Ban-1,4) |
<@n ) (an,ss = danen, ) | Hanss (an, 2) [ 5=
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unter Benutzung von (42). Es folgt

1

}'ﬂﬂ,§+1 - )'!n+1,“ > _2”+ I 3
ebenso Asn1,i—Man,i> =
'[/ 2n
durch Berechnung des Integrals
iEn,i
Hsn—l(x)dx1 = leu(lﬂn-l,i)i-
Aon—1,8

SchlieBlich schitzen wir das Integral

dan+1,i
1o 45| ot G 220
2n,§

wie in § 5 durch das Dreieck aus der Achse, der Ordinate zu
A3ny1,: und der Tangente an Hy,(¥) im Schnittpunkt ;. ; mit
der Achse ab. Das Intervall ist wieder so gewihlt, daB die Kurve
Hjy, (%) darin keinen Wendepunkt hat, so daB der Betrag des Inte-
grals kleiner als der Dreiecksinhalt ist. Nennen wir wieder die-
jenigen Intervalle (A, ¢41, Am,), in denen der Wendepunkt A,_,
vor der Stelle 4,.,,; liegt, Intervalle erster Art, die andern
Intervalle zweiter Art, so folgt fiir diese

1| = |Hanes (han,d | < (29 4 1) Gamens—Rannd® e g, )

=(en+71) ﬂlm-'z;“-u-f | Hyms1(lan, i) |

8.150 Akn-l-l, 3’2“ i> V%/—?*
In gleicher Weise ergibt sich fiir Intervalle erster Art
]/z

— A >
lﬂn,i+1 2n+1,4 ]/2ﬂ+1

Ganz entsprechend liefert die Abschitzung des Integrals

om, i
.

2| [Huns () 25| = | Hanlanes, )|

Agp—1,4
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die Ungleichungen
Azn, :+.1 — Agnoa,i > l/% fiir Intervalle zweiter Art

Va

Agno1,0— Mam,i > IIT fiir Intervalle erster Art.
Zn

Fassen wir die so gewonnenen Intervallabschidtzungen zusammen,
so erhalten wir

Amyi — Am, i1 Sz V; ! fiir Intervalle zweiter Art

sonst.

At — Pm, i1 >$—;

Der Minimalabstand zweier benachbarten Nullstellen ist also jeden-

falls gréBer als 5-;, Auf S. 234 war gezeigt worden, daB die Null-
m

stellenabstinde bei den Lacuerreschen Polynomen mit wachsender
Stellenzahl zunehmen; wegen (39) gilt das auch fiir die Hermire-
schen Polynome. Tatséchlich ist der Minimalabstand gréBer als

2 - . .
—=, wie man nach einer Bemerkung von Herrn A. Braurr?®) einem

Vm

Satz von Herrn Fire®) entnehmen kann. Da die Z positiven Null-

stellen das Intervall (o, 2)/m) erfiillen, kann der Minimalabstand
gewiB nicht groBer als - sein.

Vm
19) Math. Ann. 107 (1932), S. 87.
20) Ann. of Mathematics, (2) 18 (rory); der Satz wird auf die Differential-
Ea

2 _*
gleichung #" | (n 4 i—%) z=o0 angewandt, der z=¢ * H, (%) geniigt.

Anmerkung bei der Korrektur. Ich habe inzwischen festgestellt, daB
ein Teil des Satzes III, die Abzahlung der positiven Nullstellen im Falle
—n = o= —1, bereits von Herrn LawroN (On the zeros of cevtain polynomials,
Bull. Am. Math. Soc. 38 (1932), 442—448) gefunden worden ist. Herr LawTox
benutzt ebenfalls die Momentengleichungen und die Zeichenregel und weist auBer-
dem darauf hin, daB man dies auch durch Grenziibergang aus Ergebnissen von
Herrn FuvIvaRra (Jap. Journ. 2 (1925)) iiber die JAcoBischen Polynome folgern kann.
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das hohere Lehramt ; Ostern 1933 trat ich in den Vorbereitungsdienst
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