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Yorwort.

Die vorliegende Arbeit ist auf Anregung wvon Herm Pro-
fessor Schur im AnschluB an ein Seminar iiber endliche Gruppen
entstanden,

Das urspriingliche Ziel meiner Untersuchung war, die Me-
thoden, die Herr Prof. Schur(11)* 1905 firr abstrakte, end-
liche Gruppen entwickelt hatte, auszudehnen auf die allgemeinen
Systeme hyperkomplexer GrioBen. Im Verlauf der Arbeit zeigte
es sich, daB diese Methoden zu einem neuen vollstindigen Auf-
bau der Theorie der hyperkomplexen GréBen ausreichten; es
gelang sogar mit ihrer Hilfe ein neues Licht auf die Zusammen-
hinge zu werfen, die zwischen der von Maclagan-Wedder-
burn (8) und Scorza (13) vervollstindigten Peirceschen (7)
Theorie und derjenigen bestehen, die Scheffers (9) Molien
und Cartan (1) aufgebaut haben.

Eine wichtige Rolle spielen hierbei gewisse ausgezeichnete
Elemente des Systems, die ich Kernzahlen bezw. primitiv quadrat-
gleiche Zahlen nenne. Das Aufsuchen dieser Elemente gibt der
Methode die Fihigkeit, nicht nur die Méglichkeit der Reduktion
eines Systems auf einfachste Systeme zu erkennen, sondern die
Zerlegung in jedem Spezialfall wirklich durchzufiihren.

Herr Prof. Schur stellte mir giitigst eigene Notizen zur
Verfiigung, die w. a. die wichtigen Formeln B enthielten, Ich
werde im Texte iiberall ausdriicklich angeben, wo ich von diesen
Notizen Gebraucl mache,

* Siehe Literaturverzeichnis.
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Einleitung

Gegeben sei ein System! hyperkomplexer Grdien R.

Die Zahlen des Systems, das wir in Anlehnung an Frl. E. Noether
auch Ring, bezw. Ringbereich nennen (vgl. Math. Annalen, Band 83),
qezeichnen wir mit lateinischen Buchstaben, die des dazu gehtrigen
Koeffizientenbereichs mit griechischen Buchstaben. R besteht also
aus allen Zahlen der Form

x=Fe + &e...+ fen,
Die ey bezeichne ich als die Basiszahlen unseres Systems. Die &,
sind beliebige Zahlen des Koeffizientenbereichs I
Es gelten dann die Multiplikationsregeln

v
lL ecex=Zaney

L

v
und aus dem associativen Gesetz folgt flir die au:
| T ¥y T N
II. Zaex Qyg = =z Qxg ey

Fahre ich mit Frobenius ;ie l\‘la\trizoal:;l
S(x)= (f aw b ) T = (fu Eu) R(x) = (.‘: o by )

v
ein, so folgen aus II die Formeln
A { S¢x) . S(y) =S(xy), Tx) Tey) = Tiyx)
R(x) S(y)=T'(y) Rex)%, S(x) T(y) = T(y) S(x).

Unter einem Teilring verstehen wir eine Gesamtheit von GréBen
unseres Ringbereichs, die selbst wieder einen Ring bilden. Ein
solches Teilsystem wird z. B. gebildet von den sogenannten Kern-
zahlen; das sind Zahlen, die mit allen Zahlen von R vertauschbar

—

1. Vergl. Frobenius (3).
2, Hier bedeutet : .den Spaltenindex, x den Zeilenindex der so ent-
stehenden Matrizen.

x
3. T'(y) bedeutet die transponierte Matrix (E [T 'q,)
»
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sind. Bezeichnen wir emne solche Zahl mit v, so gilt S(v) = T(v).
Dies System heiBt das Kernsystem von R.
Ein Teilsystem B nennen wir invariant in R, wenn das Pro-
dukt einer Zahl von B in eine Zahl von R wieder inB vorkommt,
HatR zwei invariante Teilsysteme R, und R,, derart, daB jede Zahl
desProduktesA,; R; und R,y R, verschwindet, wihrend gleichzeitig jede
Zahlvon R sich alsSumme einer Zahl von R, und einer Zahl von R, dar-
stellen 14Bt, so sagen wir, R ist reduzibel und schreiben
A=A, + R
Ein Beispiel eines invarianten Teilsystems bildet das sogenannte
Radikal, die Gesamtheit aller WurzelgroBen.! Unter einer Wurzel-
groBe (w) versteht man nach Frobenius eine Zahl, fiir die bei
beliebigem x, wx eine Wurzel der Null ist. Wie man leicht er-
kennt, bilden die WurzelgrsBen die Gesamtheit der L8sungen
der Gleichung ¢fwx) = 0, wenn wir mit o(y) die Spur der

Matrix S(y), a(y) = 2 ax n: bezeichnen. Aus o(xw) =0 fiir be-
xe
liebiges x ergibt sich, daB die Gleichungen
A

Sag ol We= 0
xA

eine Losung haben mflssen. Dies ist dann und nur dann der Fall,
wenn der Rang r der Matrix

R(o) = (f ﬂfx tu)

kleiner als n ist. n--r gibt die Anzahl der Lésungen an.

Die Invarianz des Radikals folgt leicht aus der Definition.

Ein System ohne Radikal nennen wir halbeinfach.

Satz 1. Ein Ringsystem ist dann und nur dann halbeinfach,
wenn fiir das System /R(o)/ § 0 ist.

Wir beschiiftigen uns in der Folge nur mit diesen halbein-
fachen Systemen, jedoch 14Bt sich aus der hier aufgestellten Theorie
Wesentliches auch fiir aligemeine Systeme erkennen' Ich behalte
mir vor, in einer weiteren Arbeit darauf einzugehen.

1. Vergl. Frobenius (3.



Die halbeinfachen Ringsysteme.
Erstes Kapitel
Existenz ecines Moduls. Einfachste Sitze.
Satz 1! Jedes halbeinfache System besitzt einen Modul,

d. h. eine Zahl m derart, daB fiir jedes x mx = xm=1x ist.
Beweis: Ich setze R (0, 05, ... o) =R (6) =P.

-1
Dann ist P = Q = (r:w) vorhanden. Q ist eine symme-
trische Matrix, denn nach Il ist P=R () =

v A » A A ¥
(2 aux lm) = (2 axi ﬂw) == (ftm. am) = R'(0)
73 v A
alsoP=P,P1=Q=Q’
Jetzt folgt aus den Hauptformeln A 2, Einleitung
1. PSg = T'gPund durch Transponieren PTg = Sg'P
und - fiir Q

2.86Q=0QT} Ts Q=QS%
Bilde ich die Zahl m mit den Koordinaten m, = X =, o, so ist
x

diese Zahl der verlangte Modul; denn es ergibt sich, falls wir
unter (egs) die Einheitsmatrix des Grades n verstehen:

S@) =1 (2 o1 e ) =( 2 7or 0y 0)=(Z 70 00) = (¢,

e x
= =2, a, 0, |= = -
T(m) (fx Copy Ty "x) (’x ov %ov x) (f oy Pva) (epo']'
da nun? mx = (Sm){xj = E[x] = x = (Tm)/x] = xm, folgt
mx = X == xm.

Satz 2. Es gibt nur einen Modul: denn wire m; ein an-
derer Modul, so miiBte mm; =m =m, sein.

Satz 3. In jedem Ringsystem mit Modul ist die Darstellung
des Systems durch die Matrizen S eindeutig, d. h. aus S (x) =S (y)
folgt x=y.

1. Zu den Sitzen dieses Kapitals vgl. Frobenius (3) § 3.
2, Ich verstehe in der Folge unter y = (A)[x] die Gesamtheit der Glei-
chungen y, = Zu Xy, Also y = (Si))[x): ¥, = Zapy my, §y,
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Zusatz. Ebenso folgt x=y aus jeder der Gleichungen
S(x) = T(y), T(x)=T(y), R(x)=R(y), R(x) = R(y).

Wir bringen den Beweis z. B. fiir den Fall, daB S (a) =T (b)
ist. (Dieser Satz gilt auch fiir den Fall, daB der Ring nicht halb-
einfach ist).

1). Ist mx — x =xm, so muB auch bei einem solchen Ring
S(m) = T(m) = Esein. Denn mx= (S(m)) [x]=(E)/x] = x also
S(m) = E, analog T(m)=E.

2). Sei S(a) == T(b) so folgt (S(a))/m] = am=a= (T(b)){m]=
mb=> also a=b.

Anmerkung. Die Lbsungen der Gleichung R(, ... %)=
R' ‘&, ... &n) nennen wir symmetrische Parameter.

Satz 4! Die Losungen der Gleichung: Stx) = T(x) sind
gerade die Kernzahlen von R.

1) ist S(v) = T(v), so ist vx = xv; denn vx ist = (Sv){x] =
(Tv)/x] = xv. 2)ist vx = xv, soist (S(V))[x]=(Tw))/x], also, da
die & willkiirlich, ergibt sich S(v) = T(v).

Satz 5.! In einem Ring mit Modul ist eine Matrix mit kon-
stanten Koeffizienten, die,der Gleichung 1. S(x).U=U. S(x), bezw.
2. Tx).V =V.T(x) bezw. 3. T'(x) . W = W .S(x) fur alle x ge-
nilgt, von der Form T(u), bezw. S(v), bezw. R(w).

Es geniigt, eine dieser Behauptungen zu zeigen. Wir brauchen
nur z. B. u=(U){m] zu setzen, z. B.

t [} A
T(u)=(2'a u)z(.‘.‘ u,, m ):(Eu a, m )=
2 XA A T\ 2h Sip Nu - th Fap Py

(ra)=(.)

Die beiden letzten Siitze galten allgemein fiir Ringe mit Modul,
da wir zu ihrem Beweis die Matrix Q nicht gebrauchen. Fiir halb-
einfache Ringe gilt auBerdem

Satz 6. In einem halbeinfachen Ringsystem gibt es eben-
soviel linear unabhingige symmetrische Parameter wie Kernzahlen.

Zum Beweise zeigen wir, daB man aus jedem System sym-
metrischer Parameter durch eine Transformation, deren Determi-
nante von Null verschieden ist, die Koordinaten einer Kernzahl
erhalten kann und umgekehrt. Sei x; 2. ..y €in System symme-
trischer Parameter, d. h. sei R(x) = R’(y). Dann behaupte ich, v =
(Q)[x7 ist eine Kernzahl, d. h. S(v) =T(v). Es ist

1. 3, 6§
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] t v
S(V’) = (Ealx vl) = (E @l ”}.vxv) =(E T T Xy ) =
A A Ay

v ¢ :
(ﬁ T Cie xv) = (I Cud oy Xy ) = (f @ V2, ) =T(v).

Ebenso zeigt man .das Umgekehrte.
Der bei dieser Transformation dem Modul m entsprechende
symmetrische Parameter ist o, denn m, = = =y 0., Daraus ergibt
sich fiir halbeinfache Ringe noch folgende wichtige Relation:
v L
m=Xxm, o, =32 m, Upy €, = 2@, € T =
(% (X% ey
zev e, “vu; m=2“wez €
%

Zweites Kapitel

Die Darstellung eines Ringsystems (halbeinfach) mit
Hilfe von Matrizen.

§ 1. Reduzible und irreduzible Darstellungen.?

Ein System von Matrizen A;, Ay, .. ., An, derart, daB A; Ax =

E“:;AV ist, bezeichnen wir als eine Darstellung unseres Ringes.
v

Die Matrix = A, &, , deren Elemente homogene, lineare Funktionen
L

von &, ..., &nsind, nennen wir die zu dieser Darstellung gehorige
Gruppenmatrix; ihre Spur den zu der Darstellung gehorigen Cha-
rakter x(x). Sei

vy v
A,,=(Am), so ist x(x)= Zx,5,=3A,%,
v “w

Gegeben sei eine Darstellung von R, Mit Ay, A, . .., An bilden
auch die Matrizen P—1AP, P—1A,P, . . . eine Darstellung von R, hier-
bei bedeutet ,,P*“ eine ganz beliebige Matrix von nicht verschwin-
dender Determinante. Zwei derartige Darstellungen stimmen in
Gruppendeterminante und Charakter ilberein. Wir bezeichnen sie
im folgenden als ,nicht wesentlich verschieden®. Die Matrizen
S(x) bilden z. B., wie wir in der Einleitung sahen, eine Darstellung,

1. Frobenius (3) 1, S. 37.
2. Vergl. die analogen Untersuchungen {iber Darstellungen endl. Gruppen
bei Schur (11).
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die wir die regulidre Darstellung nennen, analog reguldre Determi-
nante, reguldrer Charakter.

Es ist nun eine der wichtigsten Aufgaben der Theorie der
hyperkomplexen GriBen, einen Ueberblick tiber die Gesamtheit aller
wesentlich verschiedenen Darstellungen eines Ringes zu erhalten,
speziell alle Darstellungen mit Hilfe von Koeffizienten eines bestimm-
ten Rationalititsbereichs. Wir werden im folgenden den Zusammen-
hang -dieser Fragen mit der allgemeinen Theorie der Systeme auf-
decken, und Wege angeben, die zur Aufldsung der Fragen in jedem
speciellen Falle befahigen.

Wir nennen eine Darstellung in I'" halbreduzibel, wenn es eine
Matrix P mit Koeffizienten aus I gibt, derart, daB P~ (3 A &) P
zerfillt. Also, falls wir die Summe I A, & = X setzen, soll

X, 0
P-1XP =({j' x) werden.
Hierbei bedeutet ,,0“ eine Nullmatrix vom Typus (n — k, k).

Die quadratischen Matrizen X; und X, bilden fiir sich eine
Darstellung von R, wie man leicht erkennt.

Gibt es keine zu X dquivalente derart zerfallende Matrix, so heiBt
X eine irreduzible Darstellung.

Gibt es eine zu X dquivalente Darstellung, derart, daB fiir jede
zerfallende, zu X &quivalente Darstellung auch U= 0 gemacht
werden kann, so nennen wir die Darstellung vollstindig reduzibel.

Filr halbeinfache Ringe gilt nun folgender Fundamentalsatz:

Hauptsatz 1. Jede in I" nicht vollstiéindig reduzible
Darstellung eines halbeinfachen Ringes ist irreduzibel.!

Zum Beweise zeigen wir, wie man aus einer halbreduziblen
Darstellung eine ihr dquivalente Darstellung gewinnen kann, derarl,

daB U =0 ist. Sei
A0 __
(CB)=0
eine halbreduzible Darstellung, d. h. Q: Qx = = a,: Q., also auch
a) A: Ax =Ea;Av
|

b)CcAaf'l-B:Cx:EG:’va

1. Vergl. den analogen Satz in (11) Seite 9.
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»
C) B:Bx = xan Bw;

dann will ich P so bestimmen, daB P-1 Q. P = (0‘12 ) ist.
Ich setze P probeweise = (EIEOJ' wo E; und E, Einheitsmatzizen
2

—1
bedeuten, denselben Grad haben wie A¢ und Bi, Dann ist P =

E, 0 A
=( FIEJaISO P_iQ'P=( FA&+BtF+Cl),%t)
Wir missen also F so bestimmen, daB die Matrizengleichnung
dFA =Ctc + B F
erfiillt wird.
Wir werden eine Losung F berechnen. Aus a) folgt
I e Ac Ax = A(m)
[+ 4

Multiplizieren wir b) rechts mit T mxl A1 und summieren iiber x,
A

so ist

C. Alm) 4+ B. 2 7ied Cx AL = E'lﬂsx Cimaa Ad =

1
= riyx Cov e Al = (E' e Cv Ax) Ac,

avd

also e) C. A(m) + B: (E Tl Cx A1) = (2 mer Cx Ay A:

Wire nun A(m) = E, so genﬁgte die Matrix F = T m Cx A2

xA

unseren Bedingungen. Sicher geniigt aber F = F — Bm) C(m)
unserer Gleichung. Denn aus b) folgt

f C. Atm) + Bc C(m) = ¥ aw Cymx = Cs

und daraus durch Multiplikation mit A,

g) C: Ay + B: C(m) Ay,= C; A,; also B, C(m) Ah=0
Setze ich aus f) C¢ A(m) = C¢ — Bt C(m) in e) ein und fiige
rechts B(m) C(m) A: = O hinzu, so erhalte ich

Coc—BeC(m +BcF=Ct+ B: F =F A
Aus diesem Hauptsatz also gewinnen wir die wichtige Erkenntnis,
daB wir, um alle wesentlich verschiedenen Darstellungen eines halb-
einfachen Systems zu erhalten, uns auf die irreduziblen Darstellungen
beschriinken diirfen. Deren Untersuchung bildet den Inhalt des
nichsten Paragraphen. -
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§ 2. Von den irreduziblen Darstellungen eines halb-
einfachen Ringes.

Die Ausfiihrungen dieses Paragraphen stiitzen sich auf folgen-
den Satz von Herrn Professor Schur aus seiner Arbeit ,,Neue Be-
grilndung der Theorie der Gruppencharaktere®.!

Satz 1. Es seien X und X' zwei in I' irreduzible Gruppen-
matrizen der Grade f bezw. f. Genilgt dann die Matrix P vom
Typus - (f, ) mit Koeffizienten aus I der Gleichung XP = PX’,
so muB P entweder eine Nullmatrix sein, oder X und X' sind
dquivalent und P ist eine quadratische Matrix des Grades f = f
deren Determinante von Null verschieden ist.

Beweis: Sei r der Rang von P, dann gibt es in I' zwei Ma-
trizen A und B mit nicht verschwindender Determinante, so daB

§=APB==(§fg

Da X und X’ irreduzibel sind, miissen auch X= A X A—'und X' =
B—' X' B irreduzibel sein. Aus X P =P X folgt 2 X P =

(AXA)J'(APB) =AXP)B=APX)B=AP@BX)=
P.X,dhXP=PX.
Schreiben wir nun X und X' unter Hervorhebung der ersten
r Zeilen und Spalten

R (5 *=GiX)

(%0)- (% %)

) X, 0 0 o

also X; =0, X’,=0, d. h. entweder ist X und X' halbreduzibel
(gegen die Voraussetzung), oder Grad von X = Grad von X = f
=§=r

Also ist dann auch P eine quadratische Matrix des Grades f

und X' =P X P, d. h. beide Darstellungen sind dquivalent.

Satz 22 Sei X eine in I' irreduzible Gruppenmatrix und P
eine Matrix, deren’ Koeffizienten I" angehtren und sei PX =
XP, so ist die charakteristische Funktion von P die Potenz einer

so folgt aus a):

1. Schur (11).
2. Schur (12) Seite I



in I irreduziblen Funktion ¢(x), und es ist p(P)=0.

Beweis: Die charakteristische Determinante von P sei in I in
irreduzible Faktoren zerspalten: /XE — P/ = C(x) = ¢;(x) ¢o(x) ...
Dann ist C¢(P) = 0, also muB mindestens eine der Determinanten
/¢x (P)/ verschwinden. Sei /@, (P)/= 0, dann ist ¢, (P) eine in I
rationale Matrix mit verschwindender Determinante, die mit X ver-
tauschbar ist. Also ist nach dem vorigen Satze ¢, (P) = 0. Die
Funktion C(x) kann keine anderen Wurzeln haben wie ¢, (x).
@ (x) hat, als in I' irreduzibel, keine mehifachen Wurzeln, daher ist

m
C(x)=ag,(x), also alle Funktionen ¢« (x) = ¢, (x). Setzen wir den

hchsten Koeffizienten von ¢, (x) =1, so ist C(x) = qr‘ln(x).
Spezialisieren wir den Koeffizientenbereich, so ergibt sich:
Satz 2a I ist das Gebiet aller Zahlen, Dann hat ¢ (x) den
Grad 1, d. h. P gentigt einer Gleichung
(P—cE)=(0), dhPist=cE.

Satz 2b. I ist das Gebiet der reellen Zahlen: P ist ent-
weder gleich cE oder geniigt einer irreduziblen Gleichung 2. Grades.
Der letztere Fall kann nur dann eintreten, wenn P eine gerade An-
zahl von Zeilen und Spalten hat.

Satz 2c. I' ist das Gebiet aller rationalen Zahlen. P ge-
niigt einer irreduziblen Gleichung des Grades m. Hierbei muB m
ein Teiler des Grades s von P sein. Die Zahl k = s/m nennen
wir den Index von P. ]

Wir wollen uns nun flir das folgende im wesentlichen auf
den Fall beschrinken, daB I' das Gebiet aller Zahlen ist. Wir
fragen also nach allen irreduziblen Darstellungen unseres Ringes.
Dafiir gilt mit anderen Worten Satz 2a: Jede mit einer absolut
(d. h. im Gebiete aller Zahlen) irreduziblen Gruppenmatrix vertausch-
bare Matrix ist von der Form cE. Hieraus ergibt sich, daB die
-einzigen irreduziblen Darstellungen eines halbeinfachen Kern-
systems vom Grade 1 sind. Ich kann also fiir ein solches System
eine Basis angeben, derart, daB die regulire Darstellung S(x) =
T(x) in Matrizen des Grades 1 zerfdllt. Dann ist R reduzibel in
Ringsysteme des Grades 1, fiir die

G2=y é,6éx= 0
ist. Setzen wirnun & = y: a;, so ist a.* = a;; a. ax = 0. Wir
haben also den von Dedekind herrithrenden Satz:




—_ 14 —

Satz 3.! In jedem halbeinfachen Kernsystem des Grades k
gibt es k linear unabhdngige Zahlen a,, a; . . . an, derart, daB
ihre Produktgleichungen a% = a, a; a» = O sind. Wir nennen
diese Zahlen die Hauptkernzahlen unseres Systems. (Das
einzige irreduzible Kernsystem ist also das System aller komplexen
Zahlen, ihr Modul ist die Zahl 1).

Satz 42 Sei X = X QeuExeine irreduzible Darstellung eines

24

halbeinfachen Ringes vom Grade f, so bestehen zwischen den

Koeffizienten von Qu = (qm) die Relationen

[ x
B % o qap Qrs = €ad & fe?‘_‘?

Herleitung: Ist X irreduzibel, so ist = Qa ma = E, denn diese
a

Matrix ist mit X vertauschbar, also von der Form ¢ E; da nun
(ZQame)? = X Qamaist, so erhalte ich ¢ = I, denn aus ¢ = 0
a a

wiirde folgen '
ZQate= ZQafa. X Qema= (EQa‘Q-u) .0=0.
a 3 a a

Die Matrix V = X zux Q. U Qx ist bei beliebigem ,, U mit X ver-
[+

tauschbar, denn (vgl. S 3)
A" Qp=2ﬂ'thtUQz Qlu=£ﬂ'¢xax# Q; UQ,.___
[+ 1

Xy

t
fﬂ'xuu,axQzUQv=ZN'zQ,uQxUQy=QpV;
Xy xy

also
V== ﬂthUQx=VE.
v
Setzen wir v = Z cu» Upuy, SO ist:
ny
[ ®
€28 F Cuv Uuy = Z Uix Qap Upy Quf,
uy xuy
——

1. Dedekind (2), Frobenius Sitzber. 1896. Ueber vertauschbare Matrizen.

2. Vergl. Schur (11) Seite 6. Die Herleitung der Formeln B schlieBt sich
eng an die Notizen von Prof. Schur an, der diese Formeln fiir einen wichtigen
Spezialfall (R(¢) =E) bereits aufgestellt hatte.
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3 x
also eaf Cur = I Mix Qap Quh.
X

Um cuv zu berechnen, setze ich # = « und addiere iiber a, dann ist

(f Cr) = (2‘ T q:a q:.,u) = (i e Qu Qz)= E

XA
e
also cuy = -%'—'; daraus folgt

¢ x e Cuy
Bl £ 7w Qau QVﬁz"S‘E'rﬁ'

L=

Satz 4a. Sind X und X' = = Qq 5« zwei nicht 4quivalente

. _x
matrizen, s0 ist: 2) 2 7w Qau qug = 0. ,
(4

Herleitung: Die Matrix V = = mx Q. U Q« geniigt der
Gleichung X V= V X', denn

QuV =72 mQuQUQ= 7 m a Q U Qe =
-4 wx

x — e — -
Z mw ap QvUQx= E’TWQVUQ¢ Q,u=VQp

wx Xy

Daraus folgt nmach Satz 1: V = ¢, also:
x

B 2. (i e Qap awﬁ =0

P
Aus B 1 und B 2 folgt durch Multiplikation mit qe. und
Summation iiber 4

¥ ] » ¢
B. la) £ m. Gxp Qaf Qra = Qap eJ’_fg;
ey f
v “ v o p c
1b) 2 mue axp @w Qag Qye = Y2 Gr8
227 f

Anm. Wir wollen hier in Hinblick auf den Beweis der
Formeln B eine Methode einschalten, die uns auf einfache Weise
aus dem halbeinfachen System A das Kernsystem liefert, das in
ihm enthalten ist. Die Methode riihrt von Prof. Schur her und wird
hier zum ersten Mal verdffentlicht.

Jede Zahl des Kernsystems [4B8t sich in der Form (@) y =

X 7y B X ex darstellen, und jede Zahl dieser Form ist flir belie-
re.4

biges x in A eine Zahl des Kernsystems.
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1). Jede Zahl der Form («) ist mit allen Zahlen von I' ver-
tauschbar.
2). Ist y Kernzahl, so ist 2 ne €. y ex = ym = y.

[+
Die linear unabhingigen unter den Zahlen
g
Nu = E.m:e; €u €x = X(me (L1173 Cw:e) € = 2 Qou €0
ay X o

bilden eine Basis des Kernsystems. Setzen wir Q = (qw) =
3 mue T S, so ist die Anzahl der linear unabhiingigen Kernzahlen
(-4

gleichdem Range von Q. Q geniigt aber der Gleichung Q2 = Q, denn
QS = E.Im Te S S2 = me lle Tz S» = E Ty aJ.; Tx Sy

= Zas T Sv Ti = Q T.R daher
QQ—(EJ!MS;T::)Q Eﬂt:eS:SxQ._EQ Q
Daraus folgt, das die Ordnung k des Kernsystems gleich der
Spur von Q ist.

[4 [
k = 2 7w ase Qo
100

Eine hdchst merkwiirdige Formel, die zeigt, daB auch der Rang
des Kernsystems nur von den Zahlen des Koeffizientenwiirfels,
nicht von der Wahl des Bereiches = abhingt.

'§ 3. Die Bestandteile der Darstellungen ecines halb-
einfachen Ringes.

Die folgenden Sitze ergeben sich auch aus den allgemeinen
Sitzen tiber irreduzible Gruppen (Frobenius und Schur),! wir wollen
sie analog zu der oft zitierten Arbeit von Prof. Schur herleiten.

Satz 6. Die f;2 + f,2 4+ ... 2 linearen Funktionen von
& - . . &n, die die Koeffizienten der beztiglichen Gruppenmatrizen
bilden, sind linear unabhéngig.

Beweis: Existiere irgend eine Relation zwischen diesen

v v
Matrizen, derart, daB fiir alle »: = Ceg Qg + 2 Clep Qg + ... =
['7:4 of

Iz
gilt und sei csy 5= 0; ich multipliziere mit 2 zvu qyé und summiere
iber #, dann ist nach B

1. Sitzgsber. d. Berl. Ak. 1906.
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€xd €yp
f

I Cop = ¢y =0

also cys = 0 gegen die Voraussetzung. Daraus folgt:

Satz 7. Die Determinante einer irreduziblen Darstellung ist
eine irreduzible Funktion von &, ... &n. Die Determinanten zweier
nicht dquivalenter Darstellungen sind verschiedene irreduzible Funk-
tionen derselben Variablen.

Wire z. B. /X/ = ¢(x) gofx), so muBte auch die Determinante
des Grades f als Funktion ihrer f2 Elemente zerlegbar sein, was
bekanntlich nicht der Fall ist; denn die ¢ linearen Funktionen
von &;, ... én, die die Elemente von X bilden, sind nach dem vorigen
Satz linear unabhingig, wir kdnnen sie daher als neue Variable
Wy, . - . uff einfithren. Dann ist
Uy g« - . Uyt
Ugy Ugg . . . Ugf

X =
Un U .

was unseren Satz beweist. Ebenso ktnnen auch nicht die Deter-
minanten zweier verschiedener, nicht dquivalenter, Darstellungen die-
selben Funktionen von &, ... &n sein, weil ich anstelle von &, ... én
die f2 4- {2 unabhiingigen linearen Funktionen von §, ... &n: ujy. .. uff
Vi1...vi¥ und noch n— {2 — {2 neue, dazu linear unabhingige,
Funktionen als Variable einfilhren kann. Dann ist X allein eine
Funktion der u, Y eine der v allein. Hiermit ist der Beweis gegeben.
Hauptsatz Il. Bei jeder Darstellung eines halbeinfachen
Ringes durch Matrizen ist die Gruppenmatrix des Grades n und

des Ranges s einer Matrix von folgender Form &quivalent:

X,00... 0 ]
0%,0.... 0

000...X 0
000... ON

Hierbei bedeuten X, ... Xi irreduzible Gruppenmatrizen. Ihre

Determinanten sind gerade die Primfaktoren der Gruppendetermi-

nanten. N bedeutet die Nullmatrix des Grades n — s. X, komme

r. mal vor. Dann nenne ich r. den Index unserer Dar-

stellung. f. sei der Grad von X,, dann ist: ;2 4 f,2 4 ... fi2 gleich

der Anzahl der linear unabhdngigen unter den s = (I f, r,)?
[
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linearen Funktionen von §, ... &n, die die Elemente der Gruppen-
matrix bilden. _

n? 4+ r,? 4 n2ist gleich der Anzahl der linear unabhingigen
mit X vertauschbaren Matrizen.

1 ist gleich der Anzahl der linear unabhingigen Matrizen, die
gleichzeitig mit X und den oben genannten Matrizen vertauschbar
sind.

Der Beweis dieses Satzes stimmt wortlich iiberein mit dem
Beweis des analogen Satzes in der Arbeit von Herrn Schur
(Sitzungsberichte der Berl. Akad. d. Wissensch. 1905, S. 14/16).

Fiir die regulire Darstelluig ergibt sich hieraus folgendes:
k = 1 ist die Ordnung des Kernsystems. Ich behaupte: rx = fe
denn es gilt

b3 Tx fx = 1N
= l'x"]‘ =1
= fxg = n

Also B (tx — fx)2 =n — 2n 4+ n = 0. Daher r» = fa

Genau dieselben Zahlen ergeben sich fiir die mogliche Zer-
legung von T'(x), da die Matrizen T'(x) auch eine Darstellung des
Grades n bilden und die Gruppendeterminanten beider Darstellun-
gen fiir halbeinfache Systeme ubereinstimmen, also

Satz 8. Die regulire, wie die antistrophe Gruppendetermi-
nante 148t sich in k Faktoren zerspalten. Die Determinante jedes
dieser Faktoren ist die Potenz einer irreduziblen Funktion. Ihr
Exponent ist gleich ihrem Grade. k ist die Ordnung des zugehbrigen
Kernsystems.

Satz 9. Die irreduziblen Bestandteile der reguliren Gruppen-
matrix liefern die einzigen wesentlich verschiedenen Darstellun-
gen unseres Ringes. Die Elemente der k Gruppenmatrizen, die wir
oben erhalten haben, bilden f2 4 ;2 4 ... <4 .2 = n linear un-
abhingige Funktionen von §&,...&n. Gédbe es nun noch eine
von diesen wesentlich verschiedene Darstellung (ihr Grad sei y),
so wiren die n + »2 linearen Funktionen, die die Elemente der
k -+ 1 Darstellungen bilden, n 4 y2 linear unabhingige Funktionen
von n Variablen, was absurd ist.

Daraus [folgt, daB die Gruppendeterminante jeder Darstellung
von der Form

I, I rx
X/ =0 Qll di; ... ®y ist. Hierbei bedeuten &« die in der reguldren
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Gruppendeterminante aufgehenden Primfunktionen. Einige der
Indizes rx kinnen 0 sein, die iibrigen geben an, wie oft die Dar-
stellung den irreduziblen Bestandteil X, enthdlt.

§ 4. Die Relationen zwischen den Charakteren.

Als Charakter einer Darstellung bezeichnete ich im § 1 die
Spur der zugehorigen Gruppenmatrix. Seien die Charaktere der
jrreduziblen Darstellungen unseres Systems: y'(x), ¥2(x),. ... xx(x),
so l4Bt sich nach den Ergebnissen des vorigen Paragraphen jeder
beliebige Charakter in der Form

x
o (x) = 212 x(x)
schreiben. (Ist p(x) = 2 rx x(x), so ist die zugehdrige Gruppen-

T
determinante @ (x) = ITx ¥=x (x).

Aus der Spureigenschaft erkennt man leicht, daB y(xy)=
x{yx) also in leicht verstdndlicher Schreibweise, R(y) = R’(y) ist;
d. h. die Zahlen x(e;), y(e2) . . . y(en) bilden ein System sym-
metrischer Parameter. Da die Mannigfaltigkeit aller symmetrischen!?
Parameter gleich dem Rang des Kernsystems k ist, so folgt hier
auch das Umgekehrte. Jedes System symmetrischer Parameter
148t sich also in der Form schreiben

£ x
Si = Zreyle) =21y
k4 x

x
Es ergibt sich z. Bo(x) = 3 f. y(x) als Charakter der reguliren
x

Darstellung.
Da f. der Grad von Xy ist und X«(m) = E, so ergibt sich u. a.

f, = y (m)

Aus den Formeln B folgen filr die irreduziblen Charaktere
die Relationen:

"Cl 1) Sy () g (ex) = 1

e
2) 3 ma x () 2 ‘(Ex) =0 (e + 0)

[ 4

1. Frobenius (7) S. 37.
2. Teilweise bei Frobenius S. 37.
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é a ]
3) fa I 7 y(ei €p) y(ex €s) = x (Bo €0)
>

Ftir zusammengesetzte Charaktere ergibt sich
i
C. 1) 2 nee ple) ylex) = 1
x
2) 37z ple) plex) = Ir1i?
x A
3) Zaue gpler) yplex) = fr;. sa
e

2
falls (%) = I x(x)
A

#00 = Z52200)

Formeln, die an die Beziehungen bei Fourier-Koeffizienten erinnern
und dazu dienen kdnnen, in praktischen Fillen bei Kenntnis mehre-
rer Charaktere die {ibrigen zu berechnen. Wir werden in der
Folge vielfachen Gebrauch von ihnen machen. Von Wichtigkeit
ist noch folgender Satz:

x
Satz 10. Die den charakteristischen Parametern f.y ent-
. sprechenden vertauschbaren GroBen mx = (fx Q) [x*] bilden eine
Basis des Kernsystems von der Art, daB
M2 = My, Memi =0, Im, = m ist.

Beweis: 1. Keine der Zahlen mx verschwindet, denn /Q/==0
und z % 0, da g(m) = fa st
x
2. Imx = (Q[2fy] = (Q) [6] = m.

7 e )
3 mp?=mp.mp = fo? 3 awma y(er) v y(er) eu =
thaevy

i e 0 0
fo? T muam y(ea) mev g(er)eu= fo? = y(exe) mu y(ev) mev =
Ay Lixy

e ¢ )
fo = au ey (fo Zmur x (ex€s) gley)) = Top Zau x(e) eu =mg,
m ue
also me?=m,

1. e L
4. ll'.Igmazfa 2 Qe fp.’tﬂ. x(e;.)xxpx(eg) Cu=
xiuy .

A o o
fo Tau Ty cxs y(€2) maw x (&) €u=
me xhy



—_— 21 -

0 ¢
feZmpepy Zfp anv ylexe) x ()= meme= 0
7 xv

Drittes Kapitel
Die Hauptkernzahlen eines halbeinfachen Systems und
die Hauptbasis.

Wir beweisen jetzt einige Sitze iiber den Zusammenhang eines
Ringes mit dem dazugehorigen Kernsystem.

Satz 1. In einem Kernsystem ist jede Wurzel der Null
WurzelgroBe. ’

, Sei am =0, so0 ist (ax)® = am x™@ = ().

Satz 2. Das Kernsystem eines halbeinfachen Ringes % ist
halbeinfach.

Denn wire a eine WurzelgroBe des Kernsystems, so wire es
auch eine WurzelgriBe von %,

Satz 3. Besitzt das System mit Modul % eine Hauptkern-
zahl, die vom Modul verschieden ist, so ist % reduzibel.

Mit a ist auch m — a Hauptkernzahl und es ist a (n —a) =
a—a=0.

Die Zahlen a.x bezw. (m — a) x bilden zwei in a invariante
Teilsysteme derart, daB 9 = %, 4 %, ist, und daB a der Modul
von A ist. Denn (ax) y = a(xy), (m —a) x)y = (m — a) (xy),
ax.(m—a)y = a(m—a)xy =0.

Folgerung: Ein in I' irreduzibles System mit Modul hat keine
Kernzahl als m, die ihrem Quadrate gleich ist. Ein solches irre-
duzibles halbeinfaches System nennen wir in I' einfach. Ist I" der
Bereich aller Zahlen, so sagen wir, A ist absolut einfach. Es
gilt aber auch umgekehrt der Satz.

Satz 4. Ist ein System mit Modul reduzibel, A = %, + %,
so gibt es in 9; und %, mindestens je eine Hauptkernzahl.

Beweis: Sei x= x; 4 x;, 50 wollen wir x, die Komponenten
von x nennen. Es geniigt dann, zu zeigen,' daB die Komponenten
des Moduls Hauptkernzahlen sind.

1.) Die Komponenten einer quadratgleichen Zahl sind quadrat-
gleich.

Sei i? = ilz + i22 = il + iz = i, dann ist il - ils, ig = i22.

2.) Die Komponenten einer Kernzahl sind Kernzahlen,

Aus xa = ax folgt xa; + xag = ax = a;x + ax, also xa; =
AX, X2 = aAX.

1. Vergl, Scorza (13) S. 54,
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Damit ist der Satz bewiesen, denn my; ist ungleich 0 und un-
gleich m, da m; x;= 0, m.x; = X, ist.

Wir zeigen noch

3.) Die Komponenten einer WurzelgrdBe von % sind Wurzel-
groBen von % und damit von % und Ay

Sei fiir beliebiges x: (Wx)® = 0, ((Ww; + wg)x)* = 0, d. h.
(wx)* 4 (wox)® =0(da w; wy=0). Also (w;x)* =0; (wgx)* =0,

Umgekehrt ist auch jede Kernzahl bezw. Wurzelgro8e von
Kernzahl bezw. WurzelgréBe von 2. Daraus folgt:

Satz 5. Jeder Bestandteil 2, eines halbeinfachen Systems
jst halbeinfach. Es gilt sogar folgender wichtiger Satz:

Satz 6. Hat das halbeinfache System 9 ein invariantes
Untersystem 9(;, so ist auch 9; halbeinfach, und es gibt ein zweites
System 9,, derart, daB 9 reduzibel, ¥ = A, + U, ist.

1.) %, ist halbeinfach. Denn wire w WurzelgréBe von 9,
so wire, da fiir beliebige x in % (xwx) in %, ist, (wx) (wx) Wurzel
der 0. Es ergibt sich, w ist WurzelgroBe von %, was nicht statthaft.

2.) o, hat also nach Satz 1, Kapitel 1, einen Modul m,, der
von m verschieden ist.

m, ist Kernzahl von %, denn m;x =m; (m;x) = (mx)m, =
m,; (xm;) = (xm;) m; = xm,;. Daraus folgt: % ist reduzibel. ¥« =
A 4+ (m —my) A,

Ich behaupte m; A= %;.

m; % wird nur aus Zahlen von %; gebildet, da m, in %, ent-
halten ist; umgekehrt ist aber jede Zahl von %;: a, = m a;.

Wir erhalten so den Hauptsatz dieses Kapitels.

Hauptsatz lll1 Jedes halbeinfache System 4Bt sich auf
eine und nur eine Weise als direkte Summe einfacher Systeme
darstellen.

Beweis: Es seien zwei Zerlegungen gegeben:

ﬂ -"»ﬁl—l—-g[z-f-....@[x;: -52]': +91'2...i'('[.
Dannistm=m; +mg+...4+mk = m’; + m'’y +... 4+ m’1. Die
_ Komponenten von m’y in Bezug auf die erste Zerlegung seien
my=m'y +mp+... + ni.

Die Ringe %'r sind einfach, d. h. es gibt in ihnen nur die
einzige Hauptkernzahl m’r. Die Komponenten von m’; miiBten da-
her nach Satz 4 Hauptkernzahlen sein, daher ist nur eine, z. B.
my,, = 0. m'y, ist Hauptkernzahl und gleichzeitig Zahl von s,

Vergl. Maclagan-Wedderburn (8) Seite 94, und Molien ().



_ 3 -

also, da s einfach ist m"ys = ms. Also m’y = ms, d. h. die Zer-
legungen sind bis auf die Reihenfolge vollstindig bestimmt.

Wir nennen die Zahlen ms primitive Hauptkernzahlen in Be-
zug auf I. Sie haben die Eigenschaft, daB sie die einzigen Haupt-
kernzahlen von me% sind. Verwenden wir nun die Resultate des
vorigen Kapitels, so erhalten wir

Satz 71 Im Korper aller Zahlen zerfillt jedes halbeinfache
System in k einfache Ringe des Grades f. Die Moduln der Teil-
ringe sind die Zahlen mr = (fr Q) [xf]. Jeder Teilring hat nur den
einen einfachen Charakter xr(x). Die Zahlen mr sind primitiv;
denn gibe es in mr % noch eine Kernzahl, so hitte A k + 1 un-
abhiingige Kernzahlen.

Die Ordnung von Ur ist = fr2

Der regulﬁre Charakter von 9 ist

U(mr X) 3 ny ﬂl,u fr wipx (Ep) En = plumipfry (EP) bp = frx (x)
xrdup

Da jede Darstellung von #r wie man leicht erkennt, duch eine
Darstellung von % bedeutet, also jeder ihrer Charaktere aus denen
von Ur zusammengesetzt sein muB, ergibt sich, daB das absolut

I
einfache System %r nur den einen Charakter x (x) besitzt.
Satz 8.2 In jedem absolut einfachen Ring kinnen wir eine
Basis von folgender Art wihlen. Es gibt {2 Einheiten, pps, sodaB:

Pex Piu = Pig, (k=1)
P pla =0 (k1)

Beweis: Es gibt fiir einen einfachen Ring eine Darstellung
durch Matrizen des Grades f, deren Elemente 2 linear unabhingige
Funktionen von §;...%n sind. Nennen wir diese Funktionen u,,
Ug...Up und flihren wir sie als neue Koordinaten ein, so ist die
Multiplikationstabelle der neuen Einheiten von der verlangten Form.

Einen derartigen Ring nennen wir einen Matrizenring.

Damit haben wir den von Molien und Cartan zuerst be-
wiesenen Satz: Jedes System ohne WurzelgroBen 148t sich als
Summe von Matrizenringen darstellen.

1. Teilweise bei Frobenius (3) Seite 40.
2. Bei Molien werden Matrizenringe als ,ursprilngliche Systeme* be-
zeichnet (6) Seite 134 ff.
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Viertes Kapitel

Die irreduziblen Darstellungen und die quadratgleichen
Einheiten.

§1. Allgemeine Sitze

Unter einer quadratgleichen (idempotenten) Zahl verstehe ich
nach Einleitung S. 3 eine Zahl, die der Gleichung i2 =i genfigt.

Betrachte ich die Zahlen ix, so bilden sie in leicht verstind-
licher Schreibweise ein links invariantes Untersystem von %, denn
ixy = i(xy) und ix.iy — i(xiy). Die Zahlen ix sind die Gesamt-
heit aller Zahlen fiir die i linker Modul ist. Denn

1) i(ix) = ix.
2) Ist ix= x, so ist x von der betrachteten Form.

Die Ordnung dieser Gruppe ist gleich der Anzahl der linear
unabhidngigen unter den Zahlen i.es, also gleich dem Rang der
Matrix S(i). Da S(i)2 = S (i), so ist der Rang des Ringes i %
gleich o(¢). Analog, der Rang von i = = (i).

Satz 1) In jedem Ringsystem ist die Ordnung des Teil-
ringes, filr die eine quadratgleiche Zahl rechter Modul ist, = z (i),
fiir die sie linker Modul ist o (¢), fiir die sie Modul ist = Spur von
S0 T ).

Die letzteren Zahlen haben namlich dieForm ixi, Die Anzahl der
linear unabhéngigen unter diesen GroBen ist gleich Spur von S (i) T(i).
Denn aus y=ixiodery = (S (i) T () (x] und (S()T(i))2 =SWT i)
folgt das Verlangte,

Satz 2. Mit i ist flir ein System mit Modul auch (m — i)
quadratgleich und i (m — i) = 0. Der Rang der durch m — i be-
stimmten Systeme ist = n — ¢ (i), n — z (i) bezw. Spur von
Sm—)Tm—i)=n—o(@)—z(@{) + Spur von (S(i) T()).
Hieraus ergibt sich der Satz:

Satz von Peirce? Ist in einem Ringsystem mit Modul
eine quadratgleiche Zahl i gegeben, so kdnnen wir die Basiszahlen
von ¥ folgenderweise in vier Klassen teilen:

Fiir die Zahlen der ersten Klasse ist i Modul. Fiir die der
zweiten Klasse linker Modul und rechter Nullmacher, (d. h. x3i = 0)
Fiir die der dritten Klasse rechter Modul und linker Nullmacher.
Fiir die der vierten Klasse rechter und linker Nullmacher. Die
Zahlen der Klasse 1 bezw. IV bilden filir sich ein Ringsystem, das

1. Taber, Proc. of the Am. Math. Society (15).
2. Peirce (7).



—_ 25 —

wir in der Folge als Peirce’sches System bezeichnen wollen. Die
Zahlen aller vier Klassen sind linear unabhiingig von einander,
d. h. wir konnen keine Zahl einer Klasse als Summe von Zahlen
anderer Klassen schreiben.

Beweis : Der letzte Teil des Satzes folgt aus den Multiplikations-
regeln sofort. Um diese herzuleiten, schreiben wir x in der Form
x = ixi+ix(m —i)4 (m—i)xi + (m — i) x (m — i), Das ist
eine Identitit. Die Zahlen ixi = x' bilden ein Teilsystem, ebenso
die Zahlen (m — i) x (m — i) = x™V. Setzen wir x! = ix (m—i)
und x™ = (m —- i) . xi, so haben wir die verlangten Gruppen. Die
Multiplikation der Klassen erfolgt nach folgendem Schema:

I njuyiv
I | 1 0 0
II 0 0 I I
miymjivi| o 0
IV ] 0 o | m|Iv

Wir nennen ein Peirce’sches System unzerlegbar, ebenso die
dazu gehorige quadratgleiche Zahl i, wenn ixi nur die eine
idempotente Zahl i (jhren Modul) enthidlt; der Grund der Be-
zeichnung wird sich spiter ergeben.

Satz 3. Jede quadratgleiche Zahl i bestimmt eine Darstel-
lung des Systems 2, und zwar eine Darstellung, deren Grad gleich
z (i) ist.

Beweis: Betrachte ich die Matrizen S(x) T(i), so bilden sie
eine Darstellung von %%, denn S(x) T(i) . S(y) T(i) = S(xy) T().
Der Rang dieser Darstellung ist gleich der Spur von S(m) T(i),
also gleich z(i), da S(m) =E ist, d. h.es gibt eine ihr dquiva-
lante Darstellung, die so zerfillt, daB nacn Fortlassung der Nullen
eine Darstellung des Grades z(i) entsteht.

§ 2. Diequadratgleichen Zahlen eines halbein-
fachen Systems.

Satz 4. Jedes Peirce’sches Untersystem eines halbeinfachen
Ringes ist halbeinfach.

Sei w = iwi eine WurzelgroBe von ixi, dann behaupte ich, w
ist WurzelgroBe von A Denn sei wx = wx; 4+ wx, + wx; +
wx,, wobei wxg = wx, = 0 ist, alsowx = wx; 4 wxy, 50 ist(wx)?=
(wx,)?, also ist w WurzelgroBe von 4.
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Sat2 5. Das Peirce’sche Untersystem eines einfachen Sy-
stems ist einfach.

Beweis: 1. i%i hat einen Modul i. 2. Wire i =i; 4 i,
mit iy ip=1gi; =0, und i}2==1i;, ix?=1,, dann ist nach Safz 6,
Kapitel 3, i; mit allen Zahlen der Form ixi vertauschbar.

Also il(iXi) = iIXi = iﬂ(il + i]Xig = (iXi)il = iXil = iﬂ(il -+ igXll
also iyxdy = ipxdy = (ipxiy)i; = (iyxiz)i; = 0. Setzen wir®l=i%i +
(m—DAi+i¥9m—i)+m— DAMmM—i) =i Ai, + i, %i; +
(m—)Ai; + m — DAiy + {HLAM — i) + i, A(m — i) +
(m—DAM—i) =P + P, wo B, = {1 A} + (M —DAi; +
iy U (m — i) ist, so ist P; ein invariantes Untersystem von %, das
von 0 und 2 verschieden ist, denn P, A < P, und i, ist in P, ent-
halten, iy ist in 2 enthalten und nicht in §;.

Sei i eine quadratgleiche Zahl eines halbeinfachen Ringes,

dann gehdrt zu ihr eine Darstellung mit dem Charakter

x
@ (X)= 1z y(x). Die Zahlen rx nenne ich die Indizes von i.

x v x
Es ist Zrx 3 (x) = Spur von T() S(x) = 2 cuweavu & in
: xvp

Aus unseren Sitzen iiber Charaktere folgen nun folgende
Ergebnisse.

Satz 6. rist immer kleiner als f,, auBer wenn i = m.

Beweis: (m —i) ist eine quadratgleiche Zahl deren, Indizes
(fx — rx) sind. Denn T(m — i) S(x} = S(x) — T (i) S(x), also Spur

von T(m —i) S®) = o (x) — 9 () = 3 (fx — rx) z (x).
x
Satz 7. Es ist te = x(i).
Sei p (x) = Zl'l'z ; (x), so ist nach Kapitel 2 (C) S. 28
>,

A g 0 A
n=3axp(e)y(ex) = T mx aipaocriryles) =
w wpdt
x 1 ] x @ A
z Iwaptx(ex) goricr = 2 moapaery(ex)ir =
weogT xaptT
A A A
2 ey itx(ex):EZ(eﬁ)i% = Z(i)
xT x R
i = x(.

1. Vergl. {iber endl. Gruppen: Schur (11) $.22—27, Frobenius {5) $.320—335
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Satz 8. Sind p und q zwei verschiedene quadratgleiche
Zahlen, deren Indizes ry und s, sind, so ist 1 = Erx sx == Spur

von S(p) T(g) = Spur von S(q) T(p) = y(p) = qJ(q), wenn ¢ und
die zu p bezw. q gehorigen Charaktere sind.

A
Beweis: | = 2 Iy Sy == .S T QJ(e 1) ’lp(e:e) = E T 09(31) Sa x(ex) =

A
& sz (p) =2(p) = = ety (eL)tp (ex)*Eru(q) 2(a).
e =
¢(q) = Spur von T(p) S(q),
¥(p) = Spur von T(q) S(p).
Setzen wir p=q, so ergibt sich aus Satz 8 und Satz 1, daB die
Ordnung des halbeinfachen Systems pxp = Z rx®* = ¢(p) ist. Ein

wichtiges Resultat,

A A
Folgerung: ¢(x) == f 2 (p) x (%)

Satz 91 Eine Zahl ist, falls I" die Gesamtheit aller Zahlen
ist, dann und nur dann eine unzerlegbare Einheit des einfachen
Systems %, wenn ixi aus der einzigen Zahl i besteht. Dann ist
auch die zugehorige Darstellung absolut irreduzibel, denn ¢(x)=

o

x(x). Wir finden also alle irreduziblen Darstellungen eines Sy-
stems, wenn wir alle unzerlegbaren quadratgleichen Zahlen finden.
Jedoch kann man umgekehrt auch zeigen, daB man aus einer
jirreduziblen Darstellung eines einfachen Systems sidmtliche unzer-
legbaren quadratgleichen Zahlen des einfachen Systems erhalten
kann. Ja, es ergibt sich sogar die im vorigen Kapitel bewiesene
Darstellung als Matrizenring explizit. Dies sei die Aufgabe der
folgenden Rechnung.

Mbdgen die Matrizen Q;, Q. .. Qn eine irreduzible Darstellung
unseres einfachen Systems des Grades f bilden, dann gelten fiir
die Koeffizienten von Qu die Relationen B.

¥ v
leh setze: Au=(f 2 7ps corqr )
v
dann gelten folgende Sitze:

1. Hier wird auch die Quelle aufgezeigt fiir den analogen Satz bei den
endlichen Gruppen, Schur (11) S. 24.
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Satz 10. Es gibt Zahlen p., derart, daB Ay = T (pw).
Diese Zahlen sind f2 linear unabhingige Zahlen von %, bilden
also eine Basis. Ihre Multiplikationstabelle ist

P Pin=Puw (x = 12)
P pip=0(x=2)
Die Zahlen p.. sind f unzerlegbare quadratgleiche Grs8en.
v ¥
Beweis: 1. AxS(X) =fQR(Qux) SX) =fQ T'(x) R(qex) =

v
fS(X) Q R(qm) = S(X) Awe; also Aue="T(pw)
' v v B B
2. T(pw) T(piu) = (f? 2 moy otyd Que Moe ctea Qiu ) =
yévegd

. y 4 E o
(f 2 moy Qo Quae 8e QA8 QBu ) =
yvdsg

y @
( f 2 agy €vg €xi Qv qﬁ,u) =
e

y e
ex (f fef’w Q894 ) = €xd T(Pie) = Auuexa
7

3. Die Zahlen p. sind quadratgleich. Ihr zugehdriger Cha-
rakter ist gleich Spur von (A« S (X)) =y (x). Wir werden all-
gemeiner zeigen, daB Spur von (AuS (x))= ewu x(x) ist.

=1 (23

v T
Beweis: Spur von AweS(x)= 3 fJIgada’erappgy
emw
[ T T
= fxpe quw Clwc aml §u = E f,-,-;?,, th Qv Gup S =
patvy oot

b fJ‘I:ngw QN‘ Qt‘xgﬂ = : €wx By q;rrgiu. = Eu x(x)
eorvp
Satz 11. Jede unzeriegbare quadratgleiche Zah! von % ist

von der Form p = Xlag pes, wobei fiir die Matrix der (lag) gilt:
op

L?=L und Spur von L=1,
Beweis: 1. Jede Zahl dieser Form ist eine unzerlegbar qua-
dratgleiche Zahl. Denn sei p = X lu pw, S0 ist

”w

p? = 2 lixlmn p pmn = 2 lim pn= p.
emn m
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Und Spur von T(p) S(x) = E,e leg ; Spur von {T(peg) S(x)} =
2ﬂ lug exs x(X) == x(x).
. ALl

Sei p2=p, Spur von {T(p) S(x)} = x(x); dann ist
p= zﬁlaﬁ pep [ pP= E!uy lyg pap= .E"ﬂlaﬁ pep=p. AlsoL?=L.
7
Spurvon {T(p) S(x)} —-}; lap €xp x(X)= = lax(x),als0 = lee = 1.
o, o

Satz 12, 3p,=m
[}

Beweis: (Zpu) psd == P pr = psi=ppa(Zpal)
LRl 28T IR

1Wie finden wir nun diese unzerlegbaren quadratgleichen
Zahlen? Ich betrachte eine beliebige Zahl u, dann sind die Po-
tenzen u, u% u® . .. nicht alle linear unabhingig. Sei z. B.

B p—1
U4l 4 ag u=0

die Gleichung niedrigsten Grades fiir u und sei an 3= 0;
ﬁ_l i ﬂ.._z
setze ich dann y=ao;u + equ ... + o u,.sa ist
yu4anu=0, (¥ + an) u=20, also auch (y + on) y = 0;
(:X)g = :_y, d. h.—y ist eine quadratgleiche Zahl.
an an an

Ist y vom Modul verschieden, so haben wir schon eine qua-
dratgleiche Zahl, deren Index kleiner ist als f. Wir kommen dann,
wenn wir noch zeigen, daf man immer eine vom Modul ver-
schiedene quadratgleiche Zahl, falls der Modul nicht selbst primitiv
ist, finden kann, in endlich viel Schritten zu einer quadratgleichen
Zahl vom Index 1, also zu einer unzerlegbaren quadratgleichen
Zahl. Eine solche Zahl finden wir aber auf folgende Weise.
Betrachten wir die charakteristische Gleichung der Matrix S(x);
sie ist vom Grade f. Alle Zahien x unseres Systems miissen diese
Gleichung fdentisch erfiilllen. Stellen wir sie auf, so haben wir
eine Gleichung fiir x, deren Koeffizienten Funktionen von & ... én
sind. Und zwar ist z. B. der Koeffizient von x*—= — d(x), der

n
Koeffizient des absoluten Gliedes == 4- /(—1)/S(x);. Nach unserem
Hauptsatz ist die linke Seite dieser Gleichung die f-te Potenz.
einer irreduziblen Funktion. Es ist, wie man leicht erkennt

1. B. Peirce (.
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mdglich, die & so zu wihlen, daB /S(x) /= 0 ist, aber a®=* un.
gleich 0. Dann haben wir durch das vorher gezeigte Verfahren
eine quadratgleiche Zahl, die sicher vom Modul verschieden ist, da
die zu ihr gehorige Zahl /S(x)/= 0 ist, wihrend /S(m) /=1 ist.

5.Kapitel
Ober das direkte Produkt und die primitiven Ringe.

Wir wollen hier zum SchluB einen spezielleren Abschnitt ein-
gliedern, dessen Resultate uns gestatten, die verschiedenen mog-
lichen Typen einfacher Systeme auch bei einem beliebigen Koef-
fizientenbereich ndter zu erkunden.

Hierzu betrachten wir eine Operation, die aus zwei Ringen
R und B eine dritte C =R X B erzeugt. Seien u; die Basiszahlen
von R, v, die Basiszahlen von B, so setze ich symbolisch u; v. =
Vx Ut = W und betrachte die nm GroBen als Basiszahlen eines
neuen Ringbereichs.

Den umgekehrten Vorgang nenne ich die Zerlegung von €=
R X B in seine direkten Faktoren. Man beweist leicht die Sitze
(vergl. dazu Scorza § 3 (13).

Satz 1. Hat R einen invarianten Teilring R,, so ist R, X B
invariant in R X B.

Satz 2. Ist R reduzibel, so ist R X B reduzibel.

Satz 3. Ist BXC (halb)einfach, so sind B und C (halb)einfach,

Satz 4, Das direkte Produkt zweier Matrizenringe der Grade
n und m ist ein Matrizenring des Grades nm.

Erweitern wir das Koeffizientensystem eines Ringes, so bleibt
der so entstchende Ring halbeinfach, da diese Eigenschaft nach
der Einleitung unabhdngig ist von der Wahl des Koeffizientenbe-
reiches; jedoch kann ein vorher irreduzibler Ring jetzt reduzibel
werden. Ein Ring, der einfach bleibt, auch wenn der Koeffizienten-
bereich auf die Gesamtheit aller Zahlen erweitert wird, heiBt ab-
solut einfach (z. B. alle Matrizenringe). Es gilt nun

Satz! 5. Hat der Ring R einen absolut einfachen Teilring
R,, dessen Modul mit dem Modul von R {ibereinstimmt, so ist

v
Sei Ry = (u;, uy...ux) absolut einfach, aix seine Multiplika-
tionskonstanten, (mz) die dazu gehdrige Matrix R(s).

1. \’ergl 6“ ) Seite 99, Anm. Der Satz ist dort nur bewiesen, wenn %;
Matrizenring, hier gegebene Beweis lehnt sich an Notizen von Prof, Schur an
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Jeder Zahl x von R ordne ich die = Zahlen ye =

3 e Wi Ue X Ue 20, Ich behaupte:
12
1.) y« ist mit jeder Zahl von R, vertauschbar

2,) Jede Zahl von R ist x = f 2 #ap e y5.

' ¥ [
zu 1.) Ye Ug = S e W Un X 0xf Uy = = Ty ¢fiz W Ug X Uy ==
ey Ly

Z My UF Ux U X Uy = UL Yo
a1

zu 2.) Ich setze ;1 = = 7af ux . ug = y m als Kernzahl von Ry,
af

d. h. o ist mit allen Zahlen von R vertauschbar. Dann ergibt sich:
fZncfUeyp = T Zaup Ua e W UB X Ue =T X e 1 X Ue =
«f

oftx
FX 3 mpe e e = X 2 7ux 7of U W UB Ux =
I xeaf
vy @ T e v T
fX Z mue oo cuf gpe teflly =X X maf Ur avB (f 2 mixcarapx) =
Leaf By 23
»or ot

4 [ ’
Xx ¥ Jtuﬂut:avﬂ8v981a=xznaﬂUaapﬂ:-x-m-—T—x.
afvot o«fp

Setzen wir jetzt z« = X mwap yB, SO ist X = X zx ux, Die
g «

Darstellung durch 2. ist eindeutig, denn aus x = = zg u« ergibt

Sich yg = Z s U US Zo Ug Uxr = X Zg T mpee Uy US Ug Ux =
120 o [£3
¥
X Zg 0fa ty =
oy

1 v 1
fSZaapudv EFEpﬂu Ze; alsoz¢=f2n¢pyp.q.e.d.

Die Zahlen z. bilden die Mannigfaltigkeit aller Zahlen von R,
die mit allen Zahlen von B vertauschbar sind. Sie bilden einen
Teilring R; von C und R=A, X R,.

Dieser Satz bildet die Grundlage aller weiteren Untersuchungen
auf diesem Gebiete, 'u. a. kann man mit seiner Hilfe auch hier
leicht den Hauptsatz dieses Kapitels beweisen, der zuerst ven
Maclagan-Wedderburn! formuliert wurde,

1. (8) Theorem 22,
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Satz 6. Jeder einfache Ring ist das direkte Produkt aus
einem Matrizensystem und einem primitiven System.

Hierbei verstehen wir unter primitiv ein System ohne Nullteiler.

Zum Beweise verweise ich auf die Arbeit von Maclagan-
Wedderburn. Man suche in A mit Hilfe der unzerlegbaren qua-
dratgleichen Zahlen i,...i. ein Matrizensystem B, flr das ix = exx
ist; dann sind die Ringe ix R = R primitiv und dquivaleni und
R ist das direkte Produkt aus B und einem dieser Ringe.

Beim Beweise werden folgende Sitze tiber primitive Systeme
gute Dienste leisten, die ich hier kurz zusammenstelle (teilweise
bewiesen bei Scorza (13)).

Satz 7. Ein primitives System ist einfach.

Satz 8. Jeder Teilring eines primitiven Systems ist primitiv.

Satz 9. Ein primitives System hat keinen halbinvarianten
Teilring; ein System ohne halbinvarianten Teilring ist primitiv.

Satz 10. Ein einfaches System ist dann und nur dann pri-
mitiv, wenn der Modul eine unzerlegbare quadratgleiche Zahl ist.
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