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In der vorliegenden Abhandlung soll ein erster Schritt zur
Integration einer allgemeinen partiellen Differentialgleichung zweiter
Ordnung mit beliebig vielen unabhingigen Variabeln gethan werden.

Nachdem durch Lie’'s Untersuchungen die Theorie der par-
tiellen Differentialgleichungen erster Ordnung abgeschlossen worden
ist, nachdem andererseits fiir die partiellen Differentialgleichungen
zweiter Ordnung mit zwei unabhéingigen Variabeln mehrere all-
gemeine Integrationstheorieen entwickelt worden sind, erscheint es
natiirlich, fiir eine partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung
mit » unabhéngigen Variabeln nach den Kriterien dafiir zu fragen,
dass ein Integral erster Ordnung — im Folgenden kurz als Zwi-
schenintegral bezeichnet — existiert. Dabei ist unter einem Zwi-
schenintegrale eine solche Function der Variabeln und der par-
tiellen Ableitungen erster Ordnung zu verstehen, welche einer
willkiirlichen Constante gleichgesetzt und dann in Verbindung mit
dieser als partielle Differentialgleichung erster Ordnung aufgefasst
nur solche Integrale besitzt, die (hchstens mit Ausnahme der
singuliiren) die vorgelegte Differentialgleichung zweiter Ordnung
befriedigen.

Im ersten Abschnitte werden zuniichst die allgemeinen
Typen mehrerer Differentialgleichungen aunfgestellt, welche Zwi-
schenintegrale von einer besonderen Form besitzen; daraunf wird
die Moglichkeit der Ausdehnung mehrerer bekannten Integrations-
methoden auf Gleichungen mit # unabhingigen Variabeln erdrtert.
Im zweiten Abschnitte wird fiir eine beliebige partielle Dif-
ferentialgleichung untersucht, wann ein Zwischenintegral existiert,
unter Zugrundelegung einer von Sonin benutzten Methode. Der
dritte Abschnitt behandelt einen interessanten speciellen Fall.
Am Schlusse findet sich die wenig umfangreiche Litteratur zusam-
mengestellt, soweit sie dem Verfasser bekannt geworden ist.



I.

1. Es sollen im Folgenden die unabhiingigen Variabeln durch
Z,, Ty, .+ .y %,, die abhiingige Variable durch #, die partiellen Dif-
ferentm.lquot]enten erstér und zweiter Ordnung durch -

0z o'z .
rr o, bzw. Gz on. — Pe Gk=12..,n

bezeichnet werden.

Am einfachsten zu behandeln sind diejenigen Gleichungen,
welche die abhingige Variable sowie deren partielle Differential-
quotienten linear enthalten. Unter diesen sollen diejenigen, welche
von den partiellen Differentialquotienten zweiter Ordnung nur die
gemischten,

o'z )
Po = Gz om, C=h
enthalten, als Laplace' sche Gleichungen bezeichnet werden.

Die Frage, wann derartige Gleichungen auf Gleichungen erster
Ordnung zuriickgefilhrt werden konnen, verursacht keine beson-
deren Schwierigkeiten und kann als erledigt angesehen werden.
Dieselbe Bemerkung gilt beziiglich der allgemeinen linearen Glei-
chungen, welche passend als Legendre’sche bezeichnet werden
kinnen. Es kann ni#mlich wie bei zwei unabhiingigen Variabeln
durch Integration einer Differentialgleichung erster Ordnung jede

Legendre’sche Gleichung im allgemeinen auf eine Laplace’sche
zuriickgefiihrt werden.
Es sei

kd 0%
1 B, 2 4+0=0
@ E“Et ® 52,0z, "'21 'e

die vorgelegte Gle:chung, wo C die Unbekannte # linear enthilt.
Bei Einfilhrung der neuen unabhéingigen Variabeln

E=E@,2,...,2) (=12...,m
und Benutzung der Transformationsformeln

de n 08 0

o _ 300 O

oz, 2,08 gz’

8% non ( o' E& ok, N 05 a’éi )
55,07, — E‘ ,§1 OE,0F, Oz, ox, ' O, 0,02,



geht sie iiber in:

0, 0§, 0%,
@ Eag ag,,?‘*“’ oz, 0z, T2 2( -y A'*axam)az +0=0,

p,0 1%,k

wobei in den Coefficienten die alten Variabeln durch die neuen
ersetzt sind. Werden nun die Functionen £ so gewihlt, dass sie
die Differentialgleichung

ot ot
(3) a A;kaixi aa,’.! =0

befriedigen, so ist die transformierte Gleichung eine Laplace’sche.
Wie niitzlich diese einfache Verallgemeinerung werden. kann,
zeigt die Gleichung

Oz oz  d% % 1 (263_2_61) 0
ox; ' Ox,0xz, Ox0r, Ox0x, &,+, ’

or, 0z, oz

welche Forsyth aufgestellt und ausserordentlich umsténdlich in-
tegriert hat. Fiir die Gleichung (3), welche hier lautet:

ey 2.2 _® & & _,

a,) ¥ as, Gw, 6w, G,  Ou, 6w,

lisst sich ohne weiteres das vollstindige Integral angeben:
£ = a,z +a,2,4 bz, +a,,

wo die im tibrigen willkiirlichen Constanten a,, a, 0, b durch die
Gleichung
@+ ab—aa,—ab =0

verbunden sind. Wihlen wir zur Transformation die einfachsten
particuliren Integrale

b =2, t2+2, =2, § ==,
so lautet die transformierte Gleichung:

d% _ 1 0g 1 oz
OE,0F, E,+E O, §&+E Of,

Diese Gleichung wird aber durch Anwendung einer einzigen
Laplace’schen Transformation in eine andere verwandelt, deren
erste Invariante verschwindet; sie ist also durch Quadraturen in-
tegrierbar.

Eine noch grossere Vereinfachung gewihrt die angegebene
Transformation bei dem Vivanti schen Beispiele:

= 0.
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8%z d'z 0%z
7 '+£ x’+36.v’+96.:r:6m +86z16xs

6' 1 0z
dz,0z, «,+x,— 8, (ax t o, oz, +e—a;,) =0

+3

Diese Gleichung geht bei Benutzung der einfachsten particﬁlﬁren
Integrale der Gleichung (3),

E =u—x, & = 2—2, § = z,+x,—97,
und Einfilhrung der neuen abhingigen Veridnderlichen

o
3,

in eine lineare Differentialgleichung erster Ordnung fiir ¢ iiber.
2. Den linearen Gleichungen stehen diejenigen am néchsten,
welche ein Zwischenintegral von der Form

4) Pty Uy ooy ) =
besitzen, wo w, u,, ..., #, bestimmte Functionen der Variabeln und
der ersten Ableitungen sind, wibrend ¥ eine willkiirliche Function
seiner Argumente bezeichnet.
Die allgemeine Form dieser Gleichung erhalten wir, indem wir
durch Differentiation der Gleichung (4) bilden:
r ooy fdu, - I
P —( ¢+ E P

) =
e=10u, dz, o ap,

=t

0, k=12...,7)

— WO
du ou ou

dz, ~ oz, thiy,

gesetzt ist — und die Grossen -g% eliminieren:
e

n
| & ou

—L& | =0 (e, k=1,2,...,n)
@, * 21,

®

Die Entwicklung fiihrt zu einer Gleichung, in welche die partiellen
Differentialquotienten vermittelst der Determinante |p,, | und deren
simtlichen Unterdeterminanten eingehen, withrend die Coefficienten

sowie das von den p,, freie Glied Functionen der Variabeln

xs
* und der Differentialquotienten erster Ordnung sind. Die allge-
meinste (Hleichung dieser Art enthilt, wie leicht zu sehen,



Coefficienten.

Dass nicht umgekehrt alle Gleichungen der so charakterisierten
,Ampére'schen® Classe Zwischenintegrale von der Form (4) oder
iberhaupt Zwischenintegrale besitzen, zeigt die citierte Forsyth’
sche Gleichung, fiir welche kein Zwischenintegral existiert. Viel-
mehr miissen, damit jedes Integral von (5) einer Relation (4) ge-
niige, die m Coefficienten m —(n 4 1) Bedingungen erfiillen, welche
sich sofort hinschreiben lassen.

Wir werden im dritten Abschnitte auf diese wichtige Classe
ausfiihrlicher zuriickkommen.

3. Unter den fiir Gleichungen zweiter Ordnung mit zwei un-
abhiingigen Variabeln entwickelten allgemeinsten Integrationstheo-
rieen erwihnen wir die von Darboux und Sonin, welche die
Ampére-Boole sche Methode als Specialfall umfassen. Wihrend
wir die Sonin’sche Methode im zweiten Abschnitte anf Gleichungen
mit beliebig vielen unabhiingigen Veridnderlichen ausdehnen wollen,
soweit es in unserem Plane liegt, wollen wir hier noch die Dar-
boux’sche Methode nach dieser Richtung hin priifen.

Die Darboux'sche Methode, welche in neuester Zeit die Ver-
anlassung zahlreicher Untersuchungen geworden ist, hat urspriing-
lich Ampére’sche Gedanken zur Grundlage, wurde aber allmiihlich
in ein geometrisches Gewand gekleidet, nachdem der Begriff der
charakteristischen Mannigfaltigkeit ans der Theorie der Gleichungen
erster Ordnung mit der entsprechenden Erweiterung heriiber-
genommen worden war. Wie jedoch diese Methode keineswegs
allgemein ist und gerade bei den wichtigsten Gleichungen oft ver-
sagt, so scheint sie auch nicht auf den Fall von » Variabeln in
dem gewiinschten Umfange ansgedehnt werden zu konnen. We-
nigstens sind die bis jetzt gemachten Versuche nicht von dem ge-
wiinschten Erfolge begleitet gewesen.

Man kann bei dem Versuche der Verallgemeinerung beispiels-
weise von der Bemerkung ausgehen, dass alle bisher entwickelten
Methoden darauf hinzielen, an die Stelle der Differentialgleichung
mit zwei unabhéingigen Verénderlichen ein System von Gleichungen
mit je einer Unabhingigen zu setzen. Alsdann besteht die Ver-
allgemeinerung der Darboux’ schen Methode darin, Hiilfsgleichun-
gen zu construieren, in welchen die Anzahl der unabhiingigen Va-
riabeln wm 1 kleiner ist als in der vorgelegten Gleichung; fiir drei
unabhéngige Variabeln sollen also die Hiilfsgleichungen ein System
von Differentialgleichungen mit einer gewissen Anzahl abhéngiger
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und zwei unabhiingigen Variabeln bilden. Aber die Ausfithrung
fiilhrt selbst bei den einfachsten Beispielen zn unentwirrbaren Rech-
nungen. Awuch lehrt dieses Verfahren nicht, hinsichtlich einer vor-
gelegten Differentinlgleichung iiber die Existenz eines Zwischen-
integrales zu entscheiden, worauf es bei Anwendungen hatptséch-
lich ankommt.

Ein anderer Weg scheint sich darzubieten durch Verallgemei-
nerung des Begriffes der Charakteristiken, z.B. im Sinne der
Cauchy’schen Problemstellung. Aber die (»—1)-dimensionalen
Punktmannigfaltigkeiten, die zu diesem Zwecke zu definieren sind,
werden darch Gleichungen bestimmt, welche die in ihmen bis zur
zweiten Ordnung auftretenden Differentialquotienten nicht linear
enthalten, und verwehren dadurch von vornherein die Anwendung
der Darboux’schen Methode.

4. Die im Folgenden dargelegte Methode ist praktisch leicht
anwendbar; insbesondere lassen sich mit ihrer Hiilfe die in der
Litteratur sich vorfindenden Beispiele schnell erledigen, zumal da
sie simtlich der Ampére schen Classe angehdren. Weitere Bei-
spiele anzugeben haben wir uns versagt, da die Theorie der con-
tinuierlichen Gruppen in Verbindung mit derjenigen der Differen-
tialinvarianten es gestattet, Gleichungen von sehr allgemeiner
Form in beliebiger Anzahl zu construieren, welche Zwischeninte-
grale besitzen. (Vgl. Lie, Zur allgemeinen Theorie der partiellen
Differentialgleichungen beliebiger Ordnung.  Berichte der Xgl.
Séchs. Gesellschaft der Wissenschaften zu Leipzig, 1895, p.53—128).

IT.

1. Wir gehentnumnehr dazu iiber, die notwendigen und hin-
reichenden Bedingungen dafiir herzuleiten, dass eine partielle Dif-
ferentialgleichung zweiter Ordnung

(1) f(mu Lyy ooy Tyy &) Pry v ooy Pui Duyy - '9?:-) =0
ein Zwischenintegral besitzt.
Der Kiirze halber mége die vorgelegte Gleichung in der Form

f(x, 2 p Pa) =0

geschrieben werden.
Es kann ohne Beschriinkung der Allgemeinheit der Unter-
.+ suchung angenommen werden, dass die Gleichung f = 0 nicht in
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Bezug auf siimtliche Ableitungen zweiter Ordnung linear ist. An-
genommen némlich, sie habe die Form

n n
(1% I Agupga'l'B =0,

e=10=1
wo die Coefficienten 4,,, B von den p,, nicht abhingen, so wenden
wir aunf sie die Verallgemeinerung einer bekannten Beriithrungs-
transformation an, welche zuerst von Lagrange angegeben worden
ist, in der Regel aber nach Legendre bezeichnet wird. Wir
setzen nimlich, indem wir mit |, 2/ neue Variabeln, mit p/, p,
die ersten und zweiten partiellen Ableitungen von & nach den )
bezeichnen:

n
d ==zt 3 Pz, z, = p,.
. =1
Es folgt alsdann:
n
de' = —de+ X (p,dz,+ z,dp,)
e=1
n
= 23 z,dp,
e=1
n
= z, dz;
pzl e e
also
o=z,
no n (=12,...,%)
de, = 2 Pigdz, = E Pio Do 0T,
=1 =1
Hieraus ergeben sich folgende Gleichungen fiir i =1, 2, ..., n zur

Bestimmung VOR Py Pigy v oy Pint

& ’
E PPy = 11
0=1

bt =1,2,...,%
n ( h=+ )
E p;upas =0,

g=1
und als Lisungen dieser Systeme:

A
P, = A':’

wenn mit 4' die Determinante
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| 2; | G k=12...,n)

mit 4} die dem Elemente pj, complementiire Unterdeterminante
(n—1)¥* Ordnung bezeichnet wird.

Durch die vorstehende Transformation wird die lineare Diffe-
rentialgleichung (1*) in eine andere (der Ampére schen Classe)
iibergefiihrt, welche in Bezug auf die partiellen Ableitungen zweiter
Ordnung von mindestens dem (»—1)%* Grade ist. Die Integrale
der urspriinglichen und der transformierten Gleichung stehen in
ein-eindeutiger Beziehung, da aus den abgeleiteten Formeln sich
auch umgekehrt

n
— I Lol
=4+ 3 s,
ergiebt.

Es kann und soll ferner angenommen werden, dass die Glei-
chung (1) mindestens einen der partiellen Differentialquotienten
p,, und zwar nicht linear, enthdlt; diese Voraussetzung wird nd-
tigenfalls durch eine lineare Transformation der unabhingigen
Variabeln erfiillt.

Hierdurch ist die Anwendung der zu entwickelnden Methode
auf alle partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung er-
miglicht.

2. Es werde von jetzt an die Zahl » der unabhingigen Va-
riabeln stets > 2 voraunsgesetzt.

Unter den #* Grissen p, sind » von der Form p, enthalten.

Die n(n—1) iibrigen geniigen den n(ﬂg* 1) Bedingungen

)] Pa = Puj
die Zahl der verschiedenen Grissen p, betrigt demnach

n+-n(n2——l) _ n(ng-{—l)

Wir ordnen jetzt der Gleichung (1) das folgende totale System
von n+1 Gleichungen zu:

n
de— 3 p,dz, = 0,
o=1
® -
d.pn_' 2 pﬁpqu = 0. h=12...,n)
e=1

Fiihren wir dann folgende Bezeichnungen ein:
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n
]
X0 = s +Dge+ Z 20 o
ap o _ dp
a:"‘p;a' - dﬂ' = ‘b
also
oy
X, (@) = v* + E Pa 6p

so driicken die ~”(L21)- Gleichungen

(4:) X, (pﬂ-) = X, (pu:)

zusammen mit den Gleichungen (2) die notwendige und hinreichende
Bedingung dafiir aus, dass das System (3) vollstindig integrierbar
sel.

Wenn es nun gelingt, die Grdssen p, so durch z,, ,,..., 2,
2, D,y Dy, ..., p, auszudriicken, dass die Gleichung (1) sowie die
Integrabilititsbedingungen (4) erfiillt sind, so wird durch die voll-
stindige Integration des Systemes (3) das vorgelegte Integrations-
problem gelost. Die Integrale des Systemes (3) werden als Inte-
grale erster Ordnung oder kiirzer als Zwischenintegrale der Glei-
chung (1) bezeichnet. Offenbar stimmt die friither gegebene De-
finition mit dieser itberein.

Es bezeichne

®) P(Eyy Byy ooy B} 85 Py Doy o v vy P
ein Zwischenintegral der Gleichung f = 0. Die Gleichungen

6 ® __0 (k=1,2..,%)
(6) o® + ‘E Pep,

driicken die notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafiir
aus, dass die Gleichung (5) ein Integral des Systems (3) ist. Da
fiir n > 2

n(n+1)
—T—>ﬂ+1

ist, so wird es im allgemeinen unmdglich sein, ans den Gleichungen
(6) in Verbindung mit der Gleichung (1) die Grossen p, zu be-

stimmen,
3. Aus der Gleishung (B) bilden wir folgende Ausdriicke:

dop Op  op
g™ . 2P —
@ A= ap,’ Do a-pt apu
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welche wie @ selbst zunéichst als Functionen von z,,...,x,; #;
Py, ..+, P, zu betrachten sind. Zwischen den »* Grossen w, be-
stehen die Bezichungen

1 1
w; = 1, 0y = ! @, 0, = 0,,
ik

aus denen sich ergiebt:

k—1
g =
@, = 'Hlmq' g+1* =k
1=

Es sind daher nur die »—1 Grssen

@gy gy o ooy Wpypqy 0oy @

n=ln

als voneinander unabhiingig anzusehen.

Mit Benutzung dieser Bezeichnungen gewinnen wir ans (6)
folgende Darstellungen:

n
® by = &— E,pg)‘mgi; (t=12...,n
e=1
der Accent am Summenzeichen soll dabei andeuten, dass der Wert
@ = i von der Summation auszuschliessen ist.
Werden diese Werte in die Gleichung (1) eingesetzt, so muss

die entstehende Gleichung
(9) f(‘vu gy ooy Buy &3 Py Pay oo 00 Py “1_§’p@1 @15

Pigy v vor Prai =+ o p.up.n-u,a..—gZ’p@.mg.) =0

unabhéingig von den Grossen p,, (i = k) erfiillt sein, d.h. es miissen
die einzelnen Glieder der entsprechenden Taylor’schen Entwick-
lung der linken Seite dieser Gleichung verschwinden. Es ergeben
sich die Gleichungen:

10 f@; 25 b ¢,;0,...,0; ...;0,0,...,¢) =0,
(1) o _¥ L5 far

@
" aPi a.pa a.pn ! b, = @,
ir) Pua = o,
12 (ougr—getmg) f=0) 5 =0
t,k= l,2,...,n;i2k;
( r=1323.... )

Das System (11) enthilt ﬂ"—{-ﬂ Gleichungen, das System (12),
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bei dessen Aufstellung eine bekannte symbolische Bezeichnung be-
nutzt ist, eine von dem Grade der Gleichung (1) abhingende An-
zahl von Gleichungen. Durch die Gleichungen (10, 11, 12) wird
die Identitdt (9) vollstindig ersetzt. lhnen miissen die aus dem
Zwischenintegrale ¢ = ¢ gebildeten Ausdriicke (8) geniigen.

Zu bemerken ist, dass die Gleichung (10) einer oben gemachten
Bemerkung zufolge als nicht von siémtlichen o, frei vorausgesetzt
werden kann.

4, Handelt es sich nun um den Beweis der Existenz oder
die Bestimmung eines Zwischenintegrales, so sind zunidchst aus
den sofort hinzuschreibenden Gleichungen (10, 11, 12) die Grissen
«,, o, als Functionen der z,, #, p, zu berechnen. Wird dabei an-
genommen, dass die sdmtlichen o, vermittelst einer ohen ange-
gebenen Formel durch die n—1 Grissen ,,,, ausgedriickt sind,
so betrigt die Zahl der Unbekannten 2r—1.

Es sind nun zwei Hauptfille zu unterscheiden. In dem ersten,
welcher vollstéindig erledigt werden kann, setzen wir voraus, dass
die Zahl der in (11, 12) vorkommenden voneinander und von (10)
in Bezug auf die Unbekannten «,, @, unabhingigen Gleichungen
genau 2n—2 ist, so dass aus ihmen und der Gleichung (10) die
Unbekannten berechnet werden konnen. Im zweiten Hauptfalle
ist die Anzahl der in jenen Systemen enthaltenen unabhingigen
Gleichungen < 2r—1. Der Fall, dass diese Anzahl > 2r—1 ist,
muss ausser Betracht bleiben, da fiir diesen die Aufgabe in jedem
Falle unlosbar ist.

5. Es sei zunichst 2n—1 die Anzahl der in (10, 11, 12) auf-
tretenden unabhingigen Gleichungen; unter ihnen befindet sich auch
die Gleichung (10). Nach Bestimmung eines Wertsystemes der
«,, o,, welches diese Gleichungen ertiillt, ist ¢ als gemeinsames
Integral folgender linearer partieller Differentialgleichungen erster
Ordnung zu bestimmen:

A‘A(‘P) +P.s +“5 ap = 0:
(13)
Op =0

R,(p) = P — 0y —=— op,

. h=12...,n;
(i, E=1,2...n9; izk;)
deren Coefficienten «,, m, bekannte Functionen der als unabhingig
zn betrachtenden 2» + 1 Variabeln z,, 2, p, sind.
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Um zu untersuchen, ob diese ____n(n2+ 1)

meinsame Liosung besitzen, haben wir in bekannter Weise zu ihnen
die Systeme

Gleichungen eine ge-

A4,(4,(@)—A4(4,(9) =0,
(14) A‘L (‘Q'ib (‘P)) -8, (Ab( (P)) = 0,
2,(R2,(9)—L,,(R,(9) =
(r,e = 1,2,...,m; h i,k wie oben;)

hinzuzunehmen. Die Ausfilhrung der Rechnung ergiebt fiir das
erste System:

o9 op _
Ar(“l)Fp_: (“) apr - 0!
fiir das zweite:

0
Aﬁ(m fP +‘Q'a( A)a = ?

doch ist zu beachten, dass dlese letzteren Glelchungen fiirh=4¢ in

dtp Op _
+‘A (ma} 6}7 +‘Qu( f) 6P. - O!

fiir h =k in

dp

a + (‘Qn (“ 0
iibergehen; das dritte System erhilt die Form:

9 %9 __ > >
‘gn (mu) ap* sail(wﬂ) ap’ = 0. @ <k' ’ <s')

Die grosse Zahl dieser Gleichungen vermindert sich aber sehr
betrdchtlich. Um die wesentlichen unter ihnen zu erhalten, miissen
wir auf die Eigenschaften der Operationssymbole 4,, &, niher
eingehen.

6. Bezeichnen wir mit Z eine dieser Operationen, so gehorcht
Z, wie man sich leicht iiberzeugt, den folgenden Gresetzen:

Zpty) = ZW)* Z(), Z() =,
Z-g) = vZ@)+1Z(@),

() =2

Fir das Symbol &, gelten ferner die Regeln:



'ﬂu(ﬁ") = 0, @) = —mu'g(k(¢)9
k-1
,() = oé{”a,wq—t ‘99.94-1 (®),

wobel noch nach einer fritheren Formel

t+4p—2

@, o1 T II @5, 541
G=1
zu setzen ist.
Hierauns ergiebt sich:
(a) A4, (2 (W) — R, (4, (¥)

—_ k-1
( E 4y i+p-1 Q.Q-H 'J’)) Eim:,wq—:'ﬂq,g-!-:(ﬁb('p))

1

= E_ { (m:' -1 9.Q+1(¢)}—m,,,-+9_lﬂg‘ Q+1(An(¢))}

i

ad»ﬁ

{“’4 H-Q—I[A (‘Q‘g e+1(¢')) ‘0, g+1 (A,,(tf)))] +£'9, 9+1('1’) Al(wi, c+9—-:) l s

(b) 4, (2, (@) — 2,.(4.(®)
= - An (W.u L, ("")) + o, 82, (Ak ("I’)) .
= —o,l4, (‘Qn (#")) -8, ('A'A (w))] -2, (d’) 4, (ID“) ’

© 2, (2, (@) —£,,(2.(¥)

= oér{ ﬂu (mr. ri0=1 “Qe. 9+1(¢)) —a, r+o-1" ‘Q'e. e+1 (‘ﬂn (‘d’)) }

= 3 (001l )~ R CulO B2l

(d) 2, (Q'Q.'g-l-l (ﬁ’)) - ‘Q‘q. g+l (“Qii (¢))

k—
= ag: { 0, ; po—1 [‘Qu, a1 (ﬁ‘ o+t (ﬁ‘))) - Q"‘ ¢+ (‘ga, 641 (‘b))]

;014 (¥) &, ‘0 01 (i 0-1) }

‘Wenn also die Gleichungen
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4,(4,(9)—4,(4,(9) = 0,
"Q'q, o+1 (‘P) = 0, A
4, (SZ'Q, o+ (o) — ‘Qg, o+1 4, (p) =0,

ﬂq,@+: (R, 541 (@) — R, 644 (‘QQ, q+1(9’)) =0,
8 h=12..,n ¢ 6=12...,n=1)

(15)

erfiillt sind, so bestehen sémtliche Gleichungen der in Nr. 5 auf-
gestellten drei Systeme (14).

7. Das Gleichungssystem, welches durch die dritte der Glei-
chungen (15) dargestellt wird, zerfdllt in drei Gruppen, welche
nach Nr. 5 folgende Form haben:

@ (7]
4, (0, 1) F‘fp— + &, 1 (@) 'a—(’i =
+ 4 (me, ¢+J 6 +‘9¢ i+1(“i) ap, =0,

d
Tz +o, (4isy (mt.i+1) +8 4 ()] Wq:-; = 0,
(k =1,2.,.,n;1=12 ...,ﬂ*—l,)

hZi, hZi+1

von denen die erste (n—2)(r—1), die zweite und dritte je n—1
Gleichungen enthalten. (Die hier und im Folgenden auftretenden
die Zahl « iiberschreitenden Indices sind immer modulo n zu re-
ducieren,) Nehmen wir zu diesen % (n — 1) Gleichungen die anderen:

4,(9) =0,
Q‘.H—l(q'") = 0,
4,3 —4,0)2 — o
D, ap,
Q@,Q+1(ma,o+l) g_;:'—ﬂa.ﬁ:(m ,q+z)“gp% = 0,
hyrye=12..,05¢0c¢=12..,0n—1;r<s

hinzu, so ergeben sich folgende Bedingungén fiir die Grissen
Cuy @y gyqt
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Ay (0, 31) = By, 141 042 () = 0,
A,(e)-o,4,@) =0,

0 g3y Ry o0 (0) F 0 11y Ai(0,440) + 8411 (@40) — Aoy (0,040) = 0,
R 041 (00,041 — B 5, 4.1 (0y, 04) = 0.

G=n i+1=hn)

(16)

Sind diese erfiillt, so ist ¢ aus folgenden Gleichungen zm be-
stimmen :

6_'3’=0
-y

¢/
3&%+ (&timil—jﬂnmﬁ+1,,£n(mk.h+ l)—p;mu‘gﬁ. b1 ('x")) ap,

0 )
a7 ",jtz" + (40 14) Dy, + R (@) @) FEI = 0,

9p op __
st op, = O

h=12..,n;t=12.,.,n—1)

Die n—1 mittleren Gleichungen von (17) kitnnen offenbar er-
setzt werden durch die # —2 Bedingungen:

4, (mi,ﬂ-l) [P (2)w, = 4, ("’s+:. ) @1+ 241, 10 ()] @49, 1

G=12...,n—2)

und die Gleichung:
0 0
e T @) oyt Q@) 58 = 0,

sodass die Systeme (16, 17) folgende endgiiltige Form annehmen :

4, (@, 1) + @y 41 2 110 () = O,
.A., (“a) - a,, ‘A'c (“s-) = 0?

) oy i1 (CAR X Ai(wi, w) + 2, (@40)
(16*) — 4y, (w" w) =0,
8 (04 ) — 04 2 1 (@,4) = 0,
A (0, 44) 0,0+ R a4 (@) oy = Ay (D4, 40)° Qg1

+ 2, 4s (#i49) @ 43,15
g%
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0 0

ﬁ'—: + (¢, @y — 25 Oy, 1 Ai (@ 540) =220 13 & 1 () —t')‘—g: = 0,
dtp

(17%) + (4, (w,y) 0, + 2,4 (“1)) =0,

99 dp

By VO,
hrns =12 ...,n;4k=12,...,n—1)

= 0.

Statt der Variable p, hiitte in (17*) irgend eine andere p, be-
vorzugt werden konmnen.

8. Das unter Voraussetzung des Erfiilltseins der Bedingungen
(16*) zur Bestimmung von ¢ dienende System (17*) definiert durch
2n lineare partielle Differentialgleichungen erster Ordnung eine
Function von 2n+1 Variabeln. Ersetzen wir daher die Variabeln

xlfxll "'!wll; z; pﬂ’ "'lpn!pl
durch die neuen

:U” x!! b | xs\! mn+l’ xn-l-!’ Loty xln? wl

das System (17*) selbst durch

(18) 4,(9) = -—HX, % _0, C=12..m
so miissen die Gleichungen (18) ein vollstindiges und folglich wegen
ihrer besonderen Form ein Jacobi'sches System bilden, es miissen
also zwischen den Coefficienten X, die Beziehungen

(19) Ai (Xb) = A:. (X() Gk=1,2..,m)

stattfinden.
Die Gesamtheit der von den 2n—1 Grissen e, o, zu erfiil-
lenden Bedmgungen betrégt hiernach

ﬂ(ﬂ 1)

r—2)n—1)+——"L+n—1)+n—-2) +

+u(2n 1) = 4n(n-1).

Sind diese séimtlich erfiillt, so ergiebt sich ein Zwischenintegral
aus dem Jacobi schen Systeme (18) durch Integration einer Dif-
ferentialgleichung erster Ordnung.

Ist das System (18) ein Jacobi'sches, so kann ihm in be-
kannter Weise ein vollstindig integrierbares System linearer to-
taler Differentialgleichungen erster Ordnung zugeordnet werden,

(n—1)(n—2)
2
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dessen Integration ein der Integration des ersteren dquivalentes
Problem ist.

9. In dem jetzt zu betrachtenden zweiten Falle ist die Mag-
lichkeit zu untersuchen, dass sidmtliche Gleichungen der Systeme
(11, 12) befriedigt werden, wenn weniger als 2n—2 unter ihnen
mit (10) verbunden werden.

Es werde zunéichst angenommen, dass jene Thatsache eintritt,
wenn #— 1 jener Gleichungen mit (10) combiniert werden. Aus
den n Gleichungen bestimmen wir — die Auflisharkeit voraus-
setzend — die » Griossen @, als Functionen von z,, 2, p,, o,, und
es sel

(20) o, = 8,(0,) = 6, ({'3):
indem wir die Grissen (o, =) o besonders schreiben, welche, wie
man sich leicht iiberzeugt, im allgemeinen notwendig in den Aus-

driicken @ enthalten sind. Die Gleichungen (8) erhalten jetzt die
Form:

"
(a1) Py = 6, (m)“(‘g; Bys O

Da die Gleichungen (10, 11, 12) der Gleichung (1) dquivalent sind,
so ergiebt sich durch Einsetzung:

22) f(@=,=2p,0, (m)_gz.‘:!pg: @17 Prgy v+ oy ®n(m)__§rp@|mgn) = 0,

eine Gleichung, welche in Bezug auf die Gréssen p,, w, identisch
erfiillt ist. Wir differentiieren sie zweimal in Bezug auf p, und
erhalten mit Benutzung der Gleichungen (21):

of _of of _
(23) e o o O
o'f of of | OF
z L9 2 —
" opt T “u Tp, 0pa T Opy 0w T Oph
(24) 8t f a'f
— 20, =——— + o

+ol =5 = 0.
o OBy | Gl

Werden die n—1 Grossen o, ,,, aus diesen »n(n—1) Gleichungen
eliminiert, so ergeben sich (n—1)" partielle Differentialgleichungen
zweiter Ordnung, welchen die Function f geniigen muss.

10. Sind die soeben aufgestellten Bedingungen erfiillt, so ist
nach Ermittelung der Werte (20) das Zwischenintegral ¢ aus den
Gleichungen
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25) G, = g;f +p dz+@( ) =0
h=12...,m)
zu bestimmen, wobei die Grossen @ durch ihre Werte

O . O
dp, ~ op,

0, =

zu ersetzen sind. Indem wir z,,...,%,, 2, p,, ..., P, als die un-
abhéingigen Variabeln betrachten, haben wir nach Jacobi die
Gleichungen

(26) G=(@G,q)=0 (hk=12...,n)
zu bilden. Ergiebt sich nun, dass erst die Gleichungen

G=0,6G,=0...,G =0 r>=m+1)

in Involution sind, so ist die Bestimmung eines Zwischenintegrales
unmiglich. Bilden dagegen schon die Gleichungen

G, =0,6=0,..,6G =0 @=s<;m+1)

ein Involutionssystem, so kann ein Zwischenintegral in bekannter
Weise bestimmt werden.

Die Anzahl der willkiirlichen Constanten, welche bei den in
Rede stehenden Integrationen auftreten, ist leicht in jedem Falle
zu bestimmen.

Es ist zu beachten, da.ss in den Gleichungen (25) die gesuchte
Function ¢ explicite nicht anftritt und dass, falls jene in Bezug
auf die Ableitungen von ¢ linear sind, die Klammerausdriicke
(G, @,) sich auf

G, (G,(9)— G.(G.(9)

reducieren; sind letztere also sémtlich null, so ist das System
(2b) ein Jacobi'sches.

11, Um endlich den allgemeinsten Fall zu betrachten, nehmen
wir an, dass die sdmtlichen Gtleichungen (11, 12) befriedigt werden,
wenn man aus ihmen #—r—1 Gleichungen heramsgreift und mit
der Gleichung (10) verbindet. Die ganze Zahl r unterliegt dabei,
wenn der zuerst behandelte Fall ansgeschlossen wird, der Bedingung

—n-1) <r=n-2;
im entgegengesetzten Falle néimlich ist entweder von vornmherein

sicher, dass kein Zwischenintegral existiert, oder aber die vor-
gelegte Differentialgleichung ist nicht von der zweiten Ordnung.
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Ist nun » > 0, so bleiben von den 2u—1 zun bestimmenden
Grossen «,, o, ., #—1+r Grossen willkiirlich, also etwa ausser
den w, ., noch bei passend gewihlter Bezeichnung

Oyy gy very By
welche demnach ebenfalls auf der rechten Seite der Gleichungen

e, =0, k=12...,0—1)

auftreten. Es wird alsdann die Gleichung (22) auch in Bezug auf
Pisy Pagy + - -5 D, eine Identitdit, und f geniigt daher weiteren, den
Gleichungen (23, 24) hinzuzufiigenden Differentialgleichungen, bei
deren Erfiilltsein #hnlich wie in Nr. 10 verfahren werden kann.

Fiir » = 0 erhalten wir den vorher betrachteten Fall. Fir
r <0, r = —p, sind nur n—1—¢ = » der Grissen w,,,, etwa
© ) Wyg -+ o 0, ., Willkiirlich, wiihrend die fibrigen, o,, 115+« Ouyw °
durch sie bestimmt sind. Hierdurch verringert sich die Zahl
der aus (23, 24) hervorgehenden Differentialgleichungen fiir die
Function f.

12. Das erlangte Resultat lisst sich folgendermassen aus-
sprechen:

Fiir jede partielle Differentialgleichung zweiter
Ordnung mit beliebig vielen unabhéngigen Variabeln
lisst sich allein durch Eliminationen und durch Dif-
ferentiationen entscheiden, ob ein Zwischenintegral
existiert.

Existiert ein solches, so kann es durch Integra-
tion eines vollstindigen Systemes partieller Diffe-
rentialgleichungen erster Ordnung gefunden werden.

I1T.

1. Von entscheidender Bedeutung fiir unser Problem sind
offenbar
1) das System (4) der Gleichungen (10, 11, 12) des zweiten
Abschnittes,
2) das System (B) der Differentialgleichungen, welche aus den
Gleichungen (24) bzw. aus den im allgemeinen Falle sie
ersetzenden Gleichungen folgen.
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Die Anzahl der aus (4) zu bestimmenden Grdssen e, @, ,, ist
9n—1, die Anzahl der Gleichangen (10, 11) ist 1+f(”2“ D Die
Gleichung

n(n —l)-

) +1 = 2n-1

ist fiir » = 4 erfiillt. Sind also fiir eine Gleichung mit vier un-
abhiingigen Variabeln die Gleichungen (10, 11) in Bezug auf die
Unbekannten unabhiingig, so miissen, falls tiberhaupt ein Zwischen-
integral existieren soll, die Gleichungen (12) eine Folge von ihnen
sein.

Hiernach ist der Fall n = 4 als der einfachste Fall zu be-
trachten.

2. Fiir beliebiges n sind diejenigen Gleichungen die einfach-
sten, fiir welche das System (B) identisch erfiillt ist. Die Be-
trachtung der Gleichungen (23, 24) lehrt aber, dass dies dann und
nur dann der Fall ist, wenn die Gleichung f = O der im ersten
Abschnitte charakterisierten A mpére'schen Classe angehsrt. Fiir
eine Ampére sche Gleichung kénnen also die Functionen @,(w)
ohne weiteres bestimmt werden.

Um an einem einfachen Beispiele die Rechnung durchzufiihren,
wollen wir uns die Gleichung

b, k=1,2,...,n
f— 0 ("l 38y v ey )
|Pn,l ! Pa = Pu

welche als Gleichung der abwickelbaren Flichen bezeichnet werden
kann, zur Integration vorlegen, Fiir diese lautet das System (4):

e o,.. .6 =0,
Oy Oelly ...+ 0,0, 0. .0 =0,
Oy Oy g oo Oyt 00, 0. . .0, =0,

welches befriedigt wird durch die Werte
o, =, == @, = 0,

wihrend die simtlichen @, ,,, willkiirlich bleiben. Die Integra.tmn
der Gleichungen

9 99 _
o, TP =0

ergiebt als Liosung das Zwischenintegral

o
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= @D,y 0np) =¢

fiir ¢ als eine willkiirliche Function. Das vollstindige Integral
dieser Gleichung erster Ordnung, welches sofort hingeschrieben
werden kann, zeigt, dass die Integralfliche die Enveloppe einer
Ebenenschar ist.

3. Die Ampeére’schen Gleichungen mit drei unabhéingigen
Variabeln stehen denen mit zwei unabhiingigen Variabeln insofern
nahe, als von den Grissen «,, », eine willkiirlich bleibt. Anuf
dieser Thatsache kann man daher eine Theorie jener Gleichungen
aufbauen, welche der Ampére-Boole schen vollkommen analog
ist. Das Gleiche gilt mit entsprechenden Modificationen fiir » un-
abhiingige Variabeln; doch liegt die weitere Ausfiilhrung ausser-
halb des Rahmens dieser Abhandlung.

Fiir » = 4 tritt der erwiihnte, am einfachsten zu erledigende
Fall ein. Fiir » = 5 sind mehr Gleichungen als Unbekaunten vor-
handen. Eine Ampére'sche Gleichung besitzt also im
allgemeinen kein Zwischenintegral, falls die Anzahl
der unabhingigen Variabeln griosser als vier ist.
Dasselbe gilt um so mehr fiir beliebige Differentialgleichungen
zweiter Ordnung mit mehr als vier unabhingigen Variabeln.

Nachtrag. Der Verfasser wurde nachtriglich von Herrn Pro-
fessor Hamburger auf eine Arbeit anfmerksam gemacht, welche
ihm entgangen war:

M. Hamburger, Erweiterung eines Pfaff’schen Satzes auf si-
multane totale Differentialgleichungen erster Ordnung und
Integration einer Classe von simultanen partiellen Diffe-
rentialgleichungen. Journ. f.d. r. u. a. Math., t. 110, p. 158.

In dem zweiten Abschnitte dieser interessanten Abhandluug
werden die Bedingungen dafiir aufgestellt, dass die Integration
eines Systemes von p partiellen Differentialgleichungen erster
Ordnung mit m unabhingigen und p abhingigen Verédnderlichen
auf die Integration eines vollstindigen Systemes totaler linearer
Differentialgleichungen zuriickgefiihrt werden kann. Nun kann
jede partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung mit » unab-
héngigen Verdnderlichen durch ein solches System ersetzt werden,
wobei p = n+1, m = n anzunehmen ist. Diese Bemerkung ge-
stattet in jedem einzelnen Falle eine Vergleichung der in der ci-
tierten und in der vorliegenden Abhandlung aufgestellten Be-

dingungen.
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"Thesen.

I

Die Methode der Integration durch successive Approximationen
beruht auf Schwarz'schen Untersuchungen.

IL
Die Wahrscheinlichkeitsrechnung gehért der angewandten
Mathematik an.
I

Eine allzu knappe Darstellung in mathematischen Abhand-
lungen hemmt die Entwicklung der Wissenschaft.
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