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EINLEITUNG.

Herr Fuchs hat sich in seinen Arbeiten® die Aufgabe vorgelegt, die Natur
der Losungen einer homogenen linearen Differentialgleichung zu ergritnden, wenn
zwischen den Integralen eines Fundamentalsystems dieser: Differentialgleichung
homogene Relationen hoheren als ersten Grades bestehen. Es ergab sich ein
enger Zunsammenhang zwischen den in Rede stehenden linearen Differential-
gleichungen und denjenigen, deren simmtliche Losungen algebraische Functionen
sind, speciell zeigte sich in dem von Herrn Fuchs erschtpfend behandelten Falle
der Differentialgleichung dritter Ordnung, deren Lésungen einer homogenen
nicht linesren Relation gentigen, dass, wenn diese Differentialgleichung der von
Herrn Fuchs ** charakterisirten Klasse angehort und ihe determinirenden Fun-
damentalgleichungen lauter rationale Wurzeln haben, dieselbe, gewisse singuldre
Fille ausgenommen, algebraisch integrirbar sei.

Die vorliegende Arbeit behandelt das analoge Problem fiir die homogenen
linearen Differentialgleichungen vierter Ordnung.

Wir wollen im Folgenden die gedachte Klasse linearer Differential-
gleichungen mit rationalen Coefficienten kurz als Fuchs’sche Klasse bezewhnen
und eine Differentialgleichung

(. . ﬁ+?&g+g—‘2+rdg+8y—o
untersuchen, welche der Fuchs'schen Klasse angehort, und deren determinirende

Fundamentalgleichungen lauter rationale Wurzeln haben. Wenn wir voraussetzen,
dass die Integrale yy, ¥s, 35, y4 eines Fundamentalsystems der Differentialgleichung

* Sitzungsberichte der kgl. Akademie der Wissenschaften zu Berlin 8. Juni 1882
Acta mathematica, Bd. 1. pag. 321—369.

** Borchardt's Journal Bd. 66 pag. 146, GL (12).
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(4) keiner homogenen linearen Differentialgleichung niedrigerer Ordnung der-
selben Klasse gentigen, so besteht zwischem v, vs ys, ¥ keine homogene Be-
sichung ersten Grades mit constanten Coefficienten und die homogenen nicht
linearen @leichungen, welche durch ,, y; ys, 7, identisch befriedigt werden,
miiesen 80 beschaffen sein, dass dieselben ein Gebilde erster oder zweiter Stufe
in der dreifachen Mannigfaltigkeit (ﬁ, % ;’— constitniren, da sich widrigen-
- 1 1
falls die Quotienten der Integrale als Constante ergiben. Fiir den Fall eines
Gebildes zweiter Stufe ist die Untersuchung in den Nummern I—I1V durchgefiihrt
und ergiebt im Wesentlichen analoge Resultate, wie sie fir die Differential-
gleichungen dritter Ordnung bestehen. Das Problem ist dabei in der Weise ge- -
fasst, dass wir von einer bestimmten der bestehenden Relationen ausgehen,
welche dann, wie sich zeigt, das Vorhandensein einer gewissen Anzahl anderer,
gleichfalls homogener (leichungen zwischen den y,, y, ys, . bedingt. Die als
Ausgangspunkt gewishlte Relation (B) kann nun derert beschaffen sein, dass schon
das System der so aus (B) hervorgehenden Gleichungen das der Untersuchung
zu Grunde liegende Gebilde zweiter Stufe darstellt, und es liesse sich anderer-
seits aus der Entstehungsweise dieses Gleichungssystems leicht nachweisen, dass,
wenn man das Gebilde zweiter Stufe als gegeben betrachtet, stets eine, zwischen
den Integralen bestehende homogene Relation herzustellen sei, welche die ge-
dachte Beschaffenheit besitzt. — Die Nummern I, IT enthalten die Behandlung
dieses Falles, — Es wird aber dann auch in den Nummern III, IV jener Fall
einer gesonderten Behandlung unterzogen, wo das System derjenigen zwischen
den g, ¥y vs, v stettindenden homogenen Beziehungen, welche eine unmittel-
bare Folge der Ausgangsrelation (B) sind, nur ein, das zu Grunde gelegte Gebilde
zweiter Stufe enthaltendes Gebilde erster Stufe comstituirt. — Es lassen sich
namlich, wenn dies eintritt, eine Reihe von Schlissen ziehen ohne Rticksicht
darauf, ob die homogenen Gleichungen, welchen die 3, y, 7, y: gentigen und
deren Bestehen keine directe Consequenz von (B) ist, sur Erhthung der Stufen-
mﬂ' des aus (B) und den hieraus nothwendig folgenden Relationen bestimmten
brusohen Gebildes beitragen oder nicht. Im ersteren Falle, wo wir es also
thatstiohlich mit einem Gebilde zweiter Stufe zu thun haben, finden wir das
schon in den Nummern I, I implicite erlangte Resultat bestitigt, der letztere
Fall, dessen Behandlung die Nummer V gewidmet ist, ist eben derjemige, wo
die sammtlichen zwischen den yy, ys, ys, 74 bestehenden Relationen ein algebraisches
Gebilde erster Stufe bestimmen. —
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L
Es sei bekannt, dass die Gleichung
(F)- L «rl'yuynys;yd=yl”‘¢(q,L',J):a,
- WO
:yj :13 :y_‘
R s

gesetzt wurde und ¢ eine ganze rationale homogene Function m ten Grades
(m=>1) der y,, 5, ¥» ¥ @ eine ganze rationale Function der ¢, {, $ bedeutet,
in z identisch befriedigt werde, wenn wir ffir y,, ys, ys» yu die gleichbezeich-
neten Integrale der Differentialgleichung (4) setzen. Wenn die unabhingige
Variable z einen geschlossenen Umlauf (8) um einen oder mehrere der singuléren
Punkte der Differentialgleichung (4) vollzieht, so erleiden bekanntlich die Inte-
grale y,, ¥y ¥s, ¥4 eine homogene lineare Substitution

‘
—

= ik Yi
¥ \ Y.

4
Ya1=23 an ya
(2 ‘T'
¥a= 2 ok ye

4
Y= ’51 Ok Yk 3
die Form ¢ (3, s, ¥, ys) verwandelt sich also durch einen solchen Umlauf in
eine gleichfalls homogene Form ¢' (31, ¥y ys yo) vom Grade m, die ebenso wie
@ (21 yp y» y4) 8ls Function von  identisch verschwindet. ‘Es ist klar, dass
durch alle méglichen Umlaufe von z oder, was dasselbe ist, durch Anwendung
aller moglichen Substitutionen der ,,Gruppe der Differentialgleichung (4)* auf die
Y ¥ Y5 Y4 8US @ (¥1, ¥ ys» yu) Dur eine endliche Anzahl linear unsbhiéngiger
Formen hervorgehen kinne; diese Formen wollen wir als Elemente eines ,Divi-
sorensystems” (M) auffassen *, und uns dasselbe nach der von Herrn Kronecker **
angegebenen Methode in seine irreductiblen pFaotoren” der verschiedenen
Stufen zerlegt denken. Wie schon bemerkt, konnen nur die Factoren erster
oder zweiter Stufe als Functionen von » identisch verschwinden, da wir es
widrigen Falls mit einem Gebilde von htherer als der zweiten Stufe zu thun

hiitten und es kann sich in jedem Falle such nur um das Verschwinden eines
solchen irreductiblen Factors handeln.

* Vgl idber diesen Begriff: Kronecker, Festachrift (Berlin 1889) § 20.
** jbid. pag. 78.

1*
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Je nachdem dieser Factor ein Primdivisorensystem erster oder zweiter
Stufe ist, konnen wir seinen Gesammtinhalt darstellen durch eine einzige homogene
irreductible Gleichung

® . R £ A A
oder durch ein simultanes System von h&chstens vier homogenen Gleichungen **

A (yu Y Yo 3’4) =90

So G yn ye y) =0

S (Yo Yo ¥ 32 = 0

A (31 Y Yy 34) =0,

die wir, wie aus der fir die Herstellung derselben von Herrn Kronecker an-
gegebenen Methode *** ersichtlich ist, stete als von gleichem Grade voraus-
setzen konnen,

In dom Falle der Gleichungen () geht durch einen Umlauf von z das
durch diese (leichungen reprisentirte Primdivisorensystem zweiter Stufe in ein
ebensolches derselben Stufe #iber, welches auch ein irreductibler Factor des
Modulsystems (M) sein wird und ebenso wie (() als Function von z identisch
verschwindet. Da aber (C) der einzige als Function z identisch verschwindende
Factor von (M) ist, folgt, dass (C) durch einen Umlauf von z in ein ihm #qui-
valentes Primdivisorensystem ibergehe, und da durch homogene lineare Sub-
stitution auch der Grad der Formen (¢) nicht alterirt wird, verwandeln sich
Fiy Jor Fay fu einfach in homogene lineare Functionen ihrer selbst mit constanten
Coefficienten.

In dem durch die Gleichung (B characterisirten Falle folgt durch analoge
Betrachtungen, dass sich die Form f durch jeden Umlauf von z nur mit ginem
constanten Factor multipliciren ktnne, dabei lassen wir es aber noch dahin-
gestellt, ob nebst der Gleichung (B) noch eine zweite, von ihr unabhingige
homogene Gleichung

@) . .o fi e e Y v = 0,
wo dann # natlrlich kein Faoctor des Divisorensystems (M) sein kann, durch die
Y1y Yn ¥s, yu befriedigt werde oder nicht.
Wir wenden uns zun#ichst zu der Behandlung des Falles (C).
Die Methode, welche Herr Fuchst fiir die Untersuchung der linearen

(5 R

* ibid. pag. 80.
** ibid. § 10 pag. 50.
*Le
t Acta mathematica, Bd. 1, pag. 383 sq.
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Differentialgleichung dritter Ordnung, deren Integrale einer homogenen Relation
Geniige leisten, anwendet, besteht im Wesentlichen darin, dass mit der gegebenen
Differentialgleichung (4)* eine zweite zusammengestellt wird, deren unabhingige
Variable z mit der unabhdngigen Variablen z von (4) durch die Gleichung
z = y (z,) derart Yerbunden ist, dass die Quotienten der Integrale eines Funda-
mentalsystems derselben identisch sind mit den Quotienten der Integrale eines
Fundamentalsystems von (4). Herr Fuchs untersucht sodann die Differential-
gleichung, welche zwischen z und #, besteht, und beweist aus der algebraischen Natur
der Integrale dieser Differentialgleichung die algebraische Natur der Integrale der
Gleichung (4). Diese Methode, welche itberhaupt fiir das Studium der linearen
Differentialgleichungen mit algebraischen Integralen am geeignetsten zu sein
scheint, wird, wie nun gezeigt werden soll, auch im vorlisgenden Falle zum
Ziele fithren.

Nehmen wir an, dass durch den Umlauf (8} der unabhiéingigen Variablen
%z die Formen f,, fy, fy, /o bezw. in /'y, f', /'y, ', tibergehen, wo alsdann

S =f§11”fi . k=123 4.

so ergeben sich, wenn wir die partiellen Ableitungen der f,, f,, f3, f« nach den

A
¥1 ¥ ¥sy ya bilden und durch (gﬁ) dasjenige bezeichnen, was aus g{s ent-

steht, wenn » den besagten Umlauf vollzieht, die Gleichungen
) i s @
)] ( Juy =Zhw 2 ET;:T By k=128 4

Hiebei bedeuten gu die Coefficienten der zu (2) inversen Substitution,
d. h, wenn wir setzen

D =| e, hk=1238 4
oD
3& ik Ai‘ !
80 ist

ﬂu D= As’k 3
und da ¥y, ¥ ¥s y. 6in Fundamentalsystem bilden, ist D von Null verschieden.
Setzen wir nun
4 ofp d‘ L8 ofu dy dys _
@ e—13yr dz’"_zé'ay;a_yi 5‘%%‘”‘“ p=1234
und begeichnen durch M’y dasJamge worin der Umlauf (8) von # die Function
My tberfahrt, so folgt

* ibid. pag. 322



4 04 L ofr sy,
= v L = 34
Wo=Z {3 e Zoppu) 355 en  #oMBD
also nach beksnnten Determinantensstzen
4
® ... My=Zku M, p=1934
=1

R
Es gentigen folglich M,, M,, M,, M, einer homogenen linearen Differential-
gleichung vierter Ordnung der Fuchs'chen Klasse, deren determinirende Funda-
mentalgleichungen ebenso wie jene von (4) lauter rationale Wurzeln haben.

Im Allgemeinen d. h,, wenn f,, fy f3 fu linear unabhiingig sind, ist die
Determinante |du] (¢, &£ = 1, 2, 3, 4) von Null verschieden, da ja in diesem Falle
anch die f', f3, f'n fs linear unabhngig sein milssen. Wenn jedoch eine oder
swei der Formen j,, f f3, fi duroch die @ibrigen linear ausdriickbar sind, so ver-
schwinden im ersteren Falle die Determinante |1/x|, im letzteren auch noch ihre
simmtlichen ersten Subdeterminanten. Dagegen ktmnen niemals auch sémmtliche
zweiten Subdeterminanten von |4,s] verschwinden, da ein Divisorensystem zweiter
Stufe nicht durch weniger als zwei Elemente dargestellt werden kann.*

Wenn die Formen j, fi, f3 /i linear von einander unabhingig sind, so
wird im Allgemeinen auch zwischen den M, M;, M;, M, keine homogene lineare
Relation mit constanten Coefficienten bestehen; in diesem Falle ergiebt sich ans
einem bekannten Satze*¥, dass die Determinante
d;:. d"dj:; d‘dff‘ —_—
von Null verschieden sei, und da sich dieselbe durch einen Umlsuf der unab-
héingigen Varisblen  nur mit einer Constanten multiplicirt, ist sie zufolge der
itber die Natur der Differentialgleichung (4) gemachten Voraussetzungen Potenz
mit rationalem Exponenten einer rationalen Function von =

Besteht zwischen den M, M,, M, M, eine homogene lineare Relation
mit constanten Coefficienten

O] coe s Mt Mt oMo M=o,
sind aber drel derselben z. B. M, M;, M; linear unabhiingig, so gehen M;, M;, M;
zufolge der Gleichung (5) und der Relation (6) durch einen geschlossenen Um-
lauf in lineare homogene Functionen mit constanten Coefficienten ihrer selbst
tiber, worsus sich ergiebt, dass die Determinante

dM; &M,
= d,ag— 1 (2)

It M

I:l:M,

* Kronecker, Festachrift pag. 78.
** vgl. Fuchs, Borch. Journ. Bd, 86, pag. 128 sqq.
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von Null verschieden und Wurzel einer rationalen Fuonetion von z sei. Die
Relation (6) besteht unbedingt, wenn
ﬂ.Ea(mddflsfﬂfl);

sie kann aber auch statthabem, wenn dies nicht der Fall ist. Sind nur zwei
der M, M, M, M,z B. M,, M, linear unabhingig, so folgt auf gleiche Weise,
dass

x, 42
von Null verschieden und Wurzel einer rationalen Funotion von 2 sei; und
wenn endlich alle Quotienten

d;:l =0

MM M
MM M

comstant sind, multiplicirt sich M, bei irgend einem geschlossenen Umlauf der

unabh#ngigen Variablen z mit einer von z unabh#ngigen Griisse, ist also selbst

‘Whurzel aus einer rationalen Function von z.

Diese Schliisse wiiren fiir die folgende Untersnchung werthlos, wenn es
sich ereignen kénnte, dass fir den Fall, wo £, fi, f;, f. linear unabhiingig sind,
alle vier Functionen M, M, M, M, identisch, d. h. fiir jeden Werth von z ver-
schwinden. Es soll gezeigt werden, dass dies mit den gemachten Voraussetzungen
in Widerspruch stehe. In der That, bilden wir uns aus den Gleichungen (C)
z. B. die Resultante R (y;, ys, ys) in Bezug auf y,, alsdann ist nach bekannten
algebraischen Sitzen R ganz und homogen in Bezug auf y;, ys, y; und

. Rypyays) =0  (moddfy, foy fur
. h,

4
E (y1s y2 39) '—‘él‘ﬁi (W1 Yo o0 Y0 S (315 Y3 30 ¥4)

WO @1, Py, Oy, ¢, ganze homogene Functionen der y,, ys, ysr y4 sind. Differentiiren
wir diese Identitat partiell nach g, ys, ¥ Yay 80 folgt

4
BR S af; f B:p; k= 1’ 2’ 3

2= By.t
i af; a(p,'
= 3 v .
=1 ag. +;—1 fe 534

Folglich ist
OB dy, 4 w By
2 ay: —.1.....2'@41{ +-lf.t:lja§ A
Wire nun fiir jeden Werth von »
¥, =0 M'g=o,.lf,=a, M, = o,



so wire anch identisch

SeRdy _
N iy: =0
Ferner bestehen die Identit#ten
' ]
P a—gyf =0
) ) =1 0y
' [;“ OR dy _
S0y de 07
und nun folgf ans den Gleichungen (7), (8) entweder
oR aR 3R

A I
was nicht moglich ist, da sonst f}, f;, /% fi ¢inen gemeinsamen Theiler haben
miissten, was gegen die Voraussetzung der Irreductibilitét des Divisorensystems
verstdest, oder

dyg d*
Thy PG =0

Aus dieser letzteren Gleichung ergiebt sich aber nach dem bereits oben citirten
Satze, dass zwischen y,, y, 35 eine homogene lineare Relation mit constanten
Coefficienten bestehe, was ebenfalls ausgeschlossen ist.

Anf gleiche Weise folgt, wenn das Modulsystem zweiter Stufs ans nur
drei bezw. zwei Elementen besteht, dass nicht alle drei bezw. zwei entsprechenden
Functionen My identisch verschwinden kénnen. In Bezug auf das Bestehen
von Relationen zwischen den f,, f;, fi f, einerseits, den M, M,, M,, M, anderer-
seits und das Verschwinden einzelner dieser letzteren Functionen offenbart sich
zwar eine Fiille von Maglichkeiten, aber eine einfache, auf die eben hergeleiteten
Resultate sich stitzende Ueberlegung zeigt, dass durch geeignete Wahl der
Indexbezeichnung sich stets erreichen lasse, dass eine der Functionen y (z), x; (=),
%:(2), M;(z) von Null verschieden und Wurzel einer rationalen Function von
z sel. Es werden némlich im Wesentlichen drei Fille zu unterscheiden sein:

a) es giebt unter den vier Grossen M, M,, M,, M, zwei, z. B. M,, M,,
deren Quotient keine Constante ist.

b) M, verschwindet nicht identisch und die Verhaltnisse 22, s M.

VAN AN A
sind constant, sber nicht stmmlich gleich Null, z. B. 32 von Nall
1

verachieden.
o) M, ist nicht identisch Null, aber
My=o0, My=0, M, =0.
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Im Falle a) ist x(s) oder, wenn dies identisch Null ist, z,(s) oder, wenn aunch
diese Function fir jeden Werth von z verschwindet, y, (¢), in den Fallen b) und
¢) aber M, selbst Wurzel einer rationalen Function von =.
Setzen wir
L. By, LR ooy
@ ..... T " £, "

und sei s, ein Werth der unabhingigen Variablen, fiir welchen, auf geeigneten
‘Wegen fortgesetzt q, {, ¢ dieselben Werthe sannehmen wie fir z. Dann wird
suf eben diesen Wegen yz in 2, den Werth §ys annehmen, wo ¥ eine wohl-
bestimmte Function von z bedeutet. 'Wir haben also

) ... ... ;we)=tnu@E, k=1234.
Setzen wir
%’iwl“-l. w59, mE=12384
8o ist
8
ay (B&), sr-rtgmaia = L wi=1284
as) . . . . m(a1}=§-(%)'ﬂfy(z), p=12384
und hiernach
dﬁ 14
@ .. e =8m(G) #6
ay ... ... .xl(zi)=?'(%)'xl(a)
[}
. ... ... .. x,(q):?"(%) % (®) .
Die Determinante
—f pde
e . .. .. J(s)=ztyl%%§%=ce {P

wo 6‘ eine Constante bedeutet, geht durch einen Umlauf der unabhingigen
Variablen = Iiber_ in sich selbst multiplicirt mit einer Constanten, ist folglich
nach den iber die Differentialgleichung (A) gemachten Voraussetzungen Wurzel

einer rationalen Funotion von ;. Machen wir nun in der Differentialglei-
chung (A) die Substitution

‘17)“""'°'-.v=y1fwdh



80 genilgt w einer linearen Di&'erenﬁﬂgleichnng dritter Ordnung, welche das
Fundamentalsystem i

d d$
asy. . . . ... zn,=%, ”’=.T£" Yy =3
besitzt. Setzen wir ferner
. . ... ... .. w=w,fudz,

so genligt « einer linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung, far welche

[ as
_ g |de Ay 2
m= dy | v = 3 dy
dz dz
ein Fundamentalsystem formiren. Nun ist aber
at a2
ag _ dy _ de
20). .. .... =7, ==,
[ ] dn 49
‘ dz de
folglich
(21).......u1=%§%, u,:fl;’%.

Setzen wir endlich
(22).........u=u1‘/tds,
so geniigt ¢ einer linearen Differentialgleichung erster Ordnung, welche

zum particularen Integrale hat.

Nach dem Satze von Herrn Fuchs* folgt nun aus den Gleichungen (17)
bis (22)

- o
(23) e . J(’) = 3[14 Wls “1‘ b = ;‘1’14 ("%)c é;i;';; a\% dI;
ar’

* Borch. Journ, Bd. 86, pag. 188,



Setzen wir

24) . fﬂ(y..y.,ya,yq)=y:"Fp¢(':rrG-9), P=1:2r8|4:
sofo]gtaus(C)

Q) . ce e Fu(ph 9 =0, »=1,2384

und sus dlasen Gleichungen, welche ja [, $ als algebraische Functionen von g
definiren, ergeben sich nun durch successive Differentistion und Elimination

df d¥ d‘C &£8 &L 23
' Ay’ dpt A A dp
als rationale Functionen von g, {, 3. Also folgt aus (23)
6
@® ... a0 =yl (D) w9,
wo R, eine rationale Function von g, {, $ bedeutet.

Da
q7(2) = q(=),
folgt
dnia) _ dale) doy
de dey dz’

also ist hiernach und nach Gleichungen (10), (25)

@) .. .... 4(.;,)‘:5‘(%)’4(,).
Ist nun y(#) nicht identisch Null, so folgt aus (18) und (26)
4(2) _ 2 (=)
@) ... Sy e 2

Ist x (z) identisch Null, aber %, () von Null verschieden, so ergeben die Gleichungen
(14), {26)

4 (@) _ 4 (o)
@ e T B

Verschwindet auch y, () far jeden Werth von # so muss im Falle a) notwendig
#s (#) einen mit = verinderlichen Werth haben, und es ist also nach Gleichungen
(16), (26)

T /1LY 40
@) : 2:(51}' = g xa(2)8°

Endheh gewinnen wir fur die Falle b) und c) die sich aus (12) und (26) er-
gebende Gleichung

T £ . I ()
.(m) C My T FT MR
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‘Wir haben also allemale eine Qleichung von der Form

@D . ... () =L w),
wo i () Wurzel einer rationalen Function von z und j eine ganze Zahl bedeutet.
Nun folgt aus den Gleichungen (10), (31)

Y ()7 _ ya (2 —
@ ... ... Ve — w@ £=1,934.

Um nun an das Ziel der Untersuchung, welches in der Feststellung einer
algebraischen Bezichung zwischen z und s, bestehen wird, zm gelangen, kann
man beinahe wortlich auf dieselbe Weise verfahren, wie es Herr Fuchs* fiir die
Differentialgleichung dritter Ordnung angegeben hat, ich sehe mich aber dennoch
veranlasst, die ganze Entwicklung an dieser Stelle vorzufiithren.

Die Zahl j kann nur gleich Null werden, wenn j= 12 —6m und m = 2,
in diesem Falle ergiebt schon die Gleichung (81) selbst eine algebraische Be-
ziehung zwischen z und 2, ; ist aber § von Null verschieden, so machen wir in
der Differentialgleichung (A) die Suhst.ituf.ion

@) .. .. . (5)7.

dann geniigh = d.er l:.uea.ren Dlﬂ'erentmlglamhung vierter Ordnung
34) . .i:’+p(s)—+g'(s)d¢,+f’(s) + &) ae=o0.
Hierbei ist

@). . .. ...p6E= ""“"9—‘—”—“—@@),

und anch ¢'(g), = (2), &' (z) sind ra.honu.le Functionen von z. Die Differential-
gleichung (84) gehort der Fuchs'schen Klasse an, weil sich ihre Integrale in der
Umgebung jedes singuliren Punktes reguliir verhalten und da j eine ganze
Zahl ist, sind auch die simmtlichen Wurzeln ihrer determinirenden Fundamental-
gleichungen rationale Zahlen.

‘Wenn wir die den Integralen y,, ys ys y. der Differentinlgleichung (A)
entsprechenden Integrale von (34) Aurch w, 2y, x;, x, bezeichnen, so folgt aus
den Glewhungan (32), (33)

) . . . ... . =@ =4dm), k=1254,
!ﬂl’
wobei A=¢ / , g eine ganze Zahl
Setzt man ferner

dxy, d® oy

. /P ) de
@ .. . s@=3ts32T8Tu_g, /7@

* Acts mathematica, Bd. 1, pgg. 825—888.



so folgt

@ ... ... .. A () =d() Y@ 7
Sei nun

@ . .. ... ul(e) =2

und transformiren wir die Differentialgleichung
a4 J P J &z ] d i —
@0). . ZIHPE s+ @ i+ ) Gt @ e =0,

welche die Integrale xx(2), & = 1, 2, 8, 4 und folglich nach Gleichung (86) auch
die Integrale z(z), & = 1,2, 8,4 besitzt, vermittelst der Gleichung (39) in die
unabhiingige Variable z, so muss diese transformirte Gleichung mit (34) identisch
sein und die Vergleichung der Coefficienten der Ableitungen gleich hoher Ord-
nung ergiebt

) (z,)

@ . ... ... R .(‘)—p ‘@

@ .. 4SS e ey ) L LB
W) o ) ) )

48) . . u(s)‘+ (1) ul’(’;l-'-g‘() u(‘}l+u’[z)3_r(')

@ ... : (‘:‘) =4 ()

wo u® (g) = g-:l—i, k=1, 3, 3, 4 gesetzt wurde.

Aus (44) folgt
de )¢ _ o'(n)
) . (£) = 24,
also
“w ... 2 20Oy
o IS0

% dlogs (z) + 7' ()
gy =19 (l) up 18
. —L'f‘ +506E—18¢(@)
A=a8E 16,6 4700+ 55 0

¢(z) = V‘si(s N
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8o folgen aus den Gleichungen (41) bis (46) die Bezichungen
“w ... .. S ﬁ,ﬁmqwﬁma
) . . .. ... ',T(i_)lef’!) F(),Ji(s)

(50) -] IP (5) (:((:)) '(] (:((:)) } 1 l) + (:‘((zg J;(”l) =4 (‘)-
Im Allgemeimen liefern diese drei Gleichungen eine algebraische Beziehung
zwischen z und z,, diese ktnnte jedoch illusorisch werden,

a) wenn #' (2) identisch verschwindet.

In diesem Falle hat die Gleichung (85) das Integral = =1, also die

Gleichung (A) das Integral y, = w(z.)'}.
Aus (87) und (41) folgt

G . . ... ... ]/;;__'(‘;3,
wo C eine Int.eg‘rahonsconstnnt.e, und die Gleichung (42), (48) ergeben
3
® .. ... e RG) T =A@ %

5{1’ (’) VCJ‘ 7)) P’(‘i)VGJl (s,)}Jl (=) +V sz‘( ) Jy(z) = f(2).
Diese Gleichungen lieforn eine algebraische Beziehung zwischen ¢, und z, auns-
genommen wenn

®) . . . ... d=o0, Jo= const VI(z).
Wiire ' (2) constant, so misste p'(z) identisch verschwinden, dann folgte aus (41)

& "

de, dlogdz‘_o'
also

t=cz + o,
wo ¢, ¢, Integrationsconstanten bedeuten, und aus (42), (43)

¢ @) _q@°

I CV R O
Dies ist eine algebraische GQleichung zwischen 2z und 2,, welche nur illusorisch
werden kénnte, wenn g¢'(z)* = const. ' (2)* wire, ein Fall, der sich aber mit
der Voraussetzung, dass (A) und folglich auch (40) der Fucks'schen Klasse an-
gehoren, nicht vereinbaren lsst.
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Im Falle des Bestehens der (leichung (54) kdnnen wir also .#'(2) als
wirklich mit z verinderlich voraussetzen. Dann ergeben die Gleichungen (87), (64)

dlog 4'(2)
2o

2 dtiog 4 (=) + % (dloyd.:‘ (z})a

19‘ (g) =

9’(‘)=—3 dzt

A 7 P log £ (5) diog £ 1 ( diog 4" ¥ e
v - IO LT L 082D L (St Oy

(86)

d@)=o.
Setzen wir nun
(66) .........t=f4‘(.e)T:ds
und fithren in (34) ¢ als neue unabhiingige Variable ein, so geht diese Differential-

gleichung mit Riicksicht auf die (leichung (66) dber in

dtx dx _
G ... ... .. .EF——C‘R-;-—::.

Wenn €= o0, so hat (57) die Integrale 1, ¢ £, #, also ist nach (56)
@ =1, = =fd‘(z)% de, g = @g*, @y =
folglich bestehen zwischen den Integralen von (34) und also auch zwischen den
Integralen von (A) die beiden Relationen zweiten Grades:
:— ]
. fETe
Y& — N Ya=o0.
Wenn C von Null verschieden ist, so hat die Differentialgleichung (57) die
Integrale
At wlt w At
const., e , e : € ’
wobei 4 = /C und w® =1, folglich haben wir nach (56) fir (34) das Funda-
mentalsystem
W f 2@ & raf 4@t d et f4 )t g
x1=1,3"|:8f y Tz = € ¢ y By =8 ¢ . lﬁ)
Da j eine ganze Zahl, mtissen die Integrale von (84) an jeder Stelle z = ¢ mit
einer rationalen Potenz von z — a multiplicirt endlich wnd stetig werden, (fir

#=ooist 5 an Stelle von z — co zm setzen) also da.rffd‘(z) }dznurlogarith-

misch unendlich werden, folglich haben in der Umgebung eines singuliren
Panktes z = o der Differentialgleichung die Integrale die Form
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lpbg(s —a)+ B (slﬂ) leu.u log (z—a)+P; (2|a) Aw? plog(z —a)+Py(z]a)
£y = , Ty=¢
wo p eine wohl bestmnmta Constmte némlich das Residuum von 4 (z)* in
Bezug auf e—c, P, B;, P, nach positiven ganzen Potenzen von z—a fortschreitende
BReihen bedeuten. Es milssten demnach Au, Apw, ipw?® gleichzeitig rationale
Zahlen sein, was aber nicht moglich ist, da w eine dritte Einheitswurzel bedeutet.
. b) Wenn #(z) von Null verschieden, aber
By (&) = ¢ ale)
® ........ 0 "5@=0
Jy (2) = ¢ o (2P,
wo ¢, ¢! Constante bedeuten.
In diesem Falle folgt zundchst, dass ¢ (z) eine rationale Function von =

dz
sein mflsse. Wire o (z) eine Constante, so folgte aus (44) &, = const, und
man sttinde vor derselben Alternative wie in dem Falle, wo &' (z) = 0 und #' (2)
gleich einer Constanten war. Wir konnen also voraussetzen, dass o (z) sich wirk-
lich mit 2 veréindere.
Aus der Gleichung (57) folgt alsdann

PE)=—6 i"{;ﬂ + ca(s)

¢)=—4 FLICE gy (Llog@ Vg, 0586 o U gy

(68)
T,(B)z_d”ogd(z)_’_,? d’loga(z)dloga(z)_c d’logo(e) a(z)-G(@%@)s
+2 @go‘(z)a() 116, d log o‘(s)a(),_l_( u(z)’
Setzt man
(59)..........::_[.:(2)&

und fithrt in (84) ¢ als unabhiingige Variable ein, so erhélt man unter Riick-
sichtsnahme auf die Gleichnn,gen (58}, (47)
d
@ . . . . ‘::+c +HG dt’ +(80 % d;:+:z:—o
Die zu dieser homogenen linearen Differentialgleichung mit constanten Coefficien-
ten gehorige charakteristische Gleichung ist

@ ... r~+cw+%afr+(m_ﬁ r+l=o,

und wir haben nun die folgenden Fiille zu unterscheiden:
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o) Es verschwinden ¢, o' nicht gleichzeitig, und die vier Wurzeln &, ay,
ay, a, dor algebraischen Gleichung (61) sind von einander verschieden, Dann
hat die Differentialgleichung (60) resp. (34) die Integrale

wat @ Id(s)dr
T =€ ‘=e "/ , k=1,884
Da die Differentialgleichung (34) der Fuchs'schen Klasse angehotrt, folgt, dass
f ¢ (£) de nur logarithmisch unendlich werden darfe, also multipliciren sich bei

einem Umlsufe von # die x: sowohl wie die denselben nach Gleichung (83) ent-~
sprechenden y; mit constanten Factoren, folglich sind, da die determinirenden
Fundamentalgleichungen von (A) lauter rationale Wurzeln haben, y, ys ys
‘Wurzeln rationsler Functionen von 5.

8) Es habe die Qleichung (61) wenigstens zwei von einander verschiedene

Wurzeln o, «;, dann besitzt die Differentialgleichung (A) die beiden Integrale
1 o f ole)de 1 a,fn‘(s)d&'
n=y7 .. r Y=y Fe '
diese missen zufolge der ilber (A) getroffenen Voraussetzungen Wurzeln rationaler
Functionen von # sein, also ergiebt sich aus den Relationen ((), dass die Diffe-
rentialgleichung (A) tberhaupt algebraisch integrirbar sei.

7) Sollten alle vier Wurzeln der (leichung (61) einander gleich sein,
30 miisste die linke Seite dieser (Heichung die Form haben (r — 1}, dies ist
aber nicht maglich.

d) Wenn ¢ =0, ¢' =0, 80 hat (61) die Form

r41l=0,
und man schliesst analog wie im Falle der Gleichung (67), wo (J von Null ver-
schieden war, dass dies mit den gemachten Voraussetzungen in Wider-
spruch stehe.

Wenn simmtliche Integrale von (A) algébrn.isuh sind, so besteht offenbar
eine algebraische Beziehung zwischen s und #,, wir haben also folgendes
Theorem:

Den Fall der @Gleichungen (D) ausgenommen besteht zwischen
z und £, eine algebraische Beziehung.

I

‘Wie sohon bemerkt, ergeben die Gleichungen (C) {,  als algebraisohe
Functionen von 4, es entspricht folglich jedem Werthe von g eine endliche
Anzahl von Woerthsystemen ¢, {, . Zufolge des am Schlusse der.vorigen

. ]
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~

Nummer ausgesprochenen Theorems gehort aber zu jedem Werthsysteme 4, {, &
nur eine endliche Anzahl von Woerthen der unabhiéngigen Variablen s, also
entspricht auch jedem Werthe von 4 nur eine endliche Anzahl von :-Werthen,
d. h. es geniigt = einer algebraischen Gleichung
w. . ... .. 24+4@HS+...+Ap=0,
deren Coefficienten 4,, .. . 4: eindeutige Functionen von 4 sind,
Im Fall a) pag. 8 setzen wir

) JP R S

und wollen nun zunéchst nachweisen, dass ¢ eine rationale Function von g, {, &
sei. In der That folgt aus den Gleichungen (4) und (24) voriger Nummer

(aﬁ;J oF, &'t | oF; d-a)
@) et def '68‘
’ ’ _ oF, &q |, OF, &*L , oF, &9
[M,—.m il R -
also
IF, (dy eFydy & | o PF dqdd | 0°F & F, df d
( )+2 et dsds T 2oqosds d= T o (jc) t2 s d d
o*F, (4
@ M o reila)
# @(_dﬂ)'Jrg?_'ﬂﬂﬁ B“Fé*rd-%r?’_ﬁ(dx PF &dy
o \dz. ot deds T2 oqed ds de o9 dz dr
B, (d%)?
+ as"( )
Zu Folge der (leichungen
oF dy |\ oFy & | 0F, d3 _
® Tn de o o5 ' 88 d5
S 0Fy dy  0F & | oF, d3 _
o ds ' o o= ' 0% dz  °
sind

SR
TS

retionale Functionen von 4, L, #, also folgt aus (4), dese %‘ eine rationale
N 1

Funetion von ¢, {, # sei. Fihren wir nun in die Differentialgleichung (A) ¢ als
neue unsbhangige Variable ein, so geht (A) iber in:
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® ..‘f;f’+ [‘p‘(d’)+ &]+Q +Rd”+8y=a

wo @, R, 8 sich aus p, ¢, , ¢+ und den Ableitungen von ¢ nach z genz und
rational zusammensetzen. Da nun ¢ eine rationale Function von g, {, 9, folgt aus
den Gleichungen (C) ¢ als algebraische Funktion von g; also sind auch 4 und
mit Ritcksicht auf die Relationen (C) ebenso {, &, also anch g, ys, ys v« alge-
braische Functionen von ¢, d. h. die Differentialgleichung (6) ist algebraisch
integrirbar.

Demnach ist die Determinante des Fundamentalsystems

= 9 L ys & Y4
eine algebraische Function von ¢; aber es ist

E() = e_f[G% (%)’+p %"] “

demnach zu Folge der Gleichung (18) vor. Nr.
L]
E@® = (%) ()
oder

M ... YA de=JE@ - _
Ferner ergiebt sich aus der Thatsache, dass g eine algebraische Function von f,
und aus der Gleichung (1), dass s einer (Gleichung

® . e R B @Rt .+ B =0
gendige, dera-n Coefficienten B, ... By emdeuhge Functionen von ¢ sind.

Aus Gleichung (7) folgt nunmehr*, dass die eindeutigen Functionen

By, ... Bo keine wesentlich singuliren Stellen haben k&nnen, dass dieselben
also rationale Functionen von ¢ seien. Daher ist auch ¢ eine algebraische Function

von s, und da y,, vy, 35, ys algebraische Functionen von ¢, sind g, v, ¥sy ¥¢
algebraische Functionen von =

In den Fillen b), ¢), wo M, (2) selbst Wurzel einer rationslen Function
von z ist, folgt aue den Gleichungen (8) und (5)

@ m@=—y (4 B e,

wo R eine rationale Function von 4, {, $. Hieraus und sus Gleichung (25) vor.
Nr. ergiebt sich, wenn man die rationalen Functionen R,, &, von 1, & 9 mit

* vgl. Fuchs, Acta mathmatica, B4. 1, pagg. 529, 830.
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Htilfe der Gleichung (C) in algebraische Functionen von 5 umwandelt, die Diffe-
rentialgleichung

tm_ Mi(a)
(g =Z@r 40>

wo GF(y) eine algebraische Funoction von g bezeichnet, oder

. . .. ... .. O dy=wds,
wo @, W algebraische Functionen ihrer Argumente bedeuten. Aus den Gleichungen
(10) und (1) schliessen wir nun analog wie im Falle a) aus (7) und (8), dass =
eine algebraische Function von 4 und demnach y,, ys, ys, y, slgebraische Func-
tionen von s seien; wir haben also das Theorem:

I Genitigen die Integrale der Differentialgleichung (A)
einer homogenen Relation von der Beschaffenheit, dass
die aus dieser Beziehung durch die Substitutionen der
Gruppe der Differentialgleichung hervorgehenden Re-
lationen ein Gebilde zweiter Stufe in der dreifachen
Mannigfaltigkeit (5, {, 9) constituiren, welches nicht von
der Form (D) ist, so ist die Differentialgleichung (4A)
algebraisch integrirbar.

Es eritbrigt die Behandlung des Falles, wo die Integrale y, ys, ys, 3, den
Relationen (D) Gentige leisten. Aus den (leichungen (D) ergiebt sich
an . ... ... .0 F=1, =9
Bezeichnen wir durch [, o', 3' das, was aus ¢, [, 3 wird, wenn = den geschlossenen
Umlsuf (8) vollzieht, so ist nach (11) und Gleichung (2) Nr. I,
_antengtoann oo,
ay . ... qj_ﬂu+¢191+ﬂis?’+ﬂulf'
und unter Beibehaltung der in Nr. I eingefilhrten Bezeichnung
asy . .. ... q=ﬁn'+3al!['+ﬁn’f’+ﬁu'¥"
Bu+ B+ B n? + f o
Aus (12) und (18) folgt, dass zwischen 5 und 4’ eine bilineare Gleichung bestehen
miisse, dass also

o= 2ty
a4 . .. ... ... 9 7+ 3y
Wir setzen nun, dem Vorgange von Herrn Fuchs * gemiss
(B « « « v ... E=gE, ;ﬁ:%,

* jbid. pag. 888.
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und wenn wir consequent durch einen oben angefiigten Accent das bezeichnen,
was aus einer Function von z wird, wenn z den Umlauf (8) vollzieht, folgt

hieraus und aus (14)

ad—fy d'
. . .. (g,) rq o
‘E"'=g_ﬁ‘a o
[€ 4 +hn)
l = ad'_--,g? &
daher haben wir nach (14)
[s* s S OE 08
A8 . . . . e .
‘E‘ _m - (ock, + BE.) .

Aus diesen Gleichungen schliessen wir, dass &, & Integrale einer
homogenen linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung der
Fuchs'chen Klasse seien.
Die Gleichungen (11) und (14) ergeben'
_& _ & _&H
(19)...... =5 = g =
Setzen wir also
@0 . . . =k’ m=eE'E, ¥ =k n =k
und lassen nun s den Umlauf (8§ vollziehen, so ist nach den Gleichungen (3)
Nr. I, (19), (20)
' 3 * s 3
o o tail o bih bR Lo b  wpry, k=1334,
wo wieder durch ¢’ dasjenige bezeichnet wird, worin ¢ durch den Umlanf §

J
von s tibergeht. Folglich ist der Quohiantg— eine rationale Function von 4.
Sollte diese fiir einen Werth g = ¢, verschwinden, so miisste
G+ oae g + @it + e =0, k=1,234,
was aber nicht moglich ist, da die Determinante |au| von Null verschieden ist.
Also ist g eine Constante, demnach g Wurzel einerrationalen Function von =
Machen wir in der Differentialgleichung (A) die Substitution
@2 . . y =eu,

80 genﬂgen der Dlﬂ‘amnha.lglemhung in % die Cuben der Integrale einer linearen
Differentialgleichung zweiter Ordoung der Fucks'chen Klasse,



Man kenn sehr leicht die allgemeine Form der Differentialgleichung
vierter Ordnung finden, welche durch die Cuben der Integrale einer linearem
Differentialgleichung zweiter Ordnung befriedigt wird. Es ist vielleicht nicht
tiberfltissig, die einfache Rechnung hier anzudeuten.

Sei die gegebene lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung

@) ... .. .. ﬁ?f+p,d§+gl§—a.
Setzt man
(24) . . . . ..y =8

und bildet die vier amten Ableitungen von y, indem man die auftretenden
hoheren Ableitungen von § mit Hilfe der Gleichung (23) durch & und d;z aus-
dritekt, so erhilt man finf lmea,re Gleichungen fiir die vier Gréssen

eoeg 2 (@) (@)

Indem man diese eliminirt, folgt fiir y, die lineare Differentialgleichung vierter
Ordnung

d* d, %
2 6p Y4 (1t +4% +100) TS

dz
+ (200 gy + 89, 2 1 155, dﬂ-+3%+129,=) y=o.

Diese Methode, die lineare Differentialgleichung herzustellen, welcher
die kten Potenzen der Integrale einer homogenen linearen Differentialgleichung
zweiter Ordnung gentigen, ist von Herrn Fuchs * angegeben worden.

Die homogenen linearen Differentialgleichungen vierter Ordnung, zwischen
deren Integralen homogene quadratische Relationen bestehen, sind schon von
mehreren (GGeometern eingehend untersucht worden. In einer Note** gelangte
Herr Brioschi von anderen Gesichtspunkten ausgehend zu der Differentialgleichung
vierter Ordnung, deren Integrale den Gleichungen (D) geniigen und eine ausfiihrliche
Abhandlung des Herrn Foursat*** hat den allgemeineren Fall, wo zwischen den
Integralen eine oder zwei beliebige homogene Beziehungen zweiten Grades statt-
finden, zum Gegenstande. (leichzeitig fand auch Herr Halphén u. a. einige hier-
suf beziigliche Resultate+, indem er nur diejenigen Fille behandelt, deren

@) . ]+(6101’+7101%+@+10 U 1 18pi01) %

* Borch. Journ. Bd. 81, pag. 129.

** Bulletin de la société mathématique de France, t. VIL 1879.
##% jbid. t. X1 1888 pag. 144 sq.

+ Acta mathematica, Bd. 3 pag. 335 sq.



Eintreffen durch das Verschwinden gewisser, aus den Coefficienten der Differen-
tialgleichung in einfacher Weise gebildeter Ausdriicke invarianter Natur bedingt
wird. Der Fall zweier oder mehrerer Relationen zweiten Grades, die nicht von
der Form (D) sind, bedarf bei unserer Behandlungsweise keiner besonderen
Untersuchung. “ o

III.

Wir wollen uns nun der Behandlung des Falles der Gleichung (B) zu-
wenden, d. h. die Beschaffenheit der Differentialgleichung (A) zu ergriinden suchen,
wenn ein Fundamentalsystem von Integralen derselben eimer irreductiblen homo-
genen Gleichung geniigh, deren linke Seite f (3, %, ys ya) durch jeden Umlauf
von £ in sich selbst, mit einer Constanten multiplicirt iibergeht.

Zun#chst schliessen wir, analog wie Herr Fuchs, fir die Differential-
gleichung dritter Ordnung®, aus dem Begriffe einer Covariante und den dber
die Differentialgleichung (A) gemachten Voraussetzungen, dass jede Covariante
der Form y, die f nicht als Factor enthilt und nicht identisch verschwindet,
Wurzel einer rationalen Function von z sei. Da wir, gleichfalls dem Vorgange
von Herrn Fuchs folgend, die Hesse’sche Covariante

@ . .. H(yl)y!lylsyl)z 3}% y 4k=1,2284
der Untersuchung zu Grunde legen wollen, haben wir uns zunsichst mit folgen-
den Fragen zu beschiftigen.

a) Unter welchen Umsténden verschwindet die Hesse'sche Covariante
einer quaternéren Form identisch;

b) was lisst sich tber die Beschaffenheit einer solchen Form aussagen,
wenn die Hesse'sche Covariante derselben die Form selbst als Factor
enthilt?

Die Frage ) beantwortet der von Hesse** aufgestellte von den Herren Gordan
und Nither*™* berichtigte Satz dahin, dass eine quaternire Form mit identisch
verschwindender Hesse'scher Covarisnte durch eine lineare Substitution der Vari-
ablen suf eine ternsre Form reducirbar sei. '

In Bezug suf die Frage b) ist von Hesset und Herrn Cayley 1 gemeigt

worden, dass eine Form f (y,, ys, yy, y), deren Hesse'sche Covariante durch f teil-

* Acta mathematica. Bd. 1. pag, 8%9.

#* Crelles Journ. Bd. 42, pag. 117; Bd. 56. pag. 268.
### Mathematische Annalen. Bd. X, pag. 548.

+ Crelles Journ. Bd. 28. pag. 97.

++ ibid. Bd. 84. pag. 148,
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bar ist, gleich Null gesetzt eine abwickelbare Fléche darstelle, wenn man
%1 Yo ¥ar ¥4 8l homogene Coordinaten eines Punktes im Reume suffasst. Setzt
man nimlich

(2) L f(ylnymya,yq)=y1”'F('J,fy3) ’
wo m den Grad von f, g, {, 3 dasselbe wie in fritheren Nummern bedeuten, so
ergiebt eich durch ei.n.ige einfache Determinantentransformationen die Identitdt

®

-

. Am— BAFrFF 233 ﬁs\? 059
= 5" e {F(q,i‘,&)xiaq, (%) Kav ) ]]

Pyitys gleichzeitig
verschwinden, ¥ als Function von 5 und [ der bekannten partiellen Differential-
gleichung der abwickelbaren Flachen
oy _ o3 o
oy oL erL S

i
Oys Bya

und hieraus ist unmittelbar zu ersehen, dass, wenn f und ‘

=0

geniige.
Herr Cayley nennt in diesem Falle den Quotienten

H (yo 39 ¥n Egl

I (G ym Y 90
die Prohessian, diese kann aber selbst moch ; als Factor enthalten. Wir
wollen setzen

H (3, Yo Yo 2&)
@ ... .. i 1 90 Yo !h.)‘ =P (ylv Y Yn yl)l

wenn % die hichste Potenz von f bedeutet, welche in H enthalten ist, und es ist
klar, dass alsdann P (yy, ys, ys, yo) Wurzel einer rationalen Function von z sein
wird. Wir bezeichnen im Folgenden durch H (yi, ys ys y) die Form P (y,, ys,
¥p yo) oder die Hesse'sche Covariante selbst, je nachdem die letztere f als Factor
enthilt oder nicht.

Da die Hesse'sche Covariante von f vom Grade 4m—8 ist, kann sich H
nur fiir m = 3, 4, 8 auf eine Constante reduciren; diese Fille erfordern ebenso
wie der Fall einer ternsiren Form eine gesonderte Untersuchung, auf welche wir
eingehen wollen, noch ehe wir die Behandlung des allgemginen Problems in
Angriff nehmen.

Sei denn zunsichst die Form f eine terniire, d. h. bestehe die Gleichung

®) . s Sl =0
Der Um]tuf (S) von z 1488t 3, e ¥s, y die Substitution (2) Nr. T erleiden; da
aber durch diesen Umlauf / in sich selbst mit einer Constanten multiplicirt fiber-
gehen soll, also auch nach Volleug der linearen Substitution (2) Nr. I von g,



unabhiingig sein muss, entspricht dem gedachten Umlaufe von # die Anwendung

der linearen Substitution

ot ot oyt @y

on g T anys + on v

o Y1 + oYy + @y

anf die ternsire Form f. Setzen wir nun
(6)......%:11,% g;:_zyu

und moge f durch die Substitution (5) in 17 tbergehen, so erleiden durch den

T

=Y,

Umlauf (8) von £ Y;, ¥;, ¥, die lineare

Substitution
Y+ 28 Ya
Yo+ i Yy

Ay T+ A
@. .. ... {

APn i + 4 fy
Ay ¥y + A By
wobei gesetzt wurde
. el 1
D=]au[,1,k=1,2,3, ;ﬁu=aa—“-ﬁ,t,é=l,2,3.
Es sind folglich ¥;, Y;, Y¥; Integrale eines Fundamentalsystems einer linearsm
Differentialgleichung dritter Ordnung der Fuchs'schen Klasse, denn es kann
zwischen den partiellen Ableitungen der Form f keine lineare homogene Be-
ziehung mit constanten Coefficienten stattfinden, da sonst f durch lineare Substitu-
tion auf eine binkre Form reducirbar wire, Eliminirt man aus den Gleichungen (E)
und (6) die Grossen yy, ya ys 90 ist die Eliminationsresultante gang, rational und
homogen in den Y;, Y; Y; es besteht zwischen diesen Grdssen folglich eine
homogene Relation.
® . ... ..., F(Y, Yp %) =0,

deren Grad die ,Klasse" der durch die Gleichung (E) bestimmten Curve an-
giebt, wenn man y,, y,, y, 6ls homogene Coordinaten eines Punktes in der Ebene
auffasst. Zu Folge des Satzes von Herrn Fuchs* ergiebt sich hieraus die alge-
braische Natur von Y¥,, Y, ¥,, wenn nicht F und also anch # vom zweiten
Grade ist.

Im letzteren Falle lasst sich # durch lineare Subst.ltutmnen suf die
Form bringen

@ - gt —pp=o. :

Diesen im Folgend.an noch niher zu betrachtenden Fall ausgenommen, sind
also auch y;, ys, y» elgebraische Functionen von s. Besteht zwischen

Bitipe Xy,

* Acta mathematica Bd. I pag. 851,
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den Integralen y,, y5, ys, y4 noch eine zweite, von j unabhingige homogene

Gleichung (B'), so muss diese nothwendig y, enthallen, da sich sonst die Quo-

tienten % , ¥ als Constante ergiben; es ist also dann auch y, eine algebraische
1 1

Function vonys, d. h. die Differentialgleichung (A) therhaupt algebraisch
integrirbar.

‘Wenn wir voraussetzten, dass y,, s, ys y, keiner zweiten von f unab-
héngigen homogenen (Hleichung Gentige leisten (eine Voraussetzung, deren
Zulssigkeit noch zu erhérten wire), so liesse sich tiber die Beschaffenheit
von y, nichts Niheres aussagen.

‘Wir wenden uns zum Falle einer quadratischen Relation

.. .... .f:ﬁg?ag{:?g=a, aip = aps

und machen zun#ichst die Annahme, dass die Discriminante | a. | der quadratischen
Form f von Null verschieden sei. Alsdann lésst sich # in die Form setzen

@ . .o St — wg — wg?,
WO 0, w5, w, w, homogene lineare Functionen von y;, ys, 7s, yi sind. Setzen
wir

10— w,

(. . ... q,=w:_+::: , q,=z—1‘ql_%l-,f,
so mdgen durch einen Umlauf von ¢ oder was dasselbe heisst, durch eine lineare
Transformation der y,, ys, ¥s, ¥y Welche f ungedindert lasst, 4,, 4, bezw. Uber-
gehen in '), 1'y; dann ist* entweder

a......gp=80th o _cGnth

nm+d’ # re e+ 4y’

oder
9. . ... . p=hmte =t t
12 T mnta’ T pe @’

und wir wollen einen Umlauf von £ je nachdem derselbe die Substitntionen
(11) oder (12) bewirkt, typisch durch (S,) bezw. (8,) bezeichnen.
Setzen wir ferner
ds
. ... u=qu, “l.':El;”!:%”n"l’:%:
dann ist

moo . (2)-3HG 8 @)-2h d

'vﬂ.&mlmmlﬁl;ﬁmcompmmnmtﬂﬂﬂ.m.m
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it ¥y Ay (A A e —ps ¥ dm
far (8 - (ﬂ) m , (d;)_(ﬁh'l'@l)"i' ’

e oo Gt _hrtan
= Ve, a—ﬁlh’ Vﬂlax"ﬂih’
far (8,) . - . L _ vt ran  _fantoan
i = V_ 3;—,#1 J’: v';s 3:—&1’:'
- et _mw+h%
¥ = Vi, eo—p vy s VI: G ’
far (8 . . - o et ety =F1u1+z:“l_
T VI e v ¥y ¢a—pis ¥
Die Functionen
d’s ds ﬁ)’
P|(3) = d?‘l d'h dql. =idi=_l_—ﬁ
( ) w det T uy df
dny
d’s ds —3 d’z)
P,(E)—- d?s @'h J‘Y" _ia“”l=idju’
) ¥ dﬂ’ Vg dg.
3

gehen demnach durch einen Umlauf (8,) jede in sich selbst, durch (S§;) dagegen
die eine in die andere iiber, folglich sind P, + P, und P, P, eindeutige und
daher mit Beriicksichtigung der ttber die Natur der Differentialgleichung (A) ge-
troffenen Bestimmungen, rationale Functionen von £. Es constituiren also wu,, uy
bezw. v,, v, je ein Fundamentalsystem der linearen Differentialgleichungen
sweiter Ordnung

(m....,.%=gm“ %:a@m

wo F,, P, Wurzgeln einer quadratischen Gleichung mit in s rationalen Coefficien-
ten bedeuten.
Sei von vornherein
W=y Ty, W, — Wy =3y, 0y +ws =y, watws =y,

und setzen wir ’

. = euvy,
8o ist vermdge der Gleichungen (9), (10), (13)

Va= QU ty, s = Qusth, Y= QUally.
Durch analoge Schltisse wis in Nr. II fiir den Fall (D) ergiebt sich auch hier,
dass ¢ Wurzel einer rationalen Function sei, und wir haben daher den Sata:
o
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Wenn zwischen den Integralen von (A) eine quadratische Relation (F)
mit nicht verschwindender Discriminante stattfindet, so ist die Differen-
tialgleichung (A) auf algebraische Weise in diejenige Differentialgleichung
vierter Ordnung transformirbar, welcher die Producte der Integrale
zweier linearen Differentialgleichungen zweiter Ordnung von der Form
(14) gentigen, *

Verschwindet die Discriminante der quadratischen Form f, so lisst sich bekannt-
lich die Gleichung f = o in die Form (G) setzen, und wir wollen nun zur Dis-
cussion dieses auch schon von Herrn Goursat behandelten Falles iibergehen.
Der Ausdruck y® — y ys ist die Discriminante der bindren quadra-
tischen Form
IB) . . . . ... =+ Bypts oyt
bleibt also bis auf einen constanten Factor ungeiindert bei der linearen Sub-
stitution
[13) . e . s t=at+ s e=yt' + 4,
welche wieder einer linearen Substitution in den y,, ys, ys entspricht. Nach den
Auseinandersetzungen fiir den Fall der Gleichung (E) entspricht einem Umlanf
der Variablen s die Anwendung der linearen Substitution (6) auf die yy, ys ¥s,
und zwar muss durch diese die Form (@) in sich selbst multiplicirt mit einer
Constanten iibergehen. Hat man nun zwei quadratische Formen
P =y 0+ By ts + s
o' =y £ + 2y’ ta + p's?,
WO ¥y, ¥s', ys* lineare homogene Functionen der y,, ys y, sind, und ist die
Discriminante von ¢ bis auf einen constanten Factor gleich der Diseriminante
von ¢', 80 gind, wie sich direct einsechen lisst, die Formen ¢, ¢' in einander
transformirbar durch eine lineare Substitution, deren Coefficienten von y;, ys,
¥s, nicht abhingen; es erleidet also, wenn ¢ einen geschlossenen Umlauf voll-

zieht, :— eine gebrochene lineare Substitution.
Aus den Gleichungen

g‘-g =0 , %: 0,
deren Eliminationsresultante ja bekauntlich y,’—y, u, ist, ergiebt sich aber
. ....... t=_b_-_n
% Ys

* vgl. Goursat 1. o; Halphén 1. c.



und wenn man setzt

§|=‘£ B, & = %‘é

so folgt mit Hitlfe der in Nr. II angewandten Schliisse, dass Ey, & Integrale eines

Fundsmentalsystems einer linearen homogenen Differentialgleichung zweiter
Ordnung der Fuchs'schen Klasse seien. Setat man ferner
as) . o= ekt, m=eh b, p=ekh'

so ergiebt smh, dass ¢ eine Constante sein milsse, und wir haben daher den Satz:

Wenn zwischen den Integralen der Differentialgleichung (A) die Rels-

tion (&) besteht, so geniigen der Differentialgleichung (A) die Quadrate

der Integrale einer linearen homogenen Differentislgleichung zweiter

Ordnung der Fucks'schen Klasse.

Dies Resultat kann auch sus den Sitzen von Herrn Fuchs ¥ mit Hitlfe
der fiir den Fall (E) angewandten Principien gewonnen werden.

Die Form H kann sich auch auf eine Constante reduciren, wenn m = 4
und die Hesse'sche Covariante der biguadratischen quaterntiren Form f gleich
dem Quadrate der Form selbst ist. Herr Cayley hat** gezeigh, dass dies stets
eintrete, wemn f {yy, ys ys yi) = o die Gleichung einer abwickelbaren Fliche
vierter Ordnung in homogenen Punktcoordinaten darstellt und auch gleichzeitig
nachgewiesen, dass die allgemeinste Gleichung einer solchen Fliche die gleich
Null gesetzte Discriminante der bin#iren cubischen Form

19 . . .. . pg=yut*+3yt®s + Bysts® + y,
d. h

B . f=p'y—bnpnutinn t4n'u —3yiy = o
sei. Dass diese Form in der That keine von f wesentlich verschiedene Covariante
besitze, erhellt auch daraus, dass die bindre cubische Form ¢ keine andere In-
variante als die Discriminante f hat, und dass jede Covariante von f Invariante
von ¢ sein milsse.

Machen wir in (19) die lineare Substitution (16), so gehe @ fiber in

@ ... § = yi8 4 Bys 00+ Byyet 4 yid,

.v:=¢’y‘:+9u'ry’.+3¢r’y'a+r’y'¢ :
@) .Jl»n= o' 8y'y + o (2 fy + ad) ¥at+r @adgr) y's 4+ oy,
B=afy +ERad+ ) y's + 6 @fr + ad) y's + rd'y',
=8y + B8y + BTy 4+ 8y, ,

*1le
** Quarterly Journal of mathematics, Vol V‘Lpng 108 »q.
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und es ist

@ . . .. f@ ¥y ¥y ¥ = @05 (30 ya ¥2 92 -
Wenn durch einen Umlauf (8) der unabhéngigen Variablen z die i, ys, ¥s, ys die
lineare Substitution (3) erleiden, welche dieselben bezw. in Y, b, B, Y, Gber-
fihrt, so hat man

@) . . ... of ( Ym Y ¥ = F (B In Y0 9
wo ¢ eine-Constante bedeutet. Es frigt sich nun, ob aus dem Bestehen der
Gleichung (23) folgt, dass die Yy, Vs, Vs, s mit 1, ysy ¥ y4 durch den Gleichungen
(21) analoge Gleichungen verkntpft seien.

Setzt man o = ad —gy und eliminirt aus den ,Transformations-Rela-
tionen* (21) die Grdssen «, f, y, 80 erhdlt man eine Eliminationsresultante R,
deren Verschwinden die nothwendige und hinreichende Bedingung fiir das Be-
stehen der Gleichungen (21) ist. Wie Aronkold* gezeigt hat, hat diese Resultante
R, wenn man dieselbe von ttberfliissigen Factoren befreit, die Form

@ .. ... 60¢uYnYny) =T Cluymmyd -

Es folgt hieraus, dass @ eine Invariante der Form ¢ sei, diese besitzt aber zur
einzigen Invariante die Discriminante f, also ist die Gleichung (24) von (22)
nicht wesentlich verachieden, d. h. die Gleichung (23) ist die nothwendige
und hinreichende Bedingung dafiir, dass zwischen den y,, 9;, 9 9, und y;, ys,
Y5y ya Gleichungen von der Form (21) bestehen. Wir schliessen hieraus, dass
dem Umlaufe (8) von # die lineare Substitution (16) der ¢, s entspreche, d. h. dass
durch diesen Umlauf ¢ s tibergehen bezw. in

1
@) . ... f=t(—dtp), o= ().
Aus den Gleichungen
oo
T£=°'

ol

1l
°

deren Eliminationsresultante f ist, folgt
Ll — Yadh—ys® 2ts = %Y =YY
g np—y’ f nn—w
wir kSnnen also setzen

L]

np—n'=e =y
@) .......{is—nyw=e=u
Bh—y =l =u .
Nun ist die Hesse'sche Covariante der bindren Form ¢

* Borch, Journ. Bd. 63, pagg 231 sq.
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‘5 :“lti—'“'“'}'“!"’
die Hesse'sche Covariante der durch die Substitutionen (16) transformirten Form
' hingegen
[e%, — Bayus + ¥ us] & — 2[(ed + fy) uy — cfuy — ydus) ta -+ [B%u, — 28duy + 3%y 5
und dieser letztere Ausdruck muss nun gleich sein 42 §', wo §' aus § durch
Anwendung der Bubstitution (16} hervorgeht. Bezeichnen wir durch w', 'y, u'y
dasjenige, was aus u, uy, uy Wird, wenn z den Umlauf (§) vollzieht, so folgt also

"‘1=%[¢"‘i"2“}’“’+3"%}
@) e = o el ) e — ey — rda]

“':=%Wﬂl"‘2ﬂ""s+fp“ﬂ-

Nun folgt aus den Gleichungen (16), (26), (27)
=1
also haben wir endlich e
@B . ... onp—yr=t, (Gp—ny =, nn—yi=e.
Zu Folge der Gleichungen (27) sind w,, %, u; Integrale eines Fundamentalsysterns
einer linearen homogenen Differentialgleichung dritter Ordnung der Fuchs’schen
Klasse, zwischen denselben besteht die Relation
ut—du =0,
und in der That sind dieselben, wie es der mehrfach citirte Satz von Herrn Fuchs*
verlangt, die Quadrate von ¢, s, welche zu Folge der Gleichungen (16) Integrale
einer linearen homogenen Differentialrechnung zweiter Ordnung der Fuchs'schen
Klasse sind. ** Bemerken wir noch, dass die Gleichungen u, =0, u, =0, uy=o
die Wendekante der durch (H) bestimmten abwickelbaren Fliche darstellen.
Die Untersuchung des Falles

ay_?’a";_ai = const, f*
4 k=19384
muss ich mir fiir eine andere Gelegenheit vorbehalten.
Nun konnte es sich auch ereigmen, dass H als Funotion von z ver-
schwindet, ohne f als Factor zu enthalten und ohne identisch Null zu sein; in

diesem Fall besténden zwischen y,, y, vy, ¥, die beiden von einander unabhingigen
Relationen

m=28,

*Le
** vgl. auch eine Notiz von Herrn Goursat in den Comptes Bendus 18851 pag. 282 aq.
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H(yyynmys ya) =0

Fwynymyd =0,
deren jede sich bei einem Umlaufe von z nur mit einer Constanten multiplicirt.
Betzen wir dann

: o
- 2o, B = w0,
- ‘ 0 H diy

.I:lb—y-: dﬁ' =0,

80 sind M(z), @ (¢) Wurzeln rationaler Functionen und kdnnen nicht gleichzeitig
verschwinden (vgl. Nr. I). Sei, um die Ideen zu fixiren, M (z) nicht gleich Null,
dann ist*

e =—y(%) Rat9),
andererseits nach Gleichung (25) Nr. 1

4 () =yt (%)GRI wmb 9,
also
@ ..o =E ey r ),
wo ¥ (z) Wurzel einer rationalen Function von 2, R (g, {, 9) eine rationale Function

bedeutet. Hat nun g, dieselbe Bedeutung wie in den vorhergehenden Nummern,
so folgt hieraus '

— 34 — Im+4
80) .. ... ¥@yE =¢) ) ,
und indem wir aus dieser Gleichung analoge Schlitsse ziehen wie in Nr. I aus
Gleichung (82) jener Nummer, erkennen wir, dass 3, ¥, ¥ ¥: algebraische
Functionen von £ sein miissen.

Zum selben Resultat wird man auch in den Fillen, wo zwischen y,, ys,,
¥s, ¥4 Dobst einer der Gleichungen (F), (@), (H) noch eine zweite, von dieser unab-
hiingige besteht, durch ganz analoge Ueberlegungen gefithrt, indem man n#mlich
fiir die angedeuteten Schltisse den zu der betreffenden der Gleichungen (F), (@),
(H) gohorigen Ausdruck M(s) benutzen kann, da dieser, wie leicht zu sehen,
fir keine der in Rede stehenden Formen identisch verschwindet.

In der That ergiebt sich

im Falle (F): M) =0 U ‘;_E

* Gleichung (8) Nr. IL
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im Falle (&): M(z) = 2y (%). ’

und wenn die Gleichung f = o, wie im Falle (H) eine abwickelbare Fliche dar-
stellt, so folgt zunsichst durch eine einfache Rechnung

M(z) = y™ ["’(ﬁ +saﬁ"um a's(ﬂ)]

Wiire also filr die anf dar abwickelbaren Fliche f = o gelegene Curve C, deren
Coordinaten als Functionen eines Parameters aufgefasst durch ya(s), & = 1,2, 38,4
dargestellt werden, M (s) identisch Null, so hitten wir, mit Rticksicht auf die
partielle Differentialgleichung der abwickelbaren Flichen, fér C die Differential-
gleichung

B;;‘i: + & Vﬁ:ﬂ =o0.

Dies ist aber die Gleichung derjenigen Curve, welche nach Monge * die Characte-
ristik der Flache heisst, und diese ist bekanntlich* far die abwickelbaren
Flachen die geradlinige Erzeugende selbst. Also wilrden y;, ys, ys ¥4 in einer
Ebene liegen d. h. einer homogenen linearen Gleichung mit constanten Coeffi-
cienten genfigen, was nicht mdglich ist.

Iv.
Tritt keiner der hervorgehob;anen Ausnahmefille ein, so setzen wir
Q.. ... Hgyymmy) =pn/ &L HN=yx),
dann ist wie vorhin
@ . R OB RO REE RCHE TR

und auch lner greifen die Useberlegungen, welche wir an die Gleichung (32)
Nr. 1 kniipften, Platz und fithren zu dem Ergebnisse, dass die Werthe &, far
welche, auf geeigneten Wegen fortgesetat, 7, {, % dieselben Werthe annehmen
wie fiir 5, einer algebraischen Gleichung mit in z rationalen Coefficienten gentigen,
also jedenfalls nur in endlicher Anzahl vorhanden sind. Fiir die weitere Unter-
suchung ist aber jetzt ein von dem in den bisher betrachteten Fallen befolgten,
wesentlich verschiedener Weg einzuschlagen.

Die durch die Gleichung (B) festgelegte Beziehung f (1, yn ys %) = ©
konnen wir in bekannter Weise auch darstellen, indem wir uns Y Ym Ym W
bezw. deren Verhaltnisee 4, {, $ durch (B) und die Gleichungen

* Applications de 1'Analyse & la Géomsétrie, Paris 1850.
*% ibid. pag. 94 sq.
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® . .. {QI (ylu Y Yss y‘) + u Yy (yu Y Yo 3‘4) =0

P Y1 Y2 Yo Y + v Yo (Yo Yoy Y9 y) = 0,
WO @y, ¥y, s ¥; genze homogene Functionen gleichen Grades von y,, 5, ¥s ¥4
bedeuten, als Functionen der beiden unabhingigen Parameter u, v definirt
denken. Es sind dann 7, §, & algebraische Functionen von w, », wihrend wir
z. B. y, als den willkiirlich bleibenden Homogensitiitsfactor ansehen kdnnen.
Seien u,, v, ebenso wie u, v irgend zwei von einander unabhingige homogene
Functionen Nullten Grades von y,, ys, s, yi, 80 sind nattirlich u, v algebraische
Functionen von u,, v;, tnd wenn wir nun die Determinanten

I+t a’ylﬂ ‘?‘w Yo = 4y (w v)
Eiglyév %%;‘h—"u (% v)
PR AT

betrachten, so zeigt eine einfache Rechnung, dass

4, (i 0) = 4 (::’ "vl) Kaul)" (1) + 2 G ot 1,(u,v)+ it .,)—I

ou Ou tu ov

dyy (wyvy) = d("’l 1,1) 2w, oo 4 1(uy v) + aaﬁ-g} a)fﬂn “;UH‘E}M ooy 4y (% ")]

4y (uyv) = 4(““ u,) [(:; 4, (wv) + 209 a; 18 ("’”H“(@:) Ay (u, !‘).I )

wo unter / :‘T%) die Functionaldeterminante der u, v nach den u,, v,, zu ver-
stehen ist, eine Bezeichnung, die wir auch im Folgenden festhalten wollen.
Diese Gleichungen lehren, dass die quadratische Form
4y () v) X142 4,5 (g v) X Y+ o (u,0) T2

durch die Substitution

w Ry

3“1 "n '»’1 v (“1 ”1)
al

ou,

( ) o V(G

Ay (uyy 0) X+ 2 413 (uy 0) XY+ o, (uy,v) T3,
und demgemiiss ist

tibergehe in



(4)  Ag(in, 01)*— 2 (u, 00 ) Ay (g, 00) = 4 (;:' :} )‘[J“ (1, )V — A, (,0) . Ay (w, n)] .

Durch einen geschlossenen Umlauf der unabhéngigen Variablen ¢ erleiden
Y1 ¥n ¥n Yo eine lineare Substitution von der Form (2) Nr. L Die Gesammtheit
der linearen Substitutionen, welche allen méglichen Umlénfen von 2 entsprechen,
bildet die sogenmannte Gruppe G der Differentialgleichung, und diese Gruppe
beh#lt auch dann noch eine bestimmte Bedeutung, wenn wir von ihrem Zu-
sammenhange mit der unabhiéngigen Variablen s und der Differentialgleichung
(A) génzlich absehen. Wir wissen, dass durch alle Substitutionen der Gruppe G
die Form, f (3, y ¥s yo) in sich selbst, mit einer Constanten multiplicirt tber-
gefthrt wird, Die homogenen Functionen g, g, 3y, s gehen durch eine Sub-
stitution dieser Gruppe in ebensolche Functionen ¢', ¢y, %'y, 'y fUber, und
demmnach verwandeln sich %, v in %, ¢/, wo dann «', o' algebraische Funotionen
von u, v sind,

Nun ist aber offenbar fiir die Substitution (2) Nr. I

® .. Ze IO WU gy 35 TN BB,

und analog fiir #,; und .#;. Setzen wir also
g (u, v)2— o, (4, v) 'y (u,v) = D{u,v)

und bezeichnen durch I (1, v) dasjenige, was aus D (u, v) wird, wenn wir auf
die y,, ys ¥s yu eine Substitution der Gruppe G anwenden, so folgt aus den
Gleichungen (4), (6)

® - D =a(B2) lealt . Do) =laal® D v).
%'y v
Nun ist aber bekanntlich *
@ ... zm‘a.;'=a'(M ou v ,
u v
also da

a(a) -4 (%) =1
VD (wv) ou' oo = V] ,VD(w, v) ou dv
d. h. der Differentialausdruck

® . ... ... .. /Dwmome
multiplicirt sich durch eine Substitution der Gruppe G mit einer Constanten.

* vgl. Jacobi, Crelles Journ, Bd. 23, pog. 368,



Setzen wir speciell in den Gleichungen (8)
P=y Vi=y, 2=y, Y2=p,
80 wird » =, v ={ und wie man sich leicht iberzeugt, ist

il 2
/’1(%{)=y1‘"a—q,-- dl!(ql:)=yl‘§"%! 4:(’?.0:5'1‘ a;g:

folglich haben wir

’ o) _ o9 o9
D“”“”‘"Kavw) ~ o TaE'“]'
und also -
@ ... Dwv)=4 v-; [(@i.‘{ . a’—&%g

Hieraus und aus Gleichung (B) Nr. III ergiebt sich

4
L= Q) iy = 2 oo
Oy Oy L 29
Dieser Quotient ist also, da die Form f nicht anf eine terndre reducirbar sein
sollte, weder identisch Null noch identisch unendlich und ebenso wie der Aus-
druck (8) geht der Differentialausdruck

ao . . ... 00 2 () Ou v
durch eine Substitution der Gruppe G in sich selbst multiplicirt mit einer Con-
stanten aber.

Beildufig wollen wir bemerken, dass der hier betrachtete Ausdruck (10)

im Wesentlichen mit demjenigen tbereinstimmt, welcher sich bei Herrn Nither*
findet; es ist namlich, wie eine kleine Rechnung ergiebt,

Itq y'ayl ey,

o oy 1
Ty *—f’( = r = 2 );
él ay N 5“9‘

und wir sehen also hier die zur Gleichung (B) gehdrigen algebraischen Differen-
tiale eine analoge Rolle spielen, wie in der Abhandlung von Herrn Fucks die
algebraischen Differentiale der daselbst in Betracht kommenden algebraischen
Curve.**

Es ist zwar 2 (u, v) s ov selbst kein algebraisches Differential, kann
aber zu einem solchen gemacht werden durch Multiplication mit einer homogenen

* Math. And. Bd 9, peg. 304.
** 1. o. pagg. 829; 847, 848,
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m—i
Function m—4ter Ordnung von yy, ws, ys ¥y Wie 2. B. H(yy, yn ¥ %) 7 eine
golohe ist. Der Ausdruck

m—d
—t y 7
(1) Hynymymyd 7 - 2w v) dudw= zn r’i?;‘f %
3

ist also ein algebraisches Differential von , v resp. 4, { und geht durch eine
Substitution der Gruppe G in sich selbst multiplicirt mit einer Constanten fiber,
da sowohl 2 (u, v) ?u v als auch H (yy, ys, ¥s yo) sich dieser Eigenschaft erfreuen.

‘Wenn zwischen den Integralen gy, ys, ys 34 der Differentialgleichung (4)
noch eine zweite von (B) unabhingige Relation (B') besteht, so kann es vor-
kommen, dass vermége der letzteren

? m-1pF
(19 ........-.%:m =0
sei, als Funoction von =, ohne deshalb identisch verschwinden zu miissen. In
diesem Falle gehen durch einen Umlsuf von z die Functionen
of _ of _ of _
a ... Hey, Moy, ey,
in homogene linears Functionen ihrer selbst mit comstanten Coefficienten fiber,
dieselben gentigen also einer linearen homogenen Differentialgleichung dritter
Ordnung (A’) der Fuchs'schen Klasse, deren determinirende Fundamental-
gleichungen lauter rationale Wurzeln haben. Eliminiren wir ans den Gleichungen
(B), (12), (13) die Grdssen y, y., ys ¥4, 80 ist die Eliminationsresultante ganz,
homogen in den Y;,'Y,, ¥;. Wir haben also zwischen diesen letzteren die
homogene Relation
' R (Y, Y, ¥s) = o,

aus welcher sich nach dem Satze von Herrn Fuchs® erschliessen ldsst, dass die
Differentialgleichung (A”) algebraisch integrirbar sei. (Der Fall, dass B vom
zweiten Grade sei, fithrt sich auf den bereits erledigten m = 2 zurtick.) Hieraus
folgt mit Rtcksicht auf die Gleichungen (12), (13) die algebraische Natur der
Integrale von (A).

Diesen Fall bei Seite lassend, kénnen wir uns die Relation (h‘) stets in
der Form

9 . ... @mh=
gegeben denken, wo & eine ganze rationale Function von g, [ bedeutet.

* ibid. pag. 380,



Dann folgt zunkchst wie in Nr. II, dass zu jedem Werthe von 4 nur eine
endliche Anzahl von z-Werthen gehtie und demgemiiss zwischen 5 und 2 eine
Qleichung von der Form

@B ... .. . 44 {q)s_l+...+A{;(q)=a,
wo die 4,, ... dp eindeutige Functionen von 7 sind, stattfinden miisse. Anderer-
seits ergiebt sich aus (14)
oG G
*a—i' d’ﬂ + Ef dt =20
und wenn wir nun in (11) den aus dieser Gleichung entnommenen Werth von
d{ substituiren, so erhalten wir mit Riicksicht auf (14) einen in # allein alge-
braischen Differentialausdruck #(y) dy, welcher sich bei einem Umlaufe von 2
nur mit einem constanten Factor multiplicirt. Nach den iber die Natur der
Differentialgleichung (A) getroffenen Bestimmungen ist also
® . . ... ey =¥() s,
wo ¥ () Wurzel eciner rationalen Function von z ist, und nun folgt sus den
Gleichungen (15), (16) genau so wie in Nr. II, dass die Integrale y, ya, ys, yu der
Differentialgleichung (A) algebraische Functionen von z seien.
Aus diesen Erwigungen und den in den vorhergehenden Nummern ge-
wonnenen Resultaten fliesst das Theorem:

II. Wenn die homogenen Relationen, welche durch die Inte-
grale ,, s, ¥3, y, eines Fundamentalsystems der Differential-
gleichung (A) befriedigt werden, ein Gebilde zweiter Stufe
in der dreifachen Mannigfaltigkeit (g, {, #) constituiren,
aber nicht von der Form (D) sind, so ist die Differential-
gleichung (A) algebraisch integrirbar.

V.

Das am Schluss der vorigen Nummer ausgesprochene Theorem lésst in-
soweit eine Umkehrung zu, als die Integrale eines Fundamentalsystems einer
algebraisch integrirbaren linearen Differentialgleichung vierter Ordnung stets
zwei von einander unabhiéngigen homogenen Relationen gentigen. Ist ndmlich,

wie in fritheren Nummern, g, ¥y, %3, %, ¢in Fundamentalsystem, ferner;—': =q,
%3 — p ¥ = 5, und haben wir
L4 L7

1=9@), {=¥(@), =10,
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wo §, ¥, x algebraische Functionen von 2 sind, so folgen aus diesen Gleichungen
durck Elimination von z zwei, in jedem Falle von einander unabhéngige
homogene Bezishungen fir die gy, ys, ¥, y- Wenn wir also die Annahme
machen, dass y,, yy, ¥s y. die Gleichung (B), aber keine zweite von ihr un-
abhéngige homogene Relation befriedigen, so ist hiedurch & priori ausge-
schlossen, dass yy, ys, sy y« 8lgebraische Functionen von ¢ seien. Die Unter-
suchung der durch die Gleichungen (F), (@), (H) charakterisirten Falle fithrte
thatsschlich auf lineare Differentialgleichungen vierter Ordnung, deren Integrale
einer dieser (Gleichungen und nur dieser einen genfigen. Fiir die allgemeine
Gleichung (B), wie sie den Betrachtungen der Nr. IV zu Grunde lag, kann ich
an dieser Stelle nicht niher darauf eingehen, die Zuldssigkeit der gedachten
Annahme zu erhiirten, sondern muss mich damit begniigen, aus dieser Annahme
eine Reihe von Schlfissen zu ziehen, indem ich mir die weitere Behandlung
dieser Frage filr eine spiitere Gelegenheit vorbehalte.

‘Wenn zwischen den y,, ¥y ys ya keine von (B) unabhingige Relation
besteht, so sind ¢, [ auch als Functionen von z betrachtet algebraisch wvon
einander unabhéingig. Seien alsdann z, 2, ... 21 simmtliche von einander
verschiedene z Werthe, fiir die, auf gewissen Wegen fortgesetzt, ¢, £, 3 dieselben
Werthe annehmen wie fiir z, so wissen wir, dass jedes dieser z; eine algebraische
Function von », und dass die Zahl ¢ eine endliche sei. Bilden wir

t=(e—2) (g—g) ... (@—2c1) = (s @)
so ist, wie Herr Fuchs ® beweist, ¢ eine rationale Funection von z. Setzt man

1

¥= 1(5)? @,
80 genligt w ebenso wie y einer homogenen linearen Differentialgleichung vierter
Ordnung der Fuchs'schen Klasse, von welcher die Functionen

-1
we=yrx(e) 7, £=1,2,8,4

ein Fundamentalsystem bilden, und es ist auch

F (0, 05 00y t0) = 0 .
Wie Herr Fucks ** ausfihrt, nehmen fir 2 (k = 1,2, ... 6—1) die Functionen
wy, @y, wyy o, Werthe an, die sich von denen in # nur um dieselbe multiplicative
Einheitswurzel unterscheiden, Transformirt man die Differentialgleichung fir w
in die umbhﬂngige Variable ¢, so erhilt man eine Gleichung

(‘S) o dtg'i'hl(’)‘“_“FA[(‘) d&‘ +}l3(3) dt+kl(t)“—ol

* ibid. pag. 885 sq.
Bl Y
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welche wieder der Fuchs'schen Klasse angehdrt und nach einem Satze von Herrn
Fuchs* giebt es, wenn ¢ ein willktirlicher Werth ist, keinen davon verschiedenen
Woerth ¢, fiir welchen auf geeigneten Wegen fortgesetzt, 4, [, 3 diesalben Werthe
annehmen wie fir #. Moge nun zu einem Werthe ¢ gehtren das Werthsystem
=19, (=&, %=, und sei ¢, ein Werth, fir den auf geeigneten Wegen
fortgesetzt, g, { dieselben Werthe annehmen wie fiir ¢, wihrend & den von $,°)
verschiedenen Werth &,@ erlangt, dann ist

F (s by 3®) = 05 F oy Ly }10) = 0,
3, 8, gind also Wurzeln derselben algebraischen Gleichung mit in g, §
rationalen Coefficienten. Wir schliessen hieraus, dass die Anzahl der verachie-
denen t-Werthe, filr welche 5, {, & ein analoges Verhalten zeigen wie fiir ¢,
eine endliche sei und zmwar kleiner als der Grad n der Gleichung F (g, , #) in &
Seien ¢, ¢, ¢, ... fp— die simmtlichen von einander verschiedenen ¢-Werthe,
for welche auf geeigneten Wegen 7, {, die Werthe m, [, dagegen & bezw. die
Woerthe 3@, 3,0 $,®, , . $,4® annehmen. Mbgen forner Umldufe (8,), (Sy),
« . (Su—) von ¢ existiren, durch welche g, {, ungeindert bleiben, wihrend &,
bezw. tibergeht in die simmtlich unter einander und ven &, verschiedenen
Werthe ), &®, ... 3,0, dann ist klar, dass auch diese (u—1) Werthe der
Gleichung

Fpo by H) =0

gentigen. Wenn auf dem Wege (3;) von ¢ nach ¢, fortgesetzt, g, L, %, die
Werthe 5,, f,, 9+@ annehmen, so werden diese Functionen, auf dem Wege
(8: + 3, fortgesetzt, die Werte gy, {;, & annehmen. Es kann dann nicht vor-
kommen, dass zwei dieser # mit verschiedenen unteren Indices einander
gleich seien, da es ja sonst zwei t-Werthe gibe, fiir welche auf geeigneten
Wegen 4, [, 9 dieselben Werthe annihmen, und wenn wir voraussetzen, dass
durch die angegebenen (u—1) Umlaufe alle verschiedenen &-Werthe erzeugt
werden, welche fiir das Werthsystem (¢, g, §,) moglich sind, so ist klar, dass
such nicht zwei der & mit gleichen unteren und verschiedenen oberen Indices
identisch sein ktnnen. Wir haben also in den 3%, gp von einander verschiedene
Wurzeln der Gleichung

F gy fy ) =0,
d. h: wenn wir in die irreductible Gleichung

m. .........F@ys=.,

* L o. Satz VL



— 4 -

aufgefusst als Gleichung in 2, fiir z, y setzen die wohlbestimmten Functionen
n, L von ¢, so geben ¢ p Wurzeln dieser Gleichung die simmtlichen & -Werthe,
welche zu einem Werthsystem von ¢, [ gehoren. Aber die Substitution z =4,
y =1 ist dquivalent der Fixirung einer Beziehung

@ . . N N R N
zwischen den als uns.bhﬂ.nglge Variable zu betrachtenden =, y; eine Reduetibili-
tat der fiir unabhiingige x, y irreductiblen Gleichung (1) kénnte nur eintreten,
wenn die Beziehung (2) eine algebraische wiare,* dies sollte aber nicht der Fall
sein, da keine zweite von (B) unabhéngige Relation zwischen den yy, ye yar ¥s
stattfinden sollte, also bleibt die Gleichung (1) irreductibel, auch wenn wir z, y
durch g, § ersetzen, und folglich ist p p = n.

Diese Ueberlegung lehrt, dass alle Wurzeln 3 der Gleichung F (g, §, %)
= o, wenn wir uns fiir g, { die so bezeichneten Integralquotienten der Differen-
tialgleichung (A) gesetzt denken, in dem Werthvorrathe des dritten Integral-
quotienten % ihren Platz finden; und erst durch diese Einsicht sind wir berech-
tigt, auch in dem vorliegenden Falle einer Relation, aus der Gleichung
F 9, L, 9) = o entspringende Irrationalitéten wie z. B. die Differentialausdricke (8),
(10). (11: vor. Nummer als Functionen von z resp. ¢ aufzufassen und zu discutiren.

Setzen wir .

gt 9 7
‘['L'gi'F"')"i* = 0 (11 D 1

89
dann gehen durch einen geschlossenen Umlauf von ¢ der ja entweder einer
Substitution der Gruppe G oder einer Permutation der Werthe z, 2z, ... 501
iiquivalent ist, die Functionen 4, { iber in algebraische Functionen ¢' = g (s, ),
{' = & (g, L) ihrer selbst und, wie gezeigt wurde, ist

® ... ... o (4,\§)=04 —""—i)ﬂ*('h{'),

wo C eine Constante bedeutet.
Betrachten wir nun das bestimmte Doppelintegral

[ ]
/’ omdopal=Jmd,

o Mo
erstreckt von einem, zu dem bestimmten Werthe ¢, gehorigen Werthsysteme
(40> &y #o) nach der variablen Stelle (g, £) auf einem ,, Wege", welcher keine Stelle

* Kronecker, Festechrift § 3 pag, 7,
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(m L, &) enthalt, fiir die der Integrand unendlich wird oder sich verzweigt und
denken uns dasselbe, als Function von ¢ aufgefasst, nach dieser Variablen differen-

tiirt, dann sei
%]
d
d—s_{fw(mi) oy o = ¢(2) -
o %o

Durch einen Umlauf von ¢ geht J (g, [) iiberein
[

ff@(q,g mat=J0, 0,

Lol
setzen wir also

’]‘u = 9 {qﬂp g\)} * :0‘ = 3" (ql'! ;") '

so folgt
Lun'y s
I ) = /fmw,o oy o + f ® (9, 8) on 0 -
$o Mo C'n'l'u'

Transformiren wir das zweite Integral auf der rechten Seite dieser Gleichung
indem wir setzen

’J=§(u:”)' t=hunv),

go ist
¢ tn r
ff@ (m, 0 o o =/‘f¢ gy v) A (,0)] o (z:”) ou oo,
Sonle [
also ergiebt sich mit Riicksicht auf (3)
Ean'n
T, 0 = ff e@bua+osmy.
Co M
Nun ist aber .
Con'y
ffﬁ(’hﬂ og of = const. = (' ,
o
folglich

ST, =03, 740,

d. h. die Function. ¢ (f) multiplicirt sich durch einen Umlauf von ¢ mit einer
Constanten, ist also zu Folge der itber die Differentialgleichung (A) gemachten
Voraussetzungen Wurzel einer rationalen Function von ¢
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Wir haben demnach zwischen g, §, ¢ die Gleichung

[ .ff@(q,t}ﬁqat=j-p(t)ok,
4

o Mo
und zwar sind auf der rechten Seite Periodicitatsmoduln nicht hinzuzufiigen,
da ja zu jedem Werthsysteme (g, {, #) nur ein bestimmter ¢-Werth gehort.
Da ferner zu einem Werthsysteme (g. [) genau ¢-Werthe von ¢ gehtren, muss
die zwischen 1, [, & stattfindende Gleichung (4) die Form haben

® . . . .. .#9+A|(%t}3?'_1+-u+44@(%o=0=

wo die 4, ... Ap eindeutige Functionen von g, { gind. Man sieht, dass die _
Qleichungen (4), (5) denjenigen ganz analog seien, aus welchen sich bei Herrn
Fuchs* fiir die Differentislgleichung dritter Ordnung, zwischen deren Integralen
eine homogene Relation besteht, das endgiiltige Resultat ergiebt.

* jbid. Gleichungen (28), (27) Nr. L pagg. 82% sq.

6.
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Thesen.

L

So winschenswerth es in der Mathematik ist, durch sachgemdsse Er-
weiterung von Begriffen Geesichtspunkte zu gewinnen, unter welche sich sonst
verschiedene Thatsachen subsummiren; so soll man doch nie auf die Erforschung
der, den einzelnen dieser Thatsachen anhaftenden Besonderheiten verzichten.

IL

Es scheint unzweifelhaft, dass .dbe! durch seine vergeblichen Versuche
die Gleichungen fiinften Grades aufzuldsen veranlasst wurde, sich die Fithrung
des Nachweises fiir die Unméglichkeit der algebraischen Auflssung der Gleichungen
von hoherem als dem vierten Grade zur Aufgabe zu machen.

IIL

Wenn man eine, die Fuchs'schen Functionen definirende algebraische
Differentialgleichung kennen wiirde, deren Coefficienten von der unabhingigen
Varisbeln und den eine solche Function eindeutiz bestimmenden Parametern
auch in algebraischer Weise abhéingen; so liesse sich eine Darstellung der
Fuchs'schen Functionen angeben, welche fir die Anwendungen und die Auf-
findung neuer Eigenschaften geeignet wire. —
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