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Einleitung.

Schon seit Dirichlets beriihmtem Satze von der arith-
metischen Progression haben die sogenannten Dirichletschen

Reihen, d.h. Reihen der Form:

o a, & —wlogn
F(u) = §_3n_ ”Zla,,e

in der Zahlentheorie eine grofie Rolle gespielt. Hierbei
bedeuten im allgemeinen Falle die a, irgend eine Folge
komplexer Koeffizienten, # bezeichnet eine komplexe Va-
riable, und log » ist reell anzunehmen. Indessen sind die
wichtigsten funktionentheoretischen Eigenschaften dieser
Reihen erst in neuerer Zeit bekannt geworden, und zwar
erstrecken sich diese Untersuchungen schon zum Teil auf
allgemeinere Dirichletsche Reihen der Form

Flu) = T ae— ™

wo die a, wieder eine Folge komplexer Koeffizienten be-
deuten, die 4 positive, bestéindig zunehmende und ins Un-
endliche wachsende Zahlen sind und die Glieder a,e” Au
in der Reihenfolge der wachsenden A aufeinander folgen.
Die wesentliche Kigenschaft der Reihen F(u) ist ihre
Konvergenz in einer Halbebene, d.h. entweder konver-
gieren diese Reihen fiir alle Werte der Variablen u oder
fiir keinen Wert derselben, oder es existiert eine reelle
Zahl h,, sodaf F(u) fiir () > h, konvergiert, dagegen fiir
R(u) < h, divergiert; hierbei bedeutet R (x) den reellen Teil
von u#. Ebenso sind diese Reihen entweder iiberall oder
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nirgends absolut konvergent, oder es existiert eine Grenz-
gerade R(u) = £, welche das Gebiet der absoluten Kon-
vergenz R («) > h, von demjenigen Grebiet N (v) < 4] trennt,
in welchem F(x) entweder nur bedingt konvergiert oder
divergiert; natiirlich ist h, =< &..

Unter dem Konvergenzgebiet der Reihe F'(u) soll
immer die Halbebene R («) > &, verstanden werden, welche
also im Falle A, <%, mittels eines Streifens bedingter
Konvergenz nach links iiber das Gebiet der absoluten
Konvergenz hinausreicht. Im Konvergenzgebiet stellt die
Reihe F'(u) eine regulire analytische Funktion von w dar.

Setzt man e~% = x, so gehen unsere Reihen F'(%) in
Reihen der Form

f@) = Da,z

iiber, welche ich irregulire Potenzreihen nennen werde,
weil ja die A nicht positive ganze Zahlen zu sein brauchen.
Analog den obigen Angaben existieren zwei Kreise um
den Nullpunkt mit den Radien » und R, sodafi die Reihe
f(x) fiir |x]<<» absolut, fiir [z|< R wenigstens bedingt
konvergiert, und es ist stets r == R; natiirlich ktnnen r
und R den Wért O haben oder unendlich grof werden.
Im Kreise || << R, d.h. im Konvergenzgebiet der Reihe
stellt f(x) eine analytische Funktion von z dar, welche
sich im Punkte # = 0 verzweigt.

Fiir komplexe 4 sind unsere Reihen noch nicht unter-
sucht worden, und ich werde daher zunichst zeigen, daf
auch in diesem Falle die Konvergenz in einer Halbebene
beziehungsweise in einem Kreise um den Nullpunkt er-
halten bleibt, wenn noch gewisse Voraussetzungen erfiillt
sind. Ich verfolge dabei die Absicht, auch fiir reelle 1
die angegebenen Tatsachen von neuem und auf einfachem
Wege zu beweisen. Die Konvergenzabscissen k,, 4] be-
ziehungsweise die Radien #, R hingen durch ein formal
einfaches Gesetz mit den Grofienfolgen @; und 1 zusammen.

Ich werde sodann das Verhalten unserer Reihen auf
der Grenzkurve des Gebietes der bedingten Konvergenz
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gegen das Gebiet der Divergenz untersuchen, und es
werden sich hier ganz analoge Resultate wie in der
Theorie der gewoshnlichen Potenzreihen ergeben. In-
dessen fithren fiir unsere allgemeineren Reihen keines-
wegs die in dieser Theorie iiblichen Beweismethoden zum
Ziel, sondern es wird notig sein, Hilfsbetrachtungen ganz
anderer Art durchzufiihren, um die analogen Sitze fiir
unsere allgemeinen Reihen zu gewinnen. Man erhilt zu-
nichst, daB auch hier die durch die Reihe dargestellte
Funktion, mit einem geeigneten Faktor multipliziert, in
sehr allgemeinen Féllen einem Grenzwert zustrebt, wenn
das Argument sich innerhalb des Konvergenzgebietes einem
bestimmten Punkte der Konvergenzgrenze anndhert. Es
werden sodann einige Resultate entwickelt werden, die iiber
das regulire oder singuldre Verhalten unserer Funktionen
auf der Konvergenzgrenze und iiber ihre Fortsetzbarkeit
dariiber hinaus Aufschlufl geben. Endlich werde ich noch
Fragen betreffend die Konvergenz oder Divergenz der
Reihen auf der Konvergenzgrenze sowie ihr Verhalten
auf der Grenze der absoluten Konvergenz behandeln.

Dieselben Untersuchungen sollen dann fiir eine gewisse
Klasse von Integralen sowie fiir verallgemeinerte Falkul-
titenreihen und verallgemeinerte Binomialkoeffizienten-
reihen, deren Konvergenzgebiet in demselben Sinne eine
Halbebene ist, durchgefithrt oder wenigstens angedeutet
werden.

§ 1. Grundlegende Eigenschaften der
irreguldren Potenzreihen.

Schon im Jahre 1884 hat Herr Jensen?!) den Satz be-
wiesen, daf das Konvergenzgebiet einer Dirichletschen
Reihe eine Halbebene ist; indessen ist dieser Satz erst
dadurch allgemein bekannt geworden, daB ihn Herr Cahen?)

1) ,Om Raekkers Konvergens“, Tidsskrift for Mathematik, Ser. 5,
Bd. 2, [S. 63—72] 8. 70—71.

2) ,Sur la fonction £(s) de Riemann et sur des fonctions analogues,
Annales scientifiques de Pécole normale supérieure, Ser. 3, Bd. 11, 1894,
[S. 75—164] 8. 78—93.
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zehn Jahre spiter unabhingig wieder entdeckt hat. Dieser
Satz, den Herr Caben durch langwierige elementare Er-
drterungen beweist, ist nach Einfiithrung von Integralen
sehr viel leichter zu entwickeln; zugleich gestattet diese
Methode, die 4 als komplex anzunehmen.

Es sei also eine Reihe

flx) = 2“15”1

vorgelegt, wo die a; beliebige komplexe Koeffizienten sind
und die Exponenten 1 eine Folge komplexer Zahlen be-
deuten, die sich nur im Unendlichen hdufen. Es sei
vorliufig angenommen, dafi, wenn 1 = a+f
gesetzt wird, die Zahlen « simtlich positiv
sind, sich im Unendlichen hiufen und daf die
Grenzbeziehung

_ﬁi

]_ =
i=w

besteht. Wir fixieren nunmehr fiir jedes 1 die Potenz

7* = ¢'°8® JQurch einen bestimmten Zweig des Logarithmus
und nennen die Reihe absolut konvergent, wenn die aus den
absoluten Betriigen der Glieder a, 2* gebildete Summe bei
irgend einer Anordnung der Glieder einen bestimmten end-
lichen Grenzwert hat, woraus dann folgt, daf sie bei jeder
beliebigen Anordnung der Glieder demnselben Grenzwert
hat. Dannistdie Reiheentweder nur im Punkte
# = 0 absolut konvergent oder iiberallabsolut
konvergent, oder es existiert eine Zahl », so-
daB f(z) innerhalb des Kreises mit dem Radius
rumden Nullpunkt absolut konvergiert, aufier-
halb desselben dagegen nicht absolut konver-
giert.

Um dies zu beweisen, hat man nur zu zeigen, daf
aus der absoluten Konvergenz der Reihe fiir irgend einen
von O verschiedenen Punkt z = 2, die absolute Konver-
genz dieser Reihe fiir jeden Punkt 2 = 2, folgt, der einen
kleineren Abstand vom Nullpunkt hat, auch wenn die Po-
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tenzen z* einem anderen Zweige des Logarithmus als die

Potenzen #} entnommen sind. Da die absolute Konvergenz

fiir , = O evident ist, darf z, 4 0 angenommen werden.
Setzt man dann:

l:a.l_ﬁé’ zv—l_—_y____ge@‘, ]-DgE=_'131

so liegt nach Voraussetzung & zwischen 0 und 1, sodaf %
eine positive Zahl bedeutet. Die Zahl ¢, welche um ein
Vielfaches von 2z unbestimmt bleibt, werde so gewéihlt,

daB die Gleichung

) _z; _ Hlogz—logzy) _ (logktei) _ (etpi)(~n+90)

besteht, in welcher auch der links stehende Quotient,
den wir im folgenden abgekiirzt ¥* nennen wollen, durch
die beiden zu Grunde gelegten Zweige des Logarithmus
genau bestimmt wird. Dann wird im Falle ¢ 0, da
nach Voraussetzung von einer gewissen Stelle an

1B n n
« =g Mo lhpl =0y
ist, fiir alle « bezw. 4 von einer gewissen Stelle an:
i
@i = [a )| (Et—) | = ]a;mg!e_“"_m”
xo

_mi
Slamzgle 2 =|mag)

Im Falle ¢ = O ist natiirlich ebenfalls fiir alle 2 von
einer gewissen Stelle an:

wa}| = |mat|e” " = |arad].

Konvergiert also die Reihe fiir # = z, absolut, so
konvergiert sie auch absolut fiir jeden Wert z innerhalb
des mit dem Radius |z,| um den Nullpunkt beschriebenen
Kreises. Damit ist der aufgestellte Satz bewiesen.

Wir nehmen nunmehr an, daB nur endlich
oft ein reeller Teil « vorkommt, der zu mehre-
ren Exponenten 2 gehiort, daB also die reellen
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Teile « der 2 von einer gewissen Stelle an
simtlich verschieden sind und ordnen die Glie-
der a;2* in der Reihenfolge der wachsenden «
an. Bezeichnet man mit S;(z) die Summe der in dieser
Weise geordneten Glieder a;«* bis zu einem bestimmten
Exponenten 4, ist also
Si(x) = a, z*,
(@) ER(MEER( ‘

summiert iiber alle Indizes oder Exponenten u der Be-
ziehung R(u) =NR(1), so nennen wir die angegebene
Reihe konvergent mit der Summe f(z), wenn die GrdSen
S:(z) sich mit wachsendem 4 dem Grenzwert f(x) an-
nihern.

Um indessen behaupten zu konnen, daf das Konver-
genzgebiet der so definierten Reihen f(x) ebenfalls ein

Kreis ist, haben wir aufler der Voraussetzung lim% =0

noch eine weitere Voraussetzung einzufithren. Sind
A= a+pi und V' = o'+ ' irgend zwei aufein-
anderfolgende Exponenten, so liege der Quo-

ﬁ'ﬁ

— fir alleiunterhalbeiner endlichen

tient

Schra.nke, abgesehen natiirlich von einer end-
lichen Anzahl von Gréfien 1; oder es lasse sich
wenigstensnach Angabeirgend einer positiven
GrifBe #=>1, welche der Zahl 1 beliebig nahe
llegen darf, stets eine Stelle angeben, von der
ab

18 -6l

u—a

== $°

ist. Es soll im folgenden bewiesen werden,
daf unter den angegebenen Voraussetzungen
das Konvergenzgebiet von f(2) stets ein Kreis
ist; es soll sodann an einem Beispiel gezeigt werden, dafi
es zur Konvergenz innerhalb eines Kreises in der Tat
notwendig ist, eine derartige Einschrdnkung einzufiihren.
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Zum Beweis der aufgestellten Behauptung ist es
wiedernm nur nétig zu zeigen, daB aus der Konvergenz
der Reihe f(z,), wo z, 4 O ist, die Konvergenz der Reihe
f (x,) stets dann folgt, wenn |z,| < |z,| ist, und es darf
x, # 0 angenommen werden. Hat man irgend zwei Groben-
folgen

byy by oib, oo, sowie €, € .en €y e
und setzt man:

B, =0, B, =2b,...B, =b+b+--+b,,
so 1ist:

”glbﬂ Cy ="§1(Bn - En—]) Cn =ﬂ2]Bn (cn_ cN-H) + Bm Conire

Analog ergibt sich, wenn unter S,(z,) die Summe aller
Glieder der Reihe f(z,) bis zu einem bestimmten Index w
verstanden wird und wenn g und u' immer zwei aufein-
anderfolgende Indizes bezeichnen, wihrend i’ der auf 1
folgende Index ist:

Sa(mt) = > e = > dy Xy (%)u

2) R =RO R =% )
ARG E AN z, \*
:‘R(méﬂ%m&‘ (= ((To) “(w—o) )+S" (=) (w_.,) '

Es ist zu beweisen, daf §;(z,) mit wachsendem 4 einen
bestimmten endlichen Grenzwert hat. Dazu ist es nicht
einmal nétig zn benutzen, daf S;(z,) einen bestimmten
endlichen Grenzwert hat, sondern es ergibt sich die in
Frage stehende Tatsache schon dann, wenn nur S,(z,) fiir
alle 1 absolut genommen unterhalb einer endlichen Schranke
A liegt, sodaB unser Beweis die vorausgesetzte Konver-
genz der Reihe f (2,) gar nicht einmal in vollem Umfange
benutzt.

In der Tat ist nach Annahme einer beliebig kleinen
Zahl & eine Zahl «, anzugeben, sodaf fiir alle « > «,,
d.h. fiir alle 4, deren reeller Teil >, ist, die Be-
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ziehung
n

; Iy ' f -
3) Sl(x,,)(;;—‘) ]<Ae‘“ o4, %<3
(1]

gilt, in welcher vorher eingefiihrte Bezeichnungen auf-
treten. Dies bedeutet aber

i fl)”: .
lisl(xo)(xo 0

S, (x,) hat also nach Gleichung (2) dann einen Grenzwert,
wenn die iiber alle 4 erstreckte unendliche Reihe

2 #
S z, (ﬁ. (% )
> 5. (7 - (3)
konvergiert, und zwar ist dann dieser Grenzwert gleich
der Summe der Reihe. Da fiir alle A der Ausdruck S, («,)

unterhalb einer endlichen Schranke A liegt, so ist diese
Reihe sogar absolut konvergent, wenn die unendliche Reihe:

LA (_f&)”
@ =|(2)-(&
konvergiert, was im folgenden nachzuweisen ist. Unter

Annahme der obigen Bezeichnungen ergibt sich, weil z, F 0,
also y & 0 angenommen werden darf,

A iy by
f ydt = f 108V gy — L [et log y]
1 f log y 2

logy ' —v*)

Der Integrationsweg sei die grade Linie von i bis i';
dann ist, wenn fiir alle Punkte ¢{ dieser geraden Linie
t = 7416 gesetzt und ¢ als reelle Funktion, ¢ als kom-
plexe Funktion der reellen Variablen r aufgefafit wird,

ds _ p—p & et 3
il A

und man erh#lt schliefilich:
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yr—y? = —log yfyy‘ dt
i

)f Jr+wdt

— —Iogy(1+1 g — ﬁ)f (v+1io)(— "]-l*qﬂ)dr

= -logy(1+a

sodaf man jetzt nur noch ein Integral anf der Achse des
Reellen abzuschiitzen hat. Nach Voraussetzung 146t sich
eine Zahl o, angeben, so da8 fiir alle 4, deren reeller Teil
= «, ist, die beiden Beziehungen:

=

6l __n |F-

T 4p’ '~
gelten ®). Also erhilt man fiir Eh(l =«

n '

r:y’-—yl'l-~<I10g:ffi(1+eZ )f“e"""""dr
o

o 5 —

o' -_Tt o 21

<2|logy|e fe dr<2ilogy}f e dr.
o

4

lhl..‘i

Summiert man iiber alle 4, deren reeller Teil = «, ist, so

T

wo—1
ergibt sich rechts ein Integral f e ? dv, das wegen 1 =0

%
konvergiert. Also ist auch die Reihe (4) konvergent, so-
daf S;(z,) fiir unendlich groBles i einen Grenzwert hat
und also die Reihe f(z) auch fiir # = =z, konvergiert.
Damit ist der aufgestellte Satz bewiesen. Beschrinkt
sich die Konvergenz der Reihe f () nicht allein auf den

3) Die erstere Beziehung ergibt sich aus lim% = 0, da % stets
!
ein Mittelwert zwischen % und o ist, und ist nur im Falle @ 40

bei der folgenden Abschdtzung zu verwenden. Die letztere Beziehung
7

ergibt sich aus der zweiten Voraussetzung, da man & = ¢ 4 Setzen darf.
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Punkt # = 0, so ist also das Konvergenzgebiet entweder
ein mit einem bestimmten Radius B um den Nullpunkt
beschriebener Kreis oder die Reihe ist in der ganzen
Ebene konvergent. Bezeichnet man das Konver-
genzgebiet, von dem der Punkt z = 0 ausge-
nommen sei, mit K, so ist, wie im folgenden
bewiesen werden soll, die Reihe f(2) innerhalb
jedes ganzin Kgelegenen, voneiner geschlosse-
nen Kurve begrenzten endlichen Gebietes G,
das also den Punkt O oder irgend einen Punkt
der Peripherie des Konvergenzkreises nicht
einmal auf dem Rande enthalten darf, sogar
gleichmiéBig konvergent, d.h. es 146t sich nach An-
nahme einer beliebig kleinen Zahl ¢ eine Zahl «, so an-
geben, daf fiir alle 4, deren reeller Teil = e, ist, und
alle Punkte # im Innern oder auch auf dem Rande von
G die Beziehung

[Si(z) —fl@)| <o
stattfindet. :
Beweis: Wir beschreiben mit einem Radius R, < R
um den Nullpunkt einen Kreis, der das Gebiet G viollig
umschlieBt, und bezeichnen irgend einen Punkt, dessen

Abstand vom Nullpunkte zwischen R, und R gelegen ist,
mit z,, Dann ist, wenn

R
log |x—l] = 1N,

gesetzt wird, die Zahl %, eine von x unabhéngige positive
Konstante, und es gilt, wenn

x

L =t log— = logt+gi = —q+gi
T, z,

gesetzt wird, fiir alle Punkte z des Gebietes G die Be-
ziehung:

z
,

—-—n = log

R
<10g|~ﬁ = —1,
[
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Es werde ferner ¢ durch die Gleichung (1), giltig fiir
alle Punkte #, = « des einfach zusammenhidngenden Ge-
bietes G, bestimmt; es sei M das Maximum des absoluten

Betrages der Funktion log — = log £ + ¢i fiir alle Punkte

z des (ebietes G sowie g, das Maximum des absoluten
Betrages von ¢ fiir alle diese Punkte. Man nehme endlich,
wenn 4 = «+ fi gesetzt wird, eine Zahl e, so groB an,
daB fiir alle 4, deren reeller Teil & = «, ist, die Beziehung

LAPS
4, ’
also auch die Beziehung
|Bp| <2«

gilt. Dann ist fiir alle 4, deren reeller Teil = «, ist und
alle Punkte x des Gebietes G:

x l
()
Ferner ist die Reihe f(z,) konvergent, soda8 S;(z,)

fiir alle 4 unterhalb einer endlichen Schranke 4 liegt.
Man erhilt daher fiir alle 4 von einer gewissen Stelle an

o
_‘11]0_'_“.__ —_— s ———
- - 4
= ¢ M ﬁq’{e e e .

und alle Punkte z des Gebietes &, wenn }{ = y gesetzt

wird, genau wie in den Gleichungen (3) und (6):
—3n, e’
|Si@)y¥ | < de * <0,
und, wenn an Stelle von 4 der Index u = a-+ fi ge-
7o , —31m z

schrieben wird,
' o’ e
‘T—;)f e a4 dr
o
o
-

15, (@) (0 — )| < 4| log y|(1+
<2A|1-:>gy|.e4 .fe 4 dz<2A‘Mfae2
o

[+

Nun ist eine Reihe in einem Gebiete stets dann gleich-
mifig konvergent, wenn sich eine Stelle angeben la8t,



16

von der ab simtliche Glieder der Reihe fiir alle Punkte
x des Gebietes absolut kleiner sind als die entsprechenden
Glieder einer konvergenten Reihe mit konstanten Gliedern.
Da das Integral
w gt
f e - dr
©y

konvergiert, so ist also die in der vorher bewiesenen
Gleichung

(6) f@) = Ba,a* = Z8u(x)(y" —¥")

rechts stehende Reihe im Gebiete G gleichmiflig konvergent.
Hiernach kann man leicht aus der Beziehung (2) folgern,
daB auch die links stehende Reihe f(z) im Gebiete G gleich-
miiig konvergiert, was aber fiir unsere Zwecke nicht
einmal notwendig ist. Wir benutzen n#mlich einen Satz
von Weierstrafl:

Wenn f,(z), f,(x)... analytische Funktionen sind,
welche in einem zusammenhingenden Gebiet G der x Ebene
regulir sind, und wenn die unendliche Reihe:

[« ]

”Zlf (@)
in einer gewissen Umgebung jeder Stelle von G gleich-
mifig konvergiert, so stellt diese Reihe in G eine analy-
tische Funktion f(#) dar. Ferner ist die durch k-maliges
gliedweises Differentiieren (¢ = 1,2 ...) gebildete Reihe

SrP@

=

in G konvergent und = f%* ().

Also diirfen wir den Schluf ziehen, das die
Reihef(z)indem Gebiete G und also in dem ganzen
Gebiete K eine analytische Funktion darstellt; da-
gegen ist im Punkt # = 0 die Funktion /(z) singulér und hat
dort einen Verzweigungspunkt. Damit sind die behaupteten
Fundamentaleigenschaften der Reihen f(z) nachgewiesen,
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wenn die A den angegebenen Beschrinkungen unterliegen.
Setzt man 2 = ¢ u = —logz und schreibt die
Reihen f(z) in der Form F(x) = Zae™, so ist in-
folge der gewonnenen Resultate das Gebiet
der absoluten Konvergenz von F(«) eine Halb-
ebene mit der Grenzgraden R(u) = A! und das
Konvergenzgebiet von F(u) eine Halbebene mit
der GrenzgradenR(u) =h,, wol, =h!ist. Inner-
halb des Konvergenzgebietes von F(u) stellt-
die Reihe eine reguldre analytische Funktion
von # dar, und zwar entspricht jedem Blatte
der Funktion f(2) die véllig bestimmte Funk-
tion F(u) derart, daf jedem Wert x + 0des Kon-
vergenzkreises ein bestimmter Wert von «
innerhalbder Konvergenzhalbebene entspricht,
fiir welchen f(2) = F(u) ist, und umgekehrt.

Es fehlt schlieflich noch der Nachweis, dafl es, wenn
man in allen Fillen die Konvergenz innerhalb eines Kreises
bezw. einer Halbebene sichern will, in der Tat notwendig
ist, eine Beschrinkung der Art einzufiihren, daB nach

Annahme irgend einer Zahl & >1 von einer gewissen
Stelle an

@ B0

; -~ §¢
¢ — o

ist; die anderen gemachten Voraussetzungen rechtfertigen
sich ndmlich von selbst oder auch aus den Betrachtungen
von § 2. Dazu ziche ich den speziellen Fall heran, in
welchem die reellen Teile « der Exponenten 4 eine ganz
bestimmte Grifienfolge, ndmlich die Zahlen log 2, log3 ...
logn ... darstellen, und ich werde zeigen, daf in diesem
Falle neben der Annahme lim%
Voraussetzung notwendig ist, um die Konvergenz der
Reihe F(u) innerhalb einer Halbebene zu sichern. Wird
ndmlich nur die Voraussetzung gemacht, daf nach An-
nahme irgend einer Zahl & > &, von ‘einer gewissen Stelle
2

= 0 grade die obige
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an die Beziehung (7) erfiillt ist, wo @, eine feste Zahl
>1 ist, wird also nicht mehr verlangt, daB fiir Zahlen
9 > 1, welche der Einheit beliebig nahe liegen, die Be-
ziehung (7) von einer gewissen Stelle an erfiillt ist, so ist
stets ein Beispiel einer Reihe F'(u) anzugeben, welche nicht
die im vorhergehenden bewiesenen Konvergenzeigenschaften
besitzt. Wird jeder Exponent A, dessen reeller Teil log 2,
log3...logn... ist, mit u,, u,... g, ... bezeichnet und
setzt man:
A= g, = Iogn-}_iﬁnl a, = 4,

so wird, wenn « reell ist und auch die a; reell sind:

.F'(N) = Eale_lu: § _A!'_'"_. eﬁi(uﬂn)

Wee n"

Es sollen nunmehr die 4, sowie die g, folgende ganz
speziellen Werte haben:

(G G

n.‘&a;’ nl_'a(r’

4, =

wo 8, = log ®, ist. Da &, zwischen 1 und ¢ angenommen
werden darf, so ist d, eine feste positive Zahl zwischen
0 und 1. Dann ist sowohl die Beziehnng
b _ o
n=clOgn
erfiillt, -als auch 148t sich nach Angabe irgend einer Zahl
# > &, eine Stelle angeben, von der ab:

1

Trer i U?mi:'gn !— =< '&log n:‘ d. h. iﬁnﬂ ﬁn‘ =1 s n -0

log (n +1) —log n
ist, wenn § = log & gesetzt wird. Es ist ndmlich in der
Tat wegen 0 > 0, von einer gewissen Stelle an:

1 1 2 1

]ﬁn+1""ﬂn| = ”1_'au + (n+1)1_80 = ﬂ,l—'&o = n]__a :
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Trotzdem ist die Reihe

(— I)“ % .& 1 . o
Fu) = g u+,',6 14 —@1;::2”“_'_%5081]1”1_60

fiir u = 0 konvergent, dagegen fiir 0 < u =< Z" divergent,

weil fiir diese Werte von u die zweite Reihe rechts, die
im Gtegensatz zur ersten rechts stehenden Reihe nur posi-
tive Glieder hat und deren allgemeines Glied von einer
gewissen Stelle an

1 in %~ 1 ) _u 1
nt+19 pl=00 7 putid 91—, 2 ,l4+u—1id

~ ist, divergiert. Die angegebene Reihe F'(w) hat also nicht
eine Halbebene als Konvergenzgebiet, da in diesem Fall
aus der Konvergenz der Reihe im Punkt # = 0 die Kon-
vergenz in allen Punkten u folgen wiirde, deren reeller
Teil =0 ist. Man wird daher in der Tat in wunserem
speziellen Falle voraussetzen, daf mnach Annahme einer
beliebig kleinen Zahl & fiir alle n von einer gewissen

Stelle an

1
Eﬁ’lh_ﬁnI < nl_a

ist, wenn die Konvergenz in einer Halbebene gesichert
werden soll. Allgemein wird zweckmifiig angenommen
werden, daB nach Annahme einer beliebig nahe an 1
liegenden Zahl & =1 die Beziehung (V) von einer ge-
wissen Stelle an erfiillt ist.

Das Ergebnis der bisherigen Untersuchungen ist nun,
daf in der Tat unter den angenommenen Voraussetzungen
das Gebiet der absoluten wie der bedingten Konvergenz
stets ein Kreis bezw. eine Halbebene ist und daf im
Konvergenzgebiet, aus dem im Falle der Reihen f(x) der
Punkt z = 0 auszuschlieBen ist, die durch die Reihe dar-
gestellte Funktion analytisch ist. Was die bedingte oder
absolute Konvergenz der Reihen auf den betreffenden
Grenzkurven selbst anbetrifft, so kann man hieriiber ebenso

2*
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wie iiber das analytische Verhalten der durch die Reihen
dargestellten Funktionen auf der Grenze des Konvergenz-
gebietes keine allgemeinen Aussagen machen. Nur folgender
einfache Satz sei schon hier angegeben: Liegen die
imagindren Teile 8 der Exponenten 4 siamtlich
unterhalb einer endlichen Schranke, so ist die
Reihe entweder in allen Punkten der Grenz-
kurve der absoluten Konvergenz absolut kon-
vergent oder in keinem Punkte derselben.

Beweis: Es sei die Reihe f(#) im Punkte z = =z, des
Kreises mit dem Radius » um den Null-Punkt absolut
konvergent, und es sei x, ein beliebiger anderer Punkt auf
der Peripherie dieses Kreises. Dann ist 4 = 0 und fiir
alle 1:

larat| = |watle PP < Olayat],

wo C eine bestimmte Konstante ist. Also ist die Reihe anch
im Punkte 2 = z, absolut konvergent.

§ 2 Erweiterung der bisherigen Resultate.
Nédhere Bestimmung der Konvergenzgrenzen.

Fiir die bisherigen Untersuchungen war die Voraus-
setzung a

B

lim— = 0
o

wesentlich, und es war aufler dem Anordnungsprinzip, dall
die reellen Teile « der Exponenten 1 bestindig und ins
Unendliche zunehmen sollen, noch die Weitere Voraus-

!
setzung b gemacht werden, daf der Quotient ﬁ absolut

genommen fiir alle 4, abgesehen hochstens von einer end-
lichen Anzahl, unterhalb einer endlichen Schranke liegt
oder daB er doch nach Annahme einer beliebigen Zahl
¥ > 1 von einer gewissen Stelle an < #“ ist; es war also
angenommen worden, daf die Verbindungslinien je zweier
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auf einander folgenden Grofen A4 und A' mit der Achse des
Imaginéren einen Winkel einschliefen, welcher grifier ist
als ein angebbarer Winkel 3, abgesehen hochstens von
endlich vielen solcher Verbindungslinien, oder dafi doch
diese Verbindungslinien sich nicht allzustark der durch die
Achse des Imaginiren bezeichneten Richtung anndhern.
Unter dieser Annahme ergab sich die Konvergenz der
Reihen F(u) innerhalb einer Halbebene, deren Grenzgrade
der Achse des Imagindren parallel ist. Es werde nunmehr
angenommen, daf ein Bogen @, zwischen 0 und 2z existiert,
sodaf fiir die Grofenfolge 2 = [1].¢%, wo 0 < @ < 2m ist,
die Grenzbeziehung

limp = ¢, 0, 2%
A=a0

gilt. Man ordne die Punkte 4 in der Reihenfolge an,
daf ihre Projektionspunkte auf den mit der Achse des
positiv Reellen den Winkel ¢, bildenden Strahl S eine
fortlaufende Reihe bilden und lasse nur zu, daf héchstens
endlich oft zwei Projektionspunkte auf einander fallen.
Verbindet man dann die Punkte i in der angegebenen
Reihenfolge und nimmt man an, daf sé@mtliche Verbin-
dungslinien, abgesehen hichstens von endlich vielen, mit
der zum Strahle S vertikalen Richtung einen Winkel ein-
~ schliefien, der groBer ist als ein angebbarer Winkel %, so
ist das Konvergenzgebiet der Reihe F'(u«) ebenfalls eine
Halbebene, und zwar steht die Grenzgrade auf demjenigen
vom Nullpunkte aus gezogenen Strahle senkrecht, der mit
der Achse des positiv Reellen den Winkel 2z — ¢, bildet.
Das Konvergenzgebiet der Reihe liegt auf derselben Seite
dieser Grenzgraden wie der ins Unendliche verlaufende
Strahl.

Beweis: Setzt man 4 = 1¢*°°, so geniigen die 2 allen
in dem vorigen Paragraphen angenommenen Voraus-

®o

setzungen; es ist folglich, wenn v = ue g gesetzt wird,

das Konvergenzgebiet der Reihe:
F@) = Sae ™ = Sac™ = Fu
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eine Halbebene M (u) > k,. Die Grenzgrade des Konver-
genzgebietes der Reihe F(u) in Bezug auf die Variable
u hat also, wenn v = u,+ u, i gesetzt wird, die Gleichung:

R(u)—h, = u, cos p,—u,singp,—h, = 0,

womit die obige Behauptung bewiesen ist. Dieselbe Be-
trachtung ergibt, daf fiir die Reihen F'(x) auch eine Grenz-
grade der absoluten Konvergenz existiert und daf diese
derjenigen der bedingten Konvergenz parallel ist.

Betrachtet man die Reihen f(z), so ist unter unseren
Annahmen das Konvergenzgebiet von f(z) nicht mehr ein
Kreis, sondern ein komplizierteres Gebiet, das im Falle
@, = = zu dem AuBeren eines Kreises wird, wie auch von
vornherein zun erwarten ist.

Jede Dirichletsche Reihe

Fu) =3 aie'—zu

mit irgendwie gerichteter Grenzgraden 146t sich durch eine
lineare Transformation der Variablen « = v+ ¢, wo ¢ reell
ist, und die Substitution

—ic
aj_f.’ = b;.

in eine neue Reihe

Fye) = Sbe ™

mit paralleler Grenzgraden verwandeln. Setzt man nun
weiter

A= Iefp"i, v = we_‘p“i, F,(w) = Eble“m,

so hat die letztere Reihe eine Grenzgrade, welche durch
Drehung der vorigen Grenzgraden bei festgehaltenem Ab-
stand vom Nullpunkt entsteht; es ist dann:

F(u) = F,(v) = F,(w).

Man kann also durch Zusammensetzung beider Trans-
formationen eine Reihe erhalten, welche eine beliebig ge-
gebene Halbebene zum Konvergenzgebiet hat.
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Durch Zusammensetzung Dirichletscher Reihen mit
verschiedenen Grenzgraden erhilt man schlieflich Reihen,
fir die das Gebiet der bedingten Konvergenz irgend ein
gradliniges, endliches oder unendliches Polygon und das
der absoluten Konvergenz irgend ein Polygon mit par-
allelen Seiten ist.

Es handelt sich nunmehr darum, die Konvergenzab-
scisse h, der Reihen F'(u) oder den Konvergenzradius R
der Reihen f(z) zu bestimmen, wenn die Voraussetzungen
des § | erfiillt sind. Bezeichnet s, die Summe aller
Koeffizienten aq,, fiir welche H(u) = R(2)ist, und
ist 4 = e+ fi sowie

} log |s . a4
¢, = lim sup——m, ¢, = lim sup {/[s;] )>
A= o A=
so ist, wenn ¢, >0 ist, stets h, = ¢, wenn ¢,>1

ist, stets R = l Ist ¢,=0, ¢,=1, so konver-

giert F(u) mlndestens in der Halbebene R (u) =0,

f(x) mindestens im Einheitskreise. Ist ¢, = oo,
¢, == oo, so konvergiert F(u) nirgends, f(z) nur
im Punkte z = 0.

Der Grenzwert ¢, ist schon von Herrn Cahen als
Grenzgradenabscisse der Reihe F'(u) angegeben worden fiir
den Fall, daf die 4 positive, monoton ins Unendliche
wachsende Zahlen sind; der Grenzwert ¢, zeigt formell
Ahnlichkeit mit dem beka.nnten Hadama,rdschen Satz, nach
dem der reziproke Wert des Konvergenzradius einer ge-

a0
wohnlichen Potenzreihe 3 a,2" durch den Grenzwert

n=1
lim sup \/[a,| bestimmt wird.
n=a

4) Ist by, by ... b, ... irgend eine Folge reeller Grifen, so versteht
man nach du Bois-Reymond unter limsupb, = b die obere Unbe-

nR=aw0
stimmtheitsgrenze der Zahlen b, d.h. diejenige Zahl b, fiir welche nach
Annahme einer beliebig kleinen Zahl & von einer gewissen Stelle an stets
b, << b + 8, sowie unendlich oft b, > b—4 ist.
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Wir brauchen den aufgestellten Satz nur fiir die
Reihen F(n) zu beweisen. Fiir die Reihen f(x) wire der
direkte Beweis ganz analog; aber man sieht auch sofort,
dafl zwischen den beiden angegebenen Grenzwerten die
Beziehung ¢, = logc,, ci = ¢ ® besteht, aus der sich

2
die behaupteten Grenzwertbestimmungen fiir die Reihen

f () ergeben. Wir haben also zunidchst zu zeigen, daff
die Reihe F'(u) fiir jedes reelle = ¢, +¢, ¢ =0, konver-
giert, wenn ¢, =0 ist. Wie in § 1 ergibt die Abelsche
partielle Summation, wenn g und p' zwei auf einander fol-
gende Exponenten sind,

8 a e M s, e—*t‘-u__e—p'u I e-l'u_
® i Zaar R 200 ( A

Nun 148t sich infolge der Definition von ¢, und infolge
der gemachten Voraussetzungen eine Stelle 1, angeben,
von der ab:

(cl+%)u j_ﬁ:;ﬂ &

—_—
|s;|<e ) <et
06—

ist. Also ist fiir alle 4, die der Beziehung R (1) = %R (4,)
geniigen, wenn u = ¢, + & gesetzt wird:

£
o (C]+—')C€ ot
I 5,6 Ve, +e) —e 2 Pl (¢, +¢€)

(9)

£
Gt g —e e—ge —g
<< e .€ = €

aber es gilt auch wegen

' ! ' ! ,
e-—lu__e——z v _ ufle_mdt - u(1+iﬁ,—€)f“e’"('+“)“dc
i =)y

&

und wegen ¢, + 2

> 0 die Beziehung:
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<2u:f ¢ e T = '2uf e dr.
o

Aus der Beziehung (9) folgt, daB der betrachtete Ausdruck

fiir unendlich grofies 4 bezw. « den Grenzwert 0 hat, so-

da sich aus (8) die der (leichung (6) entsprechende
Gleichung :

(11) F) = Sae ™ = s, [e™—eY

ergibt, wenn die rechts stehende Reihe konvergiert. Die
Konvergenz dieser Reihe folgt aber aus (10), da, wenn
Ay = a,+1f, gesetzt wird, das Integral

» _ %,
f e *oar

o
konvergiert. Also konvergiert auch F(u) fiir u = ¢,+ &
und somit fiir jedes reelle u >¢. Ist ¢,<<0, so muf} s
fiir unendlich grofes i den Grenzwert O haben, sodafi die
Reihe F(u) fiir # = 0 und infolgedessen fiir » > 0 kon-
vergiert.

Es ist nunmehr za beweisen, dal im Falle ¢, =0 die
Reihe fiir jedes reelle « divergiert, das << ¢, ist, oder auch,
dafl, wenn F(u) fiir irgend ein u, >0 konvergiert not-
wendig u, = ¢, ist. Wir werden namhch zeigen, dafi dann
stets na.ch Anna.hme einer beliebig kleinen Zahl 4 fiir alle

A von einer gewissen Stelle an:
(12) |5, < Mot ligaﬁmwa, 0= u,+0

ist. Dies ist aber fiir beliebig kleines 6 nur dann miglich,
wenn u, > ¢, ist.
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Man hat zunidchst, wenn 1" die dem Exponenten 2
vorhergehende Grifie bezeichnet:

WB)s,= 3 ae Mt = 3 .S'F(u,,)(e”""-'e”’“")+S;_(uo)em°.

RWE2RW" R (w) Z (1)

Hierbei hat §;(x,) nach Voraussetzung fiir unendlich
grofies 4 einen Grenzwert, liegt also fiir alle 4 unterhalb
einer endlichen Schranke C,, und es ist fiir alle p von einer
gewissen Stelle g, an:

' N LA

{ew“—e”’u“[ = }—uuf'u et“"dtl-tuufmp‘)e( " 2) dr.
7 R ()
Bezeichnet also C, die absolut genommene Summe aller
Anfangsglieder der in Gleichung (18) rechts stehenden Reihe,
fiir die R(w) << R(w,) ist, so ergibt sich, wenn i = &« 4+ gi,
u, = &,+if, gesetzt wird, fiir alle 4 von einer gewissen
Stelle an:

8
o (et —=|7
pﬂ<q+mqu°2)m+qﬁ“

_poemey w0 ((era)e fer)e)
’ ’ “o+"2_'

)
= O’ + Cle“'o l!+ O]e(uo+§-)“< e(u.,+d‘)u:

womit die Gleichung (12) und damit in Verbindung mit dem
ersten Teil des Beweises der ganze aufgestellte Satz be-
wiesen ist. Zugleich ergibt sich unter der Voraussetzung
h, =0, daf fiir jedes w der Halbebene R(u)=h, die Glei-
chung (11) gilt.

Der aufgestellte Satz gibt nicht den Wert der Grenz-
gradenabscisse h,, wenn ¢, =0 ist, Man kann aber, wenn
¢, =0 ist und wenn die Reihe F'(x) nicht in der ganzen
Ebene konvergiert, durch eine Variablentransformation
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cl
u=v—¢c b = ae,

F) = Nae ™ = b, = F,(@v),

wo ¢ positiv ist, erreichen, daf die Reihe F(v) eine posi-
tive Grenzgradenabscisse k,, also die Reihe F(u) die Grenz-
gradenabscisse h, = %, —¢ hat; dann wird die Zahl 4,
durch einen Grenzwert der betrachteten Form bestimmt,
sodaf auch 7, bestimmt ist. Ubrigens kann man im Falle
¢, << 0 genau wie oben beweisen, daB I'(«) nicht nur fiir
R (u) > 0, sondern sogar fiir M (u) =7, konvergiert, wenn

log |s,|

i’

¢, = limsup —-
! 2=mp 44

=0

ist, wo i’ = &'+ if' den auf A folgenden Exponenten be-
deutet. Ma'.n sieht ferner leicht ein, dab stets ¢, = ¢, ist,

wenn Iim% = 1 ist, sodaB man in diesem Falle sogar

aussagen kamnn, daf F'(x), auch wenn ¢, <0, ¢,<<1 ist,
mindestens in der Halbebene HR{u)=c, oder dab f(z)

mindestens im Kreise mit dem Radius - um den Anfangs-

punkt konvergiert; in dieser Halbebene gilt dann auch
die Gleichung (11).

Genau auf dieselbe Weise ist es moglich, auf der
Achse des Reellen auch den Grenzpunkt 4] der absoluten
Konvergenz von F(u) oder den Konvergenzradius » der
absoluten Konvergenz fiir die Reihen f(z) festzustellen:

Bezeichnet man mit ¢, die Summe der ab-
soluten Betrige aller Koeffizienten «,, fiir
welche Ru) =N(1) ist, und ist

logo' —_

. . 1 . «

¢; = lim san , ¢} = lim sup Ve,
A= « 1=

gso ist im Falle ¢,=>0, ¢;>1 stets k| = ¢, r = 1,

Ist ¢ = 0, ¢, = 1, so konvergiert die Reihe F(zu)
mindestens in der Halbebene R(x) >0 absolut,
die Reihe f(x) mindestens im Einheitskreise ab-
solut,
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Beweis: Es ist fiir reelle u:

Slae™ = Bja)e™™,
sodafl der vorher bewiesene Satz, auf die rechts stehende
Reihe mit dem Exponentensystem « angewendet, genau
die Behauptung ergibt.

Es 1st von Interesse, fiir unsere Reihen F'(x) auch
die Maximalbreite des Streifens bedingter Konvergenz
festzustellen, wenn das System der Exponenten 1 gegeben
ist. Dazu bezeichnen wir die 1 in der Reihenfolge ihrer
wachsenden reellen Teile mit p,, g, ... n, ... und be-
haupten, wenn g, = a,+ 8, ist, folgenden Satz:

Ist der Grenzwert

¢, = lim sup logn
wn=a an
endlich, so ist &/ — 4 =c¢,

Beweis: Es braucht nur bewiesen zu werden, wenn
F(u) fiir irgend ein reelles u, konvergiert, daB dann F(u,)
absolut konvergiert, wenn nur u, —u, = u' > ¢, ist. Setzt
man

Flu) = Ju, M — E(a)1 eﬁ;'u")e“l“’
und beriicksichtigt man, daf nach den bewiesenen Sitzen
die Grenzgradenabscisse der Dirichletschen Reihe

Zle-—lu" — Ee—au’
in Bezug auf das Argument «' genau den Wert ¢, hat, so
ergibt sich schon dann unter der Voraussetzung o' > ¢, die
absolute Konvergenz der Reihe F'(u,), wenn man anstelle
der Konvergenz von F(u,) nur voraussetzt, daf das all-
gemeine Glied dieser Reihe ;e ™™ fiir alle A unterhalb
einer endlichen Schranke liegt. Damit ist der aufgestellte

Satz schon bewiesen.
Ist also

1im_1‘£?1=0,

H=0q0 C:'"
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so ist stets 4, = A{, d.h. das Gebiet der bedingten Kon-
vergenz ist zugleich das der absoluten Konvergenz, wie
dies z. B. bei gewthnlichen Potenzreihen 4, = a, = »
der Fall ist. Fiir spezielle Dirichletsche Reihen der Form
”%l-;—ﬁ, wo A, = @, = logn ist, wird ¢, = 1, sodaB fiir
diese die Breite des Streifens der bedingten Konvergenz
hochstens 1 betragen kann. In Herrn Landaus Arbeit
iiber die Grundlagen der Theorie der Fakultidtenreihen, in
welcher die speziellen Dirichletschen Reihen zum Vergleich
herangezogen werden, finden sich Beispiele, daf fiir diese
Reihen die Differenz /) — 7, in der Tat jeden zwischen 0
und 1 gelegenen Wert annehmen kann?). Mit dem Bei-
spiel der Reihe

[vs] _ n

2 (1

ety n*logn

zeigt er schliefilich, daB eine spezielle Dirichletsche Reihe
fir « = 0 konvergent sein kann und dennoch fiir v = 1
nur bedingt, nicht absolut konvergiert.

§ 3. Eine Verallgemeinerung des Abelschen
Stetigkeitssatzes.

Es soll im folgenden das Verhalten unserer Reihen
F(u) bezw. f(z) auf der Grenzgraden untersucht und ge-
zeigt werden, daB diese Reihen auf der Grenzgraden analoge
Eigenschaften besitzen wie die Potenzreihen auf dem Kon-
vergenzkreise. Uber die Exponenten i soll durchgingig
in allen folgenden Untersuchungen aufier der Annahme «

im P — 0
(14

und dem Anordnungsprinzip nach wachsenden reellen Teilen
die Voraussetzung b gemacht werden, daf der Quotient

5) Sitzungsberichte der mathem. phys, Klasse der Kgl. Bayer. Aka-
demie der Wissenschaften, Bd. 36, 1906, [S. 151—218] 8. 171—178, 177.
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F—8 absolut fiir alle 1 auBer endlich vielen unterhalb

¥ —a

einer endlichen Schranke 4 liegt. Durch die etwas weniger
verlangende Fassung von b, welche den bisherigen Sitzen
zu Grunde lag, wiirden sich die folgenden Siitze nur un-
verhdltnismidBig komplizierter gestalten. Diese beschéf-
tigen sich zunichst damit, aus dem Verhalten der Koeffi-
zienten @, oder genauer der Summen s, in gewissen Fillen
die Existenz eines Grenzwertes zu erschliefen, den die
durch die Reihe dargestellte analytische Funktion besitzt,
wenn sich das Argument derselben innerhalb des Kon-
vergenzgebietes der Reihe, d. h. innerhalb des Definitions-
gebietes der durch die Reihe gegebenen analytischen
Funktion einem Punkte der Grenze annidhert. Dieses Ge-
biet ist im Falle der Reihen F'(u) eine Halbebene R (u) =7,
im Falle der Reihen f(x) ein Kreis |z|< R, sodafi fiir
jeden Grenzpunkt % (s} = k, bezw. [z,| = R ist. Die
Anndherungskurve ist fiir die folgenden Siitze beliebig,
sofern sie nur innerhalb eines Gebietes liegt, das durch
zweli von dem betreffenden Grenzpunkt ausgehende in das
Innere des Definitionsgebietes verlaufende grade Linien
begrenzt wird; sie darf also z. B. mit der Grenzkurve des
Definitionsgebietes in dem betrachteten Grenzpunkte keine
gemeinsame Tangente besitzen. Eine Anniiherung der be-
trachteten Art werden wir im folgenden eine Anniéherung
im Winkelraum nennen. Es sei vorliufiz bemerkt, daf
aus diesen Betrachtungen noch nichts iiber das regulire
oder singulire Verhalten der Funktion auf der Grenz-
graden und iiber ihre Fortsetzbarkeit dariiber hinaus folgt;
mit diesen Fragen werde ich mich in dem zweiten, dem-
nichst erscheinenden Teil dieser Arbeit beschiftigen.

An die Spitze sei folgender Satz gestellt. welcher eine
Verallgemeinerung des bekannten Abelschen Stetigkeits-
satzes nach mehreren Richtungen hin bedeutet:

L Ist die Reihe F(u) bezw. f(2) in irgend
einem. Punkte %, bezw. z, der Grenzkurve kon-
vergent mit der Summe S, so ist fiir jede An-
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niherung im Winkelraume lim F(u) = 8 bezw.

U= Uy
lim f(z) = S.
&€ = I,

Der Abelsche Stetigkeitssatz besagt ndmlich, daf aus

der Konvergenz der Reihe % a, = 8 die Grenzbeziehung
n=0

lim % a, 2" = S folgt, wenn sich das reelle # wachsend
z=1n=0

dem Punkte 1 annsihert. DaB diese Folgerung fiir Potenz-
reihen auch dann gilt, wenn sich # im Winkelraum dem
Punkte 1 annihert, ist erst in neuerer Zeit bekannt ge-
worden und z.B. von Herrn Pringsheim €), jedoch auf an-
derem Wege als im folgenden, bewiesen worden.

Der aufgestellte Satz braucht nur fiir eine der beiden
Reihenformen, am zweckmiifiigsten fiir die Reihen F'(u),
bewiesen zu werden. Setzt man u—u, = w', so hat die
Reihe

P = D™ = Boe™)e™,
als Funktion von # betrachtet, die Grenzgrade R (»') = 0,
sodaB die im vorigen Paragraphen bewiesene Gleichung
(11) fiir jeden Punkt «’, dessen reeller Teil =0 ist, und
daher fiir jeden Punkt « innerbalb der Konvergenzhalb-
ebene von F'(u) die Beziehung:

Flu) = DSl ™ —e ")

ergibt; in dieser ndhert sich nach Voraussetzung der Aus-
druck S,(u,) fiir unendlich grofies 1 der Grenze S. Da
infolge der iiber die Exponenten i oder p gemachten An-

nahme a fiir % («') > 0 die Gleichung lim e ™ = 0 statt-

findet, so folgt aus obiger Gleichil;nzgwfiir irgend einen,
nachher niher zu bestimmenden Exponenten i, und jedes
n der Konvergenzhalbebene von F'(u)

6) ,Uber die Divergenz gewisser Potenzreiben an der Konvergenz-
grenze¥, Sitzungsberichte der math.-phys. Klasse der Kgl. Bayer. Aka-
demie der Wissenschaften, Bd. 31, 1901, [S. 505—524] 8. 514—b17.
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Fu)—8 = S” u)(g—”“’_e—.ﬂ"u’
(14) @ =8 S Znas )
£ S — el 1)
R(p) =R{(,)

Es soll im folgenden nachgewiesen werden, daf man nach
Annahme einer beliebig kleinen Zahl § aus dem gegebenen
Winkelraum durch einen Kreis um den Punkt «, einen so
kleinen Sektor ausschneiden kann, daf fiir alle Punkte «
dieses Sektors die rechte und damit die linke Seite von
(14) absolut < d ist. Damit ist sogar etwas mehr gezeigt,
als die Behauptung besagt, ndmlich die Stetigkeit der
Reihe F'(x) nach dem Innern des Konvergenzgebietes hin
auch in dem Randpunkte u = wu,.

Ist der Winkelraum fest gegeben, so 1dBt sich eine
Konstante A, so bestimmen, dafl, wenn n—wu, = ' =
u) +iu, gesetzt wird, fiir alle Punkte «' dieses Winkel-
raumes mit dem Scheitelpunkt «' = 0 die Ungleichungen:

ui

r
et ]

[
iy

< 4, < 4,

1
stattfinden. Es bezeichne nunmehr 4 die im Anfang dieses
Paragraphen erwihnte, durch die Voraussetzung 4 {iber
die Exponenten i definierte Konstante, welche =1 ange-
nommen werden moge, und es werde der in Gleichung (14)
auftretende Exponent 4, so bestimmt, daf fiir alle Expo-
nenten p, die der Beziehung Ji(u) = H(4,) geniigen, sowie
fiir alle Punkte ¢ = t + i des die Grifen p verbindenden
gebrochenen Linienzuges vom Punkte i, ab die Ungleich-
heitsbeziehungen

le] d

1
<94 fS#(“o)—S|<"m

stattfinden; von diesen ist die erstere infolge der Voraus-
setzung o, die letztere infolge der Definition von S von
einer gewissen Stelle an erfiilllbar. Dann ergibt sich,
wenn u = a+ fi, Rp) = R(4,) ist:
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— [ i L— o !
i |"”l'_ pjul — u,f e tu,dt‘ — u'(l-{—iﬁ, ﬁ)f e tud‘t
o« —o
w «
o! --ru{-i-m;-—g—-y'—% o' —«1.'“2—{
<:iu'f.2Af e £ dr<2AAlu,'f e dr
@ «
und infolgedessen, wenn 1, = a,+ i, ist:
() > o
— I JEPTY Y 2
(S‘(vr)—S)(e b _e ‘u“) e:fn'f e dr
nw Gy 5 e,
u]
s Y )
3 3’

wenn nur u innerhalb des gegebenen Winkelraumes ge-
legen ist. Da ferner

e —e Ayu
’ 1

lim 8, (u) ————— = C, lime™ =
u'=0§};¢(p}§ 3‘(10)”( ° o T w=0

ist, wo C eine bestimmte Konstante bedeutet, wie man
leicht aus der Potenzreihenentwicklang der Exponential-
funktion erkennt, so ist, wenn nur x innerhalb eines hin-
reichend kleinen Kreises um den Punkt u», liegt:

1) = 8wl ) %.
Rp) <Rt

<%, ‘S(e_1°u'—1)|<:

»

Aus den Beziehungen (14), (15), (16) folgt aber die Be-
haunptung.

§ 4 Allgemeinere Grenzwertsitze.

Der Abelsche Satz bildet nur einen speziellen Fall
einer Kette von Sétzen, von denen folgender als der all-
gemeinste an die Spitze gestellt werden soll:

3
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II. Es bezeichne s, die Summe aller Koeffi-
zienten a,, fiir welche R(u) =N(1) ist, und es
gelte fiir irgend eine reelle oder komplexe Zahl

k= k 4kt wok,>—1oder t = —1 ist, die Be-
ziehung

S
(17) J;l.l_mm A.k = ¢

welche soverstanden wird, daBinden Potenzen

#* = "% 3ie im Exponentenauftretenden Fak-
toren log 4 dem Hauptzweig des Logarithmus
entnommen sind. Geniigen ferner die Expo-
nenten 1 aufler den Fundamentalvoraussetzun-
gen a und b der Annahme, daf die fiir je
zweiauf einander folgendeGroB8en 1 = a4 gi,
M= o'+p'i gebildeten Differenzen o' —a eine
endliche Schranke nicht iibersteigen, so kann
man nicht nur behaupten, daB die Reihe

F(u) = Dae ™
innerhalb der Halbebene R(#) >0 konvergiert
und dort eine regulidre analytische Funktion
darstellt, sondern es ist auch fiir jede Annii-
herung an den Punkt « = 0 im Winkelraum die
Beziehung

- o L)
(18) &1111% F(u) = cI'(k+1), Ii lim ulogu = —¢
erfiillt, je nachdem %, >—1 oder &t = —1 ist;

die Ausdriicke u* bezw. log v sind hier eben-
falls durch den Hauptwert des Logarithmus
definiert?).

7) Gilt die Gleichung (17) fiir einen anderen Zweig des Logarith-
mus, so folgt, wie man auf dieselbe Weise einsieht, die Existenz der-
selben Grenzwerte, wenn die Werte der Ausdriicke «* bezw. log u eben-
falls diesem Zweige entnommen sind; nur tritt anstelle von I'(k+ 1)
eine andere von k abhingige und in der Form eines Integrales erschei-
nende Konstante. Diese Bemerkung gilt auch fiir die folgenden Satze
von § 4,
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Mit diesem Satz zugleich soll folgender Satz bewiesen
werden, welcher ihm ergéinzend zur Seite tritt, aber auch,
wie wir spiter sehen werden, als Folgerung aus dem an-
gegebenen Satz abgeleitet werden kann:

ITI. Geniigen die Summen s, der Gleichung:

] s
) Jim i =
wo also & = h + hyi 0 irgend ein Punkt der
Grenzgraden JR(u) = h, der Reihe F(u) ist, und
ist sogar:

lim (&' —a) = 0,
A=w
so folgt fiir jede Anniherung im Winkelraum:

, - _ , m L)
']‘_lﬁ(u Lk F(u) = chI'(k+ 1), &1;1; Tog(u—h) — ~
je nachdem k,>>—1 oder k = —1 ist.

Um die Behauptung des Satzes II fiir die Reihen f(z)
auszusprechen, setzen wir ¢ = z, u = —log z, wo die
Werte von % in der Nidhe von # = 1 dem Hauptzweig
des Logarithmus entnommen sind; dann entspricht dem
Punkte # = 0 der Punkt x = 1, und der Satz II ergibt
einen Aufschluf iiber das Verhalten des durch die Gleichung

fl@) = Na,z* = Eat,'«allﬁgz
definierten Hauptzweiges der Funktion f(z) in der Né&he
der Stelle # = 1. Fiir diesen ergeben sich unter den Vor-
aussetzungen von Satz I durch leichte Umformung der

Gleichungen (18) die fiir jede Anndherung im Winkel-
raum geltenden Beziehungen:

ch,

: & _ : f (=) _ _
ll:]l(l_m) f@ = eC(k+1), Pinl A—algl—a ¢
je nachdem %, > —1 oder ¥ = —1 ist; auch in diesen

Formeln ist natiirlich der Hauptwert des Logarithmus
einzusetzen.

3*
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Von den beiden oben stehenden Formeln (20) ist die
o

erstere fiir gewdhnliche Potenzreihen ) a,2”, d.h. fiir
=1

Reihen, in welchen die Exponenten 4 die Reihe der ganzen
Zahlen »n durchlaufen, sowie fiir reelles /' = — 1 schon von
Herrn Pringsheim an der zitierten Stelle (Seite 5181f.) aus
der Voraussetzung (17) abgeleitet worden. Sie ist iibri-
gens, wie auch Herr Pringsheim bemerkt, schon vorher
bekannt gewesen und Herrn Appell zuzuschreiben.

[va]
Auch fiir spezielle Dirichletsche Reihen 3} %, die

man erhillt, wenn die 4 die Reihe der Zahlen log n durch-
laufen, ist eine dem Satz I11 entsprechende Beziehung schon
bekannt. Fiir diese Reihen hat némlich Herr Knopp?)
die erste Behauptungsformel des Satzes III aus der Vor-
aussetzung (19) mit Beschrinkung auf den reellen
Punkt 4, der Grenzgraden und fiir reelles k> —1 er-
schlossen, jedoch nur fiir Anndherung auf der Achse des
Reellen, und hat die fiir # = — 1 geltende zweite Formel
dieses Satzes ohne Beweis angegeben.

Ehe zum Beweise der Sitze II und ITI iibergegangen
wird, soll zunichst das iiber die Achse des Reellen er-
streckte Integral:

[ a]
o (v, k) xf e~ dt,
1

welches fiir 3 (v) > 0 konvergiert und in dieser Halbebene
eine analytische Funktion von v darstellt, diskutiert werden,
und zwar braucht, wenn k¥ = I + L, gesetzt wird, fiir
unsern Zweck nur der Fall , > —1 und der Fall t = —1
behandelt zu werden.

Es sei zunidchst &, > —1, » reell und positiv; dann
'

ergibt sich durch die Substitution ¢t = % mit Hilfe der
Integraldefinition der I'Funktion:

8) ,Grenzwerte von Reihen bei der Anniiherung an die Konver-
genzgrenze.“ Inaugural-Dissertation, Berlin, 1907, [S. 1—50] 8. 38—45.
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I A T lf‘”—t',t,
q:(?),k)—fe (;)?dc = | It

v

v =t 1k 4 v % 1k+1 tuH dt'
g,(0) = e t*dl' = A th— ¢ +_2T._... t

0
v.l'+1 _Uh-! 1 »

S W - TR e B
sodafl sich ergibt:

(21) o, k) = E%t—l)—g(v),

wo ¢(v) eine ganze transzendente Funktion von v darstellt.
Diese fiir » >0 bewiesene Gleichung muf dann auch in
der ganzen Halbebene R (v) = 0 gelten, und der in Glei-
chung (21) rechts stehende Ausdruck setzt die durch das
Integral in der angegebenen Halbebene dargestellte analy-
tische Funktion iiber die ganze Ebene hin fort?).

Es sei ferner £ = —1. Dann ergibt sich infolge der
gleichmifiigen Konvergenz des Integrals

pv,—1) = j;we

fiir R (v) >0 die fiir diese Werte von v geltende Gleichung

-

dt

—v

' ® ot L[ ~we e 1 o
:p(v,—1)=_fle P S e R I B P

v
9) Man kann leicht nachweisen, daB die Formel (21) stets dann
gilt, wenn %k keine negative ganze Zahl ist. Die mit ihr zugleich sich
ergebende Gleichung:

v o]
f Pk — 11%’%3 R() >0, RE)>—1
0

rithrt schon von Euler her.

H
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sodal man

(22) o —1) = —logv+g(v)

erhilt, wo ¢g(v) eine ganze transzendente Funktion von v
bedeutet 19).

Damit ist die Diskussion der Funktion ¢(v,k) fiir
k,>—1 sowie & = —1 erledigt. Diese Funktion wird
deshalb fiir unsere folgenden Untersuchungen von grofer
Bedeutung sein, weil man sie, wenn nur unsere Funda-
mentalvoraussetzung a gilt und wenn ohne Einschrénkung
der Allgemeinheit der Exponent mit kleinstem reellen Teil

A, = 1 angenommen wird, fiir () >0 und beliebiges %
in der Form

23) o0, ) = 3 j; Y

darstellen kann. Ist ndmlich 7' = 4+ B1 ein beliebiger
Punkt des die i verbindenden gebrochenen Linienzuges
A,4,..., so ist nach dem Cauchyschen Satze

T A T
(24) f e‘”‘z*dt—f e~ kdt =fe“""tkdt,
1 1 A

wobei das erstere Integral iiber den gebrochenen Linien-
zug A, 4,... erstreckt werden soll, die beiden anderen
Integrale dagegen gradlinig genommen werden sollen. An-
dererseits aber ist nach Annahme einer beliebig kleinen
Zahl 0 ein Punkt T, unseres Linienzuges so anzugeben,
daB, wenn v = v, + iv, beliebig in der Halbebene v, =0
angenommen wird, fiir alle auf I folgenden Punkte
T = A+ Bi unseres Linienzuges das rechts stehende In-

10) Ist # = —1 und ! eine positive Zahl, so ist, wie man leicht
beweist :
=1
qg(v)— = = 1)] logv+g(v)

wo wieder g(v) eine ganze transzendente Funktion von v bedeuntet.
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tegral, dessen Integrationsweg die Liinge |B| hat, absolut
genommen

T
f e ks
A

wird. Also kinnen sich die beiden in Gleichung (24) links
stehenden Integrale nicht verschiedenen Grenzwerten an-
nihern, wenn 7 und A ins Unendliche riicken, womit die
Gleichung (23) bewiesen ist.

Ich gehe nunmehr zum Beweise unserer Sitze II, IIT
iiber, und zwar michte ich diese Siitze nur fiir reelle, po-
sitiv ins Unendliche wachsende 4 beweisen; aber auch fiir
komplexe 2, die den Fundamentalvoraussetzungen a und b
geniigen, wiirden sich die Entwicklungen nicht wesentlich
komplizierter gestalten, da man immer nur dieselbe, schon
mehrere Male angewendete Integralamformung anzuwenden
hat. Beschrinken wir uns auf reelle 4, so liegt dem Satze IT
die besondere Voraussetzung zu Grunde, daf i’ —2 stets
unterhalb einer endlichen Schranke liegt, und fiir Satz ITL
muB sogar diese Differenz den Grenzwert 0 haben. Setzt
man:

5y By

-<|B].e_"v"‘4-’-]B“".e4 <de ® <38

§

i = %
wobei # den Wert 0 haben kann, so ergibt sich infolge
der vorausgesetzten Beziehungen (17) bez. (19) nach § 2
(S. 28, 26, 27) die Konvergenz von F(u) in der Halbebene
R («) > h, und die in dieser Halbebene geltende Darstellung

1) Fu) = Ss,e7™—¢e™
_ Zo'ie“l"(e_"u—e"vu);
1'
(25) Eg‘l = Zo'le“l"f e~ Mt
i

Nun wird in den Sédtzen II, III behauptet, daB fiir belie-
biges &

N o D

315. r'k+1) « & Pﬂ—ulog(u-—h) =
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ist, wobei die erste Gleichung fiir k, > —1, die zweite

Gleichung fiir # = —1 gelten soll. Schreibt man die
Gleichungen (21), (22) in der Form
1 M 1
p@, k)  I'(k+1) ot
L=90) /7D
111
p(v,—1)  —logv 1— ¥ (»)
logv

und setzt man darin v = u — A, sowie

"

1 1’
Py [ e Mat — 4, f WMy — B
1

so ergibt sich infolge der Gleichungen?!!) (23), (25), daf
anstelle der Sitze IT, III nur die Gleichung

A
26 lim 2941 _
( ) uE k Z .B 1
zu beweisen ist, wo % beliebig und entweder k£, > — 1 oder
= —1 ist.
Dazu beweise ich zunéchst, daf die Gleichung
B;

lim =% =1
ine 4,

gleichméfig fiir alle Punkte u eines bestimmten endlichen
Gebietes G gilt, das den Punkt 4 enthdlt. Es ist ndmlich

11) Die Annahme 1, = 1 ist in der Tat keine Einschrinkung.
Ist ndmlich 4, 3 1, so kann man sich eine newe Funktion ¢, (v, %)
durch die Gleichung (23) definiert denken; dann gelten auch fir diese
Funktion die Gleichungen

w0 ) = ZEID _06), g,00,—1) = — logv+40)

wo g(v) in beiden Fillen eine ganze transzendente Funktion von v be-
zeichnet.
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f"’gh'(z— n(t )"e —ut g,
B 1 U

A, v
g f Palp?
i

I s(4, f)e_ut qat

(27) — 1

wenn &(4,t) durch die Gleichungen definiert wird:

sy = (-1 e = (1) -1

von denen die erstere fiir 4 F 0, die zweite fiir A = 0
gilt. Da im Falle 2 4 0 nach Voraussetzung lim ('—1) =0
ist und im Falle A = O wenigstens 4’ — A unterhalb einer
endlichen Schranke liegt, da ferner ¢ zwischen 4 und A’
gelegen ist, so gilt stets die Beziehung lim ¢(i,#) = 0; es
ist also nach Annahme einer beliebig kleinen Zahl & ein
Exponent 4, anzugeben, so dal fiir alle 1 = A4, der Aus-
druck &(4,%) absolut < & ist, wenn ¢ zwischen 1 und 2’
liegt. Wir werden im folgenden nachweisen, dafl fiir alle
A, welche grofier sind als eine bestimmte Zahl .4, und alle
u = wu,+u,% in G die Beziehung

lf : lf
8) feﬁultdf<21fe_mdt
1 i

stattfindet; dann folgt aus (27) und (28) fiir alle 1, welche
grofer als A, und ., sind, und alle » in G:

B, .
Y 1' < 24,

womit die Behauptung bewiesen ist. Um die Beziehung
(28) zu beweisen, entwickeln wir:
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\E 7 2
\/U ~*t oos (u,?) dt} U ¢ " sin (u,8) dt) .
i

Es sei nun zunidchst & § 0; dann ist lim (' — 1) = 0,
und es ist also, wenn der absolute Betrag von «, inner-
halb G stets < M ist, nach Annahme einer beliebigen po-
sitiven Zahl 9, eine Grife .4, zu bestimmen, sodaf fiir
alle A= 4, und alle » in G

cos (u, 1) — cos (u, l)l = 1 — 2gin 2 (?\24* ) in (}.2— 1)
< 2sin M(‘I'g':_ﬂ 8,

ist; ebenso ist unter denselben Annahmen:

I ’

sin (#, ") — sin (u, l)i lﬁco Y 0'2-'_ M g “’(;'2_{)_ o)

Beide Gleichungen gelten auch und sogar fiir jedes
beliebige 2, wenn s = 0 ist, obwohl in diesem Falle nur
vorausgesetzt worden ist, daB die Differenz 1'— 1 stets
unterhalb einer festen Schranke A4 liegt; man braucht nar
das Gebiet G, das in diesem Falle den Nullpunkt enthilt,
und damit die obere Grenze M so klein anzunehmen, daf

-5 < —(;l gilt. Das ist z. B. dann der
Fall, wenn das Gebiet G ein Kreis um den Nullpunkt mit

die Beziehung sin

. . J, . .
einem Radius r = —AL ist, was von jetzt ab angenommen

werden soll. Dann konnen sich, mag nun 2 3 0 oder
h = 0 sein, irgend zwei Ausdriicke cos (%,?) hichstens um
d, unterscheiden, wenn beide Male der Punkt ¢ demselben
Intervall 4 bis 1’ angehtrt, wenn % innerhalb unseres Ge-
bietes G liegt und notigenfalls 2 = 4, ist; dasselbe gilt
fiir irgend zwei Ausdriicke sin (u,f). Da stets
cos’ (u, ) + sin® (u,t) = 1
ist, so ist also fiir alle Punkte ¢ irgend eines beliebigen
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herausgegriffenen Intervalls entweder

cos (u, )| > 1_ d,

V2

oder fiir alle diese Punkte:

sin (u,t)|> vl—-g—- d,.
Wird schlieflich 4, und damit im Falle 2 4 0 die Zahl
A, im Falle A = 0 das Gebiet G so gewihlt, daf

_\%é: -0, = % ist, so folgt aus (29) fiir alle 2 = 4, und

l.f a’f
f e " dt >%f e"“‘tdt,
A A

womit die Beziehung (28) bewiesen ist. Folglich nidhert

alle # in G:

sich der Ausdruck% fiir unendlich grofies 1 gleichmBig
2

der Grenze 1, und zwar haben wir dies im Falle o 4 0
fir alle # innerhalb eines ganz beliebigen endlichen Ge-
bietes um den Punkt % bewiesen, im Falle 2 = 0 dann,
wenn # auf ein bestimmtes, hinreichend kleines Gebiet um
den Punkt 7 = O beschrinkt wird.

Es soll nunmehr bewiesen werden, daf fiir alle Punkte
» innerhalb eines bestimmten Kreissektors & mit dem
Scheitel %, dessen Schenkel ganz der Halbebene % (u) > 7,
angehren, der fir u—% = v = v,+v,1 sich ergebende

Quotient:
» f 1[”‘&&\
(30) 20 =
* ¢k dt
=

unterhalb einer festen, d.h. von « unabhingigen Schranke
liegt. Man erhilt zunéichst fiir den Zéhler des Quotienten
im Falle &k, = — 1, wenn v, positiv und hinreichend klein ist:
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® - rtkl F{‘Z"i-l'l C
BB [T e = Tl -y < o,

wo C, irgend eine feste Konstante oberhalb I'(%, +1) ist.
Ebenso erhélt man im Falle ¥ = —1 fiir positives und
hinreichend kleines v, :

(3la) 2 Bi|=—logov,+9g(v,) <—2log v,

Was nun den Nenner des zu betrachtenden Quotienten an-
betrifft, so erhdlt man fiir alle » innerhalb eines hinrei-
chend kleinen Kreises um den Punkt v = 0 im Falle

,I.‘l>--1:
*® -t %
e  tédt
Ay

wo wieder C] eine bestimmte Konstante ist, und im Falle
= — 1 H

(822) |S Bi| = |—logo+g(r)|>—}log|o]

Schliefilich liegt, wenn u« innerhalb des Kreissektors &

mit hinreichend kleinen Radius gelegen ist, der Quotient

1] und somit auch der Quotient log v,
% log |v|

festen Schranke. Man braucht daher nur die Beziehung
(31) durch (32) oder (31a) durch (32a) zu dividieren, um
einzusehen, daf in beiden Fillen %, > —1 sowie &t = —1
zu jedem beliebigen Kreissektor, dessen Scheitel im Punkte
h. dessen Schenkel in der Halbebene % (u) =k, liegen und
dessen Radius hinreichend klein ist, eine feste Schranke
C bestimmt werden kann, sodaB fiir alle Punkte # des
Sektors der absolute Betrag des Quotienten (30) unter-
halb C liegt.

Nunmehr ergibt sich der eigentliche Beweis der Be-
ziehung (26) ohne jede Schwierigkeit. Wird

CJ‘

I'k+1) 1
= lt’;kﬁ-l !

] —9 (?))

(32) l S B

unterhalb einer

dg'Al = C.B)‘-l‘ EJ_BI
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gesetzt, so ist

(33) Zoh o~ Zak.

Nun liegt einerseits der Quotient (30) unterhalb einer be-
stimmten Schranke (, wenn nur = innerhalb eines be-
stimmten Kreissektors & liegt. Andererseits ist wegen

4,
i = ¢ 1 — ==
fims, = o Jim Gt =1
nach Annahme einer beliebig kleinen Zahl & eine GriBe
A, anzugeben, sodaf fiir alle 4= 4, der in (33) auftre-

tende Ausdruck & () absolut genommen < ;L ist, wenn

nur u innerhalb eines hinreichend kleinen Kreises um den
Punkt 4 liegt, dessen Radius indessen von & unabhiingig
ist. Folglich ist:

&, Bu’

‘ <

9
2 ?

Rp) =R(4,)

PR

wenn « innerhalb eines Sektors &4 mit dem Scheitel / und
mit hinreichend kleinem Radius liegt. Endlich wird |3} B, |
unter den Annahmen %, = — 1 sowie & = — 1 beliebig
groB, wenn « dem Punkte / hinreichend nahe liegt. Folg-
lich ist auch der andere Summand, in den die rechte Seite
von (33) durch Zerlegung der im Zihler stehenden Reihe
in zwei Teile zerfillt und der im Zihler nur endlich viele
Glieder enthilt, absolut <:% und damit die linke Seite
von (33) absolut < 0, wenn nur » innerhalb eines Kreis-
sektors 4 mit hinreichend kleinem, jetzt von d abhiéngigen
Radius gelegen ist. Damit aber ist die Gleichung (26)
fiir jede Anniherung an den Punkt 2 im Winkelraum be-
wiesen, sodaf also auch die Sitze II, IIl bewiesen sind.
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§ 5. Ein Analogon zum Hélderschen Grenz-
wertsatze.

Aus den Sitzen II und IIT des vorigen Paragraphen
lassen sich einige Folgerungen ziehen, die auch aus dem
Grunde von Interesse sind, weil sie die Notwendigkeit der
in den Sitzen IT und IIT in Bezug auf das Verhalten der
Exponenten 4 gemachten Einschrdnkungen erkennen lassen.
In allen diesen Folgerungen wird natiirlich angenommen,
daB die 4 den Fundamentalvoraussetzungen o und & ge-
niigen, und es werden alle Potenzen und Logarithmen so
verstanden, daB sie durch den Hauptzweig des Logarith-
mus definiert sind.

Dem Satz III tritt folgender Satz erginzend zur
Seite :

IV. Besteht fiir einen Punkt % # 0 der
Grenzgraden von F(u) die Gleichung

as) Jim e = o

und ist llim (A"—4) =9 F 0, so ergibt sich fiir
= a

jede Anndherung im Winkelraum

68 Iim@—HFG) = oG+ 1)- 1 ,
' . F 1
..h.r-nh log (u— h) ¥ "
je nachdem %, > —1 oder £ = —1 ist.

Es sei bemerkt daf, wenn eine der beiden Grofen %
und p oder beide Gr&fen zugleich den Wert 0 haben, die
entsprechende Grenzbeziehung schon durch die Sitze IT
und III angegeben wird; ist 2 § O und geht man im
Satz IV zur Grenze y = 0 iiber, so erhilt man genau
den Wortlaut von Satz I1I, womit dieser natiirlich nicht
bewiesen ist. Ich behaunpte schlieBlich noch folgenden Satz:

V: Besteht fiir irgend einen Punkt 2 § 0
oder # = 0 der Grenzgraden von F(«) die Gle}’—
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chung:

hm e"“ A" = ¢

und ist lim (A’'—1) =y § 0, so ergibt sich fiir
L=

jede Anndherung im Winkelraum:

lim (4 — P F ey = SEEXD
u=nh 4
h F &
u_klog(u—h) p’
je nachdem k,>—1 oder ¥ = — 1 ist.

Um die fiir ¥, > —1 geltende Formel (34) des Satzes
IV zu beweisen, setzen wir:

u—h = v; Fl) = G() = Nae " = mate™;

?
I

31 - E a;,.

R(p)=RA)

Dann ergibt der Satz II, auf G(v) angewendet, die Be-
hauptung, wenn es gelingt, aus der Gleichung (19) das
Bestehen der Gleichung:

lim . c(l—ne_hy)
J.-——cr_)lkﬂ - (k-[-l)?

abzuleiten. Diese ergibt sich leicht, wenn man mittels
partieller Summation s; durch eine Summe von GroBen s;:

- - —hi
= ; s \e h""-ne hp") + s;e L
R=RA)

ausdriickt und sodann folgenden Hilfssatz anwendet:
Bedeuten A, A, A,... A,... sowie B, B,..
B,... irgend zwei Folgen komplexer Grifen, fiir welche
der Grenzwert
4,— A

" n—1i
ﬁ]'-lrg) Bn B 1

= C
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existiert, so folgt daraus lim A ¢, wenn nur die
n— oo n
Grofen [B,| in der Weise unendlich grofi werden, daf fiir
2 IB:M - B}'—ll
alle n der Quotient *=! 5] unterhalb einer end-

lichen Schranke liegt.

Dies ist insbhesondere dann der Fall, wenn die B,
eine beliebige Folge positiver, monoton ins Unendliche
wachsender Zahlen bedeuten, und in diesem Falle ist der
Satz wohlbekannt, aber auch in der allgemeinen Fassung
leicht zu beweisen. Die in dem Hilfssatze an zweiter Stelle
angegebene Bedingung ist aber auch, wie man durch In-
tegraldarstellung der Differenz erkennt, fiir die Grofen-
folge B, = 1" erfiillt, wenn nur R(E) = &, =>—1 ist
und die 1 den Fundamentalvoraussetzungen a und & ge-
niigen, sodafl in der Tat der angegebene Grenzwertsatz
anzuwenden ist.

Ebenso wie man die fiir £, > — 1 geltende Formel des
Satzes 1V aus Satz II ableiten kann, kann man auch die fiir
k, > —1 geltende Formel des Satzes III aus Satz II ab-
leiten. Aber auch die fiir &, > — 1, A = 0 geltende Formel
des Satzes V ldBt sich genau ebenso auf die fiir & = —1
geltende Formel des Satzes II zuriickfithren; ist dieser
Teil von Satz V bewiesen, so braucht man nur die Trans-
formation # —h = v durchzufiihren, um durch Anwendung
auf die Reihe G(v) zu erkennen, daf dann auch die fiir
fiy>—1, h ¥ 0 geltende Formel des Satzes V richtig
sein muf.

Genau auf dieselbe Weise lassen sich durch Anwen-
dung des Hilfssatzes die fiir £/ = —1 geltenden Formeln
der Sitze III, IV, V auf folgenden Satz zuriickfiihren,
mit dem zugleich sie ebenfalls bewiesen sind:

VI Ist

11..1.!:23 logl =
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und liegen alle Differenzen o« —a« unterhalb
einer endlichen Schranke, so ist

Es ergibt sich also in der Tat, daf sidmtliche ausge-
sprochenen Behauptungen in den Sétzen Il und VI ent-
halten sind. Den Satz VI beweist man ganz ebenso wie
die Sdtze II und III, indem man das iiber die Achse des
Reellen erstreckte Integral:

w0
f(‘b‘):f e—wlogtdt 10gu+ +g(v
1

wo ¢ eine bestimmte Konstante und g(v) eine ganze trans-
zendente Funktion von v bedeutet, zum Vergleich heran-
zieht.

Allen diesen Sdtzen gehen auch Sitze iiber die Reihen
f(x) parallel, die genau so abgeleitet werden wie der Par-
allelsatz zu Satz II. Fiir gewthnliche Potenzreihen

die entstehen, wenn die 4 die Reihe der ganzen Zahlen
» durchlaufen, hat iibrigens schon Herr Pringsheim an
der in Anm. 6 zitierten Stelle (S. 522ff) bewiesen, daB

aus der Gleichung
Sﬂ
@8 I =& S = atat e ta,

oder aus der Gleichung

lim na, = ¢,
"=

aus welcher sich a fortiori das Bestehen der Gleichung
(3b) ergibt, die Existenz des Grenzwertes

lim ———— f(2) =
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folgt. Dieser Satz wird durch VI sowie durch die fiir
= —1 geltende Formel des Satzes V verallgemeinert.

Alle genannten Sitze iiber gewdhnliche Potenzreihen
sind spezielle Fille sehr allgemeiner Sitze iiber Potenz-
reihen, welche Herr Pringsheim in einer umfangreichen
Arbeit '¥) vervffentlicht hat. So beweist er z. B. folgenden
Satz, in welchem der oben angegebene Satz enthalten ist:
Ist

lim S = ¢,
n=wo 5P (log n)P* (log log n)**
so ist
Dy
lim 1-2) S a,a" = oI'(p,+1),
z=1 (10 )pﬂ (10 10 1 )p8 n=l
€1 % 80871,

wenn entweder p, >0 oder wenn zwar p, = 0, aber
p,=> 0 ist.

In analoger Weise lieBe sich auch bei unseren Diri-
chletschen Reihen die Existenz von Grenzwerten

Iimm_—ﬁl_—_—f"! lim 17k oL TR R
i=o €™ ¥ (logh) ' i= o "1 (logd) (loglog i)

voraussetzen und daraus die Existenz von Grenzwerten
ableiten, wenn sich in der mit einem geeigneten Faktor
multiplizierten Funktion F(x) das Argument « dem auf
der Grenzgraden gelegenen Punkt % annihert. Man braucht
nur in dhnlicher Weise wie in § 4 Funktionen

®
o(v) =f e *(logt)dt, ...
1

zu diskutieren und dann dieselben Betrachtungen wie dort.
fiir die Grofien

12) ,Uber den Divergenzcharakter gewisser Potenzreihen®, Acta
math., Bd. 28, 1904, 8. 1—30.
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Ll
’

4; = M2t (log ) f s,
i

1’
Bl=f PR I T
i

durchzufiihren.

Noch nach einer ganz anderen Richtung hin sind die
angegebenen Sdtze im Falle der Potenzreihen verallge-
meinert worden. Herr Frobenius ¥) und im Anschluf an
ihn Herr Holder '*) beweisen ndmlich, daf der Grenzwert
der Potenzreihe bei reeller Anndherung an den Punkt
1 auch dann existiert und den Wert ¢ hat, wenn nicht

2]
die Reihe >} a, konvergiert, sondern wenn nur irgend
n=1

eine Folge von Grofen s einen Grenzwert ¢ hat, die
folgendermafen definiert ist:

sl+32+..-+s“ sH — S:+3~:+"'+S:|
n 1 %n T n ’

—1) - -1
o (p1+s(p v, _I_sp1
§, = "

S

!
n

Bekanntlich haben, wenn die Folge von Griofen s?, s? ... s¥
einen Grenzwert hat, auch alle Folgen:

(p+1) (p+1) (1), L(pt2) (p+2) (pt+2),
SPFD L PV, GBIV BT s Py L.

denselben Grenzwert; es kann jedoch die GriBenfolge
s einen Grenzwert haben, ohne daf irgend eine Gréfen-
folge s¥; s@; . .. einen Grenzwert hat. Man kann
indessen auch noch folgende GrioBenfolgen betrachten:

13) ,Uber die Leibnizsche Reihe“, Crelles Journal, Bd. 89, 1880,
S. 262—264.

14) ,Grenzwerte von Reihen an der Konvergenzgrenze“, Math.
Annalen, Bd. 20, 1882, 8. 535—543.

4%
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S:‘ — Sl+5,'|"°"+5n1 S; = S:+S;++S:n

(36)
SP = SV SPI e kST,

und es ldBt sich zeigen, dafl stets

! »
(37) lims? = lim Eﬁ;;'—— = ¢
n=a0 "= Ll
ist, wenn man nur weil, da8 einer dieser beiden Grenz-
werte existiert und den Wert ¢ hat'®). Andererseits er-

gibt sich aus der Multiplikationsregel fiir Potenzreihen

1 Fiag! o0 N fe o) -
(1=) Ene = Esre = e,
sodaB der in §4 zitierte Appellsche Satz, angewendet auf
die Reihe G (z), die von Herrn Hilder ausgesprochene Be-
hauptung sogar fiir komplexe |[Anniherung ergibt. Man
erkennt ferner, wenn man aus der Art des Unendlich-
werdens von SP auf die Existenz eines Grenzwertes der
mit einem passenden Faktor multiplizierten Potenzreihe
G () bei Anndherung an irgend einen Punkt des Konver-
genzkreises schliefen kann, daf dies dann auch fiir die
Reihe ¥ (z) der Fall sein muf}, und erhilt so die Existenz
von Grenzwerten in Fillen, die von den Appellschen Sidtzen
nicht unmittelbar umfafit werden.

Es lassen sich nun nicht analog allgemeine und hin-
reichend einfach gebaute Sitze fiir unsere Reihen F(u)
bezw. f(z) aufstellen. Indessen gilt der Hioldersche Satz
unverdndert auch fiir spezielle Dirichletsche Reihen, und
ich mgchte daher nur diesen Fall behandeln: Hierbei ge-

18) Schon Herr Knopp hat in seiner Dissertation (8. 19—22) aus
der Existenz des in Gleichung (37) zuerst genannten Holderschen
Grenzwertes die Existenz des an zweiter Stelle genannten Cesaroschen
Grenzwertes erschlossen, ohne ihre numerische Gleichheit zn beweisen.
Es 1aBt sich indessen in der Tat die gleichzeitige Existenz dieser beiden
Grenzwerte und ihre Gleichheit mittels ganz elementarer Grenzwertbe-
trachtungen, die sich im wesentlichen nur auf den oben angegebenen
Grenzwertsatz stiitzen, beweisen.
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stalten sich die Entwicklungen so einfach, daB ich es nicht
notig haben werde, auf irgend welche fritheren Resultate

zuriickzugreifen.
An die Spitze sei folgender Satz gestellt:
Ist lim a, = ¢, so ist fiir jede Annaherung
fn=0ao
im Winkelraum
hmxz m = ¢9)
z=0 n=1

Beweis: Ist n =2, so ist

ety = )=

gn,x
= ,nl+m +A (2+!: ) H

wo A eine sbsolute Konstante und & fiir alle » =2 und
alle z innerhalb eines Kreises um den Nullpunkt absolut
<1 ist. Summiert man diese Gleichung fiir alle n = 2,
3,... bis ins Unendliche unter der Annahme %(2) > 0,
so wird die Summe der linken Seite konstant gleich —1;
es st ferner

lim % &(ﬁmx) = ﬁm = 0,

=0 n=2 n=2 n

weil die angegebene Reihe noch in einem Bereich um den
Punkt 0 herum gleichméfig konvergiert und weil nach
Definition stets #(n,0) = 0 ist. Folglich ist fiir jede
Anniherung an den Punkt z = O innerhalb der Halb-
ebene R(z) =>0:

. o
) lim $ % = 1)

16) Dieser Satz ergibt sich, wenn man in Satz Il h=1, k= 0

setzt und bedenkt, daB aus lim a, = c¢ stets auch lim % = ¢ folgt.

n=a0 n=awP®
17) Man weif sogar, daB die Funktion #{(14 ) eine ganze
transzendente Funktion ist.
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Beschriinkt man die Punkte # auf einen Winkelraum mit
dem Scheitel O, dessen Schenkel in der Halbebene R(z) =0
liegen, so 1d8t sich eine Konstante 4 angeben, sodaf
Jlt:(c I) < A ist. Bestimmt man ferner nach Annahme einer

beliebig kleinen Zahl & eine Zahl m(d) derart, daB fiir alle
n = m

|a,—e| <<~ 0
44
ist, so ist
2 x(an—c) 'xl o] m(x) J . 6
30 < i e <4t =

wenn nur z innerhalb des Winkelraumes dem Punkt [0
hinreichend nahe liegt. Fiir hinreichend kleines = liegt
aber auch die Summe der m — 1 ersten Glieder dieser

Reihe unterhalb %; es ergibt sich daher unter unseren

Annahmen iiber die Punkte =

® z(a,—c)

E 14z d.

n=1 n

Also liefert die Gleichung (38) fiir jede Annidherung im
Winkelraum die behauptete Grenzbeziehung

X a,r

lim 327 = lim -5

z=0n=1M z=0n=1 N

14z

Nunmehr ist es sehr leicht, folgenden allgemeinen Satz
zu beweisen :

Es konvergiere die Reihe

®, a,
F(x) = 2 ”— (8, = a,+ 0,4+ +a,)

in der Halbebene R(z) >0, und es existiere ent-

weder der Grenzwert lim s, oder der durch die
"=
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Gleichung (36) definierte Grenzwert lim S: oder
n=00
es existiere wenigstens fiir irgend ein ganz-

zahliges p der Grenzwert

1 QU
(39) lim 225

n=ao nP

Dann ist fiir jede Anndherung im Winkelraum:
lim F(x) =
z=0

Beweis: Ehe zum allgemeinen Beweise iibergegangen
wird, soll zundchst die Annahme gemacht werden, daf

schon lims, = ¢ existiert. Dann konvergiert F(u) im
n=w

Punkte 2 = 0, also in der Halbebene & (x) >0, sodaB in
diesem Falle die Konvergenz in dieser Halbebene nicht
besonders vorausgesetzt zu werden braucht, und wir er-
halten durch partielle Summation:

noa, o 1 1 S
2w T ("n,_“" (ﬂ+1)”)+ (m+1)°
Es ergibt sich daher fiir jedes dem Punkte O hinreichend
nahe liegende & der Halbebene i (z) > 0 die Darstellung:

ro £l ) = e S 34 )
(40) 331(1 21,,;)+x21+a+ §M

wo wieder A eine absolute Konstante und & absolut < 1
ist. Es konvergiert ferner die zweite rechts stehende
Reihe gleichmiBig in einem Bereich um den Punkt 2 = 0
herom, und es ist stets- #(n,0) = 0. Also hat das
dritte Glied rechts in Gleichung (40) fiir # = 0 den Grenz-
wert 0, ebenso wie das erste, und es ergibt sich infolge
des vorangestellten Hilfssatzes:

lim F(z) =
z=0

_uuz‘n
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Damit ist das Analogon zum Abelschen Satze fiir spezielle -
Dirichletsche Reihen bewiesen.

Existiert der Grenzwert lim s, nicht, wohl aber der
n=aD
Grenzwert

NG L s .
n n
so folgt daraus noch nicht die Konvergenz der Reihe
F(x) in der Halbebene R (z) >0, wie aus dem Beispiel
8, = (—1y'n®, O0<<e<1, hervorgeht, fiir welches der
obige Grenzwert sogar = O ist, wihrend F'(z) die Grenz-
grade R(xr) = # hat; es ist also in diesem Falle nitig,
ansdriicklich die Konvergenz der Reihe F(z) fiir i (z) >0
vorauszusetzen.
Wir gehen nunmehr zum allgemeinen Beweise des -

aufgestellten Satzes iiber. Die partielle Summation ergibt:

moa, m 1 1 S
S = 2ol ) ey

n=1 n=1

—_ % i__ 2 1 1 1 _ 1 S
=25 (s G asre ATy o)t sty

w T _ Sm
ES'A “’+S ‘4‘m+1,:+(m+1)z
und allgemein:
(41) % f;_ — 2 SP AP, 4 8P 4S04 S8 AT L.y Sm

w1 B

(s
wo die GriBen 4 durch folgenden Ausdruck definiert sind:

1 (p +1) 1 p4+1y 1

AP — — _ v - =

@) == ("1 wrFtorer () o

+ +(n+p+1)‘

Hieraus folgt:
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AR, = %{1—(194{1)(1—!‘ 1) Ao (= l)w(P+1)(1+%)“=
o (=10 (1+P+1)“”}

Entwickelt man rechts alle Potenzen nach dem binomischen
Satze und beachtet man die Identitdten: '®)

1—(pJ{l)+---+(—1)"(”j1)+---+(~-1)“’ =0,

_(PT1)+2" (pgl)—... +(- 1)"(p:1)v'+---+(—1}P+‘(p+1)'

_ 0 fir r = 1,2...p
(=1 (p+ D! fir r = p+1 !

so erhiilt man fiir alle » = 2 und alle x, die dem Punkte
0 hinreichend nahe liegen:

. —x 1 S
4s) A2, = e+, 1) o H A
wo A eine absolute Konstante und & stets absolut << 1 ist.
Da nach Voraussetzung die Reihe F(z) die Grenz-
grade M (z) = O hat, so muf nach der Cahenschen Grenz-
gradendarstellung (siehe § 2)

lim sup ci%'é Sul = 01)

n=a0

18) Abgesehen von einem Induktionsverfahren kann man dieses
System von Gleichungen auch so beweisen, daB man die Gleichung

RN = L o A

(p+1)mal hintereinander anf beiden Seiten differentiiert und in simt-
lichen entstehenden Gleichungen auf beiden Seiten den Wert 1 einfiihrt.

19) Diese Formel laBt sich ibrigens fir unsere speziellen Diri-
chletschen Reihen ganz einfach ohne Einfithrung von Integralen etwa in
der Weise beweisen, wie dies Herr Landau in der zitierten Arbeit
(S. 174—176) getan hat.
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sein, d. h. es ist fiir jede beliebig kleine Zahl 6 von einer
gewissen Stelle an: \

'
]Sii]<n'

Daraus folgt ohne weiteres, daf von einer gewissen Stelle
an:
Sy < w80 < wrt!

ist, und hieraus ergibt sich wieder wegen Gleichung (43)
fiir jedes beliebige z der Halbebene R (z) > 0 die Existenz
der Grenzwerte:

8 1 1
]im _“m ] — 1] {0} j— .
Jim e = 0, lim S,,,(( T (m—}—2)”‘) lim 8, 42, =0,
lim S® A%, = 0.
m=a0

Man erhilt daher aus (41) und (43)

w S

® 4®) e 8P w Finas
F(2) = SP Al +2(@+1)-- @+p) Dot +4 3 i

Geht man zur Grenze 2 = 0 ilber, so verschwindet in
dieser Gleichung infolge der Definitionsgleichung (42) der
erste Summand, und es verschwindet der dritte Summand,
weil die Reihe in der Umgebung von # = O gleichmifig
konvergiert und infolge der Definition von & der Ausdruck
#(n,0) = 0 ist. Was den zweiten Summanden anbetrifft,
so hat der eine Faktor desselben (z+1)(z+2)...(x+p)
fiir £ = 0 den Grenzwert p!, wihrend der andere Faktor
infolge der Voraussetzungsgleichung (39) und des vorange-

stellten Hilfssatzes den Grenzwert % hat. Es ergibt sich

daher fiir jede Annidherang im Winkelraum
lim F(2) =
was zu beweisen war.
Der zweite Teil dieser Arbeit, welcher an anderer
Stelle erscheinen wird, wird sich mit dem reguldren oder
singuliren Verhalten unserer Funktionen auf der Kon-
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vergenzgrenze und mit ihrer Fortsetzbarkeit iiber die
Konvergenzgrenze hinaus beschiftigen. Endlich werde ich
dort noch Fragen betreffend die Konvergenz oder Diver-
genz der Reihen auf der Konvergenzgraden und ihr Ver-

halten auf der Grenze der absoluten Konvergenz be-
handeln.

§ 6. Grundlegende Eigenschaften der
Integrale J(z).

Eine vollstindige Analogie zu den Dirichletschen Reihen
zeigen die Integrale der Form

(44) J@ = [Tomea
1

welche folgendermaflen definiert sind. Bezeichnet man die
Punkte der Integrationskurve mit ¢ = o« + B¢, so ist
p = f(«) eine reelle, eindeutige Funktion der reellen Va-
riabeln &, welche fiir jedes positive « von 1 bis co defi-
niert und in diesem Intervall iiberall endlich, stetig?®®) and
sogar abteilungsweise differentiierbar ist. Diese Funktion

geniige ferner folgenden Bedingungen: es sei lim %OQ:O,
U= a0

und es sei nach Annahme jeder beliebigen Zahl & >1
von einer gewissen Stelle an |f'(¢)] < ®e TUber die
Funktion ¢ (f) seien sehr geringe Voraussetzungen gemacht:

es sei @(f) filr alle ¢ der Kurve eindeutig definiert,
mit Einschlufi des Anfangspunktes 1;

fiir alle ¢ eines endlichen Kurvenstiicks habe der re-
elle wie der imagindre Teil von o (f) eine endliche obere
Grenze und eine endliche untere Grenze;

es seli g(f) iiber jedes endliche Kurvenstiick inte-
grierbar.

20) Es wiirde die abteilungsweise Stetigkeit von f(«) genfigen.
Anstatt der unteren Grenze 1 kann auch jede andere Konstante gesetzt
werden.
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Dann ist auch die Funktion g(f)e™ " iiber jedes end-
liche Kurvenstiick integrierbar, sodaf fiir jedes I'= A+ B
der Kurve das Integral

e
J(T, %) =] p()e~ s,
1

erstreckt iiber die gegebene Kurve von 1 bis T, einen
Sinn hat. Hat nun dieses Integral fiir T = oo einen
Grenzwert, so nennen wir es konvergent, im andern Falle
divergent. Dann kann man ebenfalls behaupten, daf das
Konvergenzgebiet jedes solchen Integrals eine Halbebene
mit der Grenzgraden R (z) = h, ist.

Ehe ich indessen zum Beweis dieser Behauptung iiber-
gehe, michte ich zuniichst zeigen, daf diese Integrale in
anderer Form unter beschriinkenden Annahmen schon mehr-
fach untersucht worden sind. Setzt man:

L=t p-logn = v(®
und macht man die Einschréinkung, da8 stets § = 0, d. h.
die Integrationskurve die Achse des Reellen von 1 bis oo
ist, so ergibt sich im Falle der Konvergenz von J(z):

_[ “ehe T ar = f1 Oep(z)za(—--})dz = fo %w(r)'rznldr: = J, (),

wo das letztere Integral iiber die Achse des Reellen von
0 bis % zu integrieren ist; hierbei ist die Funktion ¢ (z)

fiir jedes positive r< - eindentig definiert, liegt in jedem

Intervall & bis a, wo 0 <<d < aé-i— ist, absolut unter-

halb einer endlichen Schranke und ist iiber jedes solche
Intervall integrierbar. Das Integral J,(z) wird konver-
gent genannt, wenn '
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1
lim f‘e—(b(r)rm—"ldr = J, (x)

d=0 )

existiert, sonst divergent. Der Theorie dieser Integrale
J,(x), die also mit der Theorie unserer Integrale .J(x)
identisch ist, wenn die Integrationskurve die Achse des
Reellen von 1 bis co ist, hat erst kiirzlich Herr Pincherle *!)
eine umfangreiche Arbeit gewidmet. Herr Pincherle setzt

die Funktion ¢ (zr) fiir jedes v des Intervalles 0 <r§%

als stetig voraus und nimmt im Verlauf seiner Arbeit
diese Funktion sogar als differentiierbar und » mal diffe-
rentiierbar an. Diese Untersuchungen gelten also nicht mehr
fiir die Dirichletschen Reihen, die unter unsern allgemeinen
Annahmen iiber die Funktion ¢(#) bez. ¥ (z) in der Form
der Integrale J(z) bez. J,(r) darstellbar sind, wie weiter
unten gezeigt werden soll.
Setzt man
‘ ploge) _ o\,

e = 1, .
s0 ergibt sich unter der Annahme g = 0:
[Cowe it = [Tyt = 1@,
1 e

wobei der Integrand von J(z) ebenfalls fiber die Achse des
Reellen von e bis co zu integrieren ist. In dieser Form
hat unsere Integrale namentlich Herr Landau untersucht.

Ich lege den folgenden Untersuchungen die Form (44)
zu Grunde, um die Analogie zu den Dirichletschen Reihen
scharf hervortreten zu lassen. Geht man von der hiufig
herangezogenen Darstellung:

21) ,Sur les fonctions déterminantes“, Anpales scientifiques de
Yécole normale supérieure, Ser. 3, Bd, 22, 1905, S. 9—68.
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ll

F(u) = Za;.e_lu = uzsgf e"tudt,
2

§ = > a,
' S Zaa”

aus, so erhilt man, wenn der erste Exponent 1 den Wert
1 hat,

Flu) = aa[w¢(t)e"tudt.

Hierbei ist die Integrationskurve der die Exponenten i
verbindende gebrochene Linienzug, wobei die in § 1 auf-
gestellten Voraussetzungen mit den iiber die Integrations-
kurve hier gemachten Voraussetzungen identisch sind ; aber
auch die Funktion ¢(f), welche fiir ¢ = 4 den Wert s;
annimmt und diesen Wert konstant fiir alle Punkte ¢ der
Verbindungslinie 4 A" beibehilt, bis sie im Punkte ¢ = 1’
den Wert sy annimmt, ist durch diese Annahme fiir alle
Punkte ¢ unseres gebrochenen Linienzuges eindeutig defi-
niert und geniigt auch den anderen fiber die Funktion ¢ (f)
gemachten Voraussetzungen. Ist also irgend eine Di-
richletsche Reihe F'(x) gegeben, welche den Fundamental-

voraussetzungen gentigt, so ist die Funktion —I%(;l in der

Form eines Integrals J(u) darzustellen, welches ebenfalls
allen im Anfang dieses Paragraphen aufgestellten Voraus-
setzungen geniigt. Ich habe nur deshalb die Untersuchung
der Dirichletschen Reihen an die Spitze gestellt, weil diese
wohl das meiste Interesse beanspruchen und weil sich nach
den ausfiihrlichen Untersuchungen iiber diese Reihen die
Aufstellung der analogen Sitze fiir unsere Integrale J(z)
ganz kurz erledigen lift; trotz der griferen Allgemein-
heit der Integrale J(x) fiihren hier durchweg dieselben
Methoden zum Ziel.

Der grundlegende Satz fiir unsere Integrale J(z)
lantet:
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I. Geniigt J(2) den aufgestellten Voraus-
setzungen, so ist entweder J(z) nirgends kon-
vergent oderiiberall, oder es existiert eine reelle
Zahl h, sodafBl J(z) fiir R(z) > h, konvergiert, fir
R(x) << h, divergiert. Innerhalb jedes beliebigen
ganz in der Halbebene R(x) >/, gelegenen end-
lichen Gebietes ist sogar J(z) gleichmidfig kon-
vergent; es stellt J(z) in der Halbebene R(z) =1,
eine reguldre analytische Funktion dar und
darf dort unter dem Integralzeichen beliebig
oft differentiiert werden??),

Beweis: Um den ersten Teil dieses Satzes nachzu-
weisen, ist es nur notig zu zeigen, dafl aus der Konver-
genz von J(z,) die von J(z,) stets dann folgt, wenn
R(zx,) > N(x,) ist. Es sei:

r,—x, = y = w-vi, f tp(t)e_m" = J(T,x,).
1

Dann ist auch unter unseren allgemeinen Voraussetzungen
iiber die Funktion ¢(f) folgende Formel der partiellen In-
tegration richtig:

T T
f q;(t)e‘t" dt = f q;(t)e_'”".e_*y dt
1 1

T
= J(Ta)e Wty f J(t,z)e” Yat.
1

(45)

Nun liegt fiir alle 7' nach Voraussetzung J(1)z,) unter-
halb einer endlichen Schranke C. Also ist fiir hinlédnglich
groBes T = A + Bi infolge unserer Voraussetzungen:

u

Ny
IJ(T,w,,)e"Ty)-r: Ce~dH B e 2 g,

lim J(T,2)e” ¥ = 0.
T'=w

22} Zu den Sitzen I und II vergleiche man die in Anm. 5 zitierte
Arbeit von Herrn Landau, S. 208—217.
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Es ist nunmehr zu beweisen, daB das in der Gleichung (45)
rechts anftretende Integral konvergiert. Setzt man fiir
jeden Punkt der Integrationskurve ¢ = « + f7, so ergibt
sich wegen

dt .
"{‘E S 1+lf (CC}

fiir hinldnglich grofes T:

[ea]
‘f J(t,xo}e—tydt‘ =
T
L7}

u
o5} — o -
- It 2
<C‘f e TR, drx<f e de,
A, A

[TrteyTH @i @)
A

1 i

womit die Konvergenz des betrachteten Integrals genau
wie in § 1 nachgewiesen ist. Daraus folgt die Konver-
genz innerbalb einer Halbebene mit einer Grenzgraden
R@) = h,.

Auf dieselbe Weise wie dort beweist man auch, daBl
unser Integral J(x) innerhalb jedes ganz in der Halbebene
R (x) > h, gelegenen endlichen Gebietes gleichmifig kon-
vergiert. Und hiernach ergibt ein von Herrn de la Vallée
Poussin herriihrendes, mit dem in § 1 zitierten Weier-
strafschen Satz in sehr naher Beziehung stehendes The-
orem, welches auch Herr Landau heranzieht, dafi der
Grenzwert

J@) = lm J(Z,2)

eine in der Halbebene R(z) > k, regulire analytische
Funktion darstellt und dort unter dem Integralzeichen
beliebig oft differentiiert werden darf, wenn man aufler
der gleichmiifigen Konvergenz nur noch nachweisen kann,
daf in dieser Halbebene jedes Integral J(7,z) eine regu-
ldre analytische Funktion von z darstellt. Dies aber ist
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der Fall. Denn da man die Reihe

el " = § E10rre() 1)”” ®) o

n=1

gliedweise integrieren darf, so ergibt sich:
T S R Y T
f p)e ¥t = %( 1),if p(t) " dt.
1 n=1 n. 1

Nun ist, wenn €| den griften Wert bezeichnet, den ¢(¢) ab-
solut genommen auf der Integrationskurve von 1 bis T
annimmt, C, den griofiten Wert, den ¢ absolut auf dieser
Kurve annimmt, und wenn endlich L deren Linge ist:

T
]f o ()" dt
1

sodaB die fiir J (7)) entwickelte Potenzreihe von z in der
ganzen Ebene konvergiert, also J(I,x) sogar eine ganze
transzendente Funktion von x darstellt. Damit ist der
Satz I bewiesen.

< C,LC; < Cy,

II. Ist

T
lim suplgg-%ﬂ = x>0, &(T) = f o(t) dt,
I'=q 1

soist x = h,. Ist x=0, so konvergiert J(z) min-
destens fiir R(z) > =x.

Der Beweis ist genau ebenso zu fiihren wie in § 2
nur daB anstelle der partiellen Summation die schon oben
angewendete partielle Integration tritt.

Definiert man, das Integral J(z) konvergiert absolut,
wenn das Integral

fﬂ.’)
1

q;(t)e_twl de
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kon vergiert, so hat diese Definition wohl nur einen Zweck,
wenn die Integrationskurve die Achse des Reellen von
1 bis oo ist. Dann ergibt sich als Folgerung
aus den Sdtzen I, I, daB auch das Gebiet der
absoluten Konvergenz von J(z) eine Halbebene
ist, deren Abscisse p durch die Gleichung

T
log f1 o ()] at
T

stets dann bestimmt wird, wenn der rechts ste-
hende Grenzwert » >0 ist. Ist % = 0, so kon-
vergiert J(z) mindestens fiir R(z)=>0 absolut.
Auf der Grenzgraden R(xr) = p selbst ist ent-
weder J(z) iiberall absolut konvergent oder nir-
gends.

Diesem Satz kann man folgenden zur Seite stellen:

Ist

g = lim sup
IT=o

lim sup 12819 lJv(t)l

o« =a

2?

so ist J(») fiir R(x)>=x, konvergent und sogar
absolut konvergent, wenn die Integrations-
kurve die Achse des Reellen von 1 bis oo ist.

Beweis: Ist x—x, = s§>0, so ist fiir hinlinglich
grofies T

‘e &
oo(u,+~—)u _ —
<f e )7 gmente) 47 gy
A

fA o)™ (1 +if (@) de
= fme“%“du,
A

J () =£w¢(t)e_m(l+if(a))da

sodafl das Integral
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konvergiert. Ist die Integrationskurve die Achse des Re.
ellen von 1 bis oo, so ergibt die obige Beziehung sogar die
absolute Konvergenz von J(z).

Die Annahme, daf die Integrationskurve nicht die
Achse des Reellen von 1 bis co zu sein braucht, sondern
nur eine beliebige Kurve, die den an die Spitze dieses
Paragraphen gestellten Bedingungen geniigt, bedeutet sicher
dann keine Verallgemeinerung, wenn die Funktion ¢(f)
innerhalb eines Grebietes analytisch ist, welches die Achse
des Reellen von 1 bis co sowie die gegebene Integrations-
kurve ganz in seinem Innern enthilt. Hat nimlich %, den
Wert h, wenn h, =0 ist, den Wert 0, wenn %, <O ist,
so gilt fir R(x) > &, die Darstellung

J#) == f o),
1

Andererseits ist, da dann auch (D(t)e_w in dem oben ge-
nannten Gebiete eine analytische Funktion von ¢ ist, nach dem
Cauchyschen Satze fiir jeden Punkt 7 = A + B+ der
Integrationskurve

T ¥ T
(46) j; w(t)e_mdt—fiw(t)e_mdt=f di(t)e_t‘cdt,

1 A

wo die beiden letzteren Integrale gradlinig genommen
werden sollen, und es ist fiir reelles z = h,+&, wo
& >0 ist,

T il+54 -£a
f ﬂ)(t)e_mdt’<B|e( ) 4o P <3,
A

wenn nur A hinlédnglich grof ist. Folglich kémmen sich
die beiden in Gleichung (46) links stehenden Integrale nicht
verschiedenen Grenzwerten annihern, wenn I' und 4 ins
TUnendliche riicken, und es stellt also das Integral

T = /:D (e it

in seinem Konvergenzgebiet dieselbe analytische Funktion
5*
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von « dar, mag iiber die Achse des Reellen von 1 bis co
oder iiber eine beliebige, den angegebenen Bedingungen
geniigende Kurve integriert werden.

Ein #hnlicher Beweis ist schon in § 4 gefiihrt worden;
in der Tat gehtren ja die dort definierten Funktionen

e o]
o k) =f e Pt
1

zum Typus unserer Integrale J(z), und die dort ausge-
filhrte Diskussion dieser Integrale gibt ein Beispiel der
Fortsetzbarkeit der Integrale J(z) iiber die ganze kom-
plexe Ebene hin.

§7. Verhalten der Integrale J(z) auf der Grenz-
graden.

Es werde jetzt wieder anstelle der Voraussetzung
|f'(e)| << ®* die erweiterte Voraussetzung gemacht, dass
fir alle « der Ausdruck f’(a) unterhalb einer endlichen
Schranke bleibt, d. h. es soll die Voraussetzung gemacht
werden, dass die Integrationskurve von einer gewissen
Stelle an von der zur Achse des Reellen vertikalen Rich-
tung um einen Winkel abweicht, welcher grosser ist als
ein gewisser Winkel ¢,. Dann gilt folgendes Analogon
zum Abelschen Satze:

III. Ist fiir einen Punkt 4 der Grenzgraden
das Integral J(h) = S konvergent, so ist fiir
jede Anndherung an den Punkt 2 im Winkel-

raum: lim J(z) = 8.
x=nh
Beweis: Setzt man #—h = y = u+vi, so ergibt

sich durch partielle Integration
T T
T(Ta)= [ g e =T @R My [Tt 1)V
1 1

Nach Voraussetzung bleibt J (7}, 4) fiir alle 7 unterhalb einer
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endlichen Schranke; da ferner # > 0 ist, so hat das erste
Glied rechts fiir 7 = co den Grenzwert O, und es ergibt
sich fiir einen nachher zu bestimmenden Punkt 7' der
Integrationskurve: '

J@)—8 =y [ Tere Ya—s
(47) ‘]1'

T o o]
1 T

Nun aber ist fiir hinreichend grosses 7' und alle Punkte
x unseres Winkelraumes, wenn die Konstanten 4 und 4,
dieselbe Bedeutung haben wie in § 3 und T = 4’4+ B4
gesetzt wird:

y f Tm—=S)e Y| =y [ R —S)e Y L +if(e) de
T A’ '

U
oo--“

d © —aut+pv
<|y|m¢1f£e da<|y|6Af 2 da
u
_lyl o 8-43 )
w 34, =3

und es ist fiir alle Punkte # innerhalb eines hinreichend
kleinen Kreises um den Punkt 2

T
yf T(t,Rye™" dt <%, |sl~2-1)| <
1

()
3

sodass sich aus (47) die Gleichung
|J(x)— 8| <9,

giltig fiir alle dem Punkte % hinreichend nahen' Punkte x
des Winkelraumes, und damit die Behauptung ergibt.
Den in § 4 aunfgestellten Sidtzen entsprechen folgende
beiden Sitze:
IV. Ist fiir irgend einen Punkt A der Grenz-
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graden von J(x)

. D) T
Jin g = o 0D = [ o2

-0 folgt daraus fiir jede Anniherung im Winkel-
raum im Falle 2 § 0

lim (o~ Wf*.J(s) = chT(b+1), lim J () ch

aei log(z—h)

Je nachdem R(k) >—1 oder £ = —1 ist; im Falle
h = 0 folgt

lim 2*. 7 (@) = eT(b+1),  lim 0 — —q,
je nachdem R(k)>—1 oder & = —1 ist.

V. Gentigt das Integral J(z) den Funda-
mentalvoraussetzungen undist fiirirgend einen
Punkt 2 der Grenzgraden von J(x) '

.9l
tl_-l—..ncla e 7 7
sofolgtdaraus fiir jede Anniherung im Winkel-
raum, auch wenn » = 0 ist,

. _ . J=
ll;nh(x__k)kﬂ.,f(x) = cI'(k+1), thkm = —q¢
je nachdem R(k) >—1 oder &k = —1 ist.

Beweis von IV: Aus der Formel der partiellen In-
tegration

‘ , T
J(T,z) =j;Tgp(t)e_mdt = @(T)e” fw+x£ (P(i)e"mdt

ergibt sich, da infolge der iiber @(t) vorausgesetzten Grenz-
beziehung der erste Summand rechts fiir 7' = co den Grenz-
wert O hat, wenn R(z) > h, ist,

J(@) = o f “ope T,
1
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sodafl genan wie in § 4 nur die Formel

zu beweisen ist.

Der Satz V wird wortlich ebenso bewiesen, nur daf
hier die obige Gleichung, in welcher anstatt @(f) die Funk-
tion @ (#) zu setzen ist, unmittelbar die Gleichung der Be-
hauptung darstellt.

Man sieht ferner, dass es nur einer Diskussion der
schon in § b auftretenden Funktionen

© —yty T —yt g m
e 7t loghtdt, ¢ 7"t log't (log log )™ dt,...
1 1
in welcher die Integrationskurve die Achse des Reellen
von 1 bis oo ist, bedarf, um aus der Existenz der Grenz-
werte
o(t) ) im @ (t)
t=c-MFloglt’ (= eMttloght! (= eMEtlogit(loglogt)™’ **°
d1e Existenz eines Grenzwertes zu schliessen, wenn sich
in der mit einem geeigneten Faktor multiplizierten Funk-
tion J(z) das Argument # dem Punkte » der Grenzgraden
annihert.
(Grenan ebenso wie beim Satze IV beweist man, wenn

T T
[ ova=om, [ o@u=om)
1 1

gesetzt wird, die Formeln

f ot P dt = o f “o et
f ®,(f)e ~tz 4

-

(48)

ll
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mit Giltigkeit fiir alle Punkte  der Definitionshalbebene
von J(z), die einen positiven reellen Teil haben, wobei
alle Integrale fiber die gegebene Integrationskurve zu er-
strecken sind. Eine Verallgemeinerung der Sitze ITI, IV
im Sinne der Holderschen Sidtze (vergl. § 5) ist also hier
unmittelbar gegeben. Es ergeben sich ndmlich durch An-
wendung von Satz V auf die in Gleichung (48) rechts ste-
henden Integrale die Sitze:

IIT. Ist
. Uad(t)
Jim =5 =
so ist
lim J(z) = e
z=10
IV’ Ist
. D)
,gh=me"‘t* =6

so ist fiir jede Anndherung im Winkelraum
im Falle & § 0:

lim (e— P J(6) = ¥ D(E+1), Jim 170

jenachdem R(k)>—1 oder k = —1 ist; im Falle
h=0folgt

—_— 1
= Hch y

. - . J(z
lim #+47(2) = oT'(k+1), wh;ng;,%; — o
jenachdem R(k)>—1 oder k = —1 ist.

Diese Siitze hiingen so zusammen, dass Satz V durch
den Satz IV, Satz IV durch den Satz IV’ verallgemeinert
. 1 .

.Setzt man

1 T 1 T

+ [ e0d=on, 7 [ eOd =9, ...
1 1

so erhilt man durch partielle Integration folgendes Glei-
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chungssystem, giltig fiir alle Punkte 2 der Definitions-
halbebene von J(x) mit positivem reellen Teil:

J@x) = x fwcﬂ(t)e—wdt z* fmttpl(t)e_txdt
1 1

o0 [ o]
= g* f fo(t)e e f tp,(t) e = a
1 1

a0 a0
= a* f Po ) e "t — 3a* f B t)e ™ dt
1 1

o
+x’f t(ps(t)e_tmdt =y
1

aus dem sich durch Anwendung des Satzes V auf jedes
der rechts stehenden Integrale folgender Satz ergibt, der
dem Satze III' gleichwertig ist und dem Hélderschen
Satze auch in der Form genau entspricht:

III". Ist

lim g,(t) = ¢,
=

so ist auch .
limoJ (a:) = .

Da die Dirichletschen Reihen in unsern Integralen
J(x) enthalten sind, so ergibt sich ein Weg, auf welchem
man zu Sitzen iiber allgemeine Dirichletsche Reihen ge-
langen kann, welche den Hglderschen Sitzen analog sind.

Sitze iiber das analytische Verhalten der Integrale
J(z) auf der Grenzgraden und iiber ihre Fortsetzbarkeit
dariiber hinaus sowie iiber die Konvergenz der Integrale

auf der Grenzgraden werden in dem zweiten Teil dieser
Arbeit enthalten sein.
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§8. Fakultdtenreihen, Binomialkoeffizienten-
reihen.

SchlieBlich sollen noch ganz kurz die verallgemeinerten
Fakultétenreihen

6w = ¥ A

Al CETARREES
und die verallgemeinerten Binomialkoeffizientenreihen

HE) = 3 A4,@-7)@—7)...¢—n)

behandelt werden. Auch hier hat Herr Jensen (l. c., An-
merk. 1) unter der Annahme, daf die y, positive, monoton

ins Unendliche wachsende Zahlen sind, fiir welche 2 L

n=1 ¥u

divergiert, die Konvergenz dieser Reihen in einer Halb-
ebene angegeben, und Herr Bendixson?®®) hat den Beweis
fiir die Reihen H(x) durchgefiihrt. In neuerer Zeit hat
Herr Nielsen eine Reihe von Untersuchungen iiber diese
Reihen vertffentlicht und in seinem ,Handbuch der Theorie
der Gamma-Funktion* (Leipzig, T,eubner 1906) im Zusam-
menhang dargestellt. Aber erst Herr Landau (1. ¢., Anm. 5)
hat einen einfachen Beweis fiir die Konvergenz der Fakul-
tdtenreihen in einer Halbebene angegeben und die Grund-
lagen der Theorie dieser Reihen im Zusammenhang auch
mit der Theorie der Binomialkoeffizientenreihen und der
speziellen Dirichletschen Reihen dargestellt.

Das Hauptinteresse beansprucht der Fall, daf neben
lim |y,| = oo dle Reihe
!I4—9 © 1
) R2ATA

divergent ist. Ist ndmlich diese Reihe konvergent, so hat
schon Herr Bendixson nachgewiesen, dafi die Reihen H (%)

23) ,,Sur une extension a I'infini de la formule d’interpolation de
Gauss*, Acta math., Bd. 9, 1887, [S. 1—34] 8. 14—26.
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7%

entweder in keinem von ,, 7,... ,... verschiedenen Punkte
konvergieren oder in der ganzen Ebene konvergent sind
und dort eine regulire analytische Funktion darstellen,
welche komplexe Gréfien die y, auch sein mdgen. Ebenso
behaupte ich, daf im Falle der Konvergenz von (49) die
Reihen G (z) entweder nirgends konvergieren oder in der
ganzen Ebene mit Ausnahme der Punkte — p,, — ¢,... — %, ..
konvergent sind und daB sie in der ganzen Ebene eine
regulire analytische Funktion darstellen, mit ev. Ausnahme
der Punkte — p,, welche entweder regulir oder Pole erster
Ordnung sind.
Ist ndmlich G (z,) konvergent und wird

b, = A,
" (xo+ ?:)(xu'l- ?2) e (xn_l_?n) ’

o = @t ). (2ot y0)
" @tr) @)’

b4by+...+b, = s,

gesetzt, so ist

m A

e b, = s, $uC
”gl (x|+ ?n) . (-’*‘31 '+'2',.) ngl ' Cn ngl n( n n+x)+ m Ym+1y
wo nach Voraussetzung lim s, existiert. Es ist ferner
m=Q
r—x
— = ¢ .
c“ fitl n ml + 7}“+l

Gelingt es nachzuweisen, dafl fiir alle » der Ausdruck ¢,
absolut unterhalb einer endlichen Schranke liegt, so folgt
darans nacheinander, daB die Reihen

Cn,

® @D
H Zl i Cp— cn+1| 1 “glsn (cn_ ca-l-l)

n=

[=2]
Né U Y n

konvergieren, weil ja die Reihe (49) konvergiert und s,
fiir alle # unterhalb einer endlichen Schranke liegt. Nun
aber existiert sogar
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(+3:),

TIi{1+
Lim c, = L;_'J— H
T 1I—]-1 (1 * ﬂ)
denn beide Produkte rechts haben einen von O verschie-
denen Grenzwert, weil die Reihe (49) konvergiert und so-
wohl z, als auch z, von —p, verschieden sind. Also exi-
stiert auch

lim s, e¢,,,,.

m= a
Man darf daher in der Gleichung (50) fiir m = co zur
Grenze iibergehen, womit die Konvergenz der Reihe G (z,)
bewiesen ist.

Liegt « innerhalb eines endlichen Gebietes &, welches
keinen der Punkte — y,, auch nicht auf dem Rande, ent-
hilt, so liegt offenbar fiir alle Punkte #, = # in G der
‘Ausdruck ¢, absolut unterhalb einer endlichen Schranke,

wenn x, festgehalten wird. Folglich ist die Reihengll Cn—Cpia

im Gebiete G gleichm#éBig konvergent, und es existiert
gleichmiBig lim s,¢,,,,, woraus sich die gleichméBige Kon-
m=

vergenz von G (x) innerhalb des Grebietes G ergibt. G ()
ist also in der ganzen Ebene regulir, mit ev. Ausnahme
der Punkte — »,, welche Pole erster Ordnung sein konnen.
Zerlegt man ndmlich G'(z) in zwei Teile, so erhdlt man
n—1 'Av

G(x) o v§1 (x“l"?;) b (x+?l)

1 g 4,

$+ P "§N (x+?1) bl (x+yu—:)(x+?n+l) b (x+y1f) ’

+

wo die im zweiten Summanden rechts auftretende Summe
iiberall regulér ist, auBer etwa in den Punkten —y,, —y,...
— Ynys — Puss--+y dagegen sicher im Punkte 2 = —y,.
Also ist G(z) fiir # = —y, entweder regulir oder hat
dort einen Pol erster Ordnung.
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Ganz analog wiirde man den Beweis fiir die Reihen
H(x) fithren konnen, sodaB wir fiir diese Reihen einen
etwas einfacheren Beweis als den von Herrn Bendixson
gefithrten erhalten. Noch leichter kann man beweisen,
daf entweder H(x) nirgends absolut konvergiert aufler in
den Punkten p, oder in der ganzen Ebene absolut kon-
vergiert, und da8 entweder G (x) nirgends absolut kon-
vergiert oder in der ganzen Ebene aufler den Punkten

Ich behaupte nunmehr folgenden Satz:

I. Es sei die Reihe (49) divergentund es sei,
wenn y, = o,+ f,t gesetzt wird,

(1) lim &, = +o, limm%=0.

Daan existlert eine Zahl g,, sodaf G(x) fiir
R(z)=>g, konvergiert und regulidr ist, ausge-
nommen in den Punkten —y, dieser Halbebene,
in welchen G(z) immer divergiert und in wel-
chen Pole erster Ordnung auftreten kénnen;
fir R@)<g, dagegen divergiert G(x) stets.
Ebenso existiert eine Zahl A, sodafl H(z) fiir
R(@x) = h, tiberall konvergent und regulir
ist, fiir R(x)<<h, dagegen divergiert auBer in
den Punkten ¢, Inder Konvergenzhalbebene
diirfen beide Reihen gliedweise differenti-
iert werden. Ebenso existieren zwei reelle
Zahlen ¢g! und &}, sodaB G(x) fiir R(z)>g; abso-
lut konvergiert anfer in den Punkten —y,, fiir
R(z)<g! dagegennicht,und daB H(z) fir R(z)>h,
absolut konvergiert,dagegen fiir R (z) < k] nicht
aufer in den Punkten y,.

Diesen Satz bat Herr Landau (1. c., Anm. 5) sehr
einfach unter der Annahme, daf die y, monoton ins Un-
endliche wachsende Zahlen sind, fiir welche die Reihe (49)
divergiert, bewiesen. Aber auch unter unseren erweiterten
Voraussetzungen ist der Beweis ganz analog, und man
braucht nicht einmal Integralabschiitzungen.
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Ist auBer der Divergenz der Reihe (49) die Voraus-

setzung erfiillt, daf, wenn y, = ]y,,]eq’”i(o_g_ 9, <<2x) ge-
setzt wird, lim ¢, = ¢ F 0,27 existiert, so ist das

n=aQ
Konvergenzgebiet ebenfalls eine Halbebene, und zwar steht
die Grenzgrade auf dem vom O Punkte ans gezogenen,
mit der Achse des Reellen den Winkel ¢ bildenden Strahle
senkrecht. Setzt man ndmlich

Pi '@t
r=ye , VY, = Y.t ,

so ergibt sich

g . A"e—-mpi
@ = 2 G

H@) = 3 4, 4=2)... 4=

Hierbei ist, wenn p! = |y, |¢®"* gesetzt wird,

lim @, = lim (p,—¢) = 0,

n=aw n=aqa .
sodaB zwei reelle Zahlen g, und %, derart existieren,
dafi G (2) fiir R(y) > g, konvergiert (ausgenommen in
den Punkten — p,) und fiir R(y) <g, divergiert, und
daf H(z) fiir R(y) >k, konvergiert und fiir R(y) <4,
divergiert (aufer in den Punkten p,). Nun ist, wenn
z = U+ Vi gesetzt wird, R(y) = U cos ¢ + V sin g,
wonach sich unmittelbar die Behauptung ergibt. Natiir-
lich stellen auch hier die Reihen G (z) und H(z) in der
Konvergenzhalbebene analytische Funktionen dar (ausge-
nommen sind fiir die Reihen G'(z) ev. Pole erster Ord-
nung in den Punkten —p,) und diirfen dort gliedweise
differentiiert werden. Das Gebiet der absoluten Konver.
genz ist eine Halbebene, deren Grenzgrade derjenigen der
bedingten Konvergenz parallel ist.

Die Abszissen g,, g; und %,, h; werden durch folgenden
Satz bestimmt, welchen Herr Landau in etwas anderer
Formulierung fiir positive, monoton ins Unendliche wach-
sende , bewiesen hat:
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II. Es seien die Reihen G(z) und H(z) in der
Form

@ a

6@ =3 S
o)
10 = Ea(i-7)(1-7)

geschrieben und es mégen die y der Gleichung
(61) geniigen. Es werde ferner:

m m e 1

S = 21ﬂn? G, = nglianlr 3'm - 2 —

"= n=1 a”
gesetzt. Dann ist jede der vier Konvergenz-
abszissen, im Falle sie =0 ist, durch die Glei-
chungen

log @,

g, = h, = lim sup M, g: = hj = lim sup
m= w ;l'm m=qa0 m

bestimmt. lst ferner

lim sup lof " =
m= a0 m

endlich, so ist
n—-n=tv h-h=r

Auch die Untersuchung des Verhaltens der Reihen
(+ () und H(zx) auf der Grenzgraden mochte ich nicht
durchfiihren, da man auch hier die den friitheren analogen Sitze
mit denselben Mitteln beweisen kann, um so mehr, als
Herr Landau in der zitierten Arbeit iiber Fakultiten-
reihen fiir spezielle Dirichletsche Reihen, Fakultdtenreihen,
Binomialkoeffizientenreihen folgenden merkwiirdigen Satz
bewiesen hat:

Betrachtet man die Reihen:

F(z) =

n

® n!a,

,E, z(@+1)...(z+n)’

M8

a, .
|?v G’(-’E) -

H@) = § (-1pe, &=l Eon),

n=1
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so stimmen die Konvergenzhalbebenen der bedingten wie
der absoluten Konvergenz fiir alle drei Reihen iiberein.
Die Reihen F(x) und G (z) haben aber auch in jedem von
0, —1, —2... verschiedenen Punkte der beiden Grenz-
graden dieselben Eigenschaften der Divergenz, der bedingten
Konvergenz sowie der absoluten Konvergenz, und die durch
die Reihen dargestellten Funktionen sind in jedem von 0,
—1, —2,... verschiedenen Punkte der Grenzgraden des
gesamten Konvergenzgebietes gleichzeitig regulir oder
singuldr. Dasselbe findet fiir die Reihen F(z) und H(z)
und die Punkte 1, 2,... statt.

Im Gegensatz zu den Dirichletschen Reihen ist es
miglich, eine grofie Anzahl der elementaren Funktionen
der Analysis in Fakultitenreihen wie in Binomialkoeffi-
zientenreihen zu entwickeln, und es sind auch diese Reihen
in sehr allgemeinen Fillen in der Form der Integrale J(z)
darstellbar. Eine Anzahl spezieller Formeln in dieser
Hinsicht findet man in Herrn Nielsens: ,Handbuch der
Theorie der Gamma-Funktion.¢
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